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o,SEÑORES CA’l‘EDRÁTICOSI [l g,“

En cumplimiento de las prescripciorigs'ldel/ptáï}
estudiosdeesta,Facultad,vengo,
última prueba exigida para optar al w
doctor en ciencias físico-matemáticas dela Univer
sidad de Buenos Ayres.

El tema que he elejido para asunto de este trabajo
es la Teoría ¿lc las Equipolcncias, debida. al ilustre
geometra italiano BELLAVI’I‘IS,á. quien tanto deben
los modernos conocimientos de la Matemática.

Excuso deciros que en este trabajo no encontra
reís alguna de esas grandes ideas que por su nove
dad se imponen, sino, lisa y llanamente, una expo
sición de la mencionada Teoría y de sus aplicaciones
más importantes, pues, mi objeto ha sido pr0pender,
en la medida de mis débiles fuerzas, á la vulgariza
ción de esta doctrina, tanto más que pocos son los
autores que hasta ahora se hayan ocupado del asunto.

Al exponer la Teoría (le las Iz'quzïpalwu;fasno sólo
las considerará en sí mismas, si que tambien en sus
más íntimasrelaciones con el admirable Cálculo (le

los Cuaternz'ones de Sir GUILLERMO R. HAMIL’I'ONy

s.

_-Jn‘”
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con la Teoría delas Cantidades Exiensitas (.Klusrle
hmmgsle/u'e)del reputado geómetra alemán Giuss
MANN. En una palabra, este trabajo comprenderá
las ideas más modernas y sencillas, en una forma
clara. y didáctica, de estas importantes cuestiones
que no han penetrado todavía en los libros ordina
rios y que sólo se hallan en obras especiales y en ar
tículos de revistas, fuera del alcance de los que sólo
desean obtener una simple noción de ella.

Para dar cumplimiento a este propósito pasamos á
exponer las consideraciones necesarias y los princi
pios fundamentales de la. Teoría, valiéndonos de los
trabajos de BELL.\\'l’l'lS(1) y de las obras de HOEI'ÉI.
(2) y LAISANT(3) que hemos consultado para re
dactar este trabajo.

( Saggio di applin-azioni di un nuuvo metodo di Geometría
analítica (calculo delle Equipollcnze); Padova. 1335.

Suggiu b'ull'Algvln'u degli innnaginnrii; Venozin,1RS‘2.
Sposizione ¡lol metodo delle liquip illcnze; Modena, 18:34. 
Calculo (lei Qualernioni di \\'. R. Hamilton, e sun reluzione col

metodo delle lüquipnllenze; Modena. 1658.
S osizione (lei nuovi metodi di Geometría analitica; Venezia,

zioni algelgriche; Venemu, .
Elementl (li Geometría, (li ’l‘rigonomelriu e dí Geometría ana

llLicu, elh; Padova. 1862.
(2) Sur le calcul des Equipollences, métliode d'analyse góomc

trlque de M. BellaviLis;
Cours de Calcul Infinitésinml, tome deuxieme, p. 93-112.
(3) Nnuvellesannales de matliúmutiques—1873, etc.
Theorie el. applications des Equipollences; Paris, 1887.

Determinazione numerica (lellelladici immaginarie delle equa
lt .
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con la Teoría delas Cantidades Extensivas (Anale
hmmgsle/zre) del reputado geómetra alemán GRASS
MANN. En una palabra, este trabajo comprenderá
las ideas más modernas y sencillas, en una forma
clara y didáctica, de estas importantes cuestiones
que no han penetrado todavia en los libros ordina
rios y que sólo se hallan en obras especiales y en ar
tículos de revistas, fuera del alcance de los que sólo
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Para dar cumplimiento á este propósito pasamos á
exponer las consideraciones necesarias y los princi
pios fundamentales de la Teoría, valiéndonos de los
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Sistemas de magnitudes

Los sistemas de magnitudes han seguido la.mis.
ma marcha que los progresos delas ciencias mate
máticos y para nuestro objeto merecen especial
mención los siguientes, para poder apreciar en toda
su sencillez y generalidad la Tear/(zde BELmvrrls.

melm: sis'rmi.\.—-Consideremos una magnitud a
que tenga un caracter común cualquiera y supon
gamos que, sea una "mV/rn!real. Si aiesta magnitud
agregamos otra que le sea igual tendremos un todo
ó pluralidad. que podrá representarse por au. Aña
diendo a esta magnitud la primera unidad u, el re.
sultado sera aaa, y así sucesivamente. tendríamos

a, aa, aaa, aaaa,.

en cuyo sistema cada magnitud proviene de la pre
cedentopOr un mismo procedimiento para todas.
Este sistema es el ¡zrtlm'uly está caracterizado:

1”Por ser indefinido en el sentido ascendente y por
no poderse prolongar en sentido descendente más allá
de a. 2”. Porque la unidad a es indivisible. 3°.
Porque en la serie antes escrita no ocurren dos
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cantidades iguales. Y 4°. Porque cada cantidad
es mayor que las que le preceden y menor que las
que le siguen.

SEGltxno s1srm1.x.-—Consideremos ahora una uni

dad facticia IN,susceptible de ser dividida en un nú
mero cualquiera de partes iguales ó .s'ub-zuu'iliulcs.
Cuando estas son dos, tres, cuatro, etc., toman el
nombre, como es sabido, de medios, tercios, cuartos,
etc; y entonces si formamos con cada una de estas
sub-unidades, considerada como unidad principal, una
serie-análoga á.la del sistema anterior, tendremos el
siguiente cuadro de magnitudes dispuestas en filas
horizontales yen columnas verticales de este modo :

medio dc m
. di . ‘ .

"“dw d" "‘ ' EL“: 3: lll El:lll 'M di d m medio dc m . ' .° ° c ' medio (lc m medio (lc m
lcrcio de m

lercuo de m (crcio (le m
tercio de m , lcrcuode m '
lcrclo dc m lcrcno (ll: m

lucio dc m
, 'l‘crcuo dv: m lcrcio dc m’

uano (lc m

anna (¡e m Cunrlo (lc m cunrlo (lc lll e“:
Cinno (lc Ill Cll'lll'lo (lu m’ °“"'”° de l“ . cunrlo (lc m I' ' ' - -- cunrlo dc In cunrlo dc lll

El sistema de que tratamos está. caracterizado:
1°. Por ser indefinido el número de filas y el de
cantidades de cada fila, á partir de la primer 1,. 2°
Los términos de cada fila crecen 3' los de cada co
lumna decrecen, á partir del primero. 3° Muchas
magnitudes de este sistema son iguales. 4° Todas
las magnitudes cntreparéntesis son iguales a la uni
dad; las que preceden a estas en cada fila menores, y
las que le siguen mayores que dicha unidad. YF)"
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Las magnitudes que contienen un número exacto de
veces al conjunto de subunidades que hay en el pa
réntesis de su misma.fila, pueden convertirse en las
magnitudes del sistema anterior con sólo sustituir
aquel conjunto ó aquella pluralidad por la uni
dad m.

Los dos sistemas mencionados forman lo que se lla
ma sistema de ¡Mmmm ¡'(Lcimm’m-«bso/zum- y al cual
pertenece nuestro sistema ordinario de numeración
en el que sólo se considera la magnitud sin tener en
cuenta la dirección. En una palabra, estos sistemas
no tratan dc la (ra/¿[Mad Miri/¡[Ju que es el sujeto in
mediato de las Í:'71¿)'1;()lencias,y también de los Curt
lc’i'ztío/texde HAMILTONy dela '1'em'íu de las (Juani/(¿dns
¡irte/237).?“ de Gl{.\ss.\l.\.\'.\'.

TERCERMsn-tm. Supongamos que sobre una rec
ta limitada en un sentido é indefinida por el otro, y
á partir de su único extremo, se mueva un punto, y
consideremos las magnitudes lineales ó distancias
comprendidas entredicho extremo y cada una de las
sucesivas posiciones del punto. Todas estas dis
tanciasó magnitudes constituirán un sistema, y si las
determinamos tomando por unidad una cualquiera
de ellas, obtendremos, además de las cantidades del
sistema anterior, otras que no contendran exacta
mente a su unidad, ni a ninguna de sus partes igua
les. Estas últimas magnitudes son ¡lu-nnnzmxurablex,
los números que las representan son irracionales,
y estos, en unión con los del sistema anterior, for
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man el sistema completo de cantidades absolutas.
Este sistema está. caracterizado porque no puede
obtenerse de una manera general la representación
exacta de las cantidades ineonmensurables respecto
de una unidad, a no ser que se adopte letras en
lugar de números.

Lo que dijimos para los otros sistemas se aplica
también a éste, es decir, este sistema no da la noción
de la can/[thu] ¡{irá/¡[dm Ó,en otras palabras, la may/
m’lwly la dirección en un solo concepto.

CI'MK'I'OSis'ricxn.—Consideremos un sistema (le pe
sos materiales actuantes sobre uno de los platillos
.-l de una balanza y admitamos que al principio no
haya mas pesos en los platillos que el peso propio
de éstos y por lo tanto que los brazos de la balanza
estén perfectamente horizontales. En seguida, ima
ginémonos un resorte dispuesto entre el eje y el
brazo de manera tal que si ponemos un peso a en el
platillo .-l, el fiel se inclineala derecha (le la mag
nitud l;y colocando los pesos 2a, 3a, 4a,...tome aquel
las inclinaciones 21),3/), 41),. . . .De este modo los án

gulos descritos por el fiel a la derecha de la vertical,
podran servir para medir los pesos actuantes en el
platillo. Haciendo que estos pesos se sucedan con arre
glo al sistema natural, por ejemplo, a los pesos a, 2a,
3a,4a,...corresponderán las cantidades I)2b, 31),4b... ,
y esta serie podrá. recorrerse en sentido opuesto con
sólo ir quitando pesos del platillo .l. Pero una. se
rie de cantidades deereeientes puede obtenerse, no



sólo quitando pesos de .-l si que también poniendo
pesos en el otro platillo 1)’,y como en este caso, des
pués dellegar á. colocar justa en su fiel la balanza,
podemos seguir colocando pesos en 1)’,los nuevos án
gulos que describa elfiel á. la izquierda de la verti
cal son cantidades opinas-(ax:‘i,las primeras y son las
que en el Algebra ordinaria se denominan cantida
des ¡M/¡(Ilít’dh’con respecto á. las primeras, que lle
van el nombre de posílilrax. He ahí las primeras
manifestaciones de la. audi/¿(ví Miri/¡Ma 0' vec’orax'

que aparecen, cn cierto modo, desde la introducción
de los signos de afección + y —. Sucedió esto en
el siglo XVII con motivo de los trabajos de Gnunn y
Dlisnzua'H-zsy principalmente de los de este último,
quien al aplicar en general la ley ¡la!menos ensan.
chó el Algebra como ("ZP/míaIlo ¡ax I’l'lMtCÍIHLCh‘.Pero,

como es notorio. estaba reservado al genio de
M ¿»21' s el hacer valedero el ¡u-e'lzr-Qu'u¡ln [0x say/nas
en los más diversos ramos de la Matematica.

QUINTOsis-¡"mm Consideremos cn un plano un
punto fijo y otro móvil, que con arreglo a una ley
cualquiera, recorre todos los ámbitos del plano.——Las
distancias desde el punto fijo a las diversas posicio
nes del móvil originan un sistema de cantidades ó
magnitudes, cuya idea es complexa, pues en cada una
de ellas hay que tener en cuenta: su can/¿Vlad
absoluta, su dirección, y dentro de esta dirección el
senh'rloen que debe contarse. De aquí se infiere que
á los números que determinan las dichas cantidades
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deben asociarse dos signos nuevos: uno que exprese
la dirección y otro que exprese el sentido; y así co
mo las cantidades se aprecian por una unidad cono
cida, las direcciones se determinarán también refi
riéndolas a una dirección fija. Ahora bien, para ha
cer esto, aunque existen varias maneras de ejecu
cutar la determinación, nos limitaremos á indicar la
siguiente, porque cuadra perfectamente con el pro
pósito de este trabajo:

Sea () (fig. 1) el punto fijo del plano y ¿[B la direc
ción conocida; llamemos a.a la unidad para medir can
tidades en esta dirección, siendo positivas en el senti
do 0/} y negativas en el opuesto().-L Consideremos
otra dirección (11) que hace el angulo CUB con la
primera y designemos porfi la unidad correspondien
te sobre OC,en su doble afección cuantitativa. y cua
litativa. Sentado esto, la magnitud 0.11en cantidad,
dirección y sentido determinado, se acostumbra ¡i
representar por la expresión

Ud. a + (¿Tha

que es el símbolo genérico de los números complejos
de dos unidades, es decir, de las cantidades imagi
narias delÁlgebra que Cuzcm‘ y Gtiuss trataron con
juntamente después delos trabajos de Aumxn, Mor
REYy ÑVMHKEN,para extender el dominio delanáli
sis fuera del reducido círculo de conocimientos que
no expresaban directamente la ¡Jos-¿ciónó situación
(sims) y la magnitud (nwgm'tudo), como LEIBNITZ
quería hacer expresar al Álgebra de su tiempo.
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SEXTO SISTEMA. Si suponemos que el punto móvil
recorre todas las posiciones del espacio infinito, en
tonces el concepto de la cantidad ó magnitud (es de
cir, de la distancia del punto fijo á cada posición del
móvil) es más complexo; porque a la cantidad absolu
ta hay que añadir la orientación de un cierto plano
que pase por el punto fijo y la posición del móvil,
su dirección dentro de este plano y su xau/¡[lu
dentro de esta dirección. Para llegar a esta com
pleta determinación se fija. un plano, cuya orien
tación se supone conocida, y en él una recta
que represente la dirección de referencia, pasan
do uno y otra por el punto fijo; y hecho esto las
diferentes direcciones se estiman haciendo pasar
por ellas y por la recta de referencia planos cuya
orientación se determina respecto de la del plano
fijo. y como en estos planos se encuentra la recta dc
referencia, no tendremos más que repetir en ellos lo
que dijimos para los sistemas dedos unidades. Po
dría hacerse la determinación de que tratamos por
medio de tres ejes y así si dcsignamos por a, 3, Ylas
respectivas unidades sobre estos ejesypor a, b, c,
tres números absolutos, las expresiones que deter
minan las cantidades de que hablamos son de la
forma:

(¿1+ ba +07,

que simboliza los números complejos de tres unida
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des que forman parte esencial de la Geometría analí
tica en el espacio.

Este sistema es una generalización del anterior
y nos presenta la cantidad expresada en valor y di
rección. Elevándose en este orden de ideas sellega
a los números complejos con más de tres unidades
entre los cuales merece especial mención uno de
magnitudes con cuatro unidades al que Sm HAMIL
TON dió el nombre de CL'A’I'ERNIONES,caracterizados

por contar entre sus unidades á. la unidad abstrac
ta y por que las otras tres unidades satisfacená.
ciertas relaciones elegidas de maneraá dar una idea
clara y precisa delas cantidades denominadas ima
ginarios, que eran un símbolo sin afección concreta
en: el Álgebra.

El método de BELL.\\'I’I‘IStrata. también de la

cantidad dirigida y asi al considerar una recta, ó
vector, no determina por separado la magni
tud, dirección y sentido de ésta tomando unidades
distintas para cada una de estas determinaciones,
sino que engloba todo ese conjunto en una sola
noción; y se vale para ello del cálculo ordinario como
veremos más adelante y no de algoritmos especiales
que, aunque más feeundos y generales, no dejan de
ser algún tanto complexos a primera vista, como su

(’5‘)Las teorías sobre los sistemas (le magnitudes forman hoy
una rama importante de la Matematica que los alemanes deno
minan Allgemeine Ar-¡t/uncli/r (Aritmética universal), habiendo
producido obras como las de STOLZ,de merito superior.
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cede en el Cálculo de los Cualerniones (’) de I'I.-\
MILTON,y en ln. Teoría delas Cantidades Ewtcnsicas
de Gn.xss.\u.\'.\'.

par G- Plarr, Pau-is, k -. _ _
Inmaiu-üion ú la methode des quulermons pur C. A. Lulsnnt,

Pau-.5. !5\1.
Kiamentrs (le Cálculo de los Cunlcrnioncs por V. Balbín, Bue

ncs Aires, IDO“

v?" Trnité olnnwntaixggdes¡[unternions par l’. G. Tail, lrmluil.1Q 



Ecuaciones geométricas

Ya dijimos que en las Equipolencias las magni
tudes son cantidades dirigidas, es decir, son magni
tudes representadas por notaciones que implican ú,
la vez magnitud ydirección.

Así el segmento de origen --1y extremoB es AB,
y en esta notación -11}están implicados al mismo
tiempo la magnitud del segmento, su dirección ysu
sentido. Los segmentos que son rectas iguales, para
lelasy dirigidas en el mismo sentido, se dice que
son (¡come/rica¡nc/zle iguales, u' (’rjzu'polcnlcx, y de
aquí la denominación de lz'rjzupolcuciusque se da ú
esta Teoría. La expresión de la igualdad en magni
tud, dirección y sentido de dos segmentos, por ejem
plo, constituye lo que se llama eqzupolcncm, 0' ¿qual
¡Ia/Ígeomélríca. Por esto suele decirse también que
la Teoría de las Equipolencias es la Teoría. delas
ecuaciones geométricas, y ambas denominaciones se
hallan como sinónimas en los autores que hemos
consultado.

Para designar'la longitud de una recta ABinde
pendientemente de su dirección, se emplea la nota
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ción gr. .113,que se lee módulo AI}. La equipolen
cia, es decir, la igualdad en magnitu'l, dirección y
sentido se representa por el signo =, que recibe una
significación más lata que la que le da el Álgebra
ordinaria. (‘) sin oponerse á las concepciones de
ésta.

Así AB=CD es una equipolencia que indica que
las dosrectas AB y CI) (fig. 2)son iguales, paralelas
y de mismo sentido; y la expresión gr. AB=gr. JIN
da simplemente una igualdad algebraica entre las
longitudes de dichas rectas independientemente de su
dirección.

Por lo expuesto se ve que el signo gr. corresponde
alsigno '1' (tensor) del Calculo delos Cuaterniones.

Si dos rectas ¿By CI) son paralelas, es decir, si
tienen la misma dirección, cualesquiera que sean sus
longitudes, se indica así .lBll ('11, y se denomina

. ' ‘ '
. ¿2,7 (iv jul/'(Zlfilín'ill'l,I; r/r,’Ile'rccrv'dn.—Si las dos

rectas -11;y ('11 tienen la misma dirección y sentido,
. ., . 1/)". -llI>’_ .

y Sl la relacwndesus longitudes CD-a,sedice
que -113es equipolente al producto a, CI), y se escri
_-1B=a. (II). Esto es precisamente idéntico á. lo que
se establece cn el Cálculo de los Cuaterniones, pues
si a es el tensor y {ael vector unitario, el vector pa
ralelo a éste es el múltiple de {3,es decir, (1.3.

En virtud de lo que acabamos de exponer, es evi

(3) BELLAVl’I‘lSuso delsigno —Q—, en lugar del =, para ex
presnruna equipolencin.
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dente que para expresar que un punto M está situa
do sobre la recta ¿1B, se escribirá AJI=1z ¿112,dando

a a: todos los valores positivos ó negativos, pues
AM tiene la misma. dirección que AB. Haciendo

51:3, =—1 se tendrá.respectivamente el punto mc

dio de A]? y el segmento opuesto 1M.
Por lo general, en esta Teoria,se escriben las

cantidades algebraicas en letra bastardilla común,
ylas rectas ó cantidades dirigidas en letra griega.
Así la equipolencia antes escrita, se denotará por
a = a?3,siendo a = AB, C] = 3. Estas convenciones
están lejos de ser absolutas para todos los autores;
por ejemplo, ni L.\Is.\.\"r, ni HOÜEI.las siguen en sus
obras citadas.

Consideremos ahora varias rectas ¿11),CI) y El"
(fig.3) colocadas de una manera cualquiera en un
plano. Construyamos la equipolencia BH: (11),es de
cir,.tracemos la recta BI] igual á. CI), paralela y dc
mismo sent-idoque ella; y enseguida construyamos la
equipolencia IIK=EF. En lugar de las rectas AI)’,
CI) y El" tendremos sus equivalentes AB, BH y HK.
Puesto esto; por definición dirémos que la suma geo
nw’tricade las rectas dadas es la recta :1[i’ que une el
origen de la primera. con el extremo de la última.
En símbolos, se tendría:

AB+CD+EF=AB+BH+HK=A K

Es de advertir aquí que esta.igualdad no signi
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fica que la longitud ¿lli’ es igual á la suma de las
longitudes de AB, BI! y IIIi', pues en ningún caso
gr. _-11i'podrúser mayor que la suma de las longitu
des de las rectas dadas. Simplemente podemos de
cir que la igualdad significa: que la translación de
un móvil de .-1hasta K siguiendo el camino AK, da
elmismo resultado que la translación del móvil si
guiendo el camino quebrado Ali/IK, desde --1l1as
ta Íi'.

Lo que acabamos de decir es idéntico a la composi
ción de las fuerzas en la Mecánica (la suma geomé
trica es la resultante), y se ve además que en esta
Teoría como en la Estática gráfica, ó más general,
como en el Cálculo de los Cuaterniones, la suma
consiste en 2m movimiento (le translacio'n.

La suma es conmutativa. En toda equipolencia
se puede agregar ó quitar una misma expresión geo
métrica sin alterarla, multiplicar ó dividir los dos
¡miembrospor un número cualquiera positivo ó nc
gativo, y hacer pasar un término de un miembro al
otro. En una palabra, se puede efectuar sobre las
equipolencias todas las operaciones que se efectúan
sobre las ecuaciones algebraicas, siempre que estas
operaciones se refieran ó. sumas, restas y multiplica
ciones por números reales. He aquí la razón de
reemplazar el signo deBELL.\\'rris..e__ por el usado
ordinariamente (=).

Las consideraciones precedentes muestran clara
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mente que para tres puntos A, B y C se tiene siem
pre la equipolencia:

AB+BC=A0,

que da estas otras
BC=AC—AB,

AB+BC+CA=0, etc.

Ademas, cualesquiera que sean los cuatro puntos
A, 19, C, D, se tiene:

AB-CD=DB— CA,

porque
AO —BO—C0+DO=DO—BO —CO-l-AO,

tomando un origen cualquiera 0.
Una cuestión importante se nos presenta ahora y

es hallar la condición para que tres puntos estén en
línea recta, es decir, que sean calm/Vilas. Si M
está sobre la recta .11}, se tendrá. --l.l[=a:. AI}, sien
do :v un número real, según loque dijimos antes.
Esta equipolencía puede transformarse en ésta:

0M—-O¿1=.r (GB-0A),

que da
OM=(1—a:)OA-x. 03......... (1)

Puesto que a; es un número real cualquiera, to
memos en lugar de 1-:v, cv,las dos cantidades u, o,
que satisfacen ¡í la condición u-l-v=1. Se tiene en
tonces

0M=u OA+v 013 (2)lt+v=], ---o-uo....
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Se puede satisfacer á. esta última condición ha
ciendo

z t¡(7: y, z+t
y entonces

(3+1!) 01W: 3. OA+ t. OB . . . . . . . (3)

Por último. por una simple transformación se de
duce:

z. ()A+t. 012- (3+0 0M=0,

y como z, i,—(:+l) son tres coeficientes cuya su
ma es nuia, se puede escribir

p. 0A+q. OB+r 0.11: o,p+q+r =0_}..........“(
Una cualquiera delas equipoleneias (1), (2), (3), y

(4) resuelve la cuestión, y es de observarse que la
(4) es idéntica á una relación del Calculo de los
Cuaterniones, pues si 1, 3,7 son tres vectores COPIZIIIEI
res y coiniciales cuyos tensores son a, b, c, las condi
ciones para que sus extremos estén en línea recta
(ó colineales) son:

+7 03 }0.-l—c ||Il
Ü1°

a+
a+



Magnitudes angulares

Consideremos un punto fijo 0 sobre una recta 0X
(fig. 4) que supondrcmos horizontal, por c]cmplo,y
que haya sido descrita por un móvil en cl sentido
dc 0 ai X. Sem-ll? una recta cualquiera colilanar
con 0X, y tracemos por Ola paralela ()(,' á. .-l]>’.La.
inclinación dc.-ll)’, que sc designa por la notación
inc. .11}, es dada por el ángulo COX. ‘La 0X es el
cjc dc las inclinaciones:

Respecto al signo de las inclinaciones, se consi
dera la inc. X0!) como contada. ú partir de la di
rección 0X, y si al hacer el movimiento de rotación
que debe llevar OX á ocupar la posición OC, se sigue
un movimiento contrario al ¿lelas agujas de un reloj,
la inclinación es positiva, y negativa en el caso con
trario. Esta es la convención adoptada en los mo
dernos tratados de Mecánica y equivale ú decir que
una inclinación (ó, lo que es lo mismo, una rotación)
es positiva cuando se efectúa cn el mismo sentido
que el movimiento dela Tierra al rededor del Sol
para un observador colocado en el hemisferio sep
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tentrional. HAMIL’I‘ON,TMT, LAISAX'I‘y otros si

guen en sus obras esta convención.
El ángulo de las rectas AB y ¿IE se mide por la

diferencia de las inclinaciones de estas rectas, es
decir,

(tng. BAE=ÍIIC. AE---ínc. AB.

En virtud de la convención de los signos any.
Kaká-any. BOX, (fig.5) y entonces

ang. XOB=ang. XO.«1+ang. AOB,
ó bien

ang. XOA+ang. A()B+ang. BOX=0,

y estas expresiones muestran su analogía con las
relaciones entre segmentos de la Geometría Supe
rior (1) n13Cmsuzs, ó sea de la Geometría tan pro
piamente llamadaangina/Haría, que ha penetrado en
el dominio del Cálculo gráfico y de la Est-ático. gra
fica, como puede verse cn las obras de F..\\'.\no y en la
recientemente publicada por el profesor S.\\'10'1"r|(2),
aunque las notaciones sean diferentes.

(l) Truitc de Geometrie Supfrrieure, París 185?.
(2) LA STA'I‘ICA GRAFICA, Lesioni ¡[ell'iny/cyncI-e CARLO SA

\'l0TTl. Milano 1838. Esta es una obru de merito superi- r.



Módulos é inclinaciones

Los principios fundamentales relativos á los mó
dulos é inclinaciones son tres, á saber;

PRIMEHO.—S¿los dos terminoscle una equípolen
cía binomía tienen inclinaciones ¿h/erentes, cada una
(le ellos es nulo separadamente.

Efectivamente; toda equipolencia binomia es dc
la. forma.

l. AB=m. CD.

y, por definición de lu equipolencla, se tiene estas
dos relaciones

I. gr. AB: In.gr. CI),
inc. AB=ínc. CI).

Pero, por el supuesto de la.proposición, esta últi
ma.relación no se verifica; luego se deberá tener 1:0,
m=0, lo que da á.la. equipolencia binomia la. forma.
idéntica.0: 0.

De aquí se infiere este corolario importante: que
toda reelude longitud nula tiene mwinelínaeíón in
cletermz'narla.

(5‘) En ln exposición (le estos principios .le BELLAYlTlSsegui
mos ü LAISANT,en su obra citmlu, pues este autor es sumamen
te claro y didáctico, por lo que cuadra ú nuestro propósito yamanifestado.
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SEGUNDO-Sí (los términos ¿le una equipolencía
trino'mia tiene): inclinaciones iguales, el [ercer término
colzsitlei'atlowlo enzmo de los miembros ¿le la equi
ÍJOICÍlCia:tendrá la mzsma inclinación, y su longitud
será igual á la suma de las longitudes de los dos pri
meros térnu'nos.

Efectivamente; sea la. equipolencia.
AB+BC=AU

Si .11}y BC tienen la. mismainclinnción, los tres
puntos 11,1} y C se suceden sobre la. recta. .-'l(u'y de
aquí resulta la evidencia del principio enunciado.

TERCERO:-Si en una equipolmcm tri/¿0mm ¿lela
forma a+3+*r=0, se tieneinc. a + inc. Y= 2 inc. 3, en
o! salpucslo ¡[un [0x {res {Ji-minos (le la erlzu'polcncia ten.

ya): e'nch'zeacío.-ujs (¡L’SÁI/ZNÜL’S,se ¿'(V'Í/I'CCli'íÍgr. a = gr. ‘r.

Efectivamente; identifiquemos la equipolencia du.
da con ésta

BA+AC+CB=Q
haciendo

1:B.—l, 3=.-ÍC, ‘{=CB.

Se tendrá, entonces

inc. BA-I-inc. CB=2 inc. AC,

inc. BA- inc. AC=i/zc. AC-ínc. CB.

Sumando dos ángulos rectos zíambos miembros,
se tiene

inc. AB- ínc. ¡16:1'110. CA-ínc. CB
ó bien

ang. BAC=ang. BCA
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Por lo que se ve que los dos ángulos --1y Cdel
triángulo B.-lC(fig. 6) son iguales; es pues, isósce
les, y luego

gr BAzgl'. CB

gr. 1=g/'. y.

La proposición recíproca es cierta, como puede
verse fácilmente, siguiendo los mismos razonamien
tos, y así podemos decir: que si en la equipolencia,
tri/20mm a+3+ï=0. se tiene gr. a =gr.‘:, se ¡Jeri/¡card
la relación inc. a -I-inc. Y+2 inc. ¡3

Los principios que acabamos de establecer tienen
íntimas analogías con algunos del Cálculo de los
Cuaterniones, como puede verse consultando la obra
de los profesores KELIANI)y Tur ('), y para esto, qui
zás mejor, la obra de Cuaterniones {que publicó
L.\lS.-\N’l‘(") para dar a conocer en Francia las ideas
y los métodos de SIR HAMILTON.

(’) Introduction lo Quader'nions, London. l88'2.
(**) Introduction ú lu methode des Quaternions. París, 1881.



Multiplicación y división de vectores

Es en la multiplicación y división delas cantidades
dirigidas que la Teoría de las Equipolencias presen
ta verdadera diferencia con la noción que de di
chas operaciones se tiene en el cálculo ordinario de
las magnitudes. En las Equipolencias la multipli
cación se define diciendo: que cl pro/lucir) (lo ¿los wc
Ias OA 3/ OBes mm rec/a OC cuya LONGITUDes igual
al PROUU'TO(le las longi/ur/vs IÍL’OA j/ 0B, y cuya
I.\'t'I.l.\'.\1'lt').\' (’x ¿que/2’u’ ¡a xemza (le las th'l.lX.\('lONF.S de

OA 3/OB. Esta definición concuerda con un teore
ma fundamental de los números eomplexos del Ál
gebra, pues se sabe que en estos el módulo del pro
ducto es igual al producto de los módulos de los fac
tores y que el argumento ó anomalía del producto es
la suma delas anomalías de los factores. Pero las

concepciones de B1«:I.i...\vmsno se atienen á este es
trecho círculo, como veremos más adelante.

De la definición anterior se deduce que la equi
polencia 0A. 01}: OCorigina estas dos igualdades:

gr. 0A><g/‘.OB=gr'. 0€,

inc. 0A+inc. 011-471006.
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Aquí se ve que el producto de las rectas depen
de del origen de las inclinaciones que se haya elegido.
Si se toma por unidad la recta OUde longitud igual
ala unidad y dirigida según el origen de las incli
naciones, por la definición de la multiplicación admi
tida en la Aritmética, se debe formar el producto
OC por medio del multiplicando OA dela misma
manera que el multiplicador UB esta formado por
medio de la unidad OU. Se ve, pues,que debemos

tomar 33:1”. 0B, en seguidahacer girar la
recta obtenida así del ángulo .3= inc UB en el senti
do conveniente. Entonces, por analogía, para obte
ner el producto 0A. 0B, debemos modificar la lon
gitud de 0A con relación a yr. UB; lo que daría una
recta de longitud yr. (MX/jr. 01)’ dirigida según
0A, y luego hacer girar esta recta, del ángulo Fa
La inclinación, después de la rotación, es: + (¿2se
cae precisamente sobre la recta OC.

En el caso de varias rectas 0A, OB, OC, . . . . .()I\',

la longitud del producto sera

gr. 0A.><g/'. OBxgr. OCX . . . . . . . .xgr. 0K

y la inclinación correspondiente

inc. OA+inc. OB—|--inc.06+. .. ...+inc. 0K;

lo que dice: que la, inclinación del producto asigna!
(i ici suma de las inclinaciones de los factores. No
debe dejarse de notar aquí la analogía que presen
tan las inclinaciones con los logaritmos.

En virtud de las nociones precedentes se ve que el



_33_

producto de dos rectas es independiente del orden de
los factores. La ¡multiplicación es, pues, una ope
ración conmutativa. No se verifica esto en el Cal

culo de los Cuaterniones de Hmmxrox, ni tampoco en
la Teoría de las Cantidades Extensivas de Gmss

.\I..\N.\'. En esto estriba la diferencia esencial que
hay entre las Equipolencias y los dos sistemas nom
bradm.

RAZÓNonomíz'nnm

. ., . ()
Tomando por definncmn del comente U—É=()C la

propiedad 0B. ()C=()A, como en el Álgebra ordi
naria, se deduce inmediatamente que la longitud del
cociente es igual al cociente que se obtiene dividien
(lola longitud deldividendo por la longitud del divi
sor, y que la inclinación del cociente es igual al resto
que se obtiene quitando de la inclinación del divi

dendo la 1nclmac1on del dmsor. La relacion ¿71: se

denomina msu'n ¡(/cumrt'h'icu,y en ella está. incluídala
doble noción de longitud y de inclinación.

Sea ahora la equipolencia
9:4_ 2€
Ob’_ 01).

De ella se saca
yr. OA_ gr.
gl". 0/} - gr. 01) ’

y además
u/zg. BOA: (mg. DOC,
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lo que muestra que los triángulos UAB y UCI)
(fig. 7) son semejantes, ó más bien, directamente se
mejantes, pues si la relación de semejanza es 1, son
superp0nibles. Recíprocamente, si dos triángulos
ABC y A'B'C' son directamente semejantes, la se
mejanza se expresará por una cualquiera de las

. . AB AC BC
equxpolencnas2,73,:la:

Lo que acabamos de decir es de suma importancia,
como se puede ver en las obras de Bl‘ll.l,.\\'l'l'ls, por
las aplicaciones á que se presta. Es uno delos prin
cipios fundamentales de la algoritmia delas Equi
polencias.

L'ÁU‘I'LO nn LAS nEr'ms

De la exposición que venimos haciendo sc deduce
evidentemente el siguiente teorema, que cs de gran
transcendencia: Se puede efectuar en ¿(Ls-equipmen
cias relativas (í las fly/147115planas lodas las operacio
nes y trans/07'macírmex que se efectúan en las ecua
ciones algebraz'eas.

Mas, en las equipolencias, no aparece la noción
de lo imaginario, como en el Álgebra ordinaria (').
Para aclarar esto, sea extraer la raíz n e'xímade una

recta, es decir, 0X: VW.

("‘3‘)LAlSAN’l', en su obru (tlllllllh cmnentumlu a BELL‘AVITIS,di
ce ull'respeclu>:—«l-luy,sin embargo, ¡i l'avur del lnÓlUtln(le las Equi
polencins una diferencia no verdadera sínuuparcnle, y es queen
ninguna parte «leellus se inlrmluce lu noción de lo imaginario.»



Por definición, sc tiene:

0A=(0X)=0X. 0X . . . . ..OX,
es decir

gr. 0A=(g/'. 0X), ó gr. 0X: I/gr. UA.
En cuanto á las inclinaciones, sea inc. ()A=ar, ó

más general, 1+k—360°; entonces

inc. 0A __:4_
n _ n

Ahora. bien; para. tener todas las direcciones posi
bles de 0X, es preciso dar á Íi una. serie de n valores
consecutivos enteros, por ejemplo, 0, 1, 2,. -. ..-n—1.
Se tendrá. así n direcciones inclinadas sucesivamen

i/zc. 0X: +4: 360“.

te unas sobre otras del ángulo ’ y como los n va

lores de UX tienen la misma, longitud, todos las
direcciones dichas formarán un haz de rayos. que
serán las raíces de 0A, y, como se ve, diferentes
unos de otros, pero todas reales.

Hay una ley de reciprocidad entre las magnitudes
del Álgebra. ordinaria. y sus correspondientes de esta
Teoría. Para, aclarar esto sea la identidad

a+b+c+d=b+c (l-l-(t.
2 2 2 2

En el Álgebra, esta relación dice: «que si ¡1,13,U, D
son cuatro puntos colineales, y M, N, P, Q los pun
tos medios de los segmentos AB, BC, CD, I).l ; el
medio del segmento MP es el mismo que el del seg
mento NQ.»



_3G_

Puesto este, reemplazando a, b, c, (l por las rectas
cualesquiera 0.1, UB, OC, OI) tendremos lamisma
identidad, que se enunciará asi: «Si Ill, N, 1’, o son
los puntos medios de los lados sucesivos de un cuadri
láteroA B CD, las rectas MP, NQ se cortan mútua
mente en partes iguales.» Este ejemplo que toma
mos de L.\Is..\x'ry muchos otros que se hallan espar
cidos en las obras de BEI.L.\\'I'I‘IS,permiten formular
el siguiente teorema general:

.rl {oda identidad algebraicu corresponde un leo/"c
um ¡le Geometría plana, que se o/¡liem' cambian/lo
¡IL¿(/15thth cn equip/Mencía.



Rotaciones

Llegamos á un punto importantísimo de esta Tm
n’a, y es el que se refiere al signo de perpendiculari
dad. B1-:I.L.\\‘1'r|srepresentó la magnitud dela uni
dad de longitud y de inclinación+ 90° por el signo v'
(ru/mm); nosotros, siguiendo áL.us.\.\"r y á. I'IOÚEI.,
lo representaremos por i, como en los números com
plejos del Álgebra ordinaria, pues ambos signos,lo

I
mismo que los i. =, están sometidos á las mis
mas reglas de cálculo.

Puesto esto, sea UX (fig. 8) el origen delusincli
naciones, YY' perpendicular ¿i 0X, y OA, 0B, ()('
y UD cuatro longitudes iguales. Se tiene pues,

UB 0C 01) 0/1
Ñ = ÜÉ= ÓC= 0-1)=l

ó bién

01;.oc_ a
ZM. 013"- L'

UB. 0C OC ‘) ¡ | y _—___ =— l.luO 0T 0¡),—0A_ 1, puesto que OC 0x1

Luego ¿¿—1.

Análogamente ¿;_¡, ¿‘=1,etc.
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Por consi 'uiente elsímboloi en al I'álculu de las
)

Equipolencías está sometido (i las mismas reglas que

el símbolo \/—1 en el Algebra ordinaria.

Este teorema permite representar la. rotación de
una recta 01116vector, porque multiplicando á. 0M
por i tendremos la recta Oill' igual ¿íla primera, pero
formando con ella un ángulo ill()11/l’=+90°. En

general. (hlIXi representa lo que se vuelve UMdes
pués de una rotación de n ángulos rectos en el senti

do positivo; lo mismo, (MIX (-z') representa lo que
es (Mi después de unarotación de ¡tangulos rectos

1‘

en el sentido negativo. Es claro que el símbolo i re
presentará una recta de longitud igual a la unidad
y cuya inclinación a es dada por el número p referido
al ángulo recto como unidad. De lo que precede,

[3+4 [f-l-J/i'.
_' L(,._-.Í’H _ 1 ,

fac1]es ver que (-0; (T), =L, i;

Consideremos ahora una recta UM (Íig. 9) y sea
MP perpendicular al origen de las inclinaciones. Se
tiene

0M=OP+PM

Llamando m,y a las longitudes (tensores) de OP y
PM, se tendrá para los vectores Ul’ y I’JI,

OPzw, PM=y i.

Por consiguiente, la recta (UI puede expresar
se por la fórmula

01V1=aï+yi,
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que muestra la identidad entre las cantidades geo
métricas ó dirigidas y las imaginarias del Álge
bra.

Lo que acabamos de exponer es lo mismo que se
presenta en el Calculo de Sir HAMILTONal decir que
uncualcrnídu, ¿ns-la.suma (le una escalar y una vec
torial.

Puesto que la recta de longitud 1 y de inclinación
2 (medida por p) se representa por la expresión
.l‘ . . .
z, es ewdente que la recta cualqu1era UM, cuya lon

gitud es r, podrá representarse por ()_ll=r.ipAhora,
si en lugar de referir los arcos al cuadrante los re
ferimos al arco de longitud igual al radio (es decir,
tomamos cl método circular ó ccrclc trigonome'trique
de los franceses, en la Trigonometría), es claro que
las dos medidas p y 1 del mismo arco ó ángulo céntri

7

, . , 2 . . _
co estaran en la relacion fzj- Luego zÁ zJ

y haciendoi 1-= e , se tendrá
Él

0M = I‘ e ,

que es una relación importantísima que permite in
troducir en los cálculos los vectores bajo forma al
gebraica.

Haciendo cv: r cos a , y = r sen a, se tiene

.S') Vease ln obra :mtes ciLndu del pl‘ul'esm' l’. G. 'l‘nit traduc¡ a por G. l’lnrr. Tomo 1°
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()M= I'l'cos 1+ I"son 1

y, en virtud de la última relación,
1

s = cos 1+ i son 7,,

que muestra que e en esta. Teoría no es-otra cosa

que la expresión e', que se encuentra en el Algebra
al establecer las conocidas fórmulas de El'LEHOre

ferentes a las cantidades imaginarias.

Merece aquí observarse la íntima analogía que hay
entre las fórmulas deducidas y las queda el Calculo
do los Cuaterniones. No es de extrañar esto, porque,
como se desprende de lo que estamos tratando, las
Equipolencias no son mas que el Cálculo de Hum.
‘rox limitado al plano, pero con principios distintos,
pues en éste la multiplicación no es conmutativa y cn
aquellas si: ésta es la diferencia esencial. como ya lo
hemos indicado.

EQUI’OLENCHS('ox.u'(;.\n.\s

BELI..\\'I'1'Isda la denominación de cua/"warm de
una rectaó de una figura, á la recta ó á.la figura que
se obtiene haciendo dar a la primera una semirevo
lución al rededor de una recta paralela a la que se
ha tomado por origen de las inclinaciones. Así si
0/1 es el origen de las inclinaciones, All' paralela
a 0/1 y si se construye el angulo [1'.11)"igual á.Ill-ll},
la recta AI)", lo mismo que otra que le sea equipo
lentc, se llama conj'zq/(ula.de .lllï, y sc escribe esto
asi:

AB' = conj. AB ó AB: con]. AB'
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Por lo expuesto, es evidente que

gr. (conj. AB)=g/'. AB.
inc. (conj. AB)=—i/zc. AB.

Son también evidentes, las siguientes proposicio
nes, cuyo enunciado basta. para. eomprenderlus: (')

1‘1La conjugada de la suma (lo dos rectas es equi
potente á la suma de sus conjugadas.

2" La conjugadu del producto (ó del cociente) de
dos rectas es equipolentc al producto (ó al cociente)de
sus conjugadas.

En general, BEÍ,L.\\'I’I‘ISestablece la proposición
siguiente:

La wnjugada de una función de varias rectas es
equipolente á la misma jmzcz'o'nde las conjugadas de
estas rectas.

Considerando ahora, lo. recta. OM=rv +3} i, se ten
p

drá. conj. 0M =.1'-—yi. Si 0.11=ri , se tiene conj.

OJI= ri .1)Si 0.1!: r (cos a + i sen a ), se tiene conj.
0.1!: r (eos 1—z'sen a ).

En virtud de esto y del teorema precedente se pue
de deeir que :

Para obtener la conjugada de una expresión cual
quiera, basta cambiarlos signos de todos los exponen
tes de i ó de e (¡noentran en la expresión dada.

Consideremos ahora una equipoleneia y reempla
eemos las rectas que figuran en ella por sus conju

(‘) No se hn llegado todavia ¡i unn eoncord-mcin absoluta ¡en
las notan-iones. Lu conjugnrla lu designa Lmsnxr por r-j, y lloüm.
por conj.
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gadas respectivas. Es claro que entonces todas las
construcciones indicadas por la equipolencia dada
deberán efectuarse sobre una figura simétrica con re
lación al origen delas inclinaciones, y, por lo tanto,
se tendrá. una equipolencia correspondiente, pues la.
segunda figura, que es igual á. la primera, tendrá
exactamente las mismas propiedades. Luego, ú toda
equipolencia corresponde una equipolencia conjugaciu."

Sean dos formas conjugadas, :í saber, a: + y i, a:
y i. Multiplicándolas se tiene

avg-y? i? y como i" =—1, resulta

+y’, quemuestra: que el producto de
dos expresiones conjugadas tiene una inclinación nula
y un módulo (lensor) igual (i la suma de los cuadra
dos de los módulos de las (los expresiones, es decir, en

2

símbolos, AB. conj. 11Br=gr. [AB].
Tomando dos expresiones conjugadas de la forma
a

r e, se demostraría por una Simple diVisión, que
el cociente de una expresión porsu conjugada tiene
por módulo la unidad y por inclinación el duplo de la

r
inclinación del dicidendo; o en símbolos,

AB . AB .gra-.1, l/lC. —2mc.AB.
Ahora bien, valiéndonos de la figura. 11, se

ve que la suma geométrica de una recta y de su
conjugada tiene una inclinación nula, y es igual al
duplo de la proyección de la recta sobre el eje de in
clinación nula, es decir,



-Ñ—V——v

_43_

¡UH-conj. 1113:2110.

Lo mismo se hallaría que
AB-conj. AB=B’B=2 GB,

cuya inclinación es de 90°.
Estos sencillos teoremas son de uso frecuente en

esta Teoría, como lo prueban las obras de BELLA
\'ms y los trabajos citados de L.\Is.\N'r, IIoÜEI. 'y
otros.

Para terminar esta parte de nuestro trabajo consi
deremos la relación

_()_A= conj. Oi”,
OB conj. OB’

y propongámonos interpretarla geométricamente.
A este propósito hagamos,

gr. 0A=a, gr. 0B=b, gr. OA'=a'. gr. OB'=b'.
inc. OAza, inc. OB=3, inc. OA'=a', inc. OB'=;¿'.

Entoncesla equipolencia puede escribirse así:

(le“_a'e-ï' Ó (1 1‘73 a
befi—b'e-lí' b" b

'Do aquí resulta:

Por otra parte
a-3 = (mg. BOA, 3'—z'=cuzg. B’OA'.

Puesto esto, si comparamos los triángulos 0.113 y
A'UB', (fig. 12) vemos que tienen proporcionales susla
dos homólogos 0/1, UA'y UB, OB' en cuanto á su va
lorlincal, y que los ángulos en 0 son iguales y de sig
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nos contrarios. Estos triángulos son, pues, seme
jantes, y, si la razón de semejenza es 1, son superpo‘
nibles poniendo en uno de elloslo de abajo arriba y vi
ceversa. Estos triángulos se denominan simétrica
mente semejantes. La recíproca. de la proposición
indicada es ciertay tiene aplicaciones muy útiles y
frecuentes.



Aplicaciones

Los principios que quedan expuestos permiten apli
car esta Teoría. á diversas ramas de la, Matemática.

No siendonos posible hacer una disquisición com
pleta.nos limitaremos tí lo más importante, teniendo
siempre en vista. la variedad de las aplicaciones, para.
que sea fácil formarse una idea.clara y precisa de
las doctrinas del ilustre geómetra. italiano.

’l‘EonEM.\.—Las tres medianas (le un triángulo con.
«:urren en un punto.

Sea ABC el triángulo; (Hg. 13) AA’, BB’, CC’las
tres medianas que corresponden reSpectivamente ú
los vértices A, l)’, C. Haciendo AB: .3,A C= -: , 'si 0'

es el punto de intersección de las medianas AA’ y
BB’se tendrá

a .,/1¡1'=¿y?)

BG=yBB’={/[%-Í3].

O
v+‘.’ ,. ‘.’ ,CE—-=‘ l -—:. ,

2 H+./ I:2 l]

Luego,
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que da

í=1_y, Ï=_«’/_,x=y=_2_.¿ 2 2 3

La simetría del cálculo muestra que si se hubie

se buscado el punto dejntersección de AA' y CCI,se

tendría también su: í. Luego no hay más que un
solo punto (I. {L.us.\.\"r. }

A este punto (I, que es el centro de gravedad ó ba
l‘icentro del triángulo, se le da.el nombre dc cenlroz’de'
en lo nueva Geometría del triángulo, como puede
verse en la Geometría analítica del Dr. CASEYy
otros'autores modernos.

PROBLEMA. Sean A y B dos puntos separadas
por un río quese quiere atravesar por un puente per
pendicular á las riberas; se pide la posición XY del
puente, (le manera que la suma algebraíca de las lon
gitudes AX+XY+YB sea mínima.

Escribamos la equípolencia
A X+X Y+ YB=.=113,

que conduce ú ésta:
AX+ YB=AB——XY.

Como la anchura XY del rio es conocida. en mag
nitud y dirección, podemos'pues construir la suma
Alí-XY, ó su equivalente AB+ YX que es AM en
la figura 14, trazando BIÏÍ= YX. Entonces, en la
equipolcncia

AX+ws: AJ!
se ve que la suma aritmética de las longitudes
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AX+ YB será mínima cuando AX caiga. sobre AM
y por consiguiente, YB sea paralela. á AM

TEO}tE_.\1A.-_Sipor un punto cualquiera E en el
interior de un paralelogramo ABCD se traza las pa;
ralelas MN y TL á los lados adyacentes, las tres
diagonales AC, TN, LM coizcm'renen un punto.

Hagamos

AD: , Afllzua

Se tiene, por la. figura 15,
A0=AT+ TO,

ó bien
x AC=AT+y TN,

es decir,

m[6+6]¿1)13+y[3+n 6-7723].

Por consiguiente

m Il o
m+n-—1

La simetría. de este valor con relación ú m y n prue
ba. que se hallaría lo. misma expresión buscando el
punto de intersección de A C y LM: esto demuestra
el teorema. enunciado. (') l

a3=m+y[1—m], a2=ny, x:

PROBLE.\1A.—Construir un triángulo ABC dadas las
longitudes de dos lados AB, AC y la de la bísech'z':
AE del (ángulo A.

’ (*)_ No dejará de ser interesante ln comparación de esta demos
trocnón de LAlSAN'l‘con la que dun los profesores KELLANDy
TMT en su Introduction to Quaternions.
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Hagamos
gr. AB=c, gr. AC=b.

gl‘. AE=d, A=21.

Tomemos e] punto A (fig. 16):pororigen de las rec
tas y AE por origen dc las inclinaciones. Entonces

a —1

AE=d, AB=c E, AC=b e.

Establczcamos que los puntos ¡3,12, C estén en
línea. recta, es decir, aplicando una relación ya dada,

Asz. AB+(1-2) AE,

ó (22:01:&Ï{—(1—1’)(L

La equipolencia conjugada de ésta es

b Ï=c x Z; (1-a») d.

Dc las equipolencins precedentes se saca fácil
b I I

mente a;= -- T,- Pomendo este valor en la prunera.
se tendrá:

1 -a b + C
C ( e + e )= b d.

El primer miembro representa el duplo dc lapro
yecciónfde AB sobre lo.bisectriz, como es fácil pro-_
burlo. De aquí resultcla, sencilla construcción que
se hallo en algunos libros de ejercicios de Geometría
elemental.

Ecumóx onxnnudc las líneas-Si 0 esun punto
fijo y 0M es un vector que depende de una variable
real por medio de lo equipolencio.
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todos los puntos ¡I constituirán unalínea.
La equipolencia escrita. comprende los diversos

sistemas de coordenadas. Así, si

OM = a:+ gi,

yré y son funciones de t, se tendrá. el sistema de
coordenadas rectangulares.

,.

Si 0.11: r 1', r y v serán las coordenadas polares.
Por lo demás, 0.7i podrá ser representada de otra.
manera. Así, por ejemplo, la relación

0M=at+bif
expresa evidentemente la. generación de una ci
cloide, y

! '2 f

ÚJI: (ll.+ bi

la de una epicicloide.
Si Jf es un punto de la curva infinitamente próxi

mo de Jl y c0rr05pondiente al valor t+ dl, la. recta
¡Url! ' = 01l1'— 01V1=d 011!

tendrá po'r dirección límitela de la tangente. Si se
multiplica d 0M por un factor real p, lo.equipolen
cia

1VT=p. d 01W,

«Jbien la

d OM
dt ’

representará. un punto cualquiera. de la tangente,
dando valores sucesivos reales á p.
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La ecuación de la normal sería (')

d 0M .
d tM1V:

PROPIEDADES DEI,CUADRII..\'1‘ERO.—LÏUChüS propie

dades del cuadrilátero pueden deducirse de la identi
dad algebraica

b(d—c)»l-d(c—b)+c(b—d)=0,

transformándola, en virtud de la reciprocidad ó dua
lidad de quc hablamos en otro lugar, en la equipo
lencia

AB. CD+/11). l)’C+AC. DB=0,

cualquiera que sea el punto A.
Efectivamente; los tres términos deben ser res

pectivamente equipolentes ¡í los tres lados de un trián
gulo; y si inc. (AB. CD) =inc. (ADBC) este trián
gulo se reducirá. ú una recta,lo que da

gl‘. (AB. CDH-gr. (AI). BC)=gI'. (A C'.BD),

que expresa el conocido teorema de PTOLOMEO,ó.sa
ber: que en ¿0/10cuadrilálero inscripto, elproductr) (le
las diagonales es igual d la suma (le los productos de
los lados opuestas.

Ahora bien; si inc. (AB. CD)—inc. (AD. BC)
=i90°, el triángulo en cuestión es rectángulo. Se
deduce fácilmente de esto que la suma de los ángulos
BAD y DCB es igual á 90°6270°. Luego: si ¿(L
suma (le los ángulos opuestos ¿le un cumlríldlero es

* Merece consultarse sobre este punto ln sencilla exposición
de Iloüm., cn lu obra eitudn, que venimos siguiendo.
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igual ¿i 1 0' .3’rectos, el cua'lrarlo (¡el pro/lucio delas
diagonales (’.3'¡jr/ua! rála mmm (le los cuadrados (le los

pruduclox (la los lados ajuwslus.

No pondremos más aplicaciones, porque los dudas
bastan para, mostrar cómo se puede aplican-esta Teo
ría á,las más variadas cuestiones (le Geometría. En

lu.Analítica. y en la Cinemática. es donde principal
mente puetlen ser útiles las Equipolencias, para. de
mostrar de uuu monem fácil y sencillo muchas pro
posiciones fundamentales. Los ob "as de B1«:I,L.\\'1'ris
y de L.\IS.\N'I‘,que hemos citado, abundan en estas
cuestiones, lo que nos dispensa de ponerlas aquí,
dudo el caracter de esta. disertación.



Las Equipolencias y las teorías de Moebius,
Hamilton y Grassmann.

¿Cuál es la conexión que tiene ésta Teoría con el
Cálculo baricénh-z'co de Momuus?

La respuesta es fácil:—las Equipolencias com
prenden al Cálcqu baricóntrico. Así el centro de
gravedad Gde los tres puntos A, 1} y C está dado
pon-la relación

¡IG-l-BG-i-C‘Gzo,

de donde, por las reglas de las Equipolencias, se de
duce:

AG+AG—A/>’+AG—AC=O,

Ó 3AG=AÍJ+AC,
relación conocida.

Pero la parte de la Teoría de las Equipolencias
que se refiere a los productos de rectas yque se
aplica exclusivamente a las figuras trazadas en un
mismo plano, pertenece por completo a BELLAVI
'l'lS. Así lo dice IIOÚHI.y otros geómetras de nota.

En cuanto alas ventajas que esta teoría presenta,
podemos enumerar las siguientes:
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1a La abundancia de teoremas que dimanan de un
principio único, pues toda propiedad de puntos en
línea recta da inmediatamente una propiedad de los
puntos en un plano, pasando de las relaciones alge
braicas á las Equipolencias.

2“ La facilidad con que se llegaa la solución grá
fica de los problemas, por un camino corto y sin
muchas transformaciones.

3“ La teoría de las curvas conduce á. ecuaciones

de las más generales y senc'llas, como que no está.
impedida por un sistema especial de coordenadas.

4“ Da un tiporeal de las cantidades imaginarias
por el que queda plenamentejustificados los cálculos
del Álgebra, de acuerdo con las ideas de C.\lÏCllY.(’)

La T'oríu (le las In'qzu'polenciasha sido equiparada
al ‘(Uculo ¿le los Cualcrnz'o/¿es deSir H.\.\IH.’I‘0N,pero,
aunque reposan ambos sobre bases análogas, pode
mos decir que obedecen á otros principios algorit
micos, siendo el segundo una extensión más general
y fecunda que la primera. Así en el Cálculo cua
terniónico la multiplicación no es conmutativa, es
decir, se tiene 1.3= .91; y las magnitudes se dividen
en dos categorías, á saber, las ('a'c'ctïurcs';que son las
cantidades absolutas del Álgebra y las 'L'ccloriulesque
corresponden a la cantidad dirigida según tres ejes
ortogonales (í, 7', Íi,) ó llaves (ele/s), como corres
pondería ú la Teoría de los símbolos de C.\L'(rm'.En

(‘) HOÜ'ÉL,Sur le Calcul des Equípollences. I’art’s. 186.7.
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los Cuaterniones de Sir HAMILTON(') sc opera sobrc
símbolos (S, V, ‘I’,etc.) que, haciéndolos desaparecer
por transformaciones,dan lugar a relaciones genera
les dc las cantidades, en magnitud y dirección.

La Teoría delas Cantidades Extensivas de Gmss

MANNse aproxima mucho al Cálculo de H.\.\lll.'l‘ON
y no entraña comparación posible con la Teoría de
las Equipolencias, en cuanto a la esencia y algo
ritmo. La Teoria del reputado matemático aleman
ha sido poco estudiada como lo abserva el profesor
Hum, y hasta ahora no es posible asignarle el ver
dadero papel querepresenta en la Matemática. Las
apreciaciones que hemos hecho sobre ella, en el
curso de este trabajo, son las que nos ha sugerido la
lectura dc los artículos publicados en el .-ln¿crícan
Journal of Pure JIa/laema'ú-x.

sicÑonics .xoamtxuros:

sIcÑom-zs (';\’l'l-I|)ll.\'l'l('()s:

Doy por terminada esta disertación que someto a
vuestra indulgentc consideración. Más conocimien
tosy más juicio propio que los mios,merecían sin
duda los trabajos de Gli‘s'm B!«:I.I..\\'1'I'Is.aquien la.
historia de laMatcmjtica contemporánea ha califi
cado de ilustre. He expuesto solamente su doctrina,
y me consideraría muy satisfecho si este modesto tra

(*) Decimos así porque el metodo ¡lo la cantidad dirigida (le
UNVI'ZRZAGTse denomina Clmtm'nioncs longunétI-z'eos.



bajo despertara. cn otros, más competentes y prepa.
rados, el anhelo de comprender y de ensanchar tan
hermosa producción del intelecto humano.

Mayo (lc 1889.

FÉLIX AMOHÉ’I'TI.

Pase a la Comisión examinadera, compucsla delos
señores académicos Ingenieros White, I‘luergo y
Doctor Balbín y del catedrático Doctor Ramos Mejía,
para que se sirva informar sobre la admisibilidad de
esta tesis; nombrándose Secretario ad-lzoc al señor
académico Ingeniero Bahía, de quien solicitará la
Secretaría se sirva aceptar este cargo.

Mayo 1-5(le ‘le‘J.

LUIS SILVEYRA
Félix Amorétti

Secretario

A veinte de Mayo de mil ochocientos ochenta y
nueve reunida, en mayoría, la Comisión examinadora
para tomar en consideración la tesis para el docto
rado en ciencias físico-matematicas presentada por
el Ingeniero Felix Amorctti titulada Teoría. dc las
Equipolencías, resolvió informar a la Facultad que
dicha tesis puede imprimirse porque llena las con
diciones reglamentarias y señalar como pregun
tas accesorias los números pares delas presen
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tadas á la Facultad en 6 de Mayo corriente por el
profesor de Matemáticas superiores.

ValentínBalbin-Luis A. IIuergo
11d. P. Ramos Mejía-Manuel B.
Bahía, Secretario od-hoc.

Puede imprimirsc.
SILVEYRA

Ala/mal B. Bahía.



PROPOSICIONES AOCESORIAS

1“ ACB es un segmento circular y AC una cuerda
cualquiera; si se prolonga AC de una longitud CP
tal que .-lC y (11’estén en una relación dada, ¿ cuál
es el lugar geométrico de 1’?

2“ Hallar el lugar geométrico de un punto tal que
la suma de los cuadrados de sus distancias á los vér
tices de un cuadrado dado sea constante.

Si lalonggtud deleje de un cono oblícuoes igual
al radio de la base, toda sección perpendicular al eje
es una circunferencia.

4“ Demostrar _que si p es un número primero,
P

;v—:v es divisible por p, y deducir de aquí el teore
ma de Fermat.

Un anillo uniformemente pesado se coloca al
rededor de una superficie cónica: hasta qué punto
bajara?

G“Un prisma rectangular sólido reposa por una
de sus caras sobre un plano inclinado, tan áspero
que impide que haya resbalamiento, en cl supuesto
que la caída del sólido al rededor de una arista es
imposible, ¿Cuáles son las posiciones de equilibrio?

(Aprobada: por la Facu/tad m rcxz'óu del ó de Mayo
a’t 1889). ———
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