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SESORES ACADEMICOS; .
/
SEXORES CATEDRATICOS: ,’

dltima prueba exigida para optar al
doctor en ciencias fisico-matemdticas de la Univer-
sidad de Buenos Ayres.

El tema quc he elejido para asunto de este trabajo
es la Teoria de lus Fquipolencias, debida al ilustre
geometra italiano BELLAvITIS, 4 quien tanto deben
los modernos conocimientos de la Matemaitica.

Excuso deciros que en este trabajo no encontra-
reis alguna de esas grandes ideas que por su nove-
dad se imponen, sino, lisa y llanamente, una expo-
sicionde la mencionada Teoria y de sus aplicaciones
mas importantes, pues, mi objeto ha sido propender,
en la medida de mis débiles fuerzas, 4 la vulgariza-
cion de esta doctrina, tanto mas que pocos son los
autores que hasta ahora se hayan ocupado del asunto.

Al exponer la Zeoria de las Fquipolencias no sélo
las consideraré en si mismas, si que tambicn en sus
mas intimasrelaciones con el admirable Cdlculo de
los Cuaterniones de Sir GuiLLeryvo R. Haivrox y
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con la Teoria de las Cantidades Extensicas (Ausde-
hnungslehre) del reputado gedmetra alemin Grass-
MANN. En una palabra, este trabajo comprenderd
las ideas mds modernas y sencillas, en una forma
clara y didactica, de estas importantes cuestiones
que no han penetrado todavia en los libros ordina-
rios y que sélo se hallan en obras especiales yen ar-
ticulos de revistas, fuera del alcance de los que solo
desean obtener una simple nocion de ella.

Para dar cumplimiento a este propdsito pasamos
exponer las consideraciones necesarias y los princi-
pios fundamentales de la Teoria, valiéndonos de los
trabajos de BeLLaviTis (1) y de las obras de Hokt1.
(%) y Lasaxt (3) que hemos consultado para re-
dactar este trabajo.

(1) Saggio di applicazioni di un nuovo melodo di Geometria
analitica (calenlo delle Equipollenze); Padova. 1835,
Saggio Sull’Algebra degli immaginarii; Venezia, 1852,
Sposizione del melodo delle 15quip:lenze; Modena, 1854.
Calecolo dei Quaternioni di W. R. Hamillon, ¢ sua relazione col
metodo delle Equipollenze; Modena, 1858,
w&xosizione dei nuovi metodi di Geometria analilica; Venezia,

Determinazione numerica delle Radici immaginariedelle equa-
zioni algebriche; Venezia, 18G4,

Elementi di Geometria, di Trigonometria ¢ di Geometria ana-
lilica, ec.; Padova, 1862.

(2) Sur le calcul des Equipollences, méthode d’analyse geome-
trique de M. Bellavilis;

Cours de Calcul Infinilésimal, lome deuxiéme, p. 93—112.

(3) Nouvelles annales de malhémaliques—1873, cle.
Theorie et applications des Equipollences; Paris, 1887,
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Sistemas de magnitudes

Los sistemas de magnitudes han seguido la mis.
ma marcha quec los progresos de las ciencias mate-
mdticor y para nuestro objeto merecen especial
mencion los siguientes, para poder apreciar en toda
su sencillez y generalidad la 7coria de BELLAVITIS.

PrivErR s<ixtEMa.—Consideremos una magnitud @
que tenga un caracter comuan cualquiera y supon-
Zamos que sea una /o real. Si i esta magnitud
agragamos otra que le sea igual tendremos untodo
o pluralidad. que podri representarse por ae. Afia-
diendo a esta magnitud la primera unidad «, el re-
sultado serd «aa, y asi sucesivamente tendriamos

a. aq, aaa, aaaa,. - . . .

en cuyo sistema cada magnitud proviene de la pre
cedente por un mismo procedimiento para todas.
Este sistema es el n«fural y estd caracterizado:

1" Por ser indefinido en el sentido ascendente y por
no poderse prolongar en sentido descendente mas alld
de a. 2'. Porquelounidad « es indivisible. 3.
Porque en la serie antes escrita no ocurren dos
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cantidades iguales. Y 4°. Porque cada cantidad
es mayor que las que le preceden y menor que las
que le siguen.

SEGUNDO sISTEMA. — Consideremos ahora una uni-
dad facticia ., susceptible deser dividida en un ni-
mero cualquiera de partes iguales 6 sub-rnidades.
Cuando estas son dos, tres, cuatro, etc., toman el
nombre, como es sabido, de medios, tercios, cuartos,
etc; y entoncessi formamos con cada una de estas
sub-unidades, considerada como unidad principal, una
serie andloga 4 la del sistema anterior, tendremos el
siguiente cuadro de magnitudes dispucstas en filas
horizontales yen columnas verticales de este modo :

medio de m
medio de m medio de m medio de m

. H * medio de m , medio dem T
Modio de m, (mcdlo de m) medio de m | medio de m

«cCtc,

terciode m

tercio de m tercio de m tercio de m cte
Tercio de m  tercio de m’ \€7¢io de m), terciodem 'ttt .

tercio de m tercio de m

cuarto de m

cuarto de m cuarlo de m
cuarto dem ot =t ) e :1C.
to de M, cuarto dem , | cmartode m J cte

Cuarto dc m  cuarto de m
cuarto de m cuarto dc m

El sistema de que tratamos estd caracterizado:
1°. Por ser indefinido el nimero de filas y el de
cantidades de cada fila, 4 partir de la primer. 2°
Los términos de cada fila crecen y los de cada co-
lumna decrecen, & partir del primero. 3° Muchas
magnitudes de este sistema son iguales. 4° Todas
las magnitudes cntreparéntesis son iguales 4 la uni-
dad; las que preceden 4 estas en cada fila menores, y
las que le siguen mayores que dicha unidad. Y 5°
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Las magnitudes que contienen un nimero exacto de
veces al conjunto de subunidades que hay en el pa-
réntesis de su misma fila, pueden convertirse en las
magnitudes del sistema anterior con sélo sustituir
aquel conjunto ¢ aquella pluralidad por la uni-
dad .

Los dos sistemas mencionados forman lo que se lla-
ma sistema de «wimeios raciona’es absolulos y al cual
pertenece nuestro sistema ordinario de numeracién
en el que sélo se considera la magnitud sin tener en
cuenta la direccion.  IEn una palabra, estos sistemas
notratan de la cantidud Jdiriyida que es el sujeto in-
mediato de las Fyuipolencias,y también de los Cua-
lerniones de Haynroxy dela Teoria de las Cantidades
F.rtensiras de GRASSMANY,

Tercer <1sTEMA,  Supongamos que sobre una rec-
ta limitada en un sentido ¢ indefinida por el otro, y
a partir de su dnico extremo, se mueva un punio, y
consideremos las magnitudes lineales ¢ distancias
conmprendidas entre dicho extremo y cada una de las
sucesivas posiciones del punto. Todas estas dis-
tancias d magnitudes constituirdin un sistema, y si las
determinamos tomando por unidad una cualquiera
de ellas, obtendremos, ademas de las cantidades del
sistema anterior, otras que no contendrdn exacta-
menrte @ su unidad, ni & ninguna de sus partes igua-
les. Estas altimas magnitudes son incoimensuiables,
los nameros que las representan son irracionales,
y estos, en unidn con los del sistema anterior, for-
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man el sistema completo de cantidades absolutas.
Este sistema estd caracterizado porque no puede
obtenerse de una manera general la representacion
exacta de las cantidades inconmensurables respecto
de una unidad, 4 no ser que se adopte letras en
lugar de ndmeros.

Lo que dijimos para los otros sistemas se aplica
también & éste, es decir, este sistema noda la nocién
de la cailidad dirigida, 6, en otras palabras, la may-
nilud y la direccisn en un solo concepto.

Crarro sistizmy.—Consideremos un sistema de pe-
sos materiales actuantes sobre uno de los platillos
<l de una balanza y admitamos que al principio no
haya mds pesos en los platillos que el peso propio
de éstos y por lo tanto que los brazos de la balanza
estén perfectamentec horizontales. [En seguida, ima-
ginémonos un resorte dispuesto entre el eje y el
brazo de manera tal que si ponemos un peso « en el
platillo .1, el fiel se incline i la derecha de la mag-
nitud 4 y colocando los pesos 2¢, 3a, 4a,...tome aquel
las inclinaciones 2b, 30, 4b,. . . .De este modo los dn-
gulos descritos por el fiel & la derecha de la vertical,
podrdn servir para medir los pesos actuantes en el
platillo. Haciendo que estos pesos se sucedan con arre-
glo al sistema natural, por ejemplo, 4 los pesos «, 2«,
3a,4u,...corresponderan las cantidades b 2b, 3, 4b...,
y esta seric podrd recorrerse en sentido opuesto con
sélo ir quitando pesos del platillo .1. Pero una se-
rie de cantidades decrecientes puede obtenerse, no



sélo quitando pesos de .1 si que también poniendo
pesos en el otro platillo /7, y como en este caso, des-
pués dellegar 4 colocar justa en su fiel la balanza,
podemos seguir colocando pesos en /7, los nuevos dn-
gulos que describa elfiel & la izquierda de la verti-
cal son cantidades opiestas v las primeras y son las
que en el Algebra ordinaria se denominan cantida-
des segalicas con respecto & las primeras, que lle-
van el nombre de positicas. He ahi las primeras
manifestaciones de la cantlidad dirigida o reclores
que aparecen, cn cierto modo, desdela iniroduccion
de los signos de afeccion +y —. Sucedié esto en
el siglo XVII con motivo de los trabajos de Gizann y
Descaries y principalmente de los de este dltimo,
quien al aplicar en general la ley del inenos ensan.
cho el Algebra como cieivciu de lus  ecuaciones. Pero,
como es notorio. estaba reservado al génio de
M -z < el hacer valedero el principiode los signos
en los mas diversos ramos de la Matematica.

Quixto s1=1EMy. Consideremos en un plano un
punto fijo y otro movil que con arreglo & una ley
cualquiera, recorre todos los dmbitos del plano.—Las
distancias desde el punto fijo 4 las diversas posicio-
nes del movil originan un sistema de cantidades 6
magnitudes, cuya idea es complexa, pues en cada una
de ellas hay que tener en cuenta: su cailidad
absoluta, su ireccain, y dentro de esta direccién el
sentido en que debecontarse. De aqui seinfiere que
a losnumeros que determinan las dichas cantidades



— 16 —

deben asociarse dos signos nuevos: uno que exprese
la direccion y otro que exprese el sentido; y asi co-
mo las cantidades se aprecian por unaunidad cono-
cida, las direcciones se determinarian también refi-
riéndolas 4 una direccién fija. Ahora bien, para ha-
cer esto, aunque existen varias maneras de ejecu-
cutar la determinacion, nos limitaremos 4 indicar la
siguiente, porque cuadra perfectamente con el pro-
posito de este trabajo:

Sea O (fig. 1) el punto fijo del plano y .15 Ja direc-
cion conocida; llamemos = 4 la unidad para medir can-
tidades en esta direccidn, siendo positivas en el senti-
do O/3 y negativas en el opuestof).l. Consideremos
otra direccién ('/) que hace el dngulo ('O53 con la
primera y designemos por# la unidad correspondien-
te sobre OC, en su doble afeccién cuantitativa y cua-
litativa. Sentado esto, la magnitud ())/ en cantidad,
direccion y sentido determinado, se acostumbra i
representar por la expresion

Oa. « + a M.,

que es el simbolo genérico de los nimeros complejos
de dos unidades, es decir, de las cantidades imagi-
narias del Algebra que Cavcny y Gauss trataron con-
juntamente después delos trabajos de Arcaxn, Mou
Ry y WARREN, para extender el dominio delanali-
sis fuera del reducido circulo de conocimientos que
no expresaban directamente la poswioin 6 situacion
(situs) y la magnitud (magnitudo), como LEIBNITZ
queria hacer expresar u} Algebra de sn tiempo.
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Sexro sisTEMA.  Sisuponemos que el punto mévil
recorre todas las posiciones del espacio infinito, cn-
tonces el concepto de la cantidad 6 magnitud (es de-
cir, de la distancia del punto fijo 4 cada posicion del
movil) es mas complexo; porque 4 la cantidad absolu-
ta hay que afiadir la orienlacisn de un cierto plano
que pase por el punto fijo y la posicion del movil,
su doreccivn dentro de este plano y su  senlido
dentro dc esta direccion. Para llegar & esta com-
pleta determinacion se fija un plano, cuya orien-
tacion sc supone conocida, y en ¢l una recta
que represente la direccion de referencia, pasan-
do uno y otra porecl punto fijo; y hecho esto las
diferentes direcciones se estiman haciendo pasar
por ellas y por la recta de referencia planos cuya
orientacion se determina respecto de la del plano
fijo. v como en estos planos sc encuentra la recta de
reierenciu, no tendremos mis que repetir en ellos lo
que dijimos para los sistemas de dos unidades. Po-
dria hacerse la determinacién de que tratamos por
medio de tres ¢jes y asi si designamos por «, 3, v las
respectivas unidades sobre cstos ejesy por @, b, ¢,
tres nimeros absolutos, las expresiones que deter-

minan las cantidades de que hablamos son de la
forma:

x4 bp -fcy,

que simboliza los nimeros complejos de tres unida-
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des que forman parte esencial de la Geometria anali-
tica en el espacio. (*)

Este sistema ¢s una generalizacion del anterior
y nos presenta la cantidad expresada en valor y di-
receion. Elevindose cn este orden de ideas sellega
4 los mumeros complejos con mds de tres unidades
cntre los cuales merece especial mencion uno de
magnitudes con cuatro unidades al que Six Hayir-
TOoN di6 el nombre de CuarErNiONES, caracterizados
por contar entre sus unidades & la unidad abstrac-
ta y por que las otras tres unidades satisfacend
ciertas relaciones elegidas de manera 4 dar unaidea
clara y precisa de las cantidades denominadas ima-
ginarias, que eran un simbolo sin afeccion concreta
en’ el Algebra.

El método de Berraviris trata también de la
cantidad dirigida y asi al considerar una recta, 6
vector, no determina por separado la magni-
tud, direccion y sentido de ésta tomando unidades
distintas para cada una de ecstas determinaciones,
sino que engloba todo ese conjunto en una sola
nocion; y se vale para ello del cdlculo ordinario como
veremos mas adelante y no de algoritmos especiales
que, aunque mds fecundos y generales, no dejan de
ser algiin tanto complexos & primera vista, como su-

(*) Las leorins sobre los sislemas de magnitudes forman hoy
una rama _importanle de la Matematica que los alemanes deno-
minan Allgemeine Arithmelile (Aritmética universal), habiendo
producido obras como las de SrtoLz, de mérito superior.
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cede en el Cdlculo de los Cualerniones (*) de Ila-
MILTON, y en la Teoria de las Cantidades Extensicas
de GRassMANN,

*. Traits elomentaire des qualernions par . G. Tait, traduit
pzr 3- Plarr, Paris, 1882, ]

Intsxiuetion a la methode des quaternions par  C. A. Laisant,
Pars. I

Elsment~z de Calculode los Cualerniones por V. Balbin, Bue-
ns Alres, I8S7.



Ecuaciones geométricas

Ya dijimos que en las Equipolencias las magni-
tudes son cantidades dirigidas, es decir, son magni-
tudes represeniadas por notaciones que implican &
la vez magnitud y direccidn.

Asi cl scgmento de origen .1 y extremo B es AD,
y en esta notacion .177 estin implicados al mismo
tiempo la magnitud del segmento, su direccién ysu
sentido.  Los segmentos queson rectas iguales, para-
lelas y dirigidas en ¢l mismo scntido, se dice que
son yeomdélricainenle tquales, o equipolenles, y de
aqui la denominacion de Fquipolencias que se da d
esta Teoria. La expresion de laigualdad en magni-
tud, direccién y scntido de dos segmentos, por ejem-
plo, constituye lo que se llama equipolencia, ¢ igual-
duad geomélrica.  Por esto suele decirse también que
la Tcoria de las Equipolencias es la Teoria de las
ccuaciones geométricas, y ambas denominaciones se
hallan como sinénimas cn los autores que hemos
consultado.

Para designar la longitud de una recta 4B inde-
pendientemente de su direccién, se emplea la nota-
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cion gr. .13, que s¢ lee modulo (3. La equipolen-
cia, es decir, la igualdad en magnitul, direccion y
sentido se representa por elsigno =, que recibe una
significacién mds lata que la que le da el Algebra
ordinaria () sin oponerse & las concepciones de
ésta.

Asi AB=CD es una equipolencia que indica que
las dosrectas A2 y C'D (fig. 2) son iguales, paralelas
y de mismo sentido; y la expresion gr. AD=gr. UN
da simplemente una igualdad algebraica entre las
longitudes de dichas rectas independieniemente de su
direccion.

Por lo expuesto se ve que el signo gr. corresponde
alsigno 7" (tensor) del Calculo delos Cuaterniones.

Si dos rectas .17y CD son paralelas, es decir, si
tienen la misma direccion, cualesquiera que sean sus

>

longitwudes, se indica asi .12 ('), y se denomina
Czeioe de puralelsivo o de diveceion.—81 las dos
rectas .1// y ¢'D tienen la misma direceidn y sentido,

. )
y a1 la relacion de sus longitudes gi.'.—‘g,%=a,se dice
que 15 es equipolente al producto @, (', y se escri-
AB=a. CD. Esto es precisamente idéntico 4 lo que
se establece en ¢l Cilculo de los Cuaterniones, pucs
si aeseltensory g el vector unitario, el vector pa-
ralelo 4 éste es el miiltiplo de 8, es decir, 3.

En virtud de lo que acabamos de exponer, es evi-

(¥) BeLLaviTis uso del signo —2—, en Iugar del =, para ex-
presaruna equipolencia.
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dente que para expresar que un punto J/ estd situa-
do sobre la recta A D, se escribird A =ux. A2, dando
4 x todos los valores positivos 6 negativos, pucs
LM tiene la misma direccién que .17, IHaciendo

x= %, =—1 se tendrd respectivamente el punto me-

dio de A7y el segmento opuesto 3.1,

Por lo general, en esta Teoriu,se escriben las
cantidades algebraicas en letra bastardilla comiin,
y las rectas 6 cantidades dirigidas en letra griega.
Asi la equipolencia antes escrita, se denotard por
e= & f,siendo « = 1B, C1) =3 Kstasconvenciones
estdn lejos de scr absolutas para todos los autores;
por ejemplo, ni Latsaxt, ni HoUEeL las siguen en sus
obras citadas.

Consideremos ahora varias rectas A3, CDy LI
(lig. 3) colocadas de una manera cualquicra en un
plano. Construyamos la equipolencia 2//=C1), es de-
cirytracemos la recta 71/ igual & €1, paralela y de
mismo sentido que ella; y enseguida construyamos la
equipolencia /A=FI. En lugar de lasrectas A7,
CDy EF tendremos sus equivalentes A3, BH y HK.
Puesto esto; por definicidon dirémos que la sumna geo-
métrica de las rectas dadas es la recta .1 A" que une el
origen de la primera con el extremo de la ultima.
Iin simbolos, se tendria:

AB+4-CD+EF=AB+DBH+-HK=AK

Es de advertir aqui que esta igualdad no signi-
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fica que la longitud 1K es igual & la suma de las
longitudes de 73, ZII y IIK, pues en ningin caso
gr. .11 podri ser mayor que la suma de las longitu-
des de lasrectas dadas. Simplemente podemos de-
cir que la igualdad significa: que la translacién de
un movil de .1 hasta A" siguiendo el camino 44X, da
clmismo resultado que la translacion del mévil si-
guiendo el camino quebrado AZ/IK, desde -1 has-
ta AL

Lo que acabamos de decir es idéntico 4 la composi-
cién de las fuerzas en la Mecanica (la suma geomé-
trica es la resultante), y se ve ademds que cn esta
Teoria como en la Estitica grafica, 6 mds general,
como en cl Cilculo de los Cuaterniones, /& suina
consiste en v movimiento de translacion.

La suma es conmutativa. En toda equipolencia
se puede agregar ¢ quitar una misma expresion geo-
métrica sin alterarla, multiplicar ¢ dividir los dos
miembros por un nuimero cualquicra positivo 6 ne-
gativo, y hacer pasar un término de un miecmbro al
otro. En una palabra, se puede efectuar sobre las
equipolencias todas las operacioncs que se efectian
sobre las ccuaciones algebraicas, siempre que estas
operaciones se refieran & sumas, restas y multiplica-
ciones por numeros reales. He aqui la razén de
reemplazar el signo de BELLAvITIS —o— porel usado
ordinariamente (=).

Las consideraciones prccedentes muestran clara-
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mente que para tres puntos A, I’ y C sc tiene siem-
pre la equipolencia:
AB+BC=AC,
que dacstas otras
BC=AC—AR,
AB+DBCH+CA=0, cte.

Ademis, cualesquicra que sean los cuatro puntos

A, D, C, D,se tiene:
AB—CD=DB-C4;
porque
AO -BO—C0+D0O=DO—BO - CO}+ AO,
tomando un origen cualquiera O.

Una cuestion importante se nos presenta ahora y
es hallar la condicién para que tres puntos estén en
linea reccta, es decir, que scan colincales. Si M
estd sobre la recta .73, se tendrd 1M=w. A, sicn-
do @ un numero rcal, segin lo que dijimos antes.
Esta equipolencia puede transformarse en ésta:

OM—~0A=% (0B—04),
que da
OM=(1—2z) OAd—z. OB......... (1)

Puesto que @ es un ndmero real cualquiera, to-
memos en lugar de 1—w, «, las dos cantidades u, ,
que satisfacen 4 la condicién u+v=1. Se tiene en-
tonces

OM=u OA+v OB} (2)

u4v=1,
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Se puede satisfacer 4 esta ultima condiciéon ha-
ciendo

z ¢

Z-{-—?,’ 0=

U= =
z+1

’

y entonces
(s4+t) OM= 5. 04+1.0B. ... ... 3)
Por ltimo. por una simple transformacion se de-
duce:
5. OA+4t OB — (s-+1) OM=0,
y como 3, {, —(:+{) son tres cocficientes cuya su-
ma es nuia, s¢ pucde eseribir
p.OA+q.OB+rOM=0
pra+r =0-}
Una cualquiera de las equipolencias (1), (2), (3), v
(4) resuelve la cuestion, y es de observarse que la
(4) es idéntica 4 una relacion del Cileulo de los
Cuaterniones, pues siz &y son tres vectores coplana-
res y coinictales cuyos tensores son a, b, ¢, las condi-
ciones para que sus extremos estén cn linca recta
(6 colineales) son:

a4+ 2 +-
a+b -}

Q-2
[l
S3S

—_——



Magnitudes angulares

Consideremos un punto fijo O sobre una recta OX
(fig. 4) que supondremos horizontal, por cjemplo,y
que haya sido descrita por un mdvil en el sentido
de O & X" Sea.1l una recta cualquiera coplanar
con 0.\, y tracemos por O la paralela OC 4 .1/5. La
wnelinacion de A DB, que se designa por la notacién
inc. .5, es dada poreldnguloCOX. "La O.X esel
eje de lasinclinaciones.

Respecto al signo de las inclinaciones, se consi-
dera la inc. XOC como contada 4 partir de la di-
reccion 0.\, y sial hacer el movimiento de rotacion
que debe llevar 0.V 4 ocupar la posicion OC, se sigue
un movimiento conlrario al de las agujas de un reloj,
la inclinacion es posiliva, y negativa en el caso con-
trario. Esta es la convenciéon adoptada en los mo-
dernos tratados de Mecdnica y equivale 4 decir que
una inelinacién (6, lo que es lo mismo, una rotacion)
es positiva cuando se efectia en el mismo sentido
que cl movimiento dela Tierra al rededor del Sol
para un observador colocado en el hemisferio sep-
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tentrional. Hawmiron, Tarr, Laisant y otros si-
guen cn sus obras esta convencion.

El dangulo de las rectas .13 y 1/ se mide por la
diferencia de las inclinaciones de estas rectas, es
decir,

ang. BAE=inc. AE--inc. AB.

En virtud de la convenciéon de los signos ang.

XOD=—any. BOX, (fig. 5) y entonces

ang. XOB=ang. X044+ ang. A0B,
0 bien
ang. XOA +ang. 40B+ang. BOX=0,

y estas expresiones muestran su analogia con las
rclaciones entre segmentos de la (Feoinelria Supe-
rior (1) bE CuasLEs, 6 sea de la Geometria tan pro-
piamente llamada segiten’arie, que ha penetrado en
el dominio del Cileulo grifico y de la Estitica gra-
fica, como puedeverse cn las obras de Favaro y en la
recientemente publicada por el profesor Saviorrt (2),
aunque las notaciones sean difercntes.

(I) Traité de Geometric Supsiricure, Paris 1852,

(2) La Starica Gravica, Lezioni dell’ingeynere Carno Sa-
vioTTI. Miland 1838, Esla es una obra de mérito superi- r.



Moddulos é inclinaciones

Los principios fundamentales relativos & los mo-
dulos é inclinaciones son tres, 4 saber;

PrivER0.—S¢ los dos (rininos de una equipolen-
cia binonmia tienen inclinaciones diferentes, cada uno
de cllos es nuwlo separadainente.

Efectivamente; toda equipolencia binomia es de
la forma

l. AB=m. CD,
y, por definicién dela equipolencia, se tiene estas
dos relaciones
l.gr. AB=m.gr. CD,
inc. AB=inc. CD.

Pero, porel supuesto de la proposicion, esta dlti-
ma relacion no se verifica; luego se deberitener =0,
m=0,lo que da 4la equipolencia binomia la forma
idéntica 0=0.

De aqui se infiere este corolario importante: ¢ue
toda recta de longitud nule tiene una inclinacion in-
determinada. ()

(*) En la exposicion de eslos principios 1@ BELLAVITIS segui-
mos & Laisant, en su obra cilada, pues esle autor es sumamen-
le claro y didactico, por lo que cuadra @ nuestro proposito ya
manifestado.
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SEGUNDO.—S?¢ dos términos de wuna equipolencia
trinsmia lienen inclinaciones iguales, el lercer téirmino
considerado solo en uno de los micinbros de la  equi-
polencia tendra lo nusma inclinacion, y su longitud
serd iqual d la suma de las longitudes de los dos pri-
neros érminos.

Efectivamente; sea la equipolencia.

AB+ BC=AC.

Si.ABy BC tienen la misma inclinacion, los tres
puntos .1, 7 y C se sucedensobre la recta 1"y de
aqui resulta la evidencia del principio enunciado.

TERCERO.—~ S¢ en una equipolencia trinomin dela
forma a+3++=0, se tieneinc.e +inc. vy = 2inc. &, en
el supuesto que lox tres térininos de la equipolencia ten-
gan inclinacio:es desiguales, se rerificaid gr.a=gr.¥,

Efectivamente; identifiquemos la equipolencia da-
da con ésta

BA4AC+CB=0,
liaciendo
1=Bd,2=A4C, v=CD.
Se tendrd entonces
inc. BA+-inc. CB=2 inc. AC,

inc. BA~inc. AC=inc. AC—inc. CB.
Sumando dos :ingulos rectos 4 ambos miembros,
se ticne
inc. AB-inc. AC=inc. CA—inc. CB
0 bicn
ang. BAC =angy. BCA
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Por Jo que se ve que los dos dngulos 1 y C del
tridngulo 5.1 (fig. 6) son iguales; es pues, isdsce-
les, y luego

gr BA=gr. CB
0
gr.a=gr.y.

La proposicion reciproca es cierta, como puede
verse ficilmente, siguiendo lus mismos razonamicn-
tos, y asi podemos decir: que si en la equipolencia
trinomia a+2+v=0, se ticne gr.« =gr.%, sc verificard
la relacion inc. a -Fine. v +2 inc. &

Los principios que acabamos de establecer tiencn
intimas analogias con algunos del Cdlculo de los
Cuaterniones, como puede verse consultando la obra
de los profesores KeLr.axo y Tarr (°), y para esto, qui-
zis mejor, la obra de Cuaterniones que publici
Liatsaxt () pura dar d conocer en Francia lasideas
y los métodosde Sz Hanirrox.

(*) Introduction (o Quaternions, London, 1882
(**) Introduclion a la methode des Qualernions, Paris, 1881.



Mutltiplicacién y division de vectores

Es en la multiplicacidn y division delas cantidades
dirigidas que la Tcoria de las Equipolencias presen-
ta verdadera diferencia con la nocion que de di-
chas operaciones sc tiene en cl cilculo ordinario de
las magnitudes. Kn las Equipolencias la multipli-
cacion se define diciendo: que ¢/ piroduclo de dos rec-
tas OA y OBeswia recta OC cuyaroxarren es iyual
al probueto de las longiudes de OA y OB, y cuya
INCLINACION ex {yiral d la suma de las INCLINACIONES de
OA #0B. Esta definicién concuerda con un teore-
ma fundamental de los nimeros complexos del Al-
gebra, pues se sabe que en estos el mddulo del pro-
ducto cs igual al producto de los modulos de los fac-
tores y que el argumento 6 anomalia del producto cs
la suma delas anomalias de los factores. Pero las
concepciones de Brrraviris no se atienen 4 este es-
trecho circulo, como veremos mds adelante.

De la definicion anterior se deduce que la equi-
polencia OA. OB=0C origina estas dos igualdades:

gr. OAxgr. OB=gr. OC,
inc. OA+4-inc. OB==inc. OC.
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Aqui se ve que el producto de las rectas depen-
de del origen de las inclinaciones que sc haya elegido.
Si se toma por unidad la recta OU de longitud igual
4 la unidad y dirigide segin el origen de las incli-
naciones, por la definicién de la multiplicacién admi-
tida en la Aritmética, se debe formar el producto
OC por medio del multiplicando 04 de la misma
manera que el multiplicador OB estd formado por
medio de la unidad OU. Se ve, pues, que debemos
tomar 2 0B

gr. OU
rccla obtenida asi del angulo 2 = inc OB en cl senti-
do conveniente. ISntonces, por analogia, para obte-
ner el producto 0O4. OB, debemos modificar lalon-
gitud de 04 con relacién & yr. OB; lo que daria una
recta de longitud yr. 04X gr. OF dirigida segan
04, y luego hacer girar esta recta, del dngulo 6.
La inclinacion, después de la rotacion, es = + & sc¢
cae precisamente sobre larecta OC.

En cl caso de varias rectas 04, OB, 0C, .. ... 0K,
la longitud del producto serd

=gr. OB, en scguida hacer girar la

gr. OA.Xgr. OBxXgr. OCX ........ xXgr. OK
y la inclinacién correspondiente
inc. OA+inc. OB--inc. OCH. .. ... -+-inc. OK;
lo que dice: que la inclinacion del producto esigual
i la suma de las inclinaciones de los  fuclores. No
debe dejarsede notar aqui la analogia que presen-

tan las inclinacionces con los logaritmos.
En virtud de las nociones precedentes se ve que el



producto de dos rectas es independiente del orden de
los factores. La multiplicacion es, pues, una ope-
racion conmutativa. No severifica esto en el Cil-
culo delos Cuaterniones de Haxmirrox, ni tampoco en
la Teoria dc las Cantidades Extensivas de Grass-
MANN.  En esto estriba la diferencia esencial que
hay entre las Equipolencias y los dos sistemas nom-
brados.

RAZON GEOMETRICA

Tomando por definicion del cociente %:()C la

propiedad O0B. 0C=04, como en el Algebra ordi-
naria, se deduce inmediatamente que la longitud del
cociente es igual al cociente que se obtiene dividien-
do la longitud del dividendo por la longitud del divi-
sor, y que la inclinacion del cocientees igual al resto
que se obtiene quitando de la inclinacion del divi-
dendo la inclinacion del divisor. La relacion (())—ﬁ se
denomina rasdn geomélrica, y en ella estd incluida la
doble nocion de longitud y de inclinacion.
Sea ahora la equipolencia
04_oc
0B~ 0D’
De clla se saca
yr. 04 _ gr. OC
gr. OB~ gr. 0D’

y ademis
ung. BOA= uny. DOC,
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lo que muestra que los triingulos OA By OCD
(fig. 7) son semejantes, 6 mds bien, directamente se-
mejantes, pues si la relacion de semejanzaes 1, son
superponibles. Reciprocamente, si dos triangulos
ABC y A'B'C son directamente semejantes, la se-
mejanza se expresard por una cualquiera de las

. . ADB AC BC
equipolencias AL ACT G

Lo que acabamos de decir ¢s de suma importancia,
como se puede ver en las obras de Briiavitis, por
las aplicaciones 4 quescpresta. Is uno de los prin-
cipios fundamentales de la algoritmia de las Equi-
polencias.

CALCULO DE LAS RECTAS

De la exposicion que venimos haciendo se deduce
evidentemente el siguiente teorema, que esde gran
transcendencia: Se purede efectuar e las equipolen-
cuas relativas d las figuras planas lodas lus operacio-
nes y transformaciones que se efechian en las ecua-
ciones algebraicas.

Mas, en las equipolencias, no aparece la nocion
de lo imaginario, como en el Algebra ordinaria ().
Para aclarar esto, sea extraer la raiz » ésiina de una

recta, es decir, ).X=V 04,

(¥) Laisant, en su obra cilada, comentando a BeLvavitis, di-
ce al'respeclo:—«llay, sin embargo, a favor del método de las Kqui-
polencias unadiferencia no verdadera sino aparenle, y es queen
ninguna parte de cllas se introduce Ja nocion de lo imaginario.»



Por definicion, se tiene:
04=(0X)=0X. 0X......0X,
es decir
gr. 0A=(gr. 0X), 6 gr. OX= V gr. 0.
En cuanto 4 las inclinaciones, seainc. OA=z ¢

mis general, »+k. 360°; entonces

inc. OA
no

. “ ke
J. L= —— — _)“.
inc. OX: P + - 306(

Ahora bien; para tener todas las direcciones posi-
bles de OX, es preciso dar & k una serie de n valores
consecutivos enteros, por ¢jemplo, 0,1, 2,. .. .. n—1.
Se tendrd asin direcciones inclinadas sucesivamen-

O

te unas sobre otras del dngulo 3—?19— » 'y como los n va-

lores de OX tienen la misma longitud, todas las
direcciones dichas formaran un haz de rayos, que
serdn las raices de 04, y, como se ve, diferentes
unas de otras, pero todas reales.

Hay una ley de reciprocidad entre las magnitudes
del Algebra ordinaria y sus correspondientes de esta
Teoria. Para aclarar esto sea la identidad

a+b+c+d_b+c d+a«
2 2 T2 2

+

En el Algebra, estarelacion dice: «quesi 4, B,C, D
son cuatro puntos colineales, y A, N, P, ) los pun-
tos medios dc los segmentos AB, BC, CD, D.1; el
medio del segmento M es el mismo que el del seg-
mento N@.»
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Puecsto esto, recemplazando «, b, ¢, d por las rectas
cualesquiera 0.1, OB, 0C, OD tendremos la misma
identidad, que se enunciard asi: «SiM, N, I, () son
los puntos medios de los lados sucesivos de un cuadri-
litero A BC D, las rectas MP, N@Q) se cortan matua-
mente en partes iguales.» Este ejemplo que toma-
mos de LaisaNTy muchos otros que se hallan espar-
cidos en las obras de BeLLavitis, permiten formular
el siguiente teorema general:

A toda identidad algebraica corresponde wun leore-
ma de Geomelria plana, que se obliene  cambiando
I Agualdad en equipolencia.



Rotaciones

Llegamos 4 un punto importantisimo de esta 7co-
riu, y es el que se refiere al signo de perpendiculari-
dad. Brrravrns representé la magnitud de la uni-
dad de longitud y de inclinacién+ 90° por el signo v
(ramu); nosotros, siguiendo 4 Latsaxt y & Houkl,
lo representaremos por ¢, como enlos nimeros com-
plejos del Algebra ordinaria, pues ambos signos,lo
mismo que los —o_ é =, estdn sometidos 4 las mis-
mas reglas de cilculo.

Puesto esto, sen OX (fig. 8) el origen delasincli-
naciones, Y'Y perpendicular a 0X, y 04, 0B, OC
y OD cuatro longitudes iguales. Se tiene pues,

oB _0C oD _0d _ .

oA~ 05T ocT o™
6 bién

0B.0C _ =

oa. o5~ "

0B, 0C_0C .
Yap A —_ = —0/1.
Pero ZHp=5;=—1, pueslo que 0C=—0d
Luego i =_1

’ 3 . 4
Anilogamente ;2. ; L1, elc.



Por consiguiente, el simbolo i en el (aleulo de las
Equipolencias estd sometido @ las mismas reglas qm'

el simbolo \/ —1 en el Algebra ordinaria.

Este teorema permiterepresentar la rotacion de
una recta ()J/¢ vector, porque multiplicando 4 OM
por ¢ tendremos la recta O igual 4 la primera, pero
formando con ella un dngulo MOM'=4+90*. En
general, ()M Xi representa lo que se vuelve OM des-
pués de una rotaciéonde n dngulos rectos en el senti-
do positivo; lo mismo, OMX (—i) representa lo que
es OM después de una rotacion de » ingulos rectos

I
cn clsentido negativo. Es claro que el simbolo ¢ re-
presentard una recta de longitud igual 4 la unidad
y cuya inclinacién « es dada por el nimero p referido
al dngulo recto como unidad. De lo que precede,

—./; pp¥4 p+dh

facil es ver que ( —z)_( )L A

b

Consideremos ahora una recta OJ (fig. 9) y sca
MP perpendicular al origen de las inclinaciones. Se
ticne

OM=0P+PM

Llamando 2, y 4 las longitudes (tensores) de Oy
PM, se tendrd para los vectores O/’ y I’),
OP=z, PM=yi.
Por consiguiente, la recta 0. puede expresar-
se por la formula
OM=ux+yi,
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que muestra la identidad entre las cantidades geo-
métricas 6 dirigidas y las imaginarias del Alge-
bra.

Lo que acabamos de exponer es lo mismo que se
presenta en el Cilculo de Sir Haxiirox al decir que
un cualernion es la suina de una escalar y una vee-
toral, ()

Puesto que la recta de longitud 1 y de inclinacion
= (medida por p) sc representa por la expresion

P . . :
7, es evidente que la recta cualquicra ().}, cuya lon-

gitud es », podrd representarsc por ()J/=r.z’pAhora,
si en lugar de referir los arcos al cuadrante los re-
ferimos al arco de longitud igual alradio (es decir,
tomamos ¢l método circular ¢ cercle trigonomélrique
de los franceses, en la Trigonometria), es claro que
las dos medidas p y = del mismoarco 6 dngulo céntri-

2

’ .’ 2 . ., = e 2
co estardn en la relacion £==- Luego i 2 ¢,

2

y haciendo¢ ==¢, se tendra
i
OM =r¢,

que es una relacion importantisima que permite in-
troducir en los calculos los vectores bajo forma al-
gebraica.

Haciendow=1cos «, y =7 sen «, se tienec

'S‘) Vease la obra anles cilada del prolesor P. G. Tail tradu-
cida por G. Plarr. Tomo 17,
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OM = rr|cos 24 1sen =
y, cn virtud de la ultima relacion,

2
¢ = COS a4 ¢ seh a,

que muestra que ¢ en esta 7eoric no es-otra cosa

que la expresion ¢, que se encuentra en el Algebra
al establecer las conocidas férmulas de EvLEro re-
ferentes 4 las cantidades imaginarias.

Merece aquiobservarse la intima analogia que hay
entre las formulas deducidas y las queda el Calculo
dc los Cuaterniones. No esdc cxtrafiar esto, porque,
como se desprende de lo que estamos tratando, las
Equipolencias 1o son mis que el Calculo de Iawmit-
roX limitado al plano, pero con principios distintos,
pues en éste la multiplicacion no es conmutativa y en

aquellas si: ésta es la diferencia esencial, como ya lo
hemos indicado.

EQUIPOLENCIAS CONJUGADAS

BeLLavitis da la denominacion de conjugada de
una recta 6 de una figura, 4 la recta 6 & la figura que
se obtiene haciendo dar 4 la primera una semirevo-
lucion al rededor de una recta paralela 4 la que se
ha tomado por origen de las inclinaciones. Asi si
OII es el origen de las inclinaciones, A//' paralela
4 OIl y siseconstruye el dngulo /1" AL igual & /1113,
la recta AJY, lo mismo que otra que le sea equipo-
lente, se llama conjugada de A1, y sc¢ escribe esto
asi:

AD' =conj. AB 6 AD =conj. ADB'
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Por lo expuesto, es evidente que
gr. (conj. AB)y=gr. AD.
inc. (conj. AB)=—inc. AB.
Son también evidentes, las siguientes proposicio-
nes, cuyo enunciado basta para comprenderlas: (%)

1* La conjugada de la suma de dos reclas es equi-
polenle d la suma de sus conjugadas.

2* La conjugada del produclo (0 del cociente) de
dos reclas es equipolente al producto (0 al cociente) de
sus conjugadus.

En general, BerLaviris establece la proposicion
siguiente:

La conjugada de una funcion de varias reclas es
equipolente ¢ la misma funcion de las conjugadas de
eslas reclas.

Considerando ahora la recta OM=wx+1y ¢, se ten-

P
drd conj. OM=x—yi. Si OM=ri,se tiene conj.

OM=ri .p S1 OM =17 (cos =+ ¢ sen = ), se ticne conj.
OM =17 (cosz—isen ).

En virtud de esto y del teorema precedente se pue-
de decir que :

Para oblener la conjugada de una expresion cual-
quiera,basla cambiar los signos de todos los exponen-
les dei 6 de ¢ qne entran cn la evpresion dada.

Consideremos ahora una cquipolencia y reempla-
cemos las rectas que figuran en ella por sus conju-

(9 No se hallegado lodavia & una concordancia absolula en

las notaciones. La conjugicla la designa LatsaNt por ¢f, y 1loUen
por cony.
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-

gadasrespectivas. Es claro que entonces todas las
construcciones indicadas por la equipolencia dada
deberidn efectuarse sobre una figura simétrica con re-
lacién al origen delas inclinaciones, y, por lo tanto,
se tendrd una equipolencia correspondiente, pues la
segunda figura, que es igual & la primera, tendrd
cxactamente las mismas propiedades. Luego, ¢ lode
equipolencia corresponde una equipolencia conjugada.

Sean dos formas conjugadas, 4 saber,  +y ¢, v —
yi. Multiplicdndolas sc tiene

2 2 W2 «2
& —y ¢ y como ¢ =—1, resulta

a® -y, que muestra: que el producto de
dos expresiones conjugadas tiene una inclinacion nula
y un modulo (tensor) iqual ¢ la suma de los cuadra-
dos delos modulos delas dos expresiones, es decir, en

2
simbolos, AB. conj. 4B:=gr. [ADB].
Tomando dos expresiones conjugadas de la forma

r s? se demostraria por una simple divisién, que
el cocienle de una expresion por su conjugada liene
por modulo la unidad y por inclinacion el duplo de la
inclinacion del dividendo,; 6 en simbolos,

AB . AB .
gr. [c—onj.AB =1, inc. [c—onj. AB]—2mc. AD,

Ahora bien, valiéndonos de la figura 11, se
ve que la suma geométrica de una recta y de su
conjugada tiene una inclinacién nula, y es igual al
duplo de la proyeccion de la recta sobre cl eje de in-
clinacion nule, es decir,
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AB4-conj. AD=2 AG.

Lo mismo se hallaria que
AB—conj. AB=DB'B=2 GB,
cuya inclinacién es de 90°.

Estos sencillos teorcmas son de uso frecucnte en
csta Teoria, como lo prueban las obras de BELLA-
viris y los trabajos citados de Lamsant, ITolEL y
otros.

Para terminar esta parte de nuestro trabajo consi-
deremos la relacidn
04 _ conj. 04’
OB~ conj. OB’
y propongdamonos interpretarla geométricamente.
A este proposito hagamos,
gr- OAd=a, gr. OB=b, gr. OA'=d', gr. OB'=V',
inc. OA=a,inc. OB=3,inc. OA'=d, inc. OB'=y".
Entoncesla equipolencia puede eseribirse asi:
ae _de? oo T o =l

= ==&

bet bbb  b° b
"De oqui resulto:
a o ul
P re=eTe
Por ofra parte
a—3 =ang. B04, p—L=ang. B'OA.

Puesto esto, si comparamos los tridngulos 0.1y
A'0B, (fig. 12) vemos que tienen proporcionales susla
dos homdlogos 04, 04’y OB, OB' en cuanio & su va-
lorlineal, y quelos dngulos en O son iguales y desig-
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nos contrarvios. Estos tridngulos son, pues, seme-
jantes, y,si la razén de semejenza es 1, son superpo-
nibles poniendoen uno deelloslo deabajo arriba y vi-
ceversa. Estos tridngulos se denominan simétrica-
mente semejanles. La reciproca de la proposicion
indicada es cierta y tiene aplicaciones muy dtiles y
frecuentes.



Aplicaciones

Los principios que quedan expuestos permiten apli-
car esta Teorio & diversas ramas de la Matematica.
No si¢ndonos posible hacer una disquisicion com-
pleta nos limitaremos & lo mds importante, teniendo
siempre en vista la variedad de las aplicaciones, para
que sea ficil formarse una ideaclara y precisa de
las doctrinas del ilustre gedmetra italiano.

TEOREMA.—Las {resmediunas de un tridngulo con-
curren en un punlo.

Sea ABC el tridngulo; (fig. 13) 4., BB, CC'las
tres medianas que corresponden respectivamente &
los vértices /1, 3, C. Haciendo A5=23, AC=+,si (7
es el punto deinterseccion de las medianas 44" y
B se tendrd
+
2

>

AG=x. Ad'=¢x

b

BG=yBB’=!/[%—f$].

[
oy, YT,
r—=d+y | =—0,
B) ety [2 ]

Luego,
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que da

T —y Z_Y, pey=2l.
g=1=0 =g T=Y=3
La simetria del cilculo muestra quesi se hubie-
se buscado el punto de interseccion de 44'y CC,se
3

tendria también = % Luego no hay mds que un

solo punto . { LaisaxT. )

A este punto (7, que es el centro de gravedad ¢ ba-
ricentro del tridngulo, se lc da el nombre de centroide’
cn la nueva Geometria del tridngulo, como puede
verse en la Geometria analitica del Dr. Cisky y
otros autores modernos.

Prosreva,  Sean Ay B dos puntos separadvs
por un rio que se quiere alravesar por un puenle per-
pendicular a las riberas; se pide la posicion XY del
puente, de manera que la suma algebraice de las lon-
giludes AX+XY+YB sea minima.

Escribamos la equipolencia

AX XY+ YB=4B,
que conduce & ésta:
AX+YB=AD—-J\Y.

Como la anchura XY del rioes conocida en mag-
nitud y direccién, podemos pues construir la suma
AB—~XY, ¢ suequivalente AB+YX que es A/ en
la figura 14, trazando Z247/=YX. Entonces, en la
cquipolencia

AXFYB= AN

se ve que la suma aritmética de las longitudes
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AX+ ¥YB serd minima cuando AX caiga sobre A3/
y por consiguiente, Y23 sea paralela & AM.

TrorEMA.— St por un punio cualquiera I en el
interior de un paralelogramo ABCD se iraza las pa-
ralelas MN y TL ¢ los lados adyacenles, lus tres
diagonales AC, TN, LM concurren en un punlo.

ITagamos

AB=3, AT=mj,
3

AD=3, AM=un3.
Se tiene, por la figura 15,
AO0=AT+T70,
0 bien
x AC=AT+y TN,
es decir,

@ [ p+31=ma+y [B+ns—ma).

Por consiguiente

mn .
m+n—1

La simetria de este valor con relacion é m y # prue-
ba que se hallaria la misma expresion buscanda el
punto de interseccion de AC y LIZ: esto demuestra
el teorema enunciado. (*) |

x=m+y[l—m], z=ny, z=

ProprEMA.— Construir un tridngulo ABC dadas las
longitudes de dos lados AB, AC y la de la bisectris
AE del dangulo A.

" (*) No dejara de serinleresanle la comparacion de esta demos-
tracion de Laisant con la que dan los profesores KELLAND y
TaiT en su Introduction to Quaternions.
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ITagamos
gr. AB=c, gr. AC=0,
gr. AE=d, A=2a,

Tomemos el punto 4 (fig. 16)'por origen de las rec-
tas y AL por origen de las inclinaciones. Entonces

AE=d, AB=ce, AC=bs.
Establezcamos que los puntos 7, Z, C estén en

linca recta, es decir, aplicando una relaciéon ya dada,
AC=x. AB+ (1—z) AE,

o be=caet(l-2)d.
La equipolencia conjugada de ésta es
be=c et (1—2) d.
De las equipolencias precedentes se saca ficil-
mente @ = -‘2 Poniendo este valor cn la primera

se tendra:

x —-x b +c
c ( e+ ¢ )= b d.
El primer miembro representa el duplo de la pro-
yeeeion'de A5 sobre la bisectriz, como es facil pro-
barlo. De aqui resulta la sencilla construccion que

se halla en algunos libros de ejercicios de Geometria
elemental.

Ectac10N GENERALde las lineas.—Si O es un punto
fijo y OM cs un vector que depende de una variable
rcal por medio de la equipolencia



OM= 3 (t),
todos los puntos 77 coustituirdn una linea.
La equipolencia escrita comprende los diversos
sistemas de coordenadas. Asi, si
OM=z+yi,
vz éy son funciones de £, sc tendrd el sistema de
coordenalas rectangulares.

.

Si OM=ri, ryov serinlas coordenadas polares.
Por lo demds, 0.7 podrd ser representada de otra
manera. Asi, por ¢jemplo, la relacion

t
OM=at+bi

expresa evidentemente la generacion dec una ci-

cloide. y

2
OM=ai-+bi

la de una epicicloide.

Si .3/ esun puntode la curva infinitamente proéxi-
mo de .1/ y correspondiente al valor ¢+ dl, la recta
MM'=0M'—0M=d 0
tendrd por dircceidn limitela de la tangente.  Si se
multiplica d O por un faclor real p, la equipolen-

aa
MT=p. dOM,
v bien la
a on
at ’
representard un punto cualquiera de la tangente,
dando valores sucesivos reales a p.

jWT:p.
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La ecuacién de lo normal seria (%)

. d 04
MN=1ip. —l%
ProriepabEs pEL cuabRILATERO.—Muchas propie-

dades del cuadrilitero pueden deducirse de la identi-
dad algebraica

b(d—c)t-d(c=b)4-c(b—-d)y=0,
transformdndola, en virtud de la reciprocidad ¢ dua-
lidad de que hablamos en otro lugar, en la equipo-
lencia

AB. CD+4-AD. BC+AC. DB=0,

cualquiera que sea el punto 4.

Efectivamente; los tres términos deben ser res-
pectivamente equipolentes 4 los treslados de un tridn-
gulo; y si inc. (AB. CD)=1inc. (AD.BC) este tridin-
gulo se reducird 4 una recta,lo que da

gr. (AB. CD)+gr.(D. BC)=gr.(AC. BD),
que expresa ¢l conocido tcorema de I’rorLoMEo, & sa-
ber: que en lodo cradrililero inscripto, el producto de
las diagonales es igual ¢ la suma de los piroductos de
los lados opuestos.

Ahora bien;si inc. (AB. CD)—inc. (AD. BC)
=490, el tridngulo en cuestion es rectingulo. Se
deduce facilmente de esto que la suma de los angulos
BADYy DCB es igual 4 90°6270°. Luego: s¢lu
suma de lus dngulos opuestos de un cuadrildlero es

* Merece consullarse sobre esle punto la sencilla exposicion
de Hoter, en la ¢bra citada, que venimos siguiendo.
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wgual a1 ¢ 3 reclos, el cualrado del producto de las

diayondales es yual ala suing de los cuadrados de los
productos de los lados opuesios.

No pondremos mis aplicaciones, porque las dadas
bastan para mostrar ¢dino se pucde aplicar esta Teo-
ria & las mas variadas cuestiones de Geometria. En
la Analitica y en la Cinemadtica esdonde principal-
mente pueden ser ttiles las Equipolencias, para de-
mostrar de una mancera ficil y sencilln muchas pro-
posiciones fundamentales. Las obras de Brrravrrs
y de Liaisant, que hemos citado, abundan en estas
cuestiones, lo que nos dispensa de ponerlas aqui,
dado el caracter de esta disertacion.



Las Equipolencias y las teorias de Moebius,
Hamilton y Grassmann.

¢Cuil es la conexion que tiene ésta Zeorin con cl
Cdleulo baricéntrico de Mogrius?

La respuesta es facil:—las Equipolencias com-
prenden al Cilculo baricéntrico. Asi ¢l centro de
gravedad G de los tres puntos 1, By C csta dado
por la relacién

AG+BG+CG=0,
de donde, por las reglas de las Equipolencias, se de-
duce:
AG+AG—AB}-AG —AC=0,
6 3 AG=AB+AC,
relacidn conocida.

Pero la parte de la Teoria de las Equipolencias
que sc refiere 4 los productos de rectas y que se
aplica exclusivamente & las figuras trazadas en un
mismo plano, pertecnece por completo & BELLAVI-
115, Asilo dice Iloyrr y otros geémetras de nota.

En cuanto 4 las ventajas que esta teoria presenta,
podemos enumerar las siguientes:
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1* Laabundancia de teoremas que dimanan de un
principio tdnico, pues toda propiedad de puntos en
linea recta da inmediatamente una propiedad de los
puntos en un plano, pasando de las relaciones alge-
braicas 4 las Equipolencias.

2 La facilidad con que se llega d la solucidn gra-
fica de los proublemas, por un camino corto y sin
muchas transformaciones.

3* La teoria de las curvas conduce & ecuaciones
de las mds generales y senc'llas, como que no estd
impedida por un sistema especial de coordenadas.

4* Daun tipo real de las cantidades imaginarias
por ¢l que queda plenamente justificados los cilculos
del Algebra, de acuerdo con las ideas de Caveny. (7)

La Teoria de las I2quipo’encias ha sido equiparada
al Cdleulo de los Cralerniones de Sir Hazurox, pero,
aunque reposan ambos sobre bases anialogas, pode-
mos decir que obedecen 4 otros principios algorit-
micos, siendo cl segundo una extension mds general
y fecunda que la primera. Asien ¢l Célculo cua-
ternionico la multiplicacion no es conmutativa, es
decir, se tiene 23 =— {x; y las magnitudes se dividen
en dos categorias, a saber, las esca’ares; que son las
cantidades absolutas del Algebra y las veclorinles que
corresponden & la cantidad dirigida segin tres ejes
ortogonales (¢, 7, k,) 0 llaves (clefs), como corres-
ponderia & la Teoria de los simbolos de Catcny. En

(*) HotiiL, Sur le Caleul des Equipollences, aris. 156G9.
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los Cuaterniones de Sir ILuwirroy () se opera sobre
simbolos (S, V, @, ete.) que, haciéndolos desaparecer
por transformaciones, dan lugar 4 relaciones genera-
les de las cantidades, en magnitud y direceion.

La Teoria de las Cantidades Extensivas de Grass-
MANN se aproxima mucho al Cilculo de HanirroN
y no entrafia comparacion posible con la Teoria de
las Equipolencias, en cuanto & la escencia y algo-
ritmo. La Teoria del reputado matemitico alemin
ha sido poco estudiada como lo abserva el profesor
Ilibe, y hasta ahora no es posibleasignarle el ver-
dadero papel querepresenta en la Matemdtica. Las
apreciaciones que hemos hecho sobre ella, en el
curso de este trabajo, son las quenos ha sugerido la
lectura de los articulos publicados en el .lmerican
Journal of Pure Mathema'ics.

SENORES AGADEMICOS:
SENORES CATEDRATICOS:

Doy por terminada esta disertacion que someto &
vuestra indulgente consideracion. Mids conocimicn-
tos y mds juicio propio que los mios, merecian sin
duda los trabajos de Giisto Brrravirs. d quien la
historia de laMalemaitica contemporinea ha califi-
cado de ilustre.  1le expuesto solamente su doctrina,
y me consideraria muy satisfecho si este modesto tra-

(*) Decimos asi porque el mélodo de la cantidad dirigida de
UNVERZAGT s¢ denomina Cualerniones longiméiricos.



bajo despertara cn otros, mds comypctentesy prepa-
rados, cl anhelo de comprender y de ensanchar tan
hermosa produccion del intelecto humano.

Mayo dc 1880

Firix AMoRETTI.

Pase 4 la Comision examinadera, compuesla de los
sciiores académicos Ingenicros White, Huergo y
Doctor Balbin y del catedratico Doctor Ramos Mgjia,
para que se sirva informar sobre la admisibilidad de
esta tesis; nombrindose Sccretario ad-/fioc al sciior
académico Ingenicro Bahia, de quicn solicilard la
Sccretaria se sirva aceplar este cargo.

Mayo 15 de 1889,

I.uis SILVEYRA
Féliz Amordtt

Sceretario

A vcinle de Mayo dec mil ochocicntos ochenta vy
nucve rcunida, en mayorifa, la Comisién cxaminadora
para lomar cn consideracion la tesis para el doclo-
rado cn ciencias fisico-matemalicas presenlada por
¢l Ingeniero F¢lix Amorctli titulada Teoria de las
Equipolencias, resolvié informar & la Facultad que
dicha tesis puede imprimirse porquc llena las con-
dicioncs reglamentarias y secihalar como pregun-
tas accesorias los ntimeros pares de las presen-
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tadas 4 la Facultad en 6 de Mayo corricntec por el
profesor de Malemalicas superiores.

Valentin Balbin—Luis A. Huergo—
Ild. P. Ramos Mejia—Manuel B.
Balia, Sccretario ad-hoc.

Puede imprimirse.

SILVEYRA
Manuel B. Balica.



PROPOSICIONES AGGESORIAS

1* ACB esun segmento circular y AC una cuerda
cualquiera,; si se prolonga .1C de una longitud CI°
tal que .1C y ('’ estén en una relacién dada, ¢ cudl
es el lugar geométrico de I’?

2* Hallar el lugar geométrico de un punto tal que
la suma de los cuadrados de sus distancias 4 los vér-
tices dc un cuadrado dado sea constante.

3* Si lalongitud del eje de un cono oblicuo es igual
al radio de la base, toda seccion perpendicular al eje
es una circunferencia.

4" Demostrar que si p es un namero primero,

»
xr—a es divisible por p, ydeducir de aqui el teore-
ma de Fermat.

5. Un anillo uniformemente pesado se coloca al
rededor de una superficie cénica: hasta qué punto
bajara?

6* Un prisma rectangular sélido reposa por una
de sus caras sobre un plano inclinado, tan aspero
que impide que hayaresbalamiento, en el supuesto
que la caida del sélido al rededor de una arista es
imposible, ¢Cudles son las posiciones de equilibrio?

(Aprobadas por la Facultad en sesion del 6 de Mayo
de 1889).

——————
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