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LA CINEMATICA

EN LA

GEOMBTRIA DE DOS DIMENSIONES

1 í

HISTÓRICO-DEFINICIONLS

1. La idea de la aplicación de la Cinemática al

estudio de las propiedades de las figuras, ha surgido
probablemente del conocimiento de los metodos de
generacion de algunos lugares geométricos mediante
el movimiento de ciertos elementos con sujeción a
leyes determinadas.

2. Si bien es cierto que el empleo de la Cinemática

en las investigaciones puramente geométricas data
de epocas no muy remotas, la generacion de Curvas

por medio del movimiento era ya conocida por los
fundadores de la Escuela de Alejandría. Arquímedes
250años antes de Jesucristo expone el metodo seguido
en el trazado de su espiral, consistente en la com
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binacion de un ineviniicnto rectilineo con otro de

rotación, y Pappus, en el siglo lV (lo la era cris

tiana siguiendo las huellas de Arquímedes describe
la espiral csl'crica sirviendose de una combinación

semejante de movimientos. Estos geómetras, sin em
bargo, no logran generalizar el metodo ni procuran
valerse de el para llegar al descubrimiento de algu
nas de las propiedades (le las curvas descriptas.

3. Escasos son tambien les pregrcsos alcanzados
en esc sentido durante el largoespacio (le tiempo que
separa la famosa escuela de Alejandría del nro0 perio
do que para la ciencia se abre al comienzo de les tiem

pos modernos. La razon humana, oprimida bajo el
peso de la autoridad tradicional, vchc al lin los
obstáculos que intercel.)taban su camino, y la eman
cipación intelectual da vigoroso impulso a las cien
cias dilatando sus horizontes.

La geometría. siguiendo esa suerte, alcanza en el
siglo XVII, que señala sus mas sublimes y brillantes
descubrimientos, un grado admirable de prosperidad:
Descartes, Fermat y lioberval aparecen casi simul
taneamente iijando nuevos rnlnbos (l la ciencia de
la extension. Los tres participan de In gloria de

haber resuelto, cada unodedivel'sa main-ra, un pro
blema que ningún geoinctra hasta entonces habia
Osado abordar en toda su generalidml: el problema de

las tangentes a las cni'Vas.

1:21metodo de Roberval, de una analogía notable
s. _

_.—__

y
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en su principio metafísico, con el método de las

jluacíones de Newton, esta basado en la teoria de los
movimientos compuestos, descubierta e introducida
en la mecanica por Galileo, pero jamas aplicada a la

geometría.
Su principio crea un nuevo modo de considerar las

magnitudes y deestablecer sus relaciones.
. Hasta entonces siempre se habian considerado como

formadas ó con existencia real las magnitudes a

comparar.
Roberval, remontando a la generación de la canti

dad, introduce en la geometria las potencias que la

engendran-el movimiento-y. de las relacionesentre
dichas potencias deduce las que existen entre las can
tidades.

4. La cicloide,cuya historia se halla íntimamente
ligada alas más altas concepciones de los geómetras
del siglo XVII, fue objeto de animados debates entre
los matemáticos de la epoca, y punto de partida de
nuevas aplicaciones de la Cinemática al estudio de la

geometría.
Descartes en su Opúsculaposlhuma describe el me

todo por el creado para el trazado de normales y
tangentes a la cieloide, problema en cuya solucion
se hallaban tambien vivamente empeñados sus con

temporáneos li‘ermat, Roberval y Pascal.
El metodo del fundador de la geometría analítica,

que hoy se ha generalizado aplicandose a toda curva
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susceptible de ser descrita por el movimiento de un
punto ligado invariablemente a una linea que rueda
sobre otra curva fija, adquirió gran celebridad desde
aquella época y, reconocida su sencillez que lo hacia
superior a los demas métodos conocidos, se trató de
generalizarlo y aplicarlo a nuevas cuestiones.

5. Cupo a Cauchy (*) la gloria de establecer en

1827 la equivalencia entre un desplazamiento plano
cualquiera y el rodamiento de una curva solidaria
del sistema móvil sobre otra curva fija, lugar de de
los centros instantáneos de rotación.

Esta importante propiedad que su autor no enun
ció explícitamente, la demuestra Chasles en su opus
culo presentado a la Societe Pliilomatique en 1829
con el titulo de Memoir'ede Géomctríe sur la construc

tion des normales á plusíeurs courbes mecam'ques. Este

opúsculo es el primero de una serie de trabajos de
Chasles que giran alrededor del mismo asunto, y
entre loscuales merecen particularmente ser citados
los que se refieren a las propiedades relativas a los
desplazamientos finitos y a los desplazamientos infi
nitamente pequeños.

La demostración de la propiedad fundamental re
lativa al desplazamiento plano, debida a Cauchy, y
el método de los normales deducido por Chasles de
esa propiedad, forman la introduccion a los elemen

(') (Euvres complétes d'Agustin Caueliy.
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tos de Geometría Cinemática del coronel Manheim,

obra de reciente aparición, que reune en un volumi
noso tomo los resultados de sus numerosas investi

gaciOnes sobre los desplazamientos bajo el punto de
vista georni'zlrico.

’l‘eriniuareinos esta breve reseña histórica, hacien

do mencion de la obra que con el título de Geometría

del movimiento ha publicado el doctor Schoenfiies,

profesor de la Universidad de Cüttingue, en cuyo
prefacio coloca aChasles y a Manheim entre los fun
dadores de esa nueva e interesante rama de la geo
metria sintética.

6. Ciertas cuestiones de geometría cuya resolu
cion se basa en la COIISÍdel'üCÍODde movimientos tie

nen como punto de partida la noción de velocidad y
de aceleración.

Rigurosamente, tal noción no debe ser mirada

como l'uenLede resultados puramente geométricos.
La naturaleza y las propiedades de los figuras

engendradas por movimientos, no dependen, en efec
to, de la velocidad mas ó menos grande de que el
sistema móvil Se halla animado, ni de las variacio

nes que esa velocidad pueda sufrir en el curso de
un mismo movimiento; dependen esclusivamente de

la ley geométrica del movimiento, es decir, de la
sucesión de las posiciones ocupadas por el sistema
móvil.
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De acuerdo con ese concepto prescindirenms en el
curso de esta tesis de las velocidades inherentes a

los movimientos que hemos de considerar y reser
varemos con Ampere (*) la palabra desplasamz'ento
para designar un movimiento en semejantes con
diciones.

El lugar geométrico de las posiciones sucesivas de
un punto en un desplazamiento cualquiera se deno
mina trayectoría de dicho punto.

Cuerda del punto móvil es la recta que une dos
de sus posiciones. Si estas son infinitamente próximas
la cuerda es la tangente a la trayectoria.

Radio normal es la pei'pemlicular a la cuerda en
su punto medio. Si las posiciones consideradas son
infinitamente próximas, el radio normal es la normal
a la trayectoria descripta.

(') Ampere. Essai sur la philosophie des Sciences.

_._lt.L'.‘

..
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EL CENTRO DE BOTACIÓN
—__.

7. Designemos con a, y a. dos posiciones sucesivas

y arbitrarias de un sistema plano invariable, y con
Ao, Bo

y A" Bi

las correspondientes de los puntos A y B pertene
cientes al mismo.

Desde luego, si C es otro punto del sistema consi

derado, sus posiciones estaran determinadas en cada
instante por la condición

triang. Ao13’oC,=triang. Al Bl Cl:
que es consecuencia directa de la invariabilidad del

sistema. Y como C es un punto cualquiera de dicho
sistema, la posición de este se halla determinada;
luego:

La posición de un sistema plano invariable que se
desplasa en su plano, es completamente determinada

cuando se conoce ¿a posición de dos de sus puntos.
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8. Tracemos lOs ranlius nnrinnles a y b (le lns ])Ull

tos A y B y desde el punto () de intersección, pro

yectemos, A", ¡{w-i. y Bl (fig. 1).
Resulta:

O Ao= 0 Al

O B. = O B,

triáng. A, OBo=triung. Al OBl
ang. AoOB°= ang. A10Bl

y sumando a los dos miembros de esta última, el
angulo BoOA" se obtiene:

ang. Ao OAl = áng. 13’oO B,

'Se ve pues que, por medio (le una simple rotación
alrededor de O, A. coincidirú con Al, al mismo

tiempo que Bo coincide con B” y, como la pesición
de c se halla completamente determinada por la po
sición de esos dos puntos, podemos establecer que:

El desplasamíento de un sistema plano en su plano

puede ser obtenido por una rotación del sistema alre
dedor de un. punto fijo. Este punto, comun á las dos

posiciones ó sistemas congruentes aoy a,, se denomina

polo ó centro de rotación.
Puesto que pura pesar (le ln posición aoa ln posi

ción al, Cl sistema a gire alrededor «le (), euilu lluo

de sus punt05 describe un circulo cuyo centro es cl

punto 0; luego, pues:
Los radios normales de todos los puntos del sistema

pasan por el centro de rotación.
Si los radios normales a y b hubiesen resultado

3:6

-.¡‘_',y

s0» paralelos, su punto de intersección. es decir, el polo
de rotación eslaria situado en el infinito. Las cuer

das AoAl y 80131serian iguales y paralelas y. como

consecuencia. laeuerda (TOC.de otro punto C cuel

quiera sería igual y paralela á las anteriores. Bas
taría entonces una simpletranslución, dada su mag
nitud y dirección por .I10.-lló BoBl para pasar de la

posición co zi la c..

9. Consideremos dos posiciones goy gl de una recta

g del sistema a. La intersección guy, es la posición

de des puntos distintos A y B de g según que dicho
punto se considnre como perteneciendo a unn ú otra
de las (lOsposiciones consideradas de ¡7. Llumémosla

Bo en tanto que se le considere haciendo purtc de

go y Al cuando se le tome como punto de la 9,.
(flg. 2).

Llamaremos entonces Ao la posición de A en go y

Bl la de B en g..

Puesto que

Ao B’o= A, B”

los puntos mcdÍOs de estos SOf’lnellLOSson las posi

ciones de un mismo punto (le g que designziremos
con G. y Gi; la recta gm que los une forma eviden

temente ángulos iguales con go y 57,.

Otro punto C que dista de A, n. ¿Tin-Tioen el sentido

A B, ocupara en go y en gl posiciones Coy Cl que se

obtendrán tomando la magnitud n. ¡lo Bosobre dichas
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rectas a partir de Ao y Al en sentido A.B., y A, 13l

respectivamente.
En consecuencia, pues, las puntuales Ao G, CoBo. . ..

y A, GlCl B,.... son semejantes.
La cuerda CoCl de un punto C cualquiera de g, sera

entonces dividida en partes iguales por la gm, o, en

otros terminos el punto medio C,,, de. la cuerda C0Cl

esta sobre la gm. Pero la. perpendiculará C00l tra

zada desde el polo O de rotacion pasa por Cm. Una

cuerda cualquiera podra, pues, ser considerada como
uno de los lados de un angulo recto cuyo 2° lado

pasa por 0, estando el vertice sobre la gm.
De donde resulta el siguiente teorema:

Los puntos medios cle las cuerdas de todos los puntos

de una recta g, están sobre una recta g”, que hace án

gulos iguales con go y 9,. La envolvente de dichas cuer

das es una parábola que tiene por foco el centro de

rotación y cuya tangente en el vértice es la gm, posición

media de g.

Los resultados precedentes son independientes de
las posiciones respectivas de aoy 5‘. Si esas posi

ciones son infinitamente próximas, las propiedades
enunciadas dan orígen a propOsiciones aplicables en
cada instante al movimiento continuo de un sistema

plano en su plano. La cuerda A.,Al se convierte en
tangente a la trayectoria y el radio normal a, en nor
mal a la misma. Entonces:

Cuando un sistema plano se desplaza de un modo

_23_

cualquiera en su plano, las normales a’ las trayectorias
de todos los puntospasan en caa’a instante por un mismo
punto.

El sistema efectúa en cada instante una rotación

infinitamente pequeña alrededor de ese punto, que se
denomina polo o centro instantáneo de rotación.

El último teorema demostrado para un desplaza
miento cualquiera, nos permite sentar que:

Las tangentes ci las trayectorias de todos los puntos

de una recta gde s envuelven en cada instante una pa
rábola que tiene por foco el centro instantáneo (le rota

ción y cuya tangente en el vértice es la misma recta g.
10. Envolventes de rectas y curvas del sistema móvil

—l€mpe7.aremospor suponer dadas distintas posicio
nes 6°,a., a,. . .. del sistema y conside'raremos al mismo

tiempo los sistemas semejantes a,,,,_en", definidos
como lugar de los puntos medios de las cuerdas como
AoA, y 11,111,respectivamente.

Sean 9., gm y g” las posiciones de una misma recta
g en cada uno de los sistemas ao,a”. y 6‘. Sabemos

que los puntos G, y G, en que la go".corta a las rectas

g, y g, son puntos correspondientes de las puntuales
semejantes g, y g, y que In perpendicular a g”, diri
gida desde el centro de rotación 0.,lpasa por el punto
G,,,,_ medio de GOGP

n En virtud de la semejanza de los sistemas a., 0,,"y 5,,
las perpendiculares a g. y g, trazadas desde 0;”, punto
unido, con-tienen los puntos G, y Gl y las tres per
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pendiculares son rectas homólogas. Si el desplaza
miento es infinitamente pequeño, G”. se confunde con

el punto de coutacto instantáneo de g con su envol

vente y la perpendicular a g”, trazada desde el- polo
de rotación es la normal adicha envolvente. Luego,
puesto que esa perpendicular pasa por G, podemos
establecer que:

El punto en que una recta del sistema móvil toca a'

su envolvente, es el pié de la perpendicular dirigida a'
dicha recta desde el centro instantáneo de rotación.

Sea ahora (m) una curva del sistema móvil; (mo)y

(m,) sus posiciones en a, y al, y (mm) la correspon

diente de a, Traeemos una normal p“, a (mm)
desde el centro de rotación (fig. 3) y sea ga," la tan
gente a dicha curva en el punto Ga",de intersección

y construyamos los puntos y rectas homólogos de ao

y c.. Resultara, pues, g. tangente a (m,) en Go y gl
tangente a (Im) en G].

Las rectas po y p. seran las nermales a (mo) y (ml)

en los puntos de contacto y seran, de consiguiente,
perpendiculares a go y gr

Si el desplazamiento considerado es infinitamente

pequeño, g”, es tangente a la envolvente de (m) en
G.,,,y la normal p”. a dicha envolvente contienen el
centro instantáneo. Luego:

Los puntos de contacto de una curva móvil con su
envolvente son los de intersección de la misma con las

normales trasadas desde el centro instantáneo de rotación.

_2S_
Consideremos un haz de centro A. perteneciente

a o. Venimos de demostrar que el punto en que cada

uno de los rayos que lo componen toca a su envol
vente, es el punto de intersección con la perpendicu
lar trazuda al mismo desde el centro instantáneo de

rotación O. El lugar geométrico de esos puntos de
contacto es una circunferencia, pues resulta de las
intersecciones de los pares de rayos correspondien
tes de dos haces de centro A y 0 que se cortan orto
gonalmente. Por cousiguiente:

Los puntos en que los rayos de un ha: tocan á sus
envolventes están cn cada instante sobre una circunfe

rencia que tiene por diámetro la recta que une el centro
instantáneo con el centro del has.

Si una línea es sujeta a pasar constantemente por
un punto fijo P, el punto de la mismn,que mediante
una rotación infinitamente pequeña alrededor del cen
tro instantáneo O, coincide con P, habrá descrito un
elemento de la curva considerada; P O sera, pues, la
normal en el punto P.

Entonces: Si una curva del sistema móvil pasa cons

tantemente por un punto fijo, la normal á la misma en

dic/zo punto contiene el centro instantáneo de rotación.
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Aplicación de los resultados precedentes á la resolución

de algunos problemas geométricos

11. Conocida la ley Cinemática de la cual depende

la generación de un determinado lugar geométrico,
fácil sera la determinación de los centros instanta

neos, normales, tangentes y contactos de una curva
movil con su envolvente.

El problema será factible, siempre que para defl
nir el desplazamiento scan dados:

_a} las trayectorias de dos puntos.
b) la trayectoria de un punto y la envolvente de

una línea.

c) las envolventes de dos líneas.

d) un punto por el cual deba constantemente pasar
una curva, y la trayectoria de un punto.

e) un punto por el cual deba constantemente pasar
una curva, y la envolvente de otra curva.

Ejemplo 1°: Podar de una curva (c) con respecto d

un punto Q.

Siendo la podar el lugar geométrico de las pies de

las perpendiculares trazadas a las tangentes de (c)
desde el punto Q, una recta PQ del sistema móvil

pasa constantemente por un punto fijo Q, mientras
otra recta P C tiene por envolvente la curva dada (c).

El centro instantáneo (fig. 4) es la intersección O,

de las perpendiculares OQ y OC a los lados del
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ángulo recto móvil C/P\Q, cuyo Vertice P engendra

la podar de (c).

La normal a la podar en el punto P sera la 0P.
Ahora bien. la figura OQPC es un rectángulo que
tiene por diagonales la normal á la podar y el radio

vector correspmldionte de la curva (c). Luego: la
normal (í la podar de una curva, pasa por el punto

medio del vector correspondiente de la misma curva.

Ejemplo 2°: Curra de Walt ó de larga ¡Ig/lemión.

Hachette, en su Histoire des Mac/¡ines á vapeur, ha

aplicado por primera vez el metodo que nos ocupa
a la curva (le larga inflexión. lslsta curva es la des

crita por el Vertice D (Iig. 5) del mecanismo llamado

paralekïgramo articulado (le Watt, destinado a la
transformacion del movimiento circular alternativo
de la balanzadera OA en un movimiento sensible
mente rectilíneo.

O y Q son dos puntos fijos: el primero es la pro
yección del eje (le rotación de la balanzadera solidaria
del paralelógramo articulado en sus cuatro vértices;
alrededor del segundo gira el Vertice C ligado a Q
por la brida QC.

AI girar la balanzadera, B y C se mueven sobre

circunferencias de centro C y Q i'CS[.)ectivainente.

La recta OI) corta el lado BC en el punto I)‘ cuya
posición sobre el mismo lado no varía a causa de la

constancia de las magnitudes OA, A D y OB y de
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la relaciónconstante cualquieraquesea
posición y deformación del paralelógramo.

El lugar del punto D‘ tiene por normal la recta
D'K que liga a D‘ con el centro instmitaneo K inter

sección de las normales OB y OG a los circulos
descritos por dichos puntos.

En virtud de la semejanza de los triángulos OAD
y OBD' y de la constancia de los lados OB y OA,
la relación

OD':OD es constante,

luego las curvas (d') y (d) engendradas por D‘ y D
son dos curvas homotcticas, siendo O su centro de
hometecia.

Determinado un cierto número de puntos de la
curva (d') podran obtenerse los puntos homólogos de
la (d) bien analítica bien proyectivamcnte. Las nor
males a esta última se obtendrán trazando paralelas a
las normales de la primera en los puntos homólogos.

EJEMPLO3. Concloide.—Sea (m) una curva cualquiera

.y O un punto fijo, que tomaremos como polo. Tra
cemos el radio polar () M y tomemos sobre el a partir
de M una magnitud constante MP (fig. 6).

El lugar geométrico del punto P es una concoide
de la curva (m). La concoide puede ser engendrada,

según resulta de la definicion dada, por un puntoP
movil sobre una recta d pasando constantemente por
un punto fijo 0, en tanto que otro punto M, móvil
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sobre la misma recta d, describe, permaneciendo a
distancia invariable de P, una curva dada (m).

El centro instantaneo relativo a la posición indi

cada en la figura, es el punto 1 de intersección de
las normales a id) y a (In) en 0 y en M respectiva
mente.

Luego, pues, ¡P es la normal ú la concoide en el
punto P.

EJEMPLO4. L'n angulo constante se desplaza de

manera que sus dos lados r y s permanecen tan

gentcs a dos curvas dadas (r) y (s). Se pide la normal
a la trayectoria del Vertice V del angulo móvil.

Siendo las curvas (r) y (s) las envolventes de los

lados r y s del angulo, el centro instantïnico sera el

punto C (le intersección (le las normales a (r) y a
(s) en los puntos de contacto con lOslados del angulo.

La recta C Vserá evidentemente la normal en V

a la trayectoria de este punto.
Si, como caso particular, una de las curvas, la (s),

por ejemplo se reduce a un punto S, y suponemos
además que el angulo V es recto, su vértice descri
bira la curva que hemos definido como podar de la
linea (r) con respecto al punto S.
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Expresión de la variación de longitud de una recta móvil

12. Por ser de aplicación en la teoría del trazado de

normales a ciertas curvas y particularmente a aque
llas cuya ecuacion es ordinariamente dada en coor
denadas bipolares, vamos a hallar la expresión dela
variación dl de longitud de un segmento l de recta

móvil comprendido entre dos curvas dadas (m) y (m‘)
(figura 7).

Sea O el punto de contacto de la recta móvil con

su envolvente, M y M' los extremos del segmento l,
y N y N' los punLOsen que la perpendicular trazada
por 0 a OM, corta a las normales en M y M‘ de las
curvas dadas.

Llamando de al angulo de contingencia de la en
volvente de la recta considerada tendremos, conside

rando las curvas referidas al sistema polar que tiene
por polo el punto 0:

d 0 M: ON.d 0
d OM‘= 0N'.de

o bien:

d(OM- OM')=(ON— 0N‘)de
es decir:

dl=NN'.d0,
expresión buscada.

tu"-.._.-._, —%

III

LUGAR GEOHÉTRICO DÉ LAS INTERSECCIONES

DE LAS

NORMALES Á DOS CURVAS FIJAS

APLICACIÓN Á CURVAS REI-‘ERIDAS Á SISTEMAS COORDENADOS

BII’OLAHES

13. Sean (m) y (ml) dos curvas fijas situadas cn el

mismo plano; MP y M,P las normales a estas cur
vas en M y Ml respectivamente, y P su punto de
intersección.

Llamando p y p, a las distancias variables MP y
MlP el lugar geométrico del punto P sera delinido
por una ecuación dc la forma:

¡(p p.)= o

Nos proponemos trazar la normal al lugar (p) en
el punto P.

Sean K y Kl los puntos de intersección dc la nor
mal buscada con las normales correspondientesa las
envolventes de las rectas MP y MIP, es decir con
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las perpendiculares a MP y MlP en E y E,. centros
de curvatura de (m) y (ml) relativos a los puntos M

y M, (flg. 8).

Para un desplazamiento infinitamente pequeño de
P, se tiene según la fórmula establecida en el para
grafo 12 del capitulo precedente:

dp=EK.d0, dp,=E¡K¡.d0

siendo de y alol los ángulos de contingencia de las

evolutas (m) y (m,).
De las relaci0nes anteriores sacamos:

dp = 15K.d0 _ (1)dp. ¿lelclel

Pero como el elemento d(p) (le trayectoria del pun

to P, correspondiente al desplazamiento conshlerado
puede expresarse de las (los maneras siguientes:

d (p): P K.d e
d(p)=PK¡.d0.,

resulta:
do PK¡
del PK

y, por consiguiente:
_d_P_ Elf-PK. _ EKzPK
dP. _ E¡K_¡.PK fi‘llílzlJKl

ó bien:

dp sen.» ’
dp. = senml

llamando (o v u),a los ángulos que la normal a (p)

forma con las correspondientes normales a (m)y (m,).

Diferenciernos la ecuacion ¡"(990: 0:

¿(19+ af ¿91:0
a? a Pi

de donde:
-'--* of

_dP__ _ ¡Tn
dr. - a)"

Tp‘
luego: ¿L

a p. sen u)
af =_ sen(o¡'a_

relación que nos proporciona la siguiente regla:
Se llevan sobre PM y M P, longitudes propOrcio

nalesú y +20 y con los segmentosasí obteni.

dos se construye un paralelógramo. La diagonal de
este paralelogramo que pasa por el vértice P es la
normal en P a la curva (p).

EJEMPLO1. Ovalo de Descartes-Supongamos la

curva (m) reducida a un punto M, y que (ml)sea una
circunsferencia.

Si las distancias p y p.conservan una relación cons

tante —:—=K, la trayectoria del punto P es un ovalol

de Descartes. Su ecuación es, pues:
f(PPn)=P-'KP¡=Ü

de donde:

a_/=1 a./’=_K
a? OP;



Entonces:

af
sento __ Op. _K
seno. _ af _
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relación que permite hallar la normal por la regla
dada del paralelógramo.

2. Lemm‘scala-Si (m) y (m,) se reducen a puntos

M y Ml; y P se desplaza de suerte que el producto
de sus distancias te y p, a los dos puntos fijos M y

M. es constante, su trayectoria es una lemniscata.
La ecuación en coordenadas bipolares de esta cur

va es pues:
f<PPi)=PPl=K

af_ . af _
ap _Pl) aPl —P

y, por tanto:

Sflnm___p_'
seno)l _ p,

Consideremos un cierto número de rectas pasando
por un mismo punto P. Nos proponemos encontrar
la normal a la trayectoria (p) de este punto siendo
determinado el desplazamiento de las rectas consi
deradas por las relaciones entre los segmentos inter
ceptados por dos curvas dadas (m) y (m') (fig. 9).

Sea PM una de esas rectas y (e) su envolvente.

de"

J
n

s-.=-r-á.—

"¿'p“ o
Representcnios con la letra p afectada de subindi

ces las longitudes tales como MM‘; y sea:
./"(l=.9..°a.-- )=0

la relación dada que determina el desplazamiento.
Diferencíando la anterior ecuación se tiene:

of afé. d — —
DP! pl ap. dp,+.... O

ó, abreviadamente:

81/ _
2 a P- d p — 0.

Las normales en M y M‘ á las curvas (m) y (m')
cortan en N y N' á la normal en E ala envolvente
de la recta PM, luego:

dp=NN‘.de
siendo de el ángulo de contingencia de (e); y, por
consiguiente :

fi
sz-NN’d0=O.89

En vez del ángulo de contingencia do, variable
para cada una de las rectas, podemos comodamente

introducir el elemento de dp de trayectoria del punto
comun P.

Tendremos, por ser O el centro instantaneo:

d(p)=OP.d0 de donde de: ¿(jj/¿L
‘1uego:

‘ af NN'" é. _
Z. ap OP d(¡’)—0

ó bien:
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ar NN'_037' OP _'
Sobre PM, tomemos una magnitud PF igual á

—g—f—,por F tracemos una perpendicular a PM yPl

proyectemos desde P los puntos N y N‘.
Tendremos:

NN‘ HG
OP — JWL

y, de consiguiente:

En el triangulo rectángulo FP L, tenemos:
PF: MLcosFPL

ó bien designando con i el angulo FPL:
PF _ .

W —COSl

luego, entonces:

Ea Hcosi= 0. (1)

Ahora bien, GHcosi es evidentemente la provec
ción de GH sobre la tangente en P a (p) y la suma

EGHcosi es la proyección sobre la misma recta de
la línea de cierre del polígono construido con todas

las magnitudes como la GH. La ecuación (1) de
muestra. pues. que dicha línea de cierre es perpen
dicular á la tangente en el punto P, ó, en otros ter

minos, coincide con la normal buscada.

13‘
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Supongamos como caso particular que la curva (e)
sea la evoluta de (ni') y que todas las-curvas como

la (m) se confunden con la trayectoria de P.
La ecuación:

fíplpspa....)=0 ‘
expresa ahora una relación entre distancias de un
punto de la curva (p) a las curvas dadas, distancias
contadas sobre las normales a estas últimas.

La ecuación (1) obtenida al estudiar el caso gene
ral sera (fig. 10):

¿FL cosi = 0
y como:

FL-PEÉÏÏ
_ cos 1'

o

FLcosi: PEseni,
será, finalmente:

'W

ZP Fsent = O
ecuación que proporciona la siguiente regla: se to

man sobre las normales PID!" PRI”. .. longitudespro

af’af
8 PI a Pa

la resultante de todas esas rectas.

por'cionales á las derivadas y se halla

Supongamos, como ejemplo que las curvas (m‘)en
número de dos, se han reducido a puntos F y F‘ y
que la ecuaciónf(p¡p,):0, sea:

p,— p, —2a = 0.
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La curva es evidentemente una hiperboia cuyos

focos son los puntos F y F' y cuyo eje transverso
de longitud 2a es la recta que liga los polos.

Por ser Df = 1 ï=—1, la normalsera la.
a Pl a Pa

biseetriz exterior del angulo formado por los radios

focales 9| y 9,.

___-‘d ._..._..

IV

DESPLAZAMIENTO CICLOIDAL

CURVAS POLARES

Supongamos que el sistema móvil a efectua suce
sivamente rotaciones wo,u)” a), .. al rededor de pun

tos 0', Q', R'....dados arbitrariamente en el plano
fijo.

De la posicim inicial ao. el sistema pasara a ocu

par sucesivamente las posiciones una...“ correspon
dientes.

Delerminemos en la posición inicial co (fig. 11) el

punto Q de manera que:
0Q=OQ

y ang. Q‘0Q=m,.
Tracemos también la recta QM tal que:

ang. MQ O'= ang. R' Q'0';
determinemos en ln misma posicion 0.,del sistema el

punto R de manera que:
Q‘R‘ = Q R

y ang. RQM = (0‘etc.
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Designemos todavia con O el punto O‘ en tanto que

lo cousideremos como punto del sistema movil. Ha

bremos construido asi una linea poligonal OQRS de
a cuyos lados son respectivamente iguales a los de
O‘Q'R‘S'.

Si se hace ahora girar a a del angulo moalrededor
de 0‘. Q coincidira con Q'; si enseguida gira del án

gulo a). alrededor de este último punto, R caerá sobre
R‘ etc. Se ve, pues, que el movimiento es el mismo

que resultaría de hacer rodar el polígono O QRS so
bre el 0‘ Q' R’ S'.

Ahora bien, la conclusión anterior es evidentemente
independiente del numero de sistemas co,c¡,c,.. . . con

siderados y de sus posiciones relativas. Si estas se
aproximan indefinidamente, Ó bien, si son las posi
ciones sucesivas del sistema en un desplazamiento
contínuo cualquiera, las poligonoles se habran con
vertido en curvas: la O'Q’R‘S' sera una curva (c‘)

del plano fijo, cuyos puntos son en cl curso del mo
vimiento los centros instantáneos de rotación; la
OQRS sera una curva (c), lugar de los puntos del
sistema que durante el desplazamiento coincidiran
sucesivamente con los centros instantáneos. El mo

vimiento, en fin, se producirá de modo que la curva
(c) rueda sobre la (c‘).

Debemos naturalmente excluir en esta cuestión,

tratada bajo el punto de vista mas general, el caso
en que el movimiento sea una simple translación y
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aquel en que consista en una rotación alrededor de un

centro fijo.
Podemos, pues, establecer que:
Siempre que no se trate de una translacio’n de una

rotación, el desplaJamiento de un sistema plano en su

plano, puede obtenerse por el rodamiento de una curva

del plano movil sobre una curva del plano fijo, es de

cir, por un aeSpIasamíento cicloídal.
Por ser definida cada una de estas curvas,como lu

gar geometrico de los centros instantáneos de rota
ción, se las llama curvas polares.

El teorema de Cauchy. que acabamOSde demostrar,

permite concluir que la naturaleza del movimiento
depende de la elección de las curvas polares. A me
nudo se designan con el nombre de ruletas las tra

yectorias de los distintos puntos del sistema en el
desplazamiento cicloidal y se denomina base de la
ruleta, la curva fija (c‘).



Relaciones métricas entre los diámetros conjugados

de la elipse

TEOREMAS DE APOLONIO

15. Sean las rectas (a) y (b) (fig. 12) las trayecto

rías de dos puntos A y Bdel sistema c. Las norma
les á dichas rectas en A y B, respectivamente, se
cortan en el punto C, centro instantáneo de rotación.
El circulo determinado por los puntos 0, A y B con
tendrá evidentemente el punto C, que será extremo
del diámetro pasando por 0.

Entre las diagonales AB y OC del cuadrilatero
inscriptible OA CB, existe la relación conocida

AB AB
0C_ sen AOB

que da para OC un valor constante en todas las po

=sen A OB, de donde OC:

sieiones del sistema. Deconsiguiente, el lugar de los
centros instantáneos, Ó sea la base de la ruleta es la

. . . A B
CircunfeienCIade centroOy radiom

Supongamos ahora á las rectas (a) y (b) pertene

ciendo al sistema movil. A causa de la invariabilidad

del angulo de estas rectas, sus perpendiculares A C
y BC formarán. durante el desplazamiento, también
un angulo constante; C estará, pues, sobre el seg
mento capaz del ángulo A CB ó. en otros términos,

permanecerá durante el desplazamiento sobre la cir
cunferencia circunscrita al triangulo A OB; luego la
curva polar movil (dl es la circunferencia de diámetro

OC que rueda interiormente á la base (c).

Al rodar (d) sobre (c), el punto A describe la recta

(a); el punto B la recta (b); del mismo molto,enton
ces, un punto cualquiera Hde (d) describe un diame
tro (h) del círculo (c). P y Q son los extremos del

diámetro (le (d) que contiene el punto M. Al rodar

la circunferencia ( ), el punto P describe el diámetro
0P y Q, el diámetro OQ de (c); luego la trayectoria
de M es una elipse cuyos semi-ejes, iguales en mag
nitud a MP y MQ, tienen por direcciones respecti
vamente OP y O Q. La normal en M a la elipse (m)
es la recta MC; corta a la circunferencia (d) en D,
y como OD es perpendicular a CM, la tangente en
M á la elipse es necesariamente paralela a OD;
luego OD y 0M son dos diámetros conjugados de
(m).

Para obtener la longitud del diametro conjugado
del OM, cuya dirección, como acabamos de ver. es
OD, consideremos al punto M de la elipse. como un
punto invariable del segmento CD constante durante
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el desplazamiento. Al rodar la circunferencia (d) C

describe el diametro OC de (c) y D el diámetro OD.

Cuando C llega á ocupar la posición O, M coincidirá

con un punto N de OD determinado por la relación
ON= CM

Este punto N es la extremidad del diametro de la
elipse, conjugado del 0 M.

Dados dos semi-diámetros conjugados OM y ON

de una elipse hallar los ejes.

De acuerdo eon lo que precede. el problema se re
suelve como á continuación se indica. Sobre la per
pendiculara ON trazada desde el punto M se toma
á partir de Muna longitud MC: ON. Se une Ocon
C y sobre la recta OC como diametro se describe

una circunferencia. Los extremos P y Q del diáme
tro de dicha circunferencia que pasa por M pertene
cen respectivamente a los ejes O P y O Q de la elipse,

cuyas magnitudes son los rluplos de MP y MQ.
Pueden también deducirse de la misma figure 12

otras relaciones métricas. Damos ú continuación

aquellas que son expresadas por los clásicos teore
mas de Apolonio.

Notemos al efecto que entre los segmentos que M
determina sobre una cuerda cualquiera PQ que lo
contiene, se verifica la relación

M P ><M Q = M 1)

y como
MD=OMsenNOM

y a más
MC = ON (a)

resulta :

MP>< MQ: ONXOM sen NOM
Luego: el produclo de dos semi-diámetros conjuga

dos de una elipse por el sent; del ángulo comprendido,

es igual al producto de los semi-ejes.
Por un teorema conocido, se tiene

W’l— M_c'= M‘F’+ M—Q’

ó bien, por la relación (a)

'Mo'“4-A76“:MP'+ m“

Luego: la suma de los cuadrados (le dos semi-diá

metros conjugados de una elipse es igual (í la suma de

los cuadrados de los semi-ejes de la misma.

Fórmulas relativas al desplazamiento cicloidal—

16. Sea (c) Ia curva polar fija ó base de la ruleta

y (b) la curva polar movil (fig. 13).

Sean C y B d05 puntos de dichas curvas polares,

orígenes a su vez de dos sistemas de coordenadas
¡12,6%,x’lBy'l que tienen por eje de abcisas la tan

gente en C y en B respectivamente y por eje de or
denadas la normal en el mismo punto a las curvas

(c) y (b).



Por la naturaleza del desplazamiento cicloidal, al
coincidir B con C, también habran coincidido los

dos sistemas coordenados IllBy'¡ y xl Cy,.
Para pasar del sistema xOy al ac,Cy, sirven las

formulas

a:=a+;c,cos<p—y,sencp

y=b+xlsencp+ylcoseg (1)
en las cuales a y b son las coordenadas del punto C

y 39el ángqu de la tangente en dicho punto a (c) con

el eje 0:0, tangente cuya direccion esta dada por:

db _ds

Analogamente las fórmulas de pasaje del sistema.
:c’Oy' al .rl'Byl‘ son:

da
005?: ds 5611?:

x’=a'+:c,‘cosip'—y,'sen cp“

y' = b‘+ xl' sen 19'+yl‘ cos «p' (2)

en que a',b' y 'p‘son respectivamente las coordenadas

de B y el angulo de la tangente Bar" con el eje O'Jc'.

Los valores que fijan la dirección de esa tangente
son:

da' I, _ db'
ds' se"?— ds"

La curva (b) tendra un movimiento de rodar sobre
la (c) si se verifica:

COx‘ 49' =

xl = xl y. = yC-

Por otra parte de las fórmulas (1) qne tambien po
demos escribir como sigue:

\

¡13180549-35611'9=a:-—a

c.sen=p+-glcose: y-b,
deducimos:

:c-a —sem? __ _ . _
.c,= y_b cos?l—(a: a)005qa+(y b)Sencp

cos? s-a b= = — co —a:—a sen.
y. Isen? y_b (y ) S? ( ) 9

Auálogamente deducimos de las fórmulas K2):

x": 5:; ‘=(x‘—a’)cose'+(y‘—b')se1w'
. cos" .v‘.—a' . i . . . .

yl=IsenïJ y|_b.)=(y—b)coscp—(x—a)sen?
Y, en virtud de las (3):

(:c-a) cos 9+(y-b)sen cp=(.r‘—a')cos 'p‘+(y'—b')sen 9‘

(:c-a) sen (¡a-(y-b) cos ?=(.r‘—a') sen «9'—(y‘—b‘)cos 9'

formulas de transformación que permiten pasar de
los ejes fijos alos ejes solidarios de la figura móvil.

17. Toda curva plana puede ser engendrada por

medio de un desplazamiento cícloidal.

Sea (m) la curva dada y (c) otra Curva del mismo

plano (iig. 14).

Si (m) fuera. el lugar geométrico de un punto M
de un sistema móvil y (c) la base de la ruleta ó

sea el lugar de los centros instantaueos de rotacion
en el plano fijo, la recta MI que liga el punto Men
una de sus posiciones con el punto de contacto I de
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(c) con la polar (b) del sistema móvil, seria la normal
en M a (m).

Esto supuesto, podemos considerar a (c) determina
da por medio de la curva dada (m) y por las distan
cias u = MI.

En otros terminos, si y =f(.r) es la ecuación de (m),
la línea (c) podra ser representada por una ecuacion
de la forma u =q>(.22).La curva polar (b), si existe, se

determinara en coordenadas polares tomando como

eje polar una recta arbitraria pasando por M, y como
polo el mismo punto M.

La curva (b)estara determinada por la relación que

para cada punto de (m) existe entre u y el angulo

polar a).

Tracemos la normal M'G a (m) en el punto M' in

finitamente próximo al M y con centro en O, centro
de curvatura de (m) relativo al punto M, describa
mos el arco I H.

Hagamos p= OM
u = M Í

ds = arco MM‘

e= MÏ)\M‘= angulo de contingencia de

(m) en el punto M.

En el triangulo rectángulo IGH, tenemos:

IH=HGthGH.

o, -(9_+u>_e_ L dS.tDÏGH— du _[1+p]du

__._¡un!

v—

14-.

Por otra parte

_ du)
tg} GH_. u-dï

luego:

1 1

d0=[T+T]dS.
Si por medio de la ecuación y =f(:c) de (m) y de la

ecuación u=cp(a:) de (c), expresamos p y ds en fun
ción de u y du y sustituimos en la (1), la ecuación

obtenida es la de la curva (b). En el desplazamiento

cicloidal quc tiene por curvas polares (c)y (b) sien
do (c) la basc, el punto M engendra la curva dada (m).

Casos particulares .' 1". Supongamos u = —p.

La curva (c) es entonces el lugar de los centros de
curvatura ó sea la evoluta de (m).

La fórmula (1) es, en este caso:

ó sea

d m= 0

de donde:
m= constante.

Por tanto, una curva cualquiera puede ser descrita
por un punto M de una recta que rueda sobre la evo
luta de la misma curva.

2°. Supongamos u =constante.
Integremos la, ecuación (1):



Pero :

d'y
d 'l

= 'Í'TÍÍTTdJLa:

d
(o: —Z—+ arc. tg + C"

3°. La base (c) es una linea recta.
Tomemos a esta recta corno eje de abcisas.
Entonces :

De la ecuación (1) obtenemos:

d'y

fds + 737d“.(o: u —-—d—y—.
1+-[ dz:

_SI_

fdrt/WJF "3.33117d‘”
y l/L+[%;Íí-]' “(É-N

w=/
ecuación que definela curva (b) tal que rodando sin

ó bien:

(la
y + arc. tg -Z—í+ C",

resbalar sobre una recta dada (c),los puntos solida
rios de ella tienen por trayectorias curvas dadas.

18. Puede tambien establecerse la ecuacion de la

polar incógnita (b) de la manera siguiente:
Sea P el punto de contacto (le (b) y (c), que toma

remos como origen de un sistema de coordenadas
polares.

La recta PM que liga un punto M de (m) con el
correspondiente centro instantáneo P, es normal a
dicha curva en M; la longitud PM=r varía con
la posición del puntoM, generador de (m).

Puesto que las lineas (c) y (m)son dadas, el ángulo

de r=PM con la base (c),o bien su tangente trigo
nometrica, estan determinados por la longitud r de
normal considerada; de modo que llamando 0 dicho

angulo, podemos poner:

tg 0=f(r).
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Pero como (b) y (c) son tangentes en el punto P

el ángulo de r con la curva (b) es el mismo ángulo 0,

cuya expresión será, por tal motivo:

' . de
tc0=I W

Entonces, pues:
de

r dr =f(r)

do: f(r')d/
,.

de donde 0=ff¿'3‘d—r

Ilustremos esta teoría con un ejemplo sencillo.

Las curvas dadas (m)y (c) son rectas; se trata en
tonces de determinar una curva (b) tal, que rodando
sobre ln recta (c). uno de sus puntos M, describa la
recta (m).

El ángulo odela normal á (m) con (c) es evidente

mente constante; sea por ejemplo:

tg 0 = f(r) =—:z—= constante.

de: dr “Mí-23..
mr m

m0: log r- logc log[—%—]=me.

r=ce'"0, ecuación de una espiral logal‘ítmica.

V

BECTIFIBACIÓN DE CURVAS PLANAS

19. Supongamos el caso sencillo, susceptible de
extensión, (le ser la línea considerada, la engendra
da por un punto M del círculo de contro C y radio

rodando sobre otro círculo fijo de rádio R (ñg. 15).
Llamemos:

a el ángulo dc ln recta CM con otra recta fija OX.
e cl ángulo .M C0.

qael ángulo COX.

A el punto de contacto de los dos círculos polares.

La longitud de la diferencial del arco de trayecto
ria del punto M es:

s

ds=AxW.da.
Más como:

a=e +?,
da =d0+dug¿8:44
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CASOS PARTICULLRES :

“91-_...,;‘_A.
Por otra parte :

Cardioíde-E n estacurva R = r y, por consiguiente:
AM=2rsen—;—

s .= 81' (1 + 1)

y, en consecuencna: s :16“

d s .-=2 r sen ¿{d 0+ dq]. Cícloideordinaria-La circunferencia de centro 0
_ _ es una recta, es decir R: oo.

Pero, por tratarse de un desplazamiento ClClOldal:
Luego:

7‘0 = R?
s = 81‘.

rd9=ïd0
luego:

ds=2/'[1+%]senoïd0

s=f2r[1+%—]sen%d0.

Para obtener la longitud del arco de epicicloide

comprendido entre dos puntos c0ns«:cutivos de retro- 1ceso, debemos tomar como límites del integral los
valores 0 = O, 0 = 21:.

Así, pues:

2‘“ I. e

s—¿27 +—R-]Sf?n—2-d0—

¡TÍ

= [—4¡'[1+JÉ] cos¿L

s =4r[1 +1217]+4r[1 +LR] = 8r[1 +%]



VI

CENTROS DE CUBVATURA

20. Puede resolverse cinemáticamente el problema
de la determinación de los centros de curvatura, ha
ciendolo depender de la solución de la siguiente
cuestión y de su recíproca.

La envolvente de una recta AB (figura 16) de
longitud variable determinada por las lineas (a) y (b),
es una curva (e). Sobre A B constrúyese un triangulo
A BM semejante a un triangulo dado en todas las
posiciones del sistema móvil. Se trata de determinar
la normal a la trayectoria (m) del vértice M en este
punto.

Desde luego, en todas las posiciones del sistema

moVil, cada uno de los ángulos MA B, MBA y
A M B, permanece constante.

Para un desplazamiento infinitamente pequeño del
ángulo A, el centro instantáneo de rotación es el punto
a de intersección de las normales a (a) y á (e) en A y

en E respectivamente.

' *-—-“Mz'ÁJMras-.

..

\

A...

Del mismo nodo el punto {3de concurso de la

misma normal en E a (e) con la normal a (b) en el

punto B, es el centro instantáneo relativo al despla
zamiento del ángulo B.

Los pies R y s de las perpendiculares a AM y a
BM desde a y eserán, en consecuencia los puntos
de contacto de estas rectas con sus respectivas envol
ventes. I

En cuanto al tercer ángulo M, su centro instan
táneo es el punto p. de intersección de Ra y SB, Y,

por consiguiente la recta Mp es la normal pedida._
Supongamos ahora, reemplazadas respectivamente,

(a) por el círculo A RI? y

(b) por el Giraulo RSE.

La curva (mi (fig. 17)sera el círculo SRle (*)que
pasara evidentemente, por el punto I de intersección
de las dos primeras cirrunferencias.

Trazando las tangentes en A y en B respectiva
mente a las dos primeras, se habra construido el
triangulo A B T cuyos vértices estan sobre una cir
cunferencia que también contiene el punto I.

Análogamente la tangente en M a la circunferencia
MSR forma con las rectas A M y A T un triangulo

y con las MB y B T otro. teniendo sus vértices sobre
circunferencias que pasan por el punto l.

Hecha esta observación, que es la base en que

(') Nouvelles Annales de Mathématiques, 1857.
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reposa la construccion geométrica que emplral'emos
más adelante en la determinación de los centros de

curvatura, pasemos a considerar el caso en que el
punto M (fig. 18) esta en M‘ sobre la recta A B.

De los triángulos semejantes (IBP.y A BM dedu

cimos (fig. 16)
Ji _ ¿1.11€
3a - BM

y por tanto tendremos en el caso particular a que nos
referimos: (fig. 18). llamando pt‘al punto análogo á a.

ap.‘ _ A JW' _
By.‘ — BM“

Podemos en consecuencia, sentar la proposición
que sigue:

Divídase una recta de longitud variable en dos seg
mentos A M' y M'B proporcionales a dos números
dados.

Para obtener la normal a la trayectoria (m') del

punto M', tracese en A la normal a la curva (a)
descripta por este punto, la cual encontrara en un
cierto punto a a la normal en E a la envolvente de
la recta movil; la construcción análoga para el punto
B origina el punto a. Tomese sobre el segmento a3
un punto p.’que divida a 13 en la relación A M‘:BM'.

La recta M'a‘ es la normal buscada.
21. Problema inversa-Sea A B una recta que se

desplaza de manera que tres curvas dadas (a),(m‘)y
(b), la dividen en segmentos que guardan una rela
ción constante.

De acuerdo con lo que acabamos de exponer, se

obtendrá el punto E de contacto de la recta conside

rada con su envolvente (e) trazando una perpendi
cular a la A B en posición tal, que las normales a

(a), (m‘) y (b) respectivamente en (A), M' y B la

corten en puntos a, a‘ y a que satisfagan a la relación
:a‘ A M‘
3p.‘ _ BM’ I

ción de un problema de geometria elemental: puede

La cuestión se reduce a la resolu

tambien emplearse la siguiente regla, deducida delas
consideraciones apuntadas al tratar el caso a que se
refiere la fig. 17.

Tracense en A; M‘ y B las tangentes a las curvas
(a), (m') y (b) y describanse las circunferencias cir

cunscriptas a los cuatro triángulos que forman las tres
tangentes trazadas y la recta AB. combinadas de
las diversas maneras posibles; las circunferencias
obtenidas pasan por un mismo punto. La circunfe
rencia trazada por dicho punto tangencialmente a
una de las tres curvas dadas, la (m') en el punto M'

corta a la A-B en el punto E' buscado.

22. Conclusión importante-Si la recta móvil per
maneciera durante el desplazamiento normal a una
de las curvas dadas, la (a), por ejemplo, el punto E
así obtenido seria el punto de contacto de la recta
con la evoluta de (a), es decir, el centro de curvatura
de la línea (a).

La construcción que precede, deducida de propie
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dades cinemáticas permite, pues, la determinación de
los centros de curvatura de líneas cuyas propiedades
particulares pueden traducirse en las relaciones me
tricas que sirven de base a la teoria que venimos de
desarrollar.

Epicicloide ordinaria

RELACIONES MÉTRICAS

23. Sea (m) la epicicloide engendrada por el punto

M solidario de la circunferencia (q) que rueda exte

riormente sobre la circunferencia (p), (fig. 19).
MA es la normal en M a dicha curva.

Tracemos la recta MQ y por P una paralela a
dicha recta. Esta última y la normal MA se certan

en el punto B.
De la semejanza de los triángulos MA Q y A PB,

resulta:

m _P_B.
QA — PA

Más, como los segmentos M Q, A Q y PA son «le

longitud constante, cualquiera que sen la posición del
sistema movil, también es constante Ia magnitud P B;

Io que quiere decir que la trayectoria del punto Bes
la circunferencia descripta con centro P y radio P B.

_.6¡_.

Por ese mismo motivola relación MA:MB es cons

tante; y la recta NA es dividida en cualquier posi

cion de (q) en partes proporcionales;

Podemos entonces determinar el punto de contacto
de esta curva con su envolvente.

Son conocidas de antemano:

1°. la normal MAa la curva (m) en el punto M;

2°. la normal A P al circulo (p) en el punto A;
3°. la normal PB al circulo descripto por B.

Debemos pues trazar por A una perpendicular que
sea dividida por aquellas tres rectas en segmentos que
guarden la relación 1V.-1:MB.

(Jon tal objeto, 1')i-010Iigumnosla PB hasta el punto

E (le intersercion (ron la perpendicular ¡l E á la A ¿1/1

y prolonguemos igualmente la MQ hasta cortar en D
a la misma recta. Digo que la intersección p. de las

rectas MB y DP, es el centro de curvatura de (m)
relativo al punto M.

Tracemos, en efecto, la pa paralela a la AE; ten
dremos evidentemente

¡La A D . MA
a3 A E = MB

relación que justifica la construcción geométrica
empleada.

Nos proponemos ahora encontrar analiticamente la

pesieión del centro de curvatura de la misma epici
eloide.

Recordaremos, al efecto, que si desde un punto
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fijo u)interior a un angulo ROS se trazan distintas
transversales RS, R‘S',. . .. se verifica constantemente
la relacion

1 1 1(áfin)m= +m¿8")seniW=
propiedad que aplicada al ángulo MDP cortado por
las transversales Mp. y PQ, permite establecer:

1 1¡ui-¿Nm=(w+
ó bien llamando R al radio PA de (p);

R‘ al radio QA de (q);
p al radio de curvatura Mu de (m);
d a la distancia A M

y cpal angulo DAP,

1ï+717= + sen9.
ecuación que determina el radio de curvatura p en
función de la distancia MA y del angulo 9.

Si (p) es una recta y M es un punto de (q), se
verifica

d =2rsenq; siendo r elradio de (á).

Entonces, la relación que antecede se convierte en

sen? _ 1 1
2_d——(d +—p—d)se“i’

_—9_
d — ¿Up-d)

p=2d.

Luego, el raid io decurvatura en un punto de la ci

cloide ordinaria, es igual al doble de la porción de
normal ala misma curva, comprendida entre ese
punto y el de contacto con la base.

Ecuación de Savary

21. Supongamos que las curvas polares (p) y (q)
no sean circunferencias (fig. 20).

A partir del punto de contacto sobre esas dos cur
vas tomemos dos arcos iguales infinitamente peque
ños A B y A B‘ y sea M‘ la posición del punto M
cuando B‘ coincide c0n B.

Obtendremos Ia normal en M‘ á la ruleta (m)unien

do los puntos M‘ y B: el centro de curvatura de (m)
sera pues el punto p. en que las normales consecu
tivas MA y M‘B se cortan.

Hagamos:
MWÍ' = d s;

A B = A B' = dc;

AP=R = radio de curvatura de (p)

en el punto A :

A Q=R‘=radio de curvatura de (q)

en el mismo punto;

MA = d; Mp.= p.



Los ángulos de contingencia de (p) y de (q) en el
punto A seran:

da da
R Y 'R'

y de consiguiente la rotación del sistema correspon

diente al paso del centro instanteo de la posicion A
a la B; tiene por expresión

1 1 ) _[T R‘ d“
la longitud del arco MM‘ es, entonces:

ds=d.[—11?+%]do

Llamando, por otra parte ¡oel ángulo que forma la
recta PQ-que une los centros de curvatura de (p)
y (q)—con la normal a la A M en el punto A, se tie
ne, en virtud de la semejanza de los triángulos
NIM'p. y A Hp!

ds _ p
A11 — p-d

Ó bien: ¿-4
dosen?_ p-d'

De donde:

ds: Pid .dcsencp.

Igualando pues esta expresión c0n la obtenida an
teriormente para ds, resulta:

_65 ._

Pse"? _[_1 1_]p-d ' R + R‘ d

1| pSEncp 1 1

1 1 J _ 1 1[7+ ,_d sem-"TJ"?
Esta ecuación, de la cual la obtenida en el para

grafo anterior, no es mas que un caso particular, es
conocida con el nombre de ecuación de Savary.

Aplicación de la ecuación de Savary

25. Propongamonos encontrar el centro de curva
tura de una línea (m.) lugar de los puntos M, de las
tangentes a otra curva (m) situados a distancia cons
tante de los puntos de contacto.

La normal a (m,) pasa por el punto O, centro de

curvatura de (m) en el punto M (fig. 21). Sobre la

normal Ml 0, levantemos en el punto O una perpen
dicular, que corta en T a la tangente MM,. La rec
ta C T que une el punto T con el centro de curvatura

C de la curva (e), evoluta de la (m), relativo al punto

0, corta a la normal Ml O en el punto Ol que es el
centro de curvatura de (m,) relativo al punto M,.

Podemos, en efecto considerar a la curva (m)como

trayectoria del punto M de la recta OM que rueda
sin resbalar sobre la curva (e).
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En este desplazamiento cicloidal elpunto Ml in

variablemente unido a la recta 0M describe la cur

va dada (m,). Debiendo, por otra parte, concurrir
al punto de contacto de las líneas polares, las nor
males a las trayectorias (le los distint05 puntos del
sistema móvil, resulta probado que las normales en
Ml y en M respectivamente a (m,) y a (m) se cortan

en el punto O.

Llamemos R el radio dc curvatura de (e) ó base de
la ruleta, es decir:

R = 0 C

y sea R' el radio de curvatura de la curva polar mó
vil, que en este caso es una recta; de modo que

Luego, la ecuación de Savary sera:

1 1 1

T‘[’d—_ False“?
de donde:

sen?'__1__ sen?_ d-Rsen;
p-d _ R d _ Rd

óbien:
-d _ Rd

seno — d-Rseno
Rd

P_d= d
sen?

ó sea:

_67._.

0-0l=dR—d- (1)
sem;

Supongamos obtenido el punto O, como intersec
ción dela recta CT con la OM. La construcción

expresada se hallará justificada si la expresion que

resulte para la distancia 0_0¡concuerda con la (1)

Siendo CO perpendicular a MO, las rectas MT y
CO son paralelasy por consiguiente son semejantes
los triángulos Ol TlM y Ol CO.

Entonces:

ol M _ M, T
o, 0 — 0 C

0‘ o _ o C
0. Ml — 0l I) _ Ml T—-0 C

o.o--L 2
M¡O’ MIT-OC. U

Pero en el triangulo rectángulo 0Ml T” tenemos:

M,0=M,Tsen;a MlT=—d—
sen '9

Sustituyendo en la (2):¿9.__¿
d _ d

sen? _

0lO= 7L expresiónidénticaa la (1).
sen? —
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Centro de curvatura de las cónicaa

26. Elipse-La relación métrica en que se funda
la aplicación del método Cinematico expuesto para
la determinación del centro de curvatura, es en el
caso de una elipse:

= constante.MA
MB

en la cual M es un punto de la curva y A y B los
puntos de intersección de la normal en M con los
ejes de la elipse.

Los cuatro triángulos á que se hace referencia en
la regla general expuesta para hallar al punto de
Cóntacto de una. recta, en nuestro caso la MB (figu
ra 22) con su envolvente, son los formados por los

dos ejes de la elipse la normal y la tangente en M.
Por consiguiente, despues de trazar la tangente M T

y la normal MB en el punto M, se describiran las
circunferencias circunscriptas a los cuatro triángulos
formados por los dos ejes de la elipse, la tangente
y la normal en M, circunferencias que se cortan evi
dentemente en el punto F de intersección dela recta
B T con RA (*).

Para concluir la construcción habría que describir
la circunferencia que pasando por F es tangente ala
elipse en M ó bien a la recta M T, trazado que se

('). Conviene determinar F como intersección de dichas rectas.
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evita tirando porF Ia perpendicular Fp. a MF. La
intersección p. de esa perpendicular con la AB es el

centro de curvatura dela elipse en el punto M.
Hípé/‘bola.—Sie¡1doel punto merlio del segmento de

una tangente íntereoptada por las asíntotas de una

hipórbola,el puntodc contacto de dicha tangente, el
centro de curvatura correspondiente al punto C, (fig.
23), será el puntorl, inedin del segmento que limi

tan sobre la normal 0p., las perpendiculares en A y
B a las asintotasOA y OB. El centro de curvatura
correspondiente al punto D es el punto p... medio
de A,B,.

Parábola.—l.a construcción empleada para deter
minar el centro de curvatura en un punto de la elipse,
permitira resolver el mismo problema en el caso de

una parábola con las simplificaeiones que de las pro
piedades particulares de esta curva resultan (fig. 24).

La normal en el punto M encuentra al eje de la
parábola en el punto A. Si por este punto se traza
una perpendicular a la normal MA, la intersección D

de dicha perpendicular con la paralela MD al eje
estara sobre la circunferencia tangente ala parábola
en M, que pasa por el centro (le curvatura que se
trata de determinar. Luego dicho Centro es el punto
pobtenido como intersección de MA con la perpen
dicular a MI) en l).
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VARIACIÓN DE MAGNITUD DE un ANGULO MÓVIL

27. Sea ABC=9 el angulo movil; (b) la trayectoria

de su vértice y (m) y (n) las envolventes de sus ladOs

(fig. 25).

La variación dq debida a un desplazamiento infini
tamente pequeño del vértice B en la curva (b), será
igual a la diferencia de los ángulos de contingencia
de las curvas (m) y (n) relativas a los correspondien

tes puntos de contacto.
Por otra parte, siendo 0 y Ol los centros instanta

neos de rotacion relativos a los desplazamientos de
las rectas A B y BC, las expresiones de los ángulos
de contingencia de las curvas (m) y (n) en los puntos

M y N. seran respectivamente, las suministradas por
las relaciones evidentes:

. d 0 = d(b)

0‘. d 0,: d(b)toltol
o

ó sean:

do=
B 0

(101: du?)
BO,

resultando como expresion de la variación del an
gulo 9:

d =do—do=(-1—-—4-) d(b)9 ' B o BO, '

La expresión obtenida de la variación de un angulo
móvil puede aplicarse a la resolución de algunos pro
blemas geométricos.

28. Sean 1'7'ly Fa los focos de una elipse y M un
punto de la misma.

Desde luego los ángulos que la normal en Mforma

con los radios focales MF1 y MF, son iguales; luego
seran tambien iguales las variaciones dql y dq, de
esos dos ángulos producidas por un desplazamiento
infinitamente pequeño del punto Men la elipse.

Llamando pues, N, y N, los puntos en que las per
pendiculares trazadas desde Fl y F, a la normal en
M, encuentran a esta recta, y, siendo p. el centro de
curvatura, la expresión de igualdad entre las varia
ciones citadas sera:

1 '1 1 1

(W—W)d(m’= (_M_N._M—u)d(m)'
ó bien dividiendo por d(m), trasponiendo y reduciendo:
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1 1 2W +mí =W
Luego: el centro de curvatura p.es el conjugado armó

nico de N conrespecto á Nl y N,; propiedad que pro
porciona una sencilla construcción geométrica para
determinar la posición del centro de curvatura de una
elipse.

Cáusticas por refraccion

29. Otro de los problemas que pueden ser resueltos
aplicando la formula obtenida de la variación de un

ángulo móvil, es el del trazado de las ca’usti'caspor

ref/“acción.

Sea (m) la curva separatriz de los dos medios:

(a) la envolvente de los rayos incidentes;

(a‘) la envolvente de los rayos refractados. ó bien, la
caustica por refracción;

í, el angulo de incidencia de un rayo luminoso aM;
r, el angulo de refracción correspondiente;

sen i
sen ry, el 1ndice de refracción. es decir. y:

Nos proponemos, pues. buscar el punto de contacto
del rayo refractado Ma' con su envolvente (fig. 26).

Diferenciando la ecuación:

seni-T senr= O,
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obtenemos

cos i.di—ycosr.dr=0
ó bien

cos i.di=1COSI‘.dr (1)

La expresión de la variación del ángulo de inciden
cia sera, designando con í el radio de curvatura de (m)
en el punto M, o sea la distancia Mg; de dicho punto

al centro a de curvatura:

._ L 1 ]dl- ?—-——MBd(m).

Por otra parte
¡W1=MBCOSÍ

luego

Análogamente se deduce

dr: (-¡Ï-—33;; ]d(m).

Tendremos pues, sustituyendo en la (1):

1[1 casi] . [1 cosr]_____ cost: —— . COSI'
Y p Ma P Ma

(2) sen r [cosí cos'z']_P M a [cosr _ cos'r}p Ma'

De la figura se deduce

MP=MNcosi



__2 __2 2Ma=MBcosi
2 __ ___2,____ 2

MB=MC.Ma Ma= C. aCOSí
ósea

—_—‘ 2. . cos'i_ 1 .Ma-MCbOSt..
Analogamente podemos deducir

cosr _ 1
p " MN‘

cos'r' _ 1
Ma' ‘ MC' '

Y tendremos, sustituyendo en la (2)

_1_[;_¿]__1_[;__¿_]sen i MN MC _ sen r MN' MC'

relación que muestra que los puntos p., C y C' estan

en linea recta. La sola inspección de la figura de
que nos hemos servido para establecer la relacion
que precede, nos conduce a la construcción siguiente:

Tracese en a la perpendicular aB al rayo incidente
y obtienese como intersección con la normal a la
separatriz, el punto B. La perpendicular á dicha
normal en B determina sobre el rayo incidente el
punto C, únase C con p. y se obtendrá en C' la in

tersección de esa recta con el rayo refractado; por
C‘ se traza otra perpendicular al rayo incidente y por
el pie B‘ de esta perpendicular se tira la B‘a‘ nor

mal al rayo refractado: el punto a' asf obtenido es
-el punto de contacto de Ma‘ con su envolvente, es
decir un punto de la cáustíca.

VIlI

DE LOS POLÍGONOS ARTICULADOS

30. Bajo la denominación general de polígonos
articulados estan comprendidos los diversos tipOsde
mecanismos formados de barras rígidas unidas por
sus extremos, formando ángulos conslantes o varia
bles según la naturaleza de los movimientos de que
ciertos órganos componentes estan animados y las
transformaciones de movimiento que el mecanismo
debe operar.

Dejando de lado los paralelógramos articulados de
W’att, de Paucelier, etc. cuya teoria se halla exten
samente tratada en algunos cursos de Maquinas, nos
ocuparemos únicamente del pentagono articulado de
M. Hart destinado al trazado de lineas rectas por
medio de una. deformación contínua del polígono.

Sea ABCDP un pentagono articulado (fig. 27).
Sujetemos la deformación del sistema a las siguien-'
tes condiciones:
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1° El lado A B permanece fijo.

2° Lo's ángulos A y B son fijados de antemano.

3° Los ángulos C y D permaneCen constantemen
te iguales.

Esta última condición, difícilde realizar mecanica

mente, puede obtenerse eligiendo sobre A D y BC
respectivamente dos puntos H y E’sujetos a la condi
ción de que han de permanecer constantemente a Ia
misma distancia y que seran por consiguiente ligados
por una barra rígida.

Efectivamente tomemos sobre AD el punto Hde
terminado por la relación:

PH PCWT=W'
Entonces los triángulos DPH y PCB son seme

jantes, y

DH _ PD _ PH 1PC — cu " ’P‘B‘ (l

áng.DPH=áng. CPB. (2)

Tomemos también sobre CB el punto E dado por
la relación:

CE PD
PC" T D"

Los triángulos PDA y PCE son semejantes, y
tendremos:

Ci _ PC __ PE (3).P D ' AD_ AP

áng.A PD = áng.PEC. (4)

Vamos a demostrar que los puntos H y E perma
necen durante el desplazamiento a una misma dis
tancia.

Para comodidaden las transformaciories de cálculo
haremos:

AB=a AH=b HD=b‘ PD—_B

BE=c EC=c' CP=7
Igualando las expresiones de PD>< CP deducidas

de las fórmulas (1) y (3) obtenemos:

b'(c-|-(")= c'(b+b') = 31

de donde:

b' c = b c‘.

Pongamos:
b‘=kbyc‘=kc. (5)

Resultara :

Sy=bck(1+k). (6)

Las dos últimas razones que coustituyen la fórmu

la (1) dan:

¿IL __..B_
(m) - PB - c(1+/r)

y las correspondientes de la fórmula (3):

¿12__Y_.
(n) PA “ b(1+lc)
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Restando de la igualdad (4) la igualdad (2) obte

nemos:

ang.APH=ang.BPE;
luego resultarán iguales los ángulos en P delos
triángulos 11PE y A PB y se tendra designando
con 0 dicho angulo:

1-11-52=W2+fi2—2PII.PEcoso
H2=P72+Ñ2—2PA.PBCOSO.Katfit

2PA.PB ’
Sustituyendo este valor en la expresión de m2

.°. 0050 = —

y sustituyendo en la formula así obtenida PH yPE
por sus valores deducidos de la (m) y de la (n) en
funcion de PB y PA:

__ CY ——ba a'k
l)Ic”(1 + L')‘ 1 + ¡c

En los triángulos A P‘I) y BCP se tiene:

HÏ2= {CT.Ñ2—bB.IJB2}+

Wï. ,Tí“+ Wiz/1 1).P1)cosADP
7372=Ñ2+PÏ2—2BC.PCCOSBCP

o bien llamando a)al angulo A DP: BCP

A_P_2= 97+ l)’(l +1c)’—2b(1 + ¡6)600510

FF”: 7’+ c‘(1+/c)"—2c(1+ lc)ycos<o.

Sustituyendo en la primera de estas dos últimas
el valor de COSmdeducido de la segunda encontra
mos:

c1._PA2—bp.ñ2=(by-ca)bc(1 + k) (q)

y notando que el primer miembro es la expresión
entre llaves de la formula (p), tendremos:

,2_ \c«r—b3)(by—cp) a'lc
Hb _ bc(1+/r) 1+lc

que prueba que la distancia HE permanece cons
tante durante el desplazamiento.

Designando con d dicha. distancia, podremos es
cribir:

“au da)zdi+ (CT-bóáíci’5-b‘r).

En cuanto ala trayectoria del Vertice P del penta
gono, es según lo manifiesta la fórmula (q) una cir
cunferencia cuyo Centro es un punto de la A B.

Si en la misma ecuación (q) SUSLÍLUÍIIIOS.a PA y

PB por sus expresiones en función de PH y PE,
obtendremos:

b5._PE_2—c-{.P_H2=lcbc(by——c3),

ecuación que nos dice que si en vez de fijar los
vértices A y B, se fijan H y E, la trayectoria de P
sera una circunferencia con centro sobre EH.

Consideremos el caso particular:

c y = ÓB

la (q) se convierte en:

P—A2—P_B2=_:_ (l + lr) (by—c,3)

y nos dice que el punto P describe una recta per
pendicular á la A B.
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Queda pues, cinemáticamente resuelto el trazado
de una recta perpendicular a otra recta cualquiera "
dada.

IGNACIO AZTIRIA.

Buenos Aires, Agosto de 1901.

Aprobada.

MANUEL B. BAHIA,
Presidente de la mesa examinadom.

Buenos Aires, Octubre de 1901.

PROPOSICIONES ACCESORIAS

I—Una cicloiile queda constantemente tangente a
dos rectas fiias 0.1' y Oy ; enc0ntrarel lugar geomé
trico del centro dela circunferencia que pasa por O
y por los puntos M y N do contacto.

ll-—Siendo A B, A C, A 1) cuerdas de una mís

ma circunferencia, demostrar que si en un mismo ins
tante se abandonan a su propio peso desde el punto
A sobre los planos A B, .-lC, A 1).... distintos mó

viles. estos llegaran a ocupar las posiciones B, C,
D,.... en un mismo instante.

Ill-Un punto material P esta SUJetoa desplazarse
sin frotamiento sobre un cilindro a sección eliptiea y
dicho punto es atraído hacia otro 0 situado sobre el

eje del cilindro, proporcionalmente a la distancia OP.
Determinar el movimiento de P.

lV-Determinar el lugar geOmi':tricode los vértices
de las hiperbolasque pasando por un punto fijo, tienen
una asintota paralela a una dirección dada y la otra

.asintota coincidiendo con una recta dada.
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