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üíf ' BuenosAires 30 de setiembrede 194.3.

Señor Decanode la Facultad de Ciencias Exactas. Físicas y

Haturalcs do BuenosAires Ingeniero Luis a. Igartña.

SID. : 1.-n.:

Tengoel agrado de presentarlo cuatro e

Jenplnros de ni tesis para optar al titulo de Doctor en Cien

cias Fisioonatemátinln. cumpliendo1a disposición del articu

lo 353 dal Digesto de la Facultad. Ia.tesis se titula "Sobre
los flotador de resolución aproximada de ciertas eduuciones de

la Fiaicanatenática', de acuerdo al tema cprobado oportunamenu
te por la Comisión de Tesis. .

Deboen esta oportunidad, dejar eXpreso

mi agradecimiento a los doctores ¿steban Terradas y Julio Rey

Pastor por las frecuentes y útiles sugestiones orientadoras e

indicaciones bibliográficas que de ellos he recibido durante
la realización de m1trabajo.

asimismo considero un deber nanifostmr

mi gratitud a todos los profesores de quienes he recibido en

señanzas y consejos durante la carrera y en el curso de min

estudios. particularmente a los doctores Teófilo Isnardi,
Juan C. Viguaux. Juan Blaquier y Agustin Durañona y Vedia.

Saludo al Señor Decano con m1 consider:

ción más distinguida.

¿ismael .Eaúosky'.



"Los blenss de tisicesstenñtica se lle
ven. casi dos. e un tipo confin. A Fredholn oo
rresposde el nirito de haber encontrado un méto
do general y riguroso que es aplicable s todos.
Consiste. en ñltino analisis en tratar las ecua
ciones into es diferenciales lineales como
un siete-s una afinidad de ecuaciones de pri
ner ads con una infinidad de incognitns. Enton
ces a resolución aparece colo reducida al cocien
te de dos expresiones análogas e deterllnsntes.

Estos determinanÉes se.represontan a su vez
en torna de series; el grinsr termino de cada unade estas series es uns ntegrsl simple. el segunp
dl una integral doble y así sucesivamente. Aun
cuando las series son extremadamente convergen
tes. sus cuandols l de forlsción de los tér
minos es elegante y s le. se presentan para el
cálculo numéricodificultades casi insuperablees.

Tambien el método de Fredholn, excelente pa
rs demostrar rigurosamente la posibilidad del pro
blems, le que ers considerado entonces comoextre
Isdsnente dificil, quiza excelente para descubrir
ciertas propiedades analíticas de la solución, aun
cuando en este aspecto no lo haya delostrade, no
ha sido empleadopor el cllcnlo america y no pa
rece que se lo empleará en su forms actual.“

Henri Poinserí Prefacio a "GEUVRas"¿e
Walter Ritz

Paris. 1911.
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_IH‘IRODUCCION

L- Los problemasds la tieieanatenltioa y de la tecnica con
ducen a ecuaciones diferenciales que excepcionalmente son resolu
bles exactnnente con los metodosy las fórnulas que se utilizan
en las delostrnciones_ds los tears-as de existencia y unicidad.

Se inpone. en consecuencia, el estudio de metodos de reso
lución aprozinsds. En les intimos nñes. en la tecnica. ee han uti
lizado esas ves nin los procedimientos nunórioos. El enpleo de las
liquinas de calcular hs sinplifiesdn luchas tareas engorQOSashn
oiendo frecuentemente posible la resolución de ecuaciones en deri
vadas ordinarias y parciales. antes practicamente irresolubles.

Aun1a resolución de las ecuaciones diferenciales ordina
rias y lineales con coeficientes variables requiere el uso ds aproxi



nados.

2 - Desde el punto de vista teórico hay dos problemas que resolver:
primero: ln convergencia del proceso de eprozissción y segundo: el
cálculo del error cometido en el procedimiento aproximado.

El primero es un problema de una dificultad teórica considerable
puesto que se trata de una convergencia funcional, ye que se debe de
mostrar que la solución eprozimndnconverse hacia le solución exacta
en todos los puntos del recinto en que se opera.

El segundo problems ec de gran importancia en las aplicaciones,
puesto que el caber que un procedimiento es convergente no permite Va
lorar el grado de aproximación. Comohemos dicho antes, al no conocer
se la solución exacto no existe punto de referencia al que comparar la
solución aproximndn.quese calcule y es necesario utilizar netodos que
permiten "encerrar" le solución exacta entre dos soluciones ¡proxima
das una por exceso y otra por defecto.

3 o Los procedimientos más usuales de resolución aproximada son dos:
el de Ritz y el de las diferencias finitas.

El primero consiste en considerer le ecuación diferencial comou
na ecusción de Euler de un problema de cálculo de variaciones y resolo
ver este problems por metodos directos. esto es. calculando el minimo
de una cierta integral.

El segundoconsiste en substituir en un núuoro discreto de pun
tos. la ecusciómdiferencial por expresiones en diferencias que se le
eprorinen. llevendose es! el problems e le resolución de un sistema de
ecuacioneslineales.

En realidad cada problemalleva implicito, en cierta forma, c1
métodoadecuado de resolución. I si en los problemas en los que los
veleros de contorno est‘n expresados por una función continua es inp
dicado el uso del metodo de Bits, pere el ceso en que los valores en
el contorno estln dedos en un númerodiscreto de puntos, el procedi
mientode las diferencias finitas resulta especialmente apropiado.



4 - E1prcccdnimto dc Rita, da ¡cdith 1a resolución apramada
dc]. problc-a da ¡ini-o una colación por malo, ¡mosto quo 1a clase
de funcion“ con las que se opera. ca un grupo particular entre las po“bl”.

La resolución aproximadada otro probla-a da niniao, analogo al an
terior. parc con¡anos engancha, penita obtmr oconolc señalan
Ccnrant y Treat:- solucionen por detecto. con lo cual ao logra aco
tar la soluciónanota.

E1 ¡813060de Ritz tianc algunas variante. d. las qu. ¡cuidamos
¡al da Galarkin y la dc loa minima cuadrados.

5 - La resolución del siatan dc ecuaciones a que conch al mitodc
da las diferencian finitaa ca casona“ cn mato c1 ahora dc pun
tca conaidcraáos ca un poco clavado. Por ollo se ntilisan, en el caso
bidiaanaicnal. procediniaatoc que cono al da Poincafl-Liahann se ba
can cn propiedades espacial” (la ciertas funcion“, con lo cual se con
signa simplificar conidarablamnta cl proceso resolutivo.

En otros “con. colo lo indica Conan, sc utiliza un númerorp
dncidn dc punt“ adoran“ 1a aprozinación da las dcrivadaa dc orden
superior.

6 - las dificultad“ que se pracantan para 1a resolución analítica del
problana la]. potencial an al plano, ha inpulaado a nicho: técnicos a
nlcrudahüulogiadalambm”. anvirtuddclamllaso
lución cata dada por 1a adiciáa czpcrinantal dc las crdanadaaalcan
zadas por una ¡abran da Jabónsujeta a satisfacer cicrtaa condicio
na. da contorno.

Conolaa ecuaciones da 1a ¡abran y dc]. potencial no son laa nis
na. buon analizado cata cuantión haciendo notar que 1a mencionadaa
nalogía podrá usarse solo ca canoa apropiados.

7 - Dcantro todos loa canoa de resolución dc]. problana dc Dirichlat.
el del circulo timo importancia excepcional. En crcctos según el teo



rana tundanontal de la representación contorno (Rienann) es posible
representar cualquier recinto on un circulo y cono la propiedad de up
na función de ser armónica se conserva en lao transformaciones confor
mes. ol circulo presenta, en definitiva, el caso caso cuya solución
interesa prinordialnante.

Para ol caso del circulo. la integral de Poieoon_roauelvecouple
tanonte ol problola, dondeel punto do vista teórico y práctico.

Bonosproparodo para el cálculo práctico do lo integral de Poi
saon tablaa'nnnñrioao que porniton calcular rapidamente el valor de
la integral para cualquier punto interior del circulo unitario.

8 o Tanbiin tiano inportancia para el calculo nnnérioo de la integral
de Pci-non el estudio de las activadas en lao distintas direcciones y
on particular saber oi la acotación do la derivada de la función de
contorno ee outicionte para la acotación de las derivadas on el into
rior. ledianto un ejemplo denostranoa que la rcopueata a esa cuestión
ea nogntiva.

9 o En este trabajo ao han expuoato eiotenfiticanente los diversos pro
ceainientoa antes mencionadoo e incluido las tablas que hemosprepa
rado.

El eacaeo desarrollo quo ha tenido el estudio de coto aspecto do
laa nato-¿ticas en nuestro pais, nos inpuloa a dar con algún detallo
loa metodosresolutivoo y a insertar ejemplos nuniricoo aclaratoriosu
con el rin do quo este trabado pueda ser utilizado por los que necesi
tan Aplicar etoctivanonto los metodos aprozinndoo.

Dannatanbien. en todos los casos, la bibliografía tundanental a
1a que deberá reoumrirse para estudios más profundos.
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ECUICIOEES DIFERENCIALES ORDINARIAS.

El metodo de Picard de las aproximaciones sucesivas resuelve, des

de el punto de vista teorico, el problene de 1a resolución de las ecua
ciones diferenciales ordinarias en el caso en que las condiciones inicia

lee seen dedae en el origen del intervalo de integración.

Tel ee lo que ocurre. por cdenplo, en el problenn boli-tico en don

de se de el valor de la ordenada y do la velocidad en el origen de los

tiempos.

La adaptación del nitodo de Picerd para la integración práctica de

las ecuaciones diferenciales se hace con diferentes variantes. lo que o
rigina 19glitodoe de resolución ¡prominadae. Ada-s, loulton. etc.(‘).
mediante los cuales-se construye paso e paso le curva integral.

Unproblemaenterenente diferente se plantee cuando lo. datos ini

ciales son condiciones en loe dos estrenos del intervalo de integración.

(4) Vease J. B. Scerboroush: "Hunerioel Inthe-atioel Analysis" p. 218 a
282. (195o) o nneetro trebeao sobre "Iitodoe ¡Intriooe de integración

aprorinedn de ecuaciones diferenciales ordinarias".



Tal es lo que sucede en el problema de la linea elástica o en el

problema de 'la cuerda vibrante. En estos casos"no 'es posible ir cons

truyendo paso a paso la curva integral. sino que es necesario calcular

una prinera solución apronnada en todo el intervalo y mejorarla pos
teriorsente.

Esto se logra son el n‘todo de diferencias finitas o con el al.
todo de Ritz que estudiarenos sucesivamente. °

Sea dada una ecuación diferencial lineal de orden a
.(a du v. dv“ . ....A ) mid/1“ ’ */4w‘*)á=}“) (1)

con las n condiciones de contorno:

¿z 3321).} ávila]: I 0, 1. eee ( 2 )
donde 043,. pra son constantes dadas y _s_y h son los estrenos del
intervalo a. integración.

El letodo de las diferencias finitas consiste en reemplazarlas deri
vadas de la ecuacion ( l ) por combinaciones lineales de las ordenadas

correspondientes a diversos valores de z del intervalo de integración.

Se divide el intervalo de integracion ( a.b ) en n partes, igua
les o desiguales. Si son iguales la longitud de cada sab-intervalo se

rá hn ¿Ï?- . En cada uno de los puntos ds división se impone 1a con
dición de que se verifique la ecuación en diferencias finitas que ha de
sustituir a la ecuación diferencial cuandoso reemplazanlas derivadas

por las combinaciones lineales de ordenadas entes mencionadas.
Se rom asi un sistema de ecuaciones lineales cuya solución da



un conjunto de ordonadas aproximdas.

In posibilidad de aproximar las derivadas por expresiones linea

les quo contengansoluth ordenadas, se establece nodianto el siguien
to

EMC i) Paracada¡mansióndiremsial

Lufl=Aofi+APiJLflwwwL3 (3)
existen expresiones finitas que coincidan son ollas hasta un cierto 0:5

den g; l dol tipo b
2: Co‘hrF'“

con a; m - ww
muy Dadool caracterlineal ds ( 3 ) basta considerarnn

solo tárnino

(4)

¿“a
44v

Estsblooisndo una rod dspuntos Xr- ¡o +1012 , 1° - 0,11. :2..." .
sn virtud del desarrollo on serio ds Talar so tondrl:

, ¡{z u ("IMEÜNU (HH)¿ww 4(ETa»F“"‘9'Wá W“)
En ol intervalo considerado

Ta ‘ .21;_,n :1 * 1
lasm(#)soriontonoos

(UL. Consta: DasDirt-rm vorrnhronnit llanura: Approtila’cionfür
limar. letsrontialgloiohmgon. Sou-inca dosnth. Salmo u. dos
Instituts f. angmndto lathsnstik der Universitït Berlin, Ed. 3. 1935.
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á': —C\C.Gf....—C-, fC.+____¿LCb]¿

tg; 3.3,: a‘Ca+-;_-+ C., +(, ¡_ +b‘Q]+

v s +H)’C-, +C« +- --'*¡’vcb]+ ( 5 )ü #“h-afcw-
1'. L

+ 181i(1:?) Z “WM m Wu
e ‘ y un.f'). 9:,‘

Para que este desarrollo coincida con debenanular“ todas
las etpreeionee entre corchetes. excepto le correspondiente a já’que

debe igualarse a É": . 131sistema asi fomado con las C...como inces
nitas tiene solución única puesto que el determinante fundamental es

distinto de cero puesto que el de Vendemnde y tiene todos los ele
mentosdistintos.

En particular se obtiene para la primera y segunda derivada. las

1 4: _, r“ r' ll P LF ¡E
3;: 1;: [gh-¿17]230%13:2))W{2r.¿2;-¿/WW

siguientes fórmulas:

D l il _ a,“ Mir J lpn., _|__ c2, Í ( l) + _ J. (a) P _ ! (

”3°+ÍÉ—¿(Z=Ï>’('r-a)"r*a>'-U}JJ] (“f”)! J “‘- J='(“) M) (7 )

Las pri-eran ¡pronunciones (1) que resultan de estas fórmulas

son para p-l a

l: 1,02044.) —-<‘,1,(!0—L) ( 6.)
y” V .4, _,

(1) Unatabla de “presiones finitas puede verse en el trabado ente
citado de Canet: o en "Feneleemlnng m prehiechen lethaatik" de
G. Schulz. s. (¡Sachen m 1110 (1937).
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" z junk) 'ler.)+. 9140-1»)
y» u by

( 7')

y para 9-2 s

-¿t(x°+¿L)+e?}/xa+L)_?;}(x.-L\) +}{7‘o—2L) ( su)
á: - (uy

¿":üfll) +"’¿1.Íx.+¿)'50) (xo)+-Íáj/xo-Au {Ju-¿[Q ( 7")
421;»

Acetagggag; mg.
Llamando 1 a ln solución exacta do 1a ecuación diferencial ( 1. 3

o l a 1a solución del ¡ik-tala lineal¿www
que 1a rmplun; 01 ¡tng-«coloüdo a1 considerar l comosolución
«10(1). sui enel punto 1c=a°+ui

«í.-= Jrïb‘c)

En es. punto es
z C19,y} r y“)

y por ser ¿S y, = ¡.(Yc) 4 term. compl. - fm) 4-tem. conpl.
resulta roatando las dos últimas igualdad“:

ZC.) EJ»- - tem. compi.

Par tanto para la dateminación de loa error“ en los diferentes
puntos do la red, so debe formar un sistema con los mismoscoeficien

tes 0). aistm que es resolublo comoya so ha visto. por la regla de
Granero



-10

EQELOS

a) San 111:.ng la ecuación
7” - y - 0

con las condicions ch contorno
I(°)-0
Y(1)-1
Dlüdlnoa el intervalo en cuatro partos:
h - i- , y aplicamos la fórmula ( 7‘). El

ténino suplantar“ “si antena“

á; 19¡3(t>¡m_

Haciendo sucesivamente n- i, i 1¡5 se tiene por ser y ”- y
lóg-33L+161,_ -O

Msn-3311+16yJ .o
1,6y1n33yJ +163; nO

En este slots”. son datos y, - 0 , yq - l. Resuelto nos da:
y' - 0.2151

y. - 0-4437

75 * 0-7000
Para calcular los errores es momia tom: un aistua equivalen
te

16 ¿o-33í. #16 2,, -q' {LÁL
16€. - 35 ¿a 16 S - °( °( - 'ï-ÉLHÜ W

16 6,,- 33 ¿3* 16€, o"!

Z,y 2,, son nulos. y los restante. resultan, por sor y 4- y" . y ,

IKl < J
lelb

¡K 0.005

[a o, 005

¿K0.007



Utilizando la fórlula (7" ) en la cual el término complementario

en [J(”JM_ se obtiene una aegunchapnflnación.
Con1a milan división del intervalo ( 0,1 ). se obtiene hacien

do sucesivamente x - %, i 1'; a

.y3 +16y,_ -30y, +161° .1, -12n‘ y,

.3“ +16), -501) +161, -y° -12É yz

.1, +16le -30y3 +161,_ .L .121: 13
Este sistema de tree ecuaciones con cinco incogniteo a ¡q , y, , y;
I
1; última)“ las ecuacionespare lo cual se aplica 1a prinm aproxi
maiónüómula?’),pera z-O y 1-1:

1;, [yl-ao +y_l].0
-’- [ys-2'74*y3] .1

331° da: y_..-’_1 . y: 0.7.6.- 3

. :5 e puede resolverse elininando, por edonplo, le primera y

E1 sistema se reduce e:

-(29#¿ >I. +16n-JJ -0
167, -(30+¡¿,’ )71 +1613 .1
.1, + 16y,_-(29+%)y¿--16+;‘T’

cuyasolución ministra los siguientes valore- a

14 e 0.21495?

y; ¿#143512

y, - 0.699872

Eneste ejemplo.se puedenverificar facilnente los resuth
obtenidos, puesto que se conoce la solución exacta

Si!
fl 1

’



Resulta

x i 1a aproximación ¿ 2G aprozileeián i sol. exacta
0.25 0.2151 0.21453-"M'TTJÏIEU9T"
0.50 0.4457 0.44551 i; 0.443409

0.75 É 0.7000 0-6998? É 0.699669

b ) c o n e i d e r e n o e e 1 p r o b 1 e n a d e v a 

1 o r e e p-r o p i o e

yll+z\xy oO (8)
c o n 1 a a c o 3:4 i o 1 o n e e d e c o n t o r n o

" y (0) - y (1) - 0

Esta ecuación, e pesar de su eepecto ten simple. no se puede inp

tegrar en torne"cerrede” de acuerdo e lee métodoscorrientes y se in

pone treterla con los mitades eproziledoe (L).LW. .
Dividieldo el intervalo ( 0.1 ) en 4 parten iguales

se tiene:

(L) Picerd en "Leeoneeur qpelqnee probllnee en: linites de la theo
rie de: ¡quation dittlrentiellee" (1930). estudia le ecuación

y" “manana. y(a)-y(b)-O
Aplicada 1a acoteción que se obtiene para loa del ejemplo que esta
nca considerando, se obtiene:

h\n1<)h( oo
que comose ve, es poco precisa.



1

T[11-ü1 *yn]*>\'é"yll.o

_.í.:[74 -aa +_y‘_]+Xílyano
Io.oondioi6n do compatibilidad del sistema ( ¿5-0) conduce a 1a e
cuacion

3:3-uz‘+160z-1230-o (z-,\h")
cuyas raíces son: >,-17,92 x263,“ ¡3- 153.12

Wim
La ¡ogunda aproximación (fórmula 7‘ ) da los siguien

tes valores prúpioo

x - 13.92 X- 77.82 ¡o- 191.03

' 1 e

Snatituyendo en ¿o ecuacion ( 8 ),
y-ZI nox"

“:0
ao dodnoo1a lo: do formación do los tirlinoa

38.-;
a“ n - nunh(w4)

Por consiguionto 1a solución oa

2. a A1 ‘- Á " ¿1* Jy-a.[l-6! i'm! ooo.1*.11-711'roq1-0000
las condiciones de contorno y (0) - 1 (1) - O determinan a a 0 y

t X3 X’1 - .2. + .á o.——-—1-m - .... a o
IL Shu 41'360 ?-°TG- lGo

Las raices do esta Iorio' son los valoro. propios dal sistema.



¿pum .1 animo da suegro o el “todo de amnakerflïé obtiuo
nn 00-9 valor del ¡anar valer propioX1'

(i) Para ambosmitades ver el excelente libro do ¿l ï/ ñhlttaker y
sobinsaa "th. calculun of obuarvationa” Capitulo v1.



É2s EL METODODE DIFERENCIAS FINITAB PARA
LAS EUEIONES EN DERIVADÁSPARCILLEB.

Aplicandolas lima fórmulas de]. él, se deducenlas expresio
nes de diferencias finitas que apronnn las derivadas parciales.

Considera-elos. en el plano, un reticulado de ¡ellas cuadradas,

¿eta-lineas por rectas trazadas a las direcciones de los ejes z o
y. Siendo, comoantes, k el ancho de la malla. Resulta. aplicando la
fórmula ( 6')

_ _, _-a :_ _ (2-: = ¿LLL a...)44m] * grs

_ __'7.:L 4...4. 0,24" 1h W
n - . . — _ I h - u. Lt

_._,:31L° ¡4,3,7 _o's-r-,,t‘.r‘_9._-.b_°_n_me.(¿la _ a: [a A HI] + T {3

. i |

— ""' ""5"3+" tu" lv" — Y aplicando afluente estas expresiones
i ._. ._

l .

Í 1L} 1-1 L.-'L
e , 7T. , ;

I
J “elcflculodemderindasaegundns,re

i .

culta comoexpresión del laplecianoz

Am,» =(°—l-“‘),.,*(Ïï) -’:[“'“ “»-"°“°J'%ï(9 >ap í ¡>72 .¡o Ll

siendo Y.;un valor menorque el ¡Irina de lu derivadas parcial“ de

orden 1 en el recinto R considerado. cono se ve desarrollando las

expresiones u Lo, u , um , .... en serie de Taylor.S D

Pera le función armónica, esto es que verifica

Aun- o (1o )

resulta. si no se tiene en cuenta el resto.
un) ,. u.,, 4 una + “om ¿WH =° (11 )

o sea
un _ “¡04'0'01'7 u-..+ (1e—l' ' (12)

4



Este expresión equivale a reemplazar le función armónica n(x,y)

por un polinomio de tercer sudo

HIJ) - n,+ en: "¿deux? e" ¡y + any; ag.xJ+ e,4x‘y o
e gunz-r ser: -.

puesto que en 1a W151! del error eolo intervienen lee derivados
de cuarto orden.

Anelogenente. espiando la fórmula:

20 un- M un, ¡1,1+ uma,a,” ) o ( a“ e nd," g.“e o“)
ae obtiene una aproximacion de septimo grado. En los cuo- en que se

requiere realize: un cálculo de gran exactitud es conveniente emplear

le oie-pre que loe detoe de contorno seen entieientenente precisos.

si el recinto g tiene un contorno cualquiera. puedeocurrir
que deban considerarse algun“ ¡ellas no cuadrada-o

Sea por eJ-plo. el ceso de 1a figure.

En la determinación del leplecieno en el
punto 0( 0.0 ) eperecen loe valores de

' g mltiplioedoe por ciertos factores de
peso. provenientes de le asimetría con
que ostia distribuidos loe valores cono

oido. en tomo ¡1 puto o( 0,0 ). Resulta

A u -¿ Eh) liz; i- 5 '1 (n H) “Lp+53”) HDI*f(;n)u.z-(w) (¿gg m) u.)
lbs q (groove

siendo Eyïlunedidae de OAy 03 conreepedtoa k .
Para el caso Au=o, resulta

=ü—[ï—5—-+——a'°+i+uu (14)
E”? 3(EH) EH 70)“) 7+!



g¿ nggblggg ¿¿ D¡¡¡gg¡¡¡
Resolver ol problom do Dlrlohlot on un recinto

g linltado por un contorno Q os hallar una función g ¡1.12 tal
quoon ol max-lor dol recinto g verifique lo como“:

ALLQO (A:;—;‘+%)
y on oi contorno tono un conjunto de valoren profljadoo.

Esto problun so plantea on ¡ultima ¿o «¡cationes do mecánica,

oloctrididod. hidrlnlioo. elasticidad. fotoolnatieldad. etc. Muchas
voooo loo valoro: que oo don cobro ol contorno son solo conocido- on

unnhorofintodopthos,yonostoeosoolprocod1uonto (¡eludi
foronoiu finitas oo particularmente indicado para resolver ol proble

Snpongmooquoolroelnto g ahitomroddomllomdroda.
Ioo valores on ol contorno son dato. y los valoro. dorroopondiatoo o
loapuntosinteriores.1mm.

Conooo trata do determinar una moción anónioo u (¡.12 a ca
da punto (1.3) interior ¿lobovorlfiooroo lo melón ( ll ) on 6120
ronoias oorroqpondiontoa Au“) o So for-o ¡si ol sino-n 11m1

“Und,+ “¿Í-H i. “¡rubi ’ “Er; - ‘ no} . o (103-102030...) ( )
cual solución da valores menudos do lo función poton
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cial busesdn.< L)

Este sino-l de g ecuacionescon g imagina tiene solución úni
¿a puesto que el detonlmnto principal es distinto do coro. En efec
to; ol vistas Woo somapondlentomata el casodovalo
mmlumolmtormyconoolnfinsoyolníninodolamuón
potencial “tin en ol contacto. la soluciónu lautlcanonts mln. lo
cual enga queel detunimto m distinto ds coro.

Por oda-plc.en la figura se danlos de contornocorrespon
.4 1 diante. a un probl-n particular y se tra
l ts ds rosolvor ol problema(lo Michlet

A H‘ï'mah” L correspondiente.
L_>_-_______w___r{w Apnnndo la nación ( 15 ) a los pun

l 4 tos (1.1) ¡(2.1) zoom-¡sol
datan

uu - 45I“ - - 4
# uz. - u ., - 5

cuansoluciónds u" ng?- ; un4 "Ï'S-o
Si so danosuna detención nodo:-doboelegirse una ¡alla másden

sa. por oduplo con h- iv.

(4') J. Lo Ron: ha ¿mostrado quo las soluciones de los sistemas de e
cuaciones lineales tienden a la alusión de 1a ecuación diferencial
cuando h ¡donde a coro."Journnl des mthimstiques pures ot sppllquéss"
(6). 10, 189 (1914).

Otra demostración puede verse en la memoriade R. Courgnt, K. Frisdrichsy HoW m“¿the¿una Po32.



Resulta asi 15 mantosinteriores y en consuman 15 ocacio
m cen 15 inoculth. In resolución
datales silith es amante ango
msa y loa on‘oros fáciles de cono
tu'. Para evitar 1a resolución de

estos sistemas de ecuacion: so nploa o]. procedimiento de Point:an
Hermann.

E_; ¡itodo _d__gPo nr -Lio nan .
En ln teoría general del potencial se ¿mostra

que si una función gg ¡.1 2 es unónioa, u decir que verifica la

ecuación Au - 0 , su valor on o]. puto (10,1, )estñ dadopor la
16m1.

l (4

“(M74 _-_-El? P ¿“S (16)

siendo P una circunferencia do radio g y contro en (10,1, ).
Esta ecuación expresa que el valor do g en cada punto es 01 pro

nodiodoloanlomquetmaobnmcirmmferminquorodual
punto.

Rociprocamto toda función que posea esta propiodnd en tados los

puntos do un recinto ea armónica. Por consiguiente ( 16 ) u un con

dición ¡generis y suficiente para que una función un anónicn.

La «mación (12 )



uq, - i ( un , )
en en cierto nodo la expresión de 1a propiedad intrínseca de las

funcionen unánime que hace recordado.

Utilisando esta propiedad ee puede evitar la resolución del

4' u 0' li ‘f u
all "¡o o:O

slot- de ecuaciones a que conducela aplicación del procedimien
tu a. diferencianmatan“)

La eeuaoión ( 12 ) expresa que la tinción potencial es aque

llaquehacenininalaeunn

SDI] =ZZH‘DÜY (17)
eiendn <9la diferencia de don valoren consecutivos cualesquiera

y estando la mm extendida a todos los puntos del recinto g . Por

consiguiente esta expresión ea la auna de todas laa oscilaciones

y la función potencial en aquella que hace minimaesta oscilación
totan

Ente ninino existe puesto que Q ea función continua de w

eon un nüaro finito de variables y está acotadn interiomenteo_
La solución de este problemade ninino ea procimente la eo

cuación an diferencias ( 12 ), puesto que «dos 4 puntoa. un quin
tohecenininnlasunadeloe cuadradoedelae á‘ cundooemne
dia arltniticno

(1>11.Liohnann: "Die orbe Ernittl hernoniacher Funktio
nen und Koníorner Abbil ". linehener tasa. Ber. (1958) p. 385.
Apesar de ser Iiebnan el autor del nótodo corresponde llanarlo de
Poinoare-Mehnnnn por su analogía con el metodo del barrido ("bala
m0")



Dolcelo. valores dc la función on ol contorno“ puedanasig
nar on los puntos interiores valores cualesquiera. Aplicandocn ca

da punto 1a ecuación (12) se obtienen mms valores que convergen

hacia 1a solución del problm de nínino o sea del siotcna ( 15 J.WWW“)
Doacuerdoa una le: arbitraria memos todos los puntos

dclrccinto BaPo ,P, ,P- 1 g oooooo

Bengala“ con wwe loo valoren inicial» quosatisfach las

condiciones limites y en ol punto 1’1 rompio“: ol valor dado
m“)por la ¡mua aritmotiea a. 1o. 4 micros-próximos. do acuordo

a ( 12 )y 1a num funciónobtain así la non-noo w"). Em ¿1
fim do w‘°)colo “onol punto P1 . En esto punto ao verifica (¡u
pnooto ol ancho de la malla igual a 1),

wc«)__wn) = á Awto)

do acuerdo c ( 9 )o

En la ¡isla rom sc obtienen w‘?w"),t.._..... variando cada vos
01 valor on un colo punto.

W quoh moción w‘°,’v“ , w“)..... tiendon 1a
solución 3 m problem.

( )R.Gomtc "un: Muerta-1m boipartidlon Influenza
gloiclnng". Ztochr. t. nos. Iath. u. lock. Y. 10 (1926) p. 322.



Sínodo

.3[w“"’]:b[w“’]— ¿ l: mw]; (4)

los foma una sucesión decreciento. que cono está acotadn

tutorial-nato. tiene un unit. Q o Encommand:

AWIÜ“o .1 g #500

UH) .
( la corrección n10 i- Aw‘a PL- y cen pasar d. M19a W

ro en los puntos rutantu. Por eonignionto asado un valor do 1 m
adelante m fimoionu w‘ . w‘“. ...... ditorirln a un número
arbitrariamente poquofloy lo nino ha magica» cn diferencias

(hi0.1. o“ n) “tOdOgo
Considerando1a dit-rusia É = W‘h‘Wk ser! ¿É arbitraria

mto mudo. simprequo 1 y k un ancianas“. gradas.

(“Enchato; GW parafijar lu 1da. 9 (ww)y 9‘07”).
Eh ol punto Pl1 u

w“). w“... i AW")Si.de P “mawrlonputonx,f,7yf,hpmcdabfw)comopond1utoaostopunton

a9[wm) :_ [w(,,í‘/]1+[wrn_/SJ‘¿+[W(..)_,]Z+[Wn)_ ¿7‘71

: [w(;)+2,;¿wutdjg .+Lh(¡)*_¿0wll)ldn]1.:

-‘ "WWW ¿‘W"’[<‘w"’—«J+/w“—mwww».de ¿[Mii

:SKW‘")—-:(M’JH [M]? 9M2—¿mw.
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Conog ¡comúnmelcontormn(1)porlatómiadoGrou
2 I C] ——¿Z É A 3‘

Punto que los valoren do son interiores a una cota fija
indepóndiute do i y k . uta- uproeiom tienden a cero. Co

no todas lu É son nulas en el contento, la diferencia 14"ka
tadnriaeoroutodn g parti y k mientos. Portantola
sucesión Way)tina. a Luv).

Esta función satisface a la ecuación

ou 'f‘ -." .0
Io (.o 4.-: «oAn-u,, +n_

tu)puntqu AW a. cuandon undieiutmntogrndo.

Damntmmmor.niaoutpnncadapuntodol
intcrior de un recinto, valores arbitrario. y so"pronodia"en cada
müacuerdoahtónuln(12)oala(1#)ngñnloscasos.
'00 obtcndrinen cadaputo mas “loros. In aplicación reiterada
del procedidonto ministra-i la solucióndel aintm ( 15 )o

(1) La tau-nin e. ero- on diferencian. que se deducede imedinto¿“amm lasmaterias,u:
090W) : ZZJ’M (Wu) _—-2; VAW +C¿m 41)]

donde ’ o. o].conjuntode lofth intenten e' es o].conitorno: Ai") “pandobloonlomdnludiorïoiuonhtaja combi pourlos puntos do contorno y su inodiatoa.



En los canoa prioticon. convandrí elogir con algún cuidado

los vnlorta quono asignan inicialnanto a los puntos interior...
En particular. una interpelación linoal en el sentido de los ojos

x e y , entro los valores dados en el Cantorno. suministra buo
nos valores iniciales.

Conobonos dicho. las rórlnlaa ( 12 ) o ( 14 ) daban ser apli

cadas roitcrndancntn, pero daba tirarse proa-¡to que en cada nnavn

aplicación dabanutilizarlo los Valorns obtenidos en el paso anto

rior y solo cuandola aplicacián de 1a für-ul; no altera. an ningún
punto dal racista. los valores ya alcanzados nntcriornnnto podrí a

aogurarso que se ha calculada ggggsglgnSQla solución dal sistema

( 15 ). quo dl una solución g¡¡g¡¡¡ggg dal problenn de Dirichlot.
El n‘todo do Brincarñ-Liohlnln que evita la rosolusión dal 315

tcnn ( 15 ) tien. nds-¡s la Virtud; de quo si se conste un error un

un paso labor-odio no altcrn ol rnnnlttdp til-l y a lo ¡una alarga
el proceso dal ollcnlo.

m una.
Soncalcular la función potcncial un ol intcrior do un cuadra

do ABCD,conocidos los valoran cn ol contorno.
Primaranonto. se asignan en los puntos interiores. los valo

res quoresultan do intcrpolar linealnnnto entre los dados en los

lados ABy CD. So aplica luego la für-ala ( 12 ) de acuerdo a1 or

den do lectura do un libro y al cabo d. 8 "barridos“ ( o pasos )

resultan valores que no alteran con la ulterior aplicación del pro

cedimiento. Estos valoran son exactamente los mismosque se obtie



nan resolviendo el sistala dc 9 ecuaciones con 9 incógnitas del

tipo ( 15 )0

En 1a resolución dal caso particular siguiente no hemosuti

lizado, para no restar saharalidad al procedimiento, las condicio

nes de simetría. que hubieran podido facilitar la operación.

3.00

6.00

4,00

¡0,00

9.00
9.25
9.03
8.84
8.70

8.00
8,06
7.64
7.3}
7.1?

7.00
6975
5032
6.14

8,62 11.00 9.25
10,06 9.183.58

8.55'
8,54

7.08
7.04
7.02
7.00

6,00
5.98
5.97
5.96

6.00

12,00

9'71 9015
9’47 9.15
9051

10.00 7.58
8078 7.54
8.17 7.51
7034 7.51
7.67

9.00 6.90
7.64 5.37
7.21 6,86
7.03 6.86
6.94

3.00

10,00

9.00 8.58
9.01 8055
3.85 8.54
3.70 8.54
8,62

3.00 7,04
7.70 7.02
7.34 7.00
7.17 7.00
7.06

790° 5098
6034 5,97
601¿ 5095
5.05 5.96
6.01

6,00

3,00 '

6,00



WWW-.‘i’
Bi on 1m do conidom los cuatro valores adyacentesa oa

da punto comose hace en ol nttodn de llenan, so tiem en cuen

ta ¡La puntos, es avia-nt. que ol nuevovalor obtonido url más o

ncto. Pero, al nino tio-po. la intornmión de mohos puntosha
oo complicadosy poco manuaqu las fórmulas. por lo cual no trata

do dicidir cuandola wm.- conplioaciónse ocupan-adncon la
mayorrapido: de la convergencia.

Ani comoon ol proom do Lich-nn ¡o reemplaza cada valor por

ol pronodio6.olos cuatro adyacentes, on Mi no puedecomido
rar cadavalor mini-ado. dato:de onla siguientetorn- z

¡iman T} y SWcoeficientes “62160., u} valores de la run
ción on ol intuici- y uq, valoro. en ol contorno.

,.---._,>“,7 En el caso do la figura. no tiene: Ii

»—rur utL ud .0. con .1 procedimiento do Lieb
u3u,‘ m

¡11-% [al o ¡13]!-uL afín); ug mfi]
I . Lu3 -¡[nz+u¿ +411“uq-Jz[n¿+u3 au]

(“6/ B. Short”. R. Wollors"En marisol solution ot hplaco‘o
oquations"- Jam]. or AppliedPhynicl. Vol. 9 NI 5. Wo .938.
R. Wenn. G. H. Shox-th: "Calculation of ¡tramo Iithin the boun
dary oi’ photoolaatio modols" - Journal ot Applied Hechanios. Vol. 6
NI 2. Junio 1939.



Enconsecuencia,en este mo. ¡eri 1a main

o 8 o

T': ¿Lg o : : i:
o 4 1 H

Si, en lugar de considerar los valoren U? consideramos las
diferencias entre los valoren exactos y los aproximadosces decir

lonerrom 43- serinloe 431-0 ylafónula(18)qnedará
reducida a

CP= TCP ( 19 )

Calculendo los valores propios X- y lu funcionen propias (PU)
de esta Istria de acuerdoa la eomión

Tïn M? («mmm-o)
se puede escribir

43.0.4>“+a‘1>“’r————+ caga“) y

T‘P- xmw LaLcr‘L. —+xa. CW

TW“MM xa; qm -4 Am cr“)

TÉP- X‘w“‘+xïca “2..” AEG“CP“)

Ea evidente que es \ M<1 puesto que la aplicación reiteradn

de la fórmula ( 19 ) siendo los Tc} positivos y los valora de con
torno malos, hace. disminuir el valor de ‘Ï’ o

Designando con M el mayor de los Á . podrá conservarse so



lamento. después de k aplicaciones del procedimiento el término

Wa. tii g demanda los restantes.Wi
Odeulendocon el procediniento de Liam el valor de ,

para distintos cuadrados con p puntos por lado, se tiene t

Jr. ,._,__ 1- p X1

.____., 3 00250

__ 4 0,500

M 6 0.750
I J 10 0.9045

18 0,9593

Para grandes valores de p . Shortle: y Weller demuestran que

4A. —>1'- o sea aproximadamenteL

—r7tl? ‘. (20)

¿“vwmmkhm AN":p). ¿GR-ón“. MN/ N: ¿(25%,pwü1

4...4 -(1 M hkfiMJ4AA, ¿A RAF-¡"M¿.L. mwfiw_Mi
Según este procedimiento deben tomarse grupos de 9 puntos con

16 pinto. de contomo y reemplazan
n d e d n
d“ Ir ’—"° "JT ¿1 se de acuerdoe. le siguiente regla:

q s L L 4' 1 __ 8 L

ea io5 a. o,‘ e, e,-ü Zd¿+á_¿e¿
d: °4___4__E_7¡’___d L É U i‘ + 01 1' Oz + l,)nJ de .4. dir nl, bz¡bs:2)

3: "Hi. HT.ui u.)
(Analog. G2. 039.0%)



Con1a num matriz de loa coeficientes, resultas

-rÏ-Cïx1 91"“;1.
(22)

CW(20)y(22)sonquolmmprocedim1uto
converse 3.5 veces másrígido que 01 de Idem.

En este caso las fñmlas son:

Mi
11 e1 a.z h

fz e1 a d,

al -b °4
13. 84 f1 14

(23)

DI
n (7d4 -o-'7t1z+204 «r2.z «92:!1 4-22z 4.51 +5)

í ¡Ii-(¡#14 +f,_+13)

3.1-¿(Ïc'ïa 1-011-11)

18”“1“ para este grupo - ¡“47 A—>url el decir un camu»
semla 2 voces másrápida que en 01 procedimiento de Liam.

Puedenconsiderarse otras fórmulas annlogas.W:
San¿atom la maciónanónien en o].interior del rectán

gulo LIKJ . ando. los valores do contorno. El ¡útero do puntos co

nocidos en cada lado del contorno indica 1a conveniencia de proce

der en el cálculo cmiderando 2 mas de 9 ptmtos y 3 grupos da a,
tu]. cm se indica en 1a figura:

. L ¡ ¡|x



WM
El orden nin conveniente e seguir en 1a resolución efectiva del

problema de Dirichlet es e]. siguiente:

10: Uneves conocidos los valores de contorno se fijan. ¡ás o menos

2!

39

48

erbitrerienente. los valores en los punto- interioree de una red

de pocos puntos. Dadoque le solución ee una función continue

los veleros en el interior del recinto se puedenconseguir. co

no llenos visto. por interpoleción de 10o valores de contorno.

Unebuena elección de los valoren iniciales acelera 1a ejecu

ción del procedimiento.
Aeetosnloreeuleenncuhsfémlu(12) o (14)
eegún los cesan.

Seeotnblecemeogundareddennadosmeenhfimyee
madison conovaloren los obtenidos en el peso anterior en no

noe puntosy en los restante. los queproporcion h interpon
ción.

Unevez determinados tantos grupos de 9 puntos y de 4 puntos co

nosenponible. unpliculneromias ( 12 )., ( 1k ). ( 21)
y ( 2} ) para nedorer los valoren.

Se aplica reiteradamente e]. procediniento recorriendo todo el
recinto hasta queae estabiliza: los valores móricoe.



BOTAS1)W
El ¡ste problem, “¡logo al do Dll-1011101:.so debo dot-r

unnth ¡(17)qmnolmmordalroen‘boauunó
n1n(Au-O)yomdor1ndnmn12%mudmhmnlo
ru paridad“.

“ubnglcomdobosu/Efiaa-o lomlndioa
quela soluciónno¿gta-inn n «hem constante.

Panrololver.1 .1mododolasdiferenciasn
um dabawarning ¡í por la mas. ¡e = u;—un. siendo11,4
ha valoro. un 01 contorno y u ¿ lo. valores correspondientes a la

pri-a 11m tata-lor. El'rproblnaa molver u mona” ol siguio:
to:

Dadoslos mona de p¿ . con 1.a

condición 2/2; .0 y .1 valor on un
punto interior A dal recinto. do
tcninnr una función anónica que
01A tol. dicho valor y quo tanga
lu pendientes andan.
La resolución d. “to problm no

Medmmblmdeoommoodomnehhtmhngmlu
to ton-.3

s. m mm- rohtim menbm ui? . en.1 contorno
y n mal“ de acuerdon los procedimientosya aparato. 01pri
ner problcn ¿o contornocon lo que se obtiene, cn prison apren

naeión los valores w“) ,mteriores .



Resultan para las pendientes los valoren

Po - '(O)- “(0)

en general diferentes de los valores dedos p¿. Se calculan las di
ferencias

(n) (o)
iu ' W. ' Pc

y con estos valores de contorno se resuelve nuevamenteel primer

problem. Se calcule

a? - If" - p¿
y se continúa nai hasta encontrar lo; valoren que aatiefhcen 1a e
cuación ernónioe y tienen las pendientes preeeriptee.

Para que le función ¡auna en A el valor dedo hasta hacer u
na traslación total de los valores hallados.mw

In ecuación'biarnónioa

¿BALL-o (24)
oon valoeeo de u y de pretiaadoe en el contorno, tanbien pue

de resolverse con el métodode los diferencias finitas, cuandose
dan 2 "coronas" de valoren iniciales.

En efecto, lo ecuación r 24 ) se puede desdobler en le si

guiente torna:

Au-V j A7-0 (25)
En diferencias finitas estas relaciones significan, en el punto

( 0,0 )z
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‘14,. *’“.,. * “.5. * “y, " “¡Im - 7o.. ( 26 )

v¿, + v¡' + v_h,+ vfifl - 4vm, - 0 (27 )

Conolos valores en el contorno con datos y por interpolación

pueden adjudicarse valores o u en los puntos intcriorec. yuedcn
calculerse los v de acuerdo a la pri-era de las fórnnlas anterio
rec.

Éneato que la función v(x.y) debe ser armónica se puede deter

minar completamentecon el conocimiento de estos valores iniciales.
Conocidos estos valores de v se determinan nuevos Valorca de

u puesto que
(n)u a i (ur;n; “2.: wm

conservandolos valores de contorno sc obtienen los restantes uf”;

con estos sc calculan. cono antes. los valores 1‘” y se continúa

en la mismatorna hasta que las ecuaciones ( 26 ) y ( 27 ) se

satisfagan.

EJonploa numéricos relativos a estos dos problemas se encuentran en

Franz wolf: "Über die angcnïherte ¡americano Bercehnnngharnonlscher

und bdharnoniccher Funktionon", Z/A/N/H. 1926 (6) p. 118-150 e

El trabajo de Wolf aplica solamente el primitivo mitodo de Liehmann.



Wu“. ¡E2099 ¡1133020DBL
CALCULO n: VARIAOIGNES.

BI cálculo d. variaciones en su tom 011116!conduceol probh
n da la ¿»tentación del ¡ini-o de unaintegral. a h resolución
delas ecuacion.alternan” ds Mor.

s31mitos» directo del «¡Italo do variado». consiste en cubio

on resolver 01 prou-n del mas. do la latas“). prescindiendodo
la nación infancia. Mi mismoel añado directo consideralos
problms de contornode lu ecuacion“ un mmm parcial“ como
camiones dosida: de un cierto prou-n de ¡hilo cm resolución
dolioafectar“ directamente.

Coloon ln mentón integral aparecen dorlvadu de ordnninfe
rior n las que no presentan en las ecuacion" de Rules}.o]. “todo di
nMOMpuuüM"wnfiufl(aluhnünhdeduhnmúhma
cum ¡qu-1m paridas quosolose hanintroducidopm faci

“h’mnHostel:"Funcionau'nóum Mm" Publicacions
del Instituto daoflan-¡tien ds Raul-io. 701m II El 1 (1%)



li‘hr 1.a“lución.

Enniguna: problems de fisica ronnltn mássimple plantar nl

prinntplz) del minimods ln ¡naa-giny malva- dirootaonto 01 pro

blcnaqueutilizar Inn Monos diferencial... por «¡o o. tan tro
eunn'n .1 ¡no de los “todos 61mm sobre todo on los problemas

prácticos da elasticidad.

Com-nn marti: qua 01 problem.do ¿mI-inu- .1 ¡{nino de
unnintegral involucraunndificulta. toki“ consideran por que
umuutmrmadlogonldoïdm.“¡Whats
tonniadnlnhinooninlnodsunntmióndomovnfiunrinbhs
Want...

Enlos problems viñedos. so sud-1toln cantada an la solu
ción.yonlauwn16n1ntogm19fv)qnnndobnmernín1lnu
romina flag) porraciones “(1,1) tal” qu.

un MV.)o nina." do 9“)
"-90

Puede mandar qu. esta sue-sión ninia VNCIJ) <9nntienda n la(Vu)
soluciónmini-n u(r.y) m1 dal prou-n nun/amada“ nl vn
lor ninino 20g“) . vero una elección comunicate de 1a sucesión

(ÜOQMMMOqm loa-<9ÍV»)non que. stes sentados,an to
ner necesariannnte un 31.2159:pero ns “(1,1) pueden teh

ggï n fi fusión tua) gintmwdzüd) o'GourantnnnuarticuloEr v." son tono. pag. nlaiguinnteojnnplocS-ndo
toman:- ln superficie ninia qu ¡annapor ma cun-vn ,
tod“ lu superficies limitadas porC y cuare- lnnon tangente: vaina
con continuidad. Ln solución es (lentamente porción de plano que
contiene a e: está limitada por . Consideran“ ahora la mención de
superficie- mua) dnfinidas an la siguiente rom: nulas en el re



“¡(1,1) puedeevitar tel contingcccie.

31-1procedimientode Ritz pere toner la succión ninia 741.3)
prescrlbc tomar expresiones del tipo

Vw(2.!) - d.‘Hlnh naná/1,) i__. - ---i ¿NK(,1?)

con Vogue: que aetiatcgen lee condiciones de contorno y que cae
guren que 9M) difiere de BMW poco coco ao quiere.

Siaccu‘ldemahoralon d.-comparinatmclproblene
¿SW/u)- ainino

nice la mansión de lu n derivadasparciales respecto de dichos
perfila-uva y le mulwión del sistema de ica or.-sministn los cco
ticicntca de 1a colmión aproximan“

(n) .,
vw- 0’» V/I'WN dz"11‘í"})+———«-— +04” WW?)

En particular ei 9M.) ec un función mai-¡tica en Ice aX.- .
el eictenc querceulte ce lineal.

Enviar.“ lo. prou-es clinich e los culos es aplicable
el proc-diniento de Rite, resolviendo etcctivemte cl ceso de le ba
rra elécticc y demostrandole emergente cn e]. caen de las funcio
mmmm.

cinta limitedopor Q .cmcptocnucímlo Omnelcml
n (1.:) se donne camentemediante un cono circular recto
deal qlo. lee circula 0-..tiendeneunpnmbc1?.h
sucesión Vng) constituye m moción ¡{nine queno conversaenP8la e



1.a o Di 0.,
Pm la resolucióndal problemdo mama, quecanino en de

tenimmtmiónmhiueontimendmmordonmoR¡quotes-okt.anCmamthth
Mim,umnun houston-u sign-nus“)
llJUInrmiónnnónu¡(3.:)Wnímomdcr1ndndo
¡“amm-mom” n yn 0 manu! emanados-1mhmcm.MBOmhM

(2)
090/)uf}[(37911- (1)

23) Rooiprocnanta. con laa aim hipótesis ¡obre la función ¡(1,1)
si la magra}. 9”) en ¡duna para una fiumión u , asta ven-inca 1a
condición

Au - 0 ( 2 J

(“ya ¡m-“que m.Plan! 'm-nu d'una." lao-oII. 3 3 ¡amen

(zhim W 1ainstancia do1atinciónquerombo al problendomneuot.eeuidm<1m dutmdo(l)po
¡mn debia alcanzar efectivauuée su ¡174.0 para una cin-h Nación¡(1). ¡dmmmuo loquononmomnom
11236. quenation“ las candidatas ha do continua-A y para1amth ¿“aaaman inf-rior.(VorPl.
card, nata Mudar).



¿laacuerdo al agitadode Ritz para calcula: la solución apren

nada de este problemase deba remflazu' la fundan v(z,y) de ( 1 )

per una expresión 6131tipo

thJk ¿(MH/xy)wav/1 a,» _- —+ 4,114117)

con V; que satisfaga las condiciona cn al contorno C.
atentandolas integracion-aMeta-n a (1 Jrunlta unam

cilón 31%.)“ 2! grado cn ha n variables 4, . 4.)..." ar“o
Los“lares da ac;ocn-Montes ¡1¡inn do904)..“

dado. por 01 31815.3 lineal
38 V. o 1.1.2.0.0...»

El nxgblenn do 1.a uggbgann 1¿b;algg.
En al centudiode la nombran elástica debo¿atom-ao h acu

6161

An+Áu-f(x.y) (5)
ouhoondieióndsmtoru ï-o.

Esto ¡robin- eo «aumento ¡1 ofloulo ¿el minimode

Mw-Í/aáïfizswïmww
Mondial; ¿símimümwponimmo

nur las imaginan ¡(1,1) y que“nunca: las condicionesde con
torno (17,10). 01 “todo de Ritz indio: que se ¿abc rec-plant cn
la integral u por

‘52,!) -°4‘+),{n3)+ af,,"-}),'{a=d).¡.———---+o./EMM”



mmm: a w
904“)- g “7d;(f7-AZ.¡)+2gx,-JZ;

¡tando

a) - 116% 3-24+ 9% ¿WM
h "MMM; n -]/W-M;

¡ecuación2 uníninosignifica%-%-.....-%.o
ouneluma

Z o?(76?-AZ?) .. .:¿ (1 - 1.2,...n)’l

51.3.14.an ¡[xbï-Annan ¡»gunboun
ción del notan ag“)q/z'“) ai“) :r 1a «¡luisa aproximanes:

un. Xi“) 1' al)!”‘ÏVI+ -- 'f' dhlu)IK"

31 )s D, la tom analítica resulta positiva y Ritz (¡mostró
que si se considera on lugar de la cava-ganen ordinaria ordinria.
1a canta-semis ¡a nadia, nunka) ->u(-z,y).

FW“) acudió «to teoremaal mo do Á)Oattempt.
quono{um valor mio del prou-l bang-oo.

nuca“) ha estudiado la aplicación 4.1 métodode Bits en una
variable y especiahente en la resolución de la ecuación de 3km Mou
vílle. .¡ue es la correspondiente de la ecuación í 3 ).

(Oil. March "Surla ¡“nodo d'intqntion deRitz" . Bulletin
3353100:» hthhatiques. Tones:WII (1923)p. 376-397:WIIIpo

(a) una“: "Lossituadas de solution appoeháo dos problhos de la
m Faso.



E b na de 1a barra 0153 a.

Eldoapluniuto lateral u dannpunto z dombmaolás
tica “tintas. a la canción

dquls)
¿44

ysihconüciónulosml(n31)oa1ndoanpotrani.en
to debe ur on 01.1“

.Khuh) (5)

- ata.
Il =II7-; I- O ( 6 )

El correspondiente problem: crm-anal oa:
+I

,9 (¡n-J (11"-K."u‘)dxuliu. (7)
-1

debiendolas funciones ¡(1) satisfacer las condicion“ ( 6 ).

El nfitodo de Ritz prescribe adoptar las funcionen del tipo:

u .(1- 1‘); ( do*d,xz* oooMaza") ( 8)

qua evidentcnontovarirican ( 6 ). ¡“aplastado a: ( '7 ) ao tiene:
+1

San.) I] (“:I- k: (11)6(4

Eresma“ hs integracion“ resulta ÍD.‘cb“. (°'° x“)
fusión de segundogrado en 01.-, y lu «una: respecto de estos
metros dan un sistema de ecuaciones en los aa- o

PoreJprlo.ai(8)noredueoa

uta ( 1-x‘)‘ C Wa+q1X23
a. obtieneel sim
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¿(sas-22:4»: a“ 99-231‘J-0
«nu%?-%34)*M(fiü-Gïq)-O

y por la condición de compatibilidad multa:

K' a 2,3551 y K" - 5.6487

¡laudo las soluciones exactas

¡Russo ¡"-5.6%
ConK' resultn la solución

:(z)- (1 - 22‘21(1 —o, 12/ 1*)

quees me m bum ¿puntuación

soluclán mota de la ecuación ( S ) es inmediata mediante

la sustitución u - e“. Resulta entonces gun los valores propios
K que permitan qm' ¡(1.1) satisfaga las condiciones ( 6 ). son las
raices de la ecuación tmcendeubm

th+nK.o(1)

(4) Las raices de esta ecuación. así. cono de otras análogas que co
rrespondan a bordes libres o apoyadoa están tabuladns emK. ¡{mania"mnmg. manchar-ln“, p. 52BerlinI (1930-).



é 4:

En ol nñtodo de Rita, una vhs sustituida en 1a integral que se

debe hacer minima, la función aprozinnda con los coeficientes inde

terminados. se deben anular las derivadas respecto de esta. coefi
atenten.

Gala-nnhaideadounWWW q“ “num” 1‘ “11°”
ción de; nótodo de Ritlo‘i)

La condición:
xl

B=erxluluzuz.---- Ma . minimo ( 9 >

ati-so ,, 1,

f2:leF-drx:j<ï-Éfa+;—:jfa'+——-)0‘4:O
Yo

Integrando por partes y teniendo en cuenta quo ¿uk es nulo

para z - x o y x a ¡L es:
fi 2' zI xl aDF ,_ a: a 25 a _EJah-[54%] ‘J aïau'f“-°"‘"/s:w"”“-°L>‘

Ko 7-.) Fo ¡a
en consecuoncia rasulta

f v,

ñ, “ IJ.j z}: _.—-)M..gn >
siendo R - ÉF- E,‘ Éf} Pu' áïh,

Recnplnzando de acuerdo a1 método de Ritz la función u por

un polinnlio do aproximación

(1) El tribajo de Gnlerkin hn sido publicado en ruso en 191 o
Beauty: "Ein. wichtiso Vareintachung dar actuado van Ritz z
nflherten Behnndlnngvon variationsproblanen" en Z.A.M.M.(7) .19
p. 30-81. lo amponndnnéo las referencias bibliográfioaa.
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u*’-Z°‘/‘V¿"‘) (12)¿s1

dandolo. Wu)m funciono: que satisfac- liu condiciones de con
torno.resalta queh canción(11)u W para Cpu,arbitra
rio si

+2 _.....--.:0
o 97‘ i 3x1. PL

quees la:ecuacióndiferencialWu.“ 0.1.prou-In devaria
ciones ( 9 ).

Si se eligen comovariaciones precisa-¡anto las emociones

á)“. = í VL'C'A)

ainda C mpflutroundependimtods z yaiaeinponeala
integral ( 11 ) la condición de anulan. para cada uno de estos des

plazamiento. ¡o obtiene el sistgla de ecuaciones
‘M

P. ‘¡7‘L _ 1452* 1

J[Po_f%ï,+1_—-H. :(vM/‘NLK-o1. 2, coo 3)1° 'Dx‘

quopenita dot-minar lo. 0/.“mato que n las funcionen P ao ha
“cuando a mhmuión(12)o
Enmm. cl cinta; ¿amelonesa tornaren:

JH

Jmoión dira-mini W cnM16. a (12)¡(Vw/004%.!)
Xb (n. 1,2. ooo n)

MJ]. ¡no de la han" elástico.tratado en el pci-¡gritoanterior
so encara por c1 procedininto de Martin u la siguiente form:

Enlugar do calcular allinino a. la integra. ( 7 ) se calcula



rá +'

É (u"’-K"LL)'\K_‘(*)0LK=°-. (7')
(In-0,1)

con

¡4-(1-1‘)t(do+o4!‘)
amoo.

Vo- ( 1 - 1‘);

‘ñ - ( 1 - 10‘: L
Estas condicionescom. ¡1 ¡1m ¡si-tan «locamiones pero

01cflculo os miklmho másdupla.
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és:

walter un; (1) «16a mor su ¡“todo de integración de las
ecuacione- on derivadas pantalon. en un ¡noria en la que estudia

ba o]. equilibrio de ha placas 01551513».

En la tool-Ia de la elasticidad se deduce que si es (1,3,0)

un mantode la superficie ¡odia de unaplaca ell-tien, la me.
que da los «¡alzamiento- trusvoranlec naa) cuandola placa
está sometidaa nm presión proporcion]. a 112,1) resulta

AAbLz *'35-33:+.ï-Ï-‘f‘m
según que 1a plano. tenga sus borda. libros. empotrados o arti

enhdu “rin ha condicionesde contornopara 1a función u y su

dañada nor-a1gí- .
Ritz consideró comoproblema oquinlnto a 1a integración de

esta ecuación,la Mansión de la función ¡“1.1) quehaced
una magra].

JIMWwa
y clausuróqueha funciones Inka) - Za¿ Yaga) quesatis

(I) a. Ritz: 9 ¡Iba ciao me nom mr 183m swinger Vuiatons
problemador unthuathchn mu". Omara. Pati. 1911- p. 192
25°.



no. onto condiciónde ninia tienden a u(x.y) cuando n ú no
Ii las funciones Yupfomn un oistan completoy vorii'ican las
condiciones de contorno.

La dnoatración original de Ritz oe monte eonplioaü y ha
sido simplificada por mi: 1), quien inspirado por analogías no
eánieas consignó reducir ol probim du la convergencia funciona].

a uno de convergencia américa.

San(¡ctm m funciónbin-¡única

‘ A A n- O ( 1* )

Rx i queonol W satisfaga las dos
/T condicional

7.o 112/ í - fis) 2%- sus)<153
‘. j (‘ï’ Hx/ El prou... amuleto os: ehoular

la tinción ¡(3.1) continua y con

\‘_W / Mind” continuo to]. quo

,9(u)——-¿]j(mwwtïnin-o (15)
mtarmadadotm ol valor ue do “(2.1) enel ori

son.
Inhmoióndoürouompondiontonutomumyaenooon

tomos

u) is.Inma: "num unaForum“ ¡einRitmhenVer
fuman". Ruth. Anuales. 100 (1928) p. 503.
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e (IJ¡0,0) - #1- Llog r + F(x,7) (F: función regular) ( 17 ;
mlmmumdemtm

'06

CmWMCJ)mMmelud«Wd
minimo“

K(v)-iU (¿flzdxóyoivo (19)
Demostrar“ que la solución do ( 19 ) o. v(z,y) - uhg) oe G(x.y)
siendo ¡(2.1) solución de ( 5 ).

Enafecto. considerandolas funcionesmas de flxg)

¡(mw-vko (20)
demana.de

¿‘v-oaÏaJ’V-O (21)
resulta

ifl (avJLuev-iflcavfuawfl Av.Muay.
.¿flcu’vrucy (22)

Rasmumhsqndautmluuhmprintm
diodelarónulndnüron:

HAWAJ’V.un-fld’v. ¿AvküojúvÜÏ-fiopvh o
D

- Ívfi Avd. (23)
mutogruuanestthdMO R-CJ".ylas

integralesardua”: a m contornos.
Ahora en el segunda aleman 1a integral dable es mala puesto

queloea ¿Av-AAu-EAAG.



Lu integrales canina“ tandas sobre el contornode B

mulas»: (21).Eaeloutom C}o.
M

2.. cv - ¿(P
1:1“ J‘vdn ¿(An 640)? tr ¿9' (24)

¡como
4AG-ï(1qr#1)*á\r (25)

multa m1: la integral cen P» o.
Encahio

M
a 9 c

vaofiAvdno-OL ívïíAu--2;7(l°lro 1)]f.d)9-
cf noLJJ‘vdü-a-¿fvo--¿(wo-v,)(26)

°RW&(22)r0fl1tl
ffl<awf agav¿v° nijjusv): 6143,21.”ifl<ófvfdzdy(2'?)

Porlotantoollininodc

1.1,” (01)7'dzwoei° (23)
“chun.”th fila) 6.11.161por(19).

Paraesta M6n<19 )m resuelvoo].problemadjuntoro o
auna .

Mr)-Hh-¿G)-N(€)-ífl(4')z6361*“.
.1, “Pa-¿Atijzdzdyo ¿(no- ao) .
.{H(An)7'dzdy-¿IÍAILAdeq-oiïflgAüfdldy‘r

otro-¿Lao (29)
Enelfltimnienhrou flAn.Aeuw-o y

H (AG)ZdldJ-/JG.AAG- ¿16513*/G5-a¡¿36 (30)
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Solo es ¡acuario calcular la última integral eurvillnea sobre
el contornodel circulo, pais los otro: tlnim son nuloi por (18):

u‘l
'c)

íGa-i ACE-LE}; +(AF)r1l°H--9FOZG'a (31)
(W olvalorGofinito).

Finalth resulta:

!(¿)-ífl(Au)zdzd:+auo-—Éï'6° (32)
Dehaber partido de 1a función v(x,y) - u(x.y) + echa) se

hubiera obtenido

¡(-g)..}fl(au)‘dxdy-¿u,--ïao (33)
Conparando(32)l(33)remntaquoospara ¿al

n(o.o)-ir{n(1)-H(-1)} (su)
In ventaja que oo consigue al clamor o]. valor do u(x,y) en

un punto en función lo los valores minimos del problema adjunto con

siste un que asi se transforma ol problema de la convergencia do la

aucesih doRitz en el de la conversa-ciado].valor ¡{nino
6.01 51(9).

un erecto; para resonar con ol “todo do Ritz el problema(16)

so construyo la sucesión de funciono.

1,,(1J) - Zion- ‘R-(xd) ( 55 >

con "K‘ que satisfagan lan condicions de contorno y que forma un
conjunto completo do nodo que cualquier función do las penitidu en

(.16) aos aprozinblo mediante una combinación lineal de las ‘K' o



Los coeficientes se determinan por la condición «za-ggd-O.ar;

Si dosis-nos con Hwhl) y Hal-1) los valorenninia: co
mapandientu al premura adjunto resultaría

“(sap-fimmwm‘ (4)] (as)
Pero. de acuarelaal resultado anterior

u (Lp-aancm- ¡rc-1)] (37)
Canolutunciom (35)”ntn1aquolos valores¿ninos R

tiendmaloa H,reaultn

lila!“ (5.7) ¡In (5.2)
La ¡punción qt. se 105m con los valores HK(41) y ¡(LJ-1)

es nunóton puesto que el ¡monto de n solo significa 1a uta-nb
ción de nin mmiom Y; (ny).

consecuencia los valores minimo del problemaadJunto que son

funcionescontinuasF3!)5/vz , convergen.W do acuerdoal
tocaran.de Dini por ser murcianos mutuamente.

Sata demostración de convergencia le puede extender inmediata

¡ente a otros casos simpre que 1a ramita de Gre. correspondiente
su finita en el punto singular. m no ocurra con el problemadel

potencial (Au -0 ) un dando u G(x.y¡0.0) - 3-1”-log} + F. En es
tomonlonpnodndmstnrqm

1h xd- - Jn ds
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gs: magmcmu mr. mas:

El métodode Ritz se utilize generalmente en le resolución de

problems om solución exacta eo desconocey por eno es menester

utiiim otros procedimientosque lo colplenentcn y permiten eco
tereiorror.mhiqueoepodrúuemcinepelerelmpioo
de otros procedimientos en que el einino obtenido por e]. ¡{todo de

Ritz 1o cel-i por exceso por cuento en cn aplicación ce liniten las
funciones admitidas e coumo.

Tratandosode problma de duna, se puedeutilizar el siguien
te principio general:

"¿tm asma de leo condicionesinpuoetecel problem:de
einino, el valor ninia en el problemamodificado. no puedecer le

yor que en el problemacristal".

A. Eeinatein he aplicado cietenitieeeonte este principio en el
estudio de las vibraciones dc places. coneiguiendo"encemr" los va

lores propio. entre doo micros. neo por exceso (Ritz) y otro por de
recto.

(4) El problencde la estabilidadde¡unpiecemande on

“) A. Woinstein:"One mmm problel in tha theory or elasticity".
Journal o! the LondonMath. Soc. Vol. 10, 1935.

line referencia bibliográficas ¡anden encontreroo en el N0
d Het-crm de Sciences Hathenatiqueo, en un trabajo del nieno eutor.
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pamela on m cuatro vértices y bajo presión unifomo on todos las
direcciones do su plano “aduce a 1a e

l ly. canción

Ï.!____-.-w- 1,, A A a «o XAI o 0 ( 58 )

1.4 Jl ‘b —

1’ ía gní- I 0 ( 39 )
Vllnfi ¿ wl-X,‘1):W(1_7)

El menorvalor propio Á es tubián o].¡{ano corremmu
to a a

¿.83 o minimo ( 40 )

con 1

I(I) - E.%L(%)sz d: - (Av)1dzd: (#1 )
I R a

D(I) - “JC -a;:¿):(-É;-)z]dza: - JL (grandw); dz w ( 41')
y las mimo condicionan de contorno.

Raimundo on (40) lo función w por

wL- ¡4 cool: cos‘y * o; coojz c053: .
que ntistace las dos condiciones (59). resulta, por o]. métodode

Ritz: x?’- 5.31173 , lo cual asegura

)I< 5.31175

Para determinar un valor aproximado por defecto do ’>- . con

sideren: en lugar de las condiciones ( 39 ) las siguientes n con
diciones menosrestrictivas:

I - 0
m7 _ (‘2)

Gua. .bh "guqu . 0 (k5 1.2, ooo ¡3)
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las funcionen sv se determinan par 1a condición de que ¡(1,1)

Gaboser tn]. qm antini’ngn a (1to.)con un condicion-n (#2), en la

siguientetom:

Llamado run]. ¡him do (4-0). resulta que esta condicióny
las (42) oquinlen n

dal:ij (AV)1¿«J-«}-/\«WH<ÉAJ.Q‘A«/7—2¿ijcá{ 2M AJ“,

siendo PM.n" .flooooo un Initiplicndoron do Lngrango.
La anulación de la variación y las tómlna de Gran imponen

JLWÏM'WÜW 43%.?» w au-Jca"v(:%+m>;)ae=o
Conoen Inn variaciones se supone (PVy 79; t/‘v arbitrarias.

y (Tv se mln sobre e u

A A v + ¡“A1 - 0 (¡5)
en R, y

v o 0

L” ' á a)sir» (u)
en C .

¡altiplionndo (43) por v o integrando rosana aplicando 1a
fórmula de Gran

flv.AAv+’uMJJ1/,Av:j](fly)1_/c( Aug ,v ¿4+

Jr/hm [-HÜ'GJLV.0L¡A7¿Á?3—E ¿Jzo
Por las condiciones (M) se roda“ esta expresión a
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un WIN“ = (Mm
1 a “¿7 J/R au,

Por consiguiente lunes el valor del minimodel. cociente ¿{1%.Vi
La ecuación (43) indica que

Av + ru!
M

es anónioa un R cms valores de contorno son, por (M). iZ agar,
pussqu v “anulan Q.

Dadoque una mación armónica está determinada por loe'vnlom
de contorno ser!

Av + IM.v a- ; a} pzrl (1,1) ( 45 .3

representa la funcióncaóticadando pg

pgüa) - ChOy“¡uta-Cho: com/y

Esta función py tm los aguantan valoren de contorno. que
determinan precisamente las funciones 84 ds (42)!

pv(1,l’1)-Gh'—°?-Ï-cosvx-gg(x) para ¿751€?
p9(g,y)-Ch-'ï"—coaüy.50(y) para 475752

7. L 2

s'einstoin rectal“ el problem (#5) detemámndo los siguientes

valores de r; z

’11,,'5t30196 ft]'
Resulta “tonces

5.50362 < >, < 5.51173

f4» - 5.50362

lo cual asegura que el arroz en 1a deteninaoión es amor que el

0.13 'Z .
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Cgaggglo III - L A I N T E G R A L D E P 0 I S S O H

IA resolución del molan de Diriohlot en el caso de que el ro

cinto son un circulo ao resuelvo moon-¡tola integral do Benson.

Si los valores nn la circunferencia de radio 1 ¡Istán dados por

la Misión {(15) h tinción potencial ¡(f . 7’) quo adquiere en el
contornodichos valora. está dadapor la 16m1. de Poison:

m
:'_ “¡OL(¿(fiw)MTLW+(e)dt ( 1 )

Sinrestringir ll anualidad, a puedoW ‘f-0. puesono
equivale a ocasionar los valores de fit) a partir do t- <f .

an

utfio):.L!__4'L__7ut)¿e ( 2 )° 441“2'" drum

Para calcular mérieanento esta integral. kms tabuladool oo
ciento -fï‘___

FCRe)-urban“ (3)
pm f.o,1 0,2 0.5 0.4 0,5 0.6 0.7 0.8 0.9 y

t - QB,103.203. 30:. ooooo-ooo-oml Cala 10

Apliotndo la tómla de Simpson
ZQ'Wh

ig; d“: é [C%+]M* 4¿ÏÏLTJ*2QZÉ#»91
de integración aproximan. al cieulo de h integral ( 2 ) resulta:



102

TEA II! l

1- ¡a1

r (f. t) . “Mhz?”

G.1 0.2 0.3 0,4 0.5 0.6 0’? 099

1,22222 1,50006 1.35714 2,53333 3,00600 0er 5.66667 9.;0000019.‘(D000
1.21755 13853.9 1.52323 2.25713 2.32814 599m5 MSM 5.59810
16m 1.4651 1.729” 2.05758¿”#169525W 2.923302.55752
1.18308 1.33410 1.595“- lo79302 1495325 1.99520 1.337% 1.41532
16155471.30365 1.“)59 1553519 1.54973 135208 1.22145 0.35887
1,12316 1,22623 199201 1.30077 1.23.515 1,08722 0.85425 0,58868
1.03791 1.14235 1,15190 1.10525 1.00000 0,8!»2110.0657 0.42357
1.05141 1.05290 1.02550 0.9‘767 0.82501 0,67999 005m3? 0.32944
1.01510 0.93915 0.92310 0.32255 0.69650 0.5557“ 0fi0902 0.26429
0.98020 0,93503 0,8304860,7241; 0.60000 0.47059 0,54228 0,21951
(¡09‘76100865290076202 099659 0.52632 00m 0.29427 0013771
0091802 0.81577 0.70359 9058595 0047110 0.35150 0.2590“ 0919459
0.89189 0.77419 0.65MB 0.53646 0,42357 0.32653 0.23288 0.1u75n
0.35952 0,74010 0,61667 0,50172 0,40“? 0,30023 0.2190 0.1%91
0035102 0.71300 9058724 0.47332 0957201 0.23079 0.19905 0912552
00835710.6933 0.56535 00‘53; 0.5% 0.26575 00183720911398
09m2 09673020.5503 004993909M]- 02257270.13175 001-1452
908202“ 09559‘9 0054153 033124 0.33550 0.25179 0017773 0911195
0.81818 00655570.535“ 033357 0053333 0,250“) 00175"? Don-ln

5.03755
1 ¡60255
0075651
0.4.4171
0029097
0.20879
0015905
0,12688
0.10497
0008951
0007333
0,07011
0,090:
0,05958
0,05660
0.05425
0005305
Ü¡05255



auto): 1FW f‘°>+F<ï=‘°‘)F3‘°')a [F‘f'°°>fil°9+Fcezov+«=ov +mevfl35°°fi+

+2. ïFffizo‘) fi:o')+F(fiqo°) J‘íZO')y-——-—+FCEMu‘bQÏhÍ ‘ 9

con ¿quina de calcular de multiplicación autonática que penita

acmaular productos parciales (comola máquina electrica "Hadas" tipo

2o Av.) este cánula no realiza en pocos minutos.

m: Seaealmúarhintegrnldefoim(2)nlat1na
t(t)-eoat+co32tv2t fit)

0‘ 4.00000 quo praporoiona el cuadro de valores ad

203 ,30575 La integral ( 2 ) no calcula ¡donado
303 3.56603
40g 2.93969 esta tame a la abla da P(t.f), ob
509 2,43693}; teniendoae las resultados siguientes:
son 2.00000

709 1.57598 J) Valor aprox. valor meto

3°“ 13?”? 0.1 2,10999 2.11
,95“ 0.5 2.75035 2.75

a: 0'38? ‘“ we 3.5951 3.44‘ '39 9‘ 0.9 3.48198 3.71
1202 1 .ooooo
1503 1.18556
nos I'm El valor exactoestá dadopor la solu
150i 1.63397 ción de ( l )a
1603 1,82635

1702 1.95488 u(¡a,7)-2+rcoa7°+rlco32y
1809 2,00000
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Ln fórmula de schnara(1) per-1to calcular en torna más simple la

integral de Pbialon.

El Valor de 1a integral de Poisson an el punto O (Ï>-O) na
1 w

no-Ínlfie)dt
/>í* comohemosrecordado en el Capitulo I, für

" mi. 16.

x San. chart. aaloular
Go . r‘l

Ay; “A- P’

Ebr nadie da la función lineal

í; a,“ I-feuï’
e‘?— re

Be transforma .1 circulo y 1a circunífo

rencia en si lia-os y el punto A en 01 A’ y en
111

.L ( 1u uu’. .wlwdr
Comola transfbamncíón lineal conserva los énguloa. a1 segmento

¿'P' carreSPGnderáun arco de circunferencia APnormal a la circunfe
rencia de radio l o sea tangente al radio GPo

LlamandoQ al punto opucatn a P respecto da A. . 0Q resul
ta paralelo a 1a tangente AH y par tanto

/\ /\ A
¿004 . Has; . P'A'P; . e!

(A) J. Roy Phatora"flannncndo 1a teoría de las funciones analíticas y
sus aplicaciones fisicas" p. 90 BuenosAires (1918).



Llamado ‘C al arco variable 10'13,cs dt' - dt y por tanto
w

34 a ¡le Jafind:

qua es 1a fórmula de sakura.

Esta fémla reduce el cuculo de la integral de Poisaona una

simple sm ¡1 ee utiliza. ¡me tabla que dé los valor-es de t correa

pc-ndiantrs 1‘incrementos (‘e C cwfartea (por ejemplo AÏ- 102 en
la tabla 2).

Para construir la. tabla debemosestudiar la relación entre t y

Z . Considere-nosel eundrilñtero inscripto PIDO-qcy los triángu

los LPI-j, y QPQ, En

3; ¿ m area ¿“a _ 79.,(gq _ 92MB,¿ht AP.> 5m " . P67,an' m : ¡3°
¿a i Adonispor ser - 1 a 1 recto es:

tsf - te:5- 2%
' ts-í-ws-í- 112::—:::

ix y portam

‘*"1 cs.:.. ts uf
Para f -0,l 0.2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9 nm: calcu
lado los valores da t comopondlontea a t variando de 09 a 1802

cada 1o: (Tabla 2)
, l

x “L. J ¿’c‘uu .H“ _, u



FUNCIMMONCAENÉLC 0

La propiedad conocida de las funcionan amó-niega n(x.y) de

adquirir sus valores ¡lalo y mínimoun el em se conservam
las ¿aduana parciales respecto de x y de y de cualquier orden
¡menoqueesta: mm fusionan sonmas arnénican.

Mmmmmto |ÉÏI<k siendos alarcodelcontor
no: x mahoro. positivo. nosopudaduir, enganerai. queesta
derivada esté acotar]. en el interior pura cualquier dirección. no pro
barmn con el siguieno

W= o,
Laaman :(a) . l {3;

ntd definida en al interior del círculo lsl<1 siendo «dada con
vergente absolutamente en la circunferencia z - 1.

La parte real minar) do esta. función analítica define um run

oión armónica-que nn el contorno toma Jon vvlores

79‘ O 5 19 s Z'T
. vw ‘ * 7+

{seta función es continua y sentada y su derivada respecto de n

(oda fi) cam aootadnpnrntodoos 791147,aiendodia
contimanolopm x-1(en:londo 191-06 ¿77).

La función derivada

- z ¿E = —eL¿fill-e)
tiene om parto real n’ (2,1). Considerandoen esta suya-fisio 1a

acción y o 0 se tiene la curva Z ET}: ¿gn-1) quoes infinitahíd

110%):2 ¿ELE-ü.fl¿_fl%



¿PERUICE

Para la 6041230161;¿o h camión da la uuu-m debe calcular”

el nínimo de la urban-¡1

jJRm-m‘w7 (1 )
Supuestoquoludonndns 95-)?“-y 79'?-mWreapeeto

a hnidnáync ¿amount soloa» tir-1m delara!” la into“¡marmol
Hí 3am <2>

que en la Nagra]. da Diriehlot. ¿1 ¡hiso de esta integral si Quim
von-iria la canción do hplace

Au. =0 ( 5 )

mi La.posibilidlú de resolver amphicananto,medianteuna
nm. el problam de).potencial. ute es calculcx'Valoresun una
función u(1.y} qua tone sobre el contorno del recinto D moros

prefiJaóoa y que satisfaga en el cantor» a la ecuación ( 3 J. Esto

es lo qua ¡o aplica. por 0.1.910, en 1a determinación de las tensiones
conlos ¡stan a. 1,. fotoelnstieidnd (1).

U“)3.8. Vichada" nation of SoapFun Studie- to Melanie B
tms ¡humanista . Assoc.Int. dosPants et amantes. nosotrosv3
(1935) Po “21-35.
Del¡1m autor: ver Benadaan mutuas 7.105(1935)p. 289y



Sin entrar en 1a explicación de las tácn1cas adoptadas para la

atenuación de ha ordenadas u(x,y) y que puedenestudiarse en

los trabajos qm no ¡encima en 1: nota, convienehace: algunas ob
smcionos sobre 1a datmineión del patada]. por 1a analogía do,
lamm.

Las ordenadas de 1a membrana,esto oe las que hacen ninia

¡sintagma (1) utiatacennaa (3)Iinoa1aemc16n

¿{[(H(%)t]-1gí.%;%+%[I+Gfij:0 '(4)
que en 1a ecuación diferencial da las superficial do Iron ain‘t. (Sn
perflcioa de curntm nadia nula) (4).

Por 03.1310. la mporfieio

u:'ï[byc,,>x-¿7u.>7j (5)
qm ea de area mini-n, no satisface 1a ecuación ( 3 ) Manuals:

E y .22. Boo. Lied... 331.3.ÏÏW'LiOIAE v. (193-1) p. G}? y 609.
J. G. ¡se (¡ima - H. 1.. Supporl “Condenan a 1a Moria do la Emo
toohsticitó. ¡Juli-antic: ¿Wim¡album en anchoas". GenisC1711.
v. 103 (1953) p. ¡1-95. Sobre ol mimo tm en Ml. Soc. Koch.
Transaction, v. 56 (1934) po 601-605.

(L) IA “lación astro el problm de ¡superficie minha y el potencial
puedaver“ en el trabajo ¿e R/ Com: "Platinum Problemand Ulrich
lot Principlo". ¿mln of matematica. v. 38 (1957)se 3.
La mutación do la membranade Jabón para al cálculo mecánico de la
superficie minimaes analizada.por R. Count: "Soap:rn- 1m“
330W Macas”, The¿nan HathmtioalMonthly.v. wp. O
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to puesto que es
L

Au: " A1 + A
CV")! (4-31)?

¿31en un cuadrado de lado igual. a 1,56 se toman los valores

man L7 3-731“fm" {fín fm" consignados en la figura (dados por

5 la. ¡191363161!(5)cen>=1) yande
wm n WW terminan los valores do 1a función

“m """‘° potmial conel mediante de los
M)“ ""‘}’* puntosmúltiplos. muerde anterior

¿_m_ “¿lo mm ml" «muy; mente, resultan respecto a la solución
qu. da h ¡mu-am ( S ). diferencias apreciables.

Sandoz: LB.

lx.70
_, 4V

..
,_/

O //

M Mi J Dv
XI u :— J L, ;\ 7, _

o j ï.—, u '> I- r"ts. , -‘
o c, ‘H 3. .3 N .. N
,. r" ‘ _° m a” '¡‘i

x N 1, ‘ ‘ 4‘ ' "
r. í. n \_ l“

A la. 7. . . i 1;

(¿cmose ve Con al saenplo, la analogía de 1a membranafalla cn

el caso en que los valores de las pendiantea m elevados; y si para
reducirlonu tm nódulosmáspegado: en las m1“, la pmieión
de las medida:de las arámdaa disminuyemidenblonento. Enconne

cuencia, la analogía pudo usarse .010 on cursos casos y dado que o].

nétodo de.los punto- núltiplee es de aplicacién tan mi]. no se Justi
fica que se lo sustituya por el de 1a mmbrann.


