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él o Introducción

1) Integrales conjugadas - Partiendo de la fórmula de la integral de

Fourier: fix) du} f(t).coa u(x-t).dt gí [a(u).cosxu«l
.. 1 aa" oo 0+” . +‘b(u).sen xu du

en quea(u) :Ff f(t).cos ut.dt y b(|1)z..1..J f(t).sen ut.dt , y po-m ‘flü? w +60
niendo g(x) = b(u).cos xu - a(u).sen xu du gl. du f(t).sen u(t-x).

I qc o -n \ .dt0

se deluestre (ver, por 63., Titchmarsh: "Fourier Integrals", cap. V) que

f(x) 2-3-EI duíg(t).-sen u(t-x).dt . Se tienet
° 7L «¡om +03 A.g(x)=1ml du r(t)‘.senu(t-x).dtg 11m M f(t).dt

70’” 7C 6 oo X-¡oo t-x
o sea: +0 ' "

su) =ij ¿(-9- dt (1) , y análogamentezf(x) 2--1-í ¿(-12dt (2)7C t-x 'ït W t-x-oo

Estas dos fórmulas representan integrales conjugadas o transformadas de
Hilbert, que deben ser calculadas comovaloren principales:

_, ¡“a *” x-g +ae

g(x) a 11m¿[S +í , f(x) z 11ml J +I¿»c-"t _ao me 5-00 77 -gp x+e
lo cual permite fransformarlas en las siguientes:

Ü w

em:7chWitt-1 dt. tenga dt (a)
o ' o

Las (1) y (2) se obtienen también de le fórmula de Poisson para el semi
+0

plano: Mz) g ¿f ( SLK“; dt , siendo z=x+iy y 17(2)2 f(x,y)+“1 ‘00 x +(y-t)
+i.g(x,y). 3.1separar partes real o imaginaria resultan las fórmulas

d) +eo

g(x,y)=2% Sig-Mg? dt , f(x,3'):(ÉJ dt , que«o X +(Y-t) x +(y-t)
para ¡:0 se reducen a las (l) y (2).

Fácilmente se deducen las siguientes propiedadesa_l°) la función f(t+a),
siendo g real, tiene comoconjugada g(x+a) // 2°) 1a flat), con a>0, de
g(ax //‘3°) la f(-at), con a>0, da og(-ax) // 4°) 1a t.f(t) de x.g(x)+

¿,¿J'Lflthdt // 5°) la (t+a).1‘(t)de (x+a).g(x)+ïïfi'(t).dt 716°) la
viví)“ de vg'(x). ‘°°



Es de notar que si fit) es función par, su conjugada es impar. En tal ca

so las (1) y (2) se pueden transformar asi:

:1. [un ímflt) _]_._“LL _1_ a2 ruth)[5“) mL?“ o-tÏnÏ-dtgmo[t-x+t+x]f(t)'dt:ï 0:2?” (1"
o W ' w _ Ñ

111022 559241:e; illatzfij [J-+-1-]g(t).at si; Lg‘iïldt (2')"K _mt-X o t-x o t+x t-x ’ïí o to_x2

Estas fórmulas se aplican a funciones definidas para x >0 solamente, prolon

gdndolás de modoque para ow< x<o sea fix) par, y resulta ng) impar.
Interesantes aplicaciones técnicas se les han hallado a las transformadas

de Hilbert. primer término se puede citar su empleoen la teoría de los

circuitos lineales en redes de distribución electrica, indicado por N.Wiene1
hace casi treinta años. LlamandoPh») a la conductancia, cho) a la. suscep

tancia, Mt) a la admitencia indicial (t = tiempo , bi a mefrecuencia), 1a
w m.,'

teoria establece queMt) = P(O)+ igkglcosutdwíj ¿.(ÏLsenmtJm
00° r“. 2,

DeriVandorespecto de 3 ee tiene: I Q(\o)senmt.d\oa -5 P(u)cos\ot.d\o
0 o

y tomandolas transformadas de Fourier por el cogseno y por el seno resulta:
aoc

PN) = - 4%Xcoamuuïu í Q(t)sen ut.dt
° ° (4)
oc cn

Quo) a mg,“-í senxou.du S P(t)cos ut.dt
0 0

Se ve que PN) es función par y Quo) impar, si bien xe toma valores positi

vos solamente. Este carácter permite utilizar el intervalo (ova, 0) y pasar
a las transformadas de Hilbert:

#m m

Q“) {15X Hu)in g_¿í me“) - Pon-t)“"tf m u.“ Ni o t (5)
+00 °°--1 «(u) ¿.1 ¿(mw-mmm

PNP-«7] En?“ «L t v‘

En relación con los circuitos lineales y desempeñandoun papel muyimpor

tante están las transferencias de uiener, que son funciones de 1a variable

compleja x + im tales que la función limite para x: 0 es una Mmmm e

Ar1700) cuyas cOmponentee coinciden con P(u)) y QUO).Estas funciones han

sido deSarrollades por Wiener y su discípulo Lee en serie de transformadas

de Fourier de ciertas funciones obtenidas a partir de los polinomios de La

guerra. -“m---“---
Otra notable utilización de las transformadas de Hilbert es la que so



efectúa en aerodinámica, en la transformación conforme de un perfil de ala
u 2 'en circulo por el métodode Theodoreen-Garrickaare ello ee pasa del per

C) _x" x 7;}í “ " // . a
(x- jj."me]; k- _ . 43;--._ ___. Í“J?\‘“ x e.,,/ '

\___ _ ‘ \‘ L t '_C-ui _z _/,/\_¿=1¿e\/ !
fil de ale (planoZ) auna curva aproximadamentecircular (plano z') me

(

diante 1a transformación 2: 2 z'+ 912- , y luego al circulo con la 2'.'-.-z.ef¡Éz.

» '_ 0° :n 4p '9 g

Poniendo log É- flz) 824.01} , acne“, z'zae *' , EHs e“ + ibm , ee
03

deduce: log .344“ i(9-\9) azafahá'» ibn)(cos m2o i.sen m9) =

::(ancos-nm + bhsen m9) + i>:_(bncoa m9- ansen mg) , que de:
oo ' (6')

W" Wo3;,(an005 m9+ busen m9) (6) W-9 ¡ihbncoe m9+ ansen m9)

Resultan dos series de Fourier condugadas, desarrollos de las funciones

“149° = 1’09) y e-e i 80-9; 9 cuya asociación se expresa mediante las
fórmulas de Hilbert-Dim:

* l 211’ 21€

su?) a LS rencoiám-wodkh¿j emmen 2m
° ° (7)

. 1 113 - ‘ .L 2'“

rm = ¿EL gmcoem me». 2“ X0109)“
En este caso 1a última. integral de cada ecuación es nula.

En el problema en cuestión se conoce W(e), que de el contorno aproxima

demente circular, y poniendo \Q,-B==EN) se tiene:
m .

EM) = W[\9'E(W)]cotfi(w-\Dd\9 (8) , ecuación integral que determina° .

EN), y por tanto 9 en función de k0. Esta ecuación se resuelve por apro

ximaciones sucesiVaa (metodo de las conjugadas ’euceeivae), partiendo de

una Sofi?) convenientemente elegida, que puede ser identicemente nula, y el
2'“

proceso ee expresa aasfn \ 
emm) = w [W’€m(\9)]cotv}(\Q-W)d\9(a!)

La convergencia de este proceso ha aldo estudiada por S.R.Warschausk1 ,

quien estableció condiciones Suficientes. Sin embargoen 1a práctica se

puede prescindir de tales condiciones, pues 1a sucesión de evaluaciones

numéricas conVerge rápidamente, y Garrick afirma que bastan pocos pasos



para alcanzar la solucion. Se entiende que la función 8 está dada numéricza

mente mediante un cierto numero de valores que se modifican en cada itera

ción, y en iglgual forma quedara determinada 9 (xp). Aunque 6GP) es solución

de la ecuación integral (8), su determinación por aproximaciones sucesiVas

se efectúa mediante un procedimiento debido a Garrick y Naiman , que con.

siste en el anáisis armónico de la 'funcibn \\I (ip) dada por la (6) y la sub

siguiente sintésis de su conjugada kp-B dada por la (6'). Ver é 13]

Diversas ecuaciones integrales con núcleo singular pueden ser resueltas
_ 'ïf

mediantelas funcionesconjugadaa.Por 63.: “thai; f(xzdx'T‘ o cos t - cos x
siendo fix) para asi comog(t). Escribiendola aSh

+1! «mr

g(t)eentc-L í fix) W dx=¿I f(x)oot%(x-t).dx, resulta:' z‘ï N cos t- cos x 2'“ J“
+1! 1‘

fix) = ¿(nun t.cotfi(t-x).dt ei» Sg(t)sen2€;t.dt[Verfórmula9 ,-m o

más abajo] . Otros núcleos que se pueden reducir a cot%(x-t) son: ïJs-t.,
log ¡en ¿(x-t) , log l¿WEEK-11)- etc;

' l-cos(x+t) b' l l
Nota «-La transformada de Hilbert finita g(x) a ï Fx t ,ha encontrado
aplicación en la ¡teoria del ala de avión. a

2) Trrgsforggción de las fórmulas de Hilbert - Las fórmulas fundamentales
(1) y (2) pueden ser transformadas en‘otras con limites de integración fi

nitos. Para ello se pone t g add-e , x = mts“) , dt = %a.sec2&e.d9.'.
CD #00 2

S f(t2_tf(t)dt=5fm 9+9: dt. ágh\
-0 t ox +t2 om (ii-X)(324-112) \

0| t
+'¡r

. 1 . +"1' ‘
:j flatgfire) (1*tgfiatgé'p)“269.5% = fi (e)cot%(e-‘9).de, y por con."“ (thrG-tgewhec ¿e ' "“

«.00 {Y

siguientes g(x)a 511W)a t c r,(9)cot¿-(e-w).de+
Mi ‘°° "W

.¡.á S f&(9)tg%e.de '(9) . La última integral admite una interesantem HD

travnsformacidn, que se obtiene aplicando ag tara +o“ 1:2dt el teorema sit
guiente: "Si f(x) es conjugada de g(x) y h(x) lo es de k(x), se verifiCa

+m *Ñ

qu. S f(x).h(x).dx = S g(x).k(x).dx ". Como1a conjugada de f(t) es.m W a
EH?) y la de 2+t2 , resulta:o na“+t“ a
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(D

+ +cD ‘Vn +‘ïf

. “o a“+t -oaa +t Ju vw
- 1 W J, 1 *'"

escribe ash gmc) - 5-; El“: (9)cot2(9-\Q)69e .fi 53(9)“) . (10)

Analogamentey obserVando que la‘omjugada de g(t) es -f(t), resulta:

+11 1 á“

r (o): :L S g (9)cotfg(9-\9)d9 + .——S r (eme (10')’x 4 ‘l
2'“ y“ 2'“ J“

Teniendo en cuenta la periodbcidad de 1a tg t , se puede ree‘Blazar e yW

por 9-1" y W-‘¡T , con lo cual las fórmulas permanecen 1nVariantes salvo

los limites de integración, que ahora son O y 2'“.

Las (10) y (10') se obtienen en forma más directa della. siguiente fórmu
2'w .

1a de Poieson: F(z) = NOM-¿5 2 gr’vS-E’ngw-w) HRNNW v 519mm‘71 o R +r -2Rr.cos(N-\9)
1‘0¡:re y F(z) 2 F(r,\p) g f(r,\p)+ ig(r,\p); el caminode integración ea»

el circulo de radio R. Haciendo r-¿Rresultan
2’“

Hz) g H0) + F(R,w)cotfi:(sb-tp)dw, y al separar partes real e imagi'ïh

haria se obtienen las (10) y (10‘).

g 2 - Procedimientos de cálculo de 1a conjugade
*°°r t

1 1) Calculo dírectg - Para calcular g(x) g JCI):-dt comoValor princi-03

pal; un primer procedimiento consiste en aplicar la fórmula equivalente de
u rocede 611 m “o

a. e p equ a: gb!) a .1;S du S f(t)sen, u(t-x).dt (ll)0 -03
o) +00

Elda, fit) a 33:5 ... ¿(31)3 ¿aq?Sau-í sen ut.cos Lun-cos ut.sen ux dta 1|! -cn A» a2+t2

2 w m 2 m rw
2 4 Seen tunning Mdt =--—a- son ux.du —-e"°‘ua'W 2 2 ' 'W 2a

° o a +1: o
W

g -3 e'ausenux.du3 - +3o a +x‘
No
tgn ut,cos ux - cos ut.sen mc“i

(D

31.2o. run-5‘21; uan-45m1; 2 2a‘+t o JD 6+1:
W

cos xu.du(-g-e'au) a

W

oo oo

'\\' 2 2 "(í0 o 3*t 0
m

:8 0-811.003ux.du = 13-5o a“+x‘
_+°°2 oo . 2

131.30a fit) g e-t .‘. g(x):%3 duS e't (Senut.cosux-cosut.senux)dt =o -°° 2
2 no 0° tz °° -u ¡H

a -7\T-Ssen muda; e' .cos ut.dt g - 59“u°du(‘}fi° =o o 0



-6.

le 
A(1 -e in) se tiene:

-l 0° 2/4
= e"u .sen ux.du . Consen 11xs Efe1T ..

o «2:25°‘°[-1(uo21.2c)2 --.‘¡(u+21x)2
e“ du

°° 2 2/

'Vï-MX)‘-’ (e-ulq‘uuxoe.u H-iux)du a L- -e
O .

-x m m ————————..
9- Ï e Ïdz -5 '9-2 'Ïdz . La primera integral _or__ _

21 .2“ 2¡x Q3

está tomada a lo largo del camino kde la figura, y 1a ¿mL--».-.——-—.t.—.-——..—--—»-.

segunda a lo largo del X2, y es evidente que la diferencia de ambases

X "e z kÏdz tomada a 10 largo de (X3. Con 2221V resulta:
-2'\x 2 x 2

-\fiíg(x) s ze’x ev.dv , que se puede desarrollar en serie integrando
' o

3 2 5 2“ 7
3-51- x ooo-o+ O 3.5.7 * ,

que converge para todo >_:_., Para valores grandes de ¿gse puede utilizar el

2

por partes reiteradamente: Night}: 2x - 5x

siguiente desarrollo asintdtico, que ‘se obtiene también integrando por

1 3 3 5partes: -\fiïg(x)=—-+-L3+--+-5’-+ .......x 2x 2%:5 2x7
Ctz l cp *w 't:

EJ.“ a fit) II 12.6 .'. g(x) 27‘75 duS t.e (sen ut.c05 11x‘ o
1 cc co _t5°°

- cos ut.sen ux)dt -.P‘_TScos ux.du 2t.e sen ut.dt g
1 °° = .1:2 °° °°°-1:z

- - cos ux.du -e .SGnut| + ug e .cos ut.dt a- T‘ ° o o
<0 z oo 2 co

1 ( -u/u¡) 1 -u/&\ 1 «414iz - u.cos ux.du ¿»ha --- u.e cas ux.du 2-.E-e .cos uxl "1 o 8 3’ t“ o
0° 2.

- 15 e’u/Ïsen ux.du] , y teniendo en cuenta el 33.39 resultas0
2 x 2 2. 3

fight) = 1 - ¡.261 Sevfiv 2 1 - 2x2+3x4 - 533¡6+
o O

Y también: -\¿"Eg(x) -.-..134. _.3_ + 2,52x“ 22X4 2 x6

“D -t z

Enformamássimple: g(x) Lt-Ïï-dt z 1+ ¡ic-x)e't,dt='-co

+00 t: +°°-t3
= ¿LS 16" .dt+ 9-—dt v=¿*x.g¿(x) , siend ' g/L(x)la conjugadah“ -00 J, t-x fi
de fit) g e'tz- (33.3o)

2) Empleo de residuos - Un segundo procedimiento de cálculo se funda en

el empleo de residuos (teorema de Cauchy) con un contorno de integración

apropiado. Sea f(z) una función meromorfaen el semiplano superior (y>0),

sin polos sobre el eje real, "ytal que f( z) tiende a 0 uniformemente cuan

do |z|-r°° y Oáarg zéqï. Sean RJ-los residuos de ¿(.21 en el semiplano

superior. Aplicando el teorema de Caucky a 1a integraïlaf ¿(21‘32 tomada.c 2ra



V

sobre el contorno del semictrculo de Alafigura, y te
A l a l

_niendo en cuenta que en el punto 2:23el residuo de o R
+00 ‘

M es'f(a), resulta para Runas ¿saldar «.-2'niZR3+1 1.f(a) (12)a-e -oo x'a

si la integral existe en el intervalo infinito y tomandoel Valor princi

pal en Xea. Si el integrando tiene otros polos simples sobre e]. eje real

la fórmula es adn apliCable, pero no lo es si tiene polos de orden mpg:
-'b-»

131.59: ¿(-218 2 É . En mbi el residuo ee _7,'i;e'2_' , y en z-aaa'a (z +b )(z-a) 2b(a‘=bb)

1 15“”1‘ x Sud-¿31; 1 -aes —oe Por tanto: .- 4-161: = ‘ + W 8 --,—--'- - Room...82'er "T-m X-a b(a‘3+b2) e. +b b(a¿+b2) .

plazando _a_por g y 3.3por a este resultado coincide con el del 133.19.

. f .2 . _ . a+bE .69 z (2 ,2 mn g . En ngi e]. residuo es - ,1 q y en z-ga
a" (z‘+b Mama) 2(a¿+b“)+0

a 1 fix - + a; _.P___
es m . Por tanto: EL ha x r ¿ii-¿i + 82*!)2a 2*b2. Reemplaa

zendo g por ¿gy y por a este resultado coincide con el del 13.1.20.

zo:¿Lag ’siendo yd:-p+ =
a-a (z-a)(z‘+apa-\»q ) a -p + ir

A

El residuo en z soi es ---—-- , y en mas -2-—}-2' . ulntonces:
201-5.) (curp) a +2pa+q

+0

'“ .m 1-3 (ot-a) («H-p) (a-dHa-B) r(a2+2pa#q2)

1 'Ii
¿a 80 I NZ) - 1 4 4 . Poniendo e. e A , el residuo en nube2'8 (z-a)(z +b )

-b+a€ 3 '1
4b363(bE-a) 4b3(a2+b2-abxíé) 3 4b359(be3-a)

*°° 2 2

_ -higf _ 1 . ¿S roo _-a(a +b )- , y en z-es fi . Resulta: X-—'——’"
4b3(a2+b2+ab\fé) a +b "‘ m x-a JEb3(a4a-b4)---..."--.
Sen ahora Q(z) una fimción meromorfa en el semiplano superior y que

-tiende a cero uniformemente cuando |z| ->oopara OSarg zS'w . Siendor

la semicircunferencia de la figura, se verifit':a:j\r emm.“ z)dz.—.0cuan«¡a

do R ace y es m>C'-.Resulta entonaszv Q(x)emdx= 21riZR3+1 12115
im: ‘m \ (13Wsiendo los R los residuos de Q(z)e en el seruplano superior y o

los Rs los residuos en los polos simples sobre el eje real. Si =¿(x)tiene

polos de orden superior sobre el eje real, ¡a fórmula no e: aplicable.
ímz

'n‘ 99 .L ° ¡ ‘ Q(z)eimz 2 1- . En 22a es R a cima, y por omsiguienteaz-a



wo

¿í 22W dx. 161m3.Resultael parde transformadas:f“ .a) x‘a
wn . *°° .

l 9.9.5.21;dx a. .. san mt" ¡ "m dx -.ocos mt . Estas se pueden'W m ¡.t .. T No x-t
no sen mx wsén mw)

obtener en forma más directa. 35115 —— dx =5 -——-—-——-—dy =' -oo 'JC-t -oo y

- WDcas: n - "a sen m

¡sen mts -;_-ézfly+c09 mtj -—;—Zdy=0ar\ïcosmt,yanáloga-G) .w '

mente 'eon la otra.
1mz- -mb

I52-10"! Q(z)61mz= e . En a=b1es R 3 mié-L ; en Fa:
(za-¡»52)( a-a) 2b( 32%“)

a 3 2311.22 por una," “cos mau-1sen mxd e'mb(-b+1a)1nai-b ' 'n - 2 2 1 3 2 2
. '“0 (I +b Hai-a) Ma +b )

+ oima¡% * e'mb(-b1-a) t. b1(cos I_1_1_a¿+ison maz ’ que da,
b(a +1: ) , _b(a2+b2)

¿5 cos mx dx s _ age + b.sen maf“ .m(x2+b2)(x-a) b(a2+b2)

“¡o a _mb

¿5 senmx ¿Iagoigg-o"r o
\ .en (2:21.13)(x-a) a“+b2

" ' cos mx xe.mb+b sen m:
Se va (¡ue la mncidn conjugada de fix) = W, es g(x):-—-—-——2—-—--‘—" x +b “¡24902)

y 1a de fix) g es gún)= gps-¿kai? (m>0y 13,50)x +b x +b '

Estos resultados se pueden obtener ¿n forma más simple como sigue:

qc» i°° 
1 __ 1 LL _ X+a . cos mx.dx K cos mxix _29'22, 22" " 22' 3-a

(X—a)(x.+b ') a +h x-a x +b .oo (x-a)(x +b ) -oo
un +00 #00

+.

s.-BaKj dx. Pero5 °°sm“dxa5 MMt =o X ¡la om t r
i'm *®

scosmajMat-Sanmaj mdtt-O-“ïtsenmá ,y.m t - No t '

' o“cos rm: 'ï mb cos ¡x
—-- dx a --e" . La transformada de f(x) a --—-E'x será, pues:

jo x+b 2h x2+b/
-mb-mb a

g(a) c K(-aen ma) - 29K9- , o bien: ghz) g - e , 2x .
- 2b l a“+b

En forma análoga 96 Opera con ser;
y 1mz Ian)“

_ e

M‘ Q<5);th 3 2 r) 9 m>° r P2012 v 32*2Pfiq2‘4‘H Z)°
.( z +2pz+q“) ( z-a)

ima ' gim"
El residuo en' z=a es eh ot: -' \I 2-7 - +1 : """‘—"'

1“(a)l y » 2' 9* p q g p r es 21r(aL-a)

—‘—



+00

Result“ 'l'S ¿Fm-¿m = 1 [e mr(sen mp+ 9-33cos mp)+ son ma]-oo x“+2px+q x-a 1¡'(zat)

' *°° 1 >+

¿.8 M92. g -—[e’m(L-í5 san mp- cos mp)+ cos ma]h -00 x¿+2111+q2 X-a Ha) ,

1mz en“
E .129 's Q(Z)6 g -----——— , m70 , 1370 _. El residuo en ana es:4 4

(z +b )(z—a) 

e11m “y imbé 3 611111,033
fi g en mb6(5=eQ es —--_---- , y en a=be es: '-'-9'—--'
a’+b 4b363(bE-a) 41936(bea-a)

Ponigndo: z 2 P é b2 ¡’a +b '2 ab P a «bb-\-2.ab g a’ -- b' resultan las fórmu
+\I o = 9 ' Q avg , NE: 9 las:

+19 . . -mb'

¿J cos me 9.25..,.. ° {%[(b—a')sen mb'-a.‘cos mb']-' %[(b-\»a')sen mb'+l" -00 x‘+b‘ x-a 2'b3

+a'ccs mb‘]}- sen maa+b
«n -mb 

_‘í sen mx2L z 9.... [(a0-b)cos mb|-alsen mbfl+ ¿[.(awbnos mb'-\P

l +3'Sen mb’]}+ (¿Oi-9%e. “+b

La integral 521f¿(9)cotif(Q-W)d9 , con f¿(9) «‘-flatgé-e) , se puede

también calcula: mediante residuos. Poniendo“ Foie , ¡zoaem , ¡+1312

g ¿c036 , bli: 21.an , me... 1%: , tm}: 153:, 00%(9-0)=

-.-.1%: , dB= , el'camino de integración os la circunferencia |z|:1

y 1a integral toma 1a fauna jr F(z)dz . Si R3 es el residuo de F(z) en
el polo (o punto singular esencial) :3 interior a1 circulo unidad y Bi

es el residuo en 91 polo simple monsobre el contorno, resulta:

Sr F(z)dz 2 2111253“:121g .(14)
y #1 I . 2

E .139 n I eS cos%9.cot&(e-ip).d9¡Sr Llin- 1MB g' z2 \ 2rd iz' K

. dz. residuosnelorigenes- 291331,yenel polor z (9-00
2 .

9"“ -2-(a(+1)2, porlo cualresulta 1-1-- M+ M =u(°¿°áï)
xo ..

y con oir-em z I -‘-Ï¡-Ï-2'Ï’-(e"L-e w) a -'n sem? .

Si se aplica la fórmula (Q) partiendo de i'(t) = Wa _ se tiene:a
m

+t
*

teatgi‘e . :zzatgvhp,f(t)áf¿(9)=¿403359., gm fight gI 'r“ ñ *1Ï I. m

3 ¿Ia-Ej cosecge-Q-coté(9-\D).d9+ ¿EJ cosaáe. “cgi-ade . La“última integral-1] su
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-1 " “¿LX -x
es nula, y resultan g(x) . 7574-11:sento) e 1,3 seno . mi: a 2 2c- í “J a'W-x a +26n

como en el ¡33.19.

La fórmula (14) ee aplica a cualquier función uniforme F(z) que no ten

ga sobre la circunferencia ‘th1 otras singularidades que polos simples,
aunquue en el interior tenga polos de cualquier orden y aún puntos singu

lares esenciales. Con tal limitación puede ser un procedimiento eficaz

para el cálculo de funciones conjugadas.

5 3 - Determinación numériCa de le conjugada

Cuaando no se puede obtener 1a expresión exacta de la ccnjugada median

te los procedimientos indicamos anteriormente o mediante otros procedi

mientos particulares, hay que recurrir a un métodode calculo aproximado

que dará el Valor numérico, con cierta aproximación, de la conjugada g(t)

hara un t cualquiera finito. m

Dadala integral conwrgente. g(K)2 ¿tí-gdt , su cálculo aproxima
do presenta dos dificultades: el punto tcx de discontinuidadlinfinita y
el intervalo infinito de integración. La primera se salva mediante el de

sarrollo cn serie de Taylor de f(t) en t-x y subsiguiente integracion en

tre x-h y x+h g la segunda, mediante un Cambiode variable que convierte

en finito el intervalo infinito de integración. Tal Cambiode variable

puede ser el que conduce a la fórmqu (9).
{v0 CD

10) Poniendote mu se tiene: 'ï-g(x)s5 ¿(-Ï-ÏïlduRJ Wu a_ J” o uh

- 2 2 - 2 31-2 Zn-fi É‘“ ]
2f‘ - .... T *

’So[ (X) + az“ MX) + + (za-1):“ 11 (x) * (2mm:
°° 3

«¿X[f(x+u)-f(x-u)]%2 e J + Y , siendo J c 21.2430 + f‘"(x) e
5 2m! A) ’ ami+ 13h!)+ u... + —-2Ïl--—— fm (x) + -—‘----—-- T (15) , y

515 (m-l):(m—1) (2n+l)!(:?n+1) e
(2. u)22 g rmmuwh) + ¿"Mu- e'hl . zr n (E)

x-h oo

20) La integral Y 35 figdt +5 ESQ-dt se transforma, con toatgiyü ,

hats-¿Jo (a es arbitrario y se elige cmüenientemente), x-hgatgfcn ,

x-u-hnatgé'g , flatwïre) a F(B) , en la expresión siguiente (ver f6rm.9):_

TA "" .

y a ¿31 F(9)[cot¿-(B-Q)*weeks » F<9)[coe;(9-w)+Make . m I:' . las».
Para 'quesea posible el cálculo numéricode estas integrales es necesa

rio que el integrando see finito en todo el intervalo de intogracióeg; por
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tal-1to, cuando E) tiende a +1 o -'Tï 'de‘oe ser finito el 11m[F(9)tg1}BJ, o

sea el límmfcdhü . Si este 'no'l'se verifica (siendo las integrales Yl e Y;
convergentos), habrá que excluir un pequeño intervalo que empiece en -'TT

en la integral Yi y otro que termine en "á en la integral Yz , y efectuar
la integración en ellos por desarrollo en serie.

Los dos términos de la (16) se pueden escribir asi:

Ti meme

:u sehfiW-Wcosá!)
(17)

"ï

Yi: ¿008ng yz: ¿cos ¿”9] F(9)ÓQ
’Ï2 senlgw-U'cosrÉB

El cálculo numérico de las integrales Y4 e YZse efectúa mediante fór

mulas especiales de integración aproximada, de las que mencionare las más

usuales: y _. ‘J"QÏ\¡Ï<}";"'""J—#-JÍ 

a.) Fórmulas de Newton-Cotes - Dan el valor, ya 3‘ a: É‘jn

con sierta aproximación, de la integral l l l l
A asa f(x)dx mediante una combinación lineal Mx. x X,“X3 Ari;
de nq-l ordenadas equidistantes de fix), obtenidas dividiendo el inter

velo (a,b) en n partes igualesde amplitud hab-Hi. Be fundan en la sus

titución de la función f(x) por un polinomio de grado E que coincide con

ella en n+1 puntos, y se obtienen integrando 1a fórmula de interpelación

de Lagrange (o la de Newton-Gregory). Los resultados son!
2

nal: A:1-;.(y,*y._)-% r"(€) , fórmula del trapecioL

5 1!

n=2n A: r¡pá-(11.,Myi -y2) - ¿a f (E) , fórmula de Simpson o parabólica
v . 5

3 .. 3h W
n33: A: -h(y #33!+¿y +y ) - -- f (E) , fórmula de Newton-Simpson8 ° l 2 3 .

-7
n-4: A:¿(naaa-¡123343,wa - 945r (E)

_. 5h 7 m-5 A: __ 5 _ _ 2'75h
n z 288(19yo +75yi+50y1+50y3+7 yq+1937») 12096 f (E)

- h " 9h9 W)n-G: A:-—--(41y +216? 27 27 +27r 216 - -- - -—
140. o qt 33+ 2V, ¡“4- yb+4lyb) 1400 f (g)

Las fórmulas para n02k+l tienen prácticamente el mismoerror que las fór

mulas para. na2k. Si el desarrollo en serie de Taylor de f(x) en x=c, pun

to central del interValo (a,b), tiene un radio de convergencia>é(b-a) ,
se puede tomar E :c en la expresión del error. Esta expresión deja de ser

válida si la dnEiVadaque en ella interviene noes continua. Si tal derive
da varia poco en (a,b), el error estará determinado con cierta precisión;



en caso contrario estará mal determinado, y sólo se le podra fijar una co
te superior. Estas fór“u1as se pueden reiterar para abarCar un intervalo

más amplio. así, dividiendo el intervalo (a,b) en un numeropar a de par

tes g , la fórmula de Simpson se transforma en la siguientes
5

A=%(LS+4I+2P)- 35236.0 . pudiéndose tomar Sax (isimpafl- Sustitum'
L

do las rnïgo por su promedio, el error será 8%?fnkg) 2 SÉÉ%%:rnCB),y al
aumentar a tiende a cero como1/n4. Si se apliCa dos veces esta fórmula,

primero con intervalo g y luego con fin, y se obtienen valores aproximados

A, y AZ , se deduce fácilmenge que A20 5%??? es un_valor más aproximado
de la integral, especialmente si la fm Varia poco en (a, b).

Formula de weddle - Se obtiene mediante una sencilla modificación de la

fórmula de Newton-Gotas con 6 divisiones‘

3h 7
A: 1-0-(3'01'53710'3’2+633+Y4+5y5aqi) - ïïa

y es notable por la sencillez de sus coeficientes.

E235 - Las fórmulas de N-C pueden ser generalizadas para dar el valor a

proximado de I w(x)f(x)dx comocombinación lineal de Valores de f(x) en

puntos equidisggntes y para diversas funciones w(x).[E.L.Kap1an:"Numeri

cal integration near a singularity"; J.Math.and Phys.,31al-28 , 1952]

Para el cálculo de It‘pxflxMx hay tablas hechas por 11.33.3alze"Tables
cf ccefficienta for the numericaqcalculation of Laplaco transforma"; NES

Applied matnemetics series, vol.30, 1953].

Existen otras muchas fórmulas para integración aproximada, comola de

Gauss, notablemente precisa pero de aplicación muylaboriosa; la de Euler

McLaurin (fórmula de los traüecios con terminos de corrección); las de

Hardy, Shovolton y Hoolhonse (análogas a la de N90); y otras para inte

grales de tipos particularesn Laguerre, Hermite, Tschebycheff, Mahler,

Radau, Lobatto, etc.

Forgulas con diferencian finitas - Cuandoel empleode diferencias finita

sea más cómodoo más conveniente que el de las deriVadas, y especialmente

cuando no sec p siblo utilizar éstas, se aplican fórmulas de integración
aproximada que se obtienen integrando las fórmulas usuales de interpela

ción con diferencias sucesivas. Ya se vio que la für mla de NvGconduce

a 1:3 de H-C. Las fórmulas cun diferencias centrales: Gauss, Stirling,



Besscl, Everett, Steffensen, originan nuevas fórmulas rie cuadratura apro

‘ Ximada . Si en la fóraxrulade Muler-McLaurin se reemplazan las derivadas

por diferencias, se obtiene la fór;:-.ulade Gregory,

Másadelante estfislreceré fóramles para el cálculo aproximadode inte

n

poco en el intervalo de integración. Tales fórmulas permitirán calculara)

grales del tipo ' fix) sen x.dx , que serán muyprecisas si fix) veria
7T

con gran aproximación la integral J f(x)scn x.dx , si fix) tiende e. ceroMT

monótonamente para x—>oo.Tambien establecerá fórmulas para el cálculo
a

aproximadode integrales del tipo I f(:c)d_x.. o fi

Determinación nimgrica de Valores principales

Q4 .. Conjugada de f(t) = (1+t2)’1

_- Comenzará con un ejemplo muy simple en que le

la conjugada es conocida: g(x) = . Se trata de calcular
+00 3

¿(1): ‘13}-I ¿Sí-¿dt para diversos Valores de gg. Por ser f(t) función par,a)

1a g(x) es impar, y se puede tomar solamente valores positivos de g . Pa

ra x=0 es g(0)='0 o

Siguiendo el procedirúento indicado en el És , hay ¿ue calcular la ex

presión (15), en que13es positive: ¡a ¿”.(XH gif,..(x)+ giran“...3'3 535

Setiene: fix) z ¿L1 + 1 )_...1.01)“)= ¿{MEL +(1+1x)"” (af-ix)“ ,n2 +11 l-ix
(n - n

y con Mix=re1mresulta: f)(x) = n: 7€ = "Eines (n+l)q+n-fi
' (Li-ix) r 2
siendo r=Vl+x2 y th(=X . Por tanto:

L"n 3 o

J i‘m-i? sen 2°(+ SEI sen 4°(o ¿ar? sen 6°(+ H... Esta serie converse ab

y en virtud de un conocido criterio de Abel con

verge también para bar . Tomando1% suficientemente pequeña, la serie

solutamente para h<r ,

converge con rapidez. Sin embargo no hay necesidad de sumarle término a

término, pues es fácil hallar la expresión exacta de su suma, o sea la

función de la cual es el desarrollo. En efecto: con ¿{cf , zzfeiq , se

“en” J =—%[fzsen BOA-115686114o“- Éfósen 60<- un]:
4 e

=-%J(22- 5+ g- o...) LlamandoF(z)'-’F(u+iv)e. la última serie:
2

L logÉUJiLE.: ¿(v.1u)[3¿10g + (sigue)vw,

J : 
F‘ 3) 3 21 1'33 1-12 21 (l+v)-1u l+2v+u“+



+1.3rctg 4-Zfiï] , yresulta:1-(u“+v¿)
2

J e - 1081.:+ Ware te + 2161717]:e09“ 1 '3 °< .h 3 Q "4 31' 1+2f’seno( + (02

o. Sena (nro tg 2900:“ + 2k“) o Para F30 se ve que es 15:0. Reatablo.1' 1-6)

g 1+Sx-ï'122 _o ¡(18)
1+(x+h)“

ciendo13‘ggqueda: J = lo
2<1+x“)

o ha, resulta, J: _fl=[10g.(x¿¡/l+x2_)+ á‘lïx] (19)1+x° "

01:8
1+x3 1+x2-h2

En partioulfnr, ara f3].

31 cálculo 'de I] ‘e YZ es elmontal. Tommdo harr-VÍL-o-x2se tiene:
, 1-“

11:4 ...441.1082422+x(g- m tg¡34] (20)-00(1+?) (x-t) 1+1: h
¡(D Y ———- .

yz; Í :1? .-. 1 ¡{5103 23.21.193 j: (go aro tg ¡za-h) (21)1+“ 1*xu
Comocomprobación: Y,+ 22: ¿El [log(x+1/1+x2)- ¿»171], y mando con (19):+2":

21+ 22+ J a 71;:
l+va

Calcularé las integrales 21 e ‘12con fórmulas de integracion aproxima

a‘JT¿(31). El calculo es, puras, anoto.

da, con el objeto de azaminar 1a aproximación. Para aplicar la (16) ao

pone: ütgée , xr-tgíyo, nistgfi-‘óï , x+h=tgéïïz , con lo cual resulta!
F: ¡El 4

Yi: Í c032%e[cotf;(9-cp)+tg¿9]de a ¿COGÉPQÍ (¿0399 de
4T W Jrr naná-(941))

Yz‘ ¿009%GI
É2

(22)
cosfiyemoaee-Bywdp)“

2) Cálculo de 1a conjugada para :<=1- Tomandohr; lanza/5- y siendo 94,21;
377

30tiene: 3 1.6 ’ 1+\/_-0.oSi:"Ï g T o

¿- ¿[CME¡5 2

82: La gráfica do

la flmción y = coséemosecg' o - g) 4] en los intervalos

de integración es la siguiente: y

SL0,;.‘JlL‘G.

/_
f" |

4 N x

_. _ _ _\ ___9
57% ¡Tq un»)

\
.x' ' x .

“Fr/¡IFXN‘I ' "*\ .l
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Tabla de valores

l -1goo 5 c _¡ —1359 -c,4142136 —902 —o,7o71oss 1 ¡
-172,sl-o,oaagooa .127,5 -0,4670763 «82,5 -o,7534531 142,5 0,7267640}
-155 _ -U,1645247 -120 -o,s17eas1 1-75 —o,9o01993 150 0,5176381
-lü7,b -Q,23€633 -112,5 -0,6664646 I-67,5 -o,s477592¡ 157,5 0,3511533
«150 -Q,29r2595 -105 -o,6140144 -co -O,3965754 165 0,2144128
-142,s -b,3584003 - 97,5 -U,6607008 -52,5 -o,9471372 172,5 0,0991940

180 o

I

1359

-1359 -0,4142136¡ - 900 -017071068 -450 -1

-2+x 42:1 -1 W ¿2)

Se tiene: Y]: -[ —-‘:-t————-= -/ - Í -/ = Y!“+Y¡ FI?) . Estas ing (1+t )(1-t) -w _fi4 -1 w

tegrales se calculan con fórmulas elementales. Además:Y2=Í ita+l(l+t )(1-t)
Aplicando las fórmulas de intégracíón aproximada do ïíeddle

y de Simpsona estas cuatro integrales, se obtienen los resultados 513?:
n - (z) m ‘ \

Y}: -0,06264953 1,: -o,156fi6275 Y,= -o,23593633 y,= 0,11063726
w: «0,06264953 w: -C,156'}"G¿'7' u: -o,23;39‘.354 w: 0,1106383
s: -0,06264893 s; -0,1567645 l: -o,2355364 s: 0,1106hse

La sumade las cuatro integrales es Y = -0,34471135 (w; -O,3447103
ns: -o,3447012)

El valor de J está ¿aÑo por la (19), poniendo x-l:

J = -%[log(l+/É)+ %fl] = -1,22668496 . Resulta, finalmente:
J + Y = fi_g(l) = -1,5707¿631 J. g(l) = -% . Las fórmulas de integracion

aproximada dan: J + Y = 1,57oi953 (Weddie), -1,57o7é62 (Simpson), y por
P

consiguiente: g(l)= -¿ + 0,0653 (W), -% + 0,0°32 (S).

Se ve que en el caso de la función f(t)= -;;E- el metodoutilizado es1+
eficaz. Subdividiendo afin más el intervalo de integracion se puede mejo

rar la aproximacion casi tanto comose quiera.
2

55- Conqugdgdg g't

1) aglución del nroblona - Se ha visto en el ¿2 , EJ.30 , que tal conju
gada está expresada por la integral trascendente

¿(x) : __. e .sen 2tx.dt - -—o e .dv , que se puede calcular por
l- ïr0 | O

desarrollo en serie. La g(x) es funCLOn'impar.

El procedimiento eXpuesto en el 63 será ahora aplicado al cálculo de

lao tz x-h I+H oo

77€(X)SÍ dt =Í ¿pj +/ = Y“- J + Ya para diversos valores det-,\
-ao —.oo x-h I+h

E , comoiniciando 1a tabulación de la función conjugada. El cálculo de
J se efectúa con la (15), donde aparecen las deriVadas de orden impar de

2 2 . 2

i‘(x)::e"x . Recordando que Dme‘“x= (--1)ï'-‘H,,,\(x).e”x , en que los HWSX)son

los polinomios de Hermites

ÏÏmÜ'C)= (35):“ + ÉÏ06(2)(ZÏ)m.4"' 2.6.10 + ooo-oo



se calculan las deriVndas sucesivas aglicanóo la relación de recurrencia

-16...

HM¿= 2!.Hm - 2m.nm4, fácil do estableCar.'Se tiene, pues:
2 3 5

J : -23"x [11.11](x) + JL lux) + -h- H,(x) + .... + —-------——--Hh“¡(2:443:3 . .35 (2n-1)!(a1-1)
2n+1 .2

+ "nah T , siendo 2‘1‘= F(x+eh)+I-‘(x-v'h) y FO!) = e-l’HZnuÜt)
(zm-1): (9114.1)

Hay que ¿éterminar el máximo¿e [TI para un g dado. Eligiendo un g conve
niente se puede lograr que el último término sea tan pequeño como se quie

ra. Para n-oaa 1a serie converge, pues se verifica, siendotk=1,086(Craméx
fin ‘ 2

que [Hn(xfl<'k.2 (n!)¿.e%x . Tomando.n=5hay que considerar la Variaciaï
.2

de e'A.Hu(X), para lo cual Se requieren las raíces de su derivada
2

-e‘K.Hn(x). Los polinomios en cuestión son, poniendo (2x)2:z:

H,.(x) = 2x<z5-11.og4+396023-5544022+2772002-332640)

Hubo = 36-132254-594024-11088023+831600zz-Ï895840m665280

La tablilla siguiente y la gráfica muestran esa variacbün.

'42" _ 12 'V ' ' ‘J'e un(x) x e n”(x) Raíces de nggx)

z -83260 3,021 -1295(m1n) x¿=0,9477?84 _z¿=8,5932113
P «#537683(máx) 3,5 -18'? x;=1,5976826 z,-10,m03592

-| ¿4934 3.89€ -5‘z(m&x) - 24:2,2795'071 za=20,7846'101
I 332% (fin) Í 5 4 -- ¡{533,0206‘3‘702,336,4969:922

12220 " 5’ 4.0’34 ¡(‘33,8897249 z¿=60,5198391
+9739 (max) 5,5 ¿0,0669

_._.“a;.. ':.-- ¡.-,.\¡
_J__.4 ¿1 5

2) Cálculo de gCl) a Tomandoh=%hay que acotar el factor T del término

complementario de J en el interValo (0,5 g 1,5). Observandola gráfica
2 .

de e'x.H"(x) se ve que lTl no excede
- x O

no vale, a lo más: Bsaqgfñ - 8630 H
. 11:11. 2 4., 50x10

con 6 o 7 decimales.

Co2

de 86300, y por tanto dicho térmi

2:10" , y se puede calcular J

La relación de recuryenoia de los Hm(x) da, para x=1 a H¿=2 , H2=2 ,

tanto:

qs

Para calcular Y¡=-Í'00

J: -264[1 
4 8 40‘; 10720

323.35 ' 515.25 + "237.27 919.29
2 cp _t2

2."...dt -Í 2..1-1: ° Y? ¿st-l

1
+¿= -0,715‘6986 +¿

¡e¡< 2.10'7
dt no es necesario efectuar

el cambiode Variable que produce.un intervalo de integracion finito,pues
1



el gran decrecimiento de e't permite utilizar una pequeña parte del 1n
05

terValo de integración de cada integral: Y1=-í—¿¡ , Y2=Í +52
—a tz ao tz ao 2 a 1.5

u- g:- = ne;- uL -t I = 7T _
¿”this dt Lt“ dt<ha La .Jt L2(1+a)[1®(a)}

2
ao -t DO 2 /

e l _t ïT' 1 / 

b b 2(b-1)

La función 9(t) es la conocida nmc'ión error, que está tabulada:t mHaz;3,32,2:¿a
3,2 0,9 39W 3:9 0:9 ¿52 ¿:6 0:5 225 es La“): °o° 7439 Y
3:23;: ¿18:32:322;; es1-®<a)=o,o*'1s«
3:2 8333,22; 8;3¿%Í ’á’g8:33? Se“vitara-mas»

con lo cual se tiene:

0.5 _t2 7, 3,5.- 2 7!=- Ldt-á (¿1516) Y: Latas )(&26.16
1 Lil“? 1 n< a 0 3 2 fut-1 2 z< a )

Estas integrales se calculan con fórmulas de integracion aproxmadan
2 2s -t -t

Valores de É 9- Valores de 3 9
fi l-t Jr?t-l

«¡3,5 0, 0060012 ¿-0,8 Ú,3305277 r1,5 0, 2378606
-3,3 0,0000049 l«0,7 0,4066323 1,6 0,1453818
-3,1 0,0000184 ¡-o,6 0,4920271 1,7 0,0895872
-2,9 0,0000614 «0,5 o,¿353551 1,8 0,055239?
-2,7 0,0002031 43,4 0,6868152 1,9 0,039164.
-2,5 0,0006224 —o,3 o, 7932776 2 0,0206670
-2,3 0,0017239 -o,2 0,903443? 2,1 0,0124688
-2,1 0,0044244 -o,1 1,0155924 9,3 0,0043762
-1,9 0,0105258 o 1,1283792 2,5 0,001452?!
-1,7 0,0232263 0,1 1,2412795 2,7 0,000453)
-1,5 0,0475721 0,2 1,3551685 2,9 0,0001322
-1,3 0, 09059.51 0,3 1,47395399 3,1 0,0006300
-1,1 0,1602224 0,4 1,6025698 3,3 0,0000091
-1 0,207553? 0,5 1,7575652 3,5 [0,0000002
4,9 0,263939 '

___-_.. .. __ _____ 11.5:;:::=;—.-.m.._..,¿_,_t
xr o;

' ‘s. (a

\._ .1
‘ 3?

Aplicando las fórmulas de Sim‘Ïsony de Weddle y combinando los resultados

se obtienen los siguientes Valores para las infiegrulesz.
-u +o,5 2.! 3.5

í: 4,050382 ; y: 4,343448 ¡ I = 0,046074 g ( = 0,0023415'15 _"' 1'5 .

y por consiguiente: Y,= -1,393830 g , st 0,048415gr .’. Y = 4,345415
7T

Siendo J=-0,7156986 , resulta finalmente: "2’

-g(1) : il; (o, 6727075J'I'Ti-0,7156986) 10,607349 . El Valor exacto esta da



4
. . - 1 0 7 2dado por 1:1serie aumenta: -g(1) - :2 - -“4' 4- ”- ‘ * + n... =

n 3 7.0 30-307

WT

ne reducir a 0,1 las divisiones sobre al 0:100X en la integraciñn aproxi
1, 0761.59¿0,6071576 , y el amor ás ‘É 0,0002. Para disminuirlo convie

tz firmada.
Egg»;u)Los valores de g e. están tomados de 12 tabla siguientes

77'

0 1,193375157 1,5 0,1189303‘39 ía 0,00013925'3
0,1 1,117151007 1,6 0 0372329050 3,1 75053
0,2 1,08413475-37 1,7 0,062711040 3,2 4038
0,3 1,031230910 1,8 0,044191723 3,3 21037
0,4 0,961541299 1,9 0,0730524740 3,4 10705
0,5 0,878782579 2 0, 020606085 3,5 5309
0,6 0,787243432 2,1 0,013715650 3,0 2655
0,7 0, 001274300 2,2 0 008022155 3,7 1.0.79
0,8 0,5049225786 2,3 (2,006689017 3,8 604
0,9 0, 501968574 2,4“ 0, 003555649 3,9 {7.80
1 0,415107497 2,5 0,002173284 4 1;;
1,1 _0,336479598 2,6 0,001303050 4,1 50
1,2 g0, 267344347 2,7 0,00076992-5 4,2
1,3 ¡ 0, 208207987 2,8 0,000444208 4,3 11

Lili-44 0,158941708 2,9 0,0()025.I.2ll 4,4 4
2

3) Cálculo de ¡(33) .. La ¿rn-fica ag e'x.rl,¡(x) nuestra que an el intervalo

(0;1) el valor de IT] no excede de 107000, y por tanto, con h=3,;-,el tam!
.. r ' 4 .no complementariode J vale a lo másM ‘4’2,4.10 . Entonces J se
ll¿1102w A

puede calcular con 6 0‘7 cifras decimales.

Para x5}. se tiene: ¡{Mmm-2mm-” Remltn- Z{,=1 ,' ¡Iza-1 , Hat-.5 , H4=1 ,

HID-11, ¡16:31 , Hf-IIG]. , 21834295 , gas/¿31 ,. y por consiguiente: ‘

"/4 1 5 g ¿”4:33,:9- _— + - + +E=-0 2723905“
J "e [2 313.23 5:5.2‘ 737.2;t 939.2” ’ 1

¡¿|<2,4.10 i
o _t2 o \

Para Y. e Y! se tiene: Y1=- Í 9-_—-dt= -Í -¿, ,., a.
0p.)" v

srl-and o

14. z oo z Z 3,0

¿,:J Lava :Í 2...111;¿_.LÍ a .dt - ¿{l-©0136]: ¿0,0 356‘21-°°°'5"“ QE“ 4’1 su. “a a»7.7.10a -t l m -t .
Análógnuaente: Yi: I e dt = j +¿¿ , siendo ¿ZZZÍ e" _ Gt <

OO \/- I_ 77 ¡T 5 —;r

< 5h L‘e t.dt = ¿[bmmfl = ¿g 0-,0356É 10 .
A continuacion va el cálculo aproximado:

n -t‘ -2, ¡J cr,0-5042,10 -1, 3 U,1156711
Vaina-vas0-2 ¿ia-:1- -.:;-:,s 7621 -1,2 8" ' r5“ «r: 4 12-3251 -1 1 ‘o 2»

. ,. . ¿3:3 ":0“1:3 -1’ 0 2767375")
-;3,6 “2‘” “JUE; ¿3,3 33045 -o,9 0,3535490
“¿y? E; -3, 1 3:37.52 -0, 9. 0, 4.570214' 4‘" n 52:30:; -rr " 0,3700024..fi . J 'ql o ,. l- [
43:5 139 “3,2 19‘233526 ‘ '21? 3332332
'3'1 319 ¿”7 285050 -0’4 1,0523792
“J ¿“o -1’ c «115376 -c’ 3 153-200701
“3,9 73? -133 ¿35. -031..-1, 012704.0
‘53?) ¿9:43 4,43.. 0,0:¿30535 ¿,1 1 0019103

' 0 2, 2567583



2-t
Valores de 3 9 1,8 0,0339936 2,9 0,0001047

W t-0,5 1,9 0,0018034 3 557
2 . 0,0137780 3,1 291

1 0,8302150 2,1 0,0085723 3,2 149
1,1 0,5607993 2,2 0,0052483 3,3 75
1,2 0,3319205 2,3 31606 3,4 37
1,3 0,2602600 2,4 18714 3,6 18
1,4 0,1766019 2,5 10891 3,6 8
1,5 0,1189303 2,6 6229
1,6 0,0792991 2,7 3500 '
1,7 0,0522592 2,8 1931 Los Va10res aprulmados de las 1n

tegrales son:
o 5.6

ï,=Ls= 1,087282 g YZ=L = 0,210877 .'. Y = -0,876405g , y por con

siguiente: -g(o,5) :‘¡lrg(0,438202/fi 0,727890) a 0,478924 . 31 Valor exac‘I

' 1 _1_ 1 r—toes'(05:l(1'-+ - +00
' É ’ ) ¡[1? 6 6.10 6.10.14 ° L—1» ——-

4) Cálculo de ¿(1, 5) -. En el intervalo (1,2) el valor de no supera a
41300 (á,

11311.2‘“
-8

41300 , y con h=á el término complementario de J aerfl< 9.10

Entonces se poúrá calcular J con siete cifras decimales.

Para 1:1,5 se tiene: H = aHm« 21mm-,, y resulta; ¡11:3 , ¡{2:7 ,rm!

2,:9 , 114:..15 , 85:-117 , 115-201 , ¡1,2801 , H,=5217 ,_ 3932835 . Por con

siguiente! J_ ¿ya _3_+ 9 _ 117 + 801 + 2835 +¿ ,_.
2 323.25 515.25 727.27 919.29

É -0,3281258 +5 , siendo IEI<9.16? . Para Y, e Yz se tiene:

. 1 _t2 1 . 'T

yt: -J iia-¿dt : -J .‘¿J t. con ¿K %g[1-®(3,6)]: ï‘áZ-a-0,06356‘é‘"o s -31, ’ ’ .m e 2 10‘8

oo -t“ 4’" fi 6 ' 4 .b , oï:[L-dt=j +5 conézLLOOSSG‘ÉlaloZ ¿“45 2 2' <2,12 ’ '
A continuación va el calculo aproximadode las integrales, mediante las
fórmulas de Simpson y de Newton-Cotos con 4 divisiones.

Z-t
Valores de- 33-;- -2,2 0,0024114 -0,5 0,4393913

¡7? lao-t -2,1 38099 -o,4 5060744
T -2 59048 -0,3 5729227

-3, 6 0, 0000005 -1, 9 89778 -0, 2 6377263
¿3,5 , 11 01,8 133914 -0,1 6982197
-3,4 22 -1,7 195972 0 7522528
-3,3 44 -1,6 281384 0,1 7979654
-3, 2 86 -1, 5 396434 o, 2 8339498

-3 309 -1, 3 743600 o, 4 8741285
-2, 9 571 -1, 2 990164 0, 5 8787826
-2, 8 1033 -1, 1 0, 1294152 0, 6 8787149
-2,7 1833 -1 1660430 0,7 8640936
-2, 6 3190 .-0, 9 2091536 0, 8 8499797
-2, 5 54-46 ¿-0, 8 2586895 0, 9 8366143
-2 4 9117 ;-0,7 3142158 1 0,8302150

-2,.’3 0, 0014971 ¡-0, 6 0, 3748778

-t’L '
Valores de a J- (VGI‘P58. 20)

fi 0.1.5 '



2-t
ValoresdeWa. 5 3 O,

’ ’ _ 3, 1 473
2 0, 0413340 2, 5 0, 002178.3 3, 2 237
2,1 223594 2, 6 11891 3, 117
2, 2 127459 2, 7 6416 3, 4 57
B,3 71113 2, 8 3417 3, 5 27
2, 4 39507 2, 9 1794 3, 6 13

Resulta: 1,: 4,349752)? , 1,: 0,0070'039'? .‘. I : .0,6713'741)/77, y

g(1,5) = gls,(J+Y) = %.(-0,328Í258-0, 6713741197)=
= -o,483228:)oEl valor exacto es: l? ¿leí-nu 3903

1 :33 3” 3’ ' 1 i
(1 5): LQa =-- + —- - -—— «s "—(08564984):2—o4832276)g ’ {'77 6 6.10 6.10.14 frr‘ ’ ’

5) calculo de g<22 - En el intervalo (1,5 ; 2,5)
-1?

h:% 91 término complementario de J es < 1192202,, ‘é’4,4.10o O

Para ¡:2 se tiene: anna-211.11“... , y por tanto: H,=4 , HZ=14, II3=40,

es ITI<20000 , y con

3,376 , 115-:16 , lic-"5824 , 3,43104 , Hg-aaao , Hq=46144 . Entonces:

-d 40 16 3104 46144 1
J:-23 [2 - - ï'é =-0 0833832+5+ 313.2“ 535.35 7:7.2“ 0132"] ’ .2

,g 1¡z h, ¡4 ¿14,4210
Para Y¿e Y; se tiene: Yi: - Ldt = -/ 95,, siendo ¿13/ 9.-: dt:

OO 2- Cp 2 .5

Int 1 / -t J TT (a a. -F
.—_ a... <——- dt 1-®( 5 = [(0 0 743 4 1 2.10
[52.5 dt 5,5 9,5e ° g 11[ 3’) 11 ’ ) '

2° -tz 3" ¡,7- ¿ m 4
Analogmnte. 192/25 gra-dt = 3 +42 , siendo ¿2‘5 (0,0 743) s 4,4.10v 2'

7‘ 7.

g 2.. -2 0 0051667 -0 2 0 4927885 3 2..
val°r°° 6° fï- 2-t -1,9 ’ 78269 -0:1 ’5319770 Va1°r°3 d°qí= t-2

o o lo -Ï,g 116294 g 564%896-3 5 , 0000 - , 169489 ,1 58 745 o
-3:4 20 -1,6 242303 0,2 6022971 3,2 O’OOÉÏÉÉÍ
-3, 3 40 al, 5 339801 0, 3 6066241 5’ 7 10999
-8,2 77 , -1,4 467476 0,4 6009633 2'8 5553
-3, 1 148 i -1, 3 630933 0, 5 5859217 9’ 9 2791
-3 279 1 -1,2 835451 0,6 5623167 5' 1393
-2,9 513 K-1,1 1085418 0,7 5317499 3 1 688
-2,8 925 -1 1383622 0,8 4958215 3’0 336
-2,7 1638 -0,9 1730926 0,9 4563351 3’5 162
-2,6 2844 -0,8 2124949 1 4151075 3'4 77
-2,5 4841 -0,7 2560277 1,1 3738662 3’5 364
-2,4 8081 ‘¡-0,6 3027859 1,2 3341804 ’
—2,3 13230 ,¡-0,5 3515130 1,3 2974400
-2,2 21243 ;'—0,4 4006423 1,4 2649028
-2,1 0,0033453 ¡l-0,3 0,4483743 1,5 0,2378606

, Y = 1,4. 1:2: -0,5556'392fiResulta: 1,: ..1,1119‘099'/-g.r, yz: 0,0006'315/‘3:

y finalmente) ¿(2) = ¿(un = ';T-—1(0,083:3'832+'o,5556392V1'r) = -o,3400'276 i
3 J 3

‘ ' if - .—1- í L - ¿ )-—L1 valor enacto es: g(2) -fi:(4 6 + 6.10 6.10.14 + ooo. -—
| á. zz términos

2934001363 ‘ . El error cometido es 0,0 13.
.-.¡1140, 6026808)rr



6)C51culo de ¿(32,23)- En 51 intervalo (2,3) es \Tl<7900. Entonces, con
7900

11311.2”

Para 362,5 se tiene: HM= 51m—2m.IIm_,, y por tanto: H¿=5 , H¿=23 , ¡{5:95

- —a’

h En el término complementario de J es < 2 1,8.10

H48337 , 115=925, 11631255 , 1112-4825 , H,=_-41695 , ¡If-131275. Entonces:

' 4.“- n r' p
J : -2e É + 95 + “2° - 4825 - 131775 +6 2 -o,o123310 u2 3:3.2’ 535.? 7:7.2’ 919.29 —

2 -tz 2 <1, 50102 -3¿ _

Para Y, e Y, ao tiene: Y,=-/ ¿lr-dt = - [-6. , siendo ¿,_-, '.9_ tu“:
oo tz no z -00gFt La" J“ ‘00 2! s-t- .. 77 7T 6 -9

3/ e dt < —1- 6 todt = “[1'®(3,6)1= ‘(oyo 356)o?592.103.‘ 6,15" '
oo '13 3" 6 4

Análogamente:12:] 61::Í +62 , siendo ¿¿< {Fr(o,o 356) 2::6,3.103 ' 1 5

tz
valore, a, .21._9_. -l,G 0,0212754 0,7 6,3240416

{752,54 -1,5 29732 0,8 3499916
r 444 407543 0,9 3137304

-3,6 0,0000004 .1,3 547916 1 2767323
-3, 5 9 -1, 2 722552 1, 1 2403426
-3,4 13 -1,1 934666 1,2 2056495
.3,3 36 -1 1136021 1,3 1735067
-3, 2 71 -0, 9 1476378 1, 4 1444925
-3,1 _135 -o,3 1302927 1, 5 1129303
-3 ' 253 -0, 7 2160234 1, 6 969212
-2,9 465 -o,6 2539495 1,7 783883
-2,3 238 -0,5 2929275 1,8 631310
.2, 7 1431 —o,4 3315660 1,9 506746
-2, 6 2565 -0, 3 3663075 2 o, 0413340
-2, 5 4357 —o,2 4015314 2
-2,4 7265 -o,1 4296737 2 e-t
-2,3 11352 -0 4513517 ¿ V810?” de - -—-;
-2,2 12983 0,1 4654798 1 . fi“ 13-292
-2,1 29817 0,2 4713629 K
-2 45927 0,3 4687550 e 3 0,0002765
-1,9 69374 0,4 4578768 ' 3,1 1261
-1, 2 1027 o, 5 4363913 3, 2 576
-1,7 0,0149312 0,6 0,4143326 3,3 263

3,4 120
, ¡í 3,5 54

Resaltar 1,: -0,8783997 E , 3,6 24

1,: 0,0000'350‘É .'. 1 : 17+ 1,: -o,4391'823./i7", y finalmente!

¿(2, 5) :¿(34-17)‘ = fir-¿(o,0123'31o+0,4391823fi) = -o,2517231) El valor exac

23, .21 - 5’ 1 5°
g 6.10 6.10.14 6.10.14.13

-lto GSI g —5"
.6?

-1 7‘ [I '

:d?(0,446Ï674) = -c,2517231 *’-"””"”“

7) Cálculo de ¿(3) - Jn el intervalo (2,5; 3, 5) es ITI<2900 , y el término
9.900

11311.2"

HM“: sam. mmm, , y por tantos ¡{,36 9 “2‘34 p H3318° o “5:876 9 “5:38”

_ -9
complementario de J es < 3' 6,4.10 . Para x33 se tiene:

116314136, ¡If-39024 , 11,:36240 , 11,:.406944 . Entonces:



J z -215 [3 .¡l 180 3 + 38165 + 39024‘ _ ÍLÏÉLÏ;’%T+&=-o,0011‘oo'11 1.6 -33.13.2 535.2 717.2 3.9.2] “Rafi.”
2'5 2.5

Para Y, e Y) se tiene; Yi: -j grs dt :- -j «É, , siendo
.35 t‘ go te :XÏ’ 3.5; 1P‘ - e‘ c .1 1T b f "

¿GL h dt ‘5 {-5.“é 13[1-®<3,5)] e 13(0,0 743) - 10
3,5 go _t2 a ta JD

Análogamente: Yz:J t 3 dt<2g e" .dt JF. [1-®(3,5)] “8-1,3.10 , por5 ' 3.5
lo cual no hay necesidad de Calcularla.

2

2 a _2.2;E -1 7 770 0133428 W 0,4 I 0 3698236
valo‘es “e VE 3.5 -1:5 á ' 1836265; 0 s y '3515130.1,5 3 264290 . 0,6 . 3220181
-3,5 0,00000087Í -1,4 v 561231 0,7 3005543
-3,4 17 L -1, 3 424205 0,8 2704481
-3,3 33" -1,2 636634 0,9 2390327
-3,2 65 . -1,1 320622 1 2075533
-3,1 124 —1 ; 1037769 1,1 1770945
.3 232 43,9 : 1227099 1,2 1435246
-2,9 426 -0,8 4 1565752 1,3 1224753
-2,8 766 -0,7 ' 1868310 1,4 993386
-2,7 1351 -0,6 2186787 1,5 732262¿
-2,6 2336 -0,5 2510807 1,6 623066
-215 3961 -0,4 2823063 1,7 422303
-2,4 6524 -0,3 3125033 1,8 362264

3 -2,3— 10734 -o,2 3387021 r 1,3 277498
' -2,2 17153 -0,1 3603715 ' 2 206670

-2,1 26333 ¡ o r 3751264 1 2,1 152306:
a -2 41334 0,1 3252247¡g 2,2 111527
1-1,9 62302. 0,2 3871910 g 2,3 _ 81272

l IL 2,5 L 0,0043556

Resulta. yA. -0,7118‘439% a Y ,_ Y . -o,6302‘552 g(3) 2%(mr) -.

-1 . \ ¡r-w-2 ?(0,0011001+ 0,6308552) ¿0,2011576 o El Valor exacto es:
-1 63 65 6* -1 \ r—--”---- v 

3 — 6 -- + --——- -——- + =—-(0 3565418)= -0 2011572)a ) " fi( 6 6.10 6.10.14 ’ ) fi ’ PJ

8) calculo de ¿(3, 5) - En 61 intervalo (.334) es ITI<741 , y e_1término

complementario de J será < 41 É‘1,681.0"3 . Para x: 3,5 se tiene:
11811.2”

HW“: 711m-2m.H a.47 , 1151-301, H“:1825 ,

115,10367 , 3554319 , 1113255829 , ¡»Ing-1030337, 1163119095 . Entonces:

.. .“2'15 7 30; ¡0367 25582. 3119925 - A.
J’ - -23 + 313.21 + 535.25 + 737.21 ¿(919.29 +5 - -0,LOOOÏ5923+8“s\E\<118°10

Para. YJi e Y, se tiene: YA. -S

1, y por tanto: 11‘27 , II\\]- 2

1
¿N3 -t

3 F t
‘33 -tz u, _tz '°° ’P b -335 “a

¿las zii: ¿1;2 3°_ t ¿«íiA-ïflom 356) É 4,4.10 . Análogamentet
-cn o, h I’m ü“

-t‘ 0° z 

22:5” dt< 25 e'tuit :y’ï [14901)]=\1ï(0,0"154)2 2.7.103, .
H



2

Valores. de' 3 ¿LL -1, 6 0,rïv171037 0,7 0,2652030
(7,: 3, 5-1: -1,5 237261 0,8 220365.1.

-1,4 324371 0,9 1930642
—3,0 0,0000004 -1, 3 11.3767 1 1660430
¿3,5 3 -1,2 5 9.919 1,1 1.201992
-3, 4 16 -1, 1 7314.77 1, 2 1162367
-3, 3 31 -1 9224.63) 1, 3 946400
-3, 2 60 -0, 9 11408138 1, 4 7536265

-3 214 -C, 7 1645893 l, 6 459100
-2,9 393 —0,6 1920106 1, 7 342395
«43,8 705 -C,5 52.196.966 1,8 259951
-2,7 1242 -0,4 2465491 1,9 19072.0
-2, 6 214.4 -0, 3 2713944 2 137790
-255 3630 -0,2 2930094 2,1 97969
-2,4 6027 l -0,1 3103199 2,2 69632
-2, 3 9809 É 0 3223940 2, 3 47408
-2, 2 15653 0, 1 3225740 2,4 32324
-2,1 244-92 c, 2 92. 5257 2, 5 21783
-2 37576 > 0,3 3222693 2,6 14534
-1,9 56527 0,4 3101746 2,7 9624-1,9 33331 o,5 2,8 6346
-1, 7 0, 0020598 o, 6 0, 2714633 2,9 ¿1197

A A 3 010002725

Resulta: 1,: -o,599¿195/g= Y , 1' = -o,5303'355 ¿(3, 5)
F 1 =
- 714m)

-1 l \
= -(0,0000592 + 0, 5303'355)= 4,1626299} . E1,valor exacto es:5/?

l z3 75 773 5 = '-'- ’ +““" ‘ ""_"
g< a ) ¡EG 5 6.10 6.10.14

9) 0310310de g(4) - el intervalo
no complementario de J

I

__..9¿__
será < 11311.2” ‘

4 9 le‘r m‘no;(3, 4.,
z. 2. 16m c

es \T\<90 , y el térmi

Para x=4 se tiene:

+goooo C, =-0,Í ‘_'—-—__

HW, s BH", - 2m.H,,,,l , y

H,=23005 , 1165150664, H,=929216 , 29:5324432 , 9927722000 . Entonces:
¿«4‘—‘s: 9.

por tanto: H,=8 , 02:62 , !i¿=464 , Ii4=3340 ,

-N> . 0 . GFI. 'j \ IJ = -2e 4 + 404 ¿“08 _+ #2319 + W +¿= -0,000001945+6
31302a 525.20 7‘702; gig-2'! -10

35 2 H, IE|<2,2.10' Gt ‘ co
Para Y, e YZse tiene: Yi: - í; dt 3 - -¿, , ¿u= m dt:

J? e m -9 "x 'Ï -t2 _ 3"
s B(O,0 743) _-_-8,8.10 . Análogamente: YZSÍ h dt<fi[1-®(4,5)} 5
a q ñ -¡o “I'- 2
- fim’o 197) g 0’4'10 ' Valores de É ._°-t

r7? . t

-3 5 o 0000007 ., o L- -0,5 031952250 1 0 1323692
-224 ’ 15 ,Ï 9k)” -0,4 2195321 1,1 '1160274
-3, 2 56 -1’5. 115633 -0, 2 2521273 1, 3 771141
-Ï3,1 1, 1 lrrt- 9- -C',1 2724760 ,4 1
-3 199 '1’ ¡L- .,Ï¿'.’53Ï‘7’ 0 2220942 , 5 475721
—2,9 21’: ¿394536 0,1 2964491 1,6 363454
-2,8 653 -1’ 7‘ 560,745 0, 2 2252986 1,7 272654
-2, 1149 dt, 51a?! 0,3 2797192 I 1.8 200271
43%?) 1952 ¿1:1 65776,?" 0, 4 2670949 1,9 145346-2 rr h o 5 ' ¿arme-¿v 2 103335
-2:4 2331 ’1 83933:“? 0:6 l 2531542:; 2,1 72122
-2,3 9030 “8’: 3:33:23 0,7 = 2094772 2,2 49568
-...2 14296 :0’7 13355;; 9,9 ï 1259331 2,3 33465
-291 _O;G 16115335I C99 1619253 l 73,4 l 22223



" " 145?” ‘7’9 9034. 3 3 301
1 1 k1 (4’03 ‘LL. U, -454 ‘, hdeUH123.611.118. 3,4 lrg
del pie de ln p5g.23 7,7 53232 ¿3,1 841 3,5 108

2,8 3702 3,2 504

359mm 11: -0,5173'907fg= Y , Y = -o,4585255 .°. g(4) g.c¿Lan-1')=

r. 5%(0,0’19 + 0,4585255) : -o,1/—159'538j . 1:1 Valor exacto está dado por la
-1 n v

serie asintótioa: i 4--1—-+ 2%,?+ + un): ¿(0.25869604)=4 2' \ F \¡65mm a -0,51259_536¡
10) Cálculo de ¿{(4,5) - En el intervalo (445) os ITI<29,2 , y el término

r4 ‘I'

complementariodo J será < 11'2Ï1‘2m? 6,5.10 . Para 1:4,5 se tiene:.. o O

85.45009 , 12:349071 , H,=2601531 , 53-118526785 , ¡{77-125116569. Entonces
_/‘5= ¡2, {32‘

l’ k
4015 F \ .

J z. _2° [g ¿ 6¡5 + 25009 + 260153; ,_ 125316569} +¿ = _0,07391 +¿2 315.33 737.2? 630.2“ —u
¿1 -t2 4 -31‘ oo lat’z<7,1.10

Para Y, se tiene: Y,=-/ Ld‘c g -/ -5, , E:=/ = .2...dt<-oo4,{-)-t —36 -oo 5‘4’5‘41

fi [ o ¡fi é o, o "g00- - . ‘ = w‘ - y. ._ OCW!",
< 16.2 1 E0)(v,c)] 16,2010 356) 1 3, 10 . mama e te:

2
°" -t 2 «13

1¿:/ Ht¿fi[1-@(E)] =fi(0,0’15) ‘5‘2,7.100‘4’05
-1?

valores ¿e 2 .2... -1,9 0,0047695 0,1 0,2538981 2,1 0,0057149
fi; 4,5-t -1,8 70146 0,2 2531214 2,2 38792

-1,7 101147 0,3 2455383 2,3 25859
—3,6 0,0000003 -1,6 142998 0,4 2345223 2,4 16932
—3,5 7 -1,5 198217¡ 0,5 2106256 2,5 10891
-3,4 14 -1,4 269303 0,6 2018573 2,6 6884
-3,3 2 ;-1,3 358079i 0,7 1819544 2,7 4277
-3,2 . 52 ¿«1,2 439025i 0,8 1608070 2,8 2613
-3,1 100, :—1,1 600956 0,9 1394357 2,9 0,0001570
-3 186 {-1 754741 .1 1186021 3 928
-2,9I 340 ¡-0,9 829571 1,1 089646 3,1 540
-2,, 0,0000609 ;—0,8 0,1123615 .%,3 0,0810134 3,2 310-2,7 1069 -0,7 1329375 ,3 650650 3,3 175
-2,6 1842 —0,G 1043615 1,4 512715 3,4 98
-2,5 3112 -0,5 1757565 1,5 396434 3,5 54
-2,4 5153 ¡-0,4 1062329 1,6 300790 3,6 30
-2,3 9366 ¿.0,3 2143460 1,7 223068 3,7 16
-2,2 13317 ¡-0,2 2306670 1,8 163673 3,8 0,0000009-2,1 20781 .—o,1 2423590 1,9 117403 3,9 5
-2 0,0031795 l 0 i 0,2507309 .2 0,0082668 4 2

Í
Resulta: Y,= -0,4563'543

'1 ' r——_‘-_——
_-_--7;(0,4G443;35) = ¿4287352) . El valor exacto es:l

-2 , .. (1' _ , ,—______
¿(4,5)2 +É,"- 4- + : ¿(0,22317721)- -o,1287‘3521,

fi: V Ú —;' U j fi l—_' ' — —"_'_

11) Cálculo de. g(5) - Es inútil calcular J. En cugnto a Y, se tiene:
45 z 4,5 —35 oa Z-t ' -t 77 -»21.:- Ldtz- -¿, , ¿1: g Lat<¿—1-g(3,5) 97,7.10

5-1: ‘ 5+t 170° -m 30).. - 3,5



. o n-t -1,2 0,0034022 0,3 0,2 94172 2,4, 0, 0013070
Valores de ‘-‘ -1,7 22500l 0,4 2000307 2,5 2713' ¡77' -1,6 132165. 0,5 1953350 {2, 5350

-1 5 182970 0 e 1729120 7 3347
43,3 0,0000006 -114 9422346; 0:7 1007010 {2:3 2019
-3,4. 13 -1,3 330429] 0,2 1410033 ¡3,9 . 1196-:3 3 ' - 3 13.3 l 0 9 5324014. 696

-3’2 «¿ig É’Ï 551É0016¡ï 1’ 1037709 i 3 1 392.2’1 ¡53 -1’ 091246 9:í 1 202763 .3’2 224
.3' 174. -o,9 2507343 1:2 703333 3:3 124
-2,9 318 -0,2 1025332? 1,3 562724 3,4 67
«2,3 569 -0,7 12127633 1,4 441505 33,5 36

-2,6 1721 -c,5 1507737; 1,6 2.36556t 3,7 10-2 5 29M -0,4 1700033 1,7 1 0033 3,8 5
-224 4205 -0,3 1945775 1,8 132090 13,9 3
.-2,3 7793 -c 2 20311274 1,9 ' 22407 34 1
-2,2 2392 -0,Ï 2190493 2 68290 24,1 1
-2,1 19313 0 22.50752 2,1 47295 ¡4,2 o
-2 225324 0,1 279201 2,2 31865;
-1,9 0,0044239 0,2 0, 2258614 2,3 0,0021070 i

Resulta: ms" -o,4035'362‘/’7= I 3 g(5) :ÉM, 2042631) = -0,1152'459. II

Iï 5 2.53 2Ï5’ 225‘ 2‘15”

= fix o, 20426215) 10,11 5221591)------m---b

El va10r exacto es: 5:1-(1 4- l- + ¿2- + 93'9- + 323-33-+ H...) :

Conlos datos obtenidos se puede dibujar la gráfica de la funciUn bus

cada, o sea g(x)[Var pág.26] . La tabbilla adjunta permite comparar los

x L g(x) calculados mm Valores calculados con los exactos.
G 5 I 0 47592" 7) 4759924
i . ¿6031577? ¿507.549 La fimción g(x) se expresa asi:

5 o 4832276 0 4232930 5 7a a a ,
2 0 3400203 0 3100270 -/7"g(x)=2x - 3 4 33- - + .....’ ' ' 3 5 3 o 7
L5 0,2517231 0,2517231 ‘ ’ '
o 0, 2011572 0, 2011570

H

EO

3 5 0 1c23203 0 o _ «- v — - 2 4 - 6 6
3.1. ¿1530536 0:14:9538 " fig (¡0’ 2 4x * g“ kr“ * ""'

5 ‘ 0,11524596 0,1152459 que se anula para x - 0,.9241388 , y el má
ximo de ghz) vale 0, 6105'031. Utilizando la.

g"(x) se encuentran los puntos de inflexión de la curVa, que corresponder

a. 7.:0 y ¡rr-1,502.
, 2

gs - Comugadade fit) = t.e"*
2

Los cálculos efectuados para obtener la conjugada de e‘t pueden ser
2

utilizados en la determinaación numérica de la conjugada de, me": .
90v 2-t

Se tiene: g1(x) :¿Í ¿ÉL-dt , función par que para x=0 vale-oo 'x
100

.. 2

i Í (Kat g l = 0,F 9 . Para calcular J con la (15) hasta obserVarrr -00 Mr? ‘
2 2 _

que fit) ¡- «ZyDe't g ¿dlfltbe't , siendo Hflt) uno de los polinomios
z 2 z

de Hermite; entonces: f'(t)._-_-¿Daft g ¿Hzüzhe‘t , f"(t) z ¿Hsüh't
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z 3 5

etc” y resulta: J = oe't [mila->4-h Hui' ¿1
‘Énfl

(2n+1):<2n+1>

Teniendo tabulad a la

T , siendo 2T a

h_ H .... ——-———4í
3:3 52.5Ü * (mmm-nl;
I-‘(t-th' F(t-Üh) y ru) a H2“¿t).e'tl.

resulta-t‘ -t‘
conjugada ghz) de e , la g¿(x) de no

im _t¿
¿Á Edi__dtned t; 11:. d s 9 t 16

inn 1a anal e e la ignen e relac m ¿“2:1 s ,n Jn Fx
l +09 1 _t1 l un _t1dt Á un e-t dt 1 ( )-—— o. - a ..' =- X. X

LD(1+ t-x)e Ut g 'n 3m e + "¡TLa t-x fi * g'11
.4

Recordando que para gggrande es g(x) 8 ¿(1‘ —1-+ un) , seranx 33
-111mx. (x --

)Hm g ) fi y
11mg (x) a 0 . La gráfica de esta función puede verXam l

se en 1a pág.26 ; 1a tablilla adJunta muestra su varia

x g,(x) own. La “pregón exacta esta dada por 1a serio
0,56149‘ 2 z 4 3 6

0 5 o 324732 1g (x) a 1 - 2x + x - x + 0000, y se verifica.
í ¡0:04297; qï.‘ É Egg

1 5 —0,16065?

0

:9 4.511586; f5: lïk‘ï‘nteque 84(3) ria'hz) . El minimo se presenta
2 5 Í en x: 1,502 ; los puntosde inflexión en z: 0,5956y cor- , a J l
3,5 -0,02671 ca de 1-2 , y la curva corta al eje OXen 1: 0,92414.
4 -o,o1962

5 -0,012c-4 o 42La conjugada de tre se obtiene en forma análoga:

+00 n -tz w: 2 1 un z1 t‘e -1 .22. 4 -.1. e" dt82""" FL, 17;" dt 153mm) ° °‘”- «La"' ' *
¡wo 2 2 No -tx -t L = x 2

2
0 0 092821 (x) la con ugad'a de o't Se ve ue g (x): xg(x)

ois 0,1'624 8.3332 8 J ° q z xoO 0430 S - c "’
1,5 ¿82410 _0:0793 u gran a puede verse en 1353.26: presenta un ma

2 ‘093517 ‘5a1813 x1 o en x=0 45934 uo vale O 1640 cort al o o
255 -0,1628 -o,1249 m ’ q ’ ’ a J, '091175 '095714 OXen x80 y x=o,92414 9 Y pasa por un minimo on3’5"C',C98000,
4 "o 0785 '0 0318 tre ¡:1 5 ¡(89 S verific u I x = 0

4,5 -o:osso -0:02/11 ' y “" e a ‘ ¡q ° ¿+3 ‘2( )
5 '090603 '090189 Para la conjugada de tóo' se tiene:

+w 3 -tz *° a z *w z

t o 1 2 2 _2_c_ -1; ¿g 2 -t83(X)2%jw ï ‘ “5m HDN):Á't-X)C cdt ï 1‘,Jn t 9 tdt *
' ' hn ° no 2

¿E -t 25.. '15 Z... Latam-«vL-rx (x
4' toa cdt + ,n -0)o cdt * ,ñ.—mt.‘ g )

Se vo que g3(x) 2 .1... + x.gz(x)¡ su gráfica puede verse en pag.26. Preañ
sente. un maximo en x= 0,59568 que Vale 0,36950 , un mínimo en no y otro

en x: 1,95. Se verifica que 11m33(x) a 0.
x-uoo



é 7 - Funciones de Variación sinusoidal

1) ProcedimientOJara evaluar el resto de la integral Seo.f(x)sen ¡.451 
See. fix) una función que tiende monotcnamente a cero pz-Ïra'x-no . En tal

caso la integral mencionzdeconsiste en la suma“delas áreas de infinitas

creadas p031tiVaS y negativas elternatiwmente. Si J_C_es suficientemente

grande comopara. que la' Variación de {(x) en una arcada sea Casi inesnsi

ble, se puede evaluar el Area de la arcade con la aproximación que se

quiera sustituyendo f(x) por un polinomio apropiado. Si el polinomio es

de 29 grado y ha de coincidir con fix) en los tres puntos inicial, medio

y final del intervalo, su ecuación .sera, tomando comoorigen el punto me

dio del intervalo y aplicando la fórmulade interpolación de Stirling:

pm i 3ta 'I- y4+ ,n (53-y°) + 1574172-"y1+y°). Entonces para el área de 1a arcade
+17 2-a

se tendrá: A 35 zP(t)cos t.dt s 2314-Ï—%(y¿-2yi+yo) , o sea:1: ¡Té
le ' l \ 7|

A ‘á‘K1-T%)(y°+yz) + 713 y“! 0,18943053086(y° wz). + 1,621138938284A (all

Comodos arcadas consecutims tienen áreas de signos contrarios, al su.

marlas quedan solamente los términos ¿T6731. Estos forman una serie al.l

tornado de convergencia lenta que se puede sumar mediante la siguiente
z

transformacion debida a Eulerz ¿EN Auu
uruzá-ua-uq-bcon t-"" '23?4' ooo.2 2‘

Z

siendo Au.“a [11.111, Auf AuL-Auzl , etc. Este procedimiento es tanto
más efectivo cuanto más lentamente decrecen los términos de la serie.

El área de la primera mitad de la areada está dada por la fórmula

o m i 11- .

APL/ P(t)oos t.dt . y“ ¿2%(yz-yo)+ fiypzyuyo) 8- 2 l 4
a ¿-ï(y°-y¿) --1ï-2(y2-2y1+y°)¡(9) y la de 1a 29'-por la fórmula x

7. (vá _ 4

A1330P(t)c03 2 (yo-)'¿)-1? (yg'zya*y3)
eo

EJJD - Aplicando1a {oOa la integral] ¿su dx resulta la serie' son

(1 8)—1-+E(¿-4-+-—L-....)=1r2-8+22É-Lc-L*-Lo’.)7- 3011'1'? v3 30,5 31,5 32,5 301ï3 «3 61 635 65 '

1/61 = 0,0163934426 \A 2
, 5204267 .A 3

1/63 = 0,0158730159 320262 A a
| 4284005 ‘ 28680 A As .1/65 : 0,0153846154 ‘ 291582 3326 0,00819537213
‘ 4592423 25354 471 1301067

1/67 a 0,0149253731 l 266226 2355 40033
\ 4.326195 . 22499 1792

1/69 = 0,0144927636 . 24.3729 104
4082466 7

0101 4084 5070
s = 0,0083310216



ww, -- a

'\.¡_.z

Resulta: Í dx ._. 0,06235501467+ 32(0,008:}3'10216)]-_mr 77 g 0,01060‘79438
El valor exacto de esta integral, dado por las tablas de la función

X

aux) =/ 322-1 dt , es ¿nr- 1,56018'83830= 0,0106679438, y por tanto0
—Io

e] error que se cemete al aplicar la (od es inferior a 10 .
MJÏÏ

son x
x133.26.. Aplicandola a. la integral / dx , se tiene:

_ 2: 7)

yo= o, 0476190485.
y; .—.0,046511639‘l7' A1; ¿[0,04761'9043 - 7%(0,00215‘4503) - 22(0,0450337)]:
yzu 0,045451545ñ" fi “

g 0,01493ÏL81(nag.). E1 valor exacto dado por las

tablas de 81(x) es c,01493'17606.

2) Error de las forillos anteriores - Es fácil determinar o]. error que

se conste a1aplicar la (a)..1‘o¡uando comoorigen el punto medio del inter

Valo, la fórmula de Taylor dan fix) = row t) = yl + At 4 Bt2+ ct3+
+1,72

y el área exacta será: S = [Tr (yl+At+ï3t2qct3+Dt4+nn.)cos t.dt =- /2
_ ÏÏZ 774 2 ' s A _ il- fiz ¡T3

.. 2y¿*(E-4)B+(E-6fi+48)D + ,... biondo yz- yi+A 5+BZ+C 5+
d

+Díï6+oooo, y,=

Area aproximada 8': 2371+ (1

- r5. El- ¡La f ..y¡-A2+B4 08+Dmm .....,1a(°<)dae1
8 7r2 ‘F"

1)(}3¿«i-¡D ¡3-+-....) , y el error será
IE

' n

"fl -o,34s 5.132 (XÏ)
24.

-7 - -o, 0145.ru(x.)s .. 8' (48-57T2)D+ ....
BIT

‘s ñ * I ' = L
ror 93., en ol caso oe la integral Áïr ------—JCdx se tenorá: fix) x ,

0l 343°,
(30,238)" m

que afecta a. la suma rie la serie del 123.10, que da! 39-2-5-dx , seráaï'

1! ¡A l
f (x) a , y e]. error será É’- 8 -4,3.104 . Entonces el errorx

—n

<4, 3.10 , y valdrá aproximadamentela mitad de esta cota.

¿Sncuanto al error de 1a fórmula (6) so obtiene, procediendo en forma
2 'Í

análogas 3r- I" _‘é’(-o6+3fi'- C = 0,9574 2,7252? O,16.f"'(x¿) , y el de

1a (¡37” el opuesto: -0,16.f"‘(x.). A1 suer ambasmitades se produce una

compensación 3' resulta el rerror í¡ado por la (r) . En el caso de la inte
0,96 -3

5’ 4,6.10 .
( I

gral del EJ.2° o]. error será É’
21,55)

3) Formla para cinco ordengcas .. Es evidente que la aproximaCiÓn que se

logra con este procer‘imianto puede ser aumentada utilizando un polinomio

do grado superior al 2° para sustituir a f(x) en cada arcada, lo cual se

l 4'“)! imponecuando1a curvatura de y: fix) se hace sen

M sible. Tomandocincoordenadasequidistantes,como
,.



-30

muestra la figura, y comoorigen el punto mediondal intervalo, el polim

mio de 49 grado que susti t‘lirfi a. fix) está dado por 1a fórmula de inter

pelación de Stirling:

ü, 2‘ a_ r(r2-1) ’ r2(r2-1 " 41?
.xt) u y1+¿J saca-¿'13 TN 35+-—5-4-—)-5y¿, siendor a ?

Ordenanc‘osegún las potencias de E y desarrollandoslas J se obtiene:
3t 2ta etf - - 17 - -— - - - o

124;) e ya.» 3“ (y, Sq+8y¿ ys) + a“; 3704-163"30y2+16y5 yq) + ¿3? 33+
, 4 .

+23;43937,) + %(yo Ay‘ ui-Gy‘z«4inW ). El área. aproximada será:
1/: q z 2.s' sí P(t)cost.dt. Www“) l WWW“ l

.v‘ 333“ 3“
r 3 .

+ ¿i‘ny W) , o.seacalculandolos coeficientes:

s'. 0,0418136984335(y¿*y.¡) + C,59045'41861‘05(y‘+y3) + C,735157659120.y1 LJ)

Siendo ru) - yz*Atábt2+Ct3#Dt4+Et5+Ft6+...., el área exacta sera:
{El 2 A Y; a,“ ¿ .ïb- _0- ‘ |- .- - - ¡ ; 

3 Jah (y -At-Bt -Ct ....)cos t.ot a 2y¿«t(2 4)B * 8 61 +48)D+(32
151K“ 1

- -4-- «v18011-1440 F «b.... , y expresando yoyflrjy“ en función de y¿

en la fórmulaU) , el error de ésta resulta ser “¿(- %€*165n1-1440)F uII
f (x) m

g 43,2454 .734. ._.-0,000341.r (x1) (e)53

4) Fórmula;para siete ordenadas - En forma análoga se tiene:

.1 1 2. 3 .2 .2_ M

PU?) a .VB'EI‘pJïair ya + ELLE-1:1»?!yaü 1—-;—;—¿¿Jy¿+
o u l 0

rng-lflrg-Q 35 r‘3(r‘“-1\(r2—42 " 613p . I "61 siendo r ._ Entonces:
* 120 ¡”3* 720 ¡3 ' - t °1!

1 ‘t

P(t) . yaa»52-¿[2(y,+yb)-27(ypy5)+270(y¡+y“)-490y3]+iia-Hyoch c
' v wr 7 —I—‘—- - -"

4,130153 ).-39(,,2 +3“ )+56y3] + 720 [Growh )—6(y¿ws ,H-lohr2+y‘)-2Oy3] + tax-mi.

nos con exponentes impares, e introduciendo E :
2 4 r 6t ¿5341? .1

S WEOOO]+ .“MEoco]* 51‘. [oooo]+T o Antonces el área. de
11-1 9 H 2o... 1 - 1‘ 4 o
20“, + 8-1“ 48 +38 )

"0
“5

una arcada es: Skj l P(t)cos hdi; s 2313+
JG í

. 815w-120n“+5760n‘-45080) , o sea:401i
-2. - . -1 .H

S'. (y +31) [1-189,r-n¿12329-933126} (ná-ys [RBC/fit-648001¡mmm.y
)

+559372-n]+ (¿a-y“) [-1647i2+158112iq.1398680n ]+ y3[2032ú‘-2090881i‘+
+1866240‘u’b, y calculando los coeficientes:



.31

s': 0,01726984261904534-375)+ 0,226031755¿19(¡¡ ws) 4. m
+- 0,40585'91763b(yl+y“) + 0,5817984518‘1.y3

1’1 0 :3 4 8áreaexactaes:S +0000‘ÏHt*ooo]COS 3
.T/Z

. ' B D u 1.1 1 8

‘ 33*?“z'm “Eh ¿“3384) +‘5_E(v"-120n“+5760n-46080)+ 

-%n"*105n‘-5o401%+40320]* .._.. Comparandocon 1a expresión de s', donó

hay que expreear ya35‘nyRysyb en función de ya , .resulta el error:

e 2 -2 H{me 22322 + 229.2 .164? ., 21.,1122222 - “64800., ¿595112. 1
_ ...__ -105‘

r 28 38 68 8 28 38 68 - J
.' n q ‘ ¿3 .

jr“: [_ 93431:.¿P5‘9872 .. + 504o]-40320} =_-gn(0,0563) , o bien:6 . ..
W)

e ‘é‘-0, 1126 5.9.5.3?a -o,o5279.fm(x,) m}
83

5) Fórmulas análogas a la de Gauss - Es posible obtener fórmulas afin má

precisas si se prescinde de la condición de que los puntos de división

sean equidistarvtes, eririendo solamente que sean simétricos con respect
el punto medio del interValo de integración.

“Y

ASI, para tres ordenadas se ponezí “z 1‘(t)cos t.dt "‘ P.f(0) e. ’ /z 
y desarrollando ambosmiembros se tiene: Q[f(h)+ f('¡)]4

1’1/ e

S z [f(0)+At+Bt2+Ct“+ ....]co's t.dt n auch-21312+831“+2FIB«».... a
"92 ' wz

g (P+2Q)f(0)+2BQ.h2+@Q.h4+2FQ.hG+oooo, siendo 11"] tnCOS0

Resultan las ecuaciones P+2Q=2 , thu Iz , (¿214gI“ , que dans

h¿ a LJ!z , Q o lia/Ih , P n 2-2Q , y el error es: e ‘é‘¡Hub-me) u
m

Z

l ¿3%(15-13/11). LosValoresnuméricosson: 1231-;-=

3: 0,46740‘1100257234, IN: ¿(f-4813384) = 0,4792549863‘57080 ¡

113. ¡“ala 1,0253612712‘4612 , h a l;0126612399'98 g Q = Iza/1‘ a
I o \ \ \ b

a 0,45584040803911 , P = 1,08831'918392178 g IB: (¡á-301“ 3 0,64405 ¡
0|

II "I
e ._.23(Ib-IÏ/IZ) g 0,30528 {72.31 n o,ooo<1240.r (e) ({a‘)

e

Anfilogaznente, para cinco ordenadaszj “a f(t)'cos tu“: É'Pflo) «i»Q[f(h)'

+ f(-h)] * R[f(k)+f(-k)]' H" , y deezíjrollando:
21m) + 2BIz+PDI‘+°.FIb<|-FL'!I¡+ ‘é'(ï’+2Q+2R)f(ü)+ emana y
+2D(Qha+nkn) + 2:9(Q116+Iïk6)+ 2m Qh8+RIc8)-» .... Resulta!) las ecuacione

P+2Q+2na2 , mama. Iz , Qh4+Rk4. I“ , Qh5+nk6. Ib , Qh8+Rk8=Ia, d‘

las que se deduce, por eliminación de Q y R, 1a ecuación sizuienten
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t

(142-I¿I<)12+ (Il Ig-Iz I‘ ):< + (If-Ivy) =*O , cuyas raices son h2 y k2.
2f(w)(0) ¡o ¡o

El error de 1a fórmula es: e ,3?Who-(Q!) +31: 1. He equ! los resul

tados: 'h =
k = 1,29644028004 q

R
0, 503782512403 101

| l (lo)

0,72538‘6'73'796 p = 0,7522109799'10 e 2 0,10999 5-(91 2 ,

0,120111998192 - 0,073031.r"°’(0) ( )

58 - Conjugada de i‘(t) = sen t
3'00 ¡(-6 #4)! oo

Se tienezïïgm: 362-151;3/ +/ +/ 8214,31}12 , siendo
“h -oo t-x -a° ¡1.1, X+h

4»l _ - 5
J: 14%;th -[h üfláïflldu- 2.608X(h-'3-1'3+:D%3'0000)g quo
converge para todo Valor de n , mientras que Y, e !¿ se reducen a dos

series alternadas cuyos terminos son las’áraas de las arcadae sucesivas
son t

xde la curVa . Las fórmulas del. É? se prestan muy bien para eve].

luar estas integrales. Asi, si es x=1 y se quiere Calcular Ya con 7 c1

rras decimales, la fóllnula (oO'da Áíï-ïiïidt con error S’-6.1Cífi, y
por tanto resultará jm con error 1-?43.10"?. La fórmla cia/3”.con III
error 1-?¿2, 5.10 , y las tres arcade: siguientes con error menor. La

fórmula de a: conerror íáj-10-9, mientrasle (¡7a. Á:ch error
Í" 6.16 . Si en J sotoma h 3 fi'ol , no queda más un por calcular para

obtener yz. Se tiene: J = 2(0,5403623058%;e)(1,6654182123) = 1,79965É6007
\ .

-, t)

n , _ a’\ -—- "o:

. . I
M l l l H - lt: 'm ' ‘ i - _

0’. vlrI ,7.' ¡.a \ ' " i, Ji" ¡a LW"Jl- '.
h

e . ¡h

Para el cálculo de YI se procede en forma análoga: ï¡=/ ¿ip-13-dt 2-oooo HT _ ,

:í 5%! dt . La (0069 [F clanerror ‘g"-4.10 , y entonces se obtendr-1 3
oo ,8 zm- _9

Árcon e ¿"-2.10 . La (J) de ¿”con e É?-7.10 , y las tres arcades siI rr377 -;o Z

guientes con errór menor. La (É) daí con e ‘3 -3.10 , y [r cm error
-«¿Z - . ur h

É’42.10 . Comoes h = fi-l queda la integral] , que se calcula mediantlT-Z

la fórmula de Newton-Gotasu otra análoga.

A continuación se desarrolla el cálculo de Yz. Los valores exactos que

sirven para control se han obtenido mediante las tablas de Si(x) y 01(1)

ï -. s . . w e 283185307 o 1992 9751
¡‘rcnc'as p' de div' ordena?“ 3,,- 6180678433 0:172212862

3,41594h700 0,413916074 7,330392958 0,1579633329
3” ¿986409242 0,334951075 7,953931634 0,145900595

J 4,712383‘92800,269368325 zn’ 8,3775ac-410 0,135945795, 5,438375718 0,225307549 8,9011W185 0,153,636.3387
6,003829260 0,199647452 9,424779961 0,118097490 (818m
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»1'C"1‘:° P? vie divis. "¡pintadas :I‘Ctadgs9.5 de divis. Orden-¿das

9,424777551 o 113567490 13 7c7952253 0,557950379
"W 10,215175124 0,108575557 cr 15,493351431 0,064543773

a 109925379273.Q,190055277 _ 17,27375p595 3,05145574g
afi' 11,7309724Ffl.(5U92755011 í, 19,054157755 0,058602365

12,59637p514 5,925457544 5 17,049555522 0,559033203
13,351752778 0,usosqooes ¡r 19,634Éofiu85 0,055552595
14,137155941 0,07511CP15 20,420352248 0,051452372
lg 922555155 n,571335845 ¿a 21,305750Í12 0,04545055215,707963268 0,557920379 21,591149575 0,047639127

a’ zfi

Calculo‘gg' jr Éíflïï dt--, ll: -0,55851b38- W
1 F’

yr 1j: mmmmn
t f(t) =¿Bí- Diferencias \ “:7

\\L¿[= -U,06834407
7F' 0,0/76591273 ¿x z

7,55' 0,0443324201 ' o ¿9 4
8,55" O,C38C}51SÜG¿0.ZÏÏ33 11%00158 0475977 . ¿35 ¿fAr: nn. """ ‘ “" 0 - 3') U " ‘ 0.' ’ _V

13' 8’252543292 3403-9256 sáeï'íïïïï 22.531” 13333€ 530514 p‘szaso’: "Ï,f““;'¿, 27659075 vfi‘p” 1599937 .1-“7‘ 225134 1.11 59- o 0.;267U63á Thu , 455c544 J . 4551¿5 a z 117665a,o,0an PJ 2C!
1¿’:fi. ¿?¿y:‘¿7¿; 19133095 :7gfirnh 755043 1:582, 97035 asgbo
¿sgïr Orgfiïïfi :i1? 17027507 g¿¿:3“° 552423 .3 B i . 61075

’ u‘ , 114...4|5.-.w00 1;; IL\¿,1_:}42(.I:‘.'u_¡_65 lu a.) v
15,57‘ 0,02C3666963 3555050 1827292 * ' ¡ g

6,55‘ 0,0155709913 °" ¿9 ¿3 q
llÏZES 60484 33727vüwol 26757ApliCando 1a fórmula de transformación de 27.174

Euler (veré?) a la serie de valores de f(t)
se obtiene como suma C,0:3368:9687, y por consiguiente:

oO v '

-J = O,189430531(0,04763É51273)+ 1,62113'9938(0,02368b687)':1»,04742858 .
¡rr Y

Finalmemte resulta: Il: -O,37951'925. El Valor exacto es {9,3795391552}.

Ahorase desarrolla el cálculo de Y”

Arcada P? de divis. Ordenadas Arcada P.Sde divis. Ordenadas

' 2,141592654 0,2414530c7 9,424777961 0,095525304
2V 3,555 91429 0,214355475 "r 10,213170124 C,032204605

4 139770205 0,192723151 ff 10,905574298 C,023554079
ïj 4,712398980 0,175559107 “T .11,7sco72451 c,578241308fl- 5,235937755 0,160352519 ¿12,556370614 O,C73?11682

5,7552575532 0,147533542 w 13,331753778 6,069677823
5 2€3195357 0,137302552 .ÍJ 14,137166941 0,0660625606,805794053 0,129095713 4K 14,922555105 0,062803951

¡í ,379292353 o 120942502 15,707563268 0,055n517oo

I 7,853951634 0,112545537 w' 15,453361431 0,0571545428,377580410 0,106637315 v 17,278759595 0,054708307
If 9,5c1179125 0,100993571 sï' 18,052157758 0,552454455

9,424777901 9,095925504 15,549555922 0,050378961
Zfi 19,5:¿954055 2,342401450

, Í' 26,430352248 0,046684573Resultaügfi= V 21,255755412 6,045383380
5 " 21,391145575 5,045495000

j, = -o,12804376W
1' .

J = -o,cscu9346
30'

r
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Q¿lct_go de S 529.2 dt11s
¿+1

t ru) - ¿- ¡Diferenciastu |
71 o, 04349319996 A 1 a

8 5a; 360964731 _ - 9404706 ‘ . ‘ A, í “246002”- 36264446 67,3670” 2607999 882,701 ,9. 51 0 u °° 29967739 v ‘ 1225296 - ' 344318.. ' a . ;p w, l
10,5“ ¿9’23‘546 24896530 53811409 1166915 v°83 1’94802 14951611 5a 269356216 A- ¿2,64494 | 343561 . L. 78863
12:51 2483243801 21.73%¿83230'41160 8.4334 227542 “¿29 43992
19,1 230355704: i55-453'58 24225468 2339993 1‘55695 71 7 25652
14 Sn 214908496: 19165471

15:5“ 201228759 1614874
350597

16, 51’ 189263896 ' <3

70653 A
34971 35732 19251

Para la sumade valores de fft) la transforma- 18340 16531
ción da Hnler da 0,021648233 , y por consiguien ï

(D _ | |

—5 a 6,189430581(0,04349Á3996) + 1, 621138933(C,021648233) a 0,04333407
"ïl

‘ \

Teniendo en cuenta ques sïnlt dt a 0,499631498 , resulta finalmente:«.2 "

Y .1 0221929021). si Valor exacto 65'0; 271319609

Rauniendolos resultados anteriores se obtiena para la conjugada, en xtl
1 L 'n {-7_t_"el siguiente valor: g(l) 3-11-(J *Y¿*Y1) n (1969740056) . 0135998343

El Valor exacto es: cos 1 E 0254350723659)

fi 9 - anjgggdg de fit) 3 °°5 t1+t‘

«wa i x.h. uh oo

1) Introducoión- Se tiene: 11.30!)IS Mi... a] 4.3 5.3 a“"“—‘"' ' -<»(t-x)(l+t2) .m M m
- w 3‘357'

3 ifi-J *Y . El cálculo de J 3 ghof.(X) 4’ 3:3 f \x) * 3'33 f \X)* ooo-ooo

no ofrece dificultad, eligiendo un h adecuado para que la convergencia
sea rápida. Las derivadas sucesivas se calculan con 1a formula siguien

te, en que r2c1+x2 y 1:1;(0- x a
co ' e: 2 . n-l n senaw n-2‘

Dn S Á3 s l os(x+n“ now-J cos x*-——1ï+2: -T cos x+—n‘ r í, r2 2 r 2 ¡2

4 A 

+ 31 {52.9.11I- cos(x*!1__r¡) i. .,"" (1)U I¡

Con respecto a la convergencia de la serle que figure. en 61 20 miem
l

bro de la. eXpresión de J , se tiene: an'(3'- i»ÏL-b go!-n -\- 2'- n + “n

n! n' n: rn rM r“’2 1 n! r

'ÏW )' 57k? *(n-1)1+(n-2): * ”" * r * 1 <—°rma 5'P0?tanr\
¿"Lightá
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3 5h h h
te” M49 1' 33+_'¿;,—+.....] , que conVGrgepara h<r.

Las integrales Y! e 1'2 se exnrasun mediante avries altornadas de areas

positiVns y nñzattvas de arcafias sucesivas de la curva y = -——°—QE-3—g-,(t-X)(1+t )
que se pueden calcular con «tran aproximación mediante las

fórmulas(rx), y del Q7. Los errors; de estas fórmulasse'expresar
1 _.

mediante las derimdas 45 , Gi y 83 de f(x) = —————ï—.
(x-a) (Li-X")

--¡1 1 a“: 1 1 "‘ Mi " - ' Poniendo a’co tI: -—-.- II-— . - ,
1+3 [JK-a. 1+3!“ g 1+a“[X-a 2(l+1X) 2(1-ix) CP

a2+1 g r2 , x = tgu) , 1am“: {32, resulta:

fmhc)='(«1)m - 3- eos[‘?+Sig-mm“ o YPorconsiguien-a1+a En”
fwu) 1 COS(5“)-4.50)

te, tomandoa- 2 24 .2 {xx-.1)? - filas (2)

fight) _ 1 cos(7uÍ-/.'..50) , ¿”(34) _ 1 _ cos(SM)-4591 4
OC - o 1' ? - 7 gi " 9 7 ( )7a aim-1) «Ef -- 2(x-1) . ¡21 f

. . .. , L Jr ., _.

La Siguien’üebíú‘iVaua dará tarxblét. null.- I‘n fi; 008 
.. 542-: mr a; 7- _ ' - n a - \
.. l+x2005<x+ .- fz “3560+É 2m).cos(x+ l 2‘ (2)P3COSUPJHTa“).

.cos x+ ¡liz-rr - 3! É ‘cos (fu-375d“) .cos x+ ¿ji-ES"+ u... (5)
2 u ‘od ¿ 3

\ ..—,4¡7 /—»‘_\ —.°¡'- \ 5/7
;ly'4";;.¡ï "\.'\_f’___'1271”"-¿7--- «i‘m-KT? 4‘

ÜrQLI/L'ZZSJ- }4 flaï ¿I \
(+-’:/.V'l‘l‘{;'/

1
2) Desarrollos en serje - Teniendo un cuenta que fue): —-—-——T

l (x-a)(1+x )
_. 1 1 31X JPuede descomponerasi: fix) - —5 - se t ene:1+a I-n 1+2!- ’ J.

cosx -1 {cosx [cosx jxcsx]-dx ——-—-dx-a ——-zdx- —L—9——-dx
Í 2) [ 1+1 l+x2(x-a)(1+x 'mz x-a

De las tres últimas integralesxla 19-se pgede calcular mediante las taI

blas de 81(x) :Í 5976-3dt y aux) :/ W: t dt , pues con x-a=t se0 oo

transforma en] cos(t+g_2¿t= cos ajcos tu _ sm 3/5011 tut t ' t ' °
_ 1 . ,Para las .2fly 3L deuufiil‘g a continuación interesantes desarrollos 611,39

ria que serfin útiles para el cákkulo numérico.
' l 1

Para |xl>1 son válidos los desarrollos ¿:5 a 1 - 3 +
- no... g04HX X
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x .. 1 1 1 .. cos x oo "H cos x—-2-—--+--. .. Enmonceszífidx=2hl>f-dx1+2: x x3 x5 o. 1+x "H x2." ’

jlficos x dx :z(_1)"[003 X ¿x . lamiendoE s en se tiene:x1+x2 neo ¡TH-1
r1 'Ï‘ 2 n-’ n-¿- - iE'-.....-
28‘" nx" n(n-l)3c"" n(n-1)(n-2)x"’2 nlx M x

calculando con esta fórmula los términos de la serie de integrales

14-12 n=1 X

el desarrollo siguiente en que s : 3h 1 a %(e É): 1,17520í1936}1380]:4.u
E dx E E E 2:13 313 1
——¿':18 _dx-s-+ (1-3)+——5(1-s)+—z.1+-- +

[1+x [X x 1-12 12X 1‘15:( 3‘ )

1-ÏIEOÉH-ÉI -) + ooooo , y separando partes real a imaginaria:
H B F}

cos x dx g _3Ígen x dx _ S cgs x _ (S_1)‘ sen x '(S_l)2‘¡cos x +j X X x5 + ¡5l+x
1 sen x Y

+ (3-1’-)3:-——T - (Salo%l)4lm:-5" ' 000.0 (6)
\___F'Ó.___J

00
"‘ ni '1 ,

Íüodx = E (-D" 53.3% y ordenando según las potencias de 5 , resulta

a: x“a __/
sen x _ C S x sen x C S X _ sen Xdx-s _L_dx-s._+(s.1) +(31)23 

1+1: X

cosx_ .- _].._ .senx- (b1 *ooo-o
que convergen para le>1 , pues el coeficiente numérico se acota ash

S-l- «15‘- 00-0' 1 = -L + 1 - 0.00048. (an-1): am (2n+1)(2n+2)(2n+3)

(._.1_ 4. 1' 3 + 1 5 1. ,..,, .-:-%Ï¿- , y se ve que tiende a cero
2n+1 (azul) (211-1) 4n +4n

para n->00. sin forma análoga y siendo C = Ch 1 = ¿(9+ é) = 1,54308’06348152438...:
/ 
J XL} E E E E l

ffigdÏ3C/XÓX+E(L-)+fi (l)+gá'31x(1+2‘)+a l" |"‘

g * 3oü (1+12».!_c)+ ÏÉÏSG+1 + fire) 4, ..... , que se desdobla en
j G. G24 M-q M

x--I——°°Sx dx a c “¿Si dx - (0.1)”n X + (c-1)° 9 x +(c-1_ ¿Jam-QE 
\ 1.1.x2 x x gc 21 x

cos x _¿ _ ¡sen x
l! - (C-l- -(C-1 2! ígj4.—;ï' ooo... (8)RG —-/ s-——, 4 Gs—"

g f7. san x dx g ¿[58112: C_ cos x c_l ¡ep x _ C_1_ É zlc s x _K ¿El? x dx + ( l) x + ( ) x2 31 fia

—(C-1‘ 1-(0-1-É!“ +ooo...L1. A
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Los Valores numéricos. de .103 coeficientes son:

F3:- o,3504o2387287603 05: 0,086161269630488
F4: 0,051207161862808 Ga: 0,25848380889146
F5: 0,20482864745123 G5: 0,03393523556585
n: o, 02414323725617 6.: 0,1696761778-2925
Pp: 0,1448594235370 0;: 0,0180570669755.
1%: 0,014015964759 G3: 0,126399468828
F1: 0,11212771807 03-: 0,01119575063
F”: 0,00914946264 0.o: 0,1007617556
F": 0, 0914946264. G“: 0,007617b566
Ez: 0,006440991 (¡La 0,083793123
FB: 0,07729069 0,3: 0,00551747
E4: 0,004779 0,4: 0,0717272
FU: 0,06691 0,,a 0,00419 0,5: 0,0628

-3) Otros des_a_rrnllosen serie - La infogral [a x coa x.dx admito otrc' 1+}:

interesarte desarrollo en serie apropiado para pequeños Valores de E.

n 3+7;:lÏLAÉi]:' gi;- 5.131113.Di’ando 2{1-bix 1-11: 1+1! ’ a a

1 :jáfigcos x.dx=7¿/1+1“

tgq)‘: x , resulta:

I 2%alfa-¡1.22.262:gïíuqmlch lj'gllïl‘.a: - 3h1 64}
6

ÏIÏ cos XodX , y con 1+1X = z = 13614),r=/1+12,x

Ch z .. z z z .. u-d - CII- " .... .g 
Pero z z log z + 2:2 -" l“ 4- #6164- u P 4- Q1 , siendo

- lo r oa 2 os 4 + os 6 +
g 1’ 212 (P 4:4 q} 636 LP un"

Q-'CP+ r2 +.L JE," _" en 2 n 4 + no...
2.5 “se (P 616 en 64’ _ oo

Además; 8-5}!d: a z + + 4' + ooo... - P. + Q'1 SÏBHÓQz 3:3 515 717 '

OS 'Í' 4' '_'c ooooo oo
a r‘cos + 3:3 = (P 515 08 54) 717 os 74H. '

3 5 7
. = (- ' L. A ¿v ' unr-n

Q rouenq*3‘asen +.slssen 7178811 000000.

Entonces: I =ïfií (1-18.)[Ch 1.04921) - 3h 1.(P'+Q’i)]} 5’
= Ch 1.(P+aQ) - Sh'1.(P'+aQ') (10)

Tambiense tiene: dx = Ch1.0 - 8h 1.Q' (11)x ..

. tr: .

jxlï-Z "xdx = Ch 1.? - 8h 1.P’ ('12) . Estas series convergen rápidax J . l 1

-u----.---»—-

Procederé ahora a calcular el valor numérico de 1a conjugada para a=1.
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con siete cifras decimales. En la pñgy4/ está el cálculo de J con h=Q.
que da por resultado J = -0,2763575282.

W

4) Cálculo de Yg - Aplicando la fórmula (a) a la 73 arcada a contar de ;

se Cometaun error, dado por láaty), que vale 2,3.10'9, pues la (2) de

' este fi da: 2-;EZ1 : 0,036653 , yral sumar las infinitas areadas que aqui

valen a_/;W ¡ÏÉÏY%ÏÉÏEï el error será afin menor, aproximadamente la mi
l tad de aquél.

ArcadaFarm‘r75rr°r La tablilla adjunta da los errores de las diva:
7a C“) 2,3.10’9 sas fórmulas aplicadas a distintas arcadas. Se

Éï Gx) 69Ï019:: ve que es posible obtener con 7 decimales el ve

Z; Ï::::;.9 lor así); mediantelas fórmulasyg/d), (J) ,
a; Q5) 1,6.10‘: pero la primera arcade, o sea [y Z, se obtendri

1 ÏÏ E2; 124;:S; sólamente con 4 decimales mediagïe la fórmula
l lg k -<rj 1,5;10-5 (¿713 la (x). Para calcularla con más aproxima

ción hay que utilizar el desarrollo en serie e:

En las pag?42.9 44 figura el cálculo de

¿Lv-¿Q- "
sflh

Í = —o,1294o'14903.Mi

conviene calcularla con la fórmula de N-C. E
Z

puesto en la sección 3.
Bflh

.¿Í 1157 cos x.dx a 0,4005839713. Agregándolek ¡ri/Zli‘x d 

3MQ l

1 Í 222.1 dx r -C,5299854616, resulta:x-l "Q

Á;h

mi
En cuanto a la integral

la pág.41 figura el cáklulo de -¿ X cos ¡.61 , que da
rï/a. "Z 1+):

l

-0,0287Í56559. Agregándole fi EÏÉÏE dx = 0,1124115096 , resulta:
mi 41 O9

/ : 0,09369'55537.Acontinuación va el cálculo de/ ¿ELE-d;bl ¿"/2 (t-1)(1+t)

Arcade P? de divis Ordenadas “Arcada PE de divis. Ordenadas
\ ’ \ l

Í .1,7123¿r2980 0,011007397¡ W 10,99557f1288 0,038a0690
5/2 5,2359257756 8307350l 1 11,780922451 663532

5, 7595€|6532 0148225; 12, 566370614 5434054
WL 8,283185307 4676066} w; 13,351769778 4%6106,906734283 3031:3635 14,137160941 3 1971

7, 33035.2058 28860835 15, 7079 63268 274442
7,85398’1634 232i7519, , ts}; 17,278759595 20.5070
a, 639379797 1730600 I 18, 349 55.5922 1¿7235

J 9,42477, .161 1321409I 20,420352248 123190
10,210170124 1031619 7% 21,9911 ,575 98304
10,995574293 025690 23,661944902 79693

Las áreas de estas ercadns son:

st
1Wz_

¡Mi

ama
1

[l a 0,01013415 }l

0,00110873

ÏH/L

.a.

mi

LVL = -0, 002733138
wii/Z ,

-0, 00043626
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C'álculode í cos t'dt
4.- .1: fit) Diferencias(t-l)(1-t )

air 0,04654978 104653922 A2 As ‘
977 4580 “ 71648 3125274 29833 . A e

101r 3.52782 83,150 41815 16037 1.3746 6855 A A; f
117 249323 57.531 25728 9336 6891 3,214 3641 2031 A A?

o 1'91592 16532 * 36‘77 4 1610 1168 _la” 41199 5519 1604 63 668

14W 1'20207 ¿5619 7567 gzáo 1216 ¿73 384

16n- 80306 13432 3850
17,7 66874

La transformación de Euler, apliCada a la serie de valores de fit), da

la suma 9,04388116 ,I y por consiguiente:
(M

=' 0,189430<o,o479693) + 1,621139(o,o4388116) .: 0,0478015
¿59'

Reuniendolos resultados parciales se obtiene finalmente: !¿=-0,08602'2€i

o"? °° c t dt

""""""" mou-nun: ) -o,¡(t+1)(1+t)

f(x) 3 l -]-'- + lnx 3 l J- + 1-1 + ln 1 , resulta:
2 x+1 mcg 2 x+1 2<1+1x) 2(1-1x)j

tmbn)= ‘}(-1)nnlï l 4-¿cos[- E + -(n+1)ü’1}y por consiguiente:(X*l)nfil PVH-l

IST

f (x) = 1 1.._.. ——-5 + --¿c_os(5w+4so) (2')
24 2(x+1) far
II

LEE). -.- ———---,i14- -—-fl 09(7u)+450) (3')
¿2° 2(x+1) ¡[27
(a

f'lx) 1 * 1
81 2(x+l) fif’

Amada Farm. Error La_tablilla adJunta da los errores de las diversas

¿ad 5.10-9 fórmulas dels? apneadas a.distintas areadas, a
1°“ 3.10'8 contar desde x={;fi". Se ve que es posible obtener
(J) 7.10'l 0°

8 10_ con 7 decimales el valor de mi mediante las fór

(g) ¿Jo-9 mulas (a) , («Oy (Z7, y el de [VW con la (W. La¡ n a,

Ü) 9'10 integral]. [Zse puede calcular mediante el desarro
'¡‘áv‘n‘iv‘iáw'ï‘wï‘m‘ik

' o

llo en serie establecido en la sección 3. En ola pág.“ figura el cálculo
3% '-x "

de L3 cos x.dx ,Uque da 0,39181,4C741.Agregandoé e“ x dx 7
o 11»): 3% ‘ o ¡(+1

= 0,0883509128resulta: / ¿15-3-1935- = 0,4801649869. En'cuanto al va
0 a? (1+t)(1+t ) o;cos t.dt cg hdi: ' +

lordef—----T—¿¿¡—-=-"/qS 2 ¿+ltzcost.dt,selo_,'g(1+t)(i+t ) o (1-t)(1+t ) 1-t 1.a:
calcula con la fórmula de N-c. Ends: ¡159-45a." “Mi... -q “1.....- a
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og 0.8

¿J 2-51”cos 1.0:: 6 0.41310'90291 g agregando ¿í 3??! dt - 0.68679'34994¿rx 0 "
0 o C03

M (1+0 (1+t2) m

A continuaciónse dasarrolla el cálculo de} ¿gi-Lu;- s399 (l*t)(l*t“)

resultggj = 1,0999625884.

Arcada P? de divis. Ordenados Arcada P? de divis. Ordenados

4,712392990 0,007643452 r10,99667429 0,0368¿BR.SB
5, 235997766 6643369 11, 78097245 - 539701

251 5,759536532 4329112 4 12, 56637061 49847
í 6,223195307 3391994 13,35176578 3326761.51 6,80678'4083 2706264 [14,13716694 329899

7, 330322239 21933177 15, 70796327 241391
L 7,963991634 1801763 17,27876960 122632

3.57. 2,639379797 1371632 1 18,849" 392 141392
—S 1 9,424777961 1067963 20,42036‘225 111683

2.51 10, 210176124 847569 21,99114257 2.2752
b1c,995574223 683858 L23, 66194490 40713

m 52.511 ¡
Cálculo de] ¡EQ-hai?)- AM azdo’oonmw

1.5“ *t‘* * í . a .o,00219'9660
2.511

K511 |t 3Mia- Diferencia,S '
(“Du-bt) 3.5111‘53" .

a -0,000377953
5 A A2 3 “L”

9.1. 0,0 604651 12,9089 ¿3- a 5

11“ 235299 53609 33342 9219 5°” 2760 3037 1670 A
12a 191690 15123 4979 3240 1.393 1367 73° 990 510A « 38436 0 4 1947 ‘ 637 460

14a 114262 21330 7012 2041 1091 419 337
151; 93532 M359 4971 ¡369 672
15W 77173 12757 3602171i 64416

Aplicando la transformación de Enler a la serle de valores de {(t) se
obtiene 1a sum 0,04357012 , y por consiguiente:
ú)

LH: 0,129430(o,o440713) + 1,621139(0,04367012) a 0,0465599.Britain". 03

Reuniendolos resultados parciales se obtiene fltmluzento-ÏJ3= O,C0566Ï
Y“: -1,58572925. Entonces el valor de la conjugada para 181 resulta ser:

gm agua:1 uz) =%(-1,89964216) 450467499 . -1
El Valor encantoesta dado por la exprosidn g<x)=- maga-E (81.109del1*)!

2) quepara x-l da: 30.) ¿(fl-sen l.) a r—*' ‘ -""
E3 ’ \.¿6046752129997_)
La grafica de 1a conjugada es la siguiente:
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t
10'- Cálculo de la congugada de 1’(t)= cos para x=l con 10 decimales9 luz ’

(II

1) Cálculo (’19J - Los Valores de las derivadas hasta f ¡(1) son los si
guientes, siendo s: sen 11': 0,84147'09848'08y c: cos 1’: 0,54030'23058'68

. . II
r'(1)= ¿(amp -0,69088664534 r (1)=2oo.s-311,5.c= -0,00997'132

. . (9

r"‘(1) = gC-s .-_-o,03101‘75260 r’(1)=-14724,5.s - 9454,5.c=-17498,528
¿[(1) = ¿(393+25c)=23,16246303 f”)(1)=616775,5.c - 396027.8 = -o,00482

' - fila) 1316Tornandoh=0,2 resultas J: -O,2763575282.Por ser l (DF-176 ,012. ¡3 V2(0 '2 1316 "2
1-3113 1%

oo

2) Calculode Y¿=/ M35- . Teniendoen cuenta queE ¿z(t-l)(l+t‘)
¿

1 2 —_—1 2 l .. , se puede escribir: ïZ: á 925.! dt ..
(t-a)(fil+t ) l+a t-a 1+1: ¿z 1;-1

¡Z 55/2 '

- ¿r Í -—21*t.cos t.dt 4-] “lt-ft Os t.dt +/W 1 t °’ t'“ 3 ém- ¿“HAY' [ L21+t, "/2 1*" ’"h 1“ +1”
Ixe estas cuatro integrales la 15 se descomponeasi:

(b

Afirma“ 1 t : cos 1/w—--<ic°St t - sen 1/ “en t t 9 Y “¡311123360
0,2 t qz t x 7,2 t x

las tablas de las funciones 31(x) 3/ 39%Jót y 01(x) 3/ 22%361:1'6qu
o oo

ta: A = o,54030'23059(1,04220'55957) - 0,34147b9848(1,3712¿oaasa) “'
= -o,59075'27871

La 25 integral se puede calcular mediante las fórmulas de Simpson y de
1,3:

Weddlocon 12 divisiones de amplitud h: 0,03 , que dan/ . Quedaun
1r/ 1, 22.

residuo í“ , que se calcula mediante la fórmula de Simpson con dos di.
visiones ae amplitud h'= ¿5- 0,78 : 0,00539'21534.Con la tablilla adJuJ

u 1a fórmula de Simpsondu
2 1+1: 45-4t cos t l t 09 t

__ + 111;? ¡ n a 0,05738'79360 , con un

1,20 0,362357754 2,14 0,326716008 errorcg ¿(0,03)5fw(;), Toma;
1.23 0,334237??? 2,5129 0,296609547 15 '
1,26 o 305816908 2 58'76 c. 267099324 .. x:
1,29 ¿277120275 2:6641 0:239206825 ('ZZS 1’4 1° (5) “159 d“1,32 0,242175452 2,7424 0,209950061 :_
1,35 0,219006627 2,9225 0,182343920 f (1'4) 2'56 y d1°h° “mr
1,33 0,189640231 2,9044 0,155400422 será .9 4 1 102-9
1,41 0,160104312 2,9881 0,129129344 -.—’ ‘ '
1,44 0,130423709 3,0736 0,103537822 ,
1,47 0,100625733 3,1509 0,078631263 La firm“ 6° “dd” da'
1,50 (3070737202 3,25 0,054413232 / _ v ,I1,53 0,040785011 3,3409 0,030885713 ¿a - 0,057387940799 con erre
1,56 0,010796117 3,4336 0,008049295,% er

2 ¿(0,03% (5). Para 5 =1,4
fl- 70 4}

1a (5) antes Citada da f (1M): -32,l y el error Valdrá 10 . Se puede
¿5‘ .

adoptar, puesz/ 8 0,05738‘79408.
1.2,



La ordenada en x : ¿fi‘:h'= 1,56539é1634 Vale 0,004oï34723 , y as: resul
"/2

ta: / = 6,00C'04'33710, con un error despreciable. Sumandoambosresulta
IIS; I

dos sa obtiene finalmente: A2: 0,0574313118. wz
a . _ ut

3) Cálculo de ¿2- u]. cálculo de la 3- integral ha- tii-Ecos t.d1: sefl/¿ ¿

efectúa mediante el desarrollo en serie establecido en la sección 3 del

ÉQ. Con a=1, 1+t2ur2, tgf =t , se tiene:
2 ¡ 4/"

I =/ Big-cos t.dt = Ch 1[log2r ¿»0+ ¿década? -459) + LLacosMQ’-45°)1+1:2 212 414
6 3

+ eLé-COflGCf-é‘fiü)+ un] - fifih 1[r.cos(-1?-459)4- cos(3€f-45°) 46..“
5

+ «33(st#15:)+ .-.cn 1.8; - Sh1.82
Hay que sumar estas series para t-gg y tm} 71‘.A continuación se de

0 I

Sarrolla el cálculo para t==Ég . Sa ticnex r“=23,2056059024511 ,
r=4,8173¿39358b2o , Dog r g 1,5?22ié5738h08 , 4>=1,36169í6829512

_ (7891'9v07115'628)
El siguiente cuacro se refiere a SL:

CUADRO N9 1

n nF fi r JE r 2 fi‘n -- cosn-- --—- cosn-n M (H m ¿nm u
l \ \ | 1

g2 1,9379252025449 -o,358993118¿€92 8,204775615AS7 -2,9454q79854b1
4 4,6613635684373 -0,050993279#219 7,9335q2793283 -o,404597034557

j 6 1,101565627g500 0,4521993756258 4,0913433944b3 1,8501047372 7¡ 8 3,8249g99931g23 -C,7754É72687049 1,27160,271250 -o,986013224'
110 0,2651480519550 0,9650537141249 0,262307358858 0,2531406909p9
12 2,9385314178973 —o,9883QB9803409 0,03842b7oo452 .-c,osv980418068
,14 5,7119;47333396 0,8412146807223 4200108636 s ,003533193045
,16 2,152112942502 -o,549134a77853 355360405 - ,Ouv195137168
gls 279920'43g281 0,16238497 23955585 o, - 3890027
'20 75223' 1942 0,2523431 1316671 o, 332254
22 231925'20" - _o,62357s 60125 -0, 37493
24 I 27927'38" 0,88732 2317 o, 2056
26 ¡ 183P2?’SG" -C,998 76 -0, 76
23 . 339932'14" 0,94 2 o, 2 1

Resulta: s¡= 0,66533b265d09 y Chl.S¡= 1,0282623700é4

El cuadro siguiente, que se refiere a S2, se construye en base al ante

rior. En efecto: coa(k(P-459) = ásecQícosOÏ-ÏLJf-‘HEH cosflíïfi-ASÜ]
siendo ¿sac4>= ¿r = 2,4086619679010 (cosq>= 0,20758213035577). Además:

JE's 1,414213562353097 , cos 459 = 0,707166781Í86548. Conviene poner:
2 o 4 ,,

32: r[ {ganar-45°) + r3”; cos(3(f-450) + ¡Ls-IC;00564-1159) + .....]

NOTA-Loscosenos del cuadro 1 se pueden calcular con 1a fórmula siguien

te (desde el 39): cos(k4)-459)=2cos(fiCP-450).cos 212- cos(lÏ-¿q)-450)

siendo cos 2(P==,—0,9138Í76576%3967

44_J



CUADRO N9 2

_. l' n-I " n-I

í n n ¿f«15€ cos(n 4’-459) L'E- Ï-T‘n/gcofln ¿PASOn.n n n

1 339 1' 9907 0,3394331396046 1,414213562373 1,165891299919
3 139 3 27,21 -o,9876306632785 1,923293470042 -1,900543330097
5 345 5 45,35 0,9663576211640 1,269366946925 1,226662530473
7 141 8 3,49 -0,7736169923234 0,500991313600 -0,390073565949
9 297 10 21,63 0,4566737473324 0,125590347927 0,057353314771

11 93 12 39,77 -0,0560140752379 0,021679294120 -o,001214269599
13 249 14 67,91 -o,354aop4451962 2729736127 -0, 966792425
15 45 17 16,06 0,7035460611 261340093 o, 183364799
17 201 19 34,21 -0,93152523 19673932 —o, 16326764
19 367 21 52,36 0,9969423 1194461 o, 1193198
21 153 24 10,49 -0,994177 59713 -o, 53394
23 309 26 26,64 0,63529 2500 0, IEBS
25 105 23 46,78 -o,267 89 .0, 24

3690164: S¿= r(o,277191346600) = 1,335272330717 .3

sn1.s¿= 1,569213636398.Entonces en el limite superior tsíï‘ae la in
tegral As se tiene: ch1.s,- Shl.S¿= -o,540921266314.

Hay que repetir estos calculos para t=%?\‘. Se tiene:

r _ 3,46740110027235 , r = 1,86209539911869 , loger = 0,6217626754444 ,

(P: 1,0033343213539(59931'691062742). 31 cuadro sig. se refiero a 6,:

CUADRO No 3

7r ñ‘ "JE? r“ 2 7?
n ni?- z 60901?- a) 5m fioaé (¡l’-

2 1,2223714903104 0,3414177264530 1,225911415543 0,419547863329
4 3,2301411240182 -O,996082145I@30 0,177113607956 -o,1764197o2547
6 5,2379107677260 0,5016644616015 0,01364Ü198202 0,006346314201
e 0, 96249161042642 o, 571473123459 5337541353 o, 362174170

10 2,9702647479620 -0,9853592398 19533154 -0, 19247174
12 295913'13230 0,2625321 427564 0, 112254
14 4o 15 25,52 0,76315 6982 o, 5323
16 155 17 36 ;-0,908 39 -0, 30

Resulta: sp: 1 374905041779 y Ch1.s,= 2 693129662096.Í U

El siguiente cuadro se refiere a s¿. Se tiene: c634): 0,53702927214631,
cos 2cP= -o,42319912171600 , %8904)= 0,9310479446593.

CUADRO N9 4

i n-v :' ‘04 '—
n n p-450 . cos(n47-459) 2.112 i ï-Jágcoa(nc/-450). nln ' nln

J

1 12o 31' 6911 0,9762266676599 1,414213562373 1,330592690215
3 127 33 19,32.-0,6096239613921 0,272424769011 -0,166049413293
5 242 35 30,541-0,4603265774994 0,029333177274 -o,013044816154
7 _
9

367 37 42,76¡ 0,99914356791 1671095494 o, 1669654323
112 39 54,97¡-o,3853467334 62693003 -o, 24120012

11 227 42 7,19¡-0,67293673 1614310 -0, 1066409
13 342 44 19,41> 0,9549615 30361 o, 23994
15 97 46 31,62 -o,1353 434 -0, 
17 212 43 43,841-0,840 5 -0, 4



Resulta: s¿= r(1,20314'31226b1) ==2,24036‘78626'16

sm_.s¿: 2,63288'29863117.Entonces en el límite num inferior t: ¿ñ‘

de la integral A3 se tiene: cn1.s,- sm.s,: 0,26024'66757'39, ‘yol vale:

de 1a integral resulta ser: AJ: -0,80116'794255.

’/¿

0‘

4) Cálculo de Ag—La integral A4=/ ¿Ü? cos t.dt se calcula mediam’ 1+1;

los desarrollos en serie establecidos en la sección 2 deléQ. Conlos
2.

límites Oo y 73.2“¡mm-n, poniendo p = (á: (O,2122665907892)2,3a art Ñ 0,0450316371744I \ Í
p2= 0,0020278483466 psc 0,0‘1851777 pg: 0,0’169
pa: 0,0‘ 9ï3173‘310 ¡36: 0,03 83389 pg: 0,0" a
94: 0,0f 41121'm9 p7= 0,07 3755 ao tiene:

v ao .

cos t .. sen t‘ 4 2 3 ]La 1-.t20 "á t + p OOOo
°°t t °° t.C/ Ji. : “¿:I- - +Qype.....]

w; 1+t2 p 35

Pero s w 59.2.3 dt = s<-o,oa757b4272) = -0,04u5%8521l/
w

y c m 2%! dt : c(o,1984o'75607) = 0,30615'88647¿

Ademas: rz'p : 0,00788‘9596585 0‘ : 0,543050634515
¡5,133: 0,00010'38403'53‘ Gsp = 0,00387'99830'32

| I

F6p3 : o, 2204696 05132e o, 68815511
F,p4 = c, 576'36 G;p3 a o, 1648923
Fmp = o, 16'94 ai p4 = o, 46039
1?qu z o, 54 0,,p5 = o, 1411
13,57 = o, 2 (¡qu s o, 46

0,00778'79042329 “Up " 3 °o 2

0,53926'78630'43x 5%:
Resulta: = 0,114436194'738

m m
cos t .. ' t cos t - ’

dt = o 0063719571 / —L—2_ dt - o 1917226700Á, 1+1:5 ' ’ 5% 1+1: ’

A4; 0,22309'46271. Finalmente: ya: -0,03602'23382.

5) Cálculo de Y. - Esta integral se descomponeasí:
9,2? 0° ao

xl: _/ cos 1:,“ z _ co; 3.61: 3 ¿j [_1__ 14:21“. t.“ g«ao(l-t)(l+t2) -o,i(1+t)(l+t) ,0”;Mt 1+:

°° cos t jo 1 t 3%t 1= m} ---—- dt - 3- " coa t.dt + / ---2' cos t dt4,9 1+t ‘ _,__gln! a? o 1+1: . +

+ 3; fi? cos t.dt = - 531- ¿Ban ¿135+¿B4
MV; ü

Para la 15 integral se tiene, con 1+t=xs 3,3/ _._____d°°’(x’1)x :x
0,2



0’

30031/ cosxdx+ sen1
0'; ,1

Ó

X

-45

x
sen X..——dx

+ 0,8414709848(1,3712402383) = 1,71696á9603.

: o,5403003050<1,0422655957) 4

,b’ .

La 29-1ntegral: B¿:[ ï-ÏÉ eos t.dt , se puede calcular mediante 1a für
mula de II-C para 6 divisiones ap110uda 4 veces sobre 24 divisiones de

amplitud h = 0,033 , y completando con la fórmula de Simpson sobre ol

intervalo residual 2h': 0,008. El error de la la fórmulael

e z,.9h9
’ 1400

(f)
f (f) , y tomandog = 0,4 la (5) de la sección 3 (16159 da:

-¿
r'fíom) = -30168 , con lo cual resulta e 3’9.10, para sais divisiones,

-I
y 3,6.10l para 24 divisiones. ¡31error de
A continuación ae desarrolla el cálculo:

na18.:. fórmula es mucho menor.

t cos t cos t 1+t
—-2cos tl-at

0,99945 549
0,0978 790
0,9951 ¡501

09,591300542
0,9864 5355
0,9804 956
0,973437931
0,9553 3928
0,9562‘8749
0,945042344
0,934835791

0,39 0 023511205
0,909382166

1
1,0313'4480
1,0590 5003
1,03300u223
1,102932791
1,11872b225 j
1,130281853 
1,137599689 ¿
1,1407dgsoa
1,130585223 ¡
1,134670620
1,12583 492 3
1,113370953
1,09751É679

0,30516b810
o, 2379969710
o, ¡3033115411
0,846723501
o, 828700593
0,809791304
0,7899c¿231
0,769332936
0,747835912
0,72552É570
o, 7024-9 ¿202
o, 6995;?b552
0,696706709

1, O78523630
1,056648033
1, 03216;L393
1,005335265
0,976433758
0,945734711
0,013475567
0,879906462
0,845252485
0,809728510
0,773532934
o, 769108965
0,764678095

Aplicando 4 vasos 1a fórmula A a 9Ï%%2[4l(35+52)+216(y¿ 4y3)+27(y¿ ¿yc/H

+2725] resulta: A = 0,82006'53156.Para el intervalo residual se tiene:

A‘g 2L959É(y,+4y1+y¿)= 0,00615'28626 , y por tanto resulta:

BZ: A + A' g 0,8262Ï81782.

eo) Cálculo de la 32 integral - En virtud‘IHHMEIIIIIHIEIdel desarrollo

establecido en la sección 3 del 99 se tiene:
3m

1333/ 331"?cos t.dt =o 1+1: ‘ [Chl.(P-Q) - Sh1.<P'-Q') . Para te

3fl/z

O

9.5" so puede

utilizar parte de los valores calculados en los cuadros l y 2 , pues
subsisten los Valores de a y (P. Recordamos que

2 ._

P-Q B loger '4) -[ 1';le sen(2LP-459) +

Pi -Q' =

r4JE
42 4 SCH<4Q'459) + ooo-o] a sil

3 5

-[2[r.sen(d-459) + ¿Mamá-.450) + EÏLSSGMEQ-tlso)+ “.1: 8¿
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Sustituyendo en los cuadros 1 y 2 los cosenos por los senos de los ¡nis
Hmosángulos: resultan los cuadros siguientes:

CUADRO N9 5 CUADRO N9 6

:3 asumo-45°) = s“ a“: ¿Bmw-459)
1 _..

53.2.,
nin '“

26
28

0, 93334€ 5.206355?6
-0,9986937410053

0,89191688216C8
-C,6314000510076

0, 2620521491100
0,152464288858

«0,54070126774
0,83574044306

-C,986727480
0,96763755

-O,781761
0,46114

-0,001-0,

7,65784696580
-7,923219200077

3,649141811852
-0,8028897392

0,068738207116
0,005859156950

-0,002271004or
09 296989062

23 97 °

0,5449198470804
-0,1574266168988
-o,257201402477o

0,6274969831969
-0,8896342442248

-O,9351316455674
0,7106496405855

-O,36367671
-0,0458813

0,447713
-0,77226
0,964

-o,99

0,770633038147
-0,287033348336
-0,326482938287

0,314354262922
-o,111729474171

0,9984299792022I 0,021644258748
-o,002551727595

09
-0.

185721243
71549 51

54923
267
1931

8
á

Resulta: Sla loge r -v- 2,65348b7778‘85a -2,4429¿3887d15 y

Ch1.(P-Q) z -3,76967aaa48b , al: -r(0,379022612773) a -1,82537h7o47b1
y sh1.(P'-q') a —2,14577b13243.Por tanto, en el límite suparior de 1a

integral se obtiene el Valor -1, 623903170297.

Hay que repetir estos cálculos para t=0 .‘. r=1 , WHO.Se tiene!

P-q = -1- + -1- + -1- + ..... a 0,26065ï27sdb9a s,212 4:4 ese

P‘-Q'-1:.Lg._1_+.l_+
[313 535 717

Ch1.S - 0540226593653 3 Sh1.8¿8 1,24248‘2490‘72.En el limito inferior

resulta el valor .o,e402i%554f6 , y finalmente: B3: -o,783622148éb.
oo

..... a 1.05725bs75á56a sz

7) Cálculo de la 43 integral: B": L fijé-gcos tdt - Anteiormento so ob‘Z Q
0° W

tuvogí °°5 ‘ dt = 0,0363719571 , ‘ Etsgg-Exdt a 0,1917zbe7oo , y31‘41 t 3% t
por tanto: Bus 0,15535'07129. ,
8) Resultado final - Reuniendoestos cuatro resultados se obtiene final

mento: Yi: ¿(-114 144354.12)a 4,58379202869 , y por tanto:

cos tod t{W

s 2 a J » y¡+ 2;: -1,8996432068. El Valor numérico do 1a con-“> (t-1)(1+t )

Jugada de SiS-E13para xal resalta ser,‘ entonces:4.

1
1K-l,8996432068) -o 60467521295 . El Valor eXacto ea:(¿o,eo4e752129897

El efror cometido en el cálculo anterior es, pues: 4.10'“
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E; 11 - Conjugada de la función de Bessel J. (t)
no

J. (t)
La trandformada de Hilbert de esta, función es. g(x)=-1-1T-[wt x dt =no

= Jo(zm-u)93- , y teniendo en cuenta la fórmula de adiciónwde la J. nm 0’ W n
Jo(xq-u)e Jo(x).J° (u) + 22;.(4) J“ (x).J“(u), resulta:

0° G) 0°
-4 V du . :1. EME). .. a o

g(x) -_..ïgámónflo ¿“(mv 1;, al“. (l) , da a-u-rdo conuna
fórmula debida. a Weberm.

También se puede obtener Ia transformada mediante la fórmula análoga a

la de la integral de Fourier (Verfil):
*°’ {moo #60

gh!) 3%‘0 du‘ f(t).Sen u(t-x).dt g Gus Jo(t).(sen ut.cos un:A” -W .Ü

- cos ut.sen ux)dt g sen matias.DJo(t).cos ut.dt . La última inte
(a

gral es uno de los "factores discontinuos de Weber" ‘, y vale (1--u2)"lt si

es O<u<l ,00 si es usl , y 0 si es u> 1. Por tanto resultan
i ¡T x 3

g(x) 2 ¡TL M du ‘ ïL S°n(x.sent).dt a 1] [Lean t --31sen t +Vl-u“ o
J{5

5 d 2 13 XS
*_ Sent - 0000]t . - —+_"—- 000000 0 EStafórmu-la5‘ 1' 11332 1?3?52 ]

es conveniente para ¿gpequeño, y 1a (1) para E grande.

Apneando el metodo expuesto en 9153 para la determinación numérica de

1a conjugada, se empieza por calcular la expresión
, 3 5

e . 2h.f‘(x)+ f"'(x)* al; fVX)+ siendoNx) ‘ Jo(X)

Las derivadas sucesivas de Jo(x) se obtienen con la fórmula

" — . r r "
21“]:(1) I Ér-(Ï‘q\”l1 .(3)q‘.*k*ooo.- , quedal JJ a -Jí i

J r m (
J;- . ¿(33%) ; 4° o feb-10.1;“Ja 45) ; Jo . ¿{í-(35.1l¿1.13VU, 4,) ¡

\Je‘0
1 (u‘ 1a _(-126J 484J 435.1 9 - - J a —-—462:! -330J #1657 -5 llJ

266 a a 5* Ji ¡3) Y ° 1024‘ ‘ 3 5 3,111091. M

Comopara n)1 y :3 real es IJn(x)[¿ É , se ve que1-.1‘1' riifi'l ttl ie«w ano
da E converge para cualquier valor de r_1.

lJf‘cx)

Efectuaré el cálculo de la conjugada para x: 1 . La gráfica de la. fun

ción ¿e? encabeza1a pág.48.
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Siendo 0€.=2,4048256la primera raiz de Jon), se puede tomar h ton-1 =

= 1,4048256. Se tiene, para 1:1:
A.

a : 0,44005b586 1; = -o,440060586 -1,23632366
. - o-'. n.- | 0 10016237

J, : 0,o° 249762 J: = -o,268933678 ’ 14340
J; : 0,0’ 1602 Jg‘la 0,234260732 - 274
J, z 0,0: 5 Jr): «¿10203242 ' 4
J“ .-. 0,0 1 Jr) = 0,192274015 E=-l,14099'056

El últhno término de E es el que contiene h" , y el error ques“ comete
g 0:. v h .

es J -—?-h—h,4 4.10“
‘ 13113. l ,8

Ahora hay que calcular ° ¿fildt , que se descomponeen le sumade"_ ¿o 

las áreas positiVas y negativas de las infinitas arcade: indicadas en la

figura. La tablilla siguiente contiene los primeros 40 ceros de Jo(x). Be

u) a . a! _I_ 31 3779 __

los puedecalcolar conla fórmlakmqnï- z/Mapf' 5555+m, 6....
2.89VGueC4:¡Mi G.-'-_-"

q M w 91‘(4n-1)(4n-3)

(.401

(DleOtthCúNl-JD

2, 4048250
5, 5200781
8, 6537279

11, 7915344
14, 9309177
18, 0710640
21,2116366
24,3624716
27,4934791

30,6346065
33, 7758202
36,9170984
40,0584258
43,1997917
46,3411884
49, 4826099
52,6240518
65,7655108
58,9069839
62,0484692

65, 1899648
68, 3314693
71,4729816
74, 6146006

,77,7560256
30,8975569
84, 0390908
87, 1806298

9

96, 6052680

99, 7468199
102, 8883743
106,0299309
109, 1714896
112, 3130503
115, 4546127
118,5961766
121, 7377421
124,8793089

Para calcular el área de una arcade se

tea Procedimientos:

19) Integración aproximada mediante la fórmula de Newton-Cote: u otras.

20) Desarrollo por la fórmula de Taylor en. el punto .medio g del interve

lo e integración de le carter1"
í 11112.3,;/

Ja. t-a 4., c-a+x
r)

La serie convergenpara todo valor de ¿g, pues se ha visto queÏJ: (049%. .
. 'v‘

u.

lWflsov‘. fa'S' 5'05

puede aplicar uno de los siguien

1+
‘ 23 rJ , .J' LJ" ooo.“.6! o

¿LAG-ix ,(o)+2¿ o(<=)-v’ JM!



Se tiene: h‘é’áñ’‘é’l, 571. El cálculo de las der1Vadal sucesivas do J,(x)
no ofrece dificultad.

39) Desarrollo mediante la fórmula de adición e integración de la serie:
' .a'. fl' n 

JLStzdt3/ :0(&*x2¡x 2/ [Jo(a).Jo (x) + 2:04) Jn(a).3n(x)]% La)a ¡9 x fi
n xa '

¿(2) El? para n 30 a), la serle (¡anverso Para todo E.Y 9.o.OPor ser \Jn (1;!)

Para el calculo de las. integrales Í ¿”iz-l dz se aplican las fórmulas de

recurrencia íquJ .3; , J’ :Jm,-2J,,’¿Las.1ntegraios ÍJ, (2C).denl“. |05|

f-M(x) x ho se puedenexpresar en formafinita, Pero"un Itimad“ p"x .

ra ciertos intervalos; tambien solas puede calcular mediante apropiados
desarrollos en serie. HO¡qu! los resultados:

Iii-’94): = .J, (x) +[J,(x).ax fkáñlax 3.1551

[Ei-fin ‘15}!thde ¡yaa-+33) jgfiífldx= - í-UH-Z-Ed-Jd)

fiin-(¡261cv %(2J.+2Js+-T5H- %/Jo (¡rbd! [gs-¿1261=-%(Jo+232*m4+&)

/L;%x=-%(m,+233+2JJ+-ïa) + g] ooo-cm . etc..0

Estas fórmulaspermita)Obtenerel 'Valordo sin emaiderar
cada ¡road'a por separado. a“

4G) Aplicmión de fórmulas apioxiggfiï análogas a las datablooídu on el

GZ. Asi, con tres ordenadas en los puntos inicial, medioy final del 1n

tervalo de una arcada, se tiene:
' ¡h +11

F: fight a /l1Mx a[ÁJo(c+x).r(z).dxï-’°< a -— c-a+x
+h o

V7 Ñ Ó H .

2 L,[ym 42h32-3.) i' ¿ME -2Y,+y.,)].lo(c+x)d: - F' , o bien:
+5

F'g f (A+Bx+Cx2)Ja(c+x)dx (5) . La semi-amplitud n del intervalo di-h
fiera poco de ¿a? y tiendo a este Valor cuando c-voo. Teniendo en cuenta

que[J.(t).dt esta tabulada, que /t.J’.(t).dt ¡a¡“nm y que

ft2J0(t).dt 9.fina) + una) .j Jam.“ , resulta:
I

h 1-}; °<'

P 2.fJo(c+x).dI :fJo(t).dt g Qïf xJo (c+X).dx:Áu-cnoühdt4. 4 -A I
1 ¡ +I’ I

=[t.J¿(t)T- o ruth“ = Q'ooP'¡ R«7/ xauu-mm::fit-ofiqt)“ -'-'
(QI-J‘ \__:_ P’ —————" ,4,

L.

.1

í, .. J
\A\..-.
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'.—'.R':—.;‘;Ig’ o ¿""hr 7.7? _"\ "—@'_'

3/“(t2-2ct+c2).ï(t)dt=[t2J'(t)] - [tJ.(t)T- fJÁtMt - acíwtí +
d I elK o<

C“ I

+ c2¿¿dqgt)dt = R‘-2cq‘+ (cz-1)? , y por consiguientes3... _I
s 2.-! Ra’2M+0:

chAP+BQ+ca PfióQL-Lzh+ 2.711%.
\/--_-— Ao—'\ [- A'—--’"\ —‘—‘¿—-

R - g- + P o R é R + 2- y (6

== (Egg 2h)x> <‘ Si y: EEE 2h 2 )

Los coefiéientea de x, e y; no son iguales porque la Creada de ¿Stñ no
es simétrica con respecto a la ordenada central. El error que afecta a
esta fórmula se determina asi:

2

F'! A°(y¡ 'hf¡'+% f," - o...) * A!Y,+ A¿(Y, 'Ühf"+ 121-213"* o...) 3
h2 h3

h4 m’ a ¡12 ' ha JI
+ (AZFAO 4' o... - Py,+ qq, i' af." " B-CS'Hi’ + ooo-I

+11 *" 2 a 4X X r x I Í A 

F :Á‘IÏXLJÁÜÜXLÓX :[h [h + If"+ E f’"-f als-f‘" * E4. f. + .000]JÁ°1’X).dX .
_+h ‘

2 Ó cr" + + z q."+ ooo-o, Siendo S :/ X3J4c+x)d!:h..

=[(t-c)3Jo(t)dt. 'Pero [taundt = 1:31“) - 2t2J¿(t) = tail, - tm, +2t2J0
' 3 _ 2 “I- a “' ..

y t J}t)dt - t(t -4)m ¿ - t q - 4Q' - 3‘ - 40‘ , y por tanto:
a _> d

s = (su 46.") - 3c(R'- P) + ScEQ’oc3? = su aca'+(3c2-4)Q' Mac-ca)?

Entonces el error buscado aerlz o É‘%(S-h20)Q"' :_%'H.f"(c) (é)
I

con a = “52+3c(c-t)-(h2+4)]tq(t) - c(°<°<’-3)/J.(t)dt]:

Eíeúglo - Evaluandocon la (6)'ln integral. jméáfgdt , siendo_¿ 

o<=_46,34118'8371¿7, 4'349,482669397¿o , e1 ergor cometido se calcula ns

c = goma) z 479113591345 ; 2h = 3,1414215257 g vw ¡2293,08294‘6377 g

2c2=4591,1oo15'73554 3 J¿(o<)=0,11721'119989 ; ¿(ao = ‘o,11342'91926'2 g

[.¿(tádt = -o,23053'93773g H: -o,0019e ; áff' - fill-ft -2,oes.10'7. y f1c
—I0

nalmento: o E’4,1.10

BGaqui el cálculo de F', dada por la (6);

= 4,23053'98773 g c2-1 = 2294,55007'86774 g (cz-1)P==-528,98529'350

01'{(d')=-5,61277‘24894 oe‘z.I,(«')=-277,73463'154 ' 1/211 = 0.31832'72260'1

{a {(01) = 5,43170‘62470 Ohm/x) = 251,71172'237 1/21.l = 0,20266'44456'4



Q': -11,0444z?7364 n'a -529,44635b91 n a -o,1o774509
-cP - 11,046fi08348 -2cq'=1058,3239q242 R/zfi g -o,02133é099

Q 3 0,001124612 . R"2CQ': 528,87754851 q/zh g 0,00035'79946
Ao: -0,022194093 yos 0,0220550020
A¡= -0,186867679 ¡qt 0,0213165533 Resultado: 17': 4,00491‘53720
A28 -0,021478104 yl = 0,0206259523 t 4

m

Evaluacion del resto - Se trata de evaluar o acotar R =:\ Éíïldt , Medim, x -a '
te.1ntegrac16n por partes reiterada y aplicando 1a fórmula

S tnagfldt g th“, se obtiene fácilmente para R un desarrollo en serie
útil para valores grandes de.¿. En efecto:

Jo tJodt J"'dt ' ““"’ ‘ ---— ‘ -L tJ —____._ l . n _
Í t-a S t(t-a) S t(t-a) t_a *I' ¡Lt_a)2 t2]dt La última in

ltegral se transforma ash; -—-1-ï -¿5]d(t2Jz) 2 J’¿ t - l]. t(t-a) t (t-a)2 t

+í tF-Jz 2 3 + a 1 a - á- dt , otc. Aplicando los limites de ute.t(t-a) t (t-a) t

gración y haciendo í‘: = r , resulta el desarrollo buscado:
W J t J

g 4É—3dt= -L + ¿1(r2-1) + ï%(2r3+r3-3) * 11(6rqe6r3+8r2-3.6) +x t-a x-a x x x3

J. s
+ 2%(24r yasf‘eaor’+15r‘-3.5.7) + É%(120r6+240r5+270r4+210r3*105r2

J
4 -3.5.7.9) + :Ec720r7+1800r6+2520r5+2520r4+1990r3+945r2-3.5.7.9.11) +

+ ¿%(5040r8+15120r7+25200r5+30240r5+28350r4+2o790r3+10395r2-3.5....13
X

+ ...... (8) Dentro de cada paréntesis 1a sumade coeficientes es

cero, por lo cual, para I-9ú>(0 sea r->1) el valor del correspondiente.
polinomio-tiende a cero. Considerando, por ejemplo, el 69 termino del de

sarrollo, se lo puedeescribir asi;

gig [120(r6-1) + 24o(r5-1') + .... + 105(r2-1) .-.-g-“¡h-l) E20(r5+r4* ....
* * ooo."’ t o...*‘ aTbg esr>1SeVeri

5 Jul
fica que lTBI<lág-(r-1)6r5(120+240* ... alos) e )¡x-a “

,
y en general: lTnI<(¿'J—';I;¡(r-l)[3.5.7...(2n-3)] <x-n

< e—[3.5.'7...(2n-3)], terminogeneralde unaserie para 1a(x-a)“4 2 n!

cual el cociente de d'Alembert es E5: 3:": . Tal serie meyorehto diverge
aunque con sumalentitud, y el desarrollo (8) puede ser convergente, ¡un

que esto no es seguro. Si es r<1 se tiene:



Jn'
n .1x

Tn(305070000(2n'3)¡“A(305.7eoe(2n’3)(':-) , y el coctente de

d'Alembert es ahora 2:;3 ; aplicando el criterio de Baabe se ve que 1a
serie mayorante converge, y por tanto también la (8).

Cálculo de la conlugade para x-l - Es evidente la conveniencia del ter

cer procedimiento. Se tiene, siendo «1‘32,4048256 y r3=1,4048¿561

- J(t) ‘ dx E : n ' dx
Y — o - — = n _
1 54‘ -.e,J°(X*1)xe J°(1)J°(X)'*2 i ( Y

I J;de a 0,0080393 ; J J°(x)dx = -o,19023‘115 t B. Poniendo{5 (5

m J(x)
Inggñ J:-—dx , se tiene;

J,<1)=o,76519“7687 J,(r5)=c,56423‘780 1‘: ¿((5) + B - 0,35257'938

J¡(1)oo,440050586 J,(rb)-o,54281‘053 Iz = ¿(m/r6 - o,3aeas’99:3
Jz(l)=0,11490'3485 JL((¿)=O,20854:214 I a o,31545‘;79
J,(1)=c,01956‘3354 J3(e)=c,osoe7‘744 I“: 0,24762606
J“(l)'0,00247'6639 J_(ñ)=0,00918‘215 15- 0,19973‘131
J5(l)=0,03 249758 Js(6)=0,00131'l76 IB: o,1sse4‘c30‘_
q(1)=o,o‘* 26938 ¿(m-0,03 15541 11- 0,14285'486
J,(1)=o,o'5 1502 ¿(cor-0,0“ 1'573 h: 0,12499'982
J¡(l)=0,0' 94 ¿(m-0,0“ 139 I - o,
¿(1)=0,08 5 .14e)=o,o‘ 11
J( a n m V - 1J(x) m - 9,16137422

E -1 J 1)] n g en + N re ulta“mundo “:5 ) n( (a ‘i-fix ’ s ' {a s 0,04501’434
. d)

Sea, además: ¿51)ï ¿áïldx 2 P = 0,0061516. Entonces:e

Il: P + 2(-m+‘N) a P - 0,23271‘976. Análogamente:

Ml.I(t) °° t) °° 
Y¡3] -9—-dt t - ¿Lai? = -j J;(X-1)g-x-3-co t-l ¿(2 til {5 Xo)

a [J°(l).J°(x) + 2Ï{‘(1).Jn(x)]% = -p-2(v+N) . -p —0,41277712.“ti
3

Para la conjugada resultes ¿(1) 2-111(E + Y¡+ Yz) :%(-1,78648'74) =

E Q0,56863¿60,, mientras que el valor dado por la serie (2) es
¿(1) a -O,56865'66270‘5

hot: sobre le tabulación de a Función conjugeda
Los ejemplos anteriores muestran que es posible calcular, en general

con la aproximación que se quiera, el valor numérico de g(x) pare un 3
dado. Farc también muestran que el cálculo es muylaborioso si In noro
ximncióu requerida es grande (por ej. 7 a 10 cifras flecimales), y es!
la tabulación de g(x) con un pequeño ¿XI será una terea Improba y sujett
a errores dificiles de evitar. F1 problema se simplifica muchosi se co
noce la ecuación diferencial de g(x), pues la tabulación se reduce a 1a
detorninación nurérica de la curva integral, para lo cual hasta conocer
Valores de g(x) y sus derivadas en ountos ospaoindos (ver Apéndice, pág.
71). Si la aproximación requerida es de pocas-cifrps decimales, el aná
lisis argóuico (Vu?513) y 103 procedirienfos gráficos ( 914) resuelvenel problemasatisfactoriamente. J



Q 12 - Caso en que no existen derivadas

Si para tz: la función f(t) carece de derivada o este se hace infinita,
le fórmula 15 del.é3 no es aplicable, y se trata de ver en que casos exis

te el valor principal de jo Élïldt. \\ Id t-x
1°) Si en tax le curva y: f(t) presenta un punto

1

anguloso, no siendo vertical cada semitangente, Á&' fi1* _.. . . . :
0 ' x X'

h

la integral L h ííildt existe. En efecto, con
t-zx-yu y siendo fr(x) , f;(x) las derivadas a le derecha y e la iz
quierda, se tiene: f(xá u) g f(x) + u.f;(x) + .....,

¿(x-u)grm - “¿un + M12 g[nom1300].»
Aqytegar u29 i en tez la curva y: f(t) presenta un punto cuspidel, o un punto de
inflexión con tangente vertical, o un punto anguloso con una semitangente

X45
pues a la derecha o a la izquierda de 5 debe ser

vertical, el valor principal en cuestión existe,

f(t).: i'(x+u) = fix) +\u|' , con O<r<1 , y 1a in
h ur h r.‘

tegral S -¡-du = u du existe. Por consiguieno 0 .-_
X X'te, si en un intervalo (a,b) 1a función eatis- -6

face la condición de Lipschitz ‘f(x’) - fix), < MJU-xr, con 0< r< 1,
a .

existe el valor principal deJ- ¿Sildt para todo g del intervalo.
eL

t-x
30) Si II el punto ttx es de empalmede dos curvas distintas sin ser angu
loso, 1a f(t) y le f'(t) serán continuas, pero en general no lo será f"(t
Fácilmente se deduce que el V.P. existe, ytlo mismosucederá si la primer
derivada discontinua es fm(t).

4') Consideremosla función f(t)=-i(u+v) - i(u-v).sen ¿2; , siendo u(t)
y v(t) continuas y derivables en un intervalo (a,b) que contiene a tax,
donde es u(x)=hv(x). En un entorno de 5 la curva y: f(t) presenta infini

tas 05°113°1°n98a Y puede suceder que en ese punto . ¿”f/n 0”“

no exista la derivada f'(t) por carecer de limite Ñ; OJD; íj‘y LÁWQ’X

el cociente incremental 5L53224L5111, que en tel c | y “1
u(x+h)-u(x) v v(x+h)- v(x)

h
caso oscilará entre los cocientes . Si se

. h l
verifican las condiciones ‘u(x*h)- u(x)\€ A\hv', \v(x+h)- v(x)}s B‘hv',
con r)>0 , r'> 0 , se ve inmediatamente que el V.P. en cuestión existo.

13.1.19:see f(t):et para tso , f(t)=-a— (ag-1..) ‘para os tsl , ytt! e-l
f(t)= e't para t2.l. La gráfica (ver pág.53) presenta puntos angulosos e

t=0 y t:1.Ent-.—0 es: D'+1 y D*:1-e;ent=1 es D’:.1;:. yeno

5‘": -1/e. Celcularé ¡(1) 2%3 Mi: , que se descomponeasi:OW
t-l

(mía
4%) onenka v“ sake en t=x‘.5e Ve.¡un no exwte el Conaíderado.



o t I-É "h co
7tg(1)= J-dt +/_°_d—“—+/¿SÉ-lun; ¿Ídt=r¿+ïz.¡:+n-mt-l 0 t+a t-l 4-6t-l H4t-l

El cálculo de la integral singular

a J exige el empleo ¿le las derivadas
ufjh’ sucesivas a la derecha y a la iz

J/e"\€—í\_ é qu)1'erdade {(t) en t=1, que son:.._-___. -,.A.--._.__-_r_.> (n n nla
mi

2 . 1'8
Por ser: f(x+u)=r(x)+uf1'(x)+ 2...1;"(fl+ .....; f(x—u)=r(x)_—uf¿'(x)+...

¡31(1)=(-1)"‘e’l , n‘;’(1)==(-1)(

‘ l O - 2

y '-'[f,'(x)+f'(x)]+¿[rrhhrguflyïktxxnf¿'"(x)]f...=
. _ 2

= AH»Azu + ¿5112+...., resulta: J =/ [f(x+u)*f(x-u)]%‘- ; A¡h+ A};- 10

+ 13%4-,...., o introduciendo valore: numéricos:

¿“MHMFH a 31.32_[¿+_2_4]234É (1+8) Á 2:9 (lia) 3:9 (1+a) 3
r 2 3' ' z 5

=_;(h_.h_.+2-- -_n-[_1.1.+1.11.42.a. + ha *0 212 313 l+aL1+a 2 l+a 3 1+a 0

+ É usb-3??!) . Esta serie converge para h<e—e—i-= 1,582... tomando

h=1 desaparece la integral Ya y resulta: J 3‘55; :—%-(1,79659‘95993’0)=
= '-0,66093'20566'0... La Y¿ se calcula con las tablas de la función

X 0 1t t ,
aux) =/ ¡9dt . Se tienea/ LEE.=o/%‘dt : e(-0,219383934)=“OO Om poc wt-l

| ao-t 

: 41,596347361.AnálogamentesY¿:/: ldt = e./ ett t z2 " 7

= 51(0,21938‘39340= 0,08070‘68390. Entonces para su) resultan

gm 2 7%(-1,17c357"2579)a: 4,374513163'38.

21,20: sea t(t)=e" para-oo<t<1 , r(_t)::o+\/t-1 para 14tx<2 ,
2-t

{(t) 3 (e+1)e para 2St<9° . La gráfica presenta puntos angulosos en
- 4. _

1:21 y t=2. En t=l es D g o , D =+oo g en 1;:2 es D = 0,5 , 19*: -(o+1).
oo C- 1t t

Calculard su) = tii-1M . Se tiene: rrg(1)=/'.:_Ïat+ 9-241: +-oo " a, - f
1% ,r, t-IN __ 2 oo 2-1

¿Eldu/ ELM-ltuwnLa:l l+tyt-l 2 t-l
’-' Y, + Y¿«F1730 1‘ «t Yan Para determinar :1 hay

1 t -u
que consideur YZ= L'Sdt r o Li.“ _—,-'

(«h t-l o .u ei
2 3h+_Ï.L. 4 .,

.7- v - _I:_+ HH.) ' W'2.2 3.3 4.4 que converge“(11
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para todo valor da g. Tomandohtl la integral Y¡ desaparece y queda:
o t -1 t l I

YA=S i-ïdt a 0‘ % dt a e(-0,219383934) z -O,596347361. A6emfia:
- 41° " .00 z

l I ¡ 0° 2A

Yl= _o(o,79659959930) a 2,1653822153 -; ya: g 2 ¡ ys=(a+1) Ht a1 

dt
m-t i

8 e(e+l)J Éï—dt = e(e+l)(0,2193¿3934) = 2,217387555. Reuniando estos re
g .

sultados se obtiene finalmente: su): %-(5,78642'2409). 1,841875458.

É 13 - Eagleo del análisis armónico

Sea f(t) una función continua y acotada de periodo 21 , y sea

a°+Ï:L(ancos nt + bnsen nt) (1) su desarrollo en serie de Fourier.
La función conjugada g(t) tiene comodesarrollo la serie conjugada

a; +É::(-bncoa nt + ansen nt) (2) , por lo cual si se efectúa el análi
sia armónicode la ut) sera posible la síntesis de la ¿(12). En esto con.

siste.el métodode Garrick y Naiman.Para aplicarlo se divide el interva

(H}w lo (-1¡,1t) de la figu
¿yf ra en ar partes iguala:

de amplitud rar-T? ; al
punto de división t-kh
corresponde 1a ordenad:

FV {K de f(t), y por la ps
riodicidads f_r; fi_. Por los extremos de las ordenadas se hace pasar un
polinomio trigonOmetrico, que coincidirá aproximadamentecon f(t), y pa

ra fines prácticos se lo identifica con esta:
r

_ f(t) s ao+Ï;:(ancos nt + bnsen nt) (3) . Poniendo ah# ibfir An ,

ah- ibnlr A“ ,'Za°3 no , se tiene: f(t) :«iSÏ:A¡6"ú (4) , Y se trata de-|'
|- .

calcular los coeficientes A“mediante los 2r valores f‘= íï::¡n€umh’
siéndo k:=-r#l, -r*2, ...., r-l, r. Formandola suma

‘ . (h ' -Wh 0 i ngram“ 4233*“ 31,3113,,. um: a 22;“ g s "w
K K “ fl K ' 2T Si man

y por tanto: A“: %5;:fkánm‘ (5) . Entonces: a“: %E;;f¡cos nkh (6)

bn='%í;:tgsen nkh (6') . La función conjugada es: E(t):Ï::(ansen nt,
‘ .' f

- bncos nt) = fí3iknem (sg n) (7), indicando con sz n el signo de g y
’fl

-variando g de -r a +r con exclusión del cero.
. . ' ' ' ¡“Kb

En particular, para tro se tiene: g(0) 2 QE::(an-qn) = É;2;É:fK(e 
5 Kh 

- em ) 2-};ngan nkh. El coeficiente de I"Kes:



g¿»song-¡51*E¿Joosec ¿a , nulo para g par, e igual a2 2 2

ect El}! para g impar, por lo cual resulta: gCO) = —%;(f¡ 4:,

r
Eílseu nkh ‘ sen
“1!

)cot%kh (8]
¿ (g impar)

Aglicacióm cogjugada de e" (Ver'ÉE) - Con x=tgyïvtso tienoa

fit): 04313;,definida en el intervalo (-1,1 ) y periódica con período
2'“. El cálculo de los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier

es muylaborioso, por lo cual es preferible el análisis armónico aproxi

madoo interpolación trigonométrica. Tomandor-lo será h=‘Í% (-180), y
resultan los r, indicados en la tabltlla adjunta (N9 1). Comola f(t)

Tabla 1 Tabla 3
l t

k kh fx t enfi'ï' f6rm.(9) discrep.

0 02 1 99 0,9232252 0,9937934 -o,0“32
1 189 0,9762263 27° 0,943291? 0,9440277 40,0‘96
2 36° 0,6992090 459 0,8423388 0,2421776 -o,o’16
3 54o 0,7713475 63° 0,6269227 0,6271564 +0,0323
4 72° 0,6898636 210 0,4821723 0,4818843 -o,o329
5 909 0,3678794 29v 0,2532212 0,254192? +0,0331
6 103° 011504044 1179 0,0697429 0,0695422 —o,o°19
7 126° 0,0212406 35: 0,0029427 0,0026970 -0,0325
s 144° 0,0020770
9 162° 0

10 120° 0
Tabla 2

an r, r1 r3 r“ r5 r, r, r, r.3 rm a“

a, 18 36 54 72 9o 102 126 144 162 120 0,5464192
a2 36 72 108 144 120 216 252 222 324 360 0,0710725
a3 54 108 162 216 270 324 18 72 126 160 -0,0547466
aM 72 144 216 222 360 72 144 216 288 360 0,0057512
.5 90 180 27o 360 90 160 270 360 20 120 0,0072464
a, 102 216 324 72 120 288 36 144 252 360 -0,0054523
a, 126 252 18 144 270 35 162 222 54 190 0,0012216
a, 144 266 72 216 360 144 226 72 216 360 0,000603?
a3 162 324 126 288 90 252 54 216 18 120 -0,0009396
aw 160 360 180 360 120 360 180 360 120 360 0,0C04460

es función par, los coeficientes b“ son

y resulta la siguiente expresión:

nulos. Los ah se calculan con

la fórmula(6): a“: 0,1;fkcos(nk.18°) ,
f(t) 2

N
k g -9, -8,oooo, o, 1,00010 y

AO

ao+ïí:a cos nt (9). El valor
4

Tabla 4- de ao se obtiene como
promedio de las ordena

x t fórm.(10) valor ex. discrep. ,
v das: ao: 0,4275848. El

o 5 539 7'4894 9,4787369 0,4789252 -0,o319
i 9o 0,6062600 0,6071576 -0,0331 valor medio de la fun

1,5 112 37 11,5 0,4834060 0,4832276 40,0317 1 v
2 126 62 11,6 0,3400373 0,3400263 +0,0"11 ción eszïí r(t)dt =2,5 136 23 42,9 0,2516625 0,2217231 -0,0“61 . °
3 143 7 48,4 0,2007064 0,2011572 -0,0;45 - 0.427543? (calculando

3,5 148 6 33,1 0,1624613 0,1626293 —0,0 37 1 int 1 1 f6
4 151 55 39,1 0,1452729 0,1462536 -0,0:81 a egra °°n a r‘

4,5 154 56 32,6 0,1229042 0,1227352 +0 0 17 _ _ q
5 157 22 48,5 0,115542? 0,1162460 +o;033o mula d° N c 5)' “9 de

notar que la ccnsteato



ao no se requiere para la determinación de la conjugade. La tabla 3 mue:

tra las discrepancias de la (9) con respecto a la función e‘wÉ

La función conjugada es impar y tiene por expresión: g(t) ‘Éziansen ni
Para volver a la variable .15se pone x = tgát. En 9155 están cal- (10'
culados los valores de esta conjugada para varios valores de ¿t g la ta
bla 4 muestra esos valores y los dados por la (10).

ípl4 -- Cálculo de la conjugada con la fórmula de Hilbert para el circulo
tTI ¡.11

Esta fórmulaes: gh) = ¿I f(t)cot}(t-x).dt + 4-5 i‘(3)tg-l>t.dt(lÏ211 J - 2'n -1ï ‘

siendo nulo el último termino si fit) es función par (vergl, fórm.9).

En todo caso 1a última integral debe ser convergente, y comoes igual a
+11

72‘ ¡(thdt a go , ee puedeescribir la (l) asi:fi *"

gcx) - 5., = Sflf(t)cot%(t-x).dt (1')
.l.

Para calcular la integral singular I =í“f(t)cot’}(t-x).dt :Í *S h e- -1! i

«tí-:1 = Y“ J + Y¿ , se puede aplicar el procedimiento expuesto en el 93
con una ligera modificación para la integral J. Cont-x: u se tiene:

J f(t)cot{7(t-x).dt :5: [f(x+u)—f(x-u)]cot7¿u.du= 2;: [u.f'(x) +
¡13 ¡15

h
Y 4

ir 57€“(x) + g-f (x) + .....]cot&u.du , y poniendo S u.cot¿-u.au = JA ,e ' 0

h

j 113cot2.vu.due J’3, etc., resulta: J = 2f'(x).J¡+%'f"'(x).J3+O '.l . .

+%rï(x)_354..... (2). El cálculo de las integrales J; , JS, JS, etc., 8|
2

efectúa mediante desarrollo en serie, partiendo de x.cot x z 1 .. 2‘......
3

4 G 8 N a 5x 21 x 1‘) h h-—-—-__n_- - 0.0.000Sededuceque!J
45 945 4725 93555 ' 18 180°

_ 117 _ h" - h“ _ .2rfi_rfi__h"___2í__
105840 5443200 263450820 "‘°" a 3 30 2520 136080

__a“___ .J-2_hí_r_11__h?___p.i__ .J ¿-3
6652800 "’°°" 5 5 42 3240 165320 ‘°°°" i' 7 54
h“ 2119 h“ 2h“

3960 ......; Ja: 7;- -6—6- .....; J“: -1-l—- ....; etc. Comoentre

uzo y ¡az-SLes u.cot?¿u<l , se elige el intervalito g r’e modoque la se
3 5

rie h.i"(x) + grfmu) + lag-¡43(1)+ ..... converja rápidamente.

Si en ttx la f(t) carece de derivada, siendo continua, se estudia la
existencia del V.P. mediante las consideraciones expuestas en el giz, y:
que para g pequeña es cotéugfi- .
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(i)
Procedimiento gráfico de A.Velz - Permite obtener valores de la función

21 x+fi

g(x) = f(t)cot;1.(t-x).dt2 .... concierta aproximaciónreem‘ o ¡(-11

plazando la integral por la sumeÉ!El;(fm-fl‘nkoti‘tm-xlfltufi g

[1’00+ (t-x)f'(x)]Ï—Ï.Ï. La sumatoriase extiende el intervalo
(X-1ï, x+1r), excepto el (x-h, x-h), y los valores tm , fm , {w‘ae refie
ren el punto medio de cada división¿¿X1m; estas divisiones se numeran des

de x+h y x-h a derecha e izquieerde. En la última integral el factor ïïï
sustituye e cot}(t-x) , y calculándole resulta comoValor aproximados

r'(x).2h Sang-rw) , siendorO-rum) y {°=f(x-h).su ahoráse

pone: icotíltm-xrlxtm_= em , resulta finalmente:

dx) ‘3-%[a°(r°-f_o)«l-“(ri-1:1) e e¿(f¿4:1) + ..... + “(q-(0] s e,=l.
los intervalitoe At,“ son desiguales: se tomaAt, muychico (lo'máe que

permita el dibujo), yAtU At“ etc. cada vez mayores. Los intervalitoe
¿Citnleon simétricoe de loezfxtnïeon respecto el punto t=x. En la figura
adjunta (ver pág.59) y siendo u-3 cms la unidad de longitud, se ha tomado

h g 1/3o ; e continuación van 12 intervalitos¿¿Át 2 0,1 ; luego 7 interve

litos¿C&t s 2/16 y Y finalmente 5 interVelit091CSt 2 1/6 , con uno resi
dual¿Ó&t:1r-3 É 0,142 . los correspondientes valores de ¡n‘están dados er

' LAteblilla adjunta.
Lee rectas nue parten delig..(t1“.x) g m 13 37°14'32" 0,08769

14 í41. 3 43 0,07€52
1,19931 15 ¿44 52 54 0,06o94

9

i
25 18 20,3 0.10575 24É 53 33 ° _o,0094128 5 C _ " " y “1.99....25.E
31 2 6:8 0:08310 25. 87 se 19 0,0025Ij m
33 54 o 0,07441 ¡factor de preporcionallda

3 8 7 0,8 0,35058 -17 ¡52 31 16 0,05112 Énen, con respecto-a Po,

5 13 50 47:3 0:56285 ¿laa eo 9 38 Q,0222¿¿‘una pendiente proporciona
6 16 42 40,6 0,16654 3°: 64 27 28 °’°"*82 «a .- En la f1 ura la e

‘- | H ‘ ñ 3

g 22 26 27 l 0,12106: gs, gg 4g 22 gzgïggg ¡diente es am para mal,...
loll
12

ee elige de modoque las rectas no se acumulan a
tender a cero la pendiente. Si ee dibuja la curva -yef(t) haciendo coinc

dir el puntó de abecisa t=x con el 5 de la figura, es evidente que las re«

tas del haz de centro P permitirán obtener los productos rsam y {ñen¡, y
por tanto g(x). Desplezando en sentido horizontal la curva se obtendrán v:

lores diversos de la función conjugada, y aunque tengan escasa aproxima

ción permitirán dibujar la gráfica de aquella. Por ser;m cot¿(t-x)dt:=0
se puede agregar e {(t) una constante arbitraria, lo cugl permite elevar

la curva een respecto al eJe g y leer conñmás seguridad los valores rmauv
Para poder desplazar la gráfica de f(t) se la dibuja en papel traLspnrante





y mejor es dibujarla en papel milimetrado para desplazar sobre ella el grg

tico de la figura dibujado en papel transparente. ' ¿ü
En la figura de pág. 69 está dibujada también la curva y: :4-¿“ï (ver

513), dispuesta para el cálculo de gcim . Este did -0,63 , siendo el Valor
exacto -o,eo7 . El procedimiento ee, pues, eficaz, y más lo será con ard
ficoa grandes y bien construidos.

Procedimiento gráfico de W.Mangleruï Dada la función
wen

cup): “WeoQW-de , ae pone xy-ue) , x g eeniA, {(09):yu) ,W-n
x x

Yresulta: 8(l9)=áíflfw'rbcotilddd ¡Je-j),m: 3314*XSI-EM)“ e.l X ‘ ,1 X-1

:-%J;Ïz(x)dz . El gráfico dibujado en la pdg.59 muestra rectas verticales
de abscisas JK. 2.arc een x , para diversos valores de L , que figuran in

dicados en ellas, y curvas B(A)= f(W)-f(w)= y(x)-y(0)==z(x).x g ¡Semi-¡1k

para z(x) constante; esta: últimas son sinusoiaes que pasan por O. Para

z(x) a :3 se tiene: ¡(W) =:% :5. Si z(x) no es constante 1a curva R()J cor

ta a las ainusoidee :3 en puntos de abecieas A; o ¡1 , y la función conjuu

gado ¡(Q) *:%11 a(x).dx ae calcula aproximadamente con 1a fórmula

¡(w)g%[Ï23AI¡ + J] . excluyendo en la sumatoria un entorno de ¡:0 o
1:0 . Comoes R(O)'O , la curva puede adaptarse en dicho entorno a una de
las sinusoiñes, en cuyo caso aquél contribuirá a la sumatoria anterior cor

el termino ¿É z¡h , siendo gh le amplitud del entorno. Si no ee adapte, se

Ialcula J :í“‘z(x).dx mediante la fórmula de Gauss para integración aprc

ximada; con ¿ÉL ordenadas se tiene: J s h z(xú)+z(x¿) , siendo x¿=x¿ír%r
El cálculo de J ee inmediato ei se trazan por rd y xt rectas verticales

con la escala de 23 , n determinada por los puntos de intersección de las
rectas y las ainusoides. Entonces la curva R(A) corta a las rectas en punt

tos z(xJ y z(rp . La red de rectas y sdnusoidee se puede dibujar en pepe
transparente y aplicar sobre la gráfica de f(W) , haciendo coincidir el ej

R de la red con la ordenada ql=w . Por ser};L %%g 0 se puede sumar a ¡(a
una constante arbitraria, lo cual permite colocar la curva f0?) de modoqu

la lectura de los :3 aea lo más cómodaposible.
(2

515 o Un problema resuelto por E.T.Bode )

Sea F(z) 2 f(x,y) + i.g(x,y). La fórmula de Poieson para el semiplano ee

1 S”) 514mm):u“) = '- cn¡2+(y-t)2qïi t (l) , que se descomponeen las siguientes:



6‘“ r'h

--.,, ¡2+ (t-y)2 T."La, ¡2+ (t-y)2

y para x20 resulten las transformaáae de Hilbert:
;

s(y)s%// fiat , “vis-2%]
t

-w -st-y
Se ve que estas fórmulas vinculan, sobre el eje imaginario, las componen

.fne

dt._ (3)

’tes f(x,y) y g(x,y) de le F(I). Si ee conoce f(y) en todo el eje imagi
nario, se puede calcular s(y) y reciprocemente. Si f(y) se conoce en una
parte del eje imaginario y s(y) ee conoce en le parte restante, se tiene

un problema que H.W.Boderesolvió de le siguiente manera. sean f(y) y
g(y) funciones definidas para yj>0 solamente, lo cual permite utilizar

nc "*“* (4) ’ (S)
m ’ _ ‘ e : a t r ="_2'

las talking. (1 ) y (2 ) del 31: ((1) fi.;m-—"—%dt2-xt 9 (X) 7T de —‘-—-dt2-xz.t

Supongamosque fly) ee conoce pare oeygy, y g(y) para y; yo, si ‘ge

divide f(y)+ig(y) por el factor VIL-yz/yc2, que es reel pere OGySyo

e imaginario para y>>y. , le nueve función tiene la forme íággéééígll-y /e
Par‘ °<Y<Ïbo7 (ÏZ:EÏE_) (7) para y>>y,. Sustituyendo en

2 f‘

y /Xf-1 1a (4) resulta la fóryule:
¡y rx - / i

/’_____r____<t>.dt¿21/1- ?,(t).dt Pare'es“,(“o l -I Y
(tz-Y2)/1-t2/y,2 "1),. (t24y2)\/t2/y3-1

-f( ) .
Aow parawz.Y‘/Y;‘-1

>/ o

IE?
x4

que resuekve el problema.

Si g(y) se conoce pare 05;y:;m, y f(y) para y y , se utilize 1a (5)

y resulta: f x
) {a Jk*«—3 pum Oéy<xt

._g ¡" trCt)dt + g tr(t)dt _ l‘yz/yï (9)
_ i "'" ““- ï ; '____-____ - ( ) . F
w ¡o ¿tz-yz) 142/):2 ' 1 (tz-szÍÉZ/É -1 -—Í-y—- para ny, ‘

' o Yo . 7 4. 2 ,/y /y -1

Si las funciones f(y) y s(y) ee conocen en los segmentos indiceflos en

le figure, se divide f(y)'+i.g(y) _ (f) A (g) 4 (f)
____ ,_____Ms_._. U, ej

por cl factor‘JCl-yz/y?)(l-y2/yÉ) X Y?

Cálculo de la expresión (8) - Suponiendo«<05y:5y; , le (8) se puede ee
cribir asi: r. fi, un

“¿un z /<_1__ _1_)rg_t¿de+/ gbgzgtggt 2, : 11+ 1,:“¡c242 / t-y tán/¿242 / (t -y N1:-y.,
.,¿ A

Se tiene, en primer término: YL:/// rgt)dt +///1 f(t)dt ‘
fi K (t-y)/9?-t2'/9+ (t-y)/í?-t2-7¿-¡< .¡í

+ f(t)dt __/ rgtm ¿j ' 2v.f(t)dt
.7*L(t-y)JyÏ-t2 ut (t-y0,@?-t2 .4¿¿_(t2-y2)gz?-t2



De estas cinco integrales, las 15, 35 y 45-no ofrecen dificultad para su
cálculo, y la 25 se calcula por desarrollo en serie, comose indicó en el

93 (integral singular J). La 59 se calcula así:

y K K

8° 2y.r<t)dt íY- F(t)dt 2 F(.v.-x).x Í [F(. .¡K (tó-72 NF. +t 437o't ¡K dyo 't ° 4! °

5/z2 3 3

+ g- My.)—13‘?My.) + = Mmm - g ¡("mmm+ 1mm 1 fi
o 1'I- k‘Myo)* ccoo.
317

YatK 0- »¡E a“
'AnálozamentesY," 2 ° “Mi- i" 6 ‘2 . La2Jaintegralo (tz-yzNíz-yz ¿«(tz-y Mt“);
no ofrece dificultad, y la 1fl se calcula asi:

Yo“ “x K

g _2_z.g(t)dt—=í ‘ G(t)dt _g G(y.«¿41x = 252.“),1‘ (tz-yz) Vw. t-y. v. Vt'ïo

3/

)+%k‘.cn(y,) *'.\Jï °
21‘s” < ) 213" "( ) ( )—- G" y° —- G ° 00000

+ 215 * 327 y

Cálculo gráfico de 1a expresión (8) - Considerando comofunciones pares e

{(t) para 0<t<y° y a ¿(11)para t>y°, la (8) se puede escribir asizer
el caso de :ser 04"¿5’03

+90 '90 W

F13“; ,5 42%. + g +5 —a<_t—¿3;? (12) , H1 cambioa.ya"? .9. (t-YN; -t ¿o 3° (t-y) t -y°

variable tatgïw , con ygtgiw , yo:tgiwyo , permite pasar al intervalo f1

nito (-1 ,+1ï) y aplicar la (9) del 51 sin el último término que es nulo.

Por ser: (yÏ-tar'} = cosiw'mosiw 9 Y Pomendo fltgi‘M' FW)
Vsenái(w.+\v )sená(Wo-‘P )

¿(tai-WP Gw) , se tiene, para oswwa
W.

21‘.G(\9).Cosi‘w _ F(\\b)cosiw-cot}(\D-W)d\p *

VsenïEWoWhenáwo-W) N) VsenfiQw°+W)sen}(w.-W)
4% 41;

+ S +í G(W)cos}\y.cot}(\v-Q)¿w (13).w , VgÜRÏ(W#W.)sen}(W-\V.)

F
Sea mn s Mm“ (14) para -w.<w<\v.

fianáwnwmnywpw

y Rw) t GNUCOSÉHL (14.) para
wena“)mmm w. >.



y “q” a zmcmnosiw
finÉ(WQ*Q)Sen}(Wo'Q)

(15) . Pes-alta:
HT _

m) =í R(W)cot<}(\\P-Q).d\p '(16)
que se puede calcular gráficamente mediante el procedimiento de A.Telz

(ver 514), con una modificación a causa de la discontinuidad en w, y «A».

En el intervalo (Wrñ Wai?) y siendo

ru») 8 “wcoflw (17) para w<0h; r0!) a Mii-g. (17') paraQI)“,
sen-MWo W!) sen-MNü-Wo)

me W.

se tiene: L R(w)cotg,(9-q),dm‘3r(w¿)cot}(w‘-Q)j __É.!_.. +
. Wifi. Wee Hawk-w)

+ r(i)¡).oot:}W1-Q)S¿- osea“,0 "De)

íwflncwcotiw-mw ‘é‘2{é[re.r(wcot¿(u\-w) w'é'.r(w¿)coti(%'fi9)] (la)
333171860mt un punto intermedio del intervalo (wo-e,w.) y GQuno análogo de

(xp.,\p,+e). Si rhy) es continua en w, y varia poco, se puede reemplazar qu

y uh por un Valor común, por ej. wo , y el 2° miembro se reduce a

25(er-+J€')r(v’).coti(v. 49) (19) . Si no es continua, se puede tomar el va
lor Hagan-o) díaz-(eno) cotiw‘nw) (20) ' (21

F( )cos L
9 “Beni(0g'“))

paratin-4).; r(\\¡)=M (21') para (Kahn,se tiene:
Vsenáwo 4V)

. ¿8'

v mmcotarw-wdo ‘2-2\IE[YÉ"r(Q.).cot-}(w‘-Q)+‘Jï’wWQwot1-(wz49)] (22)WWE .v

Por consiguiente, sobre el grafico de Walz se dispone le curva y t EN)

Análogamente, en el intervalo (-Üo-E; -\b.*E') y siendo ru») a

auprñmiendo los arcos infinitos en los entornos de o), y q», , y reempla
zándolos por cuatro arquitos de 1a r(w), uno en cada Il semi-entorno con
siderado. Ya ae vió que le r0») ea distinta en cada semi-entorno.

Noes necesario dibujar los arquitos Ge la r(W); basta calcular las ex
presiones (18) y (22), Las amplitudes E yE‘ de los semi-entornos se deter
minen sobre el gráfico de Walz asi: el punto “de la curva RW) cae en
cierto intervelito de la bese; E 78' son las distancias de qua los extre
mosdel intervalito. Teniendo en cuenta que el gráfico permite multiplica

la ordenada en v, por cet! ¡wo_®I'Aw, siendoAQ) le amplitud del. intervali
to, se toma comoordenada el valor 25(uï+fï')2(_‘!fl o 91.

(fir(w°-0) Mrs"ronca-0)] , fácil de calcular teniendo ya calculado el
valor rw.) o los valores rwo-C). y ruina-0), y se obtiene gráficamente
-1a (19) o 1a(20).

Observación - Teniendo en cuenta que'la función EN!) tiene discontinuidad



infinita en v° y en -w, , su grafica se empina mucho en la proximidad de
esos puntos, y el intervalo que se le suprime para aplicar la (18) o (22)
debe tener una amplitud conveniente para que fuera de el la R(w) varia po

co, pues en caso contrario el procedimiento de wal: no será aplicable. Pe
ro si dicho intervalo no es bastante pequeño comopara que se pueda consi

derar lineal la variación de r(w)cot&(w-Q) , las (18) y (22) pueden dar
un error considerable, por lo cual conviene aplicar una fórmula más apro
rimada, que establecerá a continuación.

Egïgyla aproxigggg‘para la integral a f(x)&%(Convergente) - Si f(x) es
continua y varia poco en el intervalo de integración, se la aproxima me
diante un polinomio de 29 grado que coincide con ella en tres puntos:
x80 , x-H , x-Zh'a. El polinomio está dado por la fórmula de interpolacid

de Newton-Gregory: f(x) ‘é’y. +l r(yi -y° ) + ¿(ra-MWz -2y¿ +17,) , con r=ñ

Entoncest a f(x)Éï.9 a y + ¿.(4y -y -ay ) + Kg'v -2 ) Él n
o v-x- ‘ o o 2h 1 2 o 2h “2 yt 4'yo “Fi

= Eficaz) +8y1+yz) . e'

(23)

La expresión exacta es:

2 3 2 3
I .3. n _X_ "l Él 3. a

E(y°+XoY°+2y°+637° ‘Í'.oo.)\;¡2G(x*3ai*ï3yfl*i_éy:u+ ....)=a
mientras el desarrollo en serie de le S' de:

1

F 2 3

S’ a. 2Va(y°+-%y°'+ ¿6 yo"A,¿33yg"e. un) Por consiguiente el error de la3 ..
(23)es: s - s' 2 y: (24)

a

Si 1a integral ea í f(x) dx , se pone f(xA/-¡——: p(¡) y resu1ta,o eVsen x _ 9 n X
a

I zílldx . Si se reemplaza een x por g en la primera integral, el erroro X

que se comete se determina asi, poniendo sen x = x l--á?* ,,. , ¡(1-u)¡

Ja f(x)(-—l:: - ¿)dx = 1 e, Elx-If(E)r (u+ 3L?+ ÉL:o sen X G V o V1-u G o 2 8 ...
J 2 4 2 9 2

3 x X dx t: a a _ “ e:
zanja (1-2 + 76° + ....)r-; iso ( 9-24)r(°¿) 3-30«¡mm (25)

Por ejemplo, si es a I 0,1 el error ser! 3 0,0001.f(E)

¿plicaciég

E1 siguiente ejemplo es del mismo Bode: f(y) o 1 para OSyél g
g(y) sin para y>1 . Resulta: g(y> = aro sen y para OSysl y
{(y) e 1 r log(y+\[;5:l) para y3,1 . La figura adjunta (ver pág. 65) mues
tra las gráficas de ambasfunciones. El cálculo de g(y) para OSySI se

efectúa con la (12) o, deepués del cambio de Variable, con la (13), siendc
Wo!¿Tio Para utilizar el gráfico de Walz, dibujado en la pág.7u)con los
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intervalitos indicados en alfil-á, se requiere le gráfica de la función
me) dada por las (14) y (14'). Se tiene: '

RW) - cos“) 2,3900 para -1}11<W<-}1I; RW): ifl.cos}\p\}:í.m para

“Jlle , Además: TW) Ó 2.3.G(Q).cos€rw\l—zïeeñ , siendo OSQ< ¿TI , y re
sulta: G(Q) z g(y). En la pág.GÜestá dibujada la gráfica de n(w), y me

r} ¡(fl/r- ' . diante el gráfico de ‘ï'alz calculará (Km) =
gg(tg 22°30') = g(0,41421) , cuyo valor exacto e

arc sen (‘ÏÉ-l) »=0,427088 ; el punto Qal del
/ eje v debe coincidir con el 1 , punto central d

/ la base PP'. Se tiene: Tap) = 9,76265.G(Q)

y 'G(Q) = 0,10243.T(Q).
Es de notar que los rayos del haz de centro P s

Nit! __ __ _ -1r. _____ ,,

han trazado de acuerdo con los valores de a“: cotákwm-W\Aqn¡(doble del a
del 914), por lo cual el-gráfioo da directamente la integral (16), excep
tuando en esta dos peqúeños intervalos que comprenden qu y -w°. En estos
se aplican las (18) y (22), determinando los valores de e y'e según le am
plitud del intervalito de PP' en que cae w, o -w°. La tablilla inserta en

el 514 muestra que mozáï cae en el intervalito correspondiente a mis (mu
cerca del punto medio), por ser M0043) i 22'30' _, mientras que Mhz-in
cee en el correspondiente a m=2l , por ser ¿(-w.«@)= -67°30‘. Comoel in

tervalito de PP' correspondiente a m=8mide 0,8 (5044'), si se lo adopta
comointervalo de integración para la (18) resultará muyempinada la grá
fica de R(v) en su proximidad, por lo cual conviene adoptar comotal el

formado por los intervalitos m::7,8,9 de PP', que dan: e a 824218 (o se

0115207), y e': 892636 (o sea 0314793). La (17) es: rw) = cos-H
y por consiguiente: ' ¡{sen(459+.%w)

JW. mwcotywwdw g Tv. cos%w.cot(%W-22930') dw¡E wo.¿ Vsen(459+ 4’)
(23) el valor de esta integral es (aproximadam.

. Aplicando la

17":7 rn“. e "1-9
' ., 245€

| lan-y 75- (es; +8y¡+y¡) a o,o73532[6(1,7o71) +
¿x

_ l " ,

seo/712-.__.r6 5“__¿r. “55023.548(l,9813) + 2.3189] g 2,0892 . La sustitución

del sen¿(w°-v) por el arco origina un error,dado por la (25),que es en
este caso: 0,0002 , y la integral anterior tiene comovalor más preciso:

,. 2,0894
La (17') es: r(W)e -i¿1222i&j- , y por consiguiente: .\\--

VsenMS 9+13,70)
me , .L‘. -- -' d VE.
e ¿”acosgg cothLZZÉL ___"___‘2 -2—-(6Y.“3V:HQ)

no Vsen(45°+&9) VírW-Ws) 15

Vo“? m

J Bohemio) dvd? 2XW 9



= 0,072524[6(2,6815) + 8(2,3334)Ï¿ 2,0385] = 2,6685 . la corrección dada

por le (25) es 0,0002 , y el velorwgg la integral será 2,6687 . Reunion

do ambos resultados se tiene: Á;¿R(W)cot}(W-Q)dq’É’4,7851 (26) .
Pasando ahora el punto -Q¿=-bït, que cae en el intervalito de PP' co
c ó a rrespondiente e M==-21pero muy cerca de su extre

nïnz;vú_ rnhzo mo derecho, conviene tomar como intervalo de inte
/_/¿l_\l ¿l_f_; KTGCÍÓHpara aplicar la (En) el formado por los ir

445%,}, 453-444 4245;}; tervelitoe m: -20 y m=.-2l , para evitar el arco
muyempinado que la H(V) Presenta entre g y g (ver figura). Entonces se

tiene; 8 = 891434 (Cïliaal) , .5: 10:51;5 (0318953), pero el intervalo
de integración es algo granfie para aplicar le (20), por lo cual conviene

cose '
aplicar la (23). La (21) es: r(W) = -=====¿¿;== , y por consiguiente:

. VGen}Un-w) e
'wo‘l'Ó' -%‘6

Í R(W)cot¿(q/-®dgp ¿4/ COS}Q’_cot(fiW-2‘2;E dq, (a
- " V2;n(45:-}w) “¿(u¿+w)

É!-——2ÍÏ¿(6yo1-8y.+Yz) : -0,082091[6(0.29289)+8(0,34856)+c,4c957] : 4.4068U .

La corrección dada por la (25) Vale 0,0002 , y el valor de le integral
¿LP cos-¿W , y por consiguiente:

'Vsená(Wo-W)

-Wo 4*," ¿i‘cos} ‘cot(LlV-22'5)
P(q))cot%(€Y-!P)d(y‘ LL (Y ' ‘ É)—.—¿ ww Jeen(45°-}Q’) fine-w)

g 2%;
15¿(GYe+83"+y¿) v -0,G71507[6(0,46008)+8(0,39895)+O,34202] ='-o,4501

Le corrección (25) vale 0,0001 , y el Valor de le integral será -0,4502.

%

será: -O,4070. La (21') es: r(W) 3

Reunienoo ambosresultados se obtiene finalmente:
‘Q’oi’ó .

.P(‘+’)°°t%<4’-49)e.w':9 -0,ï3572 (27)
-v..¿ _

La gráfica de R(W) muestre aún arcos empinadas an la proximidad de cad
intervalo de integración utilizado en las (26) y (27). Para evitarlo: el
puede ampliar tales intervalos, tcmanñoen le (26) los intervnlitos de
PP' correspondientes e m = 6,7,8,9,10 y en la (27) los correspondien
tes a m = -19,-20,-21,-22. Pero entonces le fórmula (23) puede no ser
suficientemente aproximada, por lo cual conviene aplicar otra fórmula
con cuatro ordenadas que establecerá a continuación.

Segundafórnula aprogiggoakgera la integral J/ f(x)gí - Ahora se aproxi
ma f(x) mediante un polinomio de tercer gradoapor la fórmula de interpo

lación de Newton-Gregory, que coincide con f(x) en xao, x=h, x=2h,x=3h=e



- w _ g 2 _ . 1 a 2
Se tiene: {(x) e y°+ rhrt yo ) + 2(r -r)(Y¿ 2,1117.) + ¿(r -3r +2r)(y,-3y¿*

*3ïi Wo) , con 11% , y por consiguiente;
a a ' x2dx v; .

L f(x) T; a L [33+ 25-6h(2y3-93; +1837) -11yo ) + "2“ (-y, +453 «Syd+2237o) #
3 v

x dx z 2m
#67553 .3y2 +353-y° ar; 109343 +4531+1853+8173) = s' (28)

a x2 x3 x4 m. I ._ '
La. expresión exacta es. c (yoí‘ ¡{.70 + 2132+ ayy-|- 4-23; + 0.00) ill?

r. 2 3 4

= 2Va(y‘,+ 3 yOH-í?)- y¿'+ 25 yg"+ 2-816¿N + un) = S , mientras el desarro

llo en serie de la 3' da: S'a ZJÉ( + 9- y' + 95 y" + 2.3.vm+ .19943- ¡Y° 3° oo 42° 216.105"
¿43; I! \ '

Entonces el error de la (28) es: S - S' ‘g" "0:5 yo (29) * °°'. ¿W

ms “h WE.
Aplican! la (28) al cálculo de J ÍR(Ü)cot}(v-q)dw 3 L 8* SW , con

,.\ A A s-E °° °

EN ¿f E ¿x 3,3 v los datos indtCndos al margen. Comor A; - r .'
3k? {a ¿Q :3 3€ 9 el intervalo de integración no permi
S 3 n N, C\

Q1_-Sïï____.____il___r:___‘r_ te reemplazar el senflw-W.)por su ar
3o 25'25" 45° l 59/250" a

V\C_-O,254ÏÜC4,_/\__¿.—02.17954,——/co, hay que escribir la 1- integral

" .cot 3,» -2" 5 . ¿un- '

ash} caspa» u 4? )V¡ .( w) __iy_____«4¿»EmilyoüsvmvW \/sen(45‘-‘-J__rw) senMWo-w) Vw. a») 105 x Wa)

= 0,0135242 34(17707107)+45(2_,013652)+1s(2,40147o>+8(2,908727fl ='
a 0,0135242(216,15225) = 2,90976 .

WJE' , . a. " 

La 22 integral en} incosáv wtf-3:); 2285)\/ ¡(W W.) M; ¡a. Vsen(469-}\V) 393%(W'Wo) ¿(W-W.)

'c ¿{52mm +45yl+18y2+8373) = 0,0134129[34(2,681618)+45(2,296650)+105

¡(li-¿(1,976950)+8(1,707ooafl = 0,0134129(243,76199) = 3,26956. Reuniendo am!
QJE'

bos resultados se cbtiene: í R(w)cot-%-(W-Q)dv= 6,17932 (30)
,5 'x "9 1‘ '.-\ y" .qme‘
:Q ¡H d? a f“ Calcularé ahora j F(\y)cot}(\\!-q)dú} :
S. :7. «mi 9 r ¿a .w -W. ¿»e
w e {o . e g, g - ' ° ¿a x: \¡ \¡ ___J - + con los datos indicados al

-/52°47'/9" l - 65° —II6“50's" ‘m'e “9°
\—\c‘.-o.3/c47o_/“¿20322862H margen. La primera integral es:
Jb‘ 1' -ñ 5 o o

j l ámcosfiycoflw a2? ) . 1M W. W) dw (34x “5371*18}?"Ïu'e vsen(45G.Ïï sen%;(-No-W) "Wo'V)

a -o,0150095[34(o,4eoo756) +45(o,3735223)+18(o,2956452)+8(o,2258444fl =
= -0,0150095(39,579461) = -o,594oee . Para 1a segunda se tiene: ‘



J’Wéecosighcot(i\U-22ï5) Í ¿(Va*v) ___É3L__ü Eiégía4y +4Ry *lBy +8y )———————- "g 2 3. -Ñ :' O
-wo \{sen(459-Ïw) 80ni(w.+üfi á(wo+v) 10°

= -0,0153061[34(0,2928934)+45(0,3565960)*18(C',4275266)&8(0,5065960fl =
8 -0,0153061(37,753442) 3 -O,577858 . Y reuniendo ambos resultados:

' g#5.

SW R(w)oot}(w-Q)dw 2 -1,17l93 (31)
‘Wo'e

Sólo.queda, finalmente, aplicar el métodográfico de Walz para efectua
1a integración aproximadasobre el intervalo (-n ,+1t) excluyendo los in
tervalitos m: 6,7,8,9,10 y m: -19,-2G,-21,-22
den los resultados (30) y (31). Es de notar que

va R(w), entre w‘th , se eleva
cisas sobre el gráfico, el valor de la integral

“acct}(woú)dw i 2h.log ï°n&(w‘TQ) ,
w senfipr) 1

, a los cuales correspon
si una porción de la eur

h unidades para lorrar lecturas máspre

ngB(W)cOti(Q-®)dw sumen
ta en h Foro ro es necesario despla

zar 1a cur¿a¡ basta multiplicar as ordenaáas tm por un facto
conveniente antes de obtener gráficamente los productos por los en , y
luego dividir éstos por el factor.

Eé aquí el cálculo sobre el gráfico da Walz: las éi’son ordenadas medi
das en cm (lo unifiae es 5 om); los g_;;)son productos de las anteriores
por pendientes az)un _sonlas verdaderas ammultiplicdas por los facto"
indicados en al ángulo superior izquierdo del gráfico. Las sumas 59,05 y
-63,la deben ser divididas por 5 (por ser 5 cm la unidad de longitud) an
tes de agregarles los resultados (30) y (31). Finalmente, obtenida

v
T(®) = :‘R(W)cot}(q-Qfldv , se obtiene G(Q) 8 g(7) mediante la fórmula
G(w; = 0,10243.T(®) (Ver pág.65),

Suma:63,

H“. (i) D'Ni- Suma) WW V) DNR. Sumes q 9
m fm ¿5m sorïleüflïü‘c‘b‘m ¿mi {many m Geriát-“Tip?”
o 7,87 7,87 1 7,87 .g 7,55 g 7,66 1 7,66 (30) 6,12
1 8 14,35 ¡N 19,13 -1 7,50V ¿3,5 am 18,07 """2 9,05: -2 7,44_ Area
3 8,8% 6.15’ 1 €24,97 -3 7,30 5,10
4 995° 4'90 Ï '4 7’20 3,70 Qumaneg 3-63 IE
5 r10.60 4427' = -5 7,14 2,88_ " 3¿ 5 ° -12155

11.11470 19930}1o 3,35 -s 7.10 4,23 1 28,51 (31) - 1 1
.lg_+_gjgfil_lágéá. -7 7,08 1,96 -——¿13 . 7 o 10,=3‘ .3 7 07 1 69 
14 5:25 7,60 _9 7:08 1:48 Area neg.t 13,8C
15 ; 5 03 6 40 - o l(39 1.3
16 3:95 3:68 8 4,05 -Ï1 3,12 11,23 n “re” t°t‘1’
17 3.05 2,52 -12 7120 210.7 1° 2'75 T<®>= 4,19
18 ¿ 3,15 1,53ï -1a 7,32 ;1o,25

JE.’ 1428 (2432.N -14 7,50 - 9,10 G(Q)¡4,19x0,102420 0,\0 0,2 1 -15 7 ao ï 8 30 zo 429= v
21 6,30 0,11 -16 8:16 i 7:65 8 6’14 ' z(')
22 193? 9,35. 66 0’26 -l7 8,68 ' 7,10. Valor exactos
c« . 9,2v 0,4%: -13 9.50 6,79- ñ
° : 34s? 0-355 n -23 10,10 2,5ol — E(ï"°94“71
235 4,50 0,23l‘10 0,02 _24 0,825 6 Ü,4:7 '

-25 5,80 _ 0,36Llo 0,03







AFENDICEg, - Tabulecidg de las funciones ¿“(1) ¿19156
.¡m t.

1) Relacionesentre las funciones¡“(1) -‘Por ser tne't.dt gr.0 2i -t
,1.3,5,.,gn-12 s: 1 WH“e _
.. 2%. \n si g es par, se tiene: sms!) 3.1? tú dt ._

z

:% É:(1+ tng-tdt .314" x4“ insper)'y (mix)2 x.s“(n:imps1
Estas son relaciones de recurrencia.

Teniendo en cuente que si (¡(x) es la conjugsde de F(t) serd G’(r) le co!
' zW n -t

Jugada de F'(t), results de ¡“(fl «¿i-J ¿Fe-x-dt 1a fórmula siguientmTi -m
{W “ú Mi l- t - .

81‘10!)táím 2%?- 0 t.“ r: Dam-2ng (n31). Además:"(1): -231(x‘

Entonces: 33(1) = n(n-1)sn.¿-(4n+2)sn+43n*2 (n>0). En particular:
': -2 ' - l _ = _

¡"(15): -28* 481- 80 tiene: {8* g 82 {‘1g2h 283 {83'3‘2 2‘“ ¡Í81'3433-681 aguas-10544;, ggaeg -l4g Hg,

Tambien se puede expresar 3:,(1) en función de ¡“(1) asi:
{CD 11-1 n 2 *m n -tz

18,“) =¿Í nt (x-t+t)-2xt (tank-{dt =%5 t e dt _1] u _m tf! | .0) t_x
2

emthe-t
w t-x

w, ‘ _ 2 un - Z z

-.%í t“. t.“ - the t.dt —a}? dt , quedl!. m .0 l

¡{,(z) :(g- 2!)81.- e (n3par) ;_(¿(1) =e 4-2x)gn- ¡Rx-r , 1
es naimpar. Estes son las ecuaciones diferenciales de las funciones 8u(‘

.2) Igbulgcióg de las funcione; ¿“(1) o Se efectúa cómodamentemediante
las ecuaciones diferenciales que acabo de establecer, pues equivale s1
trazado de 1a curva integral y: ¡“(1) en forma numérica, para lo cue]

existen varios metodos. Aplicsre el métodode uilne para tabular la 311
entre ¡21,5 y 1-2 (ver gráfica en p68.26), con intervalo 1120,05.

se empieza por calcular g, y g; para x08 1,5 y x18 1,55 g ¡28 1,6 g
¡33 1,65 mediante le fórmula de Taylor, pere lo cual se requieren las d

rivadas sucesivas en el primer punto. Poniendo y: g¿(x) , .í- = r , se
tiene: y': 2(r-x)y-k , siendo k e IÁï' 0,5641896, y de aqui:

y”: 2(r-x)y'-2(r2*l)y , y'": 2(r-x)y"-4(r2»1)y'+4r3y ,
53":2(r-x)y"' -6(r2+l)y"«» 12r3y'-12r4y , yïa 2(r-x)y" -8(r2+1)y‘“+

+24ray"-48r4y'+48r5y , ¡rW8 2(r-t)yY-10(r2+l b}!4401-337“-120r4y" +

+240r5y'-240r6y , etc. Para 1,: 1,5 u yo: 4,24097", ygz -0,16256(
y¿'= 0,9670913 , yy: -0,9581860 , yz“: -6,791266 , {a 29,286.34 ,

ya. 14,94526. Entonces le serie de Taylor da:ya: , yz: , ya:-0 , y conla



-72

ecuacióu diferencial se obtiene1 x':-0.1155371 , yjs -0,0716512 ,

x;i -0,0314769. Aplicando reiteradamente las fórmulas:

ya“ 2 12-.4- ásn(2Y.Ï,mi +2318.) , 75”- + 249:: +4323.+7!) o dm“

8-1á5(zÏLy?) el error de la 23 , ee obtiene le teblilie 1, y de esta la
2 mediante las relaciones de recurrennia.

Tablille 1 ' Tablilla 2

81 E! Si Í ¡3

4,240977? -o, 1625601 -o,1606518 -0,4832276 -o,o793718
-o,2479185 -o,1155371 -o,1599474 -o,4671852 -0,1021789
-0,2525838 -o,o715512l -0,1578649 -o,4512841 -o,1220393
-o,2551454 -0,0314769 I-0,1646336 -O,4356504 -0,1388951
50,2558000 0,0045893 é-0,1504706 -0,4203984 -O,1527652«ganga

NHHHHHHHHHH

OÚOCOOÚOÚQC

75 -o,2547587 0,0363131 ï-0,1465764 -0,4065806 -O,1637329
8 -c,2522423 0,0636134 n-o,1401346 -o,3912912 -o,1719413
35 -o,24847oa 0,0865340 {-0,1343083 -0,3775664 -o,1775753
9 -o,2435592 0,1052320 ¡-0,1282417 -0,3644375 -0,1808577
95 -o,2330134 0,1199464 '-0,1220582 -o,3519219 -o,1s20313
o —o,2317257 0,1309875 -0,1158629 -o,3400263 -0,1812566

La tablilla 1.permite determinar el minimode g,(x), que ee presenta en
z: 1,693293 y vale -O,2558166. Bate último valor ae-calcula con 1a fór
mula que de z'(x).

La tabulación con intervalo más chico (por ej. 0,61) ae efectúa fácil
mente mediante fórmulas especiales con diferencias finitas (eubtabulecit

APÉNDICE2 - rabulacigg de 1a con¿g¿ada de ¿(t)

Si f(t) satisface a una ecuación diferencial lineal de cualquier orden
cuyos coeficientes sean polinomios en 3, ¡e deduce fácilmente que su con

Jugada ¡(3) satisface también a una ecuación análoga. En efecto, eee
P(t)y"+o(t)y’hfi(t)= O 1a ecuación e que satisface {(t). Be tendrá:

fípy"+ey'+fly]9¿ï -_-o, o bien: I“{{A(t,1)+ïm_x)}y" +íB(t,x)+ 95:) y' +

+lc(t,x)4-%é%ljï}dt = o , que da 1a ecuación JE A(t,x)y"dt +J'B(t,x)y'd

+ í o(t,x)y.dt +11[P(x)g"+0(x)g'+R(x)(]z O , o seat Pg"+og'+fiz = G(x).
Entonces si se conocen laS'eolucionea particulares de 1a primera ecuació
el metodo de Eagrange permite resolver 1a segunda. Y si 1a solucion no e
Satisfectoria para el cálculo numérico, la ecuación obtenida servira par
determinar numericamente 1a curva integral a partir de un punto g cono

oiendo ¡(1) y g'(x). l .

La función 11t) de Besael satisfafe 1a ecuación ty"+y'+ty ._o, que da:
cn

[3°t1"+J.'+Ï¿)%'Eïe 0 e o bien: J[(l*ï%)'ï°"+ ¿á +(1+ïfï)l]dt 2 Lvl”



A»m ¿(“dt +1!(xg"+g‘+xg) 2 0. Por ser J}: -J¿ y r J°(t)dt g 1 , resulta:
xk';¿'+xg:-% . Las funciones 50(1) e Y.(x) son ¡emociones de 1a ecuación
sin 2° miembro, y entonces el metodo de Legrange da 1a solución general

de la ecuación completa para x>,0, teniendo en cuenta que ¿[Ig-{J}: “¿x z

((x) 2 C‘J‘Sx)+ Czïgx) + ¿(fit 100061- 1'31) ¿(flan Deboser ¿(0): 0,
y como¿(0): 1 , Y°(0)=-°° ¡e deduce que Circa: o, y la función buscada

es: fix) 3 J,(x) !.(x)dx- ij) J°(x)dx, “cil de tabuler disponiendo
de tablas de Jo“), Y°(x)y de las dos ¿murales definidas. Se tiene, tam

‘biém ¡'(x) g If!) IX{.(de - J‘hr) r Y°(x)dx con g'(0) : É“?s -O,63662.
0 Cu

!z {(1) you) j: ¿max Y°(x)dx su)
1 -m o o o

2 0,9900250 -1,0811053 0,19933433 -0,34670884 -0,1267590
4 0,9603982 -C,6060246 0,39459857g-o,50952483 -o,2501497
6 o,9120049--o,3085099 0,58224127z-o,59927156 -0,3669114
8 0,8462874 -0,0868023 0,80018979i-0,63786890 -o,4703621

2
4
6
e

0,765197? +0,088257o 0,91973041 -0,63706938 -O,6092787
0,671132? 0,2280835 1,0635676? -0,6049027O -0,6485499
0,5668551 0,3378951 1,18750205 -o,54783193 —o,7117924
0,4554022 0,4204269 1,29992097 -0,47156130 -o,7570255
0,3399864 0,477431? 1,36939857-00,39186241 -O,7834523

2 0,2238908, 0,510376? 1,42677029'-0,28219285 -0,7908589
2 0,1103623' 0,6207843 1,45912634 -0,17871504 -0,7796135
4 0,0025077. 0,5104147 1,47029299 -0,07526504 -0,7506484
6 -0,0968050 0,4813306 1,46069961 eo,02420250 -o,7054223
8 -0,1850360' 0,4359160 1,43231169 +0,11657784 —0,6458647

'-0,2600520 0,3768500 1,38756726. 0,19765926 -0,6743061
2 -0,3201882 0,3070533 1,32928404 0,26620207 -0,4933958 a
4
6
a

-o,3642956 0,2296153 1,26056178; 0,31996996 -0,4060079 é
¿-o,391769o 0,1477100 1,18467597' 0,35775040 -o,315144o .
-o,4025564 0,0645032 1,10496780 0,37896743 -0,2238297

4 g-o,3971498 -0,0169407 1,02473416 0,38366965 -0,1350146
2l-o,3765571 -o,0937512 0,94712134 0,37250066 -0,051474o
4;-0,3422568 -0,1635365 0,87502609 0,34665164 *0,0242798
6
8

(p)meNNNNHHHHOOOO

L-0,2961378;-0,2234600 0,81100729 0,30779779 0,0901771
i-0,2404253¿-0,2723038 0,75721109 0,25802068 0,1441568

5 ¡-0,17759685-0,3085176 0,71531192 0,19971939 0,1852168
,2 -o,11029o4 -o,3312509 0,68647105 0,13551348 0,2124483
,4;-o,o412101;-4,3401679 0,67131394 0,06814125 0,2255513

6,6i+0,0269709¡-C,3354442 0,66992677 0,00C36580 0,2247134
e 8' 0,0917026 -o,3177464 0,68187187 -0,06517048 0,2106860

l 0,15064531-0,2881947 0,70622122 -o,12595051 0,1245553

(nmohhh-b

La gráfica de ¡(Ü es le siguiente:



Conjugadada Jn(t) ¿-Estas funciones satisfacen 1a ecuación diferencial
qm

tzy"+ty'+(t2-2)y e o. Entoncesse tiene!) [tZJ'thMtz-nzn] Lt :o,.w n Tl TI t_x

bie mrt:zr-34¡Ï.I"+1 J-J' t ' 3-2-21?- dt
o nsmL + +t_x n(+t_x)n+ +x+ td Jn s

2 2 2 fm W
,1 x n I I x an ) tJ" | t d. W. dt =\ sni- gn-i ( a“ +Lm ( “4%” Jn) t 5’ xj.m(J“QJn) C

_ z . hn Zn (n=1rnpa’r) . nz i .
Pero P-%Jn .. LDP.dt z o .(mpar) y q- tan- t J; ..
un [ W 2 m gi 2 (nspar)
402.61::fá‘flamfln -1)5‘mJntz = o (“mp”) . Resulta, pues, la ecua

2
ción: x‘gg-vxa“ (x -n2)g,= -% (n=1mpar), o bien:

¡233+ Ig“- (¡2-112)g“:- 2,3" (napar). Aplicando al método de Legran

ga y teniendo en cuenta que J“Y¿-J¿Yn=ïaï , se obtiene 1.a solución gene

ra]. para cada casOe ¡“(ad I ClJnvi>CzYn+las Yhdx - Y“ Sindx (nzpar)
dx dx

¡“(1) a CtJn+ Czïn+ 11(Jn3Y“? - YngJn?) (n‘impar). Las constantes
c:i y c2 deben ser calculadas convenientemente.

x x

Nota-Por ser letJ" , resultas sin): -g'(x) = .113Yodx- Yi) Jodx.° o

Para 34(1) se tiene: JJ.==Jo - 2.13: J°+2Jg' , y por tante!

()- (x)+2"(x)-Jxïdx-‘Y‘J’dxi-á- S e u 1 o

tant“ C1 y cz son nulas.

4:00
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