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ESTMJN D¿ TJSIJ___.____..._.—

Las llamadas funciones de Legendre de segunda especie Ü (x) 

que son soluciones de la ecuacion diferencial de Legendre - pueden de

finirse por la clasica formula de Heine:

ga) =á/__m.___zpf) dé. (1)

Esta formula, que tiene sentido para todo g no pertenecien

te al intervalo (-1, +1), permite deducir con facilidad muchaspropie

dades de las funciones qLiz).
No sucede lo mismo si g es real y lzl < 1, pues entonces la

integral (1) carece de sentido; lo tiene en cambio, si la integral se

interpreta comovalor principal de Cauchy;
a?”

- 79Q0gm-á/fia/é (2)-/
Nos proponemos,en Capitulo I, utilizar sistemáticamente la

definicion (2) y deducir las propiedades de QLix) para lx|<_l, utili
zando los métodos clasicos de las operaciones con integrales con valo

res principales. Tambiénaplicaremos los Teoremnssobre pares de fun
ciones transformadas de Hilbert mediante la sencilla definicion de la

funcion áïñx):

fix)”, |xt>1,
:Pn(x).1x¡< 1.

En Capitulo II estudiamos las propiedades de las funciones

de segunda especie de Hermite odefinidas en la famosa Memoriade P.

AppelloJ. KampeDe Feriot mediante un cuadro de condiciones para la

solucion trascendente de la ecuacion de Hermite- con la definicion:

/ ¿y m {5' H 2‘)
h'l'l(x)= -=: ¿ / e ( Olé o (3)/2/7' _Ü _z-¿‘

una



Empleamoslos mismos recursos del Capitulo anterior: ope

raciones con valores principales combinadascon las propiedades de

los polinomios Hn(x) y aplicacion de Teoremasrelativos a pares de
funciones transformadas de Hilbert.

Las funciones de segunda especie de Laguerre ln(x), solu
ciones trascendentes de 1a ecuacion de Laguerre, pueden ser defini

das por la formula:

z a. -¿‘
1n(x0 = c_ __é__¿Éadg¿.aÉ . (h)¿‘Zo

De ella deducimos- en Capitulo III - las propiedades de

1n(x) y la relacionamos con 1a función exponencial integral:
db o“

-Ei(z)=/_fi__a’a.¡ x4 o,44w!

y la funcion exponencial modificada;

____ a H.
-131(x) g _E____a'a, x > o.

00

Conlas formulas de recurrencia obtenidas en los tres Ca

pitulos, las funciones 04x), hn(x) y inhi) pueden ser tabuladas en
todo el camporeal a partir de su expresion para n20:

00(1):áé"3l-X.

‘zzïíüy x >01‘
_ -z‘ z ¿N .

10m z 42,7 e 4/42 ¿dá .
En la última parte de este Trabajo expresamos las funcio

¡10(1): g

nes de Legendre, Hermite y Laguerre en el espacio de las Distribu

ciones de Schwar&comoproductos de eonvolucion de funciones conve

nientemente elegidas y la seudo funcion v.p. l/x‘.
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Para ello introducimos la función Q diferencia de dos fun

ciones de Heaviaide trasladadas a +1, -1, y escribimosï

pasé ¡goal a ¿gáíj
xá’ “¿72

nn=__:}__ge ¿w-u/aí/st
1,1 = um ¿“(a v «2576?; . '(s)

siendo u(x) la funcion de Heaviside.

Algunos de los Teoremas anteriores ae demuestran ahora con

un instrumento que simplifica las operaciones de derivación pues, pa

.ra.derivar en el sentido de las Distribuciones un producto de convo
lucion, se deriva cualquiera de los dos factores resultando considera

blemente abreviados loa desarrollos correspondientes.

)-( ' Ma
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PREFACIO

En el presente trabajo de Tesis se estudian las propiedao

des de las funciones de segunda especie de Legendre, Hermite y Lagua

rre definidas mediante integrales con valores principales en el sen

tido de Cauchy.

'Las funciones de Legendre de segunda especie, solucion

trascendente de la ecuacion de segundo orden de Legendre, pueden de

finirse mediante la clasica fórmula de Haine:

H ' .

Q(z)=_¿/ 26*) A , Pn(t) polinomio n-esima de Legendre,a 2 z-á
-I

valida para 5 no perteneciente al intervalo (-1, +1). La integral
no es convergente en este intervalo, pero si tiene sentido si se la

interpreta comovalor principal.

En el Capitulo I del presente trabajo se define:
N .

«¡(2) = .’./....pgé‘_2.a’é , -/< z < H; (l)a 3 2-é

y se demuestra que esta formula representa la función de Legendre

para .1 < ,2:< H.

A partir de (1) se deducen las propiedades de QL(X)uti
lizando sistemáticamente el calculo de Valores Principales y los

Teoremasrelativos a pares de transformadas de Hilbert, dado que

las funciones 41(13 pueden interpretarse o salvo un factor cons
tante o comotransformadas de Hilbert de la función:

92k): O,‘
= Pau); lx; -< l.

lx! > 1.

Conel mismocriterio, el Capitulo II estudia las propie

dades de las funciones de segunda especie de Hermite definidas por

la formula: é2 *“
bn(x)=;-e% e 5/7244) é, o2/7' J x-á-ao



iii
El Capitulo III estudia las propiedades de las funciones

de segunda especie de “guerra, las que se definen mediante 1a for

mula:

” áz -1n(1)=
o r-z

La Teoria de las Diatribizoiónea de L. Schwartz permite

demostrar mchas de esta: propiedades en forma mas sencilla“; en el}.

Apéndicede]. presente trabajo ae incluyen algunas de ellas obteni
das partiendo de 1a expresion de las funciones estudiadas y median

te los productos de oenvolucion:

SQF¿P®¿‘%éi
IN -11 í ..

¿2 ¡(1 5 fixz)fi K '13,?
¡2/7 I f2) ’

l z ' I
a“) Lua, sr e 196.1.)It

á
á

donde u(x) es 1a funcion de Heaviside y 11(1)a u“- u_Nee diferencia
de dos funciones de Heavieide trasladadas respectivamente a -1 y +1”.



iv

INDICE

CAPITULO g

- FUNCIONES DE LEGENDRE DE SEGUNDA ESPECIE

1.1 Pmlixpinar
1.2 Funcion de Legendre de segunda especie en (-1,44).
1.3 Ortogonnlidad de la familia de funciones Q (x).

'rl."

‘4 2 1/” - W wa)Jg¿41" ' . _'__.
1.1:. J t 2“, , #fiN/J¿(on/1*”)l

les/' Ga).á(l) all : Lfi'h'")- fifmd)'{/*C“mez'y) .4” m
-l. (71-M) (m + en +0

1.6 Fórmula de recurrencia.
1.7 Algunos valores de 01(x).

’ n

1,8 (I-x‘) gin-z 4:{ga} + vz(mw) al!) ==0‘

l gar) Qu) I= _

| 3240 0,100
1.9 Wronekianown(x) -17.

1.10 ea). gg)- 55,1).«gm=

111 —1¡—Oa)=Üz)-{ ' ’ __.’ .. Pm“) °( “¿we-F” + ¿"-0241%.?“ * Pa) eau j

CAPITULOg

- FUNCIONES DE HERMITE DE SEGUNDA ESPECIE

2.1 Funciones de ¡{emite de segunda especie.
I.

H" "a.

2.2 Laintegral f¿_¿x_a/¿,

2. Las fimcionea hn(x) y sus transformadas de Hilbert,
2. Algunos valores de hn(x).,

El
2.5 ¿(AJ-0% ‘ A

ll“Je-zdx”l

2.6 lam- x ¡í (l)+(7)-l)(a) .20 , m>1.’I-I 9-3

2.7
2.8

th-IH

474:

O‘UI

lO

12

12

12

15

15

16
17



Y

2.9 Valor de hub) y de '(x) ara x _-=0.
2.10 Wronakiano de Hn(x) y (xï,

x1.2.2.11 éa) = ¡geo{jar}-gg) e

2012 XigJÍ- él")ig?)- 0.

2.13 lips).93x)= ¿vr/z).¿pm/Q

CAPITULOIII

- FUNCIONES DE MGUERRE DE SEGUNDA ESPECIE

1 Funciones de Laguerre de segunda especie.
2 Las funciones do Laguerm de segunda especie y las

transformadas de Hilbert.
fi —t

3.3 4a)- ej/_s_/¿.a 'l
3.1|. Derivadasmrimera y segunda de Inn.)
3.5 La ecuacion de Lngusrro, "

3.6 1,,(x),¿Ï ¿”g/.e‘F-‘Üej.a! 1:“ t -t

3.7 1am:5 ¿L (auna).
fl

z»

3.8 Fámnaa de recurrencia,

3.9 Ink) g ¿41).¿ocur/Lg»

3.10 Faz-mulade recurrencia para 2 (x).
3.11 Algunos valores de a x fl 4' x
3.12 Wronskianode tht) y Ink),- Ka)=-í ,

APENDICE

- DEDUCCION DE ALGUNAS DE LAS FORMULAS ANTERIORES EN LA
TEORIA DE LAS DISTRIBUCIONES

1 Preliminar. 
2 L9: funcionea de Logan.er de Mamás especie.

. Formula de recurrencia para. Q".
a Algunos valores de 0.,
S (1-222) 0.; -2; qu 91(91H)4,,.0,
6 Las mnoioneo de Homite de segunda especie.

l:

18
20

21

21

22

{RE-El

26

28
28

29

29

30

30

31

32



Yi

a ..-'_-x-‘ n l ¿a

1m un; (-1)“e 2%; (e 34,). 37

¡4.8 Relaciones entre las funciones hn. 37

h.9 hg-x'h¿+nhn=o 38
, Llo Las funciones de Laguerre de segunda especie ¿A 38

u.1111"+(1'-x) '+n1 :0 .39n n

haz, 1,,=_¿7" _;’-_:(¿“z"¿), "39, r . z"

14.13Relaciones entre las funciones ln. L0

)-(

‘ -..._1.r l _ * 19':‘ ¿'.__i_.,,4. .,¿..:;. -’¿_¿¿.A;.Á.:.'¿/.-:;'.-.54.¿3M.9“ . y. y ..



CAPITULO _I_

mmcIor-¡as DE LEGSNDRE DE SHOW-IDAmpmc IE

1.1.- Preliminar.

Una solucián do 1a ocuacián diforoncíal de Leggndro db segundo

ordon:

(/—zz)ar".2zar; n ('n+/)ar = o,
linealmente independlan‘aode 1a. solución “¿mula do Rodrigues):

r

9L 7Lg - Tin (z2-/), .1.1.(1)
puede expresarse bajo 1a forms. (ram-tula de Romana): (°)

H

6am) sit/EQÉÉLdé .1.1.(2)s/

en el plano complejo cortado on el comento [-1. +1] .
En o]. aogmanto (-1, +1) la rumión de Logcndro, segunda aolu—

ción de la oouncián, oa: U?)

¿“(1)=_2/_{4¿(¿ga)+ag(z-¿o)}. .1.1.(3)
definirwzos la runnián de 569mm especie de Legondro ¿(1)

mdinnto una intog'al semejante a la .1.1.(2) pero non valor prin

cipal en el sentido de Cauchy, estudiando su: prOpiodados con cata

nueva dotinicién.

1.2.- Funcién ¿g Logondre ¿13sorwl¡da especia gg L-lj +1).

La funcián do Lagendz'ode segunda espacio en el intervalo (-1, +1)

esta definida comolimito de unn fimeién analítica en el seuiplano

y > o. Utilizando la ram-aun de Neumann.1.1.(2), sora;

(°) llobson (1). S 1. 5-38. pp h9-5'2n
(ü) Hobzon (1). <30, p 03.

' -1



-2

.Í l. i l I.

_ z ¿ ' . _¿ a ¿01m_¿ Peut fmm a ¿5, , ¿wanna/é¿im ' ¿Í? 2 mm?" (¿a "a ¡»o 2 -,'<í%ï)-ï*-,a4a)-t) Zar-t).fa” "l-oc 2

Pero (°): I
H

' Pa“) Ót-É) dé
(a!493413 '

+1

cuando/.50.‘l

Por consiguiente:
- H

’ ' Pá‘)

6242:)g¿lira/á
A esta mimo resultado puedeIleana. sin recurrir 'a Teorema:

gomralea, considerando quog (i)

(6mm,ïl aa) Z1]..- 145,402).

Esto conduce a:

4052:):24¡gané I%I_W oc);0k, —I<l. < l; .

y do 1a obsowncián;
- +7 . , +I

dt = zu . ( __/ 00-- (t) ¿L.
fi? ¿[WI ' TK-IX)’_2_I“3"2.—Ï‘—/'

resulta: l
v. y

Qn(z)=.¿.j[_%%‘¿dt , —/<X<I; .1.2.(1)-I

donde la integral oa 01 valor principal de Cauchy:
' x-é +1

¿:1’1" +/ ]o¿»o
e>o " x-e

(°)_311105:Tnmarkin(1)‘ ¿una 5.41))tn. 6/ ias:
9(x)=&(x)" ¡bem ¡34(1) ¡(20.0 ¡um un?”g" j L
- I. 3' _I x-t F q (1-042,6:

nétaso que on nuestro ono faz) sofa y existo ¡“(nopor el Teoremado
Riosz( Riouu) ). .1, x

(ü) Capao'n(1); 511.1; p 585. 'I

O
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1.3.- Ortogonalidad gg ¿L3familia ¿c3funcionns Qn(x).

Jefinimuoa las funcionen LZÏEÍ'K)tales que a

.260 =-.¿]L.—Ba), ¡bora IXI<1 .l.3.(l)
= 0’ fm >1

y las funciones ¿(1) tales que;
,«-/

_. l 7>(Í) , '¿(a _ï/fá de", .1.3.(2)
-—I

donde 1a integral será ordinaria si. ¡xl > 1, o bien un valor princi

pal si |XI < 1.

Dofinida la transformada de Hilbert de una funcián tu) por:
«¡Cb

J 1 á‘) %[f(x)]s
-oa

resultan las funciones .436?)y ¿(1) , pares de transformadas, pues

do acuerdo con Lil/1‘; ¿3.62), en
{W

Q(X)a_L dá.
’"r 77 __o° É-x

Aplicando la farrmla de inversic'm para transformadas de Hil
bert:

7:;[Zóaz/(xujhflz), ¿IZQ/á: - 2a).W4’ t-z
¿cata fórmula nos permito. conocidas las prapiedudea de las

funciones de segunda espacio en (-oo .+oo), deducir propiedades de

loa polinomios de Ingendre en el intervalo (-1, +1).

Puesto que für) 6 age(-w,+°°) . podemosaplicar los Teorema

correspondientes (°) , y es: l
H

f[afiflza’á=/(92(t)]2dt=%Ï/Ï€(t)]É/ég 774=__7_"_‘__,4. 4 411‘ñ 2(27r*/)
Ma 'o' ¡06 r/

f ¿(a (¿ga“alc famíáw A: ¿EYE/é).¿Lava/t=o,-Guía.-0 -N ._/

(°) Titchmarsh (1); pp 121-138.



.LV.

De manera qup la familia do funciones 42,51), definidas en (-0, ¡4.00)
constituya un sistema ortogonnl do mncionen con:

Qá1)JzIJZz/2(2n+l))/óora01.;471. .1.
-“ = Q, farc fifi m o

+1
1 w' I a1.1“.{walk WW?“' ——T ‘

(02+I*'an)

De acuerdo con 1.3 (3), es:

fïfia)}zú=/ï@(r)]Z/Ï&nór)]2¿ú+/f%{z)):{z=%s-4, a _ ¿, a

además sabemos que (¿Ólhéümlígéw , y por leonaiguiánbe:

/ “Maui-ra=/-Ïr’«'€,mJ‘a,

de modo que: l

'Í'I i 2’, {45. 20,,(1)ask- 2 ’ (x)64;. .l.4. 1J[ J 424/: 7/ I ( )
La integral do]. segundo miombrovale (°):

fÏ‘QÜÚZ‘J‘8M y .1.h.(a)21|+l

n): “1-,”- p _ ¡759
siendo 1/0?- g ¿zu-7; 1a dermada de lo. funcion Wz)_7_,(_z)_,que en
la derivada logaritmion do la función gamma(a).

Reomplazando,1,L,(a) en .1.h..(1), se obtiene:
+1

. 2 ,

f [Q mjzá z 77% _ 2 (Manu) _ al - 2 só(om)9! I l —
_, 47-"/2 2-nw 24:4/

Ente rosultado ¡parece canal.me en el Tratado de Erdályi (°°).
+1

1_5.-f Q (X),Q(y_).¿¿= [Váun)--an+x)J-[chmï.Manr} .—.' a“ m ('h—'m)('h+m+l)
Do ncuordo con 1.3 (3). Para 12174.:n, oa:

(°) arcaályi (1); Vol I, p 17o rárm (6).

(se) Erdólyi (1); Vo]. I, pp 1 } 15.
(w) :zndélyi (1)¡ Vol I. p 17o ram (12). con v: n.



'¡zïg y por consiguiente;

-s

Mi; .I z T r, . a

_ ama)¿(att/4 (¿(1)(á pág/gar) ¿(a «¿4+ {a} (¿endx- 07
;. -av . T.“ _¡ . 1" l. _
rezando.m+n=2p,oa- '- - L _0-"MI .

4;"!x) 6€!x)=(l) (-I) gavfgór); (¿62)(got),- a;

y en tal caso es (°);
{I i

0/1a-2 dx:1_2’óahí'l)-
.l ¡ (on-70(onvw1-H l

+1 32 - (7,1”)a .1.5.(1)
_¡ (OI-an)('77zí'n "Í v

‘Cuando m + n = 2p + 1, os

zh) fi“) = --ya) 666:);
Q, 76 "ht ’71. .

resulta:

-D

4 . oa

Omar)aa) 0/4:- /(€(z) (avoir,m. "vt. 'h.

+1

few?) ¿(go/1.o. .1.5.(2)
.4 l

g Losmaulpadoa1,5;(1) y 1.5..(2) pueden-Omüu“ °°n3
+1 

0a) ¿3.60axa firm»- WWJ[1+MW) «MEL men;
. ¿I “I (m-m)(m+'m+1)

y en esta forma figuran on el tratado de Brdélyi (ü).

1.6.- Fármulagg recurrencia.

L-Demostraremos1a fórmula de recurrencia para ékn>en (-1, +1),

¿nilogn n la rámlg de recurrencia de los polinomios de Legandref
,. Por ¡será -. '-Ï K

"I ¿1+0 EN 61')a (2m.+1)z 56:) - nhgqót)

o33": Z

(o) mani (1); Vol I_,p 17o ram (s) _

(G)-Erd¿1y1=(1)¡ vol I. p 170 rárm (11) con 936 enteros no negativos. 4



oó

+1(mu) a(278i!) _-
de acuerdo Con,la definicián de ¿“(12) [(1.2 (1));

.>f,
' H .

Además,por ser J/ ¡gave/t z 0 '.¡ tendremos que;lH _ ,w ._
É/Ma’t‘: a:4/20; dt-: x4a). ¿un.l Z-t 2 .I ,x_¿v . 70, r

Rqemplazando.1.6.Ía) —on..1.6.(1), resulta:

¡”"0QE”¿(“Mi 9.604 i529,- .1.6.t72) ;

que es la tamb de recurrencia buscada.

'I 1.7.- Algu_nosvalores gg 01?).

Utilizando 1a ¿9231711315111.2 (l), podemosverificar las f5m-'

las siguientoa: “

00(x>=_2/_í(7/55.); Q(a):0;fi .1.7.(1)

aga) .—.2Lx} {fi;)¿¡,-Q(o) .-.-1,- .1.7.(2)

a 0) .y...’ .olo7o(3)
¿2(o)3(-op'ÏM f: ¿2,3,..,.,- .1.7.uu
35'” 3.517nou(2/6H) j05:),4 ZM,M-M . 17(5)
91. 2 _l x-t ¿+1 1-1 n ) . . .

Qon = I ,- .1. 71(6)

0,70):o; .1.7.m

¿ZOhF’V-áz‘áüvsfi-l“WI-"á ¿“8)
0). ‘mLc’12,3¿-0-)' olo7c\9)

fM =0. .1,7(10)é
Ud, _
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Las fármulas .1.7.(11 y .1.7.(2) resultan por calculo directo pues

ee P°(t) = 1, P1(t) = t. Conaquellas formulas y la de recurrencia

.I.6.(2), para n = 0, ee obtienen .1.7.(3) y .1.7.(hJ.

I La formula .1.7.(5) ee aplicacion de un Teoremade Hardy (°), re
lativo a 1a derivacion de este tipo de integrales con valoren princi
pales. Las formulas .1.7.(6) y .1.7.(7) resultan caeoe particulares

de .1.7.(5) con rnW) = (17)“. P¿(¡) = o. Píhz) = 1. .
Para obtener .1.7.(8) y .1.7.(9). Puede derivarse 1a formula de

recurrencia .1.6.(2), escribirle para 3.: o y usar .1.7.(6) y .1,7.(7).

Obtenido .1.7.(9), oomparándolacon .1.7.(5), resulta ¿1.7.(10).

1.8.- (l-l‘)g"('z)-2z 4120+ «(414-1)gar) = 0, w

Demostraremoeque la m’neion de Legendre gw: 5/269 Jd- , aa.. x
.4

tieface a la ecuacion de Legendre en (-1, +1).

Escribiendo la'eeuacion con la primera solucion;

(¡-¿vg'áadt ¡370+¿(mo 2M)z o,

Z‘Éf¿Í- 1.270}+ afiaw) 7,3/5)E 0, --./<L¿<+I¡

podremos deducir:
W d . ,

4/ ("w ¿“ha .Lam +1)¿(e = o.r 2., z_á \

La integral puede calcularee utilizando reiteradamente el Teore

ma de Hardy_ya citado, segun el cual sera:

, "¿M-mew} ¿_ ,I‘ _, ¿:¿‘)B.@)¿¿ d ¿ZM/¿L 1 8 (1)2: z '79 2 __z—t.‘ fix? fi’» ' ° '
., -I
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Ademas,utilizando la formula (*):

un +9 ¡a *'

¡LD/.13? =/.¿:_Á_Ïá+Zx"fly2/% , 2er, .1.8.(2)‘O y." -b

(°) Hard: (1); p 87.- ,
(ü) GonzalethomInguez-Scarfiello (1); form (3.0;5).



pondí'omos: -.

+I¿ w' w . 1‘
¿f é zm¡a:x‘Üóï)- ¿fawaéu 4' amo/é, .1.e. m "í"'2 z-t fl 4’- 2 2‘ é l .I , 'l «fl 4 l r

_, xv -, " .- . -.

'¡Derivando.1.8.(a)»ï¿loa-(b)“Bulk” s
H .. J:--'

t 0-19206) 1 ' ' 4" ‘ '
_¡í ¿lt20-1)¿i‘m-¿z416:) ¿(1:)?- .L8.(11").

(l ) *' '..: h.¡É¿1%0“ " xía) *320‘)" "1'5’(W
Reemlazando .¡¿8.(¡a")l'sy ,1,8,(b..|) Ken¿1,8..(1),. queda:

. d 2 - ' ' H
. K — Ú-L‘NZG‘) / __ _
r __ ¿Lv/«¿Í pt _},daga-19%?x)-2z€‘(x).- .1._5.(3).1

Finalmente, de 1384117 1.6. (-3).:,-_rosulta:

(la: a) ¿171)-zz ¿zm n/mfl) ga) .=0.

Y, .. h 9.a) 04,60 l
1.9.- Wronsldano (zz = —I ) - _ ¿ v

8,02) 0,,(2) ’ z

Las nmciones, 3,9?)y ga) satisfacen 1; ecuación de Legendro
en ('19 41):

I. (¡viv 7:51)- 2x ahh‘ 1/91”) 2,26!)a. 0,

(l'l‘) 44:60- 2x ghz) + 'Jl(91+l)Qu) g oi

do lo cual resulta: . ‘

(/41) f gm 7;?» - ¿{en 12.60}-22: {41m 7,12»_ 41’62)¿3m } = o,¿

-di. {fl-1‘) [3,30)¿afan- 72:6!)¿(un II=0;al

Para -1 < x 4 +1, no obtiene;

2 0,:(3)" z7.1L}-o
El valor de 5 resulta de calcular Hum)= K; Para.ello basta. u-

Ytiliur las fármulna1.7 (3). 1.7 (Mo 1.7 (8), 1.7 (9). obteniéndo-
8°K= 1 Pm 9.paro 1mm? . A"? ig... "'- Ï

[Lund-1...... _--—Hio-Iswm—>¡_-—...'.-. .- -1:"-»I‘hv+br_y .-.. 1a. «‘u’s ....- _ ..r ya... .1



A!"'11 _. ’Poih con: 13.1.12},ang Ï '

Wim"plz.3''"l<x<’I
II lá cm indio“ que3'60"? 4.a) ' son linoumnte independientoafli
f _ WWW! ¿{Wo154911del cemento (-1. +1), el mnaldano do'

n-l .I-x‘

140.- ’26“)35") ‘-¿ID-9“)fina)" ot,
Parademostraresta {él-mina.consideremosla integral: ¿.ÍÏÏQ I

i: I: F)a(t)22,409¿tj v1
_, — x -¿

siendoloagray73m
fi,(l)=É-'%¿* ,- E(t)=2‘é’b¿”f

‘ . ._ a ' "¡"0 411.10

Porconsiguiente:
‘ md #2520"kk1:20,.zzal m.

l 'l muaano

‘ La' integral IImos inmediata utilizando la ramas. de González
Dominguez1.6 (2), y tomando en cuenta que:

/*2”"/349 «a: a"¿t us,” i-/

¿ se obtiene g“al "¿(1) '- ..._con lo cual resulta:

I. 1246:)04.02).- = ,1,1o._(1)

' I-'y consider-maz"
' 1' Ahi I Í _-;. "í > +1 m . l

,-.1;r:;—_.' _:¿ I ,. 2 ¿n5'f ¿1.31.492aaa,'Ï. .Ï‘. 3,, r“ fin-0 -l I’d: 

-.¿._¿olmismorazonamiento nos conduce 63-

.3 - ‘

A ,V
.‘Ï-l '

-:'VÏ:.(°)Habana(1); p 7215m (79)... -. r
. ' -‘ ,.. -. a. . y _ ,

""‘""""" . ... . . rü _.

..-._ , u... ..... .n-¡—,.¡.4.... -...._.- a... . -.. .. , I- ,. ._ ‘

' .¿ñ(17-35,..3‘u: .'.....;._ ,4" .w .u ._>..-.r_.__'_.'_. .r .I_,; 5;-.. .. ..-- . .,
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2'
-l

+1

I‘ _ O/Éu olyl°\(2)
Esta última integral es:

l 1-11., +l’ “-1 h Y H 2

I ¿{gamálfiegagamtFai/(2,99)a’á,
—l

,1; .I_._2_.
a (2 'n-l)0-]

De .1.10.(a) y .1._10.(2), resulta:

A. /
q'n-I I (271-1)

' Podemosoaloular_ 4/4,“

Ig ga) qa) .. . - .1.1o.(3)

_, pues es:

’IJIJ.‘aoa
rn!

/'a,‘-¡noc
(rn-I)!

.Zn-I '
o:

De ."1.10.(='.b).,y'.'1.10.'(-3.)í,‘ se obtiene:

¿I g: gar) ga) -¡í . ¿MAIL?

Igualando .1.1o.(1) Qy'4.1031“. quedará;

_?2a) a (z) - 2,51)ga) . r7:"h-l
old-0 «(ST

-asu AfSrmulncoincida'con;

7. . , l

aa) (¿51)- 55x) (¿42) zo:

-'v511dn pan ¡'lil > 1."i Ü"),

a (X) ÚC I \ I I4. Z)- +...+.___ }= ° ¿a 3.a) ¿3.51) -+ (rn-I)8.9“ 55’) 72a) ¿'(z)¡I

-.v‘ 1.11..

.l.10.(b)_

.1.10.(a)¿

l' Esta rama... resulta directamente de aplicar la 1.10 (5) . Pues

- dividiándoln por 8,6!) 546!) . ao obtiene:

(°) nobs.on (1); p 72 rárm (T6).
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á, xx) _ atar) = .' )
Pm, (I) 7,. (z) 012.a) ¿3,12)

01-1(x) _ cOn-¡(lg = l
pa;-za) p’h-/(X) (""0 ¿dm 44(1). l

——_——_———._——_-.——..———.

0°“) - El“) L73(1)
Sumandomiembro a miembro ae obtiens la fórmula prepuesta:

M: 4,00zar) .—/<z<¿)

l í
“¿avia-P) 4. + PG?) I

la cual ea - por supuesto - semejante a la que resulta de cambiar

Qaaüpor Qáfiv y'considerar g fuera del intervalo (-1. +1).'

..... ......,.- . _...7.._..,...'.....-,7,.._..,.,-‘-_,...,..'. mm...
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FUNCIONES DE ERMITE DE SEGUNDA ESPECIE

2.1.- Funciones gg Hermito gg 5252235 eagocie.
'Deriniramoa la funcián ¿e Hermite de Segunda especie port

z! “-Éz .A(x):_/_¿7 M , .2.1.(1)
"z ¡27 x-á-ap

donde la integral es un valor principal y Hn(x) es al polinomio
n-¿simo de Hormite, que tiono las prepiedndos Siguientes:

' ¿4. 1 _ a. ‘¿mg-0% 2L (e 3”),- 2.142)
tíl,‘ 7_

¿(xJ-zfigxnm-oflwgvgo, apt; .2.1.(3>_

#34:) - 01{un} 3.1.4.11.)

{Q}; -x ¡fijan n 761,160-0,- .2.1.(S)

_ ’l / . ' b ‘¿{0)gíg. , fina»:o, .2.1.(6)
#(a)=.o- ,' #'(o)= ""‘M ’ ,
2m+1 2"" ¡nf

ar_5fl 2 .__

/e ¡[#34 dz: Mhz/r; .2.1.(7)
una“ -x.

f4 1/132)ria) 43:0.-a
o- _!’

- _fi__‘__ ¿
2.2. ¿aint-.62.alí ¿“t a/ .
San:

o- -É'

yu) -jf__é_‘_./¿,¿-2-Ü

derivando resulta: (°)
a b _.É‘ns“ <- _.¿‘ “-t‘

¡ Jyvc- ¿z/ás_% e z ‘44":-—Z/ez tlf-[13}.I á-x t-x _. t‘vz'0 .'a ú
7-“

(°) Aplicando al Teorema do Hardy (1). p 87.

.12
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Observemosque la integral considerada ea solución particular

de 1a ecuación lineal:
y': -xy-l ,

cuya solucion general es:

La solucion particular
«la: f"’ï

7pig? c/é
corresponde al easo en que c = o, pues:

Me f3

c zyp(0)=/__¿¿í4/¿:0.-0
Por consiguiente resulta:

*"-É‘ -33 z f
.Lia’é g—/2/re 7' e ‘alá. .2.2.<1)

b ¿HZ o
A este resultado puede 1¡egarae también utilizando 1a formula:

já[/40]s.-¿' ¿oz-(2)
siendo S e]. operador signo: S-[fúfimynx yk) , y ¿fila inversa de
la transformacion (¿ha Fourier. (°)

Esta formula ea valida para flx) ¿ïá%a) y por consiguiente ap11
cable a fix) = e -g . ‘

De acuerdo con .2.2.(2) , y tomando en cuenta la paridad de las

funciones es:
zJa “¿Él - *" -ia: “n'- [46‘

J/¿ ¿La "frase a“; a ee.¡L4,.7 t-‘x [’27 a [274,1' - o o -I‘
=v¿—/Ao»az/z e ‘maí’dc”.4/7,

o __¿-t—

Las transformadas seno y ooseno de Fourier de e z figuran tabula

dae (fi) y de acuerdo con ellas ee llega nuevamentea .2.2.(1).

(°) Titghmarah (1) Cap V P 119.O(a) Erdelyi (2); Vol I rorm (11) p 15; ram (18) p 73.
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2.3 Las funciones hnht) I sus transformadas gg Hilbert.
Dudauna función {(1) su transformada de Hilbert es:

+o.

¿[m =¿f/flL/é}.' 77 “o t-x

siendo: "p5: -L‘
¿(2) g _-_/_ e, ¿[442.116,41 42°,¡M ¿a É“

las funciones de cuadrado smzmble:

g ¡cv-¿J
_//¿3.¿"5'[(2). _’, ¿{Ma/é,

7/" . n 77 t-x tu

¿‘g H;(x)=—_/_f':¡577_e"ïÁfá) “e77'"a, ¿”t 1

roaultañ paros do transformadas do Kilbort.

Por consiguiente, para m=n. 68: (°)

¿“á-(¿éwjzdx =/+'°[ ewíiflflaflzdx;
z ,_ oo

¡ra/“tlfáaflük g ¿fe“‘¿{f¿.w}zdc.
Análogmnento,si mah), resulta:

77' -q, _“

ím‘zz/ fl-fcrzz
m r». m

:‘adtzmís, sabemos que: (ü)

No. a “-3
¿ l 7%,“)7%,(2)¿¿:("Í)2' l (mmm)far)

_°.m-l‘ / ' ta ¿(1) ¿o:I'o} Int/¿on
—a.

de lo cual no deduce:
+9

f ¿'xz/fiad ¿(z)dz=o, (""v‘n)I'm/af;
"Ó 

=gÏ-I)zïn Pé-—""*2"*’)2(own) ¡54%
+.- ¿ 

¿e ‘ {ffl)]2afz = ¿zzF(m+3’), aun;

(°) Titohmu-sh (1), pp 121 y 138,.
M ¡31-deri (2), vol II, p 289.v
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2.h.- Alma valores gg ¿muy.

Do¡cum-docon .2.2.(.1), y siendo Ho“): 1. Blu): x, resulta:
¿3‘ ¿no __t‘ _ z ¿4'

¿y l-É
a a -Í‘ a ü é' *‘ É:

[3,47 .0. z-á [{3}]- z-t _.-o
z á" 3‘=z/¿‘dt-ez,’

O

n

a¡y éa)’¿ ‘¿o o2ollvo(2)

2.5.- ¿(a .01)“;íí;{&_;¿&)i.

Aplicando.2._í.(l) y 2.1.(2), resulta:
2,4 ¡sata ¿2 a -I

iia). ’ ¿ya a (-022 “’5 J at:.—_
[JF z-t‘

fl
a a“ e'ï 1 *' t“

= "¡a e ¿{fi/á =__(")h¿í-T‘lt ———¿-‘-0’19==[,7 -6 l-t [gif ln... X-f‘

x' “5‘
=(“’)"& ‘ {(1)}. 0205v(1)z 1

Esto resultado se consigna on 1a memria de P. Appell-J. Kampé

De PSI-ist. (°)

2-6." ¿(1)'x ¿91)?¿{3'0¿-9): o, {a}!
Sabemos que:

fin(¿)- í ¡zh/¿Lfifbéü 7%_2(¿)30, o: > t á

Ita) s z‘yema)_e“) ¿2m ,

Por consiguiente, y de acuerdo con la definicién de hn(x)-.2.1.0) 

result}:

(°) P. Appan-J; FampáDe Fáriot (1). p 362. ram (72) .



oló
¿a ¿v-Él

{(03 _/._e ‘Ï/ e 3ÍÉJ‘ÁJÜ-(fi-¿fi'fiü/gl/¿ja 377 - a x-t
¿u ¿b -É‘Í ,6/_ 2fi ¡l ‘o2.6.(l)

[2.77 -ao 2-2

_ -La integral del segundo miembrode .2.6.(1), vale - teniendo en.

nïfi m'cuontn'1a .251;(7):‘

{(1) a
9L

+0 ' í" - +0 f3 '

¡{Mm ..—.z ¿M ¿t_, 2:4 ' -— ' “a z-t‘
I

Roemplaaandoeste ruaultado en .2¿6.(1),_no obtiene:

.1¿{1): —;*--=5 z J__éf___ïw“) ¿t -Íii-l){142). zÍaJ-(w-d (a); ' ‘
[/21 . _¿¡ z-l‘ . W-Í 41-1

Ím(z)-láíf)*(m-r)115.9)==0' ‘ .2.6.(2) Í"

2-70’ = n hn-1(¡)0i a!-É:
4h)-_'/_.¿_{e2?.M@}a’é ,_¡217 d‘- x-t‘ . “

X
2z! #üyfrz _l fl__t3 ¡l

,97, un z-ú ¿xw x-t v
“11W” °1 “m”. déHard?t“) Pm won . ¿Fr-oo. resulta:

«¡cv ¿a Ett-"9' ¿My ' Hut"

._4¡/_¿3_/¿«224¿= Maa.a -b Z-t .- .l -a z- '
. f}..- 1 +6__f¿ "_

-=-zf¿íf_/1Q_Jh Mía/á... ,.,,‘2.7.(b)-ao x‘t - ,, ¿'2' '

Reemplazanáo.2.7.(b) on .2;7.(á); ¡o obtienes"

1.3,. A

, \ ‘ ‘Í‘W- I; ‘ __;_. g¿(33.4.4235M¿¿._.a_ ,z 3‘
” I’ïrï “-_... :l-f

_ ' \ ,

v__ Síbomos quo E¿(t)= n Rn_1(t) 7. por consiguiente: ¡a
J ’ z¿ 4'“’33 ¿“

áma‘J-‘eï/e s á‘
- ÍZÍÍ' 4 z'á; .. 'i ' ü?"

(9)Hard?(1):.p.87r" w
‘ ’Ïïz'lí', Ï‘5"'- . 7‘ Im, H. _ -. y. "i 4

. . . - _ V . .....\. .,.‘.A . - *\ - - -_., .....,,.. .r- , ...,.‘ ..,L,.. . <.,. ......‘ .. Ax .
_..-..... v . .', r . .v .y .-. -_._¿‘.— A - q - - v- .
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208.. -I 4'n =0.
Deacuerdo con .2.7.(1). es;

I

í ¿»21:22 , íáfi: ¿1.141, mus-r.a" 91(71-1)

Reemplazandoestos valoran en .2.6.(2), resulta:

I ' II

Áíü9.7á.z ¿Lav*¡fgígï.í;úu ¿4),

de manera que para n>>1, hn(x) satisface 1a ocuacián de Hormito:

fiar) -x á’a) + 7: {Lou .—.o.

verificaromoa que para n = 0 y n a 1, hn(1) satisface también.
dicha ecuación.

(a) Para n = 0, es:

- z H I z. -¿

ía)=/eïdl¿' .í {30:5 ÏJ' ¿”(zjgxeÉ;
y en la councién de Hermito sera:

0

¿”w-z ¿Zaha oz"4.a): ¿e -zeMx un:0.

(b) Para n = 1; es:
J.l ¿J L

¿(z)=z/e=/¿-e‘¡
0

' z ’. 2‘ ¿5‘ a; a d1:“):f6él}+l¿ï-¿e {(39:6á
Jo a

Con estos Valores, la anuncian do Hermita soria

I ll ¿NtJ l tz ¿¿
¿[w-z ¿109+¿(«Use aLx/e 13/1},,z/e ¡Mae 3: .., a

Conclusián: La tunnián hn(x) satisface la oquneión de Hormito

WI n: 0. 1. 2. 0.040.0
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Á'Ï:'- 2.9.- -Valof 51215151) gg ya“) gara 1:0.

Para.xso, la. tómmla de.r'oourronoia ¿2.6.(1) no reduce a:

¿(0) a -(7¿—l) á_g0) - {
Consideremos dos casos; n par y n tapar. '

(Q) 31 n: 21:, 08:.

4,9)= ¿em-z) 4,3) ¡.

¿,52 = «zm-a) ¿"<9 ;‘

ñ ¿423-60 41(0). -
Por consiguiente:

¿"(ha (-I)”(z..q)(2wa)..... 3,1 ¿(0)= ave... ¿(en o .

resulta: l [40) z o.
(b) Si n: 211+1, os:

fl .

54€? = 4”" 3,5” 2
42) = 43M) ¡»2.593i

4:“ z flan-4) ¿”(9,21
Cono-oooooc-aotioovuónoc

"#663a:-2 j fué: c-h
Por consiguiente; . '

fue) .- f-l)”('/) 3a» (eu-z) .. . . . 2:.- (—I)M.I2"037/;

resulta: . (-1)”"_2°"rm].

(o) Calcularomoa.1150) para n=2m utilizando .2.7.(1_)¡

[040): 3m 2máa‘ígjilr-3'”! o
Aplicando el maultado do (b), quedará;

:¡ÏJÓZLz'124w(LÜ413fl””É/ ¿f a.37,,

(d) Ihevm‘nenteutilizaremos .2.7.(1)¡ con n: 2m+ 1, quedando;

a?) a 495?)a 0a
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MSIE-.59:
|l; . ' _ "'- m' .¿fifa , ¿{wav 2 «J, .

"_ I .2090(1)
mi .m . _

¿9,5941? .2 071/, ¿3453;.. o.

Esto cuadro el de las condiciones q'uodefinen a hn“) on la
mmoria citada. fa?)

Estos miamfis'resultados pueden obtenerse directamnto de la de

finicic’m de hacia);

(a) ' n “¿3
¿(á)=-__L_/_€_i_fi‘,,,(¿14¿- .3m I

K217. á‘O

observamos quo el integrando os fundan impar, dado que ¡ff-9: ’93,?)
y resulta:

‘ ag) _-.o.

(b) 4 f,
7 w ___ .

¡É(0)=_ ¿,fLL’ÏzÁíLr/áShall .2” M.

Utilizando la rar-mula.de recurrencia. «-para ¿”5) ‘- eag'
M_¿z

[a (o)=; e ‘1Í#4*)-2m%m—zé)la¿}=
mw fina-rf- _' 1m a É _

z - 44-2.” _e___:(_'¡1%»Üa’t/ a
' ¡”2.37 _, f w y _

g - I {(-¡)""2m(zwz) fL'ífiáQJéj
[’27 w p.__.n,-.4_ .f

.-. ._'_ (-'/)”Ï12“4n![.53 0/1."Lééljm'z'u»! ¡57.
[GF , hi

o'o /{ (0) a (—/)°nfl.2”rm/I¡
291+!

z: 1M!‘É‘ j Ï
.1.e I/iL/ámüs _--“ l-t JXSO«o

3»:
Él-=___/_ -3 = 2 Á(o)'

A747 ¿LL-FM a" 9M ’

- 25'30)3 {-I)”2”/m/.g 1

4m.(c) ¿'(0)=[_

(°) P. Appon-Kmpá Do Fárej; (1); p 357..
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(d)
1 "-2" , M ¿1

í [0)s .. l/ ¿ a 74 ='_(271+U/¿“í #2"w 1’57? t ¡’27 ú t‘Q

'= (273“) a 0..

2.10.- Wronskianogg fln(x) X gn(x).

Siendo Hn(x) y hn(x) soluciones de la ecuacion de Hermite linealmente
independientes, su wronskieno serí distinto de cero. Demostreremosque:

Igor) [41) '
) z'

ma) a ._ ,_ .—.fina) ,{z}- ¿gw ¿(1): m/ a ï.
H4,(l) {kz} '

Sabemos que t
[ fl
"(1)__x Hga) + n ¡41(1) :0,

igor) ¿ac Ága)+ rn ¿{1) 2:0 .

Multiplicendo la orimern ecuación nor hn(x), la segunda por Hn(x) y

reatando miembro'a-‘miembroresulta:

“¿x{fíïfláw á“)- filma)fiar)“ ao;
g‘

¿{a 274431)}30;"¿(z __ .'
- ¿5‘

Hilos) —_-Cez.

Para calcular la constante C, hacemos x=0 obteniendo:

M@=a
Los valores en el origen de hn(x) se calcularon ya en 2.9: por consiguiera-Q

te se tiene:
.,. .4 .

z!
79,109: m/e 3 . . .2.10.(1)

. ’ _ ’ _, — 7” ; 7” "M / ., /

'- mgo)=#2,(,0)í¿9) #99) ¡áQ)_{(2Ii/,Ï:7/}.Í(o 2 071.}- 2a».I.-Wan”: = 1’¡lo
2'”?m/ l
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a,
. ¿E

2.11.- ¿“(25): ¿(25)¿{23- Ga) e 2 .01-1

Según lo formula de González Dominguez - 1.8.(2) - oa:

+0 P __é° ¡ab “:1

fiin/é: x7. <32 a/t_-aCz), .2.n.(1)“b z-Á' _a Z-É “¡6"
dondez' (°)

-I +0, -13, --lé

jláíf)= É í «6 XPI, «2.11.(2)'
k o '“’ f‘‘ "l ‘

/t¿ ‘/¿=0, parakimhar _-Q¿a
¡o __ {'— A; l '¿te ¡dé:flé-L') Parak par

2’71é/

El polinomio Hn(x) es de la forma:

'7I.
¡6

¡bso
De acuerdo con la definicion .2.l.(i) de hn(x), y tomandoen cuenta

las .2.11.(1) y-.2.11.(2), resulta:

í ¿z fi "¿z o,/ _ Í z 2

“"47? ¿ [2.o‘V/EQÍJÉ‘WZOMW]
Finalmente queda:

¿l
¿mi ¿ai/Qu)- a 39115124J, 2.11.01)

siendo gíCKJ un polinomio de prado n - 1 de la forma:ol

'l #o’é.__¿z lá_í_l

a): ' a ( ¿¿za/!).x .2.11.(S)_, fi ¿042 ú¡eso
Observamosque, en virtud de .2.11.(3), k tomará valores pares en la

fórmula de ,7pues en Caso de ser impar se anula la integral.

2.12.- gg) —z¿gpxaw gg) ‘o.

Según'.2.11.(3), se tiene:
¿3

¿zh ¿o ¿oo- 9:5,»e z ,

(°) P. Appell .- J. KgmpéDe Fériet (l) _p 311.2.
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922‘3
"a :Lj._ '.';. .‘ ¡"a 5.5|...

ide douerdó con' ifdefinilcióñ de hn(x).:'3‘wf l “¿á-g}
._'_43/MQJ&,._M¿ 2/522- .9. ú Ltl, V fi x-á-.,"”

<" ' ' ‘ r'... .

'-g :'‘
+1”

y¡1"55?1M} e???“ 'y
- 4‘

_ _ ' 17*

Aplicando la fárnmlndé reourráncia pm “llo;
1:... "

'"V'-"'.f2.1.(13),"se tienb: ¿“j

'fa); l fl z #492414film/¿Jlg 2/¿_(m—l)l 69.40”#n-ztj}¿'í a/íS ,‘, '- y“?-ü¿ -z_¿ fi-“ l Il x_t il 1‘ i
55‘“thP91"92.5.“);que ”' ‘

M -Ia .1I. L.l.l d:1:.. -+a‘ fi .-‘.'_—' .- fMLú ..z ..::-
Éli'lobteniándosoflor tanto:

_ 972)...¿f1 ¡fra-#2, {a1P 2.__.¿_. _

l. ".-'..,.:LM/Ïfin.¿xJ-#n_g¿}¿30%,1/¿7'—_“I ', . z_t ;.:.JI'::I-Ï ' ."'
20,5201?á¿»4,1,0í_5¿í ’Í¿"w

-».'

¡"Sabemosrp'or..2._12.(1),P"que . x"7.. y

; '_ N l I._ i ¡ .., _.1 ¿{a}? '-:1. Á...

"ga)a__/__/ #24:)-#35);¿a ¿ej 1/37. z-¡_¿, _-
Y”. r ,' I —“ l. V1' ,I . U... . '

¿7ng L/‘Ïáfih ¿(e e 1?0.4!-.: - ¿9.7-5- 2"! v -. " "
Multiplioando‘13 primera igualdad p.91? )v-‘I_ym.1_asegunda,pol-r.

¿y restnndo miembroa miembroaé} ’

¿we¿3%,
Jljt. 1,... . '.
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¿1373

+9.!)

, ¡8--1__
#9241



CAPITULO I Ifl
FUNCIONESDE DE SEGUNDAESPECIE

3.1;- Funciones gg Laguarre gg segunda 9526610.

Los polinomios de Laguerre son soluciones de la ecuacién de Lagua
rre:

z ¿0:09+ (l-z) ¿(zu o»¿mm .‘o, ,_3,1,(1;

y tiehen las prepiedndes elguientes; (o) ' Y;
v h, -á n v/ ¿"a/“(6 É ) , " :

Zoe)”; Aa): /—¿-¿Ají). 5‘- 2h“; .3.1.(3)
4.1 ' m 4', o".

4nd)=¿(ázï1m)_(l?‘= “’l '—<——'¿)2‘on. o"món-w)! au!
..,t= m. h _¿w_l
¿914) 2 (az-m)-%;%Ï)—/__l.Onr-o '

. .' I

-.¿fi_(a).= J; ¿(0) =.-9z,'

(Wl)é'gf)-(2m+/*A)Áhü)+9lé{y:0, mat,- ‘;3.-1.(mi

_[y '71¿”(1)-(2w-/-z) íílïhópa :0, m¿2¡l .3‘.1.U+¡)

z ¿43m-n ¿952): -n ¿(5); ,.3.1.(5)

/e—¿Á°‘(Z)Z:I'€Z)dx, ,20, ‘
o " } 03crla(ó)-=¡{; 0t=mg

‘ quiniretnol ha funciones do ¡Laguomde segundacapuchapor'la

- farmullgw 0° r ‘ w il.

¿(2.9a ¿lt/4.647 e) J} - .3'..1.'(7)_ '11:o f": j; zï

(o) Erdályi (1). Voln. p 188.- ' 
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donde la integral es un vnlor principal en el sentido de Canchycuan

do x>0. Estan funciones son también soluciones de la ocuaoic'ande Ln
guarro 03010(1);

3.2.- ¿gg funciones gg Lam;lerre gg seemlnda especie 1 ¿iq m
fonmdaa gg Hilbert.

Las funciones 1,,(x) ¡nos polinomios num pueden estudiarse como
pares de tremsí'ormadasde Hilbert. En efecto. definiendo:

:0 fans.‘%<Ú<O)
:¿{5 a or,>¿‘>'0¡

las funciones:
+-v +“x -l Fifa) o”'z I ¿“t/á)t ¿(1)-?¡wa/é, ¡lacaía)”;7:40

-fi -5 a

son puma de transformadas de Hilbert y es valido el Teorem de Par

aoval: (°) o,
«ya ¡Í '

¡ya la) Zar)«(zz/e 217G)¡(1) a’x,
-0oa .-—-z MH a

17222,92) ¿x o o “¿noua/z...a 0 . a“-a " .
Observemosque [e Lm(x)I.n(x)dxen el valor de la tramafonna. _¿

de Laplacode ¡“(x)ln(x) cundo ps2. Utilizando la romano) ‘
Q 9h

/¿'/É2“(w¿"<w dé: ¡TWMMLQ-AJV‘J‘)xo w n r"¡a! ouMer-H" "J- "“.1 ql'k)
x;/ï[ “17l-'71]1|» J,

donde o.
._ ‘ v a ¡Ya-I . J v

.¿5[a,b,c,xj .112”“¿LJ ) 4m. (a),I 7751)., (a), l,

para d=o¡Á=kai, ¡4:2 _Í, resulta:

.¡n

(° Titghmnrnh(1); p 120 tárm,(5.1.11).
(ñ Erdelyí. (2); Vol I p 175 form 35.

-.-..ww,....-....., .,..._.._-_.._._......’_ -—a._... ,.... ...-....-....7.-..-..__ ,..,.V.'..._._-‘..7..... U. h ...4- v.-. aymara ...._.. . K.»
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fi -aé/ e ¿(pág/¿3M' 4" aun!" I

g gt .__ z 2 ¡”h/m1, 0302o(ü)
a“ ¿“a9 zz z __2¿1_-.’__.

o ‘zlwflátol

De .3.2.(2) y .3.2.(a), resulta finalmente:
. Ob-n /

/ e ¿(y¿manzrim , ,7
-.. 2 ’ .3.-2.(3)w’ZJVn.t .'

z’li‘I-HÓL/Jíf 'Z'“ (¿Tola.
—a.

De acuerdo-con .3._2.(3) las funciones lnht) no roman una fami

lia ortogonnl on (;oo' ,+oo )' con distribuoién. a”?
Los polinomios de :Laguerro son artesanales i- .3.1.(6) - y me

diante sus transformadqs de Hilbert se puede hallar una combinación"

linea]. de funciones 13(1) que forman familia artesanal. En ateo
to:

fifi’fiéaa] dá, -z

:rpor for: (°)' a), "‘78¿“m «12v-‘ m”
flmao .27ZM/Ch-hü/

-4: / q, -z tu '
e aida =._.___.”‘-3¿É_L’) .. ¿(29'&[ “I Jr m“ ¿Mm_/(0¿,M)_/1h,» I'

fi

4’. Z [52309] . e“ ¿Loa
9‘.

con: adsl/2‘. ____C.Q—'m J (x .
T ¿7 .2"rm.’6n-?n)/4"“)

De acuerdo con el Teorema de Paraovnlvw) y .3.2.(I¿.). .3_.1.(6). ,

resulta:

resulta riñalmonte:
‘° -2

f e "Z'áuf'ao¿a zo ,- «gm,
O j manu.

3.3.- ¿bei/“¿J é., a:

yLa Nnoiángá).¿y_;_ïídé está representada por una integral. con-x 
a L

(°) Erdályi (1); Vol II p 192. rSm mo).- (l) Titohmnr'áh (.1) pp 121-138

.-_.v-'.' k" Í
Y ."- - ;
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valor principal de Cauchysi x > 0. y vale:
w-“ —_

-4l

donde Eflx) es la funcion exponencial integral modificada (°), cuyo

desarrollo es:
—-— oa

31(z)=r+jz+Z-;%— . z> 0:430

con la constante de Euler:

¡g -¿L¡{f/t:143%-)“, 0.57721566+9.....
Cuandox < 0, resulte:

av -a,
1°(I)g ¿5. ¿«,¿Jmas /"(0,4) , x < o.

«z

donde le. funcion exponencial integre]. E1(I) tiene por desamllo:

9V

Bum-¿f? áózh-Z‘: mi“ , fare l<03
4L“

l
En resumen: a -——-—

lotx)=e‘?f_¿ïa'é =—E¿6r_)‘. x> oo É" .3.‘3.(1)—

= - Eé'áf) a I < 0

Este resultado figura en las Tablas de Erdályi Im, pues definien

f.(x).: O ¡”para -0a<x<0,

es: fiíflzfl izJÏJvtdáúz).

e"’x para 04x<oo,

Calonlaremos lá aplicando un Teoremade Hardy (“h
“t z "it l "J zs -4 " ¿'a/é .e 34%.; 2.4-5..10(1)-_{ e __.- d; a t-z É-x - a:.1, tz

(°) Erdélyi (1); Vol II p 115.-," -_
2*) Erdelyi (2); Vol II p 251 form (37) con 3:0, b:1.00) Hardy (1); p 87 Teorema 3.
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1' =..é".
° z .3.3.(2)

3.h.- Derivadas primera I segundagg ln(5).

Para calcular l¿(x) utilizaremos nuevamente el Teoremade Hardy

(°) y será, teniendo en cuenta que Ln(0) : 1,

í u‘á: b “t fi , _¿Zá9 w
l'(x)=e/L_ÁÉQÍÉ+M{/L1.¿Lú_P,_a_}},n a f‘z 0 ¿El É-l o

0.a : elf:___n._¿-tz
a f-z

Derivando nuevamente, con L¿(O):: -n, resulta:

.. 52‘, .3.h.(1)l

Íb-Í‘ ’,. “-r' ¡z I —É’¡l 'a l Z
13(x)=e:/€t/wfl/í+exl/(e ¿mg/¿{e LJ) 3+5;_.e_0 f..¿ t-X o ,Ï‘ z

1¿(x):ze’}f_%‘ïáá—í)dr+ff+e=ï-M .3.u.(2). , 1

3.5.- La ecuacion gg Laggerre.

La ecuacion de Lagyarre:

xy" + (l o x)y| + ny = o,

tiene comosoluciones independientes de los polinomios de Laguerre

las funciones 1n(x). En efecto, do acuerdo con .3.h.(l) y .3.h.(2), es
e. _¿l II a,_¿ ,

xlgk) + (1 o 1)].¿(10 + 1111:1(3)=611;]! e é(í_)_.fi+(¡db/e (6d +o f-x o é-x

J, ,L/Ï’efiaa) 4‘] +m". .3.s.<1), to:
Segun 1a formula de Gonzalez'DomInguez (ü), y mediante una into

gracion por partes, se tiene:
N h y

, ¡jj e“¿"(edés ¿agent - a“, , .3.S.(a)o é'l o f‘l

¡f/"¿Jajww =f/“¿c-‘¿,.’w/¿ ,L1. .3.S.(b)a é—z o faz

Tomandoen cuenta .3.5.(1). .3.5.(a) y .3.5.(b). 86 Obtiene:

(°) Hardy (1); p 87 Teorema3.- ,
(ü) Gonzalez Dominguez-Scarrlello (1); form (3.0;5).
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zaga)" + (1 - z)1¿(x) + nlnht) '-.-o.

’ "-é ip
06"1‘! -—¿xlfi o.3 n—Lía-.7 al.qu é-z e

De"tordo con .3.1.(2), se tiene:
a, 4%"¿9 x

13(1):¿”f/“.4!” dá .3.6.(1)' o -J: l:
Por ser: _.

. I v .;

[dk-¿19] = a ame] g o) pm ,g 1,2,a,...,m-,;dt“ I" =
¿N ¡{J-1° ¿lo

:la fámla de derivación de Hardy (°)' nos conduce a:
- a, dv¡L '-

/6_'.¿‘_",/¿3/___€"L"__,/¿-, .3.6.(2)dz” ó. ff): a ' f-x
y de .3.6.(1) y .3.6.('2). resulta:

lau): Ez 4731€}. ¿3.6.(3)'0‘! dar," 'É-l

. ._ '_ ¿lo/a. __z ,a ‘ o :f3 7' lnthÜZ. (e x 4a,). _

Utilizando la fax-mula.de González Domínguez .1.B.(2),- en:

' OI. ¡enl
¿fit/t: x’ rev? "" ¿“tw/6' .3.7.<1)o t x ' fix *;x Á j

'h _.

ol.o z e ¿Zu¿(lili-{Áa); 0307.0(2)-¿ n—,0 .

donde p,M (x1) eo un'polinomió de grado n 6"1.

si. pe reemplaza 3.7.(1) on 3.6.6). queda;

. ¿e’ú/‘n alía. ’.. i
1n(:)-0_'7 z-Ícn x 1624.. 3 7 (3)!

Esté resultado coincido con ol de Tricomi (i):

1m)... ¿”.43 ¡flv/"(0, —z>}.a! A:
AL

(o) anrd (1) 8 .

u) Triegmi(1)];¡>73ram (6). conn=°.- Wa") =//¿h. ¿, ' ur
e ¿z, 4a),-

x l g Ï.. v j z,
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3.8.- Fámmlaagg recurrencia.
De acuerdo con la fármula de recurrencia para polindnflos de La

guerro 3.1.04), resulta:

. ¿"41)¿“(X)-(Jmfl) (MJ-61.2%;ng dá+°t{_l(1)-0» 11,31.

_y tomando en cuenta que:

l/ï'e'Ïífl‘) ,/¿—___z í(z)+/eï“¿_(f)a’é a x ¿(3:95 n->1,
o E o

se obtiene:

fina)5:92)-(2n+/—x)€(z)+ 7: = 0;, n)!“ .3.3.(1)

Do acuerdo con .3.1.(S):

_¿://?d't[=,@)/á; aguas-náü); -3-8°(2)f-x

y oomideréndo ,3.5.(b) y .3.1¿»¿(1), sería
a -t l w_

o‘ _____¿"¿«(0a/É. ¿‘Íx/_s_‘¡Twzáaj = xfÉÏ'üHÉ‘KJ"t-x t-z F
o '. a. o .

e‘ffe'tl’fl ¡lá= z (ga). .3.e.(a)' o {‘L I

Reemplszando.3.8.('a) en ..3.8.(2), resulta la fórmula:

1422)-?» ¿(1): - o; ¿(g/z). .3.8.(3)

3.9.- 1am: ¿“(2)cía)+_e‘2,_(f) '.

1,,(20=¿ZM/.414!+¿75 dá.o f-X_ o t-x

‘ wObservamps que:

a ¿n(É)-¿ (Z) _ m" k y.”#_Á
Áqll) ---——fl-—í_oz.. 2 ’akx á :0

¡eno

. .._....._‘¡.,_,......._-..._,.-7¡.,._.. 4. A. ,.,...—......,..,.....,.,.—.....—;,.. .... --,. _.._......._v,....-,...'._-..., .-.. _ _-, . ....
. ‘ ' A _ .
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y por consiguiente:

. "‘" '_' - -k

éw=4p0¿610+?ch 17% Í H dí" 1.3.942) _kg, o '. ;.

Mediantesucesivas integracion” por partes ao obtienc:

8/0]! 03095(a)
I z 71-M] k

._. {a} Jam ¿au e ¡(Zé-bg; ¡í x ..0
'h-I

Con Áng) =2@-¡_J<).'a¿xk , polinomio de grado n - 1, cuyos coo
. k-o

ricientee ae calculan de acuerdo con .3.9.(1), podemosexpresar:

1n(x) -_—laa) ¿(2) ,L¿x¿__l(x). «3.9.(3)

3.10.- Formulagg recurrencia para 3,11).
Seg‘mla formula de recurrencia de los polinimios de Laguerre

" 03010U4-) ' es:

n {ua 4an =ken-o}¿e?- ¿429}-¡ ws) a ¿en Mi ¿4.9- ¿.59j ..

y por ser: "

¿{Ing f ¿‘éííwm‘La’J 1.6-, .“3.10.(J.)_ a _X

resulta: t’ .q. _¿ . .0 A a) g w- ) 0)-! 54(5): _ / ¿9” ¿t _ _ (znmol(éI)4": }(67doing);
, , m ¿(y .-. (2a-/)/Z’ff)-¿IL_(;)-(91-I) ¿"50;

o bien:

(n+1) 30th) - (2n+1-x)¿_l(x) + 11/331): 0‘ .3.10.(2)

'3.'ll.- ¿lago valores93M.
Por ser: _ '

L1(x)= l-x; L2(x)=2¿'.,:z_ / 5¿51)s_63j.¿2z1_82+ l 3
.Oonsidernndola definicion .3.10.(1) de ¡LP/(x), y la integral .3.9.(¡fi).
resulta inmediatamente;

-..4__......_.__ .._.. ...' . ..L—. -w— ' -.-- w
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)¿(¡J:= -1,

AÁI) ¿cáliz-52,

¡»(X)r_'.-ázz+g

y los valores correspondientes de 1n(x):
11(3) :: (¡‘2) ¿(2) -€z,

12(3) = ít-k*/) ¿{40+¿Ika/4'.-33), 03olle(1)

13(X)= (.É’isézz- 31,41)¿<Ï)¿3516-12-92 -//)o

La formula de recurrencia para los ;L}x) permite también calcu
larloe y, a partir de ellos, elaborar una Tabla de funciones de Lagua
rre .

Z

3.12.- Wronskianogg Ln(x) y ln(x): wn(x)=._á? .
Por ser Ln(x) y ln(x) soluciones linealmente independientes, su

vronekiano:
¿4,61) (a (I)

w11(3): z ¿Áz>¿3ïp.4gz)éïü,
¿ááj ¿Zag

ser; distinto de cero.

Utilizando las formulas .3.1.(S) y .3.8.(3). resulta:

anht) .2 ¿“62){41440-424514 - {m 4,51)-“ 4,39] ¿(1);

anhc) = oz ¿Í¿(5) ¿:sz - ¿“(a ¿ga/2 . .3.12.(1)

Las formulasde recurrencia .3.8.(l') y .3.l.(u') - aplicadas
reiteradamente en .3.12.(l) - conducena;

an(x) _._¿(e 6a) .. ¿,40 (La) .

Los valores del segundomiembroson conocidos - .3.1.(3)..3.ll.(1)
y de acuerdo con ellos ee obtiene:

anm = (r-x)¿(mex-(nz) ricez - e fi
, e‘
" W“ï‘i'ï'



APENDICE

DEDUCCION DE ALGUNAS ÚE LAS FORMULAS ANTERIORES

EN LA TEORIA DE LAS DISTRIBUCIONES

h.1.- Preliminar.

Las funciones de segunda especie de Legendre. Eermite y Laguerre

pueden definirse mediante productos de convoluoian de funciones con

Venientementeelegidas y 1a seudofuncion v.p. é .
La utilizacion sistemática de la teoria de las distribuciones de

Schwartz permite demostrar, a veces en roma más breve, las formulas

estudiadas en los Capitulos anteriores. Es proposito de este Apéndi

ce llegar a algunas de las propiedades anunciadas es aqúellos, am
ploando estas nuevas definiciones. \

Se hara uso de la ñmcion de Heaviside g, igual a cero para x< o,

y a +1 para ¡>0. Si (P(x) es una funcion de prueba del espacio 3do

Schwartz, se define 1a distribucion: (°)

msm/¿3m a»,
cuya derivada, en el sentid: de las distribuciones, es:

mty) =many: fly),
siendo 5,1. distribucion de Dirac:

fue) = Wo).

, (*)Además,se considerara 1a distribucion v.p. .1 = Ptz

“¡bil-(50): a/z,'

.1
¿5

cuya derivada es:

l
)':= -Pfï¿°

I
(vopo ’x"

(°) Schwartz (1); Vol I EJ 1 p 36.
(u) Schwartz (1); Vol I p ¡+3.

-33
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Dades dos funciones g y _'1_'_,su producto de oonvolucic'm o composi

cion ae define por la female:

(s a mx wz) = (¿fx 7;)}fl()‘+7),

y para derivarlo, ee deriva uno cualquiera de los rectores:

(SGT)'=S'GT=3*T‘ .1...1.(1)

Luz.- ¿ag funciones gg Leandro gg Magda especie.

See? u*‘, u_¡ las funciones de Heavioide trasladadas:
a“ 2+1, para x>+l,

I = 0, para ¡(+1.

“w =+1, para x>-1,
{ = 0, para ¡0-1.

Llamamosg la funcion:

h,: ud - uH .h.2.(1)
1a cual vale +1 pm -1<x<+1, y o mera de (-1, +1).

Si 90(1 ) es una funcion de prueba del espacio üa'de Schwartz,

ee tieneg' “o H

n(s»)=/ 1m muy; =/f(z) 1x,-m -¡

y su derivada, comodistribucion:
+1

huy): my”):.ff'ma/u yéd-jaó‘d,
0.o = i: - J; 1 Ouo2e(2)

dondeI, y ¿2, son las distribuciones de Dirac trasladadas.
Las funciones de Legendre de segunda especie, definidas en .1.2.(1),

se pueden expresar por el producto de oonvoluoión:

Q” :á ¿gm Á * “¡a El. 4.243)
La derivada será:

y p

e, =¿{fm/I ww fwéï"/15 - ¿MW-M}
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Por ser: Pn(x) of, z: Pn(+1)J:' , 151005.),= Pd-U‘S o 68:

«a=si{42M¿w +rms - j ¿»24M
resultado que se corresponde con .1.7.(5).

¡4.3.- Formula gg recurrencia gara Q.“

Do la formula. de recurrencia para. los polinomios de Legendre;

(Wan,
y de 1a definicion .34..2.(3), resulta:

(21+).)¿Hz (mu/¿i z ga) Á 4' _ u (20H.
El producto de convolucion del segundo miembro, es: (°)

(x) = (2n+1) x Pn (x) - nl;_,(1).

+1

áxPn(z)h#v.p;É-_-xgt-¡’ ¡Sa/¿z'ÏQL’
I

y por consiguiente:

(n+1) g = (2n+1) x Q - n04”.

h.h.- IMS valores ¿e 0m.
Tomandoen cuenta los valores de Pou), P1(x) y P2(x), y que

“p.21 :4? lxl), , utilizando las formulas relativas al producto de
convolucion de dos distribuciones S y T: (°)

¡(SGT)=ZSGT +3*x‘r .k.h.(a)
x2(s e T) s x28 ü T + 2x3 ü T * s ü x2T. ;h.h.(b)

se obtiene:

05% *jm -cï'‘filxtj,
0,3%.X[J:fílxl-¿Ïllí[zt]_É[Á¡/]l

01:5"3‘ (J: ' 3”” " ‘Ï/ fi "a"?¡[Á")-¿L[qï'álzl.-¿:aílzü.

Estos valores coinciden con .1.7.(1). .1.7.(2), dado que por ser

h ü 1: 2, los oxpreearemos:

(°) Schwartz (1); Vol II p 25 ( VI, 1;, 15 ),..
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4% ”á la”; Juan.)
4=%»[¿Í,—JÍ,]-*á mw", Julen)

4;}“[43-4,]aím-¡u-¿[¿—¿ïjqím. .h.l+.(3)
huge- - :2) Qu”-2x * n(n + 42h“oe

Verificaremoe que la ecuacion de Legendre se satisface con 0..
definidn según .h.2.(3)p para lo cue]. haremos uso de las formulas

ehehe(.) y ¡hehe(b):

2{0-x‘) Qí-z'z 47,;+ npm)‘ 0h} g

= (¡-za){(/3,A)’-(r¿,¿..¿)’}-221103,03 “¡7+ «(MQ e, A- wait. .

. 4-2930} +233,4)’:z +(/34);zaïá _

,..2262,03 776.5:- 2(€,/.)'-x rfï’. i afin") ¿A t ¡tf-5’ .-.

¡f (14902.07; ¡75.3%4 «(Quo ¿A a n/¿á 

¿{á-1:9 e.”- 2x e; +«(wo/2.} i r./.¿ a 0,

¿'. (/-I“)Qf-2zq+“(Maq .á.

¡4.6.-553funcionesggm ¿gm gm.
Las funciones de Hermite de segunda eapecie definidas en .2.1.(1)

pueden expresarse mediante el producto de convoluciám

g c ¿ " v “.4 e 060(1
h“ ¡'27 { " 7‘} h )

y por consiguiente en ( .2.h.(l) h
2'- 3‘

g e; .e-2*K,.L .
ho {'27 I fx} '

Tomandoen cuenta la formule 4.1449.) de. Schwartz (°), siendo

Blu); x, ee tiene;

(o) Schwartz (1) Vol II p.25 (VÍ, h; 15).
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¿J ’31 -5!

h1=¿_3_{z(c “74.5-4: ‘v ¡{2'Eu? — J

y resulte .2J4. (2):
' .5blafll‘o’eáo

4 . 3'... _. n ¿2-2".
1m. hn..( 1) z ¿mi 4.]

De acuerdo con 1a definicion .h.6.(l) de bh, y la propiedad

.2.l.(2) de los polinomiostht), se tiene:
Ig: _Éa v

hn= (-1)“.¿3; a ”' V7.5].
y aplicando la regla de deriiïacián de un producto de convoluoion

oh010(1), resulta 02050(l):'
v -1? .

1:.ng («1)n ¿ 3 1.: (¿Y 21.).dz”

h..8.- Relaciones entre las funciones g).
De la formula de recurrencia para los polinomios de Hemite

.2.1.(3). le obtiene: .
. 1‘ 5‘ 

._ y z ,z

hn-ÍÏÍ ze ¡7.62)i Jun“) Áfiügo, l
o “g, j

y utilizando lo formula .h..h,(o), observando que _&¡ám- í: 0, par.

_n>l, resulta la 15m1. .2.6.(2):.

hn - x hm_l+(n - amo“: 0. n>1. .35'

Derivando.h..6.(1), y de aeuerdo con 4.1.“). ae. obtiene;
A

, ÉL _}” _fd . '
¡zh +_€_{—ze flad'm ,¿+e fijar)"Mi},hñ 49/31,- “ fl z‘fx

teniendo en cuento.la .thh). y observando quee: 72‘62)?f: 0, para_ .
n70, en:

t
«h

xa
' " 5 p

'h' = 'e {-3. “99 ‘ fifi'É-}) n:>13n ¡'27

,4...



finalmente, con .2.1.(h). obtenemos.2.7.(1);

ha z n hai-I ’ n>1.

h.9.-h;-zh¿+ng,=o.'
Veririonremos quo las funciones h.udefinidas por .h.6.(1), sa

tisfacen I. la ecuacion do Hemite.

Derivando 1'51resulta:
¿l zl

¿ ‘1¿"’H’a)*r./.¿ J4! 'z ,
III/

r 3-"

hg—zÁm+oz/a- e le2a

_¿‘ a

i 3(flfl-zfia+wfifn)l 96,315}

hg- xh¿#nbn= 0.

1+.10.- Las funciones _d_4_a_Laggorro gg M esgecie.

Definiremos las funciones de Laguorre de segunda.especie median

te:

ln: 11(1)Lau) «oel “mi! , .u.10.(1)

donde Ln(x) son los polinomios do Laguorro y 11(3) la funcion de Hea
vieide.

Su derivada será:

1¿=. . e:7.9.22

.—.Mx) Lynn) ü e" v.p.¡' -I' Ln(x) c7 ü oaXV.p.¡’ .

Tomandoen cuenta que rln(x-)J,x Ln(0) 91a”. y que la medida de Di

rao y es para el producto de convolución la unidad (Í, ir T = T):

11'l_. u(x) L¿(x) o e v.p.z + e v.p.z ¿“1042)
Para n=0 es:

lo = u(x) ü ex v4.21 ,
lá = ox v.p..z'. .

La derivada segunda 11';aora, derivando ;h.10.(2):
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lg = «,4: r ¿xx/4.5 4.L;¿)q'¿‘r./á.2’ + ¿xx/6.5:.- exija/á n

=uLg y ext/75.2.; ,4.¿0:(0)e’n/6.¡/+ ¿‘ryáïl - ¿”W/2.1.;

1;;=a ¿.Ï“’75 mw)«5/5- e‘fiïg. 4.10.0)

Emparticular, si n=0, es:

13.-,- ex v.p.¿¿ - ex Fria .

h..11.- x 1;; + (1 - x) 11'1+ n ln: 0.

Deacuerd" °°n ¿“lO-(1)! ¿“lo-(2) 7 4.10.0). y aplicando la
ohoho(a))ea:

I la * (l-x') 1,3+ n J.ng (ziJHI-zflm’ndq)“ o ¿Sri/.4.
4.(¿;-L4'.)a'¿‘ï o;ch

¡Q3 + (1.191;1 + un: Lgu a e: - L¿u o 91 o nox; ..1L.11.(a)

Observando que:

Lau a el: (a; a)? ¿,;J’] al: ¿0;a. a e “14(0)¿to

Lau ü ex _-_ L¿u 4! ex + nox; .h.11.(b)

finalmente, de .h..11.(a) y .h.11.(b), resulta:

x 13 + (1-1) lá + n 1n=0.

x
u.12.-¿:757 ¿"7 (e‘ v4).
Verificaremos la f5rmula .3.7.(3) Partiendo de la propiedad .3.1.(2)

de los polinomios de Ingaerro, de la definición .LL.10.(1) y de la r6:
mnla (°):

e‘s n e" T: e"'(s #T).
seg’m lo cual es:

(°) Schwartz (1); V01 II F5111:(VI, 14.;12) p 25.



4+0

x ¿a1. =4L
n 77/ [415"

-l z x d?! “tua ‘ , Ii.- e _—_._'¿z rr! li e
dx)“ ¿VI-7,7[ad1n f2

Observemos que:

4/ ¿55‘40 44d ¿”‘x" c'í'faad ¿“1"z ( ‘ 2-; * 7/ )
mediante n derivaciones será:

¡{a 5' 3|, ¿{a -Z nu ._. 6 z ., ____ 5 x a.dg"( ) .dz"( Í),
resultando en consecuencia:

x:6 d” ‘w .._/. .12.1ln ___7(6 x air/bz 0L!-
Celcularemos ,el producto de convolucián de le formule. anterior

considerando que en un producto-de convoluoic'm S it T ea;

Xn(3. T):2 o; Lan/J," ¡5,73
¡bno

e"¡(s «Eex‘l‘)g e'xs ñ T;

-Por eonaiguiente:

¿"Ha “pag = ¿"(zu - ¿xx/¿29
v _ h - ' 

:6 zx”(a. o ¿zu/.21)-a 32.72815. xlén,
fa I

y derivando n veces:

¿”fc-lla“ .y/¿z-¡)' [e-zxn(a,exh/tí¿)]11"
d" ¡"h o,..¿= d" a' 'Á “12..42»( ¿a 'fx) h”( x ) h (‘)

Reemplezendo.h.12(e) en .h.12;(1), resulta;

¿x al" 4;'Éná .ln: m."dz”( J

h..13.- Relaciones entre las funcionen 1 .

De acuerdo con le forman de recurrencia para polinomios de Ln

guorre 3.1.04). es:



—.=..'.".Í“3'..‘.““‘.¿4‘14-W .,°"_t°s°m;d4d_ ""immoáïsn.
"93.1.(6hfnoobtiene}? - “. ““1‘4‘w" '

.

'vlL

¿M11131an1: .'
R.

IA. .
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