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En la teoria de los nicleos singulares de convolucidn
se estudia cudles son las condiciones que debe satisfacer
una sucesidén funcional kn para que se verifique la relacién
knx f —> f para determinadas funciones f, y donde la con-
vergencia se entiende en sentido puntu2l o en norina Lp.

Es bien sabido que la teoria engloba como casos p:rticula-
res a ciertos nucleos cldsicos, importantes en las aplica-
ciones, como ser los nucleos de Dirirhlet, Poisson, etc.
Sin embargo, sdlo se suelen dar condiciones suficientes

para la convergencia, pero no necesarias.

En este trabajo prescindimos de la convergencia pun-
tual, y damos condiciones necesarias y suficientes para
la convergencia en norma, pero no sélo para los espacios
Lp sino para los espacios de Sobolev Lp, y ademds genera-
lizando el problema para nicleos );n que sean medidas de

Rhadon.

Daremos una idea del método seguido, prescindiendo
de todo rigor. ©Si Tn es el operador definido mediante
P
Tn(/{\: }J,nﬁ f, bajo ciertas condiciones se cumple Tn f =
= hnf, donde ™ 1indica la transformada de Fourier, ¥y hn=

=;%f lo cual muestra que Tn es un operador multiplicador.

El problema puede plantearse pues a grandes rasgos
de esta manera: averiguar cuéndo Tn estd bien definido y
es un operador continuo de Li en LP, y converge hacia el

operador identidad.

Entonces se trata pues de un caso particular del pro-
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blema siguiente: a) averiguar qué condiciones debe cumplir

una funcidn h para que sea un multiplicador de LE en Lg;

b) si T = T(hn) es el operador definido por el multi,lica-

dor hn, averiguar cudndo la sucesiédn Tn converge fuertemen-
te. De esta cuestidn, que trasciende del problema primiti-

vamente planteado, nos ocupamos también en el trabajo. Na-

turalmente, la parte a) ofrece muchas dificultades, pues

se trata de un problema abierto aun para el caso de multi-

plicadores cntre espacios Lp.

A continuvacidén resumiremos brevemente el contenido

del trabajo.

En §3 tratamos el problema a). E1l principal resulta-
do que obtenemos es un teorema gue reduce el estudio de
multiplicadores entre espacios de Sobolev al de los espa-
cios de Lebesgue. Asimismo, agregamos una generalizacidn
referente a multiplicadores matriciales. Hacemos también
algunas consideraciones referentes a multiplicadores entre

espacios de Lebesgue.

En §4-estudiamos la topologia fuerte en los espacios
de multiplicadores. En primer lu:ar demostramos la comple-
tidad de esos espacios. Luego estudiamos la caracterizacidn
de la convergencia. Lo lo.rawos en algunos casos particu-
lares para multiilicadores entre espacios de Lebesgue, ¥y
respecto a los de Sobolev, de la misma manera que en la
seccidén anterior, reducimos el problema al de los espacios

de Lebesgue.



En §5 aplicamos los resultados anteriores para resol-

ver el problema de los nucleos singulares de convolucidn.

En Q6 resolvemos el mismo problema para la convergen-
cia en L2 de nucleos generados por sistemas ortogonales
-que en general no serdn de convolucibén-, dando una condi-
cidén necesaria y suficiente para la completidad de siste-
mas. El procedimiento seguido no utiliza la teoria de mul-

tiplicadores.

En las Ultimas secciones extendemos el problema al
caso en el cual en laUgar de la medida ordinaria de Lebes-

gue, se supone dada una medida de Radon cualqguiera.

En é'? estudiamos la derivacién respecto de la medi-
da, para terminar definiendo los espacios de Sobolev co-

rrespondientes.

En §8 consideramos en primer lugar el problema de
la determinacidén de una suma tal que la medida dada sea
su medida de Haar, y con ella definimos la convolucién.
Esto permite introducir la definicién de tranformada de
Fourier, de manera gue cumpla la propiedad multiplicativa.
Los razonamientos han sido hechos para el caso unidimen-
sional, agregando finalmente la generalizacidén a varias

dimensiones en algunos casos particulares. -~
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§ 1. INTRODUCOION

En la teorfa de los ndcleos singulare e de convoluoién
se estudia cudles sog les condibociones gue debe satisfacer
una sucesidén funcional kn para que se verifigue la relasociém
k‘t f = £ para determinadas fumeiones f, y donde la comn-
vergenoia se entiende en sentido puntual 0 en normes Lp.

En este trabajo preseindiremos de la convergenocia pum-
tual, y daremos condioiones neoesarias y suficientes para
la convergenocia en norma. Més a¥n, nos proponemos hacer
esto no sélo para I? sino pare los espacios de Sokolev I{.
y adends generalizando el problemsa para nicleocs Mo Que

sean medidas de Radon.

El procedimiento seguido para resolver el problema
as{ planteado trasciende &l mismo, conducic¢ndo as{ al tra-
tamiento de otras cuestiones, de las cuales podemos dar
ahora una rdpida idea, sin rigor, resumiendo ¢l oontenido
del traba jo. )

S1 T_ es el operador definido mediante T f = ,u ¥z,
n ~ AR n
bajo ciertas condiciones de oumple Tnf = hnf -donde ~ in-
dica la transformacién de Fourier, y hn-Fn- lo cual mues-
tre que T es un operador maltiplicador. (of. § 2).

El problema puede plantearse pues & grandes resgos
de esta manerat averiguar ouéndo Tn estd bien definido y
e8 un operador continuo de I{ on I-p. y oconverge hacia el

operador identidad. Entonces se trata pues de un 0aso par-
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tioular del probdema siguiente: &) dade uma funocidm h, qué
condiciones debe cumplir para que sea un multiplicador de
L{ en LE; b) si T = T(hh) es ol correspondiete opsrador de

hn' averiguar ocuando Tn converge fuertemente.

Naturaimente, el problema &) ofrece muchas difioculta-
des y estd sin resolver adn para el caso de multipliocado-
ree de LF en 1¥, En el presente trabajo hacemos lo siguien-

tet

En § 3, tratamos el problema a), y reducimos el pro-
blema de los espacios de Sobolev al Jde los espacios Lp.
agregando ademis alg ' nas eonsideraciones acerda de estés
¥ltimos.

En § 4, estudiamos la topologfa fuerte em los espacios

de nulti,licudores, para resolver el problema b).

En § 5, aplicamos los resultadod anteriores para re-

solver el problema de los ndocleos singulares de aonvolucida.

En §6 resolvemos el mismo problema para la eonvergen-
cia en L2 de micleos generados por sistemas ortogonales,
en forma un tanto desligada de lo anterior, sin hager uso
de la teoria de mrulti,licadores.

En §7 Yy §8 consideramos medidas generales.

—-o—



\ 2. NOTACIONES Y GENERALIDADES.

Encararemos el problema en el espacio euclideo m-di-

mensional R .
n

1.9“;@; un punto de R 1 x = (xl.xz.....xn). y
|x|-{§‘xh} .
e
Si a es una n-upla, serd [_n] = z 8.
vl

En x‘1 , 81 x 8 un nimero, A 1o serd tembién; si

x = (xl....,xm). entonces A= (31,...,1‘), y x)-
A, A A

=x 1l x, 2 oo x, B En parsioular: X

) (ﬁ) = bx‘ﬁ... a‘i.‘ y Y N Bx“

-~
Si T es un operador de I® en Lq, “Tlp Q -0 bien N!“p
]

81 p=g- designa su norma, que tembién esoribiremos Irl

ocuando no haya luger a oonfusiém.
(£,g) designa al producto escalar.

51 1€p€™, p*es el oonjugado de p, es decirs

oL Al

El simbolo X también designa sl producto de convolu-
cién.

Recordenos que f GI% (L€p<oo, LO.I.Z,...) siy
86lo ei fke Lp. kao,1.2.....f (derivadas en el sentido
de las distribucionmes), y que I&puodo ser normado median-

L '
te ) | 2 ".1'3 A,
k- LT FTE,



El simbolo -P-& indica convergencia en norms Lg;

—% convergencia en norma ) A

Deaignaromoa
@‘ A ix. ¢
m f= t(x) - ® f(t) dt.

donde x.t -: xht » 8 la transformada de Fourier de la
hsd h ?

funcidén £ definida en Rn' es un operador bien defini-

do dén IP (1€ p<2) y por consiguiente también en Li. pe-

ra natural.

si 1€ p,q€ 2, ‘Lp,Lq) es el conjunto de operadores
multiplicedores de 1f en Lq. es decirs T ¢ (Lp,Lq) el y
8élo si n!l.'”p <o v adomi' oxin:o una fugoién h tal que
para tode f‘.L se cumple Tf = h f. En tal oeso se dice

que h es un multiplicador de I® en L, en sfmbolos: h €
{7,14.

El operadord\ ("refz cusdrada del laplaciano®) estd
definido mediante
A A

¥ las propiedades siguientes son bien conoocidas (ot.[2],
pég. 908; ¢ [1], pég. 4 y 45 y sgtes.):

(2.2) 51 16 p<o , £31, entomoes & o8 acotado de 1h on
1§ s

(2.3) A, _a , donde & indics el laplaoiano;

. A
(2.4) 54 1€ p& 2, £€1P, c€1P % =lx!® £, & natural, ep-
tonces f£¢€ LI; Y At = g.

Utilizaremos luego un impertante teorema que da una
ocondicién suficiente para que una funcién sea un multi-



Plicador, demostrado originariamente por Marcinkiewiosz,
([1]) pare series de Fourier. la forms sig:.iente, para
trensfornadas de Fourier, se debe a Mi jlin (enunciado en
(3], pda. 337).

(2.5) Teorema (Marcinkiewies-Mi jlim). See h una funcidém

tal que:
@) h es continua en todo R }§
b) Th existe en to;: punto, ¥y h tiene deriva-
Myeee ONn *

des continuas;
o) 1x1 ¥ rfe 1 rare og[d€n.
Entonoes he {IP,1°}, pere 1< p¢w.

-—o.-

3. HULTIPLICADORES {1§,13}.

Comenzaremos extendiendo, de manera obvia, ls defi-
nioién de multiplicador a los espaoios de Sobolew. Recor-
demos gue la transformacidn de Fourier estd bien defini-

da en esos espacios, si 1€ p,q€ 2.

(3.1) Definicién. Sea 1€ p,q€ 2, £,8=0,1,2,... Un ope-
q
rador T3 IiE?E%:°° llama opersdor multipliocador de I{ en

Lg. en gimbolos: T€ (I{,Lg), cuando ds aootado § sdends
existe una funoién h tal que para tods fé€ Ii se_oumple:

TAf Sh?o (302)

En tal caso, e dice gque h es un nn;tiAlioador de
P q , )]
I'l en L', en simbolos: he_{ll,l.ﬂ.

Antes de entrar & determinar estos espacics, es me-



nester disponer de algunos resultados auxiliares. En pri-
mer lugar mostraremos que se uede aproximer a la funoidn
unidad mediente transformadss de L]Q. en el sentido siguien-

tes

(3.3) Lenma. See L un nmimero matural. Existe uns funoién
" L]', tal gue para alxin €> 0 se ocumple ®(x) = 1 pare
todo kI<E,

Zasta tomar, por ejemplos

™
q)(x) - n cos x, - cos 2x, ,
ey ] 'lle

de donde resulta:

N m
¢(x) = TT Y(xi)o

oni
aon
1’ 'xi's 1'
Y(xi) = 2 "'!i. v 1 $|!i| < 2,
0, 'xil ; 2

El leme siguiente muestra que no es imprescindible
imponer expl{icitamente la condicién de acotacién en la
definicién de multipliocador, y permitiréd simplificar al-

gunas demostraciones posteriores.

(364) Lema. Sea _’.s P_Lls 2' zlﬂ = 0.1.2.000 Si Ts I'p-’ LE.

% edemds existe une funcién h ¥al que paras toda tg_l’{ es
'y

If = h £, entoncis T es acotado, y por consiguiente es

un operador multi.liocador.

“n virtvd del teorema del grdfice cerrado, basta pro-
rd
bar que T e2 un operador cerrado. Sea pues In_.., f y



A
Tf —9-'—)3 hay que pro‘gar que g = hf. Por hipétesis es

Tf =h f , ¥ adends f -2)!. Entonces existe una subsuoe-
sidn -que por breveda.d so‘su:lno- notando f - tal que t -‘1’
PePe, de donde h t -&h 4 p.p. Andloga.nento resulta -pa-
ra alguna eubsucesidn- 1'1 -»g PP En oonsecuencia

A
&= h f PePey 00Qodo

El lema siguiente serd impresoindible en lo que esi-
gue.

(3.5) Lema. seal nature1 y 4% pé 2. Tods £¢ 1P se puede
esoribir f = £ + A fl’ eon fo, 11‘ Il (La descomposi-
0idén no es tYnioa).

Sea ¢ una funocién que ouvmple las hipétesis del lema
(3.3)e Si definimost

f = f X ¢ M
o
AA
serd f € LE por el teorema de Young, ¥y adomﬁn o" ¢ .
Poniendo: A A
- %

b ¢

] A~
serd Fl(x) =0 81 Ix|<¢€ y Id 1‘1 =g, oon g=1f -~ foe ) L8

Entonocest
A ¢
f - £, + Izl 1.
]
8i

Definimoe la funcidn o nediante A(x) = lxl~
1xI1>€, completdndole en |x|$€ ae manera que ocumple las
hipbtesie del eamema (2.5), lo cual es obviamente facti-
ble.



Le igualdad |x|q‘Fl - 3. &¢ Lp, teniendo en cuents
. Que 2(x) = 0 8t |X|<€, podemos escribirla

Flld eo

Entonces, por (2.5) concluimos que Fl = %,s oon flé

Lp . Reemplazando:
H N ]
£ = i°+ 'x' flo
Tn virtud de (2.4) resulta tlg L:; entonces
f = f°+ &11.
y fo Yy fl cumplen los requisitos oxigidda, Ceqed.

Qbservacidém. 5i p=2, la demostracién adquiere una gran

simplificacién conceptual, pues no es necesario usar
(2.5). Ademés, oomo (2.5) no es vdlido pars p=l, no sabe-
mos 81 (3.5) se mantiene en este 0uB0. Ifrobablemente exis-
ta alguna demostracién independiente de (2.5) y més sen-
cilla.

Ahora estamos ya en condioienes de demostrar el re-

sultedc mfe importante de este parédgrefo.

(3.6) Teoreme. See 1< p< 2, A€ q€ 2, v @ ,8 enteros no
negativos., Faere que hei p,LBv. :,_g s 68 necesario y su-
ficiente que m" hde.Ix.\j'. para todo i-e.l.....-i
Para que he{ ,LB » 8§0 + es necesario y suficiente que
h (lepd™ " Q{LP,L‘} En el osso p=l, las condiciones

pon suficientes por lo menos.




Cueervaciones. *n particular, si pmq=2, es bien sabido
que {Lz,inz I®. Entonces la condicién en el caso s 3{
se puede reducir a h(.{Lz,I.a}, |x|"a hG{Lz.Lzl. No se-
bemos si en los demfs casos vale una simplifiocacién ané-
loga.

Tambidn reeulta en partiocular que {I{,I&} = {Lp,Lq}’
para todo 91 natural, es decir: loes espacios de Sobolev
aon lnvarientes reepecto e los operadores multiplicadores;

esta circunstancia ya es conocida (eof. [1], pég. 41).

Tl hecho de que si p=ml no sabemos si la oondicién
e8 necesaria se debe, como resultard en el curso de le
demostracién, & que ignoramos si (3.5) es védlido en este

casl.

Demostracidn de 06)e

a) Caso s;Q § suficiencia.

sea £€¢ I{C 17, Como N6 {I”,1%} , existe g¢ 1% tal

que
A
=h T

¥
Ademés, A f = Ix

(2.2). Reemplazandot

A

g
LI " P

£, oM, y AMte Ij 52C L por

A
A -
g=|x|‘h&f,

de donde
A

172 = 197 » A
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Pera 0< G- )< e-0, o sea AgT% 6-(0-2), os \xfr-‘ h
¢ {LP,LQ}, por hifétesis. Variando A de 6 all, @ puede to-
mar valores 0£0<e. Entonces, como I{‘f (Lp, existird
gce 19 tal Que

A -2 2
g‘= \Ilc h A‘t'

[ ]
Comparandos 3‘a|x| f, 0¢d< 8; entonces, por (2.4),
resvlta Nge Lf_‘, g eL:.

A licando el leme (3.4) results la tesis.

b) Caso SLLL necesidad.

Sea he {Lp,Lgk Yy feLp. Entonces f = r°+1\‘rl, son
% Lz, por (3.5). Si 0<olé 8-{, se tienes

A
L 2 e Eemt ™4, -

A A
x\*n £ =1x*n £+ x|
N + A
-1?80+1\Q°‘s1=3.
Tq. ) 6 1
con go,gle Lg por hi,otesis.

A
O sea, |x|dh f= 'E. con geLq, puesto que O €< 8-0¢
<8, 0¢Q+o0¢e, y por lo tantos

K, ¥ g ¢ 1t
Aplicando (3.4) resulte la tesis.

c) Cssops; suliciencis.

Sea T & L‘i.



4 -ll-

A 8,-1 l.A A
h f=nh(1+14"")"(f +A*""2) = 5 + &= s
0
con go,gléLq, por ser I,A“'t‘ 1P,

bea 0 J¢ =,
-\

1xI72 =1x"h £ = n(1+ \xl"-')(j\"\f A (5 0)gy |

A N

= &, 0" &,1" &

son g, , &, 1€L% puesto que 90 asl, 0¢¢-(a-0)¢ Q,
q,0’ &¢,1

(gl
¥y por lo tanto .Aff,l\" (s )f e 1P,

A
Entonces |x|"é = g¢y 060¢ 8. Por (2.4), resulte
L Q q
Ngelry gel_.

Aplicando §3.4) resulta la tesis.

d) Caso !}sj necesidad.

sSea he {IR,LEE y féLl.’. Entonces, por (3.%), f =
0 ,
fo+A fl, con fo,fle Ls.. Por leo tanto:

B8 )7 w (1122 ¢ b 1t @t Y.
- et vt aemtH7lg -
= (1+ |x|"')‘1§° v U0 )t 1\?‘1'
con g .3, € 1-2.
Pero por (2.5) es (1+|x|"")'1, |x|¢'°(1+|x\e‘°)‘-'1e

{Lq. 14 \I, vy entonces

-B.=]1 A
(1 i1 % = 5



con g(-.Lq. Aplicando (3.4) resulta la tesis, c.g.d.

Como vemos, el problema de la determinacién de los
fL{,Lgk se reduce a determinar los {LP,LQ}. En este as-

reoto, los sigvientes resultado: son conocidos.

(3.7) Teorema. h€{12,1%} si y 8610 e1 h eI, y en tal
0880 68 lT“z " hll .

(3.8) Teorema. hé{Ll,L]'} i y 8810 s1 h es la transfor-
mada de Fourier-Stieltjes de una medida regular finita Vs

h(x) =fi(x) -fn ot Tt gu(v),
)
y_se cumple “Tll 1= j |d}(t)| .
17 ‘R

m
(3.9) Teorema. Si 2> p>q, EG{LP,LQ} implioca h=0 p.p.

La demostracién de (3.7) es sumamente sencilla. la
de (3.8) puede verse, para m=l, en f5], pég. 569/70, Ch.
IXI, Sec. 21.2. FEn ouanto & (3.9), ha sido demostrado
recientemente por Hormander (l).

Concluiremos eafa seocidn oon alivnes observaoiones

sobre otros espacios #LP,LQ}.

El caeo en gue p > 2 presenta e. incoveniente de que
la trsxsforasadae de rourier mo estd definida -salvo ocomo
distribucidén- en todo Lp. S1 1€ p<w, designaremos p 24

(1)

t Segin comunioczoién oral de A.P.Calderdm al autor.
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al subconjunto de P cuyas transformadas de IFourier son
distribveciones yue coineiden con funciones de Lr; es Ba-

bido que £? eB denso en I-p, Yy 81 p£2 o8 r 20 Lp.

Admitiremos le siguiente:

(3.10) Definicién. Sea 1€ p,g<e. Diremos gue h¢{IP,1Y}
81 pera toda fQLp ee Y = 1 ?, eon !MLLQLJ ademds T

es sootado (por lo oual se extiende a Wlo Lp de manere
tinica).

-

Si 0,q€ 2, esta definicién se reduce a (3.1)., Si
P>2 no vale el lema (3.4), y la condicién de acotacién
de T hay que imponerlas explicitamsnte.

(3.11) Teorema. Sea rla g-l- gll. 51 1€ pg2, 2¢ g0,

entonces {Lp,Lq}) 1F. 51 2¢ P$ q€c0, entorces {Lp,LqSC L.

Bn pertieular, {1°,1%= 1” pare 2¢ q¢e.

Introducire.os la noteocidn auxiliar siguientes h ¢
{Lp.Lq}o cuando se oumple (3.10) excepto eventualmente

en lo que se refiere & la acotaeién de 1.

Probare:os en primer lugar gque 81 2¢€ p$ q<oeo, enton-
ces {1P,1%} C 1r.

Sea h e{lp,lq}o y feLp. Entonces Tf = geI.q y ’E-
= h ?. Como ﬁe_Lq‘ y ;11'-' LP‘, resulta

*
fmq F dx oo,
R

2 £ /.8
para toia funcidn FelP /4 « Y oomo (p‘/q"‘)'z r/q*, re-



gvlte la enterior afirmacién.

Veremos ahore que 81 1% p<q, 2€ q%€%, entonces

{Lp , N 03 1t.

cee n€ L y fe Lp. Tnionces un o0élcvclo sencillo mues~
A
tra que G=h rerd, Como ¢q3 2, existird g¢ L? tal que
A
8 = G, 10 2ual prebe lo que querfamos. Ademds, teniendo

en cuerta (3.4) resulta que si ademde es p<2, entonoes
{1?,19> 1*.

For ¢tre parte, taubidn resvlta inmedietamente que

81 2€ p<$ <0, entonces {Lp,Lq}o- ¥,
Le tesic estd incluida en estas consideraciones, C.q.d.

El inconveniente principal que presenta la definiciém
(3.10) es zue la relacidn {Lp,Lq}s ")Iq*,l,p'} no se mentie-
ne v£li~z con =1la, puesto yue si asf fuera, aplicdndola
a (3.11) resultaria {LP,LQEC 1¥ ouando 1< 7,q% 2, lo cual
es felso, <e:fn suede Jemocstrarse utilizendo el ejemplo

de lo: creradorec pote.ciales ([3], pfes. 71, 73, 111, 181).

Concluireqnos este parsgrafo oonsiderando uns sxten-
8i6n del concepto de multiplicador referente & k-uplas
de firicicnes. Lesigrnaremos kLz al conjinto de k-uplas de
. Y, . . o 2 P
1Tunciones {fl,...,fk, deZfinidas cn Rn Yy tales que .Lié I!.
1=1’2’9 ) ’kc

1
JL operador de ‘I.g en rL;; estardi representado por
unae uwetrig de operadores de rxk. Cuda multipliocador hé

(sique en pdg 14 bis)
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{kLg,rLg} transformerd de manera acotada elementos de
kLi en elementoe de rLg ~-n0 hay difievltad en definir uma
norma en estos espacios- Yy vendrd dado por una matrigz de
fuguiones de ryk:

h = {B, 4}
de wenera ques
" |
N VAN
g, (x) = 32-'1 ny (x) 2,(x), 1=1,...,.

»8 .0 ¢9tas condiciones, le demostracién del teorema
(3.6) congerva sv vrlidez, cambiando la interpretacién

de lus magnituwues que eparecen en &1 de ranera obvia.

- () ———

§4. JON/ERGZNCIa N EoPACICS DE MULTIPLICADORES.

Introduciremos la topologfia fuerte en los especios
de multiplicrzderes. Por tratarse de espacioe veetoriales

baste definir le conver:,encis a cero.
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*(4.1) Definicidn. :ea TnG(L%.Lz), n=1,2,,.. 36 dice que
Tn—io (fvertemente) si para toda f GL% 8s ounmple an

—9-'8—>O. Si hn ef_el multipliocador oorrespondiente a Tn'
diremos ev¥en tal caso gue ql-) O en {LI.’_,L:}.

E® nu:stro propésito earacterizar en fosma simple
asta torolos{e vara slgunos de los e:pacios considerados
en §3. Primeremente, democtraremos um resultado de tipo

generel.

(4.2) Teorema. Se& 152.9 £2; 1,5-0,1,2,... Entonces
q
{LE,I;S } es completo.

See h_ uvna suceeién fundamental. Es deoir, para to-
VN N A
da £ €L} es g- &=(b-h)? yhg- gnllq.s-—*ro ouando
n,m ng

Puesto que Lg e8 completo, existe g GI.;! tal que
gn—94-§-> &, de dorde resultas

A A A A
lgn_ glq*,S' “hnf - Guﬂ s—> 0.
o A
Sea d#n particular foﬁL%_ upa funoién tal que fo(x)
£ 0 p.p. x. Entonces definimos p.p.s
A A
h = ao/foo
Bl teorewa quedara demostrado, con nl'g‘ hn= h, en
a,Lg } y 51 probanos que pare cualquier ftL%, definien-
do

n.= 2/:?’ ?(I)/O,
b i
B, 2(x)=9,
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tresulta hf= h p.p. Basta considerar el ocaso f(x),lo.

Por definicidn se cumple:
A o A

ht danyt,

n o )

de miners que existe una subsucesidén n, tal que

i

hni—s h PePe

A
Fere toda feli scbemos que uhnf - 2||q,=
= nhnf - hff“qt—» 0, de donde
At A
n T —»nft.
=1

"mtonces exliste une sub-subsucesidn nij tal que

A
h —=>h, p.p. x tal que Z£(x)K£0.
n £
i
Pero hn —ého LePs, OOMO ya vimos, de donde resulta

i
hfgho Feey Co \.lod.-

Un teorena de Dixmier (ef. [4], pég. ) afirma que
todo espacio de operadores fuertemente derrado es débil-

mente cerrado. in consesuenciat

(4.3) Corolario. Sea 1€p,q€ 2} 0,5 = 0,1,2,..s Entonces
{Lﬁ.Lg}es débilmentes cerredo.

Daremos shora alginos resultados auxiliares.

Z1l lema siguiente es eomoeido.
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04.4) Lema, See 1€p<q€2., Si P& (IP,IP), entonoces T ¢
ahr) y ‘m\q qsm“p P’

Por ser T de tipo comvolucidn, es acotado de I en
Lp‘. Y uTIIP‘ p,=|\l‘l{_‘ p* Aplicando el teorema de oonvexi-
d=d de ﬁiesz'result;’la designalded de la tesis. Ademds
resulta T €(19,1%), extendidndolo por linealidad.

A L . P P
(4.5) levrema. vea 18$p€q€ 2. 5i Tn—io en (L*,17),
entonce: T --)O en (1%3,19),

Por el teorems de Bamach-Steinhavs, ee tiene T il <
<A, de cdonde, por (4.4), resulta uT || £ A, Ziendo la su-
cesion T acotada, becte probar que T f 4350 en un con-

Junto aenso de 14,

Esoribiendo g=tp+(1-t)2 (para algin %) resulta

D 4 1 81-%)2
n'l‘ni’“{; = {lmnﬂ P|Tnf|i )24, <
m

4L|Tnflpd§}t i}R‘Tnﬂ%x}l'tg umnf“’fp (4 “,nz)z(l-t):
I m

Como el primer faoctor converge a oero, resulta la

teeis, c¢.q.d.

Fl leme siguiente es esencieclmente conoocido. Aqui
le daremos una forms conveniente para nuestroe propéeitos,

y 86lo lo usaremos ulteriormente en el caso p=2,

(4.6) lema. Ses 15}(“ Para gque h_f -p‘)OJ ml.Z....i




para toda £ e1? g 68 neogsario y suficiente guet
e) | Il <4
b) h —>0 en medidas sobre compaotos.

Supon;Bmcs gue valen &) y b). Sea n, cualquier .

b §
sucesibén gue tiende a infinito. Por b), existird una sub-
sucesién n . tel que h => O p.pe (no provoce difiocul-
tades el hecho de que laigonvergencia en medida sea sobre

con.>ctos), 5 poir io tanto, pare toda f G-Lp serd hn -5 0

P.yes Par a), le convergencia es mayorzda; entonces: ik
h £ ~£» 0,
ik
y como n, era ctalquier sucesién, resulte le teeis.

Reoiprocemenie, sea hnf —L) O para toda f¢ ) Enton-

ces nhnf“p( s,, de donde resulta fdcilments gque

b4

P
f [b| "8 dx < ¥,
R
1 B
pare tode gé 1~ . Aplicando Bansoh-Steinhaus, resulta a).

Elbdgiendo en particular e £ funoién caracterfistioa
de un conjunto de medide finita, results b), cG.q.d.

A continuacidn comenzaremos & caracterizar la topo-

logfa fverte.

(4.7) Zeoreus, b —» 0 en {LZ.Lz} 51 y 8élo sis
a) |l hn"6< M;
%) hn—-) O en medida sobre comp:otos.




31 valen 2) y b) resulta, por el teorema de Planche-

rel -llz-u:ndo En=hn£- H

A A
he, o= N llp= n Th—>e
pare toda I 612, qiie e8 la teails.

reciprocamente, £i h —)0 en {L oL } por Plancherel
soxd fib fﬂ2—>o para toda £ €12, Aplicando (4.6) y Plan-

cherel rasvlic Le tesis,y 0eQed.

Puesto qie no se conocen los espzocios {LP,LPS, l¢p
€2, no cate esperar une respussta satisfactoria para oa-
racterizar la topolozfa. En el siguiente teorema la carao-
terizecidén supone el conocaimiento de la norma del opera-
dor multioliccdor, lo ocual hagce que no sea de gran utili-
ded, excento tal vez en el caso p=l, para sl cual \\Tltl
estd dado en (3.8). Designaremos 63 al miltiplo positi-
vo de ‘2 fumeién curacteristiea de |x|¢s, tel que “69,“1‘ 1.

(4.F) Tecrema. de= 1€ <2, Tn Q(LPLLP) ‘Lhn loe corres-
pondientes multi liczdores. Fara gue hn—50 en 1LP.LP}

@8 neceserio y suficiente que:
e) WT il <4s

b) “Tnsanp—) 0 para todo &> 0.

>e& hn—)o en {LP,LP}. La oundicién =) resulte por

Benech-Sveinhsvs; b) es obvie.

Reeiprociumente, si valen @) y b), en virtud de )
basta probar que Tnf -L’ O para toda f de un subconjunto



e

denso, por ejewplo, el oondu:ntog de funciones ocontinuas
nwlas fuera de un compaeto. Pero toda fiﬂ se aproxima
por iunciones g = & *f. Entonces, teniendo en ouenta que
T (8 11’)-_—. T b ¥t -1o cual se prueba transformanto rourier-,

:'em,lt&'
"'Tn(ba’f)lp: urnsa'fupsurnsa“p “1“1'
J como l'ti’lll<°°, rezulta la tesis en virtud de b), c.q.d.

n el c290 v=1, la caracterizacién puede darse de
uns menere ligerenente aistinta a la del teorema prededen-
te. rure entinciarlz, intrnduciremos reviamente algunas

definiciones.

(4.9) Definicidn. f converge débilmonte hacia £ en el
intinito, si dados €»0 y ECRm. existe un n = no(E,EZ tal

gve para todo n>.n° se cumple:

/ [:n(x)-f(x)]n-E(x) ax

Zi>n
1<lon

dondae Q.b ea lu funcidn caracteristica de E.

44.10) Definicidun. las fundkones £ tiesen integrales u-

niforzswonte uajueizs eu el 111:!:L!1:L‘toJ si _para cada €70

existe un nozno(G) tal gue pers todo n>n_se cumple:

f'a. (A)|dx <t .
bi>n

L€.508tIrare. .. aiiole, qre.

(4.11) Teorema. toe Ini(Il,LlL Y b los correspondien-
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@8 multivlicadores. Para que hn—\ 0 en {LI,L]'}, 88 Neoe-
sario y suficiente quet

a) NI J),< 4s

b) hn—-) O en medide sobre compectos;

)| Tnﬁa-‘) 0 débilmente en el infimito.

adem£s, le condioién o) puede reemplezaerse port

cl) los I‘nsa son uniformemente pequelos en sl infi-
nito, purt tudo 2> 0.

Ia nccesidad de a) resulta de Banash-~-Steinhaus; la
de b) resulta de (4.9) y (447), ¥y ¢) &8 obvio.

ishort. probaremos 6,) en base a a), b), o). Para ello

1
baaste. var cue Tnsa-l— O, para todo a>» 0.

in teoreua de Vitali-Dunford-Pettis afirme que si
Bna suceeidn g‘n6 4‘ verifiea:

1) Ignl\l< L; 2) L gn(x)dx converge pars todo ECR ;
3) K, corverge en .cdidu sobre compactos; entonees &, oon-
verge en Ll. 2ero Tnsg cumple efeotivamente estas ocndi-

ciones.

Heetu probar cue a), b), oy ) implican h —iO en
{Ll’Ll}, y para esio basta verif.loa.r (4.8).

-n e¢fecto, ’l‘nsp oonverge en L2, Yy en consecuencie
en Ll en toao couwpacto, y como fuers del cowpuoto la in-
tegral de 'l‘n&‘ es uniformemente pequefia, resulta jue Tnsa

converge ¢n L, c.q.de

Ahora conuiidcraremos el oeso de los esaracios de So-



wll=

bolev, y tal como hiocimos en§3. reduoiremos el problema
a los espacios {Lp,Lq}

(4.12) Teoreme. Sea 14 p€2, 1 2 8_enteros no ne-

gatiwcs, Pare gue h —% 0 er {Lﬁ,Lgs, sl , es necesario
y suficiente gue |xrhn—) O en {L?‘,Lq}, vara A =8,1,9904

s-f. rara gue hn—) 0 _en {L?,Lg}, 84, es necesario Y su-
ticiests jue h (L+jx)' °)""=% 0 en {17,129}, 14 pel, 1as

¢cerciciones con Stficientes por o ueficd.

&) Caso spl; euficiencia.

2, A .n? q
-] fQLQ. Tenenos g = hnf, con ‘?‘neLa y

/\ A
Nr = g7 2 n N, c<Gss, 0oag.
200 A}fGL}, por hipltesis es A’gn—q-s O, de donde

gn—g"’sﬁ Oo

b) Cuso 9>Q necenidad.
i fe¢ ¥ , serd por (3.5) £ = f°+1\"r1, con fo,fle

8
L‘z. ‘ntouces:

*. A 2 A ol A «+é A
[x*n T = ;xf‘h Tomt TRt = x%E, v i 8 .-
A\ N
o ol+Q o
= A go,n+ A Slgn Gn.

Oon go.rl’gl.ne LS.
vomo G gal€ e-Q¢s, C <d+Q £ B8, secd A" n' A‘HQ

s 5, O Beas G-g-)O.

€.

¢) Caso B<2; cufiociencias




Sea feLg. Tenemos 'Ehrp hn? oon g & Lg. Sea 0<G % &.

Entonces:
-\
P
A{\gn: |x|uhn/f\ - lln(hl::lQ -')-l e +Al-('.c)t).

coumo A, J\e'(ﬁ"”feLp, puesto que 0<C¢ssl y
0¢ L-(s-6)¢ £, resulta A“gn —S» 0 por nipbtesis, es decirs
%/1-3-'-9-) c.

d) vaso s< {; necesidad.
ae o ’ - ‘
3i t €L, serd 1 = fo+A 1’1, ason fo.fle Ia. Entonoces:

hn(1+|x|a_s)"l - (1+{x) ¢ -84 h ] +(1{x|¢-s)-i'x\¢'h/£
G A R R C O P P ’31,,. -

l-s)-llg\-’ . (l+l»1¢“p) ,x‘Q sA &)

"
P
i~
S

n—‘ 0 en 12 por hipotesis, y por oonsiguiento
-8

o G, ren Gty et

son de *Lq I,q} oor (2.,), de donde reruldtas
0-;. -1~ A A A
G =
hn(1+|x| ) £ = %o,n" Gl,n G o

oon Gn—q') 0, Cegesd.

Para terriner, sefialemos gue a3ste teorema (4.12) cén-

serve su velidez, #in cambiar la demostracidén, para el

caso de multi . licadores matriciales considerados al final

del §3. .

feigue §5)
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po
. NUCLEOS SINGULARES EN L
§5 L Ly

Aplioaremos los resultados preccdentes a la teor{as
ie ndcleos singulares. Designaremos oon P une sucesién
de medidas de Radon, y daremos oondioiones necesarias y
suficientes pare que para toda feLp.'u vexrifique /i“
= f en la norma de Lpt En particular, para )Ai medidas
abeolutamente ocontinuae, cbtendremos resultados para los

ndcleos singulares usuales.

Como en general )Y no serd de masa total finita, le
expresidn = }h‘t no tendrd{ sentido. Si en ocambio desig-
namos Po, e la restriccién de P o0 la esfera de radio

N, la expresién

L Tt = )ﬁ,n"'

estard bien definida, y es natural definir a fn oomo el

1{mite de fn N B la norma del espacio correspondiente.
’

En res:men, acepteremos la siguiente

(5.1) Definicién. Sea y, N=l,2,... Una sucesién de medi-

h h
das de Redon. Diremos gque & aproxima a la distribuociém
gen Lp" 1l gp <ca cuando para toda £ eLpau gumple

o nl—i;aoh’nt‘ "

en la norma de Lp.

Asimismo, pwede tratarese el caso en que f CLE Y 1la
convergencia se toma en ®#tro Lg. Loe oasos no triviales

e6lo se preeentan si p=q y 8 ¢}
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Seflalemos que siendo )"n de masa total finita, exis-t

N
 J
te 8u transformada de Fourier ;.t N
n,
la conexidén de 1la teor{a de multiplicadores ocon la
de nmicleos singulares estd expresada en la proposiocién
siguiente.

(5.2) Lema. Sea 1<p,q €23 !’.l enteros no negativos. Pae

ra que para toda f GLI;' se_ocumpla

lin lim xfL =7
n—>o u—wt»}k"'ll

on la norma de LE, es_necesario y suficiente que:

14m lim T _ = I (=opersdor identidsd) en (I:,11), es
f—>w0 F—>o BN s

deocir: lim 1lim ;\» = ] en {Lp,Lqi.
n—ye F—eo’ BoN = T

. A P 4 A P {Q
En virtud de que )"n,N‘iLC'Ls } implioa p € {L!,L'}.
por la completidad (4.2), el lema es obvio.

Entonces, 8i aplicamos (5.2) a oada resultado de §3
y §4, quedard resuelto el problema de los nicleos singula-

res en cada ceso, que resumimos en el siguiente enunciado!

(503) Teorema.
1°) pm aproxiza a S on 1! a1 y sélo si:
a) l""i(t)‘ <A (6 |‘knn1<A en el oaso de continui-
n

dad absoluta);

) p3 b.i»f»., para todo a 20.




2"))!-n aproxima a 6 en L2 si y -6'10 sis
A
a) Ilpn'nll,,ﬂ M;

A
b) lim lim p i~ i en medida sobre compactos.
n>® Kpoo B

39) M aproxima a 6 én I.f para funoiones de Li (e? 8),

i y eblo si:
0 Ni, o= Dt e

A
b) 1lim 1lim A
i N>

= 4 en medida sobre compactos.

n,N

4°) ) sproxima e O en Lli si p sélo si v aproxime a $
P
en L%,

S6lo consignamos los resultados gque oreemos de miés
fdoil aplicacién, pero podrian agregarse otros. la demos-
tracién de (5.3) es inmediata; tal vez lo ¥nieo que comn-
venge sefilalar es que en 1°) no apareoen los ntdoleos "oor-
tados" )"n,N' porque la masa total debe ser finita. Insis-
timoe en que las condiociones obtenidas no son sélo sufi-

cientes, sini también necesarias.

Le aplicacidén de (5.3) a los ndcleos singulares usua-
les k , donde dp (t) = kn(t)dt. no ofrece dificultad. As{i,
1°) expresa que k debe ser oasi positivo y que debe apro-
ximer en I.l a las funciones 6&' Respecto a 2°), es fdeil
ver que todos los nicleos casi positivos -y en partiocular
los positivos: Poisson, ?ojor, Weierstrass, landau, etc.-
verifican la condicién respectiva, y avn otros ndcleos
que no son tales, ocomo el de Dirichlet, que verifioca la
propiedad méds débil ’ Ikn(t) dat |<A, ocon A independiente

Qp
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de n. Sin embargo, otros nvcleos del mismo tipo, como ser
cos nt
k00 = [t - 1y 0] 24,
donde ) es le rafz (vYnica) de

j°°'udu-i.
A
no oumplen lo ocondioidén, y por lo tanto no aproxime a b

en L2. El mismo par de e jemplos -6l de Dirichlet y el ¥l-
timo ndcleo-, siendo ambos de tipo Fe jer (kh(t)a nh(ns) ),
prueba que tampooo puede afirmarse nada en general pare
la convergencia en L2 de ese tipo de nicleos. Considera-
oiones paraleles pueden hacerse para las demés afirmaoio-

nes del teorema.

§x6. NUCIEOS GENERADOS POR SISTEMAS ORTOGONALES.

En esta sec0idén nos apartaremos de la teoria de mul-

tiplicaedores. Consideraremos niocleos singulares

k (x,¢) = i ?,(x) B, (%)

h=0
generados por un sistena {’i(x’}, h=0,1,2,.++ Ortonormal
en una rezién E de Rn' tales nv¥cleos, en general, no se-
rén de convol:i.cién. Resolveremos el problema de la conver-
gencia en L2(E). y oomo ésta equivale & la ocompletidad
del sistema vfh}, podemos expresar el resultado de la ma-

nersa siguiente:



(6.1) Teorema. Pare que 01 sistema ortonormal‘“Phk. h-O.
1,2,... 8ea completo en 12(8), BCR , es necesario y »
ficiente gque para todo oubo V;’h {t; ai<t<-b1; 1-1,..,n},

f k (x,%) d¢
v;;b .

gonverje en medida hacia la funeién caracteristioa del

oubo.

En particular, en 10 que respecta a la suficiencia,
basta pedir -por e jemplo, si m=l- que kn see un nicleo

singrlar en el sentido usuals

b
f k (x,t)at 1
a

para todo (a,b)d x. Por ejemplo, como el nicleo de Dirich-
let verifioa obviamente esta condicién, se obtiene una
rdpida demostraoidén de la completidad del sistema trigo-

nométrico.

Demostracién de (6.12.

Puesto que la convergencia en L2 implica convergen-

cia en medida, la necesidad es inmediata.

(1)

Respeoto a la suficiencia s Observemos en primer

lugar que ocomo '?hi L2, para toda 161-2 existe su aproxi-

mante £ .
n

[1’; Une observacién del prof. J.P.Kahane ha permitido
simplificar la demostracién; ésa es la que oconsigna-
mos aqui.



Basta probar, en virtud del teorema de Steklov, que
la igualdad de Parsevel se oum;le en un ocomjunto denso
de L2(E), por ejemplo, el constitufdo por las funociones

esocaleras. Una funcidén tal se escribes

L

£#(x) = L 2,0y (2,
i=]l i

donde )1= constantes, <o yurlv es la funoién caracte-

r{ssica de un cubo Vi. 1

En virtud de las hipétesis resulta inmediatamente
que lee aproximantes fn de f convergen hacia fsta en me-
dide, y por consiguiente existird una subsucesién ni tal
que

f ¢ PepPe X€ E.
n
i
Aplicando el teoreme de Fatou de peso al limite ba-

jo el signo de integral a la sucesién |fn (x)|2. tenemos:
n

2 2 2
hel; < .::i ﬂfnilz = l::l: “JZ; ‘Pj(x) (1'.?3)"2 =
ni d
= Bup Z |(f.‘PJ)|2 - Z I(fo‘%)lzo
n, J}=0 J=0

i
En virtud de la desigualdad de Bessel queda exclui-
do el signo<¢, y por lo tanto resulta la igualdad de rar-

sevel, y ocon ella la tesis, o.q.d.

- () oan

(sigue §7)
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§7. ESPACIOS DE SOBOLEV CON MEDIDA CUALQUIERA.

Cabe preguntarse qué esspecto adoptardn los teoremas
de multiplicadores en espacios de Sobolev ouando en lugar
de la medida de lebesgi''e se emplea alg:na otra, como ser
la discreta, o combinaciones do'amhas. Para resolver este
problema, por na parte habrd que modificer el oonoepto
de convoluoién y transformaeién de Fourier, y por otre el

de derivada y espacios de Sobolev.

Comenzaremos tratando el caso unidimensional de mane-
ra general, suponiendo dada en Rl una medidea de Radon )&
positiva cualquiera, e imponiéndole oondiciones restrioti-
ves ouando hubiere necesidad. Puede pensarse gque tal gene-
ralizacién ocarece de interés, por cuvanto sélo involucra
esencialmente la idea del cambio de variables ¢ :4§h(t).
pero esto es preoisamente lo que ocurre en la definicidn
de la integral de Stieltjes, de manera que podr{a suceder
que el simple cambio ofrezca alternativae que merezoen la -

pena ser consideradas.

El primer lugar consideraremos el problema de la de-
finiocidn de los espacios de Sobolev, el o0ual estd basado
en la teoria de la derivacién. S. bien se trata de una te-
oria esencialmente conooida, la encararemos aqui de uma

manera que se adapte & nuestros propésitos.

Sea pues‘)g una medida no negativa en la reocta real
Ry3 designaremos )..,{E} a la medida del conjunto ECR,,
y );s);.(t), teRl, a la frnoién de distridbucién de la me-
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dida, normalizeda de manera gque se&a semicontinua a la de-

reche y nule en el origens

P (240) = p (%), M(0) = 0.

Consideraremos en R1 la topologi{a usual del orden;
el s{mbolo —> indicard convergencia en esa topologia. Tam-
bién considerar:mos la (aoudo)m‘frios definida por la me-
dide mediante

a(x,y] =|)A(x) - )'-(y)| » X, YER.

Llemaremos M-clausura a la clausura respecto de es-

ta métrica.

Designaremos R a1 soporte de M ; su ocomplementario
2R, por ser ebierto, estard constitufdo por una unién
numerable de intervalos abiertos, que llamaremos interva-
los contiguos. Evidentemento,‘QSL tendrd medida nula.

Im;ondremos a la medida J+la oondicién restriciive

(1)

siguiente $ el conjunto de los puntos de acumulacidn
(en 1a topologfa usual) del conjunto de saltos de M(t),

estd constit{do por puntos aislados.

Comenzaremos definiendo la noocién de continuidad res-
pecto de la medida M, de manera que corresponda al concep-

to intuitivo de gue & pequeflas variaciones de la medida

(1)' Este hipbétesis serd utilizada en la demostracidn de
(7.4), y podrfe ser evitads modificdndose ad razonamientod
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correspondan pequefias variaciones ‘de la funoidén. Exaotamen-

te:

(7.1) Definiocién. Sea t€R. £ se llams m-oontinus en %,
sl para cada €> 0, existe un entormo v (usual) de v, X

un 9> 0 tales ques

€V, |)~(t1)-)‘(t2)|<5 » implios |2(t))-2(t,)|<€ .

En particular, toda funoiém J-continua serd constan-
te en cada intervalo oontiguo de AR..

(7.2) 81 £ es )+ —oontinua en un intervalo ocerrado, es umni-

formemente M -oontinua en él.

Es una consecuenoia del teoremna de Heine-Borel.

Una definicién mds eencilla de ju-continuided en T,
hubiera podido darse ;or la relacién |m(t) - )L(t°)|(5
implica \f(t) - f(to)kﬁ; no la hemos adoptado porque en
tal caso (7.2) no serfa vélido, como lo muestra el ejemplo

sigu ente:

t’ tZO, o' t?O,
}"(t)z £(t) =
t-1, t<0. sen(1/%), t<O.

Con la definicidén que hemos adoptado, si vma funcién
f es continua en t , existen f(t°+0) y f(to-O) (este ¥1lti-
mo no tendri{a por qué existir con la otra posible defini-
6ién).
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La definicién de derivada puede darse de manera natu-

ral en el soporte do)h .

(7.3) Definicidén. Sea toeﬁ. £ se llams ju-derivable

en to’ sl existe

£'(t ) = 1lim ft)'ft ’
R O SN
cuando t var{a fuera de la }o.-olauaura de to. En tal caso
f'Lto) se llama  -derivada de f en el punto to.

(7.4) 51 £ es ) -gontinus en R, y w -deriveble en R oon

)»-derivada idénticemente nula, entonces f es constante.

Considera.emos en primer lugar el oaso £R= g.

5i M(t) es continua, la demos traoién se reduce a la
usual. En efectot en tal caso la )b-oontinuidad implioca
la continuidad (usual), y por lo tanto vele el teorsma de
Bolzano-Weierstrass v en consecuencia el de Rolle con )n.-

derivada. Aplicando eete Wltimo & la funocidm

f(b)-f(a
f(x) +F{;i:ﬁ-;§- )'-(x)
resulta el teorema del valor medio
£(b)- 2(a) = 2:(}) [ (0)- p(a)],
de donde resulte la tesis.

si )L(t) no ee continua, el teorema serd cierto en

cada intervalo ocerrado de continuidad. Ademds, si to es
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un salto aisla do de M, f'(to) = 0 implica f(to-O) = f(to).
Por lo tanto el teorema vale si el conjunto de ealtos de
F(t) no tiene puntos de aocuvmulaoidém. Si to es un punto de
acumulacién de saltos, serd también f(to-O) = f(to), en’
virtud de le )L-oontinu.idad de £ 81 to es un punto de ocon-
tinuidad de)~ s, ¥ por ser f‘(to) = 0 sl to es un salto.

Pasemos shora al caso general L@. ¥ g. Basta probar
que 8i I= (a,b) es un intervalo comntiguo de RQ » 86 oumpleY

f(a-0)= f(a)= f(a+0)m £(b-0)= £(b)= £(1+0).

la primera igualdad se ocumple por ser f'(a)= 0. la
segunda y tercera ;or ser f oconstante en I en virtud de
la p-continuidad. Respecto a la cuarte, si P(0-0) ¢ (1)
se ocumple por ser £'(b)=0, y si )L(b-o)c)q.(b) por ser f
oonstante en la )\‘-clauaurn de I. Finalmente, taubién se

cumple la quinta por ser £ M -continue.

(7.5) 54 £ em J-continua onﬂ. y F(t) = !f(x) d).(x).

entonces F es m-gontinua en Rl’ derivable en R 2 J

F'(t)= 2(t), teR.

La P,-oontinuidad de F es evidente.

Sea toeﬁ. Se tiene, oon }t(t);‘)‘(to)a
t
2(0)- 2(x)) &t(x) ap(x)

P- M) ()= P (t)

Si t  es un punto de continuidad de )L(t), la demos-
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tracién es la ususal; si es un salto, para t> to se demues-
tra en la forma ususal, y para t<£ to el numerador oonversge,
8i t > to' hacia f(to)[}t(to-O)- }I(to)] , ¥ resulta la

tesis.

(7+6) GRegla de Barrow) Sea f A -Sontinua en R ;: Ft) =

= Ltf(x)d);(x); I P(%) una m-primitiva de f (es decirs P's=

=f en &) )L-continua en 81. Entonoes!

b
2(x) aplx) = P(v)- P(a).
]a X )sx a

Por (7.5) es F'= £ en R , y adends F es M -oontinua
en ELl En consecuencia F- P es p-derivable en R ocon de-
rivade nulas, y J-continus en E;. Entonces por (7.4) re-
sulta F(t)= P(t) + C, y como F(a)= O resulta la tesis.

(7.7) Definicién. £ se dird P-diferenoiable en 31 si es
Jp--continua en Rl Y tiene );-derinda continua en R,

(7.8) S1 £ es ) -diferenciable, entonces es integral de

su P-derivzdg(x

b
£(b)- £(a) -! f’(x)d)r(x).
a

Reci, rocamente, 8i f tiene )A-derivada continua y es
integral de sv r.-derinda entonces es )L-diforenoiablo.

Ia dltina parte es obvia, por (7.5) y por eer J+ —con-
tinua la integral. lLa pr mera perte es consecuencia de (7.6),

porque f ocumple la condieciones impuestas a P.

(7.9) (Integrecidn por partes) Si £ y g som P,—diforonoia-
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kles y de soporte acotadgg:l_}& t) es oontinua, entonces

ff'(x)g(x)dr.(x) = - | 2na' (xau(x).
s .

rvidentemente, puede reemplazarse Rl por gi . La te-

s18 es oonsecuencia de (7.9) y de la férmula de la Jr-de-

rivada de un productos
[t(0)a(x)]) = £1(x)a(x) + 2(x)g'(2),
que resulta de la identidad
£(x+ Ax)g(x+ Ax) - £(x)g(x) =
= &(x) [#(x+a2)- 2(x)] + 2(xvax) [a(x+b1)- g(x)],

51 M (%) no es oontinui, (7.9) debe ser modificado,

pues en general f(x+ Ax) no convergerd hacia f£(x).

Ahora pasaremos & la definicién de los espacios de
Sobolev. imiondremos a la medida la condicién restrictiva
de que 8i 8u soporte es superisrmente acotado, entonces

su supremo no sea un punto de salto de )»(t).

liameremos 9}, al conjunto de funciones indefinida-
mente );-diferenoiables y de soporte acotado. A tales $un-
ciones le es aplicable la férmula de integracidén por par-

tes y son acotudes.

Podr{auos ahora introduoir el concepto general de dis-

tribuoién, pero adlo nos hace falta considerar al oaso de
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funoiones localmente sumables. Si f es una funcidén tal,
y Pe %., definimoe & la distribucién asociada a f median-

tes

(7.0)  2(®) = [ 2(x) P(x) aplx).
B
Ademds, si )A-(t) es oontinua, definimos la p-deriva-

da de f, como distribucién, mediante:

(1.11) 2@ = -2(8") = - [ 2(x) ¢'(x) ap(x),
ll

que es consistente oomn (7.9).

Zn el caso en gue )y(t) no sea oontinua, consideramos
une sucesién de funoiones )l- (%) no devrecientes y conver-
gente hacia )l-(t) en todo unto. Sea ademds (P (4 9}"y
(P 0 Q en todo punto. Definimoe entonceu

(7.12) £(¥) = -n_})i: fnlf(x) P (x)ap (x) =
- - ua f 20x) 4,9 (o),

donde Dn‘Pn es la }I-n-dorivada de (Pn' siempre que el 1{-
mite exista. En partic:lar, si £ es continua, el limite
existe y vale

£'(x) = -f £(x) a@(x),
en virtud del segundo teorema de Helly. Si f es continua
a trozoe también e¢xiste el 1{mite pues la integral se des-
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compone en suma de intefrales eon f continua. Esto es su-
ficiente para nuestros propésitos de definir los espacios
<e Sobolev, pues las funciones que los oonstituyen deberdn

ger }L-oontinuas.

El espacio e Sobolev Li()l-) serd pues por definieiém
el conjunto de funciones que, Jjunto & sus L primeraa"aeri-
vadas en el sentido de las distribuciones, son funciones

a potencia p sumables respecto do)o. .
Ejemplos recta discreta }o.(t)-[t] = parte entera de t.

Pare cada n entero, la derivada es £'(n)= f(n)- £(n-0).
Las funciones difernciables son las constantes en cada in-
tervalo semiabierto [n.n+1), y en tal 0aso su derivada es
£'(n)= £(n)- £(n-1).

Hellaremos le derivada en el sentido de las distxribu-
ciones. Sea )l-n(t) -> (¢], )&n derivebles, )&n(k)- k, k
entero. o1 k-1< x<k, serd:

a‘pn

Pax) = =

S5i £ <8 diferenociable:

* a3

]le(x)("l'i(x) ap (x) = Inlf(x) un dx =

o k ae oo k a
= £(x) L 4x = £(x-1) —32 ax =
2 fk-l ax E‘. {- ax ¥

-00 1
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oo oo
= ’L;,o £(k-1) [‘Pn(k) - ‘Pn(x-l)] = 7 2e-1) [P0- Pl
- ~ 0
es decir:

1 £(x) (Pr';(‘) ap (x) = ff(x-l) P (x) ap(x).
! !

Este cdlculo prueba que la férmula de la deriveoién
e8 consistente, pues §1 £ es diferencisble se reduce a la

férmula de swnzcidn de Abels
'
L) @) = - Lg(x-1)P (%),
y muestra de paso (ue en generals

rll_i;n; ff(x) (Pn(x) d)"'n(x) ¥ ff(x) P(x) ap(x).
Ejemplo: )L(t) =t + [t].

29 = ferw Po) ape) =

@\ (k+1l
=Zij £r(3) P(t) at + &(k+1)- f(k+1-0)]@(k+1) }.

k

o +1
= Z, {f(k+l—0) ‘P(k+1-0) - f(k)‘?(k) -g( £(t) P (t) at +

e Kk
ob
+ £(k+1) ?(k+l) - £(k+1=0) ‘4’(1«1)}- Z {-f(lﬁ-l—-O) [(P(ki'l)-
k+l
‘P(k+1-0)] - £(k) P(x) + £(k+1) (f(k+1) - f £(¢) P(v) dt}-
k .
o0 +1
=7, {- £(k+1-0) (P (k+1) -( £(t) ' (¢) at }:
-oo

- - fee-0) g0 ap)

--o—-
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éB. TRANSI'ORMACION DE FQURIER CON MEDIDA CUALQUIERA.

Encararemos ahora el problema de la definiecién de la
trensformacidén de rourier en la rects real Rl con la medi-
de Ua La propiedad esencial que queremos mantener es que
pcra €L ()b), los velores de la transformada f en oada
punto sean fvncionales lineales mnlti,licativna sobre L 9&).
Esta afirmacién tendrd sentido siempre que L ()~) sea un
dlgebra, y pera ello es menester definir un producto de
convolucién, Para lograr es$0, hay que conmenzar por enocon-
trar una operaoién de grupo, que llamaremos suma (respec-
to de)u.) 0 p-sums, y simbolizsremos ® , tal que )& Bea

su correspondiente medida de Haar.

Consideraremos en primer lugar el caso en 6l cual la

medida )b ounple las siguientes condioiones:

a) p(-9) = -00; M(+®) = +00;
b) M (t) es estrictamente oreciente; (8.1)

c) p»(t) es continua.

Bajo estas condiciones, dedos x,y H1 cualesquiera,
existe un dnico punto z R, que verifica }L(z)a)w(x)+)h(y).

(8.2) Defintoién. z = x ¢ y 81 y 8610 si )b(z)z)t(x) +)5(y).

No ofrece dificultades ver que oon las ocondiciones
impuestas sobre )L s ® convierte a Rl én un grupo oonmuta-
tivo. Ademds . es su medida de Haer, pu:sto que si (a,b)
es un intervalo, y (e,b) @ x su trasladado por x, 8c tie-

nes
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»{(a,b)o x} =).\{(aox,box)§ = p(bex) - M(sex) =
= p(b)+pu(x)-p(a)-pu(x) = pu(b)-pu(a) = pf(a,n)}.

la operacién e respeta también el orden (usual) del
&rupo, en el sentido siguvientes

a<b implica aex€ dex, pars todo x.

Veremos ahora que en cierto sentido le definieidnm
adoptade es ynioa.

(8.3) la unica operascidén de grupo ordenado (con el grden

usual) de B.l. con unided 0 y P-invarianto. es la definidas

en S8.22.

Designemos' por el momento 6on ¢ & cualquier operaciém

de grupo ordc¢nado, con unided O y )a.—invariante. Para ocada

para x,y € Rl’ definimoa py mediantes

P,= o (xoy)- pu(x).

la teeis gquedard probada si mostramos que P- p(y).
Veremos ante todo que py no depende de x. Para ello, ocon-
slderando un x'¥ x, definimos:

pi= p(x'ey)- ).

Entonoces:

Py By = [ (xey) -)&(x'oy)] -[}t(x)-p(x')]-

Como por hipdtesis e respeta el orden y es J-inverian-
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te, los dos corclietes son iguales, y en consecuencia p; =
= py’ es decir, py no depende de x. Entonces, haciendo x=0,

puesto que Oey=y por hipltesis, resulta pys}»(y).

Obsérvese que e8 esencial pedir que e respete el or-
den, lo cual por otra parte es una exigencia natural. De
lo contrario, pueden existir otrss oportoiane-}h—invarian—
tes. Por e jemplo, considerando el ocaso de la medida de Le-
besgue, y a;licando el método de transieiém (of. [8], pége.

) del pRdno a la recta, la suma en la recta inducida
+0r la suma ususal del planc es )L-invariante pero nc es-

t4 dada por (8.2).

Ahora podemos definir la eonvolueidén. xey=z signifi-

ca yez=X.

(8.4) Definicién. f£Xg (x) -{lf(xot)l(t)d}t(t).

Por ser )» la nedida de Haar correspondisaute a e, va-
len las proyiedadec si1ales de la cumvol:cién (of., por
ej.: [6], pig. 120 y sgtes.). Ademés, en el sentido de las

distribuciones, la convolueidn serd:

txg (0) =t 8¢ (Plxon) = [[r(x)als) Plxod) quixiapy),
donde f eimboliza al producto tensérial.

1
L ()») es8 pues un dlgebra de Banach. Sus funcionales
lineales multiplicativas 4)! vendrdn dacas por

.t - f(x) = qu(t) £(%) apv),

Ry



donde QxeL” Yy
o_(t et,) = dx(tl) le(tz). (8.5)

A .
La variable x individualisa cada ¢x’ y £ serd por
definieién la transformade de Fourier de f.

Los caracteres dx serdn las soluciones mcotadas de
(845)3

o (4) = o' XY,

donde identificamos el espacio de definiocién de las trzns-

fornadas con la reota real.
La ).,-dorimda de los ocarsoteres es
ol o(¥) = ixol (),
de l1o% cual resulte gue ai reLi().,) se oumple!
?’(x) = -;l.x ?(x). (8.6)

lo ocual se prueba oon una integracidén por partes si f es
M ~diferenciable, y por un argumento de densidad en el oca-
80 general. Eesta férmula es esemoial en la demostxeoidén
de (3.6). Los teoremas de Hausdorff-Young y Plancherel man-
tienen su validez, as{ como la generalizacién de (8.6) pa-
ra Lll)()n. )y 1€ €2, y es{ tembién el teorema de Marcinkie-

wicz (2.5), qve son elementos necesarios para el teorema

(3.6).

El préximo paso que intentaremos llsvar & cabo consis-



di-

te en liberarnos de algunzs de lae condiciones restricti-
vas (8.1) impuestae & Mo OComencemos haciendo notar que

si )..(t) tiene saltos y no es igusl & un miltiplo de ft],

entonces no existe ninguna operacidn de grupo )A--invarian-
te Yy que respete el orden. En efecto, supongamos por e jem-
plo que )n(t) tiene un salto s en t , y sea E un oonjun-
to de R‘.L de medida menor que 8,1 al trasladarlo, serd im-

posible gue"~traviese" to 8in cambiar su medida.

Por tales razones, pars resolver el problemas en el
caso general, no podemos utilizer la operzoién dGe suma,
de manera que hay que dar una definicién directe de trans-
formeda de Fourier, o a lc¢ sumo definir de algna manema

la convolucidn. Nosotros adoptaremos este Ultimo camino.

See pu 8 J- une medida no negotiva sujeta 2 la ¥ni-
oca restriceidn a) de (8.1), es decir:s )...(-oo)- -0, p(00)=
=00, de manera gque )l-(t) podré tener szltos e intervalos

de constancisa.

Sea P n=1,2,... una sucesidén de medidas no negati-
vas ouyas funciones de distribucidén satisfecen las oondi-
oiones (8.1) y conatituyen ademds una suceeidén orecientet
)‘n(t)s)"n-s-l(t)’ pare todon y t GR]_. Supondremos tambidén
que M oconverge haoia Y débilmente sobre las Tunciones
p-continus, en el sentido siguientes para tods funoién £
)n-oontinua e integrable respecto de )s. se ocumples

ff(t)drn(t) —> ff(t)d)c(t).
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Podemoes suponer ademds que }*n(t) —\)t(t-o).

Fare cada una de las medidas )*n estd bien definida
su svma mediante (8.2), que designaremos shora g+ Por con-
siguiente, la correspondiente convolucién estard dada pors

txe (x) = ff(xﬁt) g(t) d)n-n(t)-

La :onvolucidén resp.cto de ); se definird -en princi-

pio- para cada x mediante:d
fxg (x) =n]}1n I xg (x),
siempre gue el limite exista.

51 logramos probar que el lfmite existe para un con-
junto denso de funciones de Ll(’»). de manera gque 86 veri-
fique la desigualdad de Young, la operacidén de comvolucién
se extenders & todo Ll(’.), y este espacio quedard conver-

tido en un 41;ebra de Banach.

Elegiremos como conjunto al de las funciones J-—con~
tinuas de soporte acotado que ademds sean comstantes en
algin semientormo a la dsrecha -gue no de;enda de cada fun-

oién- de cada punto de discontinuidad de };(t).

Podemos suponer gque fuers de tales semientoxrmos es
Pal®)= p(2).

Bajo tales oondicionee, 8i para cada funcién f defi-

nimos le funocidén ¥ mediante



F(p (t)) = £(t),
resulterd F inde,enciente de n.

Entonces:

f 2e(x)= ff(xgt)s(t)d)bn(t) - fr(}*n(x)-)‘n(t))G()‘-n(t))d);(tl

-I FOp (x)-y) G(y) ay = Fx@ (p (x)),
donde le dltima convolucién es la usual.

Heoiendo n—¥%, M (x)—»M(x-0) en forma oreciente,
lo cval implica, para toda funoién F asociada a uma f ocon

las condiciones enunciades, que
P(p,(x)) =>B(p(x-0)).

Ademds, la convergencia es mayorada, s por lo tanto
la convolucidén resulte bien definida, y viene expwesada

por
txg (x) = fi‘()*(x-o)-'y) G(y) dy = P*G (p@(x-0)).
Respecto a _a norua en Ll()*), se tiene!

lzxgl = s\f*‘s (x)\d)*(x) <

¢ (fe ey fleep -0rm lapco,

Impondremos & la medida M la condicién restriotiva



siguiente:

Existe una constente K, que sélo depende de P tal

que pare tode F y todo y se oumple:
f‘F( )«(x—O)-y)\d)&(x) <KW (8.7)
En tel cam0, teniendo em cuenta que
j\G(y)\dy = f\g(t)\d}*n(t) => |igl
resultas
lzxgh <K N2NNgh,

y esta desigualdad perrite extender la convolucién & todo
el espaoio Ll()b).

Introdroiendo ademés la nueve nedida

y designandc con il W e le norma en Ll(\’), se obtiene la

desigualdad de Young:

Mexgl € HEW-UgN ,

qQue convierte al espacio dado en un élgehra de Banach con-
mutativa. Nétese que 1la convolucién se define respecto &

la medida original.)p.

Llegado a este punto, no ofrece dificultad la defini-
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oién de la transformsoién de Fourier, tal ocomo se hizo en

el caso estudiado mée arriba.

Apliceremos las dltimas consideraciones & un caso par-
ticular importante, y veremos cémo se puede simplificer a-
11{ la condicién (8.7), lo eual servird de paso pers mos-

trar suv ' sentido.

vea jIv la medida discreta concentrade en los juntos

de abscisa entera, con masas );{x} = sk;O.

™n este oaso, si elegimos g (k)=ju(k-1), y e £y g
son M-continuas y de soporte ecotado, entoaces se oumile,
para h enteroi

o0 Jn-1)-p(k-1)
£ %g(b) = Z_,g(k) ¥y) ay,
5o 0 b-1) (k)

indegencientemente de n, y ademds:
Nzasll = %st(h)lshs Jls(t)\d)-n(t) Zh_. ‘f(hﬁt)"h'

fero para cade t y cada n, existe un L= lh- [hgt]
tal que:

;lf(hgt)\sh = é lf(ﬂh)‘ B, = Zh' lf(lh)\ B‘h -;::.

Imponiendo la condicién:

B,
< oo, (8.8)

su
h',a% Ohe



y teniendo en ouenta que en tal caso sllo puede aparecer
repetido cada término |f(2h)l- un nimere finito de veces
que depende solamente de )L s resulsas

é"‘(hﬁm s, < KMzI,

de manera gue obtenemos finalmente!

ftxg <K lifhigh.

Conviene observer que en el ocaso ;artiocular de la me-

dida disoreta ordinaria -8 =1, para todo k-, la convolucién

k
8e reduce a la usual!

£g (b) = Zi £(n-k) g(k),

y ademds resulta K=l. La transformada de Fourier serd la

serie de i'ourier ordinariat

?(x) = Zeuk £(k).
k

Conocluiermos extendiend algunos resultedos & varias
dimensiones, suponiendo que la medida sea producto de me-
didas lineasles. Fa.a simplificar, consideraremos el ocaso

en 3.c tales medidas lineales oumplen (8.1).
Sea pues x=(x1,...,xn) un punto de R,
Qu(x) = pylxg)eie p(x)

la funcién de distribucidén de la medida, y )Lh las medidas

lineales.
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La sumae se define componente a componentes
zZ= Xey, oOoOn Z=(21’ooo.'.) = (11 ; yl,ooo.xn 3 yn)’
donde g indica la suma reepeeto de rh.

Con la definicidn dede de svme, la medide L) resulta

invariante.
Los carecteres sigruen verifigando Je relacién:
o(x(u.ov) = o _(v) & _(v),

con u=(u1,...,um), vu(vl,...,vn), de manera que sl iden-
tificamos el espacio de definicidén de la transformada con

Rt x=(xl, oo .x-m) , resultes

m
le(t) ¢! ;’xh"h(th),

¥y la transformnde de rourier serds

£(x) = jo 1i'xh)‘h(th) £(t) an(t),

R
m

y se verifiecas

A

A
fPhg -1Ih f,

donde fPh indica la N -derivade (parcial) de f.

Silv
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