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En la teoría de los núcleos singulares de convolución
se estudia cuáles son las condiciones que debe satisfacer

una sucesión funcional kn para que se verifique la relación
kn: f -9»f para determinadas funciones f, y donde la con­
vergencia se entiende en sentido puntual o en norma Lp.
Es bien sabido que 1a teoría engloba comocasos particula­
res a ciertos núcleos clásicos, importantes en las aplica­
ciones, comoser los núcleos de Dirichlet, Poisson, etc.
Sin embargo, sólo se suelen dar condiciones suficientes
para la convergencia, pero no necesarias.

En este trabajo prescindimos de la convergencia pun­
tual, y damoscondiciones necesarias y suficientes para
la convergencia en norma, pero no sólo para los espacios

Lp sino para los esPacios de Sobolev LE, y además genera­
lizando el problema para núcleos )¿n que sean medidas de
Radon.

Daremos una idea del método seguido, prescindiendo

de todo rigor. Si Tn es el operador definido mediante,A
ÉH1(Ï?= ¡ing f, baJo Ciertas condiCiones se cumple Tn f =
= hnf, donde ANindica la transformada de Fourier, y hn:
=lflh, lo cual muestra que Tn es un operador multiplicador.

El problema puede plantearse pues a grandes rasgos

de esta manera: averiguar cuándo Tn está bien definido y
es un operador continuo de La en Lp, y converge hacia el
operador identidad.

Entonces se trata pues de un caso particular del pro­



blema siguiente: a) averiguar qué condiciones debe cumplir

una función h para que sea un multiplicador de La en Lg;
b) si Tn: T(hn) es el operador definido por el multiplica­
dor hn, averiguar cuándo la sucesión Tn converge fuertemen­
te. De esta cuestión, que trasciende del problema primiti­
vamente planteado, nos ocupamos también en el trabajo. Na­
turalmente, la parte a) ofrece muchasdificultades, pues
se trata de un problema abierto aún para el caso de multi­
plicadores entre espacios LP.

A continuación resumiremos brevemente el contenido

del trabajo.

Em.Q3 tratamos el problema a). El principal resulta­
do que obtenemos es un teorema que reduce el estudio de
multiplicadores entre espacios de Sobolev al de los espa­
cios de Lebesgue. Asimismo, agregamos una generalización
referente a multiplicadores matriciales. Hacemostambién
algunas consideraciones referentes a multiplicadores entre
espacios de Lebesgue.

En é4-estudiamos la topología fuerte en los espacios
de multiplicadores. En primer lugar demostramos la comple­
tidad de esos espacios. Luego estudiamos la caracterización
de la convergencia. Lo logramos en algunos casos particu­
lares para multiplicadores entre espacios de Lebesgue, y
respecto a los de Sobolev, de la misma manera que en la
sección anterior, reducimos el problema al de los espacios
de Lebesgue.
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En 65 aplicamos los resultados anteriores para resol­
ver el problema de los núcleos singulares de convolución.

En Q6 resolvemos el mismo problema para la convergen­
cia en L2 de núcleos generados por sistemas ortogonales
—queen general no serán de convolución-, dando una condi­
ción necesaria y suficiente para la completidad de siste­
mas. El procedimiento seguido no utiliza la teoría de mul­
tiplicadores.

En las últimas secciones extendemos el problema al
caso en el cual en laMgar de la medida ordinaria de Lebes­
gue, se supone dada una medida de Radon cualquiera.

En é'? estudiamos la derivación respecto de la medi­
da, para terminar definiendo los espacios de Sobolev co­
rrespondientes.

Iül Q8 consideramos en primer lugar el problema de
la determinación de una suma tal que la medida dada sea
su medida de Haar, y con ella definimos la convolución.
Esto permite introducir la definición de tranformada de
Fourier, de manera que cumpla la propiedad multiplicativa.
Los razonamientos han sido hechos para el caso unidimen­
Sional, agregando finalmente la generalización a varias
dimensiones en algunos casos particulares.­
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g 1. INTRODUCCION

En la teoría de los núcleos singulare sde convolución
se estudia cuáles son las condiciones que debe satisfacer

una sucesión funcional kn para que se verifique la relación
k‘r f -) f para determinadas funciones f, y donde la con­
vergencia se entiende en sentido puntual o en norls Lp.

En este trabajo prescindiremos de la convergencia pun­

tual, y daremoscondiciones necesarias y suficientes para
la convergencia en norma. las aún. nos preponemos hacer

esto no sólo para Lp sino para los espacios de Sotelev Li.
y además generalizandc el probldms para núcleos ¡in que
sean medidas de Radon.

E1 procedimiento seguido para resolver el problema
así planteado trasciende al mismo,conduciendoasí al tra­
tamiento de otras cuestiones, de las cuales podemosdar
ahora una rápida idea, sin rigor, resumiendo el contenido
del trabajo. ‘

Si Tn es el Operador definido medianteATnt- ¡un! t,
bajo ciertas condiciones de cumple Tn! - hn! -donde A in­
dica la transformación de Fourier, y hn-Fn- lo cual mues­
tra que Tn es un operador multiplicador.(cf.é2).

El problema puede plantearse pues a grandes rasgos

de esta manera: averiguar cutndo Tn está bien definido y
es un operador continuo de Li en Lp, y converge hacia el
Operador identidad. Entonces se trata pues de un caso par­
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ticular del problema siguiente: a) dada una funcion h, que
condiciones debe cumplir para que see un multiplicador de

La sn L2; b) si Tn- T(hh) es el correspondiete Operador de
hn, averiguar cuando Tn conyerue fuertemente.

Naturalmente, el problems a) ofrece muchasdificulta­
des y está sin resolver aún para el caso de multiplicado­
rss de Lp en Lp. En el presente trabajo hacemos lo siguien­
te:

En g 3, tratamos el problsna a), y reducinos el pro­
blema de los espacios de Sobolev al de los espacios Lp,
agregando además algunas consideraciones acerca de ostós
últimos.

En g 4, estudiamos la topología fuerte en los espacios
de multirlicadores, para resolver el problemab).

En Q5, aplicamos los resultadol anteriores para re­
solver el problema de los núcleos singulares de convoluoión.

En Q6 resolvemos el ¡sismoproblem para la convergen­
cia en L2 de núcleos generados por sistemas ortogonales,
en forma un tanto desligada de lo anterior, sin hacer uso
de la teoria de multirlicadores.

En Q7 y QB consideramos medidas generales.

“0­



82. NOTACIONESY GENERALIDADB.

Encamromocol problem. cn ol espacio ouclídoo 1-41­
mcnsional R .n

(¿mi? unpuntodc En: z - (11.12....Jn). y‘Xli ln ohi m
Si a es una n-upla, ccr‘ [a] - z a .tu 1

En z.1 . si x es un núncrc, 1 lo será también; Ii

z a:(x1....,xm), ontonccl1-(¡1,....¡n), y x)­

a x111x212 ... ¡31. Enparticular: l

3‘ _ bil; 3x5" ' y al “at "o un

Si T es un Operador de Lp cn Lq. MID q -c bien ¡“upO

si paq- designa su nom, quo también esoribircmoc .2'
cuando no haya lugar a confusión.

(f.g) designa.al producto oacalar.

Si 151350, p‘cc el conjude do p, u decir:
p-1+ piel. 1.

El símbolo ¡ también deligna al producto do convolu­
ción.

Recordamosque r GL? (15p<°°, LO,1.2,...) ¡1 y
sólo si ÍkGLp, kao,l,2,....f(dcr1vadal on cl Icntidc

do las distribuciones), y quoDipuch ser nomdo mediu­
L 0

te . “31': la,
“1%.; ¿Más } Il...
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El símbolo 141 indica convergencia en nom Lg;
3 convergenciaen nom Lp.

Deeignaremoe A un
m r - :(x) . e tu) dt,

dondeLt a: ¡ht , a 1a transformada de Fourier de lam h
función f definida en Rm. CF ee un operador bien defini­
do dn LP (15 pS 2) y por consiguiente tambien en Li. pa­
ra natural.

Si 15 p,q‘ 2, ‘Lp.Lq) en el conjunto de operadores
multiplicadores de Lp en Lq, ee decir: T‘ (19,13) ai y

sólo ei "Inp (Ü , y ademáseneze una función h tal que
para toda IJL ee cumpleIf - h t. En tal caec ee dice
que h ee un multiplicador de Lp en Lq, en símbolos: h‘
{ P q}L ,L e

El cperadorA ("raíz cuadradadel laplacieno') está
definido mediante

AAIz'z't.
y las propiedades siguientes con bien conocidas (ot.[2],
pág. 908; ó [l], pág. 4 y 45 Í ¡(tem)!

(2.2)Si1‘p<°°l Ï¡LMAWMLM
¿1’
(2.3) A2: - A ¡ dondeA indica gl laplacigm

. A
(21') Si l‘L‘ 2L“ LP,¡e Lp.É -l¡|' f. e “mi. g;­
tcncee f‘ L: y Asi - ¡3

Utilizaremoe luego un importante teorema que da una
condición suficiente para que una función eea un multi­
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plicador, demostradoorifinarisnente por llaroinkieviez,
([7]) para. series de Fourier. IA torna sigaisnte, para
transflmnadas de Fourier. se debe e Mijlin (enunciado en

[3]. pág. 337).

(2.5) Teorema(Marcinkiewies-Iijlin). Sea h uns. función
tal gue:

a) h se continua en todo R s————-—fi
———5——existe en todo punto, l h nene deriva­M‘OOO _

das continuas;

o) LutflhsG La, para “[fl‘n.
Entonces hG{LpJp}, gara 1< ¡40.

--o.­

3. MULTIPLICADORES{15.1.2}.

Comenzaremoeextendiendo, de mera obvia, le defi­
nición de multiplicador a. los espacios de Soboler. Recor­
demosque la transformación de Fonrier está bien defini­
da en esos espacios, si 1‘ p.q‘ 2.

(3.1) Definición. Sea.1‘ (Lila-0.1.2.... Unog.­

rador I: IÏ-D LE se llama gperedor multiplicador de 1‘ _e_n_
L2. en símbolzz me (18,1%), cuando de acotado l eden‘s
existe una función h tal gue ¡ara toda IG 1€ ee smile:

ïf z 11?. (3.2)

En tal oaeo, se dice que h es un multi lioedor de

Lï 2 L2, en simbolos:héilïfifl.

Antes de entrar a deteninsr estos espacios, es ne­
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nestor disponer de algunos resultados auxiliares. En pri­
mer lugar mostraremos que se ¿modeaproximar s la. función

unidad mediante transformadas de Liz. en el sentido siguien­
te:

(3.3) Lema. Sea 'o un número natural. Existe una. función

’Q LJ],tal gue para. 9.1513E) O se eungle Ó(x) - 1 para
todo “<5.

Basta. tomar, por ejemplos
vn

4)“) a oos x:l - cos in
¡3‘ 1' :1

de donde resulta:
A Y“

°(X) = TT !(¡1)oun
0011

l! 1!
Y(xi) . 2 4:1! , i Slxils 2,

o, |x1| 9 2.

E1 lema siguiente muestre que no es imprescindible
imponer explícitamente la condición de aootación en le
definición de multiplicador. y permitirá. simplificar a1­
gunas demostraciones posteriores.

Lema.Sea. ¿JL’0.1.2.... T‘ L2.
y además existe una función h ts]. gue Rara. todo tg P g_e_n A
Tr - h f, entonces I ee eootedo, 1 ¡er oomimente es
un ogerador multi¿.lioador.

En virtud del teorema del gráfico cerrado, hasta. pro­
pd

bar que T es un operador cerrado. See.pues In_i., f y
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s . A A
Ein-ghze, hay que¿rogarth g - ht. Por hipótesis es
Tin: h fn, y además1‘41. Entonces existe una subllmcc-A
sión -que por brezedad “¡pinos notando fn- tal que ill-5!
p.13., de dondeh tn 4h} p.12 “¿lamento results. -ps.­
fa algÁmasubsuoesión- rin-3g p.p. En consecuencia
8 . h t pepe, Oerds

El lema siguiente ser‘ imprescindible en lo que si­
gue.

(3.5) Lona.au" natural ‘ ‘ 2. rm 1‘ IP ss usd

escribir f s f, + A Il, son 16. 11‘ Il (La descomposi­
ción no es única).

Seat una función que cunph las hipótesis del lens
(3.3). Si definimos:

f g f ‘ o .o
A A A

será i’m€Il por el teorema de Young. y ademas toa 1° .
Poniendo: A A

fl. to

e A
será ¡91(1)- O si lx|<€ 1.1| Fl a g, con g - t - toe Lp.
Entonces:

A A C

Q II Io + |8‘ 11.
-1

Definimos la función a mediante d(1:) a lx' si
‘X|>t , completandola en ¡:Ke de manera que cumpla las
hipótesis del teorema (2d). lo cual es obviamentetacti­
ble.



-8­

La igualdad ¡qc’Fl - Q. ¡e Lp, teniendo on cuenta
. que fi(x) = 0 si |z|<e. podemosoooribirla

F1¡“en

Entonces, por (2.5) oonoluínoo quo F1 - 1. oon flé
Lp. Reemplazando:

A _16 tf - 10+ ’10

En virtud do (2.4) rooulta 11‘ 1.:; entonce­

ÍaI°+
y fo y :1 cumplenlos roquioitoa exigidos, o.q.d.

Observación. Si p=2, lo demostración adquiere una gran
simplificación conceptánl. puol no es necesario usar
(2.5). Además. oomo(2.5) no oo válido para pal. no sabo­
mos si (3.5) se mantlono on onto oaoo. Probablemente exil­
ta alguna demostráoión indopondionte de (2.5) y más son­
oilla.

Ahora estamos y. en condiciones do demostrar 01 ro­
aultado más importante do alto parágrafo.

(3.6) Teorola. Sea.1<1g 2L“ q‘ 2. y 9, ,o ontoroo no
ggggjivos. Para gue he‘s p,L:}._¿¡Q,. es necesario y sus
ficientoque¡{11319.2 '. paratau-6.1."..I-Q.
Para.gue h€{Iï,L3, ¡5L ‘u nooosario y suficiente quo
M1+EE-B)-16{LP,IÍ} . En ol onlo pnl, las condicionan
son suficienteuor lo monos.
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Observaciones. Enparticular. si p-q-Z. oo bien sabido

quo {1.2.1.32 IP. Entonco 1a condición en el cano o gl
se puede reducir a “41.2.13, [nl-a hG-(L2.L2}. No oa­
bemoa si on los demás canon vale una simplificación aná­
loga.

Tambiénresulta en particular que a «(LPJQL
para todo 9/ natural, ea decir: los espacios do Sobolev
son invariantes respecto a los operadores multiplicadores;
esta circunstancia ya es conocida (of. [1], pág. 41).

El heoho de que si p-l no sabemos ai la condición
es necesaria se debe, comoresultará en el curso de la
demostración, a que ignoramos si (3.5) es válido en este
c330.

Demostración de .6 .

a) Casoaah suficiencia.

¿ea re Lïc LP. Comonc {19.qu , .n-t. gc Lq tal
quo

A
= h IA

g .
Al ¡A

Además,Ar a In t
(2.2). Reemplazando:

­
. 09d. y fire Lá’qcfi’.por

AA ..¿“'X.¡hÑÍD
de donde

A
un";- m‘” nm.
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Para 05 0’- l s 3-0, o na MGSs-(Q-M, u uff-) h
e {LPJQ}, por hifiótoaia. Variado X de 0 aa . 0’ puede to­
mar valores 05658. Entonces, comoÑ! (LP. existirá

gae Lq tal que

2,= ul‘Hh A471.

Comparando:aca-[xfa Old" a; entonces. por (2.4).
resulta Ñge 1:54, g (L2.

A_1:l.oandoel lema (3.4) resulta. la tesis.

b) Caso¡zh necesidad.

Sea he {19,112} y feLP. Entonces f a zar-1611, con
f°,fle LE, por (3.5). Si 05°“ 0-0. Be tiene:

AA
“‘h 11- #30», m'“ a1 =

A A
|x\°‘h 1’=¡x¡°‘h ro+m

¡“xA + A
-Ñao+1\1°‘sl=s.

'rq , 6con 30,516 .us pOI hi, tesis.
A

0 aaa, ¡xfh f a É, con gqu, puesto que 0445 z-Qs
5 e, OSO-rusa, y por lo tanto:

eL “d qAgoiA-
Aplicando (3.4) resulta 1. tenim

o) CaloLIS" suiiciencia.

Sea Í ‘ LI}:



A 1.. -1 tí: A A Ahr=h(1+lzl ) I+A r)-s+sl=s.o

con 30.31613, por ser mAh-1‘ Lp.

bea 0565 a. /\
¡x|°"¿am‘h 3 a h(1+muñmñr 43454)!) ­

AA A

= Ema“ 8«,1= sm

con g , g eLq puesto queOédésifl, OSQ-(MHQ,(,0 «,1 .. .A’y por lo tanto A'f,l\" (' )f e Lp.

A
Entonces lxl‘rlg:ya gw, 040" I. Por (2.4), resulta

6’ Cl q
A geL y gene.

Aplicando'34) resulta la. tesis.

d) CasoÍ>si necesidad.

Sea. hchïfigk y reL’. Entonces, por (3.5). 1’a
z Y

r°+1x r1, con 229,1‘16La. Por 1o tanto:
l-a

n(1+tx|°"3)'1? - h(1+¡n"")’1ïo + h me (1+le Tyra­

= (1+lxt"°)'1€° +|xlc (1+\¡|Q")'131 c

g (1+“¡Q-orbe; +H l-I(1+ |¡‘Q-¡)-1 ¡(511,

con gong'l e 1:.

Pero por (2.5) es (1+|x|"")'1. lXIQ-B(1+II\Q-B):1¿

{La Lqk, y entonces
- _ A

n(1+|x¡'- ') 1 t = É.



con geLq. Aplicando(3.4) resulta la tesis. o.q.d.

Comovemos, el problem de le. determinación de loe

{1.8.1.2} se reduce a determinar lee {LPJQ}. En este ae­
peoto, loa siguientes reeultadOS son conocidos.

(3.7) Teorema. gghÉLa} .1 z .619 ¡1 heL“, l g te;

oaeo es ‘TH2.2- hill”.

(3.8) Teorema. 1164111.141}ei; ¡610 si h en la tranefor­

madade Fourier-sueltas de una.medidaregglar finita/s l

h(x) #34:) -IR ei Lt df“).l
l se (Jungle“Tll 13 j |d}(t)l .

’ H
ll.

(3.9) Teorema.51 2>¡¿>5¡l “(9.13 implica h=0 2.2.

La demostración de (3.7) ee ¡tamente sencilla. La
de (3.8) puede verse, para III-1, en [5]. pág. 569/70, Ch.
XXI, Seo. 21.2. En cuanto a (3.9). ha oido demostrado
recientemente por H'órlander (1).

Concluiremoe cafe sección con 3151:1135observacion"

sobre otros espacios {19.13}.

El oaeo en que p>2 presente. el ineoveniente de que
le. transformada de Eourier no eetá definida -ealvo como

hatribuoión- en todo Lp. Si 15 pan, designanmoe Lp

1-17­
a Según comunicación oral de A.P.Ca1derón al autor.
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al subconjunto de Lp cuyas transformadas de Fourier son
distribuciones que coinciden con funciones de Lf; es ea­
bido que Lp es denso en Lp, y Ii pSZ en Lp: LP.

Admitiremoe le. siguiente:

(3.10) Definición. Sea 1‘ 2.950. mromo-gm han".ng
ei para 1399 fé Lpifi - hi. con 21‘ ¡ql 1 ¡donde1‘
ee acotado (por lo cual ee extiende a. fio Lp de manera
única).

Si p,q5 2, esta definición se reduce a. (3.1). Si
p)2 no vale el lema.(3.4). y la condición de anotación
de T hay que imponerla explícitamente.

(3.11) Teorema. Sea r-ln 2-1- g-l. Si 14,“2. 2595”.
entonces {19,1933 lr. Si 2625 gun, entonces {19,11qu Lr.
En particular, {L2,Lq}=Lr En 2g 95cc.

lntroducirenos la notación auxiliar siguiente: he

{Lpfiq o cuando se cumple (3.10) excepto eventualmente
en lo que se refiere a 1a acotación de ‘i‘.

Probaremos en primer lugar que si Zips q<co, enton­

ces {LPJJQÏOC L’.

Sea n ¿4‘Ip,lq}° y feLp. Entonces Tf n geLq y ¡En
n h 2. ComoSQL“ y ¡fs Lp', resulta

e
¡[MQ r dx(a.
R
m t e

para toda función FeLp /q . Y como(p‘/q*)'= r/q". re­



svlta la anterior afirmación.

Veremosahora que ei lápíq. 2‘ qí”. entonces

{L9, L9}03 Lr.

:ïea 'né Lr y fell). Tmtonoeeun cálculo sencillo muel­A
tra que Ganfe'Lq . Conoq) 2, existirá gc I.q tal que
A
g = G, lo cual pr-veba lo que queríamos. Ademáe. teniendo

en cuenta (3.4) resulta que ei ademáe ee 13.4.2, entonce­
{LPJFSD Lr.

Por Otra parte, también resulta inmediatamente que

ei 2€ qu<oo , entonces {Lp,Lq}°-ILr.

La 176818está incluida en eetae consideraciones, o.q.vd.

"Elinconveniente principal que presenta la definición
(3.10) ee que la relación ¿9,th {IqïLp‘} no ee mantie­
ne Válioe. con ella. puesto que si así fuera, aplieándola
a (3.11) reultaría {1?ch Lr cuando1< p,qS 2, lo cual
es falso, ':‘:&;’_,"Íl'l¿made demostrarse utilizando el ejemplo

de lo: operadores potenciales ([3], págs; 71, 73, lll, 181).

Ooncluiremos este parágrafo considerando una exten­
eión del concepto de multiplicador referente a k-uplae

de frnciones. Lesignaremoe k1: al conjunto de k-uplae de
\ 1 - , _ .9 Plunciones {fl,...,fk, definidas en Eny tales que ¿1€ Il.

i=1,2,. ea¡ke

_. , - ‘ p r q
Jn Operador ue ¿It en I.a eetará representado por

una matriz de operadores de 11k. Cada multiplicador ne

(sigue en pág uabis)
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{kLï,rL:} transformará de manera acotado elementos de
i en elementos de rL: -no hay dificultad en definir una

norma en estos espacioe- y vondrd dado por una matriz de
funciones de rxk:

h ‘ {ha}

de manera que:
k A/\ /\

gl(x) = 5;; hij(x) fj(x), i:1,...,r.
ea¿o estas condiciones, la demostración del teorema

(3.6) conserva su validez, cambiandola interpretación
de las magnituues que aparecen en 61 de manera obvia.

--°-­

E4. CONÍERGÉNCIA EN EoPéCIÚS DE MULTIPLICADORES.

Introduciremos 1a topología fuerte en los eepaoioe
de multiplicadores. Por tratarse de espacios vectorialel
basta definir la canvergenoia a cero.



°(4.1) Definición. ¿gg TnG(L%.L:),n=1¡2¡... Se dico gue
Tn-¡O gfvertemente) si para toda I CIE so cumplo Tní
-9-'°—>O.S_ihn es el multiplicador correspondiente a Tn.

diremos quen tal caso gun ¡5-9 0 2 {151.1%}.

Es nuestro prOpósito caracterizar en forma simple
esta topología. para algunos de los espacios considerados

on 93. Primeramente, demostraremos um resultado de tipo
general.

(4.2) Teorema. Sea 152.9 €2¡ “¡sa-6.1.2.... Entonces
q

{Lille } es completo.

Sea.h una sucesión fundamental. Es decir. para to­
. ¡s [s A

da r 613 ss ¿n- gm=(hn-h‘)f y lgn- ¿name-40 cuando
11,111¿me

Puesto que L: ss completo. existe g 6L: tal que
¡gn-933) g, de donde resulta:

A A A A

lsn- ¿[4...5- “hnt - ¿un 8-} o.
u A

Sea.en particular fofiLï una función tal que 10(1)
¡l O p.p. z. Entonces definimos p.p.z

A A
h i 80/100

El teorema quedará demostrado. con nl”. hn: h, en
3,11:} , si probamos que para cualquier f (1%, definien­

do

h: 2/9, ?(x)#0.Í
n, fino-o.



f .15.

¡resulta nf: h p.p. Balta oonsidonr el canofix)”.

Por definición se cumplo!

A v A
h r 9-51: 1' ,n o o

de manera que existe una nubeuoolión 1:1:Ltal que

hni-bh p.p.
A

ara toda {Eli sabemosque “hnf - ¿“1.:A

- hff “qt-5 o, de donde
A " h

h t-g-ñh‘f.ni

P
AÍ

= “hn

Entonces existe una aub-subauoeaión n13 tal que
A

h -)h p.p. :I:tal que f(x);¿0.
n 1’

1.1

Pero hn ¿ha p.p., cono ya vimos, de donde resulta.l
higho p.20, CoÁndu

Un teorema de Dimior (of. [4], pág. ) afirma. que
todo espacio de Operadores fuertemente «¡errado os débil­
mente cerrado. En consecuencia!

(4.3) Corolario. Sea ls 2.3511 0.a = O¡1¡2¡... Entonces

{1.3.113}es débilmente comdo.

Daremosahora algunos resultados auxiliares.

El lema siguiente es conocido.
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04.4) Lenm. Sea “24,942. s1 24512.92, entonces mg
Lq q < .pm ¡rugflenrnp'p

Por ser '1‘de tipo oonvoluoión, el acotado de Lp’ en

Lp]... y “Tllp‘ p,=“flL p. Aplicando el teorema de oonvezi­
dredde fiiesz,reault;,1a desigualdad de 1a tesis. Además
resulta T¿(19,Lq), extendiéndolo por linealidad.

(4.5) Teorema. bea lípéqí 2. 51 aan-bo en 9121."),
entonee:¿Tn-io en (Iq¡qu.

Por el teorema de Buaoh-Steinhaue, ee tiene llmnup<
4A, de donde, por (4.4). resulta uTn||q<A. Siendo la eu­
cesión Tn acotada, hasta probar que Int ¿+0 en un con­
junto denso de Iq.

Escribiendo q=tp+(1-t)2 (para algún l) resulta

t > 1-1: 2

"muy": e ¿“furl PITan‘ ) dx s
m

SÍÁ'TJ'FGÉÏMHJFM Hs “Thin? (Allrn2)2(1"‘):
m m

Comoel primer factor converge a oero, resulta la
tesis, c. qede

El lema siguiente es esencialmente conocido. Aquí
le daremos una forma conveniente para nuestros propósitos,
y 9610 lo usaremos ulteriormente en e] oaeo p-Z.

I'GIIIB. Paraqueh_f “1.2.0004
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para toda ÍGLP¡ es ngogurio 1 anticith 92’:
a) "hallas";
b) tan-50 en ¡caida sobre compactos.

Supongamos que valen a) y b). Sea n cualquier ;,_1
sucesión que tiende a. infinito. Por b), existirá una nub­

svcesión ni _tal que hn -9 0 p.p. (no provoca dificul­k
tades e? hecho de que laiconvergencia en modida un sobre

compotos), y por lo tanto, para toda f GLPser! hn -5 0
p.13. Pur a), la convergencia es morada; entonces: 1k

h f-Eoo,
n11:

y comon bra cualquier sucesión, resulta. la tenia.1

ñeoiprocamente, sea hnf -L) O para toda i" Lp. Enton­

oee “hnf||p< mr, de donde resulta fácilmente que
P

Í [hn] g ¿:4 Mg
R

l mpara toda ge L . Aplicando Bmaoh-Steinhaus, resulta a).

Eligiendo en particular a f función característica
de un conjunto de medida finita, resulta b), o.q_.d.

A continuación comenzaremosa caracterizar 18 topo­
logia fuerte.

(4.7) Teorema. 1111-)O 2 {L2,L2} si 1 sólo si:
a) hnfl‘f M;
t.) hn-ñ 0 en medida. sobre compactos.



>21valen a) y b) resulta, por el teorema do Plancha­

rel ¿Llamme Én=hn€d
A A

han"; llanllz- llhnr¡2-50

para toda 1’612, que ee la teaia.

mecíprooamente. ei hn-DO en {1.2.13L por Planchorol
será “nik-,0 para toda “1.2. Aplicando(4.6) y Plan­
cherel resulta La tesis, c.q.d.

Puesto que no ee conocen los espacios {1.13.9}, 1<p
< 2, no cabe esperar una respuesta satisfactoria para cn­
racterizar la topología. En el siguiente teorema le. carac­
terización supone el conocimiento de la norma del opera­
dor multiplicador, lo cual hace que no sea. de gran utili­

dad, excepto tal vez en el ceso p=1, para el oucl “Titi
está dado en (3.8). Designaremoa6a al múltiplo positi­
vo de ¿a función característica de |x|<a, tal que “¿aula l.

(4.?) Teorema. See 14,E<2l Tn “1,121?! z hn los correc­
pondientee multiklioadoree. Para que ¡ln-50 en {Lpflpi
es necesario; suficiente gue:

a) llTnllp< A;

b) “TnSaflp-‘QO para todo a>0.

bea hn—)O en {1413,19}.La. condición a) resulta por
Benaoh-Steinhats; b) eo obvia.

PBCÍPZ‘OCídÜ‘BÏltG,ai valen a) y b), en virtud de l.)

basta. probar que Tn! i) O para toda f de un subconjunto
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denso, por ejemplo, el oonjmtogo de funciones continuas
nulas fuera de un compacto. Pero toda tigo ¡o aproxim
por 'Lunciones g = 8:13 Entonces, teniendo en cuenta quo
Tn(881f)= Tnbaïi‘-lo cual so prueba transformanto Fourier,
remita:

mudar”; nrnágrupshnsaupM1.

y como KÍHI<°°, resulta la tesis en virtud de b), o.q.d.

En el caso 9:1, la caracterización puede darse de
una manera 11geramente distinta a la del teorema prededon­
te. rare. CÏIÉmCifll‘la,introduciremos ,reviamento algunas
definiciones.

(4.9) Definición. fn converse débilmonte hacia. t on el
infinito, si dadosE>0 1 ECRm,existe un no: no(€,Ez tal
¿[de para todo n>n° se 611111310:

j [:n<x>-x<x>]nE<z>a:lx|>n
<e,

donde ea la función característica de E.

44.10) Definición. Las funñlkonaafn tienen ingpaloe u­
niformomante ¿:e'ueñns e12el infinito, si para cada 870

existe un nor-¡10(8)tal que para todo n>n° se cumplo:

fltnufldx <6 .

“agostrareuc o.amore. qto:

(4.11) Teorema. foco ¿L'rlGChlJaljJ Lhn los correspondien­
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. . 1 1
tes mu]tlgllcadores. Para gue ¡ln-3 6 en {L ,Lj, es neo!­
sario y suficiente que:

a) IITnI|1< A;

b) hn-ï 0 en medida sobre oo actos;
c)| Tnáa-á o débnnonto en ol infinito.
¿damáfi 1a condición o) puede reemplazar“ por:

cl) los Inga son uniformcmonto gogueños on al infi­
nito. Para todo a>0.

La necesidad de a) resulta do Banaoh-Stoinhnuss la
de b) resulta de (4.5) y (4.7), y c) el obvio.

Ahora.probaremos o ) on bno a a), b), o). Para. ono1

baste, ver que Tnsa-l- 0, para todo a>0.

Un teorema. de Vitali-Dunford-Pettia afirma que si

fina sucesión ¿na311verifica:

1) Ignal<m 2) á ¡“(han oonvorgepara todo BCE“;
3) gn converge en “edidu sobre compactos; entonces gn con­
verge en L . raro T1188ounplo efectivamente esta. condi­
ciones.

¡(esta probar que a), b), ol) implican lan-io en
{Llull}, y para esto hasta verificar (4.8).

2.11efecto, 'i‘nsp converse en L2. y en consecuencia
en L1 en todo compacto, y como fuera del compacto la in­

tegral de 'l‘nóqes uniformemente pequeña, resulta que Tus.
converge en L , c.q.d.

Ahora conpidcraremos el cano de los espacios de So­
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bolev. y tal comohicimo- oné3, roduoiromoa ol problem
a los esyacios {LpJq}.

(4.12) Teoroma.Sea 15 ¡52. 15 gg 2¡ Lp enteros no ne­

gatitos. Para gue hn-b O en {LÉ,L:S, ¡1‘ ¡ es necesario
1 suficientogquuxrhn-á 0 en {1.3-qu},nara dafillnq

5-2. rara gue hn-á 0 en {LÏJQ}, asi, es necesario 1 au­
ficienfie_¿u_ehn(lflx| 'Bf —)ojen_{Lp,Lq}. si ¡3-1l 1a­
CCIlf.iCLÍ.OIl€Sson sr'ïi cientes por 30 meñcs.

a) Caso s)0¡‘; suficiencia.
ma ÍCLP ‘"e1emo" A -—-h ¡f con v Lq' 2'“ Dgn ‘11" ‘méa’

A A
Arg; pq" ¡1111191,oscss, 09d.

Jomo AIÍ'GL}, por hipótesis es Acgn-q-b0, de donde

311.25.13) o.

b)‘ Caso 922; necesidad.
. D fi..1 fe]; , será por (3.5) f = f +Af , con f ,f e

p o 1 o l
Le. ¿“atoncesz

°‘ A A «ha A «¡A «+0 A
|x| hnf a ¡xf‘hnf°+‘x¡ hnfl |x| 30m», ¡q 31m.A A

ol «(+0. A
= A gO,n+ A 81.118 Gn,

Tucon ‘ " A.¿0.Ïl,hlgne S.

domoo sus e-lss. O“+05 s. será A‘s, yAve el.» ogn .n
_H',0. Qseai Oo

o) Caso 359,; suficiencia:
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Sea 3361€. Tenemos2an hn? con Q; L2. Sea 056.4. a.
Entonces: /\

A
Aca; lxluhn?- hh(1+|zlq-.)-l (Nr-+A'-'("°)t).

comoAct, A€'(°'°):eLP, puesto que 05,6%¡3L y

05 l-(s-CM 9', resulta Adan43+ 0 por hipótesis, es decir:
¿{1.1% o.

u ld) vaso sf ai necesidad.
‘. . p I _ i
a1 iéL , 9era 1’-—fo+A 131, con f°.fle 18. htoncea:

1-8-1” 2-5-1 h Q-s- Ü h
hn(l+|x| ) f -=(]+|x\ ) hnf°+(1{x| ) i'q hurl­

(1+|>4e‘5)'1 SM + (1+ ¡de’sfi x1“’31 =,n
- - ‘ ' - - A

(14.mi B) 1126,11+ (14212331!le ° A'81,n'

con .go’anLn"> 0 en L: por hifióteaia, y por consiguiente
80.19351¡3‘0- Pero <1+le"“>‘1 y (1424145-1!!! "°
son de «1131,1qupor (2.5), de donde resulta:

Q-w-lA A A A
r‘ =

hn(1+|xl ) :f.’a: «0,1; GLn Gn.

con Gli-(1')0, o.q.d.

Para. terzz‘iner, señalamos que este teorem (4.12) 00n­
serve. su validez, sin cambiar la demostración, para el
caso de mult1¿.vlicadoresmatriciales considerado. al final

del é3. .

{sigueé 5)



.24.

gs. NUCLEOS SINGULARES EN LP"

Aplicaremos los resultados precedentes a la teoría”­

de núcleos singulares. Designersncs con)»n una sucesión
de medidas de Radcn. y daremos condiciones necesarias y

suficientes para que para toda teLpl'se verifique ¡ii!
1! en la normade Lp! En particular, para ¡añ medidas
absolutamente continuas, obtendremosresultados para los
núcJeos singulares usuales.

Comoen general A nc será de masa total finita, la
erpresión tn: A”: no tendrá sentido. Si en cambiodesig­

Ni
N, la expresión

fn,N=Tn]!" AJ".

estará bien definida, y es natural definir a fn comoel
limite de f Yn,I\
En resumen, acepteremoe la siguiente

namosPh - a la restricción de A en 1a esfera de radio

en la norma del espacio correspondiente.

(5.1) Definición. Sea h, n=1¡2¡... una sucesión de medi­
das de Redcn. Diremos gue k aproxima a la distribución

en Lp 1 cuando sra toda f ¿Lp se cum leL_‘LLI__._L___ 1__2_
n ¿conn-ngÍÉJ" ' t'

en la norma de LPÉ

Asimismo. puede tratarse el ceso en que f ‘13 .v la
convergencia se toma en Otro 1.:. Los casos no triviales
9610 se presentan si p-q y s sb
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Señalenoa que siendo ¡unI de mala total finita, eri-J
’ A

te su transformada de Fcurier y .n.N

La conexión ¿e 1a teoría de ¡ultiplicadores con la.
de núcleos singulares “td erpreeada en la preposición
siguiente.

(5.2) Lema.Sec.152,9 ¿a ¿e enteros no ncEtivoe. Pa­

ra gue para toda. f GL}; le 0111213

11m 11m tf = f
n-no N-Mha"

.en la. nom de L2, es necesario suficiente ue:
P q

lim lim TnN= I {coges-adm-identidad) en (L ,I;.)l en¡Fi-M N-MD

decir: lim lin fi. al en RIF}.n-QO 11-40 n’n _ e e
. A p q * p q

En virtud de que¡»n’NquLs k implica fine {1.1.13}.
por la completidad (4.2), el lema en obvio.

Entonces, si aplicamos (5.2) a cada resultado de #3
y Q4. quedará resuelto el problema de los núcleos singula­
res en cada caso, que rccuninoe en el siguiente enunciado:

(5.3) Teorema.

1°) ¡An agrozima e. 3 e_1_11.:Lei y c610 si:

a) ¿khfln (A (6 Ilknn1<Aen cl cceo de continui­n
dad absoluta) ;

b) ¡».111ba¿>8‘, pm todo a >o.
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2°)}I-n aproxima a 8 en L2 si 1 sólo si:
A <

a)||)1n,Nll.. Hs
A

b) lim lin fl. ¡a 1 en medida sobre compactos.n-w N-N" n'

3°) ¡Anaproxima a 6 dn Ls para funciones de Li Seis).
si z sólo si:

a) “(FM- 1)(1+¡x|"')‘1l1.<m
A

b) lim 11m [l­ina ¡»ao

4°) )I-n aproxima a a en L’i si l sólo si Ph aproxima a 6
.n Lp.

¡“N - 1 en medida sobre compactos.

Sólo oonsignamos los resultados que creemos de más
fácil aplicación. pero podrían agregarlo otros. La demos­
tración de (5.3) es inmediata; tal vez lc único que con­
venga señalar es que en 1') no aparecen los núcleos 'corb

tados")fin,n. porque la masatotal debe ser finita. Insis­
timos en que las condiciones obtenidas no son sólo sufi­
cientes, sini tambiénnecesarias.

La aplicación de (5.3) a los núcleos singulares usua­

les kn, dondechin) - kn(t)dt, no ofrece dificultad. Así.
1°) expresa que kn debe ser casi positivo y que debe apro­
ximar en L1 a las funciones 6a. Respecto a 2’), es fácil
ver que todos los núcleos casi positivos -y en particular
los positivos: Pcisson, Íejer. Weisrstrass, Landau,etc.­
verifican la condición respectiva, y aún otros núcleos
que no son tales, comos1 de Dirichlet, que verifica la

propiedad más débil I ‘kn(t) dt |<A, con A independiente
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de n. Sin embargo, otros núcleos del mismo tipo, como ser

kn“) a [1 - ¡“(1:8 sit-"3.

dondel es la raíz (única) de
ee
oos uJu du'i’sl

no cumplen la condición, y por lo tanto no aproxima a b
en L2. El mismopar de ejemplos -e1 de Diriohlet y el úl­

timo núoleo-, siendo ambosde tipo FeJer (kn(t)= nh(nt) ),
prueba que tampoco puede afirmarse nada en general para
la convergencia en L2 de ese tipo de núcleos. Considera­
ciones paralelas pueden hacerse para las demásafirmacio­
nes del teorema.

áxG. NUOIEOS GENERADOS POR SISTEMAS ORTOGONALES.

En esta seooión nos spartaremos de la teoria de mul­
tiplicadores. Considerarenosnúcleos singulares

kn(x,t) n Éo wn“) 0:“)

generados por un sistema {vi(z,}, hn0,1,2.... ortonormal
en una región E de En; tales núcleos. en general, no ee­
rán de convolnoión. Resolveremos el problema de la conver­
gencia en L2(E). y oomoesta equivale a la oonpletidad

del sistema v9h}, podemosexpresar el resultado de la ma­
nera siguiente:



(6.1) Teorema. Para gue el sistema ortonormal«vPh , h-Ol
1.2"” sea completoen Leila). ICE“, es necesario l su­
ficiente gus para todo cubo Vi'b- {tg ai<t<.b1¡ 181,...n}.

¡v kn(x,t) dt
a¡b

oonverja en medidahsoie le función característica del
cubo.

En particular, en lo que respecta a 1a sulioienois,

basta pedir -por ejemplo, si ¡nl- que kn ses un núcleo
aingrlar en el sentido nsnsl:

b

Í kn(z.t)dt -> ia

para todo (3.1:)5 x. Por ejemplo. comoel núcleo de Dirioh­
let verifica obviamenteesta condición. se obtiene una
rápida demostración de la oompletidad del sistema trigo­
nométrioo.

Demostración de (6.1).

Puesto que la convergencia en L2 implica convergen­
oia en medida, la necesidad es inmediata.

(1)

lugar que oomoW116L2, pm toda 161.2 existe su aproxi­

Respeoto a la suficiencia , observemos en primer

mente r .n

{15; Una observación del proc. J.P.Kshane ha permitido
simplificar la demostración; ¿se es la que consigue­
mos aquí.



Basta probar, en virtud del teorema de Steklov, que
la igualdad de Parseval se cumbia en un comjunto denso
de L2(E), por ejemplo, el constituido por las funciones
escaleras. Unafunción tal se escribe:

L

tu) - Z. 110w (z).
131 1

dondeÏ = constantes, l<°° y {Lv ee la función caracte­
1

i
ríatioa de un cubo Vi.

En virtud de las hipótesis resulta inmediatamente

que las aproximantea tn de t convergen hacia éete en me­
dida. y por consiguiente existirá una subeuceaión n1 tal
que

f -) t pop. 1€ Ee
n1

Aplicando el teorema de Fatou de paao_al limite ba­

Jo el signo de integral e la sucesión lfn (1)|2. tenemos:n i

“más IÏÏ “thin: - ¡2: u ZÍ 93(1) (2.13)": aJ-o

ni 0°

e aup Z |(Í,WJ)'2 I Z “19%).2.
n1 J=0 J'o

En virtud de la desigualdad de Bessel queda exclui­
do el signo< , y por lo tanto resulta la igualdad de Par­
seval, y con ella la tesis. o.q.d.

_-o-­

(ligue Q7)
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Q7. ESPACIOS DE SOBOLEV con MEDIDA CUALQUIERA.

Cabe preguntarse qué aspecto aceptaran los teoremas
de multiplicadores cn espacios de Scholev cuando en lugar
de la medida de Lebeegve se emplea alguna otra. como ser
la discreta, o combinacionesde ambas. Para resolver este
problema, por una parte habrá que modificar el concepto
de convolución y transformación de Fourier, y por otro el
de derivada y espacios de Sobclev.

Comenzaremostratando el caso unidimensional de mane­

ra ¿eneral, suponiendo dada en El una medida de Radon ¡y
positiva cualquiera, e imponiindolecondiciones restricti­
vas cuando hubiere necesidad. Puede pensarse que tal gene­
ralización carece de interés, por cuanto sólo involucra
esencialmente la idea del cambiode variables t ¿ïfih(t).
pero esto es precisamente lo que ocurre en 1a definición
de la integral de Stieltjes, de manera que podría suceder
que el simple cambio ofrezca alternativas que merezcan la ­
pena ser consideradas.

El primer lugar consideraremos el problema de la de­
finición de los espacios de Sobolev, el cual está basado
en la teoría de la derivación. Si bien se trata de una te­
oría esencialmente conocida. la encararemos aquí de una
manera que se adapte a nuestros prcpósitos.

Sea pues una medida nc negativa en la recta real

B1; designaremos ¡AES a la medida del conjunto ECRI,
y Paya“), teni, a la función de distribución de 1a me­
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dida, normalizada de manera que sea semicontinua a la de­
recha y nula en el origen:

,L(t+0) - )*(t). )*(0) ' 0­

Consideraremos en R1 la topología usual del orden;
el símbolo -á'indicara convergencia en esa topología. Tame
bién consideraremce la (seudo)m‘trica definida por la mo­
dida mediante

¿[XOY]=IP(I) " P(Y)|o ¡oyenl'

Llamaremos )k—clausura a la clausura respecto de ea­
ta métrica.

Designaremos gbal s0porte de [bg su complementario
lLÍL, por ser abierto, estara constituido por una unión
numerable de intervalos abiertos, que llamaremos interva­
los contiguos. Evidentemente. ng! tendrá. medida nula.

Imgondremcsa la medida fhla condición restrictiva
siguiente (1): el conjunto de los puntos de acumulación

(en la tcpología usual) del conjunto de saltos de )*(t).
está constitvído por puntos aislados.

Comenzaremosdefiniendo la noción de continuidad res­

pecto de la medida )L, de manera que corresponda al concep­
to intuitivo de que a pequeñas variaciones de la medida

Hr­
s Esta hipótesis sera utilizada en la demostración de

(7.4). y podría ser evitado modificandcoe ¡l razonamientoo
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correspondan pequeñas variaciones Ide la función. Exactamen­
te:

(7.1) Definición. Sea tatil. f ee llamaju-oontinun en to
ei para cada. E>0l e_xiote un entorno Vo {usual} de to l
un 5’ 0 teles gue:

tlé vo. I)l-(t1)-)*(t2)|‘5 , 1911.. |r(t1)-:(t2)lI-e .

En particular, toda. función ¡tb-continua será constan­
te en cada intervalo contiguo de.fi5¿.

(7.2) Si f ee ¡av-continue.en un intervalo cerrado. es uni­
formemente )&-oontinua en 51.

Es una consecuencia del teorema de Heine-Borel.

Unadefinición más sencilla de ¡s-oontinuidad en to
hubiera podido darse ¿or 1a relación bb(t) - )L(t°)|<-3
implica ‘f(t) - f(t°)|<€¡ no la hemosadoptado porque en
tal caso (7.2) no sería vílido, comolo muestra el ejemplo
sign ente:

t! oe 1:30,
}*(t)= {(t) n

t-l, t< o. een(1/t). t <0.

Con la definición que hemos adoptado, si una función

f es continua en to. existen f(t°+0) y !(to-O) (este últi­
mono tendria por que existir oon la otra poeible defini­
ción).
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La definición de derivada puede darse de manera natu­

ral en e] soporte der .

(7.3) Definición. Sea taegl. t se llama ¡u-dorivabio
en to, si existe

, _ ft-Itme)
cuando t varía fuera de le. F-elausura de to. En tal oaeo
fito) se llamaf-derivads de I en el punto o.

(7.4) Si f es ¡t-oontinua en El 1 y.-derivable 2 9- og;
¡u-d_9rivada idénticamente nulal entonces f es constante.

Considera-emos en primer lugar e] caso Lía fl.

¿si ¡L(t) es continua, le. demostación se reduce a le
usual. En efecto: en tel oaeo la ¡k-oontinuidad inplioa
la continuidad (usual), y por lo tanto nle el teoms de

Bolzano-Weierstrass y en consecuencia el de Rolls con II.­
derivada. Aplicando v este último e la función

fm+ rw
resulta el teorema del valor medio

rm- un) - rmbxm- pm].
de donderesulte la tesis.

Si )L(t) no es continua, el teorema será cierto en
cada intervalo cerrado de continuidad. Además,ei to es
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un salto aísla. do do P, 1'(t°) - o implica {(to-o) = fito).
Por lo tanto e]. teorema n10 si s1 conjunto de saltos de

F(t) no tiene puntos de acumulación. Si to es un punto de
acumulación de saltos, sor‘ también fito-O) = fito). on'
virtud de la P-oontinuidad do t si to os un punto do con­
tinuidad de)» , y por ser I'(t°) n 0 si to os un salto.

Pasemosahora al oaso general ¿GU fl. Basta probar
que si I= (3,13) es un intervalo contiguo de ¿R . se cumple!r

f(a-0)= .f(a)= I(a+0)- I(b-O)- I(b)- f(b+0).

La primers igualdad so cumplo por ser f'(a.)= 0. La
segunda y tercera. ¡tor ser I con-tanto en I on virtud de

lay-continuidad. Respecto a la cuarta. si }‘(b-O);l}*(b)
se cumplepor ser f’(b)=0, y si )L(b-O)=)¡.(b) por ser f
constante en la ¡w-olausurn do I. Finalmente, también se
omnplela quinta por ser 1 P-oontinua. t
(7.5) b‘if en r-oontinun ong. 1 Pit) n ¿“1) d’ux),
entonces F es y-oontinua on R1. dorivablo a R . y
F'(t)= rLt). «93..

La P-oontinuidad do 1‘ol evidento.

Sea toeR. Se tiene, con )L(t);‘)*(t°)at
un-u%) {amiga
¡«m-Htc) ' ¡wn-Htc)

Si to es un punto do continuidad de ¡[.(t), la donos­
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tración es la ususal; si es un salto. para t>to se demues­
tra en la forma usueel, y pera t<t el numeradorconverge,

si t -9 to, hacia f(t°)[}t(to-O)- }I(to)] , y resulta. le
tesis.

(7.6:) ¡{Regla de Barrow) .See.f y-continua en Q. ¡ ¡{tz a
= ¿Í(X)d)t(1)¡M ¡L-¡rinitivede f {esdecir: P'=
=f en R) P-oontinus en R1. htonoesa

buuu-mw-N ).
la X rx C

Por (7.5) es l": f en Ru , y además F es ¡Av-continua
en En consecuenciaF- P es ¡L-derivable en a con de­
rivada nula, y f-oontinus en Entoncespor (7.4) re­
sults F(t)= P(t) + C, y comoHa):- 0 results ls. tesis.

(7.7) Definición. f ee dirá ¡ge-diferenciable en El si es
¡«n-continua en R11 tiene ¡e-derinda continue en 9h.

(7.8) Si f es )L-diferenoiable¡ entonces es integgl de
su P-derivzdg: .

b

f(b)- f(s) a! f’(x)d)n(x).a

Reoívrocamente. si t tiene ¡A-derivads continue l es
inteEal de sr r-derinds. entonceses ji-direrenciable.

La.última parte es obvia, por (7.5) y por ser P-oon­
tinua 1a integral. La ¿Jn-meraparte es consecuencia de (7.6).
porque f cumple la condiciones impuestas s P.

(7.9) (Integración por partes) Si f l g son Podiferenois­
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bles y de soporte acotado. l ffifitz es continua¡ entonces

Í f'(x)g(x)dr.(z) - - f(x)a'(x)dr(x).
R1 .

Evidentemente, puede reemplazarae El por R . La. te­

8.1.8es consecuencia de (7-9) Y de la fórmula. de la fl-de­
rivada de un producto:

[f(x)s(x)]' - f'(x)s(z) + f(z)g'(x).

que resulta de la identidad

f(x+AI)g(x+ Ax) - Í(¡)8(I) a

. g(x) [r(x+Ax)- 1’(I)] + fino!) [s(x+Az)- ¿(101.

Si fu) no es continua, (7.9) debe ser modificado,
pues en general f(x+ Ax) no convergerú hacia 13(1).

Ahora pasaremos a la definición de los espacios de
Sobolev. lmgondremosa la medida la condición restrictiva
de que si su soporte es superimente acotado, entonces

su supremono sea un punto de salto de PH).

llamaremos 9),. al conjunto de funciones indefinida­
menteP-diferenciables y de soporte acotado. A tales ’lm­
ciones le es aplicable la fórmula de integración por par­
tes y son acotadas.

Podríamos ahora introducir el concepto general de dis­
tribución. pero sólo nos ¡nos falta considerar al caso de
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funciones localmente sumables. Si f es una función tal,

y (9€g, definimos a le. distribución asociada a. f median­
te:

(7.10) flv) =Í r(x)'9(z) «1,11).
91

Además,si )l-(t) ee continua, definimos la ¡at-deriva.­
de de f, comodistribución, mediante:

(7.11) MP) - 4m") - -f 2mm mx).
BI

que es consistente con (7.9).

En el caso en que PH) no sea continue, consideramos
una.sucesión de funciones ya“) no devrecientes y conver­

gente hacia ft(t) en todo pinto. Sea además (One Shar
(Fu-5'? 6 9% en todo punto. Definimos entonces:

(7.12) Í'(v) a 3:51: IRIÍ(I) Dn9n(¡)d}‘n(¡) '

= .nï: falta) un?gh).

donde Dn‘Pn es la fiin-derivada de (Ph, siempre que el lí­
mite exista. Enparticular, Ii f es continua, el límite
existe y vale

f'(x)- J rm Wu).
R1

en virtud del segundo teorema de Belly. Si f es continua
a trozos también existe el límite pues la. integral se dee­
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componeen suma de intefralel oon f continua. Esto os su­
ficiente para nuestro. propósitos do definir los espacios
ue Sobolev, pues las funcionen que los constituyen dobordn

ser P-oontinuas.

El espacio meSobolev LÍUL) “rá pues por definición
el conjunto de funciono: quo. Junto a. sus primomarüori­
vadas en el sentido do las distribuciones, son funciones

a potencia p sumablea respecto de); .

Ejemplo:recta discreta; )a.(t)-[t] a parto entera do t.

Para cada n entero, la derivada es f’(n)= Ï(n)- f(n-O).
Las funciones difornciablea son la. constantes en cada in­

tervalo aemiabierto [n,n+1). y on tal oaso su derivada es
t'(n)= f(n)- Í(n-l).

Hallaremos la. derivada on el sentido de las distribu­

ciones. Sea¡«l-n“) á [t], fin derivablee, fin(k)- k, k
entero. oi k—1<x<k, será:

d‘p .1
“h;(*> = 'zaf* '315;; ­

Si :t‘ua diferenciablo:

d‘P
Í r(x)?¿(x) dpnu) - I fix) n dx­
31 31 “
0° k dtp 0 k aq:

= Z Í fi!) un dl: IIZ. für-1)] 11-1-1-dx =_, k-l-oo -1
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co eo

= L m4) [mm - ‘Pn<x.1>]-> Z zac-1) [‘P<k)-‘P<k-1)l—® ‘a
es decir:

j f(x) (¡21(1)df‘nh) A ¡fix-1) ‘P'(x) ¡ly-(x)­
fl1 31

Este cálculo prueba. que la fórmula. de la derivación
es consistente, pues .1 I es diferenciable se reduce a la.
fórmula de anulación de Abel:

I

Zf'(k)‘9(k) - - Zr(k-1)P(k).

y muestra de paso que en general:

Íflx) (Pnü)dj‘nh) ¡l “¡09(1) df“(x)o

Ejemglo: PH) = 1;+ [t].

rm = Íf'u) ‘P(t)dflt) ­
‘° k+l

-Ï;ií f'(t) ‘P(t) dt + É(k+1)- r(k+1-o)]'9(k+1)Á}.k

‘G

ao +1

= Z {f(k+l—0) ‘P(k+1-0) —r(k)‘P(k) -9( fit) (Mt) dt +’k

+ f(k+l) vhs-+1)- Í(k+ld0) Q(k+1)}- Z{—f(k+1-0) [(P(k+1)­
¡(+1

(Puan-0)] - f(k) (¡’(k) + t(k+1) (RM-1) - Í 22(15)WH) dt}­k .
oo +1

=z {_HPLC)(“un -f fit) th) dt}=-oo

= - Sat-o) ww dflt).—=

...-o.­
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98. TRANSFORMACION DE FOURIER CON MEDIDA CUALQUIERA.

Encararemosahora el problems de la tefinición de la

transformación de Eourier en le recta reel El con la medi­
da }b. La propiedad esencial que queremos mantener es que

para te 1.190), los valores de le. transformada. f en cada
punto seen funcionales lineales multiylicativas sobre qus).
Esta afirmación tendrá sentido siempre que L1()b) sea un
álgebra. y para ello es menester definir un producto de
convolución. Para lograr esto. hny que conmensar por encon­
trar una Operación de grupo, que llamaremos sume (respec­

to deju.) o )¿-euma, y eimbolilaremos O , tal que ¡J sea
su correspondiente medidade anr.

Coneideraremos en primer lugar el caso en el cual le

medida ¡h cumple las siguientes condiciones:

a) PF”) = -o°¡ jura!) a +40;
b) )*(t) es estrictamente creciente; (8.1)
c) }b(t) es continua.

Bajo estes condiciones, dados x.y H1 cualesquiera,
existe un único punto z R1 que verifica }L(z)=)w(x)+)b(y).

(8.2) Definición. z n x e y si y gálo si ¡s(z)=)¿(z) +)L(y).

No ofrece dificultades ver que con lee condiciones

impuestas sobre )¿ . e convierte e R1 en un grupo conmuta­
tivc. Además¡L es su medida de anar, puesto que si (a,b)
es un intervalo, y (a,b) e z su trasladado por z. se tie­
ne:
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)1{(a,b)e x} :Phaexmex)‘ a:ijex) - }L(aex)=

- p(b)+)I-(x)-)h(a)-)L(x) - ¡sun-Ma) = ,‘{(a.b)}.

La operación e respeta también el orden (usual) del
grupo, en el sentido siguientes

aéb implica sexi bez, para todo 1:.

Veremosahora que en cierto sentido la definición
adoptada es único.

(8.3) In única o eraoión de o ordenado con el rden

usual) de B1, con unidad 0 z Pdnvariante, ee le. definida.
en S8.22.

Designemos‘por el momentocon e a cualquier Operación

de gruyo ordenado, con unidad 0 y ¡L-invariante. Para cada

para x,:/ e R1, definimos py mediante:

py=¡throw-Mx)­

La tesis quedará probada si mostramosque py- Ph).
Veremos ante todo que py no depende de x. Para ello, con­
siderando un 15€ x, definiloe:

p? Pü'ofl-Hfl­
Entonces z

py- y; = Ddxoy) -}t(:'oy)] -[)t(x)-;¿(x')]­

Comopor hipótesis e respeta el orden y es fi-invarian­
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te, los dos corchetes son iguales, y en consecuencia p; s
a py, es decir, py no depende de z. Entonces, haciendo 1:0,
puesto que Ooy=ypor hipótesis. resulta py=}u(y).

Obsérveee que es esencial pedir que o respete el oru
den, lo cual por otra parte ec una exigencia natural. De

lo contrario, puedenexistir otras operacione-P-invarian­
tea. Por ejemplo, considerando el caso do la jodida de Le­
beegue, y aglicando el métodode transición (cf. [8], pág.

) del pllno a 1a recta, la ¡una en la recta inducida

for 1a sumaueusal del plano oo ¡L-invariante pero no el­
ta'. dada por (8.2).

Ahora podemosdefinir 1a convolución. ¡oy=z signifi­
09. y.z=x.

(8.4) Definición. ug (x) -{11(zot)8(t)d}g(t).
Por ser j» 1a medida de Haar correspondiente a o, va­

len las pzoPiedadee ,SIales de la convolución (01., por
01.: [6], pág. 120 y agtee.). Además. en el sentido de las
distribuciones, la oonvoluciónaora:

us UP)a r a g (mmm - Mmmm?qu ap<z,)ar<y).

donde fl simboliza al producto tonsorial.

1
L ()») es pues un álgebra de Benach. Sue funcionales

lineales multiplicativaa d)! vendrán dadas por

(pri =fix) = [qlm fit) al“).
Rs
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dando axel.” y

olx(tlet2) u azul) axuz). (8.5)
A .

La variable x individualiza ceda Óx, y f será por
definición la transformada de Fourier de f.

Los caracteres dx serán las solucionen aootadae de
(8-5):

“¡(t) - 01?}.(t)!

donde identificamos el espacio de definición de las trans­
formadas con la recta real.

La P-derivada de loe oereeteree ee

«¿(t) - noir“).

de 10‘ cual resulta que ai 161.11%) se cumple:

9h) z -iz Ihr). (8.6)

lo cual se prueba oon una integración por partes ei f ee

P-diferenoiable, y por un argumentode densidad en el oa­
eo general. Bate fórmula ee esencial en la demostración
de (3.6). Los teorema de Enundortt-Young y Planoherel mln­
tienen eu validez, así comola generalización de (8.6) pe.­

ra LÏ()|. ), 1g ps 2, y así también el teorema de Maroinkie­
wicz (2.5), que son elementos necesarios para el teorema
(3-6).

El próximo paso que intentaremos llevar a. cabo consie­
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te en liberarnos de algunas de las condiciones restricti­

vas (8.1) impuestas e. ¡y . Comencemoshaciendo notar que
si Pm tiene saltos y no es igual s, un múltiple de [t],
entonces no existe ninguna operación de grupo ¡h-invarian­
te y que respete el orden. En efecto, supongamos por edem­

plo que r(t) tiene un salto so en to, y sea E un conjun­
to de R1 de medida menor que so; al trasladarlo, será im­
posible que""-traviese" to sin cambiar su medida.

Por tales razones, para resolver el problema en el
caso general, no podemosutilizar la Operación de suma,
de manera que hay que dar una definición directa de trans­
formada de Fourier, o a lo sumodefinir de alguna msnm
la convolución. Nosotros adoptaremos este último camino.

Sea pus f. una medidano negativa sujeta a la úni­
ca.restricción a) de (8.1), es decir: )¡.(-m)- -oo,}t(ao)n
=oo, de manera que )L(t) podrá tener saltos e intervalos
de constancia.

Sea fin, n-1,2,... una sucesión de medidasno negati­
vas cuyas funciones de distribución satisfacen las condi­
ciones (8.l) y constituyen ademásuna sucesión creciente:

fln(t)6)sn+1(t). para todo n y t le. Supondremostambién
que ¡un converse hacia j». débilmente sobre las funciones
P-continm, en el sentido siguientes para toda función f
)n-oontinua e integrable respecto de y. se cumple!

fran/nn“) -) Í(t)d}¡,(t).
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Podemossuponer ademásque lbn“) ¿[LH-o).

Para ceda una de las medidas)bn está bien definida
su suma mediante (8.2), que designaremos ahora a. Por con­
siguiente, la correspondiente oonvoluoiónestará dada por:

f Ige (z) a íflzr) gh) ahh).

La convolución reapooto de )L se definirá -en princi­
pio- para cada x mediante:

ftg (x) =n]’in 1’ g g (x),

siempre que el límite exista.

Si logramos probar que el límite existe para un con­

Junto denso de funciones de L1()»). de manera que se veri­
fique la desigualdad de Young, le Operación de convoluoión

se extenderá a todo Ll(r.), y este espacio quedará conver­
tido en un ál5ebra de Benach.

Elegiremos comoconjunto a1 de las funciones ,L-oon­
tinuas de soporte acotado que además sean constantes en
algún semientormo a la derecha -que no deienda de cada fun­

oión- de cada punto de discontinuidad de );(t).

Podemossuponer que fuera de tales semientorlos es

first)" f-(t).

Bajo tales condiciones, si para cada función I deli­
nimos la función F mediante



F()»n(t)) - fit).

resultará. F indeyenciente de n.

Entonces:

f gg (x) = Íf(x3t)g(t)d}bn(t) t Ír(}*n(!)-)‘n(t))a’(}"n(t)“rut

J r<rn(x)-y)Gm ay=no (han).
donde la última convoluoión el la usual.

Haciendon-)°°, )"n(1)->)‘(x-O) en forma creciente,
lo cual implica, para. toda función F asociada a una f con
las condiciones enunciadae, que

Munoz»Aupa-0)).

Además, la convergencia en mejorada, ¿xpor lo tanto
la convoluoión resulta bien definida, y viene expresada
por

fi‘g (x) = íF()*(x-0)-'.v) G(.v)dv - “‘G (¡Hz-0)).

Respecto a La norma en 1.11,), se tiene:

|Ï‘8' = S‘f'i‘s (z)\d)*(x) S

S hay) ‘dyj ‘F()L(x-O)-I)|d}‘(x).

Impondremoea la medida ¡L la condición restrictiva
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siguiente:

Existe una constante K. que sólo depende de ¡i , tal
que para. toda F .y‘todo 1 ee cumple:

ílF(}i(x-O)-y)\d}h(x) s K Ilrlt (3.72

En tal oaeo. teniendo en cuenta que

I|G(y)\dy= Í\g(t)|d}tn(t) -> "el.
resulta:

llftgllsx hills}.

y esta desigualdad permite extender 1a convoluoión e todo

el espacio L1()b).

Introdroiendo además le nueva medida

y designando con m “la le norma en L1(\'), ee obtiene la
desigualdad de Young:

mr arg l“ 6 mmm .

que convierte al espacio dado en un álgebra de Benach con­
‘mutetiva. Nótese que la oonvolueión ee define reapeoto a

le medidaoriginal.)p.

Llegadoa este punto. no ofrece dificultad le defini­
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ción de la transformación dc Fourier. tal comocc hiso cn
el caso estudiado más arriba.

Aplicaremos las última. consideraciones a un caso par­
ticular importante, y verano. cómose puede simplificar a­
llí 1a condición (8.7), lo cual servirá dc paso para mos­
trar su,’eent1do.

Sea ¡ph la medida diecrcta concentrada cn los puntos
dc qbaoisaentera, conmana = skzo.

En este caso, si elegimos ¡#h(k)=)ú(k-1), y Ii Í Y 6
son )*-continuas y de soporto acotado, entonces se cumple,
para h entero:

a, ¡«h-1)-}a(k-1)

f g g (h) = 2,50!) FLV) dar.
k"°° ¡pÉh-1)-)t(k)

independientemente de n, y además:

llft a u = kagüfl-hs Jk(t)|d)un(t) Z, \I(h¿t)|sh.h h

Pero para cada t y cada n, existo un 1;: lhf [hai]
tal que:

glflhgtnah = É, lfdh)‘ eh = zh,lfflh)‘ sin -;h‘:.

Imponiondo la condición:

. v
< oo, (8.8)cup

h',h" °h"



—49­

y teniendo en cuenta que en tal caso sólo puede aparecer

repetido oade término |I(2h)‘s un ¡únete finito de veces
que depende solamente de ¡a . rssulta¡

Zvlflhgt)‘¡hs ¡[1Lh

de manera que obtenemos finalmente:

[ft e IISI “1’th­

Conviene observar que en el caso ¿articular de la ne­
dida discreta ordinaria -s a1, para todo k-, la oonvoluoiónk
se reduce a la usual:

ug (n) - Z. tua-k) gm.
k

y ademásresulta 1:1. La transformada de Fourier será la
serie de Ecurier ordinarias

gh) = ¿sin f(k).
k

Concluiermos extendiend algunos resultados a varias
dimensiones, suponiendo que la medida sea producto de ne­
didas lineales. Para simplificar, oonsiderarenos el caso
en q.e tales medidas lineales cumplan(8.1).

Sea pues x=(x1,...,¡n) un punto de Rm,

11(1) = P1(11).;.)Lm(x‘)

1a función de distribución de 1a medida, y ,Lh las medidas
lineales.
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La suma se define component. a componente:

z=xoy, conz=(zl,....sn) - (¡1; y1,....xl 3 yn),

donde fi indica la suma rospeoto de ’5h.

Con la defin4ción dada de auna, 1a medida.f1,reau1ta
invariante.

Los caracteres siguen verificando 3a relación:

dxhuv) - d¡(u) OCX“).

con u=(ul,...,um), v=(vi,...,vn), de maneraque ¡1 iden­
tificamos el espacio de definición de la transformada con

Rm:x=(xl,....xn), resulta:

m ( )
ell“) = e 1 {L‘hi‘h t1a ,

y la transformada de bourior será!

fix)- Í. iï'lnl‘nW’ tu) aah).
R

m

y se verifica:
/\ A

{Phs -11h Í,

donde fPh indica 1a fill-derivada (parcial) de f.

"°" m
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