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GUIA DE ONDAS CILINDRICA CON DOS DIBLECTRICOS

l. ¿EIEQD,QQL¿H.»El problema consiste en

determinar los modosde propagación de ondas electro­

magnéticas en una guía cilindrica metálica en cuyo in­

terior hay dos dieléctricos, dispuestos coaxialmente

(fig. l), de constantes dieléctricas El y 82, y per­
meabilidades magnéticas )L iguales.

El tema ha sido

tratado por L; Pincherle [1],
quien estudió solamente el

caso de simetría axial, Por

el contrario, aqui se lo de

ja a un lado y se estudian las metal
soluciones generales.

FIGURA 1
Se encuentra que esta guia

no propaga, en general, modoeléctricos puros, (modos

"3", o modos transversales magnéticos "TM", en los cua­

les la componente longitudinal del campomagnético es

nula), ni modos magnéticos puros (modos "H", o modos

transversales eléctricos "TE", en los cuales la com­

Li] "Electromagnetic waves in metal tubes", L. Pincherle,
Phys. Rev. gg, 118 (19hs)



ponente longitudinal del campoeléctrico es nula),

sino superposiciones de ambos.

En algunos casos particulares de la frecuen­

cia, sin embargo, los modosse hacen transversales.

En uno de ellos la superficie de separación de los dos

dieléctricos actúa estrictamente comouna superficie
metálica.

Se obtienen dos tipos de soluciones, y por

tanto, dos modosde propagación, a los cuales se iden­

tifica, comocaso limite en que se igualan las constan­

tes dieléctricas de ambosmedios, comocorrespondientes

a los conocidos modos "3" y "H" que pueden propagarse

en una guia cilindrica con un solo dieléctrico.

Se discute el caso en que la constante de

propagación del medio de menor indice es nula, y se

encuentra que para él no existe solución, salvo en el

caso de simetría tratado en [1}.
Se han calculado numéricamente varios modos

de propagación para distintos valores de los radios y
de las constantes dieléctricas.­



respectivamente, los camposeléctrico y magnético

de una onda que se propaga en una guia cilindrica

2. SOLUCIONES GENERALES.—Si É y E son,

con su eje a lo largo de.la coordenada a, la expre­
sión general de
dricas es:

inO 1(w t-rxz)
Hñ,n(z,r,9;t) z Hm,n(r)e e

Em’n(z,r,9;t)

con m : 1,2,3 y

cuencia angular y

inOHut-«2)
: Em’n(r)e e

n:1’2’...,

dida en la guia.

sus componentes en coordenadas cilín­

siendo h) 1a fre­
A

'Xg = EL la longitud de onda me­
CX

En forma detallada, las funciones radia­

les son, de acuerdo con la notación habitual:

Hz,n

Hr,n

E9,n

ll

An Jn(kr)+Bn Nn(kr)

- 1‘ . + .. “’E
-1 k Aan(kr) BnNn(kr) -¿5; n Ez,n

-1 [an¿(kr ) + DnN-¿(kr)]+ :—2r

Can(kr) +. DnNn(kr)

-i Ti-r[CnJI'I'(kr)* DnNr‘l'(kr)]4

1%” AnJ¿(kr)+BnN¿(kr)]4 iii-r n E ÍJ

donde Jn(kr) y Nh(kr) son las funciones cilindricas

definidas en [2] , y J¿(kr) y N¿(kr) sus derivadas

[2] Tables of functions, por E. Jahnke y F. Emde



con respecto al argumento ¿gd mientras que g, la

constante de propagación, está definida por

k2:tN2f)+ -d2 (a
Se considerará que no hay pérdidas a

lo largo de la guia, es decir, que la pared metá­

lica tiene conductividadinfinita y los dieléctri­
cos, conductividad nula.

Resolver el problema significa que, da­

da una frecuencia (¿J o una longitud de onda A o

medida en el vacio, es posible determinar:

1) el par de valores (k1, k2) de cada
modo que se propague en la guia;

2) los coeficientes A,B,C y D en cada

dieléctrico;

3) la longitud de onda ¡g que se pro­
paga en la guia.

Las condiciones de contorno son:

a) para r : R1: Ee(l) : Ee(2)

Ez(l) I Ez(2)=
b) para r : R2: Ee(2) : 0

Ez(2) = o
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Ellas constituyen un sistema de 6 ecua­

ciones lineales homogéneascon 6 incógnitas.

Si dejamos a un lado el subindice 1;, y

hacemos kl R1 : x, k2 R1 : y , R2/R1 = a, y ¿ff-:2,
el sistema se escribe

MA1_MA2_IL'Q_>BQ_ \
x Y Y

r1 J(x) d. J(y) d NW)-1... ___. ___ ___. ___ ___. ­
UVLn x2 C1 + iuv*n yz C2 + 1.0vk n yz D2 - 0

J(x)c1 - J(y)C2 - N(y)D2 = o

_«L ¿po _ __L J(x) d NW)
img.” x2 A1 ima,“ 3,2 A2 ' 15;] n 32-32 *’ (3)

+ Jvéx)cl a J";Z)C2 _ e N‘áY)D2 z o

J(X)A1 .. J(Y)A2 fi N(Y)Bg Z 0

J'(ay)A2 + N'(ay)B2 : 0

J(ay)02 + N(ay)D2 : 0 //
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Si hacemos,
J'(x) \

X : -—-—---—- a
x J(x)

I ._ l Ni

Yl z _í J (y) N'(ay) J (ay) (y) b > (k)Y J (y) N'(ay) - J'(ay) N (y)

Y l J'(y) N (ay) - J (ay) N'(y)
2 y J (y) N (ay). - J (ay) N (y) °

la condición de compatibilidad del sistema (3) de­
fine la ecuación de autovalores:

l l 1€(X- Y )(X —EíY) - ('- - - )(- - ­
l 2 n y2 x2 y2 x2

):o (5)

A cada valor de la frecuencia gg, esta
ecuación hace corresponder un conjunto de pares

(x, y) que definen una solución cuando satisfacen
el sistema:

x2 : (k1 Rl)2 : (UJ251H-d2)RÏ a
(6)- - ' 2 2 2

y2 .. (k2 R1)2 .. (u) ¿IM-cx ) R1 b /
La solución del sistema es, consideran­

do comocoeficiente arbitrario la amplitud A1 de
excitación del campomagnético:



_ 7 _

N'(ay)
A2 : - J(x) Al

J(y) N'(ay) - J'(ay) N(Y)

J'( )
B2= ay o

J(y) N'(ay) - J'(ay) N(y)

N ( )C2: ay o
J(y) N (ay) - J (ay) N(y)

J ( )
.132 = ay . J(x) c1J(y) N (ay) - J (ay) NW)

X - Y

Cl : i Ft. o-—1—..

a)

b)

c)> <7)

a)

e)/
Resulta asi que, en general, la guía

propaga modos que no son modos "H" o "E" puros

sino superposiciones de ellos.

Sin embargo, puede observarse que en
en caso n : 0

sistemas
el sistema (3) se desdobla en dos
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Já (x) J¿ (y) N!;(y)

_-Al - k ° ._B l OA2” 2'
X

Jo (x) A1 - JO (y) A2 - No (y) B2 I| O

JC; (ay) A24. N-¿ (ay) B2 : 0

ll OJO (x) cl - Jo (y) 02 —No (y) D2

J' ( ) J'( ) N'( ) (3")
_°__JÏ_.cl-¿C2, _°_1_D2:0

x y Y

Jo(ay)C2 +. N0(ay)D2 0 /
lo que hace que las soluciones magnéticas y eléc­

tricas sean independientes entre si y existan mo­

dos puros.

Se ve, además, que la ecuación de

autovalores (5) se reduce, para

n : O, a X : Yl 6 X : e Y2,

que corresponden a los casos estudiados en f1) .\
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3.- LOS MODOS DE PROPAGACIONo­

Los autovalores correspondientes a ca­

da modode propagación están definidos por el sis­

tema de ecuaciones (H) y (5), que puede escribirse

asi: \
2 í

m) - + YI-w) r nz(e. _i.) (a: _1) a>’ " 2 2 2 a
2 2 y x2 y x (8)

x2 -y2fu)2(91-82)).&RÏ b)

donde la segunda ecuación se obtiene de (6) por

simple sustracción.

El doble signo implica la existencia

de dos soluciones independientes para cada valor

de la frecuencia, y, en consecuencia, dos modos

distintos de propagación.

Para identificar esos modos podemos

recurrir al caso bien conocido de la guia homogé­

nea (con un solo dieléctrico), para lo cual hace­

mos %J_—;Q2, o sea ¿n-9 l, lo que trae como con­

secuencia que ¿“A 1. De (8) resulta, al tomar el

signo positivo, X': Yl, y esta igualdad, conside­
rada en las (7) hace que Cl.= C2 : D2 = 0..

Es decir, se ha obtenido la conocida solución magn­

tica de una guia circular homogénea.
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Si en (8) se considera el signo nega­

tivo, se obtiene X H 6.Y2, en cuyo caso de las

(7) resulta Al = A; z B2 : O , lo que correSponde
e éqtr'ca en una guia homogénea.a la solución

Conesto se ha logrado identificar los

dos modosresultantes del doble signo de (8), co­

mo los correspondientes a los modosmagnéticos y

eléctricos de una guia homogénea, y por ello los

llamaremos, reSpectivamente, modos "tipo magneti­

co” y "tipo eléctrico".

Además,esta identificación nos permi­
tirá excitar unos u otros modosa voluntad. En

efecto, asi comoen una guia homogénea se excitan

modos magnéticos con una antena magnética (conduc­

tor circular, con su plano normal al eje de la

guia), y modoseléctricos con una antena eléctri­

ca (conductor rectilineo normal al eje de la guía),

en nuestra guía heterogénea esas antenas excitarán,

respectivamente, los modos due hemos llamado "tipo

magnético" y "tipo eléctrico".

Conlas soluciones (x, y) correspon­

dientes a cada modo, teniendo presente que de (6)
se obtiene

x2 - y2 : w2(el --5-2)¡u. RÏ

9,2 x2 -21y2=d 2<gl -92) RÏ
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á 2 2st 27; ly adem s que of .: —.—y que Lu:—_. c:—. 7.-:
, ’ Ag ho Áo Veo)»

(siendo g la velocidad de la luz en el vacio;

Ao la longitud de onda medida en el vacio y fio.
la constante dieléctrica del vacio), se llega a

{30)2 El y2- 5x2\‘_’ 2-.‘Ï_—'—'—
Ag eo 3,2- x2

que permite calcular 15 para cada par (x, y)O
La velocidad de fase en la guia v

conociendo o
93..
d

variará, de acuerdo con la frecuencia, entre infi­
nito y la velocidad de la luz en el medio de mayor

constante dieléctrica. En efecto, comoveremos más

adelante, (515 pag. 30 ) cada modo comienza a pro­

pagarse a partir de una frecuencia minima, gue, 11r­
madafrecuencia de corte, que está definida por
«1 O, o sea v =.aa.

A medida que se inyecten frecuencias

cada vez mayores la velocidad de fase 1 va dismi­

nuyendo hasta alcanzar su valor limite, que es la

velocidad de la luz en el medio de mayor constante

dieléctrica.
ÏÏÓ En la práctica es cómodoexpresar los resulta­

dos de una manera ligeramente diferente (pag. 30)
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De acuerdo con ello se presentarán dos

casos, según que sea E 2 z evl.
a) €.2 > e]_, en cuyo caso se cumple,

llamando c2 :JÏÉÉ: a la velocidad de 1a luz en el
medio 2:

o, lo que es lo mismo:

Dentro de este caso se tienen tres po­
sibilidades:

1)oSd< V?- ' 2‘ 2 2w 4#\.kl-w¿1ru-d )O
‘-' 2

2) d z 03‘] ,3 k 1
Ajk l 0

—-— «—- 23)w\/e «19ng k4 o
1)» 2‘)“ l

b) {2 (Q1, en cuyo caso

Hagan/64),.
y, en forma análoga al caso anterior:

l) ' 2-09€,d‘>0, . ..k—
2)” 2 2)”

- ‘_ 2:2) Ó-WVÉW‘kD 0
——

3) WVE4/J,(dfwvg1f,°.k2< 02

En los casos a, 1) y b, 1), las partes
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radiales están dadas por funciones oscilantes en

ambos medios, mientras que en los a, 3) y b, 3)

son oscilantes en los medios de mayor constante die­

léctrica.En cuanto a los casos a, 2) y b, 2), vea­

mos uno de ellos (por cuanto son análogos) con mayor
detalle:

h. El caso limite k1.: 0.­

Comonzf 0 se cumple J(x) : O; con ello;

'las ecuaciones 2a. y ¡+a1del (3) se reducen a

2a.) J(y) 02 + N(y) D2 a 0

Ha.) J(y) A2 + N(y) BZ': 0

Entonces, para que el sistema constitui­

do por las 2a. y 6a. sea compatible debe cumplirse

J(y) N(ay) - J(ay) N(y)i= 0 (9)

y si ello no ocurre, será

c2 = D2 -: o (9')

Análogamente, para que el sistema for­

mado por las ha. y 5a. sea compatible debe ser

J(y) N'(ay)-- J‘(ay) N(y) : o (10)

y si ello no ocurre, será

A2 = B2 ‘: o (10')

Comolas (9) y 110) no tienen ceros co­

munes debe verificarse (9) y (10‘) o bien (9‘) y

(10); consideremos el primer caso:
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a) JW) N(ay) - J(ay) N(y) = 0

El sistema (3) ha quedado ahora reducía

do a

J‘(x) <1 n J(x) ¿\A — - c :..

J(y) C2 N(y) D2 : o
, . . > (11)

d nJ(x) J (x) J (y) N (y)
. — . Al - 1- ——— 05€ D2 :, o

Wía x2 y y

J(ay) C2+N(ay) D2 : Ol
Dela la. resulta:

n J(x) x
A1 : 13- 2 . cLW" x J‘(x)

y reemplazando en la 3a., la s
ros términos es

uma de los dos prime­

2 2

J1(x) C {:l' d [É J(x) JC J
1 ' __-_‘ -_ÏÏ__ ‘_-_"

x . w 2h“. x J'(x)

Si x -)O, se tiene

n J(x) x11"?

x2 - 2n(n-l)1
, n J(x) x

x2 ' IJï(x)
J'(x) 'xn'2

2n(n-l)l
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Además, comopara x ¿O es d24w2 6 1)»­
los dos primeros términos de la 3a. ecuación tiena

den a anularse. Las tres últimas ecuaciones del sis­
tema quedan reducidas a

J(y) C2+ N(y) D2 : o

J'(y) C24-N'(y) D2 : O

J(ay) C2} N(ay) D2 : 0

que es un sistema incompatible; por tanto 02 : D2: O

Sólo queda A1 : iïfigr.01, lo que indie
caria la existencia de campoen el medio l; pero

reemplazando en la expresión de las componentes (1)

se verifica que E : H”: O. Por lo tanto, no hay so­
lución.

b) J(y) N'(ay) - J'(ay) N(y) : o

02 = D2 : o

En forma análoga a la del caso a), se
demuestra que tampoco hay solución. ­

Obsérvese que para k1 : O con n : O es

Jo(x)_: l y Já (x) : 0; con cuyos valores el sis­
tema (3) es compatible y se llega a las soluciones

obtenidas en [1).
Para el caso E2 (El se debe conside­

rar k2 : 0; por tanto, J(y) : J(ay) ; 0
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Esto trae comoconsecuencia en el siste­

ma (3) que la ecuación 6a. se reduzca a

N(ay) D2 : O

y como N(O) = a un debe ser D2 : 0

La 2a. ecuación queda ahora

J(x) cl = o

y comoen general será J(x) á O, resulta Cl : 0'

Análogamente, de la Ha. se llega a que

Al = O

En la 5a. se observa que Jl(ay) A2 : Q

y comoesta ecuación vale para cualquier g, incluso

n a l, en cuyo caso Jí(0) : á, resulta A2 : O
En la misma forma, la 3a. nos conduce a

C2 : O

Por tanto, no hay solución.

5.- MODOSTRANSVERSALES,­

Consideremosahora dos casos particula­

res que definen modos de propagación en los cuales

o bien el campog o el Q, son transversales;

(I).- En principio, cabe la posibilidad

de que a ciertos valores de LD corresponda y = yJ
tal que

J(yá) N‘(ayj) - (J‘Cayj) Nm) = o (12)

siendo yj, ademas de raiz de (12), una solución de (8).
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Deberá cumplirse que el par (xj, yd)
defina en (8, b) un valor > O.

La (12) implica, teniendo presente la

&¿_g

lim Yl : m
Y -5 VJ

Resulta conveniente escribir la (8,a)

en la forma siguiente - 1 l 4 )(¿a ' ¿”53:5
Y1+8Y2 4-Yl '3Y2 I'1+n2

— ll

2 2 Yl - «¿I-5
( 2 i

donde fl corresponde al signo positivo, y f2 al ne­
gativo, porque se advierte con facilidad que

lim fl : lim Yl :Zoo
Y-á YJ Y'-9 Yj

lim f : lim QíYé = finito
Y-+ YJ ysá YJ

a) Consideremos en (13) la solución

X : fl; En este caso, de Ha. resulta J(x) z 0, lo
que tiene como consecuencia que en (3) las ecuacio­

nes 2a. y Ha. se reduzcan, respectiVamente, a

J(y) C2-+ N(y) D2

J(y) A2 + N(y) B2

Las Ha. y 5a.

O

O

de (3) constituyen un

sistema lineal homogéneocuya condición de compati­

(13)
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bilidad es, precisamente, la (12). Pero las.2a. y
6a. constituyen otro sistema cuya condición de com­

patibilidad es
J(y) N(ay) - N(ay) N(y) : 0 (ln)

y como las (12) y (1h) no tienen ceros comunes re­

sulta

C2 : D2 ; 0

Teniendo presente la ha., de la 3a, se

deduce que Cl : O.

Con esto, el sistema (3) se reduce a

la.) Mal-#A2-JÉUB2 :ox

5a.) J'(ay)' Aé+ N'(ay)B2 : o

de donde se obtiene, considerando a A1arbitrario,

—Y N'(ay)
A2 : ——-’ J'(x)A1x ' J'(y) N'(ay) - J‘(ay) N‘(y)

y J'(ay)
x O J'(y) N'(ay) - Jïïay) N'(y)

CU
1 l

J'(x)A1

Conestos coeficientes, las componentes

de campo se expresanzzMedio l

HZ = A1 J(k1 r) Ez ; od
HI.:- 11:1-Al J'(kl r) Er :Ï’ïr n A1J(klr)1

H:—-nAJ(k r) Ezigïj-ÏAJKKr)
6 k2 r l 1 e k1 l 1l



- 19 ­

Estas expresiones son formalmente igua­

les a la solución magnétioarde una guía metálica,

de radio R1, llena con un solo dieléctrico de cons­

tantesE,l)» . Comoen ésta, el campoeléctrico es
transversal, pero la configuración de camposno es

la misma debido a que los autovalores están dados

por los ceros de J(x) en la guía heterogénea y por

los ceros de J'(x) en la homogénea.

A las frecuencias que hacen Yl-éoo , la
superficie de separación de los dos dieléctricos es

una superficie nodal de HZ, y.en ella el campoelec­

tromagnético sólo tiene componentes Hr y Ee.
Medio 2

y J(k2 r) N'(ay) - J'(ay) N(k2r)
H : . J'(x) A

x J'(x) N‘(ay) —J'(ay) N'(y) l

cx J'(k2r) N'(ay) - J'(ay) N'(k2r)d._i_
k1 J'(Y) N'ay) - J'(ay) N'(y)

HBI: J'(x) Al

E:ÉnH
2 z

k2r

_ igif J'(k2r) N'(ay) - J'(ay) N'(k2r)
_ J'(x) A1k1 J'(y) N'(ay) - Jíay) N'(y)
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Esta cs formalmente análoga a la estructura

del campoen una guía coaxial metálica transmitiendo

una onda "H", con la diferencia que en nuestro caso

E9 (r : R1) g O y HZ (r : R1) : 0 mientras que El

la metálica EG (r : R1) : O y HZ (r : R1) t O.

b) Consideremos ahora las soluciones X : f2.

Si y-—) yj se tendrá

X : lim f2 ;.-.QY2 : finito
Y‘ñbq

Entonces, de acuerdo con 23., es J(x) t O.

Por otra parte, en el sistema (3) se observa

que la (12) trae como consecuencia que J(y)A24-N(y)Bá:O

y por tanto, en la Ha., J(x)Al : O, y con ello Al = O.

El sistema (3) queda reducido, cuando y:yJ, a

J'(y) N'(y) á J(x) d J(y) d N(y) ‘-—A -——B—'— --——4-1- -—C 1- —D:
y 2 2 lmrn x2 1 wn y2 2+ “P11 32 2

J(x) Cl .- J(y)C2 - N(y)-D2=0

J'(x) J'(y) N'(y) __
C1 'E 02-5 D220 (15)

Y

J'(ay) A24-N'(ay) B2 :0

' J(ay) C2 + N(aw D2:0



- 21 -.

Si se consideran las 2a.,_3a. y 5a._del (19

constituyen un sistema lineal homogéneocuya condiciái

de compatibilidad es

J(x) —J(y) '-N(y)

J'(x) J'(y) N'(y)
1€ --— - - -—--— : 0

x Y Y

O J(ay) N(ay)

El desarrollo del determinante conduce a

X : €'Y2; por tanto, el sistema es compatible y las
soluciones son

N(ay)

J(y) N(ay) - J(ay) N(y)

D J(ay) C
2 N(ay) 2

Conéstas y las ecuaciones la. y Ha. del

sistema (15) se obtiene

J'(ay)
B : - -—————

2 N! (ay) 2

l l N'(ay)fiziiráï-_). y.N&mlw» y x2 J'(y)N'(ay)-J'(ay)N'(y)
Conestos coeficientes, la configuración del
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Medio 1

z: C Ez=
¿r ; —-——-nC J(k r) E : - 1--C J'(k r)

kÏr l 1 r k1 1 l

T. _ . _ g!

"9 _ -1-;——C1J‘(klr) Ee _ k2 n ClJ(klr)1 lr
ágQ;2_¿

d. 1 1 J(k2r)H'(ay)—J'(ay)N(k2r)

a
90* y x J'(y)N'(ay)-J'(ay)N'(y)

l l J'(k r)N'(ay)-J'(ay)N'(k2r ¿”32
7 - --nR -— — 2 J C -—— v
_¿Il_ 1 2 —2 _ Y - x l‘- 2 nuz

ijv y x J'(y)1\'(ay)-J'(ay)1\4'(y) k21'

¿»E2 J'(kgr)N(ay)-J(ay)1‘ï'(k2r)
-1ï2_.J(Y)I¡(ay)¿J(ay)N(y)

Ci

k2r

1 J(k2r)N(ay) - J(ay)N(k2r)
JZ_J(Y) N(ay) - J(ay)N(y) J (x )" Cl

ci J'(k2r)N(ay) - J(ay)N'(k2r) _92:¿
-i—— o + n .z

k2 J(y) N(ay) - J(ay)N(y) k2r
Lr;

d ( 1 1) J'(k2r)N'(ay)-J'(ay)N'(kzr)1
.. . (i.. .._ J(x)C+-nE

k2 y2 x2 J'(y) N'(ay)-J'(ay)N'(y) l kgr Z
Se observa que la solución es un modo que en el

.nedio l es transversal magnético, pero que no lo es en el í,
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A estas frecuencias, también en este caso co­

rresponde una superficie nodal de HZpara r : R1; y
en el medio l también se encuentra la analogía entre

esta solución y la solución eléctrica de una guía ho­

mogénea. Pero no se encuentra analogía en el medio 2,

entre esta solución y la de una guia coaxial. Obsér­

vese que para n : 0, el modose hace transversal magné­

tico también en el medio 2.

II).-En principio, también cabe la posibilidïi
de que a ciertos valores de o) correspondan valores

y : yk tales que

J(yk)N(ayk) - J(ayk)N(yk) = 0 (16)

siendo yk, además de raiz de (16), una solución de (8).

Deberá cumplirse que el par (xk, yk) defina
en &¿Qun valor 032 )O.

La (16) implica, teniendo presente la E¿g

lim (Y2:m
Y-a Yk

De la (13) resulta, ahora, que

lím fl : lim Yl : finito
Yfiyk Y-á yk

lím f2 : lim e Y2 : oo
Y-á'Yk Y-á yk

a) Consideremos en 8,a la solución X : f1. En
este caso, de 4,a resulta

J(x) Á O



- 24 ­

Por otra parte, en (3) la (16) trae comoconse­

cuencia que J(x) Ci = O y por tanto,

Cl : 0

El sistema (3) queda reducido, ahora, a:

J'(x)- J'Ïy) N'(y) j
--——---Al — -—--A2 - r B2 :c

x y Y

J(x) J(y) N(y) J'(y) N'(y)
Ltd-Il —A1,-id‘—n—-——Ag-il’n — B2-É —_ C2-E. "—" D220

>(17)
.J(K)A1'" o J(y)A¡2 N(y)B2 :0

J'(ay)A2 + N'(ay)B2 :0

J(ay)02 + N(ay).D224

Las ecuaciones la.,-3a. y-ha. constituyen un
sistema lineal homogéneocuya condición de compatibi­

lidad conduce, precisamente, a X : Yl

Finalmente, se encuentra que la solución del

(17) es

B J'(ay)A
2 - N'(ay) 2

N'(ay)

J(y)N'(ay) - J'(ay)N(y)

D J(aY) C= ‘ 2
2 N(aY)

l 1 y N(ay)o. .

c,=--- (-‘--).-.—. J(x)A¿ J¿U&4n\x2 y2 í J'(y)N(ay)-J(ay)N'(y) 1
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Conesos coeficientes se encuentra:

Medio l

HZ : Al J(klr) Ez : O

HI.:-iG!—Al J'(klr) Er :‘%knA1 J(k1r)
k1 klr ­

.. 0k 00))­Le z n A J(k r) E : i———_A J'(k r)
kÏr l l . 9 k1 l l

Medio 2
"‘

J(y) N'(ay) - J'(ay)N(y)

J'(k )N'( )-J'( )N'(k r)
Hr : -1°l . 2r ay ay 2 J x)Al JL)? n E

k2 J(y) N'(ay) - J'(ay)N(y) kgr Z

l l J'(k2;)N(ay)-J(ay)N'(k2r)
Hg:d an(-;2" " 3

d
J(x)A+ n H

y2 J'(y) N(ay) -J(ay)N'(y) 1 ig; z

l l J(k r)N(ay)-J(ay)N(k r)E7: \-" 0-0 2 2A “En x2 y E J'(y)N(ay) -J(ay)N‘(y)

.- 1 1 J'k N -J )N'(k r) ,
Er :¿Lan(_- _\) ( 21‘) (a?) (ay 2 Lux) Ari); n Hzu’E2'. x2 Y2 J'(y) N(ay) -J(ay)N'(y) k2r

J' k )N'( )-J'( )N'(k r)
EQ : i‘i’fi'. ( 2r ay ay 2 J(x) A1+-c:_,- E

k2 J(y) N'(ay) -J'(ay)N(y) k2r Z
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Este caso es análogo al I,b): la solución es

un modoque tiene la caracteristica de ser transversal

en el medio 1 y de no serlo en el 2. También aqui, en

el medio l se tiene una semejanza formal con la solu­

ción magnética de una guia homogénea, mientras que en

el medio 2 no hay semejanza con las soluciones de una

guia coaxial. Obsérvese que paragï : 0 el modo se hace
transversal eléctrico también en el medio2.

b) Consideremos en &¿a_la solución X : f2.

Entonces, de &¿a_resulta
J(x) : 0

lo que trae comoconsecuencia que en (3) las ecuacio­

nes 2a. y Ha. se reduzcan a

J(y) C2+ N(y) D2

J(y) A2.+ N(y) B2

0

O

Las ecuaciones 2a. y 6a. de (3) constituyen

un sistema lineal y homogéneo cuya condición de com­

patibilidad es, precisamente, la (16). Pero las Ha; y
5a. forman otro sistema cuya compatibilidad exige que

se cumpla la (12), por lo cual se verifica
-0A -B2 : 2 :

Si se tiene presente la 2a.,.de la la. resul­

ta Al : O

El sistema (3) se ha reducido ahora a:
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J'(x) J'(y) N'(y)ï
_.._ C1 - € ­x c2 -(—_._D2 : o

y

J(ay)Cg +. N(ay)D2 : O

de donde se obtiene:

D J(ay)
2 Z '- l C

N(aY) 2

y N(ay)
02 :-—— . . . J'(x) ClE.x J‘(y) N(ay) - J(ay) N'(y) '

Conestos coeficientes la expresión de los

campos es:

Med o l

Hz : O Ez : Cl J(klr)
El

Hr ¡“LivnEz Er :-ig-—Cl J'(k1r)
klI‘ k1

UM '( ) E dI z _i———cl J k r :-—-—-n E
{e k1 l G kÏI‘ z

En el medio l el campoes estrictamente el

de una onda E que se propaga en una guía cilindrica

de radio R con dieléctrico El.l
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Medio 2

: O

UJÉ2
- - —--n E
_ 2 z

k2r

_WE4J'(k2r)N(ay) - J(ay)N'(k2r)
= “1- J'(X) Cl

k1 J'(y) N(ay) - J(ay)N'(y)

y J(k2r) N(ay) - J(ay)N(k2r)
—"'-' a . J¡(X) Cl

í x J(y) N(ay) - J(ay)N(y)

c1 J‘(k r)N(ay) - J(ay)N'(k r)
:1-1-—. 2 "2 -.J'(x) c1

-- k1 J(y) N(ay) —J(ay)N(y)

- 0‘ n E- 2 z
k2r

En el medio 2 el campo es estrictamente el de una

da "E" en una guía coaxial metálica. Es de señalar que

superficie de separación de los dos dieléctricos actúa,
estas frecuencias particulares comouna superficie me­

lica.
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6.- EL CALCULONUMERICO.­

Las frecggnciasggg corte.- La frecuen­

cia de corte de un modoes aquella a la que corres­

ponde d : O, o sea ¡g : CD'. Por tanto, de las (6)

yc = V: xc

y con ello

Reemplazando en la (5):

Luxe) - Yl(yc)] [W - e Y2<yc)]: o

Puedeverificarse

me) : Yl(yc)
o bien X(xc) :6 Y2(yc)

La primera posibilidad tiene comosolu­

ciones los pares (x yc) que corresponden a lasc,
frecuencias de corte de los modosde tipo magnéti­

co; la segunda, los correspondientes a los de ti­

po eléctrico.

El cálculo numérico.- A partir de los van

lores de corte de cada modo, y dando a 1 valores yk

convenientes, se resuelven los sistemas formados __

por 8h) con cada una de las

yk) (8', a)
X(X) : f2(x, yk) (8", a)

X(x) = fl(x,



- 3o ­

Por otra parte, cuandó se está en la fre­

cuencia de corte.la 8,b toma la fórma

yc xc-lec(€2 9.1))» (8,b)
y de la 8, b y 8', b resulta, por cociente:

2 2.. 2

í l o ) _ yc xcA c y2 - x2

que junto a la
2 ' 2

(lo) _e1 32-“
)g E0 y2" X2

permiten construir las curvas (ao/ Ag, ÁO/¡CL

Los modos calculados.- Se han calculado

los siguientes Casos, todos ellos con n : l:

1)'a = R2/Rl : 1,1
6 :ÉQ/El : 6,25

2) a : 2

€ : 6,25

3) a : 1,1

€_: l/6,25

n) a : 2

E : 1/6,25
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Se ha elegido el valor C : 6,25 porque

corresponde aproximadamente al vidrio para una

frecuencia del orden de 10.000 megaciclos.
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0,02
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I-‘va'lÑSH-F'fl

¿r v1

HHHNNNNNNWWW

.vouso.0

T A B L A

X (x) ' -iiíÏl— - - ’—"l -X°

X x

CO 0,50
2h99,5 52

62h, o 5h
277,28 56
155,75 58

99,900 0,60
69,175 62
50,811 6%
38,855 66
3096375 68

2H,7h87 0,70
20,4226 72

17,1232 7M1h,54 l 76
12,5103 78

10,8624 0,80
9,5105 82
8, 946 a
7, 653 86
6,6727 88

6,0000 0,90
E,h17h 92,91k3 9h

,4725 96
4,0860 981,00097387
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X x X x X

0 1671 2 oo -0 0559 2 50 -0 1989
,1üó ’ ’62 ’2 50+
1h26 04 687 su 2101
1310 06 7H9 56 2157
1198 08 811 58 2213

12 931 62 2328
F80 1h 990 6% 2 86
781 16 10h9 66 2 hs
685 18 1107 68 2506

0,0592 2,20 -0,116h 2,70 -0,2566
22 1220 72

#12 2h 1277 7h 2692
327 26 13 2 76 2 56
243 28 13 8 78 2 22

2 32 149 2 2957
o 0004 3h 1552 8h 3028

-0,0071 36 1607 86 3099
1 38 1661 88 3173

289 2 17 92 3 2g
¿58 un 1825 9h 3 026 46 1879 96 3492
M94 48 1939 98 3578

-0,0559 2,50 -0,1989 3,00 —o,3668
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"1’1,
‘19 536

-2 0785
-2:H 15
’2)9 67
-3,7H2o
“5,1367

—8, neu
-22, 98
31,711
9,0820
5,3059

3,7220
2,8508

Ohk
1,9260
1,6509

1,9417
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X

-0,2838
2960

329°2
3386

-0 9, 0

.-9,1h2o
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x X

&50 mome
60 -o,oog37o 1 5
8o 298
9o M13

9,00 -o,0532
10 661
2o 802

¿o 962o 11H9

9,50 -0,l376

Ïïz3332

áfiááá
#125

0,2765

0,0797

-o,o2h7
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1

X(S) :ST'

-X 3

25‘0050 0’2300
625: 5h
278,28 56
156,75 58

100,100 0,60
69,9%5 62
51,208 su
39,257 66
31,097 68

25,2%5 0,70
20,9 72
17,598 71+
15,0h0 76
13,001 78

11,359 0,80
10,011 82
8,8980 su
7,9761 86
7,1617 88

6,5000 0,90
5,9159 92
5,811h 9k

4,9%“9 969,5 68 98

4,2h7h 1,00

2 08
2:E%85

2,2861
2,17%32,07
1,9755
1,8879
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N Q 03
LA)

OOOOOOOOOOOOOOOOOOO

U-..“

N \1 OH

0,2669

0,2609
0,2595

0,2580

-110­

-‘0‘,

I\) ¡.1 \0Ñ

0,2120
0,2110
0,2101
0,2093
0,2083
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0,1838 5,50 0,1680
0,1831 52 0,1675
0,1825 5k 0,1670
0,1818 56 0,1664
0,1812 58 0,1659

0 1805 5 60 0 16 3
0:1798 ’62 :16 7
0,1792 6h 0,1648
0,1785 66 0,1539
0,1778 68 0,1631

o 1772 5 70 O 1625
0:1766 ’72 011620

7: 3,12130 17 3 7
0:17 7 78 0:16011­

0 17h1 5 80 0 1599
0:1735 ’ 0:1594
0,1729 8h 0,1589
0,1723 86 0,1588
0,1717 88 0,1579

o 1711 5 90 0 1574
0:17oh '92 0:1569
0,1698 9h 0,156h
0,1692 96 0,1559
0,1686 98 0,1555

0,1680 6,00 0,1589
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OCDOMFRHDGNBJÏN

OGMBFTOOGKhJWJOGNFJÏM\n 0

a = R2/Rl = 2;

Yi

'13391
—2,6

0,500

1,211
2,331
7,731

“5,615

—0,h;0

_-0,179

0,036
Io,1o2
0,170

0,263
0,801
0,701
2,166

—o,6su

-u3­
TABLA ZIII

Yl : Yl(y,a) ;

e z 6,25-""\./r “—\
Y2 E_Y2 xc

-ul,39 -258,7 0,08
—1o,1o —63,12 16

—u,3o5 —26,91 24
—2,275 -1h,22 32

-1 329 m8.306 HO
—0;808 -5,050 H8
-0,487 -3,ohh 56
-0,268 -1,675 6%
-O,106 —0,662 72

o 025 o 156 80
’187 03912 88

27h 1,988 96hhó 2,7 8 1,0%
733 4,581 12

l 525* 9 531 20
—83;69 -52 ’ 28

—1,ho9 — ,806 36—O,67O —h,188 H
—o,uo2 -2,512 52

—0,26 -1,6nn 60—o’l7'1’
—0,108 —0,675 76
“0,057 “09356 8M
—o,012 —o,075 92

—o,030 0,188 2,00

Y2 = Y2(y,a)

¿_= 1/6,25
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CD a

a = R2/R1 z 2; Yl : Y1(y,a) ; Y2 : Y2(y,a)

6 : 6,25 2,: 1/6,25r"*‘“"‘\Yl XC Xc
o -0 65H o 030 o 188 2 00 0 005 12 5
2 -0:362 ’073 'h56 '08 ’012 13:0
h -0,232 122 762 16 020 1 ,5

6 -0,152 186 1,162 2h 830 1 ,8 -0,100 286 1,788 32 6 1h,5

0 -0,059 u9h ,088 no 079 15,0

4 0,009 -1,769 -11,056 56 -0,283 16,0
6 091 -0,517 -3,231 6k —0,083 16,5
8 076 -0,313 -1,956 72 -0,050 17,0

0 118 -0,181 -1,131 80 -0,029 17,5
2 17h «0,118 -0,738 88 —0,019 18,0
H 272 —o,079 -o,h94 96 -0,013 18,5
6 0,521 —0,ouó -0,288 3,0% ¿0,007 19,0
8 2,762 —o,018 -0,1lh 12 -0,003 19,5

0 “.0,807 0,0075 0,047 3,20 -0,001 20,0
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TABLA IV

R

a 1':R_2: 1,1 ; Yl : Yl(y,a) 3 Y2 : Y2(y,a)1

c : 6,25 g: 1/6,25

y Yl 1:2 c 1:2 xc e 3:2 xc

0,2 —2,2 -263,8 -16#9. 0,08 -h2,22 0,5
h -o,u 9 -65,78 -411,1 16 -1o,s2 1
6 —o,159 -29,18 -182,h 2k -—h,68 1,5
8 -o,ohh -16,Hl -1o2,5 32 -2,625 2

1,0 u,C10 -1o,503 -65,6h no -1,680 2,5
2 oh -7,2763 -h5,h8 H8 -1,16% 3
1+ 056 -5,3376 -33, 6 56 4,854 2,5

2,0 ’16,28 -O,)+175
4 09o -1,79 1 -11,21 0,96 -0,287 6

8 095 -1,3087 -8,179 12 -o,2o9 7

3,0 097 -1,1357 -7,o98 2o -o,182 7,5

6 101 -o,778h -h,865 -o,12h 9
8 103 -o,6953 ah,346 52 -o,111 9,5

4,0 105 -0,62H0 -3,9oo 60 -o,1oo 10
2 106 -o,5573 -3,HB 68
H 10 —o, 097 -3,185 76
6 10 -o, 639 -2,9oo 8h
8 109 At, 229 —2,6h3 92

5,0 111 —o,3829 —2,393 2,00
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T Á B L A

y : iï\
a : 2

//'—-“ü*.__/\Ñ_=,—*"’“\\
q Yl € Y2

0,20 16:058 6,720
0,30 2,6145 0,7901
1,00 1,4282 0,3094

,CO 0,6370 0,1078
,50 0,2502 0,0400

4

#ïn

¿sta tablas se han obtenido con las

_ .l. _;_ _ .ÉL
Yl ' Y\ (K B Y?

A :T‘[IO(Y\) - iHál)(iaT\) —I0(aT\) o

1 ‘ (1) .
_ .2" 1001) Hl (1a‘\) —11(30) L

B :rd11(n) - iHál)(iaT\) - Ib(aTD
1 - ‘- 1

—-;-LI1CR) - af )(1a11) - 11(an)

c _ 10m) . Híl)(iaq) - I1(a‘ï\) ­

0 : 11(q) . Híl)(iaï\) —I1(aYQ ­

V

é.

'\
0,20
0,60
1,00
1,20
1,50

2,00

5,00
9,00

= 1/6925

a : 1,1

Yl E Y2

2,460 92,269
0,3683 H,683H
0,1991 1,6885
0,1712 1,1739
0,1957 0,7538

0,1266 0,h26k

0,0999 0,0726
0,0713 -0,0151

siguientes fórmulas

_ _1_ ( _1_ - L)n n D

iHál) (iw\)] ­

1H9J(i\)

Híl) (111)] ­

i (1’ (111)]

iHál) (iw\)

(1)
Hl (iïk)

donde Hál) y Híl) son las funciones d0 Hankel como está
definido en (2).



5.
2.”

"n. só

tu .¡
modo_de cada tipo, p

m; un .ngel ¿menued’
¡f4a: o g:

HH

<1

En: o amON

d­
:(D

d'Fs HH
"ÓO

OH Bomo
orar-s

5*:«MD

mponde‘altico".

lo Se ha representado el pri
ÏÜÉEÜ

mér
nes las demás

ir]



Soluciones de los 6 primeros modospara a: 1,1

_ 50 _

T A B L A VI

E = 6,25

1(K11Ï1) 1(X_|_€.3Y2)gciïl) 205612) 3051*) 3(X1Eï2)

xo 1,60 3,41 4,60 5,75 6,69 7,81 xc Vaáorese
yc 4,00 8,52 11,50 14,38 16,72 19,52 yc corte

y x x S ‘g É g y
4,20 1,598 -- 4,578 11,60
4,60 1,580 —— 4,540 12
5,00 1,552 -- 4,420 1
6,00 1,474 -- 4,242 1
7,00 1,341 -- 3,997 5,590 15
8,00 1,095 —— 3,580 5,342 16
8,60 0,835 3,395 3,374 5,247 16,40
9,00 0,41 3,328 3,167 5,170 6,681 16,80
9,20 0,18 3,300 2,712 4,964 6,357 18

0 . 2,544 4,856 6,120 192,442 4,756 5,933 7,750 2o
3 2,376 4,668 5,79 7,660 21

9,40 0,55 3,264 2,3 3 4,595 5,72 7,580 22
9,60 0,845 3,220 2,2 2 4,530 5,62 7,514 2

10,00 1,230 3,140 2,243 4,463 5,56 7,444 2
11,00 2,30 2,912 2,213 4,397 5,514 7,396 25
11,60 3,08 2,772
12,00 3,69 2,684
13,00 5,87 2,476
14,00 10 2,285
15,00 -- 2,056
16,00 -_ 1,587
16,40 __ 1,09

0

16,80 -— 0391
18,00 —_ 3,840
19,00 -_ ,21
20,00 -— 6,74 1

Conk(XlYl) y k(X1 €Y2) (k : 1,2,3) se representa el k-ésimo
modo"tipo magnético" y "tipo eléctrico", respectivamente.
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Soluciones de los 6 primeros modos, para a : 2 5: 6,25

3

xc ; 0,51 0,89 1,52 1,93 2,27 3,02

yC : 1,28 2,21 3,80 4,82 5,68 7,55

1,40 0,25 --- --— -- -—- --­
1,60 1,19 --- --- -- --- --­
1,80 4,12 --- --- -- --- --­
2,00 -- --— --- -- —-- --­
2,40 -— g 1,096 ——— -- --— —-­
2,60 -- 2,270 —-— -- —-- --­
2,50 -- 4,320 --- -- --- —-—
3,00 -- ,05 --- -- --- -—­
4,00 —— --- 1,308 -- --- ——­

4,20 —- -—— 0,115 -— --- --—0 -— -—- z 2 27 -- --- --—

5 —— --- --— ,11 --- -—­
5,20 __ --— ——- : 1,65 ——- —-_
5,40 -- --- -—— ,36 --— -——
5,60 -- --- -—- 5,69 —-— -_­
5,80 —— -—- ——- 9,10 2,154 ———
6 —- ——- --— 15 2,024 ———
7 —- --- --- -- 1,354 --­
7,60 —— —-— -—— -- g; 2,727 2,806
8 -— --- --- -- --- 1,380

Con k(XlYl) y lt{(X161Y2)(k : 1,2,3) se representa el k-ésimo
modo"tipo magnético" y "tipo eléctrico", respectivamente.



.­
0 o, 5 1 3/

‘:f U “h "ï PeSGDtkdñífl.ïÏÍHGÏ moüj x
' r ' .JÜS los demás difieren f c

¿FímñFU. Ta curva exte­
al primer modo "tipü

n



- 52 _

T A B L A VIII

Soluciones de los 6 primeros modos, para a : 1,1 : 0,16

10(111) 100,511) 2(x111) 2(Xl€Yl) 3.(X1Yl) 3(X1€Y2)

x0 9,35 7,87 6,43 4,96 3,49 xc : 1,97
yc 3,74 3,15 2,57 1,98 1,40 yc = 0,79

y -fficgbffifihdfiegbgfifibfifiqgume
3,60 9,44 -- -— -- -- -­

3,00 9,64 7,90 -- -- -- -­
2,00 9,94 7,92 6,66 -- -- -_

1,00 10,12 7,93 6,93 4,97 3,67 -­

0,20 10,17 7,96 7,01 5,00 3,83 2,03

v : 31‘

‘1

0,60 10,19 7,97 7,04 4,99 3,88 2,03

1,00 10,23 7,94 7,09 4,99 3,97 2,07

1,20 7,94 4,99 4,02 2,08

1,50 10,29 7,98 7,18 5,00 4,10 2,11

2,00 10,38 7,96 7,29 5,02 4,25 2,15

5,00 10,67 8,09 7,64 5,10 4,61 2,20

9,00 11,03 8,46 7,99 5,37 1+,88 2,33

Conk(XlYl) y k(X1€Y2)(k = 1,2,3) se representa el k-ésimo
modo"tipo magnético" y "tipo eléctrico", respectivamente



¡u

O
‘F'

mmm 7.
0,5

¿xr s 11'i;
_ ,_ o ,



T A B L A IX

Soluciones de los 6 primeros modos, para a : 2 : 0,16

xo 1,68 2,55 3,82 5,25 6,50 7,50 valore:de
yc 0,67 1,02 1,53 2,10 2,60 3,00 corte

1(xlyl)“l(x¿6Y2) 2(11Y1) 2(xïey2) 3(X1YL)¿(X3(Y2)

y x x x x x x

3,00 -- -- —- -- -- 7,50
2 o0 -- -- -- -- -- 7,722 -- -- -- _-"- -- "-
1,20 -— -- -- -- -- 9,57
0,00""' .v" -" --
0,60 1,77 3,65 4,26 6,93 7,26 10,12
0,10 1,83 -- -- -- 7,32 10,1
0,20 1,88 3,82 4,43 7,01 7,37 10,17

y = 31\

T\

0,20 1,92 3,84 4,46 7,02 7,41 10,18
0,60 1,93 3,90 4,59 7,06 7,50 10,21
1,00 1,97 3,98 4,74 7,10 7,66 10,24
2,00 2,07 4,16 5,00 7,2 7,98 10.33

4,50 2,19 4,47 5,21 7,48 8,27 10,53

Conk(XlYl) y k(XleY2) (k = 1,2,3) se representa el k-ésimo
modo"tipo magnético" y "tipo eléctrico", respectivamente.
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