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lomm de "CUIA DE ONDAS CILINDRICA CUN DOS DIEBLECTRICCS®, t.li.‘ %
de Alberto Pascual Maistegui para optar al grado de Dootor em Ciencias Pismi-
comatenfticas de la Universidad Naocional de Buemos Aires.

En este trabajo se h.n ealoulado los modos que pueden prom-
s¢ en una gufa de ondas cilfndrioca ociroular oon dos dieléotricos dispuestas -
ocaxialmente, de comstantes dielfotricas distintas y permeadilidades
ticas iguales. ER

Las oondicicnes de oomtarmo en las distintas superfioies de
separacién constituyen, al ser expresadas meiiante las compcnentes del 'ow- '
po electromagnétioo, wa sistema do 6 ecuaciones lineales y homogéneas, oon
6 imclgnitas. La oondleth de oompatibilidad de ese sistema define una oou-
cién de autovalores que a cada valar de la frecueneia hace corresponder un
conjunto de pares de veotores de propageciém (uno para oada medio).

Par otra parte, la soluciln del sistema proves los valores de
1es ceeficientes do las funoicmes de Beszel y de Neumann oon que 8¢ eXpress
‘oada componente del campe electromagnético. La forma de la soluoﬁn muestra
qQue, en general, la gufsa m0 propaga modos eléotricos (modes “B¥, & "TN") pu-
ros, ni modos ncntttoou (Modos "H", § "TE®) puros, simo ocoubinaciones de
anbos.

La solucién general también muestra que pars n = O (furcicnes
ol1{ndricas de orden cero) el sistema se desdobla en dcs sistenas de 3 ecus~
oienes lineales homogéness con 3 inoSgnitas, nllqnndlcntn entre of, que
corresponden a medos "E" pures y a medos "H" puros, y que son las solucio-
nes dadas por Pincherle ("Eledtromagnesic Waves im metal tubes”, L. Pincher—
le, Phys. Bev. ﬁ' 118, (19‘8))0

De 1a solucién general pusden extraarse dos familias de modos,
uns de las cuales da origen a modos "E” puros y la .eiva a modos "E" puros
cuandc se haoe tender s la unidad la rasén de las ocnstantes dieléctricas de
los dos medios. Y esos medos ooinciden con los de una gufa oircular homogé~ -
neas Do esa madera es natural que se llame "modo tipe elfotrico" y"modo tipe
magnético” a 1os de una gufa heterogénea. Mediante esta identifiosciém se
hace posible excitar a voluntad, mediante antenss adecuadas, modos de uwns u
otra familia.

Mds adelante se estudian las dos posidilidades que ee puodpn'
presentars a) la parte radial de las compenentes del osupo electromagnétioo
es osoilante en ambos medios (argumento real de las funciones oilfndricas), ~
o bien b) la parte radial os oscilante en uno de los medios y monétcma tn
el otre (en éste, ol argumento es imaginaric). Se muestra que para la fre-
cuencia de transiociém, que anula el veotar propagacién em el wedio 49 mgmor .
constante dieléctrica, no hay soluciém, salvo para el caso m = 0, e

Se estudian los casos particulares en que o bYienm el° voq,tﬂ K
o ol B son transversales, y las estruoturas de osapo :unlttn .

&
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te anflogas = las de wna gufa hamogimea w a dieléetrico :l.at-ll'la'. : .y
de uma gufa opaxial em el extericr. En wao 4o ellos se verifiea que la su)
fieie 4o separnciln de 10s dos dieléoirices. aotia como uma superficie metd
o8, en owanto a 1s que se refiepe & la expresifa de las campenemies del ean’
Il 1- d1tima parte se dan les runl ados del c(lule auadrioo -

de les siguientes ouo-. t9des olies para n = 1 (orden de las fumcienss auﬁs-

drisans
g 'ng-n{5-1a. Cw £/ & =625
)s- 2 ) €= 6yR5 |
L :). -1yl V€= 1/6,25 i
)\ se2 ) <o 1/6.25

- donds ,g o8 1a rusin de loa radice ecrrespondientes o eada dieidotricos
€5 o8 1a rasin 4o 1a ecnstante dieldetrica dsl medio exterjcr a la
del imterier. Se ha elegido el valer 6,25 parque oerrespends al vidrio pave
fresuencias del arden de les 10.000 Mo/m.
Se dan wadlas dé la funoidn 11(1) - J'(x)/x 3 (x) desds x » Q-

hllt. x - 1.w. de 0.02 -« 0,02, Yy d» 0.10 - ..10 haste x = 10.”’ tﬂhh .
tables de la misma funcils para valores imaginarios de g, oen los ad o8 . in-
tervalos, Tanbiln 90 1n0:uyen tablas de las mmiqpu-

;1:' (ag) = J(ag) B
¥ l(lv) I(ay) B(y)

pars les valares indicados do les radiog. Para mpiuuu 1a escritura se
ban suprinide todos les subindices ] corresyondiemies al ordem de las fun—-
oienen cilfndrieas, En otia tatla se dan los valares de estas mismas funcio-
nes para valares imaginarios de y . Per Gltime, se dan tablas eon las solu~-
olienes do los ¢ primercs modos punuhmhlndmummm-, oon
10. omnponu-am p‘tlcu.

'._‘a
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GUIA DE OKDaS CILINDRICA CCN DOS DIZLECTRICOS

l. IETRODUCCICN.- 31 problema consiste en
determinar los modos de propagacibén de ondas electro-
magnéticas en una gufa cilfindrica metdlica en cuyo in-
terior hay dos dieléctricos, dispuestos coaxialmente
(fig. 1), de constantes dieléctricas G'l y gz, y per-
meabilidades magnéticas‘)k iguales.

El tema ha sido
tratado por L. Pincherle [l],
quien estudib solamente el
caso de simetrfa axial, Por
el contrario, aquf{ se lo de
ja a un lado y se estudian las

metal

soluciones generales.
FIGURA 1

Se encuentra que esta gufa
no propaga, en general, modo eléctricos puros, (modos
"I", o modos transversales magnéticos "TM", en los cua-
les la componente longitudinal del campo magnético es
nula), ni modos magnéticos puros (modos "H"; o modos

transversales eléctricos "TE", en los cuales la com-

EE] "“lectromagnetic waves in metal tubes", L. Pincherle,
Phys. Rev. 56, 11& (1948)



ponente longitudinal del campo eléctrico es nula),
sino superposiciones de ambos.

En algunos casos particulares de la frecuen-
cia, sin embargo, los modos se hacen transversales.

“n uno de ellos la superficie de separacién de los dos
dieléctricos actda estrictamente como una superficie
metdlica.

Se obtienen dos tipos de soluciones, y por
tanto, dos modos de propagacibn, a los cuales se iden-
tifica, como caso limite en que se igualan las constan-
tes dieléctricas de ambos medios, como correspondientes
a2 los conocidos modos "is" y "H'" que pueden propagarse
en una gufa ciifndrica con un solo dieléctrico.

Se discute el caso en que la constante de
propagacién del medio de menor Indice es nula, y se
encuentra que para €1 no existe solucién, salvo en el
caso de simetrfa tratado en [1}.

Se han calculado numéricamente varios modos
Ge propagacién para distintos valores de los radios y

de las constantes dieléctricas.-



2, SOLUCIONZS GENERALLES.- Si E y E son,
respectivamente, los campos eléctrico y magnético

de una onda que se propaga en una gufa cilfndrica
con su eje a lo

largo de. la coordenada z, la expre-
sién general de

sus componentes en coordenadas cilin-
dricas es:

Hm’n(z,r,e;t)

ine 1 t-fz)
Hm,n(r)e e

ine 1(wt-a«z)
Em’n(z,r,egt) = Em’n(r)e e

con m = 1,243 ¥y N 2 1y24600ey

y

cuencia angular 'Xg = 2! la longitud de onda me-
(o {
dida en la gufa,

siendo W la fre-

En forma detallada, las funclones radia-
les son, de acuerdo con la notacién habitual:
H

\
z,n = Ap Jp(kr)4 By Np(kr) a
Hpyn = =i = | A J)(kr)+ BN (kr) -g-; n Ez,n b
- Le: o :
He,n = —i*r(-i [CnJI'l(kr)-F DnNﬁ(kI‘)}+ k—gr n Hz’n c >
Ezyn = Cpdp(kr) 4 DN, (kr) a
o | | et
E :iW—"'AJfkr-»BN'kr}#'—?LnE £
8,n , nJg (kr) + By N2 (kr) 12y Z,0 )

donde Jp(kr) y N (kr) son las funclones cilfndricas

definidas en [2] y ¥ JA(kr) y Ni(kr) sus derivadas

[2] Tables of functions, por E, Jahnke y F. Emde



con respecto al argumento kr, mientras que k, la

constante de propagacién, estd definida por

k%= w2e p - d? (2)

Se considerar{ que no hay pérdidas a
lo largo de la gufa, es decir, que la pared met4-
lica tiene conductividﬁd infinita y los dieléctri-
cos, conductividad nula,

Resolver el problema significa que, da=-
da una frecuencia W o una longitud de onda A.O
medida en el vacfo, es posible determinar:

1) el par de valores (ky, k,) de cada
modo que se propague en la gufaj

2) los coeficientes A,B,C y D en cada
dieléctrico;

3) la longitud de onda ) g due se pro-
paga en la gufa.

Las condiciones de contorno son:

a) para r = Ry: Ee(l) Eg(2)

E;(1) = E,(2)

Hg(1) Ha(2)
Hz(l) - Hz(2)
b) parar = Ryt Ee(2) =0

]
(]

Ez(2)
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Ellas constituyen un sistema de 6 ecua=-
ciones lineales homogéneas con 6 incégnitas.
Si dejamos a un lado el subfndice n, y
hacemos ky Ry = X, k, Ry =y 5 Bo/Ry = a, ¥ -E-i—:i,

el sistema se escribe

ALCH NI UCO S LIC2 IS N
b d y y
4 J(x) Jd_ o I(y) d N(Y)
eim—pn —_— 2 —_— —— -
sl Cy + iw}*n 2 Co + iw)‘&n 3 Dy = 0
J(x)c; - J(y)C, - N(y)Do = O
a4 g, _ .2 JIx) d N(Y)
Gnt e Mo iagh T R tiggn e et P (3)
. Jv}({x)cl - ¢ J'}('Z)C2 - 3 N'ygy)D2 -0
J(X)Al - J(Y)A2 - N(Y)Bg =0
J'(ay)As + N'(ay)B, = 0

J(ay)Co + N(ay)Dp = 0 /
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Si hacemos,

It (x) N\
X = a
x J(x)
P X Nt
Y, = 1 J'(y) N'(ay) - J'(ay) N*(y) by )
y J (y) N'*(ay) - J'(ay) N (y)
v _ 1 J'(y) N (ay) - J (ay) N'(y)
2 y J (y) N (ay) = J (ay) N (y) f/

la condicién de compatibilidad del sistema (3) de-
fine la ecuacién de autovalores:
1l 1l

€ Y el
(X-Yl)(X-EYz)-n(y—z— " )(y2 ) =0 (5)

A cada valor de la frecuencia W, esta
ecuacién hace corresponder un conjunto de pares
(xy ¥) que definen una solucién cuando satisfacen

el sistema:

x2

(k; B2 = (w2 gqp=d?) RE a
(6)

2 . 2 2 -2y g2

e

La solucién del sistema es, consideran-
do como coeficiente arbitrario la amplitud A; de

excitacién del campo magnético:
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Nl
Ay = ad L 3G A, @)
J(y) N'(ay) - J'(ay) N(y)
J )
B2 - (ay e J(X) Al b)
J(y) N'(ay) - J'(ay) N(y)
N
cy = ik i, @)@
J(y) N (ay) - J (ay) N(y)
J (ay)

J(y) N (ay) - J (ay) N(y)

X=X
C - i\ &. l ‘o A e)
1 1

Resulta asi que, en general, la gufa
propaga modos que no son modos "H" o "E" puros
sino superposiciones de ellos.,

Sin embargo, puede observarse que en
en caso n = 0 el sistema (3) se desdobla en dos

sistemas
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J! J! ) N (y)
O(XE-A1-~° b Ay = 2 y—B2

X y y

> (3")

Jo (x) A1 - J, (¥y) A, = Np (y) By = O.

J! (ay) A 4 N} (ay) B 2 0
N
Jo (x) C =I5 (¥) C, - Ny (y) D, = 0
I (x) I N (y) (3%)
OxCl- oy)C’ oyD2:0 >
X y
Jo(ay)Cy 4 No(ay)Dy = 0 |

lo que hace que las soluciones magnéticas y eléc-
tricas sean independientes entre s{ y existan mo-
dos puros.
Se ve, ademds, que la ecuacién de
autovalores (5) se reduce, para
n=0 a X=Y 6 X=¢¥Y,,

que corresponden a los casos estudiados en (l) N
N
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3.- LOS MODOS DE PROPAGACION,.-
Los autovalores correspondientes a ca-
da modo de propagacién estdn definidos por el sis=-

tema de ecuaciones (4) y (5), que puede escribirse

as{:
N
2 i
o < 2r€ \am€e) | (e 1Y (24 ®
2 - 2 y2  x2/ \y2 x2 g(B)
x2-y2:u_)2(€1 -62)/“'R22L b)

donde la segunda ecuacidn se obtiene de (6) por
simple sustraccién.

Bl doble signo implica la existencla
de dos soluciones independientes para cada valor
de la frecuencia, y, en consecuencia, dos modos
distintos de propagacién,

Para identificar esos modos podemos
recurrir al caso bien conocido de la gufa homogé-
nea (con un solo dieléctrico), para lo cual hace-
mos gj__;g2, 0 sea € — 1, 10 que trae como con-
secuencia que x-> y. De (8) resulta, al tomar el
signo positivo, X = Ylé y esta igualdad, conside-
rada en las (7) hace que Cp 3Cy =Dy = 0, .

Es decir, se ha obtenido la conocida solucidén magné-

tica de una gufa circular homogénea.
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Si en (8) se considera el signo nega-
tivo, se obtiene X ': € Yo, en cuyo caso de las
(7) resulta Ay = 4 =By = 05 lo que corresponde

a la solucién eléctrica en una gufa homogénea.

Con esto se ha logrado identificar los
dos modos resultantes del doble signo de (8), co-
mo los correspondientes a los modos magnéticos y
eléctricos de una gufa homogénea, y por ello los
llamaremos, respectivamente, modos "tipo magneti-
co" y "tipo eléctrico™.

Ademds, esta identificacién nos permi-
tird excitar unos u otros modos a voluntad. En
efecto, asf como en una gufa homogénea se excitan
modos magnéticos con una antena magnética (conduc-
tor circular, con su plano normal al eje de la
gufa), y modos eléctricos con una antena eléctri-
ca (conductor rectilfineo normal al eje de la gufa),
en nuestra gufa heterogénea esas antenas excitarin,
respectivamente, los modos due hemos llamado "tipo
magnético" y "tipo eléctrico",

Con las soluciones (x, y) correspon-
dientes a cada modo, teniendo presente que de (6)
se obtiene
x2 - y2 = w2(gy ~g ) RS
¢o %2 ~61y°= A 2(g; -¢,) BE



4 27T 27t 2 1
Y, ademds, que = /™ y qQue W X — , Co— o —=
’ ’ Ag Ao Ao NE g pn

(siendo ¢ la velocidad de la luz en el vacfoj

Ao la longitud de onda medida en el vacfo y 60'

la constante dieléctrica del vacfo), se llega a
()o 2 €1 y2 - ex2
\y /J = . T
Ag Eo ye - x°

que permite calcular 15 para cada par (x, y)

conociendo )0 (1).
-
T d

variard, de acuerdo con la frecuencia, entre infi-

La velocidad de fase en la gula v

nito y la velocidad de la luz en el medio de mayor
constante dieléctrica. En efecto, como veremos nds
adelante, (§6 pag. 30 ) cada modo comienza a pro-
pagarse a partir de una frecuencia minima, Wey lic-

mada frecuencia de corte, que estd definida por

K =0, 0 sea v =00,

A medida que se inyecten frecuencias
cada vez mayores la velocidad de fase y va dismi-
nuyendo hasta alcanzar su valor limite, que es la
velocidad de la luz en el medio de mayor constante

dieléctrica,

(1) En la prdctica es cbmodo expresar los resulta-
dos de una manera ligeramente diferente (pag. 30)



De acuerdo con ello se presentardn dos
casoe, segin que sea .
J €2y €1
a) &2 >&; , en cuyo caso se cumple,
1
llamando ¢, = a la velocidad de la luz en el
2 Neop
medio 2:
® 2 v 2 co

0y lo que es lo mismo:

Dentro de este caso se tienen tres po-

sibilidades:
_ 2 2
l)OSd(wV&A),L ki: wgl'.h-d > 0
2) d : c)JV£)JL 2 0

— 2
3) w Vg <dSw\/g Coox ¢ 0
e M 1
b) &2 ¢ Cjiy en cuyo caso
osugw\/»su~
¥y, en forma and{loga al caso anterior:
1) (d(UJ\/e)P k-°~>€_)~d>0
2) d\-w\/éay..-ko- 0

3) w\/t4};. <d<w\/¢v,_..k { 0

En los casos a, 1) y b, 1), las partes
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radiales estdn dadas por funciones oscilantes en
ambos medios, mientras que en los ay 3) y by 3)
son oscilantes en los medios de mayor constante die-
léctrica,.En cuanto a los casos a, 2) y b, 2), vea-
mos uno de ellos (por cuanto son andlogos) con mayor
detalle:

4, E1 caso lfmite kj = O.-

Como n# O se cumple J(x) = O3 con elloy
las ecuaciones 2a., y 4a., del (3) se reducen a

2a,) J(y) C, + N(y) Dy 3 0

Ya.) J(y) A, 4 N(y) B, = 0

Entonces, para que el sistema constitul-

do por las 2a, y 6a. sea compatible debe cumplirse

J(y) N(ay) - J(ay) N(y):= 0 (9)
y si ello no ocurre,.serd
c; = D, = 0 (9")

Anilogamente, para que el sistema for-
mado por las 4a, y 5a. sea compatible debe ser

J(y) N'(ay)-- J'(ay) N(y) = © (10)
y si ello no ocurre, serd

A, = B, =0 (107)

Como las (9) y (10) no tienen ceros co-
munes debe verificarse (9) y (10') o bien (9') y

(10); considefemos el primer caso:
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a) J(y) N(ay) - J(ay) N(y) = O

El sistema (3) ha quedado ahora reduci-
do a
J(x) n J(x) 6\
Ay - 1™ ——C =
J(y) Co N(y) D, = O
t ' t(y) >(ll)
a DJIx) J'(x) J'(y) N'(y
S —n Cy- cs€ D, 3 0
.WE.1 x2 X y Yy
J(ay) CotN(ay) D, = O
”
De la la, resulta:
n J(x) x
Ay = 1 o C
L2y 2 T e

y reemplazando en la 3a,y la suma de los dos prime-

ros términos es

2

/)

X

Jt(x)

X

A

J*(x) a2 [n I
X Cl Lo 2 xz
' Ww &1')’
Six 50, se tiene
n J(x) x1=2
x2  2n(p-1)J
, n J(x)
%2
I (x) xh=2
X - 2%(n-1)!

"or(x)
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Ademds, como para x - O es 22w € 1M
los dos primeros términos de la 3a., ecuacién tienw
den a anularse. Las tres dltimas ecuaciones del sis-~
tema quedan reducidas a

J(y) Co+ N(y) Dy

J'(y) Co+N'(y) D, = 0
J(ay) Co 4 N(ay) Dy = 0

It

0

que es un sistema incompatiblej por tanto Cop = Doz O

S6lo queda Ay = 1_\{&701, lo que indi=-
carfa la existencia de campo efel medio 1; pero
reemplazando en la expresién de las componentes (1)
se verifica que E = H = O, Por lo tanto, no hay so-
lucién,

b) J(y) N'(ay) =~ J'(ay) N(y) = 0

C2=D =0

2
En forma andloga a la del caso a)? se

demuestra que tampoco hay solucién. |
Obsérvese que para ky = O conn = O es

Jo(x) =1 y J} (x) = 0y con cuyos valores el sis-

féma (3) es compatible y se llega a las soluciones

obtenidas en [1) .

Para el caso £, ¢§ 1 se debe conside-

rar k, = 0j por tanto, J(y) = J(ay) = O
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usto trae como consecuencia en el siste-
ma (3) que la ecuacibn 6a, se reduzca a
N(ay) D, = 0
y como N(0) = - o, debe ser Dy = O
La 2a, ecuacién queda ahora
J(x) C; = 0
y como en general serd J(x) # O, resulta C; = O

Andlogamente, de la Y“a, se llega a que

In la 5a. se observa que J'(ay) Ao = G
y como esta ecuacién vale para cualquier n, incluso
n al, en cuyo caso Ji(o) = %, resulta A, = 0

¥n la misma forma, la 3a., nos conduce a
Cr = 0

Por tanto, no hay solucién,

5.~ MODOS TRANSVERSALES, -

Consideremos ahora dos easos particula-
res que definen modos de propagacién en los cuales
o bien el campo § o el E, son transversales.,

(I)e~ BEn principio, cabe la posibilidad
de que a ciertos valores de (W correspofida y = Yy
tal que

J(yy) Nt(ayy) - (J'(ayy) N(yy) = 0 (12)

siendo yj, adomds de rafz de (12), una solucién de (&),
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Deberd cumplirse que el par (xj, yJ)
defina en (8, b) un valor W 2 > 0.
La (12) implica, teniendo presente 1la

4y b
1fm Y, = o
Yy > 7y
Resulta conveniente escribir la (8,a)
en la forma siguiente (- 1)( 1 4 )
Yy 48Y, L Y, ~£Yo\. y2 T x2l\yZ x2
f1, £, = 1+E€% +1 o 14 n2 —5 (13)
2 2 (Yl-gr)
2

donde f, corresponde al signo positivo, y f, al ne-

gativo, porque se advierte con facilidad que

1im fl = 1im Yl ::oo

Yy 7; Y= 75

1im f, = lim ¢ Y, = finito
Y-y Y V3

a) Consideremos én (13) la solucién
X = £ En este caso, de 4a, resulta J(x) = 0, lo
que tiene como consecuencia que en (3) las ecuacio-
nes 2a, y 4a., se reduzcan, respectivamente, a
J(y) Co+ N(y) Do =2 O
J(y) A2 + N(y) By
Las 4a, y 5a. de (3) constituyen un

0

sistema lineal homogériéo clya sondicién de compati-
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bilidad es, precisamente, la (12), Pero las 2a. y
6a, constituyen otro sistema cuya condicién de com~
patibilidad es
J(y) N(ay) - N(ay) N(y) = 0 (14)
y como las (12) y (14) no tienen ceros comunes re-
sulta
Cb = Dy = O

Teniendo presente la 4a,, de la 3a. se
deduce que Cq = O.

Con esto, el sistema (3) se reduce a

__Sx_ As -——Xl B, =0

J'(x) L

la., —

5a.) J'(ay) Ap + N'(ay)Bp = O

de donde se obtiene, considerando a Aj arbitrario,

.y N'(ay)
A2 - — e J'(X)Al
X J'(y) N'(ay) - J*(ay) N'(y)
y J'(ay)

t;ﬂ
1
!
|

J'(x)Al

X J'(y) N'(ay) - J'(ay) N'(y)

Con estos coeficientes, las componcntes

de campo se expresan::Medio 1

HZ = Al J(kl I‘) EZ =0
of W
Hp =2 1EE— Ay J'(kl r) Er :~;fg n AlJ(klr)
. d WM
Hy = =——— n A, J(k, r) E. = 12 4. vk
(] k2 r 1 1 e K 1 1

1

r)
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Estas expresiones son formalmente igua-
les a la solucién magnética de una gufa metdlica,
de radio Ry, llena con un solo dieléctrico de cons-
tantesﬁ,l)» .. Como en ésta, el campo eléctrico es
transversal, pero la configuracién de campos no es
la misma debido'a que los autovalores estdn dados
por los ceros de J(x) en la gufa heterogénea y por
los ceros de J'(x) en la homogénea.

A las frecuencias que hacen ¥;=2 o, 1la
superficie de separacién de los dos dieléctricos es
una superficie nodal de Hz’ y.-en ella el campo elec=
tromagnético sélo tiene componentes H, v Eg.
Medio 2

y J(kp r) N'(ay) - J'(ay) N(k, r)

z2 7 x Jt(x) N* (ay) J'(ay) N'(y) A

!

J'(ay) N'(kor)

L o I k) N (ay)

Hp, J'(x) Ay
ky JT(Y¥) Ntay) = J'(ay) N'(y)
Heg :-gﬁ—n H,
k2r
E, =0
B, =2 g
k5r z
2
J'(k,r) N'(ay) « Jt'(ay) N*(k.r)
By z 1% —2 7)) Ay

ky J'(y) N'(ay) = J'ay) N'(y)
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¥sta ¢s formalmente andloga a la estructura
del campo en una gufa coaxial met4lica transmitiendo
una onda "H", con la diferencia que en nuestro caso
Eg (r 2Ry Z O y H, (r= R;) = O mientras que en
la metdlica g (r 2Ry) =0 y H, (r = Rl) Z 0.

b) Consideremos ahora las soluciones X = fo.
Si y— y; se tendrd

X = lin f, = €Y, = finito
Yy vy

Entonces, de acuerdo con 4a., es J(x) Z O.
Por otra parte, en el sistema (3) se observa
que la (12) trae como consecuencia que J(y)A,+ N(y)B,=0
y por tanto, en la 4a., J(x)A) = Oy y con ello A = ©
El sistema (3) queda reducido, cuando Y=y 4y 2
J'(y) N'(y) g Jx) a I d Ny N

- —hy - —"Bp-i%n —C1#1%n —— Cpri&n—D,20
y ° g wpe ox2 T 2 a °

J(x) C1 = J(¥)Cy -  N(y)D,=0

J'(x) J' (y) NT'(y) . )
C1 -¢ Co- € > Dyz0 )17

J*(ay) Ar+ N'(ay) Bo =0

- J(ay) C> + N(ay D2:9
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Si se consideran las 2a., 3a..y 5a. del (15
constituyen un sistema lineal homogéneo cuya condicié

de compatibilidad es

J(x) - J(y) - N(y)
J'(x) J'(y) N'(y)
-t( - -—6 ; - 0
X y y
0 J(ay) N(ay)

El desarrollo del determinante conduce a
X = €'Y2; por tanto, el sistema es compatible y las

soluciones son

N(ay)
C2 = ' J(X) Cl
J(y) N(ay) - J(ay) N(y)
- J(ay) c
e - N(ay) 2

Con éstas y las ecuaciones la, y 4a. del

sistema (15) se obhtiene

J'(ay)
Bo = -
Nt (ay)
1 1 N'(ay)
Azzi(i n('—-‘—) [ oY.J'(X)Cl

W y2 x2 J'(y)N'(ay) - J'(ay)N'(y)
Con estos coeficientes, la configuracién del

campoy para y =-yj, €s:



Medio 1
, = C E, = CpJ(kr)
PE 4 o
p = ->5—1n C,J(k,r) Epn = = 1—C,J'(k_r)
kir 19Y1 r Ky 1 1
- . K-35
g = =i—CqyJI*{k,r) Eq = n C,J(k,r)
Ky 1 1 8 kir 1"
idedio 2
1 1y J(kor)iE'(ay)=J' (ay)N(kor))
il 2
W Aye xT/ I (y)N'(ay)-J' (ay)N' (y)
(*2 1 1 J'(kzr)N'(ay)-J'(ay)N'(k2r (NE2
= ——-an(7§ - — v J(x)Cy- 5— n3,
w y x2/ 3t (y) )Lt (ay) =T (ay)N ! (y) kSt

g=—-1i

J' (kor}N(ay)-J(ay)l! (kor)
o 2T 2 Jx), +2—n §,
k. J(y)N(ay)=-J(ay)N(y) k5r

J(kor)N(ay) - J(ay)N(k,r)

JZ_J(y) N(ay) = J(ay)li(y)

J(x) Cq

o J'orIN(ay) - J(ay)N'(kpr) .

o - -1 ¢ —— N H
Tk J(y) N(ay) - J(ay)N(y)  k3r  C
1 1Y J'(k,r)N'(ay)eJ'(ay)N! (kor)
P _QLan(_.-__) 2 2 J(x)Ci+E%-nEZ
ko ‘y2 x27 Jt(y) N'(ay)-Jd'(ay)i*(y) k5T

Se observa que la solucidn es un modo que en el

nedio 1 es transversal magnético, pero que no lo es en el [,
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A estas frecuenclas, también en este caso co-
rresponde una superficie nodal de Hz para r = Rl; y
en el medio 1 también se encuentra la analogfa entre
csta solucibn y la solucién eléctrica de una gufa ho-
mogénea, Pero no se encuentra analogfa en el medio 2,
entre esta solucidn y la de una gufa coaxial. Obsér-
vese que para i = 0, el modo se hace transversal magné~

tico también en el medio 2.

I1).-En principio, también cabe la posibilidad
de que a ciertos valores de ¢ correspondan valores
Yy = Y tales que

J(y)N(ayy) - J(ay, IN(y,) = 0 (16)

siendo y,, ademds de rafz de (16), una solucién de ().

Deberd cumplirse que el par (xk, yk) defina
en 8,b un valor (< >O0.

La (16) implica, teniendo presente la L4,b

1im €Y, = @

Y- Yk
De la (13) resulta, ahora, que
1im £, = 1m Y, = finito
y—= ¥k Y= Yy
1im f2 = 1im € Y2 =
Y Yk Y ¥y

a) Consideremos en 8,a la solucién X = fy1. En

este caso, de 4,a resulta

J(x) # O
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Por otra parte, en (3) la (16) trae como conse-
cuencia que J(x) Ci = 0 y por tanto,
Cpb =0

El sistema (3) queda reducido, ahora, a:

JH(x) I¥(y) N'(y) ~
— Al - —— A2 - Bs =C
X y y

J(x) J(y) N(y) J'(y) N'(y)

id—n —Al,-id‘—n—-—— A2-ii-n —_ B2-€ EE— CQ—E. _— D2:O
Nan

J(#)A)" - J(y)A, N(y)B, =0
J'(ay)Ar ¥ N'(ay)Bo =0
Ve

Las ecuaciones la., 3a, y 4a., constituyen un
sistema lineal homogéneo cuya condicién de compatibi-
lidad conduce, precisamente, a X = Y,

Finalmente, se encuentra que la solucién del

(17) es

J¥(ay)
By o =~ A
2 N'(ay) .
N'(ay)
J(y)N'(ay) - J'(ay)N(y)
5 J(ay) o
= - 2
2 N(ay)

1 1 y N(ay)
2)‘{

=12 nl o= . J(x)Ag
J' (y)N(ay)=J(ay)N'(y)

6084 \ x2 y
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Con esos coeficientes se encuentra:

Medio 1
Hy, = Ay J(kqr) E, =0
.. d ,
S o==1— Ay J'(kyr) B, = ) n A Jk r)
kl k]2_r .
I n A, J(k.r) E. = 12 o Jrk.r)
Medio 2

J(kzr)N'(ay) - J'(a}’)N(k2r)
HZ - J(X) Al
J(y) N'(ay) = J'(ay)N(y)

J' (kv )N (ay)=J *(ay)N* (k1)
T (kor )N* (ay)=J *(ay of ()8, _S£§2 nE,
f ko J(y) N'(ay) - J'(ay)N(y) k2r
(1 J'(k,r)N(ay)- J(ay)N' (k,r) oAt f,
Ag =d nRq\— --—-3 X n
"8 22T 32 1) Nay) ~dGanN (v) 1-1%1‘
1 J(k,r)N(ay)-J(ay)N(k,r)
E.:igqﬁi__» v Jlrltay)-Jtay ks J(x) Ay
T own %2y Jt(y)N(ay) -J(ay)N*(y)
2 ' N ~J N'(k,r) (
" ‘(f (i-EB J* (kyr)N(ay)-J(ay)N' (kor o) Afﬁj; -
o y2 3'(y) Nay) ~J(ay)N'(y) kot
"(k Nt ~Jt IN*(k,r)
5y = 192, I'(k,r)N'(ay)-J*(ay oT 16x) Al"’—dz_ 5,
ky, J(y) N'(ay) =J'tay)N(y) kor
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Este caso es andlogo al I,b): la soluciébn es
un nodo que tiene la caracterfstica de ser transversal
en el medio 1 y de no serlo en el 2, También aqui, en
el medio 1 se tiene una semejanza formal con la solu-
cibén magnética de una gufa homogénea, mientras que en
el medio 2 no hay semejanza con las soluclones de una
gula coaxial. Obsérvese que parap = O el modo se hace

transversal eléctrico también en el medio 2.

b) Consideremos en &,a la solucién X = f,.
iintonces, de 4,a resulta
J(x) =0
lo que trae como consecuencia que en (3) las ecuacio-
nes 2a, y 4a, se reduzcan a
J(y) Co+ N(y) D, = O

J(y) Ao+ N(y) B, = O

Las ecuaciones 2a. y 6a., de (3) constituyen
un sistema lineal y homogéneo cuya condicién de com-
patibilidad es, precisamente, la (16)., Pero las ka, y
Sa, forman otro sistema cuya compatibilidad exige que

se cumpla la (12), por lo cual se verifica
-0

A B

2 = P2 =
Si se tiene presente la 2a.,, de la la, resul-
ta Al = 0

El sistema (3) se ha reducido ahora a:
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JV(x) J'(y) Nt (y).
X y
J(ay)Co + N(ay)D2 =0

de donde se obtiene:
5 J(ay)
o S = C

N(ay) 2

y N(ay)

C2 o — . J'(X) Cl

“ex J'(y) N(ay) - J(ay) N'(y)

Con estos coeficientes la expresién de los

campos es:

He

de
de

Medio 1
=0 B, = C) Jkr)
-_,w—%}— n E, Bp = = ig-— Cq J'(klr)
kgr ky
--iwi}-cl Ik, 1) By =2 n B
- kq 1 ® kir 2

En el medio 1 el campo es estrictamente el
una onda E que se propaga en una gufa cilindrica

radio R, con dieléctrico g,.

1
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Medio 2

Lz =0
- w2
Hp 2 = —5=n B,
k2r
 wky I (pr)N(ay) - J(ay)N ! (kyr)
g = -1i— J'(x) Cy

ky J'(y) N(ay) - J(ay)N'(y)

y J(kzr) N(ay) J(ay)N(k2r)
By =2~ - J'(x) Cl
€x J(y) ©N(ay) - J(ay)N(y)

c I (kor)N(ay) - J(ay)N'(k,r)
Sp 2= 1=, —— . J'(x) Cq
' ~ky  J(y) N(ay) - J(ay)N(y)

o

z
k2r

In el medio 2 el campo es estrictamente el de una
onda "i" en una gufa coaxlal metdlica. Es de sefialar que
la superficie de separacién de los dos dieléctricos actda,
en estas frecuencias particulares como una superficie me-

tdlica,



- 29 -

6.~ EL CALCULO NUMZRICO.-

Las frecuenclas de corte.- La frecuen-

cia de corte de un modo es aquella a la que corres-

nonde ¢ = O, 0 sea 7\g = ® . Por tanto, de las (6)
,‘\
ve = V& x4

v con ello

Reemplazando en la (5):
[xx) - 1)) [xx) - € 1,00 = 0

Puede verificarse
X(xg) = Y3(y,)
o bien X(xg) z€ Yp(y,)

La primera posibilidad tiene como solu-
clones los pares (xc, yc) que corresponden a las
frecuencias de corte de los modos de tipo magnéti-
coy la segunda, los correspondientes a los de ti-

no eléctrico,

Bl cdlculo numérico.- A partir de los va«~
lores de corte de cada modo, y dando a y valores yj
convenientes, se resuelven los sistemas formados _-
por 8b) con cada una de las

X(x)

fl(x, yk) (8, a)
X(x) = £, (x, ¥y (8", a)
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Por otra parte, cuando se estd{ en la fre-
cuencia de corte la S4b toma la forma
2 o %2 = Ry 2 - ' '
yS - X7 = RIW ¢ (€5, - (8'yb)
y de la 8, by 8!, b resulta, por cociente:

2 2 | x2

(7‘0) . Ie Xo

Ac y2 - x2
que junto a la

) 2 _€4°
()—2) :EJ; iz_ 22

permiten construir las curvas ()0/ 38, }0/7\0).

Los modos calculados.~ Se han calculado
los siguientes casos, todos ellos con n = 1:
1) a = Ry/R; = 1,1
€ €21 = 6,25

2) a =2
€ = 6,25

3) a =1,1

1/6,25

m
1"

Y)Y a = 2
1/6,25

m
1
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Se ha elegido el valor € = 6,25 porque
corresponde aproximadamente al vidrio para una

frecuencia del orden de 10.000 megaciclos.



- 32 -

TABLaA I

Ji(x) X 1 Jo(x)
X))z — =2 = +
x ¢ Jp(x) x2 x ¢ Jqp(x)
X X X X p.d X
0 0,50 3,7466 1,00  0,7387
0,02 2499,5 52 3 sk 02 1635k
"ok 6°h 50 54  3,1756 Ok 6624
06 277, )28 56 2,9345 06 6268
08 155,75 58 2,7189 08 59k43
0,10 99,900 0,60 245259 1,10 0,5628
12 69,175 62 2,3481 12 "5328
1k 50, 1811 6+ 24,1870 14 5048
16 38, 1855 66 2,0402 16 4778
18 30,6375 68 1,9080 18 L4522
0,20 24,7487 0,70 1,7855 1,20  0,4279
22 2o i226 72 1,6730 22 "40l8
24 ,12&2 74 1,5706 2L 3827
26 1h 54 76  1,4751 26 3615
o8 12, 15103 78 1,3870 28 3413
0,3¢ 10,8624 0,60 1,3059 1,30 3221
’32 915105 82 112297 35 213556
34 8,3946 th 1,1596 34 2857
36 7,653 86 1,0938 36 2689
38 6,6727 e& 1,00k2 38 2526
0,40 6,0000 0,90 0,9759 1,%0 0,2370
g 17k 90 79222 N O'3318
wo bEm ou o mE ko
; 72 9 22 1
4& k40860 98 7804 43 183

0450 3,7466 1,0C 0,7387 1,50 0,1671



1,50

5k
56
58

1,60
62
64
66
6C

1,70

-0,0559
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~0,1989
75045
2101

2157
2213

~0,2270
2328
2386
2Lly
2506

-0’2566
2628
2692
2756
2822

-0,2888

2957
3028

3099
3173

-0,3249
3492
3578

‘Qy3668



3761
3857
957
062

-0 %172
"4286
407
4532
4665

-0,4806
4953
5110
5276
5455

-0,5646
5851
6069
6306
6562

-0, 684k
71#8
748l
7855
L0262

~C,8728
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3823
9623
—l 41270

-1 2168

3246
-1 536
-1, 6112
-1 8158

-2,0785
) h 5
_29

-3, 7hzo
-5 1367

-8, 36k
22598
31, 7ll
9, 0820
13059

47220
8508
y 30U

1 9260
1 6509

1,4k417

[\)W\n



0,2588
2467
2351
o2k1
2136

- 0y 20&2

1871
1764
1681

0,1600
"150L
1450
1379
1310

0,124k
1180
1118
105€
1000

C,0943
£89
236
784
733

0,068k

5550
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0, 068k
6 6

39

N

99

0,0455
412
370
329
28¢

. 248
209
170
132

0,0057
21
-0,0015

~0,0122
157
192
226
260

-0, 029

-0,0294
328
362

223

~0,0463
496
530

598

-0,0632
666
701
735
770

-0,0306
841

877
L
951
-0,0988
1026
106

1144

’ "0’1185
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7420

70
80

90
£,00
10

20
0

8,50

042448
1906
1512
1207

962

0y 0759
583
h29
290
162

040042
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X X
850 oode
60 ~-0,0073
70 189
80 298
90 413
9,00 =0, 0532
lo 661
802

0 962
EO 1149

9’50 -0,1376

9,50
60
go

0
90
10,00

10
20

0

20550

11,00
12,00

-0,1376
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-
2500, 50
625150
278,28
156,75

100,100
69,945
511208
39,4257
31,097
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0,1838
0,1831
0,1825
0,1818
0,1812

0,1805
0,1798
0,1792
0,1778

041772
0,1766
0,1760
0,1753
0,1747

0,1741
0,1735
0,1729
0,1723
0,1717

0,1711
0,170k
0,1698
0,1692
0,1686

0,1680
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0,125%
041239
0,122k
011209
0,119%

0,1180
0,1166
0,1153
0,1140
0,1127

0,1114
0,1102
0,1090
0,1078
0,1066

0,1055
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TABL 4 FIIT

a = Ry/R) =25 Y1 =Yy(y,a) 5 Y, = Yy(y,a)

c 6’25 € = 1/6,
——

| p —— —~A

0,2 -13, 91 -41,39 -258,7 0,08 ~6,622 0,5
v =2,607 =10, gt -63, 7 16 -1,616 1,0
6 =0, 418 b y305 -26,91 24+ -0,689 1,5

8 0, 4500 =2 275 -14 22 32 =0,364+ 2,0
1,0 1,211 -1,329 -8,306 40 -0,213 2,5
> 2 331 -0,808 -5,050 48  -0,129 3;0
L 7 731 -0,487 -3,044 96  -0,078 a,5

8§ -1,876 -0,106 -0,662 72 -0,017 4,5
2,0 =1,031 0,025 0,156 80 0,004 5,0
’5 -o, & ? 147 0:912 88 02k 5;5
ly  -0,430 o7k 1,938 96 ol 6,0

€ -0 2oh L6 2,788 1,04 071 6,5

8 . =0,179 733 4,581 12 117 7,0
3,0 =0,096 1, 525~ 3,531 20 24y 7.5
'2 -o 027 -83, 9 -528 28 -13,39 8;o
b 0,036 -1 L1409 806 6 =0,225 8,5

6 0,102 -0,670 -4.188 L -0,107 9,0

8 0,170 0,402 -2,512 52 =0,06% 9,5

2 0,401 -0,17% -1,088 68 -0,029 10,5
ik 0,701 ~0,108 -0, 675 76 0,017 11,0
6 2,166 -0,057 -0 1356 8 -0,009 11,5

8 =-2005 0,012 -0,075 92 -0,002 12,0
5,0 =0,654+ -0,030 0,188 2,00 0,005 12,5



a = Ro/Ry = 23

w
- <

~ o\
- -

O OOFNDO OO FNO OONFEFNO

(@ o]
-

b5l

«0,362

0,009
o1
076

118
174
272
0,521
2,762

~~Q,807

¥,

0,030
073
122
186
286

gl
1,39%
-13769
-0,517
-0,313

-0,181
~0,118
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y = iwn € =1/6,25

a =z 2 a=1,1

W\ /—\—/\_—A

" ¥, €y, N Yy €Y,
0,20 16.058 6,720 0,20 2,460 42,269
C, 50 2,6145 0,7901 0,60 0,3683 k) 683
1,C0 1, 4282 0 3094 1,00 0 1991 1, 6885
———— - 1,20 O s 1712 1 1739
——— - - 1,50 0,1457 0,753L
T 2,00 0,6370 0 1078 2,00 0,1266 0,426%

4350 032502 0, T D406 IR S -
5,00 0,0999 0,0726
9,00 0,0713 -0, ) 0151

Ysta tablas se han obtenido con las siguientes férmulas

Yl:l({“g) Yg:‘]\'(;-g)
:[I(Y\)

_...1.,“[

iHc()l)(iaT\) - Ip(anm) - iHél) (11\)] -

H (1aM) - 1) - 15D (1)

B zq[I (D 1P gan) - B (17\)] -

17 (1 .. (1 .
- _a_tIl(T‘) . 1—1{ )(iaﬂ) - Ij(an) i (1) (1"1)]

¢z 1,00+ B av) - 5@y - 1w (1w
Dz Lop. HTGan) - pay ¢ 5P @y

donde Hél) y Hil) son las funciones de Hankel como estd
definido en (2).
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?ieren ligeramente del primero.
< 4
irva exterior corresponde al
. PP oy 2 o
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TABLA VI

Soluciones de los 6 primeros modos para & = 1,1 € = 6,25

1&E) (G el) 7)) (KeL) (%)) 3 (K € %)

x, 1,60 3,41 4,60 5,75 6,69 7,81 xg}Yaégres

Yo 4,00 8,52 11,50 14,38 16,72 19,52 Yo ) corte

- —p—

y X X S ‘g § ; y
4,20 1,598 -- ||%,578 11,60
4160 | 11580 -~ [[u15k0 12
5,00 | 1,552 -~ {4,420 1
6,CO [ 1,474 -~ ||4,242 1
7)00 l,3L|'l == 3,997 5,590 15
8,00 1,095 -- ||3,580 5,342 16
8,60 0,835 3,395 |[3,37% 5,247 16,40
9,00 0,41 3,328 ||3,167 5,170 6,661 16,80
9,20 0,18 3,300 {|2,712 L,964% 6,357 18

o 2,544 L,856 6,120 19
2,442 4,756 5,933 7,750 20
k3 2,376 4,668 5,793 7,660 21
9,40 0,55 3,264 12,333 4,595 5,72 7,580 22
9,60 | 0,845 3,220 (/2,282 4,530 5,62 7,514 2
10,0C{ 1,230 3,140 ||2,243 4,463 5,56 74 2
11,00| 2,30 2,912 /2,213 4,397 5,514 7,396 25
11,66 3,08 2,772
12,0C| 3,69 2,684
13,00 5,87 2,476
14,00 {10 2,285
15,00 == 2,056
16,00 -- 1,587
16,40 -- 1,09
0
16,80 -= 6}91
1&,00| -- 3,840
19,00 -= 6,21
20,00] -- 6474 H

Con k(XlYl) Y (Xg €Y2) (k = 1,243) se representa el k-ésimo

modo "tipo magnético" y "tipo eléctrico", respectivamente.
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TABLA& VII

Scluciones cée los 6 primeros modos, para a = 2 ¢ = 6,25

LY (K€Y LYY (G €Yy (GY) (X €Yp)

3
Xo = 0,51 0,89 1,52 1,93 2,27 3,02
Vo = 1,28 2,21 3,80 4,82 5,68 7,55

1,40 0,25 -—— - -- -— —
1,60 1,19 - -— - - -—
1,60 4,12 -——— -—- -- —-— -—
2,00 -- -—— — - - -
2,40 - 3= 1,096 -—- -- - ——-
2,60 - 2,270 —— - —— _—
2,60 - 4,320 -— - -— -——
L,00 - - 1,308 -- - -—
4,40 - -—- C,11 -- - -
4,60 -- ---  EI.2,275 - —-— _—
4,60 -- ——- 21 -- --- ---

RS == === === = 4 === ===
540 -- --- -—- 2 3,36 -—- ---
5,60  —- - - 5,69 - -—-
5,80 - _—— -—— 9,10 2,154 -
6 -- -—- p— 15 2,024 -—
7 -- -—- --- -- 1,354 -—-
7,50 - - - -- €2 2,727 2,806
8 -- - -—- - -— 1,380

Con k(lel) y k(x1€Y2) (k = 1,243) se representa el k-ésimo

nodo "tipo magnético" y "tipo eléctrico", respectivamente,
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TABLA VIII

Soluciones de los 6 primeros modos, para a = 1,1 = 0,16

1Y) (X eY)) H(KYy) (X eYy) 5 (KY)) 3(X €Y))

Xe 9435 7,87 6,13 4,96 3,49 x, = 1,97

Vo 3,74 3,15 2457 1,98 1,40 yo = 0,79

3,60 9,lk - -- -- -- --

3,00 9,64 7,90 == - - -

2,00 9,94 7492 6,566 -- - -

1,60 10,12 75,93 6,93 4,97 3,67 -~

0,20 1C,17 7,96 7,01 5,00 3,83 2,03
v=inm

M

0,60 10,19 74597 7 4 Ok 4,99 3,88 2,03
1,00 10,23 749 7,09 4499 3,97 2,07
1,20 7494 4,99 4,02 2,08
1,50 10,29 7,98 7,18 5,00 4,10 2,11
2,00 10,38 7596 74529 5,02 4,25 2,15
5,00 1C,67 8,09 7 5 64 5,10 4,61 2,20
$,0C 11,03 8,46 7,99 5937 4,88 2,33

Con , (X7Yy) ¥ k(Xl€ Y2)(k = 1,2,3) se representa el k-ésimo

modo "tipo magnético" y "tipo eléctrico", respectivamente






Soluciones de los 6 primeros modos, para a = 2

Xeo

Ye

3,00

2,00
1,40
1,20
1,00
c,30
0,60
0,40
0,20

C,20
0,60
1,00
2,00

4,50

1,68
0,67

1Y)

2,07

2,19

TABLA

2455
1,02

(Xl€ ¥, )

bt 147

3,82
1,53

IX

5425
2,10

2(glyl) 2(xi€Y

5930
5,79

6,53
6,93
7,01

NN\

v weoee
NMHOO
OOV

7,48

)

6,50

3 Yy)

37

?
?
)
]

NN
oo NC ¥ =
oNnOH

8,27

= 0,16

7450
3,00

3 (A;(Y )

10,18
10, 21
10, 2ol

10, 33

10,53

Valorec
de
corte

Con k(XlYl) y k(Xle_Yz) (k = 1,2,3) se representa el k-ésimo

no0do "tipo magnético" y "tipo eléctrico", respectivamente,
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