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INTRODUCCION

Hilbert (1923) ha sido el primero en observar que un cier-
to conjunto de férmulas del cdlculo proposicional cldsico, en

las que sélo figura el conectivo de implicacién, tomadas como

axiomas, permitirfa desarrollar un fragmento interesante del
cdlculo proposicional. Ese fragmento es conocido con el nombre

de cdlculo proposicional implicativo positivo y su estudio se

inicia en el primer volumen de los " Grundlagen der Mathematik"
de Hilbert y Bernays (1934).

Este sistema de la 1d8gica puede ser estudiado con métodos
eSpecificamente algebraicos, desde que disvonemos de su contra-
parte algébrica: la nocidn de modelo implicativo dada por Hen-

kin (1950).

Siguiendo a A.Monteiro llamamos aquf Algebras de Hilbert

a las dlgebras duales de los modelos implicativos.
El objeto de este trabajo es dar solucidn a un problema

relativo a las dlgebras de Hilbert libres, planteado por Skolem

(1952), el cual consiste en saber si las dlgebras de Hilbert 1li-
bres con nimero finito de generadores libres son finitas.

A esta cuestidn damos una respuesta afirmativa e indicamos
ademas, un procedimiento recursivo para la construccidén de todas
las algebras libres con ndmero finito de generadores libres, a-
plicidndolo a los (nicos casos donde es posible, sin ayuda de ma-
quinas, dar la construccién explfcita: el 4dlgebra trivial de un
generador libre, la de dos generadores libres -ya calculada por

Skolem- y la de tres generadores libres.



La idea clave de este procedimiento de construccidn se de-
be a A. Monteiro, quien lo ha aplicado a la determinacidn de 1las
dlgebras de Heyting lineales libres con nimero finito de genera-
dores libres (1960).

En la parte III exponemos el resultado mencionado y damos
matrices caracter{sticas para los cdlculos implicativos positi-
vos con nimero finito de variables proposicionales.

En la parte I exponemos, sin pretensidn de originalidad,
algunas nociones y resultados que se necesitan para la compren-
sidn del resto. Indicamos, dando respuesta a un problema que nos

planteara A. lMonteiro, una definicidn ecuacional de las algebras

de Hilbert. Una presentacidn de la teoria de las &lgebras de Hil
bert a partir de una definicidn por identidades tiene interés en
algunos aspectos, en particular por el hecho de ser inmediatamen
te aplicables teoremas del 4dlgebra universal vdlidos para las él
gebras ecuaclonalmente definibles, por ejemplo el que prueba la
existencia de dlgebras libres.

En la parte I, § 1, indicamos como ejemplo de dlgebras de
Hilbert a los conjuntos ordenados con ultimo elemento, no sabe -
mos si ésto ha sido observado antes.

En la parte II damos una caracterizacidn dtil de los siste
mas deductivos irreductibles y se prueba la existencia de irre -
ductibles minimales, 1o gue tiene gran interés para el estudio
del mencionado problema de Skolem. Los dos teoremas de represen-
tacidn que damos en § 3 y§ U4, parte II, no son necesarios en la

parte III. Uno de estos teoremas es de representacidn topoldgica



"tipo Stone". Contrariamente a lo que sucede para las dlgebras
de Heyting, no se puede afirmar la casi-compacidad del espacio
topoldgico de representacidn.

En una comunicacidén a las Sesiones Matemidticas de 1la
U.M.A. (1960) hemos adelantado los principales resultados que
exponemos aqui.

Mucho tenemos que agradecer a nuestro querido maestro A.
Monteiro, bajo cuya direccidn hemos realizado este trabajo, por
la atencidn que nos prestara en el trascurso del mismo, por sus
ensefianzas y sugerencias, Tambien le agradecemos las oportunas
observaciones que hiciera a su redaccidn.

Quedamos reconocidos al profesor L. Henkin y su discipu-
la Carol R. Karp por sus utiles informaciones, y al profesor
Gregorio Klimovsky, quien ha aceptado apadrinar este trabajo.
Agradecemos tambien la colaboracidén del profesor Ruy Gomes, Da

rio Picco, Samuel Silbering y Enrique E. Suardiaz.

Bahfa Blanca, noviembre de 1961.-



PARTE I

1l.- Definicidn y ejemplos de 3dlgebras de Hilbert.

A) El concepto de algebra de Hilbert tiene su origen en
el sistema de la 1dgica llamado cdlculo proposicional implicati
vo positivo, debido a Hilbert (1923), cuya definicidn es la si-
gulente:

A partir de un conjunto no vacio G de simbolos (variables

proposicionales) y de los s{mbolos auxiliares "(", ")", " ", se

construye el menor conjunto F de sucesiones finitas de estos sig
bolos, que verifique las propiedades:

f1) GeF

f,) 81 a,B € F, entonces (a—=B)e F.

Los elementos de F son llamados fdrmulas (S formas proposiciona

les). Sea D la parte mis pequefia de F tal que:
d,) O contiene a todas las formulas de los tipos:
(a = (B-a)),
(@+B-y)=((a=B)—(a—~1v))),
donde @,8,y, son férmulas arbitrarias.(')
dp) Si a,(a—=B) € D, entonces B EeD.
Las férmulas indicadas en dl) se dicen axiomas y D se dice el

conjunto de las tesis (6 férmulas demostrables).

El sistema L(G) = (F , D ,—) es llamado el cdlculo propg

sicional implicativo positivo con el conjunto G de variables pro

(') Estas férmulas son dos de los axiomas del slistema de Frege
(1879) para el cdlculo cldsico, la equivalencia de estos axiomas
con los cuatro de Hilbert (1925) fué probada por Lukasiewicz
(ver Lukasiewicz-Tarski (1930)).



posicionales.

B) La nocidén de dlgebra de Hilbert, dual de la introduci-
da por Henkin (1950), es justamente la apropiada para el tratamien

to algebrdico de los calculos L(G).

Definicidn 1: Sea A un conjunto, 1 € A, — una operacidn bi-

naria sobre A. (4, 1 , — ) se dice un dlgebra de Hilbert

sl son verificados los axiomas:

h;) p-(g—p) =1

h,) (p-(g—-r))—=((p=q)—=(p-r)) =1

h3) S1 p+-q=qg—-p =1, entonces p=gq
Damos el nombre de algebras de Henkin a las 4lgebras de Hilbert
duales.(')

Como el mismo Henkin (1950) ha mostrado, identificando dos
férmulas «,p de L(EG) cuando (a—+B) y (B—+a) son tesis, obte

(

nemos un algebra de Hilbert. ") Por esta razdn es que decimos
que la nocidn de dlgebra de Hilbert es la apropiada para el estu
dio de los calculos L(G). A. Monteiro nos ha hecho notar que és-
to puede hacerse en un sistema algebraico algo mas general que

los cdlculos L(G), lo que reporta economfa en la exposicidn.

(') Luisa Iturrioz ha observado que el axioma M3 de Henkin, que

se traduce aquf por x—1 = 1, puede demostrarse”a partir de hj,

hp,hy que son independientes. Sa}vo esto, la dualidad y pequenos
detalles de notacion la Definicion 1 es la dada por Henkin.

('') En esencia la construccidn del dlgebra de clases residuales
es similar a la indicada por Ogasawara (1939) para el calculo pro
posicional intuicionista.



Definicién 2¢ (X, D ,~), donde #+ D= X, y — es una

operacidn binaria sobre X, se dice una pre-3lpebra de Hil

bert si, cualesquiera sean x,y,z € X,

1) x—-(y—-x) € D

2) (x—+(y—-2))=((x-y)—-(x=2)) € D

3) S8i x, x—y € D, entonces y e D.
Ademds de los calculos L(C)= (F , D , — ), las dlgebras de Hil
bert, cuando se pone D = {l}, son pre-adlgebras de Hilbert.

No es diffcil (ver Ogasawara (1939)) la demostracidn de las
propiedades 4) - 10) siguientes:

4) Si y € D, entonces x—y € D

5) x-x€D

6) Si x—»y, y—-2 €D, entonces x—-2¢€ D

Escribiendo x <y si y solo si x—-ye D, 5) , 6) muestran
que € as una relaeidén de pre-drden sobre X. W) dice que cualquier
elemento de D sigue a todos los elementos de X.

7) Si zc x-y, entonces 2z—+X Z—Yy

8) Si zc x-y, entonces xe z-y

9) S1 x <y, entonces z—sxc<c 2y

10) Si xc y, entonces y—2z2 c x—2,

La relacidn © induce una relacidn de equivalencia = sobre X:
x=y siysolosi xcy, yeax (x—+y, y=x €D).

8i A= (}x|) es el conjunto de las clases de equivalen

xe X
cia |x], relativas a =, A resulta parcialmente ordenado por la
relacién < inducida por < : |x| ¢ |y| si y solo si xcvy.

9) y 10) muestran inmediatamente que es posible algebrizar

A por la operacidn: |x|—>|y]l= |x-y|



Puede verse que D coincide con una de las clases de equiva
lencia médulo = , y escribiendo D = 1 se tiene:

Teorema 1: (A, 1 ,—) es un dlgebra de Hilbert.

Sea G = (1g|)ge g » ¥ L(G) el dlgebra obtenida a partir de
la pre-dlgebra de Hilbert L(G)= (F , D ,—) por el procedimien-
to indicado precedentemente.

Definicidn 3: L(G) se dird el dlgebra de Lindenbaum del cdl
culo L(G).

C) Si A es un dlgebra de Zilbert, los resultados anterio-
res aplicados a la pre-dlgebra de Hilbert (A , {1} ,—), y h3 que
expresa que x = y (méd.{1}) equivale a x = y, permiten enunciar el

Teorema 2: En un 4dlgebra de Hilbert A, la relacidn p < q,
definida por p+q = 1, es una relacidn de orden sobre A, 1 es il
timo elemento de A en este orden, y valen las siguientes propie-
dades:

hi) a< p—q
hl) p—-(q—r) € (p—~q)—(p—r)
hy) p—-1=1

h5) Si p £ q—r, entonces q £ p—T

I\

he) Si p g, entonces r—p < r—gq
Y

h Si < g9, entonces q-—r

N

7) p—T
Probaremos algunas reglas de cdlculo:
hg) p—-(q—r) = q—=(p—r)

Por hj: q £ p—q

Por hy: (p—~q)—(p—~r) £ q==(p—r)

Utilizando h} se tiene



p-—;(q—rr) é q-.(p—’r),
permutando p y q se obtiene la relacidn opuesta.

h9) p—~(q—r) = (p—>q)—=(p—-r)

Por hi: g £ p—~q

Por hg: (p+~q)>r { q—r

Por hg: p—((p—=g)—r) { p=~(g—r)

Por hg: (p»q)—>(p—-r) = p+((p—~q)—r)
Luego (p—q)—(p—-r) ¢ p—(g—sr)

Tenieado en cuerta hé, se ottiene h

9°

hyy) (p—=a)—=((g—p)—p) = (g—p)—((p—=q)—q)
Por hg: (p—~q)—=((qg—p)—q) = (g—p)=((p=q)—aq)
Por h9: ((p=+q)—=((q—=p)—p))—=((g—p)—((p—=q) =q))=

((p—=q)—((q—-p)—p))—=((p ~q)~((q—p)—q))=
(p=a)—-(((g—=p)>p)=((qg—=p)—q)) =
Por h,: (p-q)—=((qg-p)—=(p—=q))=1
Luego (p+q)—((g—p)—p) £ (q—p)—((p—q)—q)
Permutando p y q se obtiene la relacidn opuesta.
hll) p{ q—r equivale a q ¢ p--r
p { §—r equivale a p—-(gq—r)=1
Teniendo en cuenta hg, esta dltima equivale a g £ p—T.
hy5) p (p=q)—q
Resulta de p—~q £ p—q, teniendo en cuenta hll'
h13) l-p=orp
Por hy,t 1€ (1—p)—p
Como 1 es Gltimo elemento de A (l—p)—p = 1, esto es 1l—p < p.

La relacidn opuesta se obtiene de hy.



hl)+) P— (P——r)

Por hl3: = p—T.

D) En la clase de todos los conjuntos algebrizados con una
operacidén binaria fija (denotada "—"), la subclase de las algebras
de Hilbert es cerrada, en el sentido de que contiene con cada alge-
bra todas sus imagenes homomdrficas y todas sus subdlgebras, y, con
cada familia de 4lgebras su producto directo (ver § 2). En estas con
dieiones, se puede caracterizar a las dlgebras de Hilbert como aque
llas 4lgebras de la clase en consideracidn que verifican idénticamen
te un cierto conjunto (finito & infinito) de igualdades expresables
en términos de la operacién "—" (ver Birkhoff, (1935)), & como se

diece: las dlgebras de Hilbert son ecuacionalmente definibles.

A, Monteiro nos ha propuesto el problema de dar una defini =

cidn ecuacional explicita de las dlgebras de Hilbert.

Definicidn 1': (A , — ) es llamada un dlgebra de Hilbert si

A es un conjunto no vacfo, — una operacidn binaria sobre

A, y son verificadas idénticamente las igualdades:

(4) (p—p)—p=p

(B) p—p=a—gq

() p—(gq—r) = (p—q)—(p—r)

(D) (p—q)—((q—p)—p) = (q—p)—((p=q)-—+q)

Teorema 3: Las definiciones 1, 1' son equivalentes.,

Demostracidén: Por (B), p—p es un elemento fijo de A, cuan
do p recorre A; poniendo p—-p = 1, veamos que (A, 1 ,— ) es un

dlgebra de Hilbert en el sentido de la definicidn 1.



(A) puede escribiree en la forma l-p = p. h3 se verifica
pues sl p--q = q—p =1, por (D) es
1-(1—p) = 1+ (1—q)

luego l—-p=1-¢

y finalmente P= q.

h, es consecuencia inmediata de (C). h, resulta de (C):
p—(q—p) = (p=aq)—(p—p) = ((p~qQ)—=p)—((p—q)—p) = 1
Reci{procamente, s1 (A, 1 , — ) es un algebra de Hilbert en

el sentido de la definicidn 1, (A , — ) lo es en el sentido de 1a

definicidn 1'. En efecto, (B) resulta de ser p—p =1 elemento fi
jo de A; (4), (C), (D) son, respectivamente, h13’ h9, hlo

Observacidn: Los axiomas (4), (B), (C) y (D) son independien

tess
(b) (c) (d)
0 1 - 1 a b —| 1 a b
‘1_071 1)1 a b 11 a b
1 1 a 11 1 a a 1 1 1
bl 1 a 1 b|1 1 1

En la tabla (a) (respectivamente (b), (c), (d)) (A) (respecti

vamente (B), (C), (D)) falla y los restantes axiomas son verificados.

E) Indicamos ahora algunos ejemplos de dlgebras de Hilbert.

19) Algebras de Heyting

Sea A un reticulado tal que, para cada par de elementos a,beAl,
existe un elemento ¢ € A con la propiedad de ser maximo entre los
x € A tales que aA x ¢ b. Ponlendo ¢ = a—b se prueba que (A ,—)

es un algebra de Hilbert. Estos reticulados han sido considerados



por primera vez por M. Ward (1938), con el nombre de "estructuras
residualmente cerradas" (son los llamados relativamente pseudo-com
plementados por G. Birkhoff (19u8)).¢("')

S1 en A hay primer elemento, tenemos lo que es llamada un
algebra de Heyting. El reticulado H de los abiertos de un espacio
topolégico X es un caso particularmente interesante de 3lgebra de
Heyting (M. Stone (1937) - A. Tarski (1938)). Si Gy , G, ¢ H, la
operacidén — se expresa en la forma:

Gl-o G2 = int((X - Gl) U G2).

29) Conjuntos ordenados con dltimo elemento.

Sea A un conjunto ordenado por la relacidn < y con a1timo
elemento 1.
Definiendo sobre A la operacidén — por:
S l,si x¢vy
Y \ vy, si x4y,
puede verificarse que (A , — ) es un algebra de Hilbert. El orden

inducido por la operacién — en A coincide, como es evidente con

el orden natural de A.

32) Algebras de Lindenbaum de los calculos implicativos po-

sitivos.

Las figuras 1 y 2 siguientes muestran la disposicidn ordinal
de los elementos de las algebras de Lindenbaum de los cdlculos
L({gl}) y L({gl,gz}), de una y dos variables proposicionales, res-

pectivamente. Se ha puesto a= lgll , b= |g2].

(') Un ejemplo algo mas general se obtiene suponiendo que A es un
inf-reticulado.Estas dlgebras fueron estudiadas por H. Curry (1952).



El dlgebra de la figura 1 es de obtencidn inmediata, no as{
la de la figura 2, cuya determinacidn, asi como la correspondiente

tabla, se debe a T. Skolem (1952).
1 ////r
K IR

L g/\ -,
ad Be 2 \\c \\/
— a 1 e ]

a 1 1 /
i
1l a 1
c d
Tabla 1
Fig. 2
| abcde fghij kmnl
a l1hlhl hlhll 1111
b glglg 1g111 1111
c mhlhm hlhlm 1mll
d gkglg kglk1 k111
e ndndl hlhnn 11n1l
f cneng lglnn 11nl
g jdndm hlhnyj 1mnl
h clcecng kglin k1lnl
i ehghe hghlm 1mll
h| gfghg fghkl k111
k adcde hghnj 1lmnl
m cbedg fghin k1nl
n efghe fghkm kmll
1 abecde fghij kmnl
Tabla 2

Observacidn: Los ejemplos indicados permiten constatar el siguien-
te hecho: dos operaciones distintas de "implicacidn" definidas so-
bre un conjunto A, pueden inducir en él el mismo orden, Asi, si A
es el dlgebra de Boole de cuatro elementos, las operaclones defini
das en los ejemplos 12 y 22 sobre A, no coinciden.

Nota: En lo que sigue, para abreviar, llamaremos, a veces, "dlge-
bras" a las "dlgebras de Hilbert".



2,- Homomorfismos. Sistemas deductivos. Sub-algebras.

Producto directo.

A) Dadas dos dlgebras A, B llamaremos homomorfismo de A en

B a toda aplicacién h:A_—,B tal que h(x—y) = h(x)—h(y), cuales
quiera sean x,y € A. En particular, si h es una inyeccidén (respec
tivamente una aplicacién sobre), h se dird un monomorfismo (respec

tivamente epimorfismo). h se dira un isomorfismo si es a la vez mo

no y epimorfismo.

El conjunto N(h) de los x € A tales que h(x) = 1 se dira
el ndcleo del homomorfismo h. h es un monomorfismo si y sélo si
N(n) = {1}.

D = N(h) tiene las siguientes propiedades:

D;) 1eD

D,) 81 x, x—+y ¢ D, entonces y € D.

Definicidn W: Una parte D de un dlgebra A verificando Dl)
y D,) se dird un sistema deductivo (s.d.) de A, (")

Ay \l} son ejemplos triviales de s.d. de A. Todo s.d.
D# A se dird propio.

Notemos que los s.d. D de A son secciones superiores de A,
esto es, si x e D, x vy, entonces y e D.

Si Des un s.d. de A, (A, D, — ) es una pre-algebra de
Hilbert. Sea B = (|x|) . , el dlgebra obtenida como en teore-
ma 1.

Teorema 4€A. Monteiro): La aplicacién h:A—»B, definida

por h(x) = |x|, es un epimorfismo de nicleo D,

(') Esta nocidn corresponde a la,del mismo nombre dada por Luka-
siewicz-Tarski (1930), para el calculo proposicional.



-11 -

B se dice el #lgebra cociente de A por D, D = A/D,

y h el homomorfismo candénico relativo a D. (")

El siguiente lema seri de aplicacién frecuente:
Lema 1l: Sean h:A— B un epimorfismo y g:A—C un ho-

momorfismo
h B
A/l £
g\AC

N(h) € N(g) equivale a decir que existe un nico homomorfismo

feB—»C tal que foh=2¢g .

Ademds, f es epimorfismo si g es epimorfismo y f es
monomorfismo si y sélo si N(h) = N(g) .

En el caso de ser h,g eplmorfismos, N(h) = N(g) equi=-
vale a la existencia de un Unico isomorfismo f:B—C tal que

fo h=g o En este caso convendremos en identificar las 4lgebras

B y C y los homomorfismos h y g e

B) Una parte S no vacfa de un 41gebra A se dice una
subdlgebra de A, si de x,y € S se sigue x—y € S « Esto equi-
vale a decir que (S ,—+) es un 4lgebra de Hilbert, y también que
la inclusién natural 1:S—=A es un monomorfismo.

Las secciones superiores S de A , y en particular los s.d.
de A , son subdlgebras. En efecto, si x,ye¢ S , de y ¢ x—¥ (h{),
se sigue x—y € S .

Debe notarse que 1 es elemento de toda subdlgebra, pues-

to que si xe¢ Sy xXx»>x=1E€§ .,

(') En las 4lgebras de Heyting los s.d. coinciden con los filtros,
A.Monteiro (1954).



Imégenes directas e inversas, por homomorfismos, de sub-

41gebras son subdlgebras.

C) El conjunto A" de todos los s.d. de A, ordenado
por la relacién de inclusibén, & , de las partes de A, es un re-
ticulado completo cuyo primer elemento es {1} y cuyo dltimo e-
lemento es A .

El infimo de una familia (Dy)y ¢ de s.d. de A es el
Sede 1Q31Di y intersecclén de los s.d. Dy .

S1 K es una parte de A , la intersecciédn [K] de todos

los s.de que contienen K se dice el s.d. engendrado por K .

El supremo de una familia (Di)i.eI de s.d. de A es,enton

ces \/Di= [UD] .

iel 1e1?
Dl n D2 ’ Dlv D2 designardn, respectivamente, infimo y

supremo de los s.de. Dl ’ D2 .
Se debe a Tarski (1930) el siguiente
Lema 2: [ K] coincide con la reunién de todos los s.d.

[F] , donde F recorre las partes finitas de K .

D) Cilertos homomorfismos de A en A (endomorfismos)

sobre los cuales A.Monteiro ha llamado la atencién, son importan-

tes:
Definicién 5: Para cada a€e A , 1la aplicacién h :A— A
definida por ha(x)== a—-Xx, es un endomorfismo (ver h9),

al que se d4 el nombre de endomorfismo principal relati-

vo al elemento a.



El nlicleo del endomorfismo h es el sede
D(a):‘\X; a—4X = ll‘ = "\x; a <« X} .
L R \
D(a) es, puesto que los s.d. son secciones superiores, el
s.d. mis pequefio que contiene al elemento a, esto es, D(a) = [a].

D(a) se dird el s.d. principal generado por a.

El sigulente lema es una versidén del teorema de la deduc-

cibn:
Lema 3: {x; asxe D' = D(a)vD .
Demostracién: Pongamos D' = { X; a-+X € D} .
Es inmediato que (1) D'< D(a)v D, puesto que si x ¢ D' , enton-
ces a-X e Dc D(a)vD , y como a & D(a)vD, por la propiedad
D, y x e D(a)VvD.
Para ver (1i) D(a)v D« D' , es suficiente mostrar que
D' es un s.d. que contiene 4§ a y D .
Veamos primero que D' es un s.de., es decir que se verifi-
can Dy y Dp
l € D' , porque a—-1l=1¢€0D.,
S1 xyx—y € D' , esto es, si
a—+X, a=»(x—-y) = (a—-x)—-(a—~y) ¢ D,
aplicando D2 y a—YyY e D, es decir y ¢ Dt
D! contiene al elemento a , pues a—»a= 1€ D,
Dc D' , pues s1 xe D, como x £ a-x (h]), es a—xe D, esto
es, x € D' .
Por recurrencia se deduce

Corolario:

D(al)\/D(aZ)\/...D(an)== lx; a1—+(a2—~(a3...(an-x)..)= 1}

Sea A un 4lgebra de Hilbert y D un s.d. de A . Inte-



resa saber en que condiciones existe una subdlgebra S de A, tal
que S contiene un, y sélo un, elemento, de cada clase lateral md
dulo D . S1 esto ocurre S es evidentemente isomorfa a A/D.
Al respecto damos el siguiente
Lema 4 : Si en cada clase lateral médulo D existe un
elemento miximo, el conjunto S de tales elementos méximos, es
una subilgebra de A.
Demostracién: Basta probar que si a,b son respectiva=-
mente miximos de las clases médulo D : ja| ,|b|, y m el mixi
mo de |a—b| , entonces m= a—b .
De m—-(a—b) ¢ D, resultan inmediatamente
(mn—-(a—-b))—a e|al
(m—-(a-b))—-b €|b| ,
y siendo a,b méximos en |a| , |b|
(m—-(a—-b))>a < a
(m—~(a—-b))—-b &b .
Por hi, se tienen las relaclones opuestas, luego
(m—-(a—-b))—a = a
(n-(a—=b))—-b=Db .
Utilizando h9, tenemos
(mn—-(a—-b))~-(a—-b)= a—b .,
Por h12 s
m¢ (m—-(a—-b))—-(a-b) =a-b ,
siendo m méximo en |a-b| es m} a—-b , y, por lo tanto
m= a-b o
Por ejemplo, cuando todas las clases de equivalencia médu-

lo Dyexclufda D misma, son finitas, se puede asegurar la exis-



tencia de méximo en cada clase. En efecto, D tiene el elemento
midximo 1 . Para |x| # D Dbasta notar que para cada dos elemen~
tos x',x'' € |x| existeun ye |x| talque x'<y,x'"'¢<Vy.
Tomamos ¥y = (x'—-x'')—=Xx'' que es un elemento de | x| que sigue
a x',x'"!'y por h;, ¥y hi .

Nosotros aplicaremos el Lema 4 a las 4lgebras finitas don-
de, por lo anterior, todo cociente A/D puede ser representado
por la subdlgebra constitufda por los elementos méximos de cada
clase médulo D .

La hipbétesis del Lema 4 se verifica también en el caso
de ser D un s.de. finitamente generado, como ha sido probado por
A.Monteiro.

E) Dada una familia (Ai)1£ 1 de dlgebras de Hilbert, el

producto cartesiano A = 1% I Ai , con la operacién — , defi-
nida por
(ag)g e 7% (Py)y 1 = (a3=Dby)y ¢ 1o

es un 4lgebra de Hilbert, que es llamada el producto directo de

las 4lgebras A .

Las funciones proyeccién I g 3 A—--.Ai son epimorfismos.

Dada un 4lgebra B y un conjunto ihi} de epimorfis-

iel
mos h;:B—A3 = B/N(h;j), la aplicacién h de B en el producto
directo A=1IéIAi s definida para cada b € B, por

h(b) = (hi(b))ie I
es un homomorfismo h:B— A de nlcleo N(h) = iC‘IN(hi) .
Jelag) = {1}
En este caso se dice que el conjunto {hi}iels 6 el correspondien-

h, entonces, es un monomorfismo si y sblo si

te conjunto de s.d. {N(hi)}i ¢ » ©S separador.



3o~ Generadores. Algebras libres.

A) Dada una parte K de un 4lgebra de Hilbert A, la in-
terseccién K de todas las subdlgebras de A que contienen K
es una subdlgebra de A, a la cual se did el nombre de subidlgebra
generada por K. K se dice un conjunto de generadores de X.

K coincide con el conjunto de todos los elementos de A
que se obtienen aplicando reiteradamente la operacién — , a par
tir de los elementos de K.

Un homomorfismo h:A—=B queda unfvocamente determinado
por la imégenes de un conjunto de generadores de A. Esto es, si
K=14a vy h,h':A—~B son tales que h(x) = h'(x) para todo x€K,
entonces h = ht.

El teorema siguiente d4 alguna informacién sobre la ubica-
cién ordinal de los generadores de un 4lgebra de Hilbert. Sea
K=4A y sean m(A), m(K) 1los conjuntds de elementos minimales
de A, K respectivamente; esto es, de los elementos de A,K (resp.)
que no son precedidos propiamente por ningin elemento de A,K
(resp.)e.

Teorema 5: m(A) = m(K) .

Demostracién: i) m(A) € m(K).

Sea x € m(A). Para probar que x ¢ m(K) es suficiente
mostrar que Xx € K.

El conjunto A - {x} es una seccién superior de A, lue-
go una subdlgebra. Si x¢ K, K< A = [x} y por lo tanto
A= K= 4 - {x] ,lo que es absurdo. Luego x €K .

i1) m(X) € m(Aa) .



Sea x € m(K). E1 conjunto S=={ vy v 4 x} es una sec-
cién superior de A, y por lo tanto, una subdlgebra de A.

Como x es minimal en K , para todo k € K, k 4 x, lue-
go K< S . Por consiguiente A= K= S , esto es, para todo
Yy ehy, y4x, luego x € m(A),

Corolario: K= m(A) si y sblo si los elementos de K
son incomparables dos a dos (esto es, si a,b € K, ni a £>b,
ni by a).

Por el teorema, K = m(A) equivale a K= m(K), y esto es

lo mismo que decir que los elementos de K son incomparables dos

a dos.

B) Definicidn 6: Diremos que 1L es un &lgebra de Hilbert

libre, con G como conjunto de generadores libres, si to-

da aplicacién del conjunto de generadores G en un dlge~

bra de Hilbert A arbitraria, puede prolongarse a un ho-

momorfismo h:L—A .

El homomorfismo h estd univocamente determinado por la

condicién h(g) = f(g), para todo g € G.

Siendo las 4lgebras de Hilbert ecuacionalmente definibles,
existen 4lgebras libres con un conjunto arbitrario de generadores
libres, y cada dos &lgebras libres con conjuntos de generadores
libres de igual ndmero cardinal son isomorfas.(Birkhoff (1935)).

Henkin (1950) ha probado que el 4lgebra de Lindenbaum
L(G) del cdlculo proposicional implicativo positivo L(G) es pre=-

cisamente el 4lgebra libre con el conjunto G de generadores 1li-

bres.



C) Sea L(B)= (F , D ,>), &=lgy s, 15 LG la
correspondiente 4lgebra de Lindenbaum y sea A un algebra de Hil-

bert arbitraria.

Consideremos la familia F, = (a,)y ¢, de funcipnes

aA: AI__.A, definida recursivamente por

1) (gy)y= n4 (i-ésima proyeccidn de ah)

2) @=B),= a,—B, .

I
FA coincide con la subdlgebra de e engendrada por las

proyecciones Il de al .

a ¢ F se dice vélida en A si GA(x)-= 1, para todo

xe At . si D(A) indica el conjunto de todas las férmulas vAali

das en A, se ve que D < D(A).

Cuando D = D(A) se dice que A es un 4lgebra (6 matriz)
caracter{stica de L(G) .

Sea oc: L(6G)—F, 1la aplicacién definida por ¢ (lal) = «,

Se verifica que o es un epimorfismo tal que o(|g4]) = ni°

Puesto que N(o) = {]al sa € D(A)} se tiene que ¢ es un
isomorfismo si y s6lo s1 D(A) = D , esto es, si y s6lo s1 A es

4lgebra caracterf{stica de L(G).

Este resultado puede enunciarse en la forma siguiente :

Sea L el 4lgebra libre con el conjunto {az}s, ; de ge-

neradores libres y o L-—-»FA el homomorfismo unfvocamente de-

terminado por la condicién o(ay) = my, -

Lema 5: o es un isomorfismo si y sélo si A es matriz

caracter{stica del cédlculo L(G).



D) Cabe preguntarse si en un 4lgebra libre L pueden
existir dos conjuntos G,G' distintos, de generadores libres.
Esto no puede suceder desde que, cada dos generadores 1li-
bres son incomparables y, por el corolario de Teorema 5, G y G°
deben coincidir con el conjunto de los elementos minimales de L.
Sean g',g''e G, f : G—A una aplicacién en el 4lge-
bra de Hilbert A de figura 1, tal que f(g') =1, f(g'') = a,
y sea h el homomorfismo prolongacién de f .
g'—g'' + 1, porque
h(g'—g'') = h(g')—h(g'') = £(g')—>f(g'") = lwa=a+ 1.
Luego g' no precede a g!'' , y andlogamente se ve que

g!'' no precede a g'.



ARTE 1T

1l,- Distributividad del reticulado de los sistemas deducti-

VOSe
Probaremos que en el reticulado A’L”r de los s.d. del algebra
de Hilbert A vale la ley distributiva infinita:

Teorema 6 paV Dy \/(DnDi)
jel jel

Demostracidén: Veamos primero el caso particular:
(1) Dn(DyvD(a)) = (DvD1)n (DVD(a)).
Basta mostrar la inclusién no trivial:
Dn (DyvD(a)) < (DnDy) v(DnD(a)),
Sea X ¢ Dr\(Dlv D(a)), esto es
xeD, x€Dv D(a).
Consideremos los elementos:
T= a-sX y s = (Aa—=X)—X= Ir'—X.
r ¢ D, porque r =a-x X €D, r €Dy porque de x € DI\/D(a)
se sigue, por Lema 3, r = a—x ¢ D;. En consecuencia:
(2) r e DnDy.
De a € (a—x)—-x, x <€ (a—-x)—=x (hy, y hj), resulta
s eD(a) y s €D, esto es,
(3) s e DnD(a).
De (2) y (3):
D(r)VvD(s) € (DNDy)v(DND(a)).
Como r--x = s € D(s), aplicando Lema 3¢ x ¢ D(r)vD(s), luego
x ¢ (DNDy)v(DNnD(a)).

Esto termina la demostracidn de (1).



Aplicando reiteradamente la férmula (1) se demuestra:
(%) Dn(d(ap)Vv...vD(ay)) = (DND(ag))V...(DnD(ay)).

Veamos ahora el caso general. Serd suficiente probar la inclusién

no trivial

pnV D, € V(DND,).

iel ieI
Sea X € Df{\/Di y esto es,
iel
xeD xe¢ VD= LUDiJ
ilel iel
De lLJ Dl resulta, aplicando Lema 2, que existe una parte
[
finita ={8ay) ecey a,] de L4’Di , tal que

iel
x € LFl = D(ap)v -..D{ap). Luego x € DN(D(a;)Vv...vD(ay)),
Aplicando (4):
x € (DND(a3))Vv...v(DND(ay,)).

Sea a, ¢ Dik y 1<k <n, i eI. Como D(a)s Dik, tenemos:
1 n

Finalmente, de

DND VeeoV{DND < \/ D N Ds
(DA Dy ) (Dapy ) € M (DnDy),

Xe \/(DnD )

iel

Observacién: En un reticulado, la ley distributiva del supremo res
pecto del infimo (finito):
DV{(DnD,) = (DvD;)n(DvD,)

es una consecuencia de la ley distributiva dual.

Es un hecho bien conocido que la ley distributiva del supre-
mo respecto de {nfimos inflnitos no vale en general en el reticula-
do de los filtros de un 4lgebra de Heyting. Por consiguiente esta
ley no es valida en el reticulado de los sistemas deductivos de un
dlgebra de Hilbert.




2,- Sistemas deductivos irreductibles y completamente irre-

ductibles.

A) Definicidn 7: Un s.d. propio D de un 4lgebra de Hilbert A

se dice irreductible si y sdlo si

D= D;nD, dimplica D=D; 6 D= D,.
Es decir, si no es posible expresar D como interseccidn
de dos s.d. distintos de D.

Los s.d. irreductibles D, pueden ser caracterizados como a-
quellos s.d. tales que A - D es filtrante superiormente.

Teorema 7: Para que un s.d. D sea irreductible es necesa-

rio y suficiente que, dados a,be A - D exista ced - D

tal que a <c¢, Db <ec.

Demostracidn: a) Es necesario:

Sea D, un s.d. irreductible y a,b € A - D, Supongamos por
el absurdo que todo x tal que a < x, b < X, sea un elemento de
D, esto es, que D(a)n D(b) € D, es decir

= Dv(D(a) nD(Db)).

Como A* es distributivo ')

(') Para una demostracidén directa, sin recurrir al Teorema 6,bas-
ta probar la fdrmula
Dv(D(a)nD(b)) (DvD(a))n(DvD(b)).
Es suficiente mostrar la inclusidon no trivial
Dv (D(a)n D(b)) =2 (DvD(a))n (DvD(b)).
Sea x € DvDfa), x e DvD(b).
Por Lema 3: a-X%X, b-—Xx ¢ D.
Utilizando hjpo y h
(1) a
Andlogamente b
Utilizando hg : )
2 b & (b>x)—((a>x)-x),
De (1) y((%): (b—=x)—((a—x)—x) € D(a)n D(b) ¢ Dv(D(a) ND(b)).
Como a—X, b—-x ¢ D<= Dv (D(a)n D(b), resulta
x € Dv(D(a)n D(b)).



D= (DvD(a)) n (DvD(b)) .
Es claro que DvD(a) # D y DwvD(b) # D, puesto que a,b e A =D ,

Esto muestra que D no es irreductible, lo que contradice la hipo-

tesis.

b) Es suficiente:

Sea D un s.d. tal que cualesquiera sean ay,b € A - D ,
existe un c €A ~-D tal que a < c, b £c .

Si, por el absurdo, no fuese D irreductible, existirfan
D;,D, eA* tales que D=DyND,, D¥ Dy y D#Dy o

Tomemos a ¢ Dl- Dy, be D2 - D, y sea c¢ tal que

a < ¢, b <c, ceA-Deo.

Se tiene entonces:
¢ ¢ Dy , puesto que a € D; , a < ¢ ; andlogamente
¢ ¢ Do , luego
¢ ¢ DyjnDp=D , lo que contradice ceA-D.,

B) Los sistemas deductivos irreductibles minimales cuya
existencia pasaremos a demostrar, desempefian un papel
principal en la construccién de las 4lgebras de Hil-
bert libres que veremos en la Parte III .

Entendemos por un s.des irreductible minimal, un s.d. irre

ductible que no contiene, como parte propia, ningin s.d. irreduc-

tible.

Teorema 8: Dado un s.d. irreductible D, existe un s.d.

irreductible minimal P tal que P< D .



- 24 -

Demostracién: La familia de todos los s.d. irreductibles
contenidos en D es inductiva inferiormente (en el orden de inclu
sibén), como se prueba aplicando el Teorema 7.

La conclusidén se obtiene por el Lema de Zorn.

C) Definicién 8: Un s.d. propio D del 4lgebra de Hil-

bert A, se dice completamente irreductible si y sélo

si D= 1(11D1 implica existe i € I tal que D =Dy
€

Es decir, si no es posible expresar D como lntersec-
de sistemas deductivos distintos de D .
Es claro que los s.d. completamente irreductibles son
irreductibles.
Se prueba sin dificultad el siguiente
Lema 6: Me A¥ es completamente irreductible si y sblo
sl existe a g M tal que M es un s.d. maximal entre los s.d.
que no contienen al elemento a.
La existencia de s.de. completamente irreductibles es ase=~
gurada por el
Lema 7: Dado un sistema deductivo (propio) D ¥ un ele-
mento a g D, existe un s.de M maximal entre los s.d. que con-
tienen a D y no contienen al elemento a.
De los lemas anteriores resulta:
Teorema 9: Dado D e a* y a £D existe un s.d. comple-
tamente irreductible M tal que a ¢ M, DS M .
Corolario 1: Si a,be A y D 4 a existe un s.d. com-
pletamente irreductible M tal que a £ M, be M
Basta considerar D = D(b), a £D(b) .



Corolario 2: Son conjuntos separadores:

a) El de todos los s.d. completamente irreductibles

b) E1l de todos los s.d. irreductibles

c) El de todos los s.d. irreductibles minimales.

Corolario 3: Toda 4lgebra de Hilbert A es isomorfa a una
subdlgebra del producto directo de todos los cocientes A/D, don-
de D recorre alguno de los conjuntos a), b), ¢), precedentemen-
te indicadose.

Por razones de brevedad, en lo que sigue la expresién "M
es un s.de maximal entre los s.d. que no contienen al elemento a"
serd sustitufda por "el s.de M es mlximo respecto de a",

El siguiente Teorema de A.Monteiro, caracteriza en térmi-
nos de la operacién — , los s.d. mdximos respecto de un elemen-
to fijo .

Teorema 10: El s.de M es méximo respecto de a si y sblo
si

1) ag M

2) para todo x £ M, x—ae M.

Observacidén: El conjunto P de todos los se.de irreductibles mini-
males de un 4lgebra finita A es minimal en el sentido de no po-
seer partes proplas que sean separadoras. En efecto, veamos que
si Qe P , P -1{Q] no es separador. S1 a+# 1 es el elemen~
to mdximo de A - Q (que existe en virtud del teorema 7), todo -

s.de Pe P - {Q} contiene al elemento a, puesto que, como P ¢ Q
existe un be P - Q, luego b < a y se tlene a € P.
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3.~ Representacibén topoldgica.

Probamos en este parrafo que toda 41lgebra de Hilbert es
isomorfa a una subdlgebra del 4lgebra de Hilbert de todos los a-
biertos de un espacio topolégico, siguiendo la pauta del teorema
andlogo probado por M.Stone (1937) para las 4lgebras de Heyting('k

Sea X un conjunto (fijo) de sistemas deductivos propios
del 4lgebra de Hilbert A que contenga al conjunto de todos los
sede completamente irreductibles de A.

A cada elemento ae A hagamos corresponder el conjunto
de todos los sede Pe X que contienen al elemento a:

9(a)={P jae Pe x} .

Sea A= (¢ (a)) y H el conjunto de todos los a-
biertos de una topologiaa;;%re X engendrados por A .

Consideremos el 4lgebra de Hilbert (H 4 — ) donde la o~
peracién de implicacién es dada por

Gl-» G2 = int ((X =~ Gl)U G2).
Teorema 1ll: La aplicacién s A—H es un monomorfismo.

Ademés, el espacio topolégico (X , H) verifica el axioma To .

Demostracién: 1) es una aplicacibén biunivoca de A en H.
Sean a,b € A, a # b. Entonces, o blen a % b 6 b 4 a.
Supongamos que a b . Por Corolario 1, Teorema 9, existe un s.d.
completamente irreductible P , y por lo tanto Pe X , tal que
ae P, bf P, estoes, Pe ¢g(a), P£ 9(b) « Por consiguiente
¢(a) # ¢(b) . La misma conclusién se obtiene para b £ a .

(') Carol R. Karp nos ha comunicado recientemente que ha demostra-
do un teorema de representacién de este mismo tipoe



2) ¢ es un homomorfismo.

Debemos mostrar que, dados a,b € A, se tiene

¢(a—b) = 9(a)-2(b) = int ((X - ¢9(a))ve(b)) .

(1) 9(a-b) < int ((X = ¢(a))vue(b)).

Probaremos que 9(a—b)c ((X - ¢(a)) U ¢(b)), la inclusidn
(1) resultari inmediatamente tomando interior de ambos miembros.

Sea P e 9(a—+b), esto es a—-b € P,

S1 a¢eP,de a, a-be P, fesulta be Py o sea
Peo(b) .81 af P, PE o(a), estoes, Pe X =-0¢(a) . En cual-
quier hipétesis, P e (X - ¢(a))vo(db) .

(i1) int ((X - 9(a))ue(b))co(a->b) »

Sea Pe int ((X - ¢(a))ve(b)) . Existe, entonces, un ni-
mero finito de abiertos de A, ¢(e¢7)y ooy 0(cy), tales que

Pe ¢(cy)Neeenp(cpy) € (X - 0(a))ue(d) .

Esto qulere decir que existen c¢j,..., ¢, €P, tales que,
para todo Q € X, si ¢j,ee4y cp € Q, entonces ae Q 6 b£ Q.
En particular: ae¢ P o bien b E£ P .

Si de esta disyuntiva se d4 b £ P, entonces, como
b £ a—~b, se tiene a—b £ P .

S1 se d4 a ¢ P, también a—b ¢ P. En efecto, si a—b £ P,
por Lema 3, b £ D(a)VP . Pero esto es imposible, pues si Q es
un s.d. completamente irreductible que contiene a D(a)VvP ¥y no
contienc 2—+b (Teorema 9), se tiene:

Qe Xy Clyeeey CheQy, a€Q ¥y bEQ.

En cualquier caso, entonces, es a—+b ¢ P, esto es

P ¢ o(a—Db) o



- 28 -

3) El espacio topolégico (X , H) es T .
Sean dados P,Q ¢X, P+# Q . Existe, entonces, un a e A
tal que a pertenece a uno y sélo uno de los s.de P,Q « Esto es,

uno y uno solo de los puntos P,Q € X pertenece al abierto ¢(a).

Observacién 1: El antes citado Teorema de Stone expresa, en par-
ticular, que si A es un 4lgebra de Heyting y X el conjunto de
todos sus filtros primos (s.de. irreductibles de A), X es un eg
pacio casi-compacto (respecto de la topologfa cuyos abiertos son
generados por los conjuntos @(a) = {P ;3 aePe X}, ach).

Cabrfa esperar, que en el caso de las 4lgebras de Hilbert,
considerando X como el conjunto de todos los s.d. irreductibles
de A, el espacio de representacién fuése casi-compacto.

Pero no ocurre asi, en general, como se muestra en el e-
jemplo siguiente:

Consideremos el conjunto A = {l’ al’ 82,000’ bl’ b2,ooo} ’
ordenado por la relacién que definimos, indicando los casos de pre
cedencia inmediata:

1) a €1, para todo n .

2) Para cada n 4y bj<a, siy sb6losi i=1, 2,e0e, 0 &

El diagrama de Hasse de A se indica en la figura siguien
te

Consideremos a A como un 4lgebra de Hilbert con la im-
plicacién definida como en ejemplo 29, § 1, Parte I. Es f4cil ver
que en las 4lgebras de este tipo los s.d. son simplemente seccio-
nes superiores. Los s.d. irreductibles de A son (Teorema 7) a-
quellas secciones superiores P cuyo complementario A - P es
filtrante superiormente.

Consideremos el conjunto X de todos los s.d. irreducti-
bles de A, munildo de una topologfa cuyos abiertos son engendra-
dos por la familia de partes de X: A = ( (P(x))x _—

Con esta topologfa X no es casi-compacto puesto que
a) La familia B = (¢ (bi))1>-l es un cubrimiento de X .



b) Ninguna subfamilia finita de B cubre X.

a) X=il_:__-)1 (bi) .

51 no fuese a) vdlida, existirfa un P e X tal que, pa-
ra todo entero 121, P g ¢Zbi) esto es, byf P para £0do by

’ . ]
0, lo que es lo mismo

Pn (b, boyeen}=0.

En estas condiciones, el s.d. P no nuede ser irreducti-
ble porque, 4 bien

1) Hay por lo menos dos elementos ag,ay (j # k) tales que
ajyay £ P 3 é bien

2) Hay un solo elemento a), g£ P ; & bien

3) P contiene a todos los elementos aj (i= 1, 2,...) .
En el caso 1) la lnica cota superior de aj y a, es 1

que pertenece a P, En el caso 2) bk+1’ b, ,o 9 pOT ejemplo, no

pertenecen a P, y todas sus cotas superiores 1, a kel ? B4z o0

son elementos de P, En el caso 3) cualquier par de elementos
distintos bjyby es seguido sélo por elementos de P,

Consecuentemente, a) es valida.
b) ¢(bi1)lJ...lJ@(bin):# X, cualesquiera sean bil"'°bin .
En efecto, sea k = mpix {il, 1oyeeey in} y

P=1bj s 32 xjuiay 5 1+ xjull) .

Veriffcase sin fificultad que P es un s.d. irreductible,
y como bil gesey bi P, se tiene
n

Observacidn 2: Sea [L'(G) el cdlculo proposicional intuicionista,
con el conjunto & de variables proposicionales. Para fijar ideas
puede suponerse G numerable, como es lo corriente en 1égica.

Sea D' el conjunto de 1las teols de L'(G) en las que sb-
lo figura el conectivo de 1mnllcac10n, y sea D el cornjunto de
las tesis del calculo proposicional implicativo 0051t1vo L(s).
es una narte del conjunto de férmulas de L(G) y es inmediato que
D<= D!

Se puede deducir del Teorema 11 (con independencia de cua-
les sean las formulaciones narticulares de los calculos L(G) ¥y
L'(6)) la proposicidn que afirma que D = D' (ver S.Kanger (1955)).
En efecto, sea L(G) el algebra de Lindenbaum de L(G) y ¢ el mo-
nomorfismo de L(G) en el algebra de Heyting K de los abiertos
de un cierto esvnacio tovoldgico X. Toda fdérmula & €D', es tal
que ¢ (ul) = X, pues es sabido que las tesis del cdlculo intuicio-
nista al ser internretadas en un esvacio topoldgico X , dan el
abierto X. Luego |a| =1, esto es a« €D ,
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4,- Dual y doble dual de un 4lgebra de Hilbert.

Un reticulado completo donde vale la ley distributiva
a ﬁ\§{xi=\4}an0 R

es, como se sabe por un teorema de T.Ward (1938), un 4lgebra de
Heyting.
Por Teorema 6, A' es, entonces, un 4lgebra de Heyting,

que serd llamada el 4lgebra dual del 4lgebra de Hilbert A. (')

El 41lgebra (a*) , dual del 4lgebra A* , serd llamada
el 4lgebra doble dual de A .

Nos proponemos demostrar que un 4lgebra de Hilbert A
cualquiera, puede ser isomérficamente representada por una sub-
41gebra de su doble dual A"".

Por comodidad en la notacién « 4 B, ... designardn aqui
elementos de AY $ ¢y Ny see 5 elementos de A"".

Notemos que, desde que A es un 4lgebra de Heyting, los
s.de de A' coilnciden con los filtros de A* .

Teorema 12: Existe un monomorfismo j : A_.att,

Demostracién: Sea D : A—+A", la aplicacidén que a cada
a A hace corresponder el s.d. principal D(a)e A'.

D tiene las dos propiedades siguilentes:

(') De acuerdo al uso de la palabra "dual" seria preferible lla-
mar "4lgebra dual™ a A* munida del orden inverso al de inclusién.
A* seria asf, un 4lgebra de Heyting dual. Aquf estamos interesa-

dosten el 4lgebra (A")" por lo que la distincidén se hace irrele-
vantite,



1) a <b equivale a D(b) = D(a)
2) D(b) = D(a) va equivale a D(a—b) ca e
1) es triviale. 2) se sigue inmediatamente del Lema 3 .

Andlogamente, sea A : A"—+A"", definida para cada ace A

por:
A(a)={8; agB}
(p (a) es el filtro (s.d.) principal engendrado por a ,
A (@) e A*Y) .

A tiene las propliedades sigulentes :

1') ac equivale a A(B) € A(a)

2) L (avp) = u(a) NAE) .

1') es trivial. 2!') vale por el hecho de ser A un

reticulado.

Mostremos ahora que la aplicacidn:

j=0DoD: A—va""

es un isomorfismo.

En primer lugar, de 1), 1') se sigue que Jj es biunivoca.
Veamos que J es un homomorfismo, es decir que

j(a—b) = A(D(a ~b)) = BA(D(a))—=A4(D(b)) = j(a)—J(b) .
Verifiquemos para ello que A(D(a—b)) es el elemento médximo eh A
entre los £ tales que
A(D(a))n £< B(D(D))
(1) a (D(a))na(D(awb))= s (D(D)) .
En efecto, por 2!)
A (D(a))n a(D(a—Db)) = 4(D(a)v D(a—Db)) .
Por 2):
D(b) < D(a)v D(a—Db) ,



puesto que D(a—Db) < D(b) . Aplicando 1'):
A (D(a) vD(a—b)) < 4 (D(D)),
teniendo en cuenta las inclusiones anteriores resulta (i).
(11) Si A (D(a))n& <= 4 (D(b)), entonces & =(D(a-b)) .
Veamos que si a ¢ £ , entonces a« ¢ A (D(a—-Db))
Sea a €& 4, luego A (a)sZ .
De esto y de la hipbtesis de (ii):
A (D(a)) na(e) = 4 (D(b)) .
Por 2') :
s(D(a)) N Aa) = A(D(a) v a) ,
luego A(D(a)wva) € A(D(DL)) .
Aplicando 1'), tenemos D(b) = D(a)va , y por 2)
D(a—-b)e a . Aplicando 1'):
0(a) = A(D(a—D)),
y como a € A(a) se tiene finalmente a e€ed(D(a—Db)) .
(i) y (1i) muestran que &4(D(a—b)) es el médximo entre los
£ tales que A(D(a)) N z < (D(b)), con lo que concluye la demos
tracién.

Observacidén : Se plantea el problema de saber en qué condiciones

E= A , mis precisamente, en qué condiciones j=4 .D es un
isomorfismo.

Al respecto es v4lido el siguiente

L)

Teorema: Para que J : A— A" sea un lsomorfismo es ne-
cesario y suficiente que A sea un 4lgebra de Heyting finita.
Demostracién:

a) Bs suficiente:
Sea A un Algebra de Heyting finita. Mostremos que
j= Ao D es una aplicacidén de A sobre A**.
Siendo A un 4lgebra de Heyting finita, todos sus filtros
(s.ds) son principales, luego
&= D(a)] .
ae A



A" es un 4lgebra de Heyting finita, luego,por la misma

BT = e, ey, = {ia)

acAl

razén

b) Es necesario:

Supongamos que J- 8. D es un isomorfismo sobre el 4lge-
bra de Heyting A'" .

Como j respeta la implicacién, respeta también las rela-
ciones de orden inducidas por las implicaciones en A y A"
luego A y A’" son isomorfas en cuanto al orden y, por consiguien
te, A es un 4lgebra de Heyting.

Para mostrar que A es finita, probaremos que todos los
filtros e ideales de A son principales. Un lema auxiliar, que
ponemos al final, concluiri la demostracién.

1) Todos los filtros de A son erncipales. .s

Sea o un filtro de A a e A", AO(a) € A"

Como j es una aplicacion de A sobre A®" , existe un
a €A tal que j(a) = a(D(a)) = A(a) « Siendo A biunivoca,se
tiene D(a)=a 4, esto es a es el filtro principal generado por a .

2) Todos los ideales de A son principales.

Sea I un ideal de A. Se verifica sin dificultad que
el subconjunto de & : & :{D(x)}x.eI’ es un filtro de A* .

Como j=AoD es una aplicacidédn de A sobre AT s Dara
algin b e A , &= A(D(Db)).

Decir due X ¢ I, equivale a decir que D(x)e & = A(D(b)),
esto es D(b) € D(x) lo que es lo mismo, x £ Db .,

En consecuencia es el ldeal principal generado por b.

Lema auxiliar: Si R es un reticulado distributivo, tal
que todos sus filtros e ideales son principales, R tiene un nume-
ro finito de elementos.

Demostracién: En primer lugar de la hipétesis resulta
inmediatamente que R tiene primer y uitimo elementos.

Consideremos el conjunto I ,de todos los x ¢ R tales
que I(x) = {y 5 ¥y < x} tiene un nimero finito de elementos.

Mostremos que I es un ideal.

Verifiquemos sblo que (el resto es trivial) si a,b ¢ I,
entonces av b e I. En efecto, I(av b)= {x\/y ; X<aj3y¢< b},
porque si X< a Yy £ , entonces xvy < avhb ’ reciproca
mente, si =z éavﬁ se tiene z=2z2n(avb) = (z~na)v(zAb) ,
donde zn~ra < a, zAb < b.

it En consecuencia el nimero de elementos de I(avb) es fi-
N1tTOe

Por hipétesis, I es un ideal principal, sea = I(a) «
Luego I tiene un nimero finito de elementos. Si a= l I=R vy
el reticulado R es finito. Veamos que no puede ser a ¢=l .

Supongamos, por el absurdo, a # 1 y sea F un filtro
maximal entre los que no contienen al elemento a . Por hipétesis
F es un filtro prin01 sea F = F(b).

Como b £ 1, I%b) contiene una infinidad de elementos.
I(b)n I es finito, ya que I es finito.

En consecuencia, existe un elemento c¢ € I(b)=-I, c+ b .

El filtro F(c) contiene proplamente a F(b) y, como c £1I,
esto es, c¢ 4 a, el elemento a no pertenece a F(c). Lo que con
tradice la supuesta maximalidad de F(Db).



PARTE III

1- Explicacidn preliminar

En esta parte vamos a mostrar que las 4lgebras de Hilbert
libres con un nimero finito de generadores libres son finitas, e
indicar un procedimiento recursivo para su construccién efectiva.

Para la demostracidn de este resultado utilizaremos una téc
nica original de A. Monteiro (1960), que consiste esencialmente en
representar el dlgebra libre en consideracidén L como una subalgebra
del producto directo II de todos sus cocientes por s.d. irreducti-
bles minimales.

A menos que {1} sea un s.d. irreductible de L, existiran
varios "ejes" en la representacidn N de L, cuya estructura se
presume mas facil de estudiar que la de L misma.

Para tener informacidn acerca de los ejes de NI, esto es,
de los cocientes de L por s.d., irreductibles minimales, se ha-
ce preciso averiguar que relaciones guardan los s.d. irreductibles
minimales con los generadores libres de L. El1 § 3 se dedica al es
tudio de esta cuestidn.

Jaskowski (1936), ha intoducido el concepto de lo que aquf

llamamos algebra ampliada en relacidn con su construccidn de una

matriz caracter{stica del cdlculo intuicionista.

Para la demostracidn de los resultados del § 3 y § 4, como
as{ también en la construccidn de las dlgebras libres, que se es
tudia en ¢ 5, este concepto juega un papel central.

Las Algebras ampliadas y su immediata generalizacidn, las

dlgebras con peniltimo elemento, son estudiadas en el i 2.




2.- Algebras con pendltimo elemento.

Definicidn 9: Un elemento p de un dlgebra de Hilbert A

se dird (si existe) pendltimo elemento de A si:

X £ p 1, para todo xe A, x + 1.
A sera llamada algebra con peniltimo elemento.

Las dlgebras con peniltimo elemento aparecen de modo natu-
ral como cocientes de un dlgebra por sus sistemas deductivos com-
pletamente irreductibles ( = mdximos respecto de un elemento).

Peorema 13: Sea h:A—B un epimorfismo de niicleo M = N(h).
h(a) es peniiltimo elemento de B si y sdlo si M es maximo res-
pecto de a.

Demostracidn: Por teorema 10, decir que M es mdximo respeg
to de a, equivale a decir:

1) ag M

2) para todo x £ M, x—a ¢ M.

0, lo que es evidentermente igual

1') h(a) # h(1)

2') para todo h(x) # h(l), h(x) £ h(a).

Como h es un epimorfismo, 1') y 2') expresan que h(a)
es peniltimo elemento de B.

Sea p el penliltimo elemento de un dlgebra B. Es de fun-
damental importancia el hecho de que el elemento p sélo puede ex
presarse como la implicacién de dos elementos de B, en la forma
l1—-p.

Lema 8: x—y =p implica x=1, y= p.

Demostracidn: Basta mostrar que x= 1 (h,.).

13

Si fuese x # 1, teniendo en cuenta que p es penultimo
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elemento de A, se tendrfa x ¢ p, y, aplicando hy),, resultar{a
P=X=+Y = X—-(x-y) = x—p = 1,
lo que es absurdo pues p # 1.

Sea h iB—B el endomorfismo principal ( § 2, Parte I) re
lativo a p. Las clases de equivalencia, médulo D(p) = {1,p} , con-
tienen, con excepcidn de la clase D(p) misma, un solo elemento.

Basta observar que para cada x g {l,p} se tiene

hp(x)= p—X= X
Como hy(x) = p—x = x (méd. D(p)) se tiene, en particular,
(p—=x)—x ¢ D(p).
No puede ser, por lema 8, (p—x)—x = p, luego
(p=x)—-x=1,
esto es, p—X < X. Por otro lado de h!, se obtiene, x < p—xX,

1’ h
y de ambas relaciones, la igualdad p-—-x = x.

B - {p} = hy(B) es entonces, una subdlgebra de B que se-
rd llamada la reducida del dlgebra B y que designaremos B~.

El epimorfismo p:B— B~ definido por p(x) = hp(x)== p—+X
para todo x € B serd llamado la reduccidn de B. Podemos suponer
B"= B/D(p) y a p identificado con el homomorfismo candnico rela-
tivo a D(p).

Podemos decir que de un algebra B con peniltimo elemento
P, pasamos a su reducida B~ simplemente eliminando p y conser-
vando la operacidn de implicacidén. Es posible, inversamente, a par
tir de un dlgebra A arbitraria, introducir un pendltimo elemento
p £A y definir sobre A\J{p} = B una operacidén de modo tal que

B=A.

Dada el dlgebra (A y—), Sea p un objeto no perteneciente



a Ay A= A\J{p}. Sea — una operacidn binaria sobre A defi
nida por:
1) 8i X,y € A, X=y = x—y

ii) Sea x ¢ A, x % 1. — opera sobre p de acuerdo a la

tabla:
- x 1
p x 1
x| 1
1] p

Es materia de verificacidn el siguiente teorema, debido esen
cialmente a S. Jaskowski (1936).

Teorema 14: (A", —") es un dlgebra de Hilbert.

Observando como se ha definido -f} resulta inmediatamente
que p es peniltimo elemento de A y

Lema 9: (A")” = A.

Si B es un 4lgebra com peniltimo elemento p, tenemos

Lema 10: (B”) = B.

Llamaremos ampliada de A al dlgebra A+ antes definida.

Los dos lemas siguientes serdan de utilidad en lo que sigue:

Lema 11: S1 B es un 3lgebra con peniltimo elemento p, y
K un conjunto de generadores de B, entonces p e K.

, Demostracién: Si p £K, se tendrfa K< B -{p}= B™. B

es una subalgebra de B, luego B = e B - {p}, lo que es absurdo.

Lema 12: Si K es un conjunto de generadores de A, KLJ{p}
genera al 4dlgebra ampliada AT= Au \p}.

Demostracién: De K < Ku|[p}, resulta A= K < Xu{p},
luego A'= Av lp} < W’ y finalmente A'= KuT{py.
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3.- Sistemas deductivos irreductibles minimales de un 38l-

gebra libre.

En este parrafo estudiamos las relaciones que existen entre
los s.d. irreductibles minimales de un dlgebra libre; y el conjun-
to de sus generadores libres.

Teorema 15: Sea L un algebra libre y G el conjunto de

sus generadores libres. Si P es un s.d. irreductible minimal de
L, entonces PN G = g.

Demostracién: Supongamos, por el absurdo, que exista un
go € PN G,

Sea h:L_,L/P = A, el homomorfismo candnico relativo a P.

Consideremos el 4lgebra ampliada A = A\){p}.

h(G) es un conjunto de generadores de A. Tambien lo es
h(G - {go}), puesto que h(g,) = 1 es inesencial como generador.
Por el Lema 12, h(G - {go}) ¥ {p} genera al algebra 4 .

Sea f 1la aplicacidn de G sobre h(G - {go})Ll{ p} de-
finida por:
h(g) si ge G- (g}

p si g= €09

f(g) =

y el homomorfismo de L sobre A+ que prolonga la aplicacién f.
’ + -
Consideremos finalmente la reduccidn p:A-——»(A+) = A.

Tenemos el siguiente diagrama:

- :&/,-TT
L P
h\«sA

Los epimorfismos pe ¢,htL—sA coinciden, como es lnmediato,

sobre el conjunto G de generadores de I, luego h=po¢ .



Aplicando Lema 1, se tiene
Q= N(p) = N(h) =P

El sistema deductivo Q es maximo respecto de g0y puesto que
9(go) = p es peniltimo elemento de A+ (Teorema 13) y por lo tan -
to irreductible (Lema 6).

Ademds, Q es una parte propia de P, puesto que g, £ Q ¥
go € P.

Resumiendo: Q es un s.d. irreductible contenido propiamente
en P, Esto es absurdo, pues se ha supuesto P irreductible minimal.

Teorema 16: Sea A un algebra de Hilbert y G un conjunto

finito de generadores de A. Si1 P es un s.d. irreductible de A tal
que PN G = 4, entonces existe por lo menos un generador 8o € G
tal que P es un s.d. maximo respecto de gq.

Demostracidn: Supongamos por el absurdo que P no sea maximo
respecto de ningﬁn generador. Entonces (Teorema lO), para cada ge G
existe un elemento X, £ P  tal que xé—.g £ P.

Como P es irreductible, todo conjunto finito de elementos
de A - P tiene una cota superior en A - P (consecuencia inmediata
de Teorema 7).

Esto es, existe un elemento a £ P tal que:

(1) X~ 8 <2, X, <@, para todo g £ G.

Sea M un s.d. maximal entre los que contienen a P sin conte-
ner 4 a, (Lema 7) y sea hi:A—A/M el homomorfismo candnico relativo
a M.

h(G) es un conjunto de generadores de A/M. A/M es un alge-

bra que tiene a h(a) como peniltimo elemento (Teorema 13). Mostre-

mos que h(a) no pertenece al conjunto de generadores h(G), lo que



contradira la afirmacién del Lema 11.
De la segunda relacidn en (1), X, < a, se sigue (h7)
8—~8 £ X,—8,
y teniendo en cuenta la primera relacidn en (1)
a—-g £a, para todo g € G.

Como a £ My a—g £ M, luego h(a) # h(g), para todo g ¢ Gj
esto es h(a)f£ h(G).

Teorema 17: Sea L un algebra libre y G un conjunto fi-
nito de generadores libres de L. Para que un s.d. P sea irreduc
tible minimal es necesario y suficiente que:

1) PN G=¢

2) Exista go € G tal que P sea maximo respecto de g,.

Demostracidn:

a) Es necesario: Si P es un s.d. irreductible minimal,
1) se verifica por Teorema 15. Como vale 1), 2) se verifica por
Teorema 16,

b) Es suficiente: Sea P un s.d. que verifica las propie-
dades 1) y 2). Por verificar 2), P es irreductible (Lema 6).
Sea Q un s.d. irreductible tal que Q = P, mostremos que Q = P.
Siendo PN G = @, con mayor razén Q N G = g. Por Teorema 16 exis
teun g € G tal que Q es maximo respecto de g. Como P con-
tiene a Q, sin contener a g (PN G= g), es P= Q.

Esto prueba que P es un s.d. irreductible minimal.



4.- Algebras libres con nimero finito de generadores libres.

Sea L, el dlgebra libre con el conjunto G = {gl,...,gn}
de generadores libres, [P el conjunto de todos los s.d. irreductil

bles minimales de L, vy, para cada P ¢ P, sea hP:Ln__,A = Ln/P

P
el homomorfismo candnico.

P es un conjunto separador de s.d. (Corolario 2, Teorema 10)

y por lo tanto, la aplicacidn h de Ln en I = 1 AP definida

Pe P
por

h(x) = (h_(x)) )
P PelP
es un monomorfismo. Podemos considerar a Ln, identificéndola con

su imdgen h(L,), como una subdlgebra de I .

Teorema 18: Toda dlgebra libre con un nimero finito de ge-
neradores libres es finita.

Demostracidn: (Por induccidn sobre el nimero de generadores
libres)

El dlgebra L., con 1 generador libre, tiene dos elementos.
Supongamos que todas las 4dlgebras Ly, con 1 <k <n son finitas.
Notamos que esto implica que cualquier dlgebra que admita un con-
junto de generadores en niimero estrictamente inferior a n es fini
ta, ya que una tal dlgebra es imagen homomérfica de L

n-1°

Para probar que Ln es finita es suficiente ver que [ tie
ne un ndmero finito de ejes, cada uno de los cuales tiene un nime-
ro finito de elementos, esto es:

a) para cada P e¢P, Ap = L,/P es finita

b) el conjunto P de los s.d. irreductibles minimales de
L, es finito.

Dado P eP ¥y hP:Lnf_’Ap’ el conjunto constitufdo por 1los



elementos hp(gl)’hp(gz)’""hp(gn)’ es un conjunto de generadores
de AP.
Por el Teorema 17 sabemos que P es maximo respecto de uno
por lo menos de los generadores libres de L,, sea Bje Por Teore
ma 13, hp(gj) es peniltimo elemento de A

Es inmediato entonces, que la subilgebra AE de Ap es genera
da por los hP(gi)’ 1 <1i <n, tales que hp(gy) #+ hp(gj). Por 1lo
tanto Ap admite un conjunto de generadores en nimero menor que n
¥y, por la hipdtesis de induccidn, Ap es finita. En consecuencia
Ap = (A;)+ es también finita; esto prueba a).

Observemos que existe un nimero natural m, que es cota supe
rior para el nimero de elementos de las dlgebras cociente AP’ P eP.
En efecto, si m' es el nimero de elementos de L,_j, m' es mayor &
igual al nimero de elementos de cualquier dlgebra AE, pues estas
dlgebras admiten un conjunto de menos de n generadores. Basta enton
ces hacer m= m'+ 1,

La circunstancia observada, unida al hecho de ser L, fini-
tamente generada, es suficiente, como vamos a mostrar, para conclu
ir que P es finito.

Notemos que, considerando identificadas las algebras isomor
fas, existe sélo un nimero finito de dlgebras de Hilbert cuyo nime
ro de elementos es m a lo sumo (para cada conjunto finito X el
nimero de operaciones binarias definidas sobre X, esto es, de apli
caciones de Xx X en X es finito).

As{, el nimero de dlgebras Ap, P eP, es finito. Pero pue
de ocurrir que para dos s.d. P,Q eP, P+ Q, se tenga AP== AQ' En

tal caso, sin embargo, no ocurre que sea hP(g)== hQ(g) para todo



g ¢ G, pues esto implicaria hp== hQ y por lo tanto P= Q.
Esto es, s1 P+ Q, siendo AP:= AQ’ las sucesiones:

(hp(g)5hp(8,) 50 eshp(e )) ¥ (Bo(g))yhy(Ey), uesh
tintas.

Q(gn)) son dis-
Como para cada 4lgebra A,, P cP, existe un nimero finito
de sucesiones de n elementos de A, concluimos que existe sélo un
nlmero finito de s.d. Q #+ P tales que AQ= A,
Siendo el numero de &lgebras Ap, P ¢ P, finito, P es fini
to. Esto prueba b) y termina la demostracion del teorema.

Corolario 1l: Toda dlgebra de Hilbert finitamente generada es

finita.

Corolario 2: A partir de un conjunto finito de abiertos de

un espacio topoldgico X, aplicando indefinidamente la operacidn:
int.((X - G') U G") (G', G" abiertos) se obtiene sdlo un nimero

finito de abiertos.



5.- Construccidn de las dlgebras de Hilbert finitas.

A) Vamos a dar un procedimiento recursivo para la construccidn
efectiva de las dlgebras libres finitas.

Suponemos construidas las dlgebras libres L, 1 <k < n,

y construiremos a partir de ellas el algebra libre Ln.

Por comodidad, denotaremos con N al conjunto de los enteros
1,2,..04n,

Sean II y h:L T definidos como en el parrafo anterior.

Procuraremos construir NI ¢ indicar en II el conjunto
n(6) = {n(g; ey -

(Los elementos de la subdlgebra h(L,), isomerfa a L, se
obtendrdn efectuando la operacién — , definida en II, a partir de
los elementos de h(G))

Esto equivale a determinar:

19) el eje P-ésimo de T ; es decir, el dlgebra cociente
Ap= L/P.

22) las coordenadas P-ésimas de cada uno de los elementos
de h(G); esto es, la familia (hP(gi))iE y de generadores de AP.

Puede decirse entonces, con términos que precisaremos des-
pués, que nuestro objetivo se limita a seleccionar entre todos los
posibles pares del tipo (A , (ai)i eN)’ donde A es un 4lgebra
de Hilbert y (ai)ie N una familia de generadores de A, aquellos
pares de la forma (Ap, (hp(gy))g ()

Veamos que existe una correspondencia biunivoca entre los
pares del tipo (A , (a;)y ¢y) ¥ los homomorfismos candnicos de Ly

Dada un 4dlgebra A y una famiiia (a;); ¢y de generadores

de A, existe un (y uno solo) epimorfismo @ :L-——A tal que, para



cada 1 € N, a(gy)= aj (el homomorfismo @ prolonga la aplicacidn
f de G en A, definida por f(gy) = a,, para todo 1 ¢ N).

En estas condiciones, diremos que el par (A ,a(ai)ie N) re
presenta al homomorfismo «.

Es claro que un homomorfismo a , cualquiera, de L, sobre un
dlgebra A es representado por el par (A , (algy))y, ).

Sean (ag);. y» (by)y, y familias de generadores de las 4l
gebras A, B respectivamente, Supongamos que (A , (ai)ie N) ’
(B, (by)y, y)» representen los homomorfismos a,B de L sobre A, B
respectivamente. Interesa saber qué condiciones deben verificar es
tos pares para que representern un mismo homomorfismo candnico de
L,, esto es, para que N(«) = N(B).

Lema 13: N(¢) = N(B) si y sdlo si existe un isomorfismo
j:A—B tal que j(ay) = by, para todo i €N,

Demostracion: Decir que N(a) = N(B) equivale decir (Lemal)
que existe un isomorfismo j:A—3 tal que joa = f.

Para que jea = B es necesario y suficiente que los homo =

morfismos Joa, B :L,—B, coincidan sobre el conjunto G de gene -

radores de Ln,es decir

iC a(gy)) = B(gy), para todo 1ie N.

Como, por hipdtesis, a(gy) = aj, p(gs) = by, la desigual-
dad anterior puede escribirse j(ay) = by, para todo ie N, Io
que termina la demostracidn.

Escribiremos (A , (ai)ieN) = (B, (bi)ie N) para expresar
que existe un isomorfismo j de A sobre B tal que j(ai) = Dy

para todo 1 €& N,

. P
Es evidente que la relacidn = es una relacion de equivalen-



cia. Conviniendo en identificar los pares que estan en la relacidn
= , la correspondencia que a cada homomorfismo candnico de L, a-
signa el par que lo representa es, por el lema anterior, una corres
pondencia biunivoca, Podemos decir que hay tantos pares (distintos

en la relacidén = ) como homomorfismos candnicos de L,, 6, si se

quiere, como s.d. de Lp.

B) Vamos ahora a caracterizar todos los pares (A , (a;);e )
que representan homomorfismos candnicos a de nlcleo N(a) ¢ P. Pre
vio a ello, es conveniente clasificar los s.d. de P en partes dis
juntas de la manera siguilente:

Sea S una parte propia de N, S< N (N - S #¢). Designe -

mos con [P al conjunto de todos los s.d. P de Ln tales que:

S
1) PNG=¢

2) P es maximo respecto de gy sivy sélo si i¢e N - S.
Se sigue inmediatamente del teorema 17, que

P = s &N PS

Es claro, ademis, que si S, S' son partes propias de N, dis

tintas (8 #+ 8'), entonces Pg N Pg, = 4.

Teorema 19: Para que (A , (ai)ie N) represente un epimorfis
mo a:Lh._.A de nicleo N(a) € Py es necesario y suficiente que
i) aj# 1, para todo 1€ N
1i) a4 es pendltimo elemento de A siy sdlo si ie N - S.
Demostracién: Por la definicién de Pg, decir que N(a) e P
equivale decir:
1) N@)Nn G =4

2) N(¢) es miximo respecto de g; si y sélo si i€ N - S.



Teniendo en cuenta que a(gi) = ay, Dpara todo 1 ¢ N, la
condicidén 1) anterior puede escribirse en la forma:
i) olgy) = 2a; #1, para todo i e N.
Por otro lado, aplicando el Teorema 13, la condicién 2) pue
de escribirse:
i1) a(gy) = ay es penlltimo elemento de A si y sélo si
ieN-S.
Esto termina la demostracidn.
Observemos que el dlgebra A es, efectivamente, un dlgebra
con penitltimo elemento, dado que N - S # #.
Designemos con Eg a la clase de todos los pares (A, (a;)y,
(identificados como se ha dicho) tales que:
1) a; # 1, para todo ie N
1i) a; es pendltimo elemento de A si y sélo si i€ N - S,

El Teorema 19 puede enunciarse, en forma equivalente, como

estableciendo la igualdad:
B, = { (A, (n(e), , )3 PeBg).
S1 ponemos:

E = LJ E , se tiene:
ScN §

B o= | Gy (nle))ye 5 Pe B
Nuestro problema quedard resuelto si indicamos la manera de

construir todos los pares de E.

C) sea (A, (23); ¢ y) € Bgy A” la reducida del dlgebra
A y p la reduccidén de A en A",
Lema 1lu: (ai)i e § ©s una familia de generadores de A~

tal que ai=# 1l para todo 1 € S.



Demostracidn: (p (23))y ¢ y es una familia de generadores
de A", pues es imagen por el homomorfismo p de la familia (a3)ie N
de generadores de A.

Como para todo 1 €N - S, a; coincide con el pendiltimo
elemento de A (ii), p(aj) =1 para todo i €N - S.

Para los i €38, p(ay) = a; # 1. Luego:

{ta)}ie v = (as}ie s v (1)

Eliminando el generador no esencial 1, tenemos que {ai}ie S
es un conjunto de generadores de A~.

El resultado anterior, nos induce a considerar, pa®a cada
S C N, la clase Fg de todos los pares (B, (bj)jg g), donde
(bi)i e g ©s una familia de generadores de B, tal que:

by # 1, para todo 1 ¢ S.

(Suponemos, aqui también, identificados los pares de Fg que
estdn en la relacidn = definida como antes).

Observemos que si S = &, F¢ s8lo contiene el par
(B, (by); ¢ g)y donde B =={l} es el algebra con un solo elemento

y (by)i ¢ g= # es la familia vacfa (4 = B).

El Lema 1% expresa que si (A , (ai)i € N) e Eq, entonces
(A7, (a4)y ¢ g) ¢ Fg.

Designemos con R 1la aplicacidn de ES en FS definida
por: R((A, (ay)y ¢ ) = (A7, (a4)y ¢ g)-

[ d V
Las algebras B en los pares (B, (bj); . g) ¢ Fy son &l
gebras con menos de n generadores. Estas dlgebras son imagenes ho
momérficas de dlgevras libres con menos de n generadores libres y
pueden ser construfdas a partir de las mismas. .{ostraremos que el

proceso por el cual se pasa de un par de Eg a un par de FS



(aplicacidén R), puede ser invertido, lo que permitird construir los
pares de Eg a partir de los de Fg.

Teorema 20: R es una aplicacidn biunivoca de E_. sobre F

S
’, - +
Ademds R™I((B y (b3)jeg))=(B , (by)5,y )y donde B = BU{P}

S°

es la ampliada de B y bj= p para todo ie N - S,
Demostracidn:
1) R estd bien definida, es decir, si
(A, (ay); ¢ ) = (A", (ai)i € N) se tiene
(A-, (ai)i € S )———: (A' 1) (ai)i € S)o
Por hipdtesis, existe un isomorfismo j:A—sA' tal que
j(aj) = a} para todo i e N. La restriccién j' de j a A" es
un isomorfismo de A~ sobre A' tal que j'(ai) = ai para todo
1 € 8, luego:
(A [] (ai)iCS)E (A' ? (a."L)iE S)o
2) R es una aplicacidn de Eg sobre Fg.
Sea dado (B , (bi)i.es) e Fg. Consideremos el par

+

+
(B, (by)y.py) donde B = B U{p} Yy b;= p para todo ieN - S,

Este par pertenece a Eg porque {bi}ie N= {bilie gV {p]

es un conjunto de generadores de B , por Lema 12,
+ -

R((B ’ (bi)ie N)) = ((B+) ’ (bi)ie S) = (B ’ (bi)ie S)'

3) R es biunfvoca.

si R((A, (a4);, y)) = (A=, (a4)4 ¢ g)s podemos identificar
(Lema 10) A con (A-)+. La familia (ay); ¢ y de A es tal que

ay = p para todo ie N - S, luego, aplicando 2) R es biunivoca.
De 2) resulta la expresidn de la aplicacidn inversa r7L,
Escribiendo F = kj F es evidente que R define una a-

ScN ~8?
plicacién biunivoca de E sobre F.



D) Resta sdlo sistematizar la construccidn de los pares de
las clases Fg (s < N).

Designemos con L(S) al algebra libre con el conjunto
R = {gi]i ¢ g de generadores libres . (Si el nimero de elementos
de S8 es s (s<n), L(8) es isomorfa al 4dlgebra libre L, con
s generadores libres; por razones de exposicidn convendri poner en
evidencia la parte S).

Es natural introducir la convencién L(#) = Ly= {1} (&lge-
bra con un solo elemento). |

Lema 15: (B, (by)y . g) € Fg siy sélo si este par repre-
senta a un epimorfismo pg:L(S)—B tal que N(g)nhz = 4.

Demostracidén: Sea @ el homomorfismo representado por el

par (B, (by)y ¢ g); esto es, sea B(g;) =" para todo i e S,

i?

Decir que (B, (by); ¢ g) € Fg equivale a decir que la fa
milia (b;); . g de generadores de B es tal que b17£ 1, para
todo i ¢ S.

Como by = B(gi), lo anterior puede expresarse equivalen-
temente diciendo que p(g;) # 1, para todo 1 ¢ S, 6 lo que es lo
mismo N(g)Ng3z = #&.

Observemos que en el caso S = g el homomorfismo B que rg
presenta al dnico par. ({l}, #) de Fy es el homomorfismo canéni-
co B:L(g) = {l}-—»{l}. Para este homomorfismo N(B) D Z = 4, co
mo es obvio.

Resulta del teorema anterior que Fg es la clase de todos
los pares de la forma (B, ( B(gi))ie,s)’ donde B recorre el con

junto de todos los homomorfismos candnicos B:L(S8)—B tales que

N(B) no contiene generadores libres de L(S).



E) Sobre la base de los resultados anteriores resumiremos
ahora el procedimiento completo para construir el dlgebra libre Ln
con n generadores libres.

Suponemos conocidas (ademas del dlgebra libre con 0O gene-
radores libres L, = 11}) las dlgebras libres Ly, Loyese, Ly g
con 1,2,...,n-1 generadores libres.

a) Construccidn de la clase de pares F:

Para cada parte propia S del conjunto N = il,2,...,n} ’

consideremos el dlgebra libre L(S) con el conjunto 3 =‘lgi}15 3

de generadores libres (L(S) es isomorfa a alguna de las Algebras

L., 0<k <n).
Para cada s.d. D de L(S) tal que DN 3 = ¢, construi-
mos el dlgebra cociente = L(S)/D. Si B:L(S)—B es el homo-

morfismo candnico relativo a D, indicaremos en B 1la familia de
todos los elementos by= B(gi) con i€ S.

El conjunto de todos los pares (B , (bi)i e S) asi constru

f{dos constituye la clase Fgq. =gey Fse

b) Construccidn de la clase E:

Para cada (B, (bj)y¢ g) € Fg, construimos el par
(B+, (bi)i € N) donde B'=B U {p} Yy by= p para todo ie N - S,
Eg es la clase de todos los pares asi obtenidos, y

E E

~scn 's°

¢) Construccidn de L

Sea E {(At, CH) I n)}te T

Consideremos el producto directo
n = 1
teT At

y para cada t€ T el homomorfismo h4:L, —Ay determinado por la



condicidn:

(t)
k

h,(g,) = a , para cada k e N .

La aplicacién h de L, en II definida por

h(x) = (ht(x))te T

es un monomorfismo de Ln en II .

h(L,) = L, es la subdlgebra de II generada por los elemen

tos a  h(g) = (hy(g g ep= (A ) ¢ qy (= 1,2,..0,n).

F) Podemos ejemplificar el procedimiento anteriormente des-
cripto, con la construccidn de las 4dlgebras libres con 1,2 y 3
generadores libres.

Comenzaremos con el caso del dlgebra con 3 generadores
libres que se bresta mas para mostrar la marcha del procedimiento.

(1)Algebra libre L3, con_ 3 pgeneradores libres (gl,gz,g3l;

Consideramos conocidas las algebras Lo‘=~{1} y L1 y L2

(fig. 1 y 2, Parte I).
N = {l, 2, 3} tiene 7 = 23 - 1 partes propias

g, {1} , {2} » 13} {1’2} ’{2’3} J {3’1}

a) Construccidn de la clase F .

12) Clases ﬁ1,2} y %2,3} y %3,1}

Razonemos sobre el 4lgebra L, (fig. 2, Parte I) cambiando

las notaciones oportunamente.

Los sistemas deductivos de L, aque no contienen ninguno de

los generadores libres a,b son los 15 sigulentes:



D(1) = {1} ; D(k); D(m); D(g); D(h); D(e); D(f); D(n); D(i);
D(j); D(e); D(d); D(kK)VD(m) = {k, m, 1} ;
D(e)vD(f) =le, £, gy by ky my 1} ;
D(1)v D(§) = (i, J§, ky my n, 1} .

Para cada uno de estos s.d. construimos el cociente L2/D
respectivo, indicando las imdgenes de los generadores a,b en el
cociente.

As{, para el cociente L,/D(j) tenemos :

—-|f g h k 1
f11 g 1 1 1
k h
g|/h 1 h 1 1
hlk g 1 k 1
g(=a) £(=b)
kith g h 1 1
Figura 3 1|f g h k 1

(Hemos utilizado el resultado del Lema 4%, 1, k, g, h, f
son los eleme:.tos maximos de las clases de equivalencia mddulo
D(j), la tabla de la operacidn se obtiene, entonces, directamente

de la tabla 2, Parte I),

Para obtener F resp. F F sustitui=-
e {1’2} (resp (12’3)!, ;l3’1} )

remos en cada cociente a por aq, b por a, (resp. a, ,a3 Yy
a3, al), tendremos asf{ 3x15 =45 élgebras con sus correspon-
dientes generadores.

22) Clases Fil} ; sz} y

13y

Razonando sobre el Algebra de figura 1, Parte I, tenemos un



solo s.d. que no contiene al generador a: el s.d. D(1l) = {1} .

Hay, entonces, un solo cociente: L,/D(1) =2 L, . Obtenemos

respecti-

F{l} y F§2} y F‘3} sustituyendo a por 4 135 a3
vamente: 3 4lgebras en total.

32) Clase Fg .

El Unico par de Fs 5 es como se ha indicado antes ({1} y B).

F contiene en total 45+ 3+1 =49 pares,

b) Construccién de E .

A partir de cada uno de los 49 pares obtenidos en a)
construfimos los 49 pares de E.

Por ejemplo, a partir del par indicado en figura 3 (que su-
pondremos pertenece a F 1,2 9 colocando a a;, b a2) obte-

nemos el par indicado en la figura siguiente:

1

f l g 1 1 1 1
g{h 1 h 1 1 1
h|k g 1 k 1 1
k|{h g h 1 1 1
g(:al) (= a2) 1 f.g h k 1 »p
p f g h ¥k 1 1
Figura 4

Indicamos en la figura siguiente los diagramas de todos los
pares de E , con sus correspondientes generadores a; 425 ,a3 R
Una tabla de la operacién — vilida para todas las dlgebras de

figura 5, se obtiene adjuntando a la tabla 2 (Parte I) una fila y



una columna encabezadas por "p" y definiendo la operacidn de
p con los restantes elementos como se indicd en la definicidn de

algebra ampliada en parrafo 2,

Figura -5




Los ejes Alé"" A30 se obtienen de Al,... A15 sustitua -

yendo a7 s2p ,a3 por a, ,a3 y3q respectivamente, A31 gooo

Ah5 se obtienen de 4., ... AlS sustituyendo a por

1 '3 733
a3 y8y 135 respectivamente.

c) E1 producto II es el conjunto de todas las sucesiones

(xl,X2, QQO’X)_I_9)’ con xk £ Ak 9 algebrizado por

(xl,...,}q+9)—>(yl,...,yh_9) = (xl—-yl,...,lq+9—.yl+9) .

L3 es la subdlgebra de 1 generada por los elementos

g = (a)yeeeray)s g, = (a,y00ey85)3 gy = (a3,...,a3).
Una cota superior para el nimero de elementos de Ls,obte-
nida multiplicando el nlimero de elementos de cada uno de los L9

37

ejes de I es del orden de 3 . 10 o Un cédlculo hecho tenien-

do en cuenta que los generadores son elementos minimales, da una

7

2
cota superior del orden de 10 °,

ii) Algebra libre L, , con 2 generadores libres (g7, go).

Suponemos conocidas LO Yy L1 .

N ={1,2} tiene 3 partes prooias: # , fiy {2},

a) Construccién de F.

1¢9) F{l\ y F{2} tienen, como en i), b), 22) un par ca-
da una, isomorfo a L1 .
20) F4 , como en 1), b), 32) .

b) La clase E consiste, entonces, de los pares



las ternas

Figura 6
9l 1 ol
—| a 1 P
1pEap) Tp(=a1) all 1 1
lja 1
o $ 6
a(=aq) a(=ap) p(-aj=ap) pla 1 1
¢) Construccidn de L, .
El producto directo T A} Ay, Ay constitufdo por todas

(xq, Xp, x3), donde x ¢ A, (k 1,2,3) se represen-

ta en la figura siguiente

OcunREHBBE Ree e D'ORHOD R0 O'P

(xl,X2,

Figura 7

g9
©

(aypyp)
(pya,p)
(aylyp)
(ly2yp)
(aypyl)
(pya,l)
(ay,1,1)
(l,a,1)
(py1,p)
(1,p,p)
(Pyl,l)
(1,p,1)
(191’P)
(1,1,1)
(Papap)
(P’P’l)
(a,a,l)
(aya,p)

g ononh

[ I

La operacién — es definida en TI

por

As{, por ejemplo, f—i = (p,a,l)—(p,1,p)

= (p_.»p’a—ol,l—rp) = (l,l’p) =N .



Podemos de este modo construir la tabla de la operacidn
sobre NI que se indica a continuacidn.

Es fdcil determinar la subdlgebra L, de Il generada por
a= (a,pyp) ¥y b= (p,a,ﬁ), que coincide con la ya indicada en

figura 2, tabla 2 (Parte I).

—]labecdef ghijkm nlrstoO
a |{1lhlhlh 1h1111 1111hh
b glglgl g11111 1111¢gg¢g
c mhlhmh 1 hlmlm 11mmhh
d gkglgk glk1lk1l 11kkgeg
e ndndlh 1lhnnll nlnlhd
f cncngl glnnll nlnlge
g Jdndmh 1hnjlm nl jmhad
h ciecngk glinkl nlikgec
i ehgheh ghlmonmln 1l1l1mommtt
h] gfghgf ghklk1l 11lkk¢tt
k adecdeh ghn jlm nlllgo
m ecbedgf ghinkl nlikto
n efghef ghkmkm 11ss¢tt
1 abcdef ghijkm nlrstoO
r ghghgh ghl1111 1111¢tt¢t
S cdcdgh ghnnll nlilnl¢to
t nnnnll 11nnll nlnl1ln
0 111111 111111 111111

i1i) Algebra libre 17 , con un generador libre.

AGn para este caso trivial es aplicable el procedimiento de
construccidn.

F= Fﬂ contiene el tnico par ({1} , #).
La clase E contiene el tinico par cuyo diagrama es

1

a

En consecuencia, I tiene un solo eje isomorfo a I, .



6.- Algebras caracteristicas.

A.Monteiro ha mostrado que una cadena con tres elementos
es un 4lgebra caracteristica para el cdlculo implicativo positivo
con dos variables proposicionales. La cadena de tres elementos es,

justamente, la ampliada del &4lgebra Ll con un generador libre.

Utilizando las conclusiones del § anterior, podemos pro-

bar, mis generalmente, que M= L; -1 » ampliada del dlgebra 1li-

bre con n-1 generadores libres, es un 4lgebra caracterfstica pa
ra el cdlculo proposicional implicativo positivo con n variables
proposicionales, (81 5 8 j eeey &) o

Con @y, eeey @ se indicarédn aquf{, los generadores 1li-

n
bres de Ln .

Notemos que, del § anterior resulta la existencia de una
familia (At)te;T de 4lgebras tal que:

i) para cada t, At es generada por ciertos elementos

t .
2y 5 seey @y en numero < nj

ii) si1 para cada te T, hy : LAy es el epimorfismo

determinado por hy (ay) = aE (1 =1, eeey n) se tiene

mN(h)=[1l-

te T j?

i1ii) At==B€ y donde B; tiene como generadores una parte
propia de los generadores indicados en i) para Ay o
Sea o Ln---c-FM el epimorfismo determinado univocamen
te por la condicién o(ay) = Iy (1= 1y eesy n) &
+

Para probar que M= L,y es matriz caracter{stica de

L(g1y eeey 8y), de acuerdo al Lema 5 (I, § 3, C), serd suficien



- 60 -

te probar el sigulente:
Teorema 21: (o ] Ln——’FM es un isomorfismo.

Demostracién: Sea fy : Fy—Ay la aplicacién definida
por £ (ay) = @p (al), donde ab = (al, ..., al) cal.

Debemos verificar que fg estéd bien definida, esto es,

que si « = g , entonces a (at):z B (at ) .
M M Ag Ag

Cada 4lgebra B, es imagen homomérfica de L,_; puesto
que 1iii) By tiene k &€ n-1 generadoress Como Ll,_; es finita,

por Lema 4 (I,32,C) podemos considerar a By como una subdlgebra

de L,_.y . Ademds, es de demostracién féeil, que de "By subdlge

bra de L,_; " resulta "A; = B; es subdlgebra de M = ﬁ;_l .
B

Entonces, es inmediato que aM=l3M implica GA£= Ay ¥
por consiguiente, &, (at) = BA (a®) .
t t

fy es, ademds, un homomorfismo, pues

60 —By) = £ —~B)y = (“—’B)At (at) = a, (at)—8, (at)

t t

= ft(aM)_’ ft(BM) .
Probemos que fto o= ht’ para lo cual basta verificar

que fi o 0y hy colnciden en los generadores de L, e

Indicando con H: la proyeccién i-ésima de

A% = AL X .e0 X At , se tiene

(fto U)(ai) = ft(O'(ai)) = ft(ni) = ft((gi)M) = (gi)At (at)

T - o} = nytay



- 61 -

De fi.o=hy , por Lema 1, se tiene
N(o) € N(hy)
Por 1ii) :
N(O) = {1}

Lo que prueba que ¢ es un isomorfismo.-
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