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INTRODUCCION

Hilbert (1923) ha sido el primero en observar que un cier­

to conjunto de fórmulas del cálculo preposicional clásico, en

las que sólo figura el conectivo de implicación, tomadas como

axiomas, permitiría desarrollar un fragmento interesante del
cálculo proposicional. Ese fragmento es conocido con el nombre

de cálculo preposicional:implicativo positivo y su estudio se
inicia en el primer volumen de los ” Grundlagen der Mathematik"

de Hilbert y Bernays (1934).

Este sistema de la lógica puede ser estudiado con métodos

eSpecificamente algebraicos, desde que diSponemosde su contra­

parte algébrica: la noción de modelo implicativo dada por Hen­
kin (1950).

Siguiendo a A.Monteiro llamamos aqui álgebras de Hilbert

a las álgebras duales de los modelos implicativos.

El objeto de este trabajo es dar solución a un problema

relativo a las ál ebras de Hilbert libres, planteado por Skolem

(1952), el cual consiste en saber si las álgebras de Hilbert li­
bres con númerofinito de generadores libres son finitas.

A esta cuestión damos una respuesta afirmativa e indicamos

además, un procedimiento recursivo para la construcción de todas

las aIgebras libres con númerofinito de generadores libres, a­

plicándolo a los únicos casos donde es posible, sin ayuda de má­

quinas, dar la construcción explícita: el álgebra trivial de un
generador libre, la de dos generadores libres -ya calculada por

Skolem-y la de tres generadores libres.



La idea clave de este procedimiento de construcción se de­

be a A. Monteiro, quien lo ha aplicado a la determinación de las

álgebras de Heyting lineales libres con númerofinito de genera­
dores libres (1960).

En la parte III exponemos el resultado mencionado y damos

matrices caracteristicas para los cálculos implicativos positi­
vos con númerofinito de variables preposicionales.

En la parte I exponemos, sin pretensión de originalidad,

algunas nociones y resultados que se necesitan para la compren­

sión del resto. Indicamos, dando respuesta a un problema que nos

planteara A. Monteiro, una definición ecuacional de las álgebras
de Hilbert. Unapresentación de la teoria de las álgebras de Hi;

bert a partir de una definición por identidades tiene interés en
algunos aSpectos, en particular por el hecho de ser inmediatamen

te aplicables teoremas del álgebra universal válidos para las al
gebras ecuacionalmente definibles, por ejemplo el que prueba la

existencia de álgebras libres.

En la parte I, 5 1, indicamos como ejemplo de álgebras de

Hilbert a los conjuntos ordenados con último elemento, no sabe ­
mos si ésto ha sido observado antes.

En la parte II damosuna caracterización útil de los sistg
mas deductivos irreductibles y se prueba la existencia de irre ­

ductibles minimales, lo que tiene gran interés para el estudio

del mencionado problema de Skolem. Los dos teoremas de represen­

tación que damos en á 3 yá 4, parte II, no son necesarios en la

parte III. Unode estos teoremas es de representación tcpológica



"tipo Stone”. Contrariamente a lo que sucede para las álgebras

de Heyting, no se puede afirmar la casi-compacidad del espacio

tcpológico de representación.
En una comunicación a las Sesiones Matemáticas de la

U.M.A. (1960) hemos adelantado los principales resultados que

exponemos aqui.

Muchotenemos que agradecer a nuestro querido maestro A.

Monteiro, bajo cuya dirección hemosrealizado este trabajo, por

la atención que nos prestara en el trascurso del mismo, por sus

enseñanzas y sugerencias. Tambienle agradecemos las oportunas

observaciones que hiciera a su redacción.

Quedamosreconocidos al profesor L. Henkin y su discípu­

la Carol R. Karp por sus útiles informaciones, y al profesor

Gregorio Klimovsky, quien ha aceptado apadrinar este trabajo.

Agradecemos tambien la colaboración del profesor Ruy Gomes, Da

rio Picco, Samuel Silbering y Enrique E. Suardiaz.

Bahia Blanca, noviembre de 1961.­



PARTE I

1.- Definición y ejemplos de álgebras de Hilbert.

A) El concepto de álgebra de Hilbert tiene su origen en

el sistema de la lógica llamado cálculo proposicional implicati

vo positivo, debido a Hilbert (1923), cuya definición es la si­
guiente:

A partir de un conjunto no vacio G de simbolos (variables

proposicionales) y de los simbolos auxiliares "(“, ”)”, " “, se

construye el menor conjunto F de sucesiones finitas de estos sim

bolos, que verifique las prOpiedades:

f1) GEF

f2) Si a,B e F, entonces (a-B)e F.
Los elementos de F son llamados fórmulas (ó formas proQosiciona

lgg). Sea D la parte más pequeña de F tal que:

dl) D contiene a todas las fórmulas de los tipos:
(a»(B»a)),
((a»(B—>y))—>((a-+B)»(a-»'y))),

donde G,B,Y, son fórmulas arbitrarias.(')

dz) Si a,(a—’B) e D, entonces B GD.

Las fórmulas indicadas en dl) se dicen axiomas y D se dice el

conjunto de las tesis (ó fórmulas demostrables).

El sistema L(G)-= (F , D ,-’) es llamado el cálculo prepg

sicional implicativo positivo con el conjunto Gde variables prg
-AAAM

(‘) Estas fórmulas son dos de los axiomas del sistema de Frege
(1879) para el cálculo clásico la equivalencia de estos axiomas
con los cuatro de Hilbert (1925) fue probada por Lukasiewicz
(ver Lukasiewicz-Tarski (1930)).



posicionales.

B) La noción de álgebra de Hilbert, dual de la introduci­

da por Henkin (l950),es justamente la aprOpiada para el tratamieg
to algebráico de los cálculos L(G).

Definición l: Sea A un conjunto, l e A,-* una Operación bi­

naria sobre A. (A , l , ->) se dice un álgebra de Hilbert
si son verificados los axiomas:

hl) p»(q»p)==1
th) (p»(q»r)%*flp»q)»(p+rn =1
h3) Si p—>q= q—+p= 1, entonces p = q

Damosel nombre de álgebras de Henkin a las álgebras de Hilbert
duales.(')

Comoel mismo Henkin (1950) ha mostrado, identificando dos

fármuias a,p de um) cuando (opta) y (asa) son tesis, 0th
(nemos un álgebra de Hilbert. ") Por esta razón es que decimos

que la noción de álgebra de Hilbert es la aprOpiada para el estu
dio de los cálculos L(G). A. Monteiro nos ha hecho notar que és­

to puede hacerse en un sistema algebraico algo más general que

los cálculos L(G), lo que reporta economia en la exposición.

(') Luisa Iturrioz ha observado que el axioma M3de Henkin, que
se traduce aqu por x—+l= l, puede demostrarse a partir de h ,
h2,h que son independientes. Salvo esto, la dualidad y pequenosdetalles de notacion la Definicion l es la dada por Henkin.

(") En esencia la construcción del álgebra de clases residuales
es similar a la indicada por Ogasawara (1939) para el calculo prg
posicional intuicionista.



Definición 2: (X , D ,->), donde cí+ D E X, y —- es una

operación binaria sobre X, se dice una pre-álgebra de Hil

Reg si, cualesquiera sean x,y,z e X,
l) x—>(y—-x) e D

2) (X—>(Y-oz))->((X->Y)—>(X-Z)) e D

3) Si x, xwy e D, entonces y e D.

Además de los cálculos Mm) = (IF , 1D, -> ), las álgebras de Hi;

bert, cuando se pone D= {l}, son pre-álgebras de Hilbert.
No es dificil (ver Ogasawara (1939)) la demostración de las

propiedades h) - 10) siguientes:

l+) Si y e D, entonces xury e D

5) ¡nc-ox e D

6) Si x—>y, y—.z eD, entonces x—oze D

Escribiendo x c. y si y solo si x-oy e D, 5) , 6) muestran

que c es una relación de pre-órden sobre X. ‘+) dice que cualquier

elemento de D sigue a todos los elementos de X.

7) Si zc x--—y,entonces z->x z»y

8) Si z c xay, entonces xc z—>y

9) Si x c y, entonces z—>xc z—.y

lO) Si xc: y, entonces y—.z c x—>z.

La relación C induce una relación de equivalencia E sobre X:

x5 y si y solo si xc y, ycx (x-+y , y»): CD).

Si A= (|xl)xe x es el conjunto de las clases de equivalen
cia ha], relativas a .=_, A resulta parcialmente ordenado por la

relación é inducida por c : |x| 4 lyl si y solo si xc: y .
9) y lO) muestran inmediatamente que es posible algebrizar

A por la Operación: [x|.+|y| = |x_.y|



Puede verse que D coincide con una de las clases de equivg

lencia módulo'E , y escribiendo D==l se tiene:

Teorema l: (A , l ,-+) es un álgebra de Hilbert.

Sea G»: (‘g|)ge G , y L(G) el álgebra obtenida a partir de
1a pre-álgebra de Hilbert L(G)== (F , D ,-+) por el procedimien­

to indicado precedentemente.

Definicién_3: L(G) se dirá el álgebra de Lindenbaumdel cál
culo m(G).

C) Si A es un álgebra de Hilbert, los resultados anterio­

res aplicados a la pre-álgebra de Hilbert (A , {l} ,-v), y h3 que
expresa que x E y (mód.{l}) equivale a x z y, permiten enunciar el

Teorema 2: En un álgebra de Hilbert A, la relación p 4 q,

definida por p-eq = l, es una relación de orden sobre A, l es ul

timo elemento de A en este orden, y valen las siguientes propie­
dades:

hí) qa p-q
1%) p»(q»r)é(pwq)»(p»r)
hn) p-ol = l

hs) Si pg
hó) Si

q—-r, entonces q s p—.r

p g q, entonces r-ep 4 r-.q

h?) Si p 4 q, entonces q—org p—+r

Probaremos algunas reglas de cálculo:

ha) p-e(q-»r)-= q—*(p—ar)

Por hi: q 4 p-oq

Por h7: (p-—>q)—»(p->r)é q--(p—>r)

Utilizando hé se tiene



p—,(q—+r) é q—>(p—,r),

permutando p y q se obtiene la relación Opuesta.

h9) p»(q--r) = (p--q)—-(p—>r)

Por hi: q g p-+CI.

Por h7: (p—>Q)->I‘ 4 q-+r

Por h6: p_.((p—>q)—>r) 4 p—>(q—>r)

Por ha: (p->q)->(p—>r)= p-+((p»q)-+r)

Luego (p»q)-—+(p->r) 4 p—>(q-—>r)

Teniendo en cuenta hé, se obtiene h9.
hlo) (p—>q)—e((q—>p)—»p) = (q—-p)—>((p—-q)-—>q)

Por h8: (p—-Q)—>((Q—+P)->Q)= (qap)-—>((p->q)—>q)

Por h9: ((p»q)»((q-»p)—-p))—-((q—-p)-—-((p-»q)-q))=
((p——q)-—o((q—>p)-->p))-—>((p-*G.)-—’((G.-*P)—'Q))=

(p-oq)»(((q—>p)->p)—>((C1—>p)->Q))=

Por hl= (p-»q)—+((q->p)—»(p-->q)) = l
Luego (P»q)—*((q--p)-’p) é (q-op)--((p.a-q)-q)
Permutando p y q se obtiene la relación opuesta.

hll) p 4 q»r equivale a q; p»r
p <_q—.r equivale a p-*(q—ar)== 1

Teniendo en cuenta h8, esta última equivale a q 4 p—rr.

hlg) P á (P-*Q)—*q

Resulta de p—>q(.p-+q, teniendo en cuenta hll.

h13) l-vp =. p

Por h12: 1 < (l-rp)—pp
Comol es último elemento de A (1-»p)-+p = l, esto es l-op élp.

La relación opuesta se obtiene de hi.



hln) p-(p—*r) = p—.r

Por h9: p—+(p-’r) = (p—»p)—’(p-+r)

Por =pér.
D) En la clase de todos los conjuntos algebrizados con una

Operación binaria fija (denotada ”—."), la subclase de las álgebras

de Hilbert es cerrada, en el sentido de que contiene con cada álge­

bra todas sus imágenes homomórficas y todas sus subálgebras, y, con

cada familia de álgebras su producto directo (ver g 2). En estas con

diciones, se puede caracterizar a las álgebras de Éilbert comoaqqg
llas álgebras de la clase en consideración que verifican idénticameg

te un cierto conjunto (finito ó infinito) de igualdades expresables

en términos de la Operación ”—’" (ver Birkhoff, (1935)), ó como se

dice: las élgebras de Hilbert son ecuacionalmente definibles.

A. Monteiro nos ha propuesto el problema de dar una defini ­

ción ecuacional explícita de las álgebras de Hilbert.

Definición l': (A ,—+) es llamada un álgebra de Hilbert si

A es un conjunto no vacío,-—- una Operación binaria sobre

A, y son verificadas idénticamente las igualdades:

(A) (p-*p)-op == p

(B) p——p= q-q

(C) p-*(q-*r) = (p-aq)_+(p—+r)

(D) (p»qfieuq»pfiap)=(qufiaHpaq)»q)
Teorema5: Las definiciones l, l' son equivalentes.

Demostración: Por (B), p—.p es un elemento fijo de A, cuan

do p recorre A; poniendo p-ep = l, veamos que (A , l ,—+ ) es un

álgebra de Hilbert en el sentido de la definición 1.



(A) puede escribirse en la forma 1—-p= p. h3 se verifica
pues si p-q = q—»p= l, por (D) es

1w(1ap)= L»(L*q)
luego lasp = l-oq

y finalmente p = q.

h2 es consecuencia inmediata de (C). hl resulta de (C):
pa(q4p)=(p—ql»(p»p)= Up»q%»pfiaüpaq)#p)z 1
Recíprocamente, si (A , l ,-u-) es un álgebra de Hilbert en

el sentido de la definición 1, (A , —>) lo es en el sentido de la

definición 1'. En efecto, (B) resulta de ser p-op = l elemento f;

jo de A; (A), (C), (D) son, reSpectivamente, h13, h9, hlo.

Observación: Los axiomas (A), (B), (C) y (D) son independieg
tes:

(a) (b)

_. O l _a‘ 0 l

0 l l 0 O l

l l l l l l

En la tabla (a) (respectivamente (b), (c), (d)) (A) (reSpect

(d)

b

b

l
1

i

vamente (B), (C), (D)) falla y los restantes axiomas son verificados.

E) Indicamos ahora algunos ejemplos de álgebras de Hilbert.

19) Algebras de Hexting

Sea A un reticulado tal que, para cada par de elementos a,beA,

existe un elemento c e A con la prOpiedad de ser máximoentre los

x e A tales que aAix é'b. Poniendo c = a—*b se prueba que (A ,—o)

es un álgebra de Hilbert. Estos reticulados han sido considerados



por primera vez por M. Ward (1938), con el nombre de "estructuras

residualmente cerradas” (son los llamados relativamente pseudo-com
plementados por G. Birkhoff (l9#8)).(')

Si en A hay primer elemento, tenemos lo que es llamada un

álgebra de Hexting. El reticulado H de los abiertos de un espacio

t0pológico X es un caso particularmente interesante de álgebra de

Heyting (M. Stone (1937) - A. Tarski (1938)). Si G1 , G2 e_H, la
Operación —+se expresa en la forma:

Gl-o G2 = 1nt((X - G1) U G2).

20) Conjuntos ordenados con último elemento.

Sea A un conjunto ordenado por la relación g , con último
elemento l.

Definiendo sobre A la operación _. por:

í 1 , si x 4 y
L’y \y, si xáy,

puede verificarse que (A ,—*) es un álgebra de Hilbert. El orden

inducido por la Operación _+ en A coincide, como es evidente con
el orden natural de A.

39) Algebras de Lindenbaumde los cálculos implicativps po­
sitivos.

Las figuras l y 2 siguientes muestran la diSposición ordinal

de los elementos de las álgebras de Lindenbaumde los cálculos

L(íglg) y L({gl,g2}), de una y dos variables prOposicionales, res­

pectivamente. Se ha puesto a== lg1| , b== |g2l.

(‘) Un ejemplo algo más general se obtiene suponiendo que A es un
inf-reticulado.Estas álgebras fueron estudiadas por H. Curry (1952).



El álgebra de la figura l es de obtención inmediata, no asi

la de la figura 2, cuya determinación, así comola correSpondiente

tabla, se debe a T. Skolem (1952).

a l l
l a l

gabla l

.. a b c d e f g h i j k m n l

a l h l h l h l h l l l l l 1
b g l g l g l g l l l 1 1 l l
c m h l h m h l h l m l m l 1
d g k g 1 g k g l k l k l l l
e n d n d 1 h 1 h n n 1 1 n 1

f c n c n g l g 1 n n l l n l
g j d n d m h 1 h n j l m n l
h c i c n g k g 1 i n k l n l
i e h g h e h g h 1 m 1 m l l
j g f g h g f g h k l k l l l

k a d c d e h g h n j l m n 1
m c b c d g f g h i n k l n l
n e f g h e f g h k m k m l l
l a b c d e f g h i j k m n l

Tabla 2

Observación: Los ejemplos indicados permiten constatar el siguien­
te hecho: dos Operaciones distintas de "implicación" definidas so­
bre un'conjunto A, pueden inducir en el el mismoorden, Asi, si A
es el algebra de Boole de cuatro elementos, las Operaciones defin;
das en los ejemplos 19 y 29 sobre A, no coinciden.

Nota: En lo ue sigue, para abreviar, llamaremos, a veces, "álge­Ibras" a las algebras de Hilbert”.



2.- Homomorfismos.Sistemas deductivos. Sub-álgebras.
Producto directo.

A) Dadas dos álgebras A, B llamaremos homomorfismo de A en

B a toda aplicación h:A__.B tal que h(x—.y) = h(x)—.h(y), cuales

quiera sean x,y e A. En particular, si h es una inyección (reSpeg

tivamente una aplicación sobre), h se dirá un angggggiggg (respeg

tivamente epimorfismo). h se dirá un isomorfismo si es a la vez mg

no y epimorfismo.

El conjunto N(h) de los x e A tales que h(x) = l se dirá

el núcleo del homomorfismo h. h es un monomorfismo si y sólo si

N(h): {1}.
D= N(h) tiene las siguientes propiedades:

D1) 1 e D

D2) Si x, x—+y e D, entonces y e D.

Definición k: Una parte D de un álgebra A verificando D1)

y D2) se dirá un sistema deductivo (s.d.) de A. (')

A y K1} son ejemplos triviales de s.d. de A. Todo s.d.

D:# A se dirá propio.

Notemos que los s.d. D de A son secciones superiores de A,

esto es, si x e D, x 4_y, entonces y e D.

Si D es un s.d. de A, (A , D ,-+-) es una pre-álgebra de

Hilbert. Sea B = (¡xpx el álgebra obtenida comoen teore­e A

ma l.

Teorema H(A. Monteiro): La aplicación h:A——+B,definida

por h(x)== lxl, es un epimorfismo de núcleo D.

(‘) Esta noción correSponde a laldel mismonombre dada por Luka­
siewicz-Tarski (1930), para el calculo preposicional.



- ll ­

B se dice el álgebra cociente de A por D, D = A/D,

y h el homomorfismocanónico relativo a D. (')
El siguiente lema será de aplicación frecuente:

Lema l: Sean h:A_q.B un epimorfismo y g:A_—.C un ho­

momorfismo

h BA/l r
g\AC

N(h)<E N(g) equivale a decir que existe un único homomorfismo

f:B——>C tal que fo h-= g .

Además, f es epimorfismo si g es epimorfismo y f es

monomorfismo si y sólo si N(h) = N(g) .

En el caso de ser h,g epimorfismos, N(h) = N(g) equi­

vale a la existencia de un único isomorfismo sz.—,C tal que

fo h = g o En este caso convendremosen identificar las álgebras

B y C y los homomorfismos h y g .

B) Una parte S no vacia de un álgebra A se dice una

subálgebra de A, si de x,y e S se sigue x-.y e S . Esto equi­

vale a decir que (S ,-’) es un álgebra de Hilbert, y también que
la inclusión natural i:S-—+A es un monomorfismo.

Las secciones superiores S de A , y en particular los s.d.

de A , son subálgebras. En efecto, si x,y e S , de y é x—.y (hi),

se sigue x—»y e S .

Debe notarse que l es elemento de toda subálgebra, pues­

to que si x e S, x—»x = l 5 S o

(') En las álgebras de Heyting los s.d. coinciden con los filtros,
A.Monteiro (195%).



Imágenes directas e inversas, por homomorfismos,de sub­

álgebras son subálgebras.

C) El conjunto A'k de todos los s.d. de A, ordenado

por la relación de inclusión, g; , de las partes de A, es un re­

ticulado completo cuyo primer elemento es {l} y cuyo último e­

lemento es A .

El infimo de una familia (Di)ieI de s.d. de A es el

s.d. 1€)ID1 , intersección de los s.d. D1 .

Si K es una parte de A , la intersección [K] de todos

los s.d. que contienen K se dice el s.d. engendrado por K .

El supremo de una familia (D1)

ces V D = UD‘ o
i eI i [1 ¿I 1]

Dl n D2 , Dlv D2 designarán, respectivamente, infimo y

1.61 de s.d. de A es,entog

supremo de los s.d. D1 , D2 .

Se debe a Tarski (1930) el siguiente

Lema2: [:K] coincide con la reunión de todos los s.d.
[F] , donde F recorre las partes finitas de K .

D) Ciertos homomorfismos de A en A (endomorfismos)

sobre los cuales A.Monteiro ha llamado la atención, son importan­
tes:

Definición 5: Para cada a e A , la aplicación ha:A__.A

definida por ha(x)== a—.x, es un endomorfismo (ver h9),
al que se dá el nombrede endomorfismoprincipal relati­
vo al elemento a.



El núcleo del endomorfismo h es el s.d.

D(a)= 2x; a—.x = l}:= 1x; a 4 x} .k . x

D(a) es, puesto que los s.d. son secciones superiores, el

s.d. más pequeño que contiene al elemento a, esto es, D(a)= [a].
D(a) se dirá el s.d. principal generado por a.

El siguiente lema es una versión del teorema de la deduc­
ción:

W

Lema 3: {x; a_+x e D > = D(a)v D .

Demostración: Pongamos D' = a x; a—>xe D} .
Es inmediato que (i) D'E D(a)\/D, puesto que si x e D' , enton­

ces a_.x e Dt; D(a)\/D , y como a e D(a)\/D, por 1a propiedad

D x eD(a)vD.
2 9

Para ver (ii) D(a)V’D<;D' , es suficiente mostrar que

D' es un s.d. que contiene á a y D .

Veamosprimero que D' es un s.d., es decir que se verifi­

can Dl y D2 .

l e D‘ , porque a-»l:= 1 e D .

Si x,x—+y e D' , esto es, si

a—>x, a—->(x—.-y)= (a—.x)—>(a->y) e D ,

aplicando D2 , a—.y e D, es decir y e D‘ .

D' contiene al elemento a , pues a—.a-= l e D o

D; D' , pues si xe D, como x é a—»x (hi), es aaxe D, esto
es, x e D' .

Por recurrencia se deduce

Corolario:

D(a1)vD(a2)\/...D(an)z= ix; al—+(a2—,(a3...(anq_x)..)= 1}
Sea A un álgebra de Hilbert y D un s.d. de A . Inte­



resa saber en que condiciones existe una subálgebra S de A, tal

que S contiene un, y sólo un, elemento, de cada clase lateral má
dulo D . Si esto ocurre S es evidentemente isomorfa a A/D.

A1 respecto damos el siguiente

Lema H : Si en cada clase lateral módulo D existe un

elemento máximo, el conjunto S de tales elementos máximos, es

una subálgebra de A.

Demostración: Basta probar que si a,b son respectiva­

mente máximos de las clases módulo D : 1a| ,1 b. , y m el máx;

mo de ¡a—>b| , entonces m.= a-+b .

De m-(a—,b) e D, resultan inmediatamente

(m-(a—ob))—’a cia!

(m-(a—>b))—>b e!b| ,

y siendo a,b máximosen |a| , \b|
(m—»(a—.b))—>a é a

(m—v(a—ob))—-béb .

Por h‘l, se tienen las relaciones opuestas, luego
(m—-(a—.b))—-a .= a

(m»(a»M)»b==b .

Utilizando h9, tenemos
(m-—(a—.b))—>(a—nb)= a—>b .

Por h12 :
m Q (m—-(a—»b))——(a—ob) = a—.b ,

siendo m máximo en \a—.b| es mhz a_»b , y, por lo tanto
m= a..b .

Por ejemplo, cuando todas las clases de equivalencia módu­

lo D,excluida D misma, son finitas, se puede asegurar la exis­



tencia de máximoen cada clase. En efecto, D tiene el elemento

máximo l . Para [xl ¿z D basta notar que para cada dos elemen­

tos x‘,x" e |x| existe un y e |x| tal que x' é.y , X"g; y .
Tomamos y = (x'—’x")—.x" que es un elemento de |x| que sigue

a x',x", por h12 y hi .
Nosotros aplicaremos el Lemak a las álgebras finitas don­

de, por lo anterior, todo cociente A/D puede ser representado
por la subálgebra constituida por los elementos máximosde cada
clase módulo D .

La hipótesis del Lema4 se verifica también en el caso

de ser D un s.d. finitamente generado, comoha sido probado por
A.Monteiro.

E) Dada una familia (Ai)ie I de álgebras de Hilbert, el

producto cartesiano .A= ig I Ai , con la operación —+, defi­

nida por

(¿‘91el" (131)“ 1 =(a1"b1)1 ¿1’

es un álgebra de Hilbert, que es llamada el producto directo de

las álgebras Ai o

Las funciones proyección H i : A———Aison epimorfismos.

Dada un álgebra B y un conjunto {hi} de epimorfis­1€ I
mos hi:B——>Ai==B/N(hi), la aplicación h de B en el producto

directo A=1EIA1 , definida para cada b 6 B, por
h(b) = (hi(b))i¿ I ,

es un homomorfismo h:B-—>A de núcleo N(h)== i(DIMhi) .

h, entonces, es un monomorfismosi y sólo si ie IN(hi)= {l}.

En este caso se dice que el conjunto {hi}iel, ó el correspondien­
te conjunto de s.d. {N(hi)}i e I, es separador.



3.- Generadores. Algebras libres.

A) Dada una parte K de un álgebra de Hilbert A, la in­

tersección K de todas las subálgebras de A que contienen K

es una subálgebra de A, a la cual se dá el nombre de subálgebra

generada por K. K se dice un conjunto de generadores de K.

Í coincide con el conjunto de todos los elementos de A

que se obtienen aplicando reiteradamente la operación -—o, a pa;
tir de los elementos de K.

Un homomorfismo h:A-—>B queda univocamente determinado

por la imágenes de un conjunto de generadores de A. Esto es, si

Í: A y h,h':A-—B son tales que h(x) = h'(x) para todo xeK,
entonces h = h'.

El teorema siguiente dá alguna información sobre la ubica­

ción ordinal de los generadores de un álgebra de Hilbert. Sea

Ï== A y sean m(A), m(K) los conjuntbs de elementos minimales

de A, K respectivamente; esto es, de los elementos de A,K (resp.)

que no son precedidos propiamente por ningún elemento de A,K

(resp.).
Teorema 5: m(A) = m(K) .

Demostración: i) m(A); m(K).

Sea x e m(A). Para probar que x e m(K) es suficiente

mostrar que x e K.

El conjunto A - {x} es una sección superior de A, lue­

go una subálgebra. Si x í K, K g.A - {x} y por lo tanto
A-= Í = A - RX} ,lo que es absurdo. Luego x e K .

ii) m(K) g m(A) .



Sea x e m(K). El conjunto S=={ y; y 4 x} es una sec­
ción superior de A, y por lo tanto, una subálgebra de A.

Como x es minimal en K , para todo k 5 K, k 4ex, lue­

go K¿:8 . Por consiguiente A'= K = S , esto es, para todo

y e A, y 4_x, luego x e m(A).
Corolario: K= m(A) si y sólo si los elementos de K

son incomparables dos a dos (esto es, si a,b e K, ni a ¿>b,

ni bía).
Por el teorema, K = m(A) equivale a K:= m(K), y esto es

lo mismo que decir que los elementos de K son incomparables dos

a dos.

B) Definición 6: Diremos que L es un álgebra de Hilbert

libre, con G comoconjunto de generadores libres, si to­
da aplicación del conjunto de generadores G en un álge­

bra de Hilbert A arbitraria, puede prolongarse a un ho­
momorfismo h:L__+A .

El homomorfismo h está univocamente determinado por la

condición h(g)== f(g), para todo g e G.

Siendo las álgebras de Hilbert ecuacionalmente definibles,
existen álgebras libres con un conjunto arbitrario de generadores

libres, y cada dos álgebras libres con conjuntos de generadores
libres de igual númerocardinal son isomorfas.(Birkhoff (1935)).

Henkin (1950) ha probado que el álgebra de Lindenbaum

L(G) del cálculo proposicional implicativo positivo L(G) es pre­

cisamente el álgebra libre con el conjunto G de generadores li­
bres.



C) Sea L(G)—= (F , D ,-+), G = {gigi e I , L(G) la

correspondiente álgebra de Lindenbaumy sea A un álgebra de Hil­
bert arbitraria.

Consideremos la familia FA:= (aA)a eF, de funciones

aA: AI_—.A,definida recursivamente por

l) (81)A== H1 (i-ésima proyección de AI)

2) (MMA: araA .

FA coincide con la subálgebra de AAI engendrada por las
proyecciones ni de AI o

a e F se dice válida en A si GA(x)-= 1, para todo

x E AI . Si D(A) indica el conjunto de todas las fórmulas vál;

das en A, se ve que mg D(A).

Cuando D =-D(A) se dice que A es un álgebra (ó matriz)

caracteristica de L(G) .

Sea o 2 L(G)-.FA la aplicación definida por o (‘a|) = aA

Se verifica que o es un epimorfismo tal que G(|gi]) = nio

Puesto que N(o) = {Ial ;a e D(A)} se tiene que o es un
isomorfismo si y sólo si D(A)= D , esto es, si y sólo si A es

álgebra caracteristica de L(G).
Este resultado puede enunciarse en la forma siguiente :

Sea L el álgebra libre con el conjunto {ai}i¿ I de ge­

neradores libres y o : L—-—,FAel homomorfismo univocamente de­

terminado por la condición (¡(ai)= Hi o
Lema S: o es un isomorfismo si y sólo si A es matriz

caracteristica del cálculo L(G).



D) Cabe preguntarse si en un álgebra libre L pueden

existir dos conjuntos G,G' distintos, de generadores libres.

Esto no puede suceder desde que, cada dos generadores li­

bres son incomparables y, por el corolario de Teorema 5, G y G'

deben coincidir con el conjunto de los elementos minimales de L.

Sean g',g" e G, f z G——,A una aplicación en el álge­

bra de Hilbert A de figura l, tal que f(g') =-l, f(g").= a,
y sea h el homomorfismoprolongación de f .

g'—»g" + 1, porque

h(g'—'g") = h(g')->h(g") = f(g')—>f(g") = l—>a= a :¡L1 .

Luego g' no precede a g" , y análogamente se ve que

g" no precede a g'.



ARTE II

1.- Distributividad del reticulado de los_sistemas deducti­
vos.

Probaremos que en el reticulado A"rde los s.d. del álgebra

de Hilbert Avale la ley dístributiva infinita:

Teorema6: DñV Di V(DODi)iCI iEI

Demostración: Veamosprimero el caso particular:

(1) Dn(D1vD(a))=(DvD1)n(DvD(a)).
Basta mostrar la inclusión no trivial:

Dn (DlvD(a)) c; (Dn D1)v(DnD(a)).

Sea x.¿ Dr\(Dlv D(a)), esto es
xeD, xeDv D(a).

Consideremos los elementos:

r = a—,x y s.= (a-ox)—>x== r—+x.

r e D, porque r = a-+x x 8 D. r e D1 porque de x e D1\/D(a)

se Sigue, por Lema3, r = 8-»! e D1. En consecuencia:

(2) r e DnDl.

De a s (a—*x)—ox, x'é (a-ox)—»x (hl2 y hi), resulta

s e D(a) y s e D, esto es,

(3) s e DfïD(a).

De (2) y (3):

D(r)\/D(s) Q (DnD1)V(DnD(a)).

Como r—ox= s e D(s), aplicando Lema 3: x e D(r)\/D(s), luego

x e (Dr1D1)\/(Der(a)).
Esto termina la demostración de (l).



Aplicando reiteradamente la fórmula (1) se demuestra:

(1+) Dn(D<a1)V...vD(an))= (DnD(a1))v...(DnD(an)).
Veamosahora el caso general. Será suficiente probar 1a inclusión
no trivial

DnVDi g V(DnDi).ieI ieI

Sea x e DIYN/Di , esto es,ieI

xeD, erDizLUDiJ.ieI ieI

De x e ¡ngpil resulta, aplicando Lema2, que existe una parte-16 .
= a

finita É t 1, ..., an} de anDi , tal que1€

x e [Él== D(a1)v ...D(an). Luego x e Dr1(D(a1)‘v...vD(an)).
Aplicando (4):

x e (DnD(a1))V ...V(DnD(a.n)).

Sea ak e Dik , 1 é k é n , ike I. Como D(ak)<; Dik, tenemos:

1 n

Finalmente, de
r\D \/...v n q; \//1)n .

(D il) (o Din) iGI< D1),

xaanní).ieI

Observación: En un reticulado, la ley distributiva del supremores
pecto del intimo (finito):

DV(DlnD2) = (Dv D1) ñ (DvD2)
es una consecuencia de la ley distributiva dual.

Es un hecho bien conocido que la ley distributiva del supre­
morespecto de infimos infinitos no vale en general en el reticula­
do de los filtros de un álgebra de Heyting. Por consiguiente esta
ley no es válida en el reticulado de los sistemas deductivos de un
álgebra de Hilbert.



2.- Sistemas deductivos irreductibles y completamenteirre­
ductibles.

A) Definición Z: Un s.d. prOpio D de un álgebra de Hilbert A

se dice irreductible si y sólo si

D= Dln D2 implica D= D1 ó D= D2.

Es decir, si no es posible expresar D comointersección
de dos s.d. distintos de D.

Los s.d. irreductibles D, pueden ser caracterizados comoa­

quellos s.d. tales que A - D es filtrante superiormente.
Teorema2: Para que un s.d. D sea irreductible es necesa­

rio y suficiente que, dados a,b e A - D exista c eA.- D

tal que a é c, b é c.
Demostración: a) Es necesario:

Sea D. un s.d. irreductible y a,b e A - D. Supongamospor

el absurdo que todo x tal que a 4 x, b 4=x, sea un elemento de

D, esto es, que D(a)n D(b) g.D, es decir
= Dv(D(a)nD(b)).

ComoA' es distributivo (')

(') Para una demostración directa, sin recurrir al Teorema6,bas­
ta probar la fórmula

D‘J(D(a)f\D(b)) (D\/Q(a))fï(D\/D(b)).Es suficiente mostrar la inclusion no trivial
DV(D(a)fl D(b)) 2 (DVD(a))D (DVD(b)).

Sea x e Dx/D(a), x e D\JD(b).
Por Lema 3: a_,x, b—+x e D.
Utilizando h12 y h

, (1)
Analogamente
Utilizando h8

é (b—.x)—-((a—>x)—>x).
b—’x)—+x).

v“crm2 é b-9 —+(( —. )—.x).
De (1) y((%): <b-»n(c)—»Ï3a-.É—.Ï)e man D(b) e; DV(D(a)flD(b)).
Como a-+x, b-ox e D‘E D\/(D(a)n D(b), resulta

x e D\/(D(a)n D(b)).



D= (DvD(a)) n (DvD(b)) .

Es claro que D\/D(a)e# D y D\/D(b).+.D, puesto que a,b e A - D o

Esto muestra que D no es irreductible, lo que contradice la hipo­
tesis.

b) Es suficiente:

Sea D un s.d. tal que cualesquiera sean a,b e A - D ,

existe un c e A - D tal que a 4 c, b 4:c .

Si, por el absurdo, no fuese D irreductible, existirián

D1,D2eA* tales que D= DlflD2 , D+ D1 y D#D2 .

Tomemos a e Dl- D, b e D2 - D , y sea c tal que

a 4.o, b 4:0, c e A - D o

Se tiene entonces:

c e Dl , puesto que a e Dl , a é c ; análogamente

c e D2 , luego

c e Dln D2: D , lo que contradice c e A - D .

B) Los sistemas deductivos irreductibles minimales cuya

existencia pasaremos a demostrar, desempeñanun papel
principal en la construcción de las álgebras de Hil­
bert libres que veremos en la Parte III .

Entendemospor un s.d. irreductible minimal, un s.d. irrg

ductible que no contiene, comoparte propia, ningún s.d. irreduc­
tible.

Teorema8: Dadoun s.d. irreductible D, existe un s.d.
irreductible minimal P tal que P‘; D .
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Demostración: La familia de todos los s.d. irreductibles

contenidos en D es inductiva inferiormente (en el orden de inclg

sión), como se prueba aplicando el Teorema 7.

La conclusión se obtiene por el Lemade Zorn.

C) Definición 8: Un s.d. propio D del álgebra de Hil­

bert A, se dice completamenteirreductible si y sólo

si D = irïlDi implica existe i e I tal que D = D1 .e

Es decir, si no es posible expresar D comointersec­
de sistemas deductivos distintos de D .

Es claro que los s.d. completamenteirreductibles son
irreductibles.

Se prueba sin dificultad el siguiente
Lema 6: Me A* es completamente irreductible si y sólo

si existe a y M tal que M es un s.d. maximal entre los s.d.
que no contienen al elemento a.

La existencia de s.d. completamenteirreductibles es ase­
gurada por el

Lema 2: Dado un sistema deductivo (propio) D y un ele­

mento a p D, existe un s.d. M maximal entre los s.d. que con­
tienen a D y no contienen al elemento a.

De los lemas anteriores resulta:

Teorema 2: Dado D e A"1y a t D existe un s.d. comple­

tamente irreductible M tal que a fl M, D‘; M .

Corolario l: Si a,b c A y b 4 a existe un s.d. com­

pletamente irreductible M tal que a t M, b e M.

Basta considerar D= D(b), a t D(b) .



Corolario 2: Son conjuntos separadores:

a) El de todos los s.d. completamenteirreductibles
b) El de todos los s.d. irreductibles
c) El de todos los s.d. irreductibles minimales.

Corolario 3: Toda álgebra de Hilbert A es isomorfa a una

subálgebra del producto directo de todos los cocientes A/D, don­

de D recorre alguno de los conjuntos a), b), c), precedentemen­
te indicados.

Por razones de brevedad, en lo que sigue la expresión "M

es un s.d. maximal entre los s.d. que no contienen al elemento a"

será sustituida por "el s.d. M es máximorespecto de a".

El siguiente Teoremade A.Monteiro, caracteriza en térmi­

nos de la operación -+ , los s.d. máximosrespecto de un elemen­

to fijo .
Teorema lO: El s.d. M es máximo respecto de a si y sólo

si
l) a,¿ M

2) para todo xt M, xqaeM.

Observación: El conjunto P de todos los s.d. irreductibles mini­
males de un álgebra finita A es minimal en el sentido de no po­
seer partes propias que sean separadoras. En efecto, veamosque
si Q a P , P - {Q} no es separador. Si a=# l es el elemen­
to máximode A - Q (que existe en virtud del teorema 7), todo ­
s.d. PeïP - {QEcontiene al elemento a, puesto que, como P1? Q
existe un b e P - Q, luego b é a y se tiene a e P.
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3.- Representación topológica.
Probamos en este párrafo que toda álgebra de Hilbert es

isomorfa a una subálgebra del álgebra de Hilbert de todos los a­

biertos de un espacio topológico, siguiendo la pauta del teorema

análogo probado por M.Stone (1937) para las álgebras de Heyting('x
Sea X un conjunto (fijo) de sistemas deductivos propios

del álgebra de Hilbert A que contenga al conjunto de todos los

s.d. completamenteirreductibles de A.

A cada elemento ae .A hagamos corresponder el conjunto

de todos los s.d. Pe: X que contienen al elemento a:

<p(a)= {P ; ae I>e X} .
Sea .m= (<p(a)) y' H el conjunto de todos los a­

biertos de una topologiaaszáre X engendrados por A .

Consideremos el álgebra de Hilbert (Hi,-+ ) donde la o­

peración de implicación es dada por

G1» G2 = int ((X - G1) UG2).
Teorema ll: La aplicación (P: A——4Hes un monomorfismoo

Además, el espacio topológico (X ,.H) verifica el axioma To o

Demostración: l) es una aplicación biunivoca de A en.fi.

Sean a,b 8 A, a:# b. Entonces, o bien a % b ó b 4 a .

Supongamosque a b . Por Corolario 1, Teorema 9, existe un s.d.

completamente irreductible P , y por lo tanto P e X , tal que

a e P, b.t P , esto es, P e o(a), P t @(b) . Por consiguiente

o(a)=# m(b) . La misma conclusión se obtiene para b é a .

(') Carol Ro Karp nos ha comunicado recientemente que ha demostra­
do un teorema de representación de este mismotipo.



2) (P es un homomorfismo.

Debemosmostrar que, dados a,b e A, se tiene

(Ma-ab) = <P(a)—><v(b)= int ((X - c9(a))u<p(b)) .

(i) (Ma->13)g int ((X - <P(a))U<P(b))­

Probaremos que (p(a—>b)g((X - <p(a)) U (p(b)), la inclusión

(i) resultará inmediatamente tomando interior de ambosmiembros.

Sea P e <P(a—>b), esto es a—>b 8 P .

Si ae P , de a , a»be P , resulta bc P, osea
P e (Mb) . Si at P , Pt <P(a), esto es, Pe x -<p(a) . En cual­

quier hipótesis, P e (X - cp(a))Ucp(b) .

(ii) int ((X - cp(a))U<p(b))g<p(a_.b) .

Sea P e int ((X - cp(a))U<p(b)) . Existe, entonces, un nú­

mero finito de abiertos de A, (p(cl), ..., (p(cn), tales que
Pe cp(cl)n ...n<p(cn) g (x - <p(a))u<p(b) .

Esto quiere decir que existen cl,..., cn 8P, tales que,
para todo Q e X, si 01,..., one Q, entonces a e Q ó bt Q.
En particular: a e P o bien b t P .

Si de esta disyuntiva se dá b t P, entonces, como

b 4 a—.b, se tiene a—>b,tí P .

Si se dá a e P, también a_.b e P. En efecto, si aabt P,

por Lema 3, b L D(a)\/P . Pero esto es imposible, pues si Q es

un s.d. completamente irreductible que contiene a D(a)VP y no

contiene a-fn (Teorema9), se tiene:

QeX, c1,...,cneQ, aeQ y bÁQ.
En cualquier caso, entonces, es a—>be P, esto es

P e (Ma->13) o
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3) El espacio topológico (X , H) es To.

Sean dados P,Q e X, P-+ Q . Existe, entonces, un a e A

tal que a pertenece a uno y sólo uno de los s.d. P,Q . Esto es,

uno y uno solo de los puntos P,Q e X pertenece al abierto W(a).

Observación l: El antes citado Teoremade Stone expresa, en par­
ticular, que si A es un álgebra de Heyting y X el conjunto de
todos sus filtros primos (s.d. irreductibles de A), X es un es
pacio casi-compacto (respecto de la topología cuyos abiertos son
generados por los conjuntos v(a) = { P ; a e P e X} , a e A).

Cabria esperar, que en el caso de las álgebras de Hilbert,
considerando X comoel conjunto de todos los s.d. irreductibles
de A, el espacio de representación fuése casi-compacto.

Pero no ocurre asi, en general, comose muestra en el e­
jemplo siguiente:

Consideremosel conjunto A= {1, al, a2,..., bl, b2,...},
ordenado por la relación que definimos, indicando los casos de precedencia inmediata:

a <1 1 , para todo n .
2) Para cada n , bi<.an si y sólo si i = l, 2,..., n .
El diagrama de Hasse de A se indica en la figura siguiente :

Consideremos a A como un álgebra de Hilbert con la im­
plicación definida comoen ejemplo 2Q, 5 l, Parte I. Es fácil ver
que en las álgebras de este tipo los s.d. son simplemente seccio­
nes superiores. Los s.d. irreductibles de A son (Teorema7) a­
quellas secciones superiores P cuyo complementario A - P esfiltrante superiormente.

Consideremosel conjunto X de todos los s.d. irreducti­
bles de A, munido de una topología cuyos abiertos son engendra­
dos por la familia de partes de X: A ==( O(X))x e A

Con esta topología X no es casi-compacto puesto que
a) La familia B-= (o (b1))i>_1 es un cubrimiento de X .



b) Ninguna sybfamilia finita de B cubre X

a) X=i\_:__-Jl (bi) o
Si no fuese a) válida existiría un P e X tal que, pa­

ra todo entero 1‘; 1, P g mtbi), esto es, bit P para todo bi ,
o, lo que es lo mismo

Pn{b1, b2,...}= a.
En estas condiciones, el s.d. P no puede ser irreducti­

ble porque, o bien
Hay por lo menos dos elementos aj,ak (j # k) tales que
aj,ak t P ; ó bien

2) Hay un solo elemento ak g P ; ó bien
3) P contiene a todos los elementos ai (i== l, 2,...) .
En el caso l) la única cota superior de a. y ak es lJ

que pertenece a P. En el caso 2) bk+l, bk+2 , por ejemplo, no
pertenecen a P, y todas sus cotas superiores l, ak+l , ak+2 ...
son elementos de P. En el caso 3) cualquier par de elementos
distintos bj,bk es seguido solo por elementos de P.

Consecuentemente, a) es válida.

b) m(bil)\J...tJ@(bin):# X, cualesquiera sean bil,...bin .
En efecto, sea k = máx{11, 12,..., in} y

p=1bj ;J>/k}u{ai;1+k]u{1} .
Verificase sin fificultad que P es un s.d. irreductible,

y como bil ,..., bi P, se tienen
P e X, P; (p(bil)U ...Ucp(bin) .

Qbservación 2: Sea L‘(G) el cálculo prOposicional intuicionista,
con el conjunto G de variables preposicionales. Para fijar ideas
puede suponerse G numerable, comoes lo corriente en lógica.

Sea m' el conjunto de las tesis de L‘(G) en las que só­
lo figura el conectivo de implicación, y sea D el conjunto de
las tesis del cálculo prOposicional implicativo positivo L(G). D‘
es una parte del conjunto de fórmulas de L(G) y es inmediato que
D‘E m! .

Se puede deducir del Teorema 11 (con independencia de cua­
les sean las formulaciones particulares de los cálculos L(G) y
L'(G)) la prOposición que afirma que D= D' (ver S.Kanger (1955)).
En efecto, sea L(G) el álgebra de Lindenbaum de L(G) y (P el mo­
nomorfismo de L(G) en el algebra de Heyting H de los abiertos
de un cierto eSpacio tcpológico X. Toda fórmula 9 EID‘, es tal
que (pGuD= X, pues es sabido que las tesis del calculo intuicio­
nista al ser interpretadas en un eSracio t0pologico X , dan el
abierto X. Luego |a| = l, esto es a e D .
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h.- Dual y doble dual de un álgebra de Hilbert.

Un reticulado completo donde vale la ley distributiva

a fixïíxi=\4fianp ,
es, como se sabe por un teorema de T.Ward (1938), un álgebra de

Heyting.

Por Teorema 6, A' es, entonces, un álgebra de Heyting,

que será llamada el álgebra dual del álgebra de Hilbert A. (‘)

El álgebra (A*)* , dual del álgebra A’k, será llamada

el álgebra doble dual de A o

Nos proponemos demostrar que un álgebra de Hilbert A

cualquiera, puede ser isomórficamente representada por una sub­
álgebra de su doble dual Ari.

Por comodidaden la notación a , B, ... designarán aqui

elementos de A* ; c., n , ... , elementos de A**.

Notemos que, desde que A es un álgebra de Heyting, los
s.d. de A‘ coinciden con los filtros de A* .

Teorema 12: Existe un monomorfísmo J : A._.A*'.

Demostración: Sea D : A——+A*,la aplicación que a cada

a A hace corresponder el s.d. principal D(a)e Ai.

D tiene las dos propiedades siguientes:

(') De acuerdo al uso de la palabra "dual" seria preferible lla­
mar "ál ebra dual" a A‘ munida del orden inverso al de inclusión.
A* ser a asi, un álgebra de Heyting dual. Aqui estamos interesa­
dosten el álgebra (A*)' por lo que la distinción se hace irrele­van e.



l) a é b equivale a D(b) G.3D(a)

2) D(b) E D(a) va equivale a D(a_.b) 9:.a o

l) es trivial. 2) se sigue inmediatamente del Lema3 .

Análogamente, sea A : AÏ__.A'f, definida para cada ae Ar

por:

A(a)={s; age}
(A (a) es el filtro (s.d.) principal engendradopor a

A (a) e A") o

i

A tiene las propiedades siguientes :

1') a g B equivale a A(B)<; A(a)

2') A (av e) = Ma) n MB) .

l') es trivial. 2') vale por el hecho de ser A un
reticulado.

Mostramos ahora que la aplicación:

3: Aa D : 11.4”
es un isomorfismo.

En primer lugar, de l), 1') se sigue que j es biunivoca.

Veamos que J es un homomorfismo, es decir que

J(a—’b) = A(D(a-+b)) = A(D(a))->A(D(b)) = J(a)—aJ(b) o

Verifiquemos para ello que A(D(a-,b)) es el elemento máximoeh A
entre los g tales que

A(D(a))n ¿gA(D(b)) .

(i) A (D(a))nA(D(a->b)).<:.A (D(b)) .

En efecto, por 2')
A (D(a))f‘A(D(a-»b)) = A(D(a)v D(a——b)).

Por 2):

D(b) _C_D(a)v D(a-—b) ,



puesto que D(a—ob)<;D(b) . Aplicando 1'):

A (D(a)VD(a—rb)) c; A (D(b)),

teniendo en cuenta las inclusiones anteriores resulta (i).

(ii) Si A (D(a))n¿ g A (D(b)), entonces ¿ C;—(D(a_.b)).

Veamos que si a e ¿ , entonces a e A (D(a—’b)) o

Sea (18€ ,1uego A(a)9¿ .
De esto y de la hipótesis de (ii):

A (D(a)) n A01)?- A (D(b)) .

Por 2‘) :

A(D(a)) n A(a) = A(D(a)v a) ,

luego A(D(a)va) C_=A(D(b)) .

Aplicando 1'), tenemos D(b)<; D(a)»ra , y por 2)
D(a»b)ga . Aplicando1‘):

Am): A(D(a->b)),
y como a eA(a) se tiene finalmente a eA(D(a—sb)) .

(i) y (ii) muestran que A(D(a—’b))es el máximoentre los

é tales que A(D(a)) r1 ¿ g; (D(b)), con lo que concluye la demos
tración.

Observación z Se plantea el problema de saber en qué condiciones
g A" , más precisamente, en qué condiciones j =A oD es un

isomorfismo.
Al respecto es válido el siguiente
Teorema: Para que J : A-—+AH sea un isomorfismo es ne­

cesario y suficiente que A sea un álgebra de Heyting finita.
Demostración:
a) Es suficiente:
Sea A un álgebra de Heyting finita. Mostremos que

3:: Ao D es una aplicación de A sobre H.
Siendo A un álgebra de Heyting finita, todos sus filtros

(s.d.) son principales, luego
A‘={ D(a)] .a e A



A’ es un álgebra de Heyting finita, luego,por la misma

A": Mu)“ e Á;ÏA(D(a))}a¿A= {3m}a€.A
razón

b) Es necesario:
Supongamos que jr Ao D es un isomorfismo sobre el álge­

bra de Heyting " o
Como j respeta la implicación, respeta también las*rela­

ciones de orden inducidas por las implicaciones en A y A' ,
luego A y A" son isomorfas en cuanto al orden y, por consiguieg
te, A es un álgebra de Heyting.

Para mostrar que A es finita, probaremos que todos los
filtros e ideales de A son principales. Un lema auxiliar, que
ponemosal final, concluirá la demostración.

l) Todos los filtros de A son principales. *‘
Sea a un filtro de A a e A , A(a) eiA .
Como j es una aplicacion de A sobre A‘ , existe un

a e A tal que j(a) = A(D(a));= A(a) . Siendo A biunivoca,se
tiene D(a)==a , esto es a es el filtro principal generado por a .

2) Todos los ideales de A son principales.
Sea I un ideal de A. Se verifica sin dificultad que

el subconjunto de A‘ : ¿ :{D(x)}x el, es un filtro de A’ .
Como j: Ao D es una aplicación de A sobre AJ , para

algún b e A , ¿==A(D(b))­
Decir que x e I, equivale a decir que D(x)e g = A(D(b)),

esto es D(b) S D(x) ó lo que es lo mismo, x é b .
En consecuencia I es el ideal principal generado por b.
Lemaauxiliar: Si R es un reticulado distributivo, tal

que todos sus filtros e ideales son principales, R tiene un nume­ro finito de elementos.
Demostración: En primer lugar de la hipótesis resulta

inmediatamente que R tiene primer y último elementos.
Consideremos el conjunto I de todos los x e R tales

que I(x) = y ; y s x} tiene un número finito de elementos.
Mostremos que I es un ideal.
Verifiquemos sólo que (el resto es trivial) si a,b e I,

entonces a v b e I. En efecto, I(ax/b)== X\/y ; x é-a ; y é b
porque si x s a y é b , entonces x\«y é axlb , recíproca
mente, si z ¿ax/É, se tiene z = z/\(avb) = (z/\a v(z/\b) ,
donde zAa é a, zAb éb.

t En consecuencia el númerode elementos de I(a\/b) es fi­ni Oo
Por hipótesis, I es un ideal principal, sea I = I(a) .

Luego I tiene un número finito de elementos. Si a== l, I;= R y
el reticulado R es finito. Veamosque no puede ser a #=l .

Supongamos, por el absurdo, a #—l y sea F un filtro
maximal entre los que no contienen al elemento a . Por hipótesis
F es un filtro princi al, sea F = F(b).

Como b t I, I b) contiene una infinidad de elementos.
I(b)n I es finito, ya que I es finito.

En consecuencia, existe un elemento c e I(b)-I, c %=b.
El filtro F(c) contiene propiamente a F(b) , como c t I,

esto es, c 4 a, el elemento a no pertenece a F(c . Lo que con
tradice la supuesta maximalidadde F(b).



PARTE III

1- Explicación preliminar

En esta parte vamos a mostrar que las álgebras de Hilbert

libres con un númerofinito de generadores libres son finitas, e
indicar un procedimiento recursivo para su construcción efectiva.

Para la demostración de este resultado utilizaremos una tég
nica original de A. Monteiro (1960), que consiste esencialmente en

representar el álgebra libre en consideración L comouna subálgebra

del producto directo II de todos sus cocientes por s.d. irreducti­
bles minimales.

A menos que {1} sea un s.d. irreductible de L, existirán
varios "ejes" en la representación H de L, cuya estructura se

presume más fácil de estudiar que la de L misma.

Para tener información acerca de los ejes de n , esto es,

de los cocientes de L por s.d. irreductibles minimales, se ha­

ce preciso averiguar que relaciones guardan los s.d. irreductibles

minimales con los generadores libres de L. El 5 3 se dedica al eg
tudio de esta cuestión.

Jaskowski (1936), ha intoducido el concepto de lo que aquí

llamamos álgebra ampliada en relación con su construcción de una
matriz característica del cálculo intuicionista.

Para la demostración de los resultados del S 3 y 5 H, como

asi también en la construcción de las álgebras libres, que se es

tudia en 5 5, este concepto juega un papel central.

Las álgebras ampliadas y su inmediata generalización, las

álgebras con penúltimo elemento, son estudiadas en el 5 2.



2.- Algebras con penúltimo elemento.

Definición 2: Un elemento p de un álgebra de Hilbert A

se dirá (si existe) penúltimo elemento de A si:

x é p 4 l, para todo x e A, x + l.

A será llamada álgebra con penúltimo elemento.

Las álgebras con penúltimo elemento aparecen de modonatu­

ral comococientes de un álgebra por sus sistemas deductivos com­

pletamente irreductibles (== máximosreSpecto de un elemento).

Teorema 13: Sea h:A—_+B un epimorfismo de núcleo M= N(h).

h(a) es penúltimo elemento de B si y sólo si Mes máximo res­

pecto de a.

Demostración: Por teorema 10, decir que M es máximo reSpeg

to de a, equivale a decir:

1) a t M

2) para todo x¡¿ M, x—.a e M.

O, lo que es evidentemente igual

1') h(a) ae h(1)

2') para todo h(x):# h(l), h(x).< h(a).
Comoh es un epimorfismo, l') y 2') expresan que h(a)

es penúltimo elemento de B.

Sea p el penúltimo elemento de un álgebra B. Es de fun­

damental importancia el hecho de que el elemento p sólo puede e;

presarse como la implicación de dos elementos de B, en la forma

l-+p.
Lema 8: x—.y = p implica x'= l, y = p.

Demostración: Basta mostrar que x== l (hl3).
Si fuese x # l, teniendo en cuenta que p es penúltimo
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elemento de A, se tendria x g p, y, aplicando hlh, resultaría
p = x—>y= x-(x-y) = x—-p= l,

lo que es absurdo pues p=# l.

Sea hp:B——.Bel endomorfismo principal ( 5 2, Parte I) re

lativo a p. Las clases de equivalencia, módulo D(p) = {1,p}
D(p)

Basta observar que para cada x g {1,p} se tiene

, con­

tienen, con excepción de la clase misma, un solo elemento.

hp(x) = p-rx = X

Comohp(x) = p_+x x (mód. D(p)) se tiene, en particular,
(p-+x)—»x e D(p).

No puede ser, por lema 8, (p_+x)—,x = p, luego

(pax)-->x=]fl

esto es, p-+x e x. Por otro lado de hi, se obtiene, x é p—»x,
y de ambas relaciones, la igualdad p—.x= x.

B - {p} = hp(B) es entonces, una subálgebra de B que se­
rá llamada la reducida del álgebra B y que designaremos B'.

El epimorfismo p:B__.B— definido por P(x) = hp(x)== p—+x
para todo x e B será llamado la reducción de B. Podemos suponer

B'== B/D(p) y a p identificado con el homomorfismocanónico rela­

tivo a D(p).

Podemos decir que de un álgebra B con penúltimo elemento

p, pasamos a su reducida B' simplemente eliminando p y conser­

vando la operación de implicación. Es posible, inversamente, a pa;

tir de un álgebra A arbitraria, introducir un penúltimo elemento

p t A y definir sobre A\J{p} = B una Operación de modo tal que
B=Ao

Dada el álgebra (A ,—’), sea p un objeto no perteneciente



a A y A*==A\J{p}. Sea q: una Operación binaria sobre A‘ def;
nida por:

1) Si x,y e A, x-Iy = x—.y

ii) Sea x e A, x á l. —J'0pera sobre p de acuerdo a la
tabla:

_: p x l

p l x l
x l

1 p

Es materia de verificación el siguiente teorema, debido eseg
cialmente a S. Jaskowski (1936).

Teorema_lï: (A*,-aÏ) es un álgebra de Hilbert.

Observando como se ha definido —:} resulta inmediatamente

que p es penúltimo elemento de A y

Lema 2: (A+)'== A.

Si B es un álgebra com penúltimo elemento p, tenemos

¿ggng 03')" = B.
Llamaremos ampliada de A al álgebra A+ antes definida.

Los dos lemas siguientes serán de utilidad en lo que sigue:

Lgmg_llz Si B es un álgebra con penúltimo elemento p, y

K un conjunto de generadores de B, entonces p e K.

. Demostración: Si p t K, se tendría KIS B - {p}:= B'. B'

es una subálgebra de B, luego B==Í g B - {p}, lo que es absurdo.

Lema 12: Si K es un conjunto de generadores de A, KLJ{p}

genera al álgebra ampliada A+==Au {p}.

Demostración: De K‘E KLJ{p}, resulta A==Í Q ÍÏÏTÏÏ,

luego A+= AU[p}<_1.Ku {p}, y finalmente A+= KU{p‘¡.
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3.- Sistemas dedugtivos irredugtibles minimgles de un ál­
gebra libre.

En este párrafo estudiamos las relaciones que existen entre

los s.d. irreductibles minimales de un álgebra libre; y el conjun­
to de sus generadores libres.

Teorema 15: Sea L un álgebra libre y G el conjunto de

sus generadores libres. Si P es un s.d. irreductible minimal de

L, entonces P n G = ó.

Demostración: Supongamos, por el absurdo, que exista un

go e P n G.

Sea h:L._*LJP = A, el homomorfismocanónico relativo a P.

Consideremos el álgebra ampliada A+= Allïp}.
h(G) es un conjunto de generadores de A. Tambien lo es

h(G - {go}), puesto que h(go) = l es inesencial comogenerador.

Por el Lema 12, h(G - {go}) U {p} genera al álgebra A .

Sea f la aplicación de G sobre h(G - {go})Llí p} de­
finida por:

h(g) si g e G_- go
Í‘(g) = a }

P Si 8 = So,

y el homomorfismode L sobre A+ que prolonga la aplicación f.
, + ­

Consideremos finalmente la reduccion p:A-——>(A+)==A.

Tenemosel siguiente diagrama:' y
1p

h\sA
Los epimorfismos p. o,h:L——+Acoinciden, como es inmediato,

sobre el conjunto G de generadores de L, luego h'= p no .



Aplicando Lema 1, se tiene

Q= N(<p);N(h)= P

El sistema deductivo Q es máximoreSpecto de go, puesto que

m(go) = p es penúltimo elemento de A+ (Teorema 13) y por lo tan ­

to irreductible (Lema6).

Además, Q es una parte propia de P, puesto que go t Q y

go e P.

Resumiendo: Q es un s.d. irreductible contenido prOpiamente

en P. Esto es absurdo, pues se ha supuesto P irreductible minimal.

Teorema_;é: Sea A un álgebra de Hilbert y G un conjunto

finito de generadores de A. Si P es un s.d. irreductible de A tal

que P n G = o, entonces existe por lo menos un generador go e G

tal que P es un s.d. máximorespecto de go.

Demostración: Supongamos por el absurdo que P no sea máximo

respecto de ningún generador. Entonces (Teorema lO), para cada ge G

existe un elemento xg t P tal que x¿—.gt P.
Como P es irreductible, todo conjunto finito de elementos

de A - P tiene una cota superior en A - P (consecuencia inmediata

de Teorema 7).

Esto es, existe un elemento a t P tal que:

(1) xga-g 4.a, x8 4 a, para todo g t G.
Sea Mun s.d. maximal entre los que contienen a P sin.conte­

ner á a, (Lema 7) y sea h:A-—+A/M el homomorfismo canónico relativo

a M.

h(G) es un conjunto de generadores de A/M. A/Mes un álge­

bra que tiene a h(a) como penúltimo elemento (Teorema 13). Mostre­

mos que h(a) no pertenece al conjunto de generadores h(G), lo que



contradirá la afirmación del Lema11.

De la segunda relación en (l), xg 4 a, se sigue (h?)

a—-gs xgag,
y teniendo en cuenta la primera relación en (1)

3-.g ga, para todo g e G.

Como a r: M, a-og ,¿ M, luego h(a) 1: h(g), para todo g e G;

esto es h(a)¿ h(G).

Teorema 12: Sea L un álgebra libre y G un conjunto fi­

nito de generadores libres de L. Para que un s.d. P sea irredug
tible minimal es necesario y suficiente que:

l) P n G = Ó

2) Exista go e G tal que P sea máximo reSpecto de go.
Demostración:

a) Es necesario: Si P es un s.d. irreductible minimal,

l) se verifica por Teorema15. Comovale 1), 2) se verifica por
Teorema 16.

b) Es suficiente: Sea P un s.d. que verifica las prOpie­

dades 1) y 2). Por verificar 2), P es irreductíble (Lema6).

Sea Q un s.d. irreductible tal que QE P, mostremos que Q=-P.

Siendo P n G = ó, con mayor razón Q ñ G = o. Por Teorema 16 exig

te un g e G tal que Q es máximo respecto de g. Como P con­

tiene a Q, sin contener a g (P n G= ñ), es P-= Q.

Esto prueba que P es un s.d. irreductible minimal.
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Sea Ln el álgebra libre con el conjunto G= {gl,...,gn}
de generadores libres, P el conjunto de todos los s.d. irreduct;

bles minimales de Ln y, para cada P e P, sea hszn__.A = Ln/P
el homomorfismo canónico. P

P es un conjunto separador de s.d. (Corolario 2, Teorema 10)

y por lo tanto, la aplicación h de Ln en II = P11 AP definidae P
por

h(x) = (h (x)) ,
P P e P '

es un monomorfismo. Podemos considerar a Ln, identificandola con
su imágen h(Ln), como una subálgebra de H .

Teorema 18: Toda álgebra libre con un número finito de ge­

neradores libres es finita.

Demostración: (Por inducción sobre el número de generadores

libres)

El álgebra L1, con l generador libre, tiene dos elementos.
Supongamosque todas las álgebras Lk, con l é k < n son finitas.
Notamos que esto implica que cualquier álgebra que admita un con­

junto de generadores en númeroestrictamente inferior a n es fin;

ta, ya que una tal álgebra es imagen homomórfica de Ln_1.

Para probar que Ln es finita es suficiente ver que n tig
ne un número finito de ejes, cada uno de los cuales tiene un núme­

ro finito de elementos, esto es:

a) para cada P e P, AP= Ln/P es finita
b) el conjunto P de los s.d. irreductibles minimales de

Ln es finito.

Dado P e P y hszn¿—+A el conjunto constituido por losP,



elementos hP(gl),hP(g2),...,hP(gn), es un conjunto de generadores
de AP.

Por el Teorema 17 sabemos que P es máximo reSpecto de uno

por lo menos de los generadores libres de Ln, sea gj. Por Teorg

ma 13, hp(gj) es penúltimo elemento de AP.
Es inmediato entonces, que la subálgebra A; de AP es genera

da por los hP(g1), l éri é;n, tales que hp(gi)a+ hp(gj). Por lo
tanto AP admite un conjunto de generadores en número menor que n

y, por la hipótesis de inducción, AP es finita. En consecuencia

AP= (Ag)+ es también finita; esto prueba a).
Observemos que existe un número natural m, que es cota supe

rior para el número de elementos de las álgebras cociente AP, P 5P.
En efecto, si m' es el número de elementos de Ln_l, m' es mayor ó

igual al número de elementos de cualquier álgebra A5, pues estas

álgebras admiten un conjunto de menos de n generadores. Basta entog
ces hacer m= m'+ l.

La circunstancia observada, unida al hecho de ser Ln fini­

tamente generada, es suficiente, comovamos a mostrar, para conclg
ir que P es finito.

Notemosque, considerando identificadas las álgebras isomog

fas, existe sólo un número finito de álgebras de Hilbert cuyo númg

ro de elementos es m a lo sumo (para cada conjunto finito X el

número de Operaciones binarias definidas sobre X, esto es, de apli

caciones de Xx X en X es finito).

Asi, el número de álgebras AP, P 8P, es finito. Pero pue

de ocurrir que para dos s.d. P,Q GLP,P-+ Q, se tenga AP== AQ. En

tal caso, sin embargo, no ocurre que sea hP(g) = hQ(g) para todo



g a G, pues esto implicaría hp== hQ y por lo tanto P== Q.

Esto es, si P # Q, siendo AP:= Aq, las sucesiones:

(hP(gl),hP(g2),...,hP(gn)) y (hQ(gl),hQ(g2),...,h
tintas.

Q(311)) son dis­

Comopara cada álgebra AP, P e P, existe un número finito

de sucesiones de n elementos de AP, concluimos que existe sólo un

número finito de s.d. Q ae p tales que AQ: AP
Siendo el número de álgebras AP, P e P, finito, P es fin;

to. Esto prueba b) y termina la demostración del teorema.

Corolario l: Toda álgebra de Hilbert finitamente generada es
finita.

Corolario 2: A partir de un conjunto finito de abiertos de

un eSpacio tcpológico X, aplicando indefinidamente la operación:

int.((X - G') U G”) (G‘, G" abiertos) se obtiene sólo un número
finito de abiertos.



5.- Construcción de las álgebras de Hilbert finitas.

A) Vamosa dar un procedimiento recursivo para la construcción
efectiva de las álgebras libres finitas.

Suponemosconstruidas las álgebras libres Lk, l <Qk< n,

y construiremos a partir de ellas el álgebra libre Ln.
Por comodidad, denotaremos con N al conjunto de los enteros

1,2,...,n.
Sean II y hzlhrsfl definidos comoen el párrafo anterior.
Procuraremos construir H é indicar en II el conjunto

h(G)= {h(gi)}i¿N .

(Los elementos de la subálgebra h(Ln), isomorfa a Ln, se
obtendrán efectuando la Operación -., definida en H, a partir de
los elementos de h(G))

Esto equivale a determinar:

lQ) el eje P-ésimo de H ; es decir, el álgebra cociente

Ap: L/P.
2Q) las coordenadas P-ésimas de cada uno de los elementos

de h(G); esto es, la familia (hP(gi))1€ N de generadores de AP.
Puede decirse entonces, con términos que precisaremos des­

pués, que nuestro objetivo se limita a seleccionar entre todos los

posibles pares del tipo (A , (ai)i eN), donde A es un álgebra

de Hilbert y (ai)ie N una familia de generadores de A, aquellos

pares de la forma (AP, (hp(gi))i eN).
Veamosque existe una correSpondencia biunívoca entre los

pares del tipo (A , (a1)i EN) y los homomorfismos canónicos de Ln

Dada un álgebra A y una familia (ai)i ¿N-de generadores

de A, existe un (y uno solo) epimorfismo<1:L¿—+Atal que, para



cada i e N, a(gi)== ai (el homomorfismoa prolonga la aplicación

f de G en A, definida por f(gi) = ai, para todo i e N).

En estas condiciones, diremos que el par (A ,a(ai)ie N) gg
presenta al homomorfismou.

Es claro que un homomorfismo a , cualquiera, de Ln sobre un

álgebra A es representado por el par (A , (a(gi))i¿ N).

Sean (ai)ie N, (bi)ie N familias de generadores de las al

i)ie N) ’
(B , (bi)1€ N), representen los homomorfismos a,B de Lnsobre A, B

gebras A, B respectivamente. Supongamos que (A , (a

respectivamente. Interesa saber qué condiciones deben verificar es

tos pares para que representen un mismo homomorfismocanónico de

Ln, esto es, para que N(u) =-N(B).
Lema 13: N(a) ==N(B) si y sólo si existe un isomorfismo

j:A__.B tal que j(ai) = bi, para todo i e N.
Demostración: Decir que N(a):= N(B) equivale decir (Lemal)

que existe un isomorfismo jzA-—.B tal que joa = B.

Para que joa = B es necesario y suficiente que los homo­

morfismos Joa,B :Ln_+B, coincidan sobre el conjunto G de gene ­

radores de Ln,es decir

j( a(gi)) == B(gi), para todo i e N.

Como,por hipótesis, a(gi) ==ai, B(gi)== bi, la desigual­
dad anterior puede escribirse j(ai) =-bi, para todo i e N. Io
que termina la demostración.

Escribiremos (A , (ai)i¿N) a (B , (bi)1€ N) para expresar

que existe un isomorfismo j de A sobre B tal que j(ai) ='bí,

para todo i 8 N.
. I

Es evidente que la relaciónfiE es una relac1on de equivalen­



cia. Conviniendoen identificar los pares que están en la relación

'E , la correspondencia que a cada homomorfismo canónico de Ln a­

signa el par que lo representa es, por el lema anterior, una corres

pondencia biunivoca. Podemosdecir que hay tantos pares (distintos

en la relación z.) comohomomorfismoscanónicos de Ln, ó, si se

quiere, como s.d. de Ln.

B) Vamosahora a caracterizar todos los pares (A , (ai)i¿ N)
que representan homomorfismoscanónicos a de núcleo N(a) e P. Prg

vio a ello, es conveniente clasificar los s.d. de P en partes dis
juntas de la manera siguiente:

Sea S una parte prOpia de N, S C N (N - S #=ó). Designe ­

mos con PS al conjunto de todos los s.d. P de Ln tales que:
1) P n G = ó

2) P es máximo reSpecto de gi si y sólo si i e N - S.

Se sigue inmediatamente del teorema 17, que

[P = s N uDS

Es claro, además, que si S, S' son partes prOpias de N, dis

tintas (S 4: S'), entonces [PSn IPS,= ¡6.

Teorema 12: Para que (A , (ai)ie N) represente un epimorfig

mo a2Lh._.A de núcleo N(a) e PS es necesario y suficiente que

i) ai=# 1, para todo i e N

ii) ai es penúltimo elemento de A si y sólo si i e N - S.

Demostración: Por la definición dp PS, decir que N(a) ¿JPS
equivale decir:

1) N(a) n G = ó

2) N(a) es máximo respecto de gí si y sólo si i C N - S.



Teniendo en cuenta que a(gi) = ai, para todo i e N, la
condición l) anterior puede escribirse en la forma:

i) a(gi)== ai +=1, para todo i e N.

Por otro lado, aplicando el Teorema 13, la condición 2) pue
de escribirse:

ii) a(gi) = ai es penúltimo elemento de A si y sólo si
i e N - S.

Esto termina la demostración.

Observemosque el álgebra A es, efectivamente, un álgebra

con penúltimo elemento, dado que N - S-# ó.

Designemos con ES a la clase de todos los pares (A, (ai)ie
(identificados comose ha dicho) tales que:

i) ai=# l, para todo i e N

ii) ai es penúltimo elemento de A si y sólo si i e N - S.

El Teorema 19 puede enunciarse, en forma equivalente, como

estableciendo la igualdad:

ES = {(AP, (hp<gi))
Si ponemos:

1 e N); P e'PS} .

E:
SatN

E = {(AP, (21,4%))“ N); Pe 1P}.
Nuestro problema quedará resuelto si indicamos la manera de

E , se tiene:
S

construir todos los pares de E.

C) Sea (A , (ai)i e N) e ES, A' la reducida del álgebra

A y p la reducción de A en A".

Lema 14: (ai)i e S es una familia de generadores de A"

tal que ai=# l para todo i 8 S.



Demostración: (p (ai))i e N es una familia de generadores

de A', pues es imagen por el homomorfismop de la familia (ai)ie N
de generadores de A.

Comopara todo i E N - S, ai coincide con el penúltimo
elemento de A (ii), p(ai) =-1 para todo i € N - S.

Para los i 8 S, p(ai) = aí f l. Luego:

{9031)}15N= {aifiie s U
Eliminando el generador no esencial 1, tenemos que {ai}i¿ S

es un conjunto de generadores de A'.

El resultado anterior, nos induce a considerar, para cada

S CZN, la clase FS de todos los pares (B, (b1)i¿ s), donde

(bi)i e S es una familia de generadores de B, tal que:

bi—# l, para todo i e S.

(Suponemos, aquí también, identificados los pares de FS que
están en la relación;E.definida comoantes).

Observemos que si := ñ, Fñ sólo contiene el par

(B , (bi)i e ó), donde B = {l} es el álgebra con un solo elemento

y (bi)i e d = ó es la familia vacía (B==B).

El Lema 14 expresa que si (A , (ai). ) e E1 e N , entoncesS

(A- , (ai)i e S) 5 FS.

Designemos con R la aplicación de ES en FS definida

por: R((A , (api e N)) = ur, (ai)i e S).

Las álgebras B en los pares (B , (b.). S) e F son á;11€ S
. igebras con menos de n generadores. Estas álgebras son imagenes hg

momórficas de álgebras libres con menos de n generadores libres y

pueden ser construidas a partir de las mismas. Mostraremos que el

proceso por el cual se pasa de un par de ES a un par de FS



(aplicación R), puede ser invertido, lo que permitirá construir los

pares de Es a partir de los de FS.

Teorema 20: R es una aplicación biunívoca de ES sobre FS.
I -l + +AdemasR ((B, = , ), dondeB= BUÍkp}

es la ampliada de B y bi== p para todo i e N —S.
Demostración:

1) R está bien definida, es decir, si

(A , (ai)i e N ) E (A' , (ai)i e N) se tiene
(A-, e S)E (A'-, e s).

Por hipótesis, existe un isomorfismo j:A-—>A' tal que

j(ai) = ai para todo i e N. La restricción J' de j a A' es

un isomorfismo de A- sobre A'- tal que j'(ai) = ai para todo
i e S, luego:

(A ’ (391595 (A' v (ai)1es)°
2) R es una aplicación de ES sobre FS.

Sea dado (B , (bi)i eS) e FS. Consideremos el par
+ +

(B , (bi)i¿N) donde B = B U {p} y bi: p para todo ieN —S.

Este par pertenece a ES porque {bi}i¿ N.= {bilis S u {p}
es un conjunto de generadores de B , por Lema 12.

B<(B*,(wie N)) = ((B+)', mi)“ S) = (B , mi)” S).
3) R es biunívoca.

Si R((A , (ai)ie N)) = (A‘, (ai)i_¿S), podemosidentificar
(Lema 10) A con (A-)+. La familia (ai)i e N de A es tal que

ai:= p para todo i.e N - S, luego, aplicando 2) R es biunívoca.
De 2) resulta 1a expresión de la aplicación inversa R-l.
Escribiendo F F es evidente que R define una a­=U

SCN S’
plicación biunivoca de E sobre F.



D) Resta sólo sistematizar la construcción de los pares de

las clases FS (S C N).
Designemoscon L(S) al álgebra libre con el conjunto

2 =: {gi]i e S de generadores libres . (Si el número de elementos

de S es s (s <.n), L(S) es isomorfa al álgebra libre Ls con
s generadores libres; por razones de exposición convendrá poner en

evidencia la parte S).

Es natural introducir la convención L(ó) = Ib.= {l} (álge­
bra con un solo elemento). .

Lema15: (B , (bi)i e S) e FS si y sólo si este par repre­
senta a un epimorfismo B:L(S)——»Btal que N(B)f12 = d.

Demostración: Sea B el homomorfismorepresentado por el

par (B , (bi)i e S); esto es, sea B(gi)== bi, para todo i e S.

Decir que (B , (bi)i 5 S) 5 FS equivale a decir que 1a fa

milia (bi)i e S de generadores de B es tal que bi¡¿ 1, para
todo i e S.

Como bi == B(gi), lo anterior puede expresarse equivalen­

temente diciendo que B(gi)=# l, para todo i e S, ó lo que es lo

mismo N(B) Ü 2 = ó.

Observemos que en el caso S = fi el homomorfismo B que rg

presenta al único par. ({1}, ó) de Fñ es el homomorfismocanóni­

co B;L(¿) = {1}-—>{1}. Para este homomorfismo N(B) n Z == d, c9
mo es obvio.

Resulta del teorema anterior que FS es la clase de todos

los pares de la forma (B , ( B(gi))i¿_s), donde B recorre el con
junto de todos los homomorfismos canónicos B:L(S)-—>B tales que

N(B) no contiene generadores libres de L(S).



E) Sobre la base de los resultados anteriores resumiremos

ahora el procedimiento completo para construir el álgebra libre Ln
con n generadores libres.

Suponemosconocidas (además del álgebra libre con 0 gene­

radores libres Lo= íl}) las álgebras libres L1, L2,..., Ln_l
con 1,2,...,n-l generadoreslibres.

a) Construcción de la clase de pares F:

Para cada parte propia S del conjunto N= il,2,...,n} ,

consideremos el álgebra libre L(S) con el conjunto 2 =.1gi}ie S
de generadores libres (L(S) es isomorfa a alguna de las álgebras

LR, 0 S k (.n).
Para cada s.d. D de L(S) tal que D ñ 2 == o, construí­

mos el álgebra cociente B = L(S)/D. Si B:L(S)——*Bes el homo­

morfismo canónico relativo a D, indicaremos en B la familia de

todos los elementos bi== B(gi) con i e S.

El conjunto de todos los pares (B , (bi)i e S) así constrg

=SENF
b) Construcción de la clase E:

{dos constituye la clase FS. F S.

Para cada (B , (bi)i e S) 8 FS, construimos el par
4.

(B , (bi)i e N) donde B+==B ¡J {p} y bi:= p para todo i e N - S.

Es es la clase de todos los pares asi obtenidos, y
E E=scN S‘

c) Construcción de Ln:

Sea E {(At, (31512))18 NÜtG T
Consideremos el producto directo

H == H
te T At’

y para cada te T el homomorfismo htan—+At determinado por la



condición:

ht<gk) aít) , para cada k e N .

La aplicación h de Ln en H definida por

h(x) = (ht(x))te T ,

es un monomorfismo de Ln en H .

h(Ln)‘E Ln es la subálgebra de H generada por los elemen

tos a h(gk) = (ht(gk))t ¿T:= (aát))t¿¿T, (k 2 1,2,...,n).

F) Podemosejemplificar el procedimiento anteriormente des­

cripto, con la construcción de las álgebras libres con 1,2 y 3
generadores libres.

Comenzaremoscon el caso del álgebra con 3 generadores

libres que se bresta más para mostrar la marcha del procedimiento.

(i)Algebra libre L3, con _3_generadores libres ggl,g2,g3l¿

Consideramos conocidas las álgebras Lo = {l} , Ll y L2

(fig. l y 2, Parte I).

N = {1, 2, 3} tiene 7 = 23 - 1 partes prOpias :

ro , {1} ,{2} , {3} , {1,2} 42,3} , {3,1}
a) Construcción de la clase F .

Q

l ) Clases 51,2} , ï2,3} y ï3,1}

Razonemossobre el álgebra L2 (fig. 2, Parte I) cambiando

las notaciones Oportunamente.

Los sistemas deductivos de L2 que no contienen ninguno de

los generadores libres a,b son los 15 siguientes:



D(l)-= {l} ; D(k); D(m); D(g); D(h); D(e); D(f); D(n); D(i);

D(j); D(c); D(d); D(k)\/D(m)= {1g m, 1} ;

D(e)VD(f) =ïea fa g, ha k9 ma 1};

D(1)V D(j) = {1, j, k, m, n, l} .

Para cada uno de estos s.d. construimos el cociente L2/D
reSpectivo, indicando las imágenes de los generadores a,b en el
cociente.

Asi, para el cociente L2/D(j) tenemos :

_, f g h k l
_fi
f l g l l 1

k h
g h l h l l

h k g l k l
g(=a) f(=b)

k h g h l 1

Figura 3 l f g h k l

(Hemosutilizado el resultado del Lema1+, 1, k, g, h, r

son los elementos máximosde las clases de equivalencia módulo

D(j), la tabla de la Operación se obtiene, entonces, directamente
de la tabla 2, Parte I).

Para obtener F{l’2} (reSp. Fí2,3}, F13,1} ) sustitui­

remos en cada cociente a por al, b por a2 (resp. a2 ,a3 y

a3, al), tendremos asi 3x.15 = H5 álgebras con sus correSpon­
dientes generadores.

2Q) Clases Fíl} , F‘2} y\ Fw
Razonando sobre el álgebra de figura l, Parte I, tenemos un



solo s.d. que no contiene al generador a: el s.d. D(l) = {1} .

Hay, entonces, un solo cociente: L2/D(l) E L2 . Obtenemos
reSpecti­

F{l} , Fs2} y FX3} sustituyendo a por al ,a2 , a3

vamente: 3 álgebras en total.

39) Clase Fg .

El único par de Fa , es como se ha indicado antes ({1} , fl).
F contiene en total H5+—3-+1= H9 pares.

b) Construcción de E .

A partir de cada uno de los H9 pares obtenidos en a)

construimos los H9 pares de E.

Por ejemplo, a partir del par indicado en figura 3 (que su­

pondremos pertenece a F 1,2 , colocando a al, b a2) obte_
nemosel par indicado en la figura siguiente:

f 1 g 1 l l 1

g h l h 1 l l

h k g l k l l

k h g h 1 l l

g(:al) f(=a2) l f, g h k l p
p f g h k l l

Figura h

Indicamos en la figura siguiente los diagramas de todos los

pares de E , con sus correSpondientes generadores al ,a2 ,a3 .
Una tabla de la Operación -+ válida para todas las álgebras de

figura 5, se obtiene adjuntando a la tabla 2 (Parte I) una fila y



una columna encabezadas por "p" y definiendo la Operación de

p con lOS restantes elementos comose indicó en la definición de

álgebra ampliada en párrafo 2.

Figura '5



Los eJes A16,... A30 se obtienen de A1,... A15 sustiul­

yendo al ,a2 ,a3 por a2 ,a3 ,al reSpectivamente. A31 ,...

A45 se obtienen de A1, ... Al5 sustituyendo a porl 932 133

a3 ,al ,a2 respectivamente.

c) El producto H es el conjunto de todas las sucesiones

(x1,x2,...,xhg), con xk e Ak , algebrizado por

(xl,ooo,}q+9)_>(yl,ooo,y)+9) = (xl->y1,000,x)+9-9Y)+9) .

L3 es 1a subálgebra de H generada por los elementos

gl= (al,...,al); g2= (a2,...,a2); = (a ,a ).83 3,... 3
Una cota superior para el número de elementos de L obte­3)

nida multiplicando el número de elementos de cada uno de los #9

ejes de n es del orden de 3 . 1037 . Un cálculo hecho tenien­

do en cuenta que los generadores son elementos minimales, dá una
72

cota superior del orden de lO .

ii) Algebra libre L2_, con 2 generadores libres (g1¿_g2)¿

Suponemos conocidas Lo y L1 .

N = {1,2} tiene 3 partes prooias: o , 151} , {2} .
a) Construcción de F.

19) F{l\ , F{2} tienen, como en i), b), 20) un par ca­

da una, isomorfo a L1 ,

2Q) Fó , como en i), b), 3°) .
b) La clase E consiste, entonces, de los pares



las ternas

Figura 6

Il el

113€:a2) Ïp(=al) O

a(= a1) a(=a2) p(=a1=a2)

c) Construcción de L2 .

El producto directo n A1 A2 'A3 constituido por todas

(xl, x2, x3), donde xk e Ak (k 1,2,3) se represen­

ta en la figura siguiente

OdeI-‘SBWuH'D‘UQHCDQ-¡O0'93

(X1,X2,

Figura

(a p p)
(13:41:13)

IIIIIIIIuu

IIllIlN

La Operación —* es definida en H por

x3)—(y1,y2,y3) = (JLl—-Y1J2-oy2,x3-y3) .

Así, por ejemplo, f—+i= (p,a,1)—+(p,l,p)

(P-*Paa"lal-'P) = (1,1,p) = n .



Podemosde este modoconstruir la tabla de la Operación

sobre II que se indica a continuación.

Es fácil determinar la subálgebra L2 de II generada por
a== (a,p,p) y b = (p,a,n), que coincide con la ya indicada en

figura 2, tabla 2 (Parte I).

—* a b c d e f g h i j k m n l r s t O

a 1 h l h 1 h l h l 1 l l l 1 1 l h h
b g l g l g l g 1 l l l l l l l l g g
c m h 1 h m h l h l m l m 1 l m m h h
d g k g l g k g l k l k l l l k k g g
e n d n d l h l h n n l l n l n l h d
f c n c n g 1 g 1 n n l 1 n l n 1 g c

g J d n d m h l h n j l m n 1 j m h d
h c i c n g k g l i n k 1 n l i k g c
i e h g h e h g h l m l m l 1 m m t t
j g f g h g f g h k l k l l l k k t t
k a d c d e h g h n j l m n 1 l l g O
m c b c d g f g h i n k l n 1 i k t O

n e f g h e f g h k m k m l l s s t t
l a b c d e f g h i j k m n l r s t O
r g h g h g h g h l l l 1 l l l l t t
s c d c d g h g h n n l 1 n l n l t O
t n n n n l l l l n n l l n 1 n 1 l n
0 l 1 l l l l l l l 1 l l l l 1 l l 1

iii) Algebra libre L] , con un generador libre.

Aúnpara este caso trivial es aplicable el procedimiento de
construcción.

F‘= Ffi contiene el único par ({1} , fi).
La clase E contiene el único par cuyo diagrama es

l

al
En consecuencia, H tiene un solo eje isomorfo a L1 .



6.- Algebrascaracteristicas.
A.Monteiro ha mostrado que una cadena con tres elementos

es un álgebra caracteristica para el cálculo implicativo positivo

con dos variables proposicionales. La cadena de tres elementos es,

justamente, la ampliada del álgebra Ll con un generador libre.

Utilizando las conclusiones del 5 anterior, podemospro­

bar, más generalmente, que M= L; _l , ampliada del álgebra li­

bre con n-l generadores libres, es un álgebra caracteristica pg
ra el cálculo proposicional implicativo positivo con n variables

proposicionales, :m(g1 , 82 , ..., gn) .

Con al, ..., a se indicarán aqui, los generadores li­n

bres de Ln .
Notemosque, del 5 anterior resulta la existencia de una

familia (At)tELT de álgebras tal que:

i) para cada t, At es generada por ciertos elementos
t t

al ’ ..., an , en número é n 5

ii) si para cada t e T, ht : LnfeAt es el epimorfismo

determinado por ht (ai)== aÏ (i = l, ..., n) se tiene

mN(h)=[1};te T

iii) At==BÉ, donde Bt tiene comogeneradores una parte

propia de los generadores indicados en i) para At .

Sea U: Ln—-.-FM el epimorfismo determinado univocameg

te por la condición U(ai) = Hi (i== l, ..., n) .

Para probar que M==B;_1 es matriz caracteristica de

I,(gl, ..., gn), de acuerdo al Lema5 (I, 3 3, C), será suficien
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te probar el siguiente:

Teorema 21: 0': Ln—-—,FM es un isomorfismo.

Demostración: Sea ft z FM——.At la aplicación definida

por ft (aM)==aAt (at), donde at ==(aÏ, ..., ag) 8 A? .

Debemosverificar que ft está bien definida, esto es,
que si a := 5 , entonces a (at):= B (at ) .

M -M At At

Cada álgebra Bt es imagen homomórfica de Ln_1 puesto

que iii) Bt tiene k é n-l generadores. Como Ln_l es finita,

por Lema 4 (1,5 2,0) podemos considerar a Bt comouna subálgebra

de Ln_l . Además, es de demostración fácil, que de "Bt subálgg

bra de Ln_1 " resulta "At = B; es subálgebra de M= É;_l " .

Entonces, es inmediato que aM=I3Mimplica “A¿= BAt y ,

por consiguiente, GA(at) =- BA (at) .t t
ft es, además, un homomorfismo, pues

ft(a MqBM)= rteeam = (cumt (at) = aAt(at)—-»8At(at)

Probamosque ft. o = ht, para lo cual basta verificar

que ftp o, ht coinciden en los generadores de Ln o

Indicando con HÏ la proyección i-ésima de

A? = At x ... x At , se tiene

(fto 0')(ai) = ft(0'(ai)) = ftÜÏi) = ft((gi)M) = (gi)At (at)

“ha” = aï = wal)
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De ftoa =—ht , por Lema 1, se tiene

N(o) €- N(ht)

Por ii) :

N( c’) = {1}

Lo que prueba que o- es un isomorfismo.­
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