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Una parte considerable del tratado "Theory and Applications
of Distance Geometry" (Oxford, 1953) de L. M. Blumenthal, está

dedicada a la consideración del siguiente problema genérico ;
Problema I : "Dadoun espacio métrico "modelo" M, fijar condicio

nes en la métrica de un espacio E que permitan asecurar la existen
cia de una isometria P : E——->M".

Un caso particular, pero importante, de este problema es :
Problema II : "Idem que en Problema I, pero pidiendo que la apli
cación f sea suryectiva".

Los casos concretos más importantes de estos problemas se
presentan cuando el modelo Mes el espacio euclideano n-dimensio
nal ZEno el espacio de Hilbert H, y el espacio a estudiar es (mé
tricamente) convexo. En estos casos, el libro de Blumenthal re
suelve exhaustivamente el problema II. En cambio en el problema I,
que como el mismo Blumenthal lo destaca en la página 91 del citada
libro es más general y dificil que el II, solo obtiene soluciones
parciales y pocosatisfactorias.

El propósito central de esta tesis es dar solución completa
al problema I en los casos concretos antes mencionados. Un segun
prOpósito, de tipo metodológico, es desarrollar una teoria de sub
conjuntos convexos de un esoacio métrico, de eficacia análoga a
la de la convexidad lineal.

El primer capitulo consiste en una reseña de losantecedentes
históricos del problemacentral y las soluciones parciales que
recibió.

En el segundocapitulo discutimos las interrelaciones de di
versas definiciones de convexidad de espacios métricos, e introdu
cimos una definición de subconjunto convexo de un espacio métrico,
que conserva la más importante caracteristica de 1a convexidad li
neal, su interseccionalidad.



Es to nos permite desarrollar en el siguiente capitulo una
teoria de cápsula convexa análoga a la del caso lineal. Inciden
talmente caracterizamos los espacio métricos cuyas bolas son con
vexas mediante la propiedad de que el diámetro de un conjunto ar
bitrario coincide con el de su cápsula convexa.

El cuarto capitulo es una discusión detallada de 1a "prOpie—
dad euclideana débil de cuatro puntos" de Blumenthal. asi come
de otras propiedades más deébiles que ésta, pero que, en los ca
sos significativos coinciden con ella.

En los capitulos quinto y sexto se desarrollan las herramien
tas básicas para atacar los problemas fundamentales. Se estudian
aqui los conceptos de "cápsula afin"(análogo al de variedad linea
generada),"espacio de tipo n" (análogo al de dimensión hlgebraica
'Simplex", etc.

El concepto de "punto internal" es introducido en el capitu
lo séptimo. La importancia de esta noción reside en que una de la
diferencias metodológicas entre este trabajo y los de Blumenthal
consiste en que dicho autor exige al espacio en estudio la "con
vexidad externa", que en nuestra terminología equivale a pedir
que todo punto sea internal, restringiéndose a priori a1 proble
maII. Los resultados centrnles de este capítulo son:(a) Equiva
lencia entre "tipo n" y "dimensión topológica n" (según Menger
Urysohn); (b) Versión métrica del famoso teorema de Riesz sobre
caracterización de espacios normadosfinito-dimensionales, por
la compacidad local.

En el capítulo octavo obtenemos nuestro primer teorema Pun
damental que responde a1 problema I cuando el modek>Mes ÍEn. El

procedimiento es el siguiente :
(i) Definimos la noción de "funcional afín", análogo al de fun

cional lineal en un espacio vectorial.
(ii)Bajo ciertas condiciones, una determinada familia de funcio



nales afines, dotada de las operaciones puntuales, esuun espa

cio vectorial de dimensión n. y
(iii)El dual algebraico del espacio considerado en (iii), provist

de una métrica conveniente, es congruente con 'En .
(iv)Procediendo comoen el Análisis Funcional (inyección en el

doble dual) podemosconstruir una isometria del agpacio ari
ginal en el espacio métrico mencionadoen (iii).

El resto de este capitulo consiste en varios corolarioo y refina
mientos del teorema fundamental.

En el capitulo noveno investigamos em concepto de "subespa
cio de deficiencia l" análogo al de hiperplano de un espacio vec
torial, y sus conexiones con las funcionales afines y los "planos
de Leibniz".

En el capitulo décimoestudiamos (en tres diferntes instan
cias) la posibilidad de extender a todo el espacio una isometría
definida en un subconjunto. Utilizamos luego estos lemas para 0D
tener una nueva demostración del teorema del capítulo VIII, y un
segundo teorema fundamental en que fijamos condiciones para que
el espacio dado sea isométrico a un subconjunto de H.

Finalmente, en el último capitulo introducimos la noción de
"espacio perfectamente estrellado? que generaliza ampliamentea
la de espacio convexo, y extendemosa tales espacios los resulta
dos de los capítulos VIII y X.

El método es predominantemente geométrico, y las principales
herramientas son la propiedad de Blumenthal y la teoria de con
vexidad.
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I - INTRODUCCION.

La Geometría de Espacios Métricas (o Geometría de la Distancia

en la terminología de L.M.Blumentha1)estudia aquellas propiedades
y características de un espacio métrico que pueden expresarse en
función de la métrica, o bien. en el lenguaje del Programa de Klein,
es el estudio de las características que permaneceninvariantes bg
jo el grupo de las isometrias.

Curiosamente. los primeros resultados en esta disciplina fue
ron publicados por J. de Tilly en 1892 :lï. es decir, más de dos dé
cadas antes de que M.Préchet en su famosa tésis de 1906 definiera
rigurosamente las "clases (E)" posteriormente denominadas "espacios
métricos" por Hausdorff.

Otro antecedente histórico interesante lo constituyen dos tra
bajos de la escuela italiana de Peano (G.Peano E2}. M.Pieri :3: )
donde se axiomatíza 1a geometria euclideana utilizando comoconcep
tos básicos ideas netamente métricas. En la memoriade Pieri,por

ejemplo, se axiomatíza una relación de equivalencia a'Ï,b cuyo
significado intuitivo es "a y b equidistan de c".

sin embargo, en estas axiomatízaciones se utilizan postulados
no métricos (por ejemplo, el axioma de continuidad de Dedekind).

En la misma línea de pensamiento, B.Kagan [4] ,considera un
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conjunto Mde elementos y una"distancia", es decir, una función d
que a cada par de puntos de Masocia un número real no negativo.
Considera también un grupo de transformaciones de Mque dejan in
variante la distancia. Los conceptos "entre" (x está entre a y b
si d(a,x) + d(x,b) = d(a,b» , "triple lineal", "recta" y"plano"
son definidos métricamente y se enuncian siete postulados que res
tringen estos conceptos y sirven comobase axiomática a la geome
tria euclideana tridimensional. Este antecedente es particularmen
te importante en relación con el presente trabajo, ya que el pri
mer postulado de Kagan constituye una definición buena (aunque muy
restrictiva) de convexidad de espacios métricos, y una versión ge
neralizada del postulado Y es uno de los lemas básicos en nue;
tro desarrollo de la teoria de convexidad en espacios métricos, cg
mo veremos en el parágrafo 4.

La noción de "estar un punto entre otros dos" ("betweenness"
en inglés), que ya está implícitamente contenida en los axiomas de
orden del "Grundlagen" de Hilbert, es axiomatizada por Pasch en
1882 y estudiada in oxtenso por Huntington y Kline (1917:1924).
Este concepto constituye un punto de contacto entre 1a Geometría
de la Distancia y la teoría de conjuntos ordenados.

Paralelamente a estas investigaciones, la noción de subcon
junto convexo de un espacio vectorial es introducida en forma casi
simultánea por Ninkowski (1910) y Caratheodory (1911). Este concep
to,basado en 1a definición de segmento lineal. es aparentemente in
dependiente de la métrica del espacio. Sin embargoexiste una cla
ra conexión intuitiva entre la idea de "segmento lineal" y la de
"conjunto de puntos que están entre dos puntos fijos"; más aún. es
posible demostrar que ambosconceptos coinciden en todos los espa
cios vectoriales métricos que pertenecen a una extensa familia (es
Dacios de Banach estrictamente convexos) que contiene como casos
verticulares a los espacios euclideanos y de Hilbert.
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En el segundo cuarto de siglo aparece el importante trabajo
de Karl Menger, publicado en cuatro partes, las tres primeras en

1928 [5] y la cuarta en 1930 [6] . Esta extensa memoria puede con
siderarse comoel orígen de la investigación sistemática de la
Geometría de Espacios métricos. Es sugestivo que la "Erste
Untersuchung" se subtitula "Theorie der Konvexitát".

Es en este trabajo donde se define por primera vez en for
maexplicita, la convexidad en espacios métricos.

Menger plantea aquí dos problemas básicos de la Geometría de
Espacios Métricos donde la convexidad juega un rol central: (l) El
"Konvexifizierungsproblem"; (2) el problema de inmersión isométri
ca en espacios euclideanos. El primer problema consiste en fijar
condiciones topológicas necesarias y suficientes para que un espa
cio sea homeomorfoa un espacio métrico convexo. En el segundo se
trata de determinar condiciones métricas que aseguren la existen
cia de una isometría entre un espacio métrico convexo dado y un es
pacio euclideana.

Menger expuso estos problemas en un seminario que condujo en
el Rice Institute (Texas, U.S.A.) durante el año lectivo 1930-31.

Una primera solución al problema (2) fue dada por w.A.Wilson

en dos trabajos publicados en 1932 {73 y 1935 E8] , donde introdu
ce comocondición básica la "propiedad euclideana de cuatro puntos?

L.M.Blumenthal, discípulo de Menger, publica en 1938 un vo
lumende la serie "University of Missouri Studies" [É . Este tra
bajo es un extenso "survey" de la Geometría de la Distancia y con
tiene, entre otras cosas, una detallada exposición de la solución
de Wilson al problema (2) y soluciones parciales al problema (l)
de convexificación.

Cabe acotar que el "Konvexifizierungsproblem" Fué resuelto

en forma completa en 1949 por B.H.Bing ïld] . Esto permitió la crea
ción de una nueva fuente de elegantes problemas: descripción de
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propiedades topológicas de un espacio mediante las métricas convexas
que admite.

Blumenthal y sus discípulos de la Universidad de Missouri han
producido hasta la fecha más de medio centenar de memorias sobre el

tema, culminando con el libro [lfl que se ha constituido en la o
bra clásica de consulta en el tema. En este tratado Blumenthal dis

tingue dos casos diferentes del problema de inmersión en En :
a) el "problema del espacio" en que se requiere que la aplicación
del espacio métrico E en En sea una biyección, es decir. que E sea
congruente con todo En; y b) el "problema del subconjunto" donde no
se imponeese requerimiento. En la página 91 dice textualmente "It
is clear that the subset problem is more general than the space
problem-indeed, it contains the space problem as a special case. It
should also be remarked that a complete solution of the space pro
blem maycontribute little towards a solution of the subset problem.
since in characterizing a space one frequently imposes from the
outset certain obvious necessary conditions which are extraneous to
the imbedding problem. On the other hand,if one has obtained ne
cessary and suFficient conditions for congruent imbedding in a given
space of an arbitrary memberof a class of spaces, the characteriza
tion of the given space with respect to that class is reduced to
characterizing the space amongits subsets".

En este párrafo "problema de caracterización" es sinónimo de
"problema del espacio" ya que fijar condiciones para que un espacio
métrico sea congruente con En equivale a caracterizar métricamente
(es decir, por propiedades de la distancia) a En entre todos los
espacios métricos. Blumenthal dedica los capitulos IV y V de su li
bro, a obtener una solución del problema del espacio con condicio
nes considerablemente más débiles que las de Wilson. y a extender
este resultado al espacio de Hilbert. Su principal progreso sobre
las condiciones de Wilson consiste básicamente en sustituir la "prg
piedad euclideana de cuatro puntos" por una condición más débil que
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él denomina "propiedad euclideana débil de cuatro puntos" que res
tringe 1a posición de 4-uplas "planas".

En el presente trabajo utilizamos esta mismacondición con el
nombre de "propiedad de Blumenthal".

Posteriormente. Blumenthal Ïlfl y Day [lfi consiguieron reempla
zar la propiedad de Blumenthal por propiedades del mismo tipo pero
cada vez más débiles que denominaron "feeble euclidean four point
property" y "queasy euclidean four point property" respectivamente.
En el capítulo IV hacemosuna discusión de esta propiedades.

Estos aportes constituyen una solución razonablemente satisfac
toria del "problema del espacio" o "problema de caracterización".
pero permiten obtener solamente resultados parciales e incompletos
en e1"prob1ema del subconjunto" o "problema de inmersión isométrica".

El propósito principal del presente trabajo es resolver comple
tamente el "problema del subconjunto" cuando el espacio métrico es
convexo .

El procedimiento se basa en una definición de subconjunto con
vexo de un espacio métrico, más fuerte que la de Menger, pero que
permite desarrollar una teoria de convexidad análoga a la de la
convexidad lineal, y que a su vez permite introducir en el espacio
métrico considerado una estructura seudolineal mediante la cual se
puede reproducir muchos de los procedimientos de 1a geometria vec
torial. Este métododifiere radicalmente del utilizado por Wilson
y Blumenthal.

El primer resultado fundamental (teorema de inmersión isométri
. , . n . . .ca de un espac1o metrico convexo en E ) se obtiene mediante la apli

cación de un procedimiento análogo a un recurso básico del Análisis
Funcional. la inmersión de un espacio vectorial en su doble dual.

Obtener asi mismouna versión métrica del teorema de Riesz de
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caracterización de espacio, normadosde dimensión Pinita, mediante
el cual podemos sustituir en el Teorema Fundamental 1a condición de
dimensión finita por una condición topológica (compacidad local).

Comopredijera Blumenthal en el párrafo transcripto más arriba.
de nuestro Teorema Fundamental se deduce muy facilmente el Teorema

. . , . n .de caracterizac1ón metrica de E del mismoBlumenthal.

Sustituyendo la condición de M-convexidadpor otra ligeramente
más restrictiva (convexidad densa) podemosprescindir de la condi
ción de completitud del espacio, que era esencial en el tratamien
to de Wilson y en el de Blumenthal.

El procedimiento utilizado para obtener el primer teorema fun
damental. mediante la aplicación del espacio de las funcionales afi
nes, no se adapta bien al tratamiento del caso de dimensión infini
ta. Para salvar esta dificultad definimos el concepto de "subespacio
de deficiencia!" análogo a la noción de hiperplano de un espacio veg
torial. Este concepto está estrechamente relacionado (aunque no es
equivalente) a las nociones de "planos de Leibniz" (conjunto de pun
tos equidistante de dos puntos dados) y de conjuntos de nivel de u
na funcional afin. Estas relaciones son estudiadas detenidamente
en el Capitulo IX.

En el siguiente Capítulo se prueba un lema que pngite extender
una isometria de un subespac1o de deficiencia I en E ,a una isone

tría de todo el espacio en En. Utilizando este lema obtenemos una
nueva demostración del Teorema de inmersión en En, así como un se

gundo Teorema Funadamental que fija condiciones sobre un espacio
métrico convexo para que se pueda sumergir i50métricamente en un
espacio de Hilbert separable.

En el capitulo XI extendemos el segundo teorema fundamental a
espacios "perfectamente estrellados". Este concepto es considera
blemente más débil que la convexidad.
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II - CONVEXIDAD BN ESPACIOS METRICOS.

DIVERSAS DEFINICIONES.

Comoya indicáramos, la noción de convexidad en espacios métri
cos es de importancia básica en este trabajo. En el presente capítg
lo compararemoslas distintas definiciones de espacio métriCo con
vexo y de subconjunto convexo de un espacio métrico que han sido for
muladas hasta el presente.

En adelante, (E:d) será un espacio métrico; sus puntos se reprg
sentarán con letras minúsculas y sus subconjuntos con mayúsculas o
con 1a notación habitual de llaves: la distancia entre a y b se no
tará d(a,b).

Recordemos que un espacio métrico es un par (B,d)
constituido por un conjunto E y una función
dszE -—9R+ con las siguientes propiedades:
(i) d.(a,b)= o (:7 a=b
(ii) d(a,b) = d(b,a)
(iii) d(a,b) + d(b,c) a d(a,c)

Diremos que X está entre 5 y g , 0 equivalentemente, que y es

un interpunto del par {x2z} , si d(x,y) + d(y,z) = d(x,z)
(Notación: x y z).
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Llamaremos932g; 22532 g_x_g a1 conjunto de los interpuntos

del par {a;b} (Notación: B(a,b) = {x6 E : axbj ).
Llamaremosbanda cerrada entre a y b al conjunto

B(a,b) = B(a,b) U {a1 U {b} .

Diremos que la banda B(a,b) es ggnga si el conjunto

{d(a,x) / d(a,b) : x6 B(a,b)} es denso en (0:1).
Diremos que B(a,b) es comgleta si tal conjunto coincide con

(0:1).

(Kagan): Diremos que (E,d) es K-convexo si para todo par

{X:ch: E , B(x,y) es completa.

(Menger): Diremos que (E,d) es M-convexo si para todo par

[x;yjc: E . B(X.y) í fi 

(Aronszajn): Diremos que (E,d) es A-convexo si para todo par

{myjc E ,v/á>o . ud >o, q +/3>d(x,y)
325€ tal que d(x,z)<0( . d(z.y)<fi

(Convexidad densa): Diremos que (E,d) es densamente convexo si para

todo par {x;y]<: E , B(x,y) es densa.

Hemosenunciado estas definiciones por orden cronológico de
formulación. La primera (aunque en forma implícita, comopostula
do) data de 1902 [4] . La segunda apareció en 1928 en [5] . La

tercera en 1930 en [14] . La cuarta definición (convexidad densa)
aparentemente fué enunciada por primera vez en 1966 [lá por el
autor de esta tesis.

Proposición II.1 :
(E,d) es K-convexo ===5> (E,d) es densamente

convexo ::=¿> (E,d) es M-convexo.
Trivial.
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Progosición II.2 :
(E,d) es densamente convexo :=:¿> (E,d) es
A-convexo.

Seana,b€E ,d(a,b)= S>O,u>0,fl>0, <><+fi><5
Luego, por 1a convexidad densa, 3 x e B(a,b) tal que

a >d(a,x)>8 -/ó . Luegod(x,b)=d(a,b)-d(a,x) < [5 q.e.d.

Progosición II.3 :(Menger)
Si (E,d) es M-convexoy completo, entonces
(E,d) es K-convexo.

Omitimosla demostración de este resultado clásico por ser muyex
tensa. La demostración original aparece en [5] pág.85 y sgtes.
Una demostración más simple, pero igualmente extensa, debida a
Arenszajn fué publicada en [11] pág.4l y sgtes.

Progosición II.4 :
Si (E,d) es A-convexo y compacto, entonces es
K-convexo.

Sean a,b€ E , d(a,b) = 8 >°Í > O . Por 1a A-convexidad,

UneN 3 xn e E tal que d(a,xn)<a( + l¡d(xn,b)< 5-0“ l
n n

Por 1a compacidad de E. la sucesión {xn} tiene un punto de acumu
lación x que es claramente un interpunto del par ga;b} con
d(a,x) = G , d(x,b) =<S-d . Comoa, b y d eran arbitrarios.
(E.d) es K-convexo. - q.e.d.

Corolario 11.5 '
Si (E,d) es compacto, las cuatro nociones de
convexidad son equivalentes.

Recordando que la compacidad implica completitud, el resultado es
inmediatoa partir de II.1 , II.2 , II.3 y II.4 .
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Damosa continuación tres contraejemplos que demuestran que
los resultados previos son inmejorables.
Ejemglo II.6 :

(E,d) densamente convexo y no K-convexo.

Sea E = 0 el conjunto de los números racionales con la métrica
habitual d . Es claro que (E,d) es densamente convexo, pero entre

los puntos 0 y 1 no existe ningún interpunto que diste [2; de O,
2luego no es K-convexo.

Ejemglo II.7 :
(E,d) M-convexo y no A-convexo.

Sea E = [r ctm : 0 s r < 1}'U {2] con.1a métrica habitual de 1a
recta real. (E,d) es claramente M-convexo. Pero si q = 5/3, fl = 2/3,
d(0,2)<0\+fl7 y sin embargono existe er tal que d(0,x)<ó\ , y
d(x,2)< A , luego (E,d) no es A-convexo.

Ejemglo II.8 :
(E,d) A-convexo y completo y no M-convexo.

En 'R2 sea a =(l.0), b = (-1,0) , cn = (0,1/n), n e N , y sea En
1a unión de los segmentos cerrados de extremos [a;cn} y {cn:bj
Finalmente sea E = 1%Bn. Definimos d(x,y) como el ínfimo de las
longitudes de caminos (en E) que unen x con y. Es fácil verificar
que (E,d) es A*convexo y completo pero no es M-convexo ya que el

par 1a;b} no tiene interpuntos.

El siguiente gráfico resume los resultados previos

K

A/D\M
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Nos interesa ahora definir el concepto de subconjunto convexo
de un espacio métrico. Es claro que cada uno de los cuatro concep
tos anteriores induce una definición de subconjunto convexo, si se
pide que el subconjunto dado, con la métrica restringida, sea K—,
M—,A-, o densamente convexo.

Concretamente, sea Mun subconjunto del espacio métrico (E,d).
Diremos que Mes K-convexo (respectivamente: densamente convexo:

M-convexo) si para todo par {a;bJ<: M, la banda relativa
B(a,b) n Mes completa (respectivamente: densa, no vacia). Diremos

que Mes A-convexo si V {a;b]CM , d(a,b) :5 >0, V cx70, 1.1/3>0,

a 1-{5> 6 existe x6 M tal que d(a,x)< Ch , d(x,b)<'_/3 .

Lamentablemente, ninguna de estas definiciones sirve a nues
tro propósito fundamental : construir en espacios métricos una
teoria análoga a la de la convexidad lineal. La causa de esta falla
reside en que, en general, 1a familia de subconjuntos convexos
obtenida por cualquiera de las definiciones precedentes no es in
terseccional, comose ve en el siguiente contraejemplo.

Ejemplo II.8
(E,d) K-convexo y compacto, My N subconjuntos K-con

vexos de E, tales que MÍWNno es K-convexo.

Sea E una circunferencia del plano 'R2 y d(x,y) 1a longitud del
menor arco que une x e y. Entonces (E,d) es un espacio métrico com

pacto y claramente K-comvexo. Sean [a;a'} y Rb:b'} dos pares
de puntos diametralmente opuestos, y sea Mla semicircunferencia
de extremos {a2a'} que contiene b, y N aquella que contiene b'.

Entonces M y N son K-convexos y Mn N = {a;a'l no es K-convexo.
Es claro que tampoco es A-convexo o M-convexo.

Este inconveniente impide dar una definición satisfactoria
de cápsula convexa de un conjunto arbitrario. Blumenthal intenta
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hacerlo ([lfl —Teorema 19.1. página 52) para la M-convexidad. pero
solo puede asegurar la existencia de cápsula convexa cuando el es
pacio total es M-convexo y compacto (luego K-convexo). Nada puede
afirmar acerca de la unicidad de la*cápsula. En efecto, en el e
jemplo II.8. si llamamos P = Mle, tanto Mcomo N pueden conside
rarse cápsulas K-convexas de P, es decir conjuntos K-convexos mi
nimales que contienen a P.

Para obviar esta dificultad daremosuna nueva definición de

convexidad de subconjuntos que. por ser la única que utilizaremos
en este trabajo, llamaremos convexidad a secas.

Diremos que el subconjunto Mdel espacio métrico (E,d) es

convexo si para todo par {my} c M es MZ) B(x.y) ¡É125

Observemos que si (B,d) es M-convexo, un subconjunto P será

convexo sii para todo par {x:y]c: Mvale B(x,y)<: M. Nótese el
paralelismo con la definición de convexidad lineal. Este concepto
aplicado al espacio total coincide con la M-convexidad.

Proposición II. 9

Sea ¡M1__ una familia de subconjuntos conAhu
vexos. Entonces M = 12k MAes convexo.

Sea {xa/EC M,entonces VAeL (lx;y]C_ MA, y por la convexidad
de MA, ijn B(x,y) # fi , luego B(x,y) está contenida en la inter
sección de todos los MA,q.e.d.

Esta proposición básica es la que nos permite desarrollar en
el próximocapitulo una satisfactoria teoría de cápsula convexa.
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III — CAPSULA CONVEXA.

En este capitulo supondremos que (E,d) es M-convexo. Sea

MCE, yj<(M) ={LCE : L es convexoy LDM] . Por II.9 la
familia ;K(M)es interseccional, es decir la intersección de los
elementos de una subfamilia de JK(M) pertenece a :KXM).Llamaremos

cápsula convexa de Ma la intersección de los elementos de la fa
milia J((M). Por lo que hemosdicho, es claro que la cápsula conve
xa de Mes un conjunto convexo, que contiene a My que es minimal
regecto a la relación de inclusión.

Veamosuna definición constructiva de la cápsula convexa que
ayuda a comprender la estructura de este concepto básico, y que nos
será muyútil en el desarrollo posterior de la teoría.

Definimos B(M,N) = ¿¿M5Ïm,n) ; C(A) = B(A,A)
nan

Definimos Cn(A) inductivamente mediante

(i) CO(A) = A

(ii) emm = c(c“<A—)) w
Finalmente llamemos K(A) = LJ Cn(A)

"1:0

Veremosa continuación las propiedades básicas de este conjunto.
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Proposición III.l :
(i) A3 Báru): ¡((13).
(ii) ¡((A) :> A.

(iii)K(A) es convexo.
(iv) A es convexo <=>K(A) = A.

(v) Mes convexo y M3 A ¿MD K(A).
(vi) K(A) es la cápsula convexa de A.

(i) Observando que A3 B=>C(A) :3 C(B) resulta claramente.
(ii) Trivialí
(iii) Sea {a;b}<: K(A), entonces ae Ók(A) y b€.Cj(A). Sea
n = sup ik:j} . entonces B(a,b)C: Cn+l(A)<: K(A) , q.e.d.
(iv) s1 A es convexo, A = C(A) = 02(A) = = Cn(A) = = K(A).
La recíproca es inmediata por (iii).
(v) Por (i) K(A) C_K(M) = M ya que M es convexo.

(vi) Sea A' la cápsula convexa de A. Entonces, como hemos visto,
A' es convexo y A'D A, luego, por (v) vale A' p ¡((A). Por otra
parte, por (ii) y (iii) K(A)€ .JGA), luego K(A);) A' , es decir
que A' = K(A) q.e.d.

En adelante denotaremos con ¡((A) a la cápsula convexa del
conjunto A.

Llamaremosbola de centro xo y radio r al conjunto
_ ‘ . <

Ux ’r _ Ler: . d(x,xo) - r}o

El diámetro del conjunto A será el número no negativo (e
ventualmente infinito)

diam A = sup [d(x,y) : {my} .CA}

TeoremaIII.2 :

Si (E,d) es completo los siguientes enunciados son
equivalentes;
(i) U Ac E , diam A = diam ¡((A).

(ii) V xe B, U r>0, es Ux'r convexa.
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(i):(ii) : Supongamosque existe xogE, r>0 tales que la
bola U = U no es convexa. Esto equivale a afirmar que existe

te C(U) y t 4 U. Sean entonces a y b en U tales que te B(a,b).
_Por un corolario de II.3 (ver, por ejemplo, [ll] , página 41. teo
rema 14.1) existe 5 C É(a.b) tal que te S y S es isométrico a un
segmentolineal de longitud d(a,b)..Por lo dicho antes vale

d(xo,t) = r' > r y d(xo,a) = r" s r. Ademásla función f(x) =

d(x,xo) es continua, luego toma en S todos los valores entre r'
y r". Entonces existen tres puntos x, y. z en S tales que
I.- xyz

II.- d(x,xo) = d(z,x°) = p < d(y,x0)

III.- d(x,z) < p

Consideremos entonces el conjunto A = {muxo} . Es claro que
diam A = p y como ye ¡((A) será

diam K(A) 2 d(x°,y) > p = diam A , q.e.d.
(ii)=> (i) : Sea A un conjunto arbitrario, x e A y diam A = r.

Para todo y e A , d(x,y) s r, luego AC Ux r , pero entonces, porI

III.l (v), K(A)C U ya que U es convexo. Sean ahora. z yx,r x,r
t puntos de K (A) . Entonces, por lo visto, V xe A, zeU lox.r'
que equivale a decir que V xc A, erZ r , o lo que es lo mismo,I

que AC U . Razonando como antes, K(A)C U , lo que imz,r z,r
plica que d(z,t) f. r. Pero comoz y t eran puntos arbitrarios
de ¡((A), diam K(A) =_r, q.e.d.
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IV - LA PROPIEDAD DE BLUMENTHAL.—

En este capitulo supondremos que (E,d) es M-convexo. Lla

maremos triple (respectivamente : n-upla) a un conjunto Formado
por exactamente tres (respectivamente : n) puntos distintos. Un
triple es lineal si uno de sus puntos está entre los otros dos.
Una 4-up1a (respectivamente : S-upla) es plana si por lo menos
uno (respectivamente z dos) de sus triples es lineal (respecti
vamente : son lineales).

Sean (E,d) y (F,d') espacios métricos, Mc E. Diremos que M

se puede sumergir isométricamente en F (Notación : M<e F) si

existe una aplicación f : M-—a>Ftal que para todo par ia;b}<: M
d(a,b) = d'(f(a),f(b)). Tal aplicación es una isometría. De la
definición resulta que f es inyectiva. Si ademáses biyectiva.
es inmediato que f_l también es una isometria. Entonces diremos

que My F son congruentes (Notación : Mrv F). f es una congruencia.

. n . .En adelante deSignaremos con IR al espac1o vectorial real
. . n . . , . .n-dimen51onal y con 'E al mismo espac1o con 1a metrica euclide

anal

(E,d) goza de 1a propiedad de los dos triples (Notación :
(E,d) es "2-3") si para toda 4-up1a que tiene dos de sus triples
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lineales, los otros dos triples también lo son.
(E,d) es un espacio de Blumenthal si para cada 4-upla plana

OdeEvaleOGEQ.
La propiedad que acabamos de definir puede inter
pretarse comouna ligera generalización de la de
sigualdad triangular. En efecto, la desigualdad
triangular se puede expresar pidiendo que cada 2
triple T se pueda sumergir isométricamente en 'E .
Si es posible extender esta isometría a toda
4-upla T' formada por T más un punto x situado
entre dos de los puntos de T, (E,d) es de Blu
menthal. Sin embargo, como veremos más adelante,
esta generalización es muchomás profunda de lo
que parece a primera vista.

Es inmediato verificar que si (E,d) es de Blumenthal. enton
ces (E.d) es "2-3". La implicación inversa no se cumple, como se
ve en el siguiente contraejemplo.
Ejemplo IV.l :

(E,d) que es "2-3" pero no es de Blumenthal.
Sea B un hemisferio abierto de la superficie esférica unitaria
de E3, y d(a,b) la longitud del (único) arco de geodésica que
une a con b. Es fácil comprobar que (E,d) es "2-3" pero, por su
puesto no es de Blumenthal.

Proposición IV.2 :
En un espacio de Blumenthal las bolas son con
vexas.

Sea {x;y3(: Ut r , z€,B(x,y). Entonces, aplicando la propie’

dad de Blumenthal a la 4-upla ix:z:y:t1 resula que
d(t.z) < max{d(t.x);d(t.y)] e r

luego z Ut r ,‘y por lo tanto este conjunto es convexo, q.e.d.I

SereLario -Iv -_3
Si (E,d) es de Blumenthal y A C:E , diam K(A) =
= diam A.
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Inmediato de III.2 y IV.2.

Proposición IV.4 :
Si (E,d) es de Blumenthal y P es una S-upla
plana de E. entonces P <9 E2 .

Sea P = Ía:b:c:x;y3 . Si dos de estos cinco puntos, por ejemplo

x e y, son interpuntos de pares de P, llamemos Bx a la abnda que

contiene a x , By a la que contiene a y. Distinguiremos dos casos.
(i) Bx = By : Será entonces, por ejemplo, axb y ayb. Por la pro
piedad de Blumenthal [a;x;b:c:]m [a';x';b':c'} C E2. Sea y'
el punto del segmentolineal de extremos[a', bd tal que d(a',y') =
= d(a.y) . luego d(y',b') = d(y,b). Por la propiedad de Blumenthal

será [a;y:b;c]r\d {a';y':b';c'} . Solo faltaría verificar que
d(x,y) = d(x',y') . Supogamosque d(a,x) < d(a,y). Entonces, por
la propiedad "2-3". axy. Por lo tanto vale

d(X.y) = d(a.y) - d(a.x) = d(a',y') - d(a'.x') = d(x'.y')

(ii) Bx f By : Sea entonces axb y byc, por ejemplo. (La otra con
figuración posible en este caso seria axb y byx que se trata de
la misma forma). Por la propiedad de Blumenthal, determinamos una

4-up1a la';x';b':c'} de E2 tal que
la:x:b:c:}rv {a';x':b';c'} 1

La congruencia 1 implica las siguientes seis igualdades
d(a,b) = d(a',b') ; d(b,c) = d(b',c') : d(c,a) = d(c',a')
d(a,x) = d(a',x') ; d(b,x) = d(b',x') : d(c.x) = d(c',x')

Sea comoantes, y' el punto del segmento lineal determinado por
b' y c' tal que d(y',b') = d(y,b) , y por lo tanto d(y',c') =
= d(y,c) . Por una segunda aplicación de la propiedad de Blumen
thal resulta que

{b;y:c;a;gN {b'2y';c';a'} 2
de donde d(a,y) = d(a',y'). Finalmente una tercera aplicación de
la mencionada propiedad nos permite obtener

ta;x;b;y} r\J {a';x';b';y'k 3
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que nos asegura la última igualdad d(x.y) = d(x',y') necesaria
para que se verifique

P = Ía;X;Y¡b:c]N l.a';x';y':b':c'} C E2
(iii) Unsolo interpunto: Resta considerar 1a alternativa en que
un solo punto yELPes interpunto de dos pares distintos de P. Una
aplicación inmediata de la propiedad "2-3" reduce el problema a
considerar el caso en que los cuatro elementos de esos dos pares
son distintos. Sean entonces ayb. cyx. Por la propiedad de
Blumenthal se verifica

ia:y¿b:c; N {a':y':b':c'} C E2 4
Sea x'¿ E , situado en la recta que determinan c' e y' , y tal
que d(c',x') = d(c,x) : d(y',x') = d(y,x) . Entonces, nuevamente
por la propiedad de Blumenthal vale

{c;y;x;a1, N {c';y':x':a'¡, 5
{c;y:x;b} N [c':y';x':b'} 6

lo que juntamentecon 4 implican P ru ia';b';c';x';y'} .

Lema IV.5:

Si (B,d) es completo y "2-3", para todo par la;b} C.E
es E(a,b)r‘J [0;d(a,b)] .

Por el corolario de II.3, citado en III.2, existe un conjunto S
contenido en É(a,b) tal que SF‘J[0;d(a.b)] . Supongamosque exis
te xa B(a.b), x#.S, y sea x'e S tal que d(a,x) = d(a,x'). Pero
comoaxb y ax'b, por la propiedad "2-3", el triple [a;x;x'} es
lineal. Entonces axx' , o bien ax'x. En el primer caso

d(a,x) < d(a,x') .
y en el segundo caso

d(a,x') g d(a,x)
contradicción eh ambasalternativas. LuegoS = É(a,b).

Dados tres puntos de E a, b, y c. Llamaremos trilátero con
vértices en dichos puntos al conjunto

T(a,b,c) = ïs(a,b) u ïa(b,c) U B(c,a)
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Corolario IV.6 :

Si (E,d) es completo y de Blumenthal, ga;b:ci
y- {a';b';c‘] son triples congruentes conteni
dos en E y en E respectivamente, entonces es
T(a,b,c)f\’T(a,b'.c').

Es claro que, por IV.5 existe una aplicación biyectiva natural
f : T(a,b,c) ——>T(a'.b'.C')

Sea ix:y} C. T(a,b,c) . Se presentan cuatro casos posibles
(i) x e y son vértices de T(a,b,c): Por el enunciado vale

d(X.y) = d(f(x).f(y))
(ii) x e y pertenecen a la mismabanda : Por IV.5 resulta

d(X.y) = d(f(x).f(y))
(iii) x es vértice e y pertenece a la banda opuesta : Unaapli
cación inmediata de la propiedad de Blumenthal obtiene

d(X.y) = d(f(x).P(y)).
(iv) x e y pertenecen a distintas bandas: Aplicando la proposi
ción IV.4 resulta la mismaigualdad que en los casos anteriores.
Es decir que la aplicación f es una congruencia.

Lema IV.7 :

Sea (E,d) de Blumenthal, {a;b;c;dÏ;C E, xe B(a,b),
ye É(c,d), entonces d(x,y) s sup {d(a,c):d(b,c):d(a,d);
:d(b.d)] .

Aplicando la propiedad de Blumenthal a ta2x:b:yj resulta
d(X.y) s sup Íd(y.a):d(y.b)}

Razonando en la misma forma con {c:y:d;a} obtenemos
d(y,a) s sup d(a,c):d(a,d) ®

Repitiendo el razonamiento para Ic;y:d:b } resulta
d(y,b) s sup{d(b.c):d(b.d)‘, Q

Finalmente, reuniendo <1) , (2} , y (:3 resulta la tesis.

Proposición IV.8 :
Sea (E,d) densamente convexo y de Blumenthal. su
completación es K-convexo y de Blumenthal.
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Notaremos la completación de (E,d) con (End) y sus puntos con le
tras minúsculas con sobrerraya. Sea 5:5 e É, entonces existen

dos suceSiones de Cauchy [ans . Ibn} en E tales que an——>a

y bn—-.> B. Sead = ¿(5.5) . Notaremos

am: sup {d(aj.ak):d(bj.bk)}¿hem

6 m = (m/m-l) ¿m

Es claro que las sucesiones {í m1) y {5mm} son decrecientes

y tienden a 0. Notaremos con BE(y,z) = B(y,z) n Ea Sea nl tal que
á -1

ni < ax .10 y sea x15 E tal que al,11xlbr11 y d(an‘ ,xl)>d\/3

. Entonces, por
’11d(bn1l,x1)> (1/3 . Sea n2 tal que n25-Q 8

IV.7 vale que

nd(x ,B (a ,b
l E nz ‘)) s sup {d(an .amz');d(bn1.bnz)} 5 áni. 1

Luego ex1ste x26 BE(anz,bhz) tal que d(xl,x2) < 8 n'
< .

Análogamente, sea nk tal que ¿mk - ir Sn“ . Ex1ste xk en
' 5 

BE(ank,bnk)tal que d(xk_l,xk). La suceSión l está con

tenida en E y por construcción es de Cauchy. Sea Si su límite en
í). Nuevamente por construcción á ¡Éi ¡ÉB . Es fácil ver que 'aiÏ).
Es decir que (É,d) es M-convexo, y por II.3 K-convexo. Verificar
que (E,d) también es de Blumenthal es rutinario si observamos que
si ‘x ’ ——->x y V n vale (x :y:z:t)&32 resulta, por la comL n) Ln J

pletitud de E2 , que Éx;y:z;t;)’ 6a E2 .

Esta proposición justifica la definición de conve
xidad densa, ya que los ejemplos II.7 y II.8 mues- 
tran que si sustituimos "densamente convexo" por
"M-convexo" o por "A-convexo", la proposición no
se cumple. Luego será de utilidad para obtener una
generalización de los teoremas fundamentales, qui
tando la hipótesis de completitud.
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Proposición IV.9 :
Sea (E,d) completo y de Blumenthal, P un sub

conjunto convexo y P' = PU {x} . Entonces
[(P') = B(x,P).

ComoK(P');D B(x,P) 9 P' , por III.1 (v) bastará con que demos

tremos que B(x,P) es convexo. Sea {yn} c B(x,P), teB(y,z).
Existe un par Íy'3zfl C1 P tal que y'yx , z'zx. Razonando como
en IV.4, existe una isometría f : :x;y;y':z;z';t} —-)]E2. Sea
u €‘E2 el punto de intersección de las rectas determinadas por

los pares tf(x);f(t)} y {f(y');f(z')} . Existe un único pun
to t'e B(y'z') tal que d(f(y'),u) = d(y',t') y ademásvalga
d(f(z'),u) = d(z',t') . Entoncesaplicando IV.6 a T(x,y,z) y a
T(x,y',z') resulta que xtt'. Por 1a convexidadde P, t'e P y
te B(x.P). Luego B(x,P) es convexo, q.e.d.

Diremos que el conjunto A es de Chebishev si para todo er
existe un único punto x'e A tal que

- 2I _ _
d(X.x ) - d(X.A) — ¿gi {d(X.y)J

Proposición IV.10 :
En un espacio de Blumenthal. un conjunto con
vexo y compacto es de Chebishev.

Sea K convexo y compacto y sea x} K. Por compacidad existe por

lo menos un punto x'e K tal que d(x,x') = ¿2€ {d(x,y); . Supon
gamos que exista un segundo punto x" K con 1a misma propiedad.
Sea t el punto tal que d(x',t) = d(x",t) = i d(x',x"). Entonces
te B(x'.x")<: K. Aplicando 1a propiedad de Blumenthal al conjun

to {x;x':t;x"} resulta que d(x,t) 4 d(x.x') = d(x,x") lo que
contradice claramente el criterio de seleaión de los puntos x'
y x" . Luego el punto x' es único.
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Diremos que x es punto medio del par ta;b} si se cumple
d(a.x) = d(x,b) = fi d(a.b).

Diremos que (É,d) es ¿gig (abreviatura de "feeble eucliL
dean Pour points property", propiedad euclideana muydébil de
cuatro puntos) si para cada 4-up1a O(LE, tal que uno de los p
puntos de Q sea punto medio de unpar en Q, vale Q QE'EQ.

Proposición.IV.11 :
Sea (E,d) completo, entonces es de Blumenthal
sii es fe4p.

Es claro que un espacio de Blumenthal es fe4p. Veamosla reci

proca. Sea (E,d) un espacio fe4p yía;x:b;t] una 4-up1a plana con
axb. Por el corolario de II.3 citado en III.2 existe un conjunto

s = sa'b c É(a.b) tal que sN [o;d(a,b)] . Si {yn }cs, llama
_ ‘ - ( . _

remos sy’z _ B(y,z)/1 Sa.b . Sea x el punto medio de la.b} con1

tenido en S. Por fe4p será {a;x1;b;t] €2.2E2 . Si x = x no1 I

el "subsegqueda nada por demostrar. En caso contrario, sea S1
I

mento de S determinado por x1 y que contiene a x, y sea x2 el

punto medio de los extremos de S Supongamos por ejemplo que10

S1 = Sa x . Entonces, por 1a propiedad fe4p {a:x2:x1;t}ei 2E2I

y ‘la:x2:xl:b]@ E2 . y razonando comoen IV.4 . resultará

{a;x2;x1;b:tï)'@ E2 . En particular será {a;x2;b;t} é E2 .
Iterando este razonamiento k veces, de los dos subsegmentos de

Sk_1 determinados por xk, llamemos Sk aquel que contiene a x y

sea xk+1 su punto medio, Luego {a:xk+l;b;t] 62‘32 , este pro

ceso solamente se detendría si para algún r1€ 11 fuera x = x ,n

Pero entonces no quedaria nada por demostrar ya que 1a conclu

sión de la etapa anterior hubiera sido {a:xn:b:thg'E2. Si tal
cosa no sucede en ninguna etapa, el proceso continúa indefinida
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mente, y la sucesión ixáïtiende claramente a x. Aplicando el ar
gumentousado al final de IV.8, resulta que {a:x;b:t]@3 E2.
Luego E es de Blumenthal.

El concepto de espacio fe4p fué definido por Blu
menthal en 12] . La proposición anterior es una
versión modificada del teorema 3.2 de la citada me
moria, aún cuando en dicho teorema se agrega la
hipótesis de convexidad externa del espacio, que
comohemosvisto es inesencial.

Diremos que (E,d) es ge4p (abreviatura de "queasy eucli
dean four points property", propiedad euclideana debilisima
de cuatro puntos) si para todo par :a;b} C.E existe xe¿B(a.b)

tal que para todo te E valga Éa;x;b;t 3€i'E2

En la proposición que sigue no vale la hipótesis
general de M-convexidad de (E,d) ya que esta pro
piedad resultará de las demáscondiciones que le
impondremosal espacio.

Proposición IV.12 : (Day)
Si (E,d) es un espacio métrico completo, los
siguientes enunciados son equivalentes
(i) (E,d) es I-convexo y de-Blumenthal.
(ii) (E,d) es qe4p.

(i)=-=> (ii): Inmediato.
(ii)===;(i): Es claro que 1a propiedad qe4p implica la M-conve
xidad, luego por II.3 también la K-convexidad. Veamosque tam
bién implica la propiedad de Blumenthal.

Sea {amBC E y ch(a.b) el punto asociado por la propiedad
qe4p a dicho par. Sea <1 = d(a,x). Entonces vale
1) Si te_B(a,b), t fi x, d(a,t) É q. Supongamosque existe t en

B(a.b) tal que d(a.t) =°\ y t ¡Éx. Aplicando qe4p {a:x;b:t;@1E2
luego d(x,t) =0 , contradicción. Definamosla aplicación

r : É(a,b)_, [o;d(a,b)] por su) = d(a,t)
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Sea A = ix€B(a,b): V scE, ia:x:b;sj@. E231) {am} .
2) La restricción de f a A es inyectiva. Sea "y;z 6 A. Entonces
aplicando el razonamiento de l con y = x, z = t resultará que
f(y) = d(a.y) ¡Éd(a.z) = f(z)
3) A es cerrado. Sea t un punto de acumulación de A. Existe en

tonces una sucesión gtn] C A tal que gtn‘>—)t. Pero entonces,
. 2 .

V ne N y V seE vale que }a;tn:b:s] G E , y Sl razonamos

comoal final de IV.8. será Ía;t;b;s] É EQ luego teA, q.e.d.

Sea .4 = {MC A: f/M es isometriaj . Podemosconsiderar} ..
parcialmente ordenada por inclusión, Es claro que toda subfamilia

á CJ linealmente ordenada tiene supremo, la unión de los con
juntos en á , que claramente pertenece a J . Entonces, por el
pricipio maximal de Zorn, existe un conjunto B¿JJ maximal.

4) B es cerrado. Sea p un punto de acumulación de B y {CIA una
sucesión contenida en B y tal que cn_, p. Entonces será

f(p) = lim f(cn) y v te B d(t,p) = lim d(t,cn) = lim If(t)-f(cn)l

= lf(t) - f(p)l . Supongamosque peB, entonces B' = B U lp}
está en J y B' es estrictamente más grande que B contradiciendo
la maximalidad, luego pe B y B es cerrado.

5) ng) es cerrado. 'Sea F un punto de acumulación de f(B) y sea

ita/n} una sucesión en f(B) que converge a if. V n sea'pl,1 = f_1(b/n)

pn e B, y {pu} es claramente una sucesión de Cauchy. Como B es

completo, por 4 y la completitud de E, existe un punto p limite
de esa sucesión. Es inmediato que f(p) = al , luego ¡(e f(B).
6) ng) = [0;dgalb)| . Supongamosque no sea asi. Entonces, por 5,
el complementode. f(B) en [O;d(a,b)] es abierto. Eligiendo una
componenteconexa de tal conjunto, resulta que existen Í y5
en f(B) tales que el intervalo abierto (Í, 8) está contenido
en el complemento de f(B). Sea p = f_l( zr) y q = f-1( 6) y sea
reB(p.q) el punto asociado a dicho par por 1a propiedad qe4p.
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Es fácil ver que re B(a,b) ya que por lo visto anteriormente es
d(a.P) + d(p.q) + d(q.b) = d(a.b) (*)
d(P.q) = d(p.r) + d(r.q) (**)

y de la conjunción de (*) y (**) resulta
d(a,b) 5 d(a,r) + d(r,b)'s d(a,p)+d(p,r)+d(r,q)+d(q,b) =
= d(a.p) + d(p.q) + d(q.b) = d(a.b)

y el signo de igualdad vale en toda 1a cadena. Por otra parte.

si se E es un punto arbitrario, resulta que {p;q:r:s} ¿E E2.
ComoB<: A resulta que B klfs]éi E2. Comoen IV.6 resulta que

B' = B Uír] es ta1_que B! U{sk GQ'EQ, luego B'c: A. Más aún,

V téIB es d(t,r)= [f(t) - f(r)] luego f/B' es una isometría,
es decir que B'e.Á lo que contradice 1a maximalidad de B. Por

lo tanto f(B) = [0;d(a,b)] .
7) B = A = Bgalbz. En efecto, por 6 y 1a definición de f vale

1'o;d(a,b)J = sua) c f(A) c [0:d(a,b)]
Entonces, por 2 resulta que B = A . Por definición es B<: B(a,b),
pero usando 6 y razonando comoen 1 resulta la inclusión inversa.
Además, por 6 será Br\'[0;d(a,b)] : y por definición de A, V se E

es B U ls} ÍE'EQ . Luego (E,d) es de Blumenthal, q.e.d.

Tanto la definición de espacio qe4p comoel teo
rema precedente se deben a M. M. Day [13] . En rea
lidad, IV.12 es una adaptación a nuestra terminolo
gía del teorema 2 de la memoria citada.
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V - ESPACIOS DE TIPO n.

GEOMETRIA DBL SIMPLEX.

En este capítulo supondremos que (E,d) es M-convexo y com

pleto. Observemos también que al notar con fx;y} un par de puntos,
presuponemos tácitamente que x í y, es decir que dicho conjunto
consta de exactamente dos puntos.

Si gx;y} C1E, notaremos x y9= fi(x,y) L1 {t : xyt } :Wmfivfi
Si A tiene por lo menos dos puntos, llamaremos cápsula afín

de'A a1 conjunto
af A = U

{aflckoq

Si A consta de un solo punto , o es vacío, definiremos conven
cionalmente af A = A:

Este importante concepto será investigado con dete
nimiento en el próximo capítulo, una vez que haya
mosdesarrollado las herramientas necesarias para
ello. Su introducción a esta altura se debe a que
es imprescindible para definir la noción de conjun
to independiente, base del material contenido en el
presente capítulo.
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Diremos que Mc E es un conjunto indemndiente si V xeM

x faf (H - {xp .

Aclaración: La notación "A - B", donde A y B son
conjuntos, simboliza 1a diferencia conjuntista en
tre A y B, es decir el conjunto de puntos'que per
tenecen a A y no pertenecen a B. Habitualmente se
utiliza 1a notación "A.FJB"pero nosotros ya 1a
hemosutilizado para indicar congruencia entre A y B.

Si Mes una (n+1)-up1a independiente, llamaremos n-simglel
a1 conjunto K(M). Una k-cara de ¡((M) será un conjunto de 1a for
ma K(L), donde L es una (k+1)-up1a contenida en'M. Un vértice de

[(M) es una O-cara, es decir un punto de M. Una fïe_t_a de K(M)
es una (n-l)-cara. Notaremos con F(M) a 1a unión de todas las
facetas de ¡((M). La n-célula generada por M es Z(M) = K(M) - F(M).

Si ne EN, xaE , notaremos P(n,x) a1 siguiente enunciado:

(Pgnlxz) "Existe un n-simplex ¡((M) tal que xe K(M)"
Diremos que (E,d) es un esBacio de tigo n si V er P(n,x) es
verdadera y P(n+1,x) es falsa.
Diremos que (E.d) es un esgacio de tigo infinito si V n é N y
V XEE, P(n,x) es verdadera.

Diremos que xE E .es un Luntg termin_a_1,si para todo par

ía;b‘¿ C E vale xf B(a',b).

Progosición V._1
Si E tiene más de un punto, los siguientes enun
ciados son equivalentes:
(i) E ce 1-31.

(ii) (E,d) es "2-3" y de tipo 1.
Másaún, en las condiciones anteriores.(E,d)con

un segmento (2
gruente con una semirrecta si tiene 1 Dun

toda 1a recta J (OI
tos terminales.
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(i) ¿»(ii): Trivial.
(ii)==;9 (i): Veamosque todo triple de E es lineal. En efecto.

sea {a;b}c} un triple arbitrario de E. Por ser E de tipo l,
existe hay} C B(a,b) tal que

:x;y;c} es lineal (l)
Por otra parte, por construcción vale axb y ayb,luego por "2-3"

ja:x:yJ es lineal (2)
gb;x;y} es lineal (3)

La conjunción de (l) y (2) implica que

Éa:x:c} es lineal (4)
La conjunción de (1) y (3) implica que

=b;x:c} es lineal (5)
Luego. una vez más, (4) y (5) implican que {a;b;c fis lineal.t.) _ .. _
Sea entonces lx0,xp CZE tal que d(xo,xl) —r. Definimos f(xo) —0

f(x1) = r . Si y€.E - {xo;xl} vale una y solo una de las si

guientes alternativas

(a) yxoxl (b) xoyx1 (c) xoxly

En el caso (a) definimos f(y) = -d(x°,y) . En los casos (b) y

(c) definimos f(y) = d(x°.y). Es inmediato comprobar que la a

plicación f : E -——)El es una isometría. Pero f(E) será un
conjunto K-convexo de ‘El . luego linealmente convexo. Puesto
que también los puntos terminales se conservan por isometría,
la segunda parte de la proposición resulta del hecho de que los
únicos conjuntos convexos de la recta euclideana son los segmen
tos, las semirrectas y la recta total.

Ejemplo V.2 :
(E,d) K-convexoy de tipo l, pero tal que no vale
EGJE]

Sea E la unión de tres semirrectas con el mismoorigen Q. Si x
e y pertenecen a la mismasemirrecta d(x,y) será la distancia
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euclideana. Si x e y pertenecen a distintas semirrectas defini
mos d(x,y) = d(x,9) + d(9,y) . Es fácil comprobar que (E,d) es
K-convexo y de tipo 1, pero no es "2-3", y por ende no vale 1a
congruenCia E_GE ÍEl. Este ejemplo, denominado "trípode", es men
cionado en [12] . página 166.

En lo que resta de este capitulo supondremos que (E,d) es
un espacio de Blumenthal.

Proposición V.3 :
Un n-simplex es compacto.

La demostración será por inducción sobre n. Por 1a segunda parte
de v.1, vale para n = 1. Supongamosque se verifica para n = p - 1.
Sea M= ‘x ;x ;...;x 1 1- - - (7“

l o l PJ un conuunto indepediente y ¡yi)hnna
sucesión arbitraria contenida en K(M). Nos proponemosdemostrar

que tiene puntos de acumulación. LlamemosFi = K(M- {xi}). Para

todo t€.K(M) - F1 (respectivamente: te K(M)- F2) sea t' e Fl

(respectivamente: t"€ Fé) tal que xltt' (respectivamente: xatt").

Si te?1 (respectivamente: te_F2) sea t' = t (respectivamente:t"=t).
El lema IV.9 y 1a propiedad "2-3" aseguran que las aplicaciones

t-———+t‘de K(M) sobre Fl y t -—-€t" de K(M) sobre P2 están bien
m

definidas. Por 1a compacidadde F1 existe una subsucesión i ví;¿3:4
de yí que_converge a yOEF1. Por la misma razón existe una sub

).)” i n
3 de ¡yi/ que converge a yooé.F2. Es claro que

sucesión “y‘thq
y! converge a y . Llamemos z = y. Si a:b G K(M), enton

1J - o k 1¿
k n

ces de la propiedad de Blumenthal resulta que

d('B(x1.a').b) 2d(a'.b') : d(ñ(x2.a").b) ed(a".b")
Por lo tanto

d(ñ(xl.y°).ñ(x2.yoo)) s d(13(xl.yo).zk) + d(B(x2.yoo).zk)s
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4 | n
—d(y°.zk) + d(yoo.zk)

que converge a 0. y puesto que B(xl,yo) y B(x2,yoo) son conjun
' 6 =tos cerrados ex1ste y B(xl.yo) ¡)B(x2,yoo), luego yo y' ,

y , y es fácil comprobar que zk____,y, luego y es punto00=yn

de acumulación de Éyi} , y por lo tanto, K(M) es compacto.

Lema V.4 :

La intersección de dos facetas de un n-simplex (n g 2)
es una (n-2)-cara.

Sea M= {xo;x ;...;xn} independiente, Fi = K(M-{ xi}),l

J = Fo n Pl , H = K(M- {x°:xl}). J es convexo por 11.9. y es

claro que J D'H. Supongamosque existe {6,1 - H. Por IV.9 existe
1 .

t'e H tal que xott'. Pero {t:t3 CZFo , luego xoe af F1 =

= af (M - zx K) , lo que contradice la independencia de M. Poro

lo tanto será J = H , q.e.d.

Si M= {xo:xl:...;xn} es un conjunto independiente, llama

remos células faciales del n-simplex K(M)a las (n-1)—células de

la forma Z(M —Éxil).

Corolario v.5 :
Las células faciales de un n-simplex (n.¿ 2) son
disjuntas dos a dos.

Inmediato a partir de V.4.

Lema V.6 :

Las n-células (n z l) son convexos no vacíos.
Demostraremos el lema por inducción sobre n. Si n = l. sea M=

ïxozxí} , Z(M) = B(xo,x1) fi fi. Supongamos demostrado el lema
_ _ _ Í . . . ) - - _

para n _ k l . Sea M—lxo,x1....,xk J un conjunto indepen
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diente, Fi = ¡(M —x1 ) (i = o, 1, ..., k), K' = K(M)- (Poupcoï’).

Claramente es Z(H)c: K'. Sea p: K'-——9Fo la aplicación usada

en V.3, que "proyecta" K' en Fo. Esta función es claramente sur

yectiva. Además. si y€l=‘i (i = l, 2, ..., k) p(y)€l¡‘i ÑFO =

= K(M- {xo;x11) , y recíprotamente. Luego x6 z(M) sii

p(x)€ z(M- 3x03). Pero por la hipótesis inductiva. la célula

facial z(M - gxá) , que es una (k-1)-célu1a, es no vacía. Luego

z(M) = p-1(Z(M - {xo})) Á fi. Finalmente, sea la;b]C- z(M) ,

ce B(a,b). Entonces {p(a);p(b)} C.Z(M- {xd ), y por 1a convexi

dad de las (k-l)-células, p(c)e B(p(a),p(b))c: z(M—{xo}).

Luego cG'Z(M) , que será convexo, q.e.d.

Lema V.7 :

Sea Mun conjunto independiente y finito. Fo una faceta
de ¡((M), ae F0 , beK(M) - F‘o , entonces B(a,b) C z(M).

Nuevamente usamos inducción sobre el número de elementos de M.

Si Mes un par, el lema es inmediato. Supongamosválido para n-uplas

y sea M= {xo:x1;...;xn} . Para aplicar la hipótesis inductiva

usaremos la función p que "proyecta" el n-simplex sobre una de sus
facetas. Pero para asegurar que esta aplicación respete la "fa
cialidad" (es decir, la propiedad de pertenecer a una faceta) es

esencial que el par {a;b] sea disjunto con la célula facial co
rrespondiente a la faceta imagen de p. Pero comon 2 2, descar

tando Fo siempre quedan n células faciales, que por V.5 son dis

juntas dos a dos. Luego existe xic Mtal que b f z(M - {x5 ). En

tonces, si K' = K(M)- (Fi\J{xi}) 1a función p : K‘-——>Firespe

tará la"facialidad" de los puntos de B(a,b), y por la hipótesis’
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inductiva p(B(a,b)) = B(p(a),p(b)) C Z(M- [x13). Razonando como

en V.6, B(a,b) C Z(M). q.e.d.

Corclario v.a :

Si M es como en v.7 . {a;b}c:K(M) y además
B(a.b)fl Z(M) ¡É¡ó , entonces B(a,b) C. Z(M).

Si {a;b1<: Z(M)el corolario es inmediato por V.6. En cambio.
si al menos uno de estos puntos está en F(M), sea te B(a,b)fÏZ(M).

Entpnces, por la propiedad "2-3" es B(a,b) = B(a,t)k){t}L¡B(t,b).
Si aeF(M), B(a,t) C Z(M)por v.7. Si acz(M), B(a.,t) c Z(M) por
V.6. Análogamente B(t,b)<: Z(M).

M =
Sea L un conjunto independiente y finito, xe af L,

tez(L) , x ¡é t. Entonces existe {tlzt2} CF(L)
tales quetltt2 . y los triples it:t1;x} y {t:t )23X}
son lineales.

La demostración será por inducción sobre el número de elementos
de L. Si card L = 2 es inmediato, ya que en este caso F(L) = L.

(
Supongamosdemostrado para n-uplas. Sea L = onncl 2...:xnj un
conjunto independiente. Consideraremos dos casos.

Caso 1: x KQLQ.Sea S = K(L) af {mt} . Por II.9 S es convexo,
por v.3 es compacto, y ya que contiene al menos dos puntos, será
de tipo l. Entonces, por 1a segunda parte de V.l, tiene exactamen

te dos puntos terminales t1 y t2 . ComoK(L) tiene n+1 facetas,
por V.5 existe xie L tal que 1a célula facial Z(L - íxip es dis

junta con {t12t21 . Definiendo como en V.6 p: K'—9 Fi donde
_ _ i 1 _ _ (K' _ K(L) (F‘ilei)) y Fi _ ¡((L Ixil), resulta que S C. K'

ylp(t1), p(t2)} son puntos terminales de p(S). Por 1a hipótesis

inductiva íp(t1):p(t2)}C F(L - ‘lxip. Luego, recordando que en

estas condiciones p conserva la facialidad, gtl:t2}CF(L), q.e.d.
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Caso 2: xéngz. Podremosusar el mismoargumento del caso l. si
demostramos que S contiene al menos dos puntos distintos. Como

xeaf L, existe {am}C K(L) tal que el triple {amm} es lineal.

Si {a;b;t] es lineal no queda nada por km
demostrar. Supongamos que no lo sea, y! Í a 9 b
sea por ejemplo bax. Sea c e B(a,b)

Aplicando el caso l al par {mt} exis
te t'e F(L) tal que ctt'. Considere- z
mos ahora el triple T ={x;b;t'] que es
independiente por construcción.Por IV.9 t'

¡((T) = B(x,ñ(b.t')) y comote z('r) exis
te ze B(b,t')' tal que xtz. Por la convexidad de K(L) es z€K(L).
Luegoes {tn} C S, q.e.d.

Proposición V.10 :
(E,d) es de tipo n .sii contiene una (n+l)-up1a
independiente.

Sea M= (lxonrl: ...;xn} independiente y contenido en E, y sea

yc E - K(M). Trataremos de probar que existe una (n+1)-upla in

dependiente M'CE tal que y€K(M'). Sea Mi = M - {Xi} , Fi = K(Mi)

para i = 0, l. .... n. Supongamosque ye (af Mi) n (af Mi), i ¡Éj.
. ( . , ) .

Entonces ex1ste {timi} C Fi. {tjmj} C FJ. tales que los triples

{y;ti:zi)J y iy;tj;zj} son lineales. Más aún, por V.9 podemose

legir {tí;zi}c P(Mi) , ttj'zjic F‘(MJ.).Afirmamosque en estas

condiciones {ti:tj;zi;zj3 C lï‘i ñ FJ.= K(M- {xi;xj}). En efecto,
si no fuera asi, aplicando convenientemente 1a propiedad "2-3"
tendriamos un triple lineal constituido por puntos pertenecientes
a tres distintas (n-2)-caras de K(M), y entonces, razonando como

en V.4, resultaría que Mno es independiente. Luego ye a‘I-‘(M-{xi;xj])

Iterando este argumento n veces, si ye af Mk para k = 0, l, ...,n—l
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_ . ..... = ' 1 = C 1resulta que ya af(M x°,x1. ,xn_1}) af ({an) ¿xns . es

decir y = anZK(M), contradicción. Entonces existen al menos dos

facetas FJ. y Fk tales que y? af 15‘J . yfaf Fk . Eligiendo la pri

mera de ellas, esto equivale a afirmar que M' = Mj U {y} es un
conjunto independiente que consta de n+l puntos. Es claro que
y e mv), q.e.d.

Lema V.11 :

Sea Muna n-upla independiente, er tal que
d(x,K(M)) < d(x,F(M)). Entonces se verifica una y
solo una de las siguientes alternativas :
(i) x e Z(M) (ii) x; af H

Es claro que vale una y solo una de las siguientes alternativas:
(i) xngM): Entonces d(x,K(M)) = 0 , luego xE Z(M).

(iihchgMQ: Por IV.10 y V.3 existe un único x'e I(M) tal que
realiza la mínimadistancia de x a K(M). Por hipótesis x'e Z(M).
Supongamosque xe'af M. Entonces estamos en la situación del le

mav.9, luego existe {t1:t2}<: F(M)tales que tlx't2 , y los tri

ples {x;x';t1} y {x:x':t2} son lineales. Entoncesxtlx', o

bien xt2x'. Entoncesd(x,t1) > d(x.x') , o bien d(x,t2)<:d(x,x'),
y en cualquiera de los dos casos se contradice la elección de x‘.

Por lo tanto, será x f af M , q.e.d.

La proposición que veremos a continuación, tal vez la más
importante de este capítulo, sirve de conexión entre la estruc
tura seudolineal de (E,d) y su estructura topológica. y a su vez
nos servirá para esclarecer la relación entre el tipo de un espa
cio de Blumenthal y su dimensión topológica.
grgposición V.12 °

Las n-células son abiertas sii (E,d) es de
tipo n.
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Supongamos que (E,d) sea de tipo n. Sea Z(M) una n-célula y x un
punto arbitrario de Z(M). Usando 1a notación del lema precedente

n

F(M) = Ho F‘i y como cada Fi es un (_n-1)-simplex. luego compac

to por V.3, FCH) es cornpacto. Comoxf F(M), f: = d(x,F‘(M)) >0.

Supongamosque xq’int Z(M). Sea entonces 1‘yir una sucesión conLH

tenida en el complemento de Z(M), y que converge a x. Entonces

existirá ne N tal que d(yn.x) < ¿-[H . Es claro que yme‘F‘(M).

d(yn.F‘(M)) Z d(X.F(M)) - d(yn.x)> ¿r[7 7 d(yn.x)¿J.

2 d(yn.x<n))

Estamos entonces en 1a situación de V.11, luego como yn4K(M),

será ynf af H. Entonces la (n+2)-up1a M' = MU{yn} seria inde

pendiente, y por V.10, resultaría que (E,d) es de tipoz n + 1,
contradicción. Luego xe int Z(M), es decir que Z(M)es abierto.
Reciprocarnente, supongamosque (E,d) fuera de tipo distinto a n.
Si tipo (E,d) < n, no existen n-siplex, y por ende no hay n-cé
lulas. En cambio, si tipo (E.d)> n y Z(M)es una n-célula, exis

te tf af M. Sea x€Z(M) (tal x existe por V.6) y sea xneB(x,t)

tal que d(xn.x) = l/n . Obviamente. xnf af M, y a fortiori,

xnï. ¡((M). Pero xn—)x, luego xíint Z(M). Z(M)no es abierto.

Corolario V.13 .

Si (E,d) es de tipo n y K(M)es un n-simplex.

Z(M) C int K(M) y F(M) 3 front ¡((M).

Inmediato de V.12 y V.3.
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VI — CAPSULA AFIN.

En este capítulo supondremos que (E,d) es M-convexo, com
pleto y de Blumenthal.

Diremos que Mes un conjunto afín si para todo par {a;b}CM
se verifica a ÉC M.

Lema VI .1 :

La intersección de una familia de conjuntos afines
es afín.

1 . - __

Sea 1MHML tal que VM: L M,k sea afln, y sea M _ QL MA .

Si {mb} C M,-entonces VAG L zam} C M , luego UAG L

a b CMA y por lo tanto S. BC M.

Lema V1.2 :

La unión de una sucesión creciente de conjuntos afi
nes es afín.

s (M ‘°° t 1ea 1 in“ a que

(i) V n e JN es Mnun conjunto afín.

(ii)¡¡n€IN valeM C Mn n +1

¿ea M= U Mr y sea ta;b)c M. Entonces aeM ,bM..J 6:!k
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Llamemosn = sup ;k:j} . Por (ii) será !a;b} c.Mn , luego

nc MncM, q.e.d.

Lema V1.3 :

Si M tiene más de un punto y {x2y}(: af M. entonces

existe {v:x';y'}c: K(M)tal que vx'x y vy'y .

Por definición de cápsula afin existe P = gx1;x2:fijy2¡CK(M)(..)‘..)- _
tal que lx.xl.x2, y ¿y.yl.y2J son lineales. Sea K _ K(P).

Es claro que Kc: K(M). Se presentan tres casos posibles
Tipo K = 1: Aplicando convenientemente la propiedad "2-3" resulta

que todos los triples de la 6-upla gx;xl:x2:yl:y2;yj son linea
les, y entonces el lema es inmediato.
Tino K = g: Sea T CLKun triple independiente, y ve.Z(T). Por

V.9 existe Íx':y'} c: F(T) CÏK tal que vx'x y vy'y.
Tipo K = 3: Entorces P es independiente. Sea1¡€Z(P) (tal punto
existe por V.6). Nuevamenteaplicando el lema V.9 resulta que

existe {xhy'} C F(P)c: Kc. ¡((M)tal que vx'x y vy'y.

En la proposición siguiente veremos que la cápsula afin tiene un
comportamiento similar al de la cápsula convexa estudiado en el
capitulo III. En particular es importante verificar que 1a cápsu
la afin de cualquier conjunto es afin. Observemosque,-a diferen
cia de la proposición III.1 sobre cápsula convexa, los resultados
que siguen dependen esencialmente de la teoria del n-simplex que
construimos en el capitulo anterior, y por lo tanto necesitan de
1a propiedad de Blumenthal. Seria interesante, aunque aparentemen
te dificil, desarrollar una teoria satisfactoria de cojuntos afi
nes sin esta restricción, o con restricciones másdébiles, la pro
piedad "2-3" por ejemplo. Sin embargo, las actuales hipótesis son
satisfactorias para las necesidades del presente trabajo.



-43

Proposición V1.4 :
(i) Anna-¿af ADafB.
(ii) af A :> ¡((A) 3 A.

(iii) af A es un conjunto afin.
(iv) af A = A1€===rAes afin.
(v) MafinyMJA=>M3afA.
(vi) af A es la intersección de todos los

conjuntos afines que contienen a A.
Todos estos enunciados se verifican en forma trivial o vacia cuan

do A es vacio o consta de un solo punto.Podemos suponer entonces
que A tiene a1 menos dos puntos.

(i) Resulta inmediatamente, ya que por III.1 (i) es K(A):_>K(B).

(ii) Trivial, ya que ¡((A); A (III.1 (ii)) y 3-8 D {mb} .
(iii)Sea {my} C af A, ze Ü. Para f_i_
jar ideas, supongamosque vale xyz (las
otras dos alternativas. xzy ó zxy . se
tratan en forma totalmente análoga).Por

v1.3 existe {v:x';y'} c K(A)tales que
vx'x y vy'y. Consideremosel triple

T = lvncn} . ¡((T) = B(z,5(v,x)) por
IV.9. Entonces podemosdefinir una apli
cación p: ñ(v,y)—> É(v,x) que a cada te B(v,y) asocia el (único)
punto p(t)€ B(v,x) tal que ztp(t). Es inmediato que p es una apli

cación biyectiva. Entonces existe z2€B(v,y') tal que zl = p(z2)

esté en B(v,x'), y por construcción {zlná C K(A)y 2521 22 ,
luego z€af A, q.e.d.
(iv) La implicación en un sentido resulta de (iii). Supongamos
entonces que A es afin. En particular A es convexo, luego por
III.1 (iv) será K(A) = A. Entonces af A = U ‘75? = A.

{HHH
(v) Por (iv) y (i) es M = af M3 af A.
(vi) Sea B la intersección de todos los conjuntos afines que con
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tienen a A. Por V1.1 B es afin y B D A, lueg'o por (v) B .D af A.

Por otra parte, por (iii) af A es afín y por (ii) af A.3 A, lue
go afAJ B.

Proposición VI. 5 :
Sea A un subconjunto no vacío de E; Existe un

conjunto independiente Mc A tal que af M= af A.

Consideremos la familia «j A de todos los subconjuntos indepen

dientes de A, parcialmente ordenada por inclusión. Es claro que

toda subfamilia linealmente ordenada de ¿7Aadmite supremo (la

unión de los elementos de la subfamilia). Entonces. por el lema

de Zorn existe al menos un conjunto maximal Me JA. Es inmedia

to (V1.4 (1)) que af MC af A. Supongamos que exista xeaf A —af M.

Por definición de af A, existe haz} C ¡((A) tales que [max]
es lineal. A1 menos uno de estos dos puntos no pertenece a af M.

ya que si ambospertenecieran implicaría (VI.4 (iii)) que x af M
Sea por ejemplo ye ¡((A) —af M . Por definición de K(A) existe

n € N tal que y e Cn(A). Luegoexiste tylnlic Cn-1(A) tales

que y€B(y1,zl). Por 1a misma razón que antes, a1 menos uno de

estos puntos no pertenece a af M. Supongamospor ejemplo que

yle Cn-1(A) —af M. Iterando el mismo argumento n veces, ten
. . o

dremos finalmente que ex1ste yn e C (A) —af M = A —af M. En

tonces el conjunto M' = MU i ynï C <7 A , en contradicción con

1a maximalidad de M. Entonces af A = af M .

Diremos que la bola Ux r es redonía si para todo ye E, y Á xI

vale diam (í 9 n Ux I‘) = 2 r . Diremos que el espacio (E,d) es’

espeso si existe al menosuna bola redonda contenida en E. Dire
mos que el conjunto convexo MC E es espeso si existe x e M, r7 O,

tal que la bola relativa U' = Ux r n Msea (relativamente) reí
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donda, es decir que V yE M, y Á x, sea diam (x y (NU') = 2 r.

P.rop_9_s.i.s_i.ó_n_1:_-6 =

Si M es convexo, compacto y espeso, af M es
cerrado.

Sea xan- una sucesión de Cauchy en af M. Por 1a completitud"la!

del espacio total, existe xe E tal que xn ——+x. Trataremos de

mostrar que xe'af M. Sea I = fine N ; xne M . Hay dos casos

so l. ;_es_infipit9: Sea {xn} la subsucesión contenida en M.
b

‘ compacidad existe un punto de acumulación xo de {xnj cont

.ido en M. Pero como esta subsucesión también converge a x,

o 2, I es finitg_9_vacío: Sin restricción de generalidad. omi
ndo a lo más un número finito de términos, podemos suponer que
C af M- M. Sea y€.M el centro de una bola relativamente re

da contenida en M, cuyo radio sea r > O. V n é IQ Sn = y foïM

un conjunto convexo, compacto y de tipo 1. Por V.1. Sn tiene

:tamente dos puntos terminales, y es claro que y es uno de

DS. Designemos con yn al otro punto terminal. Por lo que he

dicho, 1a aplicación xn_——+yn está bien definida. y es una

racción. va que aplicando IV.4 a la S-upla plana [xn3yn:y:ym:xnj

1ta que d(yn.ym) < d(xn.x
ü

). Entonces 1a sucesión ‘y 1 esm l n I'IH

auchy y está contenida en el compacto M. Luego existe yoE M

que yn-——9yo. Es claro que existe k G'R+ tal que V n N

,y) < k. Mediante una aplicación standard de 1a propiedad de

enthal tenemos que V n e N vale

(¡(an .Vo)d(v ._V )
n 0 __ _ 7 _r_

d(xn.y yo’) kdTX“.3'75
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¿(xn.y—y;) < (k/r) (¡(Ynd’o)
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y este último término tiende claramente a cero con n. Finalmente

d(>c.y 7°) 5 d(X.xn) + d(xn. 7°)

luego d(x,y 9;) = O , y comoy y; es un conjunto cerrado será

xEy yo)Caf M , q.e.d.

Corolarjo V1.7:
Unconjunto afín de tipo finito es cerrado.

Sea A afín y tipo A = n, y sea

K(M) es convexo y compacto por

zez(M) y Fl = d(z,F‘(M)). Como
tinario verificar, usandoV.9,

es relativamente redonda. Como

en las hipótesis de V1.6.

K(M) un n-simplex contenido en A.

v.3. Veamos que es espeso.
vimos en V.12, es

que la bola relativa U' =

es claro que A

Sea

9 >0. Es ru
'z

U HAz fl
af K(M) estamos
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VII - PUNTQLLNIEBNALBS.

23.9BEElLL B5Z

En este capitulo supondremos que (E,d) es M-convexo.

Diremos que el punto xe E es internal si V ye E, y fi x,
' existe z tal que yxz. El conjunto A es internal si V xeiA, x es

internal.

P3393321 v11.-.1.=
Si (E,d) es completo, de Blumenthal y de tipo n,
las afirmaciones siguientes son equivalentes :
(i) x es internal.
(ii) Existe una n-célula Z(M)que contiene a x.

(i) ==9 (ii): Por ser (E,d) de tipo n, existe una (n+1)-upla in
dependiente M' tal que xeK(M'). Si x€Z(M') no queda nada por
demostrar. Si xe F(M'), sea L el más pequeño subconjunto de M'
tal que xe K(L). Si L tiene más de un punto. obviamente será

xe‘Z(L). Sea ye L. Entonces es fácil verificar que L' =(L-[y]) U x
es independiente, y comoes claro que af L' = af L, resulta que

M"= (M' - ly})lJíx] también es independiente. Luego x es vértice

del n-simplex K(M"). Por V.6 existe zegZ(M" - {x}), y puesto que
x es internal existe t tal que zxt. LlamemosM= (M" - {x])L/[t3.
Es rutinario verificar que Mes independiente y que xe Z(M).
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(ii) —) (i): Si xe Z(M) y t ¡Éx, comoes claro que te af M, por
V.9 existirá t'e F(M)tal que txt'. Luegox es internal.

En adelante notaremos con I(E) al conjunto de todos los pun
tos internales de (E,d).

Lema VII.2

Sea (E,d) completo y de Blumenthal, x6 I(E), t Á x.

EntoncesB(x,t)c;I(E).
Sea y€.B(x,t), z un punto arbitrario de E. Si z e ï_Ï no hay nada

que demostrar. Supongamosentonces que z f ï-Ï . Comox es inter

nal existe x' tal que zxx', es claro que x'f ï_ï. Entonces
y f B(t,x') ya que en caso contrario. por la propiedad "2-3" el
triple 1x:t:x1 sería lineal, Entonces, si llamamosP = É(t,x')
y P' = P U {z}, aplicando IV.9 es K(P') = B(z.P) . Luego, como

ye K(P'), y'# P, existe y'e B(t,x') tal que zyy'. Comoz era un
punto arbitrario. resulta que y es internal, q.e.d.

Corolario VII.3 :
Sea (E,d) completo y de Blumenthal. Si I(E) es
no vacío, es convexo y denso.

La convexidad de I(E) es inmediata de VII.2. Veamos1a densidad.

Sea er, y€I(E). V ne INsea yne B(x,y) tal que d(x,yn) = l/n.

Por VII.2 1a sucesión {yn}c° está contenida en I(E), y es claro
71:1

que yn——yx. Comox era un punto arbitrario, I(E) es denso.

Corolario VII.4 :

Si (E,d) es de Blumenthal y completo, y A es un

conjunto internal. K(A) también lo es.
Por VII.3 I(E) es convexo, y ACÏI(E), luego por III.1 (v) vale
I((A) c I(E).

Corolario VII.5
Si (E,d) es completo, de Blumenthal y de tipo n,
I(E) es convexo, abierto y denso.
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Sea xelKE). Por VII.l existe una n-célula Z(M)tal que
x6 Z(M)C:I(E). Por V.12, Z(M)es abierta, luego x eint (I(E)).
Es decir que I(E) es abierto.

Nuestro objetivo inmediato es demostrar la equivalencia para
espacios M-convexos, completos y de Blumenthal, entrelas nociones
de "tipo n" y de "dimensión topológica n" según Menger-Urysohn.
Esta definición de tipo inductivo se enuncia asi:
(i) El espacio vacío tiene dimensión - l.
(ii) (E,d) tiene dimensión n si para cada xe.E, existen entornos

arbitrariamente pequeños de x cuyas fronteras tengan dimen
sión menor que n.

Usaremoscomotexto de referencia en este tema el clásico trata

do [16] . En nuestro teorema emplearemos los siguientes resul
tados bien conocidos :

Lema VII.6 :

La unión de una familia numerable de conjuntos cerra
dos de dimensión n tiene dimensión n.

Ver la demostración en Teorema III.2 de [16] , página 30.

Mu =
'En tiene dimensión n.

Ver la demostración en Teorema IV.1 de [16] , página 41.

Teorema VII.8 :

Si (E,d) es completo y de Blumenthal, los siguien
tes enunciados son equivalentes
(i) (E,d) es de tipo n.
(ii) (E,d) tiene dimensión n.

(i)===9 (ii): Demostraremosla implicación por inducción. Recor
dando que el concepto de dimensión es topológico, es decir que
se conserva por homeomorfismos, la demostración para n = l es
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inmediata por V.1 y VII.7. Supongamosdemostrada la implicación
para n = k —l. Sea (E,d) un espacio de tipo k. Por la hipótesis
inductiva y VII.6 resulta que si Mes una (k+1)-upla independien
te, F(M) tiene dimensión k - 1. Sea xe E, consideraremos dos casos

Caso 1, x es internal. Sea M= {x°;xl:...;xk} independiente.

tal que xe Z(M)(tal Mexiste por VII.1), y sea f>0 arbitra

riamente pequeño. Sea yie x Ïi (i = 0, l, ..., k) tal que

d(x,yi) =P , y sea M' = {y°:y1:...;yk} . Es rutinario veri
ficar que M' es independiente e internal. Entonces Z(M') es un

entorno de x contenido en Ux , y por V.13 es front Z(M') = F‘(M')v."

que tiene dimensión k-l , según hemos dicho. Entonces (E,d) tiene
dimensión k en x.

Caso 2, x no es internal. Aplicando 1a definición de espacio de
tipo n y un razonamiento usado en la primera parte de VII.1, re

sulta que existe una (k+1)—up1aM= { x:xl;x2:...;xk] indepen

diente. Sea f> 0, arbitrariamente pequeño. en particular sea
lp<inf {d(x,xi): i = 1, 2, ...,k] . Sea teziM - {x}), y sea

y€B(t.x) tal que d(x.y) = //4. LlamemosV ={z€F: d(y.z)</’/25

F‘= izeE: d(y,z) = /’/2} . Es claro que V es un entorno abierto

de x, VC Uxf) y además frontv = F. Si demostramos que F‘ tieneI

dimensión menor o igual a k - 1 la implicación está demostrada.

Para todo i-de 1 a k, sea yie B(x,xi) tal que d(y.yi) = F/Q.

Entonces es fácil verificar que M' = {x:y1:y2:...;yk} es in

dependiente, y€Z(M'). Por V.9, V ze F existe z‘é F(M') tal que
zz'y. Es claro que la aplicación g : z —-? z.‘ de F‘en F‘(M') es
inyectiva y continua (ya que es una contracción).' luego es un
homeomorfismo. Además g(F‘) es un subconjunto cerrado de F(M')

que claramente contiene a la faceta K(M' —[x}). Luego, por la
hipótesis inductiva. g(F‘) tiene dimensión k - l, y comola di
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mensión es invariante por homeomorfismos, también P tiene dimen
sión k - l, q.e.d.
(ii)‘=‘? (i): Comotanto la dimensión comoel tipo de (E,d) es

tán univoca e inambiquamentedefinidos, la demostración de esta
implicación se reduce de inmediato a la anterior.

IL‘ÉT'ILVIfi =

Si (E,d) es de Blumenthal y localmente compacto, las

bolas son compactas.
Recordemos que un espacio topológico es localmente compacto si
todo punto admite al menos un entorno compacto. Para espacios
métricos esto equivale a afirmar que V xE‘E existe r>-O tal que

Ux r es compacta. Sea U = Ux r, . queremos demostrar que tambiénI I

U es compacta. Si r's r no hay nada que demostrar, ya que U se
ria un subconjunto cerrado de un compacto, luego compacto. Sea

entonces r‘ 7 r. Es claro que Ux r como subespacio de E es comI

pleto. Entonces. por V.l, V y Á x , el coniunto Sy = x 3 f\Ux ,r
es congruente a un segmento. Si definimos f(x) = x. y para

y¿;Ux r, , y fi x , f(y) como el único punto de SV tal que

d(f(y),x) = (r/r') d(y,x), la aplicación f : U-——>IJ es inyecx,r
tiva. Además, por la propiedad de Blumenthal. f es una contrac
ción, es decir d(f(y),f(z)) < d(y,z). Luegof es continua y tam
bién P_1: f(U)-—> U lo es. Es decir que U es homeomorfo a f(U).

Pero f(U)c: Ux r es claramente compacto, luego U también lo es.I

gggglario VII.10:
Si (E,d) es de Blumenthal y localmente compacto,
las siguientes afirmaciones son equivalentes
(i) Mes c0mpacto.

(ii) Mes acotado y cerrado.
(i) ==¿>(ii): Trivial.
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(ii)———')(i): Sea r = diam M,"x6. M. Entonces MC Ux r que esI

c0mpacto por VII.9. luego Mtambién lo es.

Progosición VII.11: .
Si (E,d) es de Blumenthal y localmente com

pacto, es completo y separable.

Sea S = [xnïp una sucesión de Cauchy en E y r>-O. Existe k e mnu

tal que U n; k vale d(xn,xk)<:r. Entonces la subsucesión S' =

{xk;xk+1;xk+2;..} está contenida en Ux r. que es compacta porI

VII.9. Luego existe un punto xo de acumulación de S', y también

de S. Pero como S es de Cauchy, xn----9x° , es decir (E,d) es com

pleto. Sea x GE, n y m dos números naturales. Por VII.9 existe
' ' ' V El]. existe 'e A

un conjunto finito An’mCÏUx'n tal que y x’n y n’m

tal que d(y,y') é l/m . Entonces el conjunto numerable
go

A = \J A es denso en U , y el conjunto numerable
n “,4 n,m x,n

a 0°
A = U A es denso en U = E. Luego (E,d) es separable.

4 n ":1 x'n

Es bien conocido, por su importancia en el Análisis Funcio
nal, el Teorema de Riesz que caracteriza a los espacios normados
de dimensión finita mediante la compacidad local. Todas las de
mostraciones de este resultado hacen uso de la estructura vecto
rial del espacio. Comoculminación de este capítulo daremos una
versión métrica del teorema de Riesz, adaptada a espacios de Blu
menthal, y que sólo emplea la maquinaria seudolineal que hemos
desarrollado en los capitulos anteriores. Cabeanotar que esta
versión del teorema de Riesz apareció por primera vez en [l7] .

Diremos que z es el antipodal de x respecto de y, si y es

el punto medio del par [2:x} .
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Teorema VII.12:

Si (E,d) es de Blumenthal, los siguientes enun
ciados son equivalentes :
(i) (E,d) es completo y tiene dimensión finita.
(ii)(E,d) es espeso y localmente compacto.

(i)—> (ii): Por VII.8 existe ne N tal uqe (E,d) es de tipo n.
Entonces, por el razonamiento usado en VI.7. (E,d) es espeso. Vea
mos 1a compacidad local. Sea xe I(E). Por VII.1 existe una célula
Z(M) tal que xe Z(M). Comovimos en V.12, existe r> O tal que

Ux r C.K(M)r Pero por V.3 este conjunto es compacto, luego Ux r
i O

también lo es. Observemosque, aplicando el razonamiento de VII.9,
toda bola con centro en un punto internal es compacta. Supongamos
ahora que y no es internal. Por VII.3, V r > 0 existe z internal

tal que d(y,z) < r; y por lo que acabamos de decir, Uz r es unI

entorno compacto de y. Luego (E,d) es localmente compacto.
(ii) ==9 (i): Por VII.11, (E,d) es completo y separable. Supon

gamos que (E,d) sea de tipo infinito. Sea U = Ux r una bola reI

donda. Por VII.9 U es compacta. Sea x etJtal que d(x,xl) = r yl
u - _ ( - .sea x1 el antipodal de xl respecto de x. LlamemosX1 _ lxl.xl]

V1 = af X1 n U. Es claro que Vl fi U ya que en caso contrario se

ría E = af x de tipo l. Luego existe x2 e U - V tal quel l

d(x2,vl) = sup Íd(y,vl): ye U} . Es claro que d(x2.x) = r. Por

IV.10 existe un único "pie" de x en v1 (es decir, un punto de2

V1 que realiza la minima distancia de x2 a V1). Afirmamos que el
. ¡L

"pie" de x2 en Vl es x. En efecto, z‘

sea ye U tal que d(y,x) = r. y el J

"pie" de y en vl sea yp fi x. Bntog

ces siempre es posible determinar

z.eB(x,y) tal que el pie de z er g -¡; x ¿y y, x.
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sea zpe B(x,yp). Llamandoz' al punto de zP z tal que d(x.z') = r,

sumergiendo isométricamente en E2 las 4-uplas Íy:x:yp:x1} y

tz';x:zp:xl} , y aplicando el teorema de Pitágoras a las imáge
nes. resulta que

2

d (z',Vl) = d2(z',zp) = d2(z',x) - d2(x,zp) = r2 —d2(x,zp) >
2 2 2 2

7 r - d (x,yp) = d (y.zD) = d (Y'VI)

Luego y í x2 , y el "pie" de x2 en V1 es x. Pero ahora, aplicando

le el teorema de Pitágoras a la imagen congruente de [x2;x1;x:xí}
2 ,en E sera

d(x2.xl) = d(x2,xí) = Jïr
I ' _ ‘.v)

Sea x2 el antipodal de x respecto de x. X2 —X1 le2.x2 . y2 l

v2 = af X2 IïU. Nuevamente V2 í U, ya que en caso contrario E

coincidiría con af X2 que es de tipo 2. Repitiendo el razonamien

to, existe x3e:U - V2 tal que d(x3,x) = r y se verifica

d(x3,xi) = d(x3,xí) = {3 r (i = l, 2). Comoen cada caso

Vn Á U, ya que la igualdad implicaría que E coincide con af Xn .

que es de tipo n. el proceso se puede iterar indefinidamente. Ten
r .0

dremos entonces una sucesión ixn} contenida en U y tal que si“:1

i fi j, d(xi,xj) = {3- r . Es claro que tal sucesión carece de
puntos de acumulación, lo que contradice la compacidad de U. Lue

go existe nc Iltal que U = Vn , es decir E = af xn que es de ti

po n. Finalmente, por VII.8, (E.d) tendrá dimensión n.

Ejemplo VII.13:
Espacio de Blumenthal localmente compacto pero de
dimensióninfinita.

Sea H el espacio de Hilbert de todas las sucesiones reales ï =
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= ,1“\ 2 2 '- - " _ 2 i
lx1 ¿u tales que ¿H xi <CD . y sea d(x,y) a (t??- (xi yi) ) .

Es fácil ver que (H,d) es completo. de Blumenthal y de tipo infi

nito. Sea E = l ie}! : V n e N Ixnl sl/n} . Por el bien conocido

teorema de Tijonov, E es compacto. Luego (E,d) es de Blumenthal

y localmente compacto. Pero como H = 'af E, resulta que (E,d) es
de tipo infinito, luego de dimensión infinita. Observemosque
(E.d) no es espeso.
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VIII - PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL .

Sea f z E —)]R , diremos que f es una funcional afín e_r1E

si para cada triple {x:y:z} CE. tal que xyz. vale
d(X.z) NY) = d(y.z) f(x) + d(X.y) f(z) (*)

Lema VIII.1 :

Sea (E,d) completo, M-convexo y de Blumenthal, f una
funcional afín en E. A<: E. Entonces los valores de
f en A determinan los valores de f en af A, y sólo
esos valores.

(i) HA) determina HGM” : Sea x€C(A), existe {bm},CA tal
que bxc. Entonces f(x) = (d(b,c))-1 [o(b,x) f(c) + d(x,c) f(b)] .
(ii) ng) determina PQKSAZ): Iterando el argumento de (i) resul
ta que V n 'm f(A) determinará f(Cn(A)), luego también determi
nará f(K(A)) = ÉÏ r(dïA)) .

(iii) ij(Az) det‘eirtminaP(af A) : Sea teaf A, existe {tl:t2 ÏCK(A)

tal que {t:t1:t2} sea lineal. Para fijar ideas supongamosque

t1t2t. Entoncesf(t) = (d(t1,t2))—1[d(tl,t)f(t2) —d(t2,t)f(tl)]
(iv) Si x af A, f(x) no está determinado for HA) ; Si T es un
triple lineal que contiene a x, T n af A consta, a lo más,de un
punto. Entonces, si sólo conocemosf(af A). la ecuación (*) ten
drá dos incógnitas, y no podremosdespejar el valor de f(x).
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En los dos siguientes corolarios suponemosque (E,d) es co
mo en VIII.1.

Corolario VIII.2 :

Si J es un conjunto independiente y {GSI jeJ
es un conjunto arbitrario de números reales en
correspondencia biunivoca con J. existe una fun

cional afin f tal que V j €‘I. f(j) = cáj .
En efecto, por definición de conjunto independiente, V j €J es

j f af (J --lj}). Luego, por la segunda parte de VIII.l, U je J,
f(j) no está determinado por f(af (J —[j}) y puede asumir cual
quier valor real,

CLIELEL‘ZJLIIJÁ =
La familia de funcionales afines de E separa
puntos.

En efecto, si íx;y} c'E, x í y, {x:y} es independiente, y por
VIII.2 existe una funcional afín f tal que f(x) = 1 , f(y) = 0.

Si f y g son funciones definidas en un conjunto My a va
lores reales, podemosdefinir entre ellas, en forma natural, ope
raciones correspondientes a las operaciones entre númerosreales.
Por ejemplo, llamaremos suma puntual de f y g, a la función
f+g 2 M-—9'm definida por (f+g)(x) = f(x) + q(x) : producto pun

tual de f y g, a la función f.g : M——9R definida por
(f.g)(x) = f(x).g(x) . En particular, si d.€fl? llamaremos producto
puntual de rx por f a la función °(f tal que (Okf)(x) = oK.f(x).

P_r°.129.s_i_c_iép_11:22:41 =

Sea (E,d) un espacio M-convexo, completo, de

Blumenthal y de tipo n, x06: E y A(E) la fa
milia de todas las funcionales afines en E

que se anulan en xo . Entonces A(E) con las
. . noperac10nes puntuales es isomorfo a 'm .
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Si {f;g)]CA(E) . «e JR, queremos verificar que 0k f y f+g también
pertenecen a A(E). Veamosque son funcionales afines, sea l‘x;y:z}
tal que xyz, entonces

d(X.z)(q-f)(y) = °\(d(X.z)f(y)) = t¿[a(y.z)f(x)+d(X.y)f(z)] =
= d(y.z)(°'\ f)(x) + d(x.y)( if)(z)

d(x,z)(f+g)(y) = d(x,z)f(y) + d(x,z)g(y) =
= [d(y.z)f(X) + d(x.y)f(z)J + [d(y.z)9(x) + d(x.y)9(z)] =
= d(y,z) [sm + g(x)] + d(x,y) [sm + g(z)] =
= d(y.z) (f+g)(x) + d(x.y) (f+g)(z)

Además ambas funcionales se anulan en x0 , ya que

(q f)(x°) = Ok.f(x°) = ox .0 = 0

(f+g)(xo) = f(x°) + g(x°) = 0 + 0 = 0
Es rutinario verificar que A(E) dotado de esas operaciones es un
espacio vectorial sobre el cuerpo de los reales.

Sea M= {x°:x1:...:xn] una (n+1)-up1a independiente que contie

ne a xo . Como(E,d) es de tipo n, af M= E. Por lo tanto un ele

mento cualquiera fEA(E) queda perfectamente definido si conoce
mos los valores de f(M), según vimos en VIII.l. Más aún. por

71

VIII.2, si fijamos n númerosreales arbitrarios {d¡lid existe

f€A(E) tal que V i , f(xi) = °\ i (Recordemosque por defini

ción de A(E), f(x°) = 0 V f€A(E)).' Entonces, para todo i de l

a n, definimos fi€A(E) tal que fi(xi) = 1 : fi(xj) = 0 si i ¡é j.
1|

Es trivial verificar que 1a familia ‘lfil es una base de A(E),

luego A(E) tiene dimensión (algebraica) n.

Teorema VIII.5:
Si (E,d) es M-convexo, completo, de Blumenthal y

. nde tipo n, entonces B G JE .

Sea x, e I(E), A(E) = {s : f func. afin en E, f(x°) = o} . Desig



naremos con E' al dual algebraico del espacio vectorial A(E). Es
claro que E' también es iSOmorfo, comoespacio vectorial, a mn.
sea i :E:—)E' la aplicación que a cada er asocia el elemento
E(x) = x' definido por x'(f) = f(x) V f6 A(B), Es decir que x'
es la transformación lineal de A(E) en JRdefinida como "evalua
ción en x" de los elementos de A(E). Observemos que VIII.3 nos

asegura que E es inyectiva, ya que si x ¡é y, existe P€A(E) tal
que f(x) ¡Éf(y), y por lo tanto x'(f) ¡Éy'(f), luego x' ¡Éy'.
En lo que sigue trataremos de dotar a E' de una métrica d' tal
que se verifiquen las siguientes condiciones
a.- (B',d') es isomorfo a En comoespacio vectorial métrico.
b.- E es una isometría de (E,d) en (E',d').
Si P C E' notaremos Con convP a la cápsula convexa lineal de P.

Si tanb']: E', notaremoscon (a',b') al segmentolineal abierto
de extremos a y b.

(i) Si x'=.€(x) y'=€(y), E(B(x,y)) = (x‘.y') : Sea t€B(x,y), enton

ces existeíogfi) C IR , °\->¿’3>0 tales que d(x,y) =ol ,d(x,t) =fl
d(t,y) =°( -fl'.Luego U f€A(E) vale °( f(t) = /3E(y) + (d-¡6)f(x)
o lo que es lo mismo, V f€A(E) se verifica

I = 1 M1t(f) fan-1+“ x(f)
es decir que t'€(x'.y'). LuegoE(B(x.y)) c (x',y'). La inclu
sión inversÏa se obtiene de la misma forma.

(ii) A es convexo sii ESA) es (linealmente-2 convexo. Supongamos

que A sea convexo, entonces. si [awb'] c {(A), {am} CA, lue
go B(a,b)c A y por (i) será (a‘,b') = E(B(a,b)) C €(A), luego
€(A) es linealmente ‘convexo. Recíprocamente, sea E(A) convexo,

{a;b}c A, a' = E(a), b' = B(b). Es claro que (a',b')c E(A).
Entonces B(a,b) = E-1((a',b'))c E-l(€(A)) = A. LuegoA es convexo.
(iii) Si MC E, conv(E(M)) = E(K(M)). Sea x' e conv(€(M)) y supon
gamos que Mes finito. Por inducción sobre el número de elementos
de Mdemostraremos que existe xeK(M) tal que E(x) = x'. Si
card M= 2, por (i) esto es inmediato. Supongamosdemostrado para
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(k-1)—up1as. y sea card M= k. Si no existe ningún subconjunto
propio L de Mtal que x'G conv(€(L)), sea z'e E(M). Entonces exis

te s' e conv(€(M)- {z'j) tal que x'e (z',s'). Pero (M- {2}) es
una (k-1)-up1a. luego, por la hipótesis inductiva. existe s en

K(M- {z}) tal que ¿(5) = s'. Entonces, por (i)

xeB(z,s) c. B(z.l((M —{z}) = 1<_(M).
Si Mes infinito, por el teorema de Caratheodory (ver, por ejem

plo, [21] , Teorema 18, página 35). existe una (n+l)—up1a N‘: M
tal que x? Econv(E(N)) = E(K(N)) 9.E(K(M)). Luego conv(E(M))

E(K(M)). Por III¿l (i)'sabemos que Mc: K(M) , y por lo tanto
E(M)CZE(K(M)). Pero este último conjunto es convexo por (ii),
luego €(K(M))D conv(€(M)).

(iv) Si t'eEI'J 3 »\>0, 3 er tales que t' =,\€(x). Comovimos

en la demostración de V1.7, existe una bola redonda U = Ux r .o!

Sea M= {xl:x2:...;xn} una n-upla tal que M' = M U {x4 sea

independiente. Razonando como en el caso l de VII.8, podemos

elegir los elementos de Mde forma que V i de l a n d(x°,xí) = r.

Observemos que si sustituímos uno de los elementos de M por su

antipodal respecto de xo , el conjunto resultante sigue siendo
independiente. Sabemosque €(x°) = 9 (elemento neutro de E'). Si
s y t son antipodales respecto de xo . €(s) = - E(t). Si V i de

l a n ponemos€(xí) = xí , por (iii) y (i) resulta que el conjun

to {xí;...;x¿} es una base de E'. Sea t'e E', entonces podemos

expresar t' = L d.i xí . Sin restricción de generalidad. pode14

mos suponer que todos los coeficientes son no negativos. En efec

to, si dj < O bastará con que sustituyamos x‘j por su antipodal
respecto de xo y por lo que observamos antes, todo sigue valiendo.

-4
Sea ) = l, u¿ ) 0. y sea x' =A t'. Entonces x' estará en

conv(E(M)) = E(K(M)). Luego existe xe K(M).ta1 que x' = E(x). En
tonces t' = A €(x).
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(v) Definición de la métrica en E'. Sea U' = E(U). lor 1a redondez

y (iv) resulta que para todo par [s';t'}C E' existe o( >0 tal que
°(ls': okt'] C U' . Entonces definimos

d'(s'.tv)=o«‘1.d<c'1(o<s').c'1<o\t')) <1)
Veam05'queel valor de d'(s',t') no depende de la elección deog ,

ya que si 0g> iz? 0 verifican quel {ogs'wgt'nizs'nkzt'} c Uv
llamemos si = i- (okis') , ti = í:- (okit') para i = l, 2.

Entonces, por (1) se cumple que

d(x°,sl) _ d(x°.t1) - a.
d(x°,52) _ d(x°,t2) _ okm

Aplicando Iv.4, podemos sumergir isométricamente en ¡E2 la 5-up1a

plana Lt1;t2;x°:sl;52] , y por lo tanto

d(t1.sl) = (041/05) d(t2-.s2)

y por eso d'(s',t') valdría igual ya sea que usáramos 0‘46 Okien
la definición (l). En particular, si {sut'} c U', podemosele
gir OK= l y resulta que i : (U,d)-—) (U'.d') es una isometría.
Bs rutinario verificar que d' es una métrica, y que E es una iso
metría de (E,d) en (B',d').
(vi) (E' ,d') es isomorfo a En comoespacio vectorial métrico.
Observemosque por la definición de d' vale

d'(>\x'. y')=IMdv(x'.y') (2)
Si 15':t'} CME) , s = E_1(s') , t = E-1(t"), entonces por (i)
resulta que u = €_1(%(s'+t')) es el punto medio del par s:t .

Entonces, si {x';y';z'} (22(3), u' ='1}(x'+z') , v' = ¿(y'+z') ,
sumergiendo isométricamente en JE: 1a 5-up1a plana {x:u;z;v;y}
y usando el punto (v) resulta que

d'(u'.v') = d'(%(x'+2').%(y'+z')) = ir d(X'.y')
Pero por definición de d' , podemosquitar la restricción de per

tenecer a E(E), y combinandocon (2) resulta que V {x' :y';z'}c E'
d'(x'+z'.y'+z') = d'(x',y') (3)

Es bien conocido (ver la demostración, por ejemplo, en 1:18] , 3.9.
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página 155) que todo espacio vectorial métrico cuya distancia sea
positivamente homogénea(es decir, verifique (2)) e invariante_por
translaciones (es decir, verifique (3)) es un espacio normadocuya
norma 1lx'I = d'(9,x') verifica que d'(x',y') = Ix' - y'" .
Finalmente, por 1a clásica memoria [19] , sabemos que un esoacio
normadoes euclideano ("inner-product SDaCe")si su norma verifi

ca para todo par íx';y'} C'E'
9 _

nx' + y'fl2 + Hx' —y'II' = 2 (1m? + Iy'ÍQ)
o lo que es equivalente

. 2 a 9 . a

“(xv + w). = a; (2 ¡va + IIv'n —¡x' - y'n?)% <4)

Supongamosque {x';yq C: E(E). Por ser E M-convexo, t' = ¿(x'+y')
está en E(E). Por (v) existe una 4-upla ix:y;t;o} CZEtal que

ix';t':y':9}nu Ïx;t:y;o} y por la propiedad de Blumenthalexiste
una 4-up1a {seyxro} C E2 tal que {x:t;y;o}N {sutfircs} y
por la transitividad de la congruencia, será Éx';t':y':9] GE‘E.
Pero 'E2 es euclideano, luego vale

d(t‘,6) = ¿[(2 d2('x,'ó) + 2 c12(y,'ó) —d2('x,'y)]%
y por definición de congruencia, se cumple (4). Si x' e y' son
arbitrarios (no necesariamente en E(B)) basta elegir (por (iv))
una constante de homotecia que los mande a E(B). Como(4) es ho

mogénea, dicha constante se simplifica, y (4) vale para todo par

ïx',yu c: E'. Entonces (E',d') es euclideano, y comopor construc
ción era vectorialmente isomorfo a 'Rn, (vi) es cierto, y hemos
concluido el teorema.

Veremosa continuación varios refinamientos y corolarios del
resultado fundamental que acabamos de demostrar.

El espacio métrico (E,d) es externamente convexo si todo pun
to de E es internal. La diferencia básica entre el presente traba
jo y los resultados ya mencionados de Blumenthal reside en que a
qui no requerimos que el espacio (E,d) sea externamente convexo.
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Lema VIII.6 :

Sea (E,d) como en VIII.5 y E : E -—9'En 1a isometría

de la tesis. Entonces E(E) es cerrado y E(I(E)) es
abierto en 'En.

Sea íxágï; una sucesión convergente contenida en i(E). V n e m
¡asea x = i_1(x') . Entonces (x es una sucesión de Cauchy con

n n l nJM4

tenida en E que es completo. Luego existe xe E tal que xn——-,x,

y por lo tanto xá —_9[(x) e {(E). Luego €(E) es cerrado.

Sea y€.I(E). Por el razonamiento de VII .5 existe una bola re

donda U = Uy r C:I(E). Comovimos en la parte (iv) de VIII.5,I

E(U) es un entorno de y' = €(y) contenido en E(I(E)). Por lo
tanto E(I(E)) es abierto.

Corolario VIII.7 : (Blumenthal)
Sea (E,d) completo, M-convexo, externamente con
vexo. de Blumenthal y de tipo n. (E,d)t\J'.IEn .

Por VIII.5 existe una isometría i : B———>IgïPor la convexidad

externa es I(E) = E. y por VIII.6 €(E) es un conjunto abierto y
cerrado de 'En. Pero 'En es conexo, luego €(E) = ZEn, q.e.d.

El resultado que acabamos de demostrar es el teorema
50.4 de [11] , aún cuando, en dicho libro el autor
expresa la noción de espacio de tipo n, o más exac
tamente la noción de conjunto independiente, de una
forma diferente, pero que en este caso resulta fácil
mente equivalente a nuestro enunciado. El método allí
empleadodifiere radicalmente del nuestro.

Corolario VIII.8 :

Si (E,d) es M- convexo, de Blumenthal, espeso
y localmente compacto, existe un número natural
n tal que E G En.

InmediaLo, de VII.8 y VII.12 y VIII.5.
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Corolario VIII.9 :

Si (E,d) es M-convexo, completo, fe4p y de ti
po n, E GE“.

Inmediato de IV.11 y VIII.5.

Corolario VIII.10:

Si (E,d) es completo, qe4p y de tipo n, E ag En.
Inmediato de IV.12 y VIII.5.

En los capitulos V y VI hemosestudiado la teoría de cápsula
afín y espacios de tipo n para espacios métricos completos. En e
fecto, quitando la completitud es relativamente fácil construir
contraejemplos a varios de los resultados allí obtenidos. En par
ticular la noción de tipo n (y su conexión con la dimensión topo
lógica) pierden significación. Sin embargo, siempre podemosdefi
nir tipo de un espacio así: Diremos que el espacio (E,d) no nece
sariamente completo, es de tipo n si su completación lo es.

Es claro que esta definición coincide con la previa si (E,d)
ya era completo, puesto que en eSte caso la completación es con
gruente con el espacio.

Corolario VIII.11:
Si (E,d) es de Blumenthal, densamente convexo y

de tipo n, EG! En.
Existe una inyección natural p :E:——a.Ede cada espacio en su com
pletación. Por definición, esta aplicación es isométrica. Pero por
IV.8, la completación (E,d) satisface las hipótesis de VIII.5, lue
go existe una isometría í: É-—-+En . La composición de estas dos
aplicaciones ¿op : E -—->Enes la isometría que buscamos.

El teorema de VIII.5 y algunos de los corolarios aqui
enunciados fueron expuestos por el autor en el 72nd.
Annual Meeting de la American Mathematical Society,
realizado en Chicago, USA. en enero de 1966. Un re
sumende estos resultados apareció en fis] .
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IX - SUBBSPACIOSDE DEFICIENCIA l.

Investigamos aquí el concepto de "subespacio de deficiencia l".
análogo a1 de hiperplano en un espacio vectorial. y sus conexio
nes con las funcionales afines y los "planos de Leibniz".

En este capítulo (E,d) será M-convexo. completo y de Blumen
thal.

Si S es un subconjunto afin propio de E, diremos que S es un

suggsgggig de deficiencia l si existe xeïE - S tal que valga

af(SU ixg) = E.

Progosición IX.1 :
Sea S un subconjunto afín propio de E, entonces
los siguientes enunciados son equivalentes :
(i) S es un subespacio de deficiencia 1.
(ii)'S es un elemento maximal en la familia de

los subconjuntos afines propios de E.

(iii) u yCE —s vale af(SU {yp = E.
(i): (ii): Sea er - S tal que af(sU {xp = E y supongamos
que exista un conjunto afin S' tal que E23 S'ZD S y E f S' fi S.
Sea te S' - S. Consideremos dos alternativas :

a) 6(x,t) f] S 3€ió. Sea y€B(x.t) n S. Entonces {muy} es li
neal y x€af(SU ‘Ltpcaf S' = S'.
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b) B(x,t) n S = lá. ComotEaf(SU{x})

existe {mv} C K(SU‘LX})tal que vut
Pero por IV.9 K(SU[x}) = B(x,S). En
tonces, .razonando comoen V1.3. exis

te íznq C S y s€B(x,z') tales que
tsz. Pero entonces, razonando comoen
a, vale también xa S'.

En amboscasos xeS‘, luego SU [x] CS'. y por lo tanto
S' = af S' 3 aP(S U [xp = B, contradicción. Entonces S es maximal.
(ii)--—)(iii): Sea yeE.‘ - 5 y sea F = af(SU {y}). Entonces F‘= E:
ya que en caso contrario F sería un subconjunto afín propio estric
tamente más grande que S, en contradicción con 1a maximalidad de S.
(iii)=(i): Trivial.

ProRosicng
Sea S un subespacio de deficiencia 1 y k e 112.
Entonces existe una funcional afín f en E tal

que S = {x : f(x) = k} . Recíprocamente. sea g
una fimcional afín no constante en E, y sea k IR

tal que sup {g(x): x€E]> k > inf ¿g(x): er}.
Entonces {x z g(x) = k} es un subespacio de de
ficiencia 1.

Sea er - S. Por IV.9 V teK(SU {xp existe t'e S tal que xtt'.
Definamos g(y) = 0 V ye S, g(x) = 1, y si t€K(S U {x]) pongamos
g(t) = 1 - (d(x,t)/d(x,t")). Es claro que g es una funcional afín

en ¡((S L) ïxp que admite una única extensión afin (como en VIII.1)
a todo E. Es rutinario verificar que g(s) = 0 sii s es. Finalmente
llamando f(x) = g(x) + k obtenemos la funcional afín que buscamos.

Para 1a segunda parte de la proposición. sea G = ix : g(x) = k 1).
Es claro que G es afín, y puesto que g no es constante. es un sub
conjunto propio de E. Sea yEE tal que g(y)<k. Trataremos de veri

ficar que E = af(G U ha). Sea tcE - G. Se presentan dos casos
a) g(t) > k. Consideremos el segmento B(y.t). Por 1a afinidad de g
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existe ze B(y,t) tal que g(z) = k,

Luego ze G y tcaf(G Uí y}).
b) g(t) 4 k. Sea s tal que g(s)>k
(tal s existe por la condición im

puesta a k) y sean ly':t'}c G tg
les que tt's y yy's. Entonces.por

IV.4, la S-upla plana{t:t':s:y':y}
Q E2. Luego existe un punto u en

B(_v',t) r1B(y,t') y por lo tanto t€aP(G U ). Luego G es un
subespacio de deficiencia 1.

Si (lx;le E, llamaremos Elanp de “¿Long determinado por el par
{my} al conjunto

PK.y = {zeB : d(x,z) = d(y,z)]

Progosición IX. 3
Todo plano de Leibniz es un subespacio de defi
ciencia 1.

P es afín: Sean‘ls;t]C P , zes Í, entonces es Fácil ver que"X.y—— va
los triángulos K(ís:z;x}) y K(Is:z;v}) son congruentes, luego vale

d(x,z) = d(y.z) , es decir ze Px y.

3x y¿s_u_n sugonjuníoirgpio de__E¿: Trivial ya que x Px y .I

af (P U Lx ) = F: : Sea teE - P . Debemos considerar dos—-X.y— ' -- xd
posibles casos:(i) d(t.x) > d(t,_v). Definimos la función Hz) =
= d(z,x) —d(z,y). Es claro que h es continua en el compacto
Ïa(x,t) y que h(t)>0. h(x)¿0. Luegoexiste v.€B(x.H tal que

_ - i 1h(z) —O, es dec1r que zer'V . Por lo tanto teaI-‘(Px'vuliL
(ii)d(t,x) < d(t.y). Entonces, razonando comoen

el caso (i) existen t'€ B(t,y) 0 Px y , x'e B(x.y) n Px y y apli

cando e1 razonamiento usado al final de Ix.2. te af(Px y uh} ).I
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Es claro que no todo subespacio de deficiencia l es
un plano de Leibniz. En la provosición a continuación
caracterizamos los planos de Leibniz entre los subes
pacios de deficiencia 1.. en el caso de dimensión fi
nita. Esta caracterización no es válida para dimen
sión infinita, donde puedenno existir puntos inter
nales, pero donde aún existen planos de Leibniz.

ErepesiGÉLIX-J
Sea (B.d) de dimensión Finita. Entonces P C.E

es un plano de Leibniz sii es un subespacio de
deficiencia I v contiene puntos internales.

Sea P = Px y un plano de Leibniz. y por IX.3 un subespacio de de

Piciencia l. Por VII.5 el conjunto de los puntos internales es
denso y convexo. Luego existen puntos internales x' e y' tales que
d(x,x')> d(x',y) , d(y,y') 7 d(y',x). Entonces, razonandocomoen
1a proposición anterior. existe te B(x',y') rlP, y t es internal.
Recíprocamente sea P un subespacio de deficiencia 1 y xé PrlT(E).
Sea 26:8 - P. ComoE es localmente compacto, por VII.12 v VTI.9,

V r2>0 es Uz r es compacto. ComoP es cerrado por V1.7, resultaI

que para r suficientemente grande P n UZr es compacto. convexoI

y no vacío. Por IV.10 existe un único punto z'e P tal que d(z,z'l =
= d(z,P). Sea z°€.B(z.x) tal que (a) d(zo,z') = d(z°,P): (b) z° es
el punto de B(z,x) más próximo a x que verifica (a). Entonces es

rutinario verificar que V pe P - 12'} la imagendel triple íp:z':z°}
en. E2 forma un triángulo rectángulo en z'. Sea z"€r’tal que z'zz".
Existe una aplicación biyectiva f que a cada seEB(z°.z") asocia su

(único) punto más cercano en B(z',z"). Sea y° = f_l(x) y sea y1

tal que yoxyl. Sin restricción de generalidad, supongamosque
d(y°.x) > d(y1,x). sea y2 B(y°.x) tal que d(y2.x) = d(y1,x). Fi

nalmente es fácil verificar que P es el plano de Leibniz determi

nado por el pariy1:y2‘.
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X - SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL.

En este capitulo estudiamos la poSibilidad de extender a to
do el espacio E una isometría definida en un subconjunto S y a va
lores en otro espacio métrico F. Consideramostres diferentes ins
tancias: (i) S es denso en E y F es completo. (ii) S es tal que
af S = E y F es euclideano. (iii) S es un subespacio de deficien
cia l en E y F = En . Utilizamos luego este último resultado pa
ra obtener una nueva demostración de VIII.5 y una generalización
de este teorema donde, sustituyendo las condiciones de dimensión
finita (tipo finito o compacidalocal) por separabilidad, fijamos
condiciones para asegurar que (E,d) sea isométrico a un subconjunto
del espacio de Hilbert H de las sucesiones reales de cuadrado su
mable.

Lema x.1 z

Sea S un subconjunto densoen E, (F,d') un espacio mé
trico completoy f : s--?F‘una isometría. Entonces

existe una isometría f* : E———-9Ftal que f*/S = f.
GO

Sea xe B y {xnïn una sucesión Contenida en S que converqe a x.':4
Entonces definimos f*(x) = lim f(xn) . Es claro que tal límite

existe por ser F completo, y que no depende de la elección de la
sucesión. Es fácil verificar que f* es una isometría y que f*/S = f.
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Lema x.2 z _

Sea (E,d) M-convexo. completo y de Blimenthal, S un sub
conjunto de E. tal que af S = E y f z S —)H una isome;
tria. Entonces existe una isometria f* : E—>‘H tal q'ue

fÏ/S = f .

Sea x€C(S), entonces existe {ynJCS tal que yxz. Sea f1(x) =

f(x) si xeS, y si x€C(S) —S det'inamos fl(x) comoel punto del.

segmentolineal de extremos {f(y);f‘(z)} tal que d(f1(x).f1(y)) =

d(x,y). Si existe {ywz'} C S tal que también y'xz', bastará apli
car IV.4 para sumergir en E2 la 5-upla plana y;x;z:y';z'} . de

donde resultará que fl(x) no depende de la elección del par {yaz} .

Es inmediato verificar que El : C(S)——>Hes una isometria y que

fl/S = f . Reiterando el procedimiento, V je JNexiste una isome
. J _ - - _

tria Ej . C (S) ——)Htal que 51 J > k vale que fj/ck(s) —fk y

fj/s = f . Sea K = K(S) y fo : K-——>H definida en forma obvia a

partir de las EJ. . Es claro que Po es una isometria y que fo/S= f.

Sea ueE, entonces existe {s;t}c K tales que {msn} sea lineal.
Definamos comof*(u) el punto de la recta determinada por f°(s)-y
f°(t) y tal que verifique

d(F°(s),f*(u)) = d(s,u) ; d(f°(t),f*(u)) = d(t,u)
Si existe {s';t']C. K tales que también {u:s':t'} sea lineal,
aplicando una vez más IV.4, podemossumergir isométricamente.en

E2 1a 5-up1a plana ís;t:u;s':t'] , con lo que se ve que 1a defi
nición de f*(u) no depende del par {sat} . Es rutinario verificar
que f* : E —-)H es una isometria que extiende a f.

Corolario X.3 z
. . nEl lema X.2 es válido sustituyendo H por IE .

Supongamos que E y S sean como en el enunciado de X.2 y que existe

una isometría f z S——)]¡E:n. Sea Hn el con-junto de elementos de 2'
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con todas las coordenadas nulas salvo, tal vez, las primeras n.

. . ., n
Es claro que enste una aplicac1on natural p : E ——>Hn que es

a 1.a vez isomorfismo algebraico e isometría. Pero entonces

oof‘ : S-—) HnC H es una isometría. Lueao estamos en las hipó

tesis de X.2 v existe una iSOmetria a : E:—> H que extiende a
DOP. Pero por la construcción realizada en X.2 es evidente que

1a variedad lineal generada por (p°F)(S), que es Hn , coincide

con 1a Generada por q(E.‘), es decir que (¡(Fj) Cdn . Pero entonces
l . , n . .

f* = p o o es una isometria de F3en 1€ . que restringida a S

coincide con p_lo p o f = f , q.e.d.

Proposición X.4
Sea (E,d) un espacio M-convexo, completo y de Blu
menthal y S un subespacio de deficiencia l. Sea

-l . , .f : S-—>1En una isometria. Entonces ex1ste una

isometria f* : E:—>1‘E:ntal que f*/S = f .

En el enunciado de esta proposición hemos contenido el "abuso de
lenguaje" de considerar Ein-1C En, ya que es claro que es isomé
trico y vectorialmente isomorfo (por ejemplo) al subconjunto de
todos los elementos de En que tienen la n-ésima coordenada nula.
En adelante usaremos esta convención sin mención expresa. Sea
p : E:--> S la aplicación que a cada punto xq E:asocia el punto des
más próximo a x. S es de dimensión finita y cerrado (por V1.7),
luego la intersección con una bola cerrada es un compacto. y por
IV.10 resulta que p está bien definida. Sea er: —S tal que

af (S U {xp = E y sea x' = p(x). Existe una n-upla independiente

Men S tal que x'e M. Sea y Z(M- {x'} ), xoe E(x,y)n p_l(x') tal
que d(y,x°) sea minima (la existencia y unicidad de tal puntb es
fácilmente verificable). Observemosque p restringida a ïa(x°,y)
es inyectiva. y además, para todo s€B(x°,y) el triángulo de vér

tices [s:p(s):y1) es rectángulo en p(s) (abuso de lenguaje). Sea
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z el punto medio del par (x :y) y z' = p(z). Por Iv.4 resulta
. ( o J

que z' será punto medio del par íx':y} . Por V.7 es z'e Z(M) y
por VII.1 z'G I(S). Afirmamosque V te S - {2'} el triánaulo de
vértices íz:z':t} es rectángulo en z' (abuso de lenquaie). En
efecto, suponaamosque existiera tG.S - {2'} tal que el ánaulo
formado por 57-; v ¿7-? (abuso de lenauaje) fuera menor que 7V?
(si este ánqulo fuera mayor que ¡72 nos reduciriamos a este caso
considerando un punto t' tal que tz't'. tal punto existe Dor ser
z' internal). Entoncesaplicando IV.6 al trilátero T(t;z':z). re
sultaría que existe s €B(z'.t) tal que d(z.s) c d(z,z'). lo que
contradice la elección de z'. Entonces V te S vale

d(t.z) = (¿2mm + d2(z',z))%
Definamos como f(z) a un punto de 1a recta normal a En-l por f(z')
tal que d(f(z),f(z')) = d(z,z'). Entonces, por lo que acabamosde
ver f : S Uíz}-——9'Enes una isometría. Por construcción 26.3 - S,
luego por IX.l es af(St)[z}) = E , y 1a proposición resulta de x.3.

A continuación utilizaremos el resultado precedente para obtener
una nueva demostración. considerablemente más corta que la direc

. ., nta, del teorema VIII.5 de inmer51on en TE .

Teorema_!lll¿2 : (Nueva demostración)
Si (E,d) es M-convexo, completo. de Blumenthal y
de tipo n, entonces Flag En

La demostración será por inducción. El teorema vale para n = 1 por
V.1. Supongamosque se verifica para n = k - 1. y sea (E.d) un es
pacio de Blumenthal. completo, M-convexov de tipo k. Entonces e

xiste un conjunto independiente M= íx°:x1;...:xk} c;E. Sea Mo=

M —{xo} y S = af Mo . Es claro que S es un subespacio de deficien

cia l en E. ya que af(S U {x°}) = E . Asi mismo. es claro que
(S,d) es un espacio de Blumenthal, M-convexo, completo (por V1.7)
y de tipo k - 1. Entonces, por 1a hipótesis inductiva S éZ'Ek—1 ,
y aplicando X.4 , E GQEk . q.e.d.
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Teorema X.5 :

Si (E,d) es M-convexo, completo, separable y de Blu
menthal, entonces E CE H.

Sea E tal espacio y D = {d°:dl:d2:.....} un conjunto numerable

y denso en E. Definamos xo = d , x = d . Para i 2_2 definamos1 l

xi inductiyamente de la siguiente forma. Sea Mi x°:x ;...;x.
-5 1

1‘t 1 1-1)
Fi_1 = af Mi_1 y sea xi el primer elemento de D ( en el orden de

los índices) que no pertenece a Fi . Finalmente. sea Mel conl

junto de todos los xi así obtenidos, y sea F = L/Fi . Es trivial
L

que D CZFh Distinguiremos dos casos :

Caso l, M es finito z Sea card M = n+1 . Entonces F = Fn y (F,d)

es de Blumenthal. Méconvexo, completo (por V1.7) y de tipo n. En

tonces, por VIII.5 y por el artificio usado en X.3 es F69 HnC:H.

Pero además F es cerrado en E (por V1.7) y denso (ya que D c;F),

luego F = E.

Caso 2, Mes infinito : Comovimos en el caso anterior V n€ N

existe una isometría En : Fn-——?Hn . Más aún, como es claro que

Fn 1 es un subespacio de deficiencia l en Fn , por X.4 es posible

elegir estas isometrías de forma que En restringida a Fn_l coinci

(*). DefinamosP : F—>H tal que si t€Fi , f(t) =da con fn_l

fi(t) . Por la propiedad (*) que acabamosde mencionar, resulta

que la aplicación f está bien definida, que restringida a Fi

coincide con fi y que es una isometría de P en H. Pero como Dc: F,

es claro que F es denso en E. Puesto que H es completo, por X.1
existe una isometría f* : E-—-9H que extiende a f.

ggrolario X59 :
Si (E,d) es M-convexo, completo, separable y fe4p.
entonces E GZ H.
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Inmediato de IV.11 y X.5.

Corolario X.1 :
Si (B,d) es completo, separable v qe4p, E EQ H.

Inmediato de IV.12 y X.5.

Corolario X29 :
Si (E,d) es densamente convexo. separable v de Blu
menthal, entonces E GE H.

Sea E 1a cempletación de R. Entonces. Dor IV.8 (E,d) es M-convexo

y de Blumenthal. Una aplicación standard del proceso diaaonal de
muestra que (É,d) es separable. Entonces (É.d) satisFace las hi
pótesis de x.5, y razonando comoen VIII.11 resulta la tesis.

Corolagio_x¿grz (Blumenthal)
Si (E,d) es un espacio métrico las siguientes afir
maciones son equivalentes :
(i) BNH
(ii) (E,d) es M-convexo, completo, separable. de

Blumenthal, externamente convexo v de dimen
sión infinita.

(i)==9 (ii) : Trivial.
(ii) ==á (i) : Con la notación de X.5 existe una isometria f* de
E en H. Trataremos de verificar que esta aplicación es suryectiva.
Como1a dimensión de E es infinita, es claro que estamos en el ca
so 2. Es fácil ver que todo subconjunto afín de E considerado co
mo espacio métrico es externamente convexo. Entonces, por VIII.7

PHP“) = €(F‘n) = fn(F‘n) = Hn v nG N

Sea Ho el conjunto de todos los elementos de H que tienen solo fi
nitas coordenadas no nulas. Es claro que Ho es denso en H. Además
por 1a definición de f vale f(F) = Ho . y como

f*(E) :2 5*(1?) = HF) = Ho

será F*(E) denso y cerrado en H, luego f*(E) = H, q.e.d.
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XI - ESPACIOS ESTRELLADOS.

Puesto que a lo largo de todo este capítulo el conjunto E es
tará dotado de la mismamétrica d, para simplificar 1a notación,en
lugar de "el espacio métrico (E,d)" pondremos simplemente "E".

Diremos que E es estrellado en x si V yezE - lx}, la banda
B(x,y) es densa. El kernel de E es el conjunto

ker E = ‘Ler : E es estrellado en x] .

El concepto de conjunto estrellado en espacios vec
toriales ha sido ampliamenteestudiado por varios geó
metras. En espacios métricos, un concepto análogo pe
ro más débil que el nuestro (pidiendo que B(x,y) í fi),
fué enunciado por K. Menger en el ya mencionado Semi
nario del Rice Institute (1931) comodebilitamiento
(o más bien, localización) de su concepto de espacio
M-convexo. Las noticias que hemos obtenido incluyen
solamente el siguiente resultado trivial "E es M-con
vexo sii V er. E es (débilmente) estrellado en x".

Llamaremos componente convexa de E a todo conjunto convexo
de E maximal en el orden natural de inclusión. Una familia./L =

lMJxet. de componentes convexas de E es una familiaïfundamental
si vale E = (J H .

¿eL *
Lema ¡1.1 :

La familia de todas las componentes convexas de E es
una familia fundamental.
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En efecto, si xe E, mediante una aplicación standard del lema ma
ximal de Zorn resulta que existe una componente convexa Mde E:tal
que xe M.

Lema XI.2 :

Las componentes convexas de un espacio de Blumenthal
completo son conjuntos cerrados.

Sea P un subconjunto convexo de E. Entonces, razonando como en e

capítulo III, Pes densamente convexo. Pero es claro que 1a clausu
ra de P es congruente con la completación de P considerado como
espacio métrico. Pero por IV.8 esta completación es M-convexa. Lue
go clP es convexo. Entonces, si Mes una componente convexa de B,

es M= c1 M por la maximalidad. luego Mes cerrado.

Proposición XI._3 :
_ g )

Sea E completo y de Blumenthal, fill _ El.“ ¡GL

una familia fundamental de componentes convexas.
Entonces ker E = Ñ M .

AQL d

LlamemosM= m M) . Sea xeM,y Entonces, por definición de¡eL

familia fundamental, existe )« eL ta]. que ye MX. Pero por XI.2

M es K-convexo y como {my} c MA, B(x,y) es completa, y por lo
tanto densa. Luego xeker EJ. Recíprocamente, sea z eker FJ, y MA
una componente convexa de E. Entonces, razonando como en IV.9. re

sulta que BA= B(z,MA) es un conjunto convexo y MAC B>C FJ. Luego.
por la maximalidad de M) es MA= B , luego sz VAe L. Bs deA

cir que zeM, y por fin, M= ker E, q.e.d.

Una versión de XI.3. lideramente más restrinaida, ya
que solo se consideraban 1a familia de todas las con:
ponentes convexas y el espacio total era En. apare
ció en [20] , donde sirvió para resolver ur. problema
sobre las funciones radiales de cuerpos estrellados.

Corolario XI.4 :
Si E es como en XI.3, ker B es convexo y cerrado.
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Si Mes un subconjunto convexo de B y P4: M, notaremos con

aFMP a la cápsula afín de P considerado como subconjunto del es

pacio M-convexoM. Diremos que E es perfectamente estrellado si

para toda componente convexa Mde E vale que an(ker E) = M.

Lema XI.5 :

Si E es completo, de Blumenthal y de dimensión n. las
siguientes afirmaciones son equivalentes
(i) E es perfectamente estrellado.
(ii) Para toda componente convexa Mde E vale

tipo M = tipo ker E = n.

(i) ==#>(ii): Por XI.2 y XI.4, tanto Mcomoker E son espacios mé
tricos M-convexos, completos, de Blumenthal y de dimensión finita,
luego sus tipos están bien definidos. Por otra parte, por XI.3 es
ker E C M, luego tipo M>tipo ker E. Supongamosque tipo M>tipo

ker B. Existiria t e M- an(ker E) lo que contradice (i). Luego
tipo M= tipo ker E.
(ii)'==#>(i): Por V.10 existe una (n+l)-upla independiente L<:ker E.

Supongamosque existiera teM - an(L). Entonces L' = LU{t}C M

es independiente, luego qipo M;.n + 1, en contradicción con (ii).

Entonces vale M= an(L) kZan(ker E) q.e.d.

Teorema XI.6 :

Si E es completo, separable, de Blumenthal y perfec
tamente estrellado. entonces E e: H.

Sea D = {d1:d2:d ;.....} un conjunto numerable y denso en E, Razo3

nando como en XI.1, existe una componente convexa M de E tal quel

dleM1 . Definamos F1 = M1. Sea n2 el primer número natural tal que

<1 gé M . Sea M una componente convexa que contenga a d y F =
n2 l 2 n2 2

M1L’MQ. Iterando el proceso, sea nk el primer número natural tal

que dn SÉ Fk_1 , sea Mk una componente convexa de E que contenga ak
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(ink , y sea Fk = Fk_1 UMk . Después de. a lo más, una sucesión
numerable de pasos, habremos agotado todos.los elementos de‘D.
(i) Ker EGH : En efecto, es inmediato de XI.4 y X.5.
(ii) V nelN F M : Por inducción. Para n = l, si fo : ker EfiH
es la isometria cuya existencia afirma (i), por x.2 existe una iso

fo . Supogamos que existe unametria f1: Fl-—>H tal que Fl/ker E:

aplicación isométrica fk_1: Fk_1-——>H. Definamos fk : Fk——>Hde

la Siguiente forma. Sl x eF‘k_1 , fk(x) = fk_l(x) . Sl xeF‘k —F‘k_1

definimos como fk(x) a la extensión de fo a Mk , que existe por

x.5. Veamosque fk es una isometria. Sl yí Fk_1 , zélï'k-F'k_l ,en

tonces por construcción existe j<k tal que yeMj. Por definición
de completamenteestrellado, existe {y1:y2:z1:z2SC ker E tal que

los triples {y1:y2:y} , {zl:z2:z} sean lineales. Pero entonces.

razonando comoen V1.3, existe {y';v;z‘} Cker E tal que vy'y,
vz'z. Entonces aplicando IV.4 a la 5 upla plana {y:y';v;z':z} .
resulta que d(fk(y),fk(z)) = d(y,z) . En los otros dos casos po
sibles ( bin; c F‘k_1, o bien {yngc Mk)esta igualdad se cum

ple por construcción. Luego fk : Pk-—> H es una isometria, q.e.d.
oo

(iii) E Q H : Sea F = UF“ . Definimos f : F-—>H en forma obvia‘h:l

a partir de las En . Por def1n1c1ón V k<n fn/Fk = fk . Luego f
está bien definida y es una isometria. Pero por construcción F DD,
luego F es denso en E. Por x.I existe una isometria f* : E—>H.

Corolario XI.7 :
Si E es completo, de Blumenthal, perfectamente es
trellado y n-dimensional, entonces E GQEn.

La mismademostración que el teorema anterior. sustituyendo donde
corresponda'x.5 por VIII.5 y X.2 por x.3.
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