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La extensión de la teoría de la estructura hiperfina del espectro atómico de
iones de metales de transición en complejos de varias simetrïas en el esquemale
CampoLigante, ha sido considerada por varios autores ( l,2,3,4,5 ) quienes es"
criben el hamiltoniano de interacción hiperfina y extrahiperfina comouna simple
generalización de las expresiones válidas para simetría esférica (átomos o iones
libres) alrededor de un núcleo; sin ninguna revisión de los fundamentos de la m
deducción, ya que en particular, comose verá a lo largo de esta sección, el lla
mado usualmente "Término de contacto" depende del campo eléctrico en el cual se
mueve el electrón y esto sugiere que en el caso de un ión en un campoproducido
por otros átomos tal comosucede en un complejo o en un cristal podría originar
nuevas contribuciones no discutidas en los trabajos mencionados.
Nuestro interés en considerar una revisión del tema desde primeros principios u
es debido a que a partir de datos de mediciones en Resonancia Paramagnética Flog
trónica en los cuales la interacción hiperfina juega un papel muyimportante; es
posible obtener valores de los parámetros de orbitales moleculares (6,7,8) para
el complejo, valores que podrían ser muyafectados por lappresencia de nuevos w
términos en los operadores que representan esta interacción.
Un ion complejo consiste usualmente de un inn de un metal de transición ( ion
central) rodeado por varios átomos, iones o moléculas distintos (ligantes) uni»
dos químicamente con el primero.
El término "Estructura hiperfina" se refiere a la interacción magnética del spin
de los electrones no apareados con el momentomagnético del núcleo del ion cen"
tral.
Cuandoel núcleo inéeractuante pertenece a un ligante es costumbre llame; a este
interacción extrahiperfina o interacción hiporfina transferida.“
El fenómeno físico involucrado en ambos casos es el mismo.
El complejo puede tener generalmente un cierto grado de simetría, pero en lo que
sigue no se hará ninguna suposición en ese sentido, salvo que se especifique lo
contrario.
Unamanera natural de introducir la interacción hiperfina entre un núcleo y un
electrón (simetría esférica) consiste en considerar el limite no relativista de
la ecuación de Dirac (9) para un electrón moviéndose en presencia de un campo
eléctrico y magnético cuya fuente es el núcleo.
La ecuación de Dirac independiente del tiempo para un electrón de carga -e en 
presencia de un campoeléctrico derivado de un potencial escalar V y un campo
magnético derivado de un potencial veCtorial Ïres

_(c&'W+Pmc2 - eV)'\}l= EN (1.1)
Dondegy e; son las matrices de Dirac

0 W (5:
e o x

.ul

a:
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DondeEF’representa las matrices de spin de Pauli y , I la matriz unidad bidi 
mensional.
En la ecuación (1.1) RÏP- É? +' e 37 con 1?. inpulno del electrón , e es la

c
carga del electrón (supuesta positiva ya que el signo negativo de la carga ha 
sido incorporado explícitanonte a 1.1), m representa su masa en reposo y c es 1a
velocidad de la 1uz.- “y, es la función de onda spinor de cuatro componentes.
En el métodode Pauli para la reducción de (1.1) a1 límite no relativista, se 
utiliza al LBChnde ¡natal spinom'fiy'punda descomponaraeen sus componentes fue;

tes g y débiles .t q}; _ (g) ' (1.2)
y en términod de (1.2) la (1.1) puede eaocihixlo-oo-o es! ecuaciones apinnrialee
de dos oommonentaa-mutu nte acopladae

-—’
f = ¿Ec- K ( w.v)ï"rr g (1.3.a)

[\v+ev—_1_‘f¡-’TT-’K(w.v)ïï\"]g =o (1.3.b)
2m 2

Donde W = E - m c

u wv)g[12mc

Las ecuaciones (1.3.3) y (1.3.b) son completamenteequiVaïentcs a 1a (J.i).
En el caso estacionario en que K(W.V)es una simple función (10) la ecuación 
(1.3.b) puede ser escrita como
v l ---* -"—‘ iÏ‘e
.v + e v - «5-5 K(Wv)(r Tr )(Q' Tr) +4}..Il.

4m c

d a —-'-. 1
K2( w v)(<rv v)( w vr) a no

ï .
(1.4)_. a.

Donde usamos 1T K( w v) = -i h V K(w v) + K('\‘Iv)“
Blinder (ll) ha estudiado el comportamiento de K(WV) con el fin de obtener los

operadargs de interacción hiperfina en simetría esférica.- Dicho autor elige —
V = ——;-—; donde es la carga del núcleo y r la distancia núcleo-electrón; y

obtiene en el límite no relativista w<<2 m c2
K'(W V) = K(WV) =(l+r /r)- z 92 N -13

NR w o con r0: ---E- = z.l,41.lO cm—- --v0 1. 2mc
2mc2 ( 5)

Dondeel subíndice NRindica límite no relativista.
Debenotarse que este método ya había sido utilizado en la deducción de la n
interacción hiperfiina por Breit (12).-Con la forma de K(WV)dada por (1.5) esta

func1ón se comporta 351ntoticamente como: K ( WV) = _r_ ___D o
r____’° NR ro r--vo

1.6)
K W V É 1 ((>NR
r)5>ro
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A . . "' 3 ï’x F,
partir de la forma explícita de (1.4) introdueiendo A = ¡Lh- 3- E.

con div A a 0 ,Blindor obtiene para lgsjánuinos en que aparece I (spin nuclear)

-—°—-K(wv) XF.» FF a 2! ¿2- (1 7a)2 m c ¡“uf 3 ' 
r rÁO

2 l2-6- K(Wv) W rot A . drum - r3 —+ i35- I—a.-)(sHL“ (1.7b)

ie ‘0-0" A ¿"-0 2 \ ro r-v-rfi -'. fl
zmzcz K2(Wv)((vv¡A) - - l¡.3-(45xp) - 28,3va (w v,NRr4 {Is-(24551

_, (1.7c)
dondehemosusado =Ï-b’+ ¿((2.1) yï/2 - S
En las cuales X es el factor giromagnático nuclear,)l;, es ¿ll magnetónnuclear;

el magneth de Bohr; es el momentoangular orbital, S momentoenviar
de spin electrónico, y-Éha -Ï-‘Ï es el campoeléctrico.-(3‘Ú
En las expresiones (1.7a),(l.7b) hemosutilizado las expresiones (1.6) y en -
ese sentido aparece en ellas el subíndice #0 , o sea que en ellas el orígen
está excluido explícitamente.- En ese sentido la función K(WV) asegura la. con
vergencia de esos operadores que al ser evaluados en el orígen podrían llevar
a expresiones indefinidas para estados’SÏ
E1 término (1.7a) da cuenta físicamente ie. la interacción magnética entre el
momentomagnético orbital del electrón originado por su movimiento, Con e] mo
mento dipolar magnético del núcleo supuesto p=mtua1.-—
El (1.7b) representa la interacción entre dos dipolos magnéticos puntuales 
( el momentointrínseco de spin electrónico con al momentonuclear).
En lo que respecta a (1.70), obsélvese que el primer término del miembrode la
derecha origina la interacción de spin-órbita y en cuanto a1 segundo término
debe tenerse en cuenta que 9°

[1220}! v)1\m ¿Z- r2dr - K' (w v)NR dr = K(o°) - K(e) = 1 - oo a,
y entonces K’(WV)NR (r) = 4178 (r) r2
Con lo cual el segundo término de (1.7c) queda:

+ zíyuijzm v)NR3-:- ÏÉ- (¿1.33.15 .

#215er 4ï5( ‘r') FF- Slríéáfi] (La)
E1 cual operador debe ser evaluado con la función g según la (1.4), y en ¿al
sentido la función g se supone que en el límite no relativista coincide con
la función de Schroedinger solución del problema N.R.- Comoademás ¡ias únicas
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funciones de Schroedinger distintas de cero en el origen son las funciones
de tipo 3 (esféricamente eimétricas) y son las únicas que darán una con1"¿—
bución no nula de (1.8) dicho operador se escribe promediado sobre todca —
losángulos ¿a "’w"" a...

< I s —LJQÉI) . 2/3 I s
r2 g.

con lo que (1.8) toma 1a forma .0)
21s h H ¿HF/3 ¿(1) I s (1.9)

que constituye el llamado término de contacto (13) y junto a (1.7a) y (1.75)
constituyen los operadores que dan cuenta de la interacción hiperfina.n
Este breve resúmen del método de deducción de la interacción en simetvia —
esférica es útil pues permite observar sus limitaciones que enumeraremusa
continuación.

i) Este método pone especial énfasis sobre las propiedades de K(WV) asegum
rando la convergencia de operadores que de otra manera serían divergentes
en el origen cuando las fuentes de camposon puntuales.- Por esta razón
el término de contacto no es obtenido de la (1.7b); comosucede er otros
métodos de deducción (14,15) que no parten de la ecuación de Dirac y ello
es debido a que en (1.7b) el punto r-O resulta excluido.
Resulta claro además la dependencia en el campoeléctrico del operador
de contacto vía la función K(WV); y una de las preguntas que inteh\anon
respónder en este trabajo es la siguiente: Qué sucede con esa dependen
cia cuando el electrón no apareado en un complejo está sujeto a un campo
eléctrico no originado por un único núcleo? Aparecen nuevas COLtrihuCLo»
nes debido a este nuevo efecto?
Debe recalcarse también que K(WV) incluye todas las posibles correcc10
nes relativistas.—
Si K(WV) #1 en (1.4) la contribución de las componentes débiles del 
spinor de Dirac, no puede despreciarse ni en la normalización ni en la
evaluación de los operadores impares de 1a teoría de Dirac (16)."

iii) Si K(WV) É l la ecuación (1.4) ya no es una ecuación de autovalores —
como lo ha señalado Lówdin (10).
El hamiltoniano hiperfino resultante no es hermitiano debido a la presen
cia de un término proporcional a i É:;Ï’el cual es nulo en simetría esfé
rica, pero puede ser distinto de cero bajo otras circunstancias.

Estas tres últimas dificultades son propias de 1a aproximación de Blinder y
son similares a las presentadas por el método de Pauli de reducción al límite
no relativista.
Podríamos preguntarnos en este instante porqué razón no se calcula directa
mente sgbre’la ecuación de Dirac la perturbación hiperfina dada por el tér
mino ecX.A 3 esto ha sido hecho en primer orden de perturbaciones dando m
contribuciones finitas (18,19) pero presenta la dificultad de que en segundo
orden la contribución es diverggnte.—

V
ii

V
iv



II- EL HAMILTONI;N0 DE INTERACCION HIPERFINA

TRES DIFERENTES kIROXIMiCIONüS AL PROBLáMA
DE VARIOS ATOMOS

a) EL LISTO-D0DE BLINDER.
2;? La interacción hiperfina dipolar x orbital.

En esta sección nos interesa extender el métododescripto en la sessió. I
para un sistema de varios átomos (Ej. Teoría de CampoLigante), para lo
cual podemospartir de la ecuación (1.3b) y usar potenciales puntve‘ce

z e 3
= -2--- + __E.._- (2 a 1‘;

rc L u
—-G —. —-pI [ï' I .r

-* c c L L -“ -9 \
A :¡fiu X¿--3---— + Z 8L ---3---- + ‘75“o ¡1 rc (2 a. 2;

rc rL
Conrc y rL la distancia electrón-núcleo central y electrón-núcleo liginï;
respectivamente;donde hemos distinguido con el subíndice c y L al átomo
central y a los ligantes por simple comodidad.
Comose verá en b) de esta sección II, esta distinción no es esencinl aun
que la utilización del átomo central comoorigen de coordenadas implica
la elección de una medida comose discutirá en b sección II.
En la (2 a 2) hemos agregado un campomagnético exterior uniforme.
Conestas definiciones de los potenciales y a partir de la ecuación (1,4)
puede encontrarse

1 _ —h—) —9 —, 
".7 I 1 I 1L 9

g: K(,.v) ízkkum 239-+2LXL¿"S-J + (2.3.3.-.)
l rL

+ 2}1_)JNX\SC(ÉV)(?0V)(l/rc)+ZLKL(SV)(ILV)(l/rL) - (2.a.3ab)

_ xC-S’IZV2(l/rc) Q XLÉÉIÏV2(1/rL)] (23.30)L
Dondehemosutilizado la identidad vectorial

7.(v.v.ïa7r)=3.ï.v2(1/r) + (ïvxï V)(l/r)
y el hecho de ser el rotor un operador diferencial invariante ante trash
laciones; se observa ademásque (2.a3) es la contribución análoga a la
(1.7a) y (1.7b).- Y hemos dejado de lado la interacción Zeemancon el cam
po magnético exterior.
En adición a (2.a.3) se obtiene- I

WL? = - g-E-Ez¡LKZUNv) V + K2(Wv) XÉWvÜKfli (La/4‘
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El primer término de (2.a4) no es hermitiano, pero es nulo en SiI'ItJ'Ï-Z‘JZL
esférica, y np nos ocuparemos momentaneamente de éu contribución, ya (¿1:0
este término no tiene fisicamente ningún sentido.- Solamente analizaron
mos al término de esta sección el porqué [de su aparición, ocupándonm'
momentaneamentede los tórminos rastantes.- Con el potencia]. (2.a?) y
la función K('-W)es redefinida de la forma

- -lr r
K(WV) =[1 + «Em-2 + --23 + Í-gE y (2.a5)

2 rn c rc l. I‘L

r r
oc oL . 2

K(WV)NR = [l + -;-- +ZL -;——-] con d<<2 m c'- c L
2

zc 92 zL e
I‘oc = --—‘-E ; I‘OL I: --————

2 m c 2 rn c

Y su comportamiento está dado por:

1 para rc >> roc y rLy) roL
N

w ..
K( v)NR

0 para ro—-5 0 como rc/roc (2.a 6)

y para rL—-v O como rL/rOL

Con este comportamiento se obtiene la convergencia de operadores que
de otra. manera serían singulares o indeterminados en los puntos r =O
y r :0, tal es el caso de (2a.3a) y (2a.3b) y (2a.3c).- o
En cuanto a estos dos últimos debe tenerse en cuenta que el operador
_ _. _.

(SV)(IiV )(1/ri)] r ¿o puedeobtenerse directamente por diferen- i

ciación: 1 _‘_‘ 3 _’ _, _._.
—-3_ Ii - --ï( Ii I'i)( S ri) para. todo valor de i.
ri ri ri/O

Los puntos r :0 y rL=O están excluidos por 1a presencia de K(WV) y porlo tanto -> -‘ 2
K(Wv) s Ii V (l/ri)=0 para todo 1

DeItal. forma á _. _, __ a a ¿a. _ (lc-'s) Ic 3(Ic rc)( s rn)
Hh‘ '2,}LVM<-Xc[ I‘3 + 5 JI‘

r ——¿a .1 c a _.7 —vac

+ ¿1gLleLIL +¿LanlLím Z
3 5

JL‘L TL
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Y en lo referente a este Operador la generalización a sistemas poliatéïmïnca
corresponde a lasimple sumade la interacción entre el electrón y carla
de los núcleos.
En lo referente al término de contacto esta generalización no es triviá'- :-'
exige un análisis detallado, dado que esta contribución debe ser 39:2:I'ma“.
por el término hermitiano deY,L‘..
gi Lainteracciónhiperfinade ogame

Para obtener dicha interacción partimos del tírmino hermitiano d'—:
que puede escribirse usando (2.al) y (2.a2)

UQ 2 ¡a — I‘oc r_ 2 fa -,—‘\'l
+—-5-- K (J ‘0an S (V v. MJ = ¿Nm xo-'"6"LS Ic rc - (o rc)(I -c/¡ 

m c rc

ÏXLroc I “á 4 —" -*-* + 7-31 <8 IL><rL rc) - (IL rex S rL> +
L, rcrL _

C: Heroe r-—>—> ->—-) —->—>

+4 -—-3—-3-[(8 Ic)(rch) - (IcrL)(S rC)J +¡ r
c L _

\l_ L 0L: . ñ —> ¿’- —» —¡ —>—.>

+¿fi -_.___.-_ l (s IL)( rLrL¡) —(ILrL,)( s rL) (2.a8)L'. r r 3
Examinaremos :1 comportamiento de los elementos de matriz de este operador
para cuya evaluación utilizaremos una función de onda orbita] molecularflbïÉ
construida por combinación lineal de funciones de onda atómicas no relati
vistas; en analogía a la aproximación de Blinder descripta en la secnión I.
(Esta sección 2b nos permitirá observar que 1a utilización de funciones
atómicas no relativistas no está completamentejustificada.)
Conel propósito de efectuar 1 evaluación citada dividimos las integrales
en regiones donde la función KÉ(NV) toma ciertos valores fijos.
Escribimos: si

H . 2 _ f (\ 4- 2 0' ,7

_:}:¿nN \) “140K (W HOP M; ¿d2= -2P,);N ¿gmc K (JV)OP1 I¿od(,+
L/Ï .L‘ f uf L' o

+ E (:0 K2(WV)OI3-\5MO d7:=+ 'LlIJ'MO K2(‘,W) op WMO d(23+ (2.a9)
¡C EZL_¿L9° 5”, 2 . r'

+L 2,; Mo K (1,»rv)k)p(Ï}ÍMo (18]¡20' L.

representa lo. distancia entre el núcleo central y el núcleo del ligante
L.-Donde las regiones co prendidas dentro de los límites de calla integral.
son tales que en ellas pueda ser aproximadapor una función más —
simple que la (2.51.3)
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i) Región O - ¿e ; donde roc<¿/Ec/<</RL/ 5
2

Dentro de esta región r
K2 N c(w v) = _..-__-.._.

NR 2(r +r )c oc
C Ec ar r r r

o;

K2(wv) "g'c’ dr = _ —-22--'—drc = 1 - tí-É- = dr :1
r c (r +r )2 .Ec oc oc

o c c oc a
o O

Asi, en esta región;
c M 22 - ro s

K (a v)NR:5“ = 4l\.rc (rc) (2.a.1o)
c

y hemosusado comovariables de integración r para recordar que el ¿:íüan
de coordenadas está ubicado sobre el núcleo central.- '.a
Debemoscalcular ahora: ( É} = rc/rc )c

l”: r . 4- ‘V H ‘
t: lJ'jMo k2 __2::._í s I —(s? )( I 1/5)]Q‘SM° dz: Ia (2.a.11)r C C CC
)o Cal.

Si desarrollamosLï M en un conjunto completo de autofunciones del ion
central (20)

CïáfMo n l m)(1ínl(rc)©1m CQC)
| \

(2.a:12)
. e . . . . ,.la cual ademas ser multlpllcada por la fun016n de spln electronlco y

las funciones de spin nuclear, que dejamos de lado, funciones que supone"
mos autofunciones de 82, I , m y m ;SécI

L roc
Ia = ¿L a'(n 1 m ) a (n'l'm') X:1(rc) _-___-__

nlyn (r +r )
y: lu“) o C O

2 xn'l'(rc) drc x
C

L - __ a

x ®lm(90ljec)@l,m, (GCLQC)[s Ic-(S ’15)(I9)] do.) /\

pero dadas las formas usuales de las funciones no relativistas X;(Q(rc)
para 1 ¿o yrteniendo en cuenta (2.3.10) '

c “¿F 1 1
A * \' :3 Tv = = '

41ï (rc) knl (rc) xn'1'(rc)drc 4 Anl(rc o)Kn'l'(rc o)! o
J

o 1¡¿o (Lagun;
más)
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tenemos

Ia . maza?“ o “ahi”, omic“) xn'o(o)®oo®oo S Ic_(g’1:)(í:;;)] dwB¡n

= 81‘73. S I < ¿(a o o)a(n’ o o) X:°(0)Xn.°(0) eC

8T' ' "W ’

= -3}. s ¡CHIMO (rc.o)J 2 (2.51.4)
Debenotarse que en las integrales anteriores del tipo

7:35“
9 c oc

I'oc Spara que el factor - ----- -- pueda ser considerado como (r es necesartno
(r +r )c oc

que ln. furwión de onda X (r ) tenga una variación muy pequeña. en la. zona
"land-e,este factor es sen81blemente no nulo, o sea en una zona del orden de
ñj 10'13- 10"ll cm, y esta condición se cumple para. funciones uSual-Jc no

(rc) dr

relativistas.—

Otras cgnhl'sloicr-os adicionales en esta región son daits porC
(flv 2 roc '94 AA “A “A__ . '.,- — s ._ . _"

L, un} Mo ‘( r2 1“2l IL (rcrL) (Ich)(S rL) ymgdz (2 a ó)
Ir) C L
¡se 
'f'u’ I‘ -D —a —-.

V H, T2 ""29" -a AA - A /\ FLV z) q
í!- QC) ¿bcn r 2r 2 (S Ic)(rch) (IcrL)(S rc) M d (2.a.10_

a c L

e (Q 2 rLt ¿J AA “A "A 1X! -7¿- |. K ..__2__- _ ' D 4/ , .1 \
Lu i 2.10 2 2 (s IL)(rLrL') (ILrL)(S I‘L') LMo L ‘2 “1"7

¿3 rL rL'
., , ¿“J-a ANA

En la reglon qre estamos 09n51derando rLz RL y rL=
Por otra parte los operldores que se encuentran entre corchetes tal cual
han sido escritos operan sobre partes angulares, nuclear y de spin de la
función de onda, si en esta zona tenemos en cuenta el desarrollo (2.a.l2)
bajo la suposición de que en ella las funciones K (r ) son lentámentc
variables 3 iguales a Xno(rc=0) la (2.a.15) quedara.o c

í l L
L XL a (noo) a (n'oo)yno(9) yn'o(o)x



¿C -10.
2

...__.............. d;- x o (angular-,3 ,I ) dw
2 2 e p

RL (rc+ roo)

y comola integral radial ea la que determina el orden de magnitud ésta
puede :cr escrita como

2 ¿e «c 2 3

32-- /:_2=.2____¿1 < :2) _É_2_
RL2 o (x + 1)2 RL roc

n -1 N - M - l
Si ro M lO 3cm 6667 lo 11cm , 1-10 Bom la contribucion de (2.3.15)
es dcÏ orden áe 10"4 veces menor que la contribución de Ia y puede des
preciarsc.—
De una manera similar puede obtenerse la misma conclusión respecto de la
contribución de (2.2.16) y (2.3.17) en esta región.

-—v

ii) Región ¿c «471K; - EL) donde roc,r°L<L AEC/¿LRL .

Enqsesta región intermedia entre el ion central y cada ligante, según lo
visto en (2.a.5), 2

K f V s 1(Rm
La cc;.:í3nciïu proveniente de (2.3.11) es

0

L- ü I‘oc "_._J coA «¡A W¿ym —-----—2[S I - (8 r°)(I°r°) ¡0er dw .
1.c Pati"

Ec I r

=’ Í. axínlm)a (“1'”)\ ¡il ¡nm (ro)\'°1 ro; dr° x|m
armo. e

‘ .- oÓ of
x ®lm (9 op(angular, S,I,)GDI,un dv E. a ¿L

QL'áC
1‘oc l l -2

con H3- (11‘cn roc‘-—- - Q 10
¿C rc o C

o “2Y la contribución de este término sera del orden 10 veces la contribu

ción de Ia y puede despreciarae a condición de que

/ xnl (rc) x ,1, la“ ’¿/li°(o) Xn.¿((0)/
Condición que se cumpleaproximan-nanteMu las zonas usuales de las
funciones de onda(?0).
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Comocontribuciones adicionales a. esta región estarán las originadas por
(2.a..15), (2.a.16) y (2.3.17), con K2=1 y para estudiarla dcbemcstener
en cuanta que :7 "" _—v

L=RL-rc (fig. l)
y como en esta zona

/aL/>/rc/
podemosutilizar el desarrollo de

_ _ L- __
7RÏ—?7 e“a

zJJ

armónicos esféricas (21).

mk —rrLk

Yk (WWII: (91m) (2.3.18)
¡Hrv

Iíz'curlus soh dados en la figura l.
. 1 contribución del primer operador del corchete

. flotando (2.a.18) y (2.a..12) resultas

L 7" a -. 4 -o

Z ww: r 30€: (S IL)(rc anllIMo da:
C .

- a

.1

... "‘ 3

Z 3*(vflm)a(n'1'm')2‘?“ 54 1T x'1 \< 2 +1)(21r.,+1)(ïk_+1)
L C‘ÏrM‘ .4, VM‘QÍK'É’ÁKH ¿ 3

r 'Yn'l'
'n v.

.n& - 'cc c —'-"

E (x ¡11(rc') .--“;—Ï- (RL-rc)
c

x2
¡runnnr‘

.1. ¿ _)

c 2
k;3-— ( I‘c)rc d' c x

L - nm '11 -m°

®1m<ate)®l,m,(ece) fl: (9 (Q)Yk:}(bLGl-)Yk:(0t())ïk2“(95.8..

') --m‘ b, 4 I
aYÉJ Y._J (9 dw x funciones de spin y nuclear S I (2.3.1.9)

’3 5-3 L- L, I I

Con-¿1da-.ï-ami'.‘la integral radial en (2.a.19)
I _' —’_.'. rc rc) r1C

.)

ll ir r oc
\ xn1(rc)
/

c

7 k+ 3
RL

2

r Xnu, (rc)rc drc 4
c



l “c 5.. r1: k+1
<: / Án1(rc) Xn'l' (rc)/max roo 2:3- dro - roo k+3 

,_ RL RL
k+L K+?

.,L r 1 e. ro 1 é c '
' ‘lhnl(rc) Kn'l((:re.)/lnxfi%-( “.- -L- ) - “2- )

(2.3.20)

dado que ÉO<QFLel máximode uta expresión carro-pando a klokg+k3-o(--)cr
en cuyo caso (2.3.20) es del orden ( -2-- s o sea que laX

nl n'l’)na.z RL
contribución de (2.a.19) será del«orden de 10's veces la contribución de I a
Si sun ¡e X .

h ymos que nl ¡yr/max es del orden de /Xne(0) Xn'°(0) /
De ¿ya genera totalmente análoga a ésta puede demostrarse que las restan
tes contribuciones (2.3.16) y (2.3.17) en esta zona son del mismoorden y
puedendespreciarse.

iii) Región(. —Ï.) - ( +6) con r (4 (¿L W»WÜUÜ°1igante L.
Danfra de est2Lregián tanzknchuovanaakge Ei EL

. - r

E(d.#) "J ——I—‘——-—como en 13 Dahl
(rn#gqb)

Dado ¿ae el llamado átomo central no tiene una diferencia aubetancial con
los 1 santas on lo que se :efiere a elección de origen de coordenadas, 
(En. 2.a.8 es completamsnte simétrica en c y L ), una estimación de las
contribuciones en esta región puede hacerse siguiendo el tratamiento dado
en i).- Así podrá observarse que la única oonixihución Significativa PTO“
viene del término rLv —.—>¿ha -'-0 6-.

É XL 3:3- (s ILNrLrL.) - (s erIL rm]L L'

Corn, L a L' dando la interacción hiperfina dc contacto sobre el li¿anb.
L, 2a la vecindad del cual K2(WV) tiene una fonma análoga a la 1¿€: ;cr
(2 3.10) resultando en ese caso la contribución

2-9;I--6Lyur/1«MO<rLïq>/zsq
pzra al L considerado.
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iv) Región + a ) --—OO; aquí K2(\I V) al y la estimación de la cor.tr.".--_
bución (despreciab e) en esta región es similar a la hecha para la región(}Ú

a¿g¿ ¿lgggos comentarios referentes a1 método descrigto .

En esta sección hemos podido observar que caso de sistemas poliatémicos
la interacción hiperfina puede escribirse comosumade las interacciones
individuales del electrón con cada uno de los núcleos(Eos. (2.a.7),C2.a;14)
(9.3.20); si uno olvida 1a pressncia del término no hermitiano.- El origen
le este término es debido a que, como observaremos en la próxima sección,
le aproximaciónal límite no relativista no ha sido efectuada consistente
mente.
j] propósito de la próxima sección es eliminar los términos no hermifiia»
nos Gel Hamiltoniano y observar si efectuando 1a transformación consisten

3 3.-,obtiene un ¿guanajimuag-rá análogo al no hemitiano (16.11.,tér
e Ec. 2.3.4), ya comoes conocido el término usual de tipo i €.5’

confines a la corrección 2 2
e

8 m2c2

Et’n’ui'.

/X (O)/2 para átomos hidrogenoides(22)rz—._
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Iïmb.u 1: .IROXIn;c1oN DL FOLDY-ÍOUTHUY57N(17).

II-b.n. ),-- La tr°nsformación F-"-’(Foldy-Wouthwsen) para. la partícula librew

"¿.1método descripto en_1a sección 11-a, está basado en el llamado método de
Jos dos componentes, cuyo fundamento es el estudio de las soluciones do. 1°.
ocuución de Dirao para la partícula iibre.- ,, _. __
En efecto, las soluciones de la ecuación (1.1) (oon‘lT- ?(.L=o) y V :0)
( 0;}? +f‘5mc2)\{{ a E\v (2.5.1)

“V' (8) para. el electrón E)O
f 1

es. taz; {aC-Is por (23) o

\ 3+ \/E/+mc2 cpz Ó (2b2\
'l/ : ' \ 2 [E h 2 ° ° lf+ ¿2+ + mc

-2ÉBKtEBxZ-.

14+ + mc
0

\ / _ / 1
\ = g - C p -ip )-___x_..I___ (2.b.3)r - h 2

¿F + mc

C p z

-T‘ -—2—
¡:4 + mc

Domioe]. signo Ï indica 12:, dos posiciones do spin.
¿Ín ‘l 1' 't‘ o a ' '

c, lmlbnOTIIthiStdw=E_-m02 NIF/2m <<mc2
con lo que 1 0

U6 8 lp 1Ïg-uq-É. '=:=-.:=,
* 1m ‘ 1 lim NR 8

y "9 por ollo quo las componentes g: son llamadas fuertes pues adcmís vis-ua
1'; ecuación (1.3.51)

-—-. -. _1
f . , --——----—>ï-X— g pues en este caso K .-. l + —y- N:

11m HR 2
2 m c .. 2mc NR

p a mv

v

f p ———--.O (-E-) g donde 0(v/c) significa del orden de (v/c) y“un NR
\I'<< c f ——--—7 O

NR
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Asi, si uno desprecia los componentes débiles (f) vemos que se comete un error
del orden (v/c)2 en la normalización. Simultaneamentesi uno está interesado
en la evaluación del elemento de matriz de un operador par”<?”(+) el error
que se comete es del mismo orden, y lo mismo sucede para operadores impares
"Y"(*)._
De tal forma, si uno desprecia los términos de orden (v/c)2 la teprís de dos
componentes es exactamente equivalente a la teoría de Dirac.—
Sin embargo, si uno pretende encontrar correcciones relativistas esta equiva
lencia deja de ser válida y en ese caso se presentan todas las dificultades
mencionadas en (l).— Otras dificultades que se presentan, aún en el menor or
den, concernientes a las propiedades de los operadores de la teoría de Dirac
en la teoria de dos componentespueden encontrarse en ref.(17).
Comoconsecuencia que debe recalcarse en este caso las componentes g y f 
dejan de representar estados de energía definida puesto que al considerar
K¿l la ecuación (1.4) deja de ser una ecuación de autovalores.
Foldy y fouthuysen demuestran entre otras cosas que para una partícula libre
de Dirac existe una representación en la cual para energías relativistas y
ro relativistis, los estados de energía positive y negativa se describen por
funciones de dos componentes.
Pare ello observan que la razón esencial de porqué son necesarias cuatro
componentespara describir un dado estado de energís_(ï¿O) en la teoría de
Dirac, es que el Hamiltoniano (2.b.l) en esta representación contiene ope
radores impares (E; 5.).
Do t:. manera, si fuera posible efectuar una transformación canónica que
nos lleve del hamiltoniano de Dirac a otro equivalente pero libre do opera
dores impzres, entonces seria posible representar estados de energia posi
tiva y negative por funciones de onda que tuvieran solo dos componentes en
ceda caso siendo el otro par de componentes identicamente nulas.
Dicha transformación existe y está definida e partir de

14 1P'- i h eïííÉ:
Denomíneseun operador par‘ 9 aquel cuyos elementos de matriz no co

necten a 11s componentesfuertes con las débiles y viceversa.
_. —- " -' e

(Ejemplos p ; r ¿-l (Y;?(parided); cumplióndose[?, p]=0
Un operador “Y” es impar si da elementos de matriz que conectan las com
ponentes dïbiles y fuertes

(EJ.a, pgetc‘)
C l' 5 d se ’
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. . -iS
Si aplicamos a. esta. ecuaclon e , donde S es un operador hormitiano,
resultas ¡ . ‘

M (W: i h mémï- donde
l "S

K): 615:“ e_1s_ i h eiS __<3_;eé__(x) y (2.b.4)
o

l e
O

Conla condición % operador par.
encontraron ol operador S independiente del tiempo dado por

i ""‘-' mc -1 pS= ---- [--5-‘2mc

y con ello YC: P(p2c2+ m2c4ya; operadorpar (2.6.b)

ww: <2.)
y Vemosque las soluciones supdrioros que repreuntan estados de energía
positiva y l'rs inferiores energía negativas.
31133 estín dadas por

.n “É 2 "1’ .77
g' = +ÍE) (-2.3115- 1+ p!) GIPr dp.(2.13.6)

[3 ¡+ mc B ,P P

2 “7: É mc2+cdp’u "’ 1;; "
f' = á (1 —()) “¿D-2 ¿e{1 - J---—- (p') o dp‘ (2.b.7)E +mc E

pl p|

'S - S
La operaciónel Ke i equivaleal desarrollo

H' =cAHe-A—“):[A +93 .5;LxMhHHH

+ñ%—\_fi....[fi(-a) (2.b.5)W
n conmutadores



Estas g' y f' representan efectivamente spinores do dos componentes, pues cual
quier spinor Q de cuatro components: puede ponerse comola suma de dos Spino
TJF-8 1' f que tflñgan componentessolo americanas e inferiores de la siguiente
manera:

flag-tf congc%(I+P)ny-%(I-P)-Q
Observese además que las dl (p') do (2.b.6) y (2.b.7) es

“(19)= d; detalforme.
(1,!(Í) {En roque) dr'E i .- -o J

con 'H' r, _ l EL __ + (fbmcgpo) eip'(p-rl) '

Desde que Ene e's una función "8" de Inrac en su dependencia espacial le.
transformación F 3'!sobre la función de onda no es una transformación puntual.
.‘¡si vemos que KU'sobre una vecindad del orden de la longitud de onda compton
del electrón alrededor del pinto.
Unafunción de onda que en la "vieja" representación (Dirac) correspondía a un
estado en el cual la partícula estaba localizada en un punto definido, en la
nueva representación (FJ-1’)esa función corresponde a la partícula "desparramada"
sobre una región finita.— Para entender esto basta observar que el operador r'
en la nueva representación es r a .a

;:_ eiS ire-is a-i"_ 12?; + 16.7655.)ï- (Tx p) p
p 2 Ep (Ep + m) p

Si entonces nos preguntamos cuál es el operador que en la nueva representación

sea =ÉÏ tendremos! _, _._._. __, _.
’á’-e-is :eis. L, ¿.ÉÏ.‘_ ¿Plialaistujtz ha; mi)

2E E+mp p(p )p
Si uno calcula dR/dt, puede verse que este operador corresponde al operador ve
locidad convencional.
En al eatudio del electrón libre en la teoría de Dirac, se encuentra que su
velocidad es descripta por dos términos, el primero corresponde a su velocidad
convencional, al cual se añade un término que representa un rápido movimiento
oscilatorio (Zitter bewogung)(24) el cual asegura que una medida de una compo
nente de la velocidad instantánea dará la velocidad de la luz.
Los resultados anteriores muestran que es posible separar en dos partes el ope
rador FJSÍCiól, É'(en l; vieja representacion) representando una especie do pon
sición media de 1: partícula y otra parte R - É? oscilando rápidamente alrede
dor de mero, con una amplitud del orden de la longitud de onda compton de la
partícula.Éicndo entonces Ï’el nuevo operador significativo de la posición y
este operador es aquel que se identifica con la posición en la teoría no relati
viSt'ï" ¡'¿Ï’W'¿o Un puvfio ¿neo cs*arc\ Conti-“Keen por cenhlhvcïcv‘tá

¿e q Sobra...



ll-b.b ).-La transformación F.W.para la partícula en camposeléctricos y
magnéticos externos.

Consideremos someramente lo que sucede con una partícula en un campoeléctrico
derivable de un potencial escalar V.
Iara el caso de una partícula libro los estados pueden clasificarse comode ene;
gía positïyn_o negativa que ellos correspondana autovalores'Ïïl para el opera
cor —É7EE:JÏLQS;el cual era una constante de movimiento pues conrnotALAcon

I /

el Bamiltgaiano (2ab.l).
En el caso actual en que el hamiltoniano es

(YQ-2023+ hm 02-eV (2.15.8)

El operador mencionado ya no es uBa constante de movimiento, pues2 """ mc+2ïo ieC°(VV
[r5 m c + Call}D- e V, -—-oñ—-—--—}n - —-—E-—-—-P

Físicemente esto significa que si observamos el campoeléctrico comouna per
turbación , uno piede decir que el campoeléctrico mezcla soluciones de la par
tícula libre correspondiente a estados de energía positiva o negativa.
Si el campoeléctrico es suficientemente débil el hamiltoniano posee en orden
cero un conjunto completo de autofunciones con autovalores de energía clasifi
cables en positivos o negativos.
Lo contrario sucede con camposfuertes ya que la separacion entre estados de
energía positivas y negativas no tiene un límite definido, y la utilidad de esa
descripción se pierde completamente.
Puede definirse mas cuantitativamente una interacción débil exigiendo que los
términos de la interacción no tengan componentes espaciales de Fourier compar
rables con o mayores que mc, tal qui no sean posibles transiciones entre esta
dos de partícula libre con diferencias de momentosiguales o mayores que mc,
valor justo que corresponde a la cantidad de energía y momentorequerida para
creacifn de pares.- .
En esas circunstancias se tiene esencialmente un problema no relativista y de
¿ini que en este dominio, una representación por una teoría de dos componentes
puede ser valiosa.
Debidoa la presencia de la interacción, ya no será posible hacer una transfor
mación canónica única, comola descripta en la sección (2.b.a)5 para obtener
un hamiltoniano libre de operadores impares; pero en su lugar puede hacerse
una secuencia de transformaciones, cada una de las cuales elimine del hamilto
nianc los operadores impares en un orden mayor que el parámetro de desarrollo
(l/mc).- Los parámetros reales adimensionales del desarrollo son: ¿h--‘V y

n -a t , y de aqui se observa que los términos sucesivos del desarrolloC

decreCerán rápidamente de magnitud a condición de que los potenciales de in
teracción no varíen apreciablemente sobre una longitud de onda de compton de

P
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de 18 Particula (b/mc), y en el tiempo, sobre el período utilizado por la luz
para atravesar la longitud de onda Compton.
Esto e: equivalente a 1a restricción impuesta anteriormente sobre las componen
tes de Fourier de 1a interacción.
De esta forma se obtiene en la nueva representación un nuevo Hamiltoniano par,
el cual es tra serie Lníihita de potencias de l/mc; dicha serie será convergen
te a conaizion 62 que la interacción sea débil en el sentido que especificamon
ante z-Iarmonía? "
En el caso de una partícula de Dirac sujeta a interacciones, el hamiltoniano
‘de 1a ecuación (1.1) puede escribirse como

M9: (5 m 02 +KÏ)+ 1 (2.12.10)

Donde es un operador 11233ng en este caso por q} = - e V y Y es un opera.
dor J'vnpur¡lado por Y = C q'fl' .
En forma similar a la descripta en (2.b.a) la transformación canónica que se
considera es; _

S1 = 4 —-Ï-E Y- (2.b.11) y en general para cada secuencias
2 m c

i .
Sn a — —-—--é- Yn_l (2.15512) donde Yn_1 el operador impar de

2 m c

major arden que aparece en Hn 1 donde:

,6“ .- , KIM e (2.b.l3)

tal .í'cr. a O =
de r1 ¡(n Vn+ Yn donde Yn°( (l/mc)

Torrazic la”. formas explícitas de ? y Y aplicando a (2.13.10) las prescripofio..°s
(2.b.12), (2gb.13) y utilizando el desarrollo (2.b.5) se obtiene:

, dd —o—. d" .1

1.1)}:me c2- e v + ¿{WWF h 8 m3? “r mmm) v3}—
1 ->- 4 1 4 .

_.¿23:3 (q’fi) + Y3\( 713-) 1 (2.b.l4)

De esta manera es posible desacoplar las componentesfuertes y débiles de
1' 13 * »

ly“ = e 11un 1 hasta un dado orden de l/mc.- Si el electron se supone en un
estado (1°.energía positiva a (5:1, 1a ecuación resultante para las componentes
fuertes en el límite no relativista es

Y'Jfl. p2 o —o —'—. 62 2'- _ ' - ’r _-.._ __.'.__. _' ..___._

0333..\\e»+2m +2mc (pA+Ap)+2mc2 A+
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¿.2-É Ñ
2 m c 8m262 4 “2° 4m c

_ ¿mía -'+ 2.: {Y . w (2b 15)
8m3‘32 p c 33 93 '

Observándoee queJMBNR es hermitiano.- Ademásel hamiltoniano (2obol4) des
cribs la interaccióa entre el electrón y los ocupas de una maneramas compli
oada que el hamiltonieno de Direc (25) (2.b.lO).
Esta complicación es debida al hecho de que la interacción no esú!a que corre;
ponde a una carga puntual, sino aquella que corresponde a una partícula con
una distribución de carga corrientes(momenáomagnético) y este efecto es de
bido a que la transformec ón Fdwlleva a la introducción del nuevo operador
posición para le partícula que puede ser identificado con el operador posicián
conanoionalï- ‘
La modificación en la forme de la intereooiGn para la partícula puede entonces
tratrrso a partir del hecho de que en la unete representación, la interacción
es expresada en términos ds los potenciales y ous'derivadas evaluadas en esta
nueva posición nediá alrededor de la cual la partícula se encuentra "borroe
neada" dentro de una distancia finita S/nc.—

ll-b.c ).- Lcs potenciales eléctricos y magnéticos.

Come¿a conocido (26) y puede verse de la ecuación (2.b.15) el método F-Wno
es valido ei las fuentes de camposeléctricos y magnéticos son cargas y dipo
loe :untueler, dado que los términos sucesivos del desarrollo se irán hacienda
másy más singulares en el origen, dando divergencias en la energia.
Para evitar esta dificultad y para colocarnos simultáneamenteen una situación
más real en lo referente a las interacciones electrónicas en las regiones nu
cleares,supondremos que las fuentes de camposon en realidad distribuciones
finitas de cargas y corrientes.
En este caso, la confiergencia del desarrollo F-I depende de la "debilidad" de
los potenciales.
75:1 condición puede ser expresada como:

3-35- << 1 —3¡SJ- <\1 (2.19.16)
m c m o

y su cwanimiento depende de la fonmade los potenciales elegidos.
E] potencial eïéctrico en un punto del campode coordenadas r (1,y,z) origi»
nada por varios núcleos, cada uno de ellos considerado comouna distribución
cláéíca de cargas es (27)

V(xy z) :Íí ï*(x y z) =Ei -Jéïéíí-l- dïg‘ (2.b.17)d .1



-21

k) Debenogarse que en adieión 31 P°t3ncial (?-h-17) (hïfliribución volumítrio?
de cargas) podría añadirse el efecto-de mai-nuera. superficial (27) ¿un-,v¡__
lente a “¡a dans-ida!“-Suïlerfioial de cargas oxtendida a 1a superficie nuclear

dada por", ' l 1 ¿qq i
L ( od da X con C . .5... -_.._..__. V _\_____(1:! ,q)3°}? °< es áh,‘ “onq Ffl 1 n

En la ecuación (2.b,17) (Gac) es 1a densidad de carga de la. zona de los fran
tos fuentes, 9°.; es la distancia. entre el punto fuente y el punto del campo;
la integral en (2mm) está extendida al volúmennuclear ea: coordenadas
nucleares (Voir) i
La figura. 2 muestra algunas de las dietnnoiae definidas

a .
Yet “‘é '—‘ —Ï' —uanRq'l'eq-r

a. .3 "’ «F

n-h

4ïL5. El °‘ ‘13

Deuna manera análoga el potencial Magnétioo vectoriaï dmuna distribución de
corrientes

\

akot
Conchv Ï- 0 f. aqrí 3: esula densidad volumétrica de corriente, la integral
extendida ¡1 volumennuclear sobre las coordenadas nucleares el“ .- En (2,1).19)
hemos agregado un campo magnédico uniforme exterior.
La densidad de corJienteÏ depende de dos fenómenos: el efecto Ce las momen
tos magnéticos intrínseccsjspin) de los nucleones, y el momentomagnético or
bital de los (maletines,
Nosotros hemos ‘PZCJ¿esto que lasJ’u son funciones continues y diferenci able:
a partir de los cuales pueden obtenerse los campos, pero no haremos ninguna
suposici on respecto de la estructura nuclear o respecto al esqueru- de ecopla
miento de los menea-tosmagnéticos de los nucleones dentro del núcleo-w
Babe notarSe además ÏUF'la elección del origen O(fig.2) del sistema de coorde
nadas de la ecuación (2.b.18) implica la elección de una medida.particular. 

Aquí.podria haberse agregado también una distribución superficj al de co
rrientes (’27) ""

pero su emisión no qui te. generalidad
eq al desarrollo.
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Éstr‘nointroduce dificultad ya.se. si unosigas las remoionesv
de Griffith(26) respecto de 1a invarianoia de medida qe Ia ¿todo de Part'J-ï‘ba"
ciones, o si se calcule directamente resolviendo exactan'snte' la ecuación
(2.13.10) solo introduce un factor de fase en le función de onda, pero no ¿rec-
‘Lale. evaluación de las obesr'nbleew ' .
le: ecuaciones (2.3.17) y (2.3.18) son completamentegenerales; pero si su
tiene en cuenta.e1.hecho de que pero un electrón suficiehtemente lejos del
oleo, estos potenciada: aparecen efectivamente cono predecidos por cargas
puntualesy dipoloe, y yor ello másadelante Musee“ lan-ornrn-ione'sdelospotencialesescritosbmtha.

v(rr Qog %—o dv?“- 1(zu-¡1.9)
...p _ ¿r z A ‘ ‘I. 3 r
A(xyz) yJ-Ï..._ÏE. Miyd" -r X4.-: (atajo)

¿1. 8‘ 3 f) ‘t 00 1‘ í.r“ . ag ru...

Condeokieelo. Won delnúcieoH,fi“oeei nuclearfów
es e} factor giromagnétioo del ¿Goleoq y d representa e! ¡Pin “Clear ¿el
mismo núcleou- , ' . ,
Esta foma de camu: ha potenciales ¡a per-Int“! sepan: ;loe olenïentosde
matriz de le energía electrico y ¡estática es eentrtbuogoqeí oercañee'a cado
núcïeoydondela estructura Juegoun pato! import“. J “¿Itribïïc'ïmes
lejanss s los núclece, donde esto no Inalddo

11-b.d ).— La interacoián dipolar magnética.

La evaluación de ias distintas oontribuntokss ¿01" t de la energ{a Wdeba
hacerse a través de la eouaczfi) (LLIS) ¡gh-a la función de onda 93 , la. cual
es la. trmzsfmmada. F-Wde g, esta última solución de la ecuación (2.b,1o) con
los potenciales dados por (2.b.17) y (2.b.18).- l
Esta evaluación presenta varias dificultades.- En principio deberíamos conocer
la función g, soluoi‘n exacta de 1a eouaoiÉq de Dlrao(2.¡.15). la cual no se
conoce exactamente.d '_
En Segundolugar para resolver (2.h13) es todo map ¿e accesorio hacer
suposiciones específicas acerca dd ¡al ¿istzábuoicníü de casan. y Corrientes
que drn origen a ios potenciales.- .
comouna primera aproximacion, podríamos tomar 9 como 1a transformfida F-I
de un orbital molecular (21) forhadofi cono uha cambinso16n>11nesl de funcio
nes de Dirac atómicoss
Por supuesto que encontrar estos orbitales de Direc (orbitales atómicas) 1m
plica las mismasdificultades que presente-ls determinación de 9.
La discusión que se presenta a continuación nos ayudará a encontrar alguna
aproximacxón a estas funcionand



Debe notarse que si se cumplo (2.b.16), lo función transformada F-W¿o (3es on
nrimars aproximación la mismafunción 9, ya que

. v

93-oxp‘h-flslo 32483)]3.3
Nosotros tamient- '-; "‘ ' w ‘7‘

' i 9‘2 ¿ o (24.23). 5' . ¿"í1 3 Í‘
pena.¿designó ¿ois ¡gamato!problem¡al-io
y Q0“ es la. hacién_di-bitd__noioou1or tipo É.L_.0.¿'Aa- |
Ante todo dueños notar gin anasto- ¡n'tiCiontohontóalejo“- de loa'núcleos
los potenciales (2.19.19) y (2.1120) ¡e “¡aportan comooi fueran los producidos
por cargas eléctricas puntuales y dipolo's magnético. púntuales, tal que en di
cha. zonas . N . ..

q)“- oa‘ páfa rquA-e‘
Donde I I 1 e

fi Diiiaánnoión de Diregmsoiucióndel problemspsi-a Vq. r y
Aq ¿arg-«1%! , y dondeAvi es una distancia del orden del radio nuclear.
Para. Zq /137 L< 1 _1ás funciones de Dirac se comportan comolas correspondiente
Funciones de Schro’edingerpara ïá‘grandes (9) y es

1m \ c} - (.9 (2.19.22)- D «4 ‘<
(¿7718*

donde o( denota las funciones de Schroedin¿er no relativist.=.s.
En las zorras cercanas al núcleo

Du. (OAI-4‘) Dana) (2.13.23)
Dondegigas una función debilmente divergente (9) para 2:0, la cual para ele
trones tipo {5 tiene forms (Zara/ao) siendo ao el radio (h la yrimez‘a
órbita. de Bohr 2

y X {1 - (Zq/ 137) 1% .
Comoen nuestro caso los potenciales no se conocen específicamente, nosotros

escribimos en analogía con (2.b.23) L?
(12,3 ¿(3) (¿932,3

con? QL'T;satisfaga las condiciones
Dt

d(I‘°¡) ------ -'—-——Sl’para rd. >> A“ ¡“le

' .(r ) ——————"DÉ (r ) para V. = —-----ti“ a 0.a“ 4 rr);
A51 E3C1‘lb).ï!;0;1 ,

O) Z -a ,= '__ = c r g r 2-0-2!93 h a «QA 02",} oe < Lv)
para nuestra funcióu de onda aproximada, y examinremos con ella las dïwersas

contribucmnes a ‘anfi ecuaCion(2.b-15)-”
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1) Er. le. ecuación (2.'b.15) el término -eV describe la energía potencial del
electrón en el campode los núcleos, utilizando la. (2.b.17)

< Mo/-ev/4>M°)-Z{':°U 3-511 “¿1 ¿ha 6.6.8»

3- 1‘. ¿Zé'ï (2.b.'25)o“ Mc 1-,k
Dondela primera. integral denfi‘cd'e la lleve es eValuada sobre las coordena
das electrónicas integrando sobre una pequeña región incluyendo el nícleo
y la segunda extendida al resto del espacio excluyendo la región antes men
cionada.- ' .
En la ecuación (23.25) hemosdespreciado un “mino

4;)! ¿(91A , 2.464 ra)MoTur-:4 
om a aL

el cual hemos supuesto pequeño, nado que este termino da. cuenta de las contri-
bucionee multipolaree del potencian ixclnído el término puntual) en zonas
que excluyen al núcleo y al dominió que lo rodea..

ii) pZ/Zmrepresenta la energía cinética del electrón y en lo que sigue no
nos ocuparemos de él.

2 ' .2 \
111)-ÉjÏ-———V2Va-2 2 2 2

8 m o 2 m c ,1

Corre¿ciïn similar a 1a dada en le sección l y a diferencia de aquella este
te'nnino incluye directamente la distribución de cargas en el núcleo.

—.> Q.
iv) El término w (Vvar-3) el cual lleva a la interacción spin órbita (29)
Su contribución en las cercanías del núcleo puede aer discutida analogamente
al caso de la. energía potencial.

e -v-v -'-’ -',
v) Fa-ï- [p A+ Ap]coh div A: o utilizando la ecuación (2.‘b.18) puede

ponerse en 13.13111“ __’ ‘I lx ü. . - d
2 L2 X -—'Ï‘—-—-+ y? H + ¿nz 5' JJ“) dv' —f.) °‘ 3 o m c -<

" “‘X r.‘ o<, V'q ed
I n '

2 Ft. ¿Y K aLi’k
m c ¿_ Kq r

OLA
Aqu Ñ.“ representa el momentoangular del electrón relativo al núcleo °( ,
y 1 es el momentoangular respecto al origen del sistema de coordenadas.



Este término conduce a l'a interacción hiperfina debida al movimientoorbital de]
electrón, en la mismaforme.que en las deducciones usuales.
S-m embargo, en nuestro caso nosotros debemos evaluar la. eXpresión

va Mo> (2.b.27)l.

—. \

< ¿y \._..-9.._-—p. ue). d
No 1 c Qq

17:1:1.a vecindad del núcleo“K

N ' 1:... + o o

%)Mo23.5.4 ‘Q¿(x) ¿{(0) air“) (2 b 28)
expresión que resulta así, debido a que para valores pequeños de r las fun
ciones de Sekroedinger‘Qd (r“) son lentamente variables, tal que podemosconsiu
¿oral-las comouna constante igual aWa (O).
Para investigar Ta forma en que la ecuación (2.b.27) depende del potencial nu
clear, podemosutilizar un métodobasado en el teorema de substitución(27) (i)
Las .‘Ï.3Lt=.¿r'a.lessobre las coordenadas-nucleares ( v3,“ "puntos fuentes") sen real
mente valores medios, calculados por los métodos de la mecánica cuántica, de
"’¿‘sradcresïé/Pa‘ que operan obre las funciones de onda nucleares.
Esios operadores son, comoya mencionamos, combinaciones de spines y momentos
angulares de¿gos nucleones, y puede verse que estos son de "tipo T" (27} con
respecto a. iq y también con respecto a Ixxezx , esto nos permito eacribixs

3 (P‘q‘) 14 en" xrv' g < __._.._ A. . v

vn fu 1 d PNX“ UN“ eq \Un)v)a((r°‘, q) (2 b 29)a

DondeYl kr,“ ¿CLIes un factor de proporcionalidad que depende parametricamente
de. las coordenadas electrónicas, y cuyo valor debe ser calculado comoun aleman
to de matri'c IÏZlíndice Ag designa todo el conjunto de números cuánticos nu
cleares de los cuales depende .
Las funciones: U son las funciones de onda nucleares.— Si dichas U K son cla

sificaiaü como ggtofunciones de Ií‘ y {<2 podemosdejar indicados fos elementos de matriz de I .4___25i447

Dadoun operador vectorial de momentoangular que cumple
Yifíjï -_-.i Í) Y}.(i j k = x y z en rotac. cíclica);un operador vectorial

T
. T»tip: T respecto a] operador f es aquel que cumples

T'I =' r o g1' lhkyLliYi °
'á ñ; ‘ _. _

Y el vector Il y T2 son tipo "1'" respecto de Y se cumple la siguiente relac18n
entre sus elementos de matriz:

_f, —. l
<=<. .¡ï mi“ T1\\«',:;',m j'>=)\(-<e<' :1¿'Mou' mJ'\\T2\‘°\’J" my >

donde el y oc" designan otros núleros cuánticos provenientes de un ¿pr-¡"mor a
[q YJ = o
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La ecuauón (2.5.27) con el uso de (2.13.29) puede escribirse como:

W< hu}“¿(rx'h-(K¿ás7ax? fi>1an)ï; "
2m K. _’ _. ' h

=‘T‘g‘ .'<"%MO\?.((ÏQ)Ip
—-a

Í .

“nd-e < SÍ...) . < UN| 335.4 UN>y 1 es un operadorvectorial definido
__¿ ok N .5. 9.a q °\pOI‘ =o

Tomandoen cuenta la ecuación (2.13.28) el segundo miembro de (2.b.30) puede ser
escrito como

—-.
< ( a á. I—..

«¿í cd}?er = me; Rd°/) + C«Qq(r_‘-O);q(rd)//QI p //
.rt‘ ' -. -. . 1..

íácqw’ ¿r,.=/n_K-n_¿\/>+“¿yang >
qu?“ 0‘, c l‘

Las funciones ‘y “ cerca. del núcleOodd K Ku) pueden ser desarrolladas en
serie de autofunciones del átomo.((20) en forma.análoga al caso tratado en la
sección ].1—a.—- e l,
De tai forma aparecerán en esa zona. solo funciones QA de tipo S , dado que ollas
son le; únicas autofunciones del átomoGKcon valores no nulos cr: r“ :0.
El Operador3*}:5’dará un valor medio, el cual puede ser interpretado comola in
tegra]. sobre todos los puntos fuentes de una cantidad proporcional al momentoan
gular del ¡le-cbrón¿elativo a cada uno de los puntos fuentes.
Comoeste operador 14 al operar sobre funciones S da una. contribución nula.,
el resultado de evaluar sobre estas mismasfunciones dará una contribución
nula. —Le. contribución de (2.b.27) es

¡L

2Mi“ j czqurfo) (1;)ixïmd(g=o>ïa(rq)aQI}

=2M“su qï /L9«(rq_-o)/2[()gba) {xí‘fdthZfi}

= ZÍ‘IHNXcKci /úa((r°l’=o)/2 1' SÉÏrMÑLÉOSrc-R dz '
es un: constante de proporcionalidad.-Para valores de1K #0 designa

aqui al autovalor quo designa a la parte angular dc la función Q,¿) . .

(2.L.32)

donde

¡IL

LP“ (rxuofluaaxnlh (ra-.0) = O.3; de esta forma para funciones É_¿ (r4) que divergcn
más len'tamen e que 1/r11: contribución de este término es nuJa.-
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mi.) El término e .h ___. _, ..._, V?"SI“ "’
1-(ELXÏLVO‘xi/a) + 2,5: (2.13.33)

donde; comoantes, S designa al operador de spin electrónico y hemosutilizado
1:1identidad __. _. "

rot A=).1NVz Krotá 3-Ela N
la cua]. es válida debido a que el operador ¿93 es un operador diferencial inve
riame ante traelaoiones.
Esta expresión es válida. para zonas lejanas de todas las fuentes.
Comohemos excluido los puntos r -0 y sus alrededores para todo °( , V2 (l/r )=O
y el miembro de la derecha de la ecuación (2.b.33) se reduce a q, en

2Ming“. _ ¿iii-s-+3LEM- (230.34.
L rq rx

que es la inieraccióh dipolo-magnético- dipolo magnético.“
Debe notarse que este operador puede ser evaluado integrando sobre todo el espa
cio, nin cuando en su deducción las fuentes han sido excluidas explícitamente."
En trio: los núcleos, r 0 y sus inmediatas cercanías, podemosutilizar un desa
rróllo similar el de la ecuación (2.b..3) y comola ecuación (2.b.3fl) representa
a un operador tensorial de segundo rango, y comoen el desarrollo de Éhaosolc
aparecen, en esta zona (r -O), funciones de tipo S, ellas no darán contribución
en los puntos fuentes, si*%í (r*) diverge más lentamente que r.f2 .
Las únicas funciones que podrían d_r a (2.b.34) una contribución no nula serían
funciOJec d: tipo d (u otras con %*>2), las cuales se anulan en r :9 al menos
tan rápidamente como 2‘2.—
La contribución del operador dado por 1a ecuación (2.b-33) se discute en el apa;
tado que sigue a continuación.

II-b. a) El término de contacto y otras contribuciones.
e h -’ _"

Enesta. sección evaluaremosla. contribuciónprovenientede .rotuï.
"I . . a - ñ ___b -'

cerca de los núcleos, a la contribu01ón del termino _ _Ï___ “- ( v v x A)
2 3

4m c

‘ e fi no “9 1:. j“ y‘ t
1) 2 m C Eat-ot A e 2/“.2 e —-——"‘"' dV' (Z'b’35)

y cuauticamente, utilizando el teorema de reemplazo dado en la ¿ec-tión anterior



¡4

-28—

¡3.:e —.ox 4

< en“"gg-«lun m>¿han (¡a ¡“kay /I.‘/un_‘> (2.b.36)
'r utilizando nuevamente el hecho de que cerca del núcleo al las funciones
varían leiatamente, podemosescribir en esta; regionem

a - A a * ' d. HA
< (¿1-:?W tot A7.. 2)»)¡Níïq ¿Jet'CJWGÉE-O)ÏÉ&-O).¡“.6 "IO‘S4¿.11 a

[0nd m (2.b.36)

“:3? {5‘ Árd'ax)ïd“(2M Zu.

&Líc g :%¡Co(‘Ked‘Z_‘|

La ecuacion (290.36) debe ser comparada con 1a expresión de 1a intozcaco-jía hipe
fina de contacto obtenida con el formalisno comúnde lo. función .v orbitales
molesnlares (Ej. sección II.a).- a
Ellos difieren solamente en el término ha en lugar de (BW/3) en 32-; (¿313.0d
cionhs anuales.

11) e ‘ñ “ " " fl/u" "’ ñ 7'<+.__,2._-3Q'(vv¡.1)>.-—2 svadx eq):
4 m C .m c .(q‘

PPM r ¿Maq ‘ 36’. 7.o
_= .____ ..._...__- v' x -—- ————-V¿< v )

2 S°á<+ilo| eqs end "x ,4” 9“ d \%Mo (2 b 37

Para 1a ecuación de las contribuciones de este operador utilizamos los poten
ciales (2.1119) y (2.13.20), recordando que esto nos permite efectuar una espe
cie de "separación espacial" de los elementos de matriz, simiïbar a aquella dis
cutóda anteriormente (ecuación 2.b.25).
En la ecuación (2.1).37) podemos simplificar la doble suma de la siguien+e mame
ra:

1) para a4 a o<‘ tendremos;

a) ¿(9'05 , \ 3 (GL) |
<_, MJ "9-3"- «¿vr-vc}:74: T dv°<\ Mo> "d
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Para ¡e pnmer; integral de (2.13.38) podemosutilizar el método de cpenadore:
e‘iuivalentes introducido en la ecuación (2.13.29) y escribimos:

ig. 855-0." l i “(6:0 . "r
< a 94%!“X,1: -1Q-;—-dvq‘)=<S.V21A“):

«(íïdfiv V.<)- (iíxïñ‘) >-«
En la inmediata cercanía del núcleo °( , 1:5 funciones de Schroedinger LQ‘Y'son ler

"-23.0th variables y como Z
¿PI“° o<‘ (41* \‘*'

podemos esorj'n'r la (2.13.39) como

B‘fi' < «x i ‘° ‘¿ -9 \

z TWÁíth‘ Cd“wd‘(rfl=0)ï gra") IK Kd‘qsn(2.b.40)

(2..b.39)

\

5°“?- vr‘ unadiádica definida por
._°k°‘ ‘i “5
“tx .. _._¿.-_ _3 " “’ _ _ v-__g_p< (a _ .
K ñ 2 8.“- É ((7 Vq.Qa‘)(J -- á dZ)(2,p.41lo<‘o(" 4 m c op .<

-< °‘ «.. _. ..,
Aqui Í representa la diádiva unidad ,y (V V ;R_()es el producto tenisorial dia
dico de los vectores 7V“ y y la integración se realiza sobre las ccordenadas
electrónicas en la inmediata vecindad del núcleo.
La. segunda integral de la ecuación (2.13.38) puede transformarse para l] agar a z

zqez 4 1
1 q» a-P \

4 VINO) ——2‘—(I_( r°()(S r“) > (2.13.42;P (X r

Desarrollando (kr en orbitales atómicas lejos del núcleo, esta expresión lleva a
integrales de tres tipos;

A Qd‘ñ o<Won Mi. »¿wiwu‘wod x4e
Debido a la fuerte dependencia ( r2?) del operador de (2.b.42) debe tenerse en
cuenta solo la primera de las treo integrales, despreciando la contribución de
las restanfes (ver sección II a).
Su valor depende de la elección que hagamosde la diotenoiq límite interior de
diclae irtafrales, dado que ee excluyen los núcleos y sus vecindadee inmediatas.
Es"; 'lcpenden'Jia desaparece, como ee obvio, cuando ¡e toman en cuenta conjuntame
te omar: ón (2.b.l9) y (2.1:.20), tal comodebe sor.
Si arblztrariamente tomamos“: ‘b/mc¡ la longitud de onda Compjondel elec:rón
(¿É-Í13‘3-1un) comoeste límite inferior de integración, le relación entre la
contribución de la. ecuación (2.11.42) y la contribución usual al término hiperf‘ino
de contacto calculado para funciones de Schroedinger tipo "S" con e] formalismo
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6-3 3a función 8 es

AJÉJELÉÏL'Ïgl‘ 5.:?_Ï- -JÏJÏÏ‘ÏL- (2 b 43)_ v 2 o o
Ó W(hfs decontacto137

‘ y comopara funciones tipo S a-M (0)/2 , para elementos livianos con
z <4 13,,7esta... relación es pequengxy la aéontribución de la ecuación (2.b..42} "pue
de ser desp1ecf.ada.—
Unresultado "similar puede encontrarse para funciones “¿d que no sean de tipo

2) Parao‘f dl para la ecuación (2.b.37) se obtienen términos cruzados.
Para ellos, recordemos que las "inmediaciones" de un núcleo quedan fuera de la re
gión en la cual deban tenerse en cuenta los efectos del tamañofinito de los otro
núcleos.

s ——-—--—r x -—- —--- d ' +3 a
d‘ q 0k PN I eq2-932 .9 . 13-33.

j Q qq dvak xá‘ r3 (2.b.44)
0k 04' v

El primer término de la (2.b.44) describe el efecto del campoeléctriño del núcleo
of sobre el electrón cuando se encuentra cerca del núcleo \( , y la segunda.da
cuenta del efecto del campomagnético producido por el núcleo «1' bajo las mismascircunstancias.
Eítos tíminos pueden ser despreciados debido a la dependencia cúbica. inversa en
Rx- ,1 la distanciainternuclear.

Podemostambién despreciar la contribución de los términos cruzados en regiones
del núcleo d , las cuales podrían ser obtenidas reemplazandolas integrales sobr
las fuentes puntuales por lis correspondientes expresiones en los puntos fuentes
Reuniendo ahora todas 1.15contribuciones obtenidas en esta sección para el opere"
'dor equivalente de la interacción'hiperfi'na de contacto, obtenemosla sigui-ont
expresión:

a.

á. :8“. -' ¿a \
W/(ohfs contacto =2)*)&N--3--É Egg? cd."z(_(1;<=0)*g¿_(1;(=o)3:14.3-¿1’8 (2.b.45,

donde 3*=‘ nquu t de“ q d
Este resultado es sorprendente, debido a que introduce mia anisotropía on el tér
mino hiperfino de contacto.
(fi) Unacontribución similar de la ecuación (2.b.42) se origina debido aÏIa pre-
sencie de“; campomagnético externo, que no hemos tenido en cuenta, pero que rc:sz
ta ser también despfeciable.—(30).- l
Esta anisotropía no es real. Esto puede recordarse si desarrolla.r¡os(PMD en un
conjunta- completo de autofunciones del átomou‘ (ec. 2.a.12 secc.IIe), en "la
a
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vecindad irmediata del núcleo el solo deberán considerarse funciones del tipo “Si
a condición de que las integrales sobre las funciones 5 ¡no diwrjan más rapi
dmente que lo especificado; y de aquí que_.a través de estas funciones: "S" esfé
ricamente' sgmótricas, podemospromediar sobre los ángulos ,dc ta] foma. que.
la diádica ¿qïqserá un múltiplo de la diádica unitaria lo que nos pci-mito. escribir finalmente!

t
I’- eü'ï Y X ‘ -...

ll, a ——_- C = a \¡ q ¡ ‘ .
hfs contacto zflfiN 3 ¿4 or‘ q“ (2‘er Ofigvgr 0, o ‘ I a 2 ‘a46)dad“o; al s4

con z«\qu = nova“ + K \ \\
Debe notarse aquí que la forma de (2.13.46) es análoga al término usual de contac
to, difiriendo de éste en el hecho de quo-.Z’Í npueden ser diferen‘es de la unir»
dad y entre sí.- °""

4 —.. —->-v
¿(n = HTM-Él}: Z X4: (r‘) IHS' 'contact o

el cual cuando ce evalúa con un é =ZC LQ origina:Mo tx '<

p - a Ir Á a a
¡(contacto - zlkj‘v‘ï“ g cd, C,‘\‘L3‘Ár°(=0)LQoo‘h':0) I“ S (2,),47)

II--b. f) Discusión de los resultados obtenidos en la sección II b.

A lo largo de la sección II b(a-c) hemos tratado el problema del hamiltoniano de
interacción hipcrfina con completa generalidad, sin ninguna discusión respecto
de la convergencia de las integrales consideradas.
Bn esta sección examinaremos más detenidimente este problema y además comparars
moslos resultados de nuestra teoría con los resultados oxp;rimentales ycon la
ecuación (2.b.47), la cual se ha utilizado hasta el presente para interpretar
datos exporimenta]es.- '
Comohemos repetido numerosas veces a lo largo de los párrafos anteriores, la con
vergencfia de las integrales depende de la forma específica de los potenciales nu
cleares.- Es importante aquí tener una idea de cuán fuerte es esta dependencia
y particularmente ver si existen distribuciones fisicamente razonables de cargas
y corrientes que aseguran la convergencia.
Bethe J Salpeter (9) proponen un potencial muysimple en su discusién del efecto
de la estructura nuclear sobre el espectro electrónico.— ¿llos suponen un poten
cia] cculombianofuera del núcleo de radio./\ y un potencial constante de la for
ma z e ¿f\ . dentro del mismo.
Esta aproximación es bastante drástica dado que implica suponer que dentro del
núcleo el electrón ao está sujeto a ninguna fuerza eléctrica.



a”.
Sin embargo, si uno calcula el cambióen la energia nroduoiie por la diferencii
entre el potencial constante y una fuente puntual con potencial cculombianoentre
funciones de Dirac tipo (L_S), para z/lï144J-se obtiene una corrección que esbt — .'

o almente desprec1a e A\x = 32 x lo 5 cm 1
Este potencial constante en el interior del núcleo, cuyo efectp sobre la energía
total es despreciable, asegura sin embar¿ola convergencia de integrales que de
otra forma serían civergentes.—
Si adoptamoseste potencial para utilizar nuestra teoría , vemosque todos los
tírminos de (2.b.37) en que aparece el campoeléctrico son nulos dentro del núcleo
En particular los parámetros 'ígon todos nulos y el término de :ontacto se ori
gina en la ecuación (2.b.36) (ver párrafos siguientes).
Otro modelosimple de distribución de carga. hueleares es el de una distribució:
esférica uniforme de carga dentro del núcleo.
Zsto nas da el potencial;

.3 C - n «una

“ké-k: 7:7: \— —-2-—+ a} X (2.'b.48)
La corrección a la energía electrónica introducida por esta forma del potencial
es del mismoorden de magnitud que el valor calculado anteriormente.
Este potencial también asegura la convergencia de las integrales en las cuales
aparece el potencial o sus derivadas.
Asi aparece que la energía electrónica es bastante insensible a la foemadetalla
da del potencial nuclear en el interior del núcleo, por lo menosse concluye eso
resultado para potenciales que sean regulares en r°<=0
Nótese aquí que la evaluación de la ¡erturbación ha sido hecha con funciones de
Lirac obtenidas para un potencial coulombianoy no se ha evaluado el potencial
convergente con las funciones de Dirac que serían la solución de la ecuación
(2.b.8) con esos poteiciales ; es posible argumentar aquí que las funciones .K
para un potencial nuclear no singular en r -0, serán aún menosdivergentes q e
las funciones 2¿‘(las cuales tienen una singularidad); y en particular puedever
se que ellns serán regulares para potenciales que cumplan¿igor V(r) .0 (19)

Asi un potÏnclal coulombianolevemente modificado v _ r-(l-á),5<<1 es suficiente
para que ¿”sea regular.
Si consideramos entonces al núcleo comouna esfera cargada uniformlmcnte y magna»
tizada uniformemente,yendremoslos siguientes potenciales:

_ 2 e. 3 1 (¡ot e}
E = -5- - -- + -—- -- r ¿LJPL‘<
a! A“ [ 2 2 [xq °x

2 c

... 1 57
AK=)ANÏ°‘—;-:—;Ï r ,k ¿ A R (2.b.49)
r 3x11:
A n NX“ 3 q 7A“



Iera. investigar la fcrma de nuestras integrales nos limitaremos a considerar un.
solo núcleo, sin que esto implique una pérdida de generalidad, dado que comohe
nos visto antes, para varios núcleos solo tendremos una suma de los términos d<
vn núcleo, siendo despreciables los términos cruzados."
ifar: un'electrín Ls se encuentra que la relación onïre ei desdoblamientohiper

Íino de los estados de spin Ï' % debidos al término S ( V V xhÁ),oc.(2.b.40) y elotzonido con el formalfismo usual de la función " “ es
A x 2/3 ‘:' -> -. ?.Ï.."‘ ' '
É?ÏÉ:Ï-_M"_ 19L_ Z -Ï_.____ (2_b,59¡
AU'(hfs.ec.2b.47) 250

‘

Computadosutilizando le. ecuación (2.b.49) con/\ = 1,2 I-¿l/Jxl.o"l3 cm (31) y
M = z el nímero mision.
5sí a ccntribución de la ecuación (2.b.40) puede en general dospreciarse.
El termino hipcrfino de contacto puede obtenerse en este Cesc sclemonte a partir
de la ecuación (2.5‘36) de la forma;

\FJPJ

- A“
, Tam-A- : | 251-. 2 ¿2k d _
\ 2 ¡A-s _. ¿7 2”,“ Xd /L9d(0)/ DE gq EL

___.;__
ii“

. 1’ "’ ot l

= zap‘ X 817-1333.9 X“9(o)/2 É É r2 dr (2.b.51)I .l J l

;;K. . q‘ ‘4 o q q'C‘. -'- ' :0 S F-O

° "1¿ii nl (ra) QJÏWQJ HLQQÜN ) 71:52 )pero 2 N __l_\_sí . . . . ‘ ,
é)ng r dr = 3 si utilizamos (¿o de Dirac en lugar de?Cy ¿((137
' . - (31)con estt llegamos a

8 W" 2 q
awhfs = 2M} T-\‘Qu(rq=o>\ (mms?)

quo es exactawente el resultado "clásico de la ecuación (2.b.47).m
Se vo 531 que catas aproximaciones drásticas de potenciales nucleazes no afectan
en farma notable a la energía pero aSeguran la convergencia d; no atras expresion
ies, v estos resultadcs muestran también que dada la convergencia la estructura
hipeifina es bastante insensible a los potenciales elegidos.
Fstï seccion nos permite entonces concluir que los operadores de interacción him
.perfina en un Sistema poliatómico os en realidad una simple suma de las inter“
acciones separadas qqn cada uno de los núcleos; y el término nc hermitiauo que
aparece en (2.a) se señala entonces comoconsecuencia matemática de un pasaie no
riguroso al límite N3.
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II--c.-- LA AFROXI-EKCION DE FROSCH Y FOLEY.

Frrsc‘i y Faley (32) presentan un método para la deducción de 10€ -.\pe"‘zv.doï.‘eshiper.
ft;.cs, que puede considerarse comouna mezcla de los dos métndcs considerados añ.
teriormen te .
En efecto, este métodoes una.modificación del mó+odo , en la cual la Fun
sión de transformación Sn es elegida de mododiferente a1 método original.
Estos autores toman, para un electrón, el hixniltonianon

- 2 —' "'
ho=tïnc —ev*ca<.ïr (2.o.1)

g; uti‘izan 13. transformacion
¿s , -;¡.S

En = e n ¿in-1 e n (2.0.2)

tomando o 1 {5 c \S = —-—--—----——- Y 2.1.1n a n-l ( "Zinc +aV
Ïïtílivtar'rlo el T‘r'malüsmo de la. sección Il 3 , definiendo 1-1fmmión k...

k k 1 ev “IL‘Nn’ i” 2

e {o uede escriblrs como;
s ’° e i f5 k . \

s = — —————— Y (20.4,,n 2 n-l
2 m c

3.943forme, de escribir el operador de Frosch y Foley nos permitirá en lo que 93““.:1"; wnparación más estrecha con los resultados de nuestro mito? k
Si se apiica las transformaciones (2.o.2) tres veces a H usando (2.o.4) y recof
dando algunos resultados de la sección II b, resulta; o

Sl I - -;—-_-- qe W
2 m c

1 ,7 k _' i ‘h e ü

S2=-—-—5-L(l-k)co(ï‘-— _____--kf) <6]2 m c 2 m c

s . - ¿“Q-k (1 —1020;;- EÉÉJÏ k(l - k)f_\;,¿
3 2 m c2 2 m c

k3(2 - k)(1 —k) —--* 2 -*"‘ "'-------"-"‘ (20665.,
4 m2 c
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y un obtizne:

. 2 ..._¿.
H3 ’gbm C -°- V+ 512- k("3k3 -2k4 - lo k2 + 3 k+ 2)(o< ¡.1 ) +

Í‘l'oi
4. __. ._... 

4 m c k2\3 - 2k- 4(1_ m3“ (333,133) y

4132133ij(k)©\(l/m)pá] + (1-k)3c_¿ñ 1h(1-1c)(k+2k2+1)(3“C +

+ ¿(“que _(k) y Í (z./m)“L 2k“ p (k)Ï{.'v(_:.yn.)9ï“! (24.6)
i m1 J Ñ. mr s k

l.

s A - .donde f 3 9 v ¿- P__.1-í‘; p >3v r./

P .fx‘ es un ,olinom;c en k de orden m. con P . 3 = 1
r ‘ ' r ’ J m3“3

. p_ P,
P [(l/m) es un operador par do orden (l/m) J y
l f ..p41
Y l {l/m) "! es un operador impar de orden Pi en l/n\ J

Cbsérvese quAel hamiltoniano (2.0.6) no es, necesariamente, un operador par en
el orden degeado. Lis primeras dos líneas representan los operadoras pares hasta
el orden (l/m)2 , la tercera aquíllos de orden superior. Los dos últimoa reng|a
nes contienen los operadores impares, y vemos que los de orden menor que (l/m)J
se eliminan ee] Lamrltoniano únicjmente si k = l .Pero veremos a continuacLón

qvo no es poeikle tomar esa aproximación en forma consintente para todos los oreradores.m
Recordando las propiedades de la función k (ver ecuaciones (1.6) y (2.a..6)J wanna
que K e 1 en los puntos r°¡= 0 solo para operadores que sean regulares en esto;
pvntns. Esta aproximaciñn no es válida para operadores singulares en r :0."

Tomandoij(k) =l para los operadores regulares, tenemos:
u l 2 (5 -*" 2 1 o ‘ 2 "Q -" A

H3= P rnc - e V 4- k " ’Z'ín'c ¿c (q‘)9(°()E') +

+ terminos de orden (l/m)3 ¡9.7'7)

y terie dc en cuenta las relaciones

«¿Í-¿5:32 (¿ínaïx?) «11-2- 1 < TE)

{(315.625} 61-2135:?)
h

—a\.J...‘ a a ‘d d)
Tr‘fï'=—i -—:.-z-ot.n. [,É}-ihdiv6, =-VV, SHS-g
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. 2. fi .
ccn a): 1 para electrones en estados de energía positiva, y W= n - m c , se
llega a

2 2 2 2
.w+ev—k—-IÏ-—— ——-Ï——A2—°h k2d1v¿-—°k€zpt

2 2 o2mc 8mc

+2 “mai; ¿mamdsiáfigoo (2.0.8)
lb 2 m c m c J 3

Los últimos tres términos son loa operadoras que nos llevarán a representar la
interacción hiperfina. La ecuación (2.c.8) lleva a1 mismotipo de interacción
que encontramos en la sección II a.
En este tratamiento, los operadores no hermitianos tampocoaparecen.
En cuanto a los operadores impares, su eliminación se logra, en el método de
Frosch y Foley, solamente a costa de aLroximaciones hechas en fonma inconsistente
por ejemplo se pone para los operadores pares:

n
k i Pm (k) .. kni

k=l

es decir, tomando, en el polinomio, k = l ,y dejando la. verdadera foma de k er
otra. parte del mismotérmino.Pero si k Á l, los operadores impares no e: elimi
n>.‘.n.—También aparece esta contradicción en ol ejemplo del término

2 —. 2
'2 Í; 2

-Ï-Ï'»-, K ajvfi a -‘-3—--——k v2 v2.a 2 28mc 8m e

tomamos V a E--::—-— ,. 72 V1; -—ATI'z ¿ÁUÜ

2

y —-É_—--f3——-k2 V2 V = n ¿En-r L2 (S(r)
n ¿ 2 o
o m c

n. . 2 . . 2 2 -2
c‘. se "-cmak al, NSILL+3“WE; rob (r); en cambio, si se toma k .r (r - ro)
este término se anula en todo el espacio.
Esta contradicción es característica de la inconsistencia de tomark a l en los
polinomios de la ecuación (2.c.6) y en los operadores impares, y al mismotiempo
considerar la verdadera forma de la función k solo para aquellos operadores que
son singulares para r,¿.0, tal comoel ejemplo anterior.
Las inconSistencias anotadas toman, en el trabajo original, la forma de supone
algunas veCes, a V<3.mc2 y en otros sitios de la deducción, aproximar eVÉÉmc
En otras palabras, el resultado de estos autores para la interacción hiporfina_
y otros operadores es coincidente con el obtenido en las secciones II a y II h
pero está obtenido haciendo suposiciones ad hoc en forma inconsistente y cen
tradi ctoria x
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Con.el f;n de describir L: interacción magnética entre un electrón y varios nún
clecs t interacción uíperfiwa y artrahiperfina) se ha utilizado en la biblicgia«
fia una sirple extensión de la expresión de la interacción del caso de simetría
esférica alrededor de rn solo núcleo.»
Un análisis detallado del métodoutilizaic en este último caso muestra que le el
tensión no es obvia,.n
Alemás se observa, qui el llamado termino de contacto depende del campoeléctrico
además del campomagnético nuclear. ls cual sugiere que en presencia de varios
núcleos, fuentes de campoeléctrico y magnético, pueden aparecer nuevas contribu
ciones e la interacción, no consideiadas anteriormente¡r
Él propósito de este trabajo ha sido reobtener los operadares hipsrfincs que r€_
regentan a la interacción en el caso poliaiómiCC; y examinar las condicion;s

bajo las cuales pueden aparecer las nuevas contribuciones mencionadas.“
Para ello hemospartido de la ecuación de Dirac, que describe el movimiento de;
electrón en forma general, en la cual los núcleos atómicas fueron tomados ccmo
fuentes de camposmagnéticos y eléctricos.
Dadoque la resolución directa de la perturbación hiperfina sobre el hamiltcnianr
de Dire: lleva a divergencias en segundo orden del cálculo de perturbaciones, y
tratanaese de estudiar núcleo: de elementos livianos (z/l37<5{1) en que los efec
tos xelativistas son pequeños, hemosutilizado las expresiones no relativistas
del hamiltoniano que resulta de reducir la ecuación de Dirac a dicho límite no
relativista; para ello hemosutilizado tres métodosde reducción:

a) el métode de Blinder
b) la transformación de Foldywüouthuysen
o) la transformación de Frcech y Foley

BJ primero (Blimder), está basado esencialm0nt1 en la teoría de Pauli de dos
componentes, y consiste en separar los componentesfuertes y débiles del spinor
de Dirac.—
Idcho métodopresenta varias dificultades, entre las cuales se encuentra el he
cho de generar un hamiltoniano no hermitiano aún en simetría esférica, al cual
se aqiegs otro término no hermitiano cuando el sistema poliatómico no tiene cen
tro de simetría; conteniendo dicho término adicional operadores de tipo hiperfin:
Si uno elimina arbitrariamente dicho término hiperfino no hermitiano, es posible
demostrar (seco. II.a) que la interacción hiperfina puede escribirse comosimple
sumade las interacciones del electrón con cada uno de los núcleos, y las posi
bles contribuciones de tipo eléctrico sobre el término de contacto, son de un or
den de magnitud tal (10’6-10“7 cm'l) que pueden despreciarse frente a la energia
típica de le interacción hiperfina (10“2- 10'3cm‘1).
La aparición del término no hermitiano nos lleva a plantear el segundo métodu_
(F N), el cual mediante una secuencia de transformaciones unitarias sobre el ha
miltonjauoo permite desacoplar las componentesdébiles y fuertes hasta un orden
¿ado de (I/m): el haniltoniano resultante es hermitiano.—
Iieho métodannesenta la dificultad de originar Operadores singulares en los



núcleos cuando éstcs son considerados cono cargas puntuales y dipolos uugnétieoq
puntuales;esta dificultad se elimina si, con un criterio más acorde con la 1631i.
¡ed‘físioa¡ suponemosque los núcleos fuentes de potenCIaJ son distribuc1ones fi
altas de cargas y de ccrríentes.- f
De esta forma este método Los permite obtener las siguientes conclusiones;
a) El término de tipo hiperfino no hermitiano naneparece en el.hnniltoniano y

tampoco es transformado en otro operaábr análogo hermitiano.
b) El térMLnode contacto depende del campameléctrico originado yor aquel núcleo

8 son el cual Se efectúa la interacción, siendo despreciable la contribucián ¡om
ere este término de los camposeléctricoaroriginadcs por los otros núcleos."

c) Es asi posible escribir 1a interacciáu hiperfina del electrón con lo&.nácleou
tomo suma de las interacciones con cada núcleo, de acuerdo con lo que ha sáao
Costumbrehasta ahora.

d) La interacción dependa de la Formaque tmte la distribución de cargas y co
rpnentes de los nucleones en cada núcleo;“ dependencia que aparece bajo la
tezma de un factor multiplicativo del orden ¿e la untded,el cual afecta a
los operadoras hipertjnas"osuales“ y qua.dependede la estructura detai1ada
de] núcleo-

.ibïta suposición de algunas formas simples y'convergentes en r :0 para los ro
‘ïgnclales nucleares en las vecindades inmediatas de los enanos conduce A rec
Iñifigagr los resultados usualou,y aún cuando estos potenciales son bastante di
' .fbs a los potenciales ooulomhianospuntuales o de dipolos puntuales, la

¿"5‘ ¿fieración en la energía es dsspreciable¡ y en ese sentido los operadores him
gáetfincs resultan ser entonces poco senSibles a la forma detallada de los po
Eficnciales, a ccndición de que éstos eean'oonvergentes en el origen de cada

IrJI-fip núcïec.-Este últinn resultado es importante pues el factor multiplioativo antes
mencionadopodría tener importancia en la intergreteción de los resultados de
estructura hipzrfina y carximientu químieo de la resonancia nuclear en sube
tancias paranagnéticas.—35n embargo, unazovaluación estricta de su valor L0
puede hacerse a manosde conocer perfectamente la es¡rucxur¿ nuclear.

Ï) Por último hemos analizado e\ mótcdo de reducción al límite F.R. de Frasch y

.¡J

r1

, :1...

¡I
' Foley ,dado que aparentemente conjuga las ventajas de ambosmétodos, ya que

consiste en efectuar rna transformación F-Wmodificada, siendo hecha 1a modi
Ï ficacién a través de Ja función K(WV) que relaciona las componentesfuertes y

déblles en el métodode Büinder(Pauli).n Las ventajas de este método son solo
aparentea, dado que uno puede obtener resultados coincidentes con cl método
¿e Bliuder solo si se hacen ciertas suposiciones soBre la función K(NV), su
POSicióneb que pueden no Ser mutuamente nompatibles y dar origen a contradicciones.

WM
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33/ EJ fiat-or 2 que aparece en todas las expresiones de los operadores hiporfia.;
dub? fomare'a en. realide como2.0023, teniendo en cuanta. Correcciones rusia
finas sobre ¿al-factor giromagnético del ulsctrón libra (Ref. 9)

Tatrictamonte la función q) considerada en la sección II a debería ser
ucnstruída comouna combin1c16nlineal de epinores fuertes de Dirac (ecuacif.
(i530 pero dada la presencia. du 1;: función KM V) quo asegura la convenga.
cia necesaria de las integrales en los puntos fugntos, y siendo que la singu
laridad do las funcionm de Dirac- es muy débil para. vaïores de z bajos, “o
puedv ser aproximada directamente carne una combinacuón linea]. de funci ones
¿o ÏáchrOud i 11.3;r. —
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III.— RESUMEN Y CONCLUSIONES.

Conel fin de describir la interacción magnética entre un electrón y varios nú
cleos ( interacción hiperfina y extrahiperfina) se ha utilizado en la bibliogran
fía una simple extensión de la expresión de la interacción del caso de simetría
esférica alrededor de un solo núcleo u
Un análisis detallado del método utilizado en este último caso muestra que la ex
tensión no es obvia,.n
Ademásse observa, que el llamado término de contacto depende del campoeléctrico
además del campomagnético nuclear, lo cual sugiere que en presencia de Varios
núcleos, fuentes de campoeléctrico y magnético, pueden aparecer nuevas contribum
ciones a la interacción, no consideradas anteriormente.
Fl propósito de este trabajo ha sido reobtener los operadores hiperfinos que rc—
presentan a la interacción en el caso poliatómico, y examinar las condiciones
bajo las cuales pueden aparecer las nuevas contribuciones mencionadas.
Para ello hemospartido de la ecuación de Dirac, que describe el movimiento del
electrón en forma general, en le cual los núcleos atómicas fueron tomados como
fuentes de camposmagnéticos y eléctricos.
Dadoque la resolución directa de la perturbación hiperfina sobre el hamiltcntanc
de Dirac lleva a divergencias en segundo orden del cálculo de perturbacicnes, y
tratándose de estudiar núcleos de elementos livianos (z/lï?<(l) en que los efec
tos relativistas son pequeños, hemosutilizado las expresiones no relativistas
del hamiltoniano que resulta de reducir la ecuación de Dirac a dicho límite no
relativista; para ello hemosutilizado tres métodosde reducción!

a) el método de Blinder
b) la transfo mnzción de Foldy-¿‘uthuïsen
c) la transformación de Frosch y Foley

El primero (Blimder)¡ está basado eeencialmente en la teoría de Pauli de dos
componentes, y consiste en separar los componentesfuertes y débiles del spinor
de Dirac.
Dicho métodopresenta varias dificultades, entre las cuales se encuentra el he
cho de generar un hamiltoniano no hermitiano aún en simetría esférica, al cual
se agrega otro término no hermitiano cuando el sistema poliatómico no tiene cen
tro de simetría; conteniendo dicho término adicional operadores de tipo hiperfino
Si uno elimina arbitrariamente dicho término hiperfino no hermitiano, es posible
demostrar (secc. II.a) que la interacción hiperfina puede escribirse comosimple
sumade las interacciones del electrón con cada uno de los núcleos, y las posi
bles contribuciones de tipo eléctrico sobre el término de contacto, son de un or.
den de magnitud tnl (10’6-10'7 cm'l) que pueden despreciarse frente a la energía
típica de la interacción hiperfina (10“2- 10'3cm‘1).
La aparición del término no hermitiano nos lleva a plantear el segundo método
(F-WD,el cual mediante una secuencia de transformaciones unitarias sobre el hs
miltonïeno, permite desacoplar las componentesdébiles y fuertes hasta un orden
dado de (l/m); el haniltoniano resultante es hermitiano.—
Dicho método oreSenta la dificultad de originar Operadores singulares en los



núcleos cuanin éstcs son considerados comocargas puntuales y dipolos magnéticos
puntualosgesta dificultad se elimina si, con un criterio más acorde con la reali
dad'física, suponemosque los núcleos fuentes de potencial con distribuciones fi
nitas de cargas y de corrientes.— ,
De esta forma este método nos permite obtener las siguientes conclusiones;
a) El término de tipo hiperfino no hermitiano noqaparece en el_h¡nilioniono y

tampoco en transfornado en otro operaúür análogo hermitiaro.
b) 71 término de contacto depende del canpOuoléctrico originadorycr aquel núcleo

con el cual su efectúa la interacción,-Giondo despreciable la contribución so
bre esta tíkmino le los camposeléctricoa*originados por los otros nicleos.«
Ec así posible escribir 1a interacción hiperfina del electrón con los núcleos
comosuma de las interacciones con cada núcleo, de acuerdo con lo que ha cido

VC

costumbre bosta ahora-
d) La interaccion depende de la forma que toma la distribución de cargas y co»

ïriences de los nucleones en cada núcleo,r dependencia que aparece bajo la
fozmade un factor multiplicativo dal oracn de la unxdod,el cual afecta a
los operadores biperfinos ‘usuales“ y qun.flopendede la estructura detallada

a del núcleo.‘
¿jÏLa suposición de algunas formas simples y convetgontes en r :0 para los po

‘t;nc1ales nucleares en las vecindades inmediatas de los wusnos conduce a re
gisfigggï los resultados usuales,y aún cúsndo estos potenciales son bastante di

Ï”JÉÉ }Lfiuyücs a los potenciales coulomhianos puntuales o da diyoLos puntuales, la
agb” axfiierac16n en la en rgia es despreciable,_y en ese sentiao los operadores hi

fiéerfinoc resultan Ser entonces poco sensibles a la forma Getallode de los po»

nucleo.-Este último resultado es importante pues el factor multiplicativo anios
mencionadopodría tener importancia en la interpretación 0o los resufltados ¿e
estructura hiperfüna y corzimiento quimico de la resonancia nuclear en subs
tancí¡s paramognéticas.oïñn embargo)une'ovaluacién estricta de su valor no
puede hacerse a monosde conocer petfectamonte la estructura nuclear.

f) Por último hemos analinaao el método de reducción al línnte E.R. de Froscb y
Foley ,dado que aparentemente conjuga las ventajas de ambosmétodos, ya qua
consiste en efectuar una transformación F-fi modificada, siendo hecha la modie
ficación a través de ¡a función KON,V)qüe relaciona las componentesfuertes y
débiles en el método de Iúinder(Pauli).— Las ventajas de este método son salo
aparentes, dado que uno puede obtener resultados coincidentes con_ el método
de Blinder solo si se hacen ciertas suposiciones sobre la función K(HV), su
posiciones que pueden no ser mutuamente compatibles y dar o?" a contradicci2_

\ . 2 . — 

‘fl‘J’.—ru&enc1ales, a condición de que estos sean convergentes en.el orúsbn de cada

r


