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0 - I 5 T i L D U C C I O H

En este trabajo se estudian las variedades de Stiefel proyectivas

complejas Yn k , de detormína 11 cohorología entera y se dan algu
O. z

- fnes resultados en h teorla.

Ïá k es en un sentido, un clasificante para los fibrados vecp

toríales complejos que son sumade n cogi"s de un fibrado ds rectas

y que admiten k secciones lineqlmcnte independientes. ¿sta propig

dad es importante en el estudio de inmersión de variedades. üitler

'r'
y ‘andcl, : G ] , L u - J 1 , han calculada la coh0ncïogía módulo

2 de lns Variedades de Stíofol proyectiVas reales y utilizan ese re

sultado mnlos nroblerqs de inmersión.

-uestras prOpOSiciones2 y 4 son similares a resultados de

E G - H ] para el caso real.

un el caso particular n = k , In,n es el gru c unitario

provectívo; su codoroloqía fue calculada por Eaumy Browder E B —B ]



I‘
en el caso n = p p p prime. Usando este resultado, ketrie C P 1

calculó la K teoría del grupo unitario Droyectivo para n = p , p

pri-"o impar.

Aquí no se intenta =provechar las propiedafies 'geométric1s de

Yá'k , en realidad sólo se usa 11 definición de Yá'k para identi

ficar su tipo de homotopia.

¿n la sección 1 se dan las definiciones generales y ln notación.

Se demuestran propiedades de Ïá’k y se construye un espñcio Ïn'k

del mismotipo de horotOpia con el cual se trabajará en adelante.

Tambiénse recopilan ilgunos resultados conocidos que se usnrín en el

resto del trabajo.

En la secció" 2 se calcula la coho*oloeía entera de Yn'k o bn

2.1 se calcula la cohomología a coeficientes en un cuerpo. En 2.2

se determina el núcleo de la proyección Yn’k-———e>gfi. un 2.3 se

utilizan esos resultxdos para calcular ln SUresiónespectral do

Bockstein para cada primo p . Finalmente, en 2.4 se dan algunos

resultados en cohomologiarelativa .



en la seccion 3 se obtienen algunos resultado: en K teoría.

¿ggggegggggntgg; 31 profesor Samuel Gitler quien mo propuso el

tem1 y aportó valiosas sugerencias.

A las varias personas quo contribuyer0n a mi form1ción en estas

cuestiones, especialmente a los profesores w. üahowald v fl. A. Rica

barra.
vw

A1profesor Orlando e. Villamayor. director de tesis.

Buenos Aires. octubre de 1970.



1 - G E Ü 4 R L L I D a D h S

1.1. Definicicces.

Con Un indicamos el gruno de las matrices unítarias de orden

,1 . . ._ u. 0 \|
n . LenemOS1nc1u51ones. de Ln_1 en Un dadas por A ——-e>(o 1 2.

1

En partiqu1r, U1z 2' .

La Vúriedad de jt‘efel complejo. d es el conjunto de losn,V

n .
k - marcos ortonormales en g , con la tooclogí" dada por la 1nclu

. .n .r n n-k
sion en 3 ><ï ><...><C z É .

Ü o era transitivabentc en -u ii ron . . ' —w p n.k - (el)1 1n:1'Ioogn
. . » . n , gdlca“os la ‘1se canonlca de g . 91 surcru:0 de isotropln del

l‘"”- í ooo 9 I: v 31rco ken_k+1. .en) s Ln_k . luo o

zÜ Ü
n,k n/ n k ’

en particular: S2n-1
.n'1 y _ ,

W' z U .n,n n

1 . — .

2' . con51derado como los numeros COFPISJOSde norma 1 , opera

en mediantes 9(v1.....vn) = (QVf...,an) : el cociente deqn,k



Wn k Por esta acción es 1:" EÉEÉÉS‘LCÏÁP;ÉÉÏ?L91__BÉ?Y991¿1!%_°9T’7P1_93ÉI

que iHAíc=mos con Y: . ;n,-(
n-l

en particular: k: 1 z gg (escacio provectivo cowplejo)

Y; n z ¡Un (grupo unitario provectivo) .

k
La relación de equivaleflcia en Q" - O : v - w si y sólo si

existe un ?omp1ejo e tal que v = ew ‘ coincide con 1a que acabamos

de definir si v y w son k - marcos ortonornales (aquí comoen lo

“.k .n n. . . . ' , n
que algue, 1dent1f1canos Q con i ><Q><...>< ) ; luego, pode

mos pensar a Y¿ k como un subconjunto de QLP'k'l _Í

¡roncsición 1. wr k >YHk , es un fibrado en circunferencías
' I O

con gruho Ü1 .

Demostración: Vamosa probar que es un fibradc principal de

.1 . .
flbra g para lo cual basta constru1r una secclon local para

_ o

cada purto de Yn’k .

q . . a 1. '

bea [Hi la 2p11ca01on (v1.....vn) -—€ïvi,v1.....vn)

definida para los conjuntos de k -vectores de g? tales que

¡viiá 0 . Si v = (v1.....vk) define en CPn'k-1 el mismo pun

to nue un k - marco ortonormal, entences [UÏ(v) es un lg- ha;

co ortonormal.

v'ea.Z:(211,....Zln,.......Zk1....,an) unVec



n.k-1 .
tor que reoresenta al punto <z> de gg . entonces ex1sten

c r 0 a a l 0'
1,3 tales que zij á . Definimos sij como la aplicacion

<z> ——a>zl-z , definida en el conjunto Ai. de los puntos <z>ij J

cuyos representantes cumpflen zij f 0 .

Entonces si <v> es 1a clase de un k - marco ortonog

mal v = (v1.5.¡,vn) , existen i,j tales que <V> pertenece a

. e
Aij y {H1 sij . Aíjv Yn'k

_—> vi es una sección
n.k ' I]

Sea Is el fihr1do vectorial (de dimensión cannleja 1 ) asocia

do al fibrado en circunferencias 'Wnk -—-e>Y: , entonces el fibraI '-'I

do n. = Ir.+L + admite k seccionesli'cealrrenteindepen

dientes y es universal para los fibrados de rectas ZE' tales que

n. E‘ adrite k secciones linealmente independientes.

¿ste hecho se devuestra en ln nroposición que sigue. anunciada

en términos de los fibrados en varichdes de Stiefel asociados. Una

demostración similar puede verse para el caso real en [G43] ;

Proposición 2. :1 fibrado de fibra un k asociado a IE’

admite una sección s . Si el fibrado de fibra wn k’

asociado a un fibrado de rectas F‘, de base X adn;

te una sección s" , entonces JF es isomorfo a f’FlE

donde f representa una clase de Homotopíade funcio



nes X -—e>Y' s° es 1a sección x -—e>fs(x) .n,k y

Ademásesta corresoondencia es funtorial.

Demostración: El fibrndo asociado a ZE con fibra un ki

es también el fibrado asociado al fibrado principal

12 v - 1,;

Nn’k —-+>Yn’k , por lo tanto su espacio total es n.k Ef Wn'k

que se obtiene como cociente de W >< w por la siguienten,k n,k

acción de El : (v.w)c = (vc,w5) entonces una sección queda

definida por: .s(<v>) = <(v,v)> j

Si E‘ es un fibrado de rectas sobre X ,

sea T el espacio total del fibrndo principal asociado, enton

ces, comoantes el espacio total del fibrado en wn’k asociado

es T :Ï Wñ'k .' Si s' es una sección a este último fibrado,

obtenencs una aolicación g: T —-e>wn’k_, compatible con la ac
1ción de 5 poniendo s'(x) = <(x°,g(x°))> y la aplicación

f: X —>Ylj1 k deducida de g cumple con lo pedido. Ü

1.2. EsEaciosclasificantes.

Si G es un grupo topológico, con BG indicaros su espacio clg

sificnnte. En particular, BUn es la variedad de Grassmancompleja

infinita.



Sea U un espacio contríctil sobre el que opera Un , entonces

Un_ktambien opera sobre b .. BUn (respectiva-ente an_k) se ob

tiene comoel cociente de U por Un (respectivamente Un_k).

La aplicación 11°:BUn_k——>BÜn definida por x.Un_k-——>x.Un

es una fibración de fibra wnk . St’

_ io fl?
Wn'k ———e» BUn__k——>BUn ( A )

Sean Q = P_S_1el espacio proyectivo infinito complejo, I-I

el fibrado canónico sobre Q y fn una aplicación que clasifica al

al fibrado ml! . Finalmente sea

i : .

dn’k ——-> Ymk ————JÏ—>C_1' ( B )

la fibración inducida de ( A ) por rn.. Obtenemosun diagrama:

' 9w -—1——>BU ¿Lau
n,k _ . n-k . Nn

fn fn ( C )
Ï E .

"¡mk i Yn,k 11 c—r

ProEosición 2}. Yn’k y Yé’k tienen el mismo tipo de

homotopía.

Demostración : De la insbección del diagrama :( C ) se dedg

ce que el fibrado sobre Yn k , n. 41*(1-1) admite k seccion

nes linealmente independientes y es universal para los fibrados



de 1q forra n.IE , donde IF es un fibrndo de rectas. que admi

ten k secciones linealme*te independientes. Puesto que por la

EroBosición 2 , ïa k es base de un fibrndo con las mismas proI

piedades, ambosesnacios tienen el mismotipo de homotopía. l]

1.3. Notación y resgltados en cohomología sinoular.

>E -p—>B se obtiene una fibraciónDada una fibración F

relativa: (CF,F) -——e>(Cp,E)—-—e-B, donde CF indica el cono de

F y Cp es el cono de la aplicación p : por lo tanto CF es con

tráctil'y Cp tiene el tipo de homotopía de B . [Sp 1

ïplicamos esto a las fibraciones ( A ) y ( B ) y obtenemos

el siguiente diagrann,donde hemos puesto w = wn , Y = ï,k n,k g

t‘

_ a

(CWJH) ———»>(Cn‘ , -5JUn_k)——>BUn

y fn ( D )

(cw',-,,-) ——QL———>(<:rr , Y ) ———>CI—‘

Introduci mos las sipuientes notaciones para las inclusiones:

- i° H' .W——-—U _'_
>B n-k >(BUnJ<' w)

_'1_>( Y ' ¡ni)



w —""-—> cw —L>(ca. , w)

(los hcmomorfismosde conexión de las respectivas sucesiones eXactas

de cohomologíallevarán los mismossuneríndices).

w ; 0'
J z BUn >cn‘———e,»(cn .BUn.k)

j:_C_13—'—->C«n-—>(ï. m)

g s (Y . w) ——-a‘(3Umk . 'W') .

Aplicaremos ahora a ( D ) cohomología singular. ¡ara los si

guientes resultados remitimos a E B 1 y E A - H 1 .

1.3.1 H*(C_k) = g [w] grado dé w = 2

103.2 = Z[gipooogon-l, o sonlasí

de Chern universales . Frqdo de oí = 21

1.3.3 H*(w ) = ¿(z ... z ) (algebra exterior).
n'k n'k+1' ' n (giqdo de zi = 21-1

'* _ . _
1.3.4 fi oí _ oí , 1 f n k

7;*J. : 0 ' i > n - k g1

en: _
1.3.5 i Gi _ o .

nt _ n
1.3.6 fn oí _ (i) u .

Obtenemcslos siguientes diagranas:







a

Remitimos también a E B ] para los siguientes resultados en su

seciones espoctra]es y fibraciones:

, . .1 i . . . . .rara cada flbra01on F-—e>E-—Be>Bse tlene el Slgulonte dlagrá

ma:

—=)n'*(_'.) i*>;-I*(¡ï) Ó >.j.¡*(q’F)_J*_>l-¿*(¿)__>

9* p"

H*(¿.*) >EF(B)
q

_ -1
se define T* = ó 1(Im p ) o subgrupo de elementos trasgresivos

y la trasgresión t: T* >>Kerp7q(Ker 5*) mediante
_# _

o
SÏ 3*(F) es libro y la fibracién es orientable (( 1 ) y ( E )

verifican estas condiciones ) teneros una sucdsión espectral

H*(S) t 1*(F) -===>-3*(g) . ¿n esta sucesión espectral. que indica

remos (ElljJ ) , Eg’J es isomorfo a HJ(F) , y este isomorfismo

0 i,0
2

35
manda el subgrupo EJLÏ sobre el subgrupo I“j . También u

. "i n . . . .es ieomorfo a 1 (n) y el lsomorflsmo 1nduce un isomorflsmo entre le

n i’o vi -* t o o c
coclentes Ei y á (3) / Ker p . Ledlante esos lsomorflsmos, t

se identifica con el diferencial dQ'J : EQ'J-———4>EÑ+1'Oy 1a ima
J+1 J+1 3+1

gen de este diferencia] corresponde a Im t = (Ker p / q(Rer 5*))J+}



Para la fibreción (A ) , los generadores zi son trasaresivosá

t Z.:0. p i2n‘k+1.aoo'no

De 1.356 y 1.3¿7 se dedUce. por naturalidad de la trasero

sión, que los elementos zí son trasgresivcs en 1a fibración ( B ):

103-8 t zi = , i = ÏÍ-k-O-l’ino.“o

Finalmente en C n - k 1 se demuestra que la trasgresión puede

calcularse en términos de 1a fibración relativa:

11
- t a H*(F) >H*(CF.F)<——v-- H*(Cp,E)—-'L—>H*(B)

donde u es la conexion de 1a sucekión exacta del par (CF.F) ,

v es el homomorfismoinducido por la inclusión de (CF,F) en

(CD,E) y w es el howovorfismo deducido de la composición de 1a

equivalencia homotópica entre B y Cp con la inclusión de Cp en

el par (Cp.E)‘¡

Se ve fácilmente a partir de la definición que la trasgresión

* a. * .
induce un isomorfismo entre F / Im 1* y Ker P’ / q(KerP )¡



2 - C C H O h 0 L O G I A S I N G U L A R

2.1. Cohomologíaa coeficientes en un cuerpo.

En todo este capítulo n v k indican enteros positivos.

k < n y escribiremos, por comodidad tipográfica. m = n - k .

Con bi indicaremos el máximo común divisor de los números com

binatorios ( n ),....(p) : i = m+1.....n . Luego. b = 1 v
m+1 1 - ' n 

n . .— . r . _
bm+1 = (m+1) . Tambien pondremos ci = bi_1 / bi , 1 _ m+2....,n .

Dadoun primo p . llamaremos D(p) al menor de los índices i

tales que m+15 i < n y (Ï) no es congruente a 0 (mod p) .

Ip será el conjunto de los i tales que p no divide a ci .

i = m+2,...,n : y Jp será el conjunto de los i tales que no pertg

necen a Ip y m+1 5 i S n . Entonces m+1 y N(p) pertenecen a

J . Los elementos de Jp los supondremos ordenados y escribiremos:

m+1= i(0) < i(1) < < i(j) < < i(k) = N(p) .

>H*(X:g)Escribiremos RP n H*(X)-—-—e>H*(X;Zp) y R : H*(X)

para las reducciones de coeficientes y pondremos x en lugar de

Rp(x) o R(x) cuando no haya lugar a confusión.



La demostración del siguiente teorema es una adaptación de la

que se d1 en E G - H J para el cnso real y coeficientes Z2 . Un
r

argumento similar aparece en E B - B ] para el caso n = k = p y

coeficientes gb pero se usa ot‘n sucesión espectral.

Teorema 4

> = EPM/[ym] ¿(xm+1.....,z ),...,xn)i\ï( p

o- m+1 l,
H‘(Yn'klg) = / ] ¿(Vm+2'oocpvm)g

QÉEEEÉEÏSÉÉE: Si K es un cuerpo. Sga. N el menor entero

i tal que m+1 S i < n i fi O en K .

Enla sucesión espectral de la fibración

( B ) , con coeficientes en K

E2 = x E(Zm+1'oocpzn)O

Puesto que los elementos zi son trasgresi

vos y t zi = d2i zi g zi debe sobrevivir hasta el paso 2i ,

luego:

dz.=0 ¡r<21

Aplicando 1.3,8 n

n i
_ _. ' R(12:.Lzi-(i)w _0.para 1<.I.



E

¡.7

.Cr".

'Q'W\

Puesto que dZí_1 = 0 .pues su codominio es 0

y el término ¿2 (y por lo tanto los isomorfos a él) es un pro

ducto tensorial de algebras diferenciakes:

E2 E2 = E2 ,

todOSlos diferenciales en la sucesión espactral son nulos hasta

el término 2N , y el único diferencial no nulo en EZNes

d2N zN = (Ï)va i 0 .

dr zi = 0 , si r > 2i , por razones de dimeg

sión, luego zi ,' i < N , sobreviven en 'Ea) . En cambio

zH no sobrevive en E y mata al ideal generado por va:2N+1

entonces E2P+1 sigue siendo un producto tensoñal, pero ahora to

des las trasgresiones que siguen son necesariamente nulas. luego

todos los diferenciales son nulos y

Em: .32N+1= K[w'| / [WN],- E(zm+1,....5N.....zn) .

Un resultado de Borel [ B ] asegura que cuando el á;

gebra bigraduada asociada a 1a filtración de un algebra graduada

tiene esta forma, ln mismosucede con el algebra graduada. luego

el teorema queda demostrado . E]



Nota: Los generadores del teorema anterior cumplenlas ei

guientes relaciones:

i*xi=zi; i:ví=zi: Ww=y.

Corolario fi. I‘I”‘(Ynk) tiene p torsión si v 5510 si pÍ

. . n
d1v1de a (“40 .

Demostración: Basta observar que N(p) = m+1 si y sólo si

. . n

p no d1v1de a (m+1) . Ü

2.2.- El núcleo de fi".

. .' rr-+1 n
Prop051cion 6. Ker 'n’ = [bm+1w ,... .bnw .

Demostración: La sucesión espectral de la fibración ( B )

a coeficientes enteros es trivial hasta el término EZHHZ. En

H2m+2tonces es isomorfo a (CP) y por lo tantoE2m+2.0
2m+2

Kerqïï" :0 , q521n+2.

Usando 1.3.8 y teniendo en cuenta la identi_

ficación entre la trasgresión y los diferenciales:

Kerq"" = 0 v Q< 2m+2 .v Kerzmzfl" = E (mÏI)WH+1]20+2 .

Ahora podemosaplicar repetidamente 1.3.8



m+1 n r. *
[bm+1vv .....bnvv 1 . Ker fl .

Para la otra inclusión, supongamosque un

elemento hvvi pertenece a Ker n* , entonces también pertene

ce a Ker n* dxní , donde d es el máximocomún divisor de

h y bí ; entonces podemoslimitarnos a considerar dwi con

d un divisor de bi .

Pongamos bi = apr , donde p es primo y p

no divide a a. Supongamosque pscw1 pertenece a Ker‘n* , don

de s < r y .c divide a a ; entonces pScRZr(v3) pertenece
’P

a Ker‘n; r pero es distinto de 0 porque c no es un divisor

de 0 en Z r .’P

Sin embargo, en la sucesión espectral de

( B ) con coeficientes ¿pr , para q < i . pr divide a (2)

y por lo tanto:

n
tzq=(q)wq=0 , q<i.

Luego11 sucesión espectral es triviál hasta el término 21 y

Ker21 fl*
L r’9

= 0 .

Luego ningún primo p aparece on d con un

exponente menor que en bí y bi = d . E]



0-1.»

s

. — . '--‘.m¿é ?:“¿Ï üh1
Corolarlo 7. Ker 11‘= [bn1+1w .. . . .bnw ].

Demostración) Bs inmediato a partir de la identificación

entre la trasgresión y los diferenciales y el teorema6 . [j

Corolario 8. Existen elementos ui en H*(Ynk) tales._____.___. ’
>‘. ¡p 41;“. h .¿'_,¿¡j‘,{“‘""’ ¿“l -&m—¿LJ-.7

a: , a a... ....quei..ui .

Demostraciónï' La ¿rasgresión-induoe un isomorfismo entre

Tq'1 / Im 1* y Ker° n* / Kerq ñ'. Luego.

Tq / Im i‘t z 0 . q 2 2n

sz+1 / Im 1* = (N

T21'1 / Im 1* = gb . m+2 5 i < n .í 
comose deduce inmediatamente del teorema 6 y el corolario 7 .

La última igualdad implica que existen en

H21'1(Ynk) elementos trasgresivos que se aplican en c. zI 1 i ¡[J

Los elementos ui del corolario 8 no son únicos. para nuestros

propósitos basta elegir un conjunto arbitrario de ellos. Apartir de

o f n .

un conJunto de uí as1 determlnqdos vamos aIroceder a elegir nuevos

r* . .F'
generadores para d (Ïn’k.gp) y H‘(Yñ.kvj) o



Observemos primero que de la naturalidad de R y de Rp teno—

moslas siguientesrelacioncs:

2.2.1 Rp ui z ei xi + k g k Kcr íZp , para i en Ip.

2.2.2 Rp ui- Ker iz . para i en Jé , i í m+1 .-p

2.2.3 g1:m+2,...,!’l.
Elegimos entonces nuevos generadores , que provisoriamente indi

camoscon ' , de manera que se satisfagan las relaciones:

2.2.4 ei xí = Rp ui , para i en Ip .

2.2.5 xí = xi , pra i en Jp , i ¿ N(p) .

2.2.6 ci ví = R ui , i = m+2....,n .

Este conjunto de generadores será utilizado en lo que sigue, por

conveniencia resuminos sus propiedades en el siguiente:

Teorema9. En H*(Ynk) existen generadores ui de grado 2i-1,
Ü

tales que 1* ui = ei zí , i = m+2,;...n .

Ademas.los generadores del teorema 4 pueden ser elegi

dos de manera que:

Ru=c .1 '
í í xí p ra 1 en Ip



2.3. La sucesión espectral de dockstein.

Para los siguientes resultados remitimos a E Br.] o E A - T ] .

La sucesión espectral de Bockstein es la sucesión espectral dedg

sida de la cupla

H*(Yn'k._Zp) .

'- " -4: .
nn esta suce51on espectral E1 _ H (Yh'k.gp) y

Ea) = H*(Yn.k) / Tor51on gp ¿ es decir EG) es un algebra con

“Los mismos“ generadores y relaciones que d*(Yn k:3) .Í

Los diferenciales son los homomorfismosde Bockstein ur y gozan

de las siguientes propiedades:

2.}1.Un elmento x de E1 está en la imagen de Rp si y sólo si

¡sr x = O para todo r .

2.3.2 Un elemento y de ‘í*(Ynk) verifica pr y = O si y

sólo si Rp y no está en la imagen de dj para j < r pero está en

en la imagen de Br w

Para un x en Er llamaremos F x a su imagen en



U. 1‘. a. ‘Lt". *“"f*wW‘-M-Moww-o

Vámosahora a calcular la sucesión espectral de Bockstein para

H*(Yn.k) y para cada primo p ; de las cuales conocemos sus términos

Si p no divide a (mÏI) . la sucesión«espectral es triviali

de acuerdoJHulel corolario 2. Falta determinar la sucesión espectral

. . . n . .'
para los lelsores prlmos de (“+1) t lo que hacemosa contlnuaclonn.

Comenzamospor registrar algunoá resultados inmediatos

2.343 F y = y : F x1 z vi . para i ee Ip .

De 2.3.1 y el teorema 2 se deduee¿

2.3.4 Br y = 0 , ar xi a 0 , para todo r y para i sule
3‘ x

Puesto que vi J 0 , se deduce do 2.3.3 'que
s

2.3.5 xi no está en la imagen do Br para ningun r.
i en I .

P

De la Erogosición 6 y de 2.3.2 deducimos la próxima relación

2.3.6 yl no está en Im a} , para r < r(j) pero

yl está en la Im dr(á) a i(j)s i <i(j+1) .

Donde i(j) son los elementos de Jp y donde hemos

r(j) .r. .
puesto bí(j) _ p aj con“ aj no dlxlslble por p .

(Jotese que de la definicion de r(j) se deduce que



rtj) > r(j+1) y que b1 = pr(j)ai , i(j) 5 i < 1(j+1) .

De 10 anterior es inmediato quo:

2.3.7 E? = ¿2D para q < 2 i(0) -1 .

Progosición 10. Las siguientes fómulas valen para todo j a

2.335 ¿r 3D p r <

2.3.9 n x. . z a.yi(j) , con a. on Z . a. ¿.0 ,r(J) 1(J) J’ J -p J

. «q _ q
2.3.10 nl — Ermj) a q < 21(j+1) - 1

Demostración: Por 2.3.6 existe un elemento x tal que

i(0) .
dr(o) x = y pero x debe ser un multiple encalnr de xi(o)

luego 2.3.8 y 2.3.9 valen para j = 0..

El mismo argumento prueba quo si 2.3.10 va

le para j 2 h-l . entonces 2.3,8 y 2.3.9 valen para j = h.

Finalmente, si 2.3.8 vale para tflo j 5 h ,

esto junto con 2.3.4 implica 2.3.10 para j = h . (Recordar

que los Jr son derivaciones) .
.‘ÏI

ProEosición 11. Para todo j l

2.3.11 p . x . v5 — a yí(j)+s ¿ o o < s < i(j+1)-i(j)r(J) i(J)" ‘ j ’ 

2.3.12 =0_.



Demostración: 2.3.9 y 2.3.10 dan inmediatamente 2.3.11.

recordando que estamos trabajando con una sucesion espectral de

algebras. Por otra parte 2.3.12 es consecuencia de 2.3.9.

Por la propOSiciónanterior, la imagende xi(j)yi(J+1)-1(J) en

Er(j)+1 es no nula : la llamaremos ki(j+1) .

Hasta ahora hemoseflibido varios diferenciales no nulos. para dg

terminar completamentela sucesión esoectral (salvo una pequeña inde

terminación que no nos molesta y que corresponde a la indeterminación

de los generadores de H*(Yn’k)) falta probar que los restantes difg

renciales son todos nulosí Esta es la próíima proposición.

Proposición 12. B = 0 para r i r(j) JI‘

Em= o

Demostracionz. Vamosa usar inducción . Si asignamos y a

F y (recuerdese el abuso de notación) y vi a xi para los i

en Ip tales que i < i(1) 3 las f'ormulas 2.3.8 al

2.3.12 y dim E d. a d. .«,5 1mbr(o) icen que esta corresponden01a se

puede extender a un isomorfísmo de E en Er(o) hasta el graCD

do 2i(1)-2.

Ademas es inmediato que para r á r(0)



dr = O hasta el grado 2i(1)-2.

Suoongamos ahora que tenemos elementos

51(j) , j = 1.....h tales que:

z) grado de 51(j) = 21(j)_1 .

“) lii(J)"i="‘i-‘íi(j) ‘ (Ein-nz =° ‘

Kiufiiuw = ' ¿(3 fiin-1)'

lil) Si asignamos F y a y , v. a xi para los i en I1 P

tnles que 1 < 1(J+1) y vi(j) a 51(j) z determinamos

un iscmorfismo de Ea) sobre Er(o) hasta el grado

21(h+1) - 2 :

Supongamos además que Br = 0 hasta el grado

2i(h+1)-2 salvo que r = r(j) para algún j .

Estas suposiciones y las fórmulas 2.3.8 al

2.3.12 implican que dim Eq = dim sq para q < 21(h+1)-1 yr(0) m 

determinan todos los diferenciales en todos los elementos de gra

do S 21(h+1)—1 , salvo para el elemato Ki<h+1) de nr(h)+1 y

sus imagenes en Er para r > r(h)+1 .

entonces . para cada r , Jr ki(h+1) perteng

ce al subespacio de Er generado por los dr a donde a reco

rre los productos. Esto significa que 6 k O parar i(h+1) =



r < r(h-1) . Luego , por razones de dimensión , hay un elemento

k, en EZí(h+1)-1 ' —
r(h-1) tal que Ur(h.1) k - o Y que no pertenece

a la subálgebra generada por los elementos de grado menor que

h+1)-1-o

Es inmediato que k' verifica Il) . Además

fi k' = 0 para r < r(h-2) y repethnos este argumento hasta og
1'

tener en Er(o) un elemento Ei<h+1) que aslgnaremos a

vi(h+1) t

Gontinuamos ahora asignando a ví el elemen

to xi para i en Ip tal que i < i(h+2) y obtenemosun iso

morfismohasta el grado 21(h+2)-1 . Esto finaliza la demostrae

ción de que el conjunto de los 51(j) , J = 1,..¿,h+1 , veri

fica I) , l!) y lll) para h+1.

Aplicando 2.3.4 se ve que Jr = 0 hasta

el grado 21(h+2)-1 salvo que r = r(j) para algún J g con lo

que se completa el paso inductivo.

l . . . . 1* ' .Los resultados anterlores 1dent1flcan i (Yn'k.g) con Er(0)

para cda primo p , como álgebras. luego 3* (Yñ k queda determinaI

do y obtenemosel siguiente teoreme, que es el resultado fundamental

de este trabajo.
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2. ü. Cohomologiarelativa.

Sea A el anillo de coeficientes, en el diagrama ( E ) se ve

inmediatamente que

ï*(cno,3Un_k) = Ker n" = A[01,...,oh_k] ¿¿¡[0h_k+1'...,oñ] .

9 m " iv - I con o .L1,mehos Ei ___í _ ó (zi 'zi , , zl ) , para
1 s 1 2 s

11 < 12 < ....< 15 , en particular:
. -* .

t. = 0° z. = fl° 0 , recordando la trasgresion .-1 - 1 i

Puesto que en dimensión impar 61 es un isomorfismo,

Hzifik3Un_k,W) es un A modulo libre generado por los elementos

il___is tales que 11+i2+,..+is w 5/2 = i .

Cbservemos que h1* fi! Ji = La , i = 1,...,n—k g

luego ñ: aplica los weneadores en grado 5 2(n-k) en elo

mentOSalgebraicqmente independientes y por lo tanto

Kerq Tv": o q 5 2(n-k)+1.

_#
Podemoscalcular Ker fl’ razonando como en el corolario 7 y

resulta:

2.4.1 a t. = 0 implica a = O ,

2(3)=o ,jqitj=o,



Aplicando el isamorfismo inducido por la trasgresión resulta

T21“1:A y rq=o ,q¿2i-1.

Calculandola trasgresión mediante la fibración relativa y

usando que j°* es inyectíva , deducimos:

H: __, il _
ZQL‘WZ (1 Oi — Ó zi p i) nko

PasamOSahora al diagrama ( F ), definimos

g —fi” w 3 de la trasgresion resulta:

. n i
Ózi=(i)Wo

Por ¿í corolario 7 . resulta

2.4.3 bi EF+1 = O en g_ , i = n-k+1..¡:¡n 3

w&(p)+1 0 en Z.p

“+2 = 0 en 3,.

Fin11mente definimos sk = ï‘ oí , i> n-k .

Por la conmutatividad de las aplicaciones entre los dia»ranas

n í .
tenemos f; oí = (i) vv , luego, aunque 3* no es inyec

tiva:

2.4.4 j*si = (¡DWí , i > n-k



Aplicandootra vez la eomutatividad entre los diagramas.

29405 a. Si S a" Ji = 0 ó“ zi

Entonces para enalquier emillo de coeficientes A . a,‘ si .4 0

luego, si .4 O , i > n-k .

TomemOsA z gp entonces J" si a (ï)vV1 z 0 para

n-k < i < Mp) entonces en H‘(Y,gp) existen elementos ei

tales que

2;“.6. 0" 9



3 - K TEORIA

La sucesión espectral asociada a ’-—-—€>X

'l

K teoría , es trivial cuando X -_-BUn , X = g , X = wn k .

Remitimos a l: A - H ] para los dos primeros y a E N ] para el

último.

En esos mismos lugares se prueba que

=g Giovan’0;]]

m2) =g [WH

l' _ I K*(Nn'k)_ o.

donde hemos puesto, para un elemento a de H*(x;) , x° para un rá

presentante de su imagen en ECD.

Reemplazando H" por K" obtenemos dos diagramas análogos a

(E)y(F-’),graduadosuor 0.1..



entonces, por naturalidad dé la sucesión espectral obtenemosformu

las correspondientes a las de 2.4 . agregando ' a los elementos.

t! o _ 0*! _ - u v
3,1 a si _ a a! _ 6 zi

Luego, si é 0 i > n-k. y esto vale para cualquier anillo

A que pueda ser usado comoanillo de coeficientes en K teoría de

manera que K*(X;A) sea un álgebra asociativa y las reducciones

de coeficientes sean homomorfismosde Álgebras.

Según E A - T J esto se cumple para A = . p á 2 , primo,Z
I-p

entonces comoen 2.“. 6 , pbtenemos elementos ei .

m+1 < i < N(p) , en K1(Y) tales que

0 _ I . V _3.2 ó e _ si , i** ei _ zi .
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