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INTRODUCCTION

E1l presente trabajo consta de tres partes. Los paragrafos
2 y 3 de la parte primera contienen una desigualdad matricial pa
ra operadores J-bicontractivos. Eséa desigualdad fundamental -es
una generalizacidon, a operadores en espacios de Hilbert de dimen-
sion infinita, de un teorema de A.V. Efimov y V.P. Potapov, para
operadores definidos en un espacio de Hilbert de dimensidn finita
(cf. [3], pdg. 87). El resultado obtenido incluye como caso par-
ticu]ar'él principio de mdximo para operadores J-bicontractivos
de Ju. P. Ginzburg (cf. [1], pdg. 42).

En el paragrafo 4 se define una clase de operadores que 1la-
mamos elementales y se estudian sus propiedades. Estos operadores
permiten descomponer un operador J-bicontractivo en producto de ope
radores mds simples; es decir, operadores en los cuales el orden
de algunos de sus polos o ceros es inferior al orden de dichos po-
los en el operador de partida. Los resultados a que llegamos es-
tdn consignados en el Teorema 5 del pardgrafo 5. Este tipo de des-
composicion permite reducir en una unidad el orden de un nimero fi-
nito arbitrario de ceros o polos del operador simultdneamente
empleando un solo operador.

E1 pardgrafo 6 estudia una nueva factorizacidn en la cual in
tervieﬁen operadores de rango de dimensidén uno. E;te tipo de fac-
torizacidn tiene interés en la teoria de sintesis de puertos de Hil
bert, y 1a usaremos en la segunda parte del trabajo. Los operado-
res J-bicontractivos reales desempefan un papel importante en di-
cha teorfia y debido a esto incluimgs en el pardgrafo 7 un teorema

de factorizacion para esta clase de operadores. Teoremas andalogos



a los consignados en los pardgrafos 4, 5 y 6,para espacios de
Hilbert de dimensidn finita,han sido demostrados por A.V. Efi-
mov y V.P. Potapov (cf. {33).

Los operadores de la teoria cldsica de n-puertos eléctricos
son operadores J-contractivos con dominio y rango en th. Una ex-
tensidn de esta teoria es la l1lamada teoria de los puertos de Hil
bert. Los puertos de Hilbert estdn caracterizados por operadores
J-bicontractivos con dominio y rango en 12 0 en 1% x 12(*)Los
teoremas de factorizacién para operadores J-bicontractivos demos-
trados en la Parte I se aplican en esta segunda parte para obtener
descomposiciones de operadores que definen puertos de Hilbert como
producto de operadores elementales. En el pardgrafo 1 demostramos
un teorema que da una condicidén necesaria y suficiente para que
exista una transformacidn J-unitaria entre dos subespacios de dimen
sion finita de un espacio de Hilbert separable. Este teorema se
aplica en los paragrafos 2, 3 y 4 para genera]iza; al caso de opera
dores J-bicontractivos en el espacio H = 12 X 12 una propiedad de
factorizacion de matrices J-contractivas demostrada por V.P. Potapov
(cf.[4), Cap. 3, § 1). En los pardgrafos 5, 6 y 7 estudiamos fac-
torizaciones bimembres de operadores reales de puertos de Hilbert.
E1 pardagrafo 8 trata brevemente el problema de los operadores J-uni
tarios en un intervalo del eje imaginario. E1 resultado alli con-
signado es una consecuencia inmediata de un teorema de Ju. P.
Ginzburg (cf. [1], Teorema 6). Por Gltimo, obtenemos en el pardgra
fo 10 una formula explicita de factorizaciodn, mediaﬁte operadores
reales. trimembres, de un operador real de scattering definido en 12.
Youla ha demostrado una férmula similar para un operador de scat-

tering en un espacio de Hilbert de dimensién finita (cf.[8],

(*) Mds generalmente, el dominio puede estar constituido por un espacio de
Hilbert arbitrario.



padg. 55).

En la parte tercera aplicamos los teoremas de factoriza-
cion establecidos en las dos primeras (especializados al caso de
un espacio de Hilbert de dimensidn finita) para resolver ciertos
problemas de sintesis de 2n-puertos lineales. A fin de enunciar
los resultados, comenzaremos por anteponer algunas definiciones.
Dado un 2n-puerto con matriz de impedancia Z(p) (ver definicidn

en 16, p.51 ), es bien sabido que
Y \ B
\

Vo P

donde vy e ij (j =1, 2) son vectores de n componentes que definen
los voltajes e intensidades en los puertos del circuito. Pongamos
def . def . . .
. = .+ 1. . = VY. = 7. = R
X Vs i, e y; Vs i (] 1, 2) Llamamos matriz de
transferencia T(p) de un 2n-puerto la matriz definida por la relacidn

/Yl\ "‘2\

! to= T (p) )
\XI/ yz/

La matriz de transferencia posee una propiedad interesante:
si conectamos en tandem dos circuitos cuyas matrices son Tl(p) y
T2(p), el circuito resultante tiene por matriz de transferencia la
matriz T(p) = Tl(p) . T2(p). Como consecuencia de esta propiedad,
el empleo de los teoremas de factorizacion anteriormente demostra-

dos permite expresar la matriz de un circuito como producto de matri



ces de circuitos mdximamente simples. E1 problema de la sintesis
queda de esta manera reducido a disefar estos circuitos simples
que aparecen como factores en la expresion general de la matriz
T(p). E1 primero que obtuvo teoremas generales de sintesis por
factorizacidn, cuando el dato prefijado es la matriz de scat-
tering, fue Belevitch (cf.[7], Capitulo 11) (*). Recientemente
Efimov y Potapov (cf.[3], Capitulos 3, 4 y 5) generalizando resul
tados de Livshitz, Flekser y Rutkas (cf.[9],[11],[131), han dadb
una solucion completa del problema cuando el dato es la matriz de
cadena. Nosotros, inspirdandonos en los métodos desarrollados en
el profundo trabajo de Efimov y Potapov, hemos dado una solucidn
del prob1ema de la sintesis por factorizacion de 2n-puertos 1li-
neales reactivos cuando el dato que se prefija es la matriz de
transferencia, que aparece muy a menudo en las aplicaciones. Para
el disefio efectivo de los circuitos elementales nuestra obra de
consulta ha sido el texto de Belevitch (cf.(7]).

Deseamos sefialar, en conclusidn, que no s6lo para la sinte-
sis de n-puertos lineales (n < ® ) son importantes las ideas de
Potapov. Es nuestro convencimiento de que también en el caso
n=oo , es decir para puertos de Hilbert (**), estdn destinadas
las ideas de Potapov y sus discipulos a desempefiar prominente pa-
pel. Esta es 1a razdon principal que nos ha movido a generalizar
en las dos primeras partes de este trabajo los teoremas de Pota-

pov y de Potapov-Efimov.

(*) EI teorem& bidsico de factorizacién de Belevitch (cf.[7] , p. 331)



(**)

es caso particular de nuestro Teorema 7 de p. 40. Ver también(l12] ,
donde aparentemente por primera vez se enuncia un teorema de facto-

rizacion "a la Blaschke" de la matriz de scattering.

Una exposicién de la teoria de los puertos de Hilbert figura en el
1ibro de Zemanian (cf. [14] ). Véase también el articulo de
Newcomb (cf. [151 ) que contiene una excelente bibliografia acerca

de las conexiones entre teoria de operadores y teoria de circuitos.
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1. NOTACION Y RESUMEN DE ALGUNOS RESULTADOS CONOCIDOS.

Sea H un espacio de Hilbert. Si x e H, llamaremos X
al elemento conjugado de x{*)Sea E, un proyector en H,

E_ =1 -E Definamos el operador

Diremos que un operador lineal acotado U definido en H

es J-unitarijo si

U* JU=4J , UJdJU*x =1

donde U* denota el operador adjunto de U

Diremos que un operador lineal acotado Y es J-contractivo

si

Y*Jy £ J

y diremos que Y es J-expansivo Si

Y* 3y > J

Notemos que si Y es J-contractivo, es (-J)- expansivo.

Un operador se 1lamard J-bicontractivo si Y e Y* son
J-contractivos.

Sea Y(z) un operador holomorfo en el interior del circulo
unidad, salvo en un conjunto de puntos aislados y tal que en cada
punto de holomorfismo es igual a un operador J-bicontractivo. Si
Y(z) cumple estas condiciones diremos que Y(z) € SJ. Trabajare-
mos ademds con la clase K‘J de operadores S; para los que existe
en el interior del circulo unidad donde Y(zo) tiene

un punto zZ,

(*) Postulando, naturalmente, que estd definida en H una operacidn de conjuga-
cion. .



inverso acotado y el operador J - Y* (zo) J Y (Zo) es compacto.
Diremos que un operador N(z) holomorfo en el interior del
circulo unidad pertenece a la clase »A( si

def

Q(z) = I N(z) = ( N(z) - N*(z2) ) > O

1

21
A continuacidn consignaremos varios resultados conocidos

([1], [2, [5) que usaremos mds adelante.

1) Si-Y =1 - T , con T compacto y ademds Y es J-contractivo,

entonces Y es J-bicontractivo-
2) E1 operador
def

Y

e (@B, + 1 E_) Y (0 < @ <1),

e

es J-bicontractivo y su transformado de Cayley

def
- e —1 -
Ly = i 1+, (1)
es un operador acotado.
3) Sea. Y(z) e Sj; ¥ pongamos
def -1 |
ﬂe(2)=1(I+YQ(Z)) (1-7Ye(2)),
donde
Ye(z) = (e E,+_1 E_) Y (2) (O<€<1)
Entonces G

I Ng2) e N,

4) Si N(z) ¢ NV, entonces vale la férmula

piy
N(z) = 1 ( N(O) + N*(0) ) + i g e'® 4+ 7 dA(e) . (1zl< 1),
2 e ) T,

donde A(8) es un operador hermitiano no decreciente np negativo.



5)

Si Y(z) € K;» entonces Y(z) e Y'l(z) no tienen singularidades
en el interior del circulo unidad salvo polos. E1 coeficien-
te del término de mdximo orden del desarrollo de Laurent de
Y(z) en el entorno de un polo es un operador de rango finito.
Si X(z) es holomorfo en un dominio D simétrico con respecto

a la circunferencia unidad y toma valores J-unitarios en un
arco |' de esta circunferencia, entonces X'l(z) existe y es
acotado para todo z e D y ademds vale la formula

x"Yz) =9 xx (1) g .

es un polo de orden k de X(z), entonces

En particular, si z
0 1

X'l(z) tiene un polo del mismo orden en z ~



- 8_
2. DESIGUALDAD FUNDAMENTAL PARA OPERADORES J-BICONTRACTIVOS EN
EL INTERIOR DEL CIRCULO UNIDAD.

Seq N(z) e J(‘. Sabemos que es vdlida 1a representacidn

. AT e
N(z)=—1-(N(0)+N*(0))+—1-S %idA(e), fzy < 1.
2 27 7 e - 2z

Pongamos por definicidn
i §

M(z) =L (N(O) + N*(0) ) + L je‘:';#zcm(e). lz) > 1.
2 217 i0
0 e - 2z
Es inmediato que vale la formula

M(z) = N* (1/z)

y que M(z) es holomorfa paraizi > 1.
' A base de estas consideraciones extenderemos la definicidn
de N(z) al exterior del circulo unidad mediante la relacidn

def
N(z) = N* (1/z2) , lz) 7 1

Esta extensidn es natural pues si N(z) es analitica y hermitiana
en alglin arco V' de la circunferencia unidad, ella coincide con
la prolongacién analitica de N(z) al exterior del circulo unidad.

Resumiendo

N(z) = N* (1/z) | 1z| #1 (2.1)
Para;zjl f1ylz # 1, entonces
1 A dA(8)
—(N(z)-N*(z-))=—Z—k-—ij . :
21 k J 21T o ( efe - z.) | e 18 7
def
si Ae > 0, entonces AA= A (8 +A8)- A(8)yo0.

En este caso, dados x; e H (i =1, 2, ..., m) tenemos que



A ()
] (e-19 - 21)( 619 - zm)

De aqui obtenemos sin dificultad, suponiendo que zi.i

(.i! \j = 1, 2, « s 0 9 m)

p—

N(Zl) - N*(Zl)

1'2121

m
"k > 05 ()
K=1 ( e]e - zk) 7
A (e) ]
( e‘]@ Em)( e19 Zl)
2
A (s)
é]g - Em)( e19 zm)

gt
N(zy) - N*(z) ]
1 - Zl Em
> 0
N(zm) - N*(zm) (2.2)
1 -z, Em

Apliquemos este resultado al operador N(z) = J.fle (z) definido
en el pardgrafo 1, extendido al exterior del ¢irculo unidad me-

diante la relacidén ( 2.1 ), donde Y(z) € Ky-

que

Es fdacil verificar

(*) Con (a,b) designamos, como de costumbre, el producto escalar de los ele-

mentos a € H, b € H.



-1 I+ vx (z.) )1y,

(J - Y & ;

=3 (14 Y (7)) (z,) 9x(z;) ) (

e

Observemos que en correspondencia con ( 2.1 ) en este ca-

so la extensién de Y(z) al exterior del circulo unidad estd da-
da por
Y (z) =9 v+ b (172) J (2.3)
Si ahora pedimos que los Z; (lzi[f 1) (i =1, 2, ..., m)

sean puntos de holomorfismo de Y(z) tiene sentido definir la ma-
triz diagonal

def

T diag § (14 ¥y (1) ), (1 + Vg (25) ),

S (T Yo (2) )

Escribiendo para este caso particular la desigualdad ( 2.2 ) y mul
tiplicando luego esta desigualdad a la derecha por T1 y a la iz-
quierda por Tl* obtenemos

-

I - Yo (z7) I Y% (z4)

Ve (zm)

J - Yo (zm) J

1 - z1 z1

l = Zl 4

(z;)

m

J - Ye (zm) J Y% (zm)

1

T ZIn 2 m

Pasando al limite para @ — 1 y teniendo en cuenta que

Tim
e-1

Y (z)

¢

Y(z) obtenemos el siguiente

-

(2.4)
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Teorema 1. Si Y(z) e KJ, Zys Zps «e.s Zy, SON puntos cua-

lesquiera de holomorfismo de Y(z) , lzs1 # 1y z]—.i‘j #1
(i, 3 =1, 2, ..., m) vale la siguiente desigualdad matricial:

— —

3= ¥(z)) IV (z)) - ¥(z)) J YA(z,)

1 - z1 Zy 1 - z1 z,
........................ j; 0
J - Y(zm) J Y*(zl) 9 =Y(z)d Y*(zm) (2.5)
1 - Zn 29 1 - Zn 2o
- .

Nota: La J-bicontractividad de Y(Z) nos permite afirmar que bajo
las condiciones del teorema anterior es también vdlida la siguien
te desigualdad "dual":

J - Y*(Zl) J Y(Zl) J - Y*(zl) J Y(zm)
1-2z 21 1-2z 21
........................ Z 0
: (2.6)
J - Y*(zm) J Y(zl) J - Y*(zm) J Y(zm)

Una demostracion andloga a la del teorema anterior permite
establecer la validez del siguiente

Teorema. Si Y(z) e SJ, Zys Zys cevs Zg SON puntos cuales-
quiera de holomorfismo de Y(z), lz;1 < 1 (i= 1, 2, ..., m) en-
tonces vale la desigualdad matricial (2.5).

Este teorema es una generalizacidén del principio del maxi-
mo para operadores J-bicontractivos de Ju.P. Ginzburg (cf.[l],
p. 42).
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3. OPERADORES J-BIEXPANSIVOS EN EL SEMIPLANO DE LA DERECHA.
DESIGUALDAD FUNDAMENTAL.

Sea 35 la clase de los operadores holomorfos en el semi-
plano abierto de la derecha, salvo un conjunto de puntos aisla
dos, que en cada punto de holomorfismo son iguales a algin ope
rador J-biexpansivo.

Podemos también definir la clase E; de operadores
W(p) e 53 para los que existe algln Po (Re Po > 0) tal que W(po)
tiene inverso acotado y J - w*(po) J w(po) es compacto.

A fin de obtener la versidon del Teorema 1 correspondiente
al semiplano de la derecha efectuemos en (2.5) la transformacidn
z=1(p-1)/ (p+ 1), W(p) = Y(z), multipliquemos a la derecha

la desigualdad obtenida por

def
T, = diag{ (1 + %), (1 + Dy, ooy (1 + )}

y multipliquémosla a la izquierda por Tz*. Hemos usado la nota-
cidn: z, = (?\1. - 1) / (h; + 1) donde Re A, #0 (i=1, 2, ...,m)
y los li son puntos de holomorfismo de W(p). Obtenemos la siguien
te desigualdad:

Caw O awy) C 9w Oy 3wy |
'>\1+ )1 ’}‘1+ )m
.......................... > 0
3.1
IO I =W Oy) I W) (3:1)
Mt A Mo * A
L. .

La desigualdad correspondiente a (2.3) en términos de W(p) es:
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Wo(p) = 0wt

(-p) J , Re p < 0.

Si W(p) es holomorfo y J-unitario en alglin segmento [
del eje imaginario, entonces W(p) (Rep > 0) y W(p) (Re p< 0)
determinan un Gnico operador analitico.

Escribiendo ahora la desigualdad (3.1) para (m + 1) puntos
’Xl’ ckz, cees X m? -5 y multiplicando luego a la derecha por
la matriz diagonal

def
T3 = diag ( I, I, ..., I, J W*(%) )

y a la izquierda por T3* obtenemos:

—

[ 0D WO IR W () W ()

Mt %+7m LT
..................... s
MR )IWH(A]) MR IR ) w0 - (a) | 32
Mt N n * A I Ay - A
S SO
WX - W) () - ) | 0 (2)N(7)
3D Ay - ) W J

Como consecuencia inmediata de esta desigualdad se puede esta-
blecer el siguiente.

Teorema 2 . Si el operador J-biexpansivo (o sea -J-bicon
A

tractivo) W(p) e Ky tiene polos en los puntos P> Pps «ovs P
(Bj #--pk) (Re Py = G“k # 0) y su desarrollo de Laurent en el




-

entorno de estos puntos es

2¢, C d
N(p)=# + K +

(p-p ) (p-pk)s"'1

entonces se cumple la siguiente desigualdad:

*
40,0 C I 40, @, CpdCk | 20, ¢,
P1+51 p1+5m I pl'p
........ Y
I
40, @ €Y ... 40 G Co Ik ! 26, C
Py * Pq Pn * Pp | Py - P
|
|
20, 4 ] EELONTOER
51' 5 ﬁn' 5 . B+ p

l

N

\%

(Re pk =G-‘k)1

(3.3)

(3.4)

Este teorema se deduce multiplicando la desigualdad (3.2) a la derecha por

def

T, = diag {(Ap - b)) L (hp- 0™ 1L ey (A - )™ L )
y a la izquierda por T4* y tomando luego 11’m1’tespara")\k = Py
E1 teorema que precede es una extensidn a operadores en
un espacio de Hilbert de un teorema de A.V. Efimov y V.P. Potapov

(cf. [3], p. 87, Teorema 1.).
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4. OPERADORES ELEMENTALES . PROPIEDADES.

Se dice que Ij.(p) es un operador elemental si 11.(p) es
J-unitario en el eje imaginario (o sea "reactivo"), J-expansi-
vo en el semiplano de la derecha y no tiene singularidades sal-
vo polos simples en los puntos Pis Pps «evs P

Si suponemos pj # -EL y consideramos que el operador
.(l(p) tiene la normalizacidn L) (o) = I (esto siempre se pue-
de conseguir), la expresidén de este operador serd

L) (p)= T+ Efl;ﬁk + .. .4 EEﬁLﬁE (G; ="Re p:) -
. J J
P =P P~ Pn (4.1)

Sim=1, diremos que L (p) es un operador elemental
bimembre. Si los operadores Aj tienen rango de dimensidn 1, di-
remos que [{) (p) es un operador elemental primario.

Enunciaremos a continuacidn dos teoremas que caracterizan
los operadores elementales. No daremos su demostracidén pues es
similar a la demostracidon para el caso de un espacio de Hilbert
de dimensidon finita ([3)), si se tiene en cuenta 1o establecido en
el pardgrafo 3 (en particular haciendo uso del Teorema 2).

Teorema 3 . E1 operador (4.1) es elemental si y s6lo si
se satisfacen las dos condiciones siguientes:

[ -
40,0 A IA .. 4a, 0, AF A
51+p1 Bl+pm
...................... > 0, (A)
YTnT1 Ao IALALI R
Pm + P1 pm + Pm
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m

265 JA; =

k=1 Pk + Pj

>0 159 AR J Aj
‘ -

(J

n
—
-

s M) .

(8)

Se puede comprobar que también vale la siguiente condicidn, co-

mo consecuencia de (B):

0* (p)J ND(p) -

p + p
46,0, AY 3 A
51'*P1
= I o o 0 I . ® 6 0 0 0 0 0 0 % 0 4000 00 00
P'Bl P‘Bm
4o, 0y A* 3 A
5m + pl

Nota:

obtiene a partir del Teorema 3 intercambiando Ak

., m).

y también p, y Bk (k =1, 2,

1 °°"

1 .

A0 0, YA

p1+ Pm

e e s 00 00 LEC R )

en este caso también es valido un teorema

I
p-pl
oo O(C)
I
m
P = Py
J - _
"dual". Este se
y A%
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5. FACTORIZACION DE OPERADORES J-BIEXPANSIVOS.

Denotaremos con H™ el espacio de Hilbert producto

H" = H x Hx ... xH.

m veces

Como veremos mds adelante el problema de la factorizacidn
de un operador J-biexpansivo estd intimamente relacionado con
el siguiente

Teorema 4 . Sea la matriz de operadores lineales acotados

- -

A B

Moo= > 0, (5.1)
B* c

- -

donde A: H™ — 4™ s, B: H —s HM s C: H—> H. Los operadores Ay

B son operadores de rango finito. En tales hipdtesis se verifi-

ca que

1) A 72 0 ;

2) existe al menos una solucién de la ecuacion A X = B ;

3) el operador R dng*B es un operador hermitiano acotado que sa-
tisface a la desigualdad

0 £ R £ ¢C
Demostracion.

Es evidente que si M 3 0, también es A » 0.
Sea f e H™ , g e H. Teniendo en cuenta que M % 0, se comprueba

fdcilmente que

| (B* £, )] < (A f,f) (Cg,q) . (5.2)
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L - 1
Dado f1 € RA , donde con RA indicamos el subespacio ortogonal
al rango de A (o sea ortogonal a RA)’ como A es hermitiano,

A f1 = 0y por lo tanto B* f1 = 0. Esto quiere decir que
1 L i .
fl € RB Vemos entonces que RA C RB 0 1o que es 1o mismo

(teniendo en cuenta que A y B son operadores de rango finito)

A’ (5.3)

Tiene sentido pues definir el operador
def
x = atlg (5.4)

donde A('l) es el inverso del operador definido por el operador
hermitiano A sobre su rango (A('l): Ry — RA).

Por 10 tanto el operador

def

R X* B = X* A X (5.5)

estd bien definido y es hermitiano no negativo.
Escribamos ahora la desigualdad (5.2) para f = Xg; obtenemos

| (X* A X g,9) [% = (Rg, g)? <
< (AXg, Xg) (Cg,g) = (Rg, g) (Cg, g).
Por 1o tanto

0 £ (Rg, g) < (Cg, g).

Con esto queda demostrado el Teorema 4. (*)
Tomemos ahora como matriz M la matriz de la desigualdad

(3.4) con

c = W (p)dW(p)-J , vy
p.t p

(*) En el caso de un espacio de Hf1bert de dimension finita el teorema 4

coincide con una proposicion andloga enunciada en (3], p. 88.



*
ax - 20’1 C1 ZG‘ZC"Z‘ ZG'mC;]).
51'5 52"5 Bm'ﬁ
Para esta matriz la solucidon de la ecuacion A X = B puede
escribirse en la forma
[ g Q Q |
11 + 12 . ...y im
Py = P Pp = P Pnp ~ P
X = e e e e e e e e e e e e e e e (5.6)
Q Q Q
ml + m2 + + mm
Pp = P Py = P Pp ~ P

Pongamos Q = (Qij) y definamos la matriz hermitiana no
negativa

def

H = Q* A Q = (H,

1j)

No es dificil comprobar la siguiente relacidn:

m .
Z H.qy J H . = (p. + p:) H..
il k i i
1.k=1 J J J

Consideremos el operador

def 1 . ( |
P. = —2— E JH,. = J ; * C. () 5.7
J 2 U-J_ o1 kJ Jk 7J

k=1

Mostraremos que el operador

m
v 2G ; P
Qe =1+ i (5.8)
=1 PP

(*) Esta formula contiene, como caso particular, cuando m=1 y el espacio de
Hilbert es de d1mens1on finita, una formula enunciada por Rutkas
(cf.[11}, pdg. 1841, form. 5).
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es elemental, para lo cual bastard mostrar que se satisfacen
las condiciones del Teorema 3. En efecto, de acuerdo con
(5.7) tenemos

4G, @, 1 S
P, *+ by Py *+ Py T.kel

0 sea que se satisface la condicién (A) del Teorema 3.
De 1a formula que precede obtenemos

m m

4§ . ¢,

1 "3 - -
2:,__ Py J P, .Z-Hii 2G5 9 Py
i=1 P.‘ DJ i=1

que es la condicién (B) del Teorema 3.
La condicidn (C) del Teorema 3 permite obtener la relacidn

Rdffx*AX =—()-* (p) J.O.(p)-J
P+ P

De esta formula, apelando al Teorema 4 concluimos que

0<¢ N*(p) J LL(p) - J <W* (p) J W (p) -J, Rep>0
(5.9)

Los resultados que anteceden nos servirdn para demostrar
el siguiente

A
Teorema 5 . Sea W(p) € KJ con polos en los puntos
Pis Pps «+es Pp (pi # -Bj » Re Py # 0) donde su desarrollo en
serie de Laurent tiene la expresiodn:

20. C. d.
wip) = —3 -+ —J_——
(p-pj)J (p-pj)J

Si definimos el operador
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m

2 o, P,
Dpy=1+ ) 43
T p - py

donde los Pj estdn definidos por (5.7), entonces

i) L) (p) es un operador elemental J-biexpansivo en el semipla-
no de la derecha;

ii) W(p) = Wy(p). A(p) donde W,(p) e ’K:] ;

iii) en el punto P; (3 =1, 2, ..., m) el operador W,(p) tiene
un polo de orden Sj - 1.

Demostracion.

i) La expresién (5.7) muestra que Pj es compacto o sea que
Il(p) = 1 - K donde K es un operador compacto. Teniendo
en cuenta (5.9) y la propiedad 1 del pardgrafo 1 vemos que
{L(p) es J-biexpansivo en el semiplano de la derecha.
ii) Esta propiedad es consecuencia inmediata de las desigualdades

W W=-Jd= W I W0 -0 5 N*xal) -0,
Wy ous -0 =w (o AT owtow™) w5 0.

jii) De (5.8) vemos que podemos escribir,en el entorno de Pj -

- 2¢q. C. d. mn. 2q¢
Wy (p)=W(p)ML (p) =( L4+ —+ J (I - Z ] JP’]*J) =
(p-p; )3 (p-py)Y 1= p+p
20. C. d. 20 p-p.
= L+ JSA_I—+"‘)(I-JP’J¥J -Z, il PR+ —3 PRy )
(p-pj)'SJ (p-py ) 1#5 PP, P+P;
(5.10)

De la validez de la ecuacidon AX - B = 0.concluimos, si te-
nemos en cuenta la independencia lineal de las funciones
1/(p-pi), j= 1, 2, ..., m, que vale la férmula



T=1 p. + b“] J 1 Q]t = sjt 20’3. CJ > (5.11)
J
0 sea
- 20, m
——— * =
CJZ]:I- S J G 2 Q¢ C; (5.12)
- J -
De (5.7) obtenemos
m
J'PyI = J Y 0
t=1

De esta férmula, conjuntamente con (5.12),concluimos que

m

20']
c, —L 9Py o= ¢y, (5.13)
=1 pJ. + p]
0 Sea
2@
C.(dpra+ ) — 1 gprg ) = .. (5.14)
J J . 4+ B 1 J

De (5.14) y (5.10) obtenemos
G-} m
. _ 5 - ) .
Tim (p-pj)Y  Wyp(p) = C,IP%J + dy (I 2 f 20 ,9P80)
P—*Pj 1=1

0 sea, que wz(p) tiene un polo de orden Sj - l enp = pj.
Con esto queda demostrado el Teorema 5.

Nota: Si W(p) e EB tiene un cero de orden s; en los puntos

P; (3 =1, 2, ..., m), w'l(p) tendrd in dichos puntos un polo
de orden S5 La biexpansividad de W “(p) permite efectuar una

descomposicidon dada por la expresién

Wiy = Ll (o). Wy, (p),
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donde wz(p) ] E; tiene un polo de orden s.-1 en los puntos
P; (j =1, 2, «.., m) Yy .(l(p) es un operador elemental con
polos en los puntos P; (J =1, 2, .oy m).

Por 1o tanto, vale para W(p) la siguiente férmula de
factorizaciodn

wp) = wpt () 7 ()

En este caso w;l

en 1os puntos P; (j =1, 2, ..., m).

A
(p) e KJ y tiene un cero de orden 55 -1
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6. FACTORIZACION A BASE DE OPERADORES ELEMENTALES PRIMARIOQS.

Sea TT3 (j =1, 2, ..., m) un proyector ortogonal sobre
un subespacio de dimensidn uno.
Multipliquemos la desigualdad (3.4) a la derecha por la matriz

def
T, = diag (Thy, T, ...y 7T, 1)
y a la izquierda por Tg. Obtenemos asi, si ponemos por defini
cidn
def
Ty = g

una desigualdad del tipo de la (3.4), donde en lugar de los Cj
aparecen los Uy A base de ella puede construirse un operador
e]ementa]j)} ) (p) tal que vale la férmula

e = Wi A,
l') N c . ez
donde W, (p) e Ky- De la definicidn (5.7) de Pj (donde Ch
se ha substituido por uk) se concluye que L)L ) (p) es un ope-
rador elemental primario. Ahora la relacién (5.13) se escribe

m

2 G
1 N
ﬂ_jcjé—_—dp’fd = T, c.

1=1 Pj T Py

Esto muestra que si bien el orden del polo en pj sigue si?ndo
S5 ahora la dimensién del rango del coeficiente Cj de wé )'(p)
es menor en una unidad, con respecto a la dimensién del rango

de Cj (j =1, 2, ..., m); en efecto, vale la formula

m

24
3 - J (l) - [ - ] .
Tim (p pj) Ws (p) = Cj = Cj Cj 2 - J Py
- p+p
p—>pj 1=1 i Fl
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7. FACTORIZACION DE OPERADORES J-BICONTRACTIVOS REALES.

Se dice que W(p) € K‘J es real o que pertenece a la clase
Kg i

W (p) = W{(p)

Si W(p) tiene un polo de orden s en p Po? también tiene un polo
de orden s en p = E;
Teorema 6. Si W (p) e KE tiene un polo de orden s en Po>

vale la formula
W(p) = W, (p) W, (p),

donde W, (p) € KS es un operador elemental y W, (p) € K§ tiene en
Py un polo de orden s - 1.

Demostracion.

Escribiremos
20 20
W, (p) = {L(p) 0 p o+ —2p,

donde (cf. (5.7) )

n
—
+
O
+
o
~

Py = -9 (Qf; €+ 01, C) »
Pp = =0 (037 T+ 05, O)
En este caso Qf, = 652 y Qf, = 651 , y por lo tanto P, = P,
Nos queda
20 20 -
N (p) =1+ —2 Py + — o Py
P - P, P - P,

R

Esto duiére decir que (1 (p) e Ky ¥y por lo tanto wz(p) € KS
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Nota: Es posible extender los Teoremas 2, 3 y 5 al caso en que
P, = -p.. En este caso valen las relaciones Ck J Cg =0,

-k
26, C.J d§_= 20;d, Jd CS. La generalizacidn del Teorema 2

J
se obtiene reemplazando en la desigualdad (3.4) el operador
4 6 0 | Cp ¥ Cg (py + 5j)'1 y su operador adjunto por el opera
dor 2 G‘k Ck J dg y su adjunto. De manera andloga se obtienen,

mutatis mutandis, generalizaciones de los Teoremas 3 y 5.




FACTORIZACION DE OPERADORES CARACTERISTICOS

DE PUERTOS DE HILBERT
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1. Definiciones y teorema bdsico.

sea 12 el espacio de Hilbert de las sucesiones de cuadrado su
mable. Definamos el espacio de Hilbert H def 12 X 12
nota el producto cartesiano.

, donde x de-

Un operador M definido en H puede representarse mediante la
matriz

donde los Mij (i, j = 1, 2) son operadores enzlz.'(cf.[ld]).

Llamaremos I el operador identidad en 1% e IH el operador iden-
tidad en H.

En la primera parte de este trabajo hemos definido la clase de
operadores fﬁ (ver pardgrafo 3), donde J es un operador hermitiano tal
que J2 = I. En la teoria de puertos de Hilbert tienen interés los ope
radores que consideramos a continuacidn.

Un operador de scattering S(p) (S(p):]2 — 12) es un operador
de la clase QI‘

Un operador de transferencia T(p) (T(p):H — H) es un operador

N
de la clase KJ , donde
1

0 -1

Un operador de cadena A(p) (A(p): H — H) es un operador de la
N
clase K\J , donde
PR

0 -1

-1 0

Diremos que un operador es real si ﬁ?ﬁi =-M(p).

Dado un espacio de Hilbert X denotaremos con (f, g) el produc-
to escalar de dos vectores f y g pertenecientes al espacio & .

Es conveniente definir también otro producto escalar [x, y]
por la férmula

[x, y] €7 (x, v
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Diremos que a € ¢ es isétropo si [a, x] = 0, para todo
xe X .

Si el -espacio de Hilbert 2 no contiene vectores isétropos
salvo a = 0, diremos que 2 es no degenerado.

Demostraremos a continuacién un teorema bdsico, que generali-
za un teorema de Potapov (cf.[4], p. 160).

Teorema 1. Sea J€ un espacio de Hilbert separable, no degenerado
respecto de la métrica indefinida inducida por el operador J. Sea
{xl, Xos +ees xm} un conjunto linealmente independiente de vectores
de i} y sea {xi, xé, cees x&} otro conjunto linealmente independien
te. Una condicidn necesaria y suficiente para que exista un operador
U J-unitario (definido en todo # ) que satisfaga a las relaciones

es que se cumplan las condiciones

[xi, le = [x%, xj] , para i, j =1, 2, ..., m.

Demostracion del Teorema 1.

La necesidad de 1a condicidén es inmediata. Para mostrar la su
ficiencia definamos el espacio de Hilbert h, de dimensidn finita, ge
nerado por los vectores {xi}1=1 , {x}} ?=1 s {in} "H=1, y %Jx'i} ?=1.
Llamemos J1 y J2 a los operadores que son restricciones del operador
J a los subespacios h y hi respectivamente (con hi denotamos el subes
pacio ortogonal a h). Valen pues las relaciones Jk = Jﬁ ,

0221 (k= 1,2).
E1 teorema de Potapov recién citado afirma que existe un opera-

dor Jl-unitario U1 : h —> h que satisface a las relaciones
X: = U x; (i =1, 2, ..., m)

Basta entonces definir un operador Jz-unitario U2 : h+ — ht
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(por ejemplo, Uy = J2)°
E1 operador J-unitario U : 3 — 3 que satisface a las condi-
ciones de la tesis se define, dado y e ¢ , mediante la relacién

Uy = Uy, + U,y
donde y = Yyt Yo ¥y e h e Y, € hi .
Nota. Zemanian (cf.[14]) ha introducido el concepto de n-puertos

de Hilbert, que estd Tntimamente relacionado con los conceptos de
matriz de cadena y matriz de transferencia que nosotros definimos

en la p. 27.
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2. Factorizacidon bimembre del operador de transferencia.

Si p, ( ¢, = Rep, 7 0) es un cero de orden s, del operador
de transferencia T(p), es posible efectuar una factorizacién de es-
te operador de la forma
2 0y
T (p) = Tl (p) . (IH - - Pl)
P+p,

E1 operador Tl(p) es un operador de transferencia, el operador
JlP1 es hermitiano no negativo, P§_= P1 y el rango de P1 es de dimen

sién finita (cf. Parte 1, §5).
Sea {xk}kfi » una base ortonormal del rango de P;, con
Kx, y] = (Jlx, y). Valen pues las relaciones

1 S'i k:l’ 2, ¢ o0y po’.
{xk, xk] = -1 si k = po*l, py*t2, ...s Pota,, (3.1)
0 si k = p0+q0+1, ceey M,
Definamos los vectores
e .
k =1, ...,
(0 ) Si K 1 Po )
0 3
Ey = (ek) s i k = py+l, «.os 9y
€k .
(ek ) si k = p0+q0+1, ce.s M

E1 teorema del pardgrafo 1 afirma que existe un operador Ul’
Jl-unitario, tal que

k =1, 2, ..., m

Definamos el operador



Por 1o tanto
D E, .= Ek s k=1, 2, ..., m . (3.2)

De 1a hipotesis JlP1 2 0 se concluye que JlD1 7 0. Teniendo en
cuenta (3.1) y (3.2) concluimos que g, = 0. Como J,D; es hermitiano,
L
paraoz € RJqu es JlDlz = 0, y por lo tanto resulta Po = MY
D1 (e ) = 0 para todo k.
Dado x e ¢€, puede escribirse

® ®
- . 0
X = Z '6\1. (21) + JZ=:1 8. (e.)

i=1 V%

En consecuencia

E1 operador D se puede representar mediante la matriz

D11 Di2

Day Das

2

donde 1os Dy, aplican 12 en 12,

Teniendo en cuenta (3.3) concluimos que

Dyp = Dpp = Dpp = 0,

y ademas que

Dyq diag (1, 11\;3" 1,0, 0, ...)

m veces
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Hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 2. Si Py = 0'0 + 1(»0 es un cero de orden S, del operador

T(p) en el semiplano de la derecha, vale la factorizacidn

1

26, i
p) = Ty(p) . - = T,(p) .
T(p) = Ty(p) . (I, Py) = T,(p) . U]

. cTo(p) U,
P+p, ° !

donde Tl(p) es un operador de transferencia que tiene un cero de or-
den s,-1 en p,, Uy es un operador J,-unitario constante y To(p) esta
definido por la matriz de operadores

T11(p) 0
T, (p) = ,
0 I
donde
p-p p-p
Ty (p) = diag (—=, ..., — , 1, 1, ...
‘p+p0 p+p40’
SV
m veces

E1 nimero m es la dimensidn del rango del operador Pl'
Siguiendo la misma linea de razonamiento es posible demostrar
el teorema que a continuacidn enunciamos.

Teorema 3. Si Po = 0 _ + iw_es un polo de orden s_ del operador

) 0 o
T(p) en el semiplano de la derecha, vale la factorizacidn

20_0 -1
T(p) = Tl(p) . (IH + Pl) = Tl(p) . Ul TO(p) . Ul ’
p-pO

donde Tl(p) es un operador de transferencia que-tiene un polo de or-
den s -1 en p , U; es un operador J,-unitario constante y To(p) estd
definido por la matriz de operadores

I 0
T, (p) =
0 Too(p)
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donde

p+p_ p+p
T,,(p) = diag ( ° ..., °© 1,1, ...)
P-P, P-P, :

\

m veces
E1 nimero m es la dimensidn del rango del operador Pl‘

La demostracidn de este teorema es inmediata teniendo en cuenta que
en este caso Jl.P1 < 0.

3. Factorizacidon bimembre del operador de scattering.

Un razonamiento andlogo al del pardgrafo anterior permite de-
mostrar el teorema que enunciamos a continuacidn.

Teorema 4. Sea .f)o(p) el factor elemental correspondiente a un cero
del operador S(p) en el punto Po- Entonces vale la representacidn

N, = vtis, (.U,

donde U es un operador unitario constante y So(p) estd definido por

la formula

p-p p-p
S, (p) = diag (—=, ..., —= . 1, 1, ...)
p+p, p+p,

m veces

E1 nimero m es la dimensidon del rango del operador P.
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4. Factorizacidon bimembre del operador de cadena.

Notemos que existe la relacidn

I -1
8L ( ) (4.1)
V2 \1 I

Sea T un operador de transferencia.
Si definimos

def
A= u*Tu ,

entonces A es un operador de cadena (cf[6], Teor. 21).

La observacion precedente conjuntamente con los Teoremas 2 y
3 permiten obtener sin dificultad los teoremas que a continuacidn
enunciamos.
Teorema 5. Si Py = Uo 0 del operador
A(p) en el semiplano de la derecha, vale la factorizacidn

+ iu)o es un cero de orden s

Alp) = Ay(p) « (Iy - 7o Py) = Ai(p) . vl
p+p,

. Ao(p) .V

donde Al(p) es un operador de cadena que tiene un cero de orden
S,-1 en p,, V es un operador J,-unitario constante y.Ao(p) estd de
finido por la matriz de operadores

- AL, (p) Ay, (p)
o) -
0
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donde
p-iw p-iw
A (p):A (p)zdiag( 0’°'°’—_031’ 1’ ---) >
11 22 + = + 5
\E _,__,,_EO I _v._,___A,pA ,A__'_F,) o,
m veces
. &
App(p) = Ayy(p) = diag ( b s —= , 0, 0, ...

PtPo PP,
m veces
E1 nimero m es la dimensién del rango del operador Po.

Teorema 6. Si Py = 60 + iu)o es un polo de orden So del operador

A(p) en el semiplano de la derecha, vale la factorizacidn

26‘0

Alp) = A;(p) « (I, + P,) = Aj(p) .V

P-P,

donde Al(p) es un operador de cadena que tiene un polo de orden so-l

en p,, V es un operador Jz-unitario constante y Ao(p) estd definido
por la matriz de operadores

A11(p) A1o(p)
A, (p) = ,
Ayp(p) Ayo(p)
donde
p-iw p-iw
A (p) = A, (p) = diagq —2, ..., —2, 1,1, ... ) ,
11 22'\F
P-p P - Py
m‘ veces
. q
Ap,(p) = A, (p) = diag (—2 , ..., 22 0, 0, ...
12 21
P-P, P-P,
. ~ 7
m veces

E1l nimero m es la dimensidn del rango del operador P2-
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5. Factorizacion bimembre de un operador real de scattering.

Un operador de scattering S(p) es por definicidon real si

S (p) = S (p)

Si S(p) tiene un cero de orden So en el punto P, = Gy * 10, el
desarrollo en serie de Laurent en el entorno dep, del operador S'l(p)

es

-1 26, C d
Solp) o= eyt s S
(p-py)™ (p-py)™

En este caso, vale la factorizacion

s(p) = s; () Ll (5.1)
donde
NGy - 1-Zop (5.2)
P*P,
P = u (u* U)I'lj u* o, (5.3)
u = CTT.

E1 operador A -1] es el inverso del operador definido por el operador
hermitiano A sobre su rango. E1 operador Il es un proyector ortogo-
nal de rango de dimensién uno y P> 0 (cf. Parte I, § 6 ).

De (5.1) concluimos que

sih ) = Oy 7o)

Como 51 (p) es un operador real, tiene también un polo de orden So
en el punto.Eg = §. - i(uo. En el entorno de 5; el desarrollo en

0
serie de Laurent de S'l(p) es



+ ... (5.4)

Teniendo en cuenta (5.3) en el entorno de 50 el desarrollo de Sil(p)es

i 26 C o 26 C

sph(p) = —2—— + .. o= (1-=0p) . —2__
) = 1S
Py (p-p,)

donde C denota el coeficiente de orden maximo de ese desarrollo.
Resulta pues

T - o1-%e P,) C
Po
Definamos ahora
~ def~ g -
u = C.TT = (1-—=—27p) u, (5.5)
Po
~ def _ ~
P = u (u* u)[ 1 u* (5.6)
~ def 26-0 ~
Ny = 1- P
PP,

Con estas definiciones vale la factorizacidn
s; () = s, () . LL(p)
y por lo tanto

s (p) = s, (p) L2 . Dp)

Nos interesa obtener una factorizacidén tal que Sz(p) sea un
operador real de scattering. Sin restriccion de la generalidad, po-

demos elegir

TT = diag (1, 0, 0, ... )



def
y suponer que u = CTT # 0.
Si escribimos C = (Cjk ), 14§, k<o |,
resulta
u = (ujk) = (le . slk) R

donde Gij es la delta de Kronecker; y en consecuencia

- _ U u¥*
donde © -
def
O( = ZI lu'llz = lc,llz
= g1
Teniendo en cuenta (5.5) resulta
- ®
~J _ ~s _ - o -
o= (W) = Gy ey =2 L Py, i
Po n=1
@
- Co - .
Ci1 81k - = (2. Pin + Cn1) 81 °
Po n=1
= (C5p » =M C459) - 8y = (uyy - 8yp)
donde
def =
pE)L e,
nl
n=1
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De las formulas que preceden obtenemos, teniendo en cuenta

(5.6)

o
"

donde

8

Consideremos los vectores columna

~
v

def

C.
d j1
- (ﬁz)

y

AN N =S T O

entonces los proyectores P y P pueden escribirse de la siguiente ma-

nera:
P = v v*
~ e - - - ~ ~
P = = (v - v v¥ - v* = vV
2@ - A ) (@ - )
Observemos que v* v = V¥ V = 1, En consecuencia
~ 20 ~ ¢
L) o Q)= (1 - —27) (1 - —=L7)
P+p, P+P
:(I- OVIVV*) (I' 0
P+p, L P+P,

La definicidon de P no

— v Vv¥).

(5.7)

e . ig
se modifica si reemplazamos u por u e @,

donde ¢ ~es una constante real
™ sea un nimero real, se comprueba (calculando la expresidn (5.7) )

Eligiendo & de forma tal que
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que f?(p) .f).(p) es un_operador real. Efectuando m extracciones
sucesivas de la forma flK(p) . JAIK(p), donde m es la dimensidn
del rango del operador C, es posible disminuir en una unidad el
orden del polo en los puntos p, vy 5;.

Si el cero de S(p) es real (po = E;), la férmula (5.4) mues-
tra que C = C. Por 1o tanto es posible definir un operador P real.
En tal caso el operador .(1(p) definido en (5.2) es real y en la
descomposicidn :

s (p) = s; (m LY, ()

el operador Sl(p) es un operador real de scattering.
Hemos pues probado el siguiente teorema.

Teorema 7. Si S(p) es un operador real de scattering con un cero de
orden s_ en el punto Po (Im Py # 0, Re py > 0) vale la factorizacién

0
m (ad
S (p) = 5,(p) ;H N - Doy

donde Sz(p) es un operador real de scattering con un cero de orden
s,-1 en el punto p,. Los operadores f).K(p) y fiK(p) (K=1,2,...,m)
son operadores elementales primarios bimembres. E1 nimero m es la
dimension del rango del coeficiente de orden mdximo del desarrollo
de Laurent de S(p) en el entorno de Po- Si Imp, =0, la descomposi
cidn es

s(p) = s; (0 L),

donde Sl(p) es un operador real de scattering con un cero de orden
so-l en el punto Po- .

En el caso particular de dimensidon finita (12 =t"), el
teorema que precede coincide con un teorema de.Be1evitch
(cf.[7 ]) p. 331).
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6. Factorizacion bimembre de un operador real de transferencia.

Utilizando los métodos del pardgrafo anterior es posible obte-
ner resultados similares para el operador de transferencia.

Teorema 8. Si T(p) es un operador real de transferencia con un cero

(polo) de orden s_ en el punto Po> (Im Po # 0, Re pg 0) vale la fac

0

torizacidn
m

Ty - e - Qe e
k=1

donde T2(p) es un operador real de transferencia con un cero (polo)
de orden s -1 en el punto p,. Los operadores n c(p) JTLk(p)
(k =1, 2, ..., m) son operadores elementales primarios bimembres.
E1l nimero m es la dimension del rango del coeficiente de orden maxi
mo del desarrollo de Laurent de S(p) en el entorno de Po- Cuando
Im Py = 0, la descomposicidn es

T(p) = T, Ll .

donde Tl(p) es un operador real de transferencia con un cero (polo)
de orden so-l en el punto Po-

7. Factorizacion bimembre de un operador real de cadena.
Todo operador de cadena A(p) puede expresarse en la forma
A (p) = u* T (p) u o,
donde T{p) es un operador de transferencia y u un operador real uni-
tario constante (cf. pardgrafo 4.). Esto permite establecer el teo-

rema de factorizacidn correspondiente para el operador real de cade-
na, cuyo enunciado es andlogo, mutatis mutandis, al del Teorema 8.
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8. Operadores J-unitarios en un intervalo del eje imaginario.
Su factorizacidn.

A partir de un teorema de Ju. P. Ginzburg (cf.[1], p. 52)
es posible, mediante una transformacidn VAmeat del circulo unidad
en el semiplano de la derecha, obtener el siguiente resultado, que
consignamos porque tiene aplicaciones en la teoria de la sintesis
de circuitos.

A
Teorema 9. Sea W(p) e Ky un operador holomorfo y J-unitario en
un intervalo ' del eje imaginario, salvo en el punto iu)o de este

intervalo donde este operador tiene un polo de orden s_; y sea

0
Wp) = (p - iwg) e+ (p - iw ) S d s

el desarrollo de Laurent en el entorno de p,. Vale entonces la for
mula

2N
donde Nl(p) € KJ tiene en iu)o un polo de orden so—l y G es un opera
dor compacto, J-hermitiano, positivo, nilpotente, dado por la expre-
sidn

6 = Jcr (dJcx) "Ll ¢

E1 simbolo C denota aqui la clausura del operador C. Bajo es-
tas condiciones w'l(p) también tiene un polo de orden s_ en iuJo y

-1
Hl

0
(p) tiene en ese punto un polo de orden s -1.
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9. Operadores de circuitos racionales.

Diremos que el operador W(p) € EJ es racional si W(p) ¥y
W p) tienen un nimero finito de polos en el plano complejo com
pleto. En este caso es interesante notar que si el operador W(p)
es J-unitario en los puntos de holomorfismo del eje imaginario, va

_1(

le la siguiente férmula de factorizaciédn

W (p) = U. W (p) . Wooq (p) . ... . Wy (p). (9.1)

Los operadores Ni € Qﬁ son operadores elementales y U es un
operador J-unitario constante. Este resultado ha sido obtenido por
Ju. P. Ginzburg (cf.Ll1l, p. 53); lo consignamos aqui porque tiene
interés para la teoria de puertos de Hilbert. La expresién (9.1)
muestra que todo puerto de Hilbert racional puede descomponerse en
un nimero finito de puertos elementales, donde cada wi(p) correspon
de a un cero o polo simple del operador W(p).
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10. Factorizacidon trimembre de un operador real de scattering.

Si el operador real de scattering S(p) tiene un cero en
Po = 0o * iu)o vale la descomposiciodn

s (p) = sy () . L2(p)

(10.1)
donde

2 ¢ 2 ¢
) = 1- —Lp . 2

PP, PP,

P

y P es un operador "elemental primario (ver parte I, § 7).
Si W, = E; y por lo tanto fl(p) coincide con el
operador bimembre real calculado en el paragrafo 5.

Sea uDo # 0.

0, es Po =

Para obtener el operador P es necesario obtener
la expresidon explicita del operador

! Q Q
/ x ! \ ;oA 12

E © PoTP PoTP
X = % = , (10.2)
! !
XII/ QG *+ QO
Po"P  Pgy-P
que es solucidon de la ecuacidn
- 3
u u* ;To u u* XI \ u
0 \ PoP
\ = . (10.3)
Lo g y» 7o K11 u
Po

0
o
]
o
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E1 operador u se define por la férmula u = 1\

de i1 es un proyector ortogonal de rango de dimensién 1 y 2 GBC
es el coeficiente del término de maximo orden del desarrollo de

S-l(p) en el entorno de p,.
E1 operador P estd dado por la férmula

Po= - (QFy + Qfp) u = - ur (Qqq ¢+ Qq,)
No restringe generalidad suponer que

T = diag (1, 0,0, ... )
En este caso la matriz u estd dada por la fdérmula

u =

u'IJ) = (611 CIJ) ’ i, J =1, 2,

Tenemos evidentemente

(u u*)ij = (u u*)ij = 611 slj ,
(w i)y = f3 815 815 o
donde -
: def 2
X = Icnl‘ y
n=1
oo}
ef 2{;
A 2
fb - Cn1
n=1

don-

(10.4)

De (10.3) y (10.4) se concluye que las componentes del operador

X tienen la forma



(10.5)

I ol

(X055 = ¥ 815
11 11

(X" 45 Y3 813

I IT

De (10.3) se concluye que las incégnitas Yj’ Yj satisfacen

al sistema de ecuaciones

. C..
X Y§ + %o Y§I = A s
Py Py-P
0‘0/3 YI + o YI-I - Ci,! '
— J —-
Py Py-P

La solucion de este sistema viene dada por las formulas

C.. ‘ ..
Y§ ol (o i Go 3 iy
Py-P Po PoP
5 S S Ci Gp Y )
J = .. 5 -
A Py-P Py Py-P

donde hemos puesto

Ao’ o o pf
Ip,]

Observemos que es Z\ 7 0, pues W, # 0y ;;ljB\ .
De (10.2) y (10.5) se obtiene



X
Qadig = & Gy 81 o
Y
Q)45 = - oA Cij « 814
6]

Por consiguiente el operador P tiene la expresion

= v Eﬁ OCI 0o Py vx - lpol2 V*J
P = 7 7 5 7
| Pol - (o |j5| - A

donde v denota el vector columna definido por la férmula

Basandose en los cdlculos anteriores es posible obtener,

mutatis mutandis, férmulas similares para el operador de transfe

rencia y para el operador de cadena.

Nota. En el pardgrafo 5 hemos separado f)(p) a la derecha por me-

dio del operador u = C . T' . Para obtener una separacion de

f)(p) a la izquierda, como en el paragrafo 10, debe adoptarse la

nueva definicién u = 1] . C.

En el caso general de un operador S(p) € QJ, definimos
u=TI'.C, donde T '=diag(TT,0) (T7' € 12x12,TT € 12). Para los

ros del operador S(p) vale una representacién similar a la (10.

donde ahora P=(\p0|2- @02\ﬁq o %) v[[%o("1 G PV - \POIZV*]
Los nlmeros o y (3 son los elementos no nulos-de las matrices

udJu* y udu* respectivamente y el vector v € 12x12 es el vector

ce-

co-

lumna formado a partir de la primera columna de la matriz del ope-

rador G, dividido por J . Para los polos del operador S(p) vale

la representacién S(p) = S;(p) . N.(p), donde
Qp) = 1+ 26, (p-p,) 1 3PY + 2.0, (p-p,) " IPJ.



SINTESIS DE 2n-PUERTOS REACTIVOS DE MATRIZ

DE TRANSFERENCIA PREFIJADA
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1. Matrices reales de transferencia. Matrices elementales simples.

Se 1lama matriz real de transferencia T(p) toda matriz de or-
den 2n x 2n que satisface a las condiciones siguientes:

7 s Re p> 0,

i) Tx(p) J T(p) -
-1
donde J = n

0

J 0
0
e In es la matriz identidad de orden n;
I
n

i1) T (p) =7 (p)

Llamaremos matriz simple elemental R(p) toda matriz T(p) que
tenga el minimo ndmero de polos simples. A continuacidén consigna-
mos los cinco tipos posibles de matrices simples elementales, y las
relaciones que satisfacen estas matrices por ser elementales
(cf.[3)] , Teorema 2, p. 89).

Caso A.
20, a 2(3'0 a
R (p) = 12n+——— * —— , P, =0‘0+in, 0‘070, L~J°7O ;
P - P, P - P,
a*Ja Co a*Jda
Py
> 0, (1.1)
0 a*Ja a*Ja
Po
aJ =a*Ja + —2 3a*x Ja (1.2)
Po
Caso B.
2(r0 a -
R(p)= Izn + ’ 0-'070’ a = 4a
p- 0
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a* J a 2 0,
Ja = a* J a.
Caso C.
R (p) = I, + —> + 2,
p-iw, P+ iw,
a* 3 b a* J a
-2iu)o
P2
_a_*_‘J_a 5*J5
. 210)0
a* J a o, a* J b = b* J a,
donde b = I + —2
21w0
Caso D.
- a S - a.
R(p)-12n+p.a as;
Ja 2 0,
a* J a=0, a*Jd = J a
Caso E.
R (p) = I2n p a , a =a ;
Jd a > 0o, a* J a=0, a*Jd =4

a
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2. Matrices primarias simples.

Se 1lama matriz primaria simple toda matriz simple que simul-
tineamente es una matriz primaria (cf. definiciédn § 4, parte. I).
Consideremos las matrices primarias simples del caso A. Si a

es una matriz de rango de dimensidn 1, vale la relacidn a = f g*,
donde f y g son vectores columna de tzn. De acuerdo con esto, ten-
dremos que
20‘0 20'o _
R (p) = I, + fg* + fg*
n -
P-P, P-Py

Sea ahora

f g
f = ( 13 y g = ( 1) .
f) 9,

donde f. y g, (i=1,2) son vectores columna de e,

Definamos los nlmeros

def

X= fxJf = f5f, - f5f, (2.1)
def - -
e Lo mud - 0 d, - i, (2.2)
p0 p0
def
A = 0(2 - lPlz

Teniendo en cuenta estas definiciones, (1.1) y (1.2) se desprende
que valen las relaciones

(F 2
_ 50, osea A >o (2.3)
B &
y
91 ~© -AL(OKfl - E ;:1) s
L : (2.4)
9, = E (ox f2 - P fz)
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Las relaciones (2.3) y (2.4) son condiciones necesarias y su-
ficientes para que R (p) sea una matriz real primaria de transferen
cia (cf. [3], Teorema 3, p. 91). ‘

En 1o que sigue escribiremos

Rll(p) Rlz(p)
R (p) ,
Ryq(p) Roy(p)

donde 1las Rij(p) (i, j§ = 1,2) son matrices de n x n.
Procediendo de la misma manera con los casos restantes
se obtiene el siguiente teorema.

G — —
Teorema 1, A. Sean f , & = f5 f, - f} f, y (= == (F5 f,-f¥ )
tales que vale la relacidn Po
A = aZ _ipl2 5 g, (2.5)

En tal caso, el vector g dado por las ecuaciones

91 % - x (o fl - {g %1) s : )
2.6
92 = i (O( fz = (—5 1—:2) )

y el vector f determinan una matriz primaria R (p) del tipo A donde

fi 97 fy 9%
Ry; (p) = I+ 20, ( e ) ,
P-Py PP,
fs g f. g%
R () = 20 ( 192, 11 9% ,
12 0
P-py  P-P,

(2.7)




Reciprocamente, si
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la matriz R (p) con bloques (2.7) es

primaria, entonces las componentes de los vectores f y g estdn

vinculadas por las relaciones (2?6) donde X y (> estdn dados por
(2.1) y (2.2) y satisfacen a la relacién (2.5).

Teorema 1, B. Sea f real

X =

En tal caso, el vector g
dl =

92

y el vector f determinan

(5) 20'0
R p = I+
11 n
20'0
Ry, (p) = f. g%
12 1 72
p- Gh
(5) 2 Gﬁ
R p = f, g%
21 2 °1
p- @,
2 00
R,, (p) = I+
22 n p- @,

tal que
f; f2 - f{ f1 > 0 (2.8)
dado por las ecuaciones
-,

(2.9)
fo / & ,

una matriz primaria R (p) del tipo B donde

(2.10)

Reciprocamente, si la matriz R (p) con bloques (2.10) es primaria,
entonces los vectores f y g pueden elegirse reales y con componentes
vinculadas por (2.9), donde ok satisface a la relacidn (2.8).

Teorema 1, 'C. Sea f tal

que ?2 = ei¢ f1 y sea
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def i
S % (#y fo- ) (2iw )Tt (2.11)

Para todo 6 > 0 tal que
def
A T2 92 1812 >0, (2.12)

el vector g dado por las formulas

(6 f; + & f,)

gl = - A s
S (2.13)
_ . ofh * 81
9, Zﬁ s
y el vector f determinan una matriz primaria R (p) del tipo C, donde
£, g* £ g*
R11 (p) = In+ 1 1 + 1-1 ,
p-1u>0 p+1uJO
* £ ox
R, (p) = 19 + 19
12 - . ’
P-1W, Friw, (2.14)
f, g¥ £, g*
1 1 >
Rpp (p) = A= v AL
p-iw ptiw g
f., g* f. g%
p-iw priw g

Reciprocamente, si la matriz R (p) con bloques (2.14) es primaria,

entonces 1os_vectores f y g estdn vincuiados por la reilaciér (g.13),

donde f, = e1¢ fl » ¥ 8> 0 satisface a la desigualdad (2.12), con
§ dade por (2.11),
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y el vector f determinan una matriz primaria R (p) del tipo D, donde

_ -1

Rll(p) = In + p fl gT ’
Ri,(p) = p 1 f, g%

12 1 92 »

(2.16)

R,y (p) = p~! f, 9t
R, (p) = 1. + plf, g%

22 n 2 92

Reciprocamente, si la matriz R (p) con bloques (2.16) es primaria, el
vector f es real y el vector g satisface a las relaciones (2.15), don
de 8 > 0. '

Teorema 1, E. Sea f real. Dado 8 > 0, el vector g dado por las re-
laciones

gl = 'gf
(2.17)

g, = e} f2 .

y el vector f determinan una matriz primaria R (p) del tipo E, donde

Rll (p) = In + P fl 9’{ >
Rio () = p fy g%
(2.18)
Rop (P) = p f, 97
Raz (P} = I, + pf, 03

Reciprocamente, si la matriz R (p) con bloques dados por (2.18) es
primaria, el vector f es real y el vector g satisface a las rela-
ciones (2.17), donde 8 > 0.
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3. Caracterizacion de las matrices reales de transferencia.

La matriz de transferencia de un transformador ideal se re-
presenta bajo la forma
/ trat ] t‘-t'l\
o - L |
> , (3.1)
gr-t7! et

donde t es una matriz arbitraria real no singular de n x n y t' deno-
ta la matriz traspuesta de t.
Si definimos la.familia de matrices

R, (p) = 71 R (p) B, (3.2)
donde & estd dada por (3.1), podemos comprobar que si R (p) es una
matriz de transferencia primaria reactiva, R % (p) también 1o es.

Para concretar, consideremos la matriz correspondiente al caso A.
Dada
2<To 20‘0 -
R (p) = I, + fgx + — f g* ,
PPy, P-P,

vale, de acuerdo con (3.2), la férmula

20 - 2§ o1 o=
ij(p) = I, + —0 % lfgxt 4+ —0 5 lFgrp | (3.3)
P=P, PPy
Ahora bien,
G = u T ux
donde
In 'In
_ 1
u = \1% s y
I I



t' 0
T =
0 71
De acuerdo con esto
20 -1 20,
Rz (p) = Lo * uT “u*f g*¥ uT u* + —
P-P, P-Py

Definamos ahora los vectores

F .
) e
F

2

-n
n

[}
]
——
o
—
~————
o
" o
—h
*
({e]
v

def _ -1

Y= t'TTFp,
def

2=t Fpo
def

’\'}/1= t Gl’

dgf |"1
‘4’2 = t 6,

Con estas definiciones obtenemos las relaciones

t'-1 F P
T s fgrurt = ( 1 ) (6t est™h) = 1
t F

2

u Tl oux Fogrou T o

Yr ¥ -

De esta manera la férmula (3.3) puede escribirse asfi:
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(») LTS LI FEE S
R p = I + u: i 'Y* ok u* + u: * '\-[,—* u*
va 2n : 1 2 = Y c1 2

p-p, \12) P-Py %,
No es dificil comprobar que valen las relaciones
L= I - R £ = .1 - U
pt ot s sy (X tFympt Fy) R P I A (P2
! _ =1 - - l -1 -~ =1 = - - l ‘ - = CD
o=t G, = A(oct Fi-pt Fl) o= A(o(k{l l/% 71)

Para los casos restantes se procede de manera similar. Dada una fami
lia de matrices por medio de la férmula (3.2), conviene sintetizar
aquella matriz de la familia para la cual los vectores Lpl y sz ten-
gan el minimg nimero posible de cqordenadas no nulas. Toda otra ma-
triz de la misma familia se realiza conectando a 1& matriz sintetiza=
da los correspondientes transformadores & y 2,-1. A continuacién
incluimos una lista de las expresiones posibles mds simples para la
matriz R (p). Estas expresiones satisfacen a las condiciones del
Teorema 1 y se han obtenido a partir de resultados consignados en
(3], p. 105-106.

Caso A 1.
fr = (Zl’ 0, ..., 0) , fy = (22, 0, ..., 0) , lzll # 122] .
2 - - 2 2 2
" ()_{1 20'0 (Oklzll -5 23 +Oﬁlzll '(321 )} I © In-l’
11P = - A —
P - P, P - P,
20, [521 Ez-o(il Z, 2y 2, - X2z 22
Ri,(p) = - ( + ) I & 0. .,
12 A - n-1
P - P, P - P,
207, oz, 22—(—521 Z, okZy 2, - 32y 2,
R21(p)=- A ( + _ ) I@ On_l’
P - P P - P,
- 2 2 2 2
. ()_{1 2cro([5z2-o<lzzl +[3>zz-o<122|)}1 :
22'P/ 7 ) - @ I,
a\ P - P, P - P,



- 68 -

El simbolo &) denota la suma directa de matrices y 0k es la matriz
nula de orden k x k.

Caso A 2.
fY = (29, X35 0, oous 0), F5 = (25, X5, 0, ouvy 0)s Xg = X1s X5 = Xy,
I R
Ryp(p) =& I - Af::Zo)' (:i) (=2 -Bzp  (x-Plxy ) -
' Afpo-go) (:1) (42 -pn (x-edn )} @ L
Ryp(p) = - % Af::‘; : <:) (B2, - %z, (Beox) x, ) +
C Tty () (e o)) oo
Ryp(p) = -i [i(ap‘_’po) (Z (o(z1 - Bz (x-() "1) +
g (1) ] o

Ro2(p) = % Iy - SLLE IS (22> (Eiz - X2, ((g“’()"z) -
2

Casos A 3 y A 4. Para obtener R(p) en estos casos basta tomar, en las

J.(p) del caso A 2, Xo = 4 X1

expresiones de Ri
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fr = (Zl’xl’XZ’o""’o)’ 3 = (22,-x1,x2,0,...,0), x1=il, x2=§2,lzllflzz\.

Ryq(p) =4 I, - ——2—| x Rzi- Pz, (% -P)x; (et-p)x -
HORSRE Ap-pg) | o (g~ B, P Bx; )
2 0 2y \
- 0 X AZ,- Pz, (K-p)x; (x-pB)x @1 _.,
A(p'f’o) (x;) ( ! (3 ! P ! P 2>} n-3
2 ¢ 21\
R,,(p) = - 2 Xp 1 |\ PZm xz, (X-@)x; (f-%)x,) +
OB Yo ( (Bl orp (o-fony (B -2)
2 G [ 21
+ X Zo- X Z (x- B)x (A - )x D 0 .,
AG5,) k’é) (P22 2 Pixp (P 2) n-3
2 G, Zp \ .
Roy(p) = - 2 (r-p,) :1) <'o<z1-(321 (x - B)xg (o<-(3)x2) +
+ 2 G0, >z(2 (o(i - Pz (X-pPIx; (e¢-p)x ) b 0
A(p_ﬁo) . 1 Pl F 1 2 n-3?
2 @ /22
0]
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ff" (xl’ 0, s 0)’ f2‘ (XZ’ 0, ’0), X1=;<1, X2=)-<2’ xl 7
(5) 20‘0 xl2
R,,(p) = i 1 - % 1 © I .,
11 _ ol n-1
p-0,
2q X, X
Ri2(p) : 1O<2 I & 0,
p- G,
) 2 X, X
Rpp(P) = - © =1 @ o,
P-C <
2
2G6 X
p-ac, &
Caso C 1.
fT = (Zl’ 0, ..., 0), f; = (22, 0, ..., 0), \zll = lzzl .
- ) -
8 l21(2+ 521 z, 0 [zq] "+ S zy 2z,
Rll(p) 1 - = I 4%) In-l’
A (p - iwy) A(p + iw,) ~
2 - 2 -
Sz ", 8.z; 2, Slzql "+ 8z, 2z
Rlz(p) - + I @ On_1)
A (p-iw) Alp + iw,)
- - 2
) 8 2z, z, + ) lzz\2 0z, z, + S 1z}
R21(p) = T + I @ On-l’
Alp - iw,) A(p+iwy)
- 2 = 2
R (p)={1+52122+9l22l +(§2122+MZ2l } & 1.
2z Alp - iw,) Alp + iw,) n-1

Casos C 2y C- 3. La expresion de R(p) en estos casos se obtiene eli-

giendo, en el caso C 1, Z, = 4 23



- 61 -

Caso C 4

f{ = (Zl’ 229 0: v ey 0)9 fE = ('21, 22, 0, “ e ey 0).
El (5 - Q) Zl '(5"' e) 22

Rip(p) = {1y e ( ; : ) +
2, | VA(p-iw ) A (p-iw )

z;\ [ (6-8) 2, -(S+0) z
¥ ( ) \ : : : ; D In-2’
Alpriw,)  A(priw,)

Ry, (p) = { (21.\ ( (- 8) = (6+ 0) 2 ) +

Alp-iw,)  Alp-iw,)

Zl (.5‘9) 21 (5“‘ 9) 22
2 ( ) E @ On-2’

) Alpriw,)

-z (5 -8) z -(5+ 8) z
R21(P) = { (_1 ( 0 - 1 - 2) +
Z, A (p-iw ) A (p-iw)
z, A (priw,) A (priw )
-z (£-10) 2z (S+ 0) z
R - I z 1 2
22 P) a 2" 22)< A (p-iw,) A(p-iwo) ) !

|
|
() (s Ay g,
|
|

-z1>((5-9) z, (S+ 9) 22

2, NAGriw,)  Alpriw)
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X .
Ryp(p) = %(1) <-x1 xz) ® 0,

.8
R21(p) "p

e = | 1, - 2 (-xl (4 %)} @ 1.

Casos D 2 y D 3. La matriz R (p) en estos casos se obtiene eligiendo al-

ternativamente Xo = 0 0o Xq = 0.

Casos E 1, E 2 y E 3. La matriz R (p) se obtiene a partir de los casos

D1, D2yD3 reemp]azando 1/p por p.
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4. Realizacion fisica de las matrices reales de transferencia de
2n-puertos reactivos.

Las expresiones obtenidas en el pardgrafo anterior para las matri
ces R(p) permiten concluir que éstas pueden representarse de la manera
siguiente:

' /.Rll(p) R12(p)
R (p) = ’
R21(p) R22(p)
donde
Rys (p) = Rg';) (p) & I, (i, 3= 1, 2) ,

y k toma los valores 1, 2 6 3.

Esto permite reducir el problema de la sintesis de matrices reales
reactivas de transferencia al problema de hallar los circuitos eléctri-
cos que corresponden a las matrices

(k) (k)
R (p) R (p)
11 12
R (k) (p) =
Réll() (p) Rég) (p)

Estos circuitos seran 4-polos, 8-polos 6 12-polos seglin k valga 1, 2
o 3.

A continuacidén damos los valores de los elementos de los circui
tos, para cuyo cdlculo nos ha sido de esencial ayuda la obra de
Belevitch (cf.[7], Capitulo 10).

Definamos

def 20

A% = —2 Im (z, z,).
0 ol 1 °2

Caso A 1.

Los valores de los elementos del circuito de 1a figura &5 son:

o= (W - V) (W V)

0 0



L = X (w, - Vo) / 2 [zy-241 0o Wy »
C=n/(0’02+w02)|"

G = 20, L

Caso A 2.

Elijamos dD de modo que e'1¢p sea un nimero real. En tal caso
"'IQEfﬁe'1¢ / o es real. Dado que Ipl < & , es Iml < 1.
Los valores de los elementos del circuito de la figura 1 son:

L]. = (1 - 'f\ cCoOS ¢ ) / ZUO (Im (Zz'zl) )2 ’

L, = %2 (1 -1’\2) /AL 0‘02 (xp-x1) (Im (z5-24) )2,

ny = [msing Im(z,-20)+(1- mcosd) Re(zp-29)] L1 (xpmxq) " HIn(zpm29) )72,
6, = Im(z; +2,) / Im(z, - 27),

G, = (xg *+ %) Im (2, - 29) / 2,

ng = - (Vg -wWg) / (x5 -xq) Im (29 + 2,)

n, = 21Im (%) z,) [ (x, - x{) Im (zq + z,) .

Caso A 3.

- def - -
Nuevamente sea e 9 A real y M g P e ¢ / o . Ademas,es
I’Ql < 1. Los valores de los elementos del circuito de la figura 2
son:

L, = «(1 -"Y\cogqp) / 2 G, (Im (z, - z4) )2,
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L, = «2a-H Lt [4 o) x (2, - 2],

6 = x Im(z,-2;) [2 V2(sind Im(z;+z,) - (l+cosd ) Re(zy+z,))] 1,
npo= - Lsing Im(zpmzy)+(1-ncos §)Re(zpm2))] [ 2x Ll(Im(ZZ-Zl))%4
n, = Im(z; 2,) / x; Im (27 +z,),

ny = (W - v )[(1+cos &) Re (z;+z,) - sin¢ Im (z;4z,)] / 4 2
ng = xy Im (z) + 2,) [ (1+cos ¢ IRe(zy+z,) - sind In (z)+2,)] /2 VZ .
Caso A 4.

-29 f Y
Elijamos  de modo que e 27W3  sea real y definamos T_Ld=e pedit) o,
Es, pues, Im) < 1. En tal caso, los valores de los elementos del

circuito de la figura 3 son:

X (1 + T\) /4 0,
X (1 + T\) [cosq/ Re (zl+22) - sing Im (zl+zzﬂ 2 / V2 4 Gb
[cosqj Re (Zl+22) - sing  Im (zl+22)] / N2 o,

Xy Im (z1 + zz) R

cos\y Im (zl+22) + siny Re (21+22) / 2 .,
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ng = [cosy Re (zp - 29) - sinyg Im (22'7‘1)]/ 2,
ng = Im (z; z,)
Caso A 5.

-3 def i
sea e '® p real y M= 3 el ® / &« . Es ImlI < 1. Los valores
de los elementos del circuito de la figura 4 son:

L, = o<(1-'r\c9sc}>)x12/ Ty >

L, = X2 (1 -mB) xFUm (2, - 207 L (BT )P,
n,o o= - xl['q sing Im (22-21) + (1- qcoscp) Re (zz—zl)] /2L,
Gq = - X1/ Xp,

G, = 1

ng = (Vo - Wy xp Im (29 -2y) / 2,

n, = Im (z1 22) / xq Im (z1 + 22),

ng = ng = xp Im(z4*z5)

ng = -ng = xp Im (z25-29) ,

ng = 0.

Caso B.

Los valores de los elementos del circuito de la figura 6 son:

L = (x1+x2)' / Cro (XZ-XI) s
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Caso C 1.

Los valores de los elementos del circuito de Ta figura 7 son:

L = (0 +8) / |z, - z4] .,
2 2
C = |z2 - 21| / (8 - 8) “, ,
n = 1+26/(8 - 86)
Caso C 2.

Los valores de los elementos del circuito de la figura 8 son:

L = 9o / 4|21|2,
_ 2

C = 1 / Loo L

Caso C 3.

Los valores de los elementos del circuito de la figura 9 son:

L= 4 |78 7 0wl
cC = 1 /woz L.
Caso C 4.

Los valores de los elementos del circuito de la figura 10 son:

L = 8 / 4z]%,
¢ o= 1/ wiiL o,
n = W, 8 / 2 Im (21 22)
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Caso D 1.

Los valores de los elementos del circuito de la figura. 11 son:

L= 6 / 2,

G = x2 / x1

Caso D 2.

En la figura 12 es L = 8 / 2x12
Caso D 3.

En la figura 13 es C = 0 / 2x12

Caso E 1..

E1l circuito correspondiente a este caso se obtiene a partir del cir-
cuito del caso D 1 reemplazando la bobina L por un condensador de
valor C = 2x12 / @

Casos E 2 v E 3.

Los circuitos se obtienen reemplazando en los casos 02 y D3 la bobina
por un condensador C =-2x12 / © y el condensador por una bobina

- 2
L = 2x1 / 8

Una vez calculados los circuitos correspondientes a las matrices
de transferencia reales simples, la sintesis de toda matriz de transfe
rencia real reactiva y racional es inmediata. En efecto, sea T(p)

una matriz de transferencia real, reactiva y racional. De acuerdo con
el teorema 9 de la parte II, vale la factorizacion
n
UO IR R
j=1

donde Tas Tj(p) son matrices de transferencia reales simples y U es una
matriz de transferencia real constante. Mediante los circuitos disefia
dos anteriormente es posible sintetizar cada uno de los factores
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Tj(p) (j=1, 2, ..., m). La matriz de transferencia constante U
se sintetiza por medio de transformadores y giradores, a partir

de la matriz de cadena u U u* asocijada a ella (cf. Parte II,

§ 4). La sintesis de la matriz T(p) se 1leva a cabo conectando en
tindem los circuitos correspondientes a la matriz U y a las matri-

ces Tj(p).
W
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