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PREFACIO

El objeto central del presente trabajo es la clasificación de
las singularidades de morfismos de k-álgebras, A: A + B donde se
supone que la característica de k es cero.

Mount y Villamayor resuelven el problema introduciendo la
B ®ÁA—álgebra J(L(B/k),B 9 A) y definiendo en el esquema de tal ani
llo los conjuntos de singularidades genéricas, suponiendo algunas hi
pótesis sobre el anillo B, entre las cuales juega un papel esencial
el hecho que D(B/k) sea un B-módulo de tipo finito.

Mediante el uso del módulo de diferenciales M-ádico, Dc(B/k)
puede extenderse la noción de conjuntos de singularidades al caso en
que D(B/k) no sea de tipo (por ejemplo anillos locales completos).
La clasificación genérica es también posible usando el espacio de
jets J(L,B ®A), análogo algebraico al espacio de jets infinito
J(V,W), usado por Boardmanpara la clasificación genérica de singu
laridades de aplicaciones diferenciables.

El capítulo 5 tiene por objeto mostrar que un cierto sistema
de coordenadas puntual en PI e X(Á;i,iz,...) tiene validez en un en
torno abierto de dicho conjunto. Esto se lleva a cabo usando las ex
tensiones jacobianas de ideales y mostrando su estrecha relación con
el sistema-de coordenadas "preparatorio" de Mount-Villamayor.

Quiero expresar mi gratitud al Profesor Ingeniero Orlando.B. Vi
llamayor, quien medirigió en el presente trabajo y orientó en la e
laboración del mismo, así comoal Instituto Argentino de Matemática
que mebrindó el lugar y soporte financiero para realizar esta tesis.

Carlos S. Subi
Setiembre de 1976.
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Capítulo 1.

1.1 Espacios de Jets.

1.2 Camposvectoriales totales.

1.3 Rango y rango total.

1.a Los subconjuntos de singularidades.

La referencia general, para los conceptos y resultados de

este capítulo,es el trabajo de J. M. Boardman[1].

Aquí presentamos sólo los puntos fundamentales de la teoría

de Boardmana partir de los cuales puede notarse la analogía que

presenta el tratamiento alqebraico del problemade clasificación
de singularidades.
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1.1 Bsnacio de Jets.

Dadas dos variedades diferenciales V y w , pasamos a cons

truir otra variedad diferencial J(V,W)mediante 1a cual será

posible clasificar las singularidades de aplicaciones diferen
ciables f : V + w.

Dado que el problema es esencialmente local, supondremos

que w =RY y que V Z v abierto en RV.

Si v c V es un abierto, F(v) denotará la R-álgebra de fun

ciones suaves (en el sentido Cm)definidas en v a valores en R.

Si p e v , F(p) será la R-álqebra de gérmenes de funciones

suaves definidas en algún entorno de p. F(p) resulta una álgebra

local y mp denotará Su ideal maximal, es decir, el ideal de gér
menes de funciones que se anulan en p.

Sean {xl, ..., xv}y {vl, ...,yw} sistemas de coordenadas
de V y w , respectivamente.

Dado n (0 < n S p) se define la relación de equivalencia

í entre los gérmenes de funciones suaves de V en w como sigue:

f : g,si y sólo si (i) f y g son gérmenes definidos en el
7 punto p e V ;

'(ii) f(g) = g(p) ;
(iii) los derivados parciales de orden me

nor o igual que n, de f y g, coinci

den en p.

LlamamosJ"(v,w) al conjunto de clases de equivalencias que
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resulta por la relación 2 .
. . ., , . m m Jn ,1Si m 3 n se tiene una proyeCCion canonica nn: J (V,W) + (V,¿).
. I'I _Sl f es representante de un elemento de J (V,h), para todo pun

to p del dominio de f se tienen dos aplicaciones naturales:

11:: J“(v,w) + v , f+D; n"w:J“(v,w) +w , f+ f(p)
Dada una aplicación f : U + w , donde U es un abierto de V, se

asocia la sección jet de f : Jnf : U + Jn(V,W) que aplica p E U en

la clase del germen de f en p.

El elemento Jnf(p) se llama el n-jet de f en p.
Resultan claras las relaciones de transitividad

Jnf = HÏ. Jmf y H:= flm. flk si k 2 m > nl'l rn 9

Por un campo vectorial definido sobre el abierto U C V , enten

deremos indistintamente una sección del fibrado tangente sobre U o

bien una derivación (R-derivación) del álgebra F(U).

Fijado un sistema de coordenadas {x|, ..., x3 en V, quedan de

terminadas derivaciones {d¡, ..., dv} tales que d¡(xj) = Gir

Dada un v-uPla 0 = (0], ...,Ov) de enteros positivos escribi
remos

' o 01 02 ov
d -<a. q . ... . dv , operador sobre F(v)

o ° “2 °v V

... ; X , denotando porlola la sumaÍ al 2 v ¡.¡l
Damosel siguiente sistema de coordenadas en Jn(V,W),.n finito:

Serán las funciones coordenadas Xi, Yj, Zj o para 1 S i < u,
O

1 < j < w y 1 < bl < n definidas por:

, 1 =1, ..., v .Xi:

Yi: Z. = y_; HW, j =1,2,...,w.

z (f) = (d0(j¡.f))(p), 1< |o|< n.
¡.0 '
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con f germen de una aplicación de V en w, definido en p.

Queda definido sobre Jn(V,W) una estructura de variedad diferen

ciable con la cual las aplicaciones H: y Jnf resultan suaves entre
variedades diferenciales.
Definición 1.1.1

J(V,‘.-I) = lim J"(v,w)
nÉN

Borel ha demostrado que J(V,w) es isomorfo a J°(V,H). Tal lími
.+o o o m mte inverso se toma a partir de las proyecc10nes nn: J (V,W)

Jn(V,W) (m 2=n), considerando la topología límite inverso.

Definición 1.1.2 Dado U C J(V,W) abierto, Ó: U + R se dirá suave

si o = o . Hnlocalmente, pudiendo n no estar acotado sobre U. Escri
bimos F(u) el anillo de funciones suaves sobre U , y F(s) el anillo

de gérmenes de tales aplicaciones definidas en s e J(V,w).

Resulta entonces que F(S) = lim F(Hn s), donde H; : J(V,W) *

'J"(V,W) es la aplicación canónica del límite en J“(v,w).

Por lo tanto la composición o. Jf, Ó'G F(U) y f:U + w , re

sulta una aplicación suave.

1.2 Camposvectoriales totales.

Definimoslos camposvectoriales totales Di, i-1,...,u sobre
J(V,W) por las igualdades:

D.X_ = 6
I J ii

_ ': + conD¡Z¡0—Zj0,, donde o (01,...,o¡ 1 , o¡*¡, ,0v )
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Dado un abierto U'C J(V,W) , llamamos campo vectorial total a

una combinación lineal de la forma <X<gDi, con oie F(U).
Nótese que los operadores DI sglovtienen sentido en J(V,w),

resúltando de la definición la imposibilidad de considerarlos en
J"(v,w) (n < m).

Esta es una de las razones que nos conduce a considerar el

espacio de jets infinito J(V,w).

Habiéndose definido los campos vectoriales en término de coor

denadas, se quiere caracterizarlos de modoindependiente del siste

maelegido y definir así un fibrado total global.

Sea N C V abierto y f: N + w una aplicación suave. Por 1a de

finición de Z_ resulta la identidad:
J

Dj; . Jf = dl(o . Jf)
válida_para las funciones coordenadas antes definidas y para cual

quier ÓGÉF(U),U = n l(N) , por aplicación de la regla de la cade
v

na.

Esto elimina 1a dependencia mencionada y permite dar la siguien
te
Definición 1.2.1

Definimos localmente el fibrado tangente total D sobre J(V,w)

comoel fibrado vectorial que tiene a los camposvectoriales tota

les {q ,...,Dv} comobase de secciones.
Los elementos de la fibra sobre s € J(V,W) se llaman vectores

tangentes totales e inducen funcionales lineales F(S) » R que satis
facen la fórmula usual de derivaciones.
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El fibrado D está canónicamente identificado por la fórmula:

an.JF=d(d>.JF),d€Tv .
Si D = Hf(d) y (Jf)* denota la función traspuesta de Jf, se

tiene que para toda sección jet Jf se verifica

(Jf)*(HÏd) = d .

Comopor definición todo campovectorial total es, localmente,

de la forma z fi Di se tiene:
D ó . Jf = ((Jf)*D)( Ó.Jf)

Dado U C J(V,W) abierto, Ó], 02 G F(U) y Dl, D2 e D (sobre U)
se define:

[D ,D ] = D . D — D . D , de donde
l 2 l 2 2 l

= . - . + .[ÓlDl,©'2D2] ?1D|(Ó2)D2 E#21)2(®1)D1 ÓlózíDl’Dzl
Los camposvectoriales resultan cerrados bajo este producto y

tienen entonces estructura de álgebra de Lie.

1.3 Rango v rango total.

Sea N C V abierto, p e N y A-C F(N) un subconjunto cualquiera.

Si TÚ denota el espacio tangente a.V en p, se define la apliP

cación : T a RA, que a cada d e T le asigna (d(a)) E RA .
V/p VIP aeA

Tal aplicación es R-lineal.

Definición 1.3.1 El rango de A en b, rKP(A), es la dimensión de la
imagen de la transformación lineal definida más arriba. Por co-rango

de A en p, Kr (A),entenderemos la dimensión del núcleo, resultando
P

rK (A) + Kr (A) = u .
P P
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Análogamente, dado 9 e V C J(V,W) y A C F(U) queda definida
la aplicación lineal

D/s + RA .

Definición 1.3.2 Rangototal de A en s, trks(A) será la dimen
ción de la imagen de esta última transformación lineal y corango

total, tkrs(A), la dimensión de su núcleo. Aquí también vale

trks(A) + tkrs(A) = u = dim V.

Lema 1.3.3 Sea s e UC J(V,W), p =Hv(s) y sz 9 w aplicación sua

ve tal que p E N y (Jf)(p) =s. Si A C F(U) se tiene también que

(Jf)*A C P((Jf)”(U)). Entonces

trks(A) = rkp((Jf)*A)

y tkrs(A) = krp((Jf)*A) .

Demostración: resulta de la fórmula Dio .Jf = di( ó.Jf) #

Definición 1.3.“ Sea U C J(V,W) abierto. Una familia {oPof...,ok}
C F(U) se dirá totalmente independiente en s G U si el rango to

tal de {©p..., 0} en s es k. Se dirá totalmente independiente en
U-si lo es en cada punto s E U .

Bs claro qde k S u = dim V .

Lema1.3L; Sea U C J(V,w) abierto, y {ó¡,..¿,év} un conjunto to

talmente independiente en U.

Entonces existen campos vectoriales D], D2, ..., Dv soore U
unívodamente determinados por las condiciones

qubjz ¿”,1 <1", j< u.
Demostración. Suponemos U suficientemente pequeño como para que el
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fibrado total sobre U admita una base {8|,..i, av} .

Por hipótesis el determinante de la matriz (aloj)no se anula en

ningún punto de U. Sea (un) la matriz inversa.

Si definimos Di = z una] , éstos resultan los únicos campos vec

toriales totales verificando D¡oj= 6ü . La unicidad asegura la exis
tencia de camposvectoriales totales Di, i =1,..., u , definidos glo
balmente en el abierto en cuestión v verificando las relaciones reque
ridas. #

Lema 1.3.6 Sea Q C J(V,W) una subvariedad, p E V , f :V + w una a

plicación suave tal que Jf es transversal a Q en p.

f(p) =q y Jf(p) =s E Q . Cerca de p , Z =(Jf)q(Q) es una subva

riedad de V .

Si a C F(s) es el ideal de gérmenes de funciones que se anulan

en Q, entonces:

dim ker(f/1)* = tkrs(a +Hïmq),

donde q =f(p) y (É/z)*: T p* qu es la diferencial de f/z ; z * w .1/

Demostración: Cerca de S , Q es 1a imagen inversa de una subvariedad

de Jk(V,W) para algún k finito.

La transversalidad, junto con el teorema de la función implícita,
implican que (Jf)*A genera el ideal de gérmenes en p, de funciones

que se anulan en Z .

Del Lemat3.3 se sigue que:

tkrs(A + nïmq) = krp((Jf)*(A + Hïmq)).

Pero d G (Tv)p anula (Jf)* A si y sólo si es tangente a Z y anu
la a (Jf)*mq = f*(mq) si y sólo si d G Ker(f*).

El lema resulta entonces de (T l) n Ker(f*) = Ker(f/z). #vzp P I)
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1.“ Los subconjuntos de singularidades.

Definición 1.H.1 Dado'A C F(U), U C J(V,W) abierto, se define la

k-ésima extensión jacobiana total, É‘A , comoel ideal de F(U)

generado por A y el conjunto de menores de dimensión n x n ,

det(D¡aj), donde Dl son campos vectoriales totales sobre U, ajG A
(1 < i, j < n) y n= v-k4-1 . Por convención Á“'A==F(U)

Comosiempre v==dim V y D E D = fibrado tangente total sobre

J(V,W).

Consecuencia inmediata de esta definición y conceptos antes

introducidos es el siguiente

Lema 1.H.2 Sea s G U y A C ms. Entonces

tkrsA > k si y sólo si ARAC m . #

Sea I =(il, i2,..., in) una n-upla de enteros positivos; dire
mos que I tiene longitud n,

Nos proponemosdefinirtm subconjuntos 2' del espacio de jets

J(V,W), para cada sucesión I .

La siguiente definición es motivada por el lema precedente y
el Lemal3.6.

Definición 1.“.3 Sea s G J(V,W), q= Hw(s), m el ideal maximal

de F(q). Definimos El C J(V,W) como:

í tkn mq ='i l

'tkr Á mq = i
S

( tkr Á’Ailmq = il . , . s
s E X Sl y solo Sl 

k "tsz Ai“'!..Ai2 Ail mq = i n
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Nota: (i) El espacio de Jets J(V,W) queda partido según los subcon

juntos El ,'es decir: para todo s e J(V,W), existe una única suce
., . . .' l

Sion I =(l¡, 12, ..., ln) tal que s G X .
.. l

(11) Por otra parte, X = Ó a menos que

(a)il>i2>i>...>i >i>o3 n-ol n

(b) u > il 3 u-w

(c) Si il: u-w, entonces il: iz: ... = in .
(a) Resulta del hecho de tener una sucesión de ideales crecientes y

por tanto la sucesión de corangos totales debe decrecer (en sentido

amplio).

(b) Es claro que w > i Por otra parte, mq puede ser generado porl.
w elementos lo que muestra que trksmq < w y por lo tanto tkrsmq >
u-—w.

(c) Si il: u-w, Auwmq = F(U)mq , donde U es un abierto que contie

ne s , y puede verse que tiene el mismo corango total y extensiones

jacobianas totales que mq, de donde la sucesión I se estabiliza.

Definición 1.U.H Dada una aplicación (suave) f: V + w , definimos

El (f) C V como'(Jf)q (El) , para cada u-upla I donde Jf:V + J(V,w)

es la sección jet. Nótese que 21(f) poseen la misma-propiedad de

partir V , como la tenían los conjuntos El en J(V,W).

Si se toma n :1, resulta que p e Zl(f) si y sólo si dim ker f*=i,

donde fúz T * T“P w“(mes la aplicaCion diferenCial de f :V + w en p.
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CAPITULO 2

2.1 E1 módulo diferencial m-ádico Dc(B/k).
2.2 Invariantes de Fitting.

2.3 Definición de singularidades de un morfismo de anillos.

La rererencia para 2.1 es fundamentalmente el trabajo de Y. Nakai

y S. Suzuki [9] en el que introducen los módulos diferenciales m-ádin

cos, así comolas propiedades detalladas en el apartado.

En lo que respecta a1 módulodiferencial (ordinario) puede verse

[ 8] . Asimismo en [S] se estudian dichos módulos, como caso particu

lar de los módulosdiferenciales de orden superior que factorizan de

rivados de orden superior.

En 2.2 se presenta la propiedad fundamental de los ideales inva

riantes de Fitting. Su demostración, así comootros resultados rela

cionados con estos invariantes, puede verse en [H] .

' Finalmente, en 2.3 introducimos la noción de los conjuntos de

singularidades asociados a un morfismo A : A + B, que está basada en

la dada por Mount y Villamayor en [6].
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La definición de los.conjuntos de singularidades de un morfismo

de k-álgebras, A: A-+ B, tiene sentido cuando el B-módulodiferencial

D(B/k) es de tipo finito [6] . Extenderemos este concepto al caso en

que B es local con radical m , y D(B/k) no necesariamente de tipo fi

nito; la condición de finitud requerida se supondrá en el B-módulo

diferencial m-ádico Q (B/k), objeto un poco más particular que D(B/k).

2.1 El módulo diferencial m-ádico D (B/k).

2.1.1 Salvo mención explícita, todos los anillos se suponen commutati
vos con unidad.

Sea B un anillo, m C B un ideal.

Consideraremos sobre B la topología m-ádica, que hace de B un ani

llo topológico, y que tiene comobase de entornos del cero a los idea

les mr (r: 1,2,...) B se dirá entonces un anillo m-ádico.

Si B-es un B-módulo y B un anillo m-ádico, consideramos en E la

topología m-ádica cuyo sistema fundamental de entornos del cero es

la familia de submódulos m'.E (r=_1,2,[..).

El módulo B , equipado con esta topología, se dirá un B-módulo

m-ádicot

E se dice separado si rginÏE = (0).
Los anillos topológicos a considerarse se supondrán espacios to

pológicos Hausdorff (separados) o sea 21n'= (0) , a menos que se esl' l

pecifique lo contrario.
Notemos que, según un teorema de Krull, si B es un anillo local

nOetheriano m-ádico, con radical m, entonces B resulta Hausdorff.

«-.—

X ——_._-——..—.—w-

...m....__._.,_....._...._
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2.1.2 Veamoscómo se obtiene el módulo de diferenciales de una

A-álgebra B.

Se define IA(B) por la siguiente sucesión exacta:

o + I (B) + B o B E B + o ,
A A

donde u(b ® b') =bb'.

Por ser B commutativo, u resulta un morfismo de A-álgebras.

Se comprueba que IA(B) es la A-subálgebra de B f B, generada
(como A-álgebra) por los elementos de 1a forma b ® 1-1 ® b , b E B.

Sea Tnh¿ B + IA(B) 1a aplicación definida por TWA(b)=b 8 1 

1 e b . Se verifica que TWAtiene la siguiente propiedad

T (b.b') = b.T (b') +b'.T (b) +T (b).T (b') .
B/A B/A B/A B/A B/A

El par constituido por la B-álgebra IA(B) y la aplicación

TNA:B + IA(B) tiene la siguiente propiedad universal:
Si.R es una B-álgebra y 1: B + R es A-lineal verificando:

T(bb')_= bt(b')'*b'ï(b) + T(b)T(b'), b,b' E B

entonces existe uno y sólo un morfismo de B-álgebras (salvo B-iso

morfismos) 1* : I (B) + R tal que 1*. T = T .
. A WA

La aplicación T es lo que en [5] se llama una A-serie de Taylor

R-valuada. Los detalles y demostraciones referentes a series de

Taylor pueden encontrarse en 1a referencia mencionada.

Definición 2.1.2.1 D(B/A) = IA(B)/IA(B)2 , dB: B + D(B/A) la apli

cación H o TW donde n : IA(B) + IA(B)/IA(B)2 es 1a proyección ca

nónica. D(B/A) es llamado el módulo de A-diferenciales de B y dB 1a

A-derivación canónica, ya que verifica dB(b.b') =b dn(b') +b' dB(b)
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y dB(a) :0, a G A . ,

Proposición 2.1.2.2 El B-móduloD(B/A) está caracterizado por las

siguientes propiedades:

(1) Existe una A-derivación dB: B + D(B/A);

(2) D(B/A) está generado, como B-módulo, por dB(b), b G B ;

(3) Si 6: B + M es una A-derivación de B en el B-módulo M, existe

D(B/A) + M haciendo commutativouna única aplicación B-lineal 6*

el diagrama:

B É M

W

dB l x '6.
D(B/A)

Supongamos que A : B' + B sea un morfismo de A-álgebras.

Entonces dB.A z B' + D(B/A) es una A-derivación en el B-módulo
D(B/A) (D(B/A) se considera B'-m6dulo a través de A) .

Luego existe única una aplicación de B'—m6dulos D(B'/A) +

D(B/A). De modo que si llamamos d A: B %,D(B'/A) + D(B/A), se tiene

que tal morfismo de B-módulosresulta único haciendo el siguiente

diagrama commutativo:

+PB| B

ÁQdB, Jr Jr dB

B G D(B'/A) + 'D(B/A)
B’ dx

Más aún: puede verse que coker(dA) tiene 1a propiedad universal

que caracteriza a D(B/B'), usando comoderivación canónica a fl.dB,
donde H: D(B/A) + coker(dl) .

De modo que todo morfismo de A-álgebras A B' * B , da origen

.....ocn-qp»-v—n...._

VL"
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a una sucesión exacta de B-módulos:

B ® D(B/A) + D(B/A) + D(B/B') + 0
B’ dA n

Si S es una parte multiplicativa de B y A: B + BSq es la a

plicación canónica, dx resulta un isomorfismo; ie. vale la fór
mula:

BS"? D(B/A) z D(BS" /A).

En particular si p C B es un ideal (¿nm

B Q D(B/A) 2'- D(B /A) .
p B P

2.1.3 Supongamosahora que la A-álgebra B, es un anillo m-ádico.

Siguiendo [9] introducimos la siguiente

Definición 2.1.3.1 Dc(B/A) =D(B/A)/ g m'D(B/A), B-módulo m-ádicor l

que llamaremos el módulo m-ádico de A-diferenciales de B; dB

B + Dc(B/A) a la composición: e . dB, donde e: D(B/A) + Dc(B/A)

es la proyección canónica. Notemosque, por definición, Dc(B/A)
es un B-módulo separado.

Proposición 2.1.3.2 Dc(B/A)está caracterizado por 1a siguiente.
propiedad universal:

(1) Existe una A-derivación dB: B + Dc(B/A), que llamaremos A-deri

vación m-ádica canónica de B g i a

(2) Dc(B/A) es un B-módulo m-ádico separado;

(3) Dc(B/A) está generado, como B-módulo, por d;3b), b G B;

(H) Si B es un B-módulo m-ádico separado y 6 : B + E una A-deriva

ción de B en E, existe una única aplicación B-lineal 6*

Dc(B/A) *’E haciendo commutativo el siguiente diagrama:
ú
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,B 9 B

A l "
“B ,r 6'

Dc (B/A)

En particular el módulode A-diferenciales (0)-ádicos es D(B/A).

De modo que: si D(B/A) es un B-módulo m-ádico separado Dc(B/A):
D(B/A).

Por lo tanto si B es un anillo de Zariski y D(B/A) es finitamen

te generado como B-módulo, D(B/A) Z Dc(B/A).

E933. por anillo de Zariski entendemos un anillo B m-ádico noe

theriano, tal que todo submódulo F deïé—módulofinitamente generado

E, es cerrado para 1a m-topología de B .

Sea A : B' + B morfismo de A-álgebras.

Supongamos que B es un anillo m-ádico

B' es un anillo n-ádico

y que A(n)‘C m , i.e. A es una aplicación continua

de dichos espaoios topológicos.

Esta última condición asegura que si E es un B-módulo m-ádico

separado, E resulta un B'—m6dulon-ádico separado.

Consideremos la A-derivación á“. A: B' + Dc(B/A). Por la pro

piedad universal de DC(B'/A), existe una única aplicación B'—1inea1

Dc(B'/A) -> Dc(B/A); llamando En: B»? Dc(B'ÍA) + Dc(B/A) se obtiene

un diagrama commutativo similar a1 construido con los módulos dife

renciales ordinarios:
B' * B

A A

Aodu.¿ ¿d
B®DC(B'/A) -> Dc(B/A)

n’ J A
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Nótese que en general el B-módulo B g DC(B'/A) no es separado

en la topología m-ádica, aunque Dc(B'/A) lo sea.

Por ser Dc(B/A) separado d A puede factorizarse a través de
I'

B g DC(B'/A)/rQl m [B g Dc(B'/A)] , y llamando DB.W al conucleo
de d A se obtiene la siguiente sucesión exacta de B-módulos:

r d“
B g D (B'/A)/ Ñ m (B Q D (B'/A)) + D (B/A) + D + 0c r>l B c c B,B’

En [9] se demuestra que D / ñ m'D 2 D (B/B'); si, en Dar
B.B’r>l [3.3' C ‘

ticular, Dc(B/A) es de tipo finito y B es Zariski, D ü Dc(B/B').B, B’

No vale en general una fórmula de localización para el módulo

Dc(B/A), análoga a 1a obtenida para el caso de módulos diferenciales
ordinarios. B1 siguiente resultado será útil más adelante:

Teorema 2.1.3.3 Sea B una Análgebra y supongamos que (B,m) es un

anillo Zariski. Sea I C B un ideal. Entonces si D:(B/A) es un B-mó
dulo de tipo finito la siguiente sucesión es exacta:

I/I2 4 (B/I) ¿e Dc(B/A) + Del (B/A)/A] i o ,
' .JA

donde i(B) :1 ® d;(b) y d‘A es la deducida de A: B + B/I;
La demostración puede verse en [9] .

2.1." En este apartado supondremos que los anillos son nOethetianOS.

Si B es un anillo m-ádico, B denotará su completación con respec

to a la topología m-ádica y ñ la clausura de m en B que resulta ser

m.ï3.

Bs bien conocido que en tales condiciones B resulta un anillo
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m—ádico(noetheriano) y separado [10] .

En [9] se demuestran los siguientes resultados:

2.1.u.1 Dc(B/B) = o .

2.1.H.2 Supongamos que B es una A-álgebra, vía A : A + B .

Supongamos que A es un anillo n- ádico, B un anillo m-ádico y

A(n) C m .

Podemos entonces considerar a B como una Á-álgebra vía izÁ + B ,

morfismo deducido de A pasando a los completados.

Entonces, si Dc(B/A)es de tipo finito y (B,m) es Zariski_se tie
ne que:

f3? Dc (B/A) u Dc(B/A) 2 Dc(fa/Á) .

En particular: si A y B son anillos locales, A dominado por B ,

y Dc(B/A) es de tipo finito, Dc(B/A) e 139 Dc(B/A).

2.1.“.3 Supongamos(B,m) y (A,n) anillosnlocales tales que
(i) B es completo en la topología m-ádica,

(ii) (B,m) domina (A,r1) ; i.e. Ag B y mn A = n

(iii) B/mes Una extensión finitamente generada (comoálgebra)

de AÁ).

Entonces Q (B/A) es un B-módulo de tipo finito.

De 2.1.H.3 resulta que si B: k u g , ..., xnn , m = (g ,..., x“):

Rad(B) (k cuerpo).

Dc(B/k) es un B-módulo finitamente generado.

Nótese que D(B/k) no es un B-módulo finitamente generado.
Este resultado servirá para generalizar la definición de singula

ridad de un morfismo de k-álgebras locales A : A + B, suponiendo B
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completa.

2.1.5 Finalmente los módulos diferenciales pueden usarse para ca

racterizar anillos locales regulares , según se demuestra en [9].

Teorema 2.1.5.1 Sea R un anillo local completo regular de rango

n y sea m su radical. Sea k un cuerpo contenido en R tal que R/m

es una extensión finitamente generada separable de dimensión r so
bre k.

Entonces Dc(R/k) es un módulo libre de rango n-+r. Más aún: si

(xl, ..., xn) es un sistema regular de parámetros de R y a , ..., arl

son elementos de R tales que sus clases residuales mod. m son una

base de trascendencia separable de R/msobre k, entonces del,...,
A A

den, dkal... dRar es una base de Dc(R/k).
Teorema 2.5.1 Sea R un anillo local completo con radical m.

Sea RÏÉR.un cuerpo tal que R/m es una extensión separable y fi

nitamente generada de k.

Supongamos que corac(R)F 0 .

Bajo estas hipótesis, si Dc(R/k) es un módulo libre de rango
finito, R es un anillo local regular.

flota: (i) el teorema 2.1.5.? vale en característica distinta de ce
ro, suponiendo R un dominio enteroL k perfecto y R/m algebraico so

bre k.

(ii) Si R es local no completo, pueden usarse los teoremas te

niendo en cuenta que R regular e==-"Rregular.
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2.1 Invariantes de Fitting.

Sea B un anillo, Mun B-módulo de tipo finito.

Sea 0 + K + F + M + 0 una sucesión exacta de B-módulos con F

libre de rango finito y base fl, ..., fn .

Si K3 el módulo de relaciones, está generado por Z aH fj, en"
tonces el r-ésimo invariante de Fitting de Mes el ideal de B gene

rado por los subdeterminantes de dimensión (n -r0 x(n-—r) de la ma

triz (a¡j).
Tales ideales no dependen de la sucesión exacta considerada ni

de la base elegida, sino sólo del B-móduloM. [2]

El r-ésimo invariante de Fitting de Mserá denotado por FI(M),

pudiendo ser r cualquier entero no negativo. Bs claro que Fr(M) S;

rF*5ML
Estos invariantes tienen la siguiente propiedad fundamental, que

udaremos más adelante:

Proposigiép g¿;. [H]

Sea h : B + C un morfismo de anillos. Entonces vale la fórmula:

¿(e 3M) = h(}‘r(M)). c.
D

Si,en particular'h.es sobreyectiva: Fr(C 9 M) = h(Fr(M)).
n

2.3 Definición de singularidades de un morfismo de anillos.

2.3.1 En lo que resta del capitulo se supone que

k es un cuerpo de característica cero;

B una k-álgebra local noetheriana con radical m tal que B/mü



‘9

d.¡

21

k C B ;

A es una k-álgebra.(no necesariamente local);

A : A + B, un morfismo de k-álgebras, local si A es local.

Finalmente, supongamos que Dc(B/k) es un B-módulo m-ádico

de tipo finito y dB: B + Dc(B/k) la k-derivación canónica.

La composición dB.A A + Dc(B/k) es una k-derivación de A .

Por lo tanto existe una única aplicación A-lineal: D(A/k)-+

Dc(B/k) Que puede extenderse (unívocamente) a una aplicación

B-lineal cu: B A<9D(A/}<) + Dc(B/k).

Por ser Dc(B/k) de tipo finito, así resulta el módulocoker
(dx).

Dado que B es Zariski, coker(dA) 2 Dc(B/A); en particular

Dc(B/A) es de tipo finito.

Se obtiene entonces la siguiente sucesión exacta:

2.3.1.1 B Q D(A/k) +¡Dc(B/k) + Dc(B/A) + 0 .a

2.3.2 Siguiendo a [6] introducimos la siguiente

Definición 2.3.2.1 Sea A: B + Muna k-derivación de B en el B

módulo de tipo finito M; Supongamosque j es un entero no_negati

vo. Entonces ponemos:

(i) z (M) = F; (M)' J J’l

.. . ;M
(11) MCJ) = 9 +——————-, donde [Az_(M)] denota el

zj (M) ' ' [Azj (ml ’ 

B-submódulo generado por Ab, b E zj(M).

Si il, iz, ..., i es una sucesión de enteros no negativos,r .

definimos una sucesión de módulos e ideales como sigue:

(iii) z(i¡) = z¡(M)
l

..__.._.-o--.._..
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M

(iv) M(il) : g .._____.
z¡(M) [Az¡(M)]

l l

(v) Si M(i¡, i , ..., ihl) y z(il, i , ..., in!) han sido2 2

definidos, entoncesz(i¡, ...,it) —(z(il,...,ir¡) ,
z¡(M(i¡,...,i >)) yr-l

r

B M(i¡,...,inl)
M(i¡,...,ir) = -—-————-———-fi ———————-—-4z(il,...,ir) [Az(i¡,...,ir)]

Definición 2.3.2.2 Dado A: A + B como 2.3.1, consideramos la k

derivación m-ádica canónica dWA:B + Dc(B/A).

Tomando M==Dc(B/A)y'A= dBMse tienen, para toda sucesión

11,..., ir de enteros no negativos, los módulosDc(B/A)(il,...,ir)

y los ideales z(i¡,..., ir) .
Definimos un subesquema de Spec(B), que denotaremos por

X (A; il, i2,..., ir), comosigue:
(i) El soporte de Z(A;il,í2..., ir), i.e. el espacio t0poló

gico subyacente, consiste de todos los p eSpec(B) tales que

(1) p 3 z(il,iz,...,ir)
(2) p fi z(i¡,...,ij+ 1 ),.1 < j < r .

..,ir) es la de haz de(ii) La estructura de haz Ï(A;i¡,i2,.
_anillos inducida sobre sl subconjunto definido en (i) por el ani

llo B/z(i¡,...,il).
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3.1. Algebras de Lie. Envolvontcs

3.2. Tcoremas de extensión de derivaciones

La referencia del presente capítulo es el trabajo de K. Hount
y O.E.Villamayor, lbl. Todas las definiciones y resultados que
figuran en 3.1 y 3.2 han sido introducidos en tal referencia.
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g¿}. ALGEBRAS DE LIE. ENVOLVENTRS

Sea k un anillo; A una k-álgebra. Se ha definido en cl Cap. 2 el A-mó
dulo de k-díferencíales D(A/k) y, en el caso de ser A un anillo m-ádjco,
el A-módulode k-díferencíales mvádico Dc(A/k).
Pronosícíón 3.1.1. Sea (A,m) un anillo m-ádico separado. Entonces

HomA(D(A/k), A) = HomA(Dc(A/k), A)

Egmostrqgiég: Por definición existe un morfismo suryectivo de Aumódulos

n: D(A/k) 4 DC(A/k)

Se tiene entonces un morfismo inyectivo:

¡":2 HomA(DC(A/k),A) -> IiomA(D(A/k),A)

Afirmamos que n* es suryectiva. .
En efecto, sea v e homA(D(A/k),A). Por ser (A,m) separado, _f ml = Ul>
Luego si x e r mJ D(A/k), v(x) e r m1 de donde v(x) = 0ill iii
De modoque todo morfismo Á-lïnea] v:D(A/k) * A, se factoriza a través

de DC(A/k), je exiSte único W‘:DC(A/k) + A haciendo conmutativo el dig
grama

v
D(A/k) ——s A

É n

g ,

D (A/kf
C

/
¡WI

Luego n*(v') = v'.n = v, de donde la proposición fi

L(A/k) de notará al A-módulo, dual de D(A/k) ó bien de DC(A/k).



IU L(A/k) tiene además estructura de k-álgebra de Lie poniendo:

Ü = dl, e i=1.32..
Sea A una k-álgcbra

ggfínícíón 3.1.2: Dado L, un A-módulo a i2quierda que sea una k-álge
bra dc Lie, diremos oue L es una A-knálgebra de Lie
si existe una aplicación yzL + L(A/k) tal que

(í) y es morfismo de A-módulos (a í2quierda)
(ii) y es morfismo de k-álgebras de Lie
(iii) Si a,b e A y x,y G L se verifica

. [aX’by] : a(Y(X)(b))y - X+ ablx,y|

, y se dirá el A-k-morfismo estructural de L.
Cuando no haya peligro de confusión denotaremos N(x)(a) por xa.
Es claro que L(A/k) es un A-k-álgebra de Lie, con morfismo estructural
id.

-Definicíég_g¿l¿É; Sean A,B y k anillos, donde B es una A-álgebra y A
es una k-álgcbra. Sea L una A-k-algebra de Lie con morfismo estructural
Y;L + L(A/k).
Diremos que B es una L-álgcbra si existe una aplicación 0:L + L(B/k)
de k-álgebras de Lie y de A-lineal tal que para todo d e L el.diagrama

y(d)
—.+ A

. V Md) 1B --------» B sea Conmutativo.

D (Las flechas verticales son las que dan a B estructura de A-álgebra)
A 0 la llamaremos la aplicaéïón L-estructural de B.
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Definición 3.1.3} Sean A, k anillos y A una k-álgebra.
Sea (L,Y) una A-k-álgebra de Lie y B una k-álgebra

(no unitaria) que es un A-móduloa i2quierda.
EFQbenos que B es una A—k—51gebraenvolvente para L si¡,1 .hHi ,9

(i) Existe una aplicación Aelineal szL + B tal que si a c A, x e B

pB(dL(a.x) =1&d)(aLx + akaD.x

(ii) Si d,d' e 1,, pBld,d'] = pB(d).pB(d') —pB(d').pB(d)

Nota: Si por I0B(d), pB(d')] denotamos pB(d).pB(d') —pB(d').pB(d)
resulta:

[apB(d), bpn(d')] = pBlad,bd'l, a,b e A y d,d' e L

Definición 3.1.5: Sea (L,y) una A-k-álgebra de Lie. Una álgebra envol
vente E de L se dirá álgebra envolvente universal de L si dada otra
envolvente (B,pB) de L existe una única aplicación úzï + B tal que:

(i) ü es morfismo de k-álgebras
(ii) ú es morfismo de A-módulos a izquierda

(iii).ú o pE = oIZ

Resulta claro que si existe una envolvente universal de L, es única
salvo isomorfismos.

'Teorema 3.1.6: Sea A una k-Slgebra y L una A-k-álgebra de Lie.
Existe una álgebra envolvente universal de L, que denotaremos L(L).

ás-aün: E(L) = T(L)/I, donde T(L) = Z o 3L es el álgebra tensorial
'21 k

de L e I es el ideal bilátero de T(L) generado por elementos de la

Z

forma d 0 d' - d‘ o d —[d,d‘] con d,d' e L y elementos
d(ao) - y(d)(a).0 - a d0 con a G A, d e L y 0 G'T.
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Demostración: Sea B una envolvente de L y szL + B la aplicación asocfig
. y _ . ¡da. 81 d1,...,dr e L entonces W(d1 x...x dr) - pB(d1)...pB(dr) c B es

k-lineal de donde

D

L ¿B
‘

Jl fw'
T(L) es conmutatíva

Comoú' se anula en I, se factoriza a través de E(L).#
E(L(A/k)) será denotado por E(A/k).
LlamaremosF(n,m) al conjunto de aplicaciones estrictamente crecientes
del conjunto {1,...,n} en {1,...,m}, n,m enteros no negativos.
Si a c F(n,m) llamaremos ca a la aplicación de F(m-n,m) Que tiene como
imagen al complemento de 1a imagen de u en el conjunto {1...m}
Si a es suryectiva, ca se define comola función vacía.

Esmas 3.1.7: Sean A,k anillos, A una k-álgebra.
(L,0) una A-k-álgebra de Lie y (B,pB) una envolvente
para L.

Entonces, si x e B, di e L y a e A:

bar-3'

n

{ ‘ ([H10(du(v)))a1
(d ) . (d )(a.x) =p OI D

B r B 1 n=0 a€F(u,r) v:

))) xl}
r-n

'[( Ül oB(dca(ww
n l

donde la eXpresíón H B(du(v)) denota la COmposición de los k-endomor
v=1

fírmos de A dados por 0(du(v)) escrito de derecha a izquierda. Rs de01r
r I 0

H d. = d ...d1 y pondremos n d. = 1dent1dad
j=1 1 r ifvacío
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Demostrícíón: Por inducción en r. Para r = 1

( > ( % Y n 1’“o d . a.x) = L [( H 0(d ))al.l( H p (cl ))x] =
B 1 “:0 aerín’l) Vzl o.(v) wzi B ca(w)

1 1:a,p(Hd )x+ f [("0(d_ nal.
B wzl ca(w) “e ¡1151) Vzl o(v)

0

.[(wÍ:11 pB(dCa(w))) x] = a pB(d1)x + (0(d1)a) = x

Etapa inductíva: (r-l) implica r‘.

lpB(dr)(pB(dr_1)...pB(d1))](ax) =

( 1‘51 Y n I‘D d [J L l ( H 0 oí ( H p
B r n=0 aGI‘(u,r‘-1) v=1 (MV) w=1 B

)))x]ca (w

rei Y n r-n-l[Md ).(H0(d ))a].l H o (d
r v=1 (AV)- w=1 B

)x] +
náO 0€F(É;r—1) )

Ca. (w

Y n
+ [( H 0(du(v)

r-n-l
))a].[p (d )( n p (d

L L
n=0 aEF(n,r‘—1) v=1 B r w=1

B cu (w )))x] =



I"
Y

n r-n
- T' L . H" Md ))a].[(H (d n +

n=1 a T(n,r) v:1 “(V) w=1 0B Ca(w) x
a(u)=r

Y n r_n
* . l( H 9(d ))a]. ( n (d )) =

n20 aer/(n,r) v:1 “(‘l) l -1 0B Ca(w) x]a(n)ír

v 0 P= Í Í ( H 0 .I ( II p 4.
(1€P(Ü,I‘) v:1 (¡(V) “:1 B Ca(W)u(U)ír

rïl Y n r-n* ,. l ( n 0(d ))al.[ (ll p (d ))x1 +
¡1:1 a€I‘(n,r) v:1 a(V) w=1 B Ca(w)

v v ( n ( ) P’“+ L I Í " 0 d )al.[( H p (d ))x] :
n=r GÉF(I‘,P) v:1 (¡(V) w=1 B Cu(w)a(r)=r

1€ Y» n r-n= L I( H 0(d ))a].[( u p (d 1 ))x¡.
n=0 (leYing") \,':1 a(V) wzl B cab“)

Esto completa la prueba del lemafi

Teorema 311.8: Sean í una A-k4álgebra de Lie, W:L + L(A/k) el morfismo
estructural. _
B una L_á1gehra con morfismo ÜzL + L(B/k).

Entonces B e L(L) es una álgebra envolvente para B 0 L.
AA

Más aún B e B(L) = B(B o L)
A A
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Demostración:

Consideremos el B-módulo B o Z G3 L = B Q T(L)
A j:1 k A

structura de k-álgebra, será suficienteA fin de dar a B G T(L) una e
A

definir una aplicación k-bjlineal ".” de (B 0 T) x (B 0 T) en B G T
AA

tal que para los k-generadores de la forma x = b G di...dr,
A

y = Q G ¿1...6q y Z = E 0 01...0t valga la relación x.(y.z) = (x.y).z.
A ‘ A

Definímos una aplicación k-bilineal de (B 0 Or L) x (B O 0u L) en
r+s t - A k A k

Z B o 0 L como sigue:
t:1 A

( F Y j r-j )bod ...d Haas ...6 )= L , b( n 0(d ))Bo( n d 6 ...6,
A r 1 A s 1 i=0 "EP(j’r) v=1 a(v) A w=1 Ca(w) s .

que puede extenderse a una aplicación k-bilineal de [B O T(L)]x(B 0 T(LI
en IB o T(L)]. A

A

En cuanto a 1a asociatividad requerida, supongamosque b 0 6 ...61 ys
c G 0 ...0 son elementos de R O T. Si d ...d e L, entonces:

t 1 A 1 r

(1 o d1)[ (1)068...61)(c o "t“"’1’1 =
A A '

p

(1 . ) g ( n ( . S—n= oq L , b. nos ))co(u 5 ).0 ...0 =
1 n=0 u€F(n,s) vzl u(v) A wzl ca(w) t 1

% Y ( )( n s—n= 0d b.(|lfl(5 ))c)o(n a >o o +L 1. ,
n=0 06F(n,s) 1 v=1 “(V) A w=1 C°(k) L 1

t

5‘; V (n ( )) (sm )b H 0 6 C O d l! ó 0 0 :L ...
n:1 aer n,s) v:1 G(V) A 1 w:1 CG(W) t 1
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% X ln s-n(0(d)b).(l10(6 ))co(ll¿
1 v:1 dV) A w:1

L Í Í Í
n:0 uEP(n’s) CCÁW) t

s ‘ n s-n
+ V \ b(6(d) u aus ))c o ( n 61 a(V)L L ).0

n:0 u€F(n,5) V=1 A w=1 ca(w) t 1

“:5 \

s s—n

+ I b( Ma ( )))c0d1( n
n=0 aGF(n,s) v=1 a V A w=1

6Ca(w))0t...01.

Por otra parte:

[19d )(bos ...6
1 A s

= (d1 b Í ¿5...61 + b 0 d1 65...ól)(c 2 Ot...01) =

= (d bïós...61)(c20t...01)+(13065 ...61)(c oo al)1 +1 t"'

donde ¿8+1 = d1

Por tanto;

[(10d1)(b;)65...61)](c00 )=t...01

Se S-í- ‘ ))co(n 6
A :

Ti

Z ((11b)( n Msn:1 a
a O. C

jfo aer(i c.) CG(W)) t 1" . a”
(n)
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r .. Y

(1 o d1)(v.v) —(1 o d1)(i¿j viaj)

_ Y ..

- (iLj (1 o d1)vi)8j- ((1 o alww.

Ahora, si dr,...,d1 e L, usando inducción:

(1 0 d ...d )(w.v) = ((1 G d )...(1 o d ))(ú.v)r 1 r 1

= ((1 o dr)(1 o dr_1)...(1 o d1))(w.9)
..

= (1 o dr)[(1 o dr_1)...(1 o d1)(w.v)]

= (1 o dr)[((1 o dr_1)...(1 o d1)ú).v]

= [(1 O d )((1 0 d )...(1 0 d1)0)].vr r —1

= ((1 o d )...(1 o 411w“I"

De este modotenemos una estructura de k-álgebra asociativa sobre

B R T(L). Notcmos que se ha Úisto que

.. ... = V ' o o ‘
(b O dr. d1)(B 0 61 68) á bj O j ¿1...68, donde j E 1(L) y

b! e B.
3 .

Sunongamos ahora que R = b 0 dr...d1, S = B O ¿5...61 y d,d' e lH
Entonces:

R(d.d'—d'.d—[d,d']) S = (b O dr...d1).(dd‘8»d'd8—[d,d']S)

= (b o dr...d1)(dd'(3 o ¿8...51)—d'd(3 O ¿8...61)—[d,d'](a O68.. )).61



= (b o dr...dl).ld(0(d')6 o 65.. + s o d'ós...61)—.61

" 06800-61+B 
+ 0(d')0(d)B o ¿0...51 ——0(d)0(d')3 o 5 ...5

s 1

l
—B o [d,d las...¿11

: t o | .(b 0 dr...d1)[0(d)0(d )B ¿5...61 + 6(d )B 0 d ¿8...61

+ 0(d)B o d' 5,...5 + B o dd' 6,...611

- 0(d')0(d)8 o ¿0...6 _ 0(d)B o d' aq...511

_ 0(d')B o das...61 —a o cl'd ¿5...51

- 0(d)0(d')B o ¿8...61 + 6(d')0(d)8 o ¿Hua J.

- B 0 [d,d']65}.,61]

(b 0 dr...d1)(6 2 (dd'—d'd-ld,d'])ós...61?

Y t l v I

É Bn 00n(dd —dd-[d,d ])ós...61A

Mas aún, si ú e T(L) y a c A, entonces



n = R(d(aú)-(9(d)a)ú-adú)3

R(d(aW)-(v(d)a)w-adú)(5 o ¿5...61)

= R(d(aW)(B0 ¿5...51)—((w(d)a)W)(e 0 ¿5...61)—(adú)(8 o ¿8...61))

Supongamos cue W = d 0 ... 0 dl. Asi:r k k

aÚ = ad B d 0 ... 0 d
r k r-l k 1k

y

d(aú) = d 9 adr 0 ... G di

Póngase E = dr_1 0 ... G dl; entonces

o = R((d o ad“)E(B o a 0 ... 051) —
k A S k k

- (w(d)a)(d s)(a 0 5 0...0 61)—adO‘(d s)(n 0 a 0...0 51))
P A S k k P A 5 k k

Por expresiones ¿.(B 0 Gg 0 .0 61) son combinaciones lineales de ex
A ‘ k

preáiones de la misma forma que B 0 ¿0...61
Por ló tanto o es combinación lineal de eXpresiones de la forma

p' = R((d 2 adr)(B 2 ¿8...61)—(v(d)a)dr(8 0 ¿5...61) —

— (ad o d )(B 0 a ...a ))r s 1

R(0(d)0(adr)8 o 68...ól+0(adr)8 o das...61+0(d)8 0 (adrIGS...6 +
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+ B o d(adr)ós...61 —;w(d)a)0(dr)8 o ¿5...61 

- (w(d)a)e o dr ¿5...51

- 6(ad)0(dr)8 o ¿8...61-0(dr)8 o (ad)ós...61

_ 0(ad)B o dr ¿5...51-8 o (ad)dr ¿8...51)

= R(a0(d)0(dr)8 o ¿8...51+(w(d)a)0(dr)a o ¿8...61

+ a0(d)B G dr ¿8...61+B 0 d(adr)65...61

—(v(d)a)8(dr)5 o ¿8...61—(v(d)a)3 o dr ¿5...51

—a(0(d)0(dr)8) o ¿8...61-a6(d)6 o dr ¿5...61 —

- aB 0 d dr 68...ó1)

R(8 o d(adr)ós...61-(w(d)a)8 o dr ¿8...61-a8 o d dr 63.:.51)

= RÍBo (d(adr)ós...61-(W(d)a)dr 68...61-(ad) dr ¿5...61)]

Por lo tanto en cada caso un elemento de 1a forma R y S está en B O I,‘
si y e T, donde I es el ideal bilátero de T(L) generado por las relacíí
nes_dd'-d'd—[d,d'] y d(ap)-(W(d)a)p-ado.
Se sigue que B G I es un ideal en Bro T(L) con muestra multiplicación.

A

Luego B 0 E(L) hereda la estructura de k-álgebra de B O T(L).
A A
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Para completar la demostración debemos mostrar que B O E(L) es una
envolvente universal de B 6 L. A

A

Primeramente, B o E(L) es nna álgebra envolvente para B 0 L.
La aplicación estructural para B G L está dada por v(b OAd)(B) =
= b(0(d)B). A

Si sz G T(L) + B G E(L) = E es la provección al cociente, entonces
A A

para B Q 6g...61 en B 0 E(L), b e B y c 0 d e B G L se sigue que:

pB0E(L)(C0d)(b.BOGS...61) = c((0(d)b)B 6 GS...61+b0(d)B 0 ¿5...61 +
A

4*bB O d ¿8...61

= (vhzo anna 065..¿1 +1mBGIHL)(c<3d)(acaós.H51)
A

Más aún:

plb 0 d, b' 0 d'] = p(b(0(d)h') G d'-b'(6(d‘)b) G d+bb' 0 [d,d'])

= p(b(0(d)b') 0 d')-p(b'(0(d')b) 0 d)+p(bb' 0 [d,d' )]

n(b(0(d)b') 0-d')-p(b'(0(d')h) o d+o(bb' o (dd'—d'd'))

ya que dd'-d'd = ¡d,d31 en E(L).

Se observa que ésta última cxnrcsión es:

o(b O d)p(b' 0 d') -—oÜ)‘ 0 d')o(b O C1).

Finalmente, supongamos que v una álgebra envolvente para B e L. Si
A

usamos la aplicación de + pv(1 0 d), d e L, v resulta una álgebra
envolvente para L.
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Existe, entonces, una única aplicación h:E(L) + v de A-k-álgebras
tal que h°°n(1) = °v
Podemos extender h, unívocamente, a un morfismo de B-módulos
h‘:B fi [(L) + v, poniendo h‘(b 0 6) = b.h(6)

A A

Si d e L v b e B, entonces:

h'( (b o d)) = h'(b o 0F(d)) = bh(pE(d)) = pv(b o d).p B 0 E(L)

A fin de comnletar la demostración, será suficiente mostrar nue h' es
un morfismo de B-k-álgebras. Sólo falta ver que es de k-álgebras: como
h' es k-lineal bastará ver que

h'((b 0 dp...d1)(8 0 ¿8...61)) = h'(b 0 dr...d1).h'(8 0 ¿8...61)

Pero:

h'((b o pB(dr)...pE(d1))(B o oE(6q)...nE(61))) =

’T‘ n r'—n

= h'l E b1 V ( n 6(du(v)))8 o ( u pF(d: wzl J
))n.(6 )...p.(6 )]

T10 aer/(n,r)r:1 L S L 1ca(w)

1€ Y n r-n. 3 ))p.(5 ‘)...p (5 )
o aeí‘mm) V=1 > L s E 1

cu(w

N4“!

n r-n
=‘ b Y ( n 0(d ))s.( H o (1 o da(v) v Cp )))n (1065)...nv(106l

n:0 u€F(n,r) v=1 w-l w Va(

= b(nv(1 o dr)...pv(1 o d1))(5 pv(1 o 65)...pv(1 o 51)) por el

Lema 1.7.



Luego

: h‘(b0droood10}]‘(8058...51)
fl

3.2. TEORFHAS DE EXTENSION DE DERIVACTONES

Lemg_3.2.1: Sean k,A anillos y supongamos que B es una A-álgebra.
Scan: F un A-módulo libre e izF + B una aplicación A-lineal, (fanficI
una base de F y (ba) un conjunto de elementos de B.aeI
Entonces para toda k-derivación 6:A + B existe una única k-derivación
azsAlF] + B tal que a(a) = ó(a) si a 6 A, y a(fa) = ba, a 6 I.

Demgstrggiénf Dado que F es un Asmódulo libre, SAIF] = AlfJueI, anillo
de polinomios en las indeterminadas fa a coeficientes en A.
Entonces resulta que D(SA[F]/A) es un SAIFl-módulo libre con base
{dfaza e I} y por lo tanto se tiene la siguiente descomposición de
D(SA[F]/k):

D(SA[F]/k) = [SAIF] 2 D'(A/k)] ° D(SAIP]/A)

Por otra parte, itF + B se extiende de modo único a i‘:SAIF] + B,
A[Fl-módulo.

Puede definirse entonces una aplicación SAIFI-lineal de D(SA[F]/k) en
B, que induce a la derivación buscada.

definiendo en B una estructura de S

Lema3.2.2: Sean A, k anillos tal que A es una k-álgcbra y-supongamos
que B es una A-álgebra.
Supongamos que: (i) Mes un A-módulo y existe dzA + B, k-derivacioner

(ii) i:M + B aplicación A-lineal
(iii) 6:M+ B aplicación k-lineal tal que

6(a.m) = a5(m)+(da)i(m), si a e A, m 6 M.
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Entonces existe una única k-derivación stAíM] + B tal nue
a(m) = ¿(m), si m e M, y a(a) = da si a e A.

Demostraciég: Sea F un A-módulo libre y 0 + K + F h N + Ü una sucesión,
exacta de A-módulos.
Tal sucesión induce de modonatural a

0 (K) S F H S M 0
+ + A! l -> A[ ] +

con H morfismo de A-álqebras y (K) = ker H,idea1 de SAÍF] generado por
La aplicación i o hzf + B induce sobre B una estructura de SAíFl-álge—
bra. Si (fa)mGI es una base de F, por el lema anterior, existe una úni
ca k-derivación A:SA[F] + B tal que A(a) = da y ¿(fu) = 6h(fa)
Para completar la demostración, bastará que A se factorice a través
de H. Si x e K, P e SAIF]:

A(P.x) = A(P).i°h(x) + (10H)(P).(6°h)(x) = 0

3.2.3: Sunonqamosque L cs una A-k-álgebra de Lie.
B una L-álgebra, con morfismo estructural

üzL + L(B/k)

Si pE:L(B/k) + E(B/k) = E(L(E/k)) es el morfismo canónico de L(B/k)
en su envolvente universal, pH 00:L + E(B/k) es A-lineal.
Si a e A y x é E(B/k), para d e L se tiene que:

pE 0 B(d)(ax) = (0(d)(a.1B)).x + (a.lB) 0E(0(d)).x =

(da.1B) x + (a.1B) pE(0(d))X.
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Además si d,d' e L:

pE.Ü[d,d'] = oE[0(d),0 (d')] = DE(9(d)) DE“ (d')) - pE(0(d')) 050901))

Por tanto E(B/k) es una álgebra envolvente para L. Se sigue que existe
un único morfismo A-lineal y de k-álgebras de E(L) en L(B/k), denotado
¿(0).
Ehparticular, si d1,...,dr e L y b e E:

¿(0)(pE(d1)...pE(dr)b) = B(d1)...9(dr)(b)
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gfiPITULO u

“.1. Espacio de Jet

“.2. Propiedad universal. Sección jet jA
".3. Singularidades genéricas

La referencia para ".1 y ".2 la constituye [6]
En “.3 se demuestra que el espacio de Jet introducido en [6]
sirve para clasificar genéricamente las singularidades de
morfismosalgebraicos (bajo las hipótesis allí detalladas)
definidas en 2.3.
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u.1. ESPACIO DE JEÏ

Sean A, B, k anillos, A y B k-álgebras.
Sea_L una B-k-álgebra de Lie (Definición 3.1.2.)
E(L) denote el álgebra envolvente universal de L (Definición 3.1.5.)

Definimos en A Í B(L) i A una estructura de B Í A-módulo como sigue:

(b o a)(a' 9 0 e a") = aa' o lfl o a"

Definición N.1.1:

El espacio de jet asociado a B, A será la B G A-álgebra
k

“B e A
k

donde I es el ideal de SB o AIA G E(L) 9 A] generado por los elementos:

J(L(B/k), B G A) = [A G E(L) 0 Al/I ,
k k k

a) 1 Q e G 1, si e e L(B/k)

b) 1 o pE(dr)...pB(d1) o b1 b2 —

1‘51 V j’ > )— (1 Q H p (d GbL L
j:1 a6F(j,r)' k v=1 E “(V) k 1

J _

(1 o u p‘(d ) e b ) 
k n=1 L Ca(n) k 2

r r ( ‘— b o n p-(d.) o b —b o n p d.) 0 b .
1 k j=1 L 3 k 2 2 k j:1 E 3 1

Daremosa J(L(E/k), B 0 A) estructurá de L(B/k)-álgebra a través de
k

uñ morfísmo estructural y:L(B/k) + L(J(L(B/k), B G A)/k que pasamos
a construir.



un

N.1.2. Construcción de y:

a) Definición de y(d), d e L(B/k)

b) y resulta B-lineal y de k-álgebras de Lie

a) Sea d c L(B/k). Definimos

i) d*: A x E(B/k) x A + J(L(B/k), A Q B)

d*(a',x,a") = (1 e pE(d) o a')(1 o x o a") + (a' e pE(d) x 0 a")

d* es 3-1inea1; en efecto:

d*(a1+a2,x,a") = (1 0 pE(d) 0 (a1+a2))(1 9 x 0 a") +

+ ((a1+a2) o pE(d).X o a")

= (1 o pE(d) e a1)(1 o x e a") +

+ (1 G pB(d) O a2)(1 O x o a") +

+ (a1 o pE(q) x o a") + (a2 o pE(d).x o a") =

= d*(a1,x,a") + d*(a2,x,a”)

De modosimilar sc comprueba que es k-lincal en las variables x y a".
Se tiene entoñccs unívocamente determinada una aplicación k-Jjneal:

d’ÏzA 0 B(B/k) O A -> J(L(P,/k), B 0 A).
k k

ii) Sea 6:8 x A + J(L(B/k), B 0 A) definida por:

6(b,a) = d(b) 0 a + 1 0 b 0L(d) 0 a



Se comprueba facilmente que 6 es k-lineal de donde se obtiene una
aplicación (denotada de igual modo):

5:13 o A + J(L(B/k), B o A)
k

Veamosque 6 es una k-derivacíón. Basta verificar

¿((b G a).(b' G a')) = ¿(b G a).b' G a' + (b G a).6(b' G a')

¿((b G a).(b' G a')) = ¿(bb' G aa') =

d(bb‘) G aa' + 1 G bb‘ pE(d) G aa' =

bd(b') G aa' + b'd(b) G aa' +

+ (bb' G 1)(a' G pE(d) G a + a G pE(d) G a‘)

(b G a)(d(b') G a' + 1 G b‘ pE(d) G a') +

+ (b' o a‘)(c1.(b) o a + 1 o b OEM) G a) =

(b G a).6(b' G a‘) + (b‘ G a').6(b G a)

como queríamos ver.

iii) Si a 6 B Q A y x e A G E(B/k) B, afirmamos que

d=‘=<a.x)= ¿(amm + aida-(x).

Basta verificarlo para a = b 0 a y x : a1 G 0 0 a2:
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d*((b 0 a).(a1 G 0 9 e2)) = d*(aa1 G b0 o a2) =

= (1 o pr(d) o aa1)(1 e tfl e a2) + (aa1 o pE(d)(b.0) o a2) =

= (a o pE(d) o a1)(1 o bo o a2) + (a1 e pE(d) o a)(1 o bü o a2) +

+ (aa1 e pr(d)0 o a2) + (aa1 e dcb).a o a2) =

= (a1 0 0 e a2)[(1 o pr(d) e a) + (d(b) G a)! +

+ (b o a)l(1 e pE(d) e a1)(1 e o o a2) + (a1 o pE(d) o a2)] =

= (a1 e a e a2)6(b o a) + (b e a) d*(a1 o a o a2)

de donde lo afirmado.

Por el Lema3.2.2.) existe una única k-derivación

d':S [A o E(B/k) o A] + J(L(B/k). B o A)
B 0 A ' k

que coincide con d* en A 0 E(B/k) 0 A y con 6 en B G A
Veamosahora que tal derivación sc anula en el ideal I de la Defini
cíóni1.1.
En lo que respecta a elementos de la forma (a), es obvio que d' se
anula en ellos.
Sean entonces d1,...,dr e L(B/k) y a¡,a2 e A;

d‘(1 o pE(dr)...pr(d1) o a1 a2) —

w? }' (1 o Ijvp (a )o >(1 rñj1 4 4. - )

jzo 0€F(j’r) n=1 L a(n) d1 C V=10R(dco(v)) 0 a2)) :



r j r-j
_ V " (1 o (d) ¡I (d )c )(1 n' ( ) - )L L 0‘ p. ) a O p d 0 d.

j=0 a€F(j’r) L n=1 L (¡(n) 1 v=1 B CCI(V) 2

F ( j ( > ) ( r_j ( >.— 1 e n d o (1 o d) n d o a )L O a D o. 
j=0 a ’r) ¡1:1 E a(n) 1 E v=1 L co.(v) 2

Si denotamos d = dr+1, 1a última expresión adOpta la forma:

Ï Y ( j ( ( r+1_j < ) )- 1 0 fl p. d ) O a ) 1 Q fl p d 9 a".. L
jgo aer(j,r+1) n=1 L u(n) 1 V=1 II Ca(v) z

a(j)=r+1

F V (1 o 3 (d > >(1 rál'j (c J b >- ¿ ¿ p. G a 0 p‘ - 0 =
j=0 aeF(j,P+1) n=1 L a(n) 1 Vzl L ca(v) 2

a(j) P

: (f10 pE(dr+1)...pE(d1) 0 a] a2) 

rgl Y j r+1-j ) - )- (19 "plc! )G-a )(1o n Did oc = 0
jéo ae Fíj,r+1) n=1 L (¡(11) 1 V=1 L Ca(v) 2

Se ha construído así una aplicación

y:d + d', de L(B/k) en L(J(L(B/k), E m A)/k)
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b) y es B-líneal y de k-álpebras de Lic

i) B-linealidad: y(b.d) = by(d)
Para ver esto, hasta mostrar que

y(bd)(b' G a') = by(d)(b' 0 a')

y(bd)(a' 0 0 0 a”) = by(d)(a' 0 0 O a")

y(bd)(b‘ o a') = b(db') 0 a' + 1 O pE(b'bd) 0 a'

= (b o 1)](db' 0 a') + (1 O pE(b'd) 0 a‘)]

y(bd)(a' O 0 0 a”) = (1 O pB(bd) 0 a')(1 O 0 O a") + a' 0 pE(bd) 0 a"

= (h O 1)Í(1 O pL(d) O a')(1 O 0 O a") +

+ (a' O pn(d) 0 a“H

Se puede, de modo análogo, verificar que y(d1+d2) = y(d1)+Y(d2).
,
¿

\
ii) y es de k-algehras de Lie:

Suponqase d;d' e L(B/k), a e A, b e A; entonces:

[y(d),y(d')](b O a) = y(d)y(d‘)(b O'a)—y(d')y(d)(b O a)

= v(d)[d'b o a>+<1 o bnE(d') o a)]—y(d')[(db o a)+(1 o bnr(d) o a)! =



= dd'b o a + 1 o (d'b)pn(d) o a + 1 o pE(d)(bp (d')) o a
II

—d'db o a - 1 o (db)pn(d) o a —1 OpE(d')(pr(d)) o a

= dd'b o a + 1 o (Ó'b)pE(d) 0 a + 1 0 (db)pE(d') 0 a +

+ 1 0 pr(d)pE(d') 0 a

- d'db 0 a —1 0 (db)pE(d') 0 a - 1 0 (d'b)pL(d) G a —

—1 o boE(d')pE(d) o a

= dd'b 0 a + 1 0 pr(d) E(d') 0 a —d'db G b —1 0 pr(d')pr(d) o a

= dd'b O a - d'db 0 a + 1 0 prId,d'] 0 a

= (yld,d'])(b O a)

Más aún, si a,a' e A, x e E(L) entonces:

[y(d),y(d')l(a G x O a') = (y(d)y(d') —y(d')y(d))(a 0 x 0 a')

‘ = (1 QpB(d)pE(d') O a)(1 0 x O a') +

+ (1 o pB(d) o a)(1 o pE(d)X o a')+(1 o pE(d) o a)(1 o pE(d')x o a') +

+ (a O pL(Ó)pE(d') 0 a')—(1 O pB(d'ípE(d) o a)(1 o x O a') —

— (1 O 0E(d) O a)(1 G pE(d')x 0 a')

—(1 o pE(d') o a)(1 o pL(d)X o a')—(a o pE(d')pE(d)x o a')
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= (1 0 puld,d'] G a)(1 Ó x Q a') + (a G onld,d'l 0 a')

= Yld,d'] (a Q X 0 a')

Finalmente, como 7(d)(b G 1) = db 0 1, se completa la nrueba sobre
la estructura de L(B/k)uálgebra definida por y, en J(L(B/k), B 0 L).

Pronosícíón 4.1.3: En J(L(B/k), B G A) vale la siguiente relación:

y(dr)...y(d1)(1 O a) : 1 8 pB(dr)...pB(dl) 0 a.,

d1,...,drc I..(B/k),ae A.

Demostracifig: Basta recordar que, por definición de Y se tiene:
i)y(d)(10a)=10d0a

ii) y(d)(1 0 u G a) = 1 0 pB(d).a 9 a

y aplicar inducción en r.

Nota “.1.“:

Luego, de la nrooosícíón precedente y_1a definición de J(L(B/k), B O z
todo elemento del jet puede expresarse como'(la Clase de) suma de
productos de elementos de la forma Y(dr)...y(d1)(1 O a), di e L(B/k),
a e A, a coeficientes en B 0 A.

1| 2. PROPIEDAD UÏ-GIVL'ÏSAÏH SECCION JÏIT D}: sz + B

Teorema N.2.1: La B O A-álgebra J(L(B/k), B O A) está univocamente
______-M_m___ k
determinada, a menos de ísomorfísmos de B 0 A-álgebras, por las siguíoí
tes propiedades universales;
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i) J(L(B/k), B 0 A) es una B G A-álgebra y una L(B/k)—á1nebra por
medio de y:L(B/k) * L(J(L(B/k), B 0 A)/k), que hace de
B(J(L(B/k, B G A)/k una álgebra envolvente para L(B/k) por c(y)

ii) Si T es una B o A-álgcbra vía lzB 0 A + T
v.T es una L(B/k)-álfiebra vía flzLCB/k)+ L(T/k), entonces existe

un único morfismo de B 0 A-álgebra j0’¡:J(L(B/k), B 0 A) + T
tal que para u e B(B/k), a G A, b e B se tiene:

ja A(e(y)(a)(b o a)) = (e(0)(u)) ¡(b O a).

Demostracíén: denotamos por J a J(L(B/k), B o A).

i) Ya se ha vista que J admite estructura de L(B/k)—á1gebra por medía
de y, definida en 1.2.
SI E(J/k) es la envolvente universal de L(J/k) v n :L(J/k) + B(J/k)
el morfismo canónico, 1a composición oJ.y:L(B/k) + E(J/k) hace de
E(J/k) una álgebfa envolvente para L(B/k)(2.3. CAP.III).
¿(y) denota la única flecha de B-módulosy k-álgebras haciendo
conmutativo el diagrama:

Y
L‘B/k) -——)L(J/k)

°B lpJy .

I:(B/k)—«——9-II(J/k)

‘(Y)
con lo que queda demostrado i).

ii) Supongamos que T es una B 9 A-álgebra por medio de AzB 0 A + T
y que T es una L(B/k)—álgebra por medio de 0:L(B/k) + L(T/k)

Denotaremos por c(0) al único morfismo de B-módulos y de k-álgebras
tal que pT.0 = e(0).pB
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Sea u:A x E(B/k) x A + T la aplicación

u(a,a , a') = ¡(1 0 a) ((c(0)a)a')

Se comprueba facilmente que u es k-trilineal y por tanto existe una
única aplicación (denotada también nor u):

urA o E(B/k) 0 A + T
k k

Además p resulta un morfísmo de B 0 A-módulos:

u[(b G a)(a' 0 u 0 a")] = u(aa' O ba O a") =

= ¡(1 0 aa!).((6(y)(bu))a") = ¡(1 O a)[l(1 G a').

. ¡(b 0 1)((€(Y)(u))a") = ¡(b G a).u(a' 0 a G a")

Existe por tanto una única extensión de u a una aplicación de

B 0 A-álnohran de SB o A[A G E(B/k) 0 A] en T, denotada una vez más
por p.

‘Esta Construcción de u muestra que, si a e L(B/k) entonces:

u(db 0 a'+ 1 O bd 0 a) = ¡(db 0 a) + b0(d)a

Sean ahora 01,...,dr c L(B/k) y a1,a2 e A.
El Lema 3.1.7. muestra que:

r n r—n
0(d )...0(d )(a a): ): E (nom ))b,.(na(d ¡,‘nb,

P 1 1 2 n=0 uer(n,r) v=1 a(v) l “:1 Cülh) Á

y como además (1 0 x O 1) = 0, u se factorjza unívocamente a través
de J por medio de una aplicación j.
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Si b e B, a e A y dr...d1 e L, entonces:

jx(€(Y)pB(dr). (d1))(b G a)) ="”B

g v n r’“=j(‘ ((n d )b)(10 n p (d )oa))
“¿o acrínqr) :1 °(V) w=1 B Ca(w)

P u n r-n
= ‘ (( H d )b)(e(0) H p (d ))a

náU aer(ó,r) V=1 u(v) w: B ca(w)

= 0(dr)...0(d1)k(b 0 a) : e(0)(pT(dr)...oT(d1))X(b O a)

Dado queEE(0) y j son B-lincales, esto muestra que para cada
u e L(L) se tiene:

j((E(Y)a)(b G a)) = (€(Ú)a)¡(b O a).

Queda completada la prueba de (ii)

SECCIOEJIZT

Si X:A + B es un morfismq de k-álgebras, B tiene estructura de
B o A-álgchra por medio de 1 0 AzB O A + B, (1 0 A)(b 0 a) = b.x(a).
y es LCB/k)-áluebra por medio de la identidad, id:L(B/k) + L(B/k).
Denotamos por j¡:J + B a la única anlicacíón de B 0 A-ñlnchras dada
por c1 teorema precedente v será llamada la sección jet de A.
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“.2.3. Sí d1,...,d e L(B/k), a e A se verifica nue——-_
Y‘

jA(1 O pB(dr)...DB(d1) G a) = dr...d1(xa)

En efecto, por Pronosición 1.3:

1 O pB(dF)...pB(d1) G a = y(dr)...y(d1

= €(y)(dr...d1

Luego por la propiedad de j

)(1 0 a)

)(1 O a)

jx(1 0 pB(dr)...oB(d1) G a) = j¡(e(y)(dr...d1)(1 0 a)) =

= d ...d1(x(1 O a))r

= dr...d1(ka).

EL}. SINGULARTDADLS GENERICAS

#

H.3tg. L dcnotará el B-nódulo L(B/k) y J = J(L, B O A).
Sea yzL + L(J/k) el morfísmo estructural que hace
Recordemos que y es un morfísmo de B-módUJOSy de
Extendemosy a nna flecha J-linea]:

B

Aplicando el r VHF Homï(., J) y denotando.por M*
M, se tiene:

(1 0 y)t:D(J/k)** + HomI(J O L,J)
B

he J una L-álnebra.
k-álnebras de Lie.

al dual de un módulo
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Sobre el anillo B haremos las siguientes hipótesis:

a) B es loca] regular m-ádico con radical m.
b) B/m = k C R, cuerno de característica cero.

C) DC(B/k) es de tipo finito.

Se sigue, nor teorema 1.5.1. CAPII, que DC(B/k) es libre de rango
finito. ComoÉ = comnletación meádica de R, es fielmente nlavo como

B módulo v vale Ja fórmula D0(ñ/k) = ñ G DC(B/k) (2.1.4.2), se sigma
' B

oue DC(B/k) es libre de rango finito.
Según la Dronosición 3.1.1., DC(B/k)* = L(B/k) de donde L(B/k) es
libre de ranvo finito.
Se tiene entonces cue:

IiomJU L, J) = HomB(L, J) = J le: DC(B/k)='=='=

Comotodo módulo libre de rango finito es reflexivo se obtiene el
isomorfismo

aznomïm o 1,, J) = J o D (B/k). e
B B

Sea F:D(J/k) 4 D(J/k)** e] morfismo natural del módUJOon su doble
dual. Se tiene Ja sivuiente sucesión de J-módulos:

JD(J/k) + IMJ/10*“ —.—-—--»>tHorn (J o L, J): J o D (Is/k)
- F (1 0 y) a C

Denotamos 0 = a.(í O y)t.F:D(J/k) +-J 0 DC(B/k)
B .

Sea AzA + B un morfismo de k-álpebras

Se vió en42.2 nue A induce una sección jet szJ + B.
'e tiene, por tanto, e] sipuiente diagrama:



|‘

1 0 dB

‘14

<-—m—m

D(J/k)-—-"» J o D (B/k)
o B C

Dado que jA hace de B un J-módulo, anliquemos a la flecha horizontal
el funtor 86:1 o 0:8 O D(J/k) + B 0 J 0 DC(B/k) = DC(B/k)

J BJTL

Pronoeicíón ".3.2: Sea 6x1,...,dxn una base de DC(B/k) y -3__?_
ul’ncaaaxn

la base dual. Si j E J sc tiene nue:

(1 o 0)(1 o aJ y) =
"54: H j¡(€(y)(33;)y)áxi

Eggostracíón:

Sea y G J. Entonces P(dJ(y)) = dJ(y)**, forma de D(J/k)** que actúa
en k-derivacíones de J, por esnecialízación en v.
En particular, si d e L(B/k):

dJ(v)**(y(d)).= (d)(v)

Luego

[(1_o Y)t.r.q,(y>1(1 o d)o= ¡(1 o Y)t.dJ(y)**1(1 a a) = y(d)(y).

Por otra parte, si x e B se tiene che

n '.
ax = > ¿ji dx.

- ‘ (54- J.1:1 1

Por tanto:



a.(1 O y)t.r.dï(y) =
u54:1

xi(1 O dxi), donde
J 1

- 8‘

Finalmente en DC(B/k) = B 0 J G Dc(B/k) será:J

. . 3

:
(1 o 9)(1 o dJ y) =

u54:1 p_\

jA(e(Y)(357)y>áxi ,
l 1

Acomose cuerla demostrar
¡i

Pronosición ".3.3: 1 hace conmutativo el diagrama
- A

J - *-- »-} B
jA

lOdJ 0:1B
. Y

B.O D(J/k) '“*—_“-> Dc(B/k)J 160

Demostración: Por la proposición’í.3.2 se tiene que:

ja
ll1‘11:¡.L(1 o o)(1 o ¿J y) = (GCY)(3;;)y)dxii
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Teniendo en cunnta la Nota“1.k, que fix es un morfísmo de B 0 Aéálnchra
y que 1 e d es una k-dcrívación, hasta Ver 1a conmutatívidad paraJ
elementos v 6 J de las dos siguientes formas:

í) y = b Q a

ii) y = y(dr)...y(d1)(1 O a), con d1,...,dr € L, a e A.

En el caso y = b O a se tiene que:

a 3 3) 3’ —»— ‘ ‘ = —_— = -—- la + . X(.]A(€(y)¡x‘ (b O a)) ax. (b.Aa) 3x_ b Ex_ 1
1 1 1 1

Luego

n A n m ) x
(1 o o)(1 o d y): ¡a V 3"—-dx + b. > 4x71»J 'L 1 - .1 z Ca1=1 1 1:1 1

= A(a).ab + b.cï(xa).

Por otra Parte: j¡(b 0 a) = b.¡a y se tiene que

d.j¡(b 0 a) : Aa db + b.d(la) de donde la validez
en este caso.

Si y-= y(dr)...y(d1)(1 o a) : c(y)(dr...d1)(1 O a) se tiene que:

3 ‘j [E(y)(——_)...c(y)(n ...d1)(1 0 a)] =
A axi r

: jx[€(y)(—,}.¿—)di‘...d1)(1 0‘i

: ——u-, ,..1 (le)
axí dr (1 1
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De modo que:

n
_ a -\ - A 

(1 o “(1 o dJ v) - ¿1 (3;; dr...d1)()\a)dxí - d(dr...d1()\a)) 

= d j¡(fi(y)(dr...d1) 1 O a) = d.j¡(v)

de donde la proposición
fl

99221222214211: 1 a 6 = dm)

Demostpacióg} resulta de la unicídad de 1a flecha d(jA) haciendo
conmutar el diagrama de la proposiciónï3.3.

H.3.5: Sea izA + J la inclusión natural, i induce el siguiente diagrg
ma conmutatívo:

i
A —- —%L J

1 o dA dJ
V v

J 0 DCA/k) ————%D(J/k)
A d(i

comoparte del siguiente:

i .

A - ——'> J B

' 1 «a c?

V d(í 0 . a _J <9D(A./k)www»D(J/k) J 9 D (B/k) D m» o
A “ ° fl

donde D = ¿chi? (0.d(í)). Sea AzJ + D la k-derivación

A = n.0.d
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Dadouna SUCesión {i1,...,ir} de enteros no negativos, definimos los
_ \J-módulosD(i1,i2,...,i¿) y los ideales Z(il,i2,...,i¿) (L —1,2,...r¡

a partir de A:J + D, según la definición 2.3.2.1.

Teorema “¿3.6: Sean A, B k-álgebras.
Supongamosnue B verifique las condiciones detalladas en43.1. y que
¡:A + B es un morfismo de k-álqebras, szJ + B la sección jet de A.
Entonces

=z‘íl’j2’oov’ir)
(Los ideales Z(i1,..,ir) fueron definidos en Definición 2.3.2.2.)

Demostración: Por inducción en r;

CASO r a {i

Consideremos el diagrama antes obtenido:

A —----t-—;. J B

' 1 o 3
n¿ dA y J d y C

d 1 J 0 _ ‘ .

J G D(A/k)'—”"? D(J/k) -"--"4 J 0 DC(B/k)'""ï"> D '*\) U
A B w

Tensorizando la fila de J-módulos por B 9:
a“

B ‘m—-—a J ———m——& B

Q "J d \'/ d

B 0 D(A/k) " '7‘ E O D(J/k) -_W\ DC(B/k) -—% B o D 5 Ü
A (Ni) J 1 oa J
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Segúnel corolaríoï3.“:

1 o a : (uh)

Comoademás jA.i = X, y d(j¡).d(i) = d(j¡.i), se obtiene que:

B o D(A/k) -——-» DC(B/k) B o 13-- 7:, o,A d(¡) J

es una sucesión exacta de B-módulos ya Que B 0- es exacto a derecha.

¿3: cober (dx) = B O DJ

Pero se vió (2.1.3) que coher (dl) = DC(B/A) ya que DC(B/k) es
í“.“.}¿¡¿.ip; MH, de donde:

l
.\

Dc(B/A) = B D6)

J

De aquí, usando que jx es sobrevectiva y la propiedad de Ü>|Hmnsvfiï
de Fi Hinp (2.2.1) se deduce que:

2.(1’1) =j¡¡z<11>1

Ezana_igggctivít r á r+1

DenotemosZ(i1...ir) por Z y z(il...ír) por z. Se tiene que:
i

A -- -"--—-\J B

W c1I 1 o 3
‘l’ \ 's’ ‘IT— d(i) r 

A J 0 J J

'K
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G2

donde D/l" a d1(z)] = D/IA(Z)] y recordemos que [.1 denota "Suhmódulo
generado por".

por ser B G un funtor exacto a derecha resulta que:

B o D

B o D . = _ J
J /IA(¿)] rï.ÏÏ Ó 53.6JÏZH

Pero: i) B G D = DC(B/A), como Se vió en el caro r = ¿.

ii) 1 0 0 = d(ñx) v nor lo tanto:

«.(1 0 0).dJ(Z) = w.d(i¡).dJ(Z)

= «.1 o 33.j¡(ZJ

= A'(z), por hipótesis inductiva.

(Recordar: A':B + DC(B/A), k der. canónica)
Luego:

B 3 D/(A(Z)l z Dc(B/A)/ÍA'(Z)1

de donde:

jx(ri(r+1)—1(D/IAZ])) = Fi<r+1)-1(Dc(B/A)/M'(Z”)

con lo que se asegura la tesis inductiva:

. PHn = z(i1...ír+1)

STHCURALÏDFDÉR QEEEÏIEAÏ:

u.3.7: DefinimOSS(i1,í2,...,ir) C Esa(J) e] subesouemasiguiente:
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i) el sonortc de S(i1,i2...ir) consiste de los primos p 6_Spec(J)
tales que:

D . . .1) D Z<11,12.o-1r)

2) n E Z(ii...ij+1), i í j f r.
O sea que se obtiene un subconjunto localmente CERRADOde Snec(J)

ii) La estructura de haz de anillos sobre S(i1,i2...ir) es la de han
inducidapor el anlllo J/Z(il,. .’ir).

Si dado A:A + R, morfismo de k-álgebras, con B local regular y DC(B/k)
de tipo finito, denotamos por íxzsnec(B) + Snec(J) Ja aolicacíón dedu
cida de la sección jet jA2J + B, el teorema €1.quLGasegura que

p-l
j¡(Son(S(í1,...,ir)) = Son): (A; 11,12,...,ir)

EH

la completa analogía con el resultado de Boardmsn para el caso de
variedades díferencíables.
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5.1. El operador 6. Sistemas de coordenadas

5.2. La cadena {Gi-II} v los subconjuntos X(X;i1,i2,...)
5.3. Un lema de globalización

5.“. Preparación global

5.5. Nueva demostración del teorema de LvaHrmac¿n disumcslud“5ffir””ï

L1 operador 6 cs introducido por J.N.MATHLRen [3]. En este
trabajo figura el Jema 5.1.10.
Las definiciones de b.” son debidas a Mount y Villamayor, así
comoel lema fundamental de preparación ("puntual") 5.“.7.
La demostración de éste último puede verse en [7].
El resultado central del Canítulo es el teorema 5.4.13 cn donde
se demUestra la validez "global" del sistema de coordenadas
"puntuales" verificando las condiciones del lema 5.“.7.
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EL}. PL OPERADOR 6. STSTEMAS DE COORDBNADAS

Sea k un cuerpo dc característica cero, algebraícamente cerrado y
A = kÍx1,...,xnl e] anillo del polinomios en n indeterminadas a cog
ficientes en k.

Por m denotaremos un ideal maxima] de A; por Amla localización en
el nrimo m v nor ¡m el completado (separado) de Amen la topología
m-ádida.

Nótese que de la hipótesis sobre k, resulta que A/rn = k. Ademásse
tiene un isomorfismo natural de k-esnacios vectoriales

m/mz = m.Am/ 2 y dimk(m/ 2) = n.
(m.Aw) m

Sea I C A un ideal. A lo largo de este apartado sunondremos m un maxi
mal fiio de A. Por una translación en A, puode suponerse m = (x1,,,.x

2,
n

Supongamos que I C m; T denotará el k-subesnacio vectorial de m/m
imapen de I nor la aplicación canónica m + m/ 2, x H í;

. _ m
r

. I+m . .
Ls claro que Í = - 2 , como k espac1os vectoriales.

m

Definiciégn5.1.1: Sea T C m, ideal
Rangm(I) = dimk Ï

Cuando no hava peligro de confusión cscribircmos Rang(T) en vez de

Ranpm(I).
1 - zmfi. ¿,61/ ‘ .

Notese que como la imagen de I en m/m2 mQhAm)2 ñz es la misma,

se tiene que Rangm(T) = RannmA (I.Am) = Ranflñ(I.Ám), donde ñ denota e]
m

A

Radical de Am, que resulta ser m.Am.

Definición 5.1.2: Diremosque'{zi,zí,...,zn) es un sistema de coordena
das de m en A (respectiv. en Am, en Am) 51'{zl,22,...,zn} C m (resnecL
F m.A .C ñ) y (zl,z,,...,zn) = m.Am(respectiv. = m.Am. = m), donde
(21,22,...,zn) denota el ideal generado Dor los z.i en c1 anillo en
cuestión.
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En vista del lema de Nakayama, la condición (21,...,zn) = m Am(resnee
o -\ o "‘tiv. = m) es equ1va1ente a que {z

sean k-linealmente independientes.
1,...,ïn} sea base de m/mg, o bien

Si L(A/k) = D(A/k)* es el A-módulo de derivaciones de A, el conjunto

{ 3 33;—,....-—} constituye una base de tal módulo.
1 n

Ademástal conjunto resulta base de los módulos L(A /k) : D(A /k)*
m m

y L(Ám/k) = DC(Ám/k)*. Obviamente esta no es la única base, pero sí
la más natural desnués de fijar el ideal máximalm = (x1,x2,...,xn)
Por matriz jacobiana de I C m entanderemos la matriz (de n-columnas)

que tiene por filas {33- f,..., —¿Lf} con f e I.
1 &(n

Qefinigifin_á¿}¿gz Dado T C m, definimos

¿mI = I + T‘, donde I' es el idea] de A
de menores de dimensión (Ranng + 1) de
Si se sobreentiende el ideal maximal m,

De 1a definición se desprende que ¿mIÏC

Por otra parte se tiene nue 6m(I).Am =

y 6m(I)./\m =

siguiendo a HATHERla]:

generado nor los determinantes
la matriz jacobiana de I.
escribiremos 6 por 6m.
m, va que ¿mI = Ü (mod m).

¿“A (I.Am)
m

6.(I.A ),
m m

ya que todos los ideales admiten iguales generadores.

Ergpggigign_é¿1¿ïz Si I = (f1,F2,...,fS), 6(T) = I + I" donde I" es
el ideal generado por los determinantes

Ef

(Rana T + 1) de la matriz (aii) i = ?,2,.
J

Demostración:

11s claro neu I + I" C ¿(1)

de menores de dimensión

..,s; j = 1,2,...,n
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S s af
. 3

Sl F e Tn = .Z aj e p.), ‘á- fl = oz ai "" + ni, n. e T
1:1 ' 'i 1:1 “Xi . 3’ O

Luego las entradas de la matriz jaeobiana de I tienen la forma
s ?f.
\‘ .1
L 11m.

J

estarán en I + I". Así 6(T) C I + I".

+ ni, ni e I y por lo tanto sus menores de orden Rana I + 1

Másadelante se verá que 6(I) resulta ser un ideal invariante de Fittiu
de un cierto A-módulo. De modoque, a posteriori, ¿(1) es independiente
de la base de derivaciones elegida. (Esto último puede verse por un
sencillo cálculo).

k'11) y 601 = I¿RI denotará ¿(6

VemosQUela aplicación reiterada del operador ó conduce a una cadena'_1
de ideales en A: I = ó I É_61I É_... É_6 I É_m. Sea si = Rang 61 ‘(I).

Minisiéng ¿1.5.91

Diremos que e] conjunto ordenado {y1,y2,...,yn} de elementos de m es
un buen sistema de coordenadas de m para la cadena {61'1(I),

i = 1,2,...,k} en A, si {y1,...,vn} es_u2 sistema de coordenadas de m
en A y se verifica {y1,_v2,...,yS I C 51- (1), i = 1,2,...,k.

1 A _

Análoga definición para el caso Amv Am, No es cierto, en general, nue
si a”: BÍ m (ideales) entonces 6(a) C 6(B), como puede verse_tomando

a = (x1.x2), B = (x1), m = (x1,x2,x3)-: klx1,x2,x3] ya que

Rang a = 0 “¿(a) = (x1,x2, x1,x2)

Rana B : 1 á ¿(8) = B = (x1).
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Sin embargo se tiene la siguiente

Propggigióg_fi¿}¿fi¿ a C [SC m, ideales v Ranp(a) = Ranp(B)
Entonces 6(a) C ¿(8)

ggmgsfragién: Si a = (a1,...,at), nodemossuponer que B = (a1,...,at,

b1,...3bs) yahoue a C B.

Si (ÉEÏ,...fSÏ) es una fila de la matriz jacobiana de a, tal fila
figura tambiénnen 1a matriz jacobiana del ideal B. _
ComoRana a = Panp B, deben considerarse determinantes de menores de
ipual dimensión, de donde si 6(a) = a + a' v 6(B) = B + B' se tiene
que a' C B' v nor lo tanto 6(a) C ¿(8).
(Nótese que se ha hecho uso de 5.1."., sin mención exnlícita)

Kronosicién_g¿}¿lz Sea {21,z2,...,zn} en sistema de coordenadas de
m (va sea en A, Amó Km). Sea (t1,t2,...,tk)_una sucesión no decrecien

te de enteros positivos y sea J(t1,ti,...,t ) = (21,...,zt1) +
+ (z z )2 + ... + (21,...,z ) + mk+tk1" " t2
Entonces:

v _ _ _ _5 lJ(t1,t2,...,tk)l _ J(tv+1,tv+2,...,tk) - (¿1,...,ztv+1)+

)2+...+(zl,...,zt )k_v+mk+1_v;v = 0,1,...,k-1+ (z ... z
1’ , t9+2 k

Demostración: nor inducción en k.

CASOk - 1: entonces v = U v el resultado es trivialmcnte cierto.

Sunonpamosválida la tesis para valores (k.

¿5: ¿V(J(t1,t2,...,ti)).= J(tv+1,tv+2,...,ti), v v = U,1,...,i-1



La tesis de Ja etaha ínductíva es

v l _.ó J(11,t2,...,1 ) - J(tk v+1,tv+2,...,tk), 0 f v <k

Si v - 0, se veriïíca la ipualdad.
Funonyamosnue se verífiouo para i ' 0,11.— ,v-l

ig
v»1 _5 J(11,...,Ïk) = J(t ,t +1....,tk) =

= (z ,S..,z ) + (z¿,...,z, )2 + ...
1 tv ¿ tv+l

... f (21,...,z )k"’+1 + mk_“+¿tk

- . —1Ls claro ue Ran v L __. = .q P a ¡(t1, ,tk) tv

, -1 n . .
Dadoque {'¿1,...,zt 1 u ¿v J(J = J(t1,...,tk)), la matr3¿ jacoblana

v

de 6v_1J presenta un bloque del tipo:

HP. __3“
azl azt

\J

z] Í _—".-"___m_ i _'-'
z JC

z ídt ¡E
' v l P

l . ‘ o

l S
¿t 1 a l

\J

. ,.\ v-l a _ v c .Lucyo sn z e 5 J w ———T c 5 J, sn j > .
í‘z _ V

De modo nue GvJ = ¿”’1J + (“En F; F e Gv‘l
az.

.1
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Notemos que además F puede considerarse monomio, ya que ¿”'1J está
generado por monomios.

. . . -1 .
Luego 31 M es un monomlo de óvJ, M es un monomlo de 6v J o blen

a v-1 .

azj 1, M1 6 6 J, 3 > tv.

Si M es un monomio e 6v_1J, de 1a forma M = Z. Z. ...Z. q
31 32 Hz

( o sea Me (21,...,zt )L) entoncesv+L-1
<_ j1 _ j2 _ ... _ j

)¿-1
v+L-1

í tWii-1

Me (Z y por tanto Me J(tv+1,...,tk).1"°°’zt
L

Si M es de la forma —jL-M , supongamos M e (z ,...,z )32. 1 1 1 t
3 v+L-1

. a 1-1
Entonces, como 3 > tv, 357 M1e (21,...,zt ) .

j v+¿—1

Además es claro que si M C mk'v+2, M y ¿2- e mk-v+1
v _Luego6 J(t1,...,tk) C J(tv+1,tv+2,...,tk).

En cuanto a la otra Jnclu510n, Sl Me J(tv+1,tv+2,...,tk) es un monomlo

de(zl,...,zt ¿JL se tiene quev+

o bien Mé (21,...,zt Yi+1v+t
. . ¿+1 34

o b1en ex15te M e (z ,...,z ) tal que ———= M, para1 1 t ü. - _
v+i 3

algún j > tv.

LuegoJ(t +i,...,tk) C avJ(t1,...,tk), lo que completala deñostración'

2939l3229_3¿1.8: Bajo las mismas hipótesis que en Proposicióní1.7

RangI5“J(t1,t2,...,tk)] = tv+1 , v = 0,1,...(k—1)
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Proposición 5.1.9: SunonqamosI = (f1...fs) C m
Sea {y1...vn} un buen sistema de coordenadas de “m nara 1a cadena1- . _ _ _ i-l .
{6m I, 1 - 1...k} en A. Sea si - Rangm(6m I), 1 = 1...k.
Entonces:

); h = 1...5, jv > sv)
Ji 31 v=1...i

Dem: por inducción en i. Notaremos 6 = 6 Rang = Rangm.m,

Si i = 1 la tesis exuresa que GI = I + (357 (th), h = 1...5, j > sl)
' 3

Siendo 51 = Rana I.

Por hipótesis {y1...y } C I. Luego la matriz javobiana de I presentas1
un bloque del tipo:

3 3 3

W III W 0.. W
1 Si n Por lo tanto, si fh 6 I g —-b-€ 61

y1 1 Í , j
¿ ,q g 3 > s1

Z lds1 CEROS É Además todo menor de dimensión
‘ : (31+1) presenta alguna columna
y 1 É . a ,"si J correspondiente a 35:, para algun

j > sl. Luego vale 13 tesis en el
caso i = 1.

9 ue ói-lï - 6i_21 + (-—-———Ï:Ï——4—(t )° h = 1 s í > sl. q . " ay. . . . ' h 3 ooo , _v v
35-1 31

v = 1...(i—1), y demostremos

i 1-1 al _ _ . . ' _ .
6 I = 6 I + (av ——ay (th), h - 1n..S, 3“ > sv, v - 1...1)ii...

'- . . . °—1
Nuevamente por valor {y1...yS } C 61 1I, la matriz jacoblana de 61 I

presenta un bloque de la forma
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Yi ' 1 I l. ' ‘cl a? i
‘ Luego, si F E 61 I ‘ %9— 6 I, j > s

. ids CEROS II ’i

Vsi
1

al"1 1-1
Por hipótesis inductiva, - ——w—:———(f ) e 6 I, h = 1...s

Byi. ...6v_i h
jv > sv, v = 1...(i-1) ‘1-1 '1

ai I i
Luego Eï——777357—(fh) e 6 T, h = 1...5 jv > sv, v = 1...1

ji 31 _
Un argumento similar a1 hecho en el caso i = 1, muestra que cualquier
determinante de un menor de dimensión (si+1) estará en el ideal

. - l
1-1 3 - .. - - - d d d6 + h- 1...9 jv>Sv,V- 1...1) e one

Jr 31
1a proposición.

gema 511.12:

Sea I ideal en A; m ideal maximal, I C m.

Sea s = Ranp(6l_1T), 5 = 1,2,...k donde 6 = 6m y Rana = Rangm.i
Sea {y1,...,yn} un buen sistema de coordenadas de m en.A, para la cade
na (61-11). Entonces:

) I ( . 2 k k+1
a C Y1,...,ysl) + (y1,...,v32) +...+ (y1,...,ysk) + m

b) Si {zl,...,zn} es otro sistema de coordenadas de m en A y vale

una inclusión del tipo I C (21,...,zt1) + (21,...,zt2)z + ...
...+ (21,...,zt )k + mk+1entonces (51,52,...,sk) í (t1,t2,...,tk)
en el roden lexicográfico.
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Notemos que el lema es igualmente válido en Amy Ám.

Demostración: por inducción en el índice K.

k = 1

Supondremos 51 = Rang(ó°I) = Rang I y {y1,...,yn} un buen sistema

de coordenadas de m en A, con {y1,...,_vs } C I.
1

Además {ï1,...,ï } es base de T.
S1
51

Sea f E I; Ï = X k. 7., k. e k = A/m
1-:1 1 1

Sl 81
Entonces f - k. y. C I rm? Luego f = z k + u u e m2i=1 1 l . J i_1 i 2, 2

je: I C (y1,...,y ) + m2, que es la tesis a) para k = 1
1S

Supongamos ahora que valga

.u 2 .

I C (21,...,zt1) + m , donde (21,...,zn} es un Sistema de coordena

das de m en A.
2

Entonces: RangI í Rangl(zl,...,zt1) + m ] = Rang(21,...,zt1) = t1

ig si j tl, de donde b)¿

EIQBÉ_IHQQQÏIXA=Supongamos a) y b) válidas para i = 1,...,k—1 y probemc
las proposiciones en el caso i - k.

Por hinotesis inductiva IC (y1,...,y51) + (y1,...,y52) + ...
.)k-1 + mk

k-l 2
Sea fe I. Es claro que existe g c (91,...,y51) + (y1,...,y82) +

... + (y1,...,ySk 1)k'1 de modotal que f-g e mk. Escribamos' k+1
f-g = Fk + uk+1, con Fk componente de grado k y uk+1 e m . Basta ver

... + (y1,...,ys

entonces que Fk 6 (y1,...,ysk)k
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Supongamoslo contrario, ¿e Fk fi (y1,...,yS )k

Entonces entre los monomiosde Fk debe existir alguno (con caeficiente
x o o o o

í 0) de la formaX.yj1,vj2...yjk, 31 j 32 j ... j 1k y ji > si,
2 , UOC9o

Con51deremos el operador D = r . Por nronosición 5.1.8.
Wh’ 35'52""3ij_1

k-l .
Df e 6 I ya que ji > Si, 1 = 1’2’°'-9k‘1

Luego 1a matriz jacobiana de sk'll tendrá un bloque del siguiente tipo:

3 ___?_«_E._
3771 33’s 3 ok [y]
' P b )<.

y1 ’1 L .
o _ . i EROS donde (.) = A + u, X í 0 y u 6 m
. 2 1dsk ¡.1 Nótese que el blooue identidad

| | 2 Ï aparece pues por hinótesis
ys [g 1 1 : ¡ .

k i l {y1,...,yn} es un buen Sistema de
Df .......;.....(.) coordenadasde mpara la cadena

'{61_1I, i = 1,...,k} , o sea nue
k-1

en Darticular {y1,...,ys } C 6 I.
Pero entonces el Rangodá esta matriz (mod. m) resultaría estrictamente
mayor que sk, contra la hipotesis Rang(6k'11) = sk.
Luego F G (v ...y )k y por tanto f = g + F + u , de donde la Tesis

k -1 sk - k k+1a).
Supongamos ahora nue {21...zn} es otro sistema de coordenadas de m en A
y que se verifica:

I C (21...z ) + (21...z ) +...+ (21...zt1 t2 k

Por hipótesis inductiva (si...sk_1) í (ti...tk_1).(*)
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Supongamos(sl...sk) > (ti...tk)

Entonces existe un índidelv/sj = tj, j = 1...v—1 y sv > tv.
Es claro que, valiendo (*), debe ser necesariamente v = k. 0 sea que
se presenta la situación: si = ti, i = 1,2,...,k—1 y sk > tk. Aplicando

k-1
)+

2 k
í Ranyl(zi...zt ) + m l = tk resultando

k

las proposiciones 5.1.6, 5.1.7 y el corolario 5.1.8: 6 I C (21...z t
+ m2 de donde Rang(6k'1I) = sk
una contradicción.

Luego(si...sk) í (ti...tk), lo que completa la demostración del lema

Corolario 5.1.11: Baño las mismas hipótesis del lema 5.1.10 supongamos
-__—Ï___'_'—"_—_ '_1 . , . .
ademas que la cadena {61 I} se estac10na en el paso k-e31mo, ¿g
¿“1 = ¿sk 11, e; k.

Entonces
kI C (y'...y ) + ... * (y ...y )

v k-1
Dem: es claro que 6 I = 6 I * sv = sk, v 1 k (*)

y
Por otra parte, si J denota el ideal (y ...y ) + ... + (y ...y )

v 1 s1 1 s,
se tiene que Jv C Jv+1 v además I C U Jv, Por ser A noetheriano, dev>1
ducimos I c Jv para algún índice v suficientemente grande.
Podemossuponer v 1 k; en vista de (*) se tiene que

J =( k k“
v Yi...y81) +...+ (V1...ysk) + (yl...ysk) +...+

+ (yl...ysk)v = Jk, de donde el corolario

5.2. La cadena {61'11} y los subconjuntos {(Agi1,i2,...)..
Comoen el parágrafo anterior A = k|x1,x2,...,xn¡
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Sea I C A, ideal. SupongamosI = (f1...fh)
Sea ¡2A + A/I el morfismo canónico.
Consideremos la sucesión de A/I-módulos inducida por A:

a dk
I/ -> A/ G D(A/k) -> D(ÍA/I]/ )-> 0 Í * l

12 I kA

Por teorema 2.1.3.3. la sucesión l + l resulta exacta cn el caso en
que A sea local. De modoque tal sucesión es exacta para toda locali
zación en m maximal de A, m :ïI (ig en todo mxl, de A/I)
Luego resulta EXACTAglobalmente, ie. como sucesión de A/I-módulos.

Recordemos que: a(Ï) = 1 G gf, Ï e 1/12 y f 6 I tq f + Ï y donde

dAzA+ D(A/k) es la k-derivac. canónica.
Asimismo: d¡(1 G df) = d(¡f), donde dzA/I + D(IA/I]/k) es la k—derivamán
canónica.
Es bien conocido nue D(A/k) resulta un A-módulo libre de rango n y

admite a {dAx1...dAxn} Dor base. (ver [5] o [8])
Además, Im(a) es el A/I-submódulo de A/I G D(A/k), generado nor

A
1 G d f., i = 1...h. En efecto:

A 1

_ Ig 
Sl g e 1/12, y g = igl ai fÍ e I es tal que g » g (ai e A), se

a(ï) = 1 G dA(Z ai fi) = Í 1 G dA(ai fi) =

a.+z'1oa.d f.-V-¿lefidAJ lAl
: Z ¡(ai)°(1 8 d fi), ya nueA

1 o f. d a. = 0 en A/I G D(A/k).
1 A 1 A

q
C

La matriz de relaciones de D([A/I]/k) resulta ser entonces: A(——¿)
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ya que:
af.

1 _ = __1 ‘ =odfJ Mm)(1omfi, 1 1um.j nBI):p

i

O sea: resulta ser la matriz jacobiana de I, modI.
Sea m un ideal maximal de A, m 3 I.
Localizando I + l en m se tiene la si uiente sucesión exacta:v F’

' 1/12 + Am/I A9 D(Am/k) El D( Am/I /k) + 0 | o]
m

donde, nor abuso de notación se escribe I en vez de I.Am.
Dado que k es el cuerno residual de Amy Am/I, al tensorizar Í'] por

k ?—, se obtiene la siguiente suceáíón exacta de k-esnacios vectoria

les:

1 Q a

h 9 1/12 + k o A lI o D(A /k)] + k e D([A III/k) + o. m m m
A /I A /I A A /Im m m m

Recordemos que k G D(Am/k) = mï, según se demuestra en [Sl
A m

m

De_modoqUe 1a sucesión tensorizada resulta:

k s Ï/ 2 + m/ 2 » k o D(lA /Il/k) + o
A /I I 1 o a m A II ' m

m m

N6tese.que Ím(1 e a) es T = imagen de I por el morfismo canónico

m + m/ 2Lm

Esto muestra oue T v k G D(IAm/I]/k) tienen dimensiones comple
. . ¡I V .

mentarios, ie:

Ranng + Rangm(D(A/I)/k)) ; n (*)
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Por lo visto en 2.3 si f2 C A/I son los ideales invariantes de Fitting
del A/I-módulo D(lA/Il/k) y

i :
maxíjzfi C m/I} + 1, entonces

- Rangm (D([A/I]/k)) = Rango del Am—módulo

AmG D([A/I]/k)

De modo que de (ü) resulta:

51 + i1 = n (**)

‘Pronosicíón 5.2.1:

¡-1 (F. ): 6 I
11-1 m

Dem: está claro que I C ¡_1(F. , )
——— 11-1

Basta ver entonces que coinciden los demás generadores de los ideales

5 1 = 1 + 1' v x'1(r. 2)
m ' 11’

Por definición, F.
1 af.

de_orden (n - i1 + 1) de la matriz ¡(3ï¿) i =
j j =

visto que ésta era la matriz de relaicones del
Ahora bien: i) Levantar (por A) generadores de

y ii) Considerar los determinantes de
de la matriz jacobiana de T (tomando.como base

'{dAxi})
SON LA MISMACOSA, en vista de (**) y el hecho
anillos.

De aquí la proposición

1 está generado por los determinantes de menores
1...h
1...h
A/I-módúlo D(|A/I]/k)
Fi -1
menores-de orden (51+1)

, ya que hemos

de deriv. a la dual de

de ser x morfismo de
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Este resultado muestra que ¿mI no depende del sistema de coordenadas
usado en el cálculo de la matriz jacobiana de I, va que resulta ser,
esencialmente un ideal invariante de Fitting.

. '. ., A .
Aplicando lo hecho a la sntuac1on A + A/GmI, se obtiene:

: : + '1) Rangm(6mI) + Rangm D(lA/6mIl/k) n 52 12

2 >‘—1
2) ¿mI = (Fiz_1), donde Fi0_1 es el (iz-1)—1nvar1ante de

Fitting del A/ómI-móduloD(lA/6mIJ/k)

Iterando el procedimiento se obtienen las fórmulas dadas en la
siguiente:

Pronosición 5.2.2: Sea I C m, y supongamosm e Z(A;i1,i2...i ...)
(ver definición 2.3.2.2)
Entonces:

1) Rangm(6;-1I) + Rangm(D([A/¿’-1I]/k)) = sv + iv = n

2) óvI = ¡’1(r. ), donde F. 1 el (i —1)—invariante de Fittinp
m lv-i 1v— v

del A/ v_1 -m6dulo D(lA/6v_1I]/k) y AzA+ A/ógflT es el morfisn
m m '

canonico.

Nótese que en vista de la nrónosición 5.2.2. y la definici6n_de los
Conjuntc E(X;ílaíza---)a Si mYm' e {(A3i1,i2,...,iv,...) entonces

' 1 ' k _
"6 T = 6m,ï y mas generalmente óm(I) —6m,(I).

Se tiene entonces el siguiente

gggg_5.2.3:

Sea I C m, me X(A;i1,i2,...,iv,...). Entonces la cadena
' - n 1 o Y . o o

jacobiana {6; 1T; 1 : 1,2,...,k} esta en todo max1malm' e ¿(A,11,12..
o... cot)'

.1v’ fi
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5.3: Un lema de Globalización

Lemaí3.1: Sea I C m v sunonpamosque m e E(A;i1,i2,...,iv,...)

Sea {v1,...,yn} un buen sistema de coordenadas de m en A para la cade
isl o Ana {6 I, 1 = 1,.¡.,k} (Suponemosque tal cadena se estac1ona en

ck’lI).
Entonces:

Existe un abierto Vde Z(A;i1,i2,...,iv,...) conteniendo mtal que

{y1,...,yg } es parte de un buen sistema de coordenadas de m' en A,‘k
para todo m' c V.

Demostración:por Lemaí2.3 {v1;...,ku: m', V m' e Z(A;i1,i2...iv,...l

Es claro que.{y1,y2,...,yS l será parte de un sistema de coordenadask
de m' si y sólo si el conjunto {ïl,...,ïg } es linealmente independientek
en m'/m'2

Si P' = (ai, ui,...,a¿) e kn es el punto que representa al maximalm’,

se tiene que las coordenadas de G; en m/m' serán
3;. av.

(3ï1(p'),...,1ïí(pv)) ,1 °n'

v- _!según la base xi - (xi al).
Luego la independencia equivale a’la no anulación del determinante de
algún menor de orden Sk de tal matriz, condición que determina un abier
to. Finalmente, por el lemai2.3, ómI = 6m.T y por tanto: si {y1,...,vg }.k.
eS parte de un Sistema de coordenadas de m en A,será parte de un buen
sistema de coordenadas de m' en A, para la cadena {63’11}_

#

5.a. PREPARACION(3925/2

En este anartado suoondremosnue Pk(n) = kllx1,x2,...,xnll, con k de
característica cero algebraicamente cerrado, ry(n) —Padícal (Pk(n)) —
= (x1,x2,...,xn) I C rk(n), ideal generadonor f1,f2,...,fh.
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Introduzcamos algunas definiciones y pronosiciones siguiendo [7].
DenotaremosPk(n/m) el anillo Pk(n)/rk(n)m*1 y por rk(n/m) el radical
de Pk(n/m).
El morfismo canónico Pk(n/m) + Pk(n/m'), para m' < m, será denotado
por n(m',m) y el correspondiente a Pk(n) + Pk(n/m) por p(m).

Definición 5.a.1:

Si 21,22,...,z e Pk(n/m) son tales que Pk(n/m) = klzl,...,znl (lan

k-subálgebra generada por los zi) entonces el conjunto ordenado
(zl,zz,...,zn} será llamado un sistema de coordenadas nara Pk(n/m).
Si 21,...,Z son elementosde Pk(n/m)tales que (21,...,zr,zr+1,...,z }T‘ n

es un sistema de coordenadas para Pk(n/m), entonces {zl,...,zr} será
llamado un sistema de coordenadas parcial para Pk(n/m)

‘Qgíinición 5.4.2:

Sunonpamos due I C rxin/m) es un ideal de Pk(n/m)

Definiremos por inducción el concento de 9*—Apar (21...zx(m); A(1)"A(m)

Para I, donde 21,...,z¿(m) es un sistema de coordenadas parcial para

Pk(n/m) v 0 1 ¡(1) í ... í A(m)es una sucesión de enteros.
La sucesión A(1),...,A(m) será llamada la X-sucesión de I.
La definición será nor inducción en m.

' CASOm_= 1 Si I = (0), entonces un par (6;0), donde es el sistema
de coordenadas oarcial vacío y 0 es la sucesión ¡(1) = 0, es el único
w*- Á par para IL

Si I í (0), entonces un par (z1,...,zj; j), donde 21...z. es una k-base
para I y j = ¡(1) es la Á-sucesión, es un posible v*-A Dar para I.

Caso m.> 1: Sunonnamos que el concento de w*-A nar hava sido definido
para todo ideal I C rk(n/m-1). Si I = (U), entonces el único v*—¡Dar
es (o;(0...0)) donde o es el sistema de coordenadas oarcial vacío y
x(1) = 0 = ... = Ü = X(m).
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Si I í (0), entonces un nar (zl,...,z¡(m); A(1),...,A(m))(n 1 ¡(m))
se dice un w*-A nar nara T si:

i) el nar (n(m-1,m)zl....,n(m-1,m) Z¡(m_1); ¡(1),...,¡(m—1)) es
un 9*-A Dar nara p(m-1,m)I.

.. _ 2 , m
(21100-QZA(1))+ (¿1,oo-,Zx(2)) +ooc+(211...,¿A(m))

iii) ¡(m) es el menorentero entre los nares (z ,...,z ;v 1 l(m)

A(1),...,A(m)) satisfaciendo las condiciones i) y ii)

Teorema 5.H3:

Si I C rk(n/m) cs un ideal de Pk(n/m), existe ún v*—Anar nara I.
Más aún:

Si (21,...,zx(m); A(1),...,A(m)) v (w1,...,wo(m); a(1)\...,a(m)) son
dos v*—1pares para I, entonces A(i) = a(i), para cada 1 j i 1 m.'71
En vista del teorema 5.“.3: se introduce la siguiente definición:

2922¿c_ís3_n__s-2_.u=

Si I rk(n/m) es un ideal de Pk(n/m), y si (x1,...,x¡(m);¡(1),..,,¡(m)2
es un v*-A par para I, entonces x1,...,xx(m) será llamado un v*-sistema
de coordenadas nara I y los enterós (n-A(1),...,n-l(m)) =

= (@(1);...,W(m)) será ia sucesión de v-invariantes de I.

Denotaremosnor 0(1) el primer entero tal que x(0(1)) í U, y por 0(j)
el primer entero tal nue A(0(j)) > Ñ(fl(i-1)).

Nota: Si o es un k-automorfismo de Pk(n/m), entonces es claro que

a(I) e I tienen la mismax-sucesión. Másaún, si X1,...,X¡0(t) es un
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v*-sistema de coordenadas para I, entonces 0x1,...,ox es unA0(t)

v*-sistema para aI.

Definición 5.“.5:

Supongamosahora que I C rk(n) es un ideal de Pk(n) = klIx1,.,.,xn]].
Diremosque I tiene v-sucesión (w(1),...,v(m),...) si para cada m1 1,

la suecsión (v(1),...,v(m)) es 1a v-sucesión para o(m)I C Pk(n/m).
Análogamente para la x-sucesión de I:
Diremosque I C Pk(n) tiene A-sucesión l(1),...,¡(m),... si p(m)I
tiene x-sucesión (A(1),...,l(m)), nara cada m1 1.
Es claro que cada ideal contenido en el radical de Pk(n) tiene deter
minada, univocamente una sucesión.
Notemostambién que la v-sucesión de I C rk(n), es decreciente.
Dadoque v(i) están acotados inferiormente por cero, 1a W-sucesión de
I debe ser constante para valores suficientemente grandes de i.
Oueda entonces claro que, para valores grandes de m, la sucesión de
saltos (valores de 0) para p(m)I son todos iguales.

Definición'5.H.b: SupongamosI C rk(n), ideal de Pk(n).
Si para m 1 M w(m) = v(m+1) =..., llamaremos sucesión de saltos de I,
a la sucesión de saltos de p(M)I en Pk(n/M)
Un sistema de coordenadas parcial 21,,..,zA(M) de Pk(n) será llamado
un v*-sistema (de coordenadas) nara I si o(m)zl,.;.,p(m)z¡(m) es un
w*-sistema (de coordenadas) nara g(m)I, para cada m 1 M.
En [7]'se demuestra el siguiente lema:

Lema 5.4.7: Sunonfiamos que I C rk(n)2 es un ideal en Pk(n) con A-suce
sión A(1),...,x(m)... y númerosde sálto 0(1),...,0(t). Entonces:
Existe un v*-sistema x1...xu(t),(donde u = A 0 0) para I que es narte
de un sistema de coordenadas x1...xn de Pk(n) tal oue las siguientes
condiciones son satisfechas nara todo 1 f c f t.
(Dc-1): existen generadores f1,...,fs de I tales que
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f. = E F. , donde F. es un polinomio homogéneo de grado d en
1 d>2 1d 1d- x1,...,xno

(Dc-2): para cada número de salto 0(b), escribamos Fio(b) = Fïo(b) +
t). .v. 0 n .

+ Pyn(b) donde pïa(b) e (x1,...,xu(b)) v FÏa(b) no contiene monomior10

del ideal (x1,...,xu(1)) + ..- + (x1,--'axu(b_1))

Si b í c, existe un conjunto de índices de filas

Sb= 1.=“(b-1)+1,..o,U(b);1í
tal oue la submatriz de la matriz del polarización de las formas

Fía(b),...,Fg0(b) con columnasindicadas por xu(b_1)+1,...,xu(b) y
con filas indicadas por el conjunto Sb, es inversible.

(D -3): Si M es un monomio de prado 0(d) para 1 í d í t y M aparecec
(con coef1c1ente no nulo) en Fi0(d) y Mes d1v131ble por m0(b)(]),

0

para algún b í c, entonces Me (x1,...,xu(1)) +...+ (x1...xu(d_1)tn)

En vista de este resultado deramos la sipuiente:

Definición 5¿ï¿gf

Supongamosque I rk(n)2 es un ideal de Pk(n).
Si I tiene-l-sucesión ¡(1),.1.,R(m)... y númerosde salto 9(1),...,0(t)‘
entonces un w*-sistema para I y un conjunto de generadores f1,...,fs
de'I que satisfagan (DC-1), (DC-2)y (DC-3), para todo 1': c ¿'t,
será llamado un v*-sistema preparado para I y un conjunto de generado
res preparados de I con respecto a ése sistema
Los.elementosde Si (i = 1,...,t) serán llamados filas.distinnuidas
para los generadores preparados y los conjuntos 81,...,St serán
llamados conjuntos de índices distinguidos para el W*-sistema prepara
do y los generadores preparados f1,...,fs.
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La idea de la demostración del Lemade preparación es 1a siguiente:
Se parte de un sistema de coordenadas {y1,...,yn} de Pk(n) y un
sistema f1,...,fs de generadores de I, escritos en término de las
variables yi.
A partir de la matriz de polarización de las formas de grado mínimo

de cada fj, se obtiene el primer conjunto de índices distinguidos.
Se pasa entonces a "la limpieza" de múltiplos de los monomiosdis

tinguidos m0(1)(j) en cada componentef:1(j)o(d), para d = 2,...,t,
j : 1,...,u(1), realizada por medio de automorfismos o de Pk(n),

que resultan la identidad sobre las variables yj, j > u(1), obtenién
dose que en o(I) valen las condiciones D1—1,D2-2, D1—3,respecto

del sistema {y1,...,yá}y
Se itera este proceso y, en un número finito de pasos, se obtiene
en definitiva un automorfismo o de Pk(n) (de una forma particular)

-2 y Dc-—3tal que quedan satisfechas las condiciones DC-l, DC
1.: c j t, para el ideal o(I), los generadoreso(f1),...,o(fq)
y el sistema de coordenadas {y1,...,yn) . El w*-sistema buscado

-1 -1
resulta ser entonces, a (yl,...,a (yu(t)).
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Proposición 5.u.9 Sea I C Pk(n) ideal de Pk(n) con A- sucesión
A(1),...,A(m) ... y númerosde salto e(1) ... e(t) .

Entonces: rang GLII =A(%) .

Demostración: Sea {z¡,..., zu“; un o*—sistemapara I. Por defini
2., . Cc10n se tiene que I (21,..., ZAU))+ (zl... ZA“)) + ... +

m

(zl ,... , zx(m))+...

Aclaremos que si A(Q):0, {z¡,..., zxflg=Ó , sistema parcial
vacío.

2 mJ ' (21,000, + (zl’ooo’ + oo.+ (Zl... + ooo
Por corolario 5.1.8 se tiene que rang 6bl J = A(1) .

Luegobasta ver que rang ¿“II = rangóhïl , l = 1,2,...

Consideremoslas siguientes proposiciones:

(á) un bl
2l : rang 6 I = rang_6 J .

Como60a = a , para todo ideal a , 1l es válida.

Recordemos que rang I = dimk Ï , donde Ï = Im(I + m/mi).

Por defininición 5.H.2, caso n1=1, A(1)'=dimkp(1)I donde

¿(1) : pkxn) + Pk(n.)/ “(mi

Luego Ï = p(1)I y por tanto 2l es váiida.
'Éupongamos(*) válido para i :1, 2,... e .

Notemosque (1|) +(22) =>(lup'en virtud de la Proposición51.6.

Por lo tanto: sl]: rang G'I < rangóe.J . = A(14-1).

Por Lema5.1.10 existe un sistema de coordenadas {yl,..., yslo]

... yn} (cualquier buen sistema de coordenadas de rk(n) para la cade
na I S... Sael ) tal que
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l*2
lI C(yl ys)+(y¡,...y )’+...+<yl)'+<yl yl+li‘l+rk(n)

l ’ l

Dado que suponemos s¡= A(i), i =1,...% no puede ocurrir que

sl*¡< ¡(l-F1), pues se contradiría el hecho de ser {A(m)}la A-suce

sión de I. Luego sl“: ¡(l-+1), que completa la demostración de la
proposición . #

Corolario 5.“.10: Bajo las mismashipótesis de la proposición 5.H.9,

sea l un entero 6(a) < l -< e(a-+1). (Ponemos 0(0) :1, u(0) =O,

e(t')= w , si t' > t).
Entonces:

em" I = u(a) .rang GLJI = u(a). En particular: rang 6

Demostración: basta recordar que u: ¡.6 y la definición de la fun
ción de salto 6 . fl

Comoconsecuencia de la proposición 5.u.9 vemosque si {yl,...,

yn} es un buen sistema de coordenadas de rk(n) para la cadena

{óhlI : i > 1} entonces { yl,...,yw‘fi es un_Ó*-sistema para I.
Por otra parte si I tiene númerosde salto 9(1)... 3(t), la ca

dena{°"' I :i>u'se estaciona en el ideal 56“*'I.

El siguiente lema expresa la relacióanue existe entre un posi

ble buen sistema de coordenadas de rk(n) para la cadena{5hll,i > 1}

y un posible o*-sistema que prepara I y generadores f',...,fs de I.

Lema5.“.11 Sea I= (fl,,,ñ ) C rk(n) ideal de Pk(n) con A-sucesión
{ A(i), i > 1} y númerosde salto 9(1),..., e(t).

Sea {y¡,...,yn} un buen sistema de coordenadas de rk(n) para la
cadena {GB'I, i > 1} .
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Entonces existen u(t) polinomios Pl... Puu)(a coeficientes en k)
dependiendode u(t) variables y un o*-sistema {xl,...,x }que prepauh)

ra I y los generadores fl...f' , tal que

(*) yl = Pl(xl...xu09 , j =1,..., u(t).
Corolario 5.“.12

0(¡)-|
O O O C{xl xu(”} 6 I

Demostración del corolario 5.H.12 Basta observar que
en»:

(i) {a ... y )} C6 I11(t

(ii) La matriz jacobiana del sistema (*) es inversible en Pk(n)
y por tanto es posible obtener, a partir de (*), las x. comoseries

J

en ooyn yu“)

(iii) Todo ideal de Pk(n) es cerrado por límites, ya que a (n) es
un anillo de Zariski. #

Demostración del lema 5.“.11 Por ser{ y]... yu“; un @*-sistemapara
I se tiene que:

eu) 60)IC(leI. +0.. l
Luego si f.= erü i =1ufiS , con f componente de grado d de

l d>l Id .ld

fl , se deduceque para 1 < i< s .
f f ( >°m’OOO,' e y IO.
fm“) ¿em-l c l f"? < >90)iem ""’ ¡em-I e- yl'” yua) . yl'” yu")

1 . en) 00 -I)f ’C..,f e CC.y ) + ÍI. + OI. y
leo-r) 19(0'l ' L“) e“) | “(n-¡em

OI. + .0. + 0.. )
f“ e (yl yu m) (yn yum ,d > e(t).

por razones de grado y el hecho que I esté contenido en un ideal (no

sólo homogéneo? generado por monomios.
'Jl-Hc
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_ junto de índices Sb son monomiosGe grado e(b)-—1) en y]... y

89

Pondremos fh = f* donde+ :‘tz':la fl.

(i) si e(b)‘< a '< 9(b +1) (ie: a no es un número de salto) en
tonces

f* = o y f** = f
la ¡a ll

ü
(ii) si a.=9(b), entonces f?* e (yn... y )a

f<bn
11(1)

0 +Ii. + ...
(yl yu(b.n

e . u o, i
y ffi e (y¡... yu(bQ®)donde fi con81ste de la comb1nac1onlineal de

. . , (U
todos los monomiosque figuran en fh y que no estan en (yl... ywnf +

0(bd)
+ ... + (yl ... yu(b¡% .

De modo que en particular:

En f* figuran sólo las variables y ... y .
9m I una)

De la demostración del lema de preparación, aplicado a esta si

tuación, puede concluirse que los monomiosque intervienen en el con

"(w’
1 <13< t .

Sl en fc-Ïbm en»)

do (me“)(j), ac(j)) Gg

aparecía un monomioMmúltiplo de me(Ú(j) (suponien

y c < b de la forma M==me“)(j).'Q, Q re
sulta monomio en las variables y ya que Mera monomiou(|>l)+l""’ ym») .
de fiï(” e(d y si en Q apareciese una variable de índice=<_u(b..1) en

C
9(c) Jan

, cosa absurda por def1n1c1on de fabü)ew)tonces M E (M ... y“o )

La limpieza de tal monomiose realiza considerando un automorfismo

0- de a (n) de la forma

o(y ) =y + a Q, u(c.—1) < i.< u(c), ñ e k, conveniente¡ ¡ l

mente elegido.

o(y ) =y , en otro caso.
l i

Luego de un número finito de pasos se obtiene un automorfismo de

o de Pk(n), composición de todos los usados en el proceso de elimina
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ción de múltiplos de los distinguidos, de modotal que:
oI queda preparado, así comolos generadores u(f¡), i =1,... s ,

respecto del sistema y]... y y se verifica:uh)

0(y¡) = yJ + H¡(yuu n l ,..., yu“) ) , si u(b) < j <
<uw+1)paa b=m

1’ooo+ -1

IIj polinomios.
o(y¡) = yj a j > u(t)

En la demostración del lema 5.H.7 puede verse que entonces, po
. ol

niendo xj = o y.J , j :1 ... u(t) I queda preparado, así comofl...

f , respecto del o*-sistema {xl.... } . O seaxum

yj = P(xl ,. . . ,xum)
como se quería demostrar. #

Estamos en condiciones de pasar al resultado central de esta sec
- zClon.

Teorema 5.H.13 Sea I un ideal de A, generado por fl... f .

Supongamos un maximal de A, m G X(A; i¡,i2...).

Entonces existe un entorno abierto v de m en Ï(A; i¡,i2...) y un

o*-sistema {x¡... }para.I.Am que prepara IAmy los generadoresx110)

fl...fl , tal que {xl...xu“} es un o*-sistema para IAm,que prepara
IÁm_ylos generadores fi...f , para todo m'€\h

Demostración

Sea {v ,...,y lun buen sistema de coordenadas de m en A para la
l n

cadena {6M I}
I'll

Por el Lema5.3.1, existe un abierto v (entorno de m) donde

{yl,...,yu(0} es parte de un buen sistema de coordenadas de m' en A,
m' E v .

Por el Lema5.2.3, {y¡,..., yuu)} C m', m' e Ï(A;il,iz,...).
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A

Por el Lema5.4.11, existe un ó*-sistema {x¡,...,x (Jen Amut

que prepara I y los generadores fl,... fs , y u(t) polinomios Pl
tales que:

xuag,

) = jacobiano del sistema (*); j(x¡9°-"xu(0)

:Pj(xl’ooc’ j=1’.oo, a
Sea j(X¡,...,Xu(o

e A.

Sea m' e {(A;i¡,i2,...) tal due j<xl,...,xum >g’mv.
Dado que la preparación de I en m' (i.e. en IÁm ) puede llevar

se a cabo de modo similar al hecho en Lema 5.H.11 para m, partiendo

en ambos casos del sistema parcial {y¡,h..,yu“)}, veamos que el pro
ceso de limpieza en m' es idéntico al de m.

, Para esto basta observar los siguientes hechos:

(i) f?e(w tiene la mismaescritura, m' E X(A;il,i2,...), pues
depende solamente de las variables yl,..., y (que comose vio,11(i)

figuran en el buen sistema elegido en m').

(ii) Si bien respecto de {y¡,... yu(0, y¿(0‘¡ ,... y; } , siste
ma de coordenadas de Ám z variarán los demás componentes, seguirán

siendo válidas las mismas relaciones que valían en Ám, ya que en.

el sistema adoptado figuran las variables y¡,...;yu“). Másexplíci
tamente: .

.si fl = Z Gh , Gh polinomios homogéneos de grado d en {y;,...,

yu(t)’y1'1(t)n "°"’y:‘ }

se'tiene que: a) Gfe(w = Ffe(w , b=1,2,... t ;
t b) G' )°“’+:::': e(b")

¡e(w iE (y¡,...,y ...+ (yl,...,y “(bl
e(b-n

“(b-I)

11(1)

en;um) ...+(y¡,...,y
si e(b) < a < 6(b +1).

c) G E (y¡,...,y

—r—__.-———————-——-— —-—--» - — -——— y."
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Luego: las matrices de polarización
filas distinguidas

y automorfismos del proceso en m',

pueden ser elegidos de modoidéntico al hecho en m.l

En particular se obtiene un sistema {x:,...,x¿“)} , preparato
rio de I.Ám' y de los generadores fl,...,f. , y los mismospolino

mios Pj tales que:

yj = Pj(x:,...,x¿u)), j =1,..., u(t).
Luegox¡==x:, i =1,2,..., u(t) , y esto es válido en todo maxi

mal m' de V tal que j(Xl,...,Xu09 fi m', condición que determina el
abierto buscado. #
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ELE: Comoaplicación del operador S pasamos a dar una nueva demostra
ción del siguiente resultado de NAKAI[8] que caracteriza ciertos ani
llos locales regulares.
Sea R un anillo local, moetheriano con dim kndl R = d
Sea m = Rad(R) y supongamos que R/m = k:C R con carac(k) = 0

Iggrema 5.5.1: Asomamosque el módulo diferencial D(R/k) es de tipo
finito como R-módulo. Entonces

D(R/k) es libre de Rango d si y sólo si R es regular.

La demostración resultará de las siguientes nroposiciones

5.5.2: Si R denota 1a completación m-ádica de R se tiene nue R regular
o Q O A O ode dimen51on d 51 y sólo 51 R regular de dimensaón d.

Dem:es bien conocido. Ver por ejemplo Introduction to Conmutative
Algebra, Pron._11.2u Atíyah-Mc.Donald.

fl

2:5.3: Si Dc(R/k) denota el R-módulodiferencial m-ádico

D(R/k)/ ) vale due:n mrD(R/k
r=1

li.) D(R/k) = DC(R/k), si D(R/k) es de tipo finito
ii) D (R/k) =' fi e o (R/k)

c R c

Dem: i) es clara pues R es un anillo de Zariski

ii) Ver IS]
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5.5.4.: Siempre bajo la hinótesis D(R/k) de tipo finito:

D(R/k) libre de Rango d e Dc(R/k) libre de Rango d
como R-módulo como R-módulo

gsm: (”) es clara de 5.5.3 ii)
Recíprocamente: recordemos que ñ es un R-módulo fielmente playo.
Sea d' = Ranpo(D(R/k)) = dimx(k G D(R/k))
Por el lema de Hakayama, toda fagilia minimal de generadores de
D(R/k) tiene exactamente d'elementos.

Como Dc(fi/k) = É g D(R/k) se sigue oue

Ák g DC(R/k) = k e (R e D(R/k)) = (k e R) o D(R/k) = k'o D(R/k)
R R R R:U'r

de donde Rana? DC(ñ/k) = Rang D(R/k).R

Luego d = d'. ig_ambos módulos tienen igual rango.
Existe por lo tanto una sucesión exacta:

d
(*) 0 + K * R + D(R/k) + 0, con Rd = R-módulo libre de Rango d.

. _ A A . - 'Tensorizando (“) por R G y usando que R es nlayo se obtiene la suce51on
' R

exacta de R-módulos:

o + fi o'K + Rd + R @_D(R/k) + o
R R

o +-R e K + Rd + DC(R/k) + oa

Por ser Dc(fi/k) libre de Rango d se sigue que ñ 6 K : 0
Luepo K = 0 por ser 3 fielmente playo, de donde 1a Tesis

fi



95

5.5.5: Por un teorema debido a Cohen, ñ es imagen de un anillo local
regular de la formakllx1,...,xnl]
ie se tiene una sucesión exacta

0 + I + kllx1,...,xnll + ñ + o

Afírmamosla siguiente equivalencia:

R regular y dim R = S “ I = ¿I y Rang(I) = n-s

Dem: (É) Por el teorema 26, Pap. 303 [10] existe una familia de pará

metros regulares y1,...,yn de kllx1,...,xn]l tal que I = (y1,...,yn_s)
Es claro que de aquí RangI = n-s
Por otra parte resulta I = SI ya que I admite n-s generadores

(“) Supongamos I = ¿I con Rang(I) = n-s

Segúnel corolario 5.1.11, I = (y1,...,yn_s) con y1,...,yn_s una familia
parcial de parámetros regulares. Invocando el Teorema 26. Pag. 303 l101

Aresulta R repular.
x

Nota: aouí juega un papel esencial el hecho que la característica
de k sea nula, ya que por el corolario 5.1.11, puede verse que

I = ¿I

} ü I = 0 (*)0Rango I = J

(*) Deja de valer si carac(k) = p , 0, como puede VePSe e“ el SiPUïente
ejemplo:

I : Qï,...,x:) C k||x1,...,xn]] (carac(k) : p > u)

Ent. I = óI, I C (x1,...,xn)2 y sin embargo I í O
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5.5.6: Supongamosoue Msea un R-módulo de tipo finito, (R local)
Entonces

< d-1
IA (.1

M es libre F.(M) = 0 , 0

e» í 7de Rango d [V O.Fj(M) = R, j

Este teorema se debe a K. Mount [4].

Dem: (9) Sigue de la definición de invariantes de Fitting va cue basta
tener la sucesión exacta 0 + Rd + M+ 0

Por lo convenido se tiene además que Fñ(H) = R, j 1 d

(“) Sea 0 + K + Rn * M 4 0 exacta
a

Si (aij) es la matriz de coeficientes de elementos de K escritos en
base e1,...,en de Rn, la hipótesis Ffi(M)= 0, j = 0,1,...,d—1
F.(M) = R, j 1 d exnresa nue existe un menor de Orden (n-d) de deter
minante inversible y que todo otro menor de dimensión 1 n-d+1 posee
determinante nulo. Nótese nue de aouí, Rang(K) = n-d.

Reordenando filas y columnas nodemos suponer que f1,...,fn_d GK son

tales cue si fi = jïl aii eñ, el det(aij)_1 j i,j j n-d,es una unided
en Ru O sea nue la matriz de relaciones presenta el siguiente aSpecto:

e1,....,en_d....,en
W.

IÏ1; 222;;í::/// ,I inversible * n-d

%n_d/////
g

K———-n———————____.#
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Dado que mod m(is en k 0 K) {f1,...,fn_d} es una base de K/mK, tal
R

conjunto es un sistema minimal de generadores de K.

e R(n-d) x (n-d)Sea (bij) la matriz inversa de la (aii))1 1 i,j í n-d
(Rayada en la figura)

n;d. , _ , , . . .

Sl ponemosfi - iii bii fi, {f1,...,fn_d} es otro Sistema minimal de
generadores y 1a matriz de relaciones adopta la forma:

f

e .‘OOÓ e OOO-Oe19 a n_da an

Definimos 1a aplicación R-lineal: BtRn + K, B(ei) = fi, i = 1,...,n—d

B(ei) 0, i 1 n—d+1

Puede verificarse nue B ° a = idk de donde la sucesión
a

0 +‘k * Rn * N +'0 se parte. Mresulta sumando directo de Rn, luego
Bproyectivo.

Al ser R local H es libre.
Finalmente Rang(M) = n-(n-d) = d.

fi

í¿5-73 Recordemos Cue DOPprop. 5.2.1 se tiene que si

0 + I + kllx ,xnll + R + 0 es exacta1’...

entonces, si Rang(DC(ñ/k)) = d vale 1a siguiente fórmula
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-1
x (r _1(Dc(ñ/k))) = a:d

De 5.5.2 se tiene además que

rang(Dc(ñ/k)) = d á Rang(I) = n-d

5.5¿gz Estamos en condiciones de demostrar el teorema 5.1.1
(”) Suoongamos D(R/k) en R-módulo libre de Rango d.

Por 5.5.4, DC(ñ/k) es un ñ-módulo libre de Rango d.
Por 5.5.6, Fd_1(DC(R/k)) = 0, Fd(DC(R/k)) = R

_ -1 . A _
Por 3.5.7, l (Fd_1(DC(R/k))) - GI, nero como Fd_1(DC(R/k)) - 0

se tiene que 1-1(Ü) = I ig I É ¿I donde además Rang I
: n'_'d

Por 5.5.5, R es regular de dimensión d
Por 5.5.2, R es regular de dimensión d

(') Supongamos regular de dimensión d.R

A . APor 5.5.2, R es regular y d1m R = d

Por 5.5.5, I = GI y RannI = n-d, de donde Rang(nc(ñ/k) = d

ComoA es survectiva:

¡(51) = pd¿1 (Dciñ/k))

Pero I = ¿I 1mp11ca Fd_1(Dc(R[k))'= 0
. . ' . A .

Ahora: RangDc(fi/k) = d implica Fa(DC(R/k)) = R

Luego por 5.5.6, DC(ñ/k) es libré de Rango d y finalmente D(R/k)
resulta libre de Rangod, por 5.5.5

fi

(¿Á/w”
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