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i N'l'ix’l)l)ll(‘(‘ | (_)N

¡H gflwfinfllh‘ trabajo lí«wnk»¿1<‘L1horar una nueva ¡u‘rspectjva

¡“un -II;"|III.I:Z r-m-zzl¡um-z: (-I.'I:;í(.u|:: (lvl .II¡.'IIÍ:;í:; Iuncíon‘ll.

H1 punlo de víulu asumido en el de 1a teorïd de 1a9 álgebras

unílurmvu, rama que hd desarrollado revienlemenlw como parte

¡Jelr drnil íuízz llllH'Í(HIJi . III ¡xrílnel' O‘Hlïfll|() (Wïïfllïl(W‘U lln an‘V(\

criterio para decidir cuándo dos puntos del espectro de un álge

bra uniforme esïín o no en una misma parte de Gleason; a partir

de esto se analizan especialmente las consecuencias en el caso

de las álgebran de Dírichlet y en el de las álgebras fundamenta
los.

En el segundo eapítulo, se analiza 1d estructura de partes

de Gleason del espectro de un álgebra de funciones analíticas

generalizadas, en decir, e] "gran disco"; los_resu1tados del

primer capítuJO son empleados aquí para poner en evidencia las

ru¡z<>n<n; (su LrlH-lljru¡1<u: «¡ut- IhlLW'II a ¡(Mi (rlfi::í(w»:; (w)¡¡lru¡v p'nunlrxu

debidos a H. Bohr y J. Favard de lunciones casi periódicas, ana

líticas o armónicas, con comportamiento aparentemente pa1ológi
co.

El tercer y último capítulo muestra someramente que las es

tructuras analizadas en el que lo precede, y que dan origen en

forma natural n una noción de espacios de Hardy definida por

K. HofIman, no pueden ner tratados eon 1a teoría abstracta de
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.I.1) Ln Ind“ lu quw :Ívw, Wanínnwví wl wuwrpu dv I

('-\|‘|'I'l|l.l‘ |

1.1 Pantaó dc CFOdbOn cu of USPUCÏVUde un áfqobwa un(5u7mc

’F Hñmwruu

cumplv]mm, H w! dr los nñmvron rrdlvu y K vl grupo dv [un vnlwrun.

Html A l”) Íljwd)ra (Iv ILInu<11 0(NHnHl(llÍV¿l v (KH) n11hlu<lg S;W(A) «\s

r"! (”;p(4'lrw> dn- A, (¡3 (h‘uír', «'I (K)n]llhl() (h) ÍllnLIÍOTHl](H; ¡.ÍntullvF

IIHJl t ig» l ¡(-.1 l í\/(1:: ¡1() [III I«¡:; (¡4‘ /\ «‘11 (‘ , () l() (¡11(\ (‘12 l() In í::rn() , (i l (‘5;¡»(l—

oí() dv) ¡(h-41"u [deílml](HZ d(' A. S[)(A) (\u ¡In :n1b(w)njl1nt() (h? J(1 Lx)1d

urníl.lní.1 dt‘ A , (ll «w;pxn-í() (hldl d«\ A, y (‘n ('onn)d(‘to (‘n 1a [(n\oJ<3
:': Az z - _. . .nld dnhll PHIPWIIJ do A . 31 t vn un nlvmonln de A, l Jndlcd la

A
. - r -/ a ‘Lru1n5!()rmdd¡1(lw (nn-ll.unl d(‘l , os (h‘CII', la ltJnCLCH1I:E4>(A)--——->fl

dolínídq por í(x)=x(l) para cada x G Sp(A).

‘lí un «'::|v.I«'Í() ('¡)||I|)-l('|(‘, (‘(,\') (ln-zzí)'_I1.lw] .ïlgtvbrw (lv ’nlth‘h

d(r l.n; l UIHÏÍ()H(H: (w)nl ínlhln (lvl íní(ld:; vr) X y LÏOÏI V«IÏOYYERmïn (T; .ld

Hqud vn IJ Jn] nuperH. H(X) w: wl wnpdríu JHJI dv V(X), wfl dwrïr,

<4 (qun'h)<hirmwthlu horvlínnun rvuuldrns y dv variación total
_ . , . . . .(l('()L(l'lrl. l,l Humo H Il 124'f'-l u::.n|(> ¡n<l¡:;l llll4llllt'lllt' ¡“ral (li-:;1nnln' 1.1

norma vn C(X) o vn M(X).

A (ns un ákgabna unifiunma Aubne X :;i:

(í) A vu “hd nuhñlnvhrd vvrradd dv C(X).

(ji) A vontíono a las constantes y svpara los puntos dv Y.



(l.l.>0 MW<1u-<pnhz;í A wn un ñlflPhFJ dv ¿undch, conmutdtívn y con

unídml, t‘lllx‘lH'n'H ¡.1 vlduztlnu unílur'mw (lvl, conjunto (lc 311:: [runs

I'or‘mmLu:«lv (Emil!de 0:: un á'lpylmd unílor‘mc :zohr‘o Sp(/\), cuyo

4':'.|1('(‘Ír'() Vlli‘l‘.’n‘ ¿1 :Lur' 3;¡)(/\)_

( 1.] .3) Uluzír"vc:u‘ lxlmlrífirl qlu‘ :;L A (‘S 11H¡ÍIjuzhrnl UI]iÍ(JPHH‘ scfl>r(‘ X,

lu 1r4nnlonm4wí6n de Unvlldnd vn HHJ ¡nomvlrïd de A con su ímdnvn

en C(Sp(A)); además X 03 cdnóníCdmenlo homeomorfo a una parte i

dc Sp(A). Por vsLa razón en Lodo lo qur siga salvo indicación en

:;I-Inl.íd() (J()IIII'-lf'í(), ("MIA vm'. (Illt' ::<‘ |¡.Il)|r- (lu llll «'Ilpïwlu'd IHIíloz'nu

:;()I»r'(- un n-::|:.n'í<) compu-Io X, :w .‘Illl)()ll(lr'.,l.l (mln ¡11! ¡mo identifi

(rmlo('on

(1.1.H) Si A en uniforme uohrv X, DAdesignd la ¡Pontera de Shilov

de A, en decir cl menor conjunto cerrado sobre c] cual todos los

elementos do A dlvandn nu módulo máximo; es claro que A es iso

méfricamenle ínomorla a1 álgebra uniforme sobre 0A cuyos elemen

tos Son las restricciones a 8A de Jos elementos de A.

(1.1.!0 1;í x G qu(A), su! dirá (nur mx€M(X) (N; una mcdúülnepncóenta

tiva de x en X :;í:

(í) í f dmx = {(x) para toda Í' en A,
(Íí) "m II: (1m :1

x x

I)c la (lol ¡Ixicí<3n 5:0 (le<hjc«‘ QlK‘ thl nu‘dj(Ll rn'prw‘5(n11u1jíva es

una medida de probabilidad.

Bs claro por otra parte que si X=Sp(A)entonces la medida de

masa unitaria concentrada en {x} es una medida representativa dc

x en X, pero 1a existencia de medidas repreSentativas con soporio



MI, por t'](‘lll¡vl\), 1.1 lr'onlvrun «lo Hhílov (lv /\, no m; Lotdlmon’t'v

-‘\'í\.'r-nlw. ISI zzígulíwnlw In'lll.l |Iw Íx'. /\I'vn:: v I.M. tlínnvr' (Vwr‘ I 3])

ru-r2uwlv<' ld (-m-zzt.í(')n.

(l.l.b) Loma: Sou A un film-¡mu unílor‘mo sobre X v x “81)(A); enton

<-<-:';(‘K’jfih‘ mXG M(X) que [‘npr‘oscnta a x.

Dwulonlrnu'íon: l'II homomor'l ¡amo l————')ï(x)(lo /\ vn (Í tiene norma

l ; <3l t ('()[“<‘IH(I (Ic- ll(li|¡1-I%(1r¡«1(:t1 |)(3I'In í l <‘ (>><L(ÏIIKJLPI‘ (‘:; L\1 l k1r1(: í ()I1\l L

Iínvdl d und m:C(X)-—-—*F lumbíon dv norma 1. El rooromd do rn

¡)r-w:;wnl.lr'ír')n «In- lx’ívuï. lu-I'Inílr- «IIIUYHIolllvnvr‘ nGC M(.\') ¡dl (luv:

(í) "m ":1
x

(íí) w(t)= f f (1mx , para roda I on C(X).

línt.1 !H(HJÍ(Íd Inx os; unn] Ino(1í<la r(1>rw'n(‘nl(ll ív¿1 (lo x (rn X.

(1.1.7) IHllr)r“H' erIJ (h‘ LI uwvvíñn, X ¡Inihunrñ un espacio comparto

y A un .ílnoluul unílor'uu- :LUhr‘v X. Iii x C Sp(/\), MX(X) Uri v1 von

jurlto (Iv In<wlí<L13 P(1)IV‘U(*DÍ11Líva:; d(‘ x url X; M>:(X) 0:: UI] CgMIleILx‘

convvxo y dGbíl-estrolld compacto on M(X) por lo que se lo podrá

aplívdr ol Siguiente rpuultddo cuya demostración so encuentra en

I7hl.

(1.1.8) Sea K C M(X) un coniunio convoxo y débil-estrella compacto

(Jr: ¡11(‘(1í (¡(Jr; ¡)():; í t í \/;¡:; .

(i) Si u G M(X) os tal que u es singular con respecto a to

das las medidas de K, existe entonces E C X tal que É es

un conjunto F0, "u"(X\R)=Ü y m(E)=O para cada m en K.

(ii) Si u€ M(X), entonces u: ua + us donde ua es absoluta

monte contínua con respecto a alguna v en K y us está



roncnnlrddd en un horelíano F (i.e. "uq"(X\E)=Ü) Lal quo
HI(!Ï\ Il I'.Il'.l n'.|-I‘l In --|¡ !

(l .|.'i) ¡un dtüH'UHHHJHÍ('ÍÓII(ldtLI por- (íí ) :u‘rá llqunuln duócunwuó(c(óu

gcucna((zada de Lebeóguv de u con neópectu a K.

fi] níflníenlv resultndo, conocido comoteorema generalizado

de Y. y M. Fíwnx, hd nido demoulrwdu por I. Hlíwlubvnn vnl ILI;

filícynberg LH¡liza una noción <h?(hlueomposíción nh‘ Lehesguo de

una L'H'díflv]respecto (le un conjunto ('nmu en (1.1.8) que, como 1:1‘

rnut-zzlrnn í-n I.¡ íIIl.r'mJI1u:íÓn (h- I 7h] ,t'oínríde ('un Id r'eL‘íÍ-n «lvl í

nída.

(1.1.10) Sean A, X como en (l.l.7) y pe M(X) ta] que p es ortogonal

a A. Si x6 Sp(A) y u = u + us es la descomposición ge

5)ner‘nlízddd (Je I.elw::p_ue (le u con r‘eszper'lo a Mx, entonces: ua y u

son orüxnyjndi(us a A.

he] teorema generalizado de F. y M. Ricsz se deduce que si

u es ortogonul a Ax={í€/\/ í(x)=0} entonces ua es ortogonal a

A y uS es ortogonul a A; para ello hasta considerar u'=u—u(1)u.
En "lei var‘h1n1<‘ d<-l ttw)reun1 la ({uo :u'rí tiki] iza<LJ (H1 eCLLI ca

pítulo.
(l. !.Ll) Ewulou x (r y UIIÏH)(A), :u2(lírá (uux x ¿A equivaflenfe a y cuando

"x-y"<2, donde “x-y" ou 1d norma de x-y como elemento de Aü.

Que 1a relación recién definida en de equivalencia Iue obser

vado por A. Gleason en [lu] y es una consecuencia inmediata del

siguiente lema enunciado por E. Bishop en [6].

(L.l.L2) lnumx: Swan x e y (41 Sp(A); las propiedades siguícnchs son

e'yji'/a]}:ntr4;:



(í) ¡lx-y" ..

(Il) Para cada muvvuíón (Ir) do plomvntos de A con
1

tu] qu límII“(x)I=l Posulfd límll“(v)l=l
IJI'Ino:;lr‘d(ríÓn:

I'I-fí:llt'll r-nlnnt'r-r; 1‘... y '.'.¡ 4-“ (T y lllhl

<J«.1rl.J 141.4; «¡m-z

Izolzl, lím tm(x)=z0, Iz.I<1 y lím ím(y)=z¡ .
de ¡»H v I “Hd JplíUdcíÓn vonlonmv qun

í

(Jíïuïm urnílgïr'í(> C(‘rru1d<) «41 :;Ï Inínzm<) y l.ll (]U(‘

I1 (zo)-1¡(z.)l > 7-Y
f: í

IJ><í: :l.«‘11 (-r1l.<)1¡('(‘:: ¡{III (‘Il /\ (]l1(‘ 53(1t í 5;! klczc‘rl 31 =m

pvro on Ldl cano

T

-/zznlmm'vulon

E-0

IH
n g 1,

(í) 3 ([í) Supónnunvquo la conclusión 80d lalaa;

) (lt‘ ](l
lll

m

lrunníorma

Y

(‘l

m

"x-y">sup {lám(x)—&m(y)l}=uup[I1r(Ím(x))-1F(Im(y))|}>?-e _
III m

Comou es un número ositívo arbitrario se obtendrá "x-7"=2
3 1

. ., . . . .,osta Contradlcnlon prueba la prlmera 1mp11cac10n.

(íi) = (j) Si Se supone que Hx—vH=7,

c<n;íÓII (Í 1) (h' 01(wnvIHx)m (hk A (W)n lllI "<1 y 'talI 1

l1m If“(x)—fn(y)l = 7
z(Í()I¡:; ¡(Jífr'tlllíl() llllml :2lJl):;ll(:('1L í()ll

(’lIJU

ex sto antonCos una su

vonVrnianr y mul'íplíaundu por

númvros do módulo l, no puodo suponer qua se está on 1a siguiente

situación:

7 E II l < ' ' AI : ' Agn A, gnl J, 11m Ln(x) 1 y 11m gn(y)

C-———>C definida por T(Z)= 1%;Sea 1': a
A

que existen oïomonïos hn

—1

- resulta entonCcs

Cn A tdlors qm.- hn:'lo)’_n. ¡In I‘ll (nino



uu<1 -ï z
h“ , 11m h“(x) J y llm Jn(y) U. ., .

2.::l‘1 <‘()IIÍI'.I«II('<‘I(‘I1 «'uuuvlvld I.¡ ilwmun'lrun'IÓn.

(l.l.ll>’) ¡"1:2(:.I.d:¡(':;(lo «uluívxIJt-ncíd «le íníkhm por (l.l.ll) ;.:c 11‘“an

pautas do GFCGóUHde A. El :zíguírwllw |4w)rwuhl\lw

una Y“'I«H.‘ÍÓII ímporlwnh- (‘nlrw ¡»unlmz wn ¡um :níxnm gnn'lw Jo Gled

nun '/ loa: r'r:::|u‘r‘t'ÍVu:: «'()II]|JII'Í(>:: «Iv nnwlí'iiu 1'4-¡IY'|"‘I'lllu'll ivan; .".U

'JI'HIU‘ZIIHH'ÍÚII ¡mmlv w-r'm- n-n ILI u vn VI . | . l , I. \.' '.'.l [lv I 13] .

(1.1.IH) Sí z, y e Sp(A) y "x-y"*?, vnlonCvu «xí [wn v\J, mKGH(X)

'/ “ll/(j MV(X) lullt'ï'. .¡uw

w m Q my x ; m

MuL‘ PCSUJlddU no cumpluLd con wl uíguívntv dv T. Udchín vu

nncuonqu on V1.?.? do [13].Vd dwmoutración SL

(1.1.15) Si x,y Sp(A) y "x-y" = 7 enluncos oxíulon conjuntos bore

¡.ídllUfZ l; , Li lulvz; (¡Ht‘r II U IÍ = X ,
x y x y

Ill (ll )=(l, ¡unan ('.IKÍ.I m G M (X)
x y x x

r
m (E )=Ü, para cada m E M (X)

y x \ Y

7.2 quunaó áfgcbwab unifiuflmaó u ¿us panfvs de Gfeaóuu

( L. 7. I) Sí A 0:: lJH .ïlg1vl)r.l HIIÍÍ()PHH‘ :;ol)r(> v] (H21na('ío vrnugnic:lo X.

dí<u- qlu‘ A rw; un áÜgabüa dv D(ü(0h?0í hubüv X ::í LH- A ïílü- I / l‘ÉfiJ

es denso en CR(X) = Rv C(X).

Esta 01a3p db ñlgnbras ha sido definida,y estudiadas algunas

de sus propiedad03,por A. Gloason en [1”].

(1.2.2) Proposición: (í) A os de Dirichlet sobre X si y sólo si m=0

es la única medida real ortogonal a A; en particular, para todo



x cn Sp(A), cJ conjunto MX(X)contícnc una sola medida.
(íí) .‘ií A |':'. «Iv I’íl'l-“Illx‘l :ïl)l‘l't‘ .\', x-Hlunm'n ÜA=.\'.

Demostración: (í) cs und consccucncíd inmediata de (1.2.1).

(íí) Hupóngdzu- (¡uc- ÜA a5 X y :uul .\‘ G .\'\í)/\. (‘Onníslordndo a

A como álgebra uniformv sobre A (ver (1.1.H)), cn Virtud de

(I.|.h). wxí Iv m ('H(ÜA) quw rwprv vn!» 4 x vn H; IJ mcdídq ST

dc masa unitaria concentrada cn {x} os también una medida que

rcprcsonta a x on X; mx y 6x rcsultan sor mcdidas representati
vas dc x cn X con soportan dinjuntou. Ista contradicción con (i)

concluyw la dvmoulrdcíón.

(1.7.3) Ei álgebna dell duco: Sean Í) ={ z G C / Izl<1 } y A(T3) el con

junto dc ¡un Iunuíoncs continUds cn Ü y analíticas en D, su inte
rior.

H1 espectro dc A(Ü) en ñ y aMD): T={Iz|=1} . LLamando

A+(T)={f G C(T) / f c_Ín0 f(eio) d0 :0 si n e Z, n<0}, se tiene

que A+(T) es el álgebra cuyos elementos son las restricciones a

8A(Ü) de los e1emcntos de A(Ü); A+(T) es un álgebra de Dirichlet

sobre T. Si z G h: D\'r, Id mwdídd mZ(ÏM(T) quc lo rcprvncntd un

obtiene por convolución con el núcleo de Poisson: .

si zzreío (Oíïr <1), entonces f(z)=á% í Ïé%%ïgág%á%%;%ïïdÓ'

Si 72€ 'F,uL eh 1a medida de masa unitaria concentrada en z.

Teniendoen cuenta estas observaciones, (1.1.1“) y (1.1.15),

las partes de Gleason de A(Ü) son D y cada uno de los puntos de T.

(1.2.H) P(K): Sean K C C un compacto y P(K) el álgebra de las funcio

nes que son límite uniforme sobre K dc polinomios en z; la norma



dc una tal Iunvíón vs ol supremo dv su módulo sohrc K. Mi espec

lru) d. l’(K) :u‘ id<uH ¡[ica (win K, L1 cíluulla ¡x)]ín(nnía]lm*nt<\ con

vexa du K, vu decir, la unión de K con las componentes conexas

acotaddu dv su complvmwnlo on C. LA lronlcra dv ShíJov dc P(K)

es la frontera exterior dv K, usto es, la frontera topológica
¡Ir-

El teorema de Walsh (Ver |79| o 11.3.3 en [13]) aíirma que

si K=K,o equivalontemonle si 3K:6K, entonces toda función real

y contínua delinida en DK se aproxima uniformemente por partes

ru?a](w; d(: pol'ín(nnío:; or] z. lívsujlttl cnlr)nC(H; (“JP 13(K) es; de I)i—

r‘í<:l1]r\l' ::()l;rw‘ a K.

Las partes de P(K) son las componentes concxas del interior

do K y cada uno do los puntos de 6K (Ver Satz 7 de [30]).

(1.2.5) Sean K C C un compacto y A(K) cl álgebra de las funciones

continuas sobre K que son analíticas cn su intcrior; la norma es

la del supremo. E1 espectro de A(K) se identifica con K (Ver [2]).

Interesa destacar aquí que en el caso cn que el complemento de

l< :una cc>ntrX(), r'l lr«)rw*uhl (l(- Ph|r1¿(-lyxln (V(:r' ?(].!, (lu I 2'7] ) a! írwna

que A(K)=P(K). Observesc tambíen que cuando K=Üentonces A(K)=

=/\(Ï))=l’(l<).

52: Ü X Ü y A(DQ) el álgebra de las funciones conti(l.2.6) Sea

nuas en 52 y analíticas en D2: D X D.

El espectro de A(DQ) es 52 y su frontera de Shilov es T2=TXT.

A(D2) se identifica a1 álgebra de funciones continuas sobre T2

con cocficicntcs do Fourier nulos fuera del primer cuadrante de

Z .



(1.2.7) Sea A un álgebra unílorme sobre el espacio compacto X y A

. 7 2
IAN;partes ch: filodzxnï(le A(D ) yxn1l> , cada uno (h; has pun

. . ín ir
Iu‘ l x; Inn ¡II ulwl lI|'-‘ l‘ \I-- l \' l-- bl \' I‘

')

/\(I)/) no m; un álgebra de Dir‘íchlet considerada como álgebrd
,.7 , . '2uuhrw J . lara nulo hasta observar que 91 I G A(D ) entonces

uu pdr'lr: [wal tiene loz“.(rodfícíontos; dv Fourier no IIIHOSen e].

. _ , 7 _ __ . .,pleUP y lvrcvr cuadrdnlou do A ; on deLJCUIdP, 1d Íunc10n
-í0 í ¡o -í , -,

u <; Ó+ (h (2 Ó ((),Ó G [(1,2ul) (a; una ÍlJnCIKHWreal cn‘togonal

. ., H’} 7a LJ rw22Lrwrrc1«)n (l I (lv h)u (‘Ivnu'nl(n; d<r Rc A(l‘ ).

1

el conjunto de elementos ínversibles de A; se dice que el álgebra

en Zagmuhlauóobmzx mi log|A_1|:{ longI / f G A_l} es denso en

CR(X).

La noción de logmodularidad ha sido definida por K. Hoffman

un [18] ; (:n 0:;0 (rnllmjo no (‘szLablecon pde las ílgohr‘as: logmo

dulares resultados conocidos para las álgebras de Dirichlet.

Toda álgebra de Dirichlet sobre X es logmodular sobre X. La

recíproca no es válida: sea H0°el álgebra de las funciones analí

ticas y acotadas en D; si T' es el espectro de Lm(T), Halose iden

tifica con una subálgehra cerrada de C(T'), que es logmodular so

I)r'«‘ 'l" ¡3('r'<) (llll‘ nr) (¡:2 «I<' I)í r'í('|1'l(\1_ ( Vr'r' (Ïl1.ll)l,r-r" lf] (Jc' I 1 9 ] ) .

La descripción de Sp(Hm) así como La de sus partes requiere un

estudio detallado que se puede hallar en [19], [10] y [20]. Un

método general para la construcción de álgebras logmodulares co

moe] descrito recién (1.0., a partir de una medida multiplica

lív.¡ wn un .ïlgxwhrnl unílor'uw) ::() (‘n(.‘ll(‘nlr'.l en I VII .



(l.?'.8) ¡hn álgyrbru llnjl()PHK: solmw‘ X (n:, por'<lelir1iciór1, ¿uudamentae

bub7c X ¿í U-hIJ x uwnfq‘(A) -IdHlÍlt‘ “¡un fillíCil mtwlíd‘l qu)vo:u\nl.1

tÍVd vn M(X).

Ill «¡:zl l¡«l ir) «I(‘ I 1:: .1 I;¿(-Ih¡'.1:: l llll(|.IHlt‘I)l (l [(‘:: l¡.| :2 í«l() L‘()nll‘lllï«lkJL)

en [7?].81 A un fundamenTal sobre X onLonceS la lronterd do Shi

Iuv dv A wn Y; nulo xv dwmuvulrd lñvílmwnlw ulílíxdndn U1 argu

lll(.'llL()4‘”I[).J(Yd(JOpara! (lmnuzzlrulr' (l.?.'/)-(íí): :;_í x (i X \Ü/\ (‘xiu

te una medida roprouontdtíva do x con 50porto en la frontera de

Zillj J()v (Jr) /\ , y ¡chI' ()l rx) l.1«l<> l«1 "¡(11 Ítl«l (ll‘ uh1::(1 llllí [[IY'Í\I CK)IIL3(‘II

trada en x representa a x on X. Como M(aA) C M(X) se tendría

quo A no ou tundamontal sobre X.

Si A us logmoduldr sobre X entonacs A es fundamental sobre X

(er |18|) pero no ou Sívmpvocierta 1a recíproca. E] siguiente

ejemplo, que nos ha nido comunicado por A. Bernard, ilustra este

hucho.

(1.2.9)Ej0müo. Sed A un álgebra logmodular, pero no de Dirichlet,

sobra X. Si Y C Aú, el cono de Y es el conjunto

c(Y) = {tx / 0 < t < 1, x € Y} ;

es claro que C(Sp(A)) y C(X) son débil-estrella compactos. Sea

A ol álgebra do Jan Iuncíonos un C(C(X)) quo son límite unifor

me sobre C(X) do polinomios de 1a forma

P(tx)= i (¡(x) 151+ k ,fj e A, k e c. (-'=)

ACresulta ser un algebra uniforme sobre C(X) y este es el ejem
plo en cuestión, lo que resulta de las siguientes pPOposiciones

(que sc demuestran a continuación):



(Í) SP(AC):C(Üp(A)).

(íí) .-\‘_«-:. IlllhÍ-Illl-‘llLll :ZUI'I'I' \'(N).

(iii) ACno os logmodular sobre c(X).

(i) Ï'Mn’ll) Í) < z: < J y y G Sp(/\); sz'í P (31‘.de 1a Iorma Ü"), se

waínv w3v(v) = y Í¡(y) mi + k

Hhufirvpnv qu no th Amhínñvde wn Id dwíínívíón do nnv PHJH
do :

vhy v3 línwdl, mullíplíuulivu y Hu nula. Uv quíoru er quv vn
contínua. S m ou la medida rupronontJtíVd do y en X resulta

f‘ (IW = f l’(ñx) (hu (x)
Ï'.\/ y

Por lo Ldnto

Iv 7(P)I < uup ÍIP(HX)I / x e X} S "P"
“w rn!“ mwdwduvv qu r. un rxlíwndw dv mJHUPJ ñHíPJ d HHJ Iunvín—

:vv

¡1:1 1 I í r1(3(1 l n11] 1 1. í ¡>_l í (*(1 L í \/.1 ¡1<) ¡111 J_¿1 II (l(‘ í í r1 i (I¿1 (‘11 /\ .s c

Se tíono así qua Ja dpïioncíón quo a sy le asocia Esy es
una inyección continua de c(Sp(A)) en Sp(AC). Esta inyección es

nuryoctiva; en cíecto, sea w un elemento de Sp(AC); como ACcon
lívnv u lun pulínumíun wn I (run ranÍPÍUanH vu“ ldnlv2), C(IH,1I)

está conLenido on A y vale w(t)=u E [0,1]. Si 5:0,c

(w(t.r>)’ = w(t?í?) = w(t) w(t.Í?) = n

Ln td] caso w=EÜ

Supóngaso ahora quo s i U y definamos w':A--——>Cmediante

w'(f) = w(ts-1Í). Bs Claro que w' es lineal y que w'(l)=l; además

w' es multiplicativa pues para todo par de funciones f y g en A

vale w'(f).w'(g)=w(ts'1í).w(ts‘lg)=w<t2s’2rg)=w(ts‘1)w(ts‘11g)=w'(fg)



Por consiguiente w = fi ,sw
.. , . . . , .(11) LJ UHIVJ mwdldn PCPPPHUHIJÍIVJ du H vn v(A) vu id valdJ dv

. . . n .

mqud HHIIJPIJ uonvvntrudd on {Ü}; pues mi P’(1x)=(l-T) no tienel

l = Pn(u) = f Pn(Lx) dm0(tx) = j (J-L)“ dm0(Lx) >m0({U}).

Sed ahora ny en c(3p(A)) con s i 0 y m una medida repre

HPHIJIiVJ dv av. demnn prímwrn quv m(H.X)T|; mí P“(l) vu “Hd

sueosión de polinomios ded los cuales vale

(d) P“(H)=U, (b) IP“(I)I í 7 mi l C IÜ,II,V (v)lim Pn(l)=i si ffs,
(:1 teorema de convergencia mayor‘ada permite obtener

m(:;.x) = lim j (l-l’n) dm = 1

¿i J está en A, se tendrá

f tt dm = s f Í dm = s i(y)

La unívide dv my vn M(X), impliwu quv
Ill (‘Sf1:j n dm = f n(ux) dmy(x) ded cada n en V(u(X)),

única.

(iii) Siendo Sp(AC) simplemente conexo, los elementos de A21

tienen logaritmos en A0 (Ver S7, Chan. Ill en |13|), i.e.,

/\_I = ('X|)(/\(‘) = {(‘X|)(|) / | C /\C IC

De aquí se obtiene que log [Agll = Re AC ; como suponer que Re AC

es denso en CP(C(X)) implica que Re A es denso en CR(X) y pues

to que A no un de Dirichlel sobre X se tiene que AC no es logmodu

lar sobre C(X).

1.3 Panza de. Giza/son y apnoxúnau’ón quCáO’UTIe

(1.3.1) Si A es uniforme sobre X y x es un elemento de Sp(A), Ax deno

ta el ideal maximal asociado a x y ¡x el conjunto de los elemen



(l. 3.
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Los conjugados de ]os de Ax. Si m G M(X), ñ denota 1a medida

\'\‘||.|!¡3'..l\].l .I.- n. .I.-I mi.“ lu‘l'

f f dm = (Í T dm: , para cada f cn C(X)

7) Teorema: Scan A uniforme sobre X y x e y en Sp(A); las si

guientes proposiciones son equivalentes:

(í) "x-y" = ?

(íí) l G CIAUuurd dc (A + K )
X Y

Demostración: (i) á (ii) Si n es una medida ortogonal a Ax+¡y

y n = nx+ nl es 1a descomposición generalizada de Lebesgue
Rieszde n respecto de MX(X), el teorema generalizado de F. y M.

(ver (1.1.1Ü)) permite afirmar que nx es ortogonal a Ax y que nc
es ortogonal a A; por lo tanto

n(l) = n(X) = nx(1) (a)

Ahora bien, nx es absolutamente continua con respecto a alguna

mx en MX(X)y se tiene un horeliano Fx tal que (ver (1.1.8)):
— Í _

mx(Fx) 0, para cada mx en MX(X), y "ns"(X \ Fx) - O

Además, (1.1.15) permite suponer que my(X\Fx)=0 para toda my
¡‘II H (7.) .

Y

Considerando ahora né y My(X) y procediendo análogamente se

obtiene la descomposición generalizada de Lebesgue, ng: ny+ ns,

de n: con respecto a My(X), y 1a existencia de un boreliano Fy

contenido en Fx tal que:
"n "(X\F )=O , m (F )=0 para cada m en M (X)

5 Y Y Y Y Y

es ortogonal a A, es decirAquí también se tiene que nS
U = n'(1) = n (1) = n (1) (b)

s y s



lu

ÍLa medida n dcljnida por n'= í + E” está concentrada en
«Jx

I"? I' U (.\'\l'\.), nu: \|«'c'ir' "n'"(.\(\|")“l|; ¡mr 0|th Ihll‘lt‘ HI(1")"I1
Y Y e Y Y Y

para cada my cn My(X). Como¡y es absolutamente continua con

respecto a alguna medida my en My(X) Se tiene que E = ¡y + n'
es la descomposición generalizada dc chesgue de H con respecto

.1 My(X). l’t'r‘o [-1nz: orlononnl :1 Ay, por 1o que (r1 teorema gene
ralizado de F. y M. Ricnz implica que n' es ortogonal a A. Esta

Última ohnvrvawíón (y lrníwndn vn UHPHIJ(h)) permito deducir

que nx(l)=U; volviendo a (a) no ohlívnu [inulmuntc que n(l)=U,
y entonces 1 portvnccc a 1a clausura (débil, y por lo tanto en

norma) dc A + K
X Y

(ii) a (i) Sean (In) y (gn) sucesiones en Ax y Ay respectivamen

te ta]es que fn+ En converge uniformemente a 1 y supóngase que

“x-y" < 2. En virLud dc (l.l.1H), cxistcn mx cn Mx(X), m3 on

My(X) y c>U tales que
c m < m < c_1m (C)

Y X y

Como (l-ln) v3 orLogonul a En cn L/(my) (puesto que my es mul
tip1icativa cn A), nc tiene

; — 2 _ : _

f Il-In—gnl dmy _ j ¡1-1n dmy + f Ign dmy — kn > o.

En decir que vale lim (“:1 y Jim gn=0 on L'(my), y en Vista

2 2
I |

de (c), también cn L2(mx).

Por otra parto, como Tn+ gn también convergc uniformemente a l,

se concluye que también lim fn= 0 y lim gn: 1 en L2(mx) y L2(my).

Pero entonCCs,eligiendo convenientemente una subsucesión (fj) de

(fn), se obtendría que para casi todo punto respecto de mx vale



l = Jim In: U y esto se contradice con mx(X) = 1. Por lo tanto
debe valer "x-y" : 2 _

(1.3.3) Corolario: Con las mismashipótesis de (1.3.2) son equiva

Lvntwu que la clausura dc (Ax + KV) contenga a A + K v que l
pePINnPZCd u la clausura unílormc de A + K .

x Y

(l ° H) Corolarío: Sean A un ¡Invhrn dc Dirichlet sobre X y x o v

cn Up(A); culonccu Hx-y" = 7 Si y Sólo sí Ax+ Áy cn denso en
(:(X). i

DcmOHLPdCiÓn:Será suficiente ver que la clausura uniforme de

Ax+ ¡y contiene a A. Si Í está en A F = (f—i(x)) + %(x).

MJ primer termino de esta descomposición pertenccc a Ax y el se
gundo, en virtud de (1.3.7), pertenece a la clausura uniforme

de Ax+ ¡y .

(1.3.5) Bs interesante destacar que la equivalencia demostrada en

(1.3.H) caracteriza a las álgebras de Dirichlet entre las álge

bras uniformes, como lo prueba el siguiente lema.

(1.3.6) Lema: Sea A un álgebra uniforme sobre X; las propiedades

r: íjglií (:¡nl'(::; :;<)r1 (¿(111íx/¡1_l(‘r¡t:«::::

(i) A es un álgebra de Dirichlet sobre X ;

(ii) Si x e y son elementos dc Sp(A), entonces "x-y":? oi

y sólo si Ax+ ¡y es denso en C(X).
Demostración: La implicación (i) = (ii) está dada por (1.3.H).

Para ver que (ii) = (i), obsérvese que si la frontera de Shi

lov de A se reduce a un punto, entonces todo resulta absolutamen

te trivial. SupOner que 0A no se reduce a un punto implica
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que 10 mismoocurre con la frontera de Choquet (i.e., el con

¡unlu xlw ¡‘llll|\‘:. «w ZZ¡\(/\) «¡nc -IIIlllíIn'll lll|.| l'lllíkhl ll|«'-|íul.| ¡'n'ln‘vnvn

tativa en M(Sp(A))) ya que esta última cs densa cn 1a primera

(Ver ?.2 en [8]). Sean entonces x e y dos puntos de la fronte

ra de Choquot de A; sus medidas representativas son las medidas

dc mana unílafiu concentrada en {x} y {y} respectivamente. Pero

entonces, teniendo en cuenta (].1.JH), resulta “x-y"=2 y por

consiguiente Ax+¡y es denso en C(X); considerando partes re
ales se obtiene la conclusión.

(1.3.7) En conexión con (1.3.?) es interesante el siguiente teorema

que es una generalización dc un teorema demostrado por K. Hoff

man en [17I(Ver Theorem 6.“).

(1.3.8) Teorema: Swan A un ñïnchra de Díríchlet sobre X, x un elemen

to do Sp(A) y mx Id medida representativa de x cn X. Sí n M(X)

es ortogonal a Ax y existe una medida real m E M(X), m mutuamen

te singular con mx, y tal que m(Ï)=n(Ï) para toda f en A, en
tonces n(1)=0.

Demostración: Las hipótesis permiten verificar que

(n + H) (g) = (m + m(l) mx) (g) si g G Re A

ComoA es de Dirichlct resulta

n + E = m + m(1).mx (a)

Si n = h mx + nS es 1a descomposición de Lebesgue de n con res

pecto a mx (h E Ll(mx)) se tiene que
n+í=<2Reh>m+<n+í> (b)

x s s

es la descomposición dc chesgue dc n + n con respecto a mx.
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Puesto que m es sinqular con respecto a mx, la conjunción de (a),
(h) Y ¡J Hnívíddd dv IJ dvnwnmpnuíwíon dv Lwhnuuun implican qHU

m ' n + n“ . Por otra parto, cl teorema generalizado de F. y M.

Riesz (Ver (].l.ln)) permite afirmar que nS es ortogonal a A. Por
lo tanto

n = n“(1) + n”(l) = m(1) = n(1)

1.4 Panteó de GEeaAon y apnoximacián en L2

(1.H.1) un esta sección su trata la posibilidad de dar Versiones alter

nativas de (1.3.?) para Álgebras fundamentales. Para álgebras de

Dirichjet esto ha sido hecho cn (1.3.u) pero, comoha sido observa

do en (1.3.5), la situación allí resuelta es típica de las álge
bras dc Dirichlet.

(1.H.?) Teorema: Sean A un álgebra fundamental sobre X, x e y elemen

tos de Sp(A) y mx y my sus respectivas medidas representativas en
X. Son entonces equivalentes:

(Í) "x-y": 2

(ii) Ax+ ¡y es denso en L2(mx+my)

y;
(l.3.2) implica que l es ortogonal a A + K. Se quiere pro

Domostración: (i) 5 (ii) Sea f G L2(mï+my) ortogonal a Ax+ K

bar que {:0.

Sea (fn) una sucesión de elementos de C(X) que Converge a f en

L2(mx+my). Es claro entonces que (fn) es una sucesión fundamental

en L2(mx) y en L2(my); llamaremos fx y fy a los respectivos lími
tes en dichos espacios. Por otra parte, si g es un elemento de
C(X) se tiene
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: I + ‘
(1,11) 11m ( f (ny, dmx f f“), dmy )

donde ( , ) índivd o] producto oucnlar cn L7(mx+ my).
Por lo I.1nl()

(i ,u) = f ¡X3 (hux -+ f ly“ «huy putnl (unha ¿3 cn LI(X) .(d)

Í%)r' nt)r le-y||=? , ('xí:;l<' 11n(1leC(‘U ió!) (gin) cr] A t(11 qLJO

II) g 1 x . 1 "l .___>_ . _
L“ l, ¿n( ) I p.p (mx), L“(/) ] p p (mv)

. +) .
SI un: ¿75” un Llcnv que

un(z) >1 p.p.(mx), un(z) >0 p.p.(my),
H H á H _ H <

un l y | un l

PUUSIOque I 03 ortogona] d A + K , (a) implica:

+ _ - + ‘ + _ : 3‘ e
f fx(g h) dmx f Íy(g h) dmy 0 51 f, g A

En particular resulLa qUe

+ : >
f 1x53 (me j' lyg (Imy U pde Loda g en A

I‘n-I'U I‘IIÍ()II('1'::

) + : 
f be un dmx Í lyg un dmy Ü ,

pasando a1 límite se obtiene f fxg dmx = 0 para toda g en A.

Análogamentc resulta f fxn dmx = 0 si h es un elemento de A.

Estas conclusiones nos dicen que fx cs ortogonal a A+Á; un
resultado de G. Lumer (Ver Theorcm b de [22]) afirma que si A es

V . — _ 7 .

Iunddmcntdl sobre X, anonucu A + A 03 denso cn L (mx), donde

m es la medida representaLiva en X del elemento x de Sp(A). Se

concluye así que

f = U . .(m ) (b)x p p x

PPOCediendo con l-un como su ha hecho con un se obtendrá del mis

mo modo que
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f = 0 .3.(m ) (c)
Y p l Y

Teniendo wn CHUHLJ(a), (h) y (c) implican anonccu que l

es ortouonnj a C(X), {.0. Í en nuïa; por 10 tanto Ax<+ ¡y es
denso (-n li/(In + lll ).

x y

(ii) = (i) Si se supone que "x-y"<2 entonces (1.1.1H) impli

('.l (lllí'

L/(m > = L¿(m ) = L¿(m + m ) (d)
X Y X Y

"' G G ‘ .s 3
al ín G Ax , gn Ay .on tale QU(

lim f Il-f —E [2 d(m +m ) = 0n n x y

:;(: (J(‘(Jlj(:(f t‘fll ()¡)(:(3:; (l(v ((1 ) (111(‘

r: - 2 _
[Im j I]—fn-gnl dmy — 0 (e)

Puesto que En en ortogonal a (l-Fn) en L2(my), de (e) resulta
, 2 2 _

11m ( Í Il-Ínl dmy + f IgnI dmy ) - 0

>0 p.p.(my)Por lo tanto [n ->1 p.p.(my) y gn
>1 p.p.(m )Analogamento fn >0 p.p.(mx) y gn x

Pero entonces, volviendo a (d) se obtiene que mx: my: 0; esta
contradicción completa la demostración.

(1.'I.3) COÏ‘OLlr‘iUI Scan A un'íl'ormc sobre X y x e y en Sp(A); si

A + Á es denso en L2(m + m ) para cada m en M (X), m en
x y X y x x y

My(X), entonces "x-y"=?.
(1.H.H) El siguiente ejemplo muestra que la recíproca de (1.u.3) no

es siempre cierta.

Con las notaciones de (1.7.6) sean Y = 52X[0,1] y

B = { f e C(Y) / f(.,.,t) e A(D2) para cada t e {0,11}

La frontera de Shilov de B es X = T2XI0,1I.Sean A el álge



bra sobre X cuyos o]omentOs son las restricciones a X de los elo

mvnlnn dv H, x4(U,H,H) y v=(H,H,I); "xnyuzf vn /\H puwn mí y
.. ¡0 ¡o . ,l .deline por g(v ,n ,l) = 1-}l, g es un elemento de A que SdtlS

[que g(x)=l , H(V)=-1 Y "8“:1

Considerense las medidas representativas en X de x e y definidas

PPSPPPÍÍVJMPHÍP por

f Í dmx = I? I Í ¡(e
’I1I

íu
,o'w,n) du dÓ,ded [0da Í e C(X)

f I dmy = L2 f f ¡(010,01Ó,l) do dó,paru toda 1 € C(X).Hu

La lunción [(elo,elw,t) e](0-Ó) no sólo es ortogonal a Ax+Í Y

en L2(mx+ my) sino que también es ortogonal a A + Á en L (mx+my).
(1.u.5) Si bien lu recíproca de (].H.3) no es siempre cierta, observe

se que en la demostración de 1d primera parte de (1.u.2) se ha es

tablecido lo siguiente: Si A es uniforme sobre X, x e y son ele

mentos de Sp(A) tales que Hx-y"=2, mx E Mx(X) y my E My(X), y

si A + K (o Ax+¡V en virtud de (l.3.2)) tiene ortogonal no nu

lo en L2(mx+ my) entonces A + Á no puede tener simultáneamente

nulon sus orlononulns en L2(mx) y en L2(my).
Se plantea entonces la cuestión acerca de la validez de la re

cíproca del teorema dv Lumurcitado en la demostración de (l.u.2).

La respuesta está dada por el siguiente teorema.

(1.H.6) Teorema: Sea A un álgebra uniforme sobre X; si x E Sp(A) es

tal que A + K es denso en L2(mx) para cada mx en Mx(X), enton

ces MX(X) Se reduce a un punto.

Demostración: Esta consiste en una aplicación del teorema minimax
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dv Von Neumannen la versión siguienie (Ver I?5]): Si K es un

:_lll'\‘x'llillllll‘\'\'|l\'l‘Ï\.\‘\'1'\‘Ill|'-|1'IH|ÍI' un .-::¡u.u'ín \'I‘l‘|\‘l'i.ll lnpnlf»

gieo Y, si S es un subconjunto convexo del espacio vectorial
‘V ' W + -I l f y Sl FzKX5—-——->Res una lunc1on concava y continua en la

primera variable y eonVexa en la segunda se tiene entonces que

ÍIIÍ (:Hlp F(In,1{) ) = Hlfl‘ ( ¡nf F(In,11) )
g C 3 m G K m G K g E 5

Sea l € C(X); me quiere Ver que f f dmx es una constante

que no depende de mx e Mx(X).

ConsiderenSe K = MX(X), S = A + K y F: K XS ————>Rdefi

ni<Ja ¡x)r F(In,;{) = I I Í-¡{I dHl

Es claro que F satisface las hipótesis del teorema del mini.)

max. Además íní I"(m,p_) = n para (anda m e Mx(X); por lo tan

to, para eada n existo gne A + K tal que
l

__ < _sup f Il gnl dm n (a)
m G MX(X)

Si se fiia m1 G MX(X)y m? es cualquier otro elemento de Mx(X),
(a) implica que

lIm f n“ dml = f Í dml y llm f g“ dm? = f t dm2

Pero como f gn dml = f gn dm2 por ser ml y m2 elementos de

MX(X) y estar gn en A + Á resulta que f f dm? = f f dml

Comoesto ocurre para toda función f en C(X) se obtiene finalmen

te QUe MX(X) se reduce a un punto.

(1.u.7) Corolario: Sea A un álgebra uniforme sobre el compacto X;

son entonces equivalentes:
(í) A es fundamental sobre X



(ii) Si x,y E Sp(A) entonces "x-y"=2 si y sólo
. — 7 7

il /\ 4' /\ «¡:1 «Iwnnn vn I. (m ) v vn I. (III )
x y N V

para cada m G M (X), m E M (X).
x x y y

Domo LPd<Í6n2 3610 nn nvccuurío observar que mi Sp(A) no no FO

duco ‘11”) punto, (w¡(:uyo caso todo moría trivial, entonces dado

x on Sp(A) oxísle siempre y on Sp(A) ta] quo "x—yH=?; para ello

hdntd tomar un y distinto do x on 1d lrontera do Choquet de A .



('/\|'|'I'|||.() Il

2.! Funcioneó anafíticaA genenafizadaA

(7.'l.l ) Thin (1 HII mln)nrw1p()u(líl ívo (Jc li, uulní<1o (io la t0[x)lo;¿ía ulis

crotd; L(H) dosínnd al filuvbru dv grupo correspondiente.

Si 0+ es o] subconjunto de G de Jos elementos no negativos se de
fine

L(C+) = { a G L(G) / x E G+ = a(x)=0 } ;

L(G+) es una subálgobra cerrada de L(G).

Sp(L(G)) será notado F(G) mientras que ¡(G) designará a

Sp(L(G+)). F(G) con la topología menos fina que hace continuas a

las transiormadas do Guelfand es canónicamente homeomorfoa é,

el grupo dual del grupo C . Esta identificación ha sido exten

dida por R. Arens y I.M. Singer en [H] a situaciones muy genera

les; dicha extensión establece asimismo un homeomorfismoentre

a tOpología inducida por las transformadas de¡(0) provisto dc

Guelfand y ol semigrupo de los morfismos no nulos definidos en

0+ y con valores wn ol disco unitario cerrado ñ; esto semiflrupo

so considera con la topología producto. F(G) se incluye homeomór

ficamente en ¡(G).

A(E(C)) o simplemente A(K), cuando osto no dé lugar a confu
C‘siones, designará al álgebra unilormo de las funciones que son
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(7.

(7

I ll“ í l«) 1111i I()1‘1u«' (J«‘ l I‘tllllll \»t‘nltl«1(1:: (J(\ illt‘] Í ;1¡1«l (¡(3 ('Ílt‘rn(‘r11 C)s: <1e>

L((ï+) . I.L|thnd<) m .1 |.I m<wlí(hl d(‘ H.h|r ru)ruhllí:u1d.l dr‘|‘((1), (‘H

dv lícíl Vwrílivdción cl uíguícnlv resultado (Ver lambiónl'fl ).

1.?) Sea í G C(F); f cn la restricción a F de un clemonto F dc

A<K) si y sólo si j [(a) (áïk) dm(u) = n si x e 0+ (Aquí

(a,x) indica cl valor dc a en x).

.1.3) En de hacer notar que ¡(Z) = Ü, que F(Z) = T = Z y que

A(Á) = A(H) (vor (I.?.3)).

(7.1.U) Dado ix G iR no lo puede asociar un elemento l'(ix) en F(G)
.. . . —ix ‘ definido por (T'(1x),y) = c y para todo y un C. La aplica

ción T' resulta ser continua. El siguiente teorema cuya demostra
,, . _ > _ . 4, . ,Cion se encuentra en Í HI caractorïza 1d surycct1v1dad de I en

tórmínon dr C.

(7.1.8) La apjícación l':íR-——->F vu uurywcLin si y sólo si G cn JHO

morfo a Z. Si C no es isomorto a Z entonces I es inyectiva y su

imagen es densa en F.

(2.1.6) Las observaciones hechas en (2.1.3) junto con (2.1.5) justi

I I<h1l1 :1()l)[Hl(LJln(fflL(' ([U(‘ L<)<L1 V('Z q¡1(\ (i :;<ra (l(?n17() r:r1 Ii ( i .(3. , n<>

isomorfo a Z), ¡(0) sea llamado 01 "gran disco" a30cindo a G y

A(K) cl álgebra do las "Iuncioncs analíticas grncralizadas” aso
ciada a C.

A partir de la caracterización de Á(G) como morfismos de se

migrupo mencionada en (2.1.1), en [IN se prueba el siguiente re

sultado que da 1a descomposición polar generalizada de los ele

mentos de K(G).



(2.1.7) Si E es un elemento de ¡(0) distinto de E0 ( (¿0,x)=0 si xiO

V (¡.l).ll)=| ) vulnnw-z: v.\'í::l.vn n y u wn ¡((1) ¡unit-nz: ¡[lll‘ ::.Il í:'.I'.I

(ÏCÏI

(í) (n,x) 9 U ui x G G

(ii) a G F(G)

(ííí) (E,x) = (n,x) (u,x) para lodo x vn Ci.

/\ «::;l_r) ::(; ])lJ"(JI‘ t¡;¿('(';g.lr' ( Vt'I' | |'/ | )

(2.1.8) Si p E ¡(0), (p,x) > O para todo x en 0+ y pi ¿o , entonces
existe un único s G (0.1] tal que

(p,x) = 3x para todo x G 6+

(7.1.9) En dc inmediata verificación adomás,que la aplicación

j:[0,l]————>K(G) definida por

í(n) = fi“ y si s > Ü (j(s),x)=sx para todo x E G+

es un homoomorfismo de [0,1] con su imagen.

Por otro lado (2.1.7) implica que si 0 < s S 1 entonces K

es homeomorfo a j(s). K(G) = { j(s).€ / g E ¡(G) } donde el pro

ducto de n y g en K(G) está definido por

(u.a,x) = (u,x). (L,x)

(2.1.10) La aplicación I' definida en (2.1.u) se extiende del modosi

guiente:

I : í: { w e c / Re w > o }—--->K(G) donde

(I(w),x) = e.xw para todo x G G+ , w E CDI

I es continua; teniendo en cuenta (2.1.5), (2.1.7) y (2.1.9) resul

ta que si G es denso en R entonces I es inyectiva y de imagen densa.

Obsérvese que I,a1 igual que F(G) y K(G), varía con G. Por lo tanto



las notacionon F, A e I serán usadas sin especificación respecto

¡lu (I 3.1qu wn .l<|ll('ll\):l ('.|::n:: wn A|ll(' |‘ll(‘\l.l Imlwr‘ .IIIllríp‘_'IÍ(-«I.uln

rea] imprecisión.

2.2 Medtdaó aepne¿entat¿va¿ y medidaó de Cauchg

(? .7. l) 'Vtu>r(wn4: ( í) Inl r‘c:;tr‘íC('íó¡¡ (lo ¡(nz (‘1(!nn>ntx)s de) /\(ZÏ) a F (is

un álgebra de Dír‘jchlet sobre l".

(ii) F en la ¡Pontevd de Shílov de A(K).

(iii) Si f G A(¡) es tal que f restringida a F es

nula, entonces l es nula.

(iv) La medida representativa de ¿o G K es la medi

(v) Si mg y mn son las medidas representativas en F
(lo f, y n per‘l'cnr‘cíon'lïm: a E, entonces

mg n: mgú mn

donde con ú se denota 1a Operación de convolu

ción en M(P).

Demostración: (i) El conjunto de las partes reales de las restri

cciones a F de los elementos dc A(¡) contiene a todos los polino

mios trigonométricos reales, esto es, las funciones del tipo

P(a) = y d(x) (a,x)

donde ÉÏÏÏ = a(—x) para todo x en G, y a(x) = 0 salvo para una

cantidad finita de x en G. E1 teorema de Stone-Weierstrass permi

te afirmar que dichos polinomios forman un conjunto denso en CR(X).
(ii) Es consecuencia de (i) y de (1.2.2).
(iii) Es consecuencia de (ii).

I da de Haar de F.



(iv) Scan x G C, y 6x E L(C) definido por 6Ñ(y) = 1 si

\' ¡\U(\') II ::í v /
* ‘+ . . 7. .Llamando y a las translormac1ones de Guelfand dolinidas

cn L(C) y L(C+) respectivamente, sc obtiene

f 3x(a) dm(a) = f (a,x) dm(a) ={ á :Ï : ; Ü

Por otra parto si x Z 0, 00m0 3;(u) = gx(u), para todo a G F,

resulta f 3;(a) dm(a) = 3;(C0) y como las combinaciones linea

les dc elementos del Lipo 3; con x on G+ generan un subespacio

denso en A(¡), se obtiene linalmente que 1a medida de Haar de F

es 1a medida representativa do ¿o cn F.
(v) Si u G M(P), llamando a a 1a transformada de Fourier

Stieltjcs de u (¿(x) = f ÏÉÏÏÏ du(a) para todo x en G), una ve

rificación sencilla pcrmito ver que

mg n(x) = (m ú mn)A(x) para todo x G G (a)E

A1 ser r compacto, los polinomios trigonométricos resultan den

sos en C(F) por lo que (a) implica

f f(a) dmg n(a) = f {(a) d(m¿* mn)(a), para cada f G C(F),

'l.(‘., mi.” = mcú m”

.2.2) Sea g G A = K \F,€ í ¿0; en virtud de (2.1.7) y de (v) en
(2.2.1) para conocer m será suficiente conocer la medida repre

C

sentativa dc la componenteradial en la descomposición polar de

g. Se trata unLoncwndo determinar (vor (7.1.0) y (2.1.10))

mj(s)= mI(_ln s) cuando 0 < s < 1.
Obsérvcuo que si f(c) = X a(x) (E,x) , con a(x) = 0 si

-.\'w
x < O y X |a(x)| < W, entonces l(l(w)) = E a(x) v Puuulld



ser una función continua y acotado vn É, y analítica en S={Rc w>0};

por consiguiente, lo mismovale para foI cuando f es cualquier
clcmvnto dc A(K).

Alnt)rn¡ l;ín Il, :zí xv = ll + í V (Wll-l (‘n L;, (‘I Ilñtïl(‘() kll‘ l‘m>i:4:;(wn

del scmiplano permito escribir
1 . u . . —(I..I)(w) "-j (Inl)(ll) «n- :zl Í GMA)

I< u'l (v-l)'

Sc tiene así que la medida mI(w) E M(F) delinida por
f u dHl = l Í g(l(it)) —, lL- , dt, para cada g €(3(r),l(w) u 2 / ’

R u + (V-L)

r3 Id Mvdídd PNPPPHUHIJIÍVJ dv l(w).

Por lo Lanto, si E = p.a y D = I(u) con u > 0 , se tiene

que

_ l J . u
[31(8) (11111,,(8)- I};{)(Ü.I(lt)) dtu +t

Las consideraciones anteriores permiten establecer el siguien

tc teorema de R. Arcns e [.M. Singer (ver ¡“1).

(7.7.3) Teorema: (i) Si g G A y E i ¿0, entonces la medida mg, repre
sanativa de E en F está concentrada en a.I(iR),

es decir m{(P\ a.l(iR)) = 0.
I

(íí) Ci p = Ï(u) con u 2 U, 1a medida mp es sime
trica.

(iii) Si g y n están en A\{EO} y E = pla , n = O2°Y

son sus respectivas descomposiciones polares, en

tonces mEy mn son mutuamente singulares si y só
lo si a e y. I(iR).

(iv) Supóngase que G no es isomorfo a Z. Si g E 5,
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c í ¿o , entonces mg y mC0= m son mutuamente
singulares.

l)(rmo::l'r.'1r-í6n:'I'oníonrlo en cuenta (7.7.7), Sólo es: necesario pro

lmr‘ (¡tw m(I(ír)) = (l cuando (2 no t'ti ÍUUHIUI'IUa 7.; rue-or

dando que T restringida al eje imaginario es inyectiva y continua

w oli! ír-Iu- «¡Iu

m(I(iR))=m(I( U In,n+])))=m( U l(ln,n+l)))= 2 m(Ï([n,n+l)))
donde n varía on Z.

Puro como l(ln,n+1)) = I(n).I(lU,1)), la invariancia y la

finitud de m (m(F) = 1) implican que m(I(iR)) = 0

(7.7.u) COPOldFÍOISupóngase que G no es isomorfo a Z; las partes de

Gleason de A(Í) son:

(i) {€0}
(ii) Cada uno de los puntos de P.

(iii) Los conjuntos de la forma a.I(S) donde a

recorre las clases de equivalencia de F módu

lo I(iR).

Demostración: La unicidad de las medidas representativas en P por

ser A(É) de Dirichlet sobre r (ver (2.2.1) y (1.2.2)) implica,

en virtud de (1.1.1H), que dos puntos de Í están en la misma par

te de Gleason si y sólo si sus medidas representativas son absolu
tamente continuas entre sí.

(2.2.5) El corolario anterior permite dar otra demostración del siguien
te teorema de R. Arens (Ver Theorem u.7 en ll] ).

(2.2.6) Teorema: Supóngase que G no es isomorfo a Z; si 1 es el homeo



morfismo de K asociado a un automorfismo U de A(¡), vale

vnlmuw-z: «¡m- ¡(210) f,“

Demostración: Basta tener en cuenta que 1 transforma la frontera

dc Shilov en sí misma y que si dos puntos están en una misma

parte de Clcason, lo mismoocurre con sus transformados; pues

Unlonnvn la parte de Cludnon {En} dwho transformarse en si misma.

(7.2.7) 33 interesante comparar (7.7.H) con (1.2.3), es decir cuando

G = Z. En este último cano Sc tiene que las partes de Gleason son

esencialmente pocas: el disco abierto D y cada uno de los puntos

de T. Se trata ahora de establecer algunas consecuencias impor

tantes que resultan de esta diferencia original.

Si G = Z y 0 S s < 1 , entonces
ie l — s2

f g(e )-——————————————ïde si g G C(T).I 1- 25.cos e + s
_ 1

Ig dms - 7 1

m tiene asociada una medida de Cauchy, también llamada contrac

ción analítica; es decir, existe má en M(T) cuya transformada
de Fourier-Stieltjes satisface

si n > 0

.1

n
A [s

m1 (n) :1 0 si n < U

Dicha medida es 1a asociada a 1a función cs(e) = ——¿—ï31-se

La cuestión de la existencia de tales medidas está relacionada

con varios puntos de este capítulo y el siguiente. La no-exis

tencia de contracciones analíticas de mS ( 0 < s < 1 ) cuando
G no es isomorfo a Z ha sido probada por K. Hoffman en [17].

Se verá ahora que esto es consecuencia, independientemente, de
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dc (1.3.2) y dv (1.3.8); este último teorema fue probado por

l<. lk)lllm1n, (xuno :u‘ uuuncí<n1u (HI (1.13.7), ])ar.1 cl (JdïK) dk‘ un

gran disco.

(7.2.8) 'I'oormuu: fjí r = [(l) y (2 es denso cn R entonces no existe

ninguna m; e M(F) que verifique
. (r,x) = c_x si x > n
m[(x)

l ll :;í x K (J

Demostración: Suponcr que una tal medida m; existe implica que

m; es ortogonal a ¡o donde A0 = { f e A(¡) / f(€0) = 0}

y que m; es ortogonal a AP: { f E A(¡) / f(r) = 0} . Como ¿o y

r están en distintas partos de Gleason resultará, aplicando

(1.3.2), que ¿¿(n)= m¿(1)= o y esto contradice a ¿¿ (0)=(r,0)=1.
La demostración, utilizando (1.3.8) se hace comosigue. Su

póngase que m; existe. Entonces ñ; es ortogonal a A0; además
HT (Ï) = m (Ï) para cada f en A. Por otra parte, m es singularP 1" P

respecto de m, así que finalmente es posible aplicar (1.3.8),

con lo que se obtiene que 0 = ñ;(l) = m¿(15; como esto contra

dice la suposición de partida, no existe una tal má.
2.3 Medida/.5de Cauchy y Mamáanmadaá de Hube/Lt

(7.3.1) Con las notaciones de 2.1 y 2.2, si l < p < 0°(resp. p = oo),

Lp(P) (resp. Lm(r)), indicará el espacio de Banach de las funcio

nes medibles, módulo la relación de equivalencia que las identi

fica cuando difieren en un conjunto de medida nula, cuyo módulo

a la potencia p es integrable respecto de m (resp. las funciones

medibles esencialmente acotadas respecto de m). Con f se designa



a la translormada de Fourier de f en L1(P) (;(x)=f(a,x)f(a) dm(a)
I) fl

|I.II‘.I (nula .\' wn H). I..I l¡nmzzlnr'm-u-ión ¡In- Ilíllwl'l , ll : l.'(l')——-“l.'(l'),

se doííne por “(1) = 2 í(x) sgn(x) (a,x) donde sgn(x) = 1 si

x 2 Ü y sgn(x) =—1si x < 0. Que H está bien definida y es una

isometrïa resulta del Luoremado Planehorel y de 1a igualdad de

Parnvval. Ahora bien, ni Ü < n < 1, llamando m a 1a medida re5

[)P(HJPIILdl“iV¿1 dt‘ j(:;) (V('r (7.íl.{l)) UL‘ LÍCIN} (lu!) si l es: u11 elt'mtwi

2 _ _ 'I _ 'Í
Lo de L (F) vntoneen Hp(l) —H(Í):':mn en tambien una ÍUHCIOn de

7 . , IXI .L (r); esto resulta do quv mp(x) = n para todo x en G, pues en

tonces

HH (f)" : "H(Í)*m H S "H(l)" : "1“
s 2 s 2 2 2

Si r = T (i.e., C es isomorfo a Z), se tiene además que H”(f)

U:; l¡n.1 l HIIUíóll (EOIllvíÍHJ(l. IZI n ínlií(w¡ln\ |(WJYN‘th Inlu'rrtrni (‘rx [hlï‘t {011

lar que esto no siempre es Cierto si G no es ínomorlo a Z.

(2.3.2) Teorema: Cualquiera sea C denso en R, existe t en C(F) tal

que Hs(f) no está en Lm(F).
Antes de pasar a 1a demostración es necesario recordar algu

n(n; lu‘eruwn (toru)eí(h>n y (H:t.H)1(wíer‘ a1){urni IK>IJ(:í6rn ecnnpïr'nu-H'JJr'LJ.

L1(F) admite inmersiones lineales e isomótrieas en (Lm(l‘))ü

y M(F) definidas del siguiente modo:

i: L1(F)———->(LW(F))* , (i(f),g) = f fg dm para eada ge Lm(r)

y il L1(P)————>M(r), (11(r>,g> = f [g dm para eada gG c<r)

Demostración: Supóngase que HSCf) perteneee a LW(F) para cada f en
C(F); se puede definir entonces, un operador lineal

K: C(P)————>Lm(r) , K(f) = HS(f)
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Se trata dc vor qUU K es acotado dc C(P) en LW(F), para lo que

:w (¡pl ícdr‘Ïl wI lom‘umd dv] nrfil ¡vo cerrado. 30.] ('Ill0n(*(‘f: (í‘n)

una sucesión dc (elementos: de C(I‘) que convergc unííormemonte a 1

y tal que (K(ín)) converge a g en Lm(F); es claro que (fn) con

verge a I cn L2(F) y que (Hs(fn)) converge a Hs(f). En tal caso

ns(r) = g en L”(r) , i.e., K(f) = g
Sea ahora K*- <L”<r)> -—-->(C(r)) = M(r) la aplicación

(lljzll (Jr! K ; PC* (‘s; ('()r1t ¡1111(1 ¡)r)r' :;(\er() K y

K*(i(l)) = il(K(f)) para cada f en C(F)
Hato implica que la restricción de Kúa i(Ll(F)) tiene su imagen

contenida en il(Ll(F)) ya que C(P) cs denso en Ll(r); llamando

Kí a dicha restricción resulta
I<.(l) : Kï'.(í(Í)) , para l'od.1 f vn l.1(Í‘)

l

Como Ki(l-::p,) = K¡(l).,-_.g, siempre que [', g e C(I‘) ,

la continuidad dc Ki en L1(F) implica que

Ki(f*g) = Ki(f)úg , toda vez que f, g G L1(P)

En tal caso el operador Ki es un multiplicador, es decir, es la
convolucíón con una medida ñ € M(F); por lo tanto,n' x G G

¿(x) = jïïïïï dñ(a) = (ñ 3x>(0) = (Ki(8x))(0) = slxl sgn(x)

donde 3x(a)=(a,x), para cada ue r.
. —l -. ., , .

La medida m ? (mg+n) es entonces una contracc1on analitica
':
S

de ms; esto contradice (7.2.8) y completa la demostración.
2.4 DQACOMp06icÁÓnde Launent en Ka gnan conona

(2.H.1) Considérese en K el conjunto

5={geK/s;:j(s).a, e_'1<.s<1,a€r}



(7.H.7)

3M

y sea H(E) e] álgebra de las funciones que son límite uniforme

san)rv I; d(r iUIH‘iOIH‘H (hr lt: lormhj

y a<x>(g,—x)‘1 + Za(x) (¿,x) (a)
x<0 x30

donde a(x)=0 ndlvo para una cantidad finita de x en G.

“vorvmd: (í) H(H) vn un álgebra unílormv uohrv H.

(íí) Sp(H(H)) = H
... . —l

(111)a (H(E)) = J(e ).F U F.

Demostración: (i) Es consecuencia inmediata de la definición de

H(E).

(íí) Pde deLvrmínar un vlvmvnlu w vn Sp(H(H)) hnn1a conocer
_ . . . .+ _ _

su valor en las ÍUHCIOnQSde la forma lx(¿)=(€,x) y fx(E)=(€,x) l
dondw x vu un elemento dv G+ . Hu claro quo las lunciones del pri

mer tipo generan un álgebra que es densa en aquella formada por

las restricciones a E de los elementos de A(¡); por lo tanto exis

te n e É tal que ©(f;) = (n,x) para cada x en G+. Pero
+ _ + —

o(fx) o(fx) - «Hfx fx) - o(1)— 1 por lo que

o(f;) = (n,x)_l ; en particular ná ¿o
La aplicación I restringida a H = {w / n < Re w í 1 } trans

forma esta banda en un subconjunto denso de E (ver (2.1.10)); en

tonces (f;oI)(w) = exw.
Por consiguiente

"gn = sup {|1;(¿)| / g e L'} = sup {I(1;OI)(w)I /w GE }=e><

Por otra parte, si j(e_u) es la parte radial de n en su descom

posición polar resulta |o(f;)|= eux. Como|0(f;)| S "f;fl para ca
da x en G+, debe ser 0 < u < 1 , es decir n G E.
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(íïí) Si Ü wH vomn vn (íí) y I wn un clvmcnlw vn H(fi), cn

l.t)ll('w*:; lUl vr: una lum'íón vnnl Íllll.l y .Iu)l.ul.l vn ri, .In.l|Tl ¡xxl

wn H = {w / H < Rc w “ 1}. E1 teorema de Phragmcn-Lindelóff

aíirma en tal caso que

sup { [(101)(w)l/ w E Ü} = sup { I({0I)(w)l / we É \B}.

Pero PHÍOHCPS

sup { |1(¿)| / g e E }= sup { |r(¿)| / g e j<e‘1).r u r}.

(?.H.3) En o] cano en que 0:2, H(H(Z)) es cl álgebra de las funcio
. _ . _1TICZJ (.‘UÍlLlnlJrIZZ f'l] I-l (TOT‘OHtl (.‘ITV'llldÏ‘ {(-‘ < IzI < 1} y holomorfas

cn el interior de la misma; para tales funciones está definida la

descomposición de Laurent que consiste en escribir a 1a función

como suma de una función en A(Ü) y otra que es analítica en {IzI>e_l}

y se anula en infinito. En lo que resta de la sección se analizará

1a posibilidad du una descomposición análoga para elementos de H(E)

cuando G no es isomorfo a Z; se verá finalmente que tal descompo

sición no es siempre posible.

(2.u.u) Sea f en H(E) y para e_1 < s < 1 se define

Í._'((1) 3 Í(j(:;).u) |)-Il"nl |0th (1 C Í'

De la definición de H(E) resulta

ï_(x) = f Í‘(a) (a,iï dm(a) = sx E (x)s s 1 para cada x G G

(2.H.5) Se dirá que la función I de H(E) admite descomposición de Lau

rent cuando existe g en C(r) tal que

A A' ' >g(x) z fl(x) Sl x 0
Ü si x < O

En 141 caso 1+ designará a1 elemento dc A(¡) para o] cual 1+ 1:8



(VI-r‘ (7.1.?)); '14'ÍÍIIÍr‘Ilr|() Í (IL) = Í(F.) — Í.(E) para T040 {E Ï‘.

! 1‘v::ull.| :.«*l' lnllllllílill un ¡'In'llll‘lllU «Iv II(IZ).

lïyní(wulo (WI Cluwuta Li OlHH‘PViKÉIÓFIÏIOCIMRcn (2.H.ll) se (H)tie—

f ’l< <ne que Sl e x s x 1,
Í x .

. ‘ ————— t (x) s Sl x < 0(Í U) (x) = ff “(a) (a,x) dm(a) = 1
_ , . I _ ‘ . i

n SÍ x 9 0 (a)

(7.H.h) Con A“(Á) no dvnoturñ uJ nuhvspacio dc H(E) lormado con lau
restricciones u U dv los vlomonlos dv A(¡); so dclinc además

A°(E) = { F E H(E) / ?1(x* = O para cada x > 0 }.

Con Putas dolínícíones y (?.H.S) las afirmaciones quo siguen

s<r v(rril.i(nnn lñ(:illnvrrt(3.

(?.H.7) AE(¡) y A°(B) son subespacios cerrados y disjuntos en H(E);
sí l «uzlu|«-Ivmvnl«v(h'll(fi) qu('.uhnílv d¡nnwnmnnjícíón (k3 Lauxuwfl

entonces
p _ Z r- _ o

(1) 1 - f+ + í_ 1+ E AE(A), f_ E A (E)

(ii) La descomposición dada en (i) es única.

(2.u.8) Lema: Sea [_ un elemento de A°(E); si se define f3 por

¡:(¡(n).u) = l_(i(v_lu_1) u‘1) pura Ind“ me|p“ï,1¡,uer

entonces f3 cs la restricción a E de un elemento de A0(¡),'esto

es, el ideal de A(¡) de los elementos que se anulan en ¿0.
Demostración: Si x C C

A —— _ .—1—1 —1 —1 , _
(1° l) (x) = f Í°(a) (u,x) dm(a)- fí_(](e 3 )u )(a ,x) dm(a)_, _

= ¡f_(j(e’l)a)(a,x) dm(a)
La última igualdad es consecuencia de que r es un grupo compacto

conmutativo. La definición de A°(E) y (2.H.H) implican que
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(fo 1) (x) = U si x S H; por lo tanto. y teniendo en cuenta‘9

(Ñ.|.J), pJVJ IIFHJV 4 IJ rnHVIHHÍÚHLA lJPá VPPÍIÍPJP quv

IÏ(¿) = f íÏ l dmE = f í°(fi) dm¿(B) para cada g E E, _
lConsidórosv enton0us s e lc_ ,1]; para ver que

10 = 0. _ e_,5(“) I Í_,l dm](s)a para todo a r
, . . . .S‘Pd HUÍICJUnlo ob30rvur que ambos miembros, congldorados como e

J.l:nu;ntos de C(l'), tienen 10:; mismos}(:oclicícrltcu do Fourier. Por

UT] la'h)

o “ _ . -1, —1 _ _,(í_ f.) (x)- f Í_(J(C-, s )a) (a,x) dm(a)
’° O si x < 0

í l(-x)exsx, si x>0

y por otro

' 'O A : [to A = x Ai _(mj(80u f_,1) (x) f_,l(x) mj(s)(x) e 1_,1( x) s
le

(7,”.9) Corolarío: Sea í_ un eJQmento de A°(E) y s G [e_1,1]; vaïe
entonces

sup |l_(j(t)a)| = sup If_(j(s)a)l
S<t<l aer

aGF

Demostración: Sea f° como en (2.H.8); entonces

nup If (j(t)a)I = sup If°(j(e-1t_l)a_l)l =
s<t<l — s<t<1 _
aer aer *

= sup { IÍÏ(j(s)a)| / 0_1<t <o_ls_1,a€r}= sup |fÏ(j(e_ln_1)a)I =aer
= sup |[(í(s)a)l

(1€

La igualdad * resultó de 1a aplicación de(2.1.9) y (2 2.1)-(ii).

(2.U.i0) Teorema : El conjunto de los elementos de H(E) que admiten

descomposición de Laurent forman un subespacio denso

y no cerrado.



lkwuorztratríóllz IU o¡u\ru(k)r | hleal

N: AE(K) x A“(E) ———->H(E)

definido por (f1,f7)-—-—> [1+ f2 es inyectivo debido a la uni
cidad de la descomposición dc Laurent.

AE(¡) y A°(E) son espacios de Banach, por lo que, definien

do "(n,h)"="g"+"h", A“(¡)XA°(H) rnnulla nor tamhícn un espacio dv
Banach; N es entonces un operador acotado.

fin:¡)()¡¡l-r' (lllí' l ()¡l() (i It'ln('[ll () (lr' ||( ll) .1rlln íl'r‘ (|(‘5:(7(3IH|)():Zlt? ifïrl (lc‘

Laurent equivale a ¿uponur que cl operador N sea surycctivo; pero

entonCQs,el teorema de la aplicación abierta implica que el opera

dor inVPPSOdo N, quo nora llamado L, cn también acotado. Es decir

que existo k en R tal que

"g"+"h" < k "g+h" para cada g G AF(¡) y h e A°(E) (a)

(Ionzzídfirmw la ::íp,uícnlc luncíonal lineal en ll(L'):

L1: H(E) ---—> C , L](l) = f+(j(e_l)) donde L(f)=(f+,f_).

(a) implica que L1 es continua
Sea 0 < t < 1 y si 1 E H(E)

It(](n)u) = I(i(¿t)u) para lodo u G Iv_],ll,

Es claro que ft es un elemento de H(E) y que si f pertenece a AE(K)

(resp. A°(E)) entonces lt cs Lambíénun elemento dc Ar(5)(resp.

A°(B)); si f=f++ f_ es la descomposición dada por (2.H.7), enton

ces ft=(f+)t
Por otra parte, aplicando (a)

+ (f_)t

|L1(f)l=|f+(j(c_l))l SÉ? If+(a)I = sup{|f+(j(st)a)l /e-1<s<l,a€P}=a.

o . t -l
= ' < - S = - I 3 g < eHf+’tH "t+’tH+Hf_,tH katH k sup{|f(3\s )a) / c s l, a F}
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En decir

|I.¡(I)| I\ "It" ¡um ludu ¡c |n,I| (1,)
Haciendo tender L a H en (b) se obtiene

ILI(I)I < k nup Ií(a)l (c)aGl'

Llamando H1(K) a la subálgebra de C(F) cuyos elementos son las

rvulrívvínnnn 4 F de Inn elementos de H(H), (v) dice que LI defi

ne una luncional contínua un H1(E). El teorema de Hdhh-Banach

permite extender esta funcional a un Li en C(F)*=M(F); es decir
que existe u E M(F) [al que

f l (Ju = l.l(í) para toda Í e lll(I2)

Pero es claro de la definición de L1 que
A X .——_—— e SJ x < 0u(x) = f (a,x) du(a) =

Ü :;í x > 0

y entonces La medida eonjugada Í de u resultaría una contracción

analílica de m 1 lo cual contradice (2.2.8).j(e_')
Este teorema se utilizará en la sección siguiente.

2.5 LOAconrnaejempEOA de Bahn y Favand

(2.5.1) En su Louis (Ver Illl), J. Yavardestudió la cuestión siguien

te: determinar si la conjugada armónica de una función armónica ca

si periódica y acotada en un semiplano es siempre casi periódica;

en la misma exhibe (Ver pp. 8H-87 de |11|) un ejemplo en que esto

no ocurre. Poco antes (Ver p. 278 de [7] ), H. Bohr exhibió un

ejemplo de función analítica y casi periódica en una banda que no

admite descomposición de Laurent con respecto a su desarrollo en

serie de Dirichlet. En esta sección se demostrará que la existen
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(?.

NO

ein de las funciones que proveen los contrdeíemplos mencionados

\':; <:():¡:;c'(:11«'|¡(: ii; ¡I í r n'«'l .I (It' ( 7 . 3 . 7 ) 3/ ( 7 . 'I . lll ) r'i':;¡)«'(' L í \/i11n«-|1l m‘.

5.2) En Ill, R. Arena deuvrihíó e] conjunto de funciones que se

obtiene cuando se componen luncioncs del álgebra Aíï) con la

apJÍCación I definida on (7.1.10). A Continuación se procederá

.1 (:(anh-ldr' (líchcl (l(':;('r'l'p('í(')n.

Las definiciones y propiedades relativas a las funciones

vdní pwríódívuu (r.p. wn In nuvvuívn) uvnín Iomdddn de |17| y

de Ibl.

5.3) Seu l en C(F); no define Ja transformada de Poisson gene

ralizada de Í como la función

P(f): ¡————>c, P(f)(€) = f f(a) dm¿(a)

dOnde mf en la medida representativa de C.
Si f es un polinomio trigonomótrico en C(P), es decir

{(a) = 2 a(x) (a,x) , donde a(x) í 0 sólo para un núme

ro finito de x, entonces

P(l)(¿) = X a(x) (¿,x) + X a(x) ÏÍ,-xï
x30 x<0

¿i ahora ue considera 1d aplicación 1 delinida en (2.1.10) se

tendrá que
XW XWP(f)(I(w)) = X a(x) 0- + z a(x) e

x>U x<0

Resulta entonces claro que en el caso en que f sea un polino

mio trigonométrico entonces P(f)°I es una función continua, aco

tada y uniformemente c.p. en É={ w G C / Re w > 0 }; además P(f)oI

es armónica en S={ w G C / Re w > 0} y P(f)°I es analítica en S si



\

N1

y sólo si a(x) Se anula cuando x es negativo, es decir, si y

:2ÓLu :Lí |’(l) mi un n‘lwuu'llln «Iv AÜÑ).

En lo sucesivo, con hC(5) Se de51gndrá el conjunto de las
transformadas generalizadas de Poisson de los elementos de C(F).

(7.5.H) Teorema: La aplicación

T*: hP(K)-——->H(Ï)=funciones ncolndas en í

1='-(¡'.\ = l‘OI

satislace las siguientes propiedades:

(i) I* es una ísometría con su imagen, cuando B(g) se consi

dera provisto de 1a norma del supremo.

(ii) Si F=P(f) con f en C(F), entonces I*(F) es una función

continua, acotada y uniformemente c.p. en É; los expo
ncntos (o frecuencias) de su desarrollo do Dirichlet

(Ver (Íhapílr‘o ÏV, 9'28 y S31 (En I |7I) (‘sl'Ïln un (‘. v 01 coc

ficiente correspondiente al exponente x-ésimo es

E(x) = Í ((0) ÏÉÏÏT dm(a). Además I*(F) es armónica en

S y si F está en A(¡) entonces I*(F) es holomorfa en S.

(iii) leo la recíproca dc (ii), en decir, si F' G H(Ï) vu

continua, acotada, uniformemente c.p. en É, con su desa

rrollo de Dirichlet tal que los exponentes están en G,

y armónica en S, entonces existe F en hC(¡) tal que
I*(F)=F'. Si además F' es analítica entonces F pertenece
a A(¡).

Demostración: (í) Es consecuencia de que I(É) es denso en K.

(ii) Si F=P(f) con f un polinomio trigonométrico, entonces las



consideraciones hechdn en (7.5 3) conducen de inmediato a la

(Jk‘l"()5; l 1‘.¡<: ¡(Srl . (Í<)n1() I‘1:; |)¡'<)|> í(‘(l\l\l(‘lï «‘¡111¡1<‘í. ¡(16153 Sik‘ ¡»1‘(‘:;L\I‘\/L1r1 [‘L)!‘

lífiicu uniformes, entonces resultan ciertas en general.

(iii) Sea F': Ï—--—>C con las propiedades mencionaddn en la

ilil)6l v::Í::. l" :;(‘ u|>rx)x ¡unn ¡Ilníl<)rwn¡1n(wll\‘ t'll ÏÏ ¡u‘r‘ Ulld HllC('H íórl

de Iuneíonnu de 1a forma T*(P(f“)) donde f“ un un po1inomio Tri

gonomótrico en C(F) Lul que si f ln(u) (u,x) dm(u) :3 no nulo

"HÍ‘HIV(HJ x (tu ll“ <-x¡x)n<11l<‘ d<' F' (V(u" CÍHIPÍ tre ll !¡ l‘l y (Ïh\u).

IV s 31 en |17|).

ESí I" (3:: L1I1.1.LI t í (3;! (‘Il Í} , (‘lll ()|1(‘<‘:; :zllzz (')(])()[l(‘ll 'l ‘:: ::()¡1 l ()<]m):;

no negativos (Ver 53 Ch 3 en ISI) y consecuentemente lus fun

ciones aproxímunteu 1*(P(Fn)) non tdïvs que P(fn) está en A(K)
para cada n.

Tdnto 1* como P son ÏSOmetrÏan, por lo que existe f en C(F)

tal que P(t) es el límite uniforme de la sucesión (P(fn)). Es
claro entonces que

F' = I*(P(1))

ly que P(f) pertvnvvn a A(E) si F' en dnaITtívu vn J.

(2.5.5) En el resto de la sección se supondrá que G es denso en R.

Sea entonces í un elemento de CR(F) tal que H(f)*m _lj(e )
no (es (ÍOflLiÏHJd('n (Vr‘r (?.Ï3.?)) . ïïjni(3nd() or) Cllellta (2 .5.1I),

u = I*(P(í)) es una función real, continua, acotada, uniforme

mente c.p. en É y armónica en S.

Sea v una conjugada armónica de u en S; v se obtiene por

integración de las derivadas parciales de u y estas últimas
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son C.p.(VeP SZJCh.IV en [12]). Entonces V será c.p. en una

l't‘k'lü ('(Hllt'llíkld k‘ll É; :ZÍ y' :LÓIU :IÍ l‘:; \I('()]-lL]-I (‘II (]]\']lnl l'k‘t‘l-l

(Ver 15° Sl Ch. I cn [5])

Supóngase entonces quo v es c.p. en { Re w=k }(k > 0);la

casi periodicidad dc v on toda otra recta contenida en S será

connpwuvncía dv la siguiente propiedad dc las funciones armónicas.

(2.5.6) Sea u una función armónica y acotada en S; si v es una con
(\

i |1){¡j (1.1 .1 r'ulí3ll í (“il (J(> 11 \/ \/ (¡:z (¡(r() l ;I<l.1 (‘ll |1r1.1 r‘(\(r t .l (‘()l) l ('¡1 i.<J(1 (‘11 .) ,

entonces v es acotada en toda otra recta contenida en S.

(2.5.7) Volviendo a 1a situación de (2.5.8) se tiene entonces que v

es c.p. cn toda recta contenida en S; por ser v una conjugada

armónica de u, su desarrollo de Dirichlet no tiene término en s

(w=s+it) (Ver Chap. IV S30 en [12]). Es decir si

[mb-mm í [(x) (.,-l><l<==+it)+ X ¡(m (\—Ix|(s-it)
X?“ x<0

es el desarrollo de Dirichlet de u, el de v es (ver Chap. IV 5 30

en [12])

v(s,t) m bÜ + i F(x) e-Ix](S+it) - X E(x) e_]x](s_it) (s>0)
x?» X<Ü9

n Hu).Sc supondrá quv b

Pero entonces u+iv es una función analítica en S cuyo desa

rrollo de Dirichlet no tiene exponentes negativos por lo que es

acotada en todo semiplano {Re w 3 k > 0} (Ver SH, Ch. III en [5])

La función

v É——-->R , vl(w) = v(1+w)l:
satisface las hipótesis de (iii) en (2.5.H); por lo tanto existe

g en C(F) ta] QUe
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¿(x) = f Ïa,X5 n(a) dm(a) = ugn(x) i(x) 0-1XI x € G

Pero ontoncvu g = H(l)# m l ; esto contradice 1a suposicióní(c )
htwflun ínírfl.¡hnwnl(i«1¡ (7.!h5.) y v rwwunlhn HUY‘IK3.1POtddñ (wn nin

guna recta conLvnidd en S.

(2.8.8) Con la misma técnica empleada en (2.5.H), es decir 1a utili

zación de Iuncíonen poïínomíalcu de] tipo (a) en (?.U.1) resulta

que si t es un elemento de H(E) entonces {OI es una iunción con

tinua, ucoLadu y uniformemente c.p. cn Ñ :{0 á Rc w < 1} y ana

]ÏLíru on B ={ U < Rc w ( 1}; su desarrollo de Dirichlet (Ver 53

Ch. 3 en [5] ) OS

(rol)(s+ít) m X a(x) e‘x(“+¡t)

donde a(x) = Í Í(a) Ïïïïï dm(a)

Para probar la recíproca hasta aplicar nuevamente el teorema de

aproximación polinomial comoen la demostración de (iii) en (?.5.u).

(2.5.9) H. Bohr en [7] exhibió una función

F': É———-> C

F' continua, acotada, uniformemente c.p. en É y analítica en B

tal que si

y a(x) e-X(S+it)F'(S+.í't) m

es su desarrollo en serie de Dirichlet, entonces no existe
v F: —-——> ,F+ o C

continua, acotada, uniformemente c.p. y analítica en S tal que su

desarrollo en serie de Dirichlet sea
- 9+7' - T

y a(x) e X(‘ 11) s+1t G fFl(u+it) m l
x>0
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.J.lÜ) Sed Í un elemento do H(E) quo no Jdmite descomposición de

Ldurunl (Ver (3,”.5) y (?.H.IU)); IUI e: unn lunvíÚn vnnlínuu‘

aeotdda, uniformemente c.p. en í y analítica en B. Si el desa

rrollo do Díríchlot de 101 es
-x(s+it)

(fol)(s+it) N X a(x) e

dv 1a definición do H(H) renu1ta quo

a(x) = I J(a) (u,x) dm(a)

Sup0ner que existe (IOÏ)+ , continua, montada, uniformemente
c.p. on S y analítica en S tal que su desarrollo on serio de Di
richlet sea

-x(s+it)
X a(x) e (s 9 0)

x2=0

(f0[)+(s+it) m

implica, en virtud de (iii) en (?.5.H), que existe g+ en C(F)
tal que

A _—_— o . 2
g+(X) = Í (aax) 8+(a> dm(a) =I ¿(x) al X 0

i Ü Si x < 0

i.e.,
A = —_— . >
g+(x) : f1“) Í f(0) (a,x) dm(a) Sl x o

0 Si x < n

Comoesto oontradice el hecho de que I no admíLv doueompomíción

de Laurent, resulta que foI no admite descomposición de Laurent

en el sentido definido por Bohr.
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3.1 Lab ebpaciob de Handy en QE gnan dLAco
2

(34.1) A partir del núcleo de Poisson, P (6) = -——-l:É———————p 71-?r cos 0+ r

(0 S r < 1, 0 G l-n,nl), os posible asociar a toda medida u on

ul círculo unidad T, una lunción armónica Pu delinida on el dism

co D, del siguiente modo
iO _ , - ) u

(Pu)(re ) —f Fp(0—o) du(©) - (lpuu)(0)

El teorema de Fatou (Ver [19]) establece que para casi todo

Fespvflto de la medida do Haar de T vale
d.. , ¡iO : _¿

11m (lu)(PL ) do

3% es la derivada de Radon-Nykodim de la medida u respectodonde

de la medida de Haar normalizada de T.

El teorema de F. y M. Riesz (Ver [19] y (1.1.10))caracteriza

a los elementos de M(T) para los cuales su translormada de Poisson

es una función analítica en D como aquellas medidas que son abso

lutamóntc continuas respecto de la medida de Haar de T y que ade

más tienen sus coeficientes de Fourier negativos iguales a cero.

(3.1.2) Si l < p < W , es posible dar dos definiciones de espacios de

Hardy del siguiente modo:

(i) Si p es finito, HP(D) = { f e H(D) / sup "f H < w}
0<r<1 P P

donde H(D) es el espacio de las funciones holomorfas en D

H8



(3.1.u) Sean G y K como en el capítulo anterior; se dirá que una función

U7

Fl)

1

y "í u = < —¿—j If(re10)lp de >P
?'.I

Si p cs iníinito H (D) es el espacio de las funciones

l l).I I AJHJIl'IUdH y aCOdedH 0

(íí) n“(w) = { r e LP(T) / ï(n) = y] j [(0'0) o"“°de=o si “<0}.
c" ) d _

ol I es un elemento de “¡(D), se deílne su norma como supllfrllp ,
p r<l

y mí I pvPÍNHPVP a H (T) su norma en 14 dc Lp(T).

Anï normados, HP(D) y HP(T) son espacios de Banach y los resulta

«Jos (:ila(h)3 (nu (Iï.l.’l) ¡)vrwnít(un d(unont1mir (lun llp(lï) y Ilp('F) :zorl iso

Infrtr'íxnum'nlt- í:;mn()r'l():; (VPÍ' I l‘JI ).

(3.1.3) En [16], K. hoflman ha extendido c] teorema de Fatou a funciones

analíticas generalizadas acotadas y posteriormente, en [17], definió

clases de Hardy generalizadas probando para las mismas el análogo

del teorema de raton y la existencia de una representación integral

del tipo de Poisson; lo que resta de esta sección será dedicado a

dar un resumen de dichos resultados y tratar algunas posibles exten
siones de los mismos.

definida en A y con valores en C es analítica generalizada si para

cada sE [0,1), la tunción g --—->f(j(s)€) (¿e K) es un elemento de

A(K).

Con H(A) se designará al espacio de las funciones analíticas ge
neralizadas en A.

Si f es una función definida en A y con valores en C y si s es

no negativo y menor que l se define fs: K -—-—>Cpor fS(E)=f(j(s)€)

para cada g en K; se define también fszr ———->C por fs(a)=f(j(s)a).



(3.1.5) Sea r = j(e_l); si l S p < W, se define

n"(A) = { nenas) / nupul¡"‘umIPJmPM);:;<1,aer} \ a, }
Si f está en HP(A), se define su norma como

"¡Hb = uup{"l¿" s<l, ner l, donde I¿(a) = Íh(u6)¡Ron )r
Con H0(A) se designará al espacio de las funcíonos analíticas

jflt'nt‘fhl li ZKJ(LIIL(ln I ílní<LIzz l'II IX y qln(- :;«u1|¡ .IthI.InLI::; ::í I «u: llll «'I«-nn-I|

to de Hm(A) su norma se define como

"f"¿ = sup { If(€)| / C e A}

(3.1.6) Es interesante destacar que si C=Zentonces HP(A) = HP(D);

asimismo, es sencillo demostrar que los espacios (HP(A)," "¿)
(l < p < w) son espacios de Banach. La definición dada en (3.1.5)

permite trasladar el problemado la existencia de límites radiales

al semiplano, via la aplicación I definida en (2.1.10).

El siguiente teorema es análogo a] dc Fatou,para las clases de

Hardy generalizadas; su demostración se encuentra en [17](Ver 5.1

de [17]).

(3.1.7) Sea f E HP(A), 1 < p < m; entonces lim f(j(s)a) existe para

todo a G r\N donde N es un conjunto tal que m¿(N)=U para cada
g en A.

Definiendo
lím f(j(s)a) si a E N

fl(a) _ 0 si a G N

fl pertenece a Lp(r,m¿) para cada g en A; vale además
. . . —1 .

(i) f(](s)a) = f fl(aB ) dmj(s)(8) Sl s < 1, a E D.

(ii) Si p es finito, fs (s<l) converge a f1 en Lp(r,m¿) para



U9

cada g en A.

(ííí) .‘Ií ¡I' w, "IHIIIU «unnvm'pw .I "I " |'.ll'-I ¡ahh :'_ wn
L (F,m )

A. 5

(3.1.8) Sv dirá qUw 1: A—-—_>C es armónica generalizada si para ca

da s 610,1), ICE hC(K)(vCr(2.5.3)).
Er wldro unloncnn quo para una ta] función vale

. 1 .

13(a) = 1 _](J(t)a) = f l (a6)dm _1(B) , Sl Ü<s<t<],s ' st
1.o ,

ts = Ita m _l
3T

.9) Tvoroma: Si f vs eróníoa Honora1ízada y satisface(3.

sup {flf(j(s)aB)I dmr(a); Ü < s< 1 ,B e F } < m

ontoncuu vxíntn una Única medida uf en M(F) tal que

I"' = ul .;_. m“ ¡uuu ((ulo () < ;; < J

Demostración: Swa (un) una sucesión crccion1o de números positivos

que converge a l; COnSÍdéPOSQla sucesión de medidas (un) aso
Snciadas a f , i.e.,

Sn
(un,g) = f g(a) f (a) dm(a) 51 g E C(F).

LJU hipótesis unhrc I implican que ol supromo de las variacio

nes Totales de las un es finito; el teorema de Bourbaki-Alaoglu

implica entonces que existo uf on la adherencia do (un) en la topo
logía débil estrella de M(F),considorado comoespacio dual de C(F).

Vale además que "uf" < sup "un" (a).

Por otra parte, teniendo en cuenta la observación hecha en

(3.1.8),
le(.IXI - ‘ p . x

nm — um(x) on para cadd x en G y m y n¿“(x)



CHdlonquíde. Esta igualdad implica en primer lugar que uf f un
a llh‘l](‘:1que | ¡HHIcunuldnlv; mlvun'm, Ií_'|.uu|n II y |l-lt'ít'llkltl ll'lhh'l'

ma infinito se obtiene

u (x) s_lxl = limu (x) para cada x en G (b).
n n m

(a) junto con (b) implican que la sucesión (un) converge en

la topología debil estrella a la medida uf; en particular, uf
resulta ser el único elemento en Ja adherencia débil-estrella de

l(ln) y
Loc) = L (x) 3le = (u m )A(x)

n f n f sns

Pero entonces I n = ufú m y esto junto con la armonicidad de f
y la eleccion de la sucesigR (sn) implican que

fs = ufe mS para todo 0 < s < l

3.2 Ebpau'ws de Handymac/md“ a medida):nep/Losantva

(3.2.1) Conlas definiciones dadas en (3.1.1) es fácil verificar que

si p es finito, entonces HP(T) es la clausura en LP(T) de 1a sub

álgebra de C(T) cuyos elementos son las restricciones a T de los

elementos de A(Ü). Asimismo, Hm(T)es la c1ausura,en la topología

debil vulrvlla de Lm(T), de la misma nuhílncbra de C(T)

Si A es un álgebra uniforme sobre X y g es un elemento de

Sp(A), se define para 0 < p <m y mae M€(X), el espacio de Hardy

Hp(m¿) como la clausura de A en Lp(X,m¿); asimismo, se define

Hm(m¿)como la clausura débil estrella de A en Lm(m¿) (Ver [23]).
Con estas definiciones, y tomando X=Fy A=A(K), se analizará

ahora en qué medida se mantienen identificaciones análogas a las

mencionadas en (3.1.2) para Hp(A) y Hp(m¿) donde g G A.



(3.7.2) Sca 23€A y 1 S p S m; definimos

¡I"(A) n"(m‘,) ¡m- í" ¡(1) Il (Vwr (5.1.7).
es (í) inycctiva y (ii) continua.

Pai,

( 3 . ? . 3 ) Ln'lnii : f3<rt1 y) í ill í L() ; í _Par)
-z . h . . _ .“PmUHIPdUIÜHI(n) “v nupnndrí, 31“ pfirdldu dc gcncruïlddd, quo

C = j (z; ) (:()Il :;(ï l () , l ) . ÏI(?«I l Gilli) (/3 ) 't.1 L ([LJk? il) r ( l ) = O .3 )

Prun:í«h‘runn- [W'ÜHUYV)cl tn|n<) uzí); (ultnru'cr: 1(Í)) = ñ!) y m! = m,
I "H

Lt; ¡“(-41 ¡(lil (Jr ¡[(1.1r' 11()rw1h1 l í 7J1(l«1 (I(! l' . I’lll‘fi1 (w (Il'(% l = 1 1 ü In L 5; í

H < I l(Vcr (3.1.7)) nc oblícnc cnlonccu quc

urtup g "(lu para todo 0 < t < 1l)

Si f fuera igual u coro cn casi todo punto ronpocto de m, lo min
1

movaldría para fL (0<t<1); pero como ft es continua, resultaría

que l cs idénticamcntc nula.

Sna ahora 3 estrictamente positivo; puesto que si 0<s<s'<1,

ms y m3, son mutuamente absolutamente continuas con derivadas de
Radon-Nykodimacotadas, se puede suponer que s=e_1 (j(e_l)=r).

Si f1=0 en casi todo punto respecto dc mr, entonces, teniendo en
cuenta la representación integral de F, su obtiene que

l (j( L) I( íy)) = (l «ul (ulfií [(xlo ¡)u¡H(> rwruln‘cl(v d<\ la Ineciida

de Lebesgue de R y para cada te [0,1); pero entonces, para cada

t fijo se tiene t(j(t)a) = 0 para todo a G r,ya que {I(iy)/y€R}
cs denso cn F(Vcr (2.1.5)).

(ii) Si gzgo de (3.1.7) se obtiene
"f H = lim “f H (a)

l p s p
Comom es invariante por traslaciones

j ( j If(j(s)a8)|p dmr(8) ) dm(a) = f |f<j<s)a)|p dm(a)



Por lo tanto

IIÏ(](:L)tI)II‘(IIIl((I) 3‘ :llllv IÍII('I(:1)(I(-'.)II‘tllll[_((l);:2 l, ¡H' I'l;
tcniendo en cuenLa (a), se obtiene finalmente que

H’,H S H’H'
1l p Í p

Sea ahora E = j(t) (0 < t < 1); existo k(t,r) en R tal que

ml S k(t,r) mp ;
cntoncos

j ¡rl(a)|P dmt(a) = lim j If(j(s)a)lp dmt (a) <

< Ïïm k(t,r) j If(j(s)a)lp dmr(a) < k(t,r) ("{H¿)P
(3.2.H) Obscrvcse que en virtud (lc. (3.1.7)

i : H°(A) ————>u°<m )
mag 5;

es una isometría para cada g cn A.

(3.2.5) Supóngaso quo C no es isomorlo a Z y son a cn A; 30 quiere

no es suryectiva para ningún p (l<p<w).ver que en ta] caso i Pag
Se probará este hecho para p=w, de donde resultará para cualquier

p finito.
(3.2.6) Consideremos r=j(e_1) y sea u': 5—--—>R, continua, acotada,

uniformemente c.p. en É, armónica en S y con sus frecuencias en

G de tal modo que si v' es una conjugada armónica de u' cn S, en

tonces v' no es c.p. en ninguna recta contenida en S (Ver (2.3.2)).

Sea (un) una sucesión de polinomios trinonométricos reales en

C(r) tal que ná = P(un)ol converge uniformemente a u' en É (Ver

(2.5.3) y (2.5.H)). Llamando vn = “(un) (Ver (2.3.1)), vá=P(vn)oI

es tal que u¿+iv¿ cs analítica en S y la sucesión que forman estas
Iuncioncs converge puntualmente en S a u'+iv' donde v' es una con



53

jugada armónica de u'

Svd l'= cxp(u'+ív')= vxp((P(u +ív ))0l)= (cxp(P(u +iv )))UIn n n n n n n

y f'= evp(n'+iv'). La sucesión formada por las funciones

r>x¡)«FNI']+ ivll) )= Í’(<‘x¡)(ln t ivll)) (w: lIIIÍÍ(3rWH4WH(Wl|(‘‘|(W‘Í«1(Ll («r1 ZÏ yl

lo mismo ocurrc con ln=vxp(un+ívn) vn E.Sca vnloncun I un punto
. m . ‘ m

dv ddhwrwnuld dv (Í ) on H (mr) y supongamos qu“ PX1ST0 I nn H (A)Il '

tal que i (F)=F = Í on casi todo punto rvspccto de m
mi]? 1 I"

La fórmula dc representación integral do F a partir de Fl (Ver
( ¿.1 .7) ), (‘l livrflno (lu (]u<' p11ra <-n(h1 w cl: f5, fll y m ÍÍOYI nu1t1n1l(w) r
¡“GIILQ (JIHJOlUlanH'nli' (Torrtíllu.n: (30" (h r'ív.ula:: (¡v R u1()n-Jdvk1)d hn ‘10()

tadas y la ndturaleya de f implican quo para una subsucesión (fn(w))
conveniente

_ = lim f dm“l(w) f n(w) l(w)
= lim (exp(P(u +iv ) (I(w)))= lim 1' (w) = f'(w)n(w) n(w) n(w)

F(I(w))= I r (Jm

Comoesto se puede hacer para cada w en S resulta que

F(1(w)) = Í'(w) para todo w on S (a).

De (a) resulta que la tunción FS (FS(¿) = F(j(s)¿)) es para cada
3 en [0,1) un vicmunto dv A(5) que no mv anula wn nínnñn punto; Io

mando s=e_ y observando que A es simplemente conoxo resulta enton

ces que vxíulc un londriLmo dv Fr cn A(K)(Vcr 57 Ch.ITÏ en Íl3]),i.e.
existe h G A(¡) ta] que

DIFr(€) = cxp(h(€)) para todo g E
En particular,

exp(h(Ï(w))) = FP(I(w)) = F(I(1+w)) para todo w G É
Pero entonces, volviendo a (a) , Se obtiene

e



SH

l'(I+w) = oxp (u'(1+w)+ív'(1+w)) = exp h([(w)) ,

(lv (Jomlv rwsullw qm- v' 0:; (‘«1!:Íperiódica (Ver (7.É>.'I)) vn

[Fw w ” l|.Hn|A vnnlrudívwíñn prnvhd qu nn vxíulw F vn H (A)

tu] que ím,r(r) : I , í.o., im,p no vs uuryoctiva.

(3.2.7) lu; (3.?.í;) no (thuco (KH)L1ciJí<LuJ que 1'cn1((‘) no (w: suryoc,- ¡‘I

lían {unn Ilínyfin :1 t'll (ll,|) y ¡mr t'unrtíwIíI-nlc- lamlnrn'u í. f

:3ur‘y(w:tí‘va c11:rnlc C = ¿j(:;)u C()H z; (‘ll (t), l) y a <\n F.

Sea ahora f, E A, f, ¡Í (,0, y p I'ínito. Como Vd.l.(' (Ver por (‘

']Cnn])'l() 'I. 2 .(i (PI! l ¡5| )

P n w = ,m
H (ma) L (mg) H (mg) ,

ip a fuera suryectiva entonces’

i (upmn 3 Il°<m )
Pai C ’

i.e., si f está en Hw(m{), entonces existe F en HP(A) tal que

Í ’€(|')=|'l=l; ¡wr'u I‘IIÍUlH't‘ZZ,(‘II vir'llul (lv I.l ¡Úr'lnuld «lv ¡www

sentación integral en (3.1.7), se obtendría que F está en Hm(A).

De este modo, ip Fresultaría ser suryectiva y esto contradice3 a

lo ya vzstablocído al respecto.

(3. 7. 8) S<- dfh]l.ÍZ¡JPJ alu)rn1 (al (RIH() L =¿ y ::«- ol;l(1ndru1 <K)uw)[W'HIIIÍ-I
U

do Iinal quv í no es surycctíva.
ai“

Scan u, un y vn como un (3.2.6)(H(u)* mp no está en Lw(F) (

Ver (2.3.2))); habíamos observado que uá+ivá=P(un+ívn)OI conver
ge puntualmente en S a u'+iv'. Si uE P, se define

la: g——-—>E por Ia(w)=aI(w) para todo w en É

Es claro que para Ta valen propiedades análogas a las descrip
tas para I en (2.5.u). Si ahora se considera g G C(F) y se defi



u

nc RH(B)=n(aB) (REP), es claro entonces que P(ga)ol = P(g)ola
y por vunuínuívnlv, Id sucesión cuyos wlcmvntnu unn u' P(u )_ln,u n,u ‘

converge uniformemente a P(ua)oI. Puesto que H(un )= (H(u )) ,n a,0.
¡P ( ¡ : . - I =rnquti quc P(vn)ola P(H(un,u))0I, llamando vn,a P(vn)OIa, la

uuuwuíun (u' +ív' ) voanrnv punluulmcnlc cn S d una lunciónn,u n,u
_ , .N , . , , _ . .Jndllflta uu+|vu .vu no ch c.p. cn ninguna recta contenida en S.

¡Z:; t¿1 rl I í r-u|«1tti (Él. :;(' ¡)r'l|(-l,.l (‘()IH() :2 i ¡{llt‘ : !;í \/ ' Í ll('Y‘Cl (: . I). ('ll ¡J L}{llfl(l

recta contenida en S, entonces Hurïd c.p. cn cualquier otra recta

conLcnída wn S(Vcr (?.b.5) y (7.5.6)). Teniendo en cuenta que el
I i 7 l" I

11mlÍU cn L ( ) de vn ak mp es vaú mp, se tendria entonces que
1

s - 2 4 . . _

va" mp "o igual en L (r) (Ver (2.5.H)) a una lunCJón continua;n\.«

l

pero como

Van mr - 11m (vn ,a* mr) = (H(u))a* mr : ((H(u))* mr)a
en L2(r)aresultaría finalmente ("rotando con ángulo a_l") que

(H(u))ú mPes igual en L2(r) a una función continua; en particu

lar (H(u))* mp está en Lm(r). Esta contradicción con las hipó_

tesis de partida implican que v' no es c.p. en ninguna recta
conlrnídd cn H.

Es claro que de las consideraciones anteriores resulta en

particular que la sucesión (P(un+ivn)) converge puntualmente
en A.

Ahora bien, u +ivn converge en L2(F) a u+iH(u) (Ver (2.3.1));
podemos suponer que la sucesión converge puntualmente en casi to

do punto respecto de m a u+iH(u). Por consiguiente (exp (un+ivn))

converge en casi todo punto a exp(u+iv) y puesto que (exp(un+ivn))



en una sucesión unilormomente acotada cn A(¡), exp(u+iH(u)) es
, ID U . _ cuta en H (m). oO quiero Ver quu no eXIuLc F G H (A) tal quo

1m,¿“(Y) = F1 = oxp(u+1H(u))

ÍLIIIJUIIH-IIIIHZLI'lll4)lI('(-:: «¡w- llll.l l.|| I' n-xínlu. .‘¡í :1 G ¡[1.1), «|0

Íinicndo FS(a) = F(j(s)a) (a G r) y llamando g=exp(u+iH(u)) se

lil'll"

(F5)A(x) = (r ü mp)A(x) = (gi mÜ)A(x) = ¿(x) stI=
1

_ - “ xl _ . A
— lim gn(x) s — 11m ((gnu ms) (x)) ,

donde g = exp(u +iv ).n n n

) I ‘ ) .-. : \ + l _., ‘\ wn;lcro ¿nn mU (xp((un ¡vn)“ ms) y “HUHH(A

(FS)A(X) = (exp((u+iH(u))*ms))A(x) para todo x e G.
Por lo tanto

r3 = exp((u+iH(u))*mS) en L2(F) (a)

La continuidad de F iunto con (a) implican entonces que Fq

(FS(C)=F(j(s)C) si EEE) es no nula en 5 para cada s en P0,l);
por consiguiente, r'ijando s=e_l(j(e_1)=r) y empleando el argumen

to ya utilizado en (3.2.6), FP tiene un logaritmo en A(¡). Sea
h un tal logaritmo; (a) implica ahora que para cada t e [0,1]

exp(h(j(t)a)) = exp (((u+iH(u))* mrj(t))(a) para casi
‘t()(l() (1 (‘r1 l' r'r‘:;¡)t‘(:l t) <l(' "l.

Por otra parte, (u+iH(u)* mr es el límite en L2(F) de

((un+iH(un))* mp) y esta sucesión converge en todo punto; 11a

mandoh; a su límite, se tiene entonces que exp(h(B))=exp(h¿(B))
en casi todo punto respecto de m. Esto implica que existe a E F

tal que



mpa{ a / exp(h(8)) = exp(h;(fl)) } > U
.ií IZ C l' 0:: un Im(. Ilol “¡un (¡HU .II íl'I||(Ivn víl'llnl «lvl Inn“ (In

reliano La] que m{(fi) = 0 para todo g E A\{¿Ü} , entonces m(E)=0

(Ver ?.b en |17|). Pero entonces g'(w)= lim(exp(P((un +.ívn )*mr)(IOcM
Q ’

(w G S) que es contínua y acotada en S, analítica en S, y la función

(cxp(h)),,lu (quo tdmhíín en POHÍÍHHJy acotada cn S y analítica en S),

son tales que sus vajores coinciden cn un conjunto de medida positi

va (hhl ('h- ¡"huïínnrfi() rnuluwrlo .h\ la thlíd«l (ly ((ly írulícn 1.1 mc
l+y'

dí<1a (Je L(H)cs;ule (le I<); poz' lo tarrto

g'(íy) = (exp(hola))(iy) en un conjunto de medida positiva

respecto de la medida de Lebesgue y ésto implica que g' y exp(h°Ia)
son iguales en todo É. i.e.,

(exp(hOIa))(w) = (exp(u¿+iv¿))(l+w) para todo w E É (b)
De (b) se deduce que v' es uniformemente.c.p. en {Re w > l};

esta contradicción muestra finalmente que ien g no es suryectiva.
’ 0

(3.2.9) El mismo argumento empleado en (3,2,7) permite ver ahora que si

p es finito, entonces i no es suryectiva.Pafi
(3.2.10) Sea h1(A) el espacio dg las funciones armónicas generalizadas

que satisfacen

HfH' = sup { f If(j(s)aB)I dmp(a) ; s G [0,1), B e P} < m ;

este espacio resulta ser de Banach cuando se define 1a norma de

un elemento f como "fH'. El teorema (3.1.9) permite definir una

aplicación inyectiva y continua de hl(A) en M(F); comocorolario

de (3.2.9) resulta entonces que dicha aplicación no es suryectiva
si G no es isomorfo a Z.
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utilidad el siguiente teorema de descomposición (Ver p.67 en [19]).

(3.3.2) Si I G “¡(D), leOnCOH I = B(I) E(l) S(l) donde

(i) B(f) cs el producto de Blaschke asociado a los ceros de f.
1 oie+ 7 iO

( ii) ]'(I)(:4) = 1Ü{p( -“ I -_r¡—"«’ |(M{Ii((‘ )l (IO 3
7 II 1‘ — T.

aquí l(ci0) indica los valores límite-radiales de f, que

en virtud del teorema de Fatou existen en casi todo punto.

(iii) S(Í) no un anula cn D y sus limites radiales, en módulo,

son iguales a i cn casi todo punto.

La descomp0sición descrita es única salvo factores numéricos uni
modulares.

(3.3.3) Para los espacios Hp(m¿) (Ver (3.2.1) hay una teoría de facto
rízaciñn hecha por C. Lumcren |7u]; teniendo cn cuenta (3.2.6)

hasta (3.2.9) resulta que esta teoría no se extiende a los espa

cios HP(A). El último objetivo de este trabajo es analizar algu

nos casos particulares en los cuales hay una noción de factoriza

ción que cs satisfactoria. Los resultados relacionados con (3.3.2),
i.e., el caso clásico, serán tomadosde [19].

(3.3.H) Sea i en A(E); deliniendo

í':I_)\{1}———->Cf'(z)= f(I( )) ,
f' resulta ser continua y acotada; además t' es analítica en D.

Supóngase ahora que f no se anula en F; existen entonces nú

meros positivos k y k' tales que

[(foI)(w)! > k' para todo w e {o < Re w s k}
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En consecuencia, utilizando las notaciones establecidas en (3.3.2),

:zv líwlh' (VPF ¡n (¡H «'III I-II ): IZ:-.'í::|.. \ .-’l| I.II .¡up

sunny.) = cxp(—A 14%)
0 —zl

_ . ._ . 1o ie 7 ., ,Por otra parte, Sl e #l, e no es punto dc acumulacion ue

ceros de f' y por esta razón, B(f') es continua en T\{l} (Ver p.

fifl rnl UH); lo mismo rwnulla ser cierto para F(f') (Ver tambíen

p. KUen [19]).
w-l
w+1 ’

(fol)(w)= exp(-A0w)(B(f')OT)(w)(F(f')°7)(w) si w E É

Haciendo el cambio de variable z = T(W) = se obtiene

(3.3.5) Teorema: Sea I E /\(/Ï) Ial que I" no :¡e anula en I‘ y 1(E,U)#Í);

las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) B(f')01 es uniformemente c.p. cn g

(íí) l'(Í')(,T es; uníl<3rnunnentez c.¡). (H1É

Demostración: Por ser {(¿0)# 0, existen k y k' positivos tales que
If([(w))l > k' para todo w G { Re w 2 k }.

En particular, por ser F(f') acotada (Ver p.69 enl 19]) resulta

(í) "ü (íí) .‘áí I’.(|').,'I «'2'. r-.|). I‘ll .I|)'_IIH.I I'('(,‘I.l (-n l-l «'ILII :.u Ïnlí

momódulo es positivo, entonces F(f')oï es igualmente c.p. en

dicha recta (Ver 7° v 13° en Chapter I de I 5]); pero entonces,

F(F')OT es c.p. en cJ eje imaginario, pues el Ïnfimo de 105 mó

dulos de B(f')01 en dicho eje es estrictamente positivo. Como

además F(f')01 es acotada y analítica en S, coincide entonces Con

la transformada de Poisson de su restricción al eje imaginario

que es uniformemente C.p. en S.
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(ii) a (i) Si F(1')01 cs uniformementec.p. en í, entonces existe

u tu) A(Á) ltll qln' IT! ')¡,¡ = ¿”I (Vlw' (7.!‘JI)). H:; PÏLlPO (plc

¿(CÜ) i 0; tampoco puede anularse g en ningún punto dc la forma
j(s)a con U< s < l, pues on tal caso, en la recta {Rc w =—ln(s)},

el Iníimo dc IF(I')ÜTI sería nulo; pero ontonces(Ver 90,5 2, Chap.

III en [5]) F(f')01 tendría coros cn cualquier banda abierta que

contenga a {Rc w =-]n(n)}. Finalmente g no sc anula en P pues allí

su módulo minimo coincide con cl de I. En consecuencia g admite

logaritmos en A(É) ( 57 Ch.l[1,l13]), i.c., existe h G A(K) tal

quo

F(l')o1= exp(h0[)
Por lo tanto

(B(Í—)01)(w) = (foI)(w) exp(—(hoI)(w)) para todo w G É

Dc este última igualdad resulta entonces que B(f')(,ï 0:; c.p. en

cualquier recta contenida on í; además, siendo B(f')o1 acotada,

resulta ser la transformada de Foisson de sus valores en el eje

imaginario, 1.e.,

(B(Í')oï)(s+it)= j (B(l')01)(iy)dy si s >os + y-t
Por lo tanto B(f')or es unifOrmemente c.p. en S.

(3.3.6) Dc (3.3.5) resulta entonces que 1a casi periodicidad del pro

ducto de Blaschke B(f')01 está ligada a la casi periodicidad de

1a conjugada armónica de 1a transformada de Poisson (en el semi

plano) de log|f(I(iy))I; (2.5.5) a (2.5.7) ponen en evidencia que

cuando G no es isomorfo a Z, la cuestión así planteada no puede

resolverse comoen el caso clásico. Para tratar cl prnhlcma dc l»



casi periodicidad del producto de Blaschke asociado a una fun

ción .Ind'lïtivu y (mui periódica vn un ncmipllunu, J. Mugnvr ha

adoptado métodos que le han permitido obtener el siguiente re
sultado (er‘ [78]).

3.7) Sean a y B números irracionales entre si y f:S—--—>Cuna

luncíón (:(ml ínu.1,lu'ol.ul.1, uníl‘or‘momonto(:.p. on S y analítica
I

er] S; s;e EHJPOIKBad<wm13 (“lo

inr{|r(iy)l /y€R}>0 ,
y que existen números k y k' eerictamenLe positivos tales que

If(w)I 2 k si Re w > k'

Si la serie do Diríchlet de f tiene sus coeficientes no nulos

sólo cuando los exponentes son de 1a forma ma+nB , con m y n

enter-0:“, no nnn'ltívon, (-ntomroz‘. (l%(I')(,1') (x5:uniformemonte C.p.

(31’! o.

A
H. PomA
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