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CAPITULO I

INTRODUCCION

Generalmente, la teoría de la convexidad se desarrolla en
espacios vectoriales reales. Comola definición de conjunto
convexo utiliza la noción de segmento, es evidente que en la
teoría de la convexidad se utilizarán las propiedades del or
den de los números reales. Una de las formas de generalizar
esta teoría consiste en desarrollarla en espacios vectoriales
sobre cuerpos ordenados.

Otros resultados sobre conjuntos convexos se obtienen a
gregando a la estructura vectorial antes mencionada, una topo
logía compatible, una norma, o un producto escalar; así pode
mos estudiar la convexidad en espacios vectoriales topológi
,cos, en espacios normados, o en espacios euclídeos, respectiva
mente.

1.- Números de Carathéodory, Helly y Radon.

Si trabajamos en espacios vectoriales sobre cuerpos orde
nados, podemos demostrar los teoremas de Carathéodory, Helly
y Radon que habitualmente se enuncian en espacios vectoriales
reales. La demostración del teorema de Helly dada por Radon
[1] utiliza únicamente el teorema de este último y algunas pro
piedades conjuntistas de la cápsula convexa; En-esta demostra
ción podemosencontrar el origen de los sistemas axiomáticos
para 1a convexidad. En efecto, en virtud de la misma, si to
mamoscomoaxiomas algunas propiedades conjuntistas de la cáp
sula convexa o de los conjuntos convexos y el teorema de Radon,
podemos deducir el de Helly. Esto último aparece hecho en un
trabajo de Levi [2] publicado en 1951 ; allí considera una fa
milia ¿6 de subconjuntos de un conjunto X y supone que



(C-l) “6 es interSeccional, o sea, 1a intersección de conjun
tos de la familia Q? es un conjunto de la familia ‘€ .

Para cada A incluido en un conjunto de la familiahcé , de
fine IAI = n {C e 95 / A C C }; en este sistema axiomático,
IAI juega el papel de cápsula convexa de A . También supone

(C-2) Sea A subconjunto finito de X ; si existe B subconjunto
finito de X tal que A C IBI y card A > card B , entonces exis

te una partición {A1,A2} de A tal que IAJ n [AJ 1 Ó .

Para espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, el axio
ma (Oú) es equivalente al teorema de Radon; en efecto, si A es
finito y card B = n + 1 , la condición A C LBI es equivalente
a dim af(A) < n (donde af(A) denota 1a cápsula afín de A ). En
ese caso (C-2) podría enunciarse:

Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado, sea A sub
conjunto finito de V , si dim af(A) < n y card A > n + 2 , en
tonces existe una partición {A¡,A2} de A tal que conv(Al) n
conv(A2) fl Ó (donde conv denota la cápsula convexa). Esta es
una de las formas en que puede enunciarse el teorema de Radon.

Utilizando (C-1) y (C-2), Levi prueba el

Teorema H. Sea gy = {F¡,..., Fk} C gg tal que existe A'C
X con card A = m < k y FI U ... U Fk C IAI. Si las intersec
ciones de cada m conjuntos de QF son no vacías, entonces
0%" #qb.

“Para espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, resulta
evidente que el teorema de Helly implica el teorema H . Reci
procamente, si gy = {F¡,..., Fk} es una familia de convexos
incluidos en una variedad afín n-dimensional donde n + 1 < k ,
y si las intersecciones de cada n + 1 conjuntos de GFI son no
vacías, entonces podemos tomar un elemento de cada una de las



intersecciones antes mencionadas formando, de esta manera, un
conjunto A finito y tal que dim af(A) < dim Fl U ... U Fk< n .
Luego existe B C X , tal que card B = n + 1 y conv(A)C conv(B) .

Así la familia QYB={Flh conv(B), ... , F n conv(B)} es una
familia de convexos incluidos en conv(B), tal que las intersec

CíODeSde cada n + 1 conjuntos de e]: son no vacías. Luego, por
el teorema H , resulta FIÏÏZ>F1QÉí o . Lo anterior nos permite
afirmar, para espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, que el
teorema H es equivalente a1 teorema de.Helly, el cual podría e
nunciarse:

Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado, sea CW}:
{F¡,...,Fk} familia finita de convexos de V tal que dim af(Fl U
... U FR) < n < k —1 . Si las intersecciones de cada n + 1 cone
juntos de ÏV son no vacías, entonces F1QÏ# Ó .

En la memoria de Levi aparecen otros dos axiomas que si bien
no los utiliza en 1a demostración del teorema H , le permiten de
ducir algunas propiedades de los "segmentos" (en donde segmento
a,b es el conjunto [{a,b}l que podriamos denotar |ab| ). Estos
axiomas son:

(C-3) Si A es un subconjunto no vacio y finito de X y p e [A], en
tonces IAI= U {I(A - {a}) U {P}I / a E A}.

(C-H) b G lalaJ C lalazaJ = [bas] = [b alaslñl b a2a3|(en donde
Ia¡... aïl denota el conjunto [{al,..., an}|) .

Destaquemos que (C-3) nos permite probar, en este trabajo, un
teorema (ver (3.u) del capítulo V) que relaciona los números de
Carathéodory y de Radonutilizando hipótesis distintas a las de
Kay y Womble[3] . Si trabajamos en el contexto axiomático de
Levi, este teorema nos permite deducir la siguiente proposición
[cn la cual se usan únicamente los axiomas (C-1), (C-2) y (C-3):

Sea A subconjunto finito de X ; si existe B subconjunto fi



nito de X tal que A C IBI, entonces IAI = U {IFI / F C A y
card F < card B} .

Esta última proposición no aparece enunciada en la memoria
de Levi. Para espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados la
proposición antedicha podría enunciarse:

Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado, sea A
subconjunto finito de V , si dim af(A) < n entonces conv(A) =
= U { conv(F) / F C A y card F < n +.1} .

Si tenemos en cuenta que para cualquier V espacio vectorial
sobre un cuerpo ordenado, vale la propiedad de dominio finito
(o sea, si B es subconjunto de V entonces conv(B) = U { conv(F)
/ F C B y F finito}) , podemosobtener la siguiente proposición:

Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado, sea A
subconjunto de V , si dim af(A) < n entonces conv(A) = U{conv(F)
/ F C A y card F < n + 1 J . Esta última proposición es el teo
rema de Carathéodory.

Lo fundamental del trabajo de Levi consiste en deducir que
el teorema de Radon implica el de Helly, en un contexto axioma
tico que no utiliza la estructura vectorial. Danzer, Grünbaum
y Klee [ü] plantean el problema de buscar un sistema axiomáti
co, que tenga.como axiomas algunas propiedades conjuntistas de
los convexos, en el cual se puedan interrelacionar los teoremas
de Carathéodory, Helly y Radon. En el trabajo de Kay y Womble
[3] , publicado en 1971, se resuelve parcialmente el problema
antes planteado. En el mismo, toman 1a interseccionalidad co
mo propiedad básica de la familia de los convexos. Así (X,56 )
es un espacio de convexidad si 5€ es una familia de subconjun
tos del conjunto X que cumple las dos condiciones siguientes:

(a) 456‘6 yxe<6



(b) QF’C 95 = n‘Üf-e ¿6

Para cada S C X , definen ¿6 (S) = n {C E ¿6 / S C C };

evidentemente, “¿(8) juega el papel de cápsula convexa de S .
Despuésde enunciar ciertas propiedades particulares (por

ejemplo: propiedad T], de dominio finito, etc), definen los nú
meros de Carathéodory, Helly y Radon para espacios de convexi
dad de la siguiente forma:

c, h y r son, respectivamente, los números de Carathéodory,
Helly y Radon de (X,‘6 ) si son los minimos números naturales
que verifican, respectivamente, las tres condiciones siguientes:
1) si S C X , entonces. 96(8) = U{‘¿(F) / card F < c y F C S} ;
2) si. QF es una subfamilia finita de H5 tal que las intersec
ciones de hasta h conjuntos de ÏF son no vacías, entoncesnïïió.
3) si S C X y card S > r , entonces S tiene una partición de Ra
don, o sea existe una partición {81, 82} de S tal que 95(Sl) n

(¿(82)1545.

Cuando alguno de los números c, h y r , definidos preceden
temente, no existe, diremos que el mismo es igual a w , Esto
último amplía las definiciones de los números de Carathéodory,
Helly y Radon de tal forma que para cualquier espacio de con
vexidad (X, Q5 ) quedan determinados los números c, h y r los
cuales podrán ser finitos o infinitos. Así el teorema H de Levi
permite afirmar que si (X,‘5 ) es un espacio de convexidad que
tiene número de Radon r < m , entonces tiene número de Helly
h < r - 1 . En virtud del teorema de Levi, en cualquier espacio
de convexidad la finitud de r implica la finitud de h . Kay y
Wombleencuentran ejemplos que permiten ver que, trabajando en
espacios de convexidady sin pedir otras hipótesis, la finitud
de r no implica la de c ; la finitud de c no implica la de h ni
1a de r ; y la finitud de h no implica la de c ni 1a de r . Sin



embargo, suponiendo la finitud de c y de h , prueban que r <
< c h + 1 (ver Theorem 3 , de Kay y Womble [3] ). Como corola

rio de tal resultado, deducen que si c es finito entonces la
finitud de h es equivalente a la de r ; en ese caso, h + 1 <
< r < c h + 1 .

Para obtener otros resultados sobre números de Carathéodory,
Helly y Radon, introducen propiedades de separación. El más im
portante de estos resultados es el teorema 8 en donde, mediante
hipótesis bastante fuertes, deducen que r < W implica c2<r —1;
destaquemos que, en el presente trabajo, probamos esta relación
entre c y r utilizando el tercer axioma de Levi, según lo acla
ramos al enunciar dicho axioma . La última parte del trabajo de
Kay y Wombleestá dedicada a una fundamentación axiomática de
la convexidad en el espacio euclideo; la familia CG de los con
vexos queda caracterizada utilizando la métrica euclidea y al
gunas propiedades intrínsecas de dicha familia.

Resulta evidente que el trabajo de Levi [2] se ve continua
do en el de Kay y Womble[3] , el cual trata fundamentalmente
de relacionar los números de Carathéodory, Helly y Radon. Esto
constituye una linea de investigación dentro de la convekidad
axiomática. Untrabajo de distinta naturaleza que los anterio
res es el de Bckhoff [5] donde se estudia el número de Radon
de un espacio de convexidad producto, conociendo los números
de Radonde los espacios factores. Reay [6] hace un trabajo a
nálogo al de Bckhoff pero para el número de Carathéodory.

En el capítulo V del presente trabajo se estudian los núme
ros de Carathéodory, Helly y Radon en espacios de convexidad y
las relaciones entre dichos números. Después de caracterizar los
espacios de convexidad mediante una familia de conjuntos y me
diante un operador de cápsula, se estudian los resultados de Le
vi Í2] , de Kay y Womble[3] , y otros resultados del autor de

. este trabajo de tesis; entre estos últimos podemoscitar las



proposiciones (3.U); (5.2), (6.1) y (7.2).

2.- Teoremas de separación.

Otra línea de investigación de la convexidad axiomática
es la que estudia los teoremas de separación. Uno de los teo
remas más fáciles de probar en un contexto axiomático de con
vexidad es el de Kakutani:

Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado, si A,B
son subconjuntos convexos de V disjuntos, entonces existen
C,D convexos complementarios tales que A C C y B C D .

La demostración de dicho teorema, utiliza algunas propieda
des conjuntistas de la cápsula convexa, el principio maximal.de
la teoría de conjuntos y una propiedad de geometría combinato
ria de los triángulos. Teniendoen cuenta lo anterior, Ellis [7]
considera un conjunto X y dos operadores Kl y K2 de P(X) en P(XL
donde P(X) denota lafamilia detodos lOs subconjuntos de X ; da
dos a,b G X , K¡(a,b) denota K¡( {a,b} ). Los operadores K
(i = 1,2 ) deben cumplir los siguientes axiomas:

(P1)ACX=>ACK¡(A)
(P2)K’=K .

¡ - l

(P 3) A C X á K¡(A) = U {K¡(F) / F finito y P C A} .
(P H) Ó í F C'X , F finito y p E X a K¡(F U {p})C\J{K¡(a,p)

/ a E K¡(F)} .
(P 5) a E K2(b,p) y c E K¡(d,p) á Kl(a,d) n K2(b,c) í Ó .

Puede probarse fácilmente que si V es un espacio vectorial
sobre un cuerpo ordenado y conv es la cápsula convexa usual,
tomando X = V y K]: K2: conv obtenemos un modelo del sistema
axiomático precedente; en el presente trabajo, esto es una con
secuencia de las proposiciones (2.8), (2.9), (2.10), (2.11),
(2.12) y (6.1) del capítulo II. Siguiendo los pasos de la demos



tración del teorema de Kakutani, Ellis prueba, en este sistema
axiomático, el siguiente teorema:

Si A,B son subconjuntos de X disjuntos y A = KI(AÏ, B =
= K2(B), entonces existen C,D subconjuntos complementarios ta
les que A C C = K¡(C) y B C D = K2(D).

Evidentemente, una de las consecuencias del teorema de Ellis
es el teorema de Kakutani. Esto es lo que realmente nos interesa
ya que tomando K = Ki: K2 y modificando muy poco los axiomas de
Ellis, obtenemos,en el capítulo II del presente trabajo, un sis
tema axiomático que permite deducir muchosresultados geométri
cos de la teoría de 1a convexidad. Es así como logramos deshacer
nos de la estructura vectorial y hacer muchas demostraciones, que
habitualmente utilizan álgebra lineal, en una forma geométrica
mente más pura. La técnica que seguimos consiste en tomar teore
mas de la convexidad en espacios vectoriales y tratar de ver si
sus demostraciones, con algunas modificaciones, pueden hacerse
en nuestro sistema axiomático. Un trabajo análogo se hace con
las definiciones, por ejemplo, decimos que A es convexo si A 
= K(A).

El sistema axiomático considerado en el capítulo II consta
de cinco axiomas independientes. La convexidad vectorial nos da
un modelo de dicho sistema; un modelo métrico no vectorial*apa—
rece en (3.H). Los resultados obtenidos en el capítulo II se de
ducen de los cuatro primeros axiomas. Por otra parte, en el ca
pítulo IV utilizando los cinco axiomas, probamos el teorema de
separación de Kakutani y desarrollamos la teoría de semiespacios,
semiespacios con vértice, semiespacios que se apoyan sobre un
conjunto, base de convexos y puntos extremales. Los semiespacios
con vértice nos permiten caracterizar, en nuestro sistema, los
conjuntos iguales a la cápsula convexa del conjunto de sus pun
tos extremales (ver (6.2) del capítulo IV); nuestra demostración



¡está basada en la dada por Hammer[8] en espacios vectoriales.
Parte de esta investigación aparece en los trabajos del autor
de esta tesis [9] y [10] . u

En el parágrafo 7 del capítulo V nuevamente usamos los cua
tro primeros axiomas del sistema axiomático considerado en el
capitulo II. Asi obtenemos la proposición (7.2) que para X es
pacio vectorial real se encuentra probada en [11] , teorema
1.2H. Finalmente, este sistema axiomático nos permite desarro
llar la teoría de conjuntos estrellados en el capítulo VI .

3.- Convexos, cápsula convexa y bandas.

A1 desarrollar la teoría de la convexidad en forma axiomáti
ca, se pueden tomar diversos conceptos comoprimitivos. Por e
jemplo, Levi [2] y Kay y Womble[3] consideran como concepto
primitivo la familia de los convexosy utilizando la intersec
cionalidad de dicha familia definen la cápsula convexa; 1a ban
da o segmento a,b puede definirse como la cápsula convexa de
{a,b} .

En el capitulo II del presente trabajo tomamoscomo concep
to primitivo el operador de cápsula convexa K y a partir de él
definimos las bandas y los convexos. El operador K puede expre
sarse mediante las bandas (ver (7.2H)) ; el procedimiento utili
zado para tal demostración es análogo al dado por Toranzos_(ver
[12] , (1.2)) para 1a convexidad en espacios métricos.

En el capítulo III, tomamoscomoconcepto primitivo el de
banda y a partir de él, teniendo en cuenta 1a proposición (7.2u)
del capítulo II, construimos el operador de cápsula convexa. Es
te nuevo sistema axiomático resulta equivalente al dado en el
capítulo II (ver (5.1) del capitulo III). Nuestros axiomas de
bandas son teoremas de la teoría axiomática de Voiculescu [13],
pero hay axiomas de Voiculescu que no son teoremas de nuestro
sistema axiomático de bandas (ver parágrafo 6 del capítulo III).
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El sistema axiomático dado por Voiculescu tiene comocon
cepto primitivo el de segmento, que también podríamos llamar
banda. Denota con E(a,b) al segmento determinado por a,b y to
ma los siguientes axiomas:
A. 1. B(a,b) = E(b,a) .
A. 2. E(a,a) = {a} .
A. 3. a e B(a,b) .
A. u. x E E(a,b) á E(a,b) = B(a,x) U E(x,b) .
A. 5. x e E(a,b) a B(a,x) Ñ E(x,b) = {x} .

A. 6. Si {x,y} C B(x¡, x2) n E(x3,x4) donde x fi y , enton
ces existen dos indices k,l (k i l) tales que {xl, x2, x3, x4}C
C B(xk, xl) .

Mediante los axiomas precedentes deduce prOpiedades de los
segmentos análogas a las que tienen en los espacios vectoriales
sobre cuerpos ordenados, y define semirrecta y recta; Tomando
1a definición usual de convexo deduce la interseccionalidad. La
definición de cápsula convexa de un conjunto Mresulta rutina
ria : E(M) = n {C / M C C y C convexo }. Voiculescu también in
troduce una topología. Destaquemosque para obtener otros resul
tados agrega en la segunda parte de su trabajo los axiomas:

A. 7. B(a,b) - {a,b} # Ó (a í b) .
A. 8. Si y e B(M) —E(M - {x}) (x E M), entonces existe z e
e E(M - {x}) tal que y € B(x,z) .

Este último axioma es 1a proposición (9.a) del capítulo II
expresada en una forma distinta. Casi toda la segunda parte del
trabajo de Voiculescu se dedica a1 estudio de la convexidad en
un triángulo. Lo interesante del sistema axiomático de Voicules
cu es que logra un desarrollo geométrico de 1a convexidad. Los
axiomas que toma son lo suficientemente fuertes comopara obte
ner propiedades adecuadas para los segmentos, semirrectas y rec
tas.
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Finalmente, las relaciones entre los espacios de convexi
dad y los operadores de cápsula convexa aparecen en (1.1),
(1.2), (1.3) y (1.H) del capítulo V .

H.—Conjuntos estrellados.

Mediante las bandas podemosdefinir, por analogía con el
caso vectorial, las nociones de núcleo y de conjunto estrella
do. Algunos resultados obtenidos por Toranzos [1M] y por Dre
Éevié [15], para estrellados en espacios vectoriales, pueden
extenderse al sistema axiomático del capítulo II . Así, en el
capítulo VI podemos demostrar que el núcleo de un conjunto A
es la intersección de la familia de las componentes convexas
de A (ver (1.7)) . También podemos demostrar un teorema análo
go al de Kakutani pero reemplazando los convexos por estrella
dos (ver (2.3)) .
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CAPITULO II

SISTEMA AXIOMATICO PARA OPERADORES DE CAPSULA CONVBXA.

Parte del contenido de este capítulo y de los dos siguien
tes se encuentra en los trabajos del autor [9] y [10] ya men
cionados en la Introducción. Conanterioridad a la publicación
de dichos trabajos, el autor comunicóalgunos de los resulta
dos en las Reuniones Anuales de la U.M.A. realizadas en 1970
[16]y1971[17]y[18]. '

En el presente capítulo estudiaremos un Sistema axiomático
independiente y no categórico para operadores de cápsula con
vexa basado en un trabajo de Ellis [7] . Los cinco axiomas con
siderados son ciertas propiedades de la cápsula convexa en es
pacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, que pueden expresar
se prescindiendo de la estructura vectorial. Utilizando única
mente 1os cuatro primeros axiomas obtendremos numerosos resul
tados, que obviamente serán válidos para la convexidad en espa
cios vectoriales, sin usar los recursos del álgebra lineal y en
una forma geométricamente más pura. El quinto axioma no será u
tilizado en las deducciones de este capítulo, aunque va a tener
fundamental importancia en el capítulo IV para deducir el teore
ma de separación de Kakutani.

1.- Notación y axiomas.

Sean X un conjunto tal que card X > 2 , P(X) la familia de
todos los subconjuntos de X, K una función de P(X) en P(X) .
Para hacer más simple la notación, si {a¡,..., an} C X , K ({al,
..., an}) se escribirá K(a¡,..., a“) . Comoya indicamos, algu
nas de las propiedades de la cápsula convexa en espacios vecto
riales sobre cuerpos ordenados se toman como axiomas que debe
cumplir K
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(Ax 1) A C x =>K(K('A)) C K(A) .

(Ax 2) A C X á K(A) = U {K(F) / F finito y F C A } .
(Ax 3) a e X = K(a) = {a} .

(Ax H) Ó í F C X , F finito y p e X a
= K(F U {p}) C U {K(a,p) / a E K(F)} .

(Ax 5) a E K(b,p) y c E K(d,p) á K(a,d) n K(b,c) fi ó .

La función K se llamará operador de cápsula convexa en X .
Dado {a,b} C X , diremos que K(a,b) es la banda determinada
por a,b ; evidentemente, K(a,b) juega el papel del segmento de
terminado por a,b . Por analogía con la convexidad en espacios
vectoriales, dado A C X , K(A) se llamará cápsula convexa de A ;
diremos que A es convexo si A = K(A) .

Ahora vamos a hacer un comentario sobre cada uno de los axio
mas precedentes:

(1.1) El axioma 1 indica una idempotencia débil de K . En efec
to, si en el mismoreemplazamos la inclusión que aparece en el
consecuente por la igualdad, obtenemos que K2: K,o sea, K resul
taría idempotente. Más adelante veremos que de los tres primeros
axiomas se deduce la idempotencia de K ; sin embargo, un opera
dor puede ser idempotente sin cumplir los axiomas 2 y 3 ; como
ejemplo de esto último podemosmencionar la cápsula cónica ce
rrada en el plano. '

Entre los ejemplos de operadores idempotentes podemoscitar
las cápsulas convexa, afín y lineal en espacios vectoriales, y
la clausura e interior en espacios topológicos.

También podemos dar ejemplos de operadores no idempotentes .
Si definimos para todo A subconjunto del plano, C(A) = U{[a,b] /
/ a,b E A } , en donde [a,b] denota el segmento cerrado de ex
tremos a,b, entonces C(A) C C(C(A)) ; sin embargo, tomando co
mo A un subconjunto del plano formado por tres puntos no alinea
dos, obtenemos que C(C(A)) í C(A) ; en consecuencia, C no tiene
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la propiedad de idempotencia débil y, por supuesto, no es idem
potente. Notemosque en este capítulo trabajaremos con un ope
rador C definido a partir de K de la siguiente manera C(A) =
=\J{K(a,b) / a,b e A} (ver parágrafo 7). n

En cualquier espacio topológico el operador frontera cumple
el axioma 1 ; en efecto, Fr(A) = Á n 5K , o sea, la frontera de
A es igual a la clausura de A intersección la clausura del com
plementario de A ; en consecuencia Fr(Fr(A)) = ÏFÏÏÏ Ñ ÜÏFÜÑÏ=
= Fr(A) n ÜÏFÏKÏ C Fr(A) . Sin embargo, inmediatamente encontra
mos espacios topológicos en donde el operador frontera no es i
dempotente. Por ejemplo, si consideramos el conjunto R de los
números reales y denotamos con Q el conjunto de los números ra
cionales, obtenemos FrKFrQ) = Fr(R) = Ó , luego Fr(Q) í Fr(Fr(Q))
Así el operador frontera en R , verifica la idempotencia débil
pero no la idempotencia; esto se debe a que este operador si .
bien cumple (Ax 1) y (Ax 3), no cumple (Ax 2) .

(1.2) Según la definiciónckukipor Hammer[19] , el axioma 2 a
firma que K tiene la propiedad de dominio finito. Evidentemen
te, esta propiedad es una forma débil del teorema de Carathéodo
ry; la mismase presenta en operadores_definidos en estrúcturas
algebraicas ya que las operaciones de dichas estructuras se e
fectúan con un número finito de elementos.

Comoejemplos de operadores con la propiedad de dominio fi
nito, citemos las cápsulas convexa, afín y lineal en espacios
vectoriales.

Si trabajamos en el plano con la topología usual, vemos que
los operadores de clausura, interior y cápsula convexa cerrada
no tienen la propiedad de dominio finito. En efecto, denotemos
comoes habitual, la clausura, interior, cápsula convexa y cáp
sula convexa cerrada de A con K, R, conv A y cconv A , respecti
vamente. Tomandocomo conjunto A un círculo abierto del plano,

_ o _ ,
tenemos que A es el círculo cerrado, A = A y cconv A = A ; Sin
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embargo,‘J{Ï / F finito y F C A} =lJ{F / F finito y F C A} =
=A,U{%/FfinitoyPCA}=Ó yU{cconvF/Ffinitoy
F_C A} = U {conv F / F finito y F C A}: conv A = A . Observemos
que acabamos de utilizar que si F es finito entonces cconv F =
= conv F , lo cual resulta inmediato; en efecto, si F es finito,
es compacto; así conv F resulta compacto y, en consecuencia, ce
rrado.

En (6.2) veremos que una consecuencia inmediata de la pro
piedad de dominio finito es la isotonía, o sea, si K tiene la
propiedad de dominio finito, entonces A C B á K(A) C K(B) . Re
sulta evidente que la isotonía es más débil que la propiedad de
dominio finito; tomemos, comoejemplos, los operadores clausura
e interior en el plano con la topología usual; por definición
de clausura e interior, en cualquier espacio topológico, cumplen
la primera propiedad, pero según vimos no cumplen la segunda.
Trabajando nuevamente en el plano, vemos que el operador fronte
ra no es isotónico. Los operadores isotónicos también podrían
llamarse monótonos, aunque preferimos la primera denominación
que es la usada por Hammer(ver [19] , [20] y [21]).

(1.3) Decimos que un espacio topológico X es Tl si para todo
x E‘X ,ïïï = {x} ; análogamente, diremos que K tiene la propie
dad Tl (o K es TI) si para todo x e X , K(x) = {x} . De acuerdo
a lo anterior, el axioma 3 afirma que K tiene la propiedad T].
Interpretando K como la cápsula convexa, dicho axioma asegura
que los conjuntos unitarios son convexos. ‘

En espacios vectoriales, las cápsulas convexa y afín tienen
la propiedad Tl , mientras que la cápsula lineal no goza de es
ta propiedad.

En el presente sistema axiomático, el axioma 3 ya intervie
ne al deducir las primeras proposiciones; por ejemplo, utiliza
mos (Ax 2) y (Ax 3) para probar que A C X á A C K(A). Llamando
a esta última propiedad (Ax 3*), se ve que muchos resultados de
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la teoría de la convexidad pueden obtenerse en el sistema axio
mático que resulta de reemplazar (Ax 3) por (Ax 3*) dejando
los restantes axiomas sin modificaciones. En este nuevo sistema,
utilizando (Ax 1) y (Ax 3*) obtenemos que K2: K . Así, si lla
mamos (Ax 1*) a la propiedad K2: K , obtenemos que el sistema
axiomático dado por los axiomas 1, 2, 3*, H y 5 es equivalente

J.al dado por los axiomas 1*, 2, 3", H y 5 . Se ve fácilmente que
este último sistema axiomático (o su equivalente dado por los
axiomas 1, 2, 3*, U y 5 ), es más débil que el dado por (Ax 1)
a (Ax 5), ya que en el nuevo sistema axiomático no se deduce
la propiedad Tl como puede probarse si tomamos como modelo de
este nuevo sistema un conjunto X tal que card X > 2 y para todo
A C X , K(A) = X . . .

Según puede verse en el trabajo de Ellis [7] , en el siste
ma axiomático más débil se deduce igualmente el teorema de se
paración de Kakutani. El motivo básico por el cual pedimos el
'axioma 3 es que éste nos permite desarrollar en forma más ade
cuada la teoría de semiespacios. De cualquier manera, las pro
posiciones del presente capítulo podrían demostrarse mediante
los cuatro primeros axiomas del sistema débil y agregando K(Ó)=
= o, esta última propiedad resultaría necesaria para deducir que
A es convexo sii {a,b}Cï A = K(a,b) C A .

(1.a) Según hemos visto, las cápsulas convexa y afín, en espa
cios vectoriales, verifiean los axiomas 1, 2 y 3 . Sin embargo,
el axioma u vale para la cápsula convexa pero no para la afín,
Por ejemplo, si en el plano tomamostres puntos no alineados
b, c, p y F = {b,c} , denotando con af la cápsula afín, obte
nemos que af(F U {p}) es el plano, pero U {af(a,p) / a e af(F)}=
= Sl U S2 U {p} , donde Sly S2 son los semiplanos abiertos de
terminados por la recta que pasa por p y es paralela a la recta
b,c. Resulta inmediato ver que la cápsula lineal verifica el
axioma U, aunque ya vimos que no verifica (Ax 3) .
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Observemos que si sacamOS de la hipótesis de (Ax H) que
F í Ó , entonces el nuevo axioma ya no es válido para la cáp
sula convexa en espacios vectoriales ya que conv(Ó U {p}) =
= {p} pero U {conv(a,p) / a G conv(Ó)} = w . En el enunciado
de este axioma dado por Ellis [7] , no se pide que F fl ó aun
que, evidentemente, se sobreentiende.

Según probamosen el presente capítulo, de los cuatro pri
meros axiomas se deduce un enunciado más fuerte que el axioma
H , en donde en la hipótesis se elimina la condición F finito
y en la tesis se reemplaza la inclusión por la igualdad. Utili
zando, únicamente, el axioma H y la propiedad de dominio finito,
se deduce que Ó 1 A C X , A convexo y p E X á K(A U {p}) =
= U {K(a,p) / a G A } (ver [7], U.3)1 Este último resultado va
a ser utilizado en la demostración del teorema de separación
de Kakutani.

Al probar, en (7.1), que K(A) = A sii {a,b}C A = K(a,b) C
C A , utilizamos (Ax H). Observemos que este resultado también
es válido para la cápsula afín (ver [22], 1.C.3), aunque la mis
ma no verifica el axioma H . Así si tomamos como axiomas (Ax 1),
(Ax 2), (Ax 3) y el presente resultado, obtenemos un sistema
axiomático cuyos teoremas son válidos para las cápsulas convexa
y afín.

Para interpretar el axioma H , en una forma geométricamente
más clara, introduciremos el operador cono de vértice p ygbase
A : Conop(A) = U {K(a,p) / a G A} (ver [3] , pág. u72). En vir
tud de la definición precedente, la tesis de (Ax H) puede escri
birse K(F U {p}) C Conop(K(F)) . Los axiomas 1 a 3 permiten de
ducir que si F i Ó entonces K(F U {p}) = K(Conop(F)) ; en c0n—
secuencia podemosescribir la tesis de (Ax H) de la siguiente
forma : K(Conop(F)) C Conop(K(F)). Comode los cuatro primeros
axiomas se deduce que en la tesis de (Ax H) podemos reemplazar

la inclusión por la igualdad, obtenemos que K(Conop(F)) =
Conop(K(P)), o sea, el axioma u expresa la conmutatividad entre
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los operadores K y Conop . Esta última igualdad, que relacio
na ambos operadores, también vale si F = Ó pues K(Ó) = Ó y

Cpnop(Ó) = Ó . Así, suponiendo (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3), obte
nemos que (Ax H) es equivalente a F C X , F finito y p e X =

á K(Conop(F)) = Conop(K(F)) .

(1.5) El axioma 5 , que no utilizaremos en las demostraciones
de este capítulo, permitirá deducir, conjuntamente con los an
teriores, el teorema de separación de Kakutani. Análogamente
a lo que ocurre con (Ax H), este axioma es válido para la cáp
sula convexa en espacios vectoriales pero no lo es para la afín.
Para ver esto último, tomemosen el plano tres puntos no alinea
dos b, d, p ; sea a un punto del segmento abierto (b,p). Si c
es el punto de intersección de la paralela a a d que pasa por
b con la recta d p , tenemos que a e af(b,p) y c G af(d,p) pe
ro af(a,d) n af(b,c) = Ó , pues af(a,d) y af(b,c) son rectas
paralelas (ver fig. 1).

Fig. 2

La figura 2 ilustra el axioma 5 para el caso en que X sea
el plano y K la cápsula convexa usual.

La cápsula lineal satisface (Ax 5) en forma inmediata ya
que el vector 0 pertenece a todo subespacio; sin embargo, esto
resulta inútil pues al no haber subespacios disjuntos, carece
de sentido formular un teorema de separación para subespacios.

En el capítulo IV veremos que si suponemos los axiomas 1 a
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u , entonces (Ax 5) es equivalente al teorema de separación
de Kakutani. A la misma equivalencia se llega suponiendo los
axiomas 1*, 2, 3* y H (ver [7] , 6.1) .

2.- La convexidad en espacios vectoriales.

Si bien hemos dicho que la cápsula convexa en espacios vec
toriales sobre cuerpos ordenados satisface los axiomas 1 a 5 ,
hasta ahora no hemos probado tal afirmación. El objetivo de es
te parágrafo consiste en dar las nociones básicas de convexidad
vectorial que permitan probar que si X es un espacio vectorial
sobre un cuerpo ordenado E , y K = conv es la cápsula convexa
usual, entonces K satisface (Ax 1) a (Ax 5), o sea, el conjun
to X con el operador K es un modelo del sistema axiomático que
estamos estudiando. La existencia de modelos nos permite afir
mar la consistencia de dicho sistema. Por otra parte; tomando
espacios vectoriales de diferentes dimensiones sobre el mismo
cuerpo ordenado E , obtenemos modelos no isomorfos; así el sis
tema axiomático resulta no categórico.

Supongamosque X sea un espacio vectorial (de dimensión > 1)
sobre un cuerpo ordenado E ; evidentemente, card X > 2 . Dados
a,b'e X , definimos el segmento cerrado de extremos a,b por
[a,b] = {A¡a+ A21)/A¡, A2? o y AI+A2= 1} ={Aa+ (1 —A) b /
/ 0 < A < 1 }r Una combinación convexa de al, ..., an e X
es una combinación lineal A] al+ ... + Anan.cuyos coeficientes
verifican Ai? 0 (i = 1,..., n ) y A¡+...+ A“= 1 . En forma
inmediata obtenemos:

(2.1) Una combinación convexa de combinaciones convexas de al ,
..., an es otra combinaciónconvexa de al,..., an .

Si A C X , diremos que A es convexo si a,b e A=*[a,b](:A .
Por la definición precedente resulta inmediata la siguiente pro
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posición:

(2.2) i.— Ó y X son convexos. ii.- a E‘X a {a} es convexo.
iii.- La intersección de cualquier familia de subconjuntos con
vexos de X es un subconjunto convexo de X .

(2.3) a,b C X á [a,b] es convexo .

Demostración. Sean a,b G X , si c,d G [a,b] veremos que [c,dlC
C [a,b] . Por definición de segmento cerrado, c y d son combi
naciones convexas de a,b . Tomemosx É [c,d] , así x es combi
nación convexa de c,d ; luego por (2.1), x es combinación con
vexa de a,b , y , en consecuencia, xEÉÍa,b] .

(2.4) Si A C X , los siguientes enunciados son equivalentes:
i.— A es convexo. ii.— a¡,..., an € A , A¡> 0 (i = 1,..., n).yA+...+A=1=>Aa+...+Aa€A.l n ll nn

Demostración. i á ii. Dicha prueba se hace por inducción sobre
el número n de elementos de A considerados. Para n = 1 ó 2 re
sulta trivial. Si suponemosque vale ii para n = j > 2 , vere
mos que también vale ii para n = j + 1 . Sea a = Alal+ ... +
+ Ajal+Aj+lahl ,aÍHGA
y supongamos que Ai) 0 (i = 1,..., j + 1). Si A =A1+ ... +Aj ,

una combinación convexa de al,..., aj

As = -' + .+—J + . = —' + ...+entonce a A(A al .. A ai) Ajua1+1 Sea b A al
+ iia], por hipótesis inductiva b e A . Así, comoA es convexo,
resulta a G lb,ah¡] C A . ii = i . Es trivial.

Si A C X , definimos la cápsula convexa de A mediante
conv(A) = n{B C X / A C B y B convexo} . Si {a¡,..., an}C X ,
conv({a¡,..., an}) se escribirá conv(a¡,..., an) . La definición
precedente conjuntamente con (2.2)iii, permite deducir la siguien
te proposición:

(2.5) Sea A C X , entonces: i.— A C conv(A). ii.— conv(A) es
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convexo. iii.- A C B y B convexo á conv(A) C B. iv.- A C B C
X á conv(A) C conv(B) . v.- A es convexo “á A = conv(A).

(2.6) Sea A C X , 1a cápsula convexa de A es igual al conjunto
de todas las combinaciones convexas de elementos de A , o sea,n

conv(A) ={ X Aiai/ n natural, aie A , Ai) 0 y X Ai: 1 } .¡a l-1

Demostración. Sea B el conjunto de todas las combinaciones con
vexas de elementos de A . Resulta evidente que A C B . Por (2.1)
toda combinación convexa de elementos de B , pertenece a B ; en
consecuencia B es convexo. Así, por (2.5)iii, conv(A) C B . Si
x e B , entonces x es una combinación convexa de elementos al,
..., an E A (n natural); pero por (2.5)i, a¡,..., an e conv(A).
Luego, por (2.u) y (2.5)ii, obtenemos que x C conv(A). En con
secuencia B C conv(A).

Comocorolario de (2.6) obtenemos la siguiente proposición:

(2.7) Si F ={a¡, ..., an} es un subconjunto finito de X , en
I'I n

tonces conv(F) ={ X Aiai/ Al? O y X Ai: 1 }.¡:1 ¡n

Ahora veremos que conv cumple los axiomas 1 a 5 .

(2.8) A C X a conv(conv(A)) C conv(A).

Demostración. Podemoshacerla, por ejemplo, utilizando (2.5)

ii y v . En efecto, tomemos B = conv(A); por ii, B es convexo;
así por V obtenemos que B = conv(B) y en consecuencia conv(A) =
= conv(conv(A)) . También podemos hacer la demostración aplican
do (2.1) y (2.6).

(2.9) A C X á conv(A) = U {conv(F) / F finito y F C A }.

Demostración. Por (2.5)iv, U {conv(F) / F finito y F C A } C
C conv(A) . Para probar la otra inclusión, tOmemosx e conv(A);
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por (2.6). para algún n natural, existen a¡,..., an E A ta
I'l n

les que x = ¡z Al a¡donde Ai? 0 y z Ai = 1 . Sea F = {a¡,,=| I l '
..., an}; a51 F es finito y F C A ; ademas por (2.7), x e
conv(F) .

(2.10) a G X = conv(a) = {a}.

Demostración. Resulta de (2.2)ii y de (2.5)v.

(2.11) Ó # F C X , F finito y p C X.=>conv( F U {p}) C
C U{conv(a,p) / a E conv(F)} .

Demostración. For (2.3) y (2.5)v , conv(a,p) = [a,p] ; sea
A = U {[a,p] / a G conv(F)} ; suponiendo las hipótesis, ten
dremos que probar que conv(F U {p}) C A . Por (2.5)i y por
ser F 1 Ó , resulta que F U {p} C A . Ahora veremos que A es
convexo, con lo que completaremos la demostración en virtud
de (2.5)iii.

Sean al, bl e A, luego existen a,b e conv(F), 0,6 e E ,
0 < cx < 1 0 < < 1 , tales que al: a a + (1 -a) D ,B3

bl = B b + (1 — B) p . Veamos que Ía¡, bJCïA ; sea xl G [a], bfl,
así existe "ye B , 0 < Y‘ < 1 , tal que xl: y al+ (1 -Y ) bl .
En consecuencia, xl: y’aa + (1 -Y)B b + [1 —Ya- (1 —Y)B] p .
Sea n = Yq+ (1 —Y)B; sin quitar generalidad, podemos suponer
que a < B ; asi obtenemos que a < n < B , de donde 0 S n <, 1

Si n = 0 , entonces al: p ; luego, por (2.3), Ía¡,b]C3[b,p] C
Ya + (1458 b__ n

evidentemente, x e Ía,b] C conv(?) y xl: n x + (1 - n) p ; lue
go xle A . Así [al,b¡] C A y A resulta convexo.

C A . Ahora supongamos n i 0 ; sea x = ;

(2.12) a G conv(b,p) y c E conv(d,p) á conv(a,d) n conv(b,c) i
i ó .

Demostración.Por (2.3) y (2.5)v, tendremos que probar que
a e [b,p] y c G [d,p]=9la,d] n [b,c] f Ó . Supongamos a E [b,p]
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y c e Íd,p]; luego existen a,B e II, 0 < a < 1 , 0 < B < 1,
tales que a = a b + (1 —a) p y c = B d + (1 -B) p . Para ver

que existe x e [a,d] n [b,c], tendremos que determinar y,ó E
e E , 0 < y < 1 , 0 < 6 < 1 , tales que Y a + (1 -y) d = ób +

+ (1 -6) c . Reemplazando a y c por sus valores, obtenemos
a Y b + (1 -Y) d + (1 -a) Y p = 6 b + B (1 -6) d + (1 -B)(1 —ó)p.

I
Supondremos que 0 < a < 1 , 0 < B < 1 , ya que si a = 0 o 1 ,

I
o si B = 0 o 1 , trivialmente [a,d] n Íb,d] 1 Ó . De esta for

ma, por igualación de coeficientes determinamos y = í _a:
y 6: S%—Eg%E-.Así, tomando

x = 1 —B a + (1 —a)B d = (1 -B)a b + 1 - ac
1 -aB 1 - a8 1 - a8 1 -aB

tenemos que x e Ía,d] ñ Íb,c] .

De esta forma, hemos probado que si X es un espacio vecto
rial de dimensión > 1 sobre un cuerpo ordenado B , y conv es
la cápsula convexa usual en X , entonces conv cumple los axio
mas 1 a 5 . Las demostraciones hechas en este parágrafo no di
fieren de las que se hacen para probar las mismas proposiciones
cuando E es el conjunto R de los números reales. Teniendo en
cuenta esto último, ha resultado de sumautilidad la lectura
de 1. C. [22] para la redacción del presente parágrafo.

3.- Otros modelos.

En virtud de lo que acabamos de estudiar en 2, el sistema
axiomático dado por (Ax 1) a (Ax 5) tiene modelos, incluso no
isomorfos. Ahora, consideraremos otros modelos de ese sistema

o f Iax1omatico.

(3.1) Sean V un espacio vectorial (de dimensión 3 1) sobre un
cuerpo ordenado E , X un subconjunto convexo de V tal que
card X 2 2 ; para todo A C X , definimos K(A) = conv(A) donde
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conv(A) es la cápsula convexa usual de A en V ya definida en
el parágrafo 2 . La convexidad de X permite asegurar, por
(2.5)iii, que si A C X entonces K(A) C X ; así K es una función
de P(X) en P(X) . Evidentemente, en virtud de las proposiciones
(2.8) a (2.12), K cumple (Ax 1) a (Ax 5). Observemos que la fun
ción K se obtiene de conv restringiendo su dominio y codominio
a P(X) .

(3.2) El procedimiento utilizado en (3.1), permite obtener a
partir de un modelo otros modelos del sistema axiomático que
estamos considerando. En efecto, sean X un conjunto tal que
card X > 2 y K un operador de cápsula convexa en X , o sea,
una función de P(X) en P(X) que cumpla (Ax 1) a (Ax 5). Si to

mamos XICZ X con card Xl> 2 y K(Xl) = X], es decir Xl convexo,
procediendo como en (3.1) podemos definir para todo A C Xl,
K¡(A) = K(A). La isotonía de K asegura que A C Xl implica que
KI(A) C Xl . Así Kl es una función de P(Xl) en P(X.) que cum
ple (Ax 1) a (Ax 5) y, en consecuencia, es un operador de cáp
sula convexa en XI.

(3.3) Sea Xlun conjunto tal que card X > 2 ; para todo A»C X
definimos K(A) = A . Resulta inmediato que la función K , con
dominio y codominio P(X), es un operador de cápsula convexa en
X . En efecto, la verificación de los axiomas resulta trivial
por propiedades elementales de la teoría de conjuntos; por e
jemplo, para ver que se cumple (Ax 5), hay que comprobar que
a e {b,p} y c e {d,p} á {a,d} n {b,c} #Ó . Llamaremos a este
modelo discreto pues en él todo subconjunto de X es convexo.
Este modelo nos permite afirmar que en el sistema axiomático
dado por (Ax 1) a (Ax 5) no se puede probar que si a # b enton
ces K(a,b) —{a,b} # Ó . Esta propiedad, válida para la convexi
dad vectorial, aparece en el trabajo de Voiculescu [13] como
axioma 7 .
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(3.H) Sean X el plano euclidiano, lx yl la longitud del seg
mento x y (para x,y G X), s un punto de X . Dados a,b G X ,

definimos ds(a,b) = Ia bI si a,b,s están alineados y ds(a,b) =
= Ia sI + Is bl si a,b,s no están alineados. En forma inmedia
ta podemos probar que (X,ds) es un espacio métrico. En efecto ,
ds(a,b) > 0 pues para x,y G X Ix y] > 0 . Veamos ahora que
ds(a,b) = 0 sii a = b . Supongamos ds(a,b) = 0 ; si ds(a,b) =
= Ia bl , resulta la bl = 0 y, en consecuencia, a = b ; —Si
da(a,b) = Ia sl + Is bI , resulta Ia sI: 0 = Is bl y, en con
secuencia,a = s = b , o sea, a = b . Evidentemente a = b impli

ca ds(a,b) = 0 . Procediendo en forma análoga se demuestra que
ds(a,b) = ds(b,a) . Para probar que ds(a,c) < ds(a,b) + ds(b,c),
suponemos primero que a, c, s están alineados en cuyo caso
ds(a,c) = Ia cI < la bl + Ib c] < ds(a,b) + ds(b,c); aquí he
mosaplicado la propiedad triangular de la distancia euclidia
na y que para x,y e X , Ix yI < ds(x,y) . Si a, c, s no están
alineados entonces ds(a,c) = Ia sI + Is cl ; si b = s , eviden
temente, vale ds(a,c) < ds(a,b) + ds(b,c) ; si suponemosb 1 s,
tendremos que analizar los siguientes casos: 19) a, b, s ali
neados y, en consecuencia, b, c, s no alineados; así ds(a,c) =
= Ia sI + Is (fl < hi bI+Ib sI +Is cI = ds(a,b) + ds(b,c) .
29) b, c, s alineados y, en consecuencia, a, b, s no alineados;
asi ds(a,c) = Ia sI + Is cl < ht sl +Is bI +Ib cI = ds(a,b) +
+ ds(b,c) . 39) a, b, s y b, c, s no alineados; asi ds(a,c) =
=Ia sI + ¡s cl. < Ia 5| + Is bI +Ib sl + Is cI = ds(a,b) +
+ ds(b,c). De esta forma hemos probado que (X,ds) es un espacio
métrico.

Dados a,b e X , definimos B(a,b) = {x e X / ds(a,b) =
ds(a,x) + ds(x,b) }. Observemosque si a, b, s están alineados
B(a,b) es el segmento a b ; por otra parte, si a, b, s no es
tán alineados, B(a,b) es la unión de los segmentos a s y s b .
Sea A c x , definimos C(A) = U {B(a,b) / a,b e A} y c“(A) in
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ductivamente por: 1.- c° (A) = A ; 11'.- c’”(A) = c<cj (A)). Fi
nalmente definimos K(A) = U{c"(A) / n > 0} .

Al estudiar el sistema axiomático para operadores de bandas
en el capítulo III, veremos que para probar que K cumple (Ax 1)
a (Ax 5) alcanza con demostrar que B cumple los axiomas de ban
das (P 1) a (P u) de dicho capítulo. Resulta evidente que a,b E
G B(a,b) y que B(a,a) = {a} ; en consecuencia, B cumple (P 1)
y (P 2).

Para ver que el operador B cumple (P 3), tomemos al E B(a,p)
la E B(b,p) y XIGEB(a¡,b¡) ; en virtud de la definición de B ,
tenemos que B(al,b¡) C B(a,p) U B(b,p) y, en consecuencia,
xl e B(a,p) o xle B(b,p); así tomando, respectivamente, x = a .
o x = b obtenemos que XIG B(x,p)» De.esta forma llegamos al con
secuente de (P 3) según el cual existe x e B(a,b) tal que xle
E B(x,p) .

También puede verse fácilmente que el operador B cumple
(P H). En efecto, sean a G B(b,p) y e E B(d,p). Si b, p, s ;
d, p, s y b, d, s son ternas no alineadas entonces s G B(a,d)n
n B(b,c). Si solamente una de las tres ternas anteriores está

alineada y s está entre los otros dos puntos de esa terna, en
tonces nuevamente s e B(a,d) n B(b,c) . Los casos restantes se
reducen a demostrar que en la recta vale que a G [b,p] y c G
e [d,p] á [a,d] n [b,c] í Ó lo cual es consecuencia de

(2.12). De esta forma llegamos en todos los casos a que B(a,d)n
n B(b,c) a! 4» .'

De esta forma hemos probado que B cumple (P 1) a (P H) y,
en consecuencia, K cumplirá (Ax 1) a (Ax 5). Observemos que las
bandas B(a,b) que hemos definido en el espacio métrico (X,ds),
son llamadas, en [12] , bandas cerradas; además, en virtud de
[12] (1.2), K es el operador de cápsula convexa en la métrica
d: . Los resultados dados en [12] sobre convexidad en espacios
métricos, se encuentran con mayor detalle en [23] . Gran parte
de los resultados sobre.convexidad métrica pueden hallarse en
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[2M] .

Por las definiciones dadas en [23] capítulo IV (o en [12],
2), (X,ds) no goza de la propiedad de los dos triples (o sea,
no es "2-3"); en consecuencia, (X,ds) no es un espacio de Blu
menthal. Resulta inmediato que el operador K definido en (X,ds)
no es el operador de cápsula convexa usual de ningún espacio
vectorial.

H.- Relación con el sistema axiomático de Ellis.

El sistema axiomático para operadores de cápsula convexa,
es una particularización del dado por Ellis en [7] y cuyOSaxio
mas ya han sido enunciados en el parágrafo 2 , capítulo I del
presente trabajo. En lugar de tomar dos operadores Kl y K2 como
hace Ellis, hemos considerado un solo operador K. Por otra parte

.pedimos que card X > 2 y que K tenga la propiedad T], es decir,
K(a) = {a} para todo a G X . Esta propiedad no se deduce en el
sistema axiomático de Ellis, pues si consideramos un conjunto
X con card X > 2 y definimos para todo A C X K¡(A) = K2(A) =
= X , obtenemos un modelo de dicho sistema axiomático en donde

los operadores Kly K2 no cumplen la propiedad T]. La condición
card X > 2 y la propiedad Tl del operador K , permiten deducir
en nuestro sistema para operadores de cápsula convexa que K(Ó) =
= Ó y algunos resultados sobre semiespacios (como ya señalamos
en (1.3)). Si en el sistema axiomático de Ellis consideramos
un único operador K en lugar de dos operadores Kly K2 (o sea,
suponemos K]: K2 y definimos K = K]: K2), entonces los axio
mas 1 y 2 de dicho sistema resultan de (6.1)i y ii respectiva
mente, mientras que los axiomas 3, H y 5 son respectivamente
(Ax 2), (Ax H) y (Ax 5).

5.- Independencia de los axiomas.

En este parágrafo veremos que cualquiera de los axiomas del



28

sistema axiomático para operadores de cápsula convexa conside
rado, es independiente de los restantes, o sea, no se deduce
de ellos. Con tal fin, para cada uno de los axiomas (Ax 1) a
(Ax 5), encontraremos un conjunto X tal que card X > 2 y una
función K : P(X) 9 P(X) Que no verifique dicho axioma pero cum
pla todos los restantes. En cada caso tendremos que definir
K(A) para todo A C X .

(5.1) Independencia de (Ax 1). Tomemoscomo conjunto X el pla
no y definamos K(A) = C(A) = UIÍa,b] / a,b € A} , en donde
[a,b] denota el segmento cerrado de extremos a,b . En virtud
de lo visto en (1.1), el operador K así definido no cumple (Ax
1). Sin embargo, fácilmente podemos_ver que K cumple los res
tantes axiomas. En efecto, para ver que K cumple (Ax 2), tene
mos en cuenta que K(a,b) = [a,b]; luego, por definición de K,
resulta K(A) = U {K(a,b) /a,b G A} C U {K(F) / F finito y F C
'C A} ; como por otra parte F C A implica K(F) C K(A), obtene
mos K(A) =\J{K(F) / F finito y F C A}. Obviamente, K cumple
(Ax 3) . Para probar que K cumple (Ax u), consideremos Ó i
1 F C X , F finito y p G X , así K(F U {p} ) = U{K(a,b) /a,be
E F U {p}}C U{K(a,p) / a É K(F)} . El operador K cumple (Ax 5)
pues en virtud de la demostración de (2.12) podemosafirmar que
en el plano vale que si a G [b,p] y c E [d,p] entonces [a,dlñ
n [b,c] í Ó . Así queda probada la independencia de (Ax 1).

La construCción anterior puede generalizarse permitiéndonos
obtener otros ejemplos para probar la independencia de (Ax 1).
Én efecto, si X es un espacio vectorial sobre un cuerpo ordena
do E , con dim X = d > 1 y definimos C(A) = U{Ía,b] / a,b e A}

j"(A) = c(c’ (A)) , se
ve fácilmente que estos operadores cumplen (Ax 2) a (Ax 5) y
que conv(A) = U {Cn(A) / n > 0} . Por ejemplo, por inducción

y Cn(A) inductivamente por C°(A) = A y C

. 0
sobre n podemos ver que Cn cumple (Ax H); ev1dentemente C cum
ple (Ax H). Supongamos que vale (Ax H) para n = j > 0 y consi
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JH
deremos Ó i F C X ,'F finito y p E X ; si x E C (F U {p}) ,
entonces existen a,b G Cj(F U {p}) tales que x e [a,b] . Pero
por hipótesis inductiva a,b € U {Cj(c,p) / c G Cj(F)l =U{[c,p]/
c e CJ(F)} y, en consecuencia, existen al,bl e Cj(F) tales que
a E [a¡,p], b e [b¡,p].

Así, por la demostración de (2.11), existe xle [a¡,bJ tal
que x e [x¡,p]; pero como [a¡,b¡] C CÍH(F) , resulta que xl e
¿"m , de donde x e u {[c,p] / c e ¿“(FM =U{c"”<c,p> /
c e CÍH(F)} , lo cual asegura que Cfiitambién cumple (Ax H).

Si bien para todo entero no negativo n , el operador Cn cum
ple (Ax 2) a (Ax 5), no ocurre lo mismo con respecto a (Ax 1),
En efecto, resulta evidente que para n = 0 , Cn cumple (Ax 1).
Si 1 < 2n< d + 1 , entonces Chi conv y en consecuencia Cn(Cn(A))
C Cn(A) para algún A C X , o sea, Cn no cumple (Ax 1); en caso
contrario, si d + 1 < 2n , entonces Cn = conv, de donde Cn veri
fica (Ax 1). Lo que acabamos de afirmar se deduce mediante el
teorema de Carathéodory (ver [11] , Theorem 1.2u). Los operado
res Cn considerados, son un caso particular de los operadores
con; definidos por Bonnice y Klee [25], mediante los cuales
también podriamos probar la independencia de (Ax 1).

(5.2) Independencia de (Ax 2). Por (1.2), los operadores clau
sura y cápsula convexa cerrada definidos en el plano con la to
pología usual no cumplen (Ax 2); sin embargo, puede verse que
dichos operadores cumplen los cuatro axiomas restantes, lo cual
asegura la independencia de (Ax 2). Para dar estos ejemplos en
una forma más general, tomemosX = Rd: {(xl,..., xd) / x¡,...,
xde R}; si x = (x¡,...,x ) e Bi¿_definimos la norma euclídea
de x mediante "x" = VxÏ+ ... + x: . Tomando, para todo A C X ,
K(A) = Á (donde Á denota la clausura de A en la topología da
da por la norma), obtenemos que K cumple todos los axiomas 1 a
5 salvo (Ax 2). En efecto, K cumple (Ax 1) pues Á = Á para
cualquier A C X ; para ver que K cumple (Ax 3), (Ax H) y (Ax 5)
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se tiene en cuenta que F C X y P finito implica que F = F ;
sea A = {x e Rd/ "x" < 1 }, entonces Á É {x E Rd/ Hxfl < 1 }

mientras que U {Ï / F finito y F C A} = U{F / F finito y F C
A }= A y, en consecuencia, no se cumple (Ax 2).

Si consideramos nuevamente X = Rd con la norma euclídea, pe
ro definimos para todo A C X , K(A) = cconv(A) (donde cconv(A)
denota la cápsula convexa cerrada de A en dicho espacio, o sea,
cconv(A) = EEEVÏK)), obtenemos nuevamente que K cumple todos los
axiomas salvo el 2 . En efecto, K cumple (Ax 1) ya que para to
do A C X , K(K(A)) = K(A) por ser cconv(A) un convexo cerrado;
para ver que K cumple los axiomas 3, H y 5 se tiene en cuenta
que si F C X y F finito entonces F es compacto y, en consecuen
cia conv(F) es compacto (ver [26], (3.2.18)), luego conv(F) es
Cerrado y cconv(F) = ESE???) = conv(F) ; tomando, nuevamente,

IA = {x e Rd / "x" < 1} resulta que A es convexo, luego cconv(A):
=.W) = Á = {x e Rd/llxll<1 }, pero U{cconv(F) / F finito y
F C A} = U {conv(F) / F finito y F C A} = A y, en consecuencia,
el operador no cumple (Ax 2).

Observemos que por ser todas las normas de Rd uniformemente
equivalentes (ver [26], (3.1.9)), habríamos llegado a las mis
mas conclusiones si hubiéramos considerado cualquier otra nor
ma de Rd.

(5.3) Independencia de (Ax 3). En (1.3) indicamos que la cápsu
la lineal en espacios vectoriales no cumple el axioma 3 ; este
operador nos va a permitir probar la independencia de (Ax 3)
pues cumple los cuatro axiomas restantes. En efecto, sea X un
espacio vectorial (de dimensión 9 1 ) sobre un cuerpo B ; dado
A C X , diremos que L(A) es la cápsula lineal de A si L(A) es
el menor‘subespacio de X que incluye a A . Resulta inmediato
que si A # Ó entonces L(A) es el conjunto de todas las combina
ciones lineales de elementos de A , o sea, L(A) = {A¡a¡+ ... +
+ A“ an / A¡€ B , a¡€ A , n E N }; la definición de cápsula li
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neal nos asegura que L(Ó) = {0} . El operador L cumple (Ax 1)
pues por definición resulta idempotente. Teniendo en cuenta la
expresión de L mediante combinaciones lineales obtenemos que L
cumple (Ax 2) y (Ax u); por ejemplo, para ver que L cumple este
último axioma tomemos F = {a¡,..., an}C X y p G X ; si x C
C 1K? U {p}) entonces existen A1,...,An, AG E tales que x =
= Alal+ ... + Anan + Ap , de donde tomando a = Alal+ ... + Ana"
resulta que x E L(a,p) con a E L(F). Como0 e L(A) para todo
A C X , L cumple (Ax 5). Para ver que_L no cumple (Ax 3) toma
mos x G X , asi L(x) = {Ax / A G E }; luego si x f 0 , L(x) í
{x} .

Otro operador que permite probar la independencia de (Ax 3)
es la cápsula cónica. En efecto, sea X un espacio vectorial (de
dimensión > 1) sobre un cuerpo ordenado E ; dado C C X , di?
remos que C es un cono convexo si cumple las dos condiciones
siguientes: i) 0 E C , ii) x,y G C , a ,B C E , a, B > 0 =
a x + B y e C . Así un subconjunto C del espacio vectorial X
es un cono convexo si es no vacío y es cerrado con respecto a
las combinaciones lineales a coeficientes no negativos. Dado
A C X , diremos que cono(A) es la cápsula cónica de A , si es
el menor cono convexo de X que incluye a A . Evidentemente,
cono(A) = n {C C X / C cono convexo y A C C }. En forma inmedia
ta se ve que si A i Ó entonces cono(A) es el conjunto de todas
las combinaciones lineales a coeficientes no negativos de ele
mentos de A ; por otra parte cono(ó) = {0} . Para ver que el o
perador cápsula cónica cumple todos los axiomas salvo (Ax 3),
se procede en forma análoga a lo hecho con el operador cápsula
lineal.

La independencia de (Ax 3) también puede probarse tomando
un conjunto X tal que card X > 2 y definiendo K(A) = X para to
do A C X . Obviamente, K cumple todos los axiomas salvo (Ax 3).
Este ejemplo ya fue utilizado en (1.3) comomodelo de un siste
ma axiomático más débil.
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(5.H) Independencia de (Ax H). Sea X un conjunto tal que card
X > H ; para todo A C X definimos: K(A) = A si card A < 2 y

KfiA) = X si card A > 2 . Este operador no cumple (Ax H); en e
fecto, sea F C X tal que card F = 2 y p G X —F ; así, por de
finición de K , resulta que K(F) = F , U {K(a,p) / a E K(F)} =
U {{a,p} / a E F} = F U {p} pero K(F U {p}) = X ; en consecuen
cia, K(F U {p}) q U {K(a,p) / a E K(F)} . Sin embargo, en for
ma inmediata puede verse que K cumple los restantes axiomas.
Por ejemplo, para ver que K cumple (Ax 1) consideramos A C X ;
si card A < 2 entonces K(A) = A y K(K(A)) = K(A); si card A > 2
entonces K(A) = X y K(K(A)) = K(X) = X = K(A) .

El ejemplo anterior puede generalizarse de la siguiente for
ma; sea n > 2 y X un conjunto tal que card X > n + 2 ; para to
do A C X definimos K(A) = A si card A < n y K(A) = X si card
A > n . Para ver que K no cumple (Ax H) tomamos F C X_tal que
card F = n y p e X-—F. Para probar que se cumplen los restan
tes axiomas se procede en forma análoga a1 ejemplo anterior.

Observemos que para todo n > 2 , los operadores K definidos
precedentemente, si bien no cumplen (Ax u), satisfacen los cua
tro axiomas de los operadores de bandas dados en el parágrafo
1 del capítulo III, pues si a,b E X entonces K(a,b) = {a,b} .
Si K] es el operador de cápsula convexa definido a partir de
los K(a,b) mediante KI(A) = U {Cm(A) / m > 0} (ver parágrafo
8), resulta que para todo A C X , K¡(A) = A , de donde si card
A >n entonces K(A) 1 K¡(A) . Así, mediante las bandas dadas
por K que no es un operador de cápsula convexa, hemos definido
Kl que es un operador de cápsula convexa. Si K hubiera satisfe
cho también (Ax u) entonces K = Kl (ver (7.2H)).

Ahora veremos otro ejemplo que también permite probar la in
dependencia de (Ax H). Sean g, h, i tres puntos no alineados
del plano y sea X = conv(g,h,i) - (g,h) donde conv(g,h,i) deno
ta la cápsula convexa usual de {g,h,i} v (g,h) denota el segmen
to abierto de extremos g,h ; así X es el triángulo g,h,i al cual
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le hemosrestado el conjunto de los puntos interiores al la
do g h ; por tal motivo X no es un conjunto convexo del plano.
Definimos, para todo A C X , K(A) = X n conv(A); fácilmente
podemos ver que K cumple todos los axiomas salvo (Ax u). En
efecto, K(K(A)) = X n conv(X n conv(A)) C X n conv(conv(A)) C
C X ñ conv(A) = K(A) ; así K cumple (Ax 1). Por otra parte,

K(A) = X n conv(A) = X n U {conv(F) / F finito y F C A } =

U{ X n conv(F) / F finito y F C A }= U {K(F) / F finito y F C
A I; en consecuencia, K cumple (Ax 2). Es evidente que K cum
ple (Ax 3). Para ver que K cumple (Ax 5), tomamos b, d, p E X,
a E K(b,p) y c E K(d,p) ; por definición de K, obtenemos que
a G conv(b,p) y c G conv(d,p). Sea A = conv(a,d) n conv(b,c) ;
por (2.12), A í Ó . Si {a,b,c,d,p} n A i Ó entonces X n A 1
Ó y K(a,d) n K(b,c) í Ó . Si {a,b,c,d,p} n A = Ó entonces
A es un conjunto unitario tal que A C [conv(b,d,p)]o y, en

'consecuencia, A C X ; así K(a,d) Ñ K(b,c) = A i Ó .
I Para ver que K no cumple (Ax H) tomemos F = {g,h} y p E

X —F , entonces K(F U {p}) = K(g,h,p) = conv(g,h,p) —(g,h);
pero U {K(a,p) / a G K(F)} = U{K(a,p) / a G F} =.K(g,p) U K(h,p)=
= conv(g,p) U conv(h,p); en consecuencia, K(F U {p}) d U {K(a,p)
/ a E K(F)} .

Destaquemos que el operador K que acabamos de considerar
también permite probar la independencia del tercer axioma del
sistema axiomático para operadores de bandas.

(5.5) Independencia de (Ax 5). El último ejemplo dado en (5.H)
para probar la independencia de (Ax H), nos permite observar
que si V es un espacio vectorial (de dimensión > 2) sobre un
cuerpo ordenado E y X C V , entonces el operador K : P(X) *
P(X) definido, para todo A C X , por K(A) = X n conv(A) cumple
(Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3). Si además X es convexo, entonces K tam
bién cumple (Ax u) y (Ax 5). En caso contrario, si X no es con
vexo, entonces podremos elegir el conjunto X de tal forma que
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K no cumpla (Ax u) ni (Ax 5), o cumpla únicamente uno de estos
dOS últimos axiomas. _

Así, en forma muy sencilla podemos probar la independencia
de (Ax 5). Sean g, h, i tres puntos no alineados del plano y
sea X = conv(g,i) U conv(h,i) . Si definimos, para todo A C X ,
K(A) = X'Wconv(A), por la observación anterior, resulta que K
cumple (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3). Dado F subconjunto finito y no
vacío de X , puede ocurrir que: i) F C conv(g,i) ; ii) F C
conv(h,i), iii) F Q conv(g,i) y F Q conv(h,i). Analizando estos
tres casos, que son mutuamenteexcluyentes,:llegamos a que cual
quiera sea p G X se verifica que K(F U {p}7 C U {K(a,p) / a E
K(F)} ; de esta forma se puede ver que K cumple (Ax H).

Para comprobar que K no verifica'(Ax 5), podemos tomar
b El g,i) ; d €[ h,i) , p = i , a<5(b,p) y c G (d,p). Así a e

_ K(b,p) y c E K(d,p) pero, sin embargo, K(a,d) n K(b,c) = Ó .

6.- Consecuencias de los tres primeros axiomas.

Ahora vamosa deducir algunas proposiciones utilizando úni
camente (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3). Estas proposiciones no solamen
te serán válidas para el operador cápsula convexa en espacios
vectoriales, sino que también valdrán para la cápsula afín ya
que esta última también satisface los tres primeros axiomas.
En la primera de estas proposiciones veremos que K cumple los
dos primeros axiomas de Ellis [7]:

(5.1) Sea A C x , entonces: 1'.- A C K(A). 11.- K(K(A)) = K(A).

Demostración. i.- Si a E A , por (Ax 2), K(a) C K(A); pero, por
(Ax 3), K(a) = {a} ; así a e K(A). ii.- Por i, K(A) C K(K(A));
en consecuencia, teniendo en cuenta (Ax 1), resulta K(K(A)) 
= K(A).

Siguiendo la nomenclatura utilizada por Gastl y Hammer[20],
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la proposición (6.1) expresa que K es agrandante e idempotente.
En la próxima proposición veremos que K es isotónico, o sea,
que preserva inclusiones.

(6.2) i.— A C B C X a K(A) C K(B).ii.- Si {Aj/ j e J} es una fa
milia de subconjuntos de X , entonces: a) K(n {Aj/ j e J} ) C
n {K(Al) / j e J} ; b)U {K(Aj) / j e J} C K(U {Aj/ j e J} ).

Demostración. i.— Supongamos A C B , si x E K(A), por (Ax 2),
existe F finito y F C A tal que x e K(F) . Evidentemente, F C B
y, en consecuencia, por (Ax 2), x e K(B). ii.- a) Aplicando la
definición de intersección tenemos que, para todo l E J , n {Aj/
j E J lC Al ; así, por i, K(n {AJ/ j e J }) C K(Al) para todo
1 G J y, en consecuencia, K(n {AÍ/ j E J}) C n {K(Aj) /j e J }.
b)-Se prueba en forma análoga a la parte a).

(6.3) Observación: En la demostración anterior, utilizando úni
camente i, probamos ii a) y b). De esta forma, dado cualquier
conjunto X y cualquier función K : P(X) * P(X) , obtenemos que
i á ii a), y ademási á ii b); por otra parte, ii a) 5 i , ya
que suponiendo ii a) y tomando A C B obtenemos K(A) = K(A n B)C
K(A) n K(B) y, en consecuencia, K(A) C K(B); análogamente
ii b).=> i . Así ii a) y b) son otras dos formas de expresar la
isotonía de K . Destaquemos que, según lo indicamos en (1.2),
la isotonía no implica (Ax 2). Sin embargo, resulta evidente
que la isotonía de K es equivalente a la proposición A C X 9
K(A) = U{K(F) / F C A } .

(6.H) Sea{ Aj/ j G J} una familia (no vacía) de subconjuntos de
X tal que para todo j], j2 E J , existe jJG J tal que AjU AjC
A]..Entonces K(U{A¡/j€J})=U{K(A,.) /j€J}. ' 2

3

Demostración. Sea A = U{Aj/ j e J} ; en virtud de (6.2) ii b),
resta probar únicamente que K(A) C U {K(Aj) / j G J}. Tomemos
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x E K(A), por (Ax 2), existe F finito y F C A tal que x e K(F).
La finitud de F nos permite afirmar que existen jl, ..., jue J
tales que F C Aj U ...U AJ ; pero por hipótesis existe jnue J

tal que AHU .3. U Au<3 Aarl y , en consecuencia, por (Ax 2),
x E K(A%+l) . De esta forma x e U {K(Aj) / j C J} .

(6.5) Observación: La proposición (6.H) se encuentra en Hammer
[27] , 2.3. Evidentemente, para probar (6.H) utilizamos únicamen
te (Ax 2) pues (6.2) ii b) es una consecuencia de dicho axioma.
De esta forma, dado cualquier conjunto X y cualquier función
K : P(X) 9 P(X), obtenemos que (Ax 2) á (6.u); además también
se cumple que (6.H) á (Ax 2). En efecto, sea A C X ; evidente
mente, A = U{F / F finito y F C A} ; pero si Fl, F2 son subcon
juntos finitos de A , entonces FILJ F2 es un subconjunto finito
de A . De esta forma, por (6.4), K(A) = U{K(F) / F finito y F C
A }.

Resulta evidente que también es equivalente a (Ax 2) y, en
consecuencia, a (6.u) la siguiente proposición:

(6.6) Si {Ai/j e J} es una familia (no vacía) de subconjuntos
de X cerrada para uniones finitas, entonces K(U {Aj/ j e J}) =
=U {K(Aj) / j E J}.

Comocorolario de esta última proposición obtenemos:

(6.7) Si {Ai/ j e J} es una cadena (no vacía)‘de subconjuntos
de X, entonces K(\J{AJ/ j e JI) = U{K(Aj) / j e J} .

(6.8) Observación: Por ser (6.7) corolario de (6.6), podemos
afirmar que dado cualquier conjunto X y cualquier función K
P(X) * P(X), (Ax 2) á (6.7). Ahora veremos que también vale que
(6.7) “'(Ax 2).

Supongamos(6.7); luego K es isotónico y, en consecuencia,
A c x =>K(A) 3 U {mm / F finito y F c A 1; para obtener (Ax 2)
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resta probar que A C X = K(A) C U {K(F) / F finito F C A} (I)

Si A es finito, la implicación (I) resulta inmediata. Para
el caso en que card A = X , probaremos (I) por inducción trans
finita sobre a; para talaprueba utilizaremos el siguiente lg
ma : Si A es un conjunto tal que card A = Xa y ma es el pri
mer ordinal tal que card [0, m8 = Xa entonces para todo B < w
se verifica que A = U{A / B < Y < ma }, donde AY: f([0,Y)) y
f es una biyección de [0,wa) sobre A. En virtud de la defini

0.

ción de los AY, podemos afirmar que {AY/ B < Y‘<wa}es una ca
dena creciente (no vacía) de conjuntos de card < Xa.

Ahora probaremos que vale (I) para A tal que card A = X0.

En virtud del lema, A = U {AY/ 0 < Y < mo} donde {AY/ 0=<Y <
mo} 'es una cadena (no vacía) de subconjuntos de X finitos; a

sí, por (6.7), K(A) = U{K(Ay) / 0 <Y < wo} , pero como cada AY
es un subconjunto finito de A , resulta que K(A) C U {K(F) /
F finito y F C A }. Supongamosque si 6‘<u , entonces vale (I)
para todo A tal que card A = X6 ; probaremos que también vale
(I) para todo A tal que card A = Xa. Sea A C X tal que card
A = Xa ; en virtud del lema, A = U{AY/ m°< y < ma} donde

{AY/ mo< Y < w }es una cadena (no vacia) de subconjuntos de
X tales que para todo Y ( NOSY < ma) existe 6 < a tal que
card‘AY = X6. Asi por (6.7) y por hipótesis inductiva, K(A) =
U {K(A ) / mo< Y < wa } C U{\J{K(F) / F finito y F C AY}/
mo< Y < ma} C U {K(F) / F finito y F C A}.

(6.9) i.— K(X) = X. ii.- K(Ó) =Ó .

Demostración. i.— ComoK es una función de P(X) en P(X), re
sulta que K(X) C X ; además, por (6.1)i, X C K(X). ii.- Como
card X > 2 , podemos tomar a,b E X y a i b ; luego, por (6.2)i
y (Ax 3), obtenemos K(Ó) C K(a) n K(b) = {a} n {b} = Ó .

(6.10) Observación: Por (6.9)ii, también se deducen las prOpo—
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siciones (6.H), (6.6) y (6.7) para el caso en que {Aj/ j e J}:
= Ó ; para tales deducciones no solamente utilizamos (Ax 2) si
no_también (Ax 3) y que card X > 2 .

Recordemosque, por la definición dada al comienzo del pará
grafo 1 , un subconjunto A de X es convexo si A = K(A) .

(6.11) Si {Aj/ j e J} es una familia de subconjuntos convexos
de X , entonces n {Aj/ j e J} es un subconjunto convexo de X .

Demostración. Sean {Aj/ j e J} una familia de subconjuntos
convexos de X y A = n{Aj/ j e J} ; por (6.1)i, A C K(A) ; por
(6.2)ii a), K(A) C n {K(Aj) / j E J} = A ; así A es convexo.

(6.12) Sea {Aj/ j e J} una familia de subconjuntos convexos de
X que cumple alguna de las siguientes condiciones:
a) para todo j], j2 E J, existe j3 G J tal que Aj U lg C Aj ;
b)'{Aj/ j E J } es cerrada para uniones finitas;l 2 3
c) {Aj/ j e J } es una cadena. '

Entonces U {Aj/ j E J} es un subconjunto convexo de X .

Demostración. a) Sea {Al/ j G J} una familia de subconjuntos
convexos de X tal que para todo j], j2 G J , existe jae J tal
que Aj U Aj C Aj ; sea A = U{Aj/ j e J}. Por (6.H) y (6.10),
K(A) ÉLJ{K(A;) / j3€ J} = A ; así A es convexo. b) Se utiliza
(6.6) y (6.10). c) Se utiliza (6.7) y (6.10).

(6.13) Si A C X , entonces K(A) es la intersección de la fami
lia de los subconjuntos convexos de X que incluyen a A .

Demostración. Sean A C X y Kl(A) = n{B / B convexo y A C B C X}.
Por (6.1), A C K(A) = K(K(A)); así K(A) es un subconjunto con
vexo de,X que incluye a A y, en consecuencia, K¡(A) C K(A) . Pe
ro, por (6.2)i, si B es convexo y A C B C X , entonces K(A) C

K(B) = B ; así K(A) C K¡(A) .
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Comocorolario de (6.1)ii y de (6.13) obtenemos:

(6.1H) Si A C X , entonces K(A) es elemento minimal de la fa
milia de los subconjuntos convexos de X que incluyen a A ; es
más, K(A) es el menor subconjunto convexo de X que incluye a A.

(6.15) Observación: Comoen la demostración de (6.13) se utili
zan únicamente (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3), podemos afirmar que da
do cualquier conjunto X y cualesquiera sean K y K' funciones de
P(X) en P(X) que cumplan (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3), entonces K =
K' sii {A C X / A = K(A)} = {B C X / B = K'(B)} , o sea, K = K'

sii K y K' definen los mismos subconjuntos convexos de X .

7.- Algunas consecuencias de los cuatro primeros axiomas:
Caracterización de los convexos v de la cápsula convexa me
diante bandas. Los Operadores Cn .

Los cuatro primeros axiomas permiten caracterizar, mediante
bandas, a los convexos (ver (7.1)) y a la cápsula convexa (ver
(7.2H)). Para esto último introducimos los operadores C y Cn,
de los que estudiamos algunas propiedades, analizando qué axio
mas de K utilizamos en sus demostraciones.

(7gl) Si A C X , los siguientes enunciados son equivalentes:
i.- K(A) = A . ii.- {a,b} C A á K(a,b) C A .

Demostración. i á ii. Supongamosi ; si {a,bJC A , por (6.2)i,
K(a,b) C K(A) = A .
ii á i . Supongamosii. Por (6.1)i , A C K(A) ; para probar
que K(A) C A , por (Ax 2) alcanza con demostrar que F finito
y F C A a K(F) C A (I) , Esta demostración se hace por induc
ción sobre j = card F . Por (6.9)ii, la proposición (I) resul
ta trivial para j = 0 . Comosuponemos ii, también vale (I) pa
ra j = 1 . Ahora supongamos (I) para j=11>1 y sea F ={a¡,...,
'an,an”}<IA tal que card F = n-+1; vamos a ver que K(F)C A. Tomenos x C K(F);
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por (Ax H), existe a G K(a¡,..., an) tal que x E K(a, an”);pe
ro por hipótesis inductiva a E A . Así, por ii, K(a,an”) C A y,
en consecuencia, x C A .

(7.2) Observación: En nuestro sistema axiomático, para deducir
(7.1) es necesario utilizar (Ax H). Esto puede verse mediante
el primer ejemplo dado en (5.H); en efecto, sea X un conjunto
tal que card X > H y para todo A C X definimos K(A) = A si card
A < 2 y K(A) = X si card A > 2 ; como ya hemos visto en (5.a) K
cumple todos los axiomas salvo (Ax H); tomando A C X tal que
card A > 2 y A i X vemos que K(A) = X í A pero, sin embargo, si
{a,b} C A entonces K(a,b) C A ;'así K no verifica (7.1).

Si bien para deducir (7.1) tenemos que utilizar (Ax u), sin
embargo, en el sistema axiomático dado por (Ax 1), (Ax 2), (Ax
3)'y (Ax 5), tenemos que (7.1) no es equivalente a (Ax H). Esto
puede verse tomando el último ejemplo de (5.9) el cual‘verifica
(Ax 1), (Ax 2), (Ax 3), (Ax 5) y (7.1) pero no verifica (Ax u).
Recordemos que en dicho ejemplo tomábamos g, h, i tres puntos
no alineados del plano y X = conv(g,h,i) —(g,h), y definíamos
K(A) = X n conv(A) . De esta forma el sistema axiomático dado
por (Ax 1), (Ax 2), (Ax 3), (7.1) y (Ax 5) es más débil que el
dado por (Ax 1) a (Ax 5), o sea, todo teorema del primer siste
ma es teorema del segundo, pero hay teoremas del segundo (como
(Ax H)) que no son teoremas del primer sistema. Comoseñalamos
en (1.u), si tomamos como axiomas (Ax 1), (Ax 2), (Ax 3) y (7.1)
obtenemos un sistema axiomático cuyos teoremas también son váli
dos para la cápsula afín en espacios vectoriales.

(7.3) Observación: La proposición (7.1) nos asegura que un sub
conjunto A de X es convexo sii cualesquiera sean a,b G A , la
banda determinada por a,b está incluida en A . La analogía entre
este resultado y 1a definición usual de convexo en espacios vec
toriales sobre cuerpos ordenados, dada en el parágrafo 2 del pre
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sente capítulo, permite hacer nuevas demostraciones de algu
nas de las proposiciones del parágrafo 6 por analogía con las
demostraciones de dichas proposiciones para la convexidad vec
torial (ver [9]). De esta forma, podemosobtener, por ejemplo,
la siguiente demostración de la proposición (6.11):

Sean {Aj/ j e J} una familia de subconjuntos convexos de
X y A =FHAJ/ j G J} . Si a,b e A , entonces para todo j e J ,
a,b E Ai; así por (7.1), para todo j G J , K(a,b) C Ai; luego
K(a,b) C A y , en consecuencia, por (7.1), A es convexo.

En forma inmediata, también podemos probar (6.12) y de a
llí obtener (6.u), (6.6) y (6.7).

(7.u)-Observaeión: Por (6.15) y (7.1), podemosafirmar que da
do cualquier conjunto X tal que card X> 2 y cualesquiera sean
K-y K' funciones de P(X) en P(X) que cumplan (Ax 1) a (Ax H),
entonces K = K' sii para todo a,b e X , K(a,b) = K'(a;b). Tam
bién podemosafirmar que dado cualquier conjunto X y cualesquie
ra sean K y K' funciones de P(X) en P(X) que cumplan (Ax 1),
(Ax 2), (Ax 3) y (7.1), entonces K = K' sii para todo a,b G X ,
_K(a,b) = K'(a,b). De esta forma, el operador de cápsula convexa
K queda determinado por la familia de todas las bandas K(a,b)
con a,b E X .

Mediante las bandas, definimos para todo A C X , C(A) =
U {K(a,b) / a,b"e A }. Si {al,..., an}C X , C({al,...,aj) se
escribirá C(a¡,...,an). Mediantela definición de C y sin utili
zar propiedades de K (salvo el hecho de que K es una función de
P(X) en P(X)), podemos probar que C es isotónico y tiene la pro
piedad de dominio finito:

(7.5) 1.- A C B C x =>C(A) C cua) .

11.- A cx =>c<A>= U{C(F) / F finito y F CA}.

Demostración. i.- Supongamos A'C B C X y sea x E C(A); entonces
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existen a,b E A tales que x E K(a,b) ; pero a,b G B y, en con
secuencia, x E C(B). ii.— Sea A C X ; por i, U{C(F) / F finito
y F C A} C C(A) . Para probar la otra inclusión, tomemos x E
C(A); así existen a,b E A tales que x G K(a,b) ; pero como
K(a,b) C C(a,b), resulta que x e C(a,b) ; luego, tomando F =
= {a,b}, obtenemos que existe F finito y F C A tal que x E C(F).

También, mediante la definición de C y sin utilizar propie
dades de K , podemos probar:

(7.6) i.- C(Ó) = Ó. ii.- a G X = C(a) = K(a) .

La definición de C y 1a isotonía de K , probada en (6.2)i ,
nos permite probar la siguiente proposición:

(7.7) a,b E X = C(a,b) = K(a,b) .

'Demostración. Sean a,b E X , por definición de C , obtenemos
C(a,b) = U{K(x,y) / x,y e {a,b}} = K(a,b) U K(a) U K(b) ; pero
por ser K isotónico, K(a) C K(a,b) y K(b) C K(a,b) ; así C(a,b):
= K(a,b) .

(7.8) a G X = C(a) = {a} .

Demostración. Por (7.6)ii y (Ax 3) obtenemos C(a) = K(a) = {a}.

En virtud de las proposiciones (7.5)ii y (7.8), el operador
.Cverifica (Ax 2) y (Ax 3). Esto permite obtener, en forma in:
mediata, la siguiente proposición:

(7.9) i.— A C X = A C C(A) .

ii.- A C X = C(A) C C(C(A)) . iii.- C(X) = X .

Demostración. i.- Es análoga a la demostración de (6.1)i . ii.
Es consecuencia de i. iii.- Ver la demostración de (6.9)i.
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También, se puede probar que C verifica (Ax H), para lo
cual se utiliza únicamente la definición de C y proposiciones
que se deducen de ella y de que K cumple (Ax 3).

(7.10) Ó í F C X , F finito y p e X á C(F U {p}) C U {C(a,p) /
a E C(F)} .

Demostraciég. Sean o í F C X y p G X ; si x E C(F U {p}), en

tonces existen xl, x2 G F U {p} tales que x E K(x¡,xz) y, en
consecuencia, x E C(xl,x2) (pues, por definición de C , K(x¡,x2)
C C(xl,x2)). Ahora bien, si xl, x2 G F entonces x E C(F); pe

ro, por (7.9)i , x G C(x,p); así x G U {C(a,p) / a G C(F)} .

Por otra parte, si xlE F y x2: p , tenemos que x E C(x¡,p) don
de, por (7.9)i , x16 C(F) . Si x13 x¿
C(a,p) para cualquier a E C(F) (donde C(F) i Ó ya que Ó í F C

.C(F) por (7.9)i ); así x E U {C(a,p) / a E C(F)} .

= p , entonces x e C(p) C

Comoen la demostración de (7.10) no se utiliza la hipóte
sis segün la cual F es finito, obtenemos mediante la misma de
mostración la siguiente proposición:

(7.11) Ó í A C X y p G X = C(A U {p}) C U{C(a,p) / a G C(A)} .

(7.12) Observación: En virtud de (7.7), resulta evidente que
si K es isotónico y cumple (Ax 5), entonces C también cumple
(Ax 5), o sea,.a G C(b,p) y c G C(d,p) á C(a,d) n C(b,c) í Ó .

De esta forma, si K cumple (Ax 2), (Ax 3) y (Ax 5), enton
ces C cumple (Ax 2), (Ax 3), (Ax H) y (Ax 5). Sin embargo, de
que K cumpla (Ax 1) a (Ax 5) no se deduce que C cumpla (Ax 1);
esto puede verse tomando como X el plano y como K el operador
de cápsula convexa usual (ver (1.1)).

Comoen la demostración de (7.5)ii no se utilizan axiomas
de K y en las demostraciones de (7.8) y (7.10) se utiliza úni
camente que K cumple (Ax 3), resulta que si K cumple (Ax 3) en
tonces C cumple (Ax 2), (Ax 3) y (Ax u).
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La isotonía de K nos permite probar la siguiente proposi
ción:

(7.13) A C X = C(A) C K(A) .

Demostración. Sea A C X y x E C(A), entonces existen a,b E A
tales que x e K(a,b); pero por la isotonia de K, K(a,b) C K(A)
Así x G K(A) .

(7.1u) Observación: Si tomamos como X el plano y como K el o
perador de cápsula convexa usual, resulta que si A está forma
do por tres puntos no alineados a, b, c , entonces C(A) í K(A),
pues C(A) = [a,b] U [b,c] U [a,c] mientras mk2K(A) = conv(A).
Así C(A), en este caso, no es convego.

Comoconsecuencia de (7.1) y de (7.9)i obtenemos la siguien
te proposición:

(7.15) Si A C X , los siguientes enunciados son equivalentes:
i.— A es convexo. ii.- C(A) C A . iii.— C(A) = A .

Demostración. i <==>ii.Resulta inmediata por (7.1). ii “’iii.
Es consecuencia de (7.9)i .

Hasta ahora hemos visto que C tiene muchas propiedades ané
logas a las de K , aunque puede no ser idempotente según se a
claró en (7.12). Ahora bien, para poder expresar K mediante C,
definimos inductivamente los operadores Cn de la siguiente for
ma: para todo A C x , i.— c°(A) = A , ii.- c¡”(A) = C(Cj(A))
En la proposición (7.2H), vamos a ver que K(A) =lJ{Cn(A) /
n > 0} . La demostración de dicha proposición puede hacerse u
tilizando pocas propiedades de los operadores Cn; sin embargo,
resulta interesante ver comolos Cn gozan de propiedades análo
gas a las de C . Estas propiedades se demuestran por inducción
sobre n .
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(7.16) Para todo número entero n > 0 , se cumple:

1.- A C B C x e c“<A) C c“(B) . _
11.- A C x = C"(A) = U{c“(r) / r finito y r C A} .
111.- c“(o> = o .

Demostración. En la misma no se utilizan los axiomas de K .
i.- Esta proposición resulta trivial para n = Ü . Supongamos
i para n = j > 0 y sean A C B C X ; vamos a ver que CP1(A) C
CjH(B) . Por hipótesis inductiva Cj(A) C Cj(B) ; así, por
(7.5)i , c<c‘<A)) c C(Cj(B)), o sea, c“‘(A) C c“'(B). 11.- Re
sulta trivial para n = 0 . Supongamos ii para n = j > 0 y sea
A c x ; en virtud de i,LJ{6"(P) / F finito y F C A}<: c““(A).
Para probar la otra inclusión, tomemosx C CjH(A); asi existen
xl, x2 C Cj(A) tales que x e K(x¡,x2) ; pero por hipótesis in
ductiva existen Fl, F2 finitos y Fl, F2 C A tales que xl C

2 e c’(F¡U
'Fz) . Dc esta forma, x C CÍH(Fl U F2) donde FILJ F2 es finito
y FlLJ P2 C A . iii.— Evidentemente, C°(Ó) = Ó . Supongamos
iii para n = j > o ; así d“(o) = c<c¡(o)) = C(Ó); en conse
cuencia, por (7.6)i, CÏH(Ó) = Ó .

C’(F¡) y x26 CJ(F2); en consecuencia, por i, xl, x

(7.17) Para todo número entero n > 0 , se cumple:
1.- a e x = c"(a) = {a 1. 11.- A C x e A C c"<A) . 111.- A C
x=6m>c6mWMLim—6M)=x.

Demostración. El único axioma de K que utilizamos es (Ax 3).
. . . 0 .1.- Tr1v1almente C (a) = {a} cualquiera sea a C X . Suponga
mos i para n = j 9 0 y sea a C X , entonces 6+l(a) = C(C5(a))=

¡+1= C(a); luego por (7.8), C (a) = {a}. ii.— Evidentemente, ii
vale para n = 0 . Supongamos ii para n = j 3 0 y sea A C X ,
entonces A C Cj(A); pero, en virtud de (7.9)i , Cj(A) C c“'(A);
así A C C“4(A). iii.- Es consecuencia de ii. iv.- Evidentemen
te, iv vale para n = 0 . Supongamos iv para n = j > 0 ; luego
c“'<x> = c(c’(x)) = C(X) ; así, por (7.9)111, c“'<X) = x .
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Ahora, vamosa probar algunas proposiciones, mediante las
I'Icuales demostraremos que para todo entero n > 0 , C cumple

(Ax H).

(7.18) Si ale K(a,p), ble KCb,p) y XIE K(al,b¡), entonces exis
te x G K(a,b) tal que xl E K(x,p) .

Demostración. En la misma utilizamos que K cumple (Ax 1), (Ax
2) y (Ax H). En efecto, por (Ax H), dados a, b, p e X obtenemos
que K(a,b,p) C U {K(x,p) / x G K(a,b)} ; asi, si ale K(a,p) ,
1%G K(b,p) y x16 K(a¡,b¡), entonces, por (6.2)i y (Ax 1), xle
K(a,b,p), de donde existe x G K(a,b) tal que xle K(x,p) .

La figura 3 ilustra la
proposición (7.18) para el
caso en que X sea el plano
y K la cápsula convexa u
sual.

(7.19) c,d E K(a,b) á K(c,d) C K(a,b) .

Demostración. Es consecuencia inmediata de (6.2)i y (Ax 1); asi
en esta demostración utilizamos únicamente que K cumple (Ax'l)
y (Ax 2). También podemos hacer la demostración mediante (7.18)
y (Ax 3); en efecto por (7.18), si c,d E K(a,b) y x16 K(c,d),
entonces existe x G K(a,a) = K(a) tal que x¡€ K(x,b) ; pero,
por (Ax 3), x = a ; asi x¡€ K(a,b).

(7.20) Para todo número entero n > 1 , se cumple a,b e X a
á C"(a,b) = K(a,b) .

Demostración. En ella utilizamos que K cumple (Ax 1), (Ax 2) y
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(Ax 3). En efecto, por (7.7), queda probada la implicación
para n = 1 . Supongamos que vale la implicación para n = j >1
y sean a,b G X ; así Cj+l(a,b) = C(K(a,b)); pero, por (7.9)i.
K(a,b) C C(K(a,b)); además, por (7.19), C(K(a,b)) C K(a,b);
luego, C(K(a,b)) = K(a,b) y, en consecuencia, Cj+l(a,b) =
= K(a,b) .

(7.21) Para todo número entero n > 0 , se cumple Ó i A C X y
pex=>c"(AU{p}> CU {c“(a,p» / a ec“(A)}.

Demostración. En la misma vamos a utilizar que K cumple los
cuatro primeros axiomas. Evidentemente, la implicación vale
para n = 0 ; además, por (7.11), también vale para n = 1 . Su
pongamos que la implicación vale para n = j'> 1 y consideremos
Ó í A C X , p € X y xle Cj*](A U {p}); por definición dc Cj‘:
existen al, bl e Cj(A U {p}) tales que xl G K(a¡,b¡); pero, por
hipótesis inductiva, existen a,b E CJ(A) tales que al e K(a,p)
y ble K(b,p) ; luego, por (7.18), existe x e K(a,b) tal que
xl C K(x,p) . Pero, como x E K(a,b), resulta que x E CJ+I(A) ;
además, por (7.20), K(x,p) = Cl+l(x,p); de esta forma, queda
probado que existe x E CJ+1(A) tal que x16 Cl+l(x,p) .

Comocaso particular de (7.21) obtenemos que para todo nú
mero cntero n > 0 , Cn cumple (Ax u).

(7.22) Observación: Como, para todo A C X , C°(A) = A , resul
ta evidente que Co cumple (Ax 5). En virtud de (7.12), si K
cumple (Ax 2) y (Ax 5), entonces Cl cumple (Ax 5). Además, por
(7.20), si K cumple (Ax 1), (Ax 2), (Ax 3) y (Ax 5), entonces
para todo número entero n 3 1 , Cn cumple (Ax 5).

De esta forma, si K cumple (Ax 1) a (Ax 5), entonces, para
todo número entero n > 0 , Cn cumple (Ax 2) a (Ax 5). Evidente
mente, Co cumple (Ax 1); sin embargo, de que K cumpla (Ax 1) a
(Ax 5) no se deduce que, para todo número entero n > 1 , Cn cum
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pla (Ax 1). Según aclaramos en (5.1), si X es un espacio vec
torial sobre un cuerpo ordenado y dim X = d > 1 , entonces si
1 < 2n<<d + 1 , resulta que Cn no cumple (Ax 1); por otra par
te, si d + 1 < 2n entonces Cn cumple (Ax 1).

Las relaciones entre las propiedades de K y las de los Cn
quedan señaladas en la siguiente proposición:

Sean X un conjunto y K una función de P(X) en P(X), enton
ces los Operadores Cn definidos anteriormente cumplen las si
guientes propiedades: .
i.- Para todo entero n > 0 , Cn cumple (Ax 2).
ii.— K cumple (Ax 3) Cápara todo entero n > 0 , Cn cumple (Ax m
iii.- Si K cumple (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3), entonces

a) K cumple (Ax H)=#para todo entero n >-0 , Cn cumple (Ax u).
b) K cumple (7.18)€ápara todo entero n > 0 , Cn cumple (Ax U).
c) K cumple (Ax 5)=”para todo entero n > 0 , Cn cumple (Ax 5).

Demostración. i.- Resulta de (7.16)ii
ii.— ( =>) Es consecuencia de (7.17)i.
( <=) Tomando n = 1 , C cumple (Ax 3); pero, por (7.16)ii, para
todo a e X , C(a) = K(a); luego K cumple (Ax 3). iii.— suponga
mos que K cumple (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3).

a) Se dedUCe de (7.21).
b) ( a) Se deduCe de (7.21).

( c) Utilizamos que C2 cumple (Ax H). Sean elEï K(a,p), ble
K(b,p) y xl€ K(al,b¡); luego, xle C2(a,b,p) C U {C2(x,p) / x E
C2(a,b)} ; así existe x G C2(a,b) tal que xle C2(x,p). Pero,
por (7.20), C2(a,b) = K(a,b) y C2(x,p) = K(x,p). En consecuen
cia, K cumple (7.18).

c) Se deduce de (7.20).
Del análisis de la demostración se deduce que en iii alcan

za con pedir que K cumpla (Ax 1) y (Ax 3), y sea isotónico. Pa
ra ver que, en iii.— a), no vale la recíproca podemostomar el
primer ejemplo de (5.H).
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(7.23) Para todo número entero n > 0 , se cumple:
i.- A c x e c“(A) C K(A).
111.- A c x =>c" (A) c c"“ (A) .

Demostración. i.— Utilizamos que K es isotónico y cumple (Ax 1)
y (Ax 3). En efecto, por (6.1)i, obtenemos que i vale para n =
= 0 . Supongamos la validez de i para n = j > 0 y sea A C X ;
así Cj(A) C K(A). Para ver que Cj*l(A) C K(A) , tomamos x C
CJ+I(A) ; luego existen a,b C Cj(A) tales que x C K(a,b) ; pero
por hipótesis inductiva a,b C K(A) ; así, por la isotonía de K
y por (Ax 1), K(a,b) C K(K(A)) C K(A) . Luego, x C K(A).
ii.- Bs consecuencia de (7.9)i. Así utilizamos únicamente que
K cumple (Ax 3).

Ahora, dado A C X vamos a expresar K(A) utilizando las ban
das K(a,b).

(7.2u) A c x =>K(A) = U{C"(A) / n > o}.

ggmgstración. Sea A C X y sea D(A) = U{Cn(A) / n > 0}. Por
(7.23), A C D(A) C K(A) . Si tomamos a,b C D(A) entonces exis
ten i, j 2 0 tales que a E C|(A) y b C Cj(A). En consecuencia,
a,b.e Cm(A) donde m = máx {i,j} , y K(a,b) C Cm"(A) C D(A) .
Luego, por (7.1), K(D(A)) = D(A) . Así la istotonía de K nos
permite deducir que K(A) C K(D(A)) = D(A) . En consecuencia,

K(A) = D(A). De la observación de las demostraciones de (7.23)
y (7.1), se deduce que en la presente demostración hemosutili
zado que K cumple los cuatro primeros axiomas.

Comocorolario de (7.23)ii y de (7.2u) obtenemos:

(7.25) Para todo número entero j > 0 , se cumple : A C X a
= K(A) = U{C"(A) / n> j }'.

(7.26) Observación: Las proposiciones (7.2u) y (7.25) también
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son válidas si X es un conjunto y K es una función de P(X) en
P(X) que cumple (Ax 1), (6.2)i, (6.1)i, y (7.1). En efecto, es
to se deduce, en forma inmediata, analizando las demostraciones
de (7.2“) y (7.23), puesto que de (6.1)i se deduce (7.9)i.

Si X es un espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado, sabe
mos que los operadores cápsula lineal y cápsula afín cumplen
(Ax 1), (6.2)i, (6.1)i, y (7.1). De esta forma, dichos operado
res también cumplen(7.2u) y (7.25).

(7.27) Equivalencia entre (7.1) y (7.2”). Según vimos en (7.26)
si K cumple (Ax 1), (6.2)i y (6.1)i, entonces (7.1) implica
(7.2H). Ahora veremos que también vale que (7.2H) implica (7.1).
En efecto, supongamos que K cumple (Ax 1), (6.2)i, (6.1)i y (7.2“
para ver que entonces K cumple (7.1), tomamos A C X . Si K(A) =
= A , entonces, por (6.2)i, {a,b}C A implica K(a,b) C A. Por
otra parte, si suponemos que {a,b}C A implica K(a,b) C A , obte
nemos que C(A) C A ; así, por (6.1)i, C(A) = A ; luego, por in
ducción, resulta que, para todo n > 0 , C"(A) = A y así, por
(7.2“), K(A) = A . Observemos que al probar que (7.2“) implica
(7.1), no utilizamos (Ax 1).

La equivalencia entre (7.1) y (7.24) ya probada, queda enun
ciada en la siguiente proposición:

Sean X un conjunto y K una función de P(X) en P(X) que veri
fica: l
1) A C X = K(K(A)) C K(A).

2) A C B C X á K(A) C K(B).

3) A C X á A C K(A) .

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
i.- Para todo A C X , K(A) = A si y sólo si {a,b}C A implica
K(a,b) C A .
11.- A c x =>K(A) = U{c“<A> / n > 0}.
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8.- Obtención de un operador de cápsula convexa utilizando un
operador más pobre.

A1 estudiar los operadores C y C", en el parágrafo anterior,
observamos que dichos operadores podían gozar de propiedades
mejores que las del operador K a partir del cual se habian ge
nerado; por ejemplo, según vimos en (7.16)ii, utilizando úni
camente que K es una función de P(X) y P(X), podemos probar que
los operadores Cn gozan de la prOpiedad de dominio finito. Las
relaciones entre las propiedades de K y las de los Cn quedaron
señaladas en (7.22).

Ahora tomemos un conjunto X y una función K de P(X) en PCX)
que satisfaga (Ax 1), (6.2)i, (Ax 3) y (7.18). Utilizando 1a
función K definimos los operadores C y Cn ; y a partir de ellos,
definimos, para todo A C x , 1<l(A) =U{c" (A) / n > o} . Vere
mos que el operador Kl así definido satisface (Ax 1); (Ax 2),
(Ax 3) y (Ax H); además, para todo A C X , K¡(A) C K(A) ; y
cualesquiera sean a,b G X , Kl(a,b) = K(a,b). Así obtenemos el
operador Kl que satisface los cuatro primerso axiomas, a partir
del operador K que es más pobre ya que satisface (Ax 1) y (Ax
3) y las proposiciones (6.2)i y (7.18) que se deducen de (Ax 1),
(Ax'2) y (Ax u).

(8.1) A c x = Kl (Kl (A)) c K](A).

Demostración. Sean A C X y B = K¡(A) . Comenzaremos probando
que C(B) C B ; si x G C(B), existen a,b G B tales que x e K(a,b)
luego existen i,j > 0 tales que a E C¡(A) y b € CJ(A) ; así, por
(7.23)ii, a,b G Cm(A)donde m = máx {i,j} . En consecuencia,
x € Cm*'(A) y, así, x e B . Ahora bien, para ver que, para to
do n > 0 , C"(B) C B , procedemos por inducción sobre n . Evi
dentemente, C°(B) C B ; supongamos que Cj(B) C B ; por (7.5)i,
CJ+I(B) C C(B) ; así CJ*I(B) C B . De esta forma, KI(B) C B ;

o sea, K¡(K¡(A)) C K¡(A) .
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(8.2) A C X = K1(A) = U {K¡(F) / F finito y F C A} .

Demostración. Por (7.16)i, resulta evidente que Kl es isotónico,
o sea, si A C B C X , entonces K¡(A) C K¡(B). Por tal motivo,
si A C X entonces U{K¡(F) / F finito y F C A} C K¡(A) . Para
probar 1a otra inclusión, tomemosx G K¡(A); luego existe n 9 0,
tal que x E Cn(A); pero, por (7.16)ii, existe F finito y F C A ,
tal que x G Cn(F); de donde, por definición de K], x E K¡(F). De
esta forma, x G U {K¡(F) / F finito y F C A}.

(8.3) a e X á K¡(a) = {a} .

Demostración. Es consecuencia de (7.17)i.

(8.H) Ó í A C X y p E X = K¡(A U {p}) C U {K¡(a,p) / a E K¡(A)}.

Demostración. Sean Ó i A C X y p E X . Si x G KI(A U {p}) , e
xiste n 2 0 , tal que x G Cn(A U {p}) ; pero, por (7.21) y (7.22)
existe a G Cn(A), tal que x E Cn(a,p) ; en consecuencia, por de
finición de K1, x G K¡(a,p) donde a E KI(A) . Así x e U {K¡(a,p)/
á e K¡(A)}.

(8.5) A C X á K¡(A) C K(A).

Demostración. Bs consecuencia de (7.23)i.

(8.6) a,b e x = Kl(a,b) = K(a,b).

Demostración. Sean a,b e X , por definición de C , K(a,b) C
C(a,b) ; en consecuencia, K(a,b) C K¡(a,b). Pero, por (8.5),
Kl(a,b) C K(a,b).

(8.7) Observación: En virtud de (8.5), si K además satisface
(Ax 5), entonces Kl también satisface dicho axioma.

(8.8) K(A) = A = K](A) = A .
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Demostración. Sea A C X y supongamos que K(A) = A ; así, por

(8.5), KI(A) C A . Pero como Kl cumple (Ax 2) y (Ax 3), por
(6.1)i obtenemos A C K¡(A) ; así K1(A) = A .

(8.9) Los siguientes enunciados son equivalentes:
i.— Para todo A C X , K¡(A) = A á K(A) = A .

ii.- K = Kl .
iii.- K cumple (Ax 1) a (Ax H) .

Demostración. i á ii. Supongamosi; por (8.8), K(A) = A sii
K¡(A) = A . Pero como la demostración de (6.13) también vale
para operadores que cumplan (Ax 1), (6.2)i y (Ax 3), obtenemos
que para cualquier B C X , K(B) = n{A / K(A) = A y B C A C X} =

= n{A / K¡(A) = A y B C A C X }=‘K¡(B). ii a i . Bs trivial.
ii á iii. Es consecuencia de que chumple (Ax 1) a (Ax u).
iii = ii. Bs consecuencia de (7.24).

'(8.10) Ejemplos: i.— Sea X = Rd con la norma euclídea, o sea,
si x = (x¡,..., xd) E Rd , entonces "x": xÏ+ ... + x: ; y de
finamos para todo A C X , K(A) = cconv(A) (donde cconv(A) de
nota la cápsula convexa cerrada de A en dicho espacio, o sea,
cconv(A) = ÉBÉVÏK)) . Según vimos en (5.2), K cumple (Ax 1),
(Ax 3), (Ax u) y (Ax 5), pero no cumple (Ax 2). Sin embargo,
K cumple (6.2)i, pues los operadores conv y clausura cumplen
(6.2)i. Además, K cumple (7.18) ya que en la demostración de
dicha proposición utilizamos únicamente (Ax 1), (6.2)i y (Ax u).

A partir de K definimos el operador C ; pero como para todo
a,b e X , cconv(a,b) = conv(a,b), resulta que si A C X , enton
ces C(A) = U{conv(a,b) / a,b e A} . Así, por (2.8) a (2.11) y
(7.2H), U{C"(A) / n 3 0 }= conv(A) , de esta forma, Kl es el
operador cápsula convexa.
ii.— Sea X = Rd con 1a norma euclídea y definamos para todo
A C X , K(A) = Á . Según vimos en (5.2), K cumple (Ax 1), (Ax 3),
(Ax H) y (Ax 5), pero no cumple (Ax 2). Sin embargo, K cumple
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(6.?)iy (7.18). A partir de K definimos C ; pero como para
todo a,b e X , (3:51 = {a,b}, resulta que si A C X , enton
ces C(A) = A y, en consecuencia, KI(A) = A , o sea, Kl es el
operador identidad.
iii.- Sea n > 2 y X un conjunto tal que card X > n + 2 ; para
todo A C X definimos K(A) = A si card A < n y K(A) = X si card
A > n . Según vimos en (5.H), K cumple (Ax 1), (Ax 2), (Ax 3)
y (Ax 5), pero no cumple (Ax H). Evidentemente, K cumple (6.2)i

y (7.18). Resulta inmediato que, para todo A C X , K¡(A) = A,
o sea, Kl es el operador indentidad.
iv.— Sea X = Rd con la norma euclídea;para todo A C X , defini
mos K(A) = conv(A) si'A es acotado (o sea, si existe r G R tal
que A C{x C Rd/ "x" < r 1) y K(A) = af(A) si A no es acotado
(donde af(A) denota la cápsula afín de A). Para ver que K cum
ple (Ax 1), tomamos A C X ; si A es acotado entonces conv(A)
es acotado y, en consecuencia, K(K(A)) = conv(conv(A)) C conv(A):
= K(A); si A no es acotado entonces K(K(A)) = af(af(A)) C af(A)=
=K(A) . Para probar que K cumple (6.2)i tenemos en cuenta que
conv y af cumplen dicha propiedad y además que para todo A C X,
conv(A) C af(A) . Comopara todo P , subconjunto finito de X ,
K(F) = conv(F) , resulta que K cumple (Ax 3), (Ax H), (Ax 5)
y (7.18). Fácilmente podemos ver que K no cumple (Ax 2), para
esto, dados a,b e X ai b , tomamos A = {x C X / x = Aa + (1-Á)b,

A > 0 }; así_K(A) = af(A) = {x G X / x = Aa + (1 -A)b,AX€‘R}
y U {K(F) / F finito y F C A }= conv(A) = A . Resulta inmedia

to que para todo A C X , K¡(A) = conv(A), o sea, Kl es el ope
rador cápsula convexa.

9.- Algunas propiedades geométricas que se deducen de los cua
trogprimeros axiomas: Cápsula convexa de uniones.

Los axiomas 1 a H permiten caracterizar la cápsula convexa
de 1a unión de dos o más conjuntos. Para esto, dados A,B C X ,
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definimos S(A,B) = U{K(a,b) / a e A y b e B }. En forma inme
diata se deducen las siguientes propiedades de S

(9.1) Sean A,B C X , entonces
i.— S(A,A) = C(A) .

ii.- S(A,B) = S(B,A) C K(A U B).

iii.- Al C A y Bl C B á S(AI,B¡) C S(A,B) .
iv.— A í Ó í B = A U B C S(A,B).

v.- S(A,Ó) = Ó .
vi.— A i Ó =B S(A,X) = X .

Demostración. i,iii y v.- Resultan de las definiciones de S y
de C , sin utilizar propiedades de K. ii.- Puesto que K(a,b) =
= K(b,a), la definición de S nos asegura que S(A,B) = S(B,A).
Para ver que S(A,B) C K(A U B) tomemos x e S(A,B), luego exis
ten a e A y b G B tales que x e K(a,b); pero, por (6.2)i, K(a,b)

C K(A U B). Así x e K(A U B). iv.— Supongamos que A y B son
no vacíos; así podemos tomar a e A y b G B . Tomemos x G A U B;
si x C A entonces K(x,b) C S(A,B); pero por (6.1)i, x e K(x,b),
así x E S(A,B); en forma análoga se procede si x e B . vi.- Sea
A i Ó ; evidentemente S(A,X) C X ; pero por iv, X C S(A,X) .

Para poder caracterizar la cápsula convexa de dos conjuntos,
probaremos la siguiente proposición:

(9.2) {a,b,c,d }C X=’K(a,b,c,d) = S(K(a,b), K(c,d)) .

Demostración. Sean a,b,c,d elementos de X , no necesariamente
distintos dos a dos. Si x E S(KCa,b), K(c,d)), entonces existen
y G K(a,b) z G K(c,d) tales que x G K(y,z); pero por (6.2)
ii b), K(a,b) U K(c,d) C K(a,b,c,d); así {y,z} C K(a,b,c,d) ;
luego por (6.2)i y (Ax 1), K(y,z) C K(K(a,b,c,d)) C K(a,b,c,d);
así x E K(a,b,c,d). Otra forma de probar que S(K(a,b), K(c,d))
C K(a,b,c,d), es la siguiente: S(K(a,b), K(c,d)) C S(K(a,b) U
K(c,d), K(a,b) U K(c,d)) C C(K(a,b) U K(c,d)) C C(C(a,b,c,d) C
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C K(a,b,c,d); estas inclusiones resultan inmediatas en vir
tud de (9.1)iii, (9.1)i, (7.5)i y (7.23)i, respectivamente.
Para probar que K(a,b,c,d) C S(K(a,b), K(c,d)) consideremos
x G K(a,b,c,d); por (Ax H), existe p E K(a,b,c) tal que x G
K(p,d). Análogamente existe q e K(a,b) tal que p G K(q,c). Pe
ro, por (6.1)i, {p,d} C K(q,c,d); así K(p,d) C K(q,c,d); luego
x C K(q,c,d). Aplicando nuevamente (Ax H), existe r E K(c,d)
tal que x e K(q,r); en consecuencia, x E S(K(a,b), K(c,d)).

La figura H ilustra la
demostración si a,b,c,d son d
los vértices de un tetrae
dro en R3 y K la cápsula
convexa usual.

,1
l q b

(9.3) Si A, B son subconjuntos no vacíos de X , entonces
K(A U B) = S(K(A), K(B)) .

Demostración. Sea M = S(K(A), K(B)); si s,t E M , existen

al, a2 E K(A), bl,b2 e K(B) tales que s G K(a¡,bl) y t G
K(a2,b2). Así, por (6.2)i, {s,t} C K(a¡,a2,bl,b2); luego K(s,t)
C K(al,a2,bl,b2). De esta forma por (9.2) obtenemos que K(s,t)
C S(K(a¡,a2), K(b¡,b2)) y en consecuencia, por (9.1)iii, K(s,t)
C M ; así M es convexo. Por otra parte, como A y B son no va
cíos, por (6.1)i K(A) y K(B) son no vacíos; de esta forma, por
(6.1), (6.2) y (9.1) obtenemos la siguiente cadena de igualda
des e inclusiones A U B C K(A) U K(B) C S(K(A), K(B)) C K(K(A)
U K(B)) C K(K(A U B)) = K(A U B); en consecuencia, A U B C M C

C K(A U B) y como M es convexo, obtenemos por (6.1“) que
K(A U B) = M .

Comocorolario de (9.3), obtenemos la siguiente generaliza
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ción de (Ax u):

(9.H) Ó # A C X y p C X = K(A U {p}) = U{K(a,p) / a C K(A)} .

Demostración. Es consecuencia de (Ax 3), (9.3) y de la defini
ción de S .

Dados A1,..., An C X , definimos S(A¡,...,An) = U{K(a¡,...,
an) / a¡€ Ai para 1 < i < n}. Observemos que, por (Ax 3), S(A¡)=
= A]. AdemásS(A¡,...,Aj , Ai”) = S(S(A¡,...,Aj ), Aj
fecto, si x e S(Al,...,A¡, Aj+|
aj+l E Aj*ltales que x G K(al,..., a¡,aj+l); pero por (Ax H) ,

+1); en e
), existen ale A1,..., aje Aj ,

existe a C K(a¡,...,aj) tal que x e K(a, ah ); comoa Gl

K(a¡,...,aï), a E S(Al,...,A¡); así x e S(S(A¡,...,A¡),A. ); la3+]
otra inclusión se prueba en forma análoga.

Por la definición de S(Al,...,An) resulta inmediata la si
guiente generalización de 1a proposición (9.1).

(9.5) Sean A¡,...,An C X , entonces i.- A]: ... = An: A =
= S(A¡,...,An) = U{K(al,...,an) / ai e A para 1 < i < n}
ii.- (i¡,..;,in) permutaciónde (1,...,n) = S(A¡,...,An) =
: ,000,Ai U... UA“). CBl,ooo’AnC

n

Bn=>S(’A¡,I...,An)CS(B¡,...,Bn) .iv.-— Alx 4a , Analo =
(1’)= Al U ... U An C S(Al,...,An) . v.- existe i tal que Ai; 5

a S(A¡,...,An) = Ó . vi.- existe i tal que A.= X y para todol

j i i Ají Ó á S(A¡,...,An) = X .

La siguiente proposición es una generalización de (9.3).

(9Q6) Si A1,...,An son subconjuntos no vacíos de X , entonces

Demostración. Se hace por inducción sobre n . Para n = 1 la pro
posición resulta trivial. Supongamosque vale (9.6) para n —j 31
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TomemosA1,..., Ai, Ai+l subconjuntos no vacíos de X ; luego
por hipótesis inductiva K(Al U ... UAJ) = S(K(Al),...,K(A¡));
asi K(A1U UAjU AJ“) = }<((AlU UAj) UAÍH) =
= S(K(Al U ... U Ai), K(Aj*l)) = S(S(K(A¡),..., K(Aj)), K(Aj*¡)):
= S(K(Al),..., K(A.), K(A. )) ..I J+|

La proposición (9.6) también puede enunciarse de la siguien
te forma: Si A¡,..., An son subconjuntos no vacios de X , en
tonces K(Al U ... U An) = U {K(al,...,an) / aie K(A¡) para
1 < i < n }. Comogeneralización de dicha proposición obtene
mos:

(9.7) Sea xïí familia de subconjuntos de X y A = LJJí. Defini
mos una familia 93) por P G (dí sii existe {Al,..., An} sub
familia finita de 64- tal que F C K(Al) U ... U K(An) y card
(K(A.) n F) < 1 para 1 < j < n . Entonces K(A) = U{K(F) / F E
G }.

Demostragión. Aplicando (6.2) y (Ax 1) obtenemos que U{K(F) /
F G QÏ } C K(A) . Para probar la otra inclusión tomemos
x G K(A); por (Ax 2) existe G finito y G C A tal que x E K(G);
así existe {A¡,...,An} subfamilia finita de ¿4' tal que x e
K(A3 U ... U A"). Dicha subfamilia puede tomarse minimal, o
sea, de tal forma que si j E {1,...,n },x e K(U{Ai/ 1 < i < n,
i í j} ) . Por (9.6) existen ale K(Al), ...,an e K(An)tales
que x G K(al,..., an). Sea Po: {a¡,..., an}; por la minimali
dad de {A¡,..., An}, para todo j e{1 ,..., n 1, K(Aj) Ñ Fo =
= {ai}. Asi POE c3f y , en consecuencia, x e U {K(F) / F EEW}.

Comocorolarios inmediatos de (9.7), obtenemos las dos pro
posiciones siguientes:

(9.8) Sean {Ai/ i e I} una familia de subconjuntos de X , A 
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=U{Ai/i€I}yK=U{K(A¡)/i€I}.Si{K(A¡) /i€I} es;
una familia de subconjuntos disjuntos dos a dos, entonces K(A)
= Umr) / F finito, r cx y card(K(A¡) n F) < 1 para i e I} .

(9.9) Sea {Ai/ i G I} una familia de subconjuntos no vacíos de
X , entonces K(U {Ai/ i G I}) = U{K({a¡/ i G I}) / aie K(Ai) pa
ra i G I }.
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CAPITULO III

SISTEMA AXIOMATICO PARA OPERADORES DE BANDAS

En el parágrafo 1 del capítulo II, dado el conjunto X
con card X > 2 , consideramos una función K de P(X) en P(X)
que cumplía (Ax 1) a (Ax 5) y que llamamos operador de cápsu
la convexa. Sin utilizar (Ax 5), dicha función permitió defi
nir las bandas determinadas por pares de puntos de X y éstas
caracterizar la cápsula convexa de cualquier A C X según se
vio en (7.2”). Es más, en el parágrafo 8 del capítulo II, me

.diante un operador K que satisfacía (Ax 1), (6.2) i, (Ax 3) y
(7.18), definimos, utilizando sus bandas, un operador Kl que
cumplía (Ax 1) a (Ax H). Ahora, partiremos de un operador B
que cumplirá cuatro axiomas y a partir de él construiremos un
operador K que cumplirá (Ax 1) a (Ax 5), o sea, partiendo de
las bandas llegaremos a un operador de cápsula convexa. Note
mos que para deducir que K cumple (Ax 1)'a (Ax H) no vamos a
utilizar el axioma H de bandas. Este último axioma resulta e
quivalente a (Ax 5) el que se usará en el próximo capítulo pa
ra deducir el teorema de separación.

1.- Axiomas de bandas.

Sean X un conjunto tal que card X > 2 y B una función
de X x X en P(X) que satisface los siquientes axiomas:

(P 1) {a,b} C B(a,b)
(P 2) B(a,a) C {a}

(P 3) Si al E B(a,p),tn E B(b,p) y xl E B(a¡,bl), entonces exis
te x E B(a,b) tal que xl G B(x,p).

(P H) a G B(b,p) y c G B(d,p) á B(a,d) n B(b,c) i Ó .
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La función B se llamará operador de banda en X. Dado
{a,b}C X , diremos que B(a,b) es la bapgg determinada por a,b.

Observemos que los axiomas que cumple B son ciertas pro
piedades de las bandas K(a,b) del sistema axiomático para ope
radores de cápsula convexa del capítulo II. En efecto, (P 1) y
(P 2) son consecuencias de (6.1)i y (Ax 3) respectivamente;
mientras que (P 3) es (7.18) y (P H) es (Ax 5). De esta forma
cualquier modelo del sistema axiomático para operadores de cáp
sula convexa nos da un modelo del sistema axiomático para ope
radores de bandas; así este último sistema es consistente y no

z ocategorico.

2.- Independencia de los axiOmas.

En este parágrafo veremos que cualquiera de los axiomas
(P 1) a (P H) es independiente de los restantes. Para esto, pro
cederemos en forma análoga a la del parágrafo 5 del capítulo II.
Así, para cada uno de los axiomas (P 1) a (P H), encontraremos
un conjunto X tal que card X > 2 y una función B : X XX * P(X)
que no verifique dicho axioma pero cumpla todos los restantes.

(2.1) Independencia de (P 1). Tomemoscualquier conjunto X tal
que card X > 2 y definamos para todo (a,b) E X><X, B(a,b) = Ó.
Resulta evidente que B no verifica (P 1) pero cumple los otros
tres axiomas. También podemos probar la independencia de (P 1)
tomando cualquier conjunto X tal que card X > 2 y definiendo pa
ra todo (a,b) E X><X, B(a,b) = {a} . Si tomamos b i a resulta
que {a,b} Q B(a,b); evidentemente B cumple (P 2). Para ver que
cumple (P 3) tomemos al E B(a,p), bl e B(b,p) y xl e B(a¡,b¡),
así obtenemos que al: a, b = b y xl: al, de donde xl: a; luegol

tomando x = a resulta que x e B(a,b) y xl e B(x,p). Análoga
mente se procede para ver que B cumple (P H). Otro ejemplo para
probar la independencia de (P 1) se obtiene tomando como X el
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plano y para todo (a,b) e XxX, B(a,b) el segmento abierto de
extremos a,b.

(2.2) Independencia de (P 2). Consideremos cualquier conjunto
X tal que card X 3 2 y definamos para todo (a,b) G X XX, B(a,b)
= X. Evidentemente B no cumple (P 2) pero cumple los otros tres
axiomas. Las cápsulas lineal y cónica ya utilizadas en (5.3)
del capítulo II para probar 1a independencia de (Ax 3) también
permiten probar la independencia de (P 2). En efecto, sea X un
espacio vectorial (de dimensión > 1) sobre un cuerpo B ; y defi
namos para todo (a,b) E XxX B(a,b) = L(a,b) = {a a +8 b / 0,8
E E }; así {a,b} C B(a,b); si tomamos a f 0 resulta que B(a,a)
C {a}; evidentemente se cumple‘(P H) pues 0 E L(a,b) cuales

quiera sean a,b E X; procediendo en forma rutinaria también se
ve que B cumple (P 3). En el caso de la cápsula cónica se proce

ide en forma análoga al de la cápsula lineal; así tomamos como X
un espacio vectorial (de dimensión 9 1) sobre un cuerpo ordenado
B y definimos B(a,b) = cono (a,b) = {a a +8 b / a,B e B y 0,8 >
0 } .

(2.3) Independencia de (P 3). El último ejemplo dado en (5.H)
del capítulo II para probar la independencia de (Ax H), también
permite probar la independencia de (P 3). En efecto, sea X =
= conv (g,h,i) - (g,h), donde g,h,i son tres puntos no alinea
dos del plano, conv la cápsula convexa usual y (g,h) el segmen
to abierto de extremos g,h; definimos para todo (a,b) e X><X,
B(a,b) = X n conv (a,b). Resulta inmediato que B cumple (P 1) y
(P 2); además, según vimos en (5.H) del capítulo II, B también
cumple (P u). Para ver que B no cumple (P 3) tomamos a = g, b =h
y p = i ; de esta forma si ale B(a,p) - {a,p}, ble B(b,p) -{b,p}
y xl€ B(a¡,bl) - {al,bl} entonces, comoB(a,b) = {a,b} , resul
ta que no existe x E B(a,b) tal que x16 B(x,p).
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(2.H) Independencia de (P H). Como (P 1), (P 2) y (P 3) se de
ducen de (Ax 1) a (Ax H), el ejemplo dado en (5.5) del capítu
lo II para probar la independencia de (Ax 5) también prueba la
independencia de (P H).

3.- Algunas propiedades de las bandas.

Mediante (P 1), (P 2) y (P 3) podemos deducir las siguien
tes propiedades de B.

(3.1) B(a,a) = {a} .

Demostración: Es consecuencia de (P 1) y (P 2).

(3.2) c,d e B(a,b) =>B(c,d) C B(a,b).

Demostración: Sean c,d E B(a,b) y xl G B(c,d); por (P 3) exis
.te x G B(a,a) tal que x16 B(x,b). Pero, por (P 2), x = a; así
x16 B(a,b).

(3.3) B(a,b) = B(b,a) .

Demostración: Por (P 1), {a,b} C B(b,a); así, por (3.2),
B(a,b)(:B(b,a). La otra inclusión se prueba en forma análoga.

Consideremos las proposiciones:
(P 1') a E B(a,b)
(P 1") B(a,b) = B(b,a)
de esta forma obtenemos:

(3.H) Sean X un conjunto tal que card X > 2 y B : X><X* P(X)
una función que satisface (P 2) y (P 3) entonces

B cumple (P 1) “9 B cumple (P 1') y (P 1")

u.—Definición del operador de cápsula convexa a partir de B.

En forma análoga a lo hecho en el parágrafo 7 del capítu
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lo II, dado A C X definimos C(A) = U {B(a,b) / a,b G A} y
c“ (A) inductivamente por i.—c°(A) = A; ii.— c’*'(A> = C(cj (A)).

Finalmente definimos K(A) = U {Cn(A) / n > 0 }. Siguiendo la
mismanotación del capítulo anterior, C({al,...,an}) se escri
birá C(a¡,...,an); en forma análoga procederemos con los Cn y
K . Mediante los axiomas (P 1), (P 2) y (P 3), vamos a deducir
que K cumple (Ax 1) a (Ax H). Para esto probaremos primero:

(“.1) Si A,B son subconjuntos de X y n > 0 , entonces:
i.— A cc“(A> cc"*' (A) CK(A)
ii.— c" (A) = c"*'(A><=>c" (A) = K(A)
111.- A c B =>C"(A) c c“<B)

Demostración. i.— Sea a G A, por (P 1) a G B(a,a); así a €5C(A);
luego A C C(A). Por inducción sobre n vemos que A C Cn(A) . Co
mo Cn“(A) = C(Cn(A)) resulta que Cn(A) C Cn”(A). Obviamente
Cm”(A) C K(A). ii.— Si Cn(A) = Cn”(A), entonces para todo H1? n
Cm(A) = Cn(A); así Cn(A) = K(A). La otra implicación se deduce
de i. iii.— Sea A C B, si x G C(A) entonces existen a,b E A ta
les que x G B(a,b); pero como a,b G B, x G C(B). Por inducción
sobre n vemos que Cn(A) C Cn(B).

(u.2) K(a,b) = B(a,b).

Demostración. Sean a,b e X ; por definición C(a,b) = B(a,bl U
B(b,a) U B(a,a) U B(b,b) ; así, por (P 1), (3.1) y (3.3),
C(a,b) = B(a,b). Pero, por (P 1) y (3.2), c’(a,b) = B(a,b).Lue—
go, por (u.1) ii K(a,b) = C(a,b) = B(a,b).

(H.3) Sea A C X , entonces son equivalentes:
i.— A = K(A). ii.— A = C(A). iii.— {a,b}C A=*K(a,b) C A .

Demostración. i<=9ii. Bs (H.1) ii para n = 0. ii<=9iii. Bs con
secuencia de (H.1)i, (H.2) y de la definición de C .
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Observemos que, por (H.2), C(A) = U {K(a,b) / a,b G A}.
De esta forma, si probamos que K satisface (Ax 1), (6.2)i,
(Ax 3) y (7.18) del capítulo II, entonces K es el operador Kl
definido en el parágrafo 8 de dicho capítulo a partir de las
bandas K(a,b). En consecuencia, (8.9) del capítulo II nos ase
gura que K cumple (Ax 1) a (Ax u). Las cuatro proposiciones si
guientes afirman que K cumple (Ax 1), (6.2)i, (Ax 3) y (7.18)
del capítulo II, respectivamente:

(H.H) A C X á K(K(A)) C K(A)

Demostración. Sean a,b E K(A), luego existen i,j tales que
a G C'(A) y b G C’(A). En consecuencia, por (4.1)i y (“.2),
K(a,b) C Cm’l(A) C K(A). Así, por (¿.3), K(A) = K(K(A)).

(u.5) A C B C X á K(A)C3K(B)

“Demostración. Bs consecuencia de (H.1)iii.

(H.6) a e X á K(a) = {a} .

Demostración. Se obtiene de (3.1) y (“.2) .

(H.7) Si ale K(a,p), ble K(b,p) y xle K(al,b¡), entonces exis
te x e K(a,b) tal que xl e K(x,p).

Demostración. Es consecuencia de (P 3) y (“.2) .

De esta forma queda probado que si B cumple (P 1) a (P 3)
entonces K cumple (Ax 1) a (Ax H). Esta demostración resultó
bastante breve porque hemosutilizado la proposición (8.9) del
capítulo II. En los trabajos [9] y [10] del autor de esta te
sis se prueba directamente, o sea, sin utilizar (8.9) del capí
tulo II, que si B cumple (P 1) a (P 3) entonCes K cumple (Ax 1)
a (Ax H). Obscrvemos que por (H.2), si B cumple (P 1) a (P H)
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entonces K cumple (Ax 1) a (Ax 5).

5.- Equivalencia entre los sistemas axiomáticos para operado
res de cápsula convexa y de bandas.

La equivalencia entre los dos sistemas axiomáticos queda
expresada en la siguiente proposición:

(5.1) Sean X un conjunto tal que card X > 2 , K una función de
P(X) en P(X), y B una función de X XX en P(X). Entonces:
i.— Si K cumple (Ax 1) a (Ax H), entonces las bandas K(a,b)

generadas por K cumplen (P 1) a (P 3), y el operador Kl defini
do a partir de las bandas K(a,b) mediante K¡(A) = U {Cn(A) /
n > 0 }, es igual a K . ‘
ii.- Si B cumple (P 1) a (P 3), entonces el operador K defini
do a partir de las bandas B(a,b) mediante K(A) = U {Cn(A) /
n > O }, cumple (Ax 1) a (Ax H) y para todo (a,b) G X x X ,
B(a,b) = K(a,b).
iii.—Si K cumple (Ax 1) a (Ax 5), entonces las bandas K(a,b)
generadas por K cumplen (P 1) a (P H), y el operador Kl es i
gual a K.
iv.- Si B cumple (P 1) a (P H), entonces el operador K defini
do a partir de las bandas B(a,b) cumple (Ax 1) a (Ax 5) y para
todo (a,b) G XxX , B(a,b) = K(a,b).

Demostración. i.— Ya se vio en el parágrafo 1 de este capítulo
que las bandas K(a,b) cumplen (P 1) a (P 3). En (7.2u) del ca
pítulo II vimos que K]: K .
ii.— Se vio en el parágrafo anterior.
iii.- Es consecuencia de i.
iv.- Bs consecuencia de ii y de (4.2).

Observemos que si en (5.1)i pedimos que K cumpla (Ax 1),
(Ax 3) y (6.2)i y (7.18) del capítulo II, entonces las bandas
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K(a,b) generadas por K también cumplen (P 1) a (P 3), y el o
perador Kl definido a partir de las bandas K(a,b) mediante
Kl (A) = u {C"(A) / n > o }, cumple (Ax 1) a (Ax u) (y así tam
bién (6.2)i y (7.18) del capítulo II) pero no podemosafirmar
que K]: K ; simplemente podemos decir que para todo A C X ,
K¡(A) C K(A). Esto se probó en el parágrafo 8 del capítulo II;
según vimos en (8.9) de dicho capítulo, K]: K sii K cumple
(Ax 1) a (Ax u).

6.- Relación del sistema axiomático de bandas con el sistema
de Voiculescu.

En el parágrafo 3 del capítulo I ya vimos los axiomas del
sistema axiomático de Voiculescu [13] . Resulta inmediato que
los axiomas (P 1) a (P u) para operadores de bandas son teore

' mas de la teoría axiomática de Voiculescu. En efecto, (P 1)
se deduce de A. 1 y A. 3; (P 2) trivialmente de A. 2; (P 3)
se obtiene aplicando A. 8; y (P H) es consecuencia de P. 5 (II).
Por otra parte, resulta inmediato que los axiomas A. 1, A. 2,
A. 3 y A. 8 de Voiculescu son teoremas del sistema axiomático
para operadores de bandas. En efecto, A. 1 es (3.3), A. 2 es
(3.1), A. 3 se deduce de (P 1), y A. 8 es consecuencia de (9.H)
del capítulo II. El modelo del sistema axiomático para operado
res de bandas dado en (3.H) del capítulo II nos permite afir
mar que A. 6 no se deduce de (P 1) a (P u); en efecto, si xl,
x2,x3 son los vértices de un triángulo equilátero que tiene a
s por baricentro y x4e (xl,s), resulta que B(xl,x2) n B(x3,x4)
tiene infinitos elementos pero, sin embargo, no existen k,l
tales que {x¡,x2,x3,x4}C B(xk,xl). El modelo dado en (3.3) del
capítulo II nos asegura que A. 7 no se deduce de (P 1) a (P u).
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CAPITULO IV

SEMIESPACIOS Y PUNTOS EXTREMALES

En el capítulo II, utilizando únicamente (Ax 1) a (Ax H)
obtuvimos diversos resultados de la teoria de la convexidad.
También, en el capítulo III, para probar la equivalencia en
tre el sistema axiomático para operadores de cápsula convexa
y el de bandas, no hemos utilizado (Ax 5) ni su equivalente pa
ra bandas (P u).

En este capítulo vamos a pedir que K cumpla (Ax 1) a (Ax
5) . De esta forma vamos a poder probar el teorema de separa
ción de Kakutani (ver capítulo I, parágrafo 2) y desarrollar u
na teoria de semiepsacios, semiespacios con vértice y puntos
extremales análoga a la de los espacios vectoriales sobre cuer
pos ordenados.

De acuerdo con lo probado en (5.5) del capítulo II, (Ax5)
es independiente de (Ax 1) a (Ax H); es más, veremos que es e
quivalente al teorema de separación de Kakutani.

1.- El teorema de separación de Kakutani y su equivalencia con
(Ax 5).

El contenido del presente parágrafo está basado en el tra
bajo de Ellis [7] . En (1.1) probaremos un lema que utilizare
mos al demostrar, en (1.2), el teorema de separación de Kakuta
ni. Finalmente en (1.3) veremos que (Ax 5), (1.1) y (1.2) son
equivalentes.

(1.1) Si C,D son subconjuntos convexos de X disjuntos y p E X,
entonces K(C U {p}) n D = fi o C n K(D U{p}) = Ó .

Demostración: Sean C,D subconjuntos convexos de X y p G X. Su
pongamos que K(C U {p}) n D i Ó y C Ñ K(D U {p}) í Ó ; entonces
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existen a G C n K(D U {p}) y c E K(C U {p}) n D . Así, por
(9.H) del capítulo II, existen b E D y d G C tales que a E
K(b,p) y c C K(d,p). Luego, por (Ax 5), K(a,d) n K(b,c) # Ó.
Pero como C y D son convexos, K(a,d) n K(b,c) C C n D; así
C n D i Ó .

(1.2) Si A,B son subconjuntos convexos de X disjuntos, enton
ces existen C,D convexos complementarios tales que A C C y
B C D .

Demostración.8ea G = {(A¡,B¡) / A¡,Bi convexos de X, Ain Bi:
Ó y A C Ai, B C Bi} ; evidentemente G 1 Ó pues, por hipó
tesis, (A,B) e G . Definamos en G el siguiente orden parcial
(A¡,B¡)°< 03,13).) sii AiCAJ y Bich. Si L = {(A¡,B¡) / i
C I } es una cadena no vacía en G , entonces (A0,B°) =
(U {Al / i e I} , U {B¡/ i E I} ) C G y es cota superior de
la cadena L ; en efecto, por (6.12)c del capítulo II, Ao y Bo
son convexos; además, Aon Bo: Ó ya que en caso contrario
existiría i e I tal que Ain B¡# Ó . Así, aplicando el lema de
Zorn existe (C,D) elemento maximal de G . Para ver que C UI):
X tomamos p C X , por (1.1), (K(C U {p}),D)EE G o (C,K(D U{p})
C G ; supongamos, por ejemplo, que (K(C U {p}), D) C G , así

por la maximalidad de (C,D) resulta que C = K(C U {p}) y, por
(6.1)i del capítulo II, p e C ; si suponemos que (C,K(D U {p})
E G llegaremos a que p e D . Así C U D = X . De esta forma
como (C,D) e G , obtenemos que C, D son convexos complementa
rios tales que A C c y B C D .

(1.3) Si K cumple (Ax 1) a (Ax H), entonces (Ax 5), (1.1) y
(1,2) son equivalentes.
Demostración: De las demostraciones de (1,1) y (1,2) deduci
mos que (Ax 5) á (1.1) y que (1.1) á (1,2), respectivamente .
Resta ver que (1.2) á (Ax 5); para esto consideremos a e
K(b,p)y c e K(d,p), y supongamos que K(a,d) n K(b,c) = Ó .
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ComoK(a,d) y K(b,c) son convexos, resulta por (1.2) que exis
ten C,D convexos complementarios tales que K(a,d) C C y K(b,c)
C D . Pero entonces p G C o p E D ; supongamos que p E C, en

tonces K(d,p) C C y asi c G C ; luego c E C ñ D lo cual está
en contradicción con que C 0 D = Ó ; si suponemos que p E D ,
llegamos a la misma contradicción.

2.- Semiespacios.

Por analogía con la teoría de 1a convexidad en espacios
vectoriales sobre cuerpos ordenados, diremos que S es semies
pacio si S y X - S son convexos no vacíos de X . De esta for
maresulta evidente la siguiente proposición:

(2.1)i.- S es semiespacio sii X - S es semiespacio. ii.— Si
A C X y S es semiespacio entonces A C S sii K(A) C S .

Dados A,B C X, diremos que los semiespacios complementa

rios Sl, S2 separan A,B si A C Sl y B C S2 o si A C S2 y
B C Sl. Además diremos que A y B están separados si existe un
par de semiespacios complementarios Sl, S2 que separan A,B .
Así, de (1.2) obtenemos:

(2.2) Si A,B son subconjuntos convexos no vacíos de X disjun
tos, entonces existen Sl, S semiespacios complementarios2

que separan A;B (o sea, A y B están separados).

Comocard X > 2 y los subconjuntos unitarios son convexos,
(2,2) nos asegura la existencia de semiespacios y la siguiente
proposición:

(2.3) Si A C X y x E X - K(A) , entonces existe S semiespacio
tal que K(A) C S y x í S .

Demostración. Si A i fi , aplicamos (2.2) a los conjuntos K(A)
y K(x) = {x} . Si A = Ó, como card X > 2 , existe y G X tal
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que y í x ; luego aplicamos (2.2) a K(y) = {y} y a K(x) = {x}.

En la proposición (6.13) del capítulo II, vimos que la
cápsula convexa de un conjunto es igual a la intersección de
los convexos que incluyen a dicho conjunto. Ahora veremos que
en lugar de tomar los convexos alcanza con tomar los semiespa
cios.

(2.H) A C X a K(A) = n {S / S semiespacio y A C S} .

Demostración. Sea d(A) = {S / S semiespacio y A C S} . Si K(A)
= X , entonces4á(A) = Ó y en consecuencia X = n(INA) . Supon
gamos que K(A) i X , evidentemente K(A) C nCENA) ; además si
x G K(A) , por (2.3) existe S e GÏ(A) tal que x G S ; luego
x G n (M(A) .

La proposición (6.12) del capítulo II nos permite probar
la siguiente proposición:

(2.5) Sea QI: {Sj / j E J} una familia de semiespacios de X
que cumple alguna de las siguientes condiciones:
a) para todo jl, j:e J existe j3€ J tal que Sj U Sj<3 Sj ;
b) 9/ es cerrada para uniones finitas; l 2 3
c)' Q/ es una cadena.

Si existe un subconjunto no vacío A de X tal que para to

do j G J , A 0 Sj = Ó y si S = UQ’ , entonces S es un semies
pacio tal que A n S = Ó .

Demostración. Por (6.12) del capítulo II, S es convexo. Obvia
mente S í Ó y A n S = Ó . Por otra parte, X —S es convexo

pues X - S = ñ {X —Sj/ j e J} , o sea, X — S es una inter
sección de convexos. Además X - S i Ó pues A C X —S . Así S

es semiespacio.

Comocorolario de (2.5) y (2.1)i obtenemos:
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(2.6) Sea.GV= {Sj/ j e J} una familia de semiespacios de X
que cumple alguna de las siguientes condiciones:

a) para todo jl, j2 e J existe j3 C J tal que Sj C Sj n Sj ;
b) G! es cerrada para intersecciones finitas; l 2
c) Q; es una cadena .

Si existe.un subconjunto no vacío A de X tal que para
todo j C J , A C Sjy si S = “(y , entonces S es un semiespa
cio tal que A C S .

Entre los semiespacios que incluyen a un subconjunto A
de X , donde Ó # K(A) i X , resulta interesante considerar
aquellos que son minimales, o sea, los semiespacios S tales
que A C S y si Sl es semiespacio y A C SlC S entonces Sl: S .
En nuestro sistema axiomático, estos semiespacios desempeñan
un papel análogo al de los semiespacios que incluyen a A de
terminados por hiperplanos de apoyo de dicho subconjunto en
.la teoría de la convexidad usual en un espacio vectorial X
sobre un cuerpo ordenado completo.

.(2.7) Si A es subconjunto no vacío de X y Sl es semiespacio
que incluye a A , entonces existe S C Sl tal que S es semies
pacio minimal que incluye a A .

Demostración. Definamos QÏ(A) como en (2.H); y sea GÏ(A,S¡) =
{S¡/ Si E @Ï(A) y SiC Sl} ; evidentemente CJ(A,S¡) i Ó pues
Sl G GJ(A,S¡). Si d'es una cadena no vacía de(¿(A,Sl), y So:
OQÏ , entonces, por (2.6)c, tenemos que SOG<Ü(A,S¡) y , en con
secuencia, QÍ'tiene cota inferior en (J(A,Sl). Así, por el
principio minimal, existe S elemento minimal de CÏ(A,S¡). Re
sulta inmediato que S es elemento minimal de (Ï(A) y en conse
cuencia S cumple la tesis.

Comocorolario de (2.H) y (2.7) obtenemos la siguiente
proposición:
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(2.8) Ó i A C X = K(A) =n {S / S es semiespacio minimal que
incluye a A} .

(2.9) Ejemplo. Sea X un conjunto convexo acotado con interior
no vacío del plano y para todo A C X , definamos K(A) = conv(A)

Por (3.1) del capítulo II,
K cumple (Ax 1) a (Ax 5). Con
sideremos el círculo cerrado

A y el semiespacio Sl que con
tiene a A (ver fig. 1). Así
S y So son semiespacios mini- x
males que incluyen a A y es
tán incluidos cn Sl. En este
caso hay infinitos semiespa
cios minimalcs que incluyen
a A y que están incluidos
en S]. Flg' 1

3.- Semiespacios con vértice.

La noción de semiespacio con vértice en espacios vectoria
les fue introducida por P. C. Hammer[8] . Según Hammer, S es
un semiespacio de vértice p si S es un cono convexo maximal
de vértice p que no contiene al punto p . Comocorolario de los
teoremas 1 y 2 de [8] , se deduce que S es un scmiespacio de
vértice p sii S es un subconjunto convexo maximal que no contie
ne al punto p. De esta forma, en nuestro sistema axiomático, da
do p E X , diremos que Sp es un semiespacio de vértice n si Sp
es subconjunto convexo maximal incluido en X - {p} . Los se
miespacios con vértice son también semiespacios según puede ver
se en la siguiente proposición:

(3.1) Si p E X y SPC: X , los siguientes enunciados son equiva
lentes: i.- Sp es semiespacio de vértice p . ii.— Sp es semies
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pacio maximal incluido en X - {p} . iii.- X - Sp es semiespa
cio minimal que incluye a {p} . iv.- Sp es un subconjunto
convexo incluido en X —{p} tal que para todo x G X - Sp exis
te y E Sp de forma que p e K(x,y) .

Demostración. i á ii. La maximalidad de Sp nos asegura que
Sp í Ó . Por (2.2) existen Sl, S2
que separan Sp, {p} . Supongamos que Sp C Sl; por la maximali

semiespacios complementarios

dad de Sp,8p= Sl y en consecuencia Sp es semiespacio. Resulta
inmediato que Sp es maximal entre los semiespacios incluidos
en X — {p}

ii á iii. Resulta inmediata por (2.1)i .
iii-=> iv . Trivialmente obtenemos que Sp es subconjunto con
vexo incluido en X — {p} . Sea x e X - Sp; de suponer que
p E }<(SpU {x}), por (2.2), existen Sl, S2
plementarios tales que K(Sp U {x}) C S| y {p} C 82; así S2 es

semiespacios com

'un semiespaeio tal que {p} C S2 í 3K—Sp lo cual contradice
iii. De esta forma p G K(Sp U {x}) y, por (9.H) del capítulo
II , existe y E Sp tal que p E K(x,y).
iv á i . Si x G X —Sp existe y G Sp tal que p E K(x,y); en
consecuencia p G K(Sp U {x}), luego Sp es subconjunto convexo
maximal incluido en X - {p}, o sea, Sp es semiespacio de Vér
tice p .

(3.2) Si A C X y p C X - K(A), entonces existe Sp semiespacio
de vértice p tal que K(A) C Sp. '

Demostración. Sea HZ(A,X - {p}) ={ C / C convexo y A C C C X
{p}}; evidentemente HÍ(A,X —{p}) í Ó pues K(A) e H5(A,X —{p}).
Si ¿6 es una cadena no vacía de %5(A,S —{p}), y C0: Lqu,
entonces, por (6.12)c del capítulo II,(% e %:(A,X - {p}) y,
en consecuencia, qg tiene cota superior en ¿6’(A, X —{p}) .
Así, por el lema de Zorn, existe Sp elemento maximal de H5(A,

n - i I

X —{p} ). Inmediatamente vemos que Sp es sem1espac1o de ver
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tice p tal que K(AÏ C Sp . Observemos que utilizamos únicamen
te (Ax 1) a (Ax 3).

También podríamos demostrar (3.2) de la siguiente forma:
ComoK(A) y {p} son convexos disjuntos, por (2.2) exis

ten Sl, S2
{p} C S2 . Pero, por (2.7), existe S C S2 tal que S es semies

semiespacios complementarios tales que K(A) C Sl y

pacio minimal que incluye a {p} . Sea Sp = X —S ; por (3.1)
Sp es semiespacio de vértice p y, evidentemente, K(A) C Sp ya
que K(A) C Sl.

(3.3) Para todo p G X , existe Sp semiespacio de vértice p

ngostraciép. Dado p e X , como card X > 2 tomamos q i p y q e

X . Por (Ax 3), K(q) = {q} ; así por (3.2) existe Sp semiespa
cio de vértice p tal que {q} C Sp.

(3,“) A C X á K(A) = Ñ {S / A C S y para algún p e X , S es se
. . , .m1espac1o de vertice p J.

Demostración. Sea dv(A) = {S / A C S y para algún p e X , S es
semiespacio de vértice p }. Si K(A) = X , entonces G:(A) = a
y X = n QÍKA) . Supongamos que K(A) í X , evidentemente K(A)

C n QÏV(A) ; por (3.2) si x G K(A) existe Sx semiespacio de
vértice x tal que K(A) C SX. Así Sxe QÏV(A) y x e SX; luego
x e ndv (A). 

u.— Semiespacios que se apoyan sobre un conjunto.

Ahora vamos a generalizar el concepto de semiespacio con
vértice. Sea A un subconjunto eonvexo de X tal que Ó # A í X ,
diremos que SA es un semiespacio que se apova sobre A si SA es
un subconjunto eonvexo maximal incluido en X —A . Evidentemen
te si A = {p} entonces SA es un semiespacio de vértice p . Pro
posiciones análogas a las probadas para semiespacios con vérti
ce también pueden probarse para semiespacios que se apoyan so
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bre un conjunto.

(u.1) Si A es un subconjunto convexo de X tal Ó 1 A i X y SA
C- X , los siguientes enunciados son equivalentes: i.- SA es
semiespacio que se apoya sobre A. ii.- SA es semiespacio maxi
mal incluido en X —A. iii.- X - SA es semiespacio minimal que
incluye A . iv.- SA es un subconjunto convexo incluido en X —
A tal que para todo x e X - SA existe y e SA de forma que
K(x,y) n A i Ó .

nggstración. Es análoga a la de (3.1). Veamos,por ejemplo,
que

iii = iv . Trivialmente obtenemos que SA es subconjunto convexo
incluido en X - A . Sea x e X —SA ; de suponer que K(SA U {x})
ñ A = Ó , por (2.2) existen S], S2
tales que K(SA U {x}) C Sl y A C 82; asi S2 es un semiespacio

semiespacios complementarios

tal que A C S2 g X —SA lo cual contradice iii. Luego, por (9.U)
del capítulo II, existe y E SA tal que K(x,y) n A í Ó .

(H.2) Si A, B son subconjuntos convexos de X y B i Ó , entonces

existe Sn semiespacio que se apoya sobre B tal que A C Sn.

Demostración. Resulta análoga a cualquiera de las dos demostra
ciones de (3.2). Así siguiendo los pasos de la primera de ellas
y teniendo en cuenta que A es convexo, podemos probar (H.2) u
tilizando únicamente (Ax 2).

Las proposiciones (3.3) y (3.H) también pueden extenderse
para semiespacios que se apoyan sobre un conjunto convexo:

(u.3) Para todo A subconjunto convexo de X tal que ú fi A í X ,

existe SA semiespacio que se apoya sobre A .

(H.H) A C X á K(A) = ñ {S / A C S y para algún B subconjunto
convexo de X , tal que Óí B # X , S es semiespacio que se apo
ya sobre B }.
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Por (“.1) podemos afirmar:

(H.5) Los semiespacios que se apoyan sobre un subconjunto con
vexo A de X tal que Ó í A i X , son semiespacios.

Pero también vale:

(“.6) Si S es semiespacio, entonces S es el úncio semiespacio
que se apoya sobre X — S .

Demoatración. Se deduce de las definiciones respectivas y sin
utilizar los axiomas.

Ahora ampliaremos las equivalencias dadas en (1.3):

(u.7) Si K cumple (Ax 1) a (Ax H) entonces (Ax 5), (1.1), (1.2),
(2.2) y (“.5) son equivalentes.

Demostración. Ya vimos en (1.3) que (Ax 5) a (1.1) y (1.1) =
(1.2). Evidentemente (1.2) á (2.2). Como'para probar en (H.1)
que i á ii usamosúnicamente (2.2), resulta que (2.2) a (".5).
Finalmente resta ver que (H.5) á (Ax 5). Sean a e K(b,p) y c
G K(d,p); si suponemos que K(a,d) n K(b,c) = Ó , por (u.2)

existe Sl semiespacio que se apoya sobre K(b,c) tal que K(a,d)
C Sl . Pero, por (H.5) Sl es semiespacio; luego tomando S2 =

X —Sl , resulta que Sl, S2 son semiespacios complementarios
que separan a K(a,d), K(b,c). Si p E Sl entonces K(d,p) C Sl
y así c G Sl lo cual es una contradicción pues c E 82. De supo
ner que p E S2 también llegamos a una contradicción.

En la demostración de (u.7) utilizamos (Ax u) únicamente
para probar que (Ax 5) á (1.1). Ademásveremos que sin utilizar
(Ax H) se puede probar que (u.5) a (1.1). De esta forma llega
mos a la siguiente proposición:

(“.8) Si K cumple (Ax 1) a (Ax 3) entonces (1.1), (1.2), (2.2)
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y (“.5) son equivalentes.

Demostración. Resta ver que (“.5) á (1.1). Sean C, D subconjun
tos convexos de X disjuntos y supongamos que C y D son no va
cíos. Por (H.2) y (H.5), existen Sl, S semiespacios complemen2

tarios tales que C C Sl y D C 82. Dado p G X , si p G Sl enton
ces K(C U {p}) n D = Ó ; si p E S2 entonces C n K(D U {p}) = Ó

En la siguiente proposición vamosa ver cómoestán relacio
nados (Ax H), (Ax 5) y (1.2) o cualquiera de sus equivalentes
dadas en (“.8):

(H.9) Si K cumple (Ax 1) a (Ax 3) entonces:
i.- (Ax H) y (Ax 5) implican (1.2).
ii.- (1.2) implica (Ax5).
iii.- (1.2) no implica (Ax H).
iv.- (Ax H) no implica (1.2).
v.- (Ax S) no implica (1.2).

Demostración. i y ii se deducen de la demostración de (1.3). Pa
ra probar iii tomamosel último ejemplo dado en (5.a) del capí
tulo II que-también fue utilizado en (2.3) del capítulo III, a
sí (1.2) no implica (Ax H) ni (P 3). Para probar iv observemos
que si suponemos que (Ax H) a (1.2), obtenemos que (Ax u) =
(Ax 5) lo cual contradice la independencia de (Ax 5). Finalmen
te para probar v tomemos un conjunto X tal que card X 2 5 y de
finamos K(A) = A si card A < 2 y K(A) = X si card A > 2 ; según
vimos en el primer ejemplo de (5.H) del capítulo II, K cumple
todos los axiomas salvo (Ax u), es más K también cumple (P 3);
sin embargo no cumple (1.2) pues si A = {a} y B = {b} con a,b
G X y a í b , no existen C , D convexos complementarios tales

que A C C y B C D .
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5.- Bases de convexos.

Diremos que una familia ¿54de subconjuntos convexos de X
es base de convexos si para todo A subconjunto convexo de X ,
existe 12 C323tal que A = r‘JÉI . Las proposiciones (2.H), (3.
H) y (H.H) aseguran respectivamente que tanto la familia ¿Y de
todos los semiespacios, como la ¿PV de los semiespacios con vér
tice, como la e? ap de los semiespacios que se apoyan sobre un
conjunto convexo distinto del vacío y de X , son bases de con
VGXOS .

Observemos que si tomamos A convexo, la primera demostra
ción de (3.2) se obtiene de (Ax 2) y lo mismo ocurre con (3.H).
De esta forma resulta:

(5.1) Si K cumple (Ax 2) entonces CPV es base de convexos.

(5.2) Si K cumple (Ax 2) entonces qu es la mínima base de con
vexos (o sea, si J? es base de convexos entoncescS)v C 4?).

Demostración. Supongamosque existe Sp semiespacio de vértice
p tal que SPE 59 ; entonces para todo C E 49 , SPC C =>p E C.
En consecuencia no existe.2%CZJ3 tal que Sp = “¿al , o sea,t2?
no es base de convexos.

Resulta evidente que si K cumple (Ax 3) entonces ngCZdiw
Así obtenemos:

(5.3) Si K cumple (Ax 2) y (Ax 3) entonces Q9VC3capy en conse
cuencia có‘w es base de convexos.

Finalmente, por (u.5), (“.8) y (5.3) obtenemos:

(5.H) Si K cumple (Ax 1) a (Ax 5) entonces ¿TVC e?” = e? y en
consecuencia Q9 es base de convexos.
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6.- Puntos extremales.

Por analogía con la definición de punto extremal de un con
vexo en espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, dado A
subconjunto convexo de X y x G A , diremos que x es punto extre
ma; de A si cumple que y, z G A implica x G K(y,z) - {y,z} . De
notaremos con ex(A) al conjunto de los puntos extremales de A.

(6.1) Sea A subconjunto convexo de X y x e A . Entonces los si
guientes enunciados son equivalentes: i.— x e ex(A). ii.- A 
{x} es convexo. iii.- x E K(A- {x}). iv.- existe Sx semiespacio
de vértice x tal que A - {x} C SX.

Demostración. i á ii. Sean y,z e A —{x} ; como A es convexo
K(y,z) C A ; pero como x G ex(A), x í K(y,z) —{y,z} , luego
K(y,z) C A —{x} y, por (7.1) del capítulo II, A —{x} es con
vexo. '
ii á iii . Es trivial.
iii á iv. Es consecuencia de (3.2).
iv =á i . Si x E ex(A), existen y,z G A tales que x G K(y,z)

.— {y,z} ; así y í x í z de donde K(y,z) C K(A -{x}). De esta

forma x G K(A - {x}) y, en consecuencia, no existe Sx semiespa
cio de vértice x tal que A —{x} C 8x.

(6.2) Si A es un subconjunto convexo de X , los siguientes e
nunciados son equivalentes: i.— A = K(ex(A)). ii.- x E A y Sx
semiespacio de vértice x á (X - S!) n ex(A) í Ó .

Demostración. i = ii. De existir x E A y Sx semiespacio de vér
tice x tal que (X —S!) n ex(A) = Ó , resulta K(ex(A)) C Sx. A
sí x E K(ex(A)) pero x G A , o sea, A i K(ex(A)).
ii á i . Si A i K(ex(A)), existe x G A —K(ex(A)). Por (3.2) e
xiste Sx semiespacio de vértice x tal que K(ex(A)) C Sx y en
consecuencia (X - Sx) n ex(A) = Ó .
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Para la convexidad en espacios vectoriales, la equivalen
cia i <='->ivdada en (6.1) aparece sin demostración en Hammer
[8] ; también la proposición (6.2) es el teorema 5 de [8] ; si
guiendo la demostración de dicho teorema hemos probado (6.2).

(6.3) Observaciones. En (6.1) utilizamos (Ax 1) a (Ax H), mien
tras que en (6.2) utilizamos (Ax 1) a (Ax 3). Ya vimos que ca
si todos los resultados sobre semiespacios con vértice, semies
pacios que se apoyan sobre un conjunto y bases de convexos se
obtuvieron utilizando (Ax 1) a (Ax 3). De esta forma gran parte
de lo hecho en los parágrafos 3, H y 5 , y todo lo hecho en cl
parágrafo 6 podía haberse hecho en el capítulo II cuando toda
vía no utilizábamos (Ax 5). Sin embargo, preferimos desarrollar
las teorías de semiespacios con vértice, semiespacios que se a
poyan sobre un conjunto y bases de convexos en el presente capí
tulo para poder relacionarlas con la teoría de semiespacios.
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CAPITULO V

NUMEROS DE CARATHEODORY, HBLLY Y RADON

En el parágrafo 1 del capítulo I ya vimos una introducción
histórica sobre las relaciones entre los númerosde Carathéodory,
Helly y Radon; también vimos la definición de espacio de conve
xidad que utiliza Kay y Womble[3] al tratar dicho tema. En es
te capítulo resumiremos los resultados ya obtenidos por Levi
[2] y Kay y Womble[3] sobre las relaciones entre estos números
y agregaremos otros resultados propios, algunos de los cuales
fueron comunicados por el autor de esta tesis en las Reuniones
Anuales de la U.M.A. de los años 1972 [28] y 197M[29].

Los cinco axiomas, introducidos en el capítulo II, nos per
mitieron demostrar propiedades geométricas interesantes de la
teoría de la convexidad. Sin embargo para probar relaciones en
tre los números de Carathéodory, Helly y Radon sc usa básicamen
te la interseccionalidad de la familia de los convexos y que la
cápsula convexa de un conjunto es igual a la intersección de los
convexos que lo contienen; es por eso que en este capítulo tra
bajaremos c0n los espacios de convexidad.

1.- Espacios de convexidad.

Diremos que una familia 95 de subconjuntos de un conjunto
X define una estructura de convexidad sobre X , o también, que
(X,‘€ ) es un espacio de convexidad si se cumplen las dos c0n—
diciones siguientes:
(C1)4>€‘-¿ yXGHï
(c2)°ÏF c<€=>n°31ectï

El operador de cápsula generado por 95 queda definido pa
ra todo A C X por K(A) = n {C e Ïï/ A C C L Las definiciones
precedentes aparecen en [3] .
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En virtud de las proposiciones (6.9), (6.11) y (6.13) del
capítulo II obtenemosla siguiente proposición:

(1.1) Si X es un conjunto tal que card X > 2 y K es una función
de P(X) en P(X) que cumple (Ax 1) a (Ax 3), entonces la familia
(6 = { A C X / A = K(A)} define una estructura de convexidad

sobre X tal que K es el operador de cápsula generado por ¿6 .

Sin embargo, si ¿g define una estructura de convexidad so
bre un conjunto X y K es el operador de cápsula generado por
H5 , puede ocurrir que K no cumpla (Ax 2) ni (Ax 3). Por ejem

plo, si X = Rz y 95 es la familia formada por el conjunto va
cío y todos los conos convexos cerrados con vértice en (0,0),
entonces 96 define una estructura de convexidad sobre X tal
que el operador de cápsula generado por ‘¿ no cumple (Ax 2) ni
(Ax 3).

(1.2) Sean (X, 9g ) un espacio de convexidad y K 1a cápsula ge
nerada por ‘¿ . Entonces K sumple las siguientes propiedades:
(K 1) A C X = K(K(A)) C K(A).

(K 2) A C X á A C K(A)

(K 3) A C B C X = K(A) C K(B).

(K H0 K(Ó) = Ó .

y además Q? = {A C x / A = K(A)} .

Demostración. 'Como K(A) = n {C C ¿g / A C C} , por (C 2) K(A)

e L6 ; así K(A) e {C C 95 / K(A) C C} y, en consecuencia, K(K
(A)) C K(A). Evidentemente, A C K(A). Si A C B , {c e Qf/ A C C}
3 {CGLg/BCC};luegoK(A)CK(B).ComoÓCC¿,K(Ó)=Ó.
Fácilmente se ve que qg: {A C X / A = K(A)} pues si A C 9g en
tonces K(A) C A y por (K 2) resulta A = K(A); además si A =
K(A), como K(A) C (6 resulta que A C 9?.

En la siguiente proposición vemosque también vale la recí
proca de (1.2); así las propiedades (K 1) a (K H) caracterizan
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I oa la capsula generada por una estructura de convedead.

(1.3) Sean X un conjunto, K una función de P(X) en P(X) que
cumple (K 1) a (K H) y QÏ= {A C X / A = K(A)} . Entonces (X ,

¿6) es un espacio de convexidad y K es la cápsula generada por
¿(á .

Demostración. Por (K H), Ó e gg. Por (K 2) y teniendo en cuenta

que K(X) C P(X), obtenemos que X C ¿g . Sea QÏ = {Aj/ j G J}
C ¿é ; según vimos en (6.2)ii a) del capítulo II, utilizando
únicamente (K 3) podemos probar que K( n {Aj/ j C J}) C n {K(AR
/ j C J }; así como para todo j C J , K(Aj) = Ai, obtenemos
K((ÏÉF)C FlQF ; luego, por (K 2) resulta K((ÏQF) =ÍW9Ï y así
rVï C qg. Para ver que K es el operador de cápsula generado por
cá ,tomemosACXyKl(A)=n{ce‘6/ACC} ; siACCy

c e <6 , por (K 3) obtenemos K(A) C K(C) = c g luego K(A) C KI(A).
Pero por (K 1) y (K 2), K(K(A)) = K(A) y, en consecuencia, K(A)

e ¿6 ; luego Kl (A) C K(A).

Observemos que en la demostración de (1.3) utilizamos (K 1)
únicamente para probar que K¡(A) C K(A). De esta forma resulta
inmediata la siguiente proposición:

(1.H) Sean X un conjunto, K0 una función de P(X) en P(X) que cum
ple (K 2) a (K u) y ¿6: {A C x / A = K0(A)}. Entonces (x,C¿) es
un espacio de convexidad y si Kl es el operador de cápsula gene
rado por 95, para todo A C X , K°(A) C K¡(A).

Para ilustrar 1a proposición anterior, consideremos un con
junto X y una función B : X)<X * P(X) que cumpla (P 1), o sea,
{a,b} C B(a,b). Si tenemos en cuenta las definiciones de C., Cn
y K dadas a1 comienzo del parágrafo H del capítulo III, podemos
probar que C cumple (K 2) a (K u). Así 9€ ={A C X / A = C(A)}
define una estructura de convexidad sobre X y si Kl es el opera
dor de cápsula generado por 9g , para todo A C X , C(A) C K¡(A).
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Observemos que, para todo A C X , K¡(A) e ¿é ; de donde proce
diendo por inducción sobre n , se obtiene que Cn(A) C KI(A) y
en consecuencia, K(A) C K¡(A). Pero si a,b E K(A), procediendo
como en (H.H) del capítulo III , se prueba que B(a,b) C K(A);
luego K(A) = C(K(A)) y K(A) e (6 , en consecuencia, como A C

K(A), resulta Kl(A) C K(A). Luego K(A) = KI(A) .

(1.5) Ejemplos de espacios de convexidad.
i.- Por (1.1), todos los modelos del sistema axiomático dado
por (Ax 1) a (Ax 5) nos dan ejemplos de espacios de convexidad;
en estos casos q? = {A C X / A = K(A)} . Para estos ejemplos
podemosconsultar los parágrafos 2 y 3 del capítulo II .
ii.- Análogamenteocurre con todos los ejemplos utilizados pa
ra probar la independencia de (Ax M) y la de (Ax 5), en (5.u)
y (5.5) del capítulo II.
iii.- Si X es un conjunto munido de una topología y C6es la fa
milia de los conjuntos cerrados entonces (X,Q5) es un espacio
de convexidad.
iv.- Si X es un espacio vectorial y 9? es la familia de los con
juntos afines obtenemos un espacio de convexidad.
v.—Otro ejemplo se obtiene si X es un espacio vectorial norma
do y Q3 la familia de los conjuntos convexos cerrados.

2.- Los numeros de Carathéodory, Hellygy Radon.

En todo este parágrafo supondremos que (X,Q5 ) es un espa
cio de convexidad y que K es el operador de cápsula generado
por ¿6 .

Diremos que c es el número de Carathéodory de (X,qg), o tam
bién que (X,95 ) tiene número de Carathéodory c , si c es el mí
nimo número natural tal que para todo A C X , KCA) = U{K(F) /
card F < c y F C A} . Si no existe un tal número natural, dire
mos que (X,95 ) tiene número de Carathéodory c = m . Evidente
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mente, si (X,¿6 ) tiene número de Carathéodory c‘< m enton
ces K cumple (Ax 2). La recíproca no es cierta, por ejemplo,
si X es un espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado de di
mensión infinita y Q? es la familia de los convexos de X , en
tonces (X,¿Ó ) tiene número de Carathéodory c = m pero sin em
bargo la cápsula convexa cumple (Ax 2).

Diremos que h es el número de Helly de (X,C6 ), o también
que (X,(6 ) tiene número de Helly h , si h es el mínimo número
natural tal que para toda ïf subfamilia finita de 9€ , si las
intersecciones de hasta h conjuntos de 2V son no vacías, enton
ces nïrí Ó . Si no existe un tal número natural, diremos que
(X,qg ) tiene número de Helly h a °..

Diremos que r es el número de Radon de (X,¿¿ ), o también
que (X,¿6 ) tiene número de Radon r , si r es el mínimo núme
ro natural tal que para todo A C X , si card A > r , entonces
A tiene una partición de Radon, o sea, existe una partición
{A1, A2} de A tal que K(Al) n K(A2) í Ó . Si no existe untal
número natural diremos que (X,L6 ) tiene número de Radon r=‘”.

La única diferencia entre las definiciones precedentes y
las dadas en [3] es que en las primeras admitimos que c, h y
r puedan tomar el valor infinito. De esta forma, para cualquier
espacio de convexidad siempre existen c, h y r ya sea c0n valo
res finitos o infinito. TomandoX i Ó , resulta que c > 1 pues
si suponemos que c = 0 obtenemos que K(X) í U{ K(F) / card F:
0 y F c X} . Además si 93' es una subfamilia finita de ¿6 tal
que o e‘Üá evidentemente 09?: o pero no = X í o ; de allí
que h > 1 . Obviamente r > 2 pues por definición de partición
Alí o í A2 . Por ejemplo, si card X > 2 y ¿6: {Ó, X }resulta
que K(Ó) = ó y K(A) = X para todo A i Ó y A C X . Así c = h =
1 y r = 2 .

Si card X 2 3 y K cumple (Ax 3) (o sea, ¿6 es TI), enton
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ces c > 1 , h > 2 y r > 3 . Por ejemplo si HZ: FKX) entonces
para todoACX , K(A) =A ; así c = 1 . 31%: w, X}U{{x}/
x_€ X } entonces si card A < 1 , K(A) = A y si card A 2 2
K(A) = X ; así c = 2 , h = 2 y r = 3 .

. d . . . .Sl X = R con d finito y qges la familia de los convexos
de Rd , los teoremas de Carathéodory, Helly y Radon afirman
que c = h = d + 1 y r = d + 2 (ver INI) . Los resultados ante

. . . driores también valen Sl X = E donde E es un cuerpo ordenado.

3.- Relaciones entre los números de Carathédory, Helly y Radon.

En todo este parágrafo supondremos que (X,Qg) es un espacio
de convexidad, que K es el operador dc cápsula generado por qg
y que c, h y r son, respectivamente, los números de Carathéodory,
Helly y Radon de (x,¿6 ) .

La siguiente prOposición fue probada por F. w. Levi (ver
Teorema H de [2]). La demostración de Levi, evidentemente, es
tá basada en la del teorema de Helly dada por Radon [1] .

(3.1) r < w á h < r - 1 .

Demostración. Sea r < m , para probar que h < r - 1 tendremos
que ver que:
(a) Para toda QFjsubfamília finita de 9€ , si las interseccio
nes de hasta r —1 conjuntos de Ïfi son no vaCías, entonces “SV
í Ó .

Probaremos (a) por inducción sobre card ÉÏ. Si cardCT' < r
—1 , evidentemente vale (a). Supongamos, como hipótesis induc
tiva, que vale (a) para el caso en que cardCÏ'= j - 1 donde j
- 1 > r - 1 ; vamos a ver que también vale (a) para el caso en
que card QÏ = j .

Sea ÏÏ = {A¡/ i e I} subfamilia finita de Q5, con cardQÏ =
card I = j ; y supongamos que las intersecciones de hasta r - 1
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conjuntos de QÏ son no vacías. Por hipótesis inductiva, para
todo i E I existe pie n {Al/ i í l e I} . Sea P = {p¡/ i e I}
evidentemente, card P < j . Si card P < j entonces existe i e
I tal que pie n {Ai/ i G I}; luego “(35% Ó . Si card P = j ,
como j > r existen Pl: {p¡/ i G I¡}y P2 = {pi/ i G Il} que
forman una partición de P tal que existe z G K(P¡) ñ K(P2) .
Pero si i í 1 entonces pie AI; así P1C ñ {A¡/ 1 G Iz} y P2C
ñ {Al/ 161,}. Pero como°3fc<6, utilizando (c 2) y (1.2) ob

tenemos que K(P¡) C n {Al/ l e g} y K(P2)C n {Al/l e IQ . Asi
z e Kw.) n K032) c n {Ai/ i e I} ; en consecuencia nen 45
Esto completa la prueba por inducción de (a), de donde h < r-—1.

Según vimos en el parágrafo l del capítulo I, Kay y Womble
[3] analizan ejemplos que muestran que, en espacios de conve
xidad la relación (3.1) dada por Levi es la única posible en

' tre c, h y r si se supone la finitud de uno sólo de estos nú
meros y no sc utilizan hipótesis adicionales. En cambio, supo
niendo la finitud de un par de estos números ellos prueban la
siguiente proposición (ver Theorem3 de [3] )

(3.2) c < w y h < W = r < c h + 1

Demostración. Sean c < m y h < m ; para probar que r S c h + 1
tendremos que ver que para todo A C X si card A 9 c h + 1 en
tonces A tiene una partición de Radon. Para esto supongamos que
A C X y card A = c h + 1 ; y consideremos las familias finitas
ïfi={FCA/cardï>ch+1—c} y Cá={K(F)/FECJ'“}.
Si Gie ¿Q para 1 < i < h (o sea, si Gi: K(F¡) con Fie‘Üf), en
tonces n {Gi/ 1 S i < h } í Ó ; en efecto, card (A -ÍW{G¡/ 1 <
i < h} = card (U {A —Gi/ 1 < i < h})=5card (U {A — Fi/ 1 < i <
< h} ) < h [(c}i+ 1) — (c h + 1 - c)] = c h < card A ; luego

A - n {Gi/ 1 < i < h} í A y así n {G¡/ 1 í i < h} i Ó . Pero
(X,¿6 ) tiene número de Helly h, de donde rie? í Ó . Sea x e “cg;

como A E 35 , K(A) €(g 3/así x G K(A). Pero como (X,Qg)
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tiene número de Carathéodory c , resulta que existe Al<ï A
tal que card Al < c y x E K(Al) . Sea A2: A —A], card A2 >
c h + 1 —c , así A26 Q? y, en consecuencia, K(A2)€ q; y
x E K(A2) . Así {Al,A2} es una partición de Radon de A pues
x G K(Al) n K(A2).
Si suponemos que A C X y card A > c h + 1 , podemos tomar

B C A tal que card B = c h + 1 ; así existe {B¡, Bz}partición
de Radon de B . Obviamente, tomando Al = A - B2 y A2: B2 , re
sulta que {A1,A2}es partición de Radon de A . De esta forma
queda probado que r < c h + 1 .

Comocorolario de (3.1) y (3.2) obtenemos la siguiente pro
posición (ver Corollary 1 de [3] )

(3.3) Si c < m , entonces:io_
ii.- h < w :9 h + 1 < r < c h + 1 .

iii.— r < m á h + 1 < r < c h + 1 .

Observemos que h < m y r < m no implica que c < m . En
efecto, si X = Rd con d finito y qges la familia de los con
juntos convexos cerrados en Rd (con cualquier norma), entonces
h = d + 1 , r = d + 2 y c = w .

Por otra parte, el Ejemplo 2 de [3] nos permite afirmar
que fijado un número natural n > 3 , y otro número natural-m
(tan grande comose quiera), existe un espacio de convexidad
para el cual c = n,m < h < W y m < r < W .

Para probar nuevas relaciones entre c, h y r tendremos que
pedir que (X,‘6 ) cumpla hipótesis adicionales:

Diremos que (X,¿¿ ) cumple la propiedad de dominio finito
si K cumple (Ax 2), o sea, A C X á K(A) = ñ {K(F) / F finito y
F C A }.

Diremos que (X,Q€ ) cumple el tercer axioma de Levi si
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F C X , P finito y p e K(F) á K(F) C U{K((F — {a})U {p} ) /
a G F} . La propiedad de dominio finito ya fue estudiada en
(1.2) del capítulo II,'mientras que el tercer axioma de Levi
ya fue enunciado (utilizando otra nomenclatura) en (C 3) del
parágrafo 1 del capítulo I .

La siguiente proposición fue probada por el autor de es
ta tesis en [28] :

(3.H) Si (X,¿€ ) cumple 1a propiedad de dominio finito y el
tercer axioma de Levi, entonces r < m = c < r —1 .

Demostración. Sea r'< 0°; para probar que c < r —1 , tendre
mos que ver que para todo A C X'y x‘E K(A) existe F C A tal
que card F < r — 1 y x G K(F) . Para esto tomemos A C X y
x G K(A). Por la propiedad de dominio finito existe F finito

_y F C A tal que x G K(F). Obviamente tal F se puede tomar mi
nimal, o sea, tal que si G C P y x E K(G) entonces G = F . Su

pongamos que card F > r - 1 , luego existe {F¡, F2} partición
de Radon de F . Sea p G K(F¡) n K(F2), evidentemente p e K(F);
luego por el tercer axioma de Levi existe a G F tal que x G
K((F - {a}) U {p}) . Pero a E Fl o a G F2; si suponemos que
a e Fl, resulta que F2<ï F - {a} y así p e K(F - {a}); luego
(F - {a})U p C K(F -{a}); de alli que K((F —{a})U {p}) C
K(F - {a}); así x G K(F —{a}) lo cual contradice la min' Li
dad de F . A la misma contradicción se llega si suponemo ue

'a G F2. Así card F < r - 1 ; de donde c < r - 1 .

Comocorolario de (3.1), (3.2) y (3.H) obtenemos:

(3.5) Si (X,¿¿ ) cumple la propiedad de dominio finito y el
tercer axioma de Levi, entOnces r < W =’ max {c,h} < r - 1 <
c h .

Observemos que en el Teorema 8 de [3], Kay y Womble lle
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gan a la misma conclusión que en (3.H)(o sea, r < m á c <

r - 1 ), pero utilizando distintas hipótesis.

H.- Conjuntos afínmente independientes en espacios vectoriales.

Recordemos que si V es un espacio vectorial sobre un cuer

po B , y F = {al,..., an}es un subconjunto finito de V , se
dice que T es afínmente independiente si para todo i e{1 3...,
n} ai E af(F — {ai}).

(“.1) Si F = {a¡,..., an} es un subconjunto finito de V , en
tonCes los siguientes enunciados son equivalentes:

i.— F es afínmente independiente.

ii.— ¡Él aí ai = 0 y ¡Él ai: 0 á para todo i , ai: 0 .

iii.— ¡Él aí ai = iÉlfiiai y ¡Éla¡=iïlfii = 1 á para todo i ,
a¡ = Bi .

iv.— x G af(F) á x puede expresarse en forma única como com

binación afín de a¡,..., an.

Demostración. Inmediatamente puede probarse que i á ii, ii á
iii,iii='iv,yiv=>i.
(u.2) Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado E,

y F = {a¡,..., an} es un subconjunto finito de V , entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:
i.— F es afínmente independiente.

ii.- conv(F) Í U {conv(G) / G g F} .
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Demostración. i á ii. Sea F afínmente independiente y sea x =
l'l

iz] % al . Así x E conv(F) pero si G g F entonces x e conv(G),
por (H.1) i.==iv. ii á i . Si F no es afínmente independiente,

entonces existe i e {1 ,..., n} tal que a¡€ af(F - {a¡}), así
dim af(F) < n - 2, y por el teorema de Carathérodory conv(F) =

U {conv(G) / card G < n —1 y G C F} ; luego conv(F) C U{conv(G)

/Gg}“}.

Observemos que (u.2) nos permite expresar el concepto de

afínmente independiente utilizando únicamente la cápsula con
vexa o

(H.3) Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado E,

Fl: {a¡,..., an} es un subconjunto finito afínmente independien

te de V y Fl, F2 C F , entonces conv(F¡) n conv(F2) = conv (Fl

n r2).

Demostración. Puesto que conv(FlfÏ F2) C conv(F¡) y conv(Fl

n F2) C conv(F2), obtenemos que conv(Fl n F2) C conv(F¡) n

conv(F2). Para probar la otra inclusión, supongamosque x e
n I'I

conV(F¡) n conv(F2). Así x =ÍX aial con 2 al = 1 donde ai> 0El ¡al n n

y si ai e FI entonces al: 0 ; y también x =ÍZ Bi ai con X Bi =El i‘l

1 donde Bi> 0 y si a¡€ F2 entonces B¡= 0 . Pero por (“.1)
n

. . . v
1 <==>1V, para todo 1 a.= B. . De esta forma, x = L u¡a¡ conI I ¡.1n

X ai = 1 donde ai? 0 y si aie Fl n F2 entonces al: 0 . LuegoII]
x e conv(Fl T2).
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Observemos que (".3) afirma que en todo simplex no dege
nerado (o sea, cuyo conjunto de vértices es afínmente indepen
diente), la intersección de dos facetas es 1a faceta que tiene
por vértices los vértices comunesa las dos facetas intersecan
dos.

5.- La independencia afín y el axioma del simp;ex en espacios
de convexidad.

En todo este parágrafo supondremos que (X,¿6) es un espa
cio de convexidad, que K es el operador de cápsula generado
por‘g y que c , h y r son, respectivamente, los números de
Carathéodory, Helly y Radon de (X,‘€) .

El contenido de este parágrafo fue expuesto, en forma re
sumida, por el autor de este trabajo de tesis en [28]-.

Basándonos en (“.2), dado F C X , F finito y no vacio, di
remos que F es afínmente independiente si K(F) C U {K(G) / G g
F} (o sea, si existe x E K(F) tal que G g F implica que x e
K(G)). Convendremos en que o es también afínmente independien
te. La proposición (".3) nos hace considerar el siguiente axio
ma:

(5.1) Axiomadel simplex. Si F es un subconjunto finito afin
mente independiente de X y Fl, F2 C F , entonces K(F¡) n K(F2)
C K(Fl n F2).

Observemos que, por (1.2)(K 3), también vale que K(F¡n F2)
C K(F¡) n K(Fz).

(5.2) Si (X,‘€ ) cumple 1a propiedad de dominio finito y el
axioma del simplex entonces h < w = c S h .

Demostración. Sea h < m ; para probar que c < h , tendremos que
ver que para todo A C X y x e K(A) existe F C A tal que card F
< h y x e K(F) . Para esto tomemos A C X y x e K(A). Por la
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propiedad de dominio finito existe F finito y F C A tal que
x E K(F) . Evidentemente tal F se puede tomar minimal, o sea,
tal que G g F implique x e K(G). En consecuencia, F resulta
afínmente independiente. Supongamos que card F > h ; así F =
{a¡,..., ah,..., an} . Si definimos para todo i = 1 ,..., n ,
Fl: F - {ai}, entonces, por el axioma del simplex, para todo
i = 1 , ..., n , ñ {K(Fj) / j i i} = K(n {Fj/ j í i }) = K(a¡)
í Ó . Sin embargo, n {K(F¡) / j = 1, ..., n } = K(n {Fj/ j = 1,
.., n I) = K(Ó) = Ó . De esta forma, llegamos a que h no es
el número de Helly de (X,‘¿ ) lo cual es una contradicción. Así
queda probado que c < h .

Observemos que si X = Rd y C6 es la familia de los subconjun
tos convexos cerrados de X , entonces (X,(¿) es un espacio de
convexidad que cumple el axioma del simplex pero no cumple la
propiedad de dominio finito. En este caso h = d + 1 pero c = m.

Si X = Ren= {(xl,..., x¡,...) / xie R } y ¿6 es la fami
lia de los subconjuntos convexos de X , entonces (X ,‘6 ) es
un espacio de convexidad que cumple la propiedad de dominio fi
nito y el axioma del simplex. En este caso h = w y c = w .

Comocorolario de (3.1), (3.2) y (5.2) obtenemos:

(5.3) Si (X,‘6 ) cumple la propiedad de dominio finito y el
axioma del simplex, entonces h < W =á c < h < r - 1 < c h .

6.- Finitud del número de Helly.

La proposición que daremos a continuación expresa condicio
nes equivalentes a la finitud del número de Helly en espacios
de convexidad. La misma fue enviada a la Reunión Anual de la
U.M.A. de 197M,por el autor de este trabajo de tesis (ver [29]).

(6.1) Sea (X,‘6 ) un espacio de convexidad y K el operador de
cápsula generado por ‘6 , entonces los siguientes enunciados
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son equivalentes:
i.- (X,C€ ) tiene númerode Helly finito.
ii.— Para todo número natural n , existe un número natural
p tal que si A es un subconjunto finito de X y card A = q 9 p ,
entonces n{K(F) / F C A y card F = q —n} f Ó .
iii.- existe un númeronatural p tal que si A es un subcon
jnúo finito de X y card A = q > p , entonces n{K(F) / F C A
y card F = q - 1 } í Ó .

Demostración. Sea h < w el número de Helly de (X,¿6 ). Dado
un número natural n , tomemos p = n h + 1 . Sea A subconjunto
finito de X y card A = q > p ; y consideremos las familias fi
nitas QÍ = {F C A / card F = q w n J y 99 = {K(F) / P 5‘35}.

Si Gie ¿Q para 1 < i < h (o sea, si Gl = K(F¡) con F¡€ qg ),
entonces, procediendo comoen la demostración de (3.2) tenemos
que card (A — n {Gi/ 1 < i < h} ) = card (U {A — Gi / 1 < i <

< h I) < card (U {A — Fl/ 1 < i < h 1) < [q - (q — n )] h =

n h < n h + 1 = p < q = card A ; y así n {Gl/ 1 < i < h }# Ó .
Pero como h es el número de Helly de (X,‘6 ), obtenemos que
0‘? í Ó , o sea, “{K(F) / F C A y card F = q — n } í Ó .
ii = iii. Resulta trivialmente tomandon = 1 .
iii = i . Supongamosque p es un número natural tal que si A
es un subconjunto finito de X y card A = q > p entonces n{K(F)
/ F C A y card F = q - 1 } i Ó ; y sea h el número de Helly
de (X,95 ). Para probar que h ‘< m, veremos que h í p - 1 ; pa
ra lo cual, procediendo comoen la demostración de (3.1), ten
dremos que ver que:
(a) Para toda ‘ÜÏ subfamilia finita de ¿6 , si las interSec
ciones de hasta p —1 conjuntos de gy son no vacías, enton
cesnoJ‘JÍÓ.

Probaremos (a) por inducción sobre card 9? . Si card Q?
< p - 1 , evidentemente vale (a). Supongamos, como hipótesis

inductiva, que vale (a) para el caso en que card QÏ = j - 1
donde j - 1 > p —1 ; vamos a ver que también vale (a) para el
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caso en que card QÍ = j .
Sea Si: {C¡/ á e I} subfamilia finita de 95 , con card‘3f

= card I = j ; y supongamos que las intersecciones de has
ta p - 1 conjuntos de 2?, son no vaci s.

Por hipótesis inductiva, para todo i e I existe xie ñ { q
/ i fi l G I} . Sea A = {xi/ i G I}; evidentemente, card A =
q < j . Si q < j entonces existe i e I tal que xie n { Ci/ i
e I} ; luego “QF,# Ó . Si q = j , entonces q > p y, en con

secuencia, existe x e n {K(F) / F C A y card F = q —1 } =

n {K(A —{x¡}) / i e I}. Pero si i # 1 entonces xie Cl; asi
A - {x¡}C Ci para todo i G I ; luego x E K(A — {g}) C q para
todo i E I. De esta forma x G “{C¡/ i E I}; en consecuencia
F1QFí Ó . Así se completa la prueba de (a), de donde h < p - 1.

Comoconsecuencia de la demostración de (6.1) obtenemos la
siguiente caracterización del númerode Helly:

(6.2) Sean (X,‘€ ) un espacio de convexidad, K el operador de
cápsula generado por 95 , y h un número natural, entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:
1‘.- h es el número de Helly de (x, ¿6 ) .

ii.— h es el minimo número natural tal que para todo A subcon
junto finito de X , si card A > h + 1, entonces n {K(A —{a}) /
a E A} í Ó .

Demostración. Para abreviar la demostración consideremos la fun
ción proposicional f(m) : para todo A subconjunto finito de X ,
si card A > m + 1 entonces n {K(A —{a1} / a G A} i Ó , (dOn
de m es un número natural).
i á ii. Supongamosi; por 1a demostración de (6.1) (parte i =
ii), se cumple f(h). Supongamosf(hl); por la demostración de
(6.1) (parte iii á i ) obtenemos h < h]. ii á i . Supongamos
ii; por la demostración de (6,1) (parte iii=9i), si h2 es el
número de Helly de (X,‘¿ ) entonces h2< h . Pero como i á ii,
se cumple f(hz). Así h < h2 ; luego h = h2 .
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7.- Finitud del número de Carathéodory y expresión del opera
‘dor K mediante bandas.

Sean X un conjunto tal que card X > 2 y K una función de
P(X) en P(X) que cumple (Ax 1) a (Ax H). Según vimos en (1.1)
la familia 9g = {A C X / A = K(A)} define una estructura de
convexidad sobre X tal que K es el operador de cápsula genera
do por H? . Por (7.2“) del capítulo II, sabemos que si A C X ,
K(A) = U {Cn(A) / n > 0 }. Ahora veremos que si el número de
Carathéodory de (X,‘¿ ) es finito entonces existe i tal que,
para todo A C X , K(A) = Cl(A) y, en consecuencia, para todo
j > i , K(A) = Cj(A) . Para esto, comenzaremos probando la si
guiente proposición:

(7.1) Sean A un subconjunto finito de X , i un entero no nega
tivo tal que card A < 2'. Entonces K(A) = C¡(A).

Demostración. Sc aplica inducción sobre i . Para i = 0 vale
(7.1) pues K(Ó) = Ó = C°(Ó) y, por (Ax 3), para todo a G X ,
K(a) = {a} = C°(a) . Supongamos como hipótesis inductiva que
vale (7.1) para i = j > 0 ; vamos a ver que también vale (7.1)

¡+1
para i = j + 1 . Sea A C X y card A = m < 2 si m < 2’,
por'hipótesis inductiva K(A) = CJ(A) y, en consecuencia K(A) —
CÍ+ÏA) . Si m > 2j, existe una partición {A1,A2} de A tal que
máx {card A], card A2} < 2j. Luego, por (9.3) del capítulo II
y la hipótesis inductiva, K(A) = S(Cj(Al), CÏ(A2)) C S(C’(A),
cj (A)) = c"”(A> ; pero como c"”(A) c K(A), obtenemos que K(A) =
c"'(A) .

(7.2) Sea c < m el número de Carathéodory de (X,¿¿ ) ; si i
es un número natural tal que c < 2', entonces, para todo A C X,
K(A) = c'(A) .

Demostración. Sea A C X , por hipótesis y (7.1) obtenemos que
K(A) = U{K(F) / card F < c y F C A }= U{C'(F) / card F s c y
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F c A} c cl (A) ; pero como c' (A) C K(A), resulta que K(A) —
c' (A).

Las proposiciones (7.1) y (7.2) fueron demostradas por el
autor de este trabajo de tesis en (H.17) y (".18) de [9] . U
na demostración de (7.2) para X espacio vectorial real, se en
cuentra en [11], teorema 1.2H.
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CAPITULO VI

CONJUNTOS BSTRELLADOS

En el parágrafo H del capítulo I ya mencionamos que median
te las bandas podemosdefinir, por analogía con el caso vecto
rial, la noción de conjunto estrellado. Para esto vamosa tra
bajar en el sistema axiomático dado en el capítulo II, donde
probaremos algunas propiedades elementales de los conjuntos es
trellados. También, resultados obtenidos por Toranzos [1M] y
Dresevic'[15] para estrellados en espacios vectoriales, serán
probados para estrellados en dicho sistema axiomático.

1.- Conjuntos estrellados, núcleo y componcntes convexas.

En todo este parágrafo supondrcmos que X es un conjunto
tal que card X 9 2 y K es una función de P(X) en P(X) que cum
ple (Ax 1) a (Ax H).

Sea A C X y p E A , diremos que A es estrellado en p si,
para todo x E A , K(p,x) C A .

(1.1) Si A C X , los siguientes enunciados son equivalentes:
i.- K(A) = A . ii.- para todo p e A , A es estrellado en p.

Demostración.-Es consecuencia de (7.1) del capítulo II.

(1.2) Si {Aj/ j E J} es una familia de subconjuntos de X es
trellados en p , entonces n{Aj/ j G J} es estrellado en p.

Demostración. Sean {Aj/ j E J} una familia de subconjuntos de
X estrellados en p , y A = n{Aj/ j E J}. Si {Aj/ j e J}: Ó ,
entonces A = X que, obviamente, es estrellado en p . Si {Aj/
j E J } # Ó , evidentemente p G A ; tomemos x G A ; así, para

todo j G J , x G Aj y K(p,x) C Al ; en consecuencia K(p,x)C A;
luego A es estrellado en p .
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(1.3) Si {Aj/ j e J} es una familia no vacía de subconjuntos
de X estrellados en p , entonces U {Aj/ j E J} es estrellado
en p .

Demostración. Sean {Aj/ j e J} una familia no vacía de subcon
juntos de X estrellados en p y A = U{Aj/ j e J} . Evidentemen
te, p e A ; tomemos x e A , luego existe j e J tal que x G Aj
y K(p,x) C Ai; en consecuencia K(p,x)<: A y A es estrellado
en p .

Sea A C X , diremos que A es estrellado si existe p C A
tal que A es estrellado en p . Observemos que si A es un sub
conjunto convexo no vacío de X ,entonces A es estrellado. Evi
dentemente, la recíproca no es cierta. Por otra parte, 1a in
tersección y la unión de conjuntos estrellados pueden no ser
estrellados.

Sea A C X , llamaremos núcleo de A al conjunto N(A) = {x
e A / A es estrellado en x }. Evidentemente, A es estrellado
sii N(A) # Ó . Comocorolario de (1.2) y (1.3) obtenemos la
siguiente proposición:

(1HH) Si {Aj/ j e J} es una familia de subconjuntos de X , en
tOnces:

i.- r1{N(Aj)/j—€J}C N(n{Aj/j€J})
ii.—JiÓ á'n{N(AJ)/j€J}C N(U'{Aj/j€J}) .
(1.5) Si A C X , los siguientes enunciados son equivalentes:
i.- K(A) = A ii.— N(A) = A .

Demostración. Es consecuencia de (1.1).

Sea A C X , diremos que C es una componente convexa de A
si C es un subconjunto convexo maximal de A .

(1.6) Si A C X , entonces A es la unión de la familia de las
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componentes convexas de A

Demostración. Sea {C¡/ i G I} la familia de las componentes
convexas de A . Evidentemente, U {Ci/ i G I }C A . Para pro
bar la otra inclusión, tomemos yÉEA y QÏ = {C / y E C C A y
C convexo} ; por (Ax 3), {y} es convexo y, en consecuencia,

gi í Ó . Si {Cj/ j E J} es una cadena no vacía de CF', enton
ces, por (6.12)c del capítulo II, U {Ci/j e J} es convexo y,
en consecuencia, es cota superior de dicha cadena en 9%. Lue
go, por el principio maximal, existe elemento maximal de ÉÏ ,
el que será una componente convexa de A que contendrá a y . A
sí A C U {Ci/ i G I} .

La siguiente proposición fue probada, en espacios vectoria
les, por Toranzos [1M] ; su demostración pudo adaptarse fácil
mente a nuestro sistema axiomático:

.(1.7) Si A C X , entonces el núcleo de A es 1a intersección de
la familia de las componentes convexas de A .

Demostración. Sean {Ci/ i C I} la familia de las componentes
convexas de A y Co = n {Ci/ i C I} ; tendremos que probar que
N(A) = C0 . Sea x E C0,

I tal que y e Ci, de donde K(x,y) C Ci C A ; luego x e N(A) y
Co C N(A). Para probar la otra inclusión tomemos p e N(A), si

por (1.6), para todo y C A existe i C

suponemos que p E Co entonces existe i C I tal que p e Ci; e
videntemente Ci g K(Ci U {p} ); pero, por (9.a) del capítulo
ÏI, K(C¡U {p}) = U{K(z,p) / z e C¡}; así, como p E N(A) ,
K(Ci U {p}) C A ; esto contradice la maximalidad de C¡. De es
ta forma p e Co y N(A) C Co.

Comocorolario de (6.11) del capítulo II y de 1a proposi
ción anterior obtenemos

(1.8) Si A C X , entonces el núcleo de A es convexo.
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2.- Separación de estrellados.

En todo este parágrafo supondremos que X es un conjunto
tal que card X > 2 y K es una función de P(X) en P(X) que cum
ple (Ax 1) a (Ax 5). En él, adaptaremos el contenido del tra
bajo de Dresevic [15] hecho en espacios vectoriales, a nues
tro sistema axiomático.

Sea A C X y p G X , llamaremos cápsula estrellada de A re
lativa a p al menor conjunto estrellado en p que contiene a A.
Dicho conjunto será denotado por st(A,p). Por (1.2), st(A,p)
es la intersección de la familia de los conjuntos estrellados
en p que contienen a A .

(2.1) Ó í A C X y p E X 5 st(A,p) = U{K(a,p) / a G A}.

Demostración. Sea QÏ = {S¡/ i G I} la familia de los conjun
'tos estrellados en p que contienen a A . Tendremos que probar
que n {Si/ i E I}: U {K(a,p) /a G A}. Por (1.3), U{K(a,p) / a
e A} e ‘31 ; luego n{s,/ i e I} C U {K(a,p) / aeA} . Pa
ra probar la otra inclusión tomemos x e U {K(a,p) /a e A} ;a—
si existe a E A tal que x E K(a,p) ; pero para todo i C I ,
K(a,p) C Si; luego x G fl{S¡/ i E I} y U {K(a,p) Z a G A} C
n {Sl/ i G I}.

(2.2) Si C, D.son subconjuntos de X disjuntos tales que C es
estrellado en p y D es estrellado en q , y r C X , entonces
st(C U {r}, p) Ñ D = Ó o C n st(D U {r},q ) = Ó .

Demostragién. Sean Cl: st(C U {r},p), Dl= st(D U {r},q) , y
supongamos que Cl n D í Ó y C n Dl# Ó ; así existen ql e Cl ñ
D y ple C n Dl . Puesto que qle Cl, por (2.1) obtenemos que
existe s G C U {r} tal que qle K(s,p); de suponer que s e C ,
obtendríamos que qle C pues C es estrellado en p, asi C n D #
Ó ; de allí que s = r . Procediendo en forma análoga con pl,
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obtenemos que existe t C D U {r} tal que pI‘E K(t,q) y que
t = r . Así ql C K(r,p) y pl e K(r,q); luego por (Ax 5),
K(p,pl) n K(q,ql) í Ó . Pero como C y D son estrellados en p
y q respectivamente, K(p,p¡) Ñ K(q,q¡) C C n D ; así C n D í
Ó lo cual contradice 1a hipótesis.

(2.3) Si A, B son subconjuntos de X disjuntos tales que A es
estrellado en p y B es estrellado en q , entonces existen C ,
D subconjuntos complementarios tales que A C C , B C D , C es
estrellado en p y D es estrellado en q .

Demostración. La misma es análoga a la de (1.2) del capítulo
IV. En efecto, sea G = {(A¡,B¡) / Ai, B¡ subconjuntos de X
disjuntos y estrellados en p y en q respectivamente, y A C Ai,
B C Bi}; evidentemente G í Ó pues, por hipótesis, (A,B) €(3.
Definamos en G el siguiente orden parcial (A¡,B¡)'< (Aj,Bj)
sii AÍC Aj y Bi C Bj. Si L = {(A¡,B¡) / i C I} es una cadena
no vacía en G , entonces (A0,Bo) = ( U{Ai/ i C I} , U{Bi/ i C
I }) e G y es cota superior de la cadena L , en efecto, por

'(1.3), Ao y Bo son estrellados en p y q respectivamente; ade
más Ao n Bo: Ó pues en caso contrario existiría i G I tal que
Ain Bií Ó . Luego por el lema de Zorn existe (C,D) elemento
maximal de G . Para ver que C U D = X , consideremos r C X ,

C]: st(C U {r},p) y Dl = st(D U {r},q) . Por (2.2); (C¡,D) e
G o (C,Dl) e G.. Si suponemos que (C¡,D) e G , por la maximali
dad de (C,D) resulta que C = Cl y r e C . De suponer que
(C,D¡)€ G , obtendríamos D = Dl y r G D . De esta forma queda
probado que C U D = X . Puesto que (C,D) G G , obtenemos que
C,D cumplen la tesis de (2.3).

¿final
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