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Prnpñsitc

El propósito de este trabajo es caracterizar las claSes
Lipschitz A(a,p,q,En) con a real, 1 í p f m, 1 í q í w
de funciones P(x,t) definidas en B indefinidamenten+1,+’
diferenciables, soluciones de la ecuación diferencial
AF(x,t) = 0 para las cuales la norma mixta

k P#
nt'“| o Lt aP(x,t)lnpq es finita

El operador diferencial A Se define por
# #

3 1 # P PAnfi-Ñ(Pt 3.1:a)
donde P# es la matriz adjunta de P G Rnxn que satisface:
(Px.X) 1 (x.x),k es el minimo entero positivo mayor que
a y L es tal que:

Sumario

CaBïtulo I

Brgliminarei
Se fundamenta la teoría a desarrollar basándose en un r3
sultado comunicado por el Dr. Alberto Pedro Calderón me
diante la discusión de integrales análogas a las de Gauss—
Weierstrass y soluciones F(x,t) de la ecuación diferencial:

##

= %(LtP a.LtP a).
ELat
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Capitulo II

Espacios de Lipschitz, a > 0

Se caracterizan las clases Lipschitz A(a,p,q,En) con
a > 0, 1 í_p í_®, 1 í_q í w de smooth functions .
Se observa que en el rango 0 < a < 1 las propiedades
de lisura definiendo estos espacios coinciden con otras
nociones de lisura, permitiendo así la unificación en el
tratamiento de varias de esas clases.

Capítulo III
Potenciales de Bessel

Se caracteriza el potencial de Bessel, equivalente al de
Calderón-AronSZajn y, se prueba que con a, a + 6 positivos
es JG un isomorfismo sobre clases Lipschitz A(a,p2q,En) y
A(a+6,p,q,En).

Sagítulo IV

Espacios de Lipschitz, a real

Se caracterizan las clases A(a,n,q,En) para todo a real, a
fin de completar el Teorema 3. del Capitulo II cuando se lo
extiende a distribuciones P(x,t) que satisfacen la ecuación
diferencial:

aa-t= %'(LtP#B.LtP#B).

Ademásse describen relaciones de inclusión entre estos espa
cios, una serie de normas equivalentes y, se extiende el ca

6 . .so de J isomorfismo con a,a+6 reales.



ABéndice I

Se incluye el Teorema del‘lalor Medio
í

Lista de referencias

Notación y Convenciones

B1 números reales

En á x = {(x1,x2,...,xn)x xi 6 E1, i = 1,2,...,n}

En+1 = k (x,t):x e En, t e E1}

= l : 0En+i’+ {(x,t) e En+1 t > }

Se identifica En como el subconjunto de En+1, con t = 0.
Todas las funciones consideradas son SUpuestas a valores
reales.
Si f(x) es medible sobre En se define:

Hf(x)up = (J lf(x)|p dx) 1 5 p < m
En

||f(x)l|en = sup ess lf(x)|
xGE



y se define L (En) = Lp como el espacio de funciones para
las cuales "f(x)“p es finita y la norma de este espacio con
i|f(x)ü .
Si f(x,t) es medible en x y en t, (x,t) e B

s

se define:
n+1,+

1

ilf(x,t)[lpq = (í “(Lung dt—t)¡q 1 <_q < m
0

Hf(x,tMl m = sup ess Hf(x,t)H
t>0 p

y se define:

qu((Bn,dx) x (0 <.t < ü, %;)) comoel espacio de funciones
para las cuales Hf(x,t)u q es finita y su norma con "f(x,t)upq
Análogamente se define:

dt #L ((E ,dx) x (o < t < 1: ——)) con norma Hf(x,t)"Pq n _ t Pq

(Normas de este tipo son diScutidas por Benedek y Panzone (2).
Ver esta referencia para más detalles).

CQ(En) = C0°el conjunto de funciones indefinidamente
diferenciables sobre En, cuyas derivadas
son acotadas.

D(En) = D el subconjunto de Cma soporte compacto.

C(Eq) = C el subconjunto de funciones continuas.

C0(En) = C0 el subconjunto de C tal que se anulan en
infinito.

Sea s = (31,32,...,sn) un multi-índice de enteros no negativos.
Entonces se define:

s s s
ns = (¿>1.(—3—)2...(—3—) n

3x 3x ax1 2 n
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donde todas las derivadas están tomadas en el sentido habitual.

IsI = s1 + s2 + ... + sn el orden diferenciación de DS

Para un multi-indice s, es xS = x1sl.x2s2...xnsn

S(B ) = {f e cm; A = sup [x5 Dt f(x)| < w}n st x€E
n

dondes = (31,32,...,sn) y t = (t1,t2,...,tn) recorren todas
las n-uplas de enteros no negativos.
(.) el producto interno usual en el espacio euclïdeo
Si x 6 En se define:

2 2
lxl = (x.x) = z Ix.l

1_<i_<_n

1 k
Sea n = x G ... 9 x el tensor con componentes n = n =a a ...a

1 k

_ vr i 'I —- h x conde a - (a ,a ,...,a ), 1 < a. < n

Para matrices Ai G Rnxn, 1 j i í k se tiene:

A e a A (x1 a o xk) = A x1 o e A xk = 5 Ax1 ... . k ... 1 ... k

A# denota la adjunta de A Rnxn
. . . 2 ¡Ml2

[IA “denota la norma de A como Siguezilml = sup —4——ïx10 le
y = Tr(A) = Traza(A) y d t(A) = determinante de A

k

Sea a = (?;_.,,,,9 a ) %%y Q A a con el siguiente significa
1

k k k
( Q n 8)f(X) = ( Ñ A 3f)(x) = R A 8Íf(x) donde af es eL gradien
te de f siendo fácilmente verificable que:qu_k#«

(a A1 o)f(hZX) — (e A1 A2 cf)(A2x)



Para el subconjunto A de En se denota su medida de Lebenge
con l/l. wn denota la medida de Lebesgue de la bcla unitaria
B(c,1) = {x e En;|x| ¿1)
Para funciones f(x) definidas en En, la transformada de Fou
rier de f(x) se denota por:

fA(x)= J e-Í2n(x.y)
B n

'f(x,t) denota la transformada de Fourier de f(y,t) comofun
ción de y con t fijo.
Cuandoel dominio de integración no se explicite, se supone
la integración sobre todo E 6 En n+1,+
Las constantes que aparecen en las desigualdades se denotan
por c (sean absolutas o dependan sólo de 1a dimensión) y por
C las que dependan de los parámetros empleados.
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Capítulo I

1

preliminares

Sea {Ttl t > O grupo uniparamétrico de transformaciones
lineales en R_1tal que:

L

T T = T siendo T la identidad
ti tz tl tz 1

Tt ePlnt = tP, t > o, P E pnxn

a) x 6 Rn, C < t í 1, vale: It' x| í tlx |ó equivalente
mente

b) x E Rh, P e Rnxn, satisface: (Px.x) 1 (x.x)
c) x € Rn — {O} fijo, se denota con p(x) el único valor

de t que satiSface: [t—P xl = Ix'l = 1 con p(0) = 3

Se define una métrica pi en }3_1mediante p‘(x,y) = p(x»y)
con las siguientes propiedades:
a) p(th) = t pu)
b) p(x + y) j p(x) + p(y)
c) p(x) = 1 si y sólo si ¡xl = 1
d) [xl j p(x) si p(x) j 1 sii le f 1

lxI 3_p(x) si p(x) > 1 sii [xl 1 1
llPe)

Para las demostraciones de 2.a), b), c) ver referencia (6)
o(x) _<_IxI ¿p(x) si IxI_>__1

Para las demostraciones de 2.d) y e) ver referencia (4)

El elemento de volumen en coordenadas polares:

dx = tY-l senn’2 <21sen‘n’3o sua o (thw) dt es.2 n-2
dx = 1:",_1 (Px'x') dt dx'
donde:
y = Traza de la matriz P e Rnxn
x = th' taquue Ix'l = 1

—%í ¿j < l con j = 1 2,...,n—2



n í Ó _1 í 2"
Y

xi = cos e
v — (nx2 - oen 0 sen Q2

Xá — sen Gi sen 02 cos Q2

xn_1 sen Ó sen 92... sen 9n_2 sen Ón_1
. = axn sen 01 sen 92 . sen \n_2 cos ón_1

La medida de la bola B(0,r) = {x e En:p(x) í r} está
dada por: IB(O,r)l = rYID(O,1)lpues

Y Pdx = r dy con x = r y, p(x) = r p(y)
p(x)_<_r p(y)<1 dx = rY dy

Pana estas demostraciones ver referencia (6)
(x.P#

modo que puede asociarse p#(x) a la matriz P
Finalmente, se observa que (Px.x) = x) :_(x.x) de

con propií
dades análogas a las de p(X).

Deahora en más, se consideran funciones F(x,t) definidas
en B indefinidamente diferenciables, las cuales satiïn+1,+
facon la ecuación diferencial AF(x,t) = O siguiente:

# # # #_:\ 1 #P P _a 1 Pq PqA—ï-ï-Iï—t-(Pt 3.t 3)-—a-t—-É(Lt c.Lt L)

donde:

l: (P#x.x) = E% ((P# + P)x.x) = (Lx.Lx)

y

L2=—1—(P+P#),L=L#
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Se introduce el núcleo 4(x,t)
2

Sea #(x) = exp(—nlx| )

c(x,t) = t“Yo(t‘

PrcEiedades de ¿(x,t)

a) ¿(x,t) > o

b) J ¿(X,t) dx = 1 para cada t positivo
E n

c) #(x,t)dx tiende a cero cuando t tiende a cero
p(x)¿p para cada u positivo

d) Condición de homogeneidad generalizada
4(x,t) es P-hcmcgénea de grado m = —Traza (P) respecto
de la variable t y homogénea de grado cero respecto de
la variaLle x si ccn t' = at y x‘ = apx vale:
¿(x'wt‘) = a—YC(x,t)
pues:

¿((at)-Papx) = ¿(e-Plnat.ePlnax) O(e_°lmtx) Ó(t_Px)

e) Si P es la matriz identidad, salvo constante reproduce
el núcleo modificado de Gauss-Weierstrass, es decir:

2

w(x,t2) = w'(x,t) = (un)"n/2 t_n exp(—nixLï)ut

f) Se indica con 4t(x,t) la derivada parcial de C(x,t)
respecto de la variable t

1 P —P
Ct(x,t) = ï-C(x,t)(—y + 2n(Pt_ x.t x)) pues es fácil
mente verificaLle:

a —P 2 2 —P —P a -P fl -P—I 1 -P: _.— : — :— tat( t x ) t (Pt x.t x) y SÉÁt ) ¿t t P
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. P#g) 4(x,t) = ¿(t x)
- pi! P# .

h) qt(x.t) = - T- (P t x.t x) cu,“

Sean algunos resultados conocidos
a) El operadcr maximal de Hardy-Littlewood es de tipo (p,p)

para 1 < p j m y de tipo débil (1‘1)
No es difícil ver que valen las mismas prcpiedades para
el operador maximal definido por:

Mf(x) = sup IB(x,r)I_1 I If(x-y)ldyr>0
6 p(y)f r

—1 Y P a

Mf(x) = sup |B(x,r)l J r If(x-r y‘)|dy‘r>0
o(y‘)<1

¡_.. v Sea f(x) en Lp(En) (1 < p < 0) y ï(x,t) = f(x) k ¿(3,t)
Entonces existe una constante C independiente de f(x)
tal que:
i) sup IF(x,t)I í c Mf(x)

t>0

ii) Sup tIFt(x,t)l j C Mf(x)t>0

c) Sea ©(x) una funciEn definida en En tal que:

i) J Q(x) dx = t—YJ Q(tupy)dy = Í t_YÓ(t_py)dy =
E B En n n

= J Ó(y,t)dy = 1
E n

ii) IJ Ó(x)dx| í J ló(x)]dx < w
B En n

iii) Sea H(x) mayorante radial no creciente con integral
finita tal que:
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l0(x)l j H(p(x)) con H(p(x)) = supló(x)l donde el
supremo está tomado sobre:
p(x) j p(y)

J B(p(x))dx = Í H(t)t _1dt J K(G)(Px’.x')dx‘ < wJ

Bn o lxïl=1

donde:

, _ n-2K n-3V e ¿K(9) - sen v1 sen 02... oenun_2

d) Sea f(x) en Lp(En)(1 < p < m) y F(xqt) = f(X) *(‘(X,t)
Entonces:
F(x,t) converge a f(x) cuando t tiende a cerc p.p en

x y en norma H... up.
Lviamente es válida la siguiente acotación en norma

. .‘l
Ii...¡

P

i)¡i0(x t)" í c t
(1 j p i w)

V
e

_ v
Y/p con c independiente de p

ii)ni®(x,t)2l0° j c 1:"Y

f) Sea f(x) en LP(En)(1 í p :_W) y sea F(x,t) = f(x)*¿(x,t)
Entonces para cada t positivo vale:

ur(x.,t)¡¡ m í c t'Y’P u f(x)fl p, es decir,

F(x t) es acctada en cada semies acio nronio de E
' p - n n+1 +

'JEste resultado es consecuencia inmediata de e).

g) Sea f(t) una función no negativa definida en 0 < t < w?
a í O p :_1 y F(s) definida por:

S

1) F(s) = J f(t) dt a < o
0
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ii) F(s) = J f(t) dt a > o
s

Entonces:

(í (aaF(s))P %É í Ial'1(Í (33+1 f(s))P É?)

Para la demostración de este resultado ver referen
cia (15)

7. La teoría a desarrollar, de ahora en más, se fundamenta en
el siguiente resultado comunicadopor el Señor Profesor Dr.
Alberto Pedro Calderón.

7.1. Teoreua del Valor Medio

' Sea F(x,t) definida en Bn+1’+,
diferencial AF(x,t) = O (4)

solución de la ecuación

Sea k entero positivo,
Entonces:

k # _ t r #
leLtP 3F(x,t)l2 í c t Y %?. le LsP 2P(y,s)|2 dy

t/2 B(x,t)

para todo entero r, tal que: 0 í r í k
En consecuencia:

le Lt 3F(x,t)l í C sup [e Ls 3F(y,s)l

donde el supremo está tomado sobre t/2 j s í t y
D(xny) í t
Para la demostración de este resultado ver Apéndice I.

7.2. Observando la demostración de este hecho, se deduce me
diante la aplicación de la desigualdad de Holder con
r 1 1, la validez de la siguiente relación:
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# t h #

¡thP or(x,t)lr ¿_c t‘YJ ÉÉ-Í leLsP 3F(y,s)irdy
t/2 B(x,t)

para todo entero h tal que 0 í h í k
Para la demostración de este resultado ver Apéndice I.

Para todo a real y todo entero h, O í h í k vale la sighieg
te desigualdad

k # h #

utal®LtP aF(x,t)IIID í C!ItaI8LtP 8P(x,t)lüpqq

Demostración:
Teniendo en cuenta la desigualdad obtenida en 7.2., resui
ta:

P dsdy?
u

k rr _ t h #

¡IQLt aP(x,tMl; í C t Y} |I®LsP 3F(x—y,s)"
t/2 B(o,t)

r
P

t #h

< c J use-LsPaF(x,s)nr gi_ P st/2

tomando norma p/r con p 1 r 1 1
A partir de esta desigu aldad, se conuídera:

m aa k p# dt
J t fllQLt 3F(x,tN|q ——<P t —
o

0° ' t h #

k c J t‘q(J ¡leLsP ar(x,s)nr SE-)‘1/r¿í- p 5 tt/2O

a t h # t 1/(q/r)'
_<c J taq SLI ¡IQ-Lsp aF(x,s)Il: CIS-3.4 %>o t/2 t/2
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#Q2 __ h

í c JÍJ S taq 1 dt)H® LsP-ar(x,s)ug 33
S0

m h P# d

< c J saque Ls aF(x,s)uq —ï_ p s
0

Mediante la aplicación de la desigualdad de Holder con
q/r (q i r 1 1) y cambiando el orden de integración se
logró la relación propuesta. Por lo tanto queda úemostrg
do 7.3.

Lema

Sea F(x,t) solución de la ecuación diferencial AF(x,t) = O
(4)
Sean a > o, 1 í P’q i‘m
Brtonces:

i) llta+1 P (x,tm < CfltaF(X,tMt Pq _ Pq

ii) Haciendo una hipótesis suplementaria,

F(x,t) + 0 cuando t + m, vale la recíproca de i):

HtaF(x,t)H < c nta+1 r (x,tm
Pq — t Pq

Demostración:

i) Por ser F(x,t) solución de AF(x,t) = O, resulta:
2 #

ItFt(x,t)I2 ¿_|e LtP aF(x,t)l2 y

. 2 Pfi

!ltFt(x,t)¡|D illlfi Lt 3P(x,t)hlp
Aplicando 7.3 se obtiene la desigualdad propuesta

ii) Se supone q = w yütn+1F (x,t)fl = snp ta+1 UF (x,tflÍ
t pm t>o t p

finita, de modoque:
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IIF (x,tM| < D t'(1 + a)
t p —

y bajo la hipótesis suplementaria se escribe:

F(x,t) = - í F (x,s) ds
j St

m w —(1+a) -a
{IF(x,tMI < IIF (x,le ds < D s ds = D tp - s p t t

quedando así demostrado.
Se supone q 1 m,

0) ¡CD

IltaF(x,t¡| < (J taq (J ¡IF (x,s)ll ds)q gt-)PQ - S p t
0 t

w 1/0
(a+1)q , p ds ‘

í C (I s IIFS(X,s)dq jgd
0

¿_C Htu+1 mediante la aplicíFt(x,t)s|pq

ción de 6.g)
Por lo tanto queda demostrado ii).

Sean í í p,q í m,
F(x,t) solución de la ecuación diferencial AF(x,t) = O (H)
Entonces:

i) Si F(x,t) * 0 cuando t + m, vale:

-u a P# a 2 P#llt ILt 3F(x,t)l" < c ut ¿e Lt aF(x,t)Hl , a > oPq ‘ pq

ii) Vale:
P#2 # . u

HtaIQ tP aP(x,t)|IIpq ¿_C!|t°|9 t 8F(x,t)lflpq, a > —2



-15

iii) Vale:
k #

“tale ÍP , a, > n}:
. k+2 #

3F(x,t)|ll < Clltal e tp aF(x,t)|¡IPq -' Pq

iv) Si Ft(x,t) * O cuando t + w vale:’

1
ut _aFt(x,t)flpO í Cilt2-a Ftt(x,t)ilpq, o < a < 1

Demostración:
i) De acuerdo con 7.3. y las hipótesis sobre P(x,t), se

escribe:
# t

"LtP ap(x,t)u <c J F(x,s)" Éï <p - - p s -
t/2

t . °

< c (J 31 (J :va (x,v)u 91 )) g_ s v p vt/- s

r't {0° 2

< c (J di (J || le va 3F(x,v)lll C1—"))_. s p Vt/2 s

Entonces:

m Pí'l' dt

J taq nLt aP(x,tMIq ——<P t '
o

A

m t o 2 #

_ c (Í t“q(J ii (lille LvP3F(x,v)“l Él)q) EE)J s p v t
0 t/2 s

ao t no 2 #

:_c (J t“q(J s’fiq %}(J v3qu|e LvP 9F(x,v)lflg É%))%E)
0 t/2 s
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p v t

a: t cn r 2 #

<_c (í t°q( 3'3‘1 L: (J v"qn le LvP 3F(x,v)lllq Had-t)
O

dt
_t.)[A

m n- “ 2 #
c (¡Í t°-- BCI(J qun le LvP ar(x,v)|¡I;1dv_")

o t/2

'A

Jl
w n 2 'r 2V _.

¡c (J v“qn|@ LvP ap(x,v)h|; 9% (J t q(°'8) 1 dt))
0 7

¡A
Q a 2 P# dv

c (J v %l|9 Lv ar(x,v)lilq ——)P V
o

invirtiendo el orden de integración consecutivamentc. Por
lo tanto queda concluida la demostración de i).

ii) Para esta demostración se tendrán en cuenta:

k # k k #
a) le LtP 3F(x,t)[2 í_u9 HI2. le tp: 2r(x,q|2

k #
b) le tP 3F(x,t)l2 =

= x ( z a. . a. . r(x,t))2
' ...' ' 11 J1 1k 3k 31“°3k

AC) Sean A = (aP.) 1 < h < k).
n 1] — —

Si A = A G ... 8 A entonces: "NI < fi‘ HAÍ
1 k — hlípíy

Para la demostración de esta propiedad verApéndíce
I.
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Sea la demostración de ii)
2 r

Segúnb) es le tp 3F(x,t)l2 = Z(Z a.. a e.kF(x,t))2
i,h Íak 13 hk 3

¿2‘02Sea ujk(x,t) = Eij(x,t) = - J ujkkx,s) dst

m # #

= _J (LsPs .‘LsP 3)u. (x,s)93—3k St

= — m z a a 2 u(x s) 95. nm n'1 mljk ’ sn,n' m,1t
Entonces:

l

2 2 2 #
le u" 9F(x,t)l ¿ue L u .le tp 8F(x,t)l =

m ds
í C J l. .2 aij(t)ahk(t)( 2 ( Z anman,1am1jku(x,s)))l:;1,3,h,k n,n' m,1

Al tomar la norma p de esta expresión, anrny ani1 no
dependen de la matriz L en virtud de a). Por lo tanto,

ü Si w d q d

J t q-(J ||A(t) e A(t) e A(s) 9 A(s)am1jku(x,s)llp—:') {E
0 t

por Hinkowskyintegral, y

¡1 (¿q-3°. 3°.: 9 qd_sd_*-_
.l ¡Í t ( s .IA(t) Mt) e A(s) 63A(S)3m1jku(x,s)nps tt

m ï 1
por la desigualdad de HBlder, donde t—8q =( 5-Bq —ds)q q
3 no nulo pero suficientemente pequeño. t
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Invirtiendo el orden de integración en [1] resulta:

[H =J ¿qtrthhshth)9 Mt)®Ms)0 Ms)3mljk
O 0

u(x,s)u‘1 ¿hd-Sp t s

= (J safi|A(s) e A(s) 9 A(s) e A(s)am
o

q Ei)
ljku(x,s)HP s

1

I w(°‘8)an(w) e A(w) e I o nlq 3% = (A).(B)
0

Luego [1] = (A).(B) La integral en w es finita pues:
P# P

A(w) = w y üwïl 1 w si O < w í 1

HP" .(W 51H > 1

El factor (B) contribuye con constante si (a-B) + 2 > o
ó sea a > —2. Además, en [1] se considera: t = ws con

dt dw
dt = sdw,-Ï— = —ï, y:

A(t) a A(t) 9 A(s) 9 A(s) = A(sw) e A(sw) e A(s) 9 A(s)

= ((Ah4)® A(w)e I e I).(A(s) o A(s) e A(s)'0 A(s))

Con esto Queda concluida la demostración de ii).

iii) Para demostrar la desigualdad propuesta, el procedi
miento es análogo al seguido en ii). Basta considerar
la expresión:
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. . . . a. . a. . P. F(x,t))11...1k 31...]k 1131... 1k3k 31...]k

y un factor (B) análogo al de ii) que contribuye con
constante si (a-B) + k > O 6 sea si a > -k

iv) La demostración es consecuencia inmediata del Lema

7.”. ii) cambiandoP(x,t) por Pt(x,t)
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CaEïtulo II

Espacios de LiBschitz, a > 0

1. Definición

La clase Lipschitz A (a,p,q,En) = A(a,p,q), 1 í p,Q í m,
a > O es el conjunto de funciones f(x) de Lp(En) para las
cuales la norma:

#
"f(x)" Pa,P

-a k .= “f(x)” + It |e Lt aP(x,t)|uq p pq

es finita, donde k es el minimo entero mayor a y F(x,t) =
= f(x) á 4(x,t)

Para la definición de norma H..." q ver Notación y Convegciones.

Teorema

Sea f(x) en Lp(En) (1 j_p í CD)y F(x,t) = f(x) * ¿(x,t)
Entonces para cada par de enteros k,1 mayores que a > 0
las siguientes normas mixtas son equivalentes:

"f(x)" + "t le Lt aP(x,t)IH y
P Pq

_Cl. l P#[f(x)" + ut le Lt awx,t)¡n
P pq

Demostración:

Es consecuencia inmediata de 7.3 y 7.5. iii) (I).

Teorema

Sean a > 0, 1
= f(x) 2':

<P’q (.m’
Q(x,t)

f(x) en Lp (En) y Kx,t) =
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53 definen las siguientes normas mixtas

. _ 1

a) A = (I p(h) “quf(x+h) - f(x)ng p(h)_Ydh) ’q
E n

b) c = ut‘aq (x)H donde c (x)=w'1 Kf(x+tPh')—f(x))Kh't pq t n
Ih'|=1

c) D = "ti-q ¡(x t)fl
t ’ pq

d) F = (í t “C w1(P,t)q 9% q si 1 :ïq < m
o

P = sup t-aw1(p,t) si q = 9t>0

donde w1(p,t) = sup "f(x+h) —f(x)¡p tomando el
supremo sobre 0 < p(h) í t

Entonces:

A 1 C 1 D 1 F ¿ A salvo factores positivos, si O < a < 1

Demostración:

Una observación previa: la norma mixta A tiene una expre
sión equivalente, a saber:
Sea h = tPh‘ tal que lh'l = 1 con dh = tY'1(Ph'.h')dtdh'
y p(h) = tp(h') = t
Entonces:

' o Y Ps lídtï
kf(x+h)-f(x)fldh = t kf(x+t h )—f(x)H(Ph .h )—ïdh

J
E n o lh‘l=1 \
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A = (J J t_aq"f(x+tph')—f(x)üg(Ph'.h')dh'g%) q si q i W
o h4=1

i) Ver C j A
De acuerdo con b) se escribe:

_ 1/ 0/ _
u@t(x)Hq<w q(Í Hf(x+tPh')-f(x)lq[h'|2dh‘) q." - q'
. p — n J p n

lh‘l=1
Entonces:

-a , = —uq n q g: q
nt Gt(x)llPq (J t Gt(x)llp t) _

’1/ m P q r z 1:
_<wn Q( ||f(x+t h')-f(x)lP(Ph .h )dh

0 ‘ =1
h | —1-a0 1/”t -dt) q

_ _ _ 1/
s_wn 1/q(J p(h) 'qu(x+h)-f(x)H:p(h) Ydh) q

En

< wn—1/Q.A < A si 1 í q < w

Por lo tanto queda demostrado i) pues el caso q = Wes
obvio.

ii) Ver C 1 D
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Sea I}(x,t) = f(x) % Ct(x,t) = J ct(z,t)f(x—z)dz =
En -P 2

Y‘1 e‘Ïlt Zl (<f(x-z)(t’ -y+2n(pt‘Pz.t‘Pz)))dzj
En

m u P , 2

t J I :f(x_upz|)_f(x))t’1(%)Ye'fll Z I .
o z'|:1

.(-Y+2n(P(%)Pz'.(%)PZ'))(Pz'.z')É% dZv

mediante z = uPz' tal que Iz'l = 1 y dz = uY_1(Pz'.z')du dz'

Luego, ItHE(x,t)| í I1 + 12 donde:
o: P 2-1 _ I

11 = Y í J lf(x—(st)Pz')-f(x)le e "IS z I ds dZ'
0 lz'l=1

m P Y-l -"ISPZ'|212 = 2n lf(x—(st) z')-f(x)l s e '
0 lz'lzl

Ü|(PSPZ‘.st')| ds dz'

Sean nl, D2 dos números para los cuales:
n. n

S 2 < Ispz'l í s 1 si 0 < s í 1

1 P n2 1 Í ni Í n2
S í IS z‘l < S si 1 í S < m

Luego,

1 P 1 2n2
11 í y J J lf(x-(st) Z') - f(x)ldz'sY- e-fls ds +

0 |z'|=1

m 1 2n1
+ y J I lf(x-(st)Pz') —f(x)ldz' sY' e‘"s ds

1 lz'|:1
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1 P 1 2

J If(x-(st) z') —f(x)ldzst' + “1 e'"s
0

m 1 2 1

+ 2n I lf(X-(st)Pz') —f(x)IdZ'sY_ + nz e_rrs ds
1

Por lo tanto si q = m, al tomar la norma p resulta:

H < CY Í no (x)H sY‘ e‘"S ds

1 -1 _
“12" < 2nÍ "o (x)H sY +2“1 e "S ds +p _ J St D

“Pór lo tanto,
2n 1 2n

u (1-1 cc 0t+y-1 -nS 1 a+y-1+2n1 -:S 2
I!Et(x,t)"D j C t ( s e ds + s e ds+

0 O

2n1a
_ —1 2 -rI

+ J Sq+y + nze s ds)
1

Por lo tanto queda demostrado que C 1 D si q = W.
Sea ahora, 1 í q < W,
Deacuerdo con lo visto, vale:

"tr (x,t)H < C J ¡Ó (x)ü SY-l e_ns ds +t p - st p
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Luego, 2n
1- m m -a y-1 -lTs 1 th 1/qat ‘ï (x,t)H < c( ( t no (x)H s e ds) ——)t pq - st p t

0 0

m 1 _a y-1+2n1 -ns2n2
+ 2n(J (J t HQ (x)" s e ds +st p

0 0

m _ Y-1+2n _ 2n h
+ Í t ani. (x)“ s 2 e NS 1ds)q É¿Wi/q

j St D ‘t
1

El procedimiento a seguir es el mismoen las integrales, sea
entonces la primera, 6 sea Ia:

o: cn 2D.

I = c (Í (Í ("e (x)ü (ts)‘“)s“*Y'1 e‘"s 1 ds)q 93)1/q
1 J st P t
o _

° — d m 1 r 2n1 1/
' C (I r aq “Ó (x)"q —E.í sa+y_ e-'s ds) q =r p r

C

= C "Ó (x)r_a“ con r = st, QE = Si.r pq t r

Por lo tanto queda demostrado ii).

í) ¡er I ¿P
'rale p.p. en x y en h lo siguiente:

f(x+h) —f(x) =P (x+h,0) - F(x,0) =

= G (x+h,0) - ¡(x+h,t)) + G (x+h,t) -P (x,t)) +

+ (F (x,t) —E'(X,0)) = (1) + (2) + (3)

En los términos (1) y (3) se procede exactamente igual, sea
Dor ejemplo el término (1):
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7 ale:
t t

flE'(xth,1:) - P (x+h,0)|| <I IIP (x+h,s)|l ds =í|l F (x,s)l| dsP - S P S P
0 0

Dor lo tanto, t
sup HP (x+h,t) -P (x+h,0)" í Í n P (x,s)" ds

0<p(h)ít D t S p
Así,

(Í t’“°( sup llp (x+h,t) -? (x+h,U)" f4 EW“
¿ O<p(h)ft p tU

< (I €ch ll? (x,s)u ds)q EW“— J S p t
O

t
-. +-1[ ': ti

i (J t aq q j "P s(x+h,s)h2 ds g?) /q por Holder, y
0 O

1- 1
j (J s( a)un s(x,s)"; %?) ¡q cambiandoel orden de intí

0 gracíón con 0 < s < W,s<t<°°
Podría haberse concluido lo mismomediante la aplicación de
6.g)(IÜ.
Sea el término (2):

d——-P(x+uPh,t)duP (X+h,t) -P (x,t) = du
CM'—\

¡A

P

F(x+uPh,t)Áei,P% h)duu

o\——s

p

u[N45

a

1‘1 3x1

((a -."(x+uPh,t).(P%‘h))dull

C\—N

p

1 ' .'

¡Í ((t‘Pf L_1LtF}
O

PD

er (x+u*h,t).(p% h))du
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Entonces:

IW(x+h,t)+‘(x+h,t)" í (Í "Ltgaï'(x+uph,tfl du). sup IL_1t_PPE?hIP p Úíuíl u

fl -1 _
í (í “LtPBF (x,t)du). sup [L t PpgÏhGigi} u

í “LtgaP (x,t)" . sup L-lt-PPEÉhl
Uípí} u

f "LtgïP (x,t)"p puesto que:
_1 _

L t PPEP
u hl = IL_1Pg?t-P

u
hl 5 clEÏt‘Phl í clt‘

u

en virtud de 1.a) (I) y por ser lt_Phl í 1 cuando p(h) í t
Por lo tanto,

l

sup n F (x+h,t) -? (x,t)"h í "Ltg29 (x,t)"
0<p(h)í‘t ' p
Y

(J t‘°q( sup "P(x+h,t) -F(x,t)“ )°-1:91“0<p(h):fi p

a a

¿_c (J t-aq “LtP3F(x,t)": 9%)1/q
n
U

4

< cIIt'C‘ILtPar(“un < cut“? (“Mi m
_ Pq _ t PQ

La desigualdad (*) se justificará luego.
Por lo tanto, queda demostrado iii) si 1 í_q < m. El caso
q = coes inmediato.
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iv) Ver? ¿A
Obviamentevale la desigualdad, basta tener en cuenta las
definiciones de ambas normas mixtas.
Con esto queda completa la demostración del Teorema 3.

La relación existente entre las normasmixtas n..."p definidas
en el Teorema 3. y la norma mixta u... que caracteriza lasH

Pq
clases LinschitZ, según su definición (1), es la siguiente:

1_,
i) La norma D = "t ‘3 (x,t)" si 1 < q < m

A t M — 'esta mayorada por:
}

P
Elt'al o Lt 3F(X,t)I“_‘G si 1 :‘1 < °°
claramente, pues F(X,t) es solución de la ecuación diferen
cial Ar(x,t) = 0(4).
Por lo tanto, se obtiene la desigualdad deseada, es decir:

IA p A 81- -a 2 J
Ilt cï.‘ (x,t)ll < cllt IRLtr a? (x,t)|1¡ si 1

t p — PQQ

. a<2
¡esta probar que:

p‘ rr(x,t)l||
D

p. I-I. V

2

"t'uifiLt í cHt-a(f t(x,t))ll0q si 1 í q < mQ

y en particular que:

19‘31?(x’t)l"Dq í Cut-“(t Pt(x,t))“ q puesto que con
ésta queda justificada la desigualdad (¿3 del Teorema3.
flt'alLt

parte iii).
Sean:

P (x,t) = f(x) ú ó(x,t) y Pt(x,t) = f(x) a ét(x,t)n

E-(x,t) = Rx) . S(x,t) y 3th,“ = %(x) . Bru,“
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a"donde:
e-rrltP xl%(x,t) = ¿(x)

2

. #
fi # P 2

Éït(x,t) = -n(PtP x.tP x)e_"|t xl f(x)

Para lograr la desigualdad propuesta entre normas mixtas

fl...upq es necesario ver que:
2 P tr t(e Lt 3)F(x,t) = ¿(x,tM' (x,—) donde <(x,t) debe ser un

multiplicador en LU(En) (1 < p < OD)con norma invariante bajo
‘ #

. P .transforma01cnes x + t x, con transformada de Fourier dada
por:

cms,“ = l (á Ltïlx) e-"(ltp#xl2 - I(t/2)P#xl2) (M
(P#(t/2)P x.(t/2)P x)

Es decir, en terminos de transformadas de Fourier, es:

(í LtPüx)?(x,t) = (í LÉP#“) u ea‘"(ltpíx|2 ‘ ¡(t/2)P#xl2
# fi n

(p (t/2)P x.(t/2)P x)

. t/2%t(x,t/2)

En la expresión'de (*) el primer factor es positivamente homcgá
neo de grado cero en x, pues es cociente de polinomios homogé
neo de grado dos en a, e indefinidamente derivable en el com

plemento del origen, luego es mnmultiplicador en Lp(En). El
segundo factor es exp(- forma cuadrática definida positiva)
con antitransformada de Foueier integrable. Asi, la expresión

(*) es un multiplicador en Lp(En).



#
. . . .. P . .Sl o indica la transformac1on x + t x y 5 indica la trans

formación inducida en el espacio funcional, dada por
lü

a(f)(x) = f(tP x), y si a'lTn 6 = Tn, es sabido que si m es

un multiplicador en Lp(En) (1 5_p í m) también lo es n' tenien
do la misma norma que m, pues StY/p de una isometria en Lr(Bn).
Aquí, Tmla transformación lineal con dominio en L2(En) r-LD(En
definida por la siguiente relación entre transformadas de
Fourier: (Tmf)A(x) = m(x).Ï(x). Con este se justifica la in
variancia de la normadel multiplicador ¿(x,t) definido antes.
Así, es:

#

(o LtP 3)F(x,t) = é(x,t) ú t/2Pt(x,t/2)

.4 ïr'

llIG LtP 3F(x,t)lllr 5 CIIt/2Ft(x,t/2)Hp

Jl2

Ht-alg LtP ar(x,t)luD í C.2-aflz_alet(x,Z)IHPq, z = t/2q

Con esto queda probada la desigualdad propuesta y concluida la
demostración de 3.1.
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CaEítulo III
Potenciales de Bessel

1. Lema ütil

Sea F(x,t) definida en En+1+, indefinidamente diferencia
ble, tal que:

i) F(x,t) es solución de la ecuación diferencial AF(x,t)=O
(4)(I)

ii) F(x,t) acotada en cada Semiespacio propio de En+1 +
9

iii) HF(x,t)H < K si t > t
p — — 0

-a k P#iv) “t la Lt 8F(x,t)“| < KPQ 
donde:

u > O, k entero mayor que a, t > 0, K constante posi0
tiva

Entonces:

F(x,t) = f(x) ü Q(x,t) con f(x) en A(a,p,q,En)(1 í p,q < w
Demostración:
Bajo las hipótesis enunciadas sobre F(x,t) es fácilmente

veríficable que Ft(x,t) existe según Lp(En)
Deacuerdo con 7.5.ii)(I) vale:

1 P#_ - 2
Ilt aFt(x,t)H < "t ale Lt BF(x,t)l!Pq — Pq

-a 4 P#
.¿Ilt lo Lt 3F(x,t)lnp si o < a < 2-3q

e iterando el proceso se obtiene:

#. 1-a - k P .
¡It Ft(x,t)üpq ¿_nt “le Lt aP(x,t)|uPq Sl a < k-B
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por lo tanto:
1-a -a k P#IIt P (x,t)n <||t le Lt 3F(x,t)l|| < K si a <k,2<kt Pq ’ Pq 

Sea,
S

"P(xJ)-—thsm <J vïflvfir hgvm 91P — V P Vt

/Ps 1

í (J vu’“)uF (x,v)|¡q 93v p vt

s , 1/ '

. (J vuq _1 dv) qt

q ' q ' 1/q1
Hf(x,t) —F(x,s)Hp í K((s‘q -t‘q )/aq')

El segundo factor tiende a cero cuando t í s tienden a cero,
así HF(x,t) —F(x,s)“ + O si t í_s tienden a cero, luego

hay convergencia en Lp(Bn)
Por otra parte, t

o

|IP(x,t)llp :IIF(x,tO)IIp + J uFv(x,v)llp dv

t a
- o a-l

j K + K J v dv í K si t í to

Así Se afirma que existe f(x) en L (En).
Para completar la demostración del Lema, resta ver que
efectivamente es F(x,t) = f(x) á ¿(x,t)
Sean;

k(x) en S(En) tal que sop Ï(x) es compacto y
v(x,t) = F(x,t) á k(X)
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Bs necesario ver que v(x,t) asi definida satisface la ecua
ciÉn diferencial Av(x,t) = 0(4)(I).

3

Sea vt(x,t) = 3? J F(y,t)k(x-y)dy
E n

, 1
= le í (v(x,t+h) —v(x,t)) =h+0

f

= Lim J %(F(y,t+h) —F(y,t))k(x-y)dyh+0
E n

Sea ¡J % (F(y,t+h) - F(y,t))k(x-y)dy|
E n

t
¿J IFt(y,t+0yh)Hk(x‘Y))ldY:C lhlíï

E n

Pues por hipátesis ii) y el teorema del valor medio es Ft
uniformemente acotada en cada semiesPacio propic de En+1’+
Por lo tanto, en virtud del teorema de convergencia mayorada
de LebeSQuequeda justificado el pasc al límite bajo el signo
de integral y así v(x,t) satisface la ecuación diferencial
Av(x,t) = 0.
Por otra parte,

Hv(x,t)“ <HF(x,t)H Hk(x)ü < Klk(x)u <C'p- p 1- 1

Sea

v(x,t) = F(x,t) k k(x) + f(x) ú k(x) p.p. en x
t+0
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C(x,t) = ?(x,t) . í(x) ‘e €(x) . ï(x)
t*0

Sea ver que:

A nltP x|2(v(x,t)e ) no depende de t

Comov(x,t) satisface la ecuación diferencial Av(x,t) = 0
(4)(I) se escribe:

2 # # A
(vt)A(x,t) = - ‘Ï (P#tP x.tP x)v(x,t)

#
P 2 # fl P 2

(vt)A(x,t)enlt xl + 2%(P#tpx.tP x)c(x,t)e"'t “l = o

es decir:

a A rltP#xl2
3ï(v(x,t)e' ) = 0, pcr lo tanto no depende de t

Dadoque ;(x,t) es derivable respecto de t sólo en sentido
débil, es necesario justificar derivaciones. Para esto ver
Apéndice I.
Luegc, se escribe:

# #2nltP xl nltP xl2A A Av(x,t)e = F(x,t).k(x)e
A A=f(x).k(x)

y para cada compacto,

-nItP xl2e?(x,t).í(x) .?(x).í(x)

P 2
€(x,t) = e'"'t “l .?(x)

Por lo tanto, es F(x,t) = f(x) k o(x,t)
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EEÉESÉEÉEÁSLÉGLSE

El propósito es definir el potencial de Bessel de orden
5 > 0 de funciones f(x) en L (En)(1 f p < oo)
Sea p(x) definida según 2(I) tal que:

i) p(x) e c3<2n —(0)), p(0) = o, p(tpx) = t p(x)

S1 s2ii) o(x) í le 5 p(x) si lxl z p(x)
s

D(X) 1 si lxl f o(x), 1 f S < S
s

p(x)2_<_lxl 1_ 2IA

iii) 1 í s1 í 32, o un multi-índice

“seïwflxfl ica o(x)1'l°|51 si p(x) z 1 sii lxl i

I(3‘ï-)op(x)l _<_Cc o(x)1-IÜI52 Si 00‘) f1 sii [xl Í

iv) Sea k¿(x) = p#(x)-6, 6 = ys 9 0 < B < 1

í6(th) = t‘Y(1‘B)i6(x)

25(x) = pcx)‘*‘1‘3’i5(Xv)

donde:

x = t_Px':|x'l = 1, 1/t = p(x)
#-5 A) (x) es una función g(x) tal que:Vv k¿(x) = (n

a) g(x) es continua en le > 0
_ 1,“

b) ¿(th) : t Y( p) g(x) 0 < 6 < y; 6 = VB;
o<B<1
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Demostración:

Sean h1(x) y h2(x) funciones positivas tales que:

h1(x) e C0(En), h1(x) = 1 en un entorno del origen

h2(x) = 1 —h1(x)
Entonccs se escribe:

#
p (x)—6 = o# (x)'5 h1(x) + p#(x)_6 h2(x)

La primera de las funciones en el miembro derecho es inte
grable y su transformada de Fourier es continua. La segunda
no es integrable, pero,

|n5(p#(x)’5h2(x))| 5 c p#(x)-5-|s|n1,-n1 > 1

y como,

Ds(p#)_6h2 se anula en un entorno del origen, esta

función es integrable si 6 + Isln1 > 6, es decir,
# 5_ A

xs((p ) h2) es continua y acotada si 6 + lsln1 > y. Por
lo tanto,

# -6 A .
((0 ) h2) es c0nt1nua en le > 0. Esto demuestra

#)_6)A (x) coincide con una función g(x) continua

#)’5)”
que. ((p

en le > 0. Entonces, ((p —g es una distribución
con soporte en el origen. Es fácil ver que g(x) es homogg
nea de grado -Y(1—B)con respecto a tP, valiendo otro tanto

. c ol ‘6 Apara la distribuc1on ((p ) ) .
Por lo tanto,
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-5 A
((p#) ) - g es una distribución homogénea de grado
-Y(1 - B) con respecto de tp con soporte en x = 0 siendo
su transformad de Fourier un polinomio de grado - i con
respecto de tr , lo cual sólo es posible si es idéntica
mente nulo. Por lo tanto,

_ A
((p#) 6) =

Con esto queda concluida la demostracion de 2.v).

2.1. Sean 01(x) y Gï(x) funciones definidas por:

4>1(x) e C:(En)

45(x) 0 en un entorno del origen

= 1 si lxl > N

Entonces se defino:
\ # -5
G6(x) = 41(x) + 62(x) p (x)

2.2. Se pretende que é5(x) así definida sea la transformada
de Fourier de una función G6(x) en L1(En) (6 > 0) tal
que:

i) J IG6(x)Idx í C6

ii) G6n(x) k G
1 62(X) = 66(x) cuando 6 = 61 + 62

-Y(1-B)
iii) |G5(x)l 1 C p(x) para todo x
Demostraciég:
De acuerdo con la definición G6(x) dada en 2.1, se
escribe:

-5 v
(35(x) = e1"(x) + (c2(p#) ) (x)

Puesto que 01(x) e S(En) y ¡(12(p#)-6)V (x)l f crlxl_r
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si rn1 + 6 > y (según dem.de 2.v)) resulta que G6(x)
decrece rápidamente y es integrable en le > 1.
Por otra parte,

_ v . # -5 v # -5 v
Gó(x) _ 41(x) + ((42-1)(p ) ) (x) + ((p ) ) (x)

= (1) + (2) + (3)
#

Puesto que 61(x) y (€2(x) —1)p (x)_6 son integrables,
resultan (1) y (2) funciones continuas acotadas, y como
(3) coincide con una función continua en le > 0 y
homogéneade grado -y(1-B) con respecto de t , resulta
que:

-Y(1—3)
|G¿(X)l j.C p(X) en le í 1

Pero según se vió, G¿(x) es rápidamente decreciente
en lxl > 1, por lo tanto, resulta G (x) en L (E ) y,

-y(re) 5 1 n
IGG(X)I j_C p(x)

a. Sea f(x) en L (En) (1 5 p < a)
Se define el potencial de Bessel de orden 5 > 0 de f(x)

mediante la convolución J6f(x) = 65(x) * f(x) p.p. en x
con

"Jóf(x)" < “f(x)”
P _ P

Esta definición se extiende en el Capitulo IV.

Sea f(x) e: A(a,p,q,En) entonces:
P

k 1

"t'ulo Lt er(x,t)lllpq es finita, donde:
a > 0, k es el menor entero mayor que a, 1 í p,q í w

Entonces, decir que J6f(x) pertenece a A(a+6,p,q,En) significa:
-(a+6) h Pa 5

"t lo Lt aJ F(x,t)lnpq finita, donde:
5 > 0, a + 6 > 0, h el menor entero mayor que a + 5, 1 í p,q f ‘

y J6F(x,t) = G6(x) * F(x,t) = G6(x) e f(X) á ¿(x,t)
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Teorema
6 . . . .J es un isomorflsmo sobre las clases LlpSChltZ

A(09PsQ9En) y A(a+6 ,P9QaEn)

Demostración:

Sean las siguientes consideraciones previas:
J‘5F(x,t) = su,“

Jl

'\ 5 A /\ " nltanI2G(x,t) = (J f(x) * ¿(x,t)) = G6(x).f(x).e'
# #

I\ ’nltP3- 2 /\ '"ltP
= (G5(X) . e V7 ).(f(x) . e ¡Q ) =

= (H1(x,t) . H2Éx,t))

donde:

H1(x,t) = G5(x) á C'(x,t)
n -Y qua-1242

H2(x,t) = f(x) k 4‘lx,t) y C'(x,t) = (#5) t e
Las siguientes afirmaciones se demuestran a continua
ción del presente teorema:

i) Sea f(x) e A(a,p,q,Bn) entonces:

P#k

Si Ht-GIGLt 2F(x,t)lflp es finita, entonces:q

-a k P#
Ilt le Lt 3H2(x,t)lllpq también es finita

ii) Vale la siguiente desigualdad:
l

llLtP P(G¿(x) e.- <'(x,t)ll1 5 c min(t6,1) si ‘5 > o

5 C máx(t6,1) si S < U
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iii) Vale la siguiente desigualdad:
6

||G_6(x,t)ll1 í C(1+t' ) si 6 > 0
Sea 1a demostración del Teorema 3.1.

h .ll

Se evalúa Ht_(a+6)l@ LtP
Ir

a(H1(x,t) a H2(x,t)luPq
donde:

h P#
G Lt 3(H1(x,t) L H2(x,t)) =

. a. (H (x,t) ú H (x,t))e. o... Qe.
1k 3k 3k 1 2 11 1k

Il

PhM

7V

M
m

Luego,

.h P#
¡Le Lt a(H1(x,t) * H2(x,t))lfl 5

ü_Uh’l P# P
¿“A e Lt 3H2(x,t)|nP . nLt afil(x,t)"1

h-1 P# 6
¿El o Lt 8H2(x,t)lflp . mín(t ,1) en virtud de
ii)
Luego,

h #

Ht'(“+6)l® LtP e(H1(x,t) t H2(x,t))IIIq <Pq

1í w h-1 #

+ J t'(°+5’qn| e LtP 3H2(x,t)lu:mïn(t6,1)qg%
1

h-1 #
-C! o P q dt

t fin Lt 3H2(x,t)lnp —ï +
0
m h-1

t-(a+6)qll Q P
#

q QE
Lt 3H2(x,t)IHP t

IA

HH\——-\H-xOA

H
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pues si 0 < t < 1 es mïn(t5,1) = ttS

y si 1 5 t <<°es mín(t6,1) = 1

En cuanto a 11 se escribe:
1 h-1 #

= -aq P ¡q QE
J t nl e Lt 2H2(x,t)n.P t
0

m t k #
—aq P ds dt

í J t (C J (H4g Lt 3H2(x,s)llp —;)q —ï
o t/2

k #

í Cus.ala LsP 3H2(x,s)H|gq < m en virtud de i),
mientras que para 12 se escribe:

a h-1 #_ -(a+6)q P q dt
2 - J t [l e Lt 3H2(x,t)|Hp —ï

IA

w t

í t-(a+6)q(CJ IIF(x,s)IIq É-s-)QEJ p s t1 t/2

IA Í Fw”)q c.1n2.Hf(x)uq93p t
1

m _ s -1

= Cnf(x)u: (J t (a+')q dt) siendo esta último
término finito
Por lo tanto,

h #, -(a+6) P
Jt l® Lt a(H1(x,t) á H2(x,t)lnpq

_a k P1;
5 nt la Lt 2H2(x,t)IHpq
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Ahora bien, sea f(x) en A@H¿,p,q,En), entonces se preten
de que: J_6P(x,t) = K(x,t) sea tal que: K(x,t) =
= g(x) á Ó(x,t) con g(x) en A(a,p,q,En) mediante la apli
cación del Lema1 del presente capitulo.
Sc define J-6f(x) = Lim J'5F(x,t) = Lim J‘5f(x) á c(x,t)

t+0 t+0
p.p en x cuando existe.
Se escribe:

J’5r(x,t) = K(x,t) = J-6f(x) á 4(x,t) =

G_¿(X) ñ f(x) s €(x,t) = G_6(x,t) s f(x)

Si f(x) está en LÚ(En) (1 Í_p í c=)entonces:
1’

J_6P(x,t) = K(x,t) está uniformemente en Lp(Bn) en cada
seniespacin prcpio de B fues:n+1,+’

HJ_6F(x,t)|l <nc (x,t)|| .llf(x)l| < c(1+t'5)nf(x;u
p - -6 1 p-- p

5 CHf(x)u si t ¿_1, en virtud de iii)a+6,n,q
Formalmente se define:

4

/\ /\ -n'ltpyxl2G (x,t) = G (x).e y-6 -6

A - _ l , # 6
G_6(x) - 41(x) + 42(x) p (x)

siendo

P 5 A
G_6(t x) = t G_6(x) si [xl > N, entonces:

, # Pi 2
/\ _ i. ..
G_¿(x,t) = t ópf(tP x)6.e "lt xl si lxl > N, t i 1

Sea,
h P ' J 4 h P#

"la Lt aJ F(x,t)l"p 5 c(1 + t ')u|e Lt ar(x,t)|up
en virtud de iii).
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Entonces:

a h P# _¡ _a h P#üt’ a Lt aJ ‘P(x,t)|H < ent lo Lt aP(x,t)lH +Pq _ Pq
h #_ 2 n

+ "t (“+“)l@ Lt‘ EF(x,t)IH
Pq

= 11 + I2

Obv1amente, es 12 f CHf(x)Ha+59p’q. En cuanto a I1 seescribe:

1 ím aq h P# q dt 1/= ‘ __ q
11 (J + j t "la Lt aP(x,t)al t) _

1

J

0

1 h
- 1 1

(J t “quie Lt? 8P(x,t)I": 2%) ’q +
0

IA

W t

+ I t-aq-l dt(C J HF(x,s)H: É%)1/q _
1 t/2

1 h #

5 (J t'“qula LtP 3P(x,t)ng É%)1/q+
o

+ uf(x)np (I t'“q'1¿t)1/q
1

El segundo sumando es finito. En cuanto al primero, sea:
1

h w

(í t‘aqnle LtP 3P(x,t)lH: É%)1’q
0

1 h #
_ \ 8

= (J t (“+S)Q+'qnl@ LtP 3F(x,t)lH: É%)1/q
o

h!h .

"t'(a+5)|0 LtP 3P(x,t)" pq Í "f(x)“ a+5,p,q
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Por lo tanto, se tiene:
-6a) J F(x t)| < "f(x)"

u ’ Ip - a+6,p,q
h #

b) Ht_aIO LtP aJ-6F(x,t)lu < "f(x)"Pq ‘ a+5,p,o

Entonces, puede aplicarse el Lema1 del presente capí
tulo para afirmar que J_6F(x,t) = K(x,t) es tal que
K(x,t) = g(x) ú Q(x,t) con g(x) en A(a,p,q,En) y
t = 10 , h el menor entero mayor que a+5, K = "f(x)" a+6,p,q
Además,

J-5F(x,t) converge a g(x) p.p. en x cuando t + 0 y en
Lp, de modo que:

g(x) = J-6f(x) y "J_óf(x)ua 5 "f(x)"apaq a+5 spsq

Resta probar que:

J'5(J5f)(x,t) = J‘5(J5r(x,t)) = r(x,t) y

J-5(J6f)(x) = f(x) p.p. en x

Esencialmente es el mismo procedimiento en ambos casos.
Es necesario ver que J_6(J6f) y f tienen la misma inte
gral de Gauss-Weierstrass modificada (Esto vale obvia
mente teniendo en cuenta la definición de 66(x) dada en
2.1 ) y chequeando las transformadas de Fourier).

Si f(x) y g(x) están en LP(EP) entonces:

"f(X) _ g(X)"p = 33%"F(x,t) - K(x,t)flp
y vale p.p. en x:

A ¿ J “6 6le K(x,t) = g(x) y as1: L1mJ (J f)(x,t) = f(x) p.p.
t+0 t+0
enx
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Por lo tanto queda concluida la demostración del Teorg
ma 3.1.

Comglemento del Teorema 3.1.

Se afirma:

i) Sea f(x) e A(a,p,q,En), a > 0, 1 í p,q < m
k #

Si Ht-alfi LtP 3F(x,t)|flpq es finita, entonces:
k #

"t_al® LtP 3H2(x,t)lllpq también es finita

ii) Vale la siguiente desigualdad:
#

IlLtP 3(G5(x) a ó'(x,t))|l1 í C.mïn(t6,1) si 6 a 0,
6 < y

í C.máx(t6,1) si 6 < 0

iii) Vale la siguiente desigualdad:

5)HG_6(x,t)ll1 5_C(1 + t' si 6 > 0

Demostración:

i) Sean F(x,t) = f(x) á €(x,t) y H2(x,t) = f(x) á 4'(x,t)
l P x 2P 2 A A '"It .1

’f(x,t) = ?(x).e "¡t xl y H2(x,t) = f(x).e .Iï

De acuerdo con esto,
P#x 2

\ /'\ -nlt _l
F(x,t) = H2(x,t).e lï

F(x,t) = H2(x,t) * é'(x,t) donde ó'(x,t) e L1(En)

Idéntica relación existe entre tenscres de orden k, pues:
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k P# A k P# A(i Lt a) F(x,t) = c(“ Lt x)F(x,t) =

k # -nltP#xf
= c(? LtP x)fiz(x,t)e Jï

k # k #
(GrLtP a)F(x,t) = (e LtP b)(H2(x,t) k o'(x,t))

Asi, se tiene:

k Pfl k P#
"le Lt 3F(x,t)IHP ¿_cM®Lt aH2(x,t)lIIP

Luego,

-c k P# -a k P#nt le Lt eF(x,t)|n < cut le Lt aH (x,t)lu
pq -- 2 pq

Para probar la afirmación prOpuesta, es necesario lograr
la desigualdad contraria entre ambas normas mixtas

H...Hpq. A tal efecto, es necesario ver que:
k Pfi k P#

(F Lt a)H2(x,t) = @(X,t) * (fi L(t/a) 3)F(x,t/a)
donde:

¿(x,t) debe ser un multiplicador en Lp(En) (1 < p < m),
#

. . . Pcon norma invariante por transformac1ones x + t x (esto
último con idéntica justificación a la dada en 3.1. ii)
(II)), con transformada de Fourier dada por:

k P# k #A &(Lt X)
C(x,t) = k # (Hut/a)P x))

)P# k ( )P > # #(*L(t/a x,@Lt/a x
-nutP 1|2-1(t/a)1’ xl21(*)Jï.e

es decir, en términos de transformadas de Fourier, es:

k # k # -Klt P#¿|2
(e LtP x)fi2(x,t) = (a LtP x)e 2 ?(x) =
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k #
P k # k #

= “‘Lt x) (e(L(t/a)P x),®L(t/a)P x)
k P# k P#

(flL(t/a) x,eL(t/a) x) #
e-rrl(t/a)P xl2 ?(x)-n[ltP#Ïl2-I(t/a)P#xl2le lï

En la expresión (*) el primer facter es homcyénec de grado
-k en x pues es cociente de palinomics homogéneos en x
de gradñs k y 2k respectivamente, mientras que cada C0mpc
nente del segundo factor es homogénea de grado k en x.
Asi, el producto es homogénea de grado cero en x, e inde
finidamente derivalle en el complementodel crigen, luego

es un multiplicador en LP(En). El tercer factor es
exp(- forma cuadrática pcsitiva) si a es suficientemente
grande con antitransformada de Fourier integralle.

Asi, la eXpresiñn (*) es un multiplicador en Lp(En).
Luego,

k PH k
(a Lt a)H2(x,t) = «x,t) á (a L(t/a) a)F(x,t/a)

y

'l í!k k r

Hlfi LtP 3H2(x,t)|uñ í Culü Lt/a)P aF(x,t)l!!PJ.

#k A.

"t’°|u Ltr 3H2(x,t)lüpq 5 C.a’°
—c k P#"z la Lz aF(x,z)lH 9Pq

z = t/a

Ccn este queda probada la desigualdad propuesta y con
cluida la demostración de i).
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ii) Vale la siguiente desigualdad:

P# 5
ILt 3(Gó(x) * MX,t))ll1 í C.min(t ,1) si 0 < 6 < y

C.máx(t6,1) si 6 < 0IA

donde:
2

¿(x,t) = t‘*c(t’Px):c(x> = e'"¡x¡

# .A '3# /\ /\ #
((LtP B)(G6(x) á 4(x,t))) = c<Lt* x)G6(x)Ó(tP x)

# A #= c p#(x)"(LtP x)c(tP x)

# # #
= ctó p#(tP x)-6(Lt.P x)ít:\(tP x)

/\
si le > N según la definición de G6(x) dada en 2.1.
Para lograr la desigualdad propuesta se considera una
función G(x) tal que su transformada de Fourier 3(x)
satisface las siguientes condiciones:

A Q

1. dx) es de clase C0(En)
2. positiva y nula en un entorno del origen
3. depende de p (x)

Cabe observar que si G(x) satisface las condiciones
enunciadas, verifica la siguiente condición:

e #

C=J 42(th)-d—:sixío
0



—50

púes:

°° P# dt °° 2 # P# dt a 2 #
J ¿(t x)—t—=I n (p (t x))—,c <1“(x) = n (p (x))
0 0

= J” n2(t p#(x))d—:
0

:J n2(s)-d—: S = t D#(X)
0

C que se supondrá con valor 1

Sea, entonces:

o

€(x) = ¡í 3(x)32(sp add:
o

# 0 #

3h? x) =I MtP “82(31’ ¡nd-2
o

# A # m # A # #

(LtP x)é(tP x) = Í (LtP x)cb(tP x)ïi2(sP x)d—:
{a

A # mA # , # A #

E (1:P x) =J E (‘tP x) asp x)‘t(sP x)-d—:
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/\ # /\ {GA # A # A # A
a (tp xmóu) = l e;(tp x)4>(sP xms" x)G6(x)d—sj s

0

= [m Q (x) a(x s)gï (á)
J t,S . , S
0

donde:

A P# P A P¿(t x) = (Lt x)G(t x)

# #
/\ _" P A P
nt,s(x) - ¿(t x)4(s x)
A r P# A
G(x,s) = 4(s x)G6(x)

Antitransformando Fourier la eXpresión (ú) (la justificí
cación se dará luego)se tiene; formalmente:

’Y -P _ m d_5
t ¿(t x) á 66(x) - I (nt’s(x) á G(x,s)) S

0

donde:

G(X,s) = s"Y G(5_Px) sk 66(x)

Así, es (como se verá luego)

nt-YE (t’Px) 2':G6(x)fl1 ¿J fl nt,s(x)H1.HG(x,s)llid—:

donde:



k1

í C.(%) si s í t, k1> 0s
"nt,s(x)|l1 - z(ï) j s k2

[ C.(ï) s1 s z t, k2 < 0

Y

HG(x,s)l1 í C.min(só,1) si 6 > 0

como se verá
Considerando-0 < 6 < y,

luego.

"t‘É (t’Px) á G6(x)H1

se tiene:

a: l k k

í C J mín(só,1).mïn{(s/t) 1,(s/t) aÉ?
o

1 k k

í c J só.mín{(x/t) 1,(s/t) 2}Qg.+
o

m k k

+ c J mín (s/t)1,(s/t) 2 9% = (1>+(2)
1

. a a
pues 31 0 < s í 1 es m1n(s ,1) = s

y si 1 í s < w es mín(só,1) = 1

Ahora bien,
1 k k

(1) = J só.mïn{(s/t) 1,(s/t) 2}Ég
o

1/t k k

:J t6.h6.mín(h 1,h 59%
o

ó “t 5+k —1 —k1=t( dh)=t sit>1,—k <6
1

o

a
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mientras que:

t 1 k k

(1) = J + í só.mïn{(s/t) 1,(s/t) 2}É%J

o t

{1 6+k -1 1/t ó+k -1 -k

= tó(J h 1 dh + J h 2 dh) = tó + t 2 < 2t6
o 1

En cuanto a (2),

a: k k

(2) = J mín{(s/t) 1, (s/t) 2195
1

w k k k

= J mín(h 1, h 2)É% = t 2 si t ¿ 1
1/t

Luego, teniendo en cuenta estas acotaciones se obtiene
la desigualdad deseada.
Para completar la presente demostración resta probar:

.’ k1' C.(s/t) si s í t, k1 > 0

1. Hntas(x)H1 = z(s/t) í k2
C.(s/t) si s 1 t,k2 < 0

2. ||G(x,s)l|1 í C.min(s6,1) si 0 < 6 < y

y finalmente justificar la antitransformación de Fourier
de la expresión (*) anterior.
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1. En general, es:

A # , # k # A # ,. #

su) = g (tp “¿Rap x) = (oaLtP mm" x)4(sP x)
/\
nt,

y puede expresarse según:

/\ k P# A P# A(x) = (9 L(t/s) x)4((t/s) x)<(x)nt/s,1

o bien:

Su’lm = (al:LuP#x)3(uP#x)ï(x) si u = t/s

=J ax)p(up#x);(up#x)

siendo p(uP x) un polinomio homogéneo de grado k dado
por:

P# - P# =o o
p(u x) = . a (u x) = x b (u)

lo =k o lo =k o

donde b0(u) es un polinomio de grado k en los elementos
de uP .

Asi, es:

t\ A p# A
nu’1(x) = G(x)p(u x)o(u

0A,P#
= l % x Í «x)o(u x)bo(u)o =k

Antitransformando Fourier y tomando norma en L1(En)
resulta:
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1
2ni

- -P

Hnu’1(x)"1¿10; H (33)Uc(x)linu YMu x)H1.lb0(u)l

Ioln1¿c |b(u)|¿Cu si o_<_u¿1,
lo :k a

I'll-¡il

P# n
pues como es sabido: lu I í_u 1 si 0 í u í 1, n1 ¿11
Por lo tanto, es:

k1
lnu’1(x)ll1 5 C.u Sl 0 í u í 1, k1 = Ioln1

Para completar la estimación propuesta resta considerar
el caso u ¿_1

La norma en L1(En) es la función n1,í(x) se estimará
mediante la siguiente y conocida relación:

“1,1 (x)u1)
u

50"
uni,Lix)"1 E_C(" (x)Hi + li 1H(5;J ni’lu lo =n+ 1-1

Por analogía con lo anterior, se escribe:

n1 (x) = (Ñ Lx)©(x) Mu x) si u = t/s’
6|?“

a A #
= p(x)0(x)d(u_P x)

siendo p(x) un polinomio homogéneo de grado k.

Fácilmente resulta:
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A A #

lln1’1-(x)n1 _<_sup(p(x)Ó(X).fl «(u-P ¡nui
u

2 #
sup(p(x)e-"lxl ).H “u-P x)“ 1

donde el supremo está tomando sobre el soporte de/\_
«u P x), el cual está contenido en el contenido en el

conjunto: {x:p#(x) :_Cu}.

A -nIxI2)
"n (x)H1 í C.uY.sup(p(x).e1,¿

u

¿,42
í uY.e 2

2
_n u si

¿'C.uY.e 2 si le :_p#(x) 1 Cu, sii 1

-1 “251
4 .:c.e (==)

' a 0A

En cuanto a la norma en L1(En) de (3;) n1,í(x) se
observa que: u

3 n k A A -P#
(3;) (3 Lx)o(x) «u x) es una suma de términos de la
forma siguiente:

p(x)8(x).(productos de elementos de u-P#).(derivadas
de ïcalculadas en u_P x)

Luego, la norma en L1(En) de esta expresión está acotada
por:
sup(p(x)g(x)).(cota de los productos de elementos de

u.P ).(cota de las derivadas de [3. medida del soporte

de e; donde el supremo está tomado como antes sobre el
A —

soporte de @(uP x). La cota de la citada expresión es

análoga a la dada en (*).
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Por lo tanto,

A 3 0A

¡“11,10%1 í C(Iln1,1(x)|11 +l 2- "(5) 111,100"1— — al —n+1 —u u u

n 2S1
_ï u #

í C.e si le i o (x) L Cu, s1 1 1

expresión está que decrece en infinito más rápido que
la inversa de cualquier potencia de u. Con esto queda
probada la acotación propuesta en 1.

2. De acuerdo con su definición, es:
/\
G(x,s) = Eïsp x)p#(x)-ó

6 #A #
= s dsp x)p#(sP x)-6

donde:

l A ca . J
4 es de clase C0 por hipotesis, y

# —6 m .(p ) es de clase C en el Complemento del origen

A
Asi, G(x,s) es integrable y tiene antitransformada de
Fourier integrable, siendo:

ó
nG(x,s)II1 5 C-S

En cambio, si s es suficientemente grande, se trunca la
función como sigue:

I‘ A A
G(x,s) = €(s x)G6(x)h(x)

donde:
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h(x) e Cm(E )n

/\ #
y h(x) 1 sobre el soporte de c(sP x)

= 0 fuera

A PAhora bien, «s x) tiene antitransformada de Fourier
integrable pues por hipótesis es de clase C3, mientras/\
que 66(x)h(x) es de clase Co y también tiene antitrans
formada de Fourier integrable. Asi, resulta:

"E(x,s)n1 í C

Por lo tanto, resumiendo se tiene:

, n ¿s .HG(A,s) 1 í C.min(s ,1) 51 0 < 6 < y

quedando probada la desigualdad propuesta en 2.
Finalmente resta justificar la antirransformación de
Fourier de la expresión:

# cn
A 1-. l\ _ A A dS
5 (t x)G6(x) - I nt’s(x).G(x,s)-; (*)

0

e

lim J nt (x).G(x,s)(-i-E puntualmente¿+0 e ,s s

De acuerdo con su definición, es:
#

A A P A P
= 4nt,s(x) ¿(t x) (s x)

H (X) = 0 fuera de un compacto si e í s f 1/6
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La antitransformada de Fourier de:

1/6 AA ds
J nt’s(x).G(x,s)ÉÏ
e

está dada por:

1/6 ds* __
J nt’s(x) G(x,s) s
e

pues:

si z(x) e S(Bn) entonces:

J“)
# A 0 A

J (tP x)G6(x)z(x)dx = J (J at (x).G(x,s)Z(x)dx)ÉEss S
E 0 En n

por cuanto la integral de la derecha es absolutamente
convergente.
Por lo tanto,

J (t-YÉ(t_Px)*Gó(x))z(x)dx =
En

Jl/e A A ds= Lim (J n (x).G(x,s)z(x)dx)-—¿+0 t,s s
E€

n

1/6 A de
= Lim J (J (n (x) á G(x,s))z(x)dx)1F6*0 t,s o

6 E n

Y

¡J (twÏ (t_px) á G6(x))z(x)dx|
E n
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J ¡(nt,¡A t" M 3
\_—‘

¡.4 \ fh

A
-—-\

(x) e: G(x,s))2(x)|dx)d_ss s

/e

í LïmJ "nt (x) * G(x,s)fll.supllz\(x)lqí6+0 ,s z s
e

1/6

í supI;(x)I.L3mJ Hnt (x)lll.llG(x,s)H1EliZ 6+0 ,s s
E

Por lo tanto,

1/6
II 'Y “P á A di
t E (t x) G6(x)H1 53:13 Hnt’s(x)lll.||G(x,s)||1 s

G

m ds
:_J "nt,s(x)H1.HG(x,S)“1—;

0

f C.mín(t5,1) si 0 < 6 < Y

6 .
5 C.máx(t ,1) Sl 6 < 0

según se vió antes.

111) Es consecuencia inmediata de ii).

Con este queda concluida la demostración de 3.2.
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aEítulo IV

spacios de Lipschitz, a real

l espacio S(En) está definido en Notación y Convenciones (I)
l espacio S' es el de las funcionales lineales continuas
obre S(En)
a acción de f en S' sobre o en S está dada por (f,€)
l espacio S' con la topología débil es el llamado espacio
e distribuciones temperadas.
i f e S', su transformada de Fourier f € S' y (f,G) = (f,3)
l espacio 0 es el de las funciones Cm(En)cuyas derivadas
on de crecimiento lento. (Si f(x) es una función de crecimieg
o lento es (1+le2)k/2
i ’g‘e o, f e s' vale: (f ú g)“(x) = %<x).g(x)

f(x) acotada para algún entero k).

ara estas afirmaciones ver referencia (7)

Se extiende la definición de J6f(x) (3.111) a todo 6 real
y f(x) distribución temperada, mediante:
(ch).(x) = gs(x).f(x) lo cual tiene sentido cuando
35(x) E 0
Si Qs(x) es una distribución temperada tal que EBCX)se
define según (2.1.b)(III), entonces:
J6f(x) = f(x) á qs(x) con 6 > 0 y f(x) en L (E )
(1 ¿_p ¿_W) corresponde a la definición dada en (3.111).
Además, si f(X) G L (En) (1 í p i'm) la familia aproximante:
J5f(x) * é(x,t) = F(xst) está bien definida, está en

LP(Bn) pan: cada t > O y converge como distribución temperada a J f(x).

El espacio LP,3(En) viene dado por:

LP’3(En) ='{f e S': f = Ízé, oe LP(En)} (1 í_p f_°) B real
normado por:
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Hfil =||d>llpP,3

i) Sean 8 > 0, 1 í p í 0,
si f(x) e L ,(E ) entonces: f(x) e L (E )

Pal3 n p n

si f(x) e L
L <2)p'B

e 13,3 n
En efecto,

si f(x) e Lp ¿(En) entonces: f(X) = J3®(x) tal que,
Mx) 6 L (E )

p n
Y

H H V (En) entonces F(x,t) = f(x) á c(x,t) e

flf(x)flp ¿H 93(XNI1 . HP(x)BP = Ho(x)flp = Hf(x)"p’3

F(x,t) = Jadx) a: o(x,t) = JB q'c(x,t)

HF(x,tw = Hó(x,tM <n Mx)" = uf(xmP P- P P,3 ,3

Para estas consideraciones ver referencias (3), (10).

Se define un nuevo espacio
Sean a í 0, 1 í p,q í w

F(x,t) = f(x) * ó(x,t) con f(x) e S'(En)

Definción:

La clase Lipschitz A(a,p,q,En) a í 0 es el conjunto de
distribuciones temperadas f(x) 6 Lp8(En) para las cuales’

la norma mixta H...Hpq es finita
l

_ k ’r
llf(x)ll = aux)" + llt o‘le LtP 3P(x,t)|ll# (1)OMPN P,3 Pq

donde:

(1) Esta definición no depende de 6
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1 j_p,q í w, B < a, k el menor entero positivo mayor que a.
Se recuerda la definición de I...H#

pq

u c )u# (Jin < ) q dt)1/q 1
xt = xt -— si < <0

g , P,q g , HP t q
O

= sup ng(x,t)u si q = m
0<t<1 P

Teorema

Sean f(x) e Lp 3(En) y h un entero tal que h 1 kQ

Entonces:
La norma mixta dada por:

- k #
+|lt “le LtPHf(x)fl = Hf(xMI 3F(x,t)lu#aapaq P PqJ

es equivalente a la dada en la definición.

Demostración:

Se incluye al final del presente capitulo.
Sea para todo a real el conjunto de distribuciones tem

peradas f(x) en Lp 3(En) para las cuales la norma mixta9

"...H# dada Por:
Pq

_ k #

ut “le LtP 3F(x,t)lu:q es finita
'donde:

F(x,t) = f(x) a ó(x,t)

k es el menor entero positivo mayor que a, 3 < a,
lípaqím
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i) Sea a > O, entonces:

_ k Ñ
a) nf(x)n + nt °|e LtP aF(x,t)IH#

P Pq,8

_ k P#b) Hf(x)" + Ut “le Lt 3F(x,t)ll
P Pq

son equivalentes.
Demostración:

Se supone 3 > 0 y la norma a) finita,
Entonces:

31 f(x)eLp’¿(En) entonces f(x) e Lp,o(En) y

IIf(x)|l p ¿H f(x)l| p’3

Además,

P#_ k # _ k
nt “le LtP 9F(x,t)lfl = nt “le Lt 3F(x,t)lu# +pq pq

9 _ k # 1/.
+ (JHt a | GLtP ar(x,t)lu;9%) q

1

= I1 + 12

en t

I < (J t‘“q(J HF(x,s)flq Éïoiï)1’q— p s t
1 t/2

IA

m 1

Hf(x)"p(1n2)(J t’aq‘ldt) ¡q ¿_cuf(x)np
1

J

Por lo tanto:
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P P#_ ,k # _ k
Ht “¡e Lt ar(x,t)|u <l|t “le Lt aF(X,t)lH#pq - pq

+ Hf(x)flp’3

Por lo tanto, queda probado que b) es menor que a) si
3 > 0.

Se supone J < O y la norma a) finita

Sea P(x,t) = €(x,t) * G€3(x) y

||F(x,tN|P ¿|¡G43(x,t)u1 . na(x)up ¿_c(1+t'3)uc(x)up

< C . flf(x)H si t > 1- —
Además,

_ k # _ k #

ut “le LtP ar(x,t)lupq ¿llt “lo LtP aP(x,t)lu:q +

+ c . "f(x)np,¿

Por lo tanto, en virtud del Lema1. (III) se afirma que:

F(x,t) = g(x) k Q(x,t) con g(x) E Lp(En) (1 í p < Ü)
tal que:

-a k P# - #
I|g(XMl <||t IG Lt 3F(x,t)¡H + Hf(x)flp - pq p,B

Ahora bien, si g(x) coincide con la distribución tem
perada f(x) queda demostrado, pero como F(x,t) = f(x) á
* é(x,t) y F(x,t) = g(x) á ó(x,t), esto implica que
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coinciden comodistribuciones y asi f(x) es una función

de LP(Bn) con norma acotada.
Por lo tanto queda demostrado que b) es menor que a)
si B < O.

Para completar la demostración resta ver que es válida
la desigualdad contraria, es decir: a) í b)
Se supone 3 < 0 y la norma b) finita

Si f(x) E L (En) entonces: f(x) 6 LP,3(En) y
Hf(xMI < flf(x)HpfiZ- P
y trivialmente vale:

_k # _k # .
ut “le LtP 3F(x,t)Hl# <Ilt o‘le LtP 3F(X,t)HPq _ Pq

quedando asï demostrado que: a) ¿_b) si 3 < 0
Se supone B > 0 y la norma b) finita
Ya vale:_k# _k#

ut “¡e LtP 8F(x,t)lu# <l|t o‘|e LtP 3F(x,t)lupq - pq

de modo que sólo resta ver que f(x) € LP ¿(Bn) y que,
Huf(x) p 3 está convenientemente acotada

9

Sea f(x) € A(a,p,q,Bn) y O < 3 < a ((a-S) > 0) y

J-J : A(a,p,q,En) -> Met-,3,p,q,En) entonces:

_ -3 -a
Ilf(x)llp,3 - IIJ f(x)|]p _<_IIJ f(x)[l (14,13“! _<_

< llf(x)ll_ aapaq
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Por lo tanto queda demcstrado que a) 1 b) si B > 0, Con
esto se concluye la demostración del teorema.
Este teorema establece la relación existente entre las
clases Lipschitz definidas en 1 (II) y las clases Lips
chitz definidas en 3. (IV) pues:

i) Si a í 0 es la definición dada
ii) Si a 9 0 coincide con la definición 1 (II)
iii) Y los restantes casos están considerados en la

demostraciñn del Teorema 3.2.

Teorema

Sean a,6 reales, 1 j p,q < m
Entonces:

6 . . . . .J es un iscmorfismo sobre las clases Lipschitz
A(a,p,q,Ep) y A(a+5,paq,Bn)
Demostración:

Esta demostraciñn extiende la dada en el Teorema 3.1 (III)

Sea f(x) e Afla,p,q,Bn) entonces debe ser J5f(x) e
e A(a+6,p,q,En) lo cual equivale a decir:

J6 f(x) e (En) pues J‘sLp,B+6 + Lp,B+6 y

uJ5 f(x)u = Hf(x)flpp,B+6 ,B



-68 

y que para k entero positivo mayor que a + 6 vale:

k #

¡It-(aw)|9 LtP N6 F(x,t)||| :q _<_

#
Ht‘alá LtP aF(x,t)lu #

Pq

donde:
s es el menor entero positivo mayor que a, y

J6F(x,t) = asu) k r(x,t) = eau) * f(x) un,“

La desigualdad entre normas propuesta sigue en el Teorí
ma (III). Para completar la demostración resta ver
que la aplicación es uno a uno, lo cual sigue como en
el Teorema3.1(III) y así si f(x) E A(a,p,q,En) entonces
J“5(J6f)(x) = f(x) comodistribución.
Por lo tanto queda concluida la demostración.

Propiedad de convexidad

Sean a = (1-h) a0 + h al, O í_h í 1

1 _
p — (1-h)/po + h/p1 1 < p,q <3.: +
q qo ql

y f(x) e A(aiapiaqiaEn), i -'-'0,1

Entonces:
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A ) ( ) cum )n >1‘h< x
HX) e (OÏ’P’q’Bn y "f x "OMP’Q — o‘oaPO’qo

h(|lf(x)|| )
a19P19q1

En particular:

a) “(un <|lf(x)ll1-h,, llf(x)llh . con 3 < 30,0.1
p.53 - po,» P1»;

k # L- P #rb) nt “le Lt ar(x,t1u íPq

- k # 1-h
< ("t “0m LtP amm)“ ) ._ p ¿q0 0

_ k # h
(¡It °1le LtP 3F(x,t)lll )plsfil

donde F(x,t) = f(x) * ©(x;t) y k es el menor entero mayor

que ao,a1.

Demostración:

Es claro que:

f(x) e L (E ) i = o 1 Hf(x)l! = n me)"n 9 y pia
entonces:

HMx)Hp = (J IQ(X)[(1-h)P l®(x)lhp dx)1/q aplicando Hólder
Bn



-70..

con r = p . 1 y r' = p . —í—- resulta:o ptÏ-HÏ 1 p.h

p(1-h) h
po ‘3"“' P1 ñ;

Ilq(xM|p í ( |c(x)| dx) 0°P . ( l®(x)l dx)
E En n

<II@(x)H1-h M(x)flh

= uf(x)u1’h. . Hf(x)üh
p0,3 p1,3

Por lo tanto queda demostrada la parte a).
Sea ahora b)
Por teorema 3.3. se afirma:

-a k p# . dt
A.(h) = t iüle Lt 3F(x,t)lü está en L (O < t < 1,17)1 Pi qi ’

Entonces:

_ k # - _ _ h
A(h) = t 0‘HlsbLtP aF(x,t)lIIp = t a°(1 h) . t al .

k P#
.nle Lt 3F(x,t)lflp

í (t-GOHIQLtP BF(x,t)IHp )1_h.(t-a1HI® LtP 8F(x,t)lflp )0 1

1-h h
í A0(h) . A1(h)
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Por lo tanto,

1 1/ 1 q (1-h)

(J (A(h))q CEC-t)q = (J (Ao(h)) ° 15-) qo
0

1 q h/q

(J (A1(h)) 1 dïï) 1 , luego:
0

—a k P# #
"t le Lt aP(x,t)Ulpq j

_a k # _
:(Ílt Ole L1:PaP(x,t)|||P q )1 h0’ 0

J
_ k 1*

Ult dile LtP aF(x,t)|n )pl’ql
h

quedando así completa la demostración de la parte b)
El resto de la demostración es consecuencia de estas acotí
ciones y del Teorema 3.3.

3.5.Teorema

Sean 0 <a1,a2 <1, 1 jp,q im
F(x,t) = f(x) a Ó(x,t)

Entonces:

i) La inclusión A(a1,p,q1,En) C A(a2,p,q2,En) es continua
si a2 < al y q1 i q2
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ii) La inclusión A(a1,p1,q,En) C A(a2,p2,q,En) es continua

si p1 í p2 y ai-Y/p1 = a2—Y/p2

Demostración:

I) Seanql =Q291ípím

t(01-02).t1-G1)1-02 
t flFt(x,t)HP - HFt(x,t)l|p

Entonces:

1 q 1/q

11 = (J t(1-a2)q1HFt(x,t)il 1 C1—t) 1 <p t 
o

1 (1-a )q q1 dt 1¡‘11
< J f 1 1"? (x,t)n ——) <l|f(x)fl_ t p t _ alapsql

o .

m 1/
_ (1-02)q1 ql dt ql

12 — t "Ft(x,t)llp _¿_
1

(ur-(mp (J t‘i‘“2)qrqrï dt) 1 = Cllf(x)l|p
1

¿“(un
al 9P’ql
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Esta última acotación es en virtud del Lema7.4 i)(I)

)
q1‘q2

Sea q1 > q2, entonces: 1/h - 1/q2 —1/q1 (h —q1_q2

Sea:

1 _ | q 1/q

(J t(1-0'2)q2ll F (x,t)ll 2 dl) 2 —t p t
0

1 (1-a ) q2 (a —a ) —1 1/q2
= ( t 1 q2nFt(x,t)Hp t 1 2 q2 dt)

0

1t(1_a1)q1u ( )"q1 dt)1/q1:< Ft“ p 7
0

1 (a1-ü2)q s‘ dt 1/h 1-1 .( t 2' ——) < dit ‘1 F (x,th| <
t — t pq1—

O

j Hf(x)Halspaql

mediante la desigualdad de HBlder con:

q1S=ql/q2,S' fi 1/5' =
En cuanto a la integral 12

° (1_a ) q2 dt 1¡C12
I2 = (J t 2 q2uPt(x,tNlp 17) el procedimiento es

1

análogo al seguido en la primera parte de la demostración.
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Por lo tanto queda concluida la parte i) de la demostrí
ción.

ii) Se supone

¡lt1_a1F (x,t)u + !If(x)l| finita
t qu P1

Comof(x) € LP1(En) y p1 :_p2, resulta:

HF(x,t)H <Hf(xNI JIC(x,tNI = "f(x)fl
p2 _ p1 S Pi

tY(1/P2 - 1/P1)

"F(x,t)up2_: llf(x)!lp1 51 t :_1, 1/s = 1/p2-1/p1 + 1

Ea fácilmente verificable que:

I2f (x,t) =
#

2e-rrltP 3Lt ¡2 .?¿(x,t), de modoque:

lIFt(x,t)flp2 ¿H F¿(x,t)flp1 . Hó'(x,t)Hs í

__ v

t y/s ’¿Ilr¿(x,tnlp1 -1/s‘ = 1/p2-1/p1

Por lo tanto,
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_ l-a +y/p2-Y/p1
"tl a2 Ft(x,t)"p q = : t 2 Ft'(x,t)llp q2 1

1-a1 '
_<_Ilt Ft(x,t)||p1q

Por lo tanto, si

"ti-al F (x,t)ü es finita entonces
t piq

“ti-a1 P'(x,t)H también es finita.
t plq

Esta afirmación sigue comoen Teorema 3.1(III)

Luego en virtud del Lema1. (III) se afirma que:

f(X)e ,P19q) tal que’pz’q í

< CHf(x)H_ a1 iq

Con esto queda completa la demostración de ii)

Demostración del Teorema 3.1 del presente capítulo

Sea dx) una función tal que su transformada de
Fourier satisface las siguientes condiciones:

Ó m1. <(x) es de clase C (B )
0 n

2. positiva y nula en un entorno del origen

3. depende de p#(x)
1 #

u. 1 :í :'3(sP x)d—:-+Mx)



-76_

#

P x)É% es una función de clase C3(En)

Sea, entonces:

Jl1 rr

1 =J 22(sP “9% + am

A # 1A # # A #

ó(tP x) = Í G(tP x)‘22(sP x)g% + ñ(x)é(tp x)
0

k # A # 1 # A # A #

(a LtP xmtp xk] (e. LtP xmtp x) ¿(SP mi; +
0

# #
P x)3(tP x)A k+ n(x)(fi Lt

A # . # A #

x)=}[1 ¿(tp x) «(sPmas" ¡nd-2+
0

A A+ ¿(t x)n(x)

A # A 1A # A # A # A

a (tp x)f(x) = ía (tp x) «(sP x)4>(sP ¡{rr-(“9% +
0

A P# A A+ E (t x)n(x)f(x)

1

Í ñ (x).6(x,s)íï +j t,s s
0

A P
s (t x)ñ(x)?(x) (*)
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donde:
A # k # #
¿(tP x) = (R LtP x)€(tp x)

# A #
3 (x) = s (tp x) «SP x)

A A P# A
G(X,s) = ¿(s x)f(x), f(x) e Lp(En)

Antitransfcrmando Fourier la eXpresión (*) se tiene;
formalmente:

_ . -P 1 ds
t‘É (t x) k f(x) = J (ñ (x) * G(x,s))—— +t,s s

0

+ (t'Ya (t’ï’x) ¡a n(x)) k f(x)

donde:

G(x,s) = 's’Yus‘Px) f: f(x)

Así, es(ccmc se será luego):

1
-Y —P J ds

nt ¿(t x) a f(x)Hp í J "ñt’s(x)"1.flG(x,s)Hp—3 +
0

+ nt'Yg (t’Px) * n(x)||1.llf(x)llp

1

f J C.nG(x,s)up.
0

k k
1 2}.mín{(s/t ,(s/t CL:
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+ “(Ya (t‘Px) a n(x)fl1.llf(x)up = (1) + (2)

pues:

k1C.(s/t) si s í t, k >

t
2

"ñ (x)u = z(s/t) < '
,s 1 — k

] C.(s/t) si s i t, k <

de acuerdo con lo visto en 3.2. ii) ,Capïtulc III.
El término (1) resulta:

t 1 k1 k2
(1) í J + J C.IG(x,s)"p.mïn{(s/t) , (s/t) }É.S.

S

0 t

t k

¿CJ ||G(x,s)llp.(s/t)1d_s+S
0

1 k2 d+ c Í IlG(x,s)l| .(t/s) _S
1 p st

mientras que el término (2) resulta:

k

(2) = nt'Ya (t'Px) 92n(x)u1.uf(x)uP¿ C.t 1.|If(x)||p

si 0 < t í 1 k > O
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mediante un razonamiento análogo al seguido en 3.2.
ii), Capítulo III.
Por lo tnato, resulta:

a+k

t-afltïí (t_Px) fi f(x)üp í C J s_aHG(x,s)flD(s/t) 19%+

1 '0‘ a5k9ds
+ C í S HG(x,s)H (s/t) '__ +

J P s

k1
+ C.t .llf(x)llp

Siendc el prcpïsitc lograr la siguiente desigualdad

entre normas mixtas H...Hp°=

nt'alt'Ygu'Px) zu.malaga _<us’°G(x,s)u:q 1 _<q 5 en

o enuivalentemente:
k #

- P 4 w #ut “la, Lt aF(x,t)llI' < Hs °‘G(x,s)ll' Pq ' Pq '

se Peescribe la desigualdad:

-a - —P -a. t k1 dS
t Ht YE(t x)-'.:f(x)||P 5_C.t J "G(x,s)||p (s/t) -; +

0

1 k2 ds+ C.t'a ¡G(x,s)u (t/s) —-+
p st

oa k1+ C.t' Hf(x)"
P



como sigue:

t'“a(t) 5 c

Así,

¿1

.t
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k

’“ b(s)(s/t) 19%+
0*“

H

_a m k2ds -a+k1
+ C.t J b(s)(t/s) —s+ C.t llf(x)l|Pt

51 L(s) = 0 cdc. s

v k (u-V)

j C.e-VG(J L(eu)e 1 du +

m u -k2(u_v) -va+vk1
+ J h(e )e du) + C.e .IIf(x)Ilp

v

si s — eu, t = ev

si q = 1, resulta:

dt 0
t-aa(t)—ï = í e-vaa(ev)dv

I

0 _va v u k1(u—v)
í C J e (J b(e )e du)dv +

0 _va u -k2(u-v)
+ C í e (J b(e )e du)dv +J

_m v

0

+ C"f(x)Hp.I e’V(°'k1)dv = (1)+(2)+(3)
-CD
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El sumando (3) contribuye con constante pues la integral
que aparece en él es finita (a < k1). En cuanto a los
sumandos (1) y (2) invirtiendo el orden de integración,
resulta:

0 u klu 0 -v(a+k1) o u _ua
(1) = J L(e )e (J e dv)du = J b(e )e du

_Q u -cn

Y

0 -k u u -v(a-k,) 0

(2) = Í b(eu)e 2 (Í e 2 dv)du = J b(e“)e'““duJ

Pcr lo tanto, si q = 1, resulta:
1 1- dt 

í t 0La(t)-- < C J s “13(3)?liJ t - S
0

es decir, si q = 1, resulta válida la desigualdad propues
ta entre normas mixtas fl...ü . Probando su validez en
el caso q = W, queda demostrado pues por interpclaciñn
resulta para valores de q tales que 1 < q < m
De acuerdo con lo anunciado es necesario lograr la si
guiente desigualdad:

sup t_aa(t) ¿_c. sup s‘“b(s)
O<tfi 0<sfl

Para esto teniendo en cuenta la anterior notación, es:
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t k 1 k

a(t) ‘ c l l(s)(s/t) 19%+ c Í b(s)(t/s) 29; +“ )
0 t

k1
+ C t .Hf(x)l1p

2ds
_: +IA

t k1d 1 k
c Í s’“1(s)s“(s/t) —%+ c J s’“b(s)s“(t/s)J t

“ki
+ C t IIf(x)|IP

—k1 t

< c t J (s’°r(s))s E.+ c ta+kigs k2J1
0 t

k1
+ C t Hf(x)l1p

-a-k t a+k -1

1 J s 1 ds +
t'aa(f) 5 C{sup s'ab(s)}t

O‘sífi o

+ C{ sup s_ab(s)}t
t5554 oa+k2J1 a-k2-1

s ds +
t

- +k1
+ C t üf(x)"P

Por lo tanto, tomando el supremo sobre 0 < t 5_1 se obtiene
la desigualdad deseada. Con esto queda probada la validez
de la siguiente desigualdad:

k #
_ A P ’

ut “lx Lt aF(x,t)|||p 5_Cns 0LG(x,s)“p 1 Sfiq í mq q
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Resta probar la desigualdad contraria entre normas mixtas

H...Hpq. De acuerdo con lo anterior, es:

k P# A ,\ P# A k P# A P# A(fi Lt x)F(x,t) =€ (t x)f(x) = (a Lt x)c(t x)f(x)

A n P# AG(x,t) = ¿(t x)f(x)

,\ k A /\
€(x) = (Ñ Lx)0(x).h(x)

donde:

k A A

a“) ___ (R Lx)d>(x)¿(x)k es de clase C3(En).
((m Lx)3(x).(a Lx)3(x))

Así, claramente, resulta:

A k # A #
G(x,t) = (a LtP x)P(x,t).ï(tP x)

es decir:

k P# - PG(x,t) = (a Lt 3)F(x,t) * (t Yh(t' x))

Luego,

k #

HG(x,t)Hp ¿_c.ule LtP ar(x,t)lnP pues

t'Yh(t’Px) e L1(En)
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1.4 p#-0, k
< C.||t lr» Ltpq 

-a #a ,tnt G(x,t)l Nx )|upq

Por lo tanto queda probada la desigualdad restante.
_ . - ¿,52 .Finalmente para completar la presente demostrac1ón resta

justificar:
1

"th (t‘Px) ¡e f(x)fl < Juñ (x)|l .||G(x,s)|| di +P ’ tas 1 p s
o

+ ut”: (t‘Px) á n(x)ll1.ilf(x)ll F

a partir de:
A # A A 1 /\ A # A # r /\

¿(tP x)f(x) = f(x). J ñt s(x) «SP x)É%+5 (tP x)fi(x)f(x) (*)

en el siguiente sentido:

A p# A _ A ¡1- a A P# dsG (t x)f(x),z(x)) - (f(x).) ñt S(x)€(s x)—;, z(x)) +
0

#A+(f(x).2(t1’ x>8(x),z(x)) = (1) + (2),

Sea el término (1) de la expresión anterior:

A 1 A A P# d

(1) = (f(x).J ñt (x) ¿(s x)—-s-,z(x)) z(x) e S(E ),s s n
0

A #mas? ¡nd-Sun)
S S

A 1A
= (f(x).(Í ñt’

1 A A #

= (?(x),LimJ ñt (x)c(sP x)z(x)ÉÏ)6+0 ’s S
e
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pero:
1 # 1 A #

Lim (J fit (x) ásp x)Éíz(x) = (J 8 (x)c(sP x)95)z(x)¿»o ,s s o t,s s
e en S(B ) (i)n

comose verá luego. Por lo tanto, el término (1) coincide
con:

A 1 ' /\ #A A P A o(1) = L1m (f(x), ñ (x) «s x)z(x)——), pero es valldat,s s6+0 J
e

la siguiente igualdad:

A #
(x) «SP x)z(x)cli =s s

/\ 1A
(f(x),J ñ

E

ta

1 A A #

= J (/1;(x),ñt (x) «sp x)Z(x))gi (ii),s s
o

Según se verá luego. Por lo tanto, el término (1) se es
cribe finalmente

1 A A A P# d

(1) = Lïm J (f(x),ñ (x)c<s x)z<x))—ï6+0 t,s s

1 A A A P# d= Lím í (f(x)ñ (x) «s X),z(x))-E
6+0) Ï,S S

e

s(x) * (s'Y «s'Px)),2<x))9%
1

= Lim Í (f(x) ú ñt
G

6+0

Por lo tanto,
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(t-YE (t'Px) s; f(x),íz‘(x)) =

1

= Lim í (f(x) á ñ
(x) ee c (s), Sung-3+

¿+06 S S S
t,

+ ((t’Ys (t'Pxn :2 n(x) sef<x),ï(x))

Luego,

¡((t‘Ya (t'Px> e; f(x)),2(x))| í
1

< Lim J [(f(x) k ñt (x) ki <1(J(),í\(x))|sl-E—-¡+0 ,s s s

+ |(t'Yg (t’Px) á nu) .4:f(x),á‘(x))l

1 ln de
í Lïm Í "ñ (x) * G(x,s)H .Hz(x)fl ,—1

6+0 J t’s p p s
G

+ "(FE (t'Px) :1-n(x) f(x)l|p.l|2(x)lln,

Por lo tanto,

nt'Yg (t’Px) k f(x)llp <
1 A

< (Lím í Hñt (x)n1.flG(x,s)n ggHz(x)u ,- ¿+0 ) as P s p
€

+ ¡|2(x>up,.ut'Y¿(rpm n(x)l|1.l|f(x)llp
k

) 2
IA

1 k1
uz<x)np,.Lïch.mïn{<%> ,(g }.6+0

€

. IlG(x,s)ll CLSp s
k

+ C.t 1.Ilf(x)||p según se vió antes
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1 k k

< c J mín {0:41, (í) 2}.ns<x,s)u CLS— t p s

Okl
+ C.t .Hf(x)flp

Así, resulta:

- _P t s k1 ds
"t Y¿(t x) * f(x)H < Cí "G(x,s)H (—) ——+P ‘ p t s

0

1 -k

+ e! ue(x,s)u(%) 2 ¿2+t

1
+ Cot -“f(x)HD según se vió antes

La siguiente igualdad:

A 1 A . #

(f(x),Í ñ su) ¿(SP x)z(x)‘ï—:.)=J ts
6

1 A A A Pi; d

=í (f(x),ñt’s(x)((s ¡amm-2
€

se justifica mediante:
#

(x) asp x)Z(x)ÉÏ) =s s
/\ 1 A

(f(x), í ñ
6

t,

A 1A # A # A #

= (f(x),J 5 (tP x)<(sP x)0(sP x)z(x)d—%)=
G

ñ 1 A P# P# d

(1500,] ¿(t x)22(s x)z(x)—:) =
6
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#
1 # .

=(?(x), J g(tP x)n(s p#(x))z(x)923 = " €(x)=n(p (x))
G

A Api;
= (f(x), Lim 0m¿(t x)z(x)) =

m+m

om indica la suma parcial de Riemann correspondiente a
la función n(3p#(x)) sobre a parfiición del intervalo
(6,1). El limite de omg(tP x)z(x) con m+wexiste en el
espacio S(Bn) pues es fácilmente verificable que tanto
om como cada una de sus derivadas convergen acotadamente
a un limite.

2(tp#x)z(x)) == Lím (f(x), cm por continuidad del pro
m+w ducto escalar

m A # A P#
= Lim z (f(x),n(l;'i o (x))E(t x)z(x))Así =m+m i=0

/\ A #

= J (f(x),n(s p#(x)É (tp x)Z(x))9%

La existencia del limite indicado en i) se justifica
mediante un razonamiento análogo al seguido en ii).

La definición dada en 3. del presente capítulo se aseguró
independiente del parámetro B. Para mostrar tal indepen
dencia, es necesario ver que las siguientes normas mixtas
resultan equivalentes:

-a k P# #a) Hf(x)fl + “t le Lt 3F(x,t)lH
P Pq,61

—a k P# #b) Hf(x)u + "t le Lt 3F(x,t)lH
P Pq,82
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donde

f(x)GS'(En), F(x,t) = f(x) * Ó(x,t), 81 < B2 < a ,

y k es el menor entero positivo mayor que a.

Demostración:

Suponiendo que la norma mixta dada en b) sea finita
resulta inmediatamente la desigualdad a) í b) puesto
que si 81 < 32 es:

"f(x)" < "f(x)"
pagl — p’B2

Para lognar la desigualdad contraria entre ambas normas
mixtas, es necesario mostrar que si 81 < 82, y
f(x) 6 L (E ) entonces:

p ns
’ 1

f(x) e Lp’Ba(En) y se verifica:

-a k P# #"f(x)" < c(uf(x)n + Ht la Lt 3F(x,t)H
Pacz _ Pasl Pq

Para esto, sea:

2Es sabido que: "f(x)" = BJ f(x)" , expresando
- 2 P982 PJ f(x) en términos de transformadas de Fourier como

sigue:

(J 2f)'(x) = 8_ (x).?(x) =
B2

A /\ # K32 A
= h1(x)G (x).f(x) + h2(x)p (x) .f(x)

_ 2B
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donde: h1(X) y h2(x) son funciones positivas tales que:

h1(x) e C:(En) y h1(x) = 1 en un entorno del origen y

h2(x) = 1 —h1(x)

-B

en 2.1. del Capitulo III.

B 2y 6 (x) = p#(x) si le > N según la definición dada
2

-g A
Se reescribe la expresión de (J 2f) (x) anterior como
sigue:

8 (x) 3- 2 /\ - 2 A A n
(J f) (x) = h1(x) ¡-—--—-.G_B(x).f(x)+h2(x)p#(x) 2.f(x)

G B (x) 1- 1

donde la expresión:

3_ (x)

h1(x) A 2 es un multiplicador en Lp(En)
_Bl(x

Respecto del segundo sumando en la expresión de
-3 ‘

(J 2f)/(x), teniendo en cuenta la función ((x) intro
ducida en 3.2.ii) del Capítulo III, se escribe:

3 A m A # B A

h2(x)p#(x) 2.f(x) = h2(x)(J C2(sPx)É%)p#(x> 2.f(x)
0

m # a A

= h2(x)(J n(p#(sP x))p#(x) 2g%)f(x)
0

según3.2.ii) (III)

” # # B2ds A
= h2(x)(J n(sp (x))p (x) —;Jf(x)

0
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Teniendo en cuenta que:

í n(s p#(x))s-ads = í n(‘c)t_o‘¡;>illl(x)m_1dt si t = s p#(x)
J a

en , -8 B aa

J n(s p”(x))s 2Q; = p#(x) 2] n(t)t_adt si = 1 + ¿2
6 0

S

ao [3 A

la expresión: h2(x)(í ¡(s p#(x))p#(x) 2 ds)f(x) se
0

reescribe como sigue:

h2(x)(J n(s p#(x))p#(x) 2 9%)?(x) =
0

m -a en
= h2(x)(í n(s p#(x))s 2 É:)f(x) =

0

m # —B A

= h2(x)(J ‘?(sp x)s 2 É%)f(x) =
O

1 ¡\ ' # _3 /\ /\

= h2(x)(J C2(sP x)s 2 9%)f(x) = k(x) si p#(x) ¿ N
0

2 APor lo tanto, la exPresión de (J f) (f) se reduce a:

H 8 (x)
_p2 A 432 A ,.

U f) (x) = h1(x) ¡——————. G B (x)f(x) +
(3‘,s (x) ’ 1¡1

1 # —s A

+ h2(x)(í 22(SP x)s 2 9%)f<x)
U



-92

es decir:

' '23 ' - ,\ A A

(3 2f)A(x) = h1(x) ¡——-———.GB (x)f(x) + k(x)G (x) ‘ 1

y puesto que el propósito era evaluar la norma en

L (E ) de J 2f(x) se tiene:
p n

¡A

HJ 2f(x)np 5 c.uJ
r)

1f(x)H + nk(x)H = C.Hf(x)fl +
P P P ,81

+ l|k(x)l|p donde:

1 - P — —P '52

Hk(x)"p í J "(s Yc(s’ x)) * f(x) k (s Y«s x))Hp s dí
(J S

Esta última desigualdad entre normas p se justifica
mediante un razonamiento análogo al seguido en 3.6.
del presente capitulo, de modoque:

1 I

nk(x)llp í Í llG(x,s)||P s'(1+‘“‘)(1/q“1/q )ds a > 3
0

IA

1 1
— 1 — '—1 1 '

(J (s “ue(x,s)"p)q 93)) ’q.(J s “q ds) ’q
0

por Holder. La segunda integral que aparece en esta úl
tima expresión es finita pues a í O.
Por lo tanto,

G.

uk(x)"p í C.Hs_ G(x,s)H:q y, así, resulta:
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,.
L) 2 _

ua f(x)l] <C.I|f(x)ll r + C.l|s “G(x,s)u#
p _ P931 Pq

que no es más que lo propuesto al comienZO de la de
mostración.
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Apéndice I

Se discute el Teorema del Valor Medio para funciones F(x,t)
hefinidas en E indefinidamente diferenciables, solucign+1,+’
nes de la ecuación diferencial AF(x,t) = 0 (u)(I).
Este resultado me fue comunicado por el Señor Profesor Dr.
Alberto Pedro Calderón.

Notación

1. El operador diferencial A está dado por:

# # # #

1 (P#tP a.tP a) = ——-—% (LtP 3.LtP2nt B't a):2:anA :

donde:

á-n(P#x.x) = ¿((pïpn.“ = (Lx.Lx)¿á-¡(Lx)

Y

2JI

L2 = ¿(p'u' + p), L = L”, “"2 = sup LïiL> L
¡+77 2 — ¡1'x10 le

2. El núcleo c(x,t) es:

q)(x) = expLiixl2)

c(x,t) = t'Y ¿(t-Fx)

Y

- P#
a) ó(x,t) = Ó(t x)

J # # A

L) ¿t(x,t) = -.%1 (P#tP x.tP x) o(x,t)
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A A h
c) Q(t x)/C(s x) = ¿(As/t t x), O < s < t

donde:

#

A: = I - uPuP , 0 < u i 1

d) La antitransformada de Fourier de c) es:

—1s/t t_P)<(A_1 t’Py).. P# ..P# V
(C(t x)/C(s x)) (y) = det(A S/t

Lema

Sea B = I - ss

i) BS satisface (Bsx.x) 1 0

ii) BS es autoadjuntt

iii) La raiz cuadrada positiva ASes autoadjunta con las
siguientes propiedades:

iv) (unpn(1_s))‘1’2¿ IIA;HIí (1_s)’1/2, 1/2 < s

v) Idet Agll 5 (1.5)“n/2

Demostración

Bs claro que (A1x.A1x) = (Bix.x) = 0

Sea y = Asx, entonces:
# #_ _ 2#P,P

(y.y) - (Asx.Asx)-(A1x.A1x)- (1-5);,(P s' x.s x)

donde á < s í s' í 1 por el teorema del valor medio.
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En consecuencia:

|y|2 5 (1—s)uupn.|x|2 = (1—s)unPu.lA;1yl2

y

uA‘HI 1 (MIHI(1-s))_1/2

Además,

P#2 P# 2
(y.y) = (Asx.x) = (x.x)-(s x.s x)3_ (x.x)-s (x.x) =

-1 -1
= (1-52)(As y.AS y) de ahí que:

-1 —1 2
IIA Il < (1-5) ’s _

Con esto queda demostrado iv)
En cuanto a v) es consecuencia del hecho de ser el detea

. . nxn . .mlnante de una matrlz A € R Slmétrlca, acotado por la
n-ésima potencia de su norma (como operador).

Lema

Sean Ah =(aÏj)(1 í h í k) matrices nxn, entonces:

Si A = A1 o e Ak, vale: "All _<_ II llAhII15hs
Demostración:

Sean wa, wá con a = (a1,...,ak) 1 í_ai í n las conponÏntes
de los tensores w y w' respectivamente; (w,w') = ).waw; el
producto hermitiano usual. L
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Sea A(h) = I 9 ... 9 Ah 8 ... 9 I, entonces:

si A = A1 9 ... e Ak puede escribirse:

A = A(1)O ... o A(k)

Entonces, hay que probar que:

ll All _< II M11)" _<_ ll Ahll
n H

11hs 15hs

Sea ¿Ïj el delta de Kronecker para los sub-índices i,j; y

A(h)w = Z d} ... aï ... dÏ w =
ah .)1Ctl hab kC‘lk ('11 .. CLk

h
= E ab a “b a ba h h 1° h' kh

|A(h)"-W')| = l Í Í ahb "b a b í'ï b lb. b “h h 1' h"’ k “1 k1 h’ h
iih

2 1 2¿Zuauqlw I)’.h b . .bb. a 1 h
1 h

iíh
2 1 2

l > ’.( —v,
É IWul...bh

¿[IAH|.|wl.lw'| y así:
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n A(h)|| _< n Ah:

Por lo tanto queda demostrado.

Teorema del Valor Medio

Sea F(x,t) definida en B indefinidamente diferencin+1,+’
ble, solución de la ecuación diferencial AF(x,t) = 0 (4)
Sea k entero positivo,
Entonces:

k # _ t d r # 2
le LtP ar(x,t)|2 5 c t Y —í |9 LsP ar(y,s)l dys

t/2 B(x,t)

para todo entero r, tal que: Oí r í k
En consecuencia:

k P# r P#
IG Lt 3F(x,t)l j C sup le Ls 3F(y,s)l

donde el supremo está tomado sobre t/2 1 s í t, p(x-y) ¿

consideración previa:

Sea la siguiente ecuación diferencial, para x fijo,

P# a A P#
i) g(x,t) = n‘(t) —1/ó(t x) 3? o(t x)n(t)

cuya soluciñn viene dada por:
Jl

.. A P# t e P”
11) n(t) = Ó(t x)(n(0) + I g(x,s)/ó(s x)ds)

O

Así, si AF(x,t) = G(x,t) y f(x) = Lím F(x,t) existe,
t+0

en virtud de 2.d) y ii) se deduce:
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t
iii) F(x,t) = f(x) á C(X,t) + J det(A;ïtt“P)(G( .,s)

o

-1 t_Px))ds* c<Aslt

La eXpresión iii) se usará en la demostración del
Teorema del Valor Medio para soluciones F(x,t) de
AF(x,t) = o.

Demostración del Teorema del Valor Medio

Sea k(x) una función positiva de C3(En) tal que:
sopk(x) = B(0,1)

k(x) = 1 si x e B(O,1/2)

y sea n(x) una función positiva de C3(En) tal que:
sopn(x) está contenido en[0,1/2)

n(x) = 1 sobre [0,1/4]

y sea:

C(y,s) = k(y)n(1-s)

Para (x,t) 6 E fijo se considera:n+1,+
H(y,s) = r(y,s)c(t‘P(x—y),s/t)
Así resulta:

H(x,t) = F(x,t)

H(y,s) = O si 0 í s í t/2, y e Bc(x,t)

Por lo tanto, en virtud de (iii) se escribe:



AH(y,s)
t

a) F(x,t) = H(x,t) = I det(A'1 t'P)s/t
B(x,t)t/2

(A'1 t‘P< ))d dó S,t x-y y s
##

b) AH(y’s) = F(y,s)AG(t-P(x—y),s/t)- 2(LsP 3C.LsP 3P)

c) AQ(t_P(x—y),s/t) = 01(t‘P(x;y),s/t)% + 62(t_P(x-y),s/t)%
o:

r1 , . ' .

-onde (1, C2 son fun01ones CO(E +1’+) tales que.

sopC1 está contenido en B(O,1) x (1/u, 1/2) y

sopC2 está contenido en (B(0,1) ñ B°(o,1/2)) x (0,1/2)
La expresión de a) se reduce a:

1t - —P
d) F(x,t) = J det(AS/t t )

t/2 B(x,t)
F(y,s)(41(t_P(x-y),s/t)%+

+ C2(t-P(x—y),s/t)%) c(A;Ït t'P<x—y))dyds

t
= detcAgjt t'P) F(y,s)(G1(t-P(x-y),s/t)%+

t/2 B(x,t)

+ 42(t-P(x—y),s/t))4(A;Ït t-P(x-y))dyds/s

finalmente,



e) F(x,t) =

f
V

-101

t-Y Q(t-P(x—y),s/t)F(y,s)dy%F
t/2 B(x,t)

donde Q(t-P(x—y),s/t) = det(u_P)(41(z,u)u + O2(z,u))4(u-Pz)

con s/t = u, t-P(x-y) = z

Q(t-P(x—y),s/t) = Q(z,u) tal que sopQ(z,u) está
en B(O,1) x (1/2,1)

Es decir
contenido

pnes:

si z = t_P(x-y) es y = x-th, dy = tY dz, y

B(x,t) = {y:p(x—y) i t} = {z:g(tpz) = tp(z) = t} = B(O,1)

s _ ds du 1
Y í - “a —; - 3-, ï í.“ í 1

Teniendo en cuenta que la matriz L es inversible, se
escribe:

k # k # _ #
e LtP a = e Mg)P L 1(Ls.P a)

k # k # k #
|9 LtP 3F(y,s)l ¿ue ug? L u le LsP ar<y,s>|

¡WI = Ika”
P _P sLt 8Q(t (x-y), ï)l

la variable x de las fun
de la bola B(O,1), la ex
por:

Comolas derivadas respecto de
ciones 01 y 62 se anulan fuera
presión de [WI puede mayorarse



g)

-102

1/t—1

t'P(x—y)|“‘ MA; t_P(x—y))XB(x“m

Estas observaciones y d) permiten escribir:
.ll

k Plrle Lt ?F(x,t)l 5

t
¿ej

t/2
ds

[5 LsP IWI dy Er¿tetm’1 t'P) J
B(x,t)

S/t F(y,s)|

ds
Aplicando Schwarz respecto de dy —; , resulta:

Prk r
le Lt aF(x,t)I j

# 1/2
[5 LsP aF(y,s)l2

—1

( det(As/t
t/2 B(x,t)

{PF mz dy _s

Por lo tanto,
Jk j#

la Lt‘ 8F(x,t)I í c I.J

donde:
t

J2 < C 'c-Z.Y I

—1 2 —1 -P 2m
det(AS/t) (IAS/t t (x-y)lt/2JB(x,t)

de
dy _

-1
. Ó(AS/t t-P(x—y))xn(x t)(y))2
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1
_QY _p 2m _p 2 v dut '= __

< C J zl (©(u z)xD(o,1)(z)) t oz u
-p 2

_ J det(u ) lu1/2 B(0,1)

En virtud del Lema3.v) se escribe:

2
1

J _< C t_Y (lau)-n
1/2 B(0,1)

2
-p 2m -nl/ïu'l’zl du

Iu zl e dz Tr

. 2 - . . .Finalmente resulta J í C t Y pues las integrales son finitas
de ahí que:

Jl
k 9.-7' _

le Lt1 3F(x,t)l2 í c t 7.12 =

ds
——)

t #_ I‘ 2

í c t Y (J le LsP aF(y,s)I dy S
t/2 B(x,t)

Por lo tanto queda concluida la demostración del Teorema del
Valor Medio.

Consecuencias del Teorema del Valor Medio

5.2. Es válida la siguiente desigualdad:

k # r _ t h # r
|e LtP 3F(x,t)l í Ct Y lo LsP 3F(y,s)l dy

t/2 D(x,t)
93

S

para todo entero h tal que 0 í_h í k y r :_t.

Demostración:

El Teorema del Valor Medio asegura que es válida la
siguiente desigualdad:
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P# -1 -Pk

le Lt 3F(x,t)| í c J J det(As/t t )t/2 B(x,t)
h #

le LsP 3F(y,s)llwldy 9%

—P m —P

donde. lwl í Clu zl ¿(u z) XB(0’1)(Z)

-P m -nIu_le2 s
Cl“ zl e x B(0,1)(Z)’ u = EIA

Puesto que det(u-P)IWI es acotado en p(z) 1,
1/2 í u f 1 considerando el supremo esta expresión con
tribuye con una constante; luego;

k P# t _ h P# ds
IGLt 3F(x,t)| f C( t YIQLs 3F(y,s)ldy —:)

t/2 B(x,t)

Aplicando Holder con 1/r + 1/r' = 1 (r 1 1) resulta:

k # t h # . 1
IO LtP 3P(x,t)l í C( la LsP 3F(y,s)lr dy 92) /r.

t/2 B(x,t)

T -yr' ds 1/r'.( t dy

t _ r.
J = ( j t Y dy gg)1/r'

t/2 B(x,t) S
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{1 _ v 1 1

= c( Í t Yr +Y dz á?) ¡r
t/2 JB(o.1)

= C. t'Y/r

Luego,

k P#le Lt 3F(x,t)l 5 C.I.J
t h #_ d 1/

f C.t Y/r(} J lOLsP 3F(y,s)lrdy—:) r
t/2B(x.t)

y así,
k # h #- P r ds

Im LtP aF(x,t)lr 5 C.t Y Í le Ls 8F(y,s)l dy ¿
t/2JB(x,t)

con lo cual queda demostrada la desigualdad propuesta.

Crmplemento del Lemaútil del Capítulo III
Se define,

SI = {Ge S tales que el sop(d) está contenido en la
banda B paralela a En}I

donde:

B = {(x,t) e B tales que t e I(intervalo real)}I n+1,+

Se considera schc SI la siguiente noción de convergencia:

4,'d‘ Cen S cuando el SOp(C.) está contenido en B para

. 204. fi' (1+lxl )k DGuniformemente
'->cn

en En para cada multi-índice o, k entero

todo j y (1+le2)k D
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Definiendo la transformada parcial de Fourier FI y
su ccnjugada FI como sigue:

FI(€)(x,t) = j e2"i(x'y)C(y,t)dy
4 en SI

FI(C)(x,t) = J e-2"1(x'y) «y,t)dy

resulta FI y F isomorfismos recíproccs uno del otroI
de SI en sí mismo.

Sea Si = {TzsI'* C tal que T es lineal y
(T.c.) a o si c.'4 o en s }

J j J j I

. . _ ,

Deflnlendo TI(T), T e SI como Sigue:

( : ‘FI(T),G) (T, FI(9))

y análogamente í resulta I y ÏI isomorfismosI 9

recíprocos uno del otro de S' en sí mismo.
-(vt)A (x,t) coincide con (G)t en el siguiente sentido:

/‘.

((vt)A, Z) = ((V)t, z) para z E S
n /\ /\ A _

((vt) z) = ((vt), z) - :(v,(Z)t) - -(v,(zt) ) —A \

—-(v,zt) - ((v)t, Z)
En general, si T e D' y a(t) € Cm, Se define:

(a(t)T,h) = (T,a(t)h)
En cuanto a la derivada del producto multiplicativo,
es:

((a(t)T', h) = -(a(t)T,h') = -(T,a(t)h') = -(T,a(t)h')f
+ (T,a'(t)h) - (T,a‘(t)h) =
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= -(T,a(t)h' + a’(t)h)) + (T,a'(t)h)

= -(T,(a(t)h)') + (T,a' (t)h)

= (T',a(t)h) + (Ta'(t),h)

= (r‘a(t),h) + (Ta'(t),h)

Por lo tanto,

((a(t)T‘,h) = ((T‘a(t) + Ta'(t)),h)

corresponde la siguiente notación:
#

nltP xl2

T=v(x,t),a(t) =e W.W/
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