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Prapésite

El propdsito de este trabajo es caracterizar las clases
Lipschitz A(a,p,q,En) con a real, 1 < p < =, 1 < q< =

de funciones F(x,t) definidas en E indefinidamente

n+i,+’
diferenciables, soluciones de la ecuacidn diferencial
AFP(x,t) = 0 para las cuales la norma mixta
ko
1t7%] ® Lt BP(x,t)[Hpq es finita

El operador diferencial A se define por

# #
0 1 # P P
A='a—'f—-2“t (P't d.t 3)

donde P# es la matriz adjunta de P € RXP que satisface:
(Px.x) > (x.x), k es el minimo entero positivo mayor que

ay L es tal que:

Sumario

Capitulo I

Preliminares

Se fundamepta la teoria a desarrollar basandose e¢n un re
sultado comunicado por el Dr. Alberto Pedro Calderdn me-
diante la discusidn de integrales andalogas a las de Gauss-

Weierstrass y soluciones F(x,t) de la ecuacidn diferencial:

# #
2 . %(Ltp 5..tf 3).
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Capitulo II

Espacios de Lipschitz, a > 0

Se caracterizan las clases Lipschitz A(a,p,q,En) con

a >0, 1< p< >, 1< q< =« de smooth functions .

Se observa que en el rango 0 < < 1 las propiedades

de lisura definiendo estos espacios coinciden con otras
nociones de lisura, permitiendo asi la unificacidn en el

tratamiento de varias de esas clases.

Capitulo III

Potenciales de Bessel

Se caracteriza el potencial de Bessel, equivalente al de
Calderdn-Aronszajn y, se prueba que coh a, a + § positivos
es JG un isomorfismo sobre clases Lipschitz A(a,pfq,En) y

Aa+$ »P sqQ ;En)'

Capitulo IV

Espacios de Lipschitz, o real

Se caracterizan las clases A(a,p,q,En) para tedo o real, a

fin de comnletar el Teorema 3. del Capitulo II cuando se lo
extiende a distribuciones F(x,t) que satisfacen la etracidn
diferencial:

pt p#

2 =%'(Lt 3.Lt° 23).

ot
Ademds se describen relaciocnes de inclusidn entre estos espa
cios, una serie de normas equivalentes y, se extiende el ca-

s . .
so de J 1somorfismo con a,a+d reales.



Apé€ndice T

Se incluye el Teorema del V alor Medio

{

Lista de T ferencias

Notacidn y Convenciones

B1 nimeros reales

E 2 x = {(x ,%,,...,x )1 x, € Ej, 1= 1,2,...,n}

E 1 ° {0 (x,t):x ¢ E ., te E,}

= {{x,t) € E : t > 0}
n

En+i,+ +1

Se identifica En como el subconjunto de En+1’ con t = O,
Todas las funciones consideradas son supuestas a valores
reales.

Si f(x) es medible sobre En se define:

Ilf(x)llp (J | £¢x)|P ax) 1 <p <

E
n

sup ess |f(x)]|
xEEn

| £GOT
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y se define Lp(En) = Lp como el espacio de funciones para

las cuales Hf(x)ﬂp es finita y la norma de esta espacio con
| £Cx
p

Si f(x,t) es medible en x y en t, (x,t) € E 1 se define:

. dt,1/q

|l £(x,t) = ([ h£(x,t)N 9 &= 1 < < w

"pq , )“p =) < q
0]
Hf(x,tdl _ = sup ess | f(x,t)l
P t50 P

y se define:
qu((En,dx) x (0 <.t < =, %;)) como el espacio de funciones

para las cuales uf(x,t)upq es finita y su norma con i f(x,t)|

Atndlogamente se define:
dt #
L ((E_,dx) x (0 < t < 1, —)) con norma | f(x,t)l
pa n - t P

(Normas de este tipo son discutidas por Benedek y Panzone (2),.

Ver esta referencia para mids detalles).

Cm(En) = ¢ el conjunto de funciones indefinidamente
diferenciables sobre En, cuyas derivadas

son acotadas,

[+ ]

D(En) = D el subconjunto de C a soporte compacto.
C(En) = C el subconjunto de funciones continuas.
Co(En) = C, el subconjunto de C tal que se anulan en
infinito.
Sea s = (31,32,...,sn) un multi-indice de enteros no negativos.

Erntonces se define:

S

S s
DS = )1 a V2 9

3 Sn
("é')_"'; -(_a_x—z_) P -(Fx";)
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donde todas las derivedas estian

s

Para un multi-indice s, es X

S(En) = {fe C ; A =

st ~ °

tomadas en el sentido habitual.

. . . s
el orden diferenciacidn de D

Dt £(x)| < ®}

s
up |x

x€ E
n

(

las n-uplas de enteros no negat

donde s = sl,sz,...,sn) y t =

(tl,t ...,tn) recorren todas

2 H
ivos.

(.) el producte interno usual en el aspacio euclideo

Si x € En se define:
|x|2 = (x.x) = )
14
Sca n = x1 e . ® xk el tensor
_ o i _
= I xa donde a = (a1
1< 1<k i
Para matrices Ay € RP*M 1 =<1
A 1 k
.hl a * ® @ Ak (x Q L Y @ x
A# dencta la adjunta de A RO¥D
I A | cenota la norma de A como
vy = Tr(A) = Traza(a) y d t(A)
2 2 2 k
Sea a = (-ax—- PR 3 ax ) _5"'t"‘y &
1 n
do:

k k k
(& A 8)Ff(x) = (& 5 of)(x) = @
te de f siendo facilmente verif

k
(R Ay B)f(Azx) =

2
| x|
i
xn
cen componentes n_ = n_ S
1 k
,a2,...,ak), 1<a;<¢<n
< k se tiene:
1 k k
) = Agx" @ ... 8 A X = @ Ax
i {2 = |Ax|2
sigue: § Al © = sup —
x#0 | x|

determinante de A

A @ con el siguiente significa

A 3.f(x) donde 2f es el gradien

icable que:

k # .
(2 A A cf)(Azx)

1



Para el subconjunto A de En se denota su medida de Lebesgpue
con |/]. W denota la medida de Lebespgue de la bcla unitaria
B(Cc,1) = {x e Enzlxl < 1}

Para funciones f(x) definidas en En’ la transformada de Fou-

rier de f(x) se denota por:

f‘(x) _ J e—izn’(X.Y) f(Y) dy

E
n

"f(x,t) denota la transformada de Fourier de f(y,t) como fun

cidn de y con t fijo.

Cuandec ¢l dominio de integracidn no se explicite, se supone

la integrecidn sobre todo E_ & E
n n+l , +

Las constantes que anarecen en las desigualdades se denotan

por ¢ (sean absolutas & dependan sélo de la dimensidn) y por

C las que dependan de los parédmetros empleados.



Capitulo I

Preliminares

1. Sea {Tt] t > 0 grupo uniparamétrico de¢ transformaciones

lincales en R_l tal que:

Tt1 Tt2 = Tt1 t, siando T1 la identidad

Tt - ePlnt - tP, t >0, P e Rnxn

a) x € R7, ¢ < t < 1, vale: |tP x| < t| x |6 equivalente-
mente

L) x € Rh, P e R'P, satisface: (Px.x) > (x.x)

c) x ¢ RY - {0} fijo, se dencta con p{(x) ¢l Gnicc valor
de t quc satisface: lt_P x| = |x'| = 1 con p(0) = 3

2. 8¢ define una métrica p' en E_ mediante p'(x,y) = p(x-y)

con las siguientes propiedades:

a) p(th) = t p(x)

) plx + y) <px) + p(y)

c) p(x) = 1 si y sdédle si |x| = 1

d) |x| <p(x) si p(x) <1 sii |x]| <1
|x] > p(x) si p(x) > 1 sii |x| > 1

| pl
e) p(x) < |x| ip(x)'IP si x| > 1
Para las demostraciones de 2.a), ), ¢) ver referencia (€)

Para les demostraciones de 2.d) y e) ver referencia (u4)

3. E1 elemento de volumen cen cocrdenadas polares:

ax = t¥71 gen®"? C«isenn—3 ... sBB O (Px:.x') 4t a-
dx = ¢l (px'x') dt dx

dende :

vy = Traza de la matriz P € RM*0

X = th' talqque |x'| = 1

- < ¢ <L con j = 1.2,...,n-2



i

n < Qn—l < 2n
y

1) - I

1 = e :
x2 sen 01 sen ¢2
Xé = s&n @1 sen ¢2 cos ¢2
xn—l = sen ¢1 sen ¢2... san Qn_z sen on—l

i = . &
xn sen Q1 sen ¢2 .+ Sen °h 2 cos ¢n—1
La medida de la beola B(O,r) = {x € En:p(x) < r} estd
¢ada por: |B(o,r)| = 2'|B(0,1)]|pues

Y P
dx = r dy con x = ry, p{x) = r p(y)
p(x)<r plyl)<1 dx = r' dy

Papa estas demostraciones ver referencia (6)
Finalmente, se observa gue (Px.x) = (x.P#x) > (x.x) de
modo que puede ascciarse p#(x) a la matriz P# con propie

dades andlogas a las de p(x).

De abora en mas, se consideran funciones F(x,t) definidas

en Bn+1 + indefinidamente diferenciables, las cuales satis
3
facen la ecuacidn diferencial AF(x,t) = Q siguiente:
¥ # # #
¢ 1 # P P 9 1 P P
= = —. - = ) o
A T s (PTtT .t 2) e : (Lt 2.Lt" 2)
donde :
Loo¥xx = 22 (e? 4 prxx) = (Lxoix)
2 Y
y

2

I | # _
L= 3= (P +P), L =1L



5.

Sz introduce el nGcleo ¢{(x,t)
2
Sza ¢(x) = exp(-n|x|®)
-P 2
ex,t) = t et Fx) = ¢ LIRS

Propiedades de ¢(x,t)

a) ¢(x,t) > 0

b) J ¢(x,t) dx = 1 para caca t positivo
L

il

c) ¢(x,t)dx tiende a cero cuando t tiende a cerc

p(x)>u para cada u positive

d) Ccndicién de hemogeneidad generalizada

¢{x,t) es P-hemcgénea de grado m = - Traza (P) respectc
de la varialble ty homcgénea de gradc cero respecto de
la variable x si ccn t' = at y x' = apx vale:

¢(xr.t') = a Telx,t)

pues:

¢(Cat) Talx) = c¢(e PIRat Floa )y _ 4o PInT ) o ot Fx)

e) Si P es la matriz identidaed, salvc constaente reproduce

€l nGclec mcdificadc de Gauss-Weierstrass, es decir:

2
WOx,t2) = Wwilx,t) = (un)™0/2 0 GXp(—nlef)
Lt
f) Se¢ indica con ¢t(x,t) la derivada parcial de ¢(x.t)

respecte de la variable t

1 —P —P - [
¢t(xbt) = E-¢(x,t)(—y + 2n{Pt "x.t "x)) pues es féacil
mente verificalle:

)

-p_ 2
Bt(

2 -p _-P 9,.-Py _ o,-P-I_1 _ -
t x ) = - T (Pt "x.t "x) vy 3?(t ) = -Dt =F Pt
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. #
g) elx,t) = c(tf x)

h) 6;(xgt) = —-¥—(P " x.t x) Q(x,t)

€. Sean algunos resultados ccnccidcs
2) El1 operadcr maximal de Hardy-Littlewccd es de tipo (p.p)
para 1 <p <o y de tino d&2il (1.,1)
Ne es dificil ver que velen las mismas prcpiedades pera

¢l operadcr maximal definide per:

ME(x) = sup IB(X,r)|—1 J | £(x-y)|ady
r>Q
5 plyd<r
-1 Y P
Mf(x) = sup |B(x,r)| J r'|£(x-r 'y )}|ay®
r>0
plyt)

) Sea f(x) «n Lp(En) (1 <p <)y F(x,t) = f(x) & ¢(x,t)
Entonces existe una constante C independiente de f(x)
tal que:

i) sup |F(x,t)| < c Mf(x)
t>0

ii) sup tIFt(x,t)I < C Mf(x)
t>0

c) Sca ¢(x) una funciln definida en E  tal que:

i) J 2(x) dx =Y J ¢(t-Py)dy = J t—YO(t—Py)dy =

E E E
n n n

J o(y,tlay = 1

E
n

ii) IJ ¢ (x)ax| E_J |e¢x) |dx < =
E E
n n

iii) Sea H(x) mayorante radial no creciente con integral

finita tal que:
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| 2¢x)| < H(p(x)) con H(p(x)) = sup|2(x)| donde el
supremc &stia tcmadec solre:

p(x) <ply)

J B(p(x))dx = [ H()Y “lat J K(O(Pxi.x")dx' < =
J
En © |x7|=1
dcnde:
N - n-2 . n-3, - .
K(¢) = sen ©, sen Qz... sen<

d) Sea f(x) en Lp(En)(l <p <=)y F(x,t) = f(x) ¢ (x,t)
Entonces:
F(x,t) converge a f(x) cuandc t tiende a cerc p.p en
X y en norma |l ... ﬂp.
e) OLviamente es v&lida la siguicnte acotacidn en nerma

t ,l
lloocl

D
i) i®(x,tM_ < c £ /P! ccn ¢ independiente de p
(1 <p <=}
i) de(x,td  <c t7Y
f) Sea f(x) en LP(En)(l <p <®) y sea F(x,t) = f(x)x¢(x,t)

Entcnces para cada t positive vale:

es decir,

>

P P(x,tN _ < c tY/F I £GOI

F(x,t) es acctada en caca semiespacic nronic de En+1 +
2

Este resultado es ccnsecuencia inmediata de e).

g) Sea £(t) una funcién nc negativa definida en 0 < t < w,

a4 0p>1y F(s) definida por:

S
1) F(s) = J f(t) dt a <Q

0]
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ii) F(s) = J £(t) dt a>=~0

S

Entonces:

(j (a®F(s)F f‘f—llp =< |a|_1(I te?*! £(s))P i—sl)lp

0 0

Para la demostracidon de este resultado ver referen-
cia (15)

7. La teoria a desarrollar, de zhora en mis, se fundamenta en

el siguiente resultado comunicado por el Sefior Profesor Dr.

Alberto Pedro Calderdn.

7.1. Teorexa G211 Valcr Medio

Sea F(x,t) definida en E .1 4» Solucidn de la ecuacidn
?

diferencial AF(x,t) = 0 (u)

Sea k entero positivo,

Entonces:

#

k # (T r
|oLt? 3F(x,t)|2_: C t YJ %ﬁ.f l& Ls® er(y,s)|? ay

t/2 B(x,t)
para todo entero r, tal que: 0 <r <k
En consecuencia:

P# #

k . r )
& Lt° 3F(x,t)| < C sun |® Ls" aF(y,s)]|

donde el supremo estd tomado sobre t/2 <s <t y
px-y) <t

Para la demostracidn de este resultado ver Apéndice I.

7.2. Cbservando la demostracidn de este hecho, se deduce me-
diante la aplicacidn de la desigualdad de Holder con

r > 1, la validez de la siguiente relacidn:
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# t h #
lthP oF(x,t)|" <c¢ t‘YJ ds—sj leLst or(y,s)|Tay

t/2 B(x,t)

para todo entero h tal que 0 <h <k

Para la demostracidn de este resultado ver Ap&ndice I.
7.3. Para tcdo @ real y todo entero h, 0 <h < k vale la siguien
te desipualdad

k # h #
1t oLt arx, )1 < c 1 t¥|entt ar(x,0) i
Pq — PQ

Demostracidn:

Teniendo en cuenta la desigualdad obtenida en 7.2., resul

ta:
4

k ir o(t h #

I 2Lt” ap(x,t)u; <ct YJ | ®Ls" F(x-y ,s)i Jdy e
t/2 B(C,t) '

t #
h
<C J | &Ls® BF(x,s)ﬂ; 95’—

t/2

tomando norma p/r con p > r > 1

A partir de esta desigu aldad, se conuidera:

® aq K pt dt
J t Y Lt 3F(x,'£)||g T =

o

b (t h #
K C J t"q(J | @Ls® BF (x,)0 ds—s)q/r ac
) _,

t
t/2
o t oy of t . 1/(q/r)"'
< C I £24 E‘ti i ®Ls’ 2p(x,sH & d—s.([ ds,
— p s s
0 t/2 t/2
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#

- - h

<c J(J s %171 4ty LsP'BF(x,s)ﬂg 92
S

~ q, b P# q ds
< C s ® Ls BF(x,s)ﬂP -=

s

0
Mediante la aplicacidén de la desigualdad de Holder con
q/r (@ > r > 1) y cambiendo el orden de integracidn se
logrd la relacidn propuesta. Por lo tanto queda demostra
do 7.3.

7.4. Lemna

Seéa F(x,t) solucidn de la ecuacién diferencial AF(x,t) = 0
()
Sean o > 0, 1 < p,g ¢ =

Eirtences:

.) " td+1

F (x,t)l < o t%F(x,t)]
t Pa — pa
ii) Haciendo una hipdtesis suplementaria,

F(x,t) > 0 cuando t + ®, vale la reciproca de i):

1

a .ot

It F(x,t)ﬂpq < Ccit Pt(x,tNIpq
Demostracion:
i) Por ser F(x,t) sclucidn de AF(x,t) = 0, resulta:

pt

2
ItPt(x,t)|2 < |& Lt aF(x,t)12 y

42 pt
!Itrt(x,t)nD < i|® Lt BF(x,t)lﬂp

Aplicandc 7.3 se obtiene la desigualdad propuesta

ii) Se supcne g = = wltﬂ+1F (x,t)l = sup gotd I F, (x,t
¢ P t>0 ¢ P

finita, de modo que:
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_(1 + U.)
F (x,t) < bt
" t b )ll ]:

y bajo la hipdtesis suplementaria se escribe:

F(x,t) = - { F (x,s) ds
) S
t
>  _(1+a) -0
I FAx,t)] < IF (x,s)l _ds < T s ds = D t
P — s P =
t t
quedando asi demestrado.
S¢ supone q ¥ =,
@ ¥ 1/q
I t%F(x,t < (J ta 9 (J IF (x,s) _ ds)® Sl-E)
pa — s P t
0 t
« 1/q
(a+1)q. P ds.
<C ([ s IIFS(x,sLIq ?;)
0
< c ittt F o(x,t) mediante la aplica
cidn de 6.g)
Por loc tanto queda demostradc ii).
7.5. Sean 1 £ p,q £ =,
r(x,t) solucidn de la ecuacidn diferencial AF(x,t) = 0 (u)

Entcnces:
i) Si F(x,t) =+ 0 cuando t = «, vale:

p#

# 2
iit°‘|LtP aF(x,t) ]|l < clt?le Lt’ ar(x,t)|l __, «a > 0
Pq ~ Pq

ii) Vale:
#

P

\ C!2 H U.u' P#
It |@ t aF(x,t)|l < c1t*® t aF(x,t)| __, a > -2
Pq — Pq
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iii) Vale:

k # . k+2 pf
1t|e +F aF(x,t)|llPq < cdt?| 8 tF BF(x,t)lﬂpq, a > -k

b

iv) Si Ft(x,t) - 0 cuando t * =  vale:

1

It _aFt(x,t)ﬂpq < C 1 ¢2-e

Ftt(x,t)ﬂpq, 0 < ac< 1

Demostracidn:

i) De acuerdo con 7.3. y las hipdtesis sobre F(x,t), se

escribe:
# t
||LtP ar(x,t ) < C j F(x,s)I ds
P — . p s [
t/2
t . ™
< C (J 2L (J 1 vE_ (%901 L)) <
h s v P Vv
t/. s

rt [ ® 2 #
ds P dv
< C (J = (J|||9 Lv ar(x,v)hlp )
t

-
N
77]

Entonces:

® p
J taq i Lt

0

1l

}‘.
aF(x,tﬂlq 4t
p t -

o t ® 2 #
<c ( t“q(J ds (I:||a P oarx,w) . 9%y 45
j s P Vv t

0 t/2 s

© t © 2 #
<. C (J taq(J s Fa %§4J vsqﬂle Lot BF(x,v)|Hg E%))%E)
0 t/2 s
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' A

«© t @ . 2 #
c (J t“q(J s 24 92—(J vo3 |8 Lvh BF(x,v)“lg %})
0 t/2 t/2 )

- « N "
<c (| e Bq([ 9 1@ vt BF(x,v)“lg %}) at,

) t
0 t/2

4

© 2 " 2v
c (J vy 1§ Lvh ar(x,v)h|§ & (J g Ale-B)-1 4.9,

0 "

K

- aq; 2 P# 1 q dv
< c (] v'Y|e Lv ar(x,v)hlp ~
0

invirtiendo el orden de integracidn consecutivamentec.

lo tanto queda concluida la demostracidn de 1i).

i1) Para esta demosteacidén se tendran en cuenta:

i k k #

2 |
P ar(x,t)] < | e w2, et

k
a) |® Lt Tr(x,y]°
#

k
b) |&® t¥ ar(x,t)|? =

1]
—~
u]
~

c) Sean A (1 < h < k).

Si A=A, &€ ... & A entonces: Al < 1~ {A,l
1 k - k
1<h<k
Para la demostracidn de esta propiedad ver Apé
I.

dt
_?)

Por

ndice
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Sea la demostracidn de ii)
f!

2 .
Segfin b) es |@ tF aF(x,t)|2 = Z ( Z a a
i,h .k

- 2
ii 2nk Bjkr(x,t))

1
~

ﬁij(x,t) = - J

(x,s) ds

aﬂw

Sea ujk(x,t) ujk

w # i
. J (Lst® Lst Du. (x,s)%
]k s

= - Z 2 a a ) u(x,s) ds
. am 2n'1 ‘mijk 570 g
n,n' m,1
t

Entonces:

4 i
2 2 2
18 1tf wr(x,t)] <1e L .8 t¥ or(x,t)] =

- ds
=C J [. .Z aij(t)ahk(t)( ) '( ) anman'iamljku(x’S)))l?;
t 1.] shsk n,n m,l

Al tomar la norma p de esta expresidn, a -y a .y ho

dependen de la matriz L en virtud de a). Por lo tantoc,

Texa [ dsd dt
J t (J 1ACt) @ A(t) 8 A(s) ® A(S)Emljku(x,s)"p_;) =
0 t
por Minkowsky integral, y
! S IO ads dt
(1] J t (J s -l A(t) A(t) ® A(s) ® A(s)amijku(x,s)ﬂF)s =

0 t

o
I M
por la desigualdad de HGlder, donde t B =(J sPa 1ds)q/(l

3 no nulo pero suficientemente pequefio. t
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Invirtiendo el orden de integracidén en [1] resulta:

(1]

J qu(rt(a_B )qu ACt) @ ACt) & A(s) @ A(s) 1 5k

0 0
ulx,s) 1 4 yds
p t's

(J s a(s) & A(s) ® A(s) € A(s,an
0

q ds
1jku(x,s)llp s)

1
. J w(a—S)q"A(w) ® alw) ® T ® 139 §5_= (A).(B)

0

Luego [1] = (4).(B) La integral en w es finita pues:
P# P

Alw) = w y dwil <wsioO<w<1

1 Pl .
< W S1 W

El factor (B) contribuye con constante si (a3) + 2 > O

6 sea a > -2. Ademas, en [1] se considera: t = ws con
dt dw
dt = SdW, ? = —';',

A(t) @ A(t) @ A(s) @ A(s) = A(sw) @ A(sw) @ A(s) @ A(s) =

= ((Alw)e Aa(w) e I@ I).(A(s) @ a(s) @ A{s) @ &(s))

Con esto queda concluida la demostracidn de ii).

iii) Para demostrar la desigualdad propuesta, el procedi-

miento es andlogo al seguido en ii). Basta considerar

la expresidn:
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2
+
a
A
%
t
S’
"

. a, . a, . 2, . F(x,t))
.]k 11]1'.. lkjk Jl...]k

1]
o~
.
ot~

y un factor (B) andlogo al de ii) que contribuye con

constante si (a-8) + k > 0 & sea si a > -k

iv) La demostracidn es consecuencia inmediata del Lema

7.4, ii) cambiando P (x,t) porPt(x,t)
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Capitulo II

Espacios de Lipschitz, a > O

1.

3.

Definicidn

>

La clase Lipschitz A (a,p,q,En) = A(z,p,q), 1 <p,¢ <=
@ > 0 es el conjunto de funciones f(x) de LP(En) para las

cuales la norma:

#

Plarix )i
Pq

[

: __k
I £ ()l LeGe )+ 1e7™e L

> ?

es finita, donde k es el minimo entero mayor = y F(x,t) =
= f(x) = ¢(x,t)

Para la definicidn de norma ...l bq ver Notacidn y Conven

ciones.

Teorema

Sea f(x) en LP(En) (1 <p <=«) y F(x,t) = £f(x) x ¢(x,t)
Entonces para c¢ada par de enteros k,1 mayores que a > 0
las siguientes normas mixtas son equivalentes:

it

P
IECx_ + 1t7 %@ Lt dF (x,t) |l y
p PQ

pk

a1l
LE(xM _ + Bt |® Lt & (x,t)]l
P Pa

Demostracidn:

Es consecuencia inmediata de 7.3 y 7.5. iii) (I).

Teorema

Sean a > 0, 1 <p,q <=, f(x) en Lp (En) y Kx,t) =
= f(x) & ¢(x,t)
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se definen las siguientes normas mixtas

. _ _ 1
a) A = (f o (h) %9y £(x+h) - f(x)ﬂg p(h)~Yan) /q
E
n
b) C = Ilt"aqt(x)ﬂpq donde %(x)=w;1J Kf(x+tPh')—f(x))hh'
|h*|=1
¢) D o= 1t17% 1 (x,t)y
t Pq
w 1/
d) F = (I ™% w, (p, 1) 9%) 1 si 1 <q <=
0
F = sup t-awl(p,t) si q = ®

t>0

donde wl(p,t) = sup Il £(x+h) - f(X)“p tomando el

supremo sobre 0 <op(h) <t
Entonces:
A>C>D>F > A salvo factores positivos, si 0 <a <1

Demostracidn:

Una observacidn previa: la norma mixta A tiene una expre
sidn equivalente, a saber:

Sea h = tFhe tal que |h'| = 1 con dh = tY_i(Ph'.h')dtdh'
y p(h) = tp(h?) = ¢

Entonces:

J Kf(x+h)-£(x)Ndh
E

J J tka(x+tPh‘)—f(x)ﬂ(Ph'.h‘)E%dh‘

n 0 |h'|=1 \
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A = (J J t-aq“f(x+tph')-f(x)ug(Ph'.h')dh'Q%J T 6iqd e
0 h'|=1
i) Ver C < A
Dec acuerdo con b) sa& escribe:
- 1y al .
ho, (xMY <w q([ le(x+tPh1 )-GO e 2an) 9.4
|hi]=1
Entonces:
-, - ey a.dty77a
It ¢t(x)|11.q (J, t <1t(:-:)||p t) <
1 © P
< wn- /Q([ J Il £(x+t h')—f(x)lg(Ph‘.h‘)dh*
0 i1=1
h l -1-aaq 1/4
t -dt) ¢

je

- - - 1/
W 1/q([ o(h) 'qnf(x+h)-f(x)u§p(h) Yan) ¢
) T

n

cw Haa <n si 1 < qQ < @
— n —

Por lo tanto queda demostrado i) pues el caso ¢ = © es

cbvio.

ii) Ver C > D
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Sea f%(x,t) f(x) = ¢t(x,t) = J ¢t(z,t)f(x—z)dz =

En
r _r 2
= (F(x-2)(t Y1 e"|t z|
)

E

P

(-y+2n(pPt~ 2.t Fz)))dz

(o

Uu.\?P, ,12
J J .'f(x_upzt)_f(x))t'l(%)'\’e'ﬂ'l (f) YA l .
0[ z'! |=1

.(-Y+2n(p(%)Pz'.<%)Pzr ))(rz'.z" )Qg az*

mediante z = uPz' tal que |z'| = 1 y dz = uY-l(Pz'.z')du dz'
Luego, |t§}(x,t)] < I+ I, donde:
(o F 2
I, = v J |f(:ﬁ:—(st)Pz')—f(x)lSY—1 e-nls 2" | ds dz’
/
0 lz'|=1
fm n 1 —TTISPZ'I2
I, = 2 I | £(x-(st) z')-f(x)]| sY e :
0 |Z' =1

. |(Pspz‘.spz')l ds dz'

Sean n,, n, dos nfimeros para los cuales:

nl
s © < |sz'] < si 0 <s <1
1 3 N2 1 =ny 21y
S = IS Z'l < S si 1 <8 <@
Luego,
1 b . 2n,
I, =v J J | £(x-(st) z') - f(x)ldz-SY‘ e TS ds +
0 IZ'I:l
" J J If(x“(St)PZ') - f(x)|dzr YT 7TE ds
1 IZ'I:]_
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1
-1 -
I, < 2n J J |f(x—(st)PZ') - f(x)|az'sY t2n3 -7s
Q |Z'|=1
® P 142
+ 2n [ J | £(x-C(st) 2") - f(x)|dz'sY" tenz2 o oms
1 lz'|=1
Por lo tanto si @ = ®, al tomar la norma p resulta:
© L 2ny
1336 < Cy J 1o (x)_ sY7" 77 ds
D o= st P
0
1 1+2n -n i ds +
VI < 2n(The__Gob_ ST 1 e™"s ®
r - J st s}
0
2n
® -1+42n: -18 1
+ 2r| e (x)0 sY 4 o7’ ds
) st D
1
_“Pdf lo tanto,
2n 1

1

. -1 (7 -1 - -1 -
|!I"t(x,t)||D < C t? (J aty-1 -ms ds + J gty -1+2n1

0 0
" 142
+ J Sa+y- + n2e—
1
Por lo tanto queda demostrado que C > D si q = =,

Sea ahora, 1 < q < =,
e acuerdo con lo visto, vale:

2n

lew (x.t) < ¢ J 16 (xM Y1 e "S ds +
t T p - st™ " 'p

vy-1+2n
+ 27 Jﬁ@ (x) s e ds +
st P

ds

ds

2n

2n

2

1

+

ds+

ds)
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Luego, 2n
1- R -0 Yy-1 -rs 1 qdt 1/4q
Bt % x,0) <c(] (| t™%e s e ds)®SD) e
t Pa — st P t
0 O
® (1 y-1+2n, ~-ns2hy,
+ 2H(J (J t e (X)) s e ds +
st P
0O o
vl oeta eon s 2 o7ms T 1gg)a dE,y1/q
) st D t
1

El procedimiento a seguir es el mismo en las integrales, sea

entonces la primera, 5 sea Ig4:

2n
1

- ° (" : ' - r_a+y-1 -ns
I. =¢C ([ ([ (“ést(x)up (ts) 7)s e .

J J
¢ O
® . ar (7 1 rs?Dy 1/
C (J r %9 e (x)HQ —E.J g2tY=2 TS as)~ ‘4
r P r
C 0

c beo (x)r™ % con r = st, —/ = —,
r ©q

Por lo tanto queda demostrado ii).

i)7er L>F

7T ale p.p. en X y en h lo siguiente:

f(x+h) - f(x)

P (x+h,0) -F (x,0) =

¢ (x+h,0) - F(x+h,t)) + F (x+h,t) -°F (x,t)) <+

+

(r(x,t) -PXx,0)) = (1) + (2) + (3)

En los términos (1) y (3) se procede exactamente igual, seca

por ejemplo el término (1):
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T ale:

+
ﬂ?(x-l,-h,t)--P(x+h,0)llp < J HFS(x+

0
por lo tanto,

sup e (x+h,t) - P (x+h,0)l
0< (h)<t P
Asi,

t™(C sup I (x+h,t) - P (x+h

0<p(h)<t

O

< (J £~ %9
]

O\_—-\

=]

[‘t
(] ¢7°¢ +q—1} I w S(x+h,s)iig ds

o

<

)[

| A

([ s(l_a)qu F (x,s)Id Qg)llq
) S P S
0]

:[t Ie

t

h,s)l ds =J" P (x,s)i _ds
p s P

0

(x,s)Il as
s |

J
v

il )1 48y1/a
* p .t

e x,)0 ds) d—:)“q

at
t

1/¢

)>"* por Holder, y

cambiando el orden de inte

gracidn con 0 < 58 < =,

s £ T « =™

Podria haberse concluido lo mismc mediante la aplicacidn de

6.g)(1I).
Sea el término (2):

®(x+h,t) -F (x,t)

du

O N——

Q
ETF(X

cr——

i=1

I s

P

((3= (x+u' h

Y

-1Ltg

L

[1((t—#

J
0

P(x+uPh,t)du

F

Ph.t)de. ,PY h)du
1 u

+u

o

£). (P2 h))du
u

P
n
aF (x+u‘h,t).(P% h))du
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Entonces:

{ [
e (x+h,t)F (x+h,t) < ( HLtgaE’(x+uPh,tﬂ du). sup IL—lt_PPEFh
P J 1 Vi u
r 4
-1 -
< ( bpefar (x,t)du). sup |L7 ¢ Ppgphl
J Oiuil u
i“Ltp}B?(x,t)" . sup L'lt'PPgPhI
U<u<l u
< lILt[fep (x,t)"p puesto que:
“leFpup i_ P _-P P,-P -P
L bl = [17pu't TRl < cluttTR] < cltTTh] <c
u u

en virtud de 1.a) (I) y por ser ltbphl < 1 cuando p(h) < t

Por lo tanto,
sup I P (x+¢h,t) -7 (x,t)“h <ot 2e (x,t)
U<p(h)<t ’ P

y

(J t %9 sup I P (x+h,t) -F (x,0)I )© 9%01/q
O<p (h)<t P

-

v

g
£ Jpefap (x,t)ng dtyi/q

<
- t

(@]

P~
COYN——
8

#
< C"'t—a|LtP3F (x,‘t)l" < cl ti-ot_-' (x,t)H %)
- pe — t pa

La desigualdad (*) se justificarid luego.
Por lo tanto, queda demostrado 1ii) si 1 < q < =, E1l caso

qQ = ®es inmediato.
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iv) VTerP > A

Obviamente vale la desigualdad, basta tener en cuenta las
definiciones de ambas normas mixtas.

Con esto queda completa la demostracidn del Teorema 3.

La relacidn existente entre las normas mixtas I...l q definidas

en el Teorema 3. y la norma mixta ...

|
clases Linschitz, segln su definicidn (

i)

i)

na gque caracteriza las
1), es la siguiente:

1 -z
La norma D = ¢~ (x,t)! g§i 1l <q <@
t pa -

estid mayorada por:

2 ¢
1¢7%] @ Ltf

aF(x,t)IﬂM si 1 <q <=

claramente, pues T (X,t) es solucién de 1la ecuacidn diferen-
cial pp(x,t) = C(u4).
Por lo tanto, se obtiene 1~ desigualdad deseada, es decir:

2

—ag 2 ¥ ..
<che™ oLt o o000 s 1

LA
fa)
A
8

1ed~%  (x,t)l
t pa

) a < 2
festa prolbar que:
2 7

It™%|8Lt” xe (x,t)l“DO < clt™%(e t(x,t))“nq si

[IKY

{A

Na]
A
8

y en narticular que:

P#'c‘F' (x’t)l"Dq < C"‘t_a(t F t(x,t))" puesto que con

™
rQ

ésta queda justificada la desigualdad (*) del Teorema 3

T+7%| Lt
parte iii).

Sean:

P(x,t) = f(x) & ¢(x,t) y Pt(x,t) fFlx) ¢t(x,t)

F(x,t) = £(x) . o(x,t) y © ERD

F(x) . b, (x,t)
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donfe: ) _nltp#xlz
F(x,t) = f(x) . ¢
y #
. # i P 2 R
%Ft(x,t) = -rr(PtP x.tP x)e-nlt x| fix)

Para lograr la desigualdad propuesta entre normas mixtas
B...| es necesario ver que:

PQ
2

ot
(® Lt

multiplicador en Ln(En) (1 < p < «) con norma invariante bajo
) ft

» P -
transfcrmacicnes Xx + t X, con transformada de Fcurier dade

AIF(x,t) = ¢(x,t )*i-i:t(x,%) donde ¢(x,t) debe ser un

pcr:

2 ir it 2

P P 2 P 2
c(x,t) = . (® Lt#x) . e—n(lt x|€ - | (t/2)" x|%) ()
(p" (t/2)F x.(t/2)F x)
Es decir, e¢n té&rminos de trangforhéaaé de¢ Fourier, es:
. 2 i i #
2 i P P 2 N 2
(@ Ltf )F(x,t) = (® Lt x) -t x |7 - /2y x|
# wr

T e/ x. (e/2)F x)

. t/2ft(x,t/2)

En la expresidn de (*) el primer factor es positivamente homcg?i
neo de graco cero en x, pues es ccciente de polinomios homogé-
neo de gradc dos en x, @ indefinidamente derivaeble en el com
nlemento del origen, luego es mm multiplicador en LP(En). El
segundo factor es exp(- forma cuadrftica definida positiva)

con antitransformada de Foueier integrable. Asi, la expresidn

(*) es un multiplicador en Lp(En).
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#

> L 3 L] * o P L] .
8i o indica la transfcrmacidn x = t° x y 3 indica la trans-

formacidn inducida en el espacio funcional, dada por
i

~ =1

5(£)(x) = £(tF x), y si & T

g =T
un multiplicador en LP(En) (1 <p < «) también lo es n' tenien

1 es sabido que si m es

do la misma norma que m, pues dt''? de una iscmetria cn LD(En)'
Aqui, T 1la transformacidn lineal con dominic en L2(En) f'LD(EE
definida pcr la siguiente relacién entre transformadas de
Fourier: (Tmf)A (x) = m(x).f(x). Con estc se justifica la in-
variancia de la norma del multiplicador ¢(x,t) definido antes.

Asi, es:
2 P#
(@ Lt 3)F(x,t) = ¢(x,t) = t/2Ft(x,t/2)

Y

V4 r
ile rtf ar(x,t)lnF < cut/2f‘t(x,t/2)up
2 "
-a P -y _ -0 _
It % e Lt BP(x,t)llqu < C.27%z let(x,z)lqu, z = t/2

Con esto queda probada la desigualdad propuesta y concluida la

demostracidn de 3.1.
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Capitulo IXI

Potenciales de Bessel

1. Lema Gtil

Sea F(x,t) definida en E indefinidamente diferencia-

n+l,+°
ble, tal gque:
i) F(x,t) es solucidén de la ecuacidn diferencial AF(x,t)=0
(4)(1)
ii) F(x,t) acotada en cada semiespacio propio de E_

+1,+

iii) IP(x,t_ <K si t >t
p — — 0

- k P#
iv) Be7%|e nt™ or(x,t) | < K
PqQ —
donde:

¢« > 0, k entero mayor que a, t. > 0, K constante posi

0]
tiva

Entonces:
F(x,t) = f(x) = ¢(x,t) con f(x) en A(a,p,q,En)(l < p,g X%

Demostracidn:

Bajo las hipdtesis enunciadas sobre F(x,t) es ficilmente
verificable que F _(x,t) existe segftn LP(En)
De acuerdo con 7.5.ii)(I) vale:

1-« —a2 P#
1t° " F (x,t)l < t7™%|® Lt° oF(x,t)|§
t Pa — Pq

—_— p#
<ht™%|@ Lt 3F(x,t)|"pq si 0 <o < 2-3

e iterando el proceso se obtiene:

#
L 1-a , X P .
it Ft(x,thlpq <gt %|e Lt aF(x,t)lan si o < k-3
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por lo tanto:

k #
1- -
It~ "% (x,t)] <1t %e Ltf
t Pq —

Sea,

s
l F(x,t) - F(x,s)i <.J vlilvaﬂF (x ,v)I
P = v P

t

PG, - Pl < KC(s™Y —t%9 ) /aq 1)

BF(x,t)lup

a < k,2<k

El segundo factor tiende a cero cuandc t < s tienden a cerc,

asi [ F(x,t) - Fx,s _+ 0 si t < s tienden a cero, luegc

hay convergencia en LP(Bn)

Por otra parte,
t

0
hP(x,t)uP :l[F(x,to)Hp + [ urv(x,v)up dv
t

‘ to -1 ’
< K + K J v dv

t

Asi se¢ afirma que existe f(x) en L (En).

<Ksit <

Para ccompletar la demostracidn del Lema, resta ver que

efectivamente es F(x,t) = f(x) = ¢(x,t)

Sean:

A
k(x) en S(En) tal que sop k(x) es compacto y

vix,t) = F(x,t) = k(x)
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Es necesaric ver que v(x,t) asi definide satisface la ecua-

cién diferencial Av(x,t) = 0(a)(I).

Sea vt(x,t) = 3% [ F(y.t)k(x-y)dy
E
n
= Lim & (vix,t+h) - v(x,t)) =

h+0 D

(
- Lim J %(F(y,t+h) - Fy,t))k(x-y)dy
h=+0

E
n

Sea lJ % (F(y,t+h) - F(y,t))k(x-y)dy]|

E

n
5J lFt(y,t+0yh)Hk(x-y))]dy <C Ihlig
E
N

pues por hipltesis ii) y el tecremes del valor medio es F,
uniformemente acotada en cada semiespacic propic de En+1,+
Por lo tanto, en virtud del teorema de convergencia mayorada
de Lebesgue queda justificade el pasc al limite bajc el signc
de integral y asi v(x,t) satisface la ecuaeidn diferencial
Avix,t) = 0,

Pcr otra parte,

Ilvix,t)l <HIP(x,t) Bk(x)l, <« Klk(x) <C!
P — P 1- 1 -

Sea

v(ix,t) = F(x,t) % k(x) =+ f(x) % k(x) p.p. en x
t-+>0
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T(x,t) = Flx,t) . k(x) "= £x) . k(x)
t->0

Sea ver que:

#

P 2
(C(x,t)e"lt x|

) nc depende de t

Come v(x,t) satisface la ecuacidn diferencial Av(x,t) = 0
(4)(I) se escrile:

2 # # ~
(v,) 1) = - P e P 0Tk, )
# #

P 2 # # P 2
(vt)A(x,t)errlt x| z{—(P#tP x.tF x)o(x,t)enlt x| = 0
es decir:

e

%?(O(x,t)e ) = 0, pcr lo tantoc no depende de t

Dado que Q(x,t) es derivable respecto de t sdlo en sentido
débil, es necesario justificar derivaciones. Para esto ver
Apéndice I.

Luegc, se escrile:

P 2
~ ~ ~
v(x,t)errlt x = F(x,t).k(x)e"lt x|

= F(x). k(x)

y para cada compacto,

-nltp xlz
e

Flx,t). % (x) JF(x) R (x)

#
—nltP x|2
e

Flx,t) = LF(x)

Per lo tanto, es F(x,t) = f(x) » &é(x,t)
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de Bessel

El proposito as definir el potencial de Bessel de orden

§ > 0 de funciones f(x) en Lp (E )1 <p < =)
Seca p(x) definida segln 2(I) tal que:

i) o(x) €

S
1) p(x) 1

S
p(x) 2

iii) 1 < Sy

I(g%)GC(X)l <c, O(X)l—lolsl sip(x) > 1 sii |x]

l(%%)op(x)l < C, O(X)i—lols2 si p(x) <1 sii |x]

ColE_ - (0)), p(0) = 0, p(tPx) = t o(x)
2
< x| < p(x) si |x| » p(x)
S1
< x| < p(x) si |x| <p(x). 1 < s, <8,
< 8,, o un multi-indice

|V

'A

(x) = of(x)%, 56 = y3 , 0 <3 <1
(tFx) = t'7(1'8)i5(x)

(x) = p(x)“f(1‘3’i5(x')

t-Px':lx'l =1, 1/t = p(x)

=5 - . o
(p ) (x) es una funcidn g(x) tal que:

a) g(x) es continua en |x| > 0

iv) Sea k5
k6

X

5

donde:

X

v) ﬁG(x)
b) g(t

P t-v(l--a) g (x)

X) = 0 <6 <vy; 8§ = yB;

0 <8 <1
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Demostracidn:

Sean h, (x) y h,(x) funciones positivas tales que:
hl(x) € CO(En), hl(x) = 1 en un entorno del origen

h2(x) =1 - hl(x)
Entonces sc eseribe:

Heo™ = oo™ n o s pfea ™ e o
La primera dc¢ las funciones en ¢l miembro derecho es inte
grable y su transformada de Fouricer es continua. La segunda

no es integrable, pcro,

IDS(p#(x)*Gh?(x))l <¢C p#(x)'a-lslnl,'n1 > 1
y como,
s, #.,-6 .
D" (p") h2 se anula en un entorno del origen, esta

funcidn es integrable si § + Isln1 > §, es decir,

- A
xs((p#) 5h2) es continua y acotada si § + ]sln1 > y. Por
lo tanto,
#.-6, .
(") "h,) es continua en |x| > 0. Esto demuestra

A . - .
(x)} coincide con una funcién g(x) continua

que (%)%

- N
en |x| > 0. Entonces, ((p#) 6) - g es una distribucidn
con soporte en el origen. Es facil ver que g(x) es homogi
nea de grado -y(1-B) con respecto a tP, valiendo otro tanto

#y=8y",

para la distribucidn ((p

Por lo tanto,
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((p#)hs)A - g es una distribucidn homogé&nea de grado

-y(1 - B) con respecto de tP con soporte en x = 0 siendo
su transformadg de Fourier un polinomio de grado - . con
respecto de ¥ , 1o cual sdlo es posible si es idé&ntica-

mente nulo. Por lo tanto,

-5 A

(%)

B
Con esto queda concluida la demostracion de 2.v).
2.1. sean ¢,(x) y ¢,(x) funciones definidas por:

¢!>1 (x) € C:(En)

db(x) 0 en un entorno del origen

i si Jxl > N
Entonces se define:

gs(x) = ¢i(x) + ¢2(x) p#(:-z)"5

2.2. Se pretende que éS(X) asi definida sea la transformade
de Fourier de una funcidn GG(X) en L, (E ) (6 > 0) tal

que:

i) J IGG(x)ldx < C,

C
n

it) 6,7 () % @
51 52

iii) IGG(x)l < C p(x)

(x) = GG(X) cuando § = § 8

1 T %9

-v(1-
v(1-6) para todo x

Demostracidn:

De acuerdo con la definicidn GG(X) dada en 2.1, se
escribe:

-5 WV

6, ) = 4G+ (66N ()

Puesto que ¢1(x) € S(En) y |(¢2(p#)-6)v (x)| < cr[xl-r
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si ro, + 8§ > vy (segﬁh dem.de 2.v)) resulta que GG(X)
decrece rapidamente y es integrable en |x| > 1.

Por otra parte,

)+ (-6 @+ (6H) ) o

Gé(x)

(1) + (2) + (3)
#

Puesto que ¢1(x) y (¢2(x) - 1)p (x)”(S son integrables,
resultan (1) y (2) funciones continuas acotadas, y como
(3) coincide con una funcién continua en |x| > 0y
homogénea de grado -y(1-8) con respecto de tP, resulta
que:

) en IxI <1

|G5(x)| < C o (x) Y12

Pero segln se vid, G, (x) es rapidamente decrecciente

§
en |x| > 1, por lo tanto, resulta GG(X) en L, (E ) y,

3. Sea f(x) en Lp(En) (1 <p < =)
Se define el potencial de Bessel de orden § > 0 de f(x)
mediante la convolucidn Jsf(x) = GB(X) * f(x) p.p. en x

con
1a%e G < HEGOI
P - P

Esta definicidn se extiende en el Capitulo IV.

Sea f(x) en A(a,p,q,En) entonces:
k fi
1t %o Ltf er(x,t)lllpq es finita, donde:

a > 0, k es el menor entero mayor que a, 1 <p,q <

Entonces, decir que Jaf(x) pertenace a A(a+6,p,q,En) significa:

h #
“t—(a+6)|@ LtP EJSF(x,t)IHPq finita, donde:

5 >0, a + 6§ > 0, h el menor entero mayor que a + §, 1 <p,q < =

y J‘SF(x,t) = GG(x) # P(x,t) = Gd(x) x F(x) % ¢((x,t)
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Teorema
§ . . . s
J es un isomorfismc sobre las clases Lipschitz

A(a,p,q,En) y A(a+6,p,q,En)

Demostracidn:

Sean las siguientes consideraciones previas:

P r(x,t) = ¢(x,t)

i

N _ 8 A A ~ -ﬂtp xl2
Glx,t) = (0 £(x) %= ¢(x,t)) = GG(x).f(x).e =
# #
. alePTE n|F X2
= (GS(X) . e vZ ). (f(x) . e 2 ) =
= (Hl(x,t) . stx,t))
donde:
Hl(x,t) = Gs(x)  ¢'(x,t)
| n -y -r| 2t Tx|?
Hz(x,t) = F(x) & ¢*Ux,t) y ¢ (x,t) = (/2) t 7 ¥e ™" -

Las siguientes afirmaciones se demuestran a continua-
> A

cin del presente tecrema:
i) Sea f(x) € A(a,p,q,En) entcnces:

#

si lt %|e Ltt aF(x,t)lﬂpq es finita, entonces:

k #
It~ %|e Ltt 3H2(x,t)|ﬂpq también es finita

ii) Vale la siguiente desigualdad:

.
1Lt’ 206, (x) & ¢ G, t), < Cmin(:®,1) si 5> 0

< C m&x(tdyl) si 5 < ¢
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iii) Vale la siguiente desigualdad:

-6
le_g(x,t)l, < Cc(l+t

) si § > 0
Sea la demostracidn del Teorema 3.1.

41

Ir

h
ﬂt_(a+6)l@ LtP a(Hl(x,t) & H2(x,t)|[|
pq

Se evalfa

donde:

h i

e Ltt a(H (x,t) 4 Hy(x,t)) =

) } a, . o, (H (x,t) & Hy(x,t))e, 0... @e,
: : SO U TP 2 1 Tk

Luego,

h #

e Ltf aCh, G, t) « Hy Gt <

= I

h-1 P#

<i%j| @ Lt aH2(x,t)[up R

aﬁi(x,t)lli

h-1 ¥
<l ® LtP 8H2(x,t)lﬂp . min(ta,l) en virtud de

ii)

Luego,
h #
-(a+s) P
pe e Lt ealh, (x,t) & H2(x,t))|llgq <
1 ® h-1 #
< J + I t-(a+5)ql| ® Lt’ 8H2(x,t)|ﬂgmin(t6,1)qg%

0 1
(1 h-1

#
7Y o Lt aH2(x,t)|Hg 9% +

|A

h-1 #
¢~ (a+d )| @ Lif 3H2(x,t)lllg at

t
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pues si 0 <t <1 es min(té,i) = ¢5

y sil <t <wes min(té,i) =1

En cuanto a 11 se escribe:

1 h-1 #
-a P dt
I, = J t7Y | & Lt EH2(x,t)H:g =
0
g t k #
-aq P ds,q dt
ij t (¢ J )] ® Lt 3H2(x,s)llp —S) e
0 t/2

k #

< Cus—dwﬂ LsP 3H2(x,s)H|gq < ® en virtud de i),

mientras que para I, se escribe:

© h-1 #
- -(a+8)q P q dt
I, = J t ] ¢ Lt aH2(x,*c)|llp —
1 .
[ t“°+5’q(cj 1F(x,sm® 48y 4F
= P s t
1 t/2

< J (et ¢ g0 B @ 4L
1

«< _ p _
= Cﬂf(x)ﬂg (J t (ot )q 1dt) siendo esta Gltimoc

términc finito

Por lo tante,

#

h
-(o+8) P
' ®
1t |® Lt 'e(Hi(x,t) % H2(x,t)ll|pq

it

- k P
<1t %@ Lt ?H2(x,t)lﬂpq
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Ahora bien, sea f(x) en A@qé,p,q,En), entonces se preten
de que: J_GF(ﬁ,t) = K(x,t) sea tal que: K{x,t) =

= g(x) & ¢(x,t) con g(x) en A(a,p,q,E ) mediante la apli
cacién del Lema 1 cdel presente capitulo.

Sc define J C£(x) = Lim J'Gr(x,t) = Lim I %fE(x) = ¢(x,t)
t+0 t+0
p.p en X cuando existe.

K(x,t) = J-af(x) * dx,t) =

(=]
|
—~
»
t
~
]

G_g(x) & flx) » ¢(x,t) = ¢ _ (x,t) & £(x)

Si f(x) estd en L (B ) (1 <p < =) entonces:
r

J_GP(x,t) = K(x,t) esté uniformemente en Lp(En) zn cada

cemiesracic propio de E rues:

n+l ,+°

Ba P F(x,t M <0G . (x, e, 0 < c+t el
p - =€ 1 p— 1%

< C!If(:ht)l]O‘+6 g si t > 1, en wirtud de iii)
LA )
Formalmente se define:
it
P¥ |2
Vs PN -
G\_G(x,t) = 6_s(x).e rlt” x| y

8_6'(x) = ¢1(x) + ¢2(x) pi(r(x)(S

siendo
~ P# & n
G—G(t Xx) = t G_G(x) si |x| > N, entcnces:
. P¥_ |2

4. - r -
G_G(Jt,t) = t pr(tp x)% . e mlt x| si |x| >N, t > 1
Sea,

h  oF - h o
Il® Lt* 33 'F(x,t)lnp <Cc( + t7)|e Lt ar(x,t)lup

en virtud de iii).
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Entonces:

h #f h #

. - -5 -
1t~* @ Ltf a0 %rx, )1 <clt™®|e tf or(x,t)|1 +
Pq —
rq
h #
- 5 D
¢ 1780 g et ap(x, )|
Pq

=1, + I,

Obviamente, es I, < ClIf(x)i . En cuanto a2 I, sec
2 - a+5,p,q 1
escribe:
1 ® h it
_ 1
I, = (| + [ £ |@ Lt¥ ar(x,t)|Id 25 /q
1 ) p t -

0
1 h # .
- T it .1
< (] t™9 |e Lt ar(x,t>|ug S% q
0

o0 t
-aq-1 . 1
+ I £7%97" gt (e J ﬂF(x,s)ﬂg 9% /q

1 t/2

1 h #
< (J %9 |@ rtf 3F(x,t)lﬂg é% 1/q &
0

+ uf(x)nP (I "1yt

1

El segundo sumandc es finitc. En cuantc al primero, sca:
i

h i
(J %9 [® LtF ar(x,t)lng 9§>1/q
0

1 h ;
- \ &
. (I p-{e+S)atla g | F BF(x,t)lﬂg 9%)1’q
0

h ir
< “t'(a+5)|9 Lt? aF(x,t)] ng = I £(x)

a+d ,p,q
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For lc tantc, se tiene:
2) 138, < HEGOI
D - Qa

h #
b) 1t7¢|® Lt

+6,p,q

30 P, 01 < HEGON
pq — a

+f,p,0

Entcnces, puede aplicarse el Lema 1 del presente capl-

tulo para afirmar que J-GP(x,t) K(x,t) es tal que
K({x,t) = g(x) = ¢(x,t) cen g(x) en A(a,p,q,En) y

o

= i
1, h el menor entero mayor que a+§, K "f(x)a+&,p,q

Ademas,

J-SF(X,t) converge a g{(x) p.p. en x cuando t - 0 y en

Lp, de modc que:

- —5 -5
rlx) = ITEG) y WITEGOL < NGO o

Resta probar que:

J'5(J5f)(x,t) J-G(JGF(x,t)) = F(X,t) vy

372 W) () f(x) p.p. en x

Esencialmente e¢s el mismo procedimiento en ambos casos.
Es necesaric ver que J—G(Jaf) y f tienen la misma inte-
gral de Gauss-Weilerstrass modificada (Estc vale obvia-

mente teniendc en cuenta la definicidn de ad(x) dada en
2.1 ) y checueando las transformadas de Fourier).

Si f(x) y g(x) estédn en Lp(Ep) entonces:

HF(x) - g(X)"p zgg br(x,t) - K(x,t)ﬂp

y vale n.p. en Xx:

Lim K(x,t) = g(x) y asi: Lim J-G(Jaf)(x,t) = £f(x) p.p.
t+0 t+0

en x
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Por lo tanto queda ccncluida la demostracidn del Teore

ma 3.1,

3.2, Complementc del Teorema 3.1.

Se afirma:

i) Sea f(x) € A(a,p,q,En), a >0, 1 <p,q <=
k i

si 1t %e LtP aF(x,t)lﬂpq es finita, entonces:

#

k
Ht—alﬁ LtP 3H2(X,t)|ﬂpq también es finita

ii) Vale la siguiente desigualdad:

#
F a(Gs(x) 2 ¢'(x,t))"1 j_C.min(tG,l) si 6§ » 0,

§ < v

Lt

:_C.méx(ta,i) si § <0
iii) Vale la siguiente desigualdad:

%)

he_(x,t)l, <C(l + ¢~ si &6 >0
Demostracidn:
i) Sean F(x,t) = £(x) % ¢(x,t) vy H2(x,t) = f(x) * ¢ (x,t)
3
# P xy2
P 2 . ~ -nlt =
Flx,t) = F(x).e rltt x| y Hy(x,t) = £(x).e V2
De acuerdo con esto,
P#x 2
N ~ -"lt —
Fi{x,t) = H2(x,t).e /2
F(x,t) = H2(x,t) x ¢'(x,t) donde ¢'(x,t) e Ll(En)

Idéntica relacidn existe entre tenscres de orden k, pues:
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k P# n k P# R
(% Lt ?) F(x,t) c(® Lt x)F(x,t) =

#
k o -nItP xﬁ
c(e LtP x)Hz(x,t)e 72

k # k #

(% LtP A)F(x,t) = (& Ltt B](Hz(x,t) x ¢'(x,t))

Asi, se tiene:

k # k #

e Lef PG, ) |1 < clis Ltf CNERITR
Luego,
A T P
I+ %[® Lt° oF(x,t)|l <Clt™%|® Lt® H, (x,t)]|l
Pq — 2 P4

Para probar la afirmacidn propuesta, es necesario lograr
la desipualdad contraria entre ambas normas mixtas
“"'“pq’ A tal efecto, es necesario ver que:

k pt k P#

(¢ Lt" 3)H,(x,t) = &(x,t) *# (& L(t/a)" R2)F(x,t/a)

donde:
AY

#x,t) debe ser un multiplicador en Lp(En) (1 <p < =},
it

. . . P
con norma invariante por transformaciones x * t x (esto
iltimo con idéntica justificacidn a la dada en 3.1. ii)

(II)), con transformada de Fourier dada por:

k P#
~ (Lt x) k ¥
dx,t) = X i K P (e (L(t/a)" x))
P P
(#L(t/a) x,®L(t/a) x) # #
-n[ltP X 2—I(t/a)P xlzl(*)
. € 2

es decir, en términos de transformadas de Fourier, es:
P#£|2
AN

k # k # -r|t
X)e V2 . f(x) =

(@ L’ x)ﬁ2(x,t) = (@ Ltf
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K _#
P X § K #
- XLt x) (@(L(t/a)f x),8L(t/7a)F x)
k P# k P#
(§L(t/a) x,8L(t/a) x)
# ot 12 s el o
ot EZ o s x|B L eI X R x)
vy2

. ©

En laz expresi?n (*) el primer facter e¢s homcrénec de grado
-k en X pues es ccciente de pclinomics hcmog@neos en x

de gradns k v 2k respectivamente, mientras que cada comp~o-
nente del segundc factor es homogénea de grado k en X.
Asi, ¢l prcductc es hcmegénen de grado cerc en x, e 1nde-
finidemente derivalle en el complemento del crigen, luegc
es un multiplicador en Lp(En). El tercer facter es

exp(- ferma cuadrfitica pcsitiva) si a es suficientemente
srande cen antitransformada de Fourier integralle.

Asi, la expresi®n (#) es un multiplicader en Lp(En)'

Luepce,
k p? k ph
(% Lt a)Hz(x,t) = dx,t) & (« L(t/2) 2)F(x,t/a)
y
k # k it

RE: Lt 3H2(x,t)lu < Cj |% Lt/a)P AF (x,t) |
A p

k i k #

It ™% e Lef 352(xst)lﬂ < C.a—aﬂz’clﬂ Lzl aFr(x . z) |1,
Pq ~ Pq

z = t/a

Ccn estc queda prolada la desigualdad propuesta y con-

cluida la demostracién de i).
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ii) Vale la siguiente desigualdad:

#

1LtY sl (x) * ¢(x,tDI, <c.mint®,1) st 0 <& <y
< C.méx(ta,l) si 6 <0
donde:
P x|
e, t) = t T ¢t 7 x): a(x) = e TIE

y

P# A ")# N N P#
((Lt a)(GG(x) x ¢(x,t))) = c(Lt' x)GG(x)tb('t x)

oo #
= e ol )8t %) 8P x)
5 & # # #

(tF x)-a(Lt.P x)?b\(tP x)

n
0
ct

je

N
si |x] > N segfin 1a definicidn de GG(X) dada en 2.1,
Para leograr la desigualdad propuesta se ccensidera una
funcién ¥x) tal que su transformada de Fourier Ex)

satisface las siguientes condiciones:

~ @
1. «x) es de clase C (E_)
positiva y nula en un entorno del origen

3. depende de p#(x)

Cabe observar que si ¢(x) satisface las condiciones
enunciacas, verifica la siguiente condicién:
= 2 pt ¢
C:J ¢ (t x)—_—t'-sixfo
0



pues:

> #
J 2 (+F x)ET

Sea, entonces:

$(x)

$(tP

#

#

X)

(LtP x):f:(tP x)
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® #
J n2(p#(tP x))d—z

0

J‘“ n2 (¢ p#(x))d—:
v}

J n2(s)d—s
S
0

C que se supondri

R

(x) = 02" (x))

s = t p#(x)

con valor 1

o #
T RGP s
) S
0
® # #
= I ¢(tP :\:)32(3P x)d—s
0
o # # #
= J[ (LtP :-:)ICE(":P :-L):f?(sP X d—:
(V]

0

© # _ # . ot
J E (tP %) asP x) 8(sF x)-d—:-
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= . ¥ . o L o A
E " 00 ®sT 0 8P 005, (x)d—:

7N\ # VAN
£ (t7 x)G, (x)

o \_—_ﬂ

=,[ ’ﬁt’s(x).a(x,s)d—z (s)
0
donde:

# oo 8
/E(tp X) = (LtP x)¢(tP x)
| R
T 0 =TT ) UsT %)
~N Fal P# -~
clx,s) = (s x)Gd(X)

Antitransformando Fecurier la expresidn (&) (la justifica

cacidn se deri luegc)se tiene; formalmente:

t-wt(t_Px) % GG(X) = J (nt,s(x) % G(x,s))gg
o

donde:

G(x,s) = s Y o(s Fx) % Gd(x)
Asi, es (como se veri luego)

1t (a0 & o Gl 5J Iy (G Balx,s0n, 28
0

donde:
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I C.(%) 1 si s <t, k,> 0
s
ﬂnt’s(x)ul = Z(?) < . k2

L C (?) si s2t, k, <0

ﬂG(x,s)I1 < C.min(sa,l) si 6 > 0

como se veri luego.

Considerando 0 €« § <y, se tiene:

I+7% (+7Tx) % 6 G, <cC J nin(s® 1) min ((s/8) 1, (s/0) B2
0

1 k

k
sa.min{(x/t) 1,(s/t) 2}9% +

(=]

I A
(@]
O

© k k
+ C J min (s/t)l,(s/t) 2 92 = (1)+(2)
1
s

pues si 0 <s <1 es min(s ,1) = s

y sil <s < = es min(sa,i) = 1

Ahora bien,

rl k

k
(1) = $$omini(s/t) 1, (s/t) 2 9§
P,
0
d/t k k
= tG.hG.min(h 1ah 2)9%
/
0
8 1/t 5+k1-1 —k1
=t ( dh) = t sit»1, -k, <8
0
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mientras que:

(1) = Jt + J[i sé.min{(s/t)ki,(s/t)kz}d—:
0 t
s §+k, -1 1/t 8+k,-1 -k
=t6(J h 1dh+J h 2 an) = t0 + t 2 <2¢
0 1
sit <1, 6 < -k,
En cuanto a (2),
® k k
(2) = J min{(s/t) 1, (s/v) %48

1

- kK, k k
J min(hl,hz)i{:_:tz Pt o<1

0]
.

1/t
Luego, teniendo en cuenta estas acotaciones se obtiene
la desifsualdad deseada.

Para completar la presente demostracidn resta probar:

7 k1
' C.(s/t) si s <t, k; >0
1, Hnt’s(x)ﬂl = z(s/t) < < k2
c.(s/t) si s> t,k, <0
2. lelx,s), < c.nin(s®,1) si 0 <8 <y

y finalmente justificar la antitransformacidn de Fourier

de la expresidn (*) anterior.
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1. En general, es:

N o N . S
() = el )Nt %) = (2 pef )2 x) &s %)

AN

ﬂt’

y puede expresarse segflin:

) H o
S = (®L(e/s)T 0 Ee/s) %) Ax)

N

n

t/s
o bien:
, k # #
" 1(x) = (» LuP x)a(uP x)‘&x) siu-= t/s
. B
= &x)paf %) F x)
P#
siendo p(u” x) un polinomio homogéneo de grado k dado
por:
ph

p(u x) = JF a (uP x)? = x? b (u)
lal=x ° lof=x o

donde bo(u) es un polinomio de grado k en los elementos
de uf

Asil, es:

”
-
N’
]
>
P~
-
g
Lol
~~
c
3
b
S’
)
”~~
e
rd
o
S’

g. % ~ P#
x  &x)¢(u” x)b (u)
Io =k 9

Antitransformando Fourier y tomando norma en Ll(En)

resulta:
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-1—.(?3)0 Hx N 40 u”Y ¢(u"P

53 x)Hl.lbo(u)l

loln,
<C b ()] <Ccu si 0 <u <1,
|0 =k 9
n1| >‘. 1
ph n
pues como es sabido: |u | <u 1 51 o fu <1, n >1
Por lo tanto, es:
kl
lnu,l(x)ﬂ1 < C.u si 0 <uc<1, k = Icln1

Para completar la estimacidn propuesta resta considerar
el caso u > 1
La norma en Ll(En) es la funcidn “1’1(3) se estimar$

[ [} » a u L]
mediante la siguiente y conocida relacidn:

8 on
ﬂnl,L_(x)ll1 x Cc(H (x)ﬂi + 10[2n+1ﬂ(3;) 14,1
u

nl’i (x)ﬂi)

u u

Por analogia con lc¢ anterior, se escribe:

k #

N A _P
(%) (® Lx)¢(x) Hu x) si u = t/s

3
u

~
Ny

A a #
p(x)¢(x)¢(u_P X)

siendo p(x) un polinomio homogéneo de grado k.

Facilmente resulta:
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#

In, GO, < sup(pG)Btx).l €™ x)I

1, 1

#

1

u
2

= sup(p(x)e"lTlxI NI OS]

1

donde el supremo estid tomando sobre el soporte de
#

/N
Hu P x), el cual estd contenido en el contenido en el

conjunto: {x:p#(x) > Cul.

2
A v -r|x|*)
Hnl’i‘x)ﬂl < C.u'.sup(p(x).e
u
n'l’l |2
-=|x
< c.ul.e 2
R
<c.u'.e 2 si |x| Z_p#(x) > Cu, s5,> 1
r s
4 .
< C.e ()
' 9,0~
En cuanto a la norma en Ll(En) de (3;) nl’l(X) se
observa que: u

k #

»~ AY -
(33)”(@ Lx)é(x) ¢(u P x) es una suma de té&rminos de la

forma siguiente:

i

p(x)$(x).(productos de elementos de u~* ).(derivadas

de ¢ calculadas en u™F x)

Luepo, la norma en Ll(En) de esta expresidn esti acotada
por:

sup(p(x)g(x)).(cota de los productos de elementos de

u.P ).(cota de las derivadas de 3%). medida del soporte

N\
de ¢; donde el supremo estid tomado como antes sobre el
#

o -
soporte de &(u P x). La cota de la citada expresidn es

andloga a la dada en (*).



=57 -
Por lo tanto,

GOl <cliny ;6N +  F (D%

|o| =n+1

(x)H1

i n _e
1,1 x4

L
u u

33
u

> 1

< C.e si |x| > p#(x) > Cu, s; 2

expresidn estd que decrece en infinito mis répido que
la inverea de cualquier potencia de u. Con esto queda

probada la acotacidn propuesta en 1.

2. De acuerdo con su definicidn, es:

#

a(x,s) = EKSP x)p#(x)-a
A ot #
= ss KSP x)p#(sP x)-ds
donde:

N
"4 es de clase C; por hipdtesis, y
¥, -8 w ]
(o) es de clase C en el c¢omplemento del origen

N
Asi, G(x,s) es integrable y tiene antitransformada de

Fourier integrable, siendo:

8
gG(x,s)], < C.s

En cambio, si s es suficientemente grande, se trunca la

funcidn como sipue:

N\ - P# ”~
6(x,s) = ¢(s x)GG(x)h(x)

donde:
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hi{x) ¢ CZ(E )
n

. oF
y hix) =1 sobre el soporte de st %)
= 0 fuera
#

. ~ P . . .
Ahcora Lien, ds x) tiene antitransformada de Fourier
integrable pues por hipdtesis es de clase C:, mientras
I «©
que Ga(x)h(x) es de clase C y también tiene antitrans-

formada de Fourier integrable. Asi, resulta:
uE(g,s)ﬂi < C
Por lo tanto, resumiendo se tiene:
HG(x,s)ﬂ1 f_C.min(s$,i) si 0 <8 <yvy
quedando probada la desigualdad propuesta en 2,

Finalmente resta justificar la antitransformacién de

Fourier de la expresién:

FaN # FAS
z (th %)G, (x)

J % (x).6(x,s)%s (%)
t,s s
0

1/¢ ~ ds
lim J n, (x).6(x,s)—= puntualmente
€->0 & » 8 S

De acuerdo con su definicién, es:
~ pft A pf
= £ (tF %) st

3

~~
»

L
|

x)

=)
7~~~
"%
e’
"

0 fuera de un compacto si € < s < 1/e
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La antitransfermada de Fourier de:
1/e ~
~ ds
J nt’s(x).G(x,s);—
€
estd dada por:
1/e ds
J nt’s(x) * G(x,s)-g
€
pues:

si z(x) € S(Bn) entonces:

)

P# A ® .
J (t x)GG(x)z(x)dx = J (J n

E 0 E
n n

(X).a(x,s)z(x )dx)d_s
t,s S

por cuanto la integral de la derecha es absolutamente

ccnvergente.,

Pcr lo tantec,

J (t-YE(t_Px)*GG(x))z(x)dx =

E
n

Jl/e(J n (x).0 )z (x )dx )35
L1 n X).G(x,s)z(x)dx)—
€50 t,s s

€ E
n

1/5 A dc-

Lim I (J (nt (x) & G(x,s))z(x)dx)—=

e+o ss S
€

E
n

y

IJ (t-wt(t'Px) % Ga(x))z(x)dxl

E
n



-60-~

1/e A ds
< Lim J ([ | (n (x) & 6(x,s))z(x)|dx)—=
€>0 Jj t,s s
€ E
n
1/e a ds
< Lim J I Ny S(X) * G(x,s)ul.suplz(x)ln—
€+oe » 2 S
1/e
~ ds
< SEPIZ(K)I.EETE I “”t,s(")“r“G("’S)h‘?

Pcr 1lc tanto,

It~ (t-Px) x G, (x )N < Lim 1{; (x)] G(x,s M ds
T8 1 = s 1+l > 1 s
€

¥ ds
< J ﬂnt,s(x)ﬂl.HG(x,s)Hi—;
0
5 .
< C.min(t”,1) si 0 <8 <y
8 .
< C.méx(t ,1) si 8§ <O

segln se vié antes.

131) Es consecuencia inmediata de 1i).

Con estc queda concluida la demostracién de 3.2,
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apitulo IV

spacios de Lipschitz, a real

1 espacio S(E ) estd definido en Notacidn y Convenciones (I)
l espacio S' es el de las funcionales lineales continuas

obre S(E )

a accidén de f en S' sobre ¢ en S esti dada por (f, ®

1 espaéio S!' con la topologia d&bil es el llamado espacio

e distribuciones temperadas.

i £ € S', su transformada de Fourier f € §' y (£,0 = (£,%)

1 espacio O es el de las funciones Cm(En) cuyas derivadas

on de crecimiento lento. (Si f(x) es una funcidn de crecimien
o lento es (1+|1.:|2)k/2
igeo, £e 8 vale: (f * g)'(x) = F(x).3(x)

f(x) acotada para algfin entero k).

ara estas afirmaciones ver referencia (7)

Se extiende la definicidn de J° £(x) (3.IIT) a todo & real
y f(x) distribucién temperada, mediante:

(B )" (x) - as(x).%(x) lo cual tiene sentido cuando

as(x) € 0

Si G (x) es una distribucidn temperada tal que 86 (x) se
define segin (2.1.b)(III), entonces:

P £ = £(x) % G(x) cond > 0y £(x) en L (E )

(1 <p < ») corresponde a la definicidn dada en (3.III).
Ademds, si f(x) € L (E ) (1 <p < =) la familia aproximante:
Jsf(x) * ¢(x,t) = F(x,t) estid bien definida, estid en
Lp(En) paﬁ: cada t > O y converge como distribucién tem-
perada a J f(x).

. E1 espacio L (En) viene dado por:

P,3
Lp,B(En) = {fes:£=00 ove LP(En)} (1 <p <) 3 real

normado por:
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i £l =I|¢Ilp

p.3

i) Sean 3 > 0, 1 <p < ®,

si f(x) e L ,(E_) entonces: f(x) € L (E_)
p,‘s n P n

ii) si f(x) € Lp B(En) entonces F(x,t) = f{x) % ¢(x,t) ¢
E
€ Lp,B( n)
En efecto,
si f(x) e Lp J(En) entonces: £(x) = J°¢(x) tal que
#x) ¢ L (E_)
p n

y

EGON <G GOy B eGOl = oG = I £GI_

F(x,t) = B ox) % o(x,t) = JB¢(x,t)

I P(x,t ) = Bo(x,td <t oAxM_ =1 £(x)B
P P - P p

-8 3

Para estas consideraciones ver referencias (3), (10).

Se define un nuevo espacio

Sean « <0, 1 <p,q <=
F(x,t) = f(x) # o(x,t) con f(x) e S'(E))

Defincidn:

La clase Lipschitz A(e,p,q,E ) a <0 es el conjunto de

distribuciones temperadas f(x) € Lp 3(En) para las cuales
]

la norma mixta “"'"pq es finita

#
—a. k
+ 1t %@ Ltf 3F(x,t)|ui (1)

PEG .

= ﬂf(x)ﬂp,s

? 9

donde:

(1) Esta definicidén no depende de B8
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1 <p,g <=, <a, k el menor entero positivo mayor que c.

Se recuerda la definicidn de ﬂ...ﬂﬁq
1

1/

ﬂg(x,t)u# = (I hgl(x,t) 9 QE) d si1l <q <=
P, P t -
0
= sSup ﬂg(x,t)ll si q = ®
0 <t <1 1%
Teorema

Sean f(x) e Lp S(En) y h un entero tal que h > k

b

Entonces:

La norma mixta dada por:

ph

-a K
| £(x ) = | £(x M +1t77|e Lt
a P

’p’

#
3 aF(x,t)IﬂPq

es equivalente a la dada en la definicidn.

Demostracidn:

Se incluye al final del presente capitulo.
Sea para todo a real el conjunto de distribuciones tem-

peradas f(x) en L (En) para las cuales la norma mixta

# ps3
k...l dada por:
pq 4

P
pt-%|e Lt® aF(x,t)Iu:q es finita

"donde:

F(x,t) = f(x) » ¢(x,t)

k es el menor entero positivo mayor que a, 3 < a,

1 X Pyq <=
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i) Sea a > 0, entonces:

_. . k #
a) T£GO o+ 1706 Lo’ aF(x,t)lﬂg

Rt q

#

k
b) BEGOI . + 1t7%e Lttt aF(x,t)]
P Pq

son equivalentes.

Demostracidn:

Se supone 3 > O y la norma a) finita,

Entonces:

i €
si f(x)eLp’ﬁ(En) entonces f(x) Lp,O(En) y

I £(x M > < £(x)I b .3

Ademas,

#

¥ P

k
- P
1t %e Lt ar(x,t)lup

—a. k
ft™®|® Lt 3F(x,t)|uz +

q q

© k o 1/,
+ (Iﬂt “ ertt 3F(x,t)lﬂggg) q

@ t
I, < (J t‘“q(J L FCx,sh ds)dt,i/q

t/2

WY

1jq

illf(x)ﬂp(an)(J £ 1) < cl £(xN

1

P,

Por lo tanto:
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#

—a ¥ ok it
1t~ % e LtF BT(x,t)lupq <t “le Lt

Plore, o1
Pq

+ Hf(x)ﬂp,a

Por lo tanto, queda probado que b) es menor que a) si
B > 0.

Se supone 3 < 0 y la norma a) finita
Sea F(x,t) = #x,t) = G_S(x) y

i F(x,t)llp -f"G_B (x,t)lli . B ¢(x)up < C(1+t'3)|l t:(x)llp

<cC . ﬂf(x)ﬂp sit > 1

3
Ademias,

—a. i o k #
1t™%|e LtF aF(x,t)lupq <1t %e Ltf BP(x,t)luﬁ +

q

+ C . Hf(x)np,s

Por lo tanto, en virtud del Lema 1. (III) se¢ afirma que:
F(x,t) = g(x) % ¢(x,t) con g(x) € Lp(En) (1 <p < =)

tal que:

p¥

ok .
lgGol . <1t %e 1tf artx, )% & 1
P = Pq P

,B
Ahora bien, si g(x) coincide con la distribucidn tem-
perada f(x) queda demostrado, pero como F(x,t) = f(x) %

% ¢(x,t) y F(x,t) = g(x) = ¢(x,t), esto implica que
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coinciden como distribuciones y asi f(x) es una funcidn
de Lp(En) con norma acotada.

Por lo tanto queda demostrado que b) es menor que a)

si 3 < 0.

Para completar la demostracién resta ver que es vialida
la desigualdad contraria, es decir: a) < b)

Se supone 3 < 0 y la norma b) finita

Si £f(x) € Lb(En) entonces: f(x) € LP S(En) y

1 £CxON < £CxN |
p,3 — p

y trivialmente vale:

—a k __pt # —ak Pt
Bt~ %|® Lt oF(x.t)|] <l1t7%|e Lt® or(x.t) i
I s I'I pq — I s 1 pq

quedando asi demostrado que: a) <b) si 3 <0
Se supone 3 > 0 y la norma b) finita

Ya vale:

#

p #

..k _ .k
tt7%|® Lt BF(x,t)lﬂ# <1t %@ Ltf ar(x,t)]i
pPq — Pq

de modo que sdlo resta ver que f(x) € LP 3(Bn) y que

b

Hf(X)"p 3 estid convenientemente acotada
>

Sea f(x) € A(a,p,q,ﬁn) y 0 <3 <a ((a-3) > 0) ¥y

Jﬂlzﬁia,p,q,En) - A(af3,p,q,En) entonces:
-3 -3
f(x) = | J £(x) <[J £(x) <
: HP,B ﬂ up =1 "a43,p,Q'—
<l £(x)
- &,P,9q
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Fcr lo tanto queda demcstrado que a) < b) si B > 0, Con
esto se concluye la demostraciin del teorema.

Este tecrema estalblece la relacién existente entre las
clases Lipschitz definidas en 1 (II) y las clases Lips-
chitz definidas en 3. (IV) pues:

i) 8i a < 0 es la definicidn dada
ii) S8i @ » 0 ccincide cen la definici?n 1 (II)
1ii) Y los restantes cascs estén consideradcs en la

demostraci®dn del Tecrema 3.2.

Tecrena

Sean a,§ rcales, 1 <p,q < =

Entonces:

J  es un iscmnrfisme scbre las clases Lipschitz

A(a,p,q,Ep) y A(a+5,p,q,En)

Demostracién:

Esta demostraci?n extiende la dada en el Tecrema 3.1 (III)

Sea f(x) € A(a,p,q,E ) entonces debe ser P E(x) e

€ Alats,p,q,E ) lo cual equivale a decir:

J6 f(x) € L (En) pues 301

p.B+S 0,8 ~ Lp.pes ¥V

138 £(x)y = | £(x)
P.B D

+48 ,B
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y que para k entero positivo mayor que a + § vale:

—(0-1'5)‘2 LtP# S

#
37" F(x,t) <
It Iupq <

#
ft %8 Ltf BF(x,t)Iﬂ#
Pq

donde:

s es el menor entero positivo magpor que a, y

JBF(x,t) = G (x) & F(x,t)

s GG(X) x f(x) *¢(x,t)

La desigualdad entre normas propuesta sigue en el Teore
ma (IIX). Para completar la demostracidn resta ver
que la aplicacidn es uno a uno, lo cual sigue como en

el Teorema 3.1(III) y asi si f(x) € A(a,p,q,E ) entonces
J“S(de)(x) = f(x) como distribucidn.

Por lo tanto queda concluida la demostracidn.

Propiedad de convexidad

Sean a = (i-h) «_ + h a,, 0 <h <1

0 1
1 _
b - (1—h)/po + h/p, 1 <p,q <@
1 . (1-h)/q. + h/
q qO q4
y £f(x) € Ala;,p;,q;,E ), i = 0,1

Entonces:
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) (x) < cU £GOH yL "
f(x) € A(q,p,qﬁn y | flx ﬂa,p,q < @y Pgrdg .
h
(M £CxN )
dy-Pq9594
En particular:
1-h h N
< | £(xM . o N ECGOI , con 3 < 3 _,a
a) Hf(x)ﬂp’a <l Py 3 Py W 0°*1
k # :
b) It %@ ntf ap(x,tlﬂ"’ <
Pq
~aq K # 1-h
< (Mt %08 Ltf oF(x, )| )
- "0 %0
- k # h
Mt e Ltf ar(x,t) ]l )
1%y
donde F(x,t) = f(x) # ¢(x,t) y k es el menor entero mayor
que @ ,a,
Demostracidn:

Es claro que:

Fx) e L (B i=0,1 y PG

, = 1 &x)
i 3 P

i i

entonces:

ﬂi(x)ﬂp = (J ]@(x)l(l_h)P |¢(x)|hp dx)llq aplicando Holder

E
n
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con r = p_ . 1 y r' = p, . 2 resulta:
o " p{I-h) 1 p.h
p(1-h) h
Po P Py Py
e < (] [ed] @ ax) PO-P ] oG] T ax)
E E
n n
<hel i e ®

- uf(x)||1‘h.3 L eI D

PO 9" Pq 53

Por lc tanto queda demostrada la parte a).
Sea ahora D)

Por teorema 3.3. se afirma:

cay & pt - dt
Ai(h) = t il |® Lt BF(x,t)Iﬂp esti en Lq (0 <t <1,%)
i i

Entonces:

Jl
~-a, K " - - -
ACh) = t7 Y |8 e’ aF(x,t)lllp - ¢~%0(2-R) -ay b

k o
e Lt aF(x,t)IHp
K # k # h
< (£7%j e Ltf ar, )i PR e P artx, )1 )
< Po P4
1-h h
< Ao(h) Al(h)
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Por lc tanto,
1 1/ 1 Q (1-h)
(J (ACh))4 %E) 1. (] (8,020 %}) %0

0 0

1 q h/q
(J (a, (01 S5 7 | yego:
t
0
k #
1t %] Lt® BF(x,t)lll# <
Pq —
_a.  k # -
< (Ut %8 LtF ar(x,t) |l yt b
- Pgsdg
—aq kK #
(ht™%1e Lt¥ F(x,t) |l )P
Py -9y

quedando asi completa la demostracidn de la parte b)
El resto de la demostracidn es consecuencia de estas acota

ciones y del Teorema 3.3,

3.5, Teorema
Sean 0 <o ,a, <1, 1 <p,q <=
F(x,t) = f(x) % o(x,t)
Entonces:

i) La inclusidn A(al,p,qi,En) C A(a2,p,q2,En) es continua
siay <a; ¥y q4 2 q
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ii) La inclusidn A(ai,pl,q,En) C A(az,p2,q,En) es continua
sipy, <p, ¥ o;-Y/p; = a,=Y/p,

Demostracidn:

1) Sean gy = g4, 1 <p <=

1l-qa9 _ J(ag-a2)  1-aq)
t ﬂFt(x,t)llp = t .t HFt(x,t)llp

Entonces:
1 q 1/q
I, = (J ey e e T EH T &
p t -
0
1 q 1/q
J AR RLE VR SRS VIR 1S SRR T e
- t p t aq 3P 94
O -
1= o e@e2dagyp ey ‘“)1/"1 <
2 % ) T —
1
@ 1/q
<I|f(x)l|p (I e{1-02)qa-qg-1 44y "7 cnf(x)np
1
< £(x

al ’P ’ql
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Esta Gltima acotacidn es en virtud del Lema 7.4 i)(I)

-9,
ql-q2

Sea q; > q,, entonces: 1/h = 1/q, - 1/q, (h )

Sea:

1 _ ' q 1/q
(I t{1-92)ag ¢ (x,t 2 4t 2
t P t
0

0
1t(1"“1)q1u ( )“qi at 1/q1
< Pty %
0
1 (eq1-992)q,.s" dt, 1/h 1-a .
(] t 274z-8" 1) <clt "M P _(x,t) <
t — t pql—-
0
< ¥ £(x)
al’P’ql

mediante la desigualdad de Holder con:

s = a/ags 8T = g=q = hlag, /st . 1, = /b

En cuanto a la integral I2
1/q2

@ - q
I, = (J ¢ (2 “2)q2ur (x,t)l 2 4t el procedimiento es
2 t p t

1

andlogo al seguido en la primera parte de la demostracidn.
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Por 1o tanto queda concluida la parte i) de la demostra
cidn.

ii) Se supone

1170 (x, 1)y I finita
t P1q Pl

Como f(x) € Lpl(En) Y Py X Py, resulta:

Il FCx,t ) _fo(xMIp JI¢(x,tMIS = £(x

Py 1 P

Y(1/p2 - 1/pg)

||F(x,t)up2_§ Hf(x):lp1 si t>1, 1/s = 1/p2—1/p1 + 1

Es ficilmente verificable que:

—nltP 31-2

Ft(x,t) = 2e 5

.?é(x,t), de modo que:

IF (x,e _<IIF1':(x,t)l|p hor(x, el <

P2 1

- 1]
<P (x,tN . tY/s

, -1/s' = 1/p2—1/
1

Fq

Por lo tanto,
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_ l1-a, +y/p2-v/p,y
I ¢1-e2 el = 2 FrOeedl
2 1

<l ¢l-o1 Filx,t)l

P19
Por lo tanto, si
lltl"m1 F_(x,tN es finita entonces
t p1
ﬂtl_al Frix,t) también es finita.
t Py

Esta afirmacidn sigue como en Teorema 3.1 (III)
Luego en virtud del Lema 1. (III) se afirma que:

,q) tal que I £(x) <

€ A
£(x) (a 4, ,D,,4

2P
< cf £(x
- a1 3?1 ’q

Con esto queda completa la demostracidn de ii)

Demostracidén del Teorema 3.1 del presente capitulo

Sea ¢(x) una funcidn tal gque su transformada de

Fourier satisface las siguientes condicicnes:
~ ©
1. $(x) es de clase C_.(E_)
0 ' 'n
2. pesitiva v nula en un entorno del origen
3. depende de p#(x)
1 i
b, 1 = J @ (sF x)gs + nix)

0
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ni{x) = J QQ(SP x)gé-es una funciAn de clase C:(En)

Sea, entonces:

1 a
1 = I 2(F x)ig Fomx)
0

n oF 1, 8 # NN
o(tF x) = [ T(tf ) B x)9§ + AT x)
0

# a

A # A
(e LtP x)¢(tP X) 3(SP x)—% +

kK o # . F 1 ok _f
(» tt x)e(tF x)=[

0

S S '
+ nx) (e Ltf x)¢(tP X )

a # . % L #
Ji E(tP X) ﬂsP x )6

»
-t
u

0

~ pt .
+ £ (t x)In(x)

~ # la) 1n # ~ # Fa # N\
£ (tF x)F(x) I £ tf %) st ) st x)f(x)El% +

0

R
+ £ (t x)n(x)f(x)

1

[ f (x).a(x,s)gi +
) t,s 5
/P P# A~ ”~

E(t7 xIn(x)f(x) (*)
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donde:
" # k # #
g (tF x) = (® Ltf )¢« %)
n # A of
fi (x) = S(tP X) ﬂsp X)

A A plt A
G(X,s) = s x)f(x), £f(x) ¢ Lp(En)

Antitransfcrmando Fourier la expresidn (%) se tiene;

fcrmalmente:

-y, =P 1 d
t™e (t 7 x) % £(x) = J (@ (x) % 6(x,s))=2 +
t,s s
0
# Lt (e %) & n(x)) & £(x)
donde:

G(x,s) = s Y¢(S-Px) % £(x)

Asi, es(ccmc se werd luege):

1
-, . . ds
Nt e (v "x) = f(x)"p < J Hﬁt’s(x)ﬂl.ﬂG(x,s)ﬂp—E +
0

£ 1T (70 & nGOl T EGON

1
< J C.HG(x,s)Hp.
0

k k
d
. min{(s/t L, (s/t 2 s
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e 12 (£ Fx) & NGOl IEGOE = (1) + (2)
pues:
kl
{C.(s/t) si s <t, k, >
I, (GOl = 2(s/t) <, )
c.(s/t) 2 si s> t, k, <

de acuerdc con lo visto en 3.2. ii) ,Capitulc III.

El término (1) resulta?

k

t i . k2 4
(1) < J + [ C.IG(x,s)ﬂp.min{(s/t) , (s/t) “1=2
o t
t k
<C [ 16 (x,sM _.(s/t) 95 4
- p s

0

1 k
+C )[ 16,8 (e /s) 2 ds
t

mientras que el t&rminc (2) resulta:

k
(2) = ht % (£ Fx) = nGOb, BEGOL < C.t L oe

si 0 <t <1 k1 > 0



-79-

mediante un razcnamiento anilogo al secuido en 3.2,
ii), Capitule III.

Por lo tnatc, resulta:

[ atk

£ 7% (£ Fx) « FO < ¢ | sTMetn, o (s/T)

J

1 —a a+~k
+ C J s HG(x,s)ﬂp(s/t)

t

k1
+4 C.t .llf(x)llp

Siendc¢ el propésite legrar la sipuiente desigualdad
#

¢cntre ncrmas mixtas ""'"po:

P R e I e Tl HS—GG(X,S)Hﬁq 1 <aq

1A

n equivalentemente:

a k P # Fl
- i
It |a Lt DF(x,t)I"Dq

I A

s %cx,s)t 1
Pqg

L
fa]
A

se preescrile la desizualdad:

1ds
S

+

2ds

+

-t - -P -a t kl ds
t™ e T (¢ x)*f(x)ﬂp < C.t J “G(x,s)llp (s/t) = -2+
0
' k2 ds
+ .t le(x,s)I (t/s) < =2
P s
t

-a+k1

+ C.t’ hE(xN
P

+
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comc sigue:

- o t klds
t ™ %a(t) < C.t J t(s)(s/t) -t
0
[ k —G‘.+k
+ C.t'aJ L(s)(t/s) 292 + C.t 1ﬂf(x)Hp
t
si t(s) = 0 cdc. s > 1
v k, (u-v)
< C.e-va(J L(e)e 1 du +
" 4 -k2(u-v) -va+vk1
. J E(e%)e du) + C.e HEGON
v
si s = eu, t = e
Asi, si q = 1, resulta:
1 dt 0
J tﬁaa(t)—¥ = [ e V% (eV)dv
J
0 -0
v v ki(u-v)
<C J e a(I b(e e dul)dv +
0 va,[” u —k2(u—V)
+ C [ e (J b(e e du)dv +
J
-0 v

0
. CUf(x)Hp.} eV (ak1)yo o (134 (2)4(3)

-0
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El sumandc (3) contrilbuye con ccnstante pues la integral
que apzarece en €l es finita (a < kl)' En cuanto a 1lcs
sumandos (1) y (2) invirtiendo el orden de integracién,

resulta:

0 U klu 0 -v(a+k1) G U. -ua
(1) = J L(e e (J e dv)du = J b(e e du
- u -0
y
G -k,.u (u -v(a-k,) 0
(2) = [ b(e%)e 2 ([ e 2 av)du = J b(e)e "%au
J J
Pcr 1lc¢ tanto, si @ = 1, resulta:

1 1
{ t‘aa(t)E{ < cC J s'“b(s)9§

J

0 0

es decir, si q = 1, resulta vilida la desigualdad prcpues
ta entre ncrmas mixtas I...Hﬁq. Prcl:ando su validez en

el casc q = =, queda demostradc pues por interpclacién

resulta para valores de q tales que 1 < q < =

De acuerdc con lo anunciado es necesario lograr la si-

guiente desigualdad:

sup t “a(t) < C. sup s ®b(s)
O<td O<s<l

Para esto teniendo en cuenta la anterior notacibn, es:
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[t klds 1
a(t) < C ¢ L(s)(s/t) —+C [ L(s)(t/s)
0

J
t

ks

(a¥

S
+

ol

ki
$ Ot AEGON

t k 1 k
¢ [ s (515 (s /) 1ds 4 ¢ ["e~ob(s)s%(e/s) 292 4

[

I A

J
t

O\

”kl
+ C t Ilf(x)llP

A
O
+

-k, (t atk k, (1 a-k, .
1J (sr(s))s 824 ct 2J (s™(s))s  “92 4
0

t

kl
+ C t ﬂf(x)ﬂP

t %a(t) < C{sup s %b(s)}t 1

Ocsfﬁ

S t a+k, ~1
1
J S ds +

0

-a+k211 Sa-k2-1

+ c{ sup s %b(s)t ds +
t<s<d
=35 t
—a+k1
+ C t Hf(x)ﬂp

Pecr lco tanto, tomandc el supremo scbre 0 < t <1 se ~btiene
la desigualdad deseada. Con estc queda prcbada la validez

de la sigfuiente desigualdad:
k #

- R F -
Bt ™% Lt ar(x,t)lupQ < Cls aG(x,s)ﬂpq 1 <eq < ®
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Resta prcbar la desigualdad contraria entre normas mixtas

""'Hpq' De acuerdo con lo anterior, es:

k # , # k i #

(% LtF x)F(x,t) = € (tF x)F(x) = (® 0tf x)¢(¢F xIFx)
~ ~ P# A
Glx,t) = ¢t x)f(x)
cen:
V4N k A S
x) = (R Lx)d(x).h(xn)
donde:
k A A
g(x) = (R_Lx)¢(x) 4x) es de clase C.(E ).
k k 0 n

((® Lx)é(x). (2 Lx)é(x))

Asi, claramente, resulta:

k # #

a(x,t) (@ Ltf x)?(x,t).ﬁ(tp x)

es decir:

k #
(@ LtP

G(x,t) MF(x,t) & (t Th(t Fx))

Luego,
k #

IIG(x,t)llp <c.l|2 Ltf 3r(x,t)|I|p pues

£ Yh(e Px) e Ly (E_)
n
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#

# P

k
<c.lt %» Lt
pa —

1+ %c(x,t ) 3P(X,t)|ﬂi

q

Por lo tanto queda probada la desigualdad restante.

. . ¢ "._;‘;_".". .
Finalmente para completar la presente demostracidn resta

justificar:
1

"t'ﬁk(t_Px) % £(x M < J By (M, Melx,s)I clE-+
P - t,s 1 P S
0

0t (e Fx) & nGON, £ GO
F

a partir de:

A P# A A 1/\ A P# ds ~ P# “ -~
E(t x)f(x) = f(x). J B, S(x) As x)-—s+E(t x)In(x)E(x) (%)

H

0
en el siguiente sentido:
~ P # A " K " N P # d
€ (t" x)f(x),z(x)) = (f(x).J' fiy S(x)ﬁ(s x)-g, z(x)) +
0]

FaS n #
+ (FR)E (P x)Rx),2(x)) = (1) + (2),

Sea el té&rmino (1) de la expresidn anterior:

#

~ 1 A A
(1) (f(x).[ f, S(x) «sP x)gg, z(x)) z(x) € S(En)

0

(f(x).(J fi (x) (s’ x)2z(x))
t,s s

0

i

x)z (x )32
S

(f(x),LimJ L (x) (s
€0 s S
€
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pero:

1 # 1 o
Lim (J R, ) ast x)882(x) = (J 3 o as? 88z x)
€+0 s S s ! t,s s

€ en S(E_ ) (i)
n

como se verd luego. Por lo tanto, el término (1) coincide

con:
A 1 ~ Pal P# dS
(1) = Lim (£f(x), [ f (x) (s x)z(x)—), pero es vilida
t,s s
€+0 J
€

la siguiente ipualdad:

A LA ~ P# d
(f(x),[ fi (x) €s° x)z(x)=2 =
t,s s
€
= J (f(X),ﬁt (x) «s x)z(x))_i. (ii)
s S s
o

Seglin se verd luego. Por lo tanto, el té&rmino (1) se es-

cribe finalmente

#

(1) (x) 8sP x)z(x))ds
S S

1
L§m J (F(x),a
€=+ ¢ t

?

(FGxIA,. _(x) s x),z(x))==
S S

-]

= Lim
€->+0

[ )
(WY

LG w87 s, 282

1
= Lim ] (F(x) = A,
€

€>(

Por lo tanto,
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(t % (t-Px) % f(x),g(x))

1
= Lim I (fF(x) = @

(x) % ¢ (s), 2(x))%= 4
€0 S s S

t’

F e (tFx)) 5 on(x) # £(x),2(x))
Luego,
| (™ (7 Fx) & £x0)), 2] <

1
< Lim J | (F(x) = i, (x) % c'.(:-:),i‘(x))l-d—i
- S S S

éi=2>0 b4

bl TR & onlx) & £(x),2(x))]

1
< Lim [ Hﬁt (x) & Gx,s)l .Mz(x)I
€+Oz_ s S p P

(o}
n|n

T

+ 1t % (t_Px) x nx) = f(x)ﬂp.ﬂg(x)nn,

Por lo tanto,

1€ (£ Fx) = FGON ) <

1
< (Lim [ 1A

ds, o
(xM,.16(x,s)t =2 z(x)|
€e>0 ) s 1 ’ P S p'
€

t,

. ufv:(x)up,.ut‘Yg (t Px) = nGOl LGOI

! s\ %1 5,52
< HZ(X)HP,.Lim J C.min{(?) ’(f)

€->0

}.

. le(x,s 98
D S

k
+ C,t 1.ﬂf(x)up seglin se vid antes
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1 k k

<c J min (Y, (3 %y pex,sm 4=

= T t P s
(Jki

+ C.t .Hf(x)ﬂp

Asi, resulta:

by =Ye (4P t s k1 as

l+7 %5 (7' x) & F(x)] < C le(x,s) (=) - +
P — p t s
0

1 -k
+ cJ 16 (x,s)l (%)
t

k
1
+ C.t .Hf(x)HD segln se vid antes

La siguiente igualdad:

A 1, ~ of
(f(x),[ fi (x) &sF x)z(x)43) -
) t,s S
€

1 s A A p" d
= { (f(x),fit S(x) s xh(x))—g

€

b

se justifica mediante:

i#

FAY 1 ~ s P d
(fF(x), J i (x) ds” x)z(x)=2)
t,s s

€

1
(F(x), J :(ef %) Ast x) et x)z(x)i-:—) -

€

A,

: tao ot p? d
- (f(x),J £ (ef %) B(s x)z (x)22) =

€
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1 # ,
- (£(x), J £ (+F x)n(s p#(x))z(x)g-z) = PG GG
€
A A P#
= (f(x), Lim o E(t" x)z(x)) =
m->c

o indica la suma parcial de Riemann correspondiente a
la funcidn n(Sp#(x)) sobre Ja par%icidn del intervalo

(e ,1). E1 limite de o g(tP x)2(x) con mr= existe en el
espacio S(En) pues es facilmente verificable que tanto
o como cada una de sus derivadas convergen acotadamente

a un limite.

~ ~ #
= Lim (f(x), ° : (tF x)z(x)) = por continuidad del pro-
m>e ducto escalar
m ~ y N P#
= Lim }O(Ex),nE , p"(x)XE (t° x)z(x))as] =
. i i
m+03 1:0

~ ~ #
I (F(x),n(s T ()E (£F x)z(x))£1§

La existencia del limite indicado en i) se justifica

mediante un razonamiento andlogo al seguido en 1i).

La definicidn dada en 3. del presente capitulo se asegurd
independiente del parametro 8. Para mostrar tal indepen
dencia, es necesario ver que las siguientes normas mixtas

reaultan equivalentes:

o

a) £ s 1670 % nef arx, o) |1
P Pq

aﬁl

-a k P#
b) Ilf(x)up + 1t7% & Lt

#
8, aF(x,t)alq
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donde
f(X)GS'(En), F(x,t) = f(x) % ¢(x,t), B, <B, <a ,
y k es el menor entero positivo mayor que o.

Demostracidn:

Suponiendo que la norma mixta dada en b) sea finita
resulta inmediatamente la desigualdad a) < b) puesto

que si 81 < 82 es:

Hf(x)"p a

< £
.8y P

Bq

Para logmar la desigualdad contraria entre ambas normas

mixtas, es necesario mostrar que si 81 < 82, y

f(x) € L (E_ ) entonces:
p,Bl n
f(x) € Lp,Ba(En) y se verifica:
-a k P# #
FE(x )N < el £(x)N + Bt7%® Lttt ar(x,t) |l
Pagz - Pael Pa
Para esto, sea:
_32
Es sabido que: Il £(x)i =iy f(x)l , expresando
-[32 PsB2 p
J f(x) en términos de transformadas de Fourier comc
sigue:
-62 A ~ A
(g £f) (x) = G (x).f({x) =
_32
~ ~ # 82 Y
= hl(x)G_ (x).f(x) + h2(x)p (x) " .f(x)

B,
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donde: h, (%) y h,{(x) son funciones positivas tales que:

hy (x) e C:(En) y hy(x) = 1 en un entorno del origen y

h2(x) =1 - hl(x)

2

>

£

(x) = p#(x)
2 .

en 2.1, del Capitulo III.

y 6 _4 si |x| > N segin la definicidn dada

-g

Sec reescribe la expresidén de (J 2£)" (%) anterior como
sigue:
—62 FAY G-—Bz(x) ~ A # 32 ~
(g £f) (x) = hl(x) :———-‘—'-G_B(x)-f(x)+h2(x)p (x) “.F(x)
G _g (x) 1
1
donde la expresidn:
~
G (x)
-3,
h, (x) es un multiplicador en L (E )
1 2N ; P n
8 (x)
i

Respecto del segundo sumando en la expresidn de
-0 B
(J 2f) (x), teniendo en cuenta la funcidn ¢(x) intro-

ducida en 3.2.ii) del Capitulo III, se escribe:

3

Fa ~ #
h2(x)p#(x) 2.f(x) 2

@ B I\
h2(x)(J ECHEPPLS PRy CD LI IO
0

# B

= h2(x)(J n(p#(sP x))p#(x) 29§Jg(x)

0
segin 3.2,1ii) (II1I)

® 8 A
. hz(x)(J n(se? (x))o (x) 29§of(x)
0
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Teniendo en cuenta que:

[ n(s p#(x))s-ads = [ n('c)t_ap#(x)m—1 dt si t = s p#(x)
0 6

@ . -0 3 @
I n(s p#(x))s 29% = p#(x) 2J n(t)t %dt si =14+ 2,
o 0

© 3 ~
la expresidn: h2(x)(I a (s p#(x))p#(x) 2 gg)f(x) se
0]

reescribe como sigue:

2

h2(x)(J n(s oo () 2 E9HE) -

0

-8, .. .
2 dsyE(x) =
S

h2(x)(J n(s o#(x))s
O

« # -8 N
h2(x)(J '?(SP X)s 2 Qg)f(x)
U

1 # -3 ~ A
= h2(x)(J 2t x)s 2 g%)f(x) = k(x) si p#(x) > N
G
6, .
Por lo tanto, la expresidn de (J £f) (f) se reduce a:
. g (x)

iy -2, n n

W £) (x) = by (x) ——— . G6_; (x)f(x)+
G_, (x) 1
1
1 #oo-3 .
; h2(x)(J 2T s 2 EEm)

9]
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(¢ | £) (x) = h, (x) —< .G (x)E£(x) + K(x)

y puesto que el propdsito era evaluar la norma en

-—is
3

L (E ) de J Z2£(x) se tiene:
p Tl

-7 -0
-

19 28061 < c.0d TGOl + pkGOl
| p P

c.l £(x) +
| £f(x "p,Bi

+ Hk(x)“p donde:

, 1 - P - -P -62
||k(x)||p < J P(s™Ye(s™ %)) & £(x) # (s «s x))llp s “ds
s

G

Esta filtima desigualdad entre normas p se justifica
mediante un razonamiento andlogo al seguido en 3.6,

del presente capitulo, de modo que:

1 ?
GO < j JIENUN g~{1+a)(1/a+d/q" )y R

G

1 1
< (J (s™atx,s) )° ig))llq.(J s~21" "145)yt/a’

0 c
por Holder. La segunda integral que aparece en esta fil-

tima expresidn es finita pues a < O,

Por lo tanto,

“k(x)"p < C.ls™® G(x,s)llf)q y, asi, resulta:



-93 -

~

-
1o 28G_ < CfGOl_ .+ s %elx,sn?
| L Psvyq Pq

que no es mas que lo propuesto al aomienzo de la de-

mostracidn.
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Apé&ndice I

Se discute el Teorema del Valor Medio para funciones F(x,t)

BQefinidas en E indefinidamente diferenciables, solucio

n+l,+°?
nes de la ecuacidn diferencial AF(x,t) = 0 (4)(I).
Este remultado me fue comunicado por el Sefior Profesor Dr.

Alberto Pedro Calderon.
Notacidn

1. El operador diferencial A esti dado por:

# # # #
A= - e p*eP a.tf o) = = - % (Ltf a2.2tf 2
donde:
1 M) = PtepIxx) = (Lx.Dx) > 3o (x.x)
y
; 2
I Y C L AU S ST I .3 S
T 2 — 2n
x#0 | x|
2. El nficleo ¢(x,t) es:
o(x) = exp(—t{xlz)
-y -P
¢(x,t) = t ¢t " x)
y
- p
a) ¢(x,t) = o(t° x)
# #

L) o (x,t) = - %g-(p#tp x.tT x) o(x,t)
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N P# N P# N P#
c) ¢(t" x)/¢(s” x) = (A, t X)), 0 <5 <t
donde:
. #
Ai = I - uPuP , 0 <u <1

d) La antitransformada de Fourier de c) es:

Cee’ 276t x0) (y) = detta])

/t

-P -1 _-P
t )¢(As/tt y)

Lema

Sea B =TI - s
s
i) B_ satisface (Bsx.x) >0
ii) B, es autoadjumta
iii) La raiz cuadrada positiva As es autoadjunta con las

siguientes propiedades:

1 -1/2

—1/2: IIA;II < (1-s) , 1/2 <s

iv) (#l el (1-s))

v) |det A;1| < (1-s)~"/2

Demostracidn

Es claro que (A x.A x) = (B ,x.x) = 0
Sea y = Asx, entonces:

# it
(A x.A_x)-(A x. A %) = (1-—s)§,(P#s'P x.s'" x)

(y.vy)

1
donde 5 <8 < s' <1 por el teorema del valor medio.
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En consecuencia:

|y|2 < (1-s)ul Pi .|x|2 = (1-s)uj P .lA;1y|2
y

pa™l > el (1-s))"t/?
Ademis,

# i

(y.y) = (Azx.x) (x.x)-(sF x.sF x) > (x.x)-sz(x.x) =

-1 -1
(1—32)(1\s y-Aly) de ahi que:

1 /2

- -1
a1 < (1-s)
s =
Con esto queda demostrado iv)
En cuanto a v) es consecuencia del hecho de ser el deter
. . nxn . .
minante <e una matriz A € R simé&trica, acotado por la

n-&ésima potencia dée su norma (como operador).

Lema

Sean A =(a?j)(1 <h < k) matrices nxn, entonces:

Si A=4,©...80 Ay vale: Al < 1 HAhH
1.<h <k
Demostracidn:
Sean w_, W! con a = (agseeerg ) 1 < a;, <n las coypoantes
de los tensores w y w' respectivamente; (w,w') = )_waw; el

- L] (-P
producto hermitiano usual.
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Sgea A(h) = 1T @ ... ® A, ® ... ® I, entonces:

si A A1 @ ... ® Ay puede escribiese:

AC1)o ... 0 A(k)

fo 23
[

Entonces, hay que probar que:

I al < HACh <

T
1. <k

h a2 . .
Sea d.. €l delta de Kreonecker para los sub-indices i,j: y

A(a)w d, - |

= N ah W
éh biay "by.oigpe.by
h —_
lah)w.wt)| = | } Y a W, v o W! -
b o ’b %bh L)l- ah...uk 1)1 x)k
i "h*h
i#h
< 7 oinhy lw, , 152,
b, a 1 " h*" "k
1 h
i#h
'(z |"_"-'1. Y |2)1/2
bh l.;1-.o k
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IAChl <B4
Por lo tanto queda demostracdc.

Teorema del Valor Medio

Sea F(x,t) definida en E indefinidamente diferenci

n+i,+°
Lle, solucidn de la ecuacidn diferencial AF(x,t) = 0 (&)

Sea k entero positivo,

Entonces:

ft t #
- d r
aF(x,t)|% <c t77 —2 |l Ls®

t/2 B(x,t)

P

k 2
|@ Lt aF(y,s )| “dy

para todo enterc r, tal que: 0 <r <k

En consecuencia:
k  pf r pf
|® Lt- aF(x,t)| < C sup |® Ls @eF(y,s)|

donde el supremo estd tomado sobre t/2 <s < t, p(x-y) =

Consideracidn previa:

Sea la siguiente ecuacidn diferencial, para x fijo,

P# 3 ° pt
i) g(x,t) = n*(t) - 1/6(t" x) = ¢(t° x)n(t)

cuya solucifin viene dada por:

ii) n(t) = ¢(t" x)(n(0) + I g(x,s)/o(s” x)ds)
0
Asi, si AF(x,t) = 6(x,t) y £(x) = Lim F(x,t) existe,

t+0
en virtud de 2.d) y ii) se deduce:
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iii) F(x,t)

t -1 _-p
Fx) % ¢(x,t) + [ det(ﬂs/tt YJ(G( .,s) =
0

% ¢(A;} £+~ Py))ds

t

La expresidn iii) se usari en la demostracidn del

Teorema del Valor Medio para soluciones F(x,t) de
AF(x,t) = o.

Demostracidn Jdel Teorema del Valor Medio

Sea k(x) una funcidn positiva de C;(En) tal que:

B(0,1)

sopk(x)

k{x)

1 si x € B(0,1/2)
y sea n(x) una funcidn positiva de C;(En) tal que:
sopn(x) esti contenido enl0,1/2)
n(x) = 1 sobre [0,1/u]
y sea:
¢(y,s) = k{y)n(1-s)

Para (x,t) € E fijo se considera:

n+l,+
H(y,s) = Fly,s)&(t " (x-y),s/t)

Asi resulta:

H(x,t) F(x,t)

H(y,s)

C si 0 <s <t/2, y¢€ BS(x,t)

Por lo tanto, en virtud de (iii) se escribe:
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t
a) F(x,t) = H(x,t) = J det(A;}t t7F) J AH(y ,s)
-1 -p
¢(As/tt (x-y))dy ds
-p P# P#
b) AH(y,s) = Fly,s)Ad(t ~(x-y),s/t)- 2(Ls 3¢ Ls  OF)

c) AQ(t_P(x-y),s/t) = ¢1(t~P(x4y),s/t)% + C2(t-P(x-y),s/t)%

A 4 . s d .
donde ¢, , ¢, son funciones CO(En+1,+) tales que:

sop %y estid contenidc en B(0,1) x (1/u4, 1/2) y

scp ¢, estd contenido en (B(0,1) N B%(0,1/2)) x (0,1/2)

La expresidn de a) se reduce a:

t
a)  F(x,t) = J det(Agit t7F) Fly,s) (g (£ (x-y) ,s/t) 3

t/2 B(x,t)

+ (T x=y) 57000 eal), v (x-y))dyds
t -1 _-P -P 2
- [ esal), © Fly,s) (e (¢ P (xy),5/0)%
t/2 B(x,t)
-1

+ 4 (T (xmy) s/ ea T  (x-y))dyas/s

s/t

finalmente,
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t
F(x,t) = J 7Y J Q(t_P(x-y),s/t)F(y,s)dy%?
t/2 B(x,t)

donde Q(t_P(x—y),s/t) = det(u—P)(¢1(Z,u)u + ¢2(z,u))¢(u-PZ)

con s/t = u, thP(x—y) =z

Es decir Q(t-P(x—y),s/t) = Q(z,u) tal que sopQ{z,u) estd

contenido en B(0,1) x (1/2,1)
pues:

si z = t—P(x—y) es y = x—tPZ, dy = tY dz, y
B(x,t) = {y:p(x-y) <t} = {z:g(tpz) = tpz) = t} =
s _ _ 1

V=4 D=3l <1

Teniendo en cuenta que la matriz L es inversible, se

escribe:

k P
@ Lt- 3 = @ L(;) L " (Ls" 23)

y

k it Kk it k it

|8 Ltf ar(y,s)| <18 L(%-P L L (e st ar(y,s)]
Sea:

' k—r P# -P s_

jw| = | 7@ Lt 2t F(x-y), |

3(0,1)

Como las derivadas respecto de la variable x de las fun-

ciones ¥, y ¢, se anulan fuera de la bola B(0,1), la ex-

presién de |W| puede mayorarse por:
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-1 -P -1 -
Wl < clagyy £77 G ™ 6la e t7 oy )dig ) ()

Estas observaciones y d) permiten escribir:

4
Ir

k p
g) |® Lt° eF(x,t)]| <

t i
-1 -P r P d
<C [ det(AS/t t ) J |® Ls® F(y,s)| |w]| ay =

t/2 B(x,t)
Aplicando Schwarz respecto de dy i% , resulta:

k it
|® Ltf oF(x,t)]| <

t it 1/2
< c([ J 15 Lsh ar(y,s)l2 dy %;0

t/2 D(x,t)

t 1/2
-1 -P.2 2 ds
A —_—
(I J “et(As/t t ) |w|® ay -

t/2  B(x,t)

Por lo tanto,

kK o
|2 Lt° aF(x,t)| <cC I.J

t

2 -2y J J -1 ,2,,,-1 _-P 2m
J° <c t det(A )°(|a t (x-y)]|
t/2/B(x,t) s/t s/t

-1 -P 2 dz
- WA Ty Xy 1y (YDT ay T
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1
—2\
<C t °T J

-P.2, _p ,2m -F 2 v. Cu
< detu ") |u "z| (eé(u  z)y (z)) t'dgz==
1/2JD(0,1) B(o,1) u

En virtud del Lema 3.v) se escribe:

1 2 -P_?
J2_§ ct’Y (1-u)7" |u—Pz| m e—nll/-f-u z] iz 4%

1/2°8(0,1)

. 2 - - - -
Finalmente resulta J < C t Y pues las integrales son finitas
de ahi que:

it
F 2

K -
& Lt! oF(x,t)]% <c t7 V.12 =
l , <

t it
<ct Y (J J & LsF

t/2 LC(x,t)

2 1
oF(y,s)|” dy %?

Por lo tanto queda concluida la demostracidn del Teorema del

Valor Medio.

Consecuencias del Teorema del Valor Medio

5.2, Es valida la siguiente desigualdad:

# r - t h
oF(x,t)| <ct™Y |® Ls

t/2 D(x,t)

#

P P

r
3F(y,s)| dy 9%

k
|@ Lt

para todo entero h tal que 0 <h <k y r > &.

Demostracidn:

El Teorema del Valor Medio asegura que es valida la

siguiente desigualdad:
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k # t
@ Lt aF(x,t)| < ¢ J J det(A;tt tFy
t/2 B(X’t)
h #
le st arF(y,s)||w|dy 92
donde: |W| < C|u—lem ¢(ufz) xB(O,l)(Z)

2

-P
-P lm e—n|u z | X 5o 1)(2)’

< Clu z u =

t|n

Puesto que det(u-P)IWI es acotado en o(z) 1,
1/2 < u <« 1 considerando el supremo esta expresidn con-

trituye con una constante; luego;

k P# t . h P# ds
leLt” ar(x,t)]| < c( J t Yl@Ls aF (y,s)]|dy —;)

t/2 B(x,t)

Aplicando Holder con 1/r + 1/r' =1 (r > 1) resulta:

=%

k P# t h P r
|® Lt* aF(x,t)]| < C(J J |® Ls™ aFr(y,s)|” ay

t/2 B(x,t)

83,1/

- t 1 §
. £ YF dy %?) /r
t/2 B(x,t)

t '
3= ( J t™Y7 ay dsyi/r!
t/2 " B(x,t) S
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o gTYTHY g, duyl/r
= ; —
t/2 ~B(0.1)
= c. YT
Luego,
k P#
le Lt* aF(x,t)] < C.I.J
-v/r t h P# r. ds.,1/r
< C.t ( leLs® ar(y,s)| dy-¢
t/2B(x.t)
y asi,
k # t h i
- P r ds
e Lt aF(x,t) |7 < C.t Y { le Ls" 3F(y,s)| ay -

t/2JB(x,t)

con lo cual queda demostrada la desigualdad propuesta,

6. Crmplementc del Lema Gtil del Capitulo III

Se define,

S; = {¢e S tales que el scp(d¢) estd contenido en la

1 o
banda B, paralela a Bn}

dende:

B, = {(x,t) e E , . tales que t € I(intervalc real)}

]

Se ccensidera sclre St la siguiente nocidn de ecnvergencia:

. * < en S, cuando el sop( ¢ ) estfd contenidn en B_ para

. 2.k . 2.k .
tede § ¥y (1+|x| ) Dod, d (1+|x| ) D¢ uniformemente
j+CD
en E_para cada multi-indice o, k enterc
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Definiendc la transformada parcial de Fcurier FI y

su ccnjugada F_ como sipue:

I

’

e2ni(x.y)c(

FoOOG,t) y,t)dy

)

¢ en SI

f

e-2ni(x.y)

Fr(DGe,t) y,t)dy

resulta FI y FI isomorfismos reciprcccs unc del ctro

de S_. en si mismo.

I
Sea S1 = {T:SI'* C tal que T es lineal vy
(r.2¢,) 2 0 si ¢ =0 en s_}

] . . I

j I

Definiendo FI(T), T ¢ S'

1 come sigue:

( = H
FI(T),G) (T, FI(q))

y andlcgamente F resulta 1Y FI iscmorfismos

I’
reciprocos unc del otro de S! en si mismc.

-(vt)A (x,t) coincide con (G)t en el sipuiente sentido:

((vt)A, z)

((v)_, z) para z € §

((vt)“ z) = ((v,), 2) = -(v,(é)t) = -(v,(zt)“) =

-(¥,2,) = ((9), 2)

En general, si T € D' y a(t) ¢ Cm, se define:

(a(t)T,h)

(T,a(t)h)

En cuanto a la derivada del producto multiplicativo,

es:
(Ca(t)T', h) = -(a(t)T,h') = -(T,a(t)h') = -(T,a(t)h')+

+ (T,a'(t)h) - (T,a'(t)h) =
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= -(T,a(t)h' + a*(t)h)) + (T,a'(t)h)
= -(T,(a(t)h)") + (T,a' (t)h)
= (T',a(t)h) + (Ta'(t),h)
= (T'a(t),h) + (Ta'(t),h)
Por lo tamto,
((a(t)T*,h) = ((Tra(t) + Ta'(t)),h)

corresponde la siguiente notaciin:

#
P 2
T = vix,t), a(t) = e'rIt x|
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