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INTRQQHCCION

Dadas dos variedades diferenciables V y w de dimensión finita
Boardman ha construido una nueva variedad denominada J(V,W).y sub"
conjuntos llamados genéricds de singularidades tales que dado un
morfismo cualquiera 0 : V 6 w de variedades diferenciables queda
definido un morfismo de variedades J(®): V r J(V,W) de modo que
las singularidades de o en un punto p E V queda determinado por
la contraimagen según J(®) de los subconjuntos genéricos de singu
laridad en dicho punto [1] .

Mounty Villamayor en [5] han definido las singularidades en
todo punto p E X de un morfismo de pre-esquemas de k-álgebras:

(w,e) : (x,e ) * (Y,6 )
x Y

y han logrado bajo ciertas restricciones la construcción de un pre
esquema J(Bx,ey) y subconjuntos "genéricos de singularidad" donde
nuevamente la singularidad de v en un punto'p E X queda determina
do por la contraimagen de dichos subconjuntos por un nuevo morfismo

de pre-esquemas J(T) : X v J(ex,eY) perfectamente determinado por
w: X v‘Y .

No obstante si k es un anillo entero de característica p > 0
la definición de singularidad de T en un punto x G X resulta un
tanto insuficiente comoveremos a lo largo del trabajo.

Mi objetivo es plantear una nueva definición de singularidad de

W en un punto de X , de los pre-esquemas J(ex,e ) y de los subcon
juntos ?genéricos de singularidad" de modoque si el anillo entero
k tiene característica cero coincidan con los dados en [5]. Para
estas construcciones y definiciones he hecho uso esencialmente del
artículo [6] de Dieudonné.

En el capitulo I hago un breve resumen de [1] principalmente
de los conceptos utilizados en 1a algebrización.

En el capítulo II se desarrolla el concepto de módulosdiferen
ciales de orden superior basándonos principalmente en [3] comoasí
también el trabajo de Fitting [H] ambostemas centrales para la de



finición de singularidades:
En el Capítulo III se reseña la construcción del pre-esquema

J(0x,eY) y de "singularidades genéricas de [5].
En el capítulo IV se sugiere una nueva definición de haz de

módulosdiferenciales de k-álgebras regulares de característica
p > 0 basándomeen [6], algunos de los conceptos auxiliares utili
zados ya fueron desarrollados por A. Torelli en [9] . Este capítu»
lo motiva las construcciones y definiciones desarrolladas en el
capítulo V, en éste la notación utilizada es la introducida por
Groethendieck en [8] .



CAPITULO I

Espacio de Jets y camposvectoriales totales [1] .

Vamosa construir espacios que sirvan para clasificar las sin
gularidades de las aplicaciones diferenciables que se puedan defi
nir entre dos variedades diferenciables dadas.

Comoeste problema es esencialmente local podemos iniciar el
estudio considerando w;: Rwy Vz U abierto en Rv para luego de
mostrar que las construcciones a definir se "pegan bien".

Dado U abierto en una variedad V denotaremos por F(U) al R-ál
gebra de aplicaciones suaves (en el sentido C") de U a valores en
los reales. Y si p es un punto FCp) es el R-álgebra de gérmenes
de aplicaciones suaves en un entorno de p. Llamaremos mp al ideal
en F(p) de gérmenes de funciones que se anulan en p.

Supongamos{ xl, ..., xv} y {y¡, ..., yw} sistemas de coorde
nadas en V y w respectivamente, dado n e N U {W}se define una re
lación de equivalencia como sigue: f ¡Ig si son ambos gérmenes de
funciones en un mismo punto p e V, f(p) = g(p) y las derivadas
parciales de orden menor o igual que n coinciden en p.

LlamamosJn(V,W) al conjunto de aplicaciones suaves definidas
localmente de la variedad V en la variedad w ligadas por la rela
ción un .

Bs claro que si m > n , wmes una relación más fina que "n y
resulta una proyección natural Hrs Jm(V,w) + Jn(V,W) .

Sea f representante de alguna coclase en Jn(V,W) queda bien
definida en todo punto p del dominio de f y el punto f(p), dando
lugar a aplicaciones H3: Jn(V,W) a V y Hi: Jn(V,W) * w .

Dado U abierto en V y f: U 4 w una aplicación diferenciable,
queda definida una aplicación Jn(f) : U * J"(V,W) donde Jn(f)(p)
es la coclase de f como germen en p. Al elemento Jn(f)(p) se lo
llama n-jet de f en el punto p.



De lo anterior resulta, para k 2 m> n las relaciones
. rn k m k

J"(;E) = n’“.oJ f y II = n ol'l .
n l'l n m

Cuando hablamos de campos vectoriales sobre un abierto U enr

una variedad V nos referiremos indistintamente a una sección del
fibrado tangente sobre el abierto U o a una derivación en la R"
álgebra F(U) .

Si suponemos un sistema de coordenadas {xl, ..., xv}en V que
dan definidas derivadas {dl, ..., d } tales que d_(x ) =dn . DadoV l j l]

o = (oR ...,o ) una v-upla de enteros positivos escribimos form
V v

malmente do: dfi, d%, ..., dOV, denotando por|o| a la suma ¿lo .2 V 1:

Vamosa dar en J"(V,w) un sistema natural de coordenadas:

X_= x_o H" i = 1, ..., v
l l V

.= Z. = y. o n“ j = 1 , ..., w
J JP“ J w

z, (f) = (d°(y_of )) Io|< n
1.0- J p

con f un germen en p de alguna aplicación de V en w , quedando de
finida en J"(V,W) una estructurade variedad diferenciable con la
cual las aplicaciones n: y J"f resultan aplicaciones suaves entre
variedades diferenciables.

Definición 1.1:

m J"(v,w)J(V,W) = 1
n N

Á.
E

Borel demostró que J(V,W) es isomorfo a Jm(V,W). El límite in
verso construido a partir de las aplicaciones nm: Jm(V,W)á J"(V,w)
y J(V,W) con la topología límite inverso. n

Definición 1.2:
Dado U abierto en J(V,W) o : U 4 R se dirá una aplicación sua

ve si o = o ° nn localmente, donde n puede no estar acotado en el
abierto U.

Comoantes denotaremos por F(U) al conjunto de aplicaciones



suaves en U a valores reales, F(s) el anillo de gérmenes de tales
aplicaciones en s G J(V,W) .

Así definidas las aplicaciones suaves resulta F(s) = lim F(n" s)
' VnclN

y dado N abierto en V, f: N e w suave , o G F(U) se tiene que
¿óJf también es una aplicación suave.

1.3 Camposvectoriales totales.
Vamosa definir los campos vectoriales totales comooperadores

que definiremos localmente y que actuarán en las funciones suaves
de la variedad JCV,W)a valores en R, cumpliendo la regla de la
cadena.

Por fibrado tangente total entenderemosal fibrado vectorial
que tenga por secciones a los camposvectoriales totales.

Suponemoscomo antes V y w variedades diferenciables con siste«

mas de coordenadas {x}, ..., XJ y {yl, ..., yw} respectivamente.
Definición:

Los campos vectoriales totales Di i = 1 , ..., v en J(V,W)
se definen: .

D.X_ = 6
I J

Q ZM5=Zjo , donde o' = (al, ..., oi+1,o“¡, ...,ov) .
Dado U abierto en J(V,W) llamamos campos vectoriales totales

en U a cualquier combinación lineal de operadores ¡ÉlqiDi con
0.6 F(U) .
l Si o es una v-upla de enteros no negativos notamos que

D°Y_= Z. . Resulta clara la imposibilidad de definir los opera

dores Díi en J"(V,W), esto lleva a la construcción de J(V,W).
Hemosdefinido campos vectoriales totales en forma local (a

partir de sistemas de coordenadas en V y W), como pretendemos de
finir un fibrado total globalmente, vamosa dar una caracteriza
ción de los campos totales que nos permita independizarnos del
sistema de coordenadas.

(fl



Sea N abierto en V y IzN * w una aplicación suave, por la defi
nición de Z resulta la identidad:

Í

1.l+ Dm oJf = diwoJf)

válida para las funciones coordenadas definidas anteriormente y por
lo tanto para todo oe F(U) por la regla de 1a cadena.

Más aún para cualquier campo vectorial d en N queda bien defini
do un campo vectorial total D en H“(N) con la condición:

DooJf = d (¿poJfJ

para toda aplicación suave f:N 4 w y QEF(W‘(N)).
Con esto eliminamos la dependencia de los campos vectoriales to

tales con el sistema de coordenadas particular elegido en V y en w.
Definición 1.5
Definimos localmente el fibrado tangente total D sobre J(V,W)

como'el fibrado vectorial que tiene a los camposvectoriales tota
les {D¡, ..., D,} comobase de secciones. Los elementos de una fi
bra sobre s J(V,W) se llaman vectores tangentes totales, estos
inducen operadores lineales de F(s) en R que satisfacen 1a fórmu
la usual de derivación. '

El fibrado D esta canónicamente identificado por la fórmula:

DooJf =d(q>oJf) deT .

DenotemosD = nf(d) y (Jf)* la función transpuesta de Jf, se tie
ne que para toda sección Jet Jf se verifica:

(Jf)*(n*d) = d .

Comopor definición todo campovectorial total es localmente de
V

la forma z Q D , con {D } definidos en 1.3, se tiene:
¡al i i i

D 45oJf = ((Jf)"'=D)( .poJf) .

Dado U abierto en J(V,W), o, QEEF(U)y DI, D2 campos vectorialesl 2totales en U se define:

[D , D ] = D o D - D2 o D de dondel 2 l 2



3“¿131,43 D2] =d,\¡ Dl(<;2)D2 —q>2D2(el) D +o392mlm21 .
\r‘ O L') Pamposvectoriales totales resultan cerrados por este pro

ducto que es un producto de Lie.

1.5 Rango y Rango total.
Sea V una variedad suave de dimensión n , N C V y A C FCN) un

subconjunto, dado p E N sc define una transformación R-lineal

V/ P

a V en el punto p) define una aplicación de A en R que asigna a
cada Ane}; el valor d(a) G R .

T e RCdonde cada vector d de la fibra TI (espacio tangente.- vp

nición: El rango de A en el punto p E N : rg (A) , es la1

dimensión de la imagen de la transformación R-lineal definida más
arriba. Y por corango de A en el punto p kr (A) entenderemos a la
dimensión del núcleo de la mismaresultando:

r k (A) + k r (A) = n .
p p

Análogamente dado s G U C J(V,W) y A C F(U) queda definida
una transformación R-lineal

D —> R" ./s
Definición: Rango total A en s : trk (A), será la dimensión-l-——— S

de la imagen de la transformación lineal anterior y corango total:
tkï (A) será la dimensión del núcleo de la misma.

Tambiénaquí resulta

T r h (A) + T k r;(A) = n = dim V .

Lema 1.7 : Sea s G U C J(V,w), A C F(U) , p =Ik(s) y f:N e-w
una aplicación suave tal que en el punto p se tiene Jf(p) = s , re
sultando (Jf)'-'-'(A)c F((Jf)"(U)). Entonces

T r ks (A) = r kp((Jf)'-'=(A)) y T k rs (A) = k rp((JÍ‘)'-'=(A)) .
Demostración: Resulta de 1.4.
Definición 1.8. Sea U C J(V,w) un abierto. Diremo: que una fa

milia {ol, ...,@k} C F(U) es totalmente independiente en un punto



s G U si el rango total de {ñ,...,ék} en sles k
Diremos que la familia es totalmente independiente en U si lo

es en todo punto s G U . Claramente debe ser k < n = dim V
Lema 1.8.

Sea U abierto en J(V,W), {9, ..., o} totalmente independientes
l n .

en U . Entonces existen camposvectoriales totales DI, DT, ..., D",
unívocamente determinados tales que:

D¡Q_ = 6r 1 < i, j < n .
Demostración: Podemossuponer U suficientemente chico tal que

el fibrado tangente total restringido a V, D/U, admita una base
{%,..., an} . La matriz Iaiojlno se anula en ningún punto por hi
pótesis. Sea entonces (un) su matriz inversa.

Definiendo Di: É aH aj estos resultan los únicos campos vec
toriales que verifican las condiciones pedidas. La unicidad ase
gura la existencia de camposvectoriales Di, i = 1, ..., n defi
nidos globalmente en U y que verifican las condiciones pedidas.

Lema 1.9. Sea Q C J(V,W) una subvariedad; p E V , f:V 4 w
una aplicación tal que Jf es transversal a Q en p . f(p) = q y Jf(p)=
s, s E Q [2]. Cerca de p, Z =(Jf)d (Q) es una subvariedad de V .

Si 8<IF(S) es el ideal de gérmenes de funciones que se anulan
en Q y f/Z : Z a w es la restricción de f: V á w a Z. Denotando
por (f/Z) a la función diferencial asociada a f/Z se tiene:

dim N u (f/Z)* = t k rs(8 + nïmq)
donde m denota el ideal e; F(q) de gérmenes que se anulan en q.

Demostración: Cerca de s, Q es la imagen inversa de una subva
riedad de Jk(V,W)para algún k finito. La transversalidad junto
con el teorema de la función implícita aseguran que (Jf)*(8) gene
ra el ideal de gérmenes en p de funciones que se anulan en Z . Por
lema 1.7 se tiene:

T k r (8 + n='=m) = k r (Jf°«'=(& +n='=m )) .
s w q p w q

Pero un vector d e (T ) anula (Jf)*& si y sólo si es tangente
V



Ja Z y anula a (Jf)¿m
q

resulta de (T ,)Ñ N U
vllp ( :': N U (f/Z)

A

lo

e
P

c ,“.3.

o

d G N U ul lema



SUBCONJUNTOS DE SINGULARIDADES.

El lema 1.9 será el resultado clave para construir en el eo
pacio de Jets objetos universales que permitan definir la singu
laridad de cualquier aplicación de variedades diferenciables
f: V * w en cualquier punto p e V .

Definición 1.10 : Dado A C F(U), U abierto en J(V,W), por su
k-ésima extensión jacobiana entenderemos al ideal en F(U) genera
do por A y el conjunto de todos los determinantes de las matrices

52x É de la forma IDiaanjEA, 1< i, j<_ 2 dondeQ = n-k+1. La
denotaremos por Ak(A), por convención AWHA= F(U).

De ahora en adelante n designa la dimensión de V y D los cam
pos vectoriales totales en el fibrado tangente total D.

Lema 1.11 . Sea s e U abierto en J(V,W). T k r A > k si y só

lo si ARA C ni . s

1.12
Sea I = (i , i

l 2

diremos que I tiene longitud p. Vamosa construir un subconjunto
2'C J(V,W)

, ..., i ) una p-upla de enteros no negativos,
P .

r T k r m = i
s q l

T k r A“ m = i
s q 2

_ , . i2 il : °
s G El Sl y solo Sl T k ILA A n; la

T k r Aip-lÁp-Z... Ail m = i
s q P

donde q = H(S)
W

Nota: Para todo punto s e J(V,W) y todo entero positivo p,
o ' o c a l ' f

ex1ste una unica p-upla I = (1], ..., 1p) tal que s e 2 y mas aun
. > . .ll 12> .... > 1p .

La primer observación es obvia, la segunda responde al hecho
que los corrangos totales de ideales crecientes son decrecientes.

10



prinición 1.13: Dado f : V a w definimos sus subconjuntos
de singularidad 21(f) C V para I una p-upla de enteros no nega
tiVOS como (Jf)d(2l), donde Jf : V * J(V,w) es la sección jet.

11



CAPITULO Ii

Módulos diferenciales [3] .

En lo que sigue del trabajo entenderemos por anillo, salvo acla
ración, a un anillo conmutativo con unidad. Análogamente cuando ha
gamosreferencia a una k-álgebra.

2.1
Siendo A una k-álgebra, definimos o : A x A e A, 5 (a,b) = a.b,

aplicación que resulta k-bilineal, de donde existe o : A 9 A a A tal
que el diagrama:

es conmutativo, siendo p la proyección al cociente.
Si denotamos por ICA/k) al núcleo de 0 se tiene la sucesión

exacta

0 a I(A/k) a A QkA e A 4 Ü .

Dando a A GmAestructura de A-módulo a izquierda en forma natu
ral, el ideal I(A/k) es generado por la familia {a ® 1-—1® a con
a e A }. En efecto, supongamos x G I(A/k)

n n

x = E a ® b y 2 a b = 0¡'l Í i ¡ir '

n n n

x = x — o = 2 a e b 2 (a b e 1) = Z (a o b — a . bi® 1 ) =’ ' i i ¡:1 i i ile! l l I=l

n

= 2 a (1 ® b - b 9 1) c.q.d.
' l l i|=l

siguiendo a [3 ] definimos ahora la aplicación Tk: A e I(A/k) Tk(a)=

12



= 1 Gïa —a.€ïl , con las siguientes propiedades de verificación inme
iiata

L) Tk(1) = o

ii) q‘es k-lineal
iii) Tk(a.b) = a 11(1)) + b T.k'(a) + Tk(a) chb)

la aplicación Tk se llama k-serie de Taylor universal de A . En general
dada una A-álgebra B y una aplicación k-lineal L : A 4 B tal que:

i) L(1) = 0

ii) L(a,b) = aL(b) + bL(a) + L(a). L(b)

se dice que L es una k-serie de Taylor.
Nota: En 2.1 hemos demostrado que I(A/k) está generado como A-módulo
a izquierda por la imagen de T .

Progiedad 2.1. Dados A,B k-álgebras y L : A 4 B una serie de Taylor
existe un único morfismo de A-álgebras F :I(A/k) 4 B tal que FoTk= L([3IX

Lema 2.2 : Si M es un A-módulo, A una k-álgebra y o : A 4 M k-lineal
es tal que Q(1) = 0 entonces existe un único A-morfismo 0 L I(A/k) 4 M

tal que eoTk= o .
Demostración : Veamos primero que A ® A z A(1 ® 1)’? I(A/k) suma

directa de A-módulosa izquierda.
La aplicación Tk: A 4 I(A/k) la extendemos a una aplicación A-lineal

1A®kazA o A 4 I(A/k) (1A® TR) (a ® b) = a.Tk(b). Afirmamos que 1A® Tk
es una proyección de A-módulos, en efecto I(A/k) está generado como A-mó
dulo por elementos de la forma 1 ® b —b ® 1, b e A y (1A® Tk)(1 ® b
b ® 1) = 1.Tk(b) —b.Tk(1) = Tk(b) . n

Por otro lado cualquiera sea y E A 61A se tiene y =¡2¡ai® bi:
2 a¡(1 ® bl- bÍG 1) + 2 aibi® 1 = E alTk(bi) + (2 a¡b¡)(1 ® 1) de

donde resulta lo pedido.
Dado Q : A 4 M k-lineal, la extendemos a 1A® o : A GïA 4 M donde

(1A® o )(a ® b) = a o (b).
La condición ®(1) = 0 asegura que (1 ® ó )(1 ® 1) = 0, luego 1 ® o

es A-lineal y factoriza por I(A/k) c.q.d.

13



Sea R un anillo, si (ai; ...,Aan} es una familia de elementos
e R vamosa denotar al... 3“... ai... an al producto kínïfli ak .

Definición 2.3: Sean R y k aniÍlos, R una k-álgebra y Mrun R
ódulo. Una n-derivación o derivación de orden n, k-lineal de R en
es una aplicación k-lineal de R en Mque verifica:

) Para toda familia {a(0), a(1), ..., a(n)} en R se tiene
l n ‘l b‘L <a(0),a<1),...,a<n)) (-1)‘“< 2 a(j .).*a(j_>1. (a(0).a(j

_n ¡:1 j <<j l ¡ n 4:, l
n ¡ A

0L(ji)... (I(j" ))

i) H1(1) = 0 .

Dada la aplicación Tk: R-—+I(R/k) definida en 2.1 denotaremos
or D“(R/k) al R-móduloI(R/k)/I(R/k)"“

la aplicación poTk donde p es la proyección al cociente de I(R
n D"(R/k).

Teorema 2.a: Sean R, k-anillos, Mun R-módulo, R una k-álgebra

y por T: o simplemente Tn

L una derivación k-lineal de orden n de R en M.
La aplicación K-lineal T1: R + U1(R/k) (ver def. 2.3) es una d

ivación k-lineal de orden n y existe un único morfismo R-lineal h
e D"(R/k) en M tal que h o T": L .

Recíprocamente si h es un R-morfismo de D"(R/k) en Mresulta
° T": R a Muna derivación k-lineal de orden n.

Demostración: Notemosque en I(R/k) es válida para cualquier Í
.ilia de elementos xoa ..., xn de R 1a fórmula:

i A “2 x ... x T x ...x ...x ...x
' i k ( 0 J J

T (x ) ... T (x ) = _E (-1)
k o ‘ n “a j¡<<j¡ ’1 i 1 l

Demostramos por inducción en n. Si n = 1

Tk(xoxl) - xoTk(x¡) - xlTk(xo) = Tk(x¡). Tk(xo) .

Si suponemos válida la fórmula para n

...x ) T(x
l ji n k n

- - \l . Ag )ooo (xn+l)_ (-11 2 . aco
jl< <Ji l

A
Í

n . h

l?" 2 x: ¡UI X: [Th (Xn tu. Xi que X_ya. X X ) n n n.l.|



l l

“+1 A A

= Z (—1)' x ... x T (x ..Y_ x . x ) —
i= J i. k J .l n“

l l l l

l'l

4 E (—1)' 2 x ... x T (x ) =
II=0 J<<íi 0 n i n
n+l , ,. A= E (—1)' x ... x T (x ...x ...x ...x )
¡:o j j_ k o ¡ j_ n+1

l I l |

porque

I'I ' n i nz (—1)' 2 1 = r (—1) (U) = <1 — 1) = oÍ: :0 l
o ¡<¿<j ¡

1 i

ComoTk(xo) ... Tk(x ) es nulo en D°(R/k) se tiene
¡1|

(—1) É T:(x0...x_...x_...x ) x ... x
l . . J J n J

J'<<¡¡ ¡
T (x ... x ) =

k 0 n "M:n.

i n H

Supongamos ahora L una derivación k-lineal de orden n de R en
M. Por Lema 2.2 existe un único morfismo de R-módulos h*:I(R/k)w2 M

tal que h*o'Tk= L . Para completar la demostración basta notar que
h* se anula en I(R/k)"” :

n _ A A

h*(T (x ) ...T (x )) = h*( E (-1)‘E x_...x T (x ...x_...x ...x )=
k 0 k n ¡:0 _ <<_ J .I. k 0 .I .I n

. Jl Ji l 1 l l

n . l

='2 (-1) 2 x_...x_ L (xo...x ...x ...x ) = 0 c.q.d.
¡:0 jl<< ¡lll Jl Jl Ji n

n

Corolario 2.H. El par (Tk, D“(R/k)) está bien definido por las
propiedades del teorema 2.“ a menos de isomorfismos de R-módulos.

Nota 2.5.
Sean ahora A y B k-álgebras, A : A * B un morfismo de k-álgebras

hace de B una A-álgebra de modo que É (B/k) resulta un A-módulo. Con

sideremos la composición T:o x: A '*D"(B/k)

AZïB
n

*T

D“(B/k)



Ella es claramente una derivada k-lineal de orden n y por teo
rema 2.4 existe un único mcrïismo de A-módulos, sea d(A), tal que
el diagrama:

A ———; B

Tn l Tn
k L k

D" (A/k) .._.".‘Á’, D" (B/k)

conmuta. Al morfismo d(l) lo extenderemos a un morfismo de B-módu

los en forma natural y lo seguiremos llamando d(A): B th"(A/k) *
D“(B/k)

Corolario 2.5.
Dadoen las condiciones anteriores el diagrama:

A
A ————a B

T: J T"k
D"(A/k) “33 D"(B/'k) E, c _, o

con el cuadrado conmutativo y con la fila inferior exacta, se tie
ne: (p o T:, C) E (T:,D"(B/A)) en el sentido del corolario 2.a.

Demostración: Sea A : B * M una derivación A-lineal de orden n
en un B-módulo M.

Como A es de k-álgebras, A resulta ser k-lineal por ser A
lineal, luego existe un único morfismo de B-módulos y tal que el
diagrama:

B
l

Ii
D"(B/k)

conmuta. Comopor hipótesis A (y(c)) =0 para todo a G A , se tiene

y (d(A) T:(a)) = y(T:(A(a))) = A(A(a)) = 0 para a G A , luego
Img d(A) C Nu y y factoriza por C .

.La unicidad resulta por ser p sobreyectiva, en efecto sea y y
Y' morfismos de B módulos de C en M tales que yo p o T: =
y' op o T: = A como aplicaciones de B en M, por la propiedad uni
versal de D (B/k) resulta ‘Yo p : y' o p de donde y : y' por la
sobreyectividad de p. c.q.d.
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Sean R y k anillos, R una k-álgebra por A : k-weR, Ic: R un
ideal. Si definimos A': k-a R/I como 00A donde e es la proyec
ción al cociente, ésta resulta un morfismode k álgebrus.

Corolario 2.6.

D“((R/I)/k) : R/I eur)"(R/k)/'l'" (I)

T"(I) denota el sub-R-módulo de D"(R/k) generado por los ele
mentos de la forma T"(a) con a G I.

Demostración: Usando el corolario 2.” basta probar que el miem
bro de la derecha tiene 1a misma propiedad universal que el de 1a
izquierda.

Supongamos My R/I-módulo (y por lo tanto un R-módulo en for
ma natural) y A : R/I a Muna derivación de orden n k-lineal. Co
moA o p también es una derivación de orden n k-lineal resulta
una flecha de R-módulos 3 tal que el diagrama

Ji, R/I A.» MR

"lT 7/:
n /'Ó

D (R/k)

conmpta. Luego 3 T"(a) = Ae(a) = 0 si aes I , y 5 factoriza na
turalmente por D"(R/k)/T"(I)

R 9.. _

// —-_ /

D“(R/k) ‘b/

É)“(R/k)/T" (I)

n
1‘

y que extendemos a una flecha e : R/I %_Dn(R/k)/T(I) a M que ve
rifica lo pedido.

Notamos que 1a aplicación composición
..n

R l» D“(R/k) 9+ D“(R/k)/T" (1:) -> R/I 69'an (R/k)/T“ (I)



es una derivación de orden n k-lineal que factoriza nor R/I como
una derivación del mismo tipo que llamaremos f1: R/I a R/l 3 D"(R/k)
T"(I).

Por propiedad universal del par (Tn, D"(R/I/k) existe Y que
hace conmutar el diagrama

ï;/// \\ F"x

D"((R/I)/k) I, R/I ®RD“(R/k)/T“(I)

y es sobreyectiva, esto resulta por ser R/I qiD"(R/k)/Tn(1)
generado como R/I-módulo por la imagen de Fn(por nota 2.1 y por
construcción de F") y por la conmutatividad del diagrama anterior.

R/I a Mk-lineal
de orden n, existía un morfismo de R/I-módulos que haCe conmutar

iás arriba vimos que dada una derivación A

el diagrama
A

R/I —_—_-——--, M

r" Ó

R/I QRD"(R/k)/T"(I)

Supongamos 4' verificando las mismas condiciones que o y a
nalicemos el diagrama de cuadrados conmutativos

A
R/I ————-—+ M

T?/, \\\\\p" 3/://f a
n y Y n n

D (R/I/k) e R/I giD (R/k)/T (I)

Por la propiedad universal de (Tn,Dn(R/I/k) debe ser: oo y:
Ó‘ o Y de donde Ó = 0' por ser Y sobreyectiva c.q.d.
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Proposición 2.7
Sea A una k-álgebra, S C A una parte multiplicativa tal que

0 e S, la inclusión i: A 4 As hace de As una k-álgebra y AsgüDn(A/k)
' resulta isomorfo a D"(A5/k).

Demostración: la inclusión j: A + As induce (Nota 2.5) el dia
grama conmutativo:

A —‘> A
S

ll n

TAI)i d(i) ¿nl-As
ASGD (A/k) —> D (As/k)

se tiene para todo 2 e A

d(i) o 1*;(s“"a) = TNT-:1: ) : (-1>“'[ (‘33)¿Tue-“2) +

+ (i131) a“; TAs(s""”> 1 =

= (.1)“l [ (2) s¡d(i) TA(s""‘ia) + (1.131)smad(i) 1‘A(s"'”')1 +

+ (-1)"_“ [6352) + n s"'2a:1(i) oTA(s) 1

Despejando de las ecuaciones anteriores el elemento T252) re
sultan las siguientes conclusiones:
i) T:(%) pertenece a la imagen de d(i) con lo cual Img TiC Img d(i)
de donüe resulta d(i) sobreyectiva por Nota 2.1.
ii) La aplicación TA: A * As g Dn(A/k) se puede extender a una a
plicación que llamaremos D : AS-->As g Dn(A/k) tal que d(í)o D =
T" de donde resulta D una k-derivación de orden n en el As- módum

losAs og D"(A/k). Luego existe Y : Dn(AS/k) —>As 6% D"(A/k) tal
que y o T; = D por la propiedad universal del par (T15; D"(As/k))

S

A -> As

Th ¿{Y w:
As g D“(A/k) a D"(As /k)
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Vamos a demostrar que YO d(i) = identidad en AS 3AÜ‘(A/k), co
mo ambos son morfismos de A —módulos basta demostrar que ambos

coinciden en una familia de generadores de A5®AEP(A/k) como As—mó
dulo, sea por ejemplo la familia {1 9 T:(a)/a e A}

. . . . n

1 e T;(a) = D(1(a)) = (Yo > man =(Y0d(1))(1 6°TA(a))
S

A

Ahora Yo D(i) = id asegura que d(i) es inycotiva C.q.d.

Diremos que una k-álgebra S es una extensión separable de k
cuando I(S/k) = I(S/k)2(DL(S/k)= Ü ) o, lo que es equivalente, exisu
te n natural tal que I(S/k) = I(S/k)“(D""(S/k) =0 > .

EESDOSiCi62_3¿fi.Sean S, A k-álgebras, S una k-álgebra separabie
y A : S á A morfismo de k-álgebras entonces Dn(A/S) 2 Dn(A/k) don
de la estructura de A como S-álgebra está dada por A .

Demostración:
Por 2.5 resulta el diagrama conmutativo con fila inferior exac

S _) A

i t .
A s D"(S/k) -> D“(A/k) -> D“(A/S) -> o

La demostración resulta por la hipótesis Dn(S/k) :0 .

2.9 Proposición.

Si A.es una k-álgebra y {XA}Ael es una familia de indetermina
das sobre A se tiene:

D"(A[{XA}]/k) z AHXAH ®AD"(A/k) G9Dn(A[{XA}1 /A)

la inclusión natural i : A d'A[{XA}] da lugar al diagrama (2.5)

A * A [XX]

l ¿
d(U

A[{XA}] ®AD"(A/k) -> D"(AI{XA}1/k) -> Dn(A[{XA}]/A) -> 0

20



la proposición resulta por ser Dn(A[{XA}]/A)un A[{XÁ]]-m6dulo
libre de base:

{('1‘"x)‘l)°'...(T"XA)°‘k, k em , Aie I y 511+...+ak< n}k
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INVARIANTES DE FITTING

2.10

Sea Mun A-módulo finitamente generado, {m1, ...,m¡} una fa
milia de generadores de Msobre el anillo A.

(a) o->}<—>A“9.M—>o
i

sucesión exacta dondep(0,...,1,...,0) = mi.
Los elementos de K son las n-uplas (ai, ...,an) E N1 tales que
a m = 0 . Sea entonces {VA} el conjunto de n-uplas de Á] que

pertenecen a K , donde cada VA= (a ..., ax"), aAfEA3

Para cada familia (AP...,&1} C lidefinimos una matriz que tenga
por filas a los vectores {VA},sea M(A¡, ...,An ) e ern

Dada la familia de matrides así definida llamamos fi! (M) al i
deal en A generado por los determinantes de las matrices menores
de (n-t)x(n-t) de todas las matrices de la forma M(AP...,An), pa
ra 0 < t < n y ftJ(M) = A para t > n.

Fitting demuestra que los ideales ft’KM) dependen solamente
del módulo My no de la sucesión exacta (a) [u] . Pasaremos a deno

tar a los ideales ftH(M) por fi (M) t 2 0 .
Proposición 2.11
Si0<i<jsetienef¡(M)<13(M) .
Demostraciég: resulta directamente por propiedades de determi

nantes.
Proposición 2.12: Dados A,B anillos, Mun A-módulo finitamen

te generado por {m1, ..., mn} C M, A : A a B morfismo de anillos.
Sea la sucesión exacta

(1) 0—>K—>"Ï>M—>0

donde Q(e¡) = mí i=1,...,n, {e¡}la base canónica de N1 .
Aplicando el functor B ®A( ) resulta la sucesión exacta:

(2) o -> Img (B ®AK) -> 13'“? B GAM -> o .

Para la.sucesi6n exacta (1) tenemos definidos una familia de

ideales de A, los ÉJ (M) Q > 0 , análogamente para B ®AM 1a suce
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sión exacta (2) define una familia f,L(B ®\M)22’0 de ideales enJ’. I
_ IB. Afirmamos que:

f"L(B GAM) = [A'(ft¡¡(F-1))]° (extendido).

Demostración: resulta evidente teniendo en cuenta que si{VA}AU
es una familia de generadores de K como A-módulo entonces {1 ® V\}ÁU
es una familia de generadores de B SXM como B-módulo (2.10).

Proposición 2.13
Dados M,NA-módulos finitamente generados y o: M*'N A-lineal

y sobreyectivo se tiene para todo entero positivo t

ft(M) g ft(N)

Demostración: Dada una resolución:

: no
0 * K *;A * M 4 0

definimos

0 4 K' 9 AI» M + 0 donde Ó = Qop , luego K' 3 K y la proposición
resulta inmediata.



CAPITULOII;

Algebras de Lie. anolventes. [5]

Si A es un anillo que es una k-álgebra sobre otro anillo k,
hemos definido en el capítulo II el objeto D (A/k), módulo de
k-diferenciales de A . Denotaremos ahora por L(A/k) al A-módulo

HomA(D'(A/k),A) con producto de Lie [d], dz]: dlo d2—dzo dl si
dl, c12e Hom (D'(A/k),A).

Definicióq_g¿1. Dado L un A-módulo a izquierda y una k-álgebra
de Lie diremos qme es una A-k-álgebra de Lie si existe una aplica
ción y : L + L(A/k) tal que
i) y es de A-módulos .
ii) y es de k-álgebras de Lie .
iii) Si a,b G A, x, y E L se tiene:

[ax,by] = a(y(x)(b))y —b(y(y)(a))x + a b [x,y]

y .se llama el A-k-morfismo estructural para L.
Definición 3.2.
Sean B una A-álgebra, A una k-álgebra y L una A-k-álgebra de

Lie cbn morfismo A-k-estructural y : L * L(A/k). Diremos que B es
una L-álgebra si existe una aplicación e : L 9 L(B/k) de k-álgebras
de Lie y A-lineal tal que para todo d E Llel diagrama:

Y(d)
_)

e(d)
_)

sea conmutativo.
A la aplicación 0 se la llama L-estructural para B .
Definición 3.3: Sean A y k anillos, A una k-álgebra y L una

A-k-álgebra de Lie con morfismo A-k-estructural y : L + L(A/k).
Dado B un A-módulo y k-álgebra no escalar diremos que B es una
A-k-álgebra envolvente para L cuando se verifica:
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i) Existe pu: L * B A-lineal tal que si a E A y x E B

pB(d).a.x = (Y(d)(a).x + a. pB(d). x

ii) Si d,d' E L pB([d,d']) =ph(d) pn(d') —pB(d')pB(d) .

E233: Si denotamoson(d) pH(d‘) -pB(d')pu(d) = Ep"(d),pn(d')fl
resulta:

[a pB(d), b pn(d')fl = pníad, bd']
Definición 3.H.
Dado L una A-k-álgebra de Lie, una envolvente E de L se dirá

universal si dado otra envolvente B de L existe una única aplica
ción w : E * B tal que:
i) w es de k-álgebras.
ii) w es de A-módulos a izquierda.

iii) w o pE= pB .

Probada la existencia de B envolvente universal para L, la uni
cidad resultará obvia por su definición.

Teorema QLÉ. Sea A una k-álgebra y L una A-k-álgebra de Lie.
Existe una envolvente universial para L que denotaremOs-B(L) donde
E(L) z T(L)/I, siendo T(L) el álgebra tensorial de L,¡Él(3íL e I el
ideal bilátero generado por los elementos de la forma d 8 d' —d'® d —
[d d'I y los elementos d(ae) —y(d)(a)e - a d.e con e G T .

Demostración: Sea B una envolvente de L y pB: L + B la aplica
ción asociada. Si dl, ..., dr G L entonces W‘(dlx ... x dt) 9
qádl) ... pB(dr) E B es k-lineal de donde

p
L —>" B

Jr /V¡‘,)n

es conmutativo.
Comow" se anula en I , factoriza por B(L) c.q.d
Denotaremos a B(L(A/k)) como E(A/k).
LlamaremosF(n,m) al conjunto de aplicaciones estrictamente cre



cientes del conjunto {1,...,n} en {1,...,m} . Si (1€F (n,m)
llamaremos Ca a la aplicación de F(n—n,m) que tiene como imagen
al complemento de la imagen de a en el conjunto {1,..., m} .

Si a es sobreyectiva entenderemos por ca a la función va
cía.

Lema 3.4. Sean A, k anillos, A una k-álgebra, L una A-k-álge
bra de Lie con morfismo estructural e y B una álgebra envolvente
para L. Entonces:

d d . =.‘ 2 " d “u
pn( r) p“ 9 (a x)_ 0(¿€Hufl)((vïe( mv3)(a)) (‘ilpn(du¿3)x)

Demostración:
Por inducción en r . Para r: 1

l 1

pB(dl)(ax) = 2 z (< ñ e(d ))(a)( u" p (d ) . x =
l u:0GEF(u,l) Val d.(V) w=l B cd.(w)0

= a.pB( n dca4w9 x + 2 (( h 0(d ))(a)). < n p(d )> x =
w-l d.€F(l,l) V=l a.(V) w_-_l B ca (w)

= a pn(ál) x + ( 9(d¡)(a)).x

(r-l) implica r
rd

: E
(03(dr)(DB(d¡_P,,,DB(d¡)))(ax) pB(d¡)(‘E°dEHWhá(flue(da(vg)

I'll-l

a( H pB(dca(w))).x) =
Wnl

r-l. u
=2 E ((e(dr)(n

u:00.8F(u,r-l)_ v=l

r- u-l
9(d )(a)) .( H p(d )) x +

d. ( V) wn] B cd. (w)

rol I u . d

+ z 2 (( n e(dd(vga>.pn(d,)( 'ï p (d )).x =
u=0 d.,¿I-'(u¡ r-l) v=l we! B cd. (w)

r u r-u .
_= z z; (( n e(d ))(a))( n p (d )) x +

11:1 d_¿F(u,r)d_(u):r v=l d.(V) w:l B CCL(W)

r-l U I-u
+ 2 2 (( n e<dd(vg)a)( n pn(dc1(w))).x =

u:0 dEl-X u, r)<1.(u)fr "al w=l .

fl o Ir

+ 2 (( H 9 (d )(a))( n 0B(d )).x +
d¿F(0,r)Q(0)í4 r v=l d.(V) w=| c(d)w
r-l u , f'“ _

+ 2 2 ((II e(d )(a)).(1l on(dc1(w)))x+
un! dEF(u,r) v | d.(V) w_l



+ 2 (n e(d )a)(.1'=. pm )) x =
u:r aeF(r,r )0,(l'):l' v=l GUI) wal 'B c ahy)

r u r-u

— 2 L (( h e(da(v)))a)( n pádcahü )) x c.q.d
u-o agF(u,r) Val w.-l

Si B es una L-álgebra, por un morfismo estructural e:L e L(B/k)
es claro que 1 a e : B 9 L e L(B/k) hace de B ® L una B-k-álgebra.
(3.1 y 3.2)

Teorema 3.5. Sean L una A-k-álgebra de Lie con A-k-morfismo
estructural Q : L 4 LCA/k), B una L-álgebra con morfismo estruc

» L(B/k).

Entonces B QAB(L) es un álgebra envolvente para B ®AL, y más
aún B GAE(L) z R(B QAL).

Demostración: Consideremos el B-módulo B ®A_zl ®1L = B ®AT(L).

tural e : L

j:
Beginimos una aplicación k-bilineal de (B QAg; L)x(5 9A a; L) en
‘gl B 3A ®'L como sigue:

l' i

(b a dt...dl)(3 a 5s ...51) = 2 2 b( n e(d(HV)))B ek5:0 a€F(j,r) v:l
r-i

(n dc 0HM)
W:l

que podemos extender para definir una forma k-bilineal en B ®AT(L).
Notemos que hemos definido (b ® d ... dl)(3 G 5 ...51) =l' S

= 2 b; ® 615l ...5; con b; G B y eje T(L).
j a

Supongamos ahora R = b 9 d ... dl; S = B e 5 ...5l y sean' l' S

d,d' e L entonces:

R(dd'—d'd- [d,d'] ) S = (b ® dr...dl)(dd'S-d'dS —[d,d']S ) :
= ®65I0C6l)" d'd ®ós0006])“[d,d']B®

¿5...51 =

= (b ® dr...dl)(d (e(d')3 9 ¿s ...5l+ B 9 d'ós ... 5I))

- d'(e(d)g 9 ¿5...5‘f 5 e d'ós...5l))

- e(d)e(d')3 ® 55...¿l+ e(d')e(d)3 G ¿s ...¿ I'

—3 ®[d,d']¿s...5')
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= (b 6d ...d )(6(d)9(d') B 95...5l+ e(d')p, ®d 5...¿l+
1’ l S S

+ e(d)B®d'¿ ...¿¡+ B®dd'5 (siS S

—e(d')o(d)a®6...61-0(d)3®d'ós...6
S

-6(d')8®d5...6—3®d'<16 ...6
s l s l

—0(d)e(‘d') B ®68...6l+ 0(d')o(d)3® as... 5

'B®[d3d']55--- 51) =

: (b ®d ...dl)(5 ®A(dd'- d'cl - [d,d'] )6s...6l)

= 2 B®Ae(dd' - d'd —[d,d'] )<ss...5l

Más aún si 4, e TCL) y a e A entonces:

p = R(d(a up) - («15(d)a)¡p - a c] 1p ) S =

= R(d(a w) — (cp(d)a)qu - a d ¡y ) (e, 363...6¡)

= R(d(a ¡p)_(e®65...51)-((cp(d)a)tp)(s 8 ¿3...61) 

- (adw)(s Qa‘...5l).

Supongamos q;= d ® ®kc1l luego:

a4,=ad ®d G .l.®c1 yd(ad¡)=d®ad®...® d' I’ kr-l l r l

Sea i; = dMG “.9 dl ; entonces:

o: R ((d Qka dr) c (B 31‘688k...®k5¡) —

— (<1>(d)a)(clr ;)( B®Aós®k...@k 6') —

— a d ® (dr ¿HBGAGS ® ...® al)

Las expresiones C. ( B ®Aós®k...9;‘6‘) son combinación lineal de
expresiones de la misma forma que B ® ¿5...61. Luego p es una com
binación lineal de expresiones de la forma
p' =R((d®ad)(8®6 ...6 )— (qb(d)a)d(836 ...6)—

k r A s l r s l

_ d®dr)(8®6500061)) =
= R (9(d)9(ad )B®6 ...51+ 6(ad )B® C16 ...6l+1' S I' S

I' s S

- (9(d)(a))9(dr)8 ® 6s “.61 —(4)(d)a) B®d 5 5
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—6(ad)9(dr)8 G 65...6¡— 6(d¡)8 ® (ad) 65... 6l

—0(ad)B ® dr 65...‘51— B®(ad)d¡6's...6¡=

R(a B(d)0(dr)6 ® 65...6¡+ (®(d)a)@(dr)8 3 65... 6|+

7+a0(d)B ® QGS...6¡+B 3 d(a dr)65...6¡

— («Max-¡[Huar >a 6 ¿ssmal- (4>(d)a)B 8 c1r¿s a,

- a(e(d)6(dr)8)® 53...61— a6 (CDS® c1r65...ól— a 83d dr63...ól)

= R (se d (adr)ós...6 l- (o(d)a)8 3 drós...6¡- a 68d drós...6¡)
= R (B®(d(adr)65...6 —(©(d)a)drós...ó —(ad)drós...él)).l l

Por lo tanto los elementos de la forma R-YScon Y‘EI pertenece
a B ® I, donde I C T(L) es el ideal generado por las cosas de 1a

' forma dd' —d'd —[d,d'] , y d(ap) — (qb(d)a)p —.a d p.
Luego B ® I es un ideal en B ® T(L) de donde B ® E(L) hereda

la estructura de k- álgebra de B G TTL).
Para terminar demostramos que B ® B(L) es el álgebra envolven

te universal para B QAL.
En efecto si o : B 9 T(L) * B G B(L) es la proyección natural,

entonces para 8‘96¿.,6l en B GA B(L), b E B y c 8 d E B ®AL se
tieneí

(c ® d)(b. e “5...5 ) =B®E(L) 1

= c((0(d)b)B e as...6¡+ be (d)B ® 68...6¡+ bB Gdfis...6¡) =

=((113 9 e)(c® d))b) 866 ...5l+ b p (c3 d)(s® 5 “.51)
B®f(n

Más afin :

o [b a d,b' a d'] = p (be (d)b') o d' _ b'(e(d')b) o d +

bb' ®[d,d]) =
= D(b(6(d)b') s d') - p(b'(e(d')b) ®_d) + p(bb' ®.[d,d'] )
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= p(b (9(d)b') ® d') —p(b'(G(d')b) G d) + p(bb' 8 (dd'—d'd)

dado que en B(L) se tiene dd' —d'd = [d,d'].
Se observa que la última expresión es:

p(b ® d) p(b' ® d') - p(b' ® d') p(b ® d).

Finalmente, supongamos que U es una álgebra envolvente para

. B GAL . Si usamos la aplicación A : d r pU(1 ® d) d G L, U resulta
envolvente de L. Luego existe un único h:,E(L) * U de A-k-álgebras

Emf pU . xtendiendo h a un morfismo de B-módulo h
B ®AB(L) en U h'(b ®A 6) = b.h(6), se tiene para d e L y b G B

tal que h op

h'(pBG¡HLfb ® d)) = h'Cb ®ApE(d)) = bh(q5d)) = b pU(d) =

= pU(b ® d)

Para completar la demostración que B ® E(L) es la envolvente
universal basta ver que h' es un morfismo de B-k-álgebras. Sólo
falta ver que h' es de k-álgebras.

Comoh' es k-lineal bastará demostrar que:

h'(b®d...d)(8®6 ...6 ))=h'(b®_d...d )h'(3®5 ...6 ) .
r l s l r 1 s l

Pero!

h'((15® pE(dr)... pE(dl))( s e páds)... pE(¿1m =

_ .'Ir u r-u .
—h(E b E (II B(dam))B®( HpE(dca(w?)pE(<Ss)...pE(61)

¡1:0 aeF(u,r) v=l ws]
r u r-u

= 2 b E ( fl 6(d )) B h( n pfid )) p(ó )... p(ó )) =
“:0 damn”) v=l a(V) wal 1-. ca(w) E s E l
r q r-u

= E E H . ...
= b ( = “damne (n pU(1®dca (“_)))pu(1®ss) pumau 0 aeF(u,r) v 1 wal

= b (pU(1Gdr)... pU(1®dl))( B pU(1® (ss )... pU(1® 51))

por lema 3.u.

Luego h'((b®dr ...dl)(8 ®2...69)=
= h'(b®dr...dl). h'(3®5s...5l) c.q.d.
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Corolario 3.6, Si A es una k-álgebra noetheriana con D'(A/k)
finitamente generado, se verifica que dado S C A parte multiplica
tiva:

As ®AE(A/k) = L"(As/k)
Lema 3.7. Sean k,A,B anillos, A una k- álgebra , B una A-álge

bra, F un A—m6dulolibre de base {fa} a GI 5 i: F r B morfismo
A-lineal, {ba} a E l una familia de elementos de B y 6 : A 4 B
una k-derivación. Bxiste una única k-derivación: 3: SA[F] * B tal
que si a € A a(a) = ¿(a)¡A a(fa) = ba .

Demostración: ComoB es una A-álgebra el morfismo i : F * B se

extiende naturalmente a i : SA[F]-+B definiendo en B una estructu
ra de SAlF] módulo.

Pero F un Awmódulolibre de base {fa} aíEI asegura que SAIF] =
A [falaelanillo de polinomios sobre A con indeterminadas fa ; la de
mostración sigue ahora de:

l - l 1

D (SAlFl/k) _ SAIF] ®A D (A/k) e D (SAIFl/A)

por ser Dl(SA[F]/A) un módulo libre de base {dfa}a<ÉI .
Lema 3.8. Dados k,A,B anillos, A una k-álgebra B una A-álgebra,

M un A-módulo, i : Má B A-lineal, d : A 4 B k-derivación y 6

Ma B k-lineal, tal Que si a e A y m e M 6(am) = d(a)i(m) + a 6 (m),
entonces existe una única k-derivación a : SA[M]4 B tal que a(a) =
d(a) si a e A y a(m) = 6(m) si n16 M .

Demostración: Sea F un A-módulo libre con base {f }
0. (1€!

n . .0 9 K a F 6 M* 0 suce316n exacta, se define naturalmente la suce
sión exacta:

H

0-><K>->SA[F]->SA[M] —>0 .

Dando a B estructura de SA[F] —álgebra inducida por i o h :
F a B por lema 3.7 existe una a k-derivación a : SA[F] á B tal
que aCa) = d(a) y a(fa) = 6(h(fa)), veamos que a se factoriza por
SAIM] ; dado P.k, P e SA[P] , k e K

a(P.}<) = am (io mm + (i o H) '(P).(so mm = o c.q.d.
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Espacio de Jet

Siendo L Una A-k-álgebra de Lie y B y A k-álgebras, vamos a
definir en B ®kE(L) ekB una estructura de A 618 módulo como sigue:

(a®b).(b' 303 b") = b'bGDa 091)"

Definición 3.9 : Llamaremosespacio de jet asociado a (A,B) al
anillo J(L(A/k) ,A GkB) = SAQBIB®kB(A/k) ®kB ] / I con J el ideal
generado por los elementos:

a) 1 ó e ® 1 si e e E(A/k)

r.-l r-ji

—2 2 (1 ek HlpE(d )®kbl).(1 ®kn pE(d
) ® b ) —

I v 
j:la€Hjn) v: a‘ ) k 2u-l

r r

- bl®kjïll pE(d’_) ®kb2 — b2 (Ski?! pE(dj) Gkbl .

Vamosa dar a J(L(A/k),A GïB) estructura de L(A/k)—á1gebra a
través de un morfismo estructural y ; L(A/k) * L(J(L(A/k),A ® B)/k)

Construcción 3.10. Comenzaremospor definir para cáda elemento
d e L(A/k) un elemento y(d) G L(J(L,A_® B)/k)
i) Dado d E L(A/k) definimos:

d»? : B x E(A/k) x B -> J(L(A/k),A e B)

d*(b',x,b") = (1®pE(d)®b')(1®x®b")+(b'® pE(d).x®b")
d* es 3-k lineal, en efecto:
d*(bl+ b2,x, b') = (1®d®(bl+ b2))(1®x®b") +

+ (b +b )®p (d)x®b" =
1 2 E

(1®pE(d)®bl)(1@x®b") + (1®pE(d)®b2)(1®x®b") +

+ bl® pE(d). x®b" + b2® pE(d)x®b" =

d*(bl,x,b") + d*(b2,x,b").

Análogamente se observa que es k-lineal en las otras coordena
Od

das, de donde d* se factoriza por : B ® B(A/k) ®'B á J(L(A/k),A€bB).
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ii) Sea 6 z A x B -> J(L(A/k),A ® B)

S(a,b) = d(a) ® b + 1 ® a pE(d) ® b
6 es k-bilineal (trivial) de donde 6 define una aplicación que
seguiremos llamando 6 : A ®kB * J(L,A ® B).

Vamosa demostrar que 5 es una d-derivación, para lo cual bas
ta ver que

¿((a®b).(a'®b')) = ¿(a®b)(a'®b')_+ (aob) ¿(a'®b')

en efecto:
(a®b).(a'®b')=aa'be'

¿(a a'®b b') = d(a a')®b b' + 19a a' pE(d)®bb' =

= a d (a')®b b' + a' d (a)®b' b + (a a'®1)[b'® pF(CÏ)®b +

+ b®pE(d)®b'] =

= (agb) I d (a')®b' + 1®a'pF(d)®b'] +

+ (a'g b') [d (a)®b + 1@a pF(d)®b ]=
= (agb) ¿(a‘eb') + (a'ab‘) ¿(a@b) c.q'.d.
iii) Si a, A ® B y x B 3 B(A/k) e B se afirma que d"'=(a.x) =
6(a).-i(x) + ad*(x) Basta ver que 1a fórmula es válida para a =

agb y x = bl®e sbz en efecto: d’-'=((angble e ebz) = d='=(b bl
a e®bz) = (1® p(d)® b b )(1®ae® b ) + (b be pE(d).a.eeb2) =
(bla; pE(d)®b2)(1®a eabz) + (b spE(d)®bl)(1@ae@b2) +
(b bze apE(d)6 ghz) + (b b 9 d(a)e e; b2)=(1®a p‘(d)® b)
(bl®6®b2) + (d(a)®b)(bl® e e»bz) + (a ob) [(109 pE(d)® bl)
(1 ®0®bz) + (bl®pE(d)0 ® b2)] = 6(a®b)(bl® eo bz) + (a®b) (1*
(blg e ® a) c.q.d.

Estamos en condiciones de aplicar el Lema3.8 que asegura la
existencia de una única k-derivación d' SA®nlB® E(A/k) ® B] 4
J (L(A/k),A ® B) Que coincide con d='= en B ® B(A/k) G B y con 6 en
A 8 B .

Veamosque d' se anula en el ideal. I de la definición 3.9. La
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verificación es obvia para los elementos de 1a forma a) sean en
tonces dl, ..., dr E L(A/k) y bl ,‘b26 B

l' J'

d'(1 ® pE(dr )... pE(d¡) 8’ blbz) —d'( _L (1® II pl¿(da(u) ) ® bl).1:0 CCI'(],I') u=l
r-j

.(1 ®VI_IlpE(dca(v) )® 132)) =

= (1®pE(d)pE(dr)... pE(d¡)® blbz) —
r j r-j

—E 2 (1®p.(d). II p.(d )®b)(1®n p(d )®b)—
¡:0 cel-UH) B ual E M”) ' m E “30° 2
r_ J' r-i

- 2 2 (1® II pE(dm)®bl )(1® pE(d) II pF(dc“(v))®b2) .1:0 aeFUn) u=1 v=I '

Si denotamos d = dr+l la ñltima expresión se transforma en:

1®p<d )...p(d)®bbE r+l El 12
¡+1 j -r+l-j-(z z (1®np(d >®b)(1®n p(d _)®b)

. . E a(L‘) 1 E c0t(\') 2j:l acF(J,rol),a(J):r+l u.-_l V=l

r ( j ( Lil-j- 2 2 1®H7pd )®b)(1®n p(c1 )®b)=
Jzo aeF(j.r+1)a(j)<t u=l E aun l v=l E 00"”) 2

= ® p )ooop ®b b ) 
_E [+1 E l 2

r+l j r+l-j
-(2 2 (1®l'[ p_(CÏ )®b)(1®!ï p(d )®b ))= 0

‘. E a(U) 1 E ca(V) 2J=0 acl'(1,r+l) u=l v:l c.q.d.
Hemosconstruido así una función y : L(A/k) -> L(J(L(A/k),

A 03)B/k).

iv) La función Y es A-lineal.
Basta probar que y(ad)(a' ®b‘) =va y (d)(a'®b') y y(ad)

(b' ®e ® b") = a Y (d)(b' ®e G b").
y(ad) (a'® b') = a(da')®b' + (1®p (a'ad)®b') =

= (a®1)(da'®b' + 1‘apE(a'd)®b')
Y(ad)(b'®e G b") = (1®pE(ad)® b')(1®e ® b") + (b'epE(ad)

e ®b") =
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= (a®1)((1 ®pE(d)®b')(1 e?www) + (b'® p,¿(d)®b")) c.q.d.

v) La función Y es de k-álgebras de Lie.
Sean d,d' E L(A/k), a E A, b E B se tiene:

[Y(d), y(d')] .(a g?) = y(d)y(d')(a ®b)—y(d')y(d)(a® b) =

= Y(d)(d'a ®b+(le)a mád')® b))—y(d')(da® b + (1® alflíd)® b)) =

= (dd'a)® b + (1 ®(d'a) DE(d)®b)+(1® DE(d)(a DE(d'))® b) 

- (d'da)® b-(1 ®(da) pE(d‘)® b)—(1 ®pE(d')(a pE(d))® b) =

= (dd‘a)® b + (1®(d'a) pE(d)@b)+(1® (da) oE(d')® b) +

+ (13a pE(d)pE(d')®b) —(d'da)® b - (1®(da) DE(d')®b) 

—(1@(d'a) pE(d)®b) - (1 31a pE(d')pE(d)®b) =

= (dd'a) gb + (1 ®a pE(d) pE(d')®b) —

— (d'da)®b — (1 ®a DE(C1')pE(d)@b) =

= (dd'a)®b - (d'da)® b + (1®apE[d,d']® b) =

= ( [d,d'] a)®b + 1'®ap([c1,d'1)® b =

= (Yld,d'])(a®b)

Además si b,b' e B y x e E(A/k) se tiene [ Y(d), Y(d')]
(b@x®b') = (Y(d)Y(d')-Y(d)Y(d)(b®X®b') =

= (1®pE(d)pE(d')®b)(1 e, XQ b') + (1 eo (d')®.b)(1® p (mxgb')?‘ E E

+ (1® pF(d)®b)(1 ®pr(d')®b') + (b ®Pn(d)0r(d')x®b') 
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- (1 ®pE(d') pE(d)®b)(1®x®b') —

—(1 ®pE(d)®b)(1® pE(d')x®b') —

—(169 91.;(d‘)®b)(1® pE(d)x®b')—(b® o¡¿(d') pE(d)x®b‘) =

= (1®pE[d,d'] ® b)(1®x®b')+(b® plild,d']® x b') =

= Y([d,d']),(b®x®b') c.q.d.

Como Y(d).(a 9 1) = da®1 hemos probado que J(L(A/}<),A ® B)
tiene estructura de L(A/k) álgebra a través de Y
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3.11 Espacio de Jets: Propiedad universal.

Para abreviar notación al anillo J(L/A/k),A GEB)lo denotare
mos simplemente por J(A,B).

Hemosconstruido entonces una A ® B-álgebra J(A,B) y una apli
cación Y :L(A/k) * L(J(A,B)/k) que hace de J(A.B) un L(A/k)—álge—
bra.

Sea ahora p]: L(J(A,B)/k) * E(L(J(A,B)/k) la aplicación en
la envolvente universal (definición 3.”):

L(A/k) l L(J(A,B)/k)

DA ¿ i pl
B(A/k) 5.9) B(J(A,B)/k)

ComoE(J(A,B)/k) resulta una A-k-álgebra envolvente para L(A/k)
por el morfismoplo y, resulta la existencia de una única aplica
ción ¿(Y) tal que:
i) e(Y) es de k-álgebras,
ii) e(y) es de A-módulosa izquierda,
iii) €(Y)o pA=ojo Y .
(Ver definición 3.4).

En general si T es una L(A/k)—á1gebra con morfismo estructural
e: L(A/k) + L(T/k)(def. 3.2) y si pT: L(T/k) + B(L(T/k)) es la a
plicación en la envolvente universal, vamosa-denotar por ¿(6) al
único morfismo de k-álgebras y de A-módulos a izquierda tal que

¿(6) o pA= pTo0 que resulta de la propiedad universal de B(A/k)
(def. 3.H).

Teorema 3.11 . Si T es una L(A/k)—álgebra con aplicación estruc

tural G: L(A/k) á L(T/k) (def.3.2) y una A 8kB-álgebra por un mor
fismo A: A eïB + T , entonces existe una única aplicación jeA:
J(A,B) á T de A QuE-álgebras tal que para todo a GE(A/k),a G A y
b G B se tiene:

jex(e(y)(a)(a ® b)) = (e(G)(a))(A(a ® b)) .

Demostración: Notemos que jGA(1 ® a ® b)= e(0)(a)(1 ® b) y
jeA(b' ® a ® b") = A(1 ® b')(€(9)(a)(1 G b")) con lo cual se deter



mina unívocamente una aplicación de A QuE-módulos: u: B ®kE(A/k)®k
B -> T donde H(b o ozo 13') = >\(1 ® b)s(0)(a)(1 6° b'). Luego

una única extensión de u a una aplicación de A GiB-álgebras:
u: SA®B[B®B(A/k) ® B] -> T

Por construcción de u , si d G L(A/k);

u(d(a) ® b +.1®ad®b) '-‘ A(d(a)® b) + u(ay(d)(b)) =

= e(d)(A(a ® b)) .

Más aún si dl, ..., dre L(A/k) y bl, b2€ B por lema 3.“:
I' |.I l’-l.l

e(d¡)... e(dr)(b¡b2) = 73 (lIe(da(V)))b¡( n emm“) )) b2 .
u=0 acHu’r) vel w:l

Resulta también claro que u(1 ® d 8 1) = 0 de donde u se

factoriza por J(A,B) Y lo denotaremos por j6A .
Si a E A, b E B y dl, ..., drEE L(A/k) se tiene:

j&x(e(Y)( pE(d )... pE(d ))(a 9 b)) =
r u r o u

( E E (( H d )a)(1 ® 1 p (d ) 8 b) =
. a(\') E ca(w)u:0 aeF(u¡r) v:l w=l

= jm

= z 2 << nd ))a)(e(e)-H 01d )) (b) =o,(V l; ca(w
u=0 ael"(u,r) v:l w_l )

= e(dr)...e(dl) A(a Q b) = €(6)(DE(dr)...pE(dl)) A(a ® b) .

Comoe(6) y jex son A-lineales resulta para todo a€5E(A/k)

jeA((e(0)a) (a ® b)) = (c(6)a) A(a ® b). c.q.d.

Corolario 3.11. Si en el caso de las hipótesis del teorema
anterior tenemos dado h : B a A morfismo de k-álgebras, en A .

queda definida una estructura de A ® B-álgebra por H : A GkBe A
donde:

H(a ® b ) = a.h(b) .

ComoA es también una L(A/k)—á1gebra queda definido un mor

fismo jidH por el teorema 3.11
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jN H: J(A,B)-+ A

que denominaremos sección iet de h y notaremos por jh.
Progogición 3:13

AS®AJ(A,B) z J(AS,B) .

Vamos a construir ys: L(A /k) a L(A ®AJ(A,B)/k) que haga de
A ®AJ(A,B) una L(A /k)-álgebra (def. 3.2) y definiremos As:
As® B * AS ®AJ(A,B) que haga dela ®AJ(A,B) una As®kB-álgebra.

Queremos ver que dado una L(A/k)-á1gebra T con morfismo estruc
tural e :‘L(AS/k) * L(T/k) y As® B-álgcbra por u 21x ® B * T,
existe un único morfismo de A ® B-álgebras

jeu : AS Gli J(A,B) "> T tal que

jQA(c(ys)(x)(As(as<3 b))) = (e(0)(x))(u(as® b) si x € E(As/k).
Denotaremos por y: L(A/k) * L(J(A,B)/k) y A: A ® B *‘J(A,B) a

las aplicaciones que hacen de J(A,B) una L(A/k)-á1gebra y una
A ® B-álgebra respectivamente

i) Dado A 5 A G B e-J(A,B) definimos naturalmente : As: ASGLB*
AsfikJ(A,B) donde A = idA ®Ax .
ii) construcción de-C: LÏAs/k) +1;(A ak J(A,B)/k) L(As®J(A,B)/k)se identifica con:

H wüüouummnawmmm=
omAso J (Ma)

Homm'mm‘(J(A,B)'/k),J<A,B)s )( por ser A59 J(A,B) = J(A,B)s).

A1 aplicar el funtor covariante Hom(Dl(J(A,B)/k)) a la inclu
sión i: J(A,B) ->J(A,B)s se tiene:

HomHAB)(D'(J(A,B)/k),J(A,B)) ->HomHAB)(Dl(J(A,B)/k),J(A,B)s)

que define L(J(A,B)/k) -*L(J(A,B)s/k) las extensiones naturales
de las derivaciones se tiene:
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L(A/k) l L(J(A,B)/k) '—>L(A ®AJ(A,B)/k)

i o Y se extiende a una aplicación As—1ineal

ys: As® L(A/k) e L(AS®AJ(A,B)/k)

en el caso A-un anillo regular se tiene Dl(A/k) proyectivo luego:
As ®AL(A/k) = L(A /k) por lo tantO‘n: L(As/k) * L(As® J(A,B)/k)
hace de ASQAJ(A,B) un L(AS/k)-álgebra.
iii) Existencia de je

Dadoe: L(AS/k) a L(T/k) resulta: L(A/k) e L(As/k) 3 L(T/k)
i el morfismo anteriormente para el caso A regular, denotaremos
5 = e. i .

Por otro lado sea E = u. i

AQKBL’AS ®kB ¿T

Resulta ahora por propiedad universal de J(A,B) la existencia

de un único morfismo de A GmB—á1gebrasjéí : J(A,B) r T tal que pa
ra x e E(A/k), a G A y b G B se tiene:

jeu(E(Y) (x)A(a'® b)) = [e(5)(x)} (“(a ® b))

Comos es inversible en T queda unívocamente definido ja; a
un morfismo jeu que hace conmutar el diagrama:

A ®AJ(A,B) j
s eu

Ï i \\\\‘ T
J(A,B) / 1-

Ou

ComoAS®AB(A/k)= B(A /k) (Corolario 3.6) se tiene:

B(A/k) EL” B(J(A,B)/k) ‘92 B(A'®AJ(A,B)/k) y

idA 9A e(i o y) = e(Ys) por la propiedad universal de E(As/k).
s Supongamos x =pE(d¡)...pE(dn) E E(A/k) y a; G Asse tiene:

e(ys)<a; ® x) = a; ®A ¿(i oy )(x) .
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Sea as® b G AsGkB se tiene:

[c(ys)(a; ® x)] (As(a¿ ® tú) = a; ®Al E(ioY)(X)] (¿a ® ¡(1 ® b))

Sea comosiempre F(r,n) para 0 < r < n el conjunto de aplica
ciones estrictamente crecientes de {1, 2,...,r} en {1,...,n} y da
do a‘EF(r,n) sea ca e F(n—r,n) tal que su imagen sea el complemento
de la imagen de a

Sl denotamos por du al monomio: da =pE(da“}...pE(dah)) se tie
ne:

[c(i0Y)(x)] (as® A(1®b))= 2' 2 da(as) ®Ae(Y)(dca)>\(1®b)
t=0 aeF(hm

jeu ( [€(Ys)(a; ® x)] As(as® b)) =

: G€(ic‘Y)(aS'®X)] ®A)(as® =

: (1 G jeu)(as' 9 e(ioy)(x))(as ® ¡(1 g b))

Pero e(i9y)(pE(d¡) o opE(dn))(as® ¡(1 ® b)) =

= z. 2 damas) GAe(Y)(dca)(A(1 ® b))
t=0 aeF(t,n)

(1 ® jeu)( la; ®Ae(ioY)(x)] (aSGAAu e by) =

(1 ® j ) [ 2 2 a' d (a ) 9 [€(Y)(d )] (¡(1 9 b)) =
e“ ¡:0 aer(5n) s a s A °a

=nz 2 a'd(a)®j ([e(y)(d)](>\(1®b))=
“o damn) s G. s A eu ca.

= 2 2 a' d (a ) ® e(5)(d )(¡ (1 ® b)) =
t:.0 a€F(t.n) s a a A ca

= a; E(6)(pE(dl)...pE(dh))(u(as ® b)) c.q.d.

iv) Unicidad

Las aplicaciones y“: L(As/k) * L(As®AJ(A,B)/k) y As: As® B '+
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AS®AJ(A,B)definidas anteriormente aseguran la existencia de una

única flecha jn XS: J(AS,B) * As® J(A,B) .La unicidad de la flecha construida en iii) resultará de la

sobreyectividad de ijAS por la propiedad universal de J(As,B).
En efecto ijAs proviene de la aplicación natural sobreyecti

va

B GïE(As/k) GïB 4 A ®A(B ®kE(A/k) ®kB)

Proposición 3.13.

B‘®BJ(A,B) z J(A,Bt)

Tenemos definidos y : L(A/k) * L(J(A,B)/k) que hace de J(A,B)
un L(A/k)—álgebra y A :‘A ® B + J(A,B) da a J(A,B) estructura de

A GER-álgebra.
ComoBt®DJ(A,B) = J(A,B)‘ se tiene una inclusión natural i

L(J(A,B)/k) * L(J(A,Bh /k) , sea Y' = i oy : L(A/k) * L(B¡G;J(A,B)/
k) y A' = A ® idB : A 8 B¡* Bt®BJ(A,B). Queda definida una estruc
tura de L(A/k)-áfgebra para Bt®DJ(A,B)comotambién una estructura
de A6 Bt-álgebra.

Dado T, una L(A/k) álgebra con morfismo estructural 9 : L(A/k)*
L(T/k) y una A ® B‘—álgebra por u : A ® Bt* T se tiene naturalmen

te un morfismolf : A 9 B * T, luego existe un único morfismo je“:
J(A,B) * T tal que:

jeu(e(Y)(x)(A(a ® b))) = c(e) (x) u' (a ® b)
si x E E(A/k) a E A y b e B .

Sea je": 1n“3njeu: Bt®3J(A,B)* T se tiene e(i oy) (dm...odn)
(th B(a 3 b)) =

l'l

: 2 E €(loY)(da)(bt) €5[ e(Y)(dca) ] A (a ® b)
¡:0 aeF(t’n)

donde F(t,n) son las aplicaciones definidas en la proposición 3.12.
Aplicando je": 1 GBt B jeu'se tiene:
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n

® ’ 2 >3 ® , d ca} :
(18‘ B 39”) (“o “mimdagbg I3< [run cun Ma 3))

n

= 2 2 d (bt) ®Bjep(e(v)(dca) Ma e b)) =
1:0 Gel-“(nm
n

= 2 2 d (b )®c(6)(d )u'(a <9b) =
0d. t D ca

t=0 aeF(t,n)

= e(9)(dl°...odn)(b¡®Bu‘(a ® b)) c.q.d.

El morfismo y' : L(A/k) —>L(B¡®BJ<A,a)/k'> y w : A ekat»
BtG¿J(A,B) aseguran la existencia de un único morfismo j
J(A,Bt) * B‘®BJ(A,B)claramente sobreyectivo.

De aquí resulta'la unicidad de jeuconstruida anteriormente .
Definición 3.13.
Dadas dos k-álgebras A y B hemos definido en 3.9 el anillo

J(A,B) con una inclusión natural de k-álgebras

i : A ®kB * J(A,B)

que induce a nivel de esquemas una proyección

n : Esq(J(A,B) * Bsq(A ® B) = Esq A x Bsq B.

Las proposiciones 3.12 y 3.13 nos aseguran que dados (x,ex);
(Y,BY) pre-esquemas de k-álgebras queda definido el pre-esquema
J(6x,ey) y una proyección:

n : Sop(J(ex,eY)) * X x Y

de modo que si V C X, U C Y son abiertos tales que (V,exv): Bsq A
y (U,eY U) z Esq B se tiene n"(v xU) z Spec (J(A,B)).

3.1“ Sección Jet: jA

Aquí vamos a hacer un desarrollo más constructivo de la sección
jet definida en el corolario 3.11.

Dados A,B k-álgebras y A: B ü A morfismo de k-álgebras, queda
definida en A una estructura de A ®kB—álgebrapor el morfismo
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1A ® A : A ® B * A .
Sea ahora la aplicación

3A : B x B(A/k) x B + A

(b ¡goldi, bz) -> A(bl)(dn°dn_lo...‘ odl)(Ab2)

ïxestá bien definida y es claramente 3-k-lineal luego 3Afactoriza
y define:

3A : B ® E(A/k) ® B + A .

Afirmamos que 5A está en la categoría de A ®kBmódulos, para
lo cual basta notar que dados a G A b, bl, b2 e B y 0 G É(A/k),e =
pE(dr) o o pE(d¡)

ÏA((a e b)(b¡® e ® b2)) = 3A(blb ® ae ® bz) =

=Mqh®>dqquwg=Ka®m.hwpe®bg.

Luego 5A define un único morfismo de A ® B-álgebras ji
SA®BIB® E(A/k) 3 B] 9 A tal que ji restringida a B ® E(A/k) G B
coincida con 3A .

Nos proponemos demostrar que ji factoriza por J(L(A/k),A ® B)
para esto notemos que ji se anula en el ideal I de la definición
3.9.

i) Sea e e E(A/k) e =pE(d ) ...pE(d )

ji (1 e e e 1) = A(1). (qádr)°...ofiádl)(1) = o

ComoE(A/k) está generado como k-álgebra por elementos de la

forma de e , resulta que ji se anula en los elementos de la forma
a) de la definición 3.9.
.. .,
11) JA (1 ® pE(dr)...pE(dl) G blb2—

r ln j r.j— z (1®np(d )®b)(1®np(d )®b)—
1:1 acF(j,r) v=1 E “(V) ' k u=l E c a(U) 2

un



l' I’

_ bnaïgïpn(dj) 8 b2_ bzeïjnlps(dj) ®kbl) =

=(qou.OQ)w“bH -2( 2 (cndwyubp><ildu=0 CIEF(u,r) v:l
)(A(b2)) =

c (X (W)

= 0 (por Lema 3.H).

Luego ji define bien un morfismo de A ®kBálgebras jA
J(L(A/k),A ® B) 6 A .

ProBosición 3.15. Dadas A,B k-álgebras, A: B * A de k-álgcbnas
d L(A/k); j G J(LA/k),A ®kB) se tiene:

jA (y(d)(j)) = d(jA(j))

donde y : L(A/k) * L(J(LA/k),A ® B)/k) es la función definida en
la construcción 3.10.

SeaaeAbGB , {d¡, ...,dr}CL(A/k)
jA(Y(d)(a G b)) = jl(da G b + 1 ® ad G b) =

= d(a) A(b) + a.d(Ab) = d(jA(a ® b))

jA(Y(d)(1 ® pE(dr)...pE(dl) a b)) =

= jA<1 ® pE(d)pE(dr)...pE(d¡) o b) = d ((dro...odl)(Ab)) =

= d(jA(1 e 05(d‘)...pE(d¡) ® b))

Comoy(d) Ls una derivación, la proposición queda probada para
los elementos de B 9 B(A/k) e B por lo tanto para todo elemento
j G J(L(A/k),A ® B).

En lo que sigue denotaremos J(L(A/k),A ® B) como J(A,B).

3.16

En la construcción 3.10 obtuvimos un morfismo y: L(A/k) 4
L(J(A,B)/k) de k-álgebras y de A-módulos, definamos:

1 ® y : J(A,B) ® L(A/k)'* L(J(A,B)/k) j-lineal.
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Si aplicamos el funtor HomuifláJ(A,B)resulta, denotando por M*
el dual de M:

(1 ® Y)‘ : D‘(J(A,B)/k)** + Hom¡(AB5J(A,B) ®AL(A/k),J(A,B))

SuponiendoD'(A/k) finitamente generado y proyectivo, resulta
L(A/k) proyectivo de donde existe un isomorfismo a

C! ..

HomJ(A'm(J(A,B) ®AL(A/k),J(A,B)) 2' HomA(L(A/k),J(AsB)) =
G

:2 J(A,B) ®ADI(A/k)**

Comotodo módulo proyectivo es reflexivo resulta un isomorfis
mo a3 natural:

G

J(A,B) ®kD¡(A/k)** :3 J(A,B) GAD‘(A/k)

a =a3°a20al es resulta un isomorfismo de J(A,B)—módulos:

a : HomJ«HÁJ(A,B) 8kL(A/k),J(A,B)) + J(A,B) GkD(A/k)

Dado P : D¡(J(A3B)/k) + D'(J(A,B)/k)** el morfismo natural re
sulta

I‘ (l Qy)‘ a

D‘(J/k) + D‘(J/k)** e Homlh‘m(J(A,B)8;L(A/k),J(A,B) e J(A,B) e;

D‘(A/k) .

"3.17

Denotaremos e = a°(1 o y)‘or d J(A,B) módulos

e : D'(J/k) » J(A,B) 3A D'(A/k)

Un morfismo A: B * A de k-álgebras define jA : J(A,B) á A
(3.11) un morfismo de A-álgebras, sea el diagrama
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J A

di ¿d
D' (J/k) í J a D‘(A/k)

Aplicando en la flecha horiZOntal el funtor A91 resulta
1A® e : A ®JD¡(J/k) -> A o, J ®ADI(A/k) = D‘ (A/k) .

Proposición 3.18
El morfismo j) : J(A,B) * A hace conmutativo el diagrama

¡AJ(A,B) _, A

i d. l dA
A o D'(J(A,B)/k) “99 Dl(A/k)

Proposición 3.18': 1A®9 = d(jA)

Las proposiciones 3.18 y 3.18' son equivalentes, en efecto
D'(J(A,B)/k) está generado comoJ(A,B)—m6dulopor los elementos
de la forma d(j), j G J(A,B).

Demostración de la proposición 3.18!
Basta demostrar que para todo primo P C A se tiene 1A 3 6 =

d(jAl, y siempre suponiendo Dl(A/k) proyectivo finitamentájgenerado,
resulta Ap Gle(A/k) = D1(Ap/k) libre y finitamente generado, pode
mos suponer entonces D'(A/k) libre finitamente generado de base
[d], ..., dn}.

Dadod(j) e D1(J(A,B)/k), P(d(j)) e HomJ(MB)(IKJ(A,B)/k),
J(A,B)) si 6 e L(J(A,B)/k) P(d(j))(6) = 6(j) ahora:
<1 ® y>‘(r<d(j))) e J a D(A/k)** libre de base {d?*,
donde {df*} es la base dual asociada a {df} .

Luego:

. . ’ d:':-.':]n

(1 o v)‘ [r(d<j>>1 = l¿[Mi e Y )‘ [P(d(j))] ) (d3)1 dÏ*

e(d(j)) = a3[(1 e y)‘[r(d(j))]] = igym o y)'[P(d(j))]) (df)] di:
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: E ¿[Y(dï)] (j) di¡all

Daüo A: B * A definimos jA: J(A,B) * A y resulta:

(1gpMMjn= Ejfiflflfin(w)q=
la!
n

E d";(j)\(j)).di por prop. 3.15
' l

dÁ(JA(J))

DohdedA: A + D¡(A/k) es la aplicación<jiferencial. c.q.d.

3.19

Dado N un A-módulo finitamente generado; denotaremos por fj(N)
al j-ésimo invariante de Fitting (2.10).

Seá A una k-álgebra, Mun A-módulo finitamente generado y A:
A * Muna derivación de orden 1 , k-lineal definimos:

i) 85M) = f¡_}M)

ii) Mtj) = A/Bj(M) akM/AB¡(M) donde por ABj(M) entendemos el A
submódplo de M generado por la imagen de fi(M) por A ; y:
a) Bfi(1)) = BH”(M)

b) Mki(1)) = A(B (M) e; M/Aei (M)
l

¡0) (1)

Deïinidos M(i(1),..., ¿(p-1)>, B(i(1),...,i(r—1))
l

c) ski(1),...i(r)) = (B(i(1)),...,i(r—1)), BHÜ(M(i(1),...,i(r—1))
l

Id) rfii(1),...,i(r)) =A/B(i(1),...,i(r)) QkM/A(B(i(1),...,i(r))

QÉÏinición 319.1
Se n A,k,M como en la definición 3.19 dada una familia ordenada

i(1),. ,,i(r) de enteros no negativos definimos un subesquemadel
Bsq(A): 2 (A,M,i(1),...,i(r))
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i) el soporte de ECA,M,i(1),...,i(r)) consiste de los primos
p Spec(A) tal que

a) p 3 B(i(1),...,i(r))
b) p D e(i(1),..., i(j-1),i(j)+1) 1 < j s r

(definición 3.19).
ii) la estructura de haz es 1a inducida naturalmente por el anillo
A/B(i(1),..., i(r)).

Corolario: Dadasdos sucesiones-(i(1),..., i(r)) y (i(1)',...,
i(r)') en las condiciones anteriores, si existe 1 S j < r tal que
i(j) i i(j)' Se tiene:
Soportede E(M,A,i(1),...,i(r)) ñ Soporte 2(M,A,i(1)'3...,i(r)')= G.

3.20

i) Sean B,A k-álgebras y A: B *'A morfismos de k-álgebras, se defi
ne d(A) tal que el diagrama conmute (Nota 2.5)

B 2; A

IQdBL ldA
1 d Q) 1 P 1A ® D (B/k) “’ D (A/k) " D (A/B) " 0

con los pares (dB, D'(B/k); (dA,Dl(A/k)) comoen el corolario 2.H.
Si suponemosDl(A/k) finitamente generado, tambiñ lo será

d(A) = Dl(A/B) sea entonces A = podA; quedan definidos los objetos
D'(A/B)(i(1),...,i(n)) y los ideales 3(j(1),...,i(n)) que denotare
mospor ZA(i(1),...,i(n)).
ii) Para dos k-álgebras B y A con D'(A/k) proyectivo y finitamente
generado como A-módulo hemos construido un morfismo de J(A,B)—módu—

los e : D'(J(A,B)/k) e J(A,B) ®AD'(A/k) (3.17); sean i : B + JkA,B)
1a inclusión natural '

B *‘ J(A,B) A

l i dJ ¿_dA
Mi) 

J(A,B) o Dl(B/k) e D'(J(A,B)/k) 61+-J(A,B>G D‘(A7k) y D e p_
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donde D = coker (60d(i)) 57.13= padJ
Definimos entonces comoen 3.19 los objetos D(i(1),..

k-derivación de orden 1
.,i(n)) y

.,i(n)).
Eggrema 3.22. Sean A,B k-álgehras, D](A/k) A-módulo proyectivo

los ideales B(i(1),...,i(n)) que denotaremospor Z(i(1),..

finitamente generado, A B r A morfismo de k-álgebras y jA J(A,B)*
A la sección jet inducida (corolario 3.11), se tiene:

jA(Z(i(1),...,i(n)) = ZA(i(1),...,i(n)).

Demostración: por inducción en n; caso n; 1.
Tenemosel diagrama construido anteriormente:

i

B * J(A,B) A

l ¿dj ¿dA

J(A,B) <9D' (B/k) -> D' (J(A,B)/k) 9» J(A,B) GAD‘(A/k) -> D -> o
d(i) '

l
J(A,B) ® D (A/k)

con D = l
(God(i))(J ®BD(B/k))

Dado ahora jA :J(A,B) á-A donde jxoi =A queda definida sobre A
una estructura de J(A,B)-á1gebra, aplicando el funtor A G>Xen la

Jfila inferior del diagramaresulta:
l jA

B -> J(A,B) -> A

t x d: x‘A

A ®BD' (B/k) -> A (3 D' (J(A,B)/k) —>D‘ (A/k) —>A g D --> o
J(mn) ¡98 mmm

Por proposición 3.18' 1 G e = d(j¡); y por ser A ® X como funtorJen X exacto a derecha resulta:

A 9 D = l . .

JW» D (A/k)/ d(3)\)°d(1) (A e Dl(B/k)

pero d(jA)o(d(i) = d(jA°i) = d(A) luego:

A®D = D‘ (A/B)
KAfl)

por lo tanto ZA(i(1)) = [jA(Z)(i(1)))]e (extendido) (prop.2.12);
pero por ser jA en morfismo sobreyectivo resulta
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ZA(i(1)) = jA(A(i(1))) c.q.d.

n á n+1

DenotemosZ(i(1),...,i(n)) por Z y Zl(i(1),...,i(n)) por ZA,
tenemos

i

B -> J(A,B) A

¿dB ‘L d] 4' dA

J(A,B)<gp‘(B/k)-+D’(J(A,B)/k)/d1(2) 3 J(A,B)<ap'(A/k) e D + o

6(q Z) p°6(dZ)

donde D(poe(dJZ) = D/ AZ si por d¡(Z) entendemos el J(A,B)-submó
dulo de D'(J(A,B)/k) generado por la imagen de Z por c1J .

Por ser A ‘3 X como Íuntor en X exacto a derecha resulta:
J(A,B)

A ® D

A J‘!<{'9m(D/poe(d2)) = ————————————-donde:po(1 c3 0)(dZ)

i) A ® D z D'(A/B) como ya se ha visto

ii) Por 3.18' se tiene 1 ®e = d(jA) luego:

po(1 ® e)(dZ) = p°d(jA)(dJ(Z)) = p [dA(jA(Z))] =

= p [dA(ZA)] = AZA

por hipótesis inductiva, entonces:
l

A “A?” D/AZ _ D (A/B)/AZA

de donde jA(anH»I(D/AZ)) = i"¡(n“)__l(D(A/B)/AZA) (prop.2.12), y es
to asegura con la hipótesis inductiva:

jA(Z(i(1),...,i(n+1)) = ZA(i(1),...,i(n+1)) c.q.d.

3.21

DadosA,B k-álgebras regulares con módulosdiferenciales finita
mente generados hemosconstruido el anillo J(A,B), los ideales
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Z(i(1),...,i(n)) y los J(A,B)—módulosD(i(1)>...,i(n)) para toda
sucesión i(1),...,i(n) de enteros no negativos (3.10). Por defini
ción 3.19.1 queda definido un subesquema de Esq (J(A,B)):
E (D,A,i(1),...,i(r)). Dadoahora un morfismo de k-álgebras A: B * A
queda definido por 3.20; 3.19 y 3.19.1 el subesquema de esquema de
A i E(D(A/B),A,i(1),...,i(n)).

Si jA : J(A,B) * A es la sección jet correspondiente a A : B * A
queda definido naturalmente un morfismo continuo de espectros

7'
Spec (A) J Spec (J(A,B)>

B1 teorema 3.20 asegura que:

.r
3'; (sop(2(D,A,i<1>,...,i<n)))) =

= sop(22(D(A/B),A,i(1),...,i(n)))
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CAPITULQ_H

Un'módulodiferencial nara k-álgebras de caracteristica p í 0.

u
Sea V una variedad analítica, p G U abierto en V. Si f G F(U)

(ver capitulo 1) nodemosdefinir una sección continua en el fibra
do tangente, definida en cada punto comoel vector gradiente. Esta
sección continua permite a sn vez reconstruir_parcialmente la fun
ción original f.

Los camposvectoriales, definidos comolas secciones continuas
en el fibrado tangente, sobre el abierto U de V operan sobre F(U)
comoderivaciones; el modonatural de definir los camposvectoria
les para el esquema afin de una k-álgebra A es el de tomar la k-ál
gebra de Lie de sus derivadas primeras sobre k, L(A/k) (ver cani
tulo 3).

Notemossin embargonue esta definición resulta deficiente
para k-álgebras, dominios de integridad, de característica p í 0.

Sea k un cuerpo de caracteristica p í 0 y A = ka] el anillo
de polinomios en una indeterminada x. xp e hlx] y ¿ÉL-= 0 con lo
cual el polinomio xp no puede ser reconstruido a partir de su
"sección gradiente".

DERIVADAS DE DIEUDONNB

Dieudonnéobserva en su trabajo "Le calcul diferentiel dans
le Corps de caracteristique p > ÜÜlBIque dado el anillo kllxll

series en una indeterminada sobre un cuerno k y f(x) e Kllxll
se tiene:

f(x+Tx) = Tf(x) donde nor Tf(x) se entiende el desarrollo de
Taylor, es decir si desarrollamos y agrupamos:

f(x+Tx) = z ¿.(f(x)) moi
i'_>_0 1 '

resulta (si la caracteristica de k es cero):

1 al
A. = TT —.1 l. 3.1

X
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Si la característica de k es n í 0 para i > p i G N se
. . , 1 . . 31

tiene 1! = U de donde TT no está definido, y el operador -ï
es nulo. a x

No obstante los operadores Ai estan bien definidos, mas
aún si el desarrollo p-ádico de un natural n es:

n = a + a n + ... + a pr con 0 < a. < n se tiene
0 14 p . _ 1 .

ar (11 0.0 . ., .
An = A r ... Ap A1 donde el producto denota la comp051c1on de

P
operadores.

Dieudonné estudia entonces los Operadores {A e/e e N}
y nota que dado e e N se tiene: D

1:e Dei) En la restricción al anillo kllx J] de series formales en x
A e opera como

8x
D e P

P .
ji) Si f E kllx ll, para todo q E kllxll se tiene(

Ape(f.g) = f Ape(g) + g ¿pe(f)

Volviendo entonces al problema original de definir un "espacio
tangente" adecuado para k-álgebras de característica p í 0 notamos
que dado f G klíxll, si bien en general no puede reconstruirse f a
partir de su "sección gradiente" %;, si se puede en cambio conocien
do la familia {A e f/e e N}

p
Esto sugiere entonces la construcción de_un nuevo "espac1o

tangente" donde la "sección gradiente" de un elemento f E kllxll
esto dado por toda la familia {A e f/e i 0}.

Sea R un anillo local regulgr, Mc R su ideal maximal, Rú el
completado de la k-álgebra R en la topología H-ádica, N un R-módulo
separado completo y AzRe N una derivación de orden n k-lineal
(Def. 2.3).

EQEfiÍ-jiéíïiï
En las condiciones anteriores la derivación de orden n AzRe N

se puede extender a una derivación de orden n k-lineal AzR"e N.



Demosïración: .
Notemos que la derivación A de orden n es una aplicación

k-lineal continua en las topologías M-ádicas, en efecto el ideal
+1 , 

Hn esta generado DOPelementos de la forma m0...mp con mi E H y

n .+1 A1 Aj
A(ma...mn) : Z (-1)l Z m. ...m. ¿(mU...m¿ ...mI ...rfl

' i=1 j1<.-.<j¿ 31 31' J1 Ji ‘

luego Aímo...mn) E M.N _
_ Sea ahora r* e P.ü y {rn} n G N una familia en R tal que rn á r,

definiendo A(r) = li? ¿(rn) la buena definidión resulta de la separa
bilidad de n. “e” . '

Dada una familia {rÉ,...,r;} en Rx y familias {rÏ/k e N}
1 A

i = 0,...,n tales que rk 4 r: se tiene

¿(r;...r”> = ¿(lïm r0 ) =1 rn
n k k.1"k. . . k

. . ¡h d
I n . j 3 . j j.= Z X rklvo-rklA(r}2...rk1...rkl...r

k i=1 i <...<j..1 l
A A

n ' 2'.- :': 2': 2': 2':

': X(-1)1+1 z r. ...rj ¿(r0...r. ...r. ...r )
1:1 31<...<jí J1 i 31 31

de donde AzR + N resulta una derivación de orden n k-lineal c.q.d.

Proposigión “.3:
La inclusición i:R...R" da lugar al diagrama conmutativo

(Nota 2.5):

R_.Í__,P."

¿.1 1d.
É n ¿(1) a

R e D (R/k) ————aDn(R /k)
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Si Dn(R/k) es un anódulo finitamente generado la flecha d(i)
escinde.

Demostración:
_ _ _ _ r f: 2': r A ‘Por 1a prop091c1ón anterlor ex1ste una flecha azR a R ® D (&fi¿

R

tal que DÜi = d, como D resulta una de orden n k-líneal existe una
aplicación de R —módulos.

y;D”(R*/k) —>pf‘ g Dn(R/k) tal_que y.d' = D.
R

(Por la pr0piedad uniVersal de Dn(R*/k), Corol. 2.4)

R ___1_.. R‘"

1d.. i)
R" o Dn(R/k)_————>Dn(P."/k)R '**“-‘-'

Y

Veamos que w o d(i) = id Como y y dCi) con morfismcs
n R’bDWR/k)

de R"-módulos y R“®D(R/k) está generado como R"-módulo por los ele
R

mentos de la forma 1 G dr con r E R basta probar:
[Y Q d(í)] (1 Q dr) = 1 Ü dr

Como d(i) o d = d' o i se tiene

(Y o d(i))(1 8 dr) = (y o d')(i(r)) = D(i(r)) = 1 G dr c.q.d'

Eggggïición “¿Ez
Sea el anillo klx1,...,xr] de polinomios en r indeterminados

sobre un anillo k, el klx1,...,er-módulo Dn(k¡X1,.-->Xr]/k)résul
ta un módulo libre que admite como base la familia

F = {(Tnx1)a1...(Tnxr)ar/a1+...+ah 5_n} (Ver teorema 2.3)
Demostración:

La definición de Tnzklx1,...,xr] á Dn(klx1""’xr]/k) asegura
nue F es una familia de generadores de Dn(lei]/k).



La independencia resulta de la existencia de una base dual

asociada inducida por los Operadores¿(a1,...,ar)tklx1!---axr] a
* klx1,...,xr] de Dieudonné donde f(xi + Tx? =
_ 'Y
’ L )(f) (Txl) ...(Tx ) '

(a a ‘ P1,..., r
A) (a1,...,a

C.9I:elezieii'ï
Si k' es una k-álgebra separable (2,8) se tiene:

x l Q Dn(k[X1)-..st/k) = Dr(k'[xl,...,xr]/k)
r kIX1,...,Xrl

k'lx1,...,

Demostración:
La proposición anterior asegura oue el morfismo d(i) que hace

conmutativo el diagrama
i

klx1_,...,xIJ —-—-—+k'lxl ,...,xrl

T“ T“
d(i)

k' [x1,.. . ,Xr] Q Dn_(klx1" ' "xrl /k) ————)Dr(k'[xls- H ,Xr] /k)

manda bases en bases, luego es un isomorfismo. Comopor hipótesis
| ,|

Dn(k lxl""’xr']/k) = Dn(k lxl”"’xP]/kv) el corolario quedare
suelto.

Pronosigién_ï¿íz
Sea k un cuerno de característica p í 0, R una k-álgebra

local regular de ideal maximal H que admite un sistema de pará
metros {x1,...,xr}.

supongamos É = R/Muna extensión separable de k y Dn(R/k)
finitamente generado como R-módulo entonces

57



n R
D ( lklx 0) _

1,...,x1fl]

Demostración:

ComoR es una k-álgebra resulta la inclusión izklx1,...,x I * P
con {x1,...,xr} analiticamente independientes sobre k (Ver Zarisky
Samuel [7]) '

Consideremos el diagrama:

klx1,...,xrl_¿_+R

d(i) l
R g Dn(k[xi]/k)________} Dn(R/k) .___+ Dn(R/k¡x_]) --’ 0l

de cuadrado conmutativo y fila inferior exacta (corolario 2.5).
Sea RHel completado de P en la topología H-ádica resulta:

klxi] -———+ R -———————+ R

R"9:_>“<R ])—+ D“(R*/
R

’klx. klx.])'l l

Donde Rú resulta isomorfo a Ellx19--.,X l] [7]

Comopor hipótesis Dn(E[lxiJ]/E) :'Dn(kllxi]]/k)

ktambién será Dn( ) = Dn(k“xí“/E—x ).lil
_ \* n Ellxoll)-.1D l

lxi]

Ahorabien Dn(k“xi“/Fl xi]

klx.]) es
. . . 1 .finitamente generado y por lo tanto separado. Extendiendo por conti

La hipótesis dc finitud de Dn(R/k) asegura que Dn(R/

nuidad la aplicación d:R a R" Q Dn(R/klx l) resulta una derivación
:1- 2': . R - 2‘:

AIR 4 R g Dn(P/klx 1) y por lo tanto un morfismo de R —m6dulosP i
. n '.': :': n x.]

1
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V _______.__._n___¿ P/
C d(i) ñ ü

R” e I>“(R/ >71 ("R / )
P klxi] //, klxj]

Y

tal one yd = A, de aouí resulta:

Y o d(í) = identidad en Cosnow,
D Kíxi1).

. n * d
ComoY resulta entonces so}reyect1va v D (R /Hy j) =\ ¡i

= Mx Dn(R"I/k[x l) se tiene:
1

:': n 2': 2': ‘ nP : ’I P l
R Í D (_/k‘x.)) I (_ É D ( /klx_]).* l l

y R" e Dn(R/k[y l) finitamente (generado asequm P” {aDER/H" J) = c
R “1' - P \ Ai

de donde resulta Dn(P/ 0 C.n.d.klx.]) zl

1392511213
Sea k cuerpo perfecto, R una k-álqebra local reïular de

radial M, R/M= F alqebraíco sobre k, Dn(R/k) finito.
Se tiene:Si x1,...,xr es una familia de narámetros de H

R Q

kÍxíl
R-módulos oue hace conmutar el diagrama:

. 9

Dn(k[x1]/y) = Dn(R/k) donde o es el morffismo de

14le __J_.> R

10

P saDn(k|xiJ/k) ——>-¡)n(P/k)

Demostración:
La sobreycctívidad de 0 quedó trolada en la preposición “.5.



La inyectividad de 0 resulta del hecho que la familia
C"1 ar . . n .F = {(Tx ) ...(Tx ) /a +...+a < n} incluida en D (P/ ) tiene1 r 1 r - k

por imagen por el worfismo a nue hace conmutar el diagrama:

R___>_n"‘= ïllx1,...,xrll

Dn(R/ )———>Dn(k“XÏH/)k k

una familia cuya independencia lineal esta asegurada nor los
Operadores de Dieudonné {A /a +...+a < n}. c.o.d.

- (a1,...,an 1 n — '

4.7

Consideremos en lo cue sigue k un cuerpo perfecto de carac
terística p f 0.

Sea A un anillo regular y una k-áláebra denotamos por Max(Á)
al subconjunto de Spec(A) (Esoectro de A) forñado por los nrimos
maximales.

Vamosa considerar k-álqebras regulares con Dn(É/k) finita
mente generado para todo natural n y con la condición nue si MG Max(!ï

el cuerpo A/NIresulta una extensión alqebraica de k (luego separable).
Hemosorobado nue bajo estas condiciones oue para todo

Me Max(A)el anillo local regular AWtiene un módulo diferencial
.0. a

n-ésimo Dn(AM/) libre de base F = {(Txl) 1...(Txr) r/a1+...+ar í n}
donde {x1,...,xrÏ es alguna familia de parámetros de AM.

Sea ahora P e Spec(A) existe We Wax(A) tal que P S M de

donde AP = (AM)P y

n _ n
D (AP/ ) — (AM) Q D (AM/ )

k P AVI k

por lo tanto es libre con base

°‘1 “I;
{(Txl) ...(Tx¿) /a1+,..+a¿ i n} si {x1,...,er es

una familia de parámetros en PM.
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Por propiedad 2.1 dado un morfismo de k-álgebras sz * B
resulta un morfismo de A-álqebras o nue hace conmutativa el diagrama:

A

A-——————> B

Tk l '1Tk9
I(A/k) —>I<B/k)

y cue por ser de álgebras factoriza para todo natural n dando un
morfismo:

o:I(A/k)——------> I(B/k)
/I(A/k)“*1 IcB/k)“+1

resultando así el morfismo definido en 1a nota 2.5.

Recordemos las propiedades de 1a aplicación TkrAá I(A/k)
(2.1) se tiene:

Tk(x2) = 2x kac) + (chxn2 por 2.1. iii)

y mas generalmente resulta:

n _ n n
Tk(x ) — (x + Tk(x)) - x

e e
en particular Tk(xp ) = (Tk(x))p e

Consideremos la inclusión naturalizAp * A que da lugar al
di agrama conmutat ivo

ADe i A—————>o la
P AI<A lk)——->I( /k)



e e
D . , . pex1ste y G n tal nue 1(x) : y , luegoPara x G A

e e
1 _ .: .. ’7‘ .g 'T‘ 1.. . .T‘r, -(naked) _ Tkuxn - ¿kw ) - (4km) ,(¿c donde mugen (ee

0
está incluida en (IM/PHp y:

e 2 2 e eD D A P +1
P(I(A /k) ) C ICA/k) C 1< /k)

e e
. . . . . 1 h

Quedando blen deflnzdo un morflsmo d(1): D (AD /y) á DI (A/k)
que extenderemps a un morfísmo de A-módulos oue sequjremos lla
mando d(i) y que hace conmutar el diagrama:

A”___—1_.> A

1 De “el
A 6.3D (A- lk) —————> D" (/\./k)k

e
. . . . DHotemos nue las hlpótESJS 'k perfecto' asegura nue A es

una k-álgebra.
Sea Q un primo cualouiera de A, como A es un dominio de

integridad de característica n i Oresulta:

e De De De
(A0)D = A e = AU(P)(O) Si denotamos por c(e):A á A

CHA“ e
el isomorfismo de anillos g(e)(x) : xD

1 ne 1@d(í) ne 1_)e
A 9 A Q D (A /P)-—————* A Q D' (A/k) = D (A / )e ‘ O o k

A fin A

A ea A a D1(/\De/)= P co (A Pe (a Dim-“el ) =
0 ‘ e ‘ k 0 e .0 e '

A D . n
A (An)

e
_ 1 pe _ 1 (A >D
- A0 Qe D (Ao(e)(0)/k) —PO Ñ e D ( 0 /k)Ü

A0(e)(0)

L2



Sea H un ideal maxínal tal one 0 C V v {x1,...‘xr} una fami
lia de narámetros en A“.l

T) . . . . 1."
Como c(e):,-'xH * (AH) I es un lsomorfJSHO de an;llos, (AM)

resulta un anillo local renular con una Familia de naránetros
De D'

{x1 ,...,xr }. 'e e

Por teorema 4.6 se tiene cue D1((An)p /k) es un (AO)P -módulo
e e e

libre de base (Tx; ,...,Tx; } y DD (Ap/ ) con AO-módulc libre de
a bt ‘ 

base r = {(Tx )1...(T(x >> I"/a + + u < De} v ¿(1) el mos1 r 1 r -- 
I

fismo natural ouc aplica cada
e Én

(.110)
e e e

T(x.)"‘ e D1( / .) en (NLM? Dp (AO/k)1 l .

Luego localmente d(i)iescínde, en particular comotoda locg
lización del morfísmod(i)‘es inyectíva resulta

e e .

d(i):A Ñ D1(./\.Dlk) fi DD (A/k) un morfismo inyectivo.
Ap' Ï

Mas aun para todo 0 Spec(A) se tiene

I e É ne
p __ _ 1 (A ) l\

“D (AO/k) — Ao Q D (l 0 /k) 9 J
I

luego: í

n' ' , 1 (A )

HomA0 (D (AO/k), A01 - horaA (A0 Q D ( 0 /k), AO) ,
. l |

v ' l

Q bomA (H, An)
o e l
1 (r )D ¡

Pero D ( ‘0 /k) nrdvectivo asegura:
De e e

_, 1 (A )—' a A . 1 h' n

LONAo (A0 ® D ( 0 /k , An) n no Q Lom A De (D (An /k), A0 )

C“. L)



con lo cual podemosdefinir a Dartir de derivadas de orden 1 en
e

T) i - - e(An) , derlvadas Qe orcen p cn A“.
\ A

Efiï‘ifiiéflifi.‘
Prehaces de módulos diferenciales de nie-esquemas de k-álke

bras de característicq n í 0.
Si k es un cuerfio de característica cero se define el pre-haz

de módulos diferenciaïes sobre un cubrimiento de abiertos afines
{Ua} donde Ua = Snec(éu) nara alguna k-algebra A como el funtor
contravaríante D tal ¿ue D(Ua) = D (Aa/k); la buena definición de
este Dre-haz de módulés resulta de la Dronosicíón 2.7.

En el caso de pfe-esouoras de k-álqebras donde k es un cuerno
perfecto de caracteríética n i 0 vamos a constuir en Cambiouna Su
cesión de pre-haces dé módulos {D e } e gecorríendo los enteros no
negativos, donde D(e)ÉUu) = Aa e 91(A: /k).

.i. A"

Ea buena definiéíón de cad: bre-haz D<e>resulta en forma
análgga a 1a anteriorÁv a la íqualdad:(Aa) = (Aa) para todo
t e Aa i_ t tDe

l

,.’

!

GH



Pronosición 5.1: 1
Si R es un anillo unitario, entero y conmutatívo, U C X = Spec(“j

un abierto cn la topología Zarisky, cl worfísmo de restricción 05 del
haz de secciones corrCSpondicnte es inyectivo.
Demostración:

Si denotamos por Xt con t G R a1 conjunto dc priwos que no con
tiene al elemento t, sc tiene una família

B = {Xt/t G R}

donde B resulta una baso de 1a topología, luego existo t ta] que

xt C U, mas aún:

r(Esq R,X ) = R v el morfísmo px :R 4 Rt t' Xt t
resulta la inclusión natura] (inyectiva por ser R entero). La
conmutatívídad del diagrama

R = r(Esq R,X) DE

o; P(Esq R,U)t

R = Mm p \' ) Ut " "t °Xt

asegura la inyectividad dc pá. c.q.d.

Corolario_5.1:
Sea (X,0ï) un pre-esouema reducido irreducible, U C U‘ abiertos

en X. Entonces el morfismo de anillos og :r(0X,U') e r(0X,U) es ig
ycctívo.



Demostración:

Supongamos U' = X, s e r(OX,X) y {UdalaT un cubrimiento por
abiertos afines donde 0X] = Esa(Ba) para algún anillo cohmutati

V0, unitario y entero Bu. a U I
Por propiedad de haces pá s = 0 si y solo si pUanU(oñ s) = 0

para todo a E I, de donde pá s = 0 para todo a G I (Prop. 5.1) y
s = Ü.

E1 corolario queda demostrado teniendo cn cuenta que si

U' C X es un abierto, el haz restricción (U',0x/ ) Cs nuevamente
un pre-esquema reducido irreducihle. U'

U1 N

Si A es una k-álgebra con k un cuerpo perfecto de caracterís
tica p 4 0 definimos como antes 02A * A al morfismo tal que
o(x) = xp y en general o(e):A á A tal que o(e)(x) = xDe y por Ap
denotaremos al anillo imagen de c(e)

e

Dado B otra k-álgebra y A:B * A un morfísmo de 1a categoría
definircmos una familïa dc k-subálgcbras dc B

e
{Be/Be = x'1(/\p),e e N u {0}}

e Q INotemos que B resulta Slempre una k-algebra por ser k pcrfeg
to y mas aún:

e
Bp E Be S B por ser X un morFismo de álgebras.

Si t € B y el morfísmo A no se anula en t resulta el diagrama
conmutativo para la extensión natural de x:



l
"“A(t)w4——w

--> A

—>—t

dado que consideraremos k-álflcbras enteras.

BIODOSÍCÍÓR 5.2;
Dada A una k-álgcbra dc característica p í 0 y S C A una

Daïtc multiplicatíva se tiene:

(A )pc = ADe“s 'o(e)(s)
c. ., 1 1

esta resulta de 1a Simple observaCIOn (5€)D - ‘

Si notamos por o(e)(0) la imagen de un ideal primo 0 por el
n N o n e cmorflsmo o(e) como 1deal pero en Ap se t1enc

o(e)(0) é o ñ Ape

De pe
(A )‘ = A

Q OnADc

Considerando como siempre A entero y de característica p # 0
. ,. e .

se tncne cn Forma natural un morxasmo AP 4 A anverso de a(c),
luego a nivel de espectros resulta un homeomorFismodc espacios
topológícos



e
Spec(A) = Swchp )

Proposición 5.2.ï:
A, B k-álgcbras enteras, kzfl a A morfismo de k-álgcbras,

si A(t) í 0 se tiene

e = e
lBtl (B ) e (5,2)

tp
7 - C . e .C

Vamos n demostrar ouc s1 t G B sc t1cnc lBt] = (ü )t,
1a proposición resultará cntonccs de la igualdad Bt = B c

' t.”

e o
[Ble=x1((:‘- )“)=A‘I(AP )

t A(t) nc(A(t)' '

la inclusión (Be) C ¡B lo cs clara. Sea —kG [B let t tr t
e e

x(l%) E (Ap ) C y A(tr) G Ap por hipótesis, luegot ut)?
e .

A(b) G Ap e} si s G N es tal que:
ut)p

De S cA(b).x(t' ) E An se tiene

' - ———’ ——' c l e1 d._r__ -7—= T' -- t C.0. n
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“Proposición 5.2.2:
. . , . e . . .La 1nc1u51on 1:B 4 B dcflnc un homeomorf1smo de espac1os

topológicos

s(i):Spec(B) á SpCC(BC)

Demostración:
Consideremos el diagrama conmutativo

e . eBp--—l—> B

B

y el correspondiente:

e .

Spec(Bp ) <Eíïl———8pec(fie)

S(i')
S(in)

Spec(B)

i) ComoS(í") es un homcomorfismo,S(i') resulta ínyectivo.
Consideremos el diagrama conmutatívo do inclusiones:

e pe a. We
(B )———-———> ¡Ñ

a" 1

BC
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y e] correspondiente:
e e

Spec((BC)p<_Ïíïl_.8pec(np )

S(i)
S(un)

Spec(BC)

Nuevamente como S(u“) es un homomorfísmo S(i) resulta
ínyectíva.
ii) S(í‘) es sobreyectiva:

En efecto dado Q e Fpec(Be) afírmamos que

S(i').s(i")'1.8(i)Q = Q

En efecto aplicando la función ínycctíva S(i) resulta

S(i).S(i').S(i“)".S(i)o = S(i").s(i")‘1.s(i)o = S(i)Q c.q.d.

iii) Para ver que S(i') es un homeomorfíswobasta notar que
Spec(B) y Spec(Be) tienen bases de sus topologías que se
corresponden por S(i). En efecto sea X = Spec B, X' = Spec Bc
y las Familias

{B = Xt/t e B} y B' = {X't. t' e Be} (5.1)

Comoxt = X e resulta S(i')(Xt) = S(í')(X e) = X' e.
tp tp tp
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Dado (X,OX) un pre-esquema de k-á1nebras enteras, k un
cuerpo perfecto de caracteristica p # 0, se tiene un cubrimien
to por abiertos afines {UG}donde OX/U, = H5p(A_) para una k-ál
pebra entera Aa. Resulta por composicion en cada Ud ñ Ua los
isoworfismos

0 : Esq(A / Esq(A )/ n¡
(¡B a) UanUB B Ut1 L5

Para U 3 Ua Ñ UB abierto se tiene un isomorfísmo de anillos

» l " long“) .I (Aa,U) -> HAB,U)

que define naturalmente por restricción un isomorfismo de sut
anillos:

2.3:
Pe Pc

1) omB(U):r(Aa,U) __. r(AB,U)

Veamos que para todo abierto U C Xe= Spec(A) que podemos
tanbien suponer incluído en X' = Spec(Ap ) se verifica:

G.3:
e e

ii) r(/\,U)p = MAP ,U)

Demostración:

Supongamos {UA}uncubrimiento por abiertos de U. Cowo el
anillo de secciones sobre un abierto es un dominio de integridad
y por la unicidad de 1a raiz pC-esima se tiene
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e e

s e r<A,u>p si y solo si pg (s) e P(A,UA)p
A

para todo A:

Luego 5.3 ii) es válido para cualquier abierto en X si cs válido
para una base de abiertos. Consideremoslos abiertos

xt = {Q e X/t e Q} = x e
tp

De De De De
(r(A,Xt))- = (At)* = (A' > e = P(A ,x' e) c.q.d.

tp tp

ggrolario 5.3:
Si (X,0X) es un pre-esquema de k-álgebras de característica

p í 0, existe un cubrimiento por afines {UG}donde
0 7 = Eso(A ) e isomorfiSmo de haces:

X U - a

0 :Esq(A )/ = Esq(A )
“3 ° Uanu B anñUB

que definen para todo UC: Uhn [h iscmorfismos de anillos
0aB(U):rQhJD-» F(A6,U) y por restricción un isomorfismo de subanillos

De pe
euB(U):r(Aa,U)- l.I‘(AB,U)

de donde resultan los isomorfismos:

.De De ' De De
“At.1 ,u) = P(¿G,U)r z F(AB,U) = P(A¿ ,U)



que aseguran la buena definición de un pre-escuema que denotafbmos
e e 1 e

(X,O“ ) donde 0D = Lso(AP )X X/, ab
(I

Sean (X,OX), (Y,0v) pre-escuemas rcduc1das 1rrecucables dc
k-álgebras enteras, k cuerpo nerfecto de característica p í 0.
(O,ú):(X,0X) 4 (Y,0V) morfismo de pre-esouemas de k-álqebras [2],
donde wzxa Y es una aplicación continua de espacios topolóqicos
y Gdefine:

#
ox: g(x) + 0x morfismo de k-álgebras nara todo x C X.

Dado U C Y abierto afín tal que OY/ = Es E'se define por
Urestricción:

-1
(0,w):(o (U), 0 )-> (U,0

X/ 1
W' (U)

) = Esq(B)
X/U

que define un morfismo de las secciones globales o(U):b : P(0Y,U) *
* F(0X,ü_1(U)). Grothendieck demuestra mas aún que la restricción
del morfismo de pre-esquemas queda determinado por CU. [SJ

Recordamos oue dado F(A) el haz inducido nor un anillo A y
OzB+ A morfismo de anillos queda definido un morfismo continuo
6:X' = Spec(A) 4 Spec(B) = X y un haz definido sobre Spec(A),

u _1(F(B)), donde:

rlmmuu) = lím F(B)(Xt)
xt36(u)

Si llamamos erro al cerrado definido en Spec(B) por el ideal
' ‘ a . >c 'n‘e _" j“ ¡AÏ C F . i ñ Fprlmo kerC (A es e t ro) se twene Ingo =:_kerc Luego >t kero

asegura oue Xt ñ Imvñ = Ü.
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Xt n erre = Ü equivale a pedir t e kerG, en efecto nara todo
nrimo P tal que P 3 kero debe valer oue t G P, luego t pertenece a
al radical de kero cue es kere.

Si Xt 3 5(U) para U abierto en Speck se tiene que Xt ñ Img5 í fl
de donde t G kero y queda bien definido:

o ‘Bt 4 Ae(t)

Pasando al limite queda bien definido un morfismo
O(U):í’1(F())(U) 9 F(A)(U) que resultará un morfismo de haces.

Dado el abierto X_tC Spec(B), se tiene 5_1(Xt) abierto en
- — —-1. , 1 n l. - ‘ = "Spec(Aa), mas aun s Xt ngo í Ü resulta o (xt) xo(t)

Dado (w,0):(x,0x) * (Y,0Y) morfismo de pre-esquemas, diremos
que (Y,0Y) es admisible para el morfismo (w,o) si existe un cubri
miento por abiertos afines {Un} a € I de Y tal que Ua ñ Imgw í Ü
para todo a E I.

Dado (w,0):(X,0x) * (Y,0Y) existe claramente un abierto U en
Y tal que

(w,0):(X,0k) 4 (U,0Y/ ) es admisible y mas aun el diagrama
U

(19,0)
(X,o)_—;. (y,oY)

(que) (i,id)

(U,0 )
Y/U

conmuta, donde (i,id) es la inclusión natural.
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Dado (w,9):(X,OX) 4 (Y,0Y) un morfismo de pre-escucnas y U C y
abierto tal que Imgwn U í Z queda definido un morfismo de anillos

OU:T(0y,U) *¡T(Ox,w_1(U)) (5.N), dado e un entero no negativo denotg‘
mos

e

P(Oy,U)e = oü1(r(ox,w'l(u))n

Suponiendo (X,0x), (Y,0Y) nre-esouemas reducidos irrcducibles
de k-álgebras, k cuerpo perfecto de caracteristica p á Uy (Y,0Y)
admisible para el morfismo (w,e), vamosa demostrar le existencia
de un pre-esquema de k-álgebras (Y,03) para todo entero no negativo
e, tal que si U C Y es abierto y U n Imgw í w se tiene:

r(oy,U)e = r(03,u)

Proposición 5.8.1:
Si {Ud}a 5 I es un cubrimiento por abiertos de U tal nue

tk FïImgw í ñ para todo a G I, dado s G r(0y,U) se tiene:

e e o - U G P e G
s F(0Y,U) 51 y solo s1 an s (OY,UG) a I.

Demostración:

Si s G I‘(OV,U)e la conmutatividad del diagrama:

GU _1
1‘(0Y,U)«——+r<0v,q; (U))

U w'1(u)
° -1

a GU cz (Ua)-1
r(0y,llu)á°> r(0x,u: (Uu))

°U
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,—1 e
(U) ‘1(u)>“ 1 r‘

-1 e
ñunto con ow lr(0 ,w _ F(O=,w (U ))p
' w’1(u ) X a

A

e

asegura og s G F(0Y,Ua)e = Oil 1"(0X,1:Ï1(Ua))D ) para todo a C I.
C! Cl

' U . e
Supongamos ahora que ou s G r(0V,Ua) para todo a G I, luegoe a
U , . ¡-1

GU(pU s) = BE para un unico sa€(r(ox,y (Ua))_entero por ser
a

(X,0X) prehesquema reducido irreducible), de donde Ba V Ba. coinci
den en @_1(U) ñ w'1(U ') (u,a' e I), luego existe s G r(0v,w'1(u))

_1°. a e 1x

w 1(U) = B y 8p = GU(s) c.a.d.
w

tal queo
(ua) a

5.7:

Dado (w,0):(X,0y) * (Y,0Y) morfismo de pre-esquemas y U C Y
abierto afín tal nue (U,0Y/ ) = (SpecB, Equ) para un anillo B, se
tiene por restricción un morfismo de pre-esquemas que seguiremos
llamando:(w,o):(ú_1(U),0x/ ) * (U, Ov/ ) que define naturalmente

- - w’lcu) ‘ Uun morfismo de anillos

-1
OU:B * (0X,w (U))

Grothendieck [81 demuestra mas aún ouc (w,0):(w'l(U),0x¡ 1 ) áw- (U)
á (U,0Y/ ) queda definido por OU:Bá P(0X, w-1(U)). En efecto si

U .

{ValaGI es un cubrimiento de w_1(U)por abiertos afines tales que
(Va, X/I ) = (SpecAa, Equa) para una familia de anillos Aa se
tiene a

(ia,id) (w,o)
(v ,0 > ———+ (w’1(U),o‘, >———> (11,0" >a X/ A/ ¿/,

va w_1(U) L
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donde la composición comomorfismo de esquemas afines viene-inducida
por la composición:

pw_1(U) o
v _1 U

Aa-—-—5—-P> r(w (U),07/ )—-———> B
‘ —1 (u)

que llamaremos 0a. Si t E B es tal que 0U(t) á U y si suponemos
(X,0y) reducido irreducible sera 00(t) í U para todo a e I (por
ser 93 (U) inyectivo). Mas aún como:

C!

(w,o) o (ia,id) = (6a,9a) (5.u)

-. -1 — —1
se ilene: w (Ut) 0 Va = o (U+) = (V )a L ° o (t)

0.

1-1 v '
de donde w (Ut) = b (V )aEI a o (t)a

Supondremos en la que sigue (X,0X) e (Y,0Y) pre-esquemas
reducos irreducibles.

Prooosición 5.7:

—1 _1
r(w (U ),0 ) = r(w (U),0 )

t x X oU t)

Consideremos el diagrama conmutativo

0

B = I‘(()Y,U)---—-—!——-—>-f(0x“[1(U))

i w'lcu)
o —1

w (Ut)
OyB-( l) bt < "1(")

t - I‘ 0Y,Lt “-—=L O “Kg; Lt;

77



como GU (i(t)) en inversible y GU o i = o o OH se tiene_— L,

't t (Ut)la extensión natural

-1
F(Ox,w (U))

i

r(0 wlan)
o X’ 0U(t)

O

'r(0 w‘1(u))X’ 't

Veamos que -Bes un isomorfismo.

' _ - h . ' _ ._1 '_
1) o es 1nyect1vo. Sea s C F(0 ,w (U)) s — ——————con

X OU(t) r
OUHZ)

s G r(0x,w'1(U)) tal que Jïs') = 0 pero

— ,' _ — i(s) _ o(s)D(S)- O -
't

0 = GU (t) = p(s') = o(s) de donde s = 0 porque o inyectiva y't

S, _ í(s)
— r = Ü c.q.d.0U(t)

ii) 3 es sobreyectiva:

h G r(0x,w_1(Ut)) define y queda definida por una familia

———g-—G r(0x,(Va) ) = (A ) para todo a G I.9 (t)? o (t) °‘ o (t)a a a
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Podemos suponer I finito en el caso de ser (X,0X) un pre-esquema
noetheriano que es lo que vamos a considerar, cuyo caso r pUede
ser elegido independiente de a.

W (Ut) _ I‘ _ IG _

o (V ) (OUt(t ).h) —o(V ) su sa C P(C&,Va)a o (t) ° o (t)
C! a

luego dado 0,8 E I se tiene

VañVB VGÑVS
o su = o s

(V ) 0(V ) (V ) “(V )

comolos morfismos de restricción son inyectivos se tiene:

VCJl V ._ ‘ ' u n

ovunVBSa - pvaan SB luego la familia {su}GEI se pera en
_ ° ï

una Sección s' E r(0x,c 1(U)). Comoel elemento -¿ÁÉ-¿ es
o oU(-t)r

tal que restringido a-(V ) es ———E—-se tiene:
- a o (t) o(*c)1pa a

— . |

o eü-Q = h c.q.d.
0U(t)'

Egoposición ELE:
. z Vo ‘

Sea Ua C Y abierto tal que (UG,OY/U) (SpecBa, pgq(Ba))
esquema afín del anillo En. Dado U C Ua abierto y (w,9):(X,0x) * (Y,0Yl

tal que U ñ Imgw i ü se tiene nue para todo P G U existe t G Ba tal
cue:
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a) P G (U ) b) (U ) C U c) (U ) n Imgv í Ü
a t a t Ü. t

Demostración:

Sea IC: %¿ un ideal oue define el cerrado U“<- U, son condicig
nes suficientes:

i) t í P ii) t G I iii) t Q keroa

Veamos en efecto que kerea G Imgo.

-1 i

(V,0X/v) * (w (Ud),Ox/ ) 9 (Um,0Y/U )
¡p (U ) a

(1

donde V C w_1(Ua) es un abierto afin tal que (V,OX/ ) = (SpecA,quA)
para algún anillo A. V

La sucesión de arriba viene dada por la sucesión de morfismos
de anillos

'32} (UG) 1 oa
A ————> rw (U), X)—> Il

Ü.

.. —1

y cmno<>3 (UG) es inyectiva se tiene ker 03 (U“)0a = kcha. Luego

kerea pertenece a la imagen de la composición de donde keroa G Imgw.
Veamosque es posible elegir t G Ba tal que se verifiquen

i), ii) y iii).
En efecto si fuera I C P U keroa como keroa es primo tiene

que valer I C P ó I C kero“, pero T C P contradice P e U e
I C kerea contradice U ñ Ingo í fi. '
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0' CO

Consideremos (0,6):(X,0y) * (Y,0v) un morfismo admisible
X J

de pre-esouemas reducidos irrcducihles (def. 5.5) y un cubrimien
to por abiertos afines {Unïa G I donde (Ua,0Y/ ) = (SDCCB,Lsob )

U

y Uclln Imgw f Ü cualquiera sea a E I.
En la proposición 5.8 hemos visto que para el morfismo res

tricción

(w,o):(1,"_1(Ua),0 > e (Ua,0 )Y/

¡1:1 (UG) Ua

y U C Uu abierto tal que U n Imgw 1 g se tiene F(U,0y)e :

X/

= P(U, Esq(Ba)e), luego la construcción de un pre-esouema
(Y,0%) tal que I‘(U,0Y)e = T(U,0;) quedará probado si vemos que
los esquemas (Ua, Esqge) se "pegan bien".

Para ver esto basta notar que para todo abierto U C U0LÑ UB
se tiene P(U, EquÏ) = P(U, Esqge) por isomorfismos compatibles
con las restricciones.

Como0-1(Uu) y W-1(UB)son abiertos no vacíos en X, 1a irre
ducibilidad asegura que:

-1 —1 —1 ..
w' (UG) n 9 (UB) = w (Ua ñ UB) í ü iuego

(Uel n UB) n Imgü a! Z.

U ' n H ‘ '. '. _Como a5 es abierto en Ua y UGB Imgv í Ü por b 8 ex1ste
“¡y

forma un cubrimiento de UmBy (Ua)w n Imgwí ü para todo A G N.
A

una familia { , C E tal que la familia {(U ) } A E N
led a a Lux
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e
., v Ï‘ n e ,_a/(U) )— Hua)“ ,(quoa) /(U) )_

a m)‘ X a mA

)

Como ((U ) , Esq(B
“UA

.. I .‘c. eT \(IJ°:)(u , Luq(Ba) )
A a (a

luego para todo U C U se tienea8

F(U, BsnBÍ) C F(U, ESCBÉ)

análogamente resulta

r(U, Equg) C r(U, ESOFÏ) c.0.d.

5.10:
Hemosvisto que todo morfismo admisible (5.7)

(w,0):(X,OX) * Q,0Y)

de pre-esouemas reducidos irreducibles de k-álgebras define para
todo entero no negatlvo e un pre-esquema de k-álgebres kY,OY)ta;
que si U C Y es un abierto afín y U ñ Imgw i Ü se tiene:

o‘1(r<o I’lwnï’e) - ¡“(oe u) (5 o)
U X’V ‘ Y’ '“

con OU:P(Oy,U)+ F(0x,v-1(U)) el morfismo definido por (w,e)

Denotemos por L(oy,{05} ) al conjunto de morfismos de preG>Ü .

esquemas de (X,ox) en (Y,ov) admisibles (6.5) que definan la fil
tración de haces (Y,o:). Se tiene: (9,w) e L(0x,{03}e>0) y dado
(0¡,w|) E L(0y,{03}exü) se tiene definido para todo eñtero positi
vo e, el morfismo de pre-esouenas:

(n F.)



e
_ .. e

(w',o'):(x,oxp ) -+ (1,0Y>
e

- C -) p 'vlt 'I . - —>
donde 0x.0w(x) 0x es la PCSÍ¿lCClOD de 0x. QÁX) 0x

e -1 De
a 0w(x) = 0x (0x )

Vamosa considerar en la que sigue a pre-esquemas de k-álgebras
con k un cuerpo perfecto de característica p i Ü que admita un cubri
miento {UG}por abiertos afines donde OX/ Esq(Ba), Ba una k-ál
gebra entera regular de módulodiferenciaïfiDl(Q{k) finitamente generg
so. Supongamos además cue para todo ideal maximal H C La el cuerpo
Ba/Mresulte una extensión entera de k.

Tenemosdefinido para todo entero positivo e el pre-esquema
e). (3.13)

e
P

Jk(0x ,0Y

(D LA)



DEFINICION DE SINGULARIDAD Y

ESPACIOS DE JETS

Sea (w,0) E L(0X,{0;}e>0) (5.10), dada una familia

{i(1),...,i(e)} de sucesiones de enteros positivos i(t) = {i(t)e}eez>0
definimos: 

x DZ (i(1),...,i(n)) = {x€-X/xe z<i(1)e,...,i(n>e)
para todo e 1 0}

donde E(i(1)e,...,i(n)e) resulta, comolo hemosdefinido en 3.21,
del morfismo

e
(q;,o):(x,oï ) -> (Log).

Se considerará entonces comoespacio de Jets de la familia
e e

e Ó 0 D e p e > o l
L(0x,{0y}eip) a la famllla {Jk(0x ,OY)e:p} Jk(0X ,OY) delnldO
en definición 3.13.
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