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INTRODUCCION

En la teoria de corrientes residuales asociadas a formas

meromorfas desarrollada por Coleff y Herrera en [l] , quedan plan­

teados algunos problemas no resueltos, referidos al caso de inter­

secciones no completas. Tales son: la "invariancia de tubos”, pro­

piedades de "puridad" del soporte de las corrientes residuales y

la nulidad de las mismas en el caso de formas regulares con respec­

to a una hipersuperficie de la familia JC . Parte de este trabajo se

dedica a la resolución de dichos problemas.

En el trabajo citado [1], los autores definen también la

función residuo fibrado, y demuestran sus propiedades en el caso de

intersecciones completas; se extiende aquí la definición al caso de

intersecciones no completas, probando propiedades análogas.

Se desarrolla ademásuna técnica que facilita el cálculo de

los residuos, permitiendo reemplazar las hipersuperficies origina­

les de la familia JC , que en general admiten componentes irreduci­

bles comunes, por otras sin componentes irreducibles comunes.

Por simplicidad se supondrá que el espacio X sobre el que

se trabaja, es una variedad holomorfa de dimensión compleja n. La

generalización al caso en que X es un espacio complejo reducido, no

presenta otras dificultades que las ya resueltas en [1], y se omite



por esa razón.

El presente trabajo está dividido en tres capitulos:

CAPÍTULO I

La situación considerada en [1] es la siguiente: sea JC:

{Yl,.....,Yp+¡}una familia de 0+1 hipersuperficies complejas en X.
Dada una q-forma meromorfa Í sobre x con polos sobre la unión

U = :;:Yl se definen las corrientes (p+l)-residuo RXIÏ] y p-resi­

duo valor principal RREIÏ] asociadas a Ï ; localmente en x, están
definidas por los limites

R lila) = lim í La
6+0 Tp-hhb)

RP IRIS) = lim I ¡",36*0 p-h

donde:

a) 0=(Ó¡,..,op+) y cada ol es una función holomorfa en un



abierto WC x tal que V (el) = W n Yl , l < i < p+1.
p+l

b) fi = (61,...,6p+l) E R) , es un multi-radio que con­
verge a cero convenientemente.

9+1
c) Té (4:) es el (p+1)-tubo {lollz 1 < i < p+1} , ideal­

mente de dimensión real 2n-p-1, orientado de forma conveniente,
9+1 _ P p _

Y DÉ (Ó) — TÉ(Ó) n {lóp+!> 6p+¡} , donde TÉ(©) es el p tubo

asociadoa (ol....,op).

d) a y B son formas diferenciales Coosobre Wa soporte

compacto, de dimensiones 2n-p-q-1 y 2n-p-q respectivamente.

En este capítulo se enuncian los resultados principales de

RPx y Rx. debidos a [1] que se utilizarán posteriormente. Asimismo
se establece la notación.

CAPITULO II

El objeto de este capitulo es asociar a una familia fl'=

{Yl,...,Yp} de hipersuperficies en X, otra He: {Y:,...,Y:} de mo­
do que:

a)-U.H'= U M °
I

b) Rxla1= Rflela]

RPu [El = RPÏIEI
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para toda q-forma z meromorfa sobre x con polos en U M‘.

c) localmente, las hipersuperficies de la familia fl'°, no
tienen componentes irreducibles comunes.

Comoaplicación, se obtiene la siguiente propiedad ("inva­

riancia de tubos"):

Sean JC: {Yl,...,Y¡} y JC' = {Yl',...,Y;} dos familias
de hipersuperficies en x, tales que:

a) U ï' y U ï' tienen cruzamientos normales.

b) Yl C Y; , 1 < i < p .
N

c) v (IK) = ïíe (10')

Entonces los siguientes diagramas son conmutativos, con las inclu­
siones horizontales evidentes:

a)?" Hum a'x" (ww)

¡un RPJC,

'D
D2n—o:'ve(JC)°° 2n-.:'Ve(JC')°°



¿"Puma ——> &;"’(*u1c')

(**) a,“ KM.

I m —_’ ' a)
D2n_.-'|;Ve(7K) D2"---:I¡VG(J{')

Se obtiene también, en el caso de cruzamientos normales,

que las corrientes RMIEI y RPKÍEI son nulas, si E es una

forma regular sobre alguna de las hipersuperficies de la familia K .

Estas propiedades fueron demostradas en [1] para el caso de in­

tersecciones completas.

Ignoramos si los diagramas (*) y (**) son conmutativos, en

caso de que se verifiquen b) y c), pero UH y UM' no tienen cru­

zamientos normales.

CAPITULO I I I

En este capítulo se generaliza la noción de función residuo

fibrado (cf. [l] - (4.2) p.165).

Sea H'= {Yl,...,Yp+l} una familia de hipersuperficies en x
0 í p < n , tales que dimC(I&¡Y¡) > n - p ; sea Y=Ve{Yl,...,Yp}



i : Y " x 1a inmersión y n : x * T un morfismo de X en

una variedad holomorfa regular T de dimensión n - p , tal que:

a) dimcn'Ït) = p
l para todo t G T

b) dimc(n.i)_(t) = 0

Para cada G €F(x;8;(*UH)), se define la función residuo fibrado
N

esencial, resflzfl[al : Y * C , donde í = Y - Yp , y se prue­+1

ba:

l) resu¿"[u] es localmente semimeromorfa sobre Y.
2("-pÏT), enton­2) Si además G E Fc( x;8;(*Ufl)) y a G D

ces:

RPMIE. n*(a)] = PYIresflanlul . w*(a)]

Esta fórmula permite calcular un residuo valor principal sobre x,

comoun valor principal sobre Y. Comoconsecuencia se obtiene la

propiedad de puridad del soporte de las corrientes residuales:

Sea fl'= {Y¡,...,Yp+l} una familia de hipersuperficies en x. Sea

G E P(X;Q;¿°(*Lü0). Entonces el soporte de RMIG](resp.: de

RPuJ G ]) es la unión de algunas componentes irreducibles de v¿(fl)
(resp.: de V (3)).

Se generaliza luego, la propiedad de antisimetrïa de los re­



siduos respecto del orden de la familia Jf(caso intersección com­

pleta), en el siguiente sentido:

si {Yl ,...,Y¡ } C {Yl,...,YP } = M es tal que
¡l l l

dimc (kg!!!lll ) <n - s , entonces:

1) nrfltïíl= 59(1).RPWIGI
2) Rafi] = sg (r).RxT[GJ

para toda permutación 1 de {i1,...,il } y toda q-forma E mero­
morfa sobre X.

Se prueba comocorolario la propiedad de nulidad de la co­

rriente residual para una forma regular sobre alquna hipersuperficie

de K .
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Sea x una variedad holomorfa de dimensión n . Sea o =

(ol....,óp) : X + C un morfismo, tal que las funciones o! no sean

idénticamente nulas. Notemos Yi = V(fi), Y = {Yl : 1 < i < p} y

R: el producto cartesiano de p copias del conjunto ZR) de reales
positivos.

Para cada Q = (61,...,6p) = (fi';6p) GZR: se tienen los
conjuntos:

ITÏSwH {xex-ï:lqsíl=5l ,1<i<p}
IDEM“= {xex-ï: IQ¡I=6¡,1<i<p,l®p|>6p}

Cuando se verifica que

dimRITÏst < 2n —p

dimRIDZMH<2n-p+1
estos conjuntos se orientan mediante las convenciones siguientes:

la aplicaCión ¡WI= (IÓ¡l:---II%I) : X - g +ZR es analítica.
Entonces

TEM) = (-1)""’“”’z ¡»I'm

03(0) = (-1)“""""”’2 lol-'(lslxlxp> .591)

'l . . .denota la operac1ón "imagen inver­para cada 6 GSR , donde lol

sa de cadena semianalítica" definida en [11

La orientación de los tubos T;(Ó) y DZ(Q) es la misma que



en [1] y se mantendrá a lo largo de todo el trabajo. En el caso

en que X = C , Ï'= {Yi} Yl = V (z) , Tá es el circulo Izl = 6
con la orientación habitual.

En el caso de intersecciones completas, se verifica que, si

g y g' son suficientemente pequeños, entonces Ti y Ti, son

homólogos, o sea que T6 - T6. = b_S , donde S es una 2n—p+lN N

cadena semianalitica conveniente.

¡.a O N

Introducimos la notación:

JC = {Yl'ooo’Yl—{Y'+l'ooo'Yp+l}

UM =U{Y¡:1<i<p+l}
02K =n{Y¡:l<i<p+1}

No se hace ninguna hipótesis sobre 1a dimensión de ñ K. Se acepta

también la posibilidad que Yl = Yl , 2 < i < p + 1.

1.3

Una trayectoria admisible en ZR”, I) > 2 es una aplicación

analítica

i = (61(6),-..,6p(6)) = (0,1) +ZR:
tal que

a) lim 6 (6) = 0
6+0 P

Ñ
b) lim = 0 , l < i < p - 1 , para todo qEZN

6+0 5:“
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Es inmediato entonces, que dados ( e” E I! , 1 < i < p , se tiene

E

lim Ü ¿(6). =
6+0 I—' Ü +°° Si ¿<0

1.4 Teorema (cf. [1] , (1.7.2) p.36)

Sea fl'= {Y¡,...,Yp+l} una familia de hipersuperficies en X,

Elijamos ecuaciones fi de Yl sobre un abierto relativamen­

te compacto W de X y una trayectoria admisible 6 en IRZ+l.N

p+l p+l
Llamemos o = (61,...,Ó ). Los tubos T6 (o) y D6 (Q) están enton­9+1

ces definidos para 6 pequeño y los limites:

R"P"+‘(Z) = ¿ira IIDZ’S+1(m (Z) (1.4.1)

2: e re (w;8;""’ (M0) . y

R"+'(E) = lim I [TZ-“(Ml (E) (1.4.2)6+0 N

E E rc(w;8;""'(*uu)) , existen y verifican las siguientes propie­
dades:

- Los limites (1.4.1) y (1.4.2) son independientes de la elección

de 1a trayectoria fi (1.4.3)

- Los límites (1.4.1) y (1.4.2) tienen bigrado (n,n-p) y (n,n-p-1)
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respectivamente. En particular

RpPp 44(33) = (_l)p +1Rp +163")

y HAA)

R'+k35) = o

para

E e rc (w;8;“"’" (M0)

x7G 1‘c(t-1;8;"”" (wm)

- Para cada E Glïw;8;_Ï*LÜO) , los funcionales

fifl“fih)= ÑN+WA)
N N (1.4.5)

RH'IUKB) = R’+'(u.B)

2n-q 2n-q-l _ .
con- a e D (W) y B e D (W), son continuos Sl uno con51dera

el espacio D.(W) con la topoloqía usual.

- Existen conjuntos analíticos complejos Ve(fl) y 5e(fl) en x,
canónicamente asociados a ï , de dimensión pura n-p-l y n-p ,

. . . p+l""conteniendo respectivamente los soportes de las corrientes R [u] y

R"p" “[3]

> puede encontrarse- Para cada trayectoria admisible á en 'R
o . . 0 .

69+n> 0 , tal que para cada 6p+l fljo, 0 < 6p+l< 6p+l , el límite



b-------_----l

- 12 _

lim nnïg (0)](3)
5*0 N' p+l

existe y además

p-H
á, 6 («m (3) (1.4.7)' p+lR’p’+‘('&) = ¿im lim IID+0 6+0p+l

- Las definiciones locales de RPPp+ly Rp+l se recolectan sobre

x , en virtud de (1.4.3) y resultan los homomorfismos:

3I'c _p _’ C )(1.4.8
¡zx-z 1‘c(x;8;""’"(*wo) -> c

y sus valores en las formas a v B se llamarán el E-residuo valor

Erincipal de Z y el (9+11-residuo de E respectivamente.

- Para cada ï G r(x;&;"(*ux)) , q > p , se definen los operado­
res

N N 2 ­
RPJCIAIa) = RPM 0.a) , a e D “ " (X)

N _ "’ 2n-q-l
RxlAIB) — 12360.8) , B e D (x)

que son corrientes sobre x gracias a (1.4.5) y serán llamados el

p-residuo valor principal de ï y el (Eil)-residuo de Ï . En el
caso p = 0 , se obtienen las corrientes valor princiEal E! y
residuo Res de [2] . En este trabajo serán notados como P y R,

respectivamente.
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1.5 ¿a intersección esencial

Con la misma notación que en (1.4) definimos el conjunto

5;(0) (respectivamente Ve(o) ) de los puntos x E W tales que pa­

ra todo entorno U de x , y cada 6° > 0 , existe 6 ,

0 < 6 < 6° , tal que

U n bï'wn se o
(respectivamente: U n ÉÉ+ÏÓ)' * Ó ).

Es claro que

Ge (4,) c n JC (p+1)

ve(o) C n H

y usando (1.4.6), se tiene:

R"p"+‘(3) = o , si sop (Z) m7e (o) = o (1.5.1)

R"+'(ïí) = o , si sop (E) n ve (o) = 4a (1.5.2)

Los conjuntos Ve(ó) y 56(0) son independientes de la trayectoria

admisible á y de las ecuaciones ol elegidas para construirlos.

En consecuencia quedan definidos los conjuntos Ve(fl) y Ve(fl) en

x llamados intersecciones esenciales de la familia fl'que coinciden

localmente con Ve(ó) y Ve (o) .

5e(H) y V°(H) pueden construirse por recurrencia de la si­

guiente forma: Y; = X , y para cada i , 1 < i < p , sea

Y; = U {componentes irreducibles de Y:_l n Yl g Yi+l}.
N _ v _ v

Entonces V°(fl) —Yp y Ve(H) - Yp n Yp+l (1.5.3)

Se sigue de la construcción anterior:
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a) Si 50(3) (resp.: v;(30 ) no es vacio, es un conjunto a­
nalítico en x de dimensión pura n —p (resp.: n - p - 1 ).

b) Si dimb ñï(p+1) = n - p , entonces G;(W) es la unión de

las componentes irreducibles de ñ Hïp+l) que no estén contenidas

en Yp+l.

c) Si dim ñ HEn - p - 1 (2559 de intersección completa),
entonces

Tr (Jo = n H(p+1)

v,(10=nzc
En general VC(M)y Ve(H) dependen del orden de las hiper­

superficies en la familia K comose observa en el siguiente ejem­

plo:

Yl = [z]. zz}: 0

Yl = {z} = 0

En este caso, Ve(Y¡,Yz) = 0 mientras que Ve(Y2,Y¡) = Ó .

1.6 Propiedades gg "regularida "en e; caso gg intersecciones

cualesguiera.

Si ï e r(w;¿;;’(*ux(1))) , entonces

Rxlïl = o (1.6.1)

Si además p > 1 , entonces RPfiJÏ1= 0

Si V. (30 = V, (36(p+1)) y ï E r(v.-v;&'x""(*UJC(p+1)))

entonces

RJCÍA] = 0 (1.6.2)
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Si además p > 1 , entonces RPxJïl= Rflkp+lfiïl.

1.7 Propiedades gg "regularidad" en el caso gg intersección
completa .

Sea dim mc = n-p-l . Si ï e r(w;a;("’ (*UJC(i)))
entonces

num = o (1.7.1)
para cualquier 1 < i < p+1 .

Sea dim flï = n-p-l y dim ñï(p+1) = n-p , entonces

RPJCIA1= o (1.7.2)

si Ï G P(W;8;¿p(*UK(i))) con 1 < i < p

1.8 ProEiedades gg ¿a "invariancia gg tubos" en e; caso gg inter­
secciones cualesquiera .

Sea H" = {Y:,...,Y;+l} otra familia de hipersuperficies
en x tal que:

a) Y] C Y]. ' Y¡3+1C Yi:+l y Y! = Yl' ' 2<i<p'

b) 77. (JO C 77°(JC') (lo que implica que ve (JC) c vo (30))

Entonces los diagramas (*) y (**) (cf. pag.4 y S) son conmutativos.

1.9 Progiedades gg "invariancia ge tubos" en e; caso gg intersec­

ción comgleta .

Si dimcf'ÜC: n-p-l , dimcfl'lC' = n-p-l , Y| C Y; , 1<i<p+1
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entonces el diagrama (**) es conmutativo. (1.9.1)

Si dimcnï = n-p-l , dimcn H" = n-p-l

dimbflüïp+1) = n-p , dimcñM"(p+1) = n-p

Y¡CY¡' , 1<i<p+1
entonces el diagrama (*) es conmutativo. (1.9.2)

1.10 Antisimetría

Si dimcnï = n-p-l , Rx. depende de manera alternada del
orden de las hipersuperficies de 1a familia W. (1.10.1)

Si dimb mmsn-p-l y dimen flïp+1) = n-p , entonces

RPM "dependede manera alternada del orden de las hipersuperficies
de 1a familia K . (1.10.2)

1.11 Puridad

Sea x una variedad y í E P(W;Q;Jp(*UM)). Entonces:

a) Si dimkn 3‘: n-p-l , entonces el soporte de RIÏ] es la
unión de algunas componentes irreducibles de 0 H .

b) Si dimbñ M‘= n-p-l y dimbñ K’(p+1) = n-p , entonces

el soporte de RPMJÏIes la unión de algunas componentes irreducibles
de n JC (p+1).
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1.12 Notación

N denotará el conjunto de números naturales y el cero.

Si z = (z¡,...,zn) E (f , a = (al....,un) GIN" , entonces

a n a
z = k=lzkk

[al = E ak

Sea A(p,n) 1a familia de los subconjuntos I ={il,...,%3 C

C (1,...,n} con 1 < il < iz <... < ip < r1 . Para cada
I e A(p,n) , notaremos:

zl = (zl :i E I) = (zl ,...,z¡p)

a _ —- a
z] _ ¡él 7 '

Si J = {j¡,...¡h_¿= {1,...,n} - I , 1 < j¡< ... <Íjn_p< n ,
entonces

z(I) = (zh ,...,zLFP ) = zJ

z(I)°= TT 2%1€: 1

"zu = max {Izllz 1 < i < n} Hz(I)II= maxïlzjl= j E J}
B = {z e cn : Hzll<1} B(I) = {z(I): "z(I)" < 1}

Asimismo, para cada 6 > 0

a: = {z e n : uz°II> a}
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B(I): = {z(I) e B(I) : nz(I)°n> e}

XIISi B EZNp es una matriz de p filas por n columnas, denotare­

mos por el, el elemento de la i-sima fila y j-sima columna de B.
8‘=(B‘liooooo'6in)
Bl es la matriz construida con las p filas y las columnas il< ...'<ip
de B.

(9+1) xn
Si B GIN Bl(p+1) designa la matriz que tiene las prime­

ras p filas y las columnas i‘< ...... <ip de a y B(p+l) es la
matriz construida con las primeras p filas de B .­

Asimismo, notaremos:

dz = dzl.....dzn
dz = dz ......dz

I l¡ Ip

dE = dEl.....dE
dz = dzi ......da

n

l - p _
dm¡=dziAdzi..........,dz'.da

1 I p 'P

Una forma m E P(C";82n_p) = ¿an-WC") , 0 < p < n admite una re­

presentación única, la expresión canónica de m :

m = A'Ï M aABM(z,z) dzA.dzB.dmM

donde A,B, M son subconjuntos ordenados de {1,....,n} , dos a dos

disjuntos y tales que hl + IBI + 2|M! = 2n-p. Necesariamente

es IAI + IBI + ¡Ml < n y ¡Ml > n - p .
PXPDiremos que B E ZN es normal si det(8)+0 y si B puede
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transformarse en una matriz triangular superior mediante una per­
mutación de sus columnas.

+
Decimos que B €2N(p ')x' es normal si B +l = 0 y B(p+l)— P

es normal. Diremos también que B EZNPX"es normal, si existe

A C {1,...,n} , ¡AI = p , tal que BAes normal.
Consideremos la expresión canónica

_ - 2n-p n
m — b(z) dzA.dzB.dmM E & (C)

(p+l)><nX

Decimos que g gg normal respecto gg B GZNp ó B EZN

(o simplemente, que es normal, si no hay lugar a confusión), si:

IBI = 0 , IMI = n - p y BA es normal

x. m 9% a: .< rn 2Sea , I e A(p,n). Entonces

ajk = gg} aY = BÏI...3:n k

51k = %ï 8Y(I) = 37H ... aïh k
l l P

Y! = Y¡!....Yn!, Y(I)! = Y“!... Y“ !

kYm = ¿{29mm z =m=z = o
Y(I) ll l¡a

EY(I) = zÏkY(I)
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CAPITULO ll

2.1 Definición
I?x .. .Sea a GZN . Deflnlmos entonces una nueva matrlz

pxnE(a) EN

llamada "matriz esencial asociada E a" , como:

1 siauïe0yakj=0,i<k.<p
E(a¿l= (2.1;10

0 si a” = 0 6 a” i 0 , pero existe

k > i tal que aId i 0

EjemElo

. Sea r1 0 3 ¿T

a = 2 1 0 0

0 1 0 1

Entonces

Tb 0 1 DW

E(a) = 1 0 0 0

0 1 0 1

Notar que si a EINPX , entonces E(a) E pr"
2
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Sea a END)” Y A C {1,...,n} , |A| = p . Entonces mAes

normal si y solo si E(aA) es normal.

Demostración:

Si aA es normal, entonces existe una permutación de sus co­
lumnas que hace de ella una matriz triangular superior. Haciendo

1a misma permutación de columnas en E(aA), podemos suponer, sin

pérdida de generalidad que A = {1,...,p} y aA es.triangu1ar su­

perior. Como aA es normal, debe ser det(aA) # 0. Luego, a“ # 0

para todo 1 < i < p y aü = 0 si p > i > j , con 1 < i

1 < j < p . Luego, de (2.1.1) se tiene:

E(a)“ = 1

E(a)U = 0 si i#j , con 1 < i,j < p

Luego E(aA) es normal.

Reciprocamente , supongamos como antes que E(aA) ya es triangular

superior, o sea que E(aA) es la matriz identidad en NPXP. Luego,

E(a)¡i = 1 , 1 < i < p implica que a“ # 0 . Además, del hecho

que E(a)U = 0 con i > j , se sigue que a“ = 0 si i > j.

En efecto, si fuera a” fi 0, como E(a)”= 0 se deduce que

existe k > i tal que aId # 0. Sea r = max { i<k<p :aId á 0}.
Luego a # 0 y a = 0 , para todo r < s < p. Pero entonces,

r] l]

seria E(a)u = 1 con r > i > j , contradiciendo que E(aA) es
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triangular superior, lo que demuestra el lema.

2.3 Lema

Sean a €11me y B Eme" . Entonces

E(E(a).B) = E(a.B) (2.3'. 0')

Demostración:

Verificaremos entonces que E(E(a).B)”== E(a.B)u

Caso 1): E(E(a).B)ü = l
Es necesario entonces probar que:

i) (a.B)U* 0

ii) (a.B% = 0 , para todo r > i .

Demostración de i): E(E(a).BM = 1 á (E(a).B)¡j i 0 para a1­
gún k, 1 < k < m , es

E(a%k.8” fi 0 (2.3210

Luego E(a%k# 0, o sea E(ahïl = ak #0. Entonces, de (2.3.1) y

a” # 0 se tiene au .8Id á 0 , y por lo tanto (a.6%¡* 0 .

kDemostración de ii): Queremos ver que (a.B¿l= E ar.Bki = 0

para todo r > i . Fijemos r > i . Entonces, si BId= 0 se sigue

la tesis. Supongamosque B” á 0 y probaremos entonces que a" = 0.

Por hipótesis es (E(a).B)u = 0 para todo t > i. En particular

para r. 0 sea (E(a).8% = a E(a)” .BId = 0 , y de aqui E(ahk.% =

0 para todo k.
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Comoestamos suponiendo que B * 0 , se tiene E(a)" = 0 .
V1

Aquí hay 2 posibilidades:

a) a" = 0 , que prueba lo que queremos, o bien

b) a" á 0 , pero existe e > r , tal que a" * 0

Sea u = max {e > r : aflf 0} > r > i .

Entonces am i 0 y E(a)uy = 1 ; pero como BÜi 0, se tendría

E(a)w .Bfl* 0 y por lo tanto (E(a).6)uj * 0 con u > i, contradi­
ciendo la hipótesis del caso 1). Luego comob) no puede suceder,

se tiene a" = 0 como queriamos.

Caso 2): E(E(c:x).8)U = O

Probaremos entonces que E(a.B)¡i = 0

Notemos que E(E(a).B)¡J = 0 puede suceder por 2 circunstancias

a) (E(a).B)u=0 , 6

b) existe r > i , tal que (E(a).Bll# 0

Si a) entonces í E(ahk.% = 0 , y por lo tanto E(a)¡k .BId = 0

para todo k. Si Bki= 0 para todo k, se sigue que a“ .Bki = 0

para todo k, y por lo tanto (a.6)u = 0 . En consecuencia E(a.Bhl=
0.

Si existe t , 1 < t < m tal que Bu i 0, entonces E(a)n = 0.

Entonces, o bien a“ = 0 , en cuyo caso no habría contribución en

.B , o a“ i 0 , pero existe r > i con a" á 0. Como BUá

0 , entonces a" .8u # 0 . Luego (a.B)d fi 0 con r > i y por lo

tanto E(a.6)U = 0.
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Si b) entonces existe r > i con (E(a).6)“# 0. Luego existe t

tal que E(a)n .Bu#0 , y por lo tanto E(a)H i 0 y a" * 0.

Entonces a" .Bu #0 y en consecuencia ((1.8)U * 0 con r > i.

Luego, E(a.B)U = 0 .

2.4 La aglicación o + 0°

Definición: Sea U un abierto de Cn , hi y 0' funciones holomor­

fas definidas en U , h¡(z)# 0 para todo z E U , 1 < i < p.
Sea a E prn

Si

o = h . za! (*)

se definen nuevas funciones holomorfas en U como sigue:

e = ZINC!)l

Ejemglo: Sea U = C . Entonces, si

l l 3 4 3

— 2 e —
o: — zl z2 entonces o: - zl

_ e —
Ó, " z, Z4 o; — 72 Z4

Dada entonces, una familia o = (o¡,...,op) de funciones holomor­
. . . efas en U de la forma (*) , se le asoc1a una nueva familia o =

(01,...,óp) llamada "la familia reducida asociada g i".
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2.5 Lema

Pxn . . .Sea a E IN . Entonces, 51 a no es normal, existe 1 ,

1 < i < p , tal que

E(a¿ = (E(a¿¡,...,E(a¿n) = (0,...,0)

Demostración: Supongamosque no se cumple la tesis. Entonces, pa­

ra todo i , 1 < i < p , existe kl , 1 < k¡< n , tal que

E(a)¡kl = 1

Notemosque i i j á kli k]. En efecto, si i i j (digamos i < j)

y ki = kj se tendria
E(a) = 1 E(a) = 1

¡q Y ¡5

contradiciendo la definición de E(a).

En consecuencia, se tienen p columnas diferentes, a saber

k¡,...,k tales que E(ah = 1 . Permutando entonces las columnas
H

de E(a) de manera que las primeras p sean k¡,...,kp respecti­

P

vamente, se obtendría que E(a) es normal y luego de (2.2) resulta­

ría a normal, contradiciendo la hipótesis.

2.6 Corolario

En las hipótesis de la definición 2.4 , si a no es nor­

mal, existe 1 < i < p , tal que o: es inversible.
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Demostración: Inmediata a partir del lema anterior y lema 2.2 .

2.7 Definición

Sean 31,...,;p gérmenes de funciones holomorfas definidos
en U entorno del origen en Cn . Supongamos que para todo

1 < k < p , es

N __ N "a
ok _ gk Ïïn flId

pXm o u; N
donde a GZN , la descomp051c1on de cada germen a como produc­

to de gérmenes irreducibles, siendo cada gk germen inversible.
Definimos

4il: _ il fl k'

los gérmenesesenciales asociados a 01,...,óp.

2.8 Lema

En las condiciones de la definición 2.7 , si a no es nor­

mal, existe i, 1 < i < p , tal que 3: es inversible.

Demostración: Inmediata a partir de los lemas 2.2 y 2.5 .

2.9 Definición
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Si M’ = {Y¡,...,Yp} es una familia de hipersuperficies en

x , definidas localmente por {ó¡,...,óp} , llamaremos

:K’= {Y:,...,Y:}
a la familia de hipersuperficies en X definidas localmente por los

ceros de {o:,...,o:}.

En estas condiciones, la proposición siguiente resume las propie­
dades fundamentales de la transformación H' '* if.

2.10 Proposición

1. U 2K = U 36°

2. ve (JC) = ve (:H') (cf. 1.5)

3. En general Hd i (HT)e donde r es una permutación de
T­

{1’...,p} y JC -- {YT(I)'IOOIYT(p) }o

4. Si K = {Y¡,Yz} entonces V°(fl) = V(K°)

5. Con la notación de 2.7 , si m < p , entonces Ve(ó) = o

6. Sean fl,...,fm representantes de gérmenesirreducibles
. Ilen un entorno del origen en C , tales que

¡coo'f‘k) = Vil...¡',iñ
tiene dimensión pura n - k , para todo 1 < k < n. Sea p EIN y

pxm
O

a EIN Si

_ a
o: _ É fl fl

1 < r < p , entonces V°(0) = V(Ó°). En particular, en el caso de
cruzamientos normales, V(oe) es completa.

7. Sean ól,...,fi,gérmenes en el origen en C", tales que
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H

ok =:]EL Ón:

( fik no necesariamente irreducibles), entonces

v_(4a)C U{ve(“Hawai

Demostración: l) y 4) son inmediatos a partir de la definición de

0° y la construcción (1.5.3).

Para 2) probaremos el siguiente resultado: Sean fl' =

= {Y¡,...,Yp} y H; = {Z¡,...,Zp} dos familias de hipersuperfi­
cies en x , definidas localmente por las siguientes ecuaciones:

Y): V(acd’j)

Yk = V(a.ok)

Y¡=V(4J|),1<i<p,i=fij,k

—z¡=v(4>,),1<i<p,i=ek
_zk = V(a.ok)

donde o|,...,ép,a son funciones holomorfas definidas en W un
abierto en x . Entonces

Ve ’i-Ve(Ól'oa’aoói'oo,aoÓk,oo,Óp) =

=ve(ol'.°.lójI'OO'a-Oók'oooóp)= Ve

En el proceso de construcción por recurrencia de la intersec­

ción esencial, Coleff y Herrera (cf. [1] , (1.7.4) p.41 ) definen
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los conjuntos Y.‘ y Zi' para las familias JC y JC] respectiva­
mente. Observemos entonces que:

1. Yl =Z| , 1<i<j-1 .Luego Y'=Z' si
1 < 1 < j-2

2. En general

Y];l = U {componentes irreducibles de (Y,'_2ñ Y” l) C Yi} C ZJ'_l .

Luego resulta Ve (JO C V° (JCl) . Sean

YJ' = A1U...UA'

(*) ZJ'_l = AIU ...U A'UBIU ...U B‘ , donde Br C V(a) para
1 < r < t , la descomposición en componentes irreducibles de

I I

Yl__l y Z¡_l .

En consecuencia de (*) y del hecho que Yk = V(a) U V(cbk) =

Zk , las componentes Br , 1 < r < t , no aportan nuevas componentes

irreducibles en Ve(JCI) y por lo tanto, resulta la tesis.

Para 3) observemos el siguiente ejemplo: sean en C3

o] = z: zz o: = zz
luego e

o: = 2123 2 = zu za

wn = 4’: w: = zz
luego e

wz = Ó: wz = 2122

Para 5) basta notar, que si m < p , en 1a matriz E(a) hay

necesariamente una fila de ceros.
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Para 6) notemos que por 2) alcanza con ver que veue

V(ó°). Llamando Yl = V(Q;) , definimosy'=cn
o

Y; = U {componentes irreducibles de(YL_ln Y)t Yj+l
La tesis, resultará de probar que

' =
Yl Yl n ... n É

Para n = l

Y. = ) Uooo )
1 H l.

donde il,...,i‘ son tales que
E(a) = 1 , 1 < k < s.

uk

En efecto, v(fl ) es irreducible y V(f¡ ) C y
k k 2

puesto que si

v(f“) C‘s!2= v(f“) U U v(f )
entonoes

v(f“ ) C V(f¡v ) (notar que ik? jv por construcci
de E(a) )

y resulta

v(f“ ) C Wav , imposible por razones de dimensión.
Supongamos ahora

I __ noo.n
Por definición y usando la hipótesis inductiva, se tiene:

l
| _ - .

Yl —U{componentes irreduc1bles de Q” Yk d YJ+¡}

y notemos que

Y n ... n Y = U{comp. irred. de {V __, : E(a) =
1 J llcool, dl.l<t

) =

}

ón

1}

< l

}
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Sea A una componente irreducible de Vl ,IH ; afirmamos quetii]
A CYJ+Ï

Si A C Yi+l, entonces A C V(f.) para algún s tal que

E(a) _= 1 ; luego1+“:

A C A ñ V(f') C V¡lo o cl]. .

absurdo, pues

dim A = n - j

dim (Vil. )= n — + 1).rno'I‘
l

Para 7) basta probar que:

Ve(ÓlI00'Ia'ÓJ I'°'IÓP) c v. (ÓerO-IÓ, I"'IÓP)LJVo(Óll°°°lal"°lop)
Por simplicidad veremos que

V. (Ól'la-Ózl-o-IÓP) C Ve(Ó¡IÓzI--'I<bp) U Ve(Ól raro-01°?)
La demostración se hará en dos etapas:

a) Sean o. = hizal , a = g zB , hl y g inversi­

bles, a EINPX" y B = (BI....,Bn) EIN" . Definamos entonces

al un

a + B
a' = u" =

Qooo.m

Veremosque cada compOnenteirreducible de Ve(ól,a.oz,...,óp) lo

es de v;(o¡,oz,...,op) o de Ve(o¡,a,...,óp).
Sea A una componenteirreducible de V°(él,a.oz,...,op):
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por lo tanto, luego de 6) se tiene:

A = V(z ,...,z )
h Ip

con E(a") =1,i#=i si
Ji] k v

k á v

Verificaremos que

E(u)“l _= E(a)¡2= l o bien

E(a')¡H=, E(a')2¡f=1
lo que implicará, que A es una componente irreducible de

v;(o¡,oz,...,op) o de V°(o¡,a,...,op) , ya que E(a)k = E(a')k=
= E(a")k para k > 3 .
Ahora:

ll fi 0n _ .

E(° ).q - 1 á alt = 0 para todo j > 1l.
e" = o

a = 0 ara todo j > 2
Huan)“ = 1 á ll: P

2 “212 i 0 (*)’ 6

Bi: se o (**)

En caso que se verifique (*), resulta

A CVe UNIÓN-“,45”
y si sucede (**), entonces

ACV.(Ó¡,a:---,Óp)

b) Para el caso general, consideremos W un abierto relati­
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vamente compacto en x , donde estén definidas 01,...,opy a.

Sea n : WI+W una resolución de las singularidades de

Y = V(o¡...4p+l.a). Entonces, notando que

"(Ve (Órlnoola*oól*lioofóp*) = Ve(Óllooo,aooi ,coo,Óp)

"(Ve (ÓÏI"'IÓ:) =V° (ÓI'OOOIÓP)

n(V°(0f,...,a?...,o:) = V.(ol,...,a,...,óp)
(cf. [1] p.125) donde

of = o,o n
i3:30"

y usando 1a parte a) se sigue la tesis.

2.11 Lema

. l'l

Sean ó¡,...,op func1ones holomorfas en C , con cruza­
2n-p)mientos normales. Sea mGFC(C";8 Entonces, si

Ó = (0'....,Óp) y Óe=(ó:,...,o;) se tiene:

. v m _ . p e g
a) ¿1% I[ T¿(0)](3) —ii? II T¿(0 )1(Ó)

b) Si ï = % y A e Pc(Cn;82"-p+l) , entonces
lim I[ D’(o)l(l) = lim I[ D’(o')](¿)
6+0 á o 6+0 É Ó

Demostración: a) Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

ol = 2| , donde z= (zl,...,zn), aGNPX"
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(cf. [l], lemas 2.13 (2) y 2.15 (2)).

Luego

0| zac),

Si Z = É no es normal respecto de a , entonces (cf.[u )

11m [2: = o
6+0 pT¿(ó)

Además, 3 no es normal respecto de E(a) (cf. lema 2.2). Luego,

para 6 suficientemente pequeño es T;(o°) = o y por lo tanto
lim I[T"(o°)](3) = o .
6+0 Si

Sea entonces m normal respecto de a (y por lo tanto tam­

bién de E(a) ). Sin pérdida de generalidad, supongamosque:

I = {1,oao'p} I M: {1,noo'n} - I

al GZNPXPtriangular superior y det (al) # 0 .

Luego E(al) = Idpxp .

Sea m = b(z).dzldmM , donde b E D°(C") , sop (b)C3 B
p

Y = 52°!” ' 1<j<n I Y=(Y¡:---,Yn)€1\ln
Entonces, si

N = b(z)dz¡ du)“
zY

, tenemos

1' " N =
si? Il Tá(0)l(w)

(2.ll.l)
= k.lim I[ 1 > lz(I)I > 6] (z(IïYbY"(I)de) ,6+0

donde

k = sg(det(a| )) (21ri)p
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y se ha usado la proposición 2.13 de [1] .

Por otro lado, notando que
JL

V(zY) = V( J=l

y usando nuevamente la misma proposición de [1] , se tiene:
. p e N _ , -Y _

gig II Tá(o H(w) — gig IISá](z bdzlde) —
k.1im I[1 > Iz(1)*l>«s](z(1)'Y bY"(I)dm ) (2.11.2)

6+0 M

donde SG es el conjunto definido por las siguientes ecuaciones:

E(C!) ¡(0) _
I zlzp+l up+l ....... zn ¡nl — 6l

E ’ EI Z z (a)prtl ....... z (a)pnl = 6p 9+1 n p

Luego, de (2.11.1) y (2.11.2), se sigue a).

La demostración de b) es análoga

2.12 Teorema

Sea M’ una familia de hipersuperficies {Yl,...,Yp} en x .

Sea Y = Ve(fl) , 01,...,©p G (W) las ecuaciones locales de las
hipersuperficies en un entorno W de y G Y. Entonces:

a) Si me rc(x,¿;"’) ,

p m _ . p e g
gig I [Tá(ó)1(¡) — ¿1% I [Tá(Ó )l(o)
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b) Si c e rc(x;8ï"°+')

lim IÍD;(Ó)](%) = lim I{D'¿(4>‘)}(%)6+0 N 6+0 N

siendo g una trayectoria admisible.

Demostración: a) Restringiendo w eventualmente, existe una re­

solución de las singularidades de Y' = V(Ó¡,...,Óp) , o sea, una

variedad holomorfa Wl y un morfismo propio H : W1+W , que in­

duce un isomorfismo analítico entre wl - n-I(Y') y W- Y' , y

tal que fl-'(Y‘) tenga cruzamientos normales en Wf.
Supongamos entonces que

ok = fa” 1 < k < p

es la descomposición de ok en factores irreducibles, que podemos
suponer válida en W .

Sea f: = (fkon ) = hk(z).sz 1 < k < p

donde hk(z) es una función holomorfa nunca nula y Bk=(Blu,..,Bh)
es una n-upla en ZN". Sean a GIprm y B GZme" las matrices

de filas ak y Bk respectivamente. Entoncesm

6* = (o on) = TI<zB¡)°u.h“u(z)k k l-l I

Llamemos
I'll

g¡(2) = [L hÏu(z) , 1 < k < p

Luego, para cada k , gk es una función nunca nula, y se tiene:
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ln

Ó: = 9k-Il (zBI>°u . 1 < k < p <‘-"-‘)
esto es

Ó: = gt. Z(a.8l

donde (a.8k = k-sima fila de (G.6).
Por lo tanto

(¿De = zHUMB)k ' 1<k<p (2.12.2)

Por otro lado m
e = E(a)

45k ¡EL f¡ H
o * ‘—' E(a) N

(Ók) = lul(f¡"') kl = gkz(E(a'B)k m (2.12.3)

donde El: = lI:|¡hl (z)E(a)u

ete = ZE(E(C1)-B)((ok))

Entonces, usando la proposición 2.10 (a) se tiene:

%¿g I [T3<o)1(%) = ¿ïg I IT;<4*)1(";Á“)) =

= ¿¿g I [TÉ((0*)°)1(Ï;ÁÏL (,,,,,4,

Por otro lado

¿ig 1 [TE(Ó°)](%) = ¿ig I [T;(<o°)*)1(";í“))

= ¿ig I [T;(((o‘)*)°)1(ï%éïl) (2.12.5)

Por lema 2.3 resulta (45*)e = ((4a°)*)e y por proposición
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(2.15) de [1] , resulta el teorema.

Para b) , la demostración es análoga.

2.13 Teorema

Sean R’ = {Y¡,...,Yp} y M" = {Y;,...,Y;} dos familias
de hipersuperficies en x . Sean, W un abierto de X ,

{ó¡,...,óp} y {w¡,...,wp} ecuaciones en w de K y ï' respecti­
vamente, de manera que:

a) o = 2%

' B donde a ,e e 11"“
b) wl = 2|

c) ve (Jo = ve (36')

d) v(4>¡)Cv(w,) , 1<i<p
(esto es: si a” # 0 entonces BU i 0 ).

Entonces, si 3 E Pc(x;8;"-P(*UM)) , se tiene:

1) Rafi]: Rx. [231

ii) RPJCIÏI= RPJC.Ñ

siendo ï e rc (may-"H Hum)

Nota: La tesis del teorema es equivalente a la conmutatividad de

los diagramas (1.8.2) y (1.8.3).

Demostración: Para i) Sea 3 E r°(w;&;“"(*L50) ; luego de 1.12
podemosconsiderar (2n-p)-formas del siguiente tipo:

m = z-Y.b(z)dzA.dEB.de , b e n° (w)
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Por lema 2.12 y nota 2.8 de [1] , podemos suponer aún

que IBI: 0 y IM] = n-p.

Probaremosentonces, el siguiente resultado, del que se si­

gue inmediatamente la tesis:

V°(o) = Ve(W) si y solo si E(a) = E(B) .

Si E(a) = E(B) , entonces V°(0) = Ve(w) por 2.10.2 .

Supongamos entonces, que V°(o) = V°(W) .

Sea Q una componente irreducible de V°(0). Como

o. = za! , resulta ser 9 = Vl ._““% = V(zH ,...,z% ).
Por simplicidad, supongamos que ¡ik = k , 1 < k < p .

Luego

E(a)“ = 1 , 1 < i < p

E(a)”=0 , 1<i,j<p, i*j
Entonces, si A = {l,...,p} , es E(aA) la matriz identidad

de Ifxp . Como E(a)pp = 1 , se sigue que a” * 0 , y por hipó­

tesis (d), es Bpp * 0 . Luego E(B)pp = 1 .

' Si E(B)w = 1 para algún k i p , se seguiría que cual­

quier componente irreducible A de V°(W), con A <3 V(zk) es

A C V(zp) , lo que contradice entonces, la existencia de Q
Luego

E(a) = E(B)
p p

Supongamos que

E(a)l = E(B)r , para p > r > m

Veamosentonces que resulta

3mm = Ens)!n
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E(a) = 1 á a () á B i 0 . Como E(a) = 0 para r # m
l'l'lll'l l'l'llll mm rm

se sigue por hipótesis inductiva que E(B)ml= O . Luego E(B)mm=
= 1 .

Ahora, observemos que E(a)mt = 0 para todo t i m , obli­

ga.a que E(B)mt = 0 . En efecto, si E(B)mt= 1 para algún t fi m

debe ser t < m ( ya que si t > m , entonces E(s)u = 1 y por
lo tanto E(B) = 0).

mt

En consecuencia, E(B)m‘ = 1 implica que Bmti 0 , con lo

que cualquier componente irreducible A de Ve(w) tal que

A C V(zt), es A C V(z¿, lo que contradice entonces, la existen­
cia de Q .

Luego, para completar la demostración del teorema, solo res­

ta notar que, por hipótesis (d) y E(a) = E(B) , resulta

ol = wi , 1 < i < p

y por lo tanto, por 2.11 (a),

Rxlïal= RJ, [2:1 = Rwe [2:1 = RM. [El

Análoga demostración para ii).

La hipótesis c) del teorema 2.13 es necesaria para la conmu­

tatividad de los diagramas (1.8.2) y (1.8.3) comose observa en el
. . . 3Siguiente ejemplo: sean en C z

'9­
Il N €­ u

II N
u
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Sea

z = a(z)dz¡adzzadz3 l a e Do(C3)
zl z2 z3

Entonces,

Rxlïsl= o , pues vom =4s
mientras que

Rx. [3]: (21ri).a(0,0,0)
Nosotros ignoramos, sin embargo, si los diagramas conmutan en el ca­

so en que solo se verifiquen (c) y (d) del teorema 2.13 .

2.15 Teorema

Sea 3' = {Yl,...,YP} una familia de hipersuperficies en
tiene cruzamientos normales. Sea w un en­p

x , tal que lUl Yl
Gtorno de x X , 01,...,óp funciones holomorfas en W , ta­

les que

Ylñw=(o,=0) , 1<j<p

a) Si Z = % ,cuEPc(W;8;"_p) , f holomorfa en W y

Y = (f = 0 ) C U ( o°= 0) , entonces
l=l=j '

Rolls]: o
“’P“), 1<j<pb) Si ï=-;- ,A€P(W;8

entonces

RPÓIAI= 0



(por 2.11 (a))Demostración: a) RÓ[Ü] li? I[ T;(o)](5) =6+
p e w= lim I T ( )

6+0 l ¿(o H u

donde o. = h¡.zal con h| funciones holomorfas inversibles en
nw,m=— conf=zY ,YENn, (1€pr

Por hipótesis, es
E( a)l(zY = 0 ) = Y U (z = 0)#d

Ahora, usando (2.10) , se deduce que {0¡,...,op} tienen intersec­
ción completa, y por lo tanto, por proposición 1.7.6 de [1], se
tiene:

lim I [T’ (4;)1 (I) = o
6+0 Á

La demostración de (b) es análoga.

La hipótesis del teorema anterior es más débil que la dell]

para el mismoresultado, comose ve en el siguiente ejemplo:
4

En C , sea

1 1 2 4

JC : =o: znza

4,3 = 2324

Sea N _ b(z)dz¡.dzz.dza.dzaádz4 t) e Do(C4)m.­
z z z234

forma que no es regular sobre ( o: = 0 ); sin embargo,

(f = 222324 = o ) c (45:: 0) u (9;: 0) = (z2 = 0) u (2324 = 0)
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y por lo tanto

El teorema 2.15 es válido también, en las siguientes condi­

ciones con la misma demostración: sean

I'I'l

Ó=JÜ1fÏu , l<i<p ,aenp"'“l

fJ representantes de gérmenes irreducibles en un entorno del ori­
gen en Cn , tales que:

m

dim Q V(f. ) = n - s , pura para todo
C k-l 1k

{j¡,...,j'} C{14...,m} , 1 < jl< ... < js < m
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CAPITULO lll

fi Definición: Sea JC= {Yl,...,Yn} una familia de hipersuper­
ficies en x (dim x = n) . Sea Y = V (JC) ; de acuerdo con [1},

dirn Y = O . Consideremos x e Y y w un entorno de x tal que

ñ n Y = {x}

Dada ¿5,una trayectoria admisible y 6 G JR+ , decimos que

la terna (Wu; ¡60) está adaptada ai punto x y a_1_morfismo g =

= (th ,...,45n) , donde ol son funciones holomorfas en W , ta­

les que (0| = 0) = Yl ñ W , si y solo si

l'l

TÉ(¿)(Ó) n w = o

si 0 <5 < 6°

3.2 Proposición (existencia _d_eternas adaptadas)

Sea w un entorno de x en X tal que Ñ 0 Y = {x}.

Sea g una trayectoria admisible. Existen entonces w' C w , en­

torno de x en x y 6° > 0 tal que (w';g;6°) es una terna

adaptada a x y a i .

Demostración: Sea Ñ' entorno de x , tal que Ñ'CW y Ñ' com­

pacto. Sea t G w'. Luego, t É Y y por lo tanto existe Ut en­

tornodetyót>0,talquesi 0<¿S<<'5t
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Il

m U‘ n Tá(6)(0) - Ó

Sea W' C “gáout = ¡l=J¡UH y 6°: min {6H : 1 < i < m }.

Luego, si 0 < 6 < 6°
I'I n ' =

Té“) (Ó) W 41

3.3 EE función residuo fibrado esencial

Sea fl'= {Y¡,...Yp+l} una familia de hipersuperficies en
X , 0 < p < n , tal que dim (ñï(p+1))3> n-p.

Llamemos

Y = Ve(Hïp+1))

i : Y + x la inmersión y n : x + T un morfismo de x en

una variedad holomorfa regular T de dimensión n - p , tal que:

a) dian-l(t) = p
_¡ para todo t e T

b) dimc(w.i) (t) = 0

N

Sea Y = Y - Yp+l . Para cada y E ï consideremos Xy=n_l(n(y))_

Por b) a; ={ Yl n Xy,...,an xy} es una familia de hipersuper­

ficies en xy tal que

dimC Ve(M;) = 0

Para cada E G Pc(x;8;(*UM)) , se define la función residuo fibra­
gg esencial

tesi“; Jul-I. : Y + C

como
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resJG1T (Y) = 1'95li ; xy:y
(cf.[1],(1.8.6)(2))

donde

i : X + x
Y Y

y por lo tanto
1k” _

iy(u) G P(Xy Y
. P

“1.83, (Mp)

3.4 Teorema

En las condiciones precedentes,

a) resxzïJu] es localmente semimeromorfa sobre Y , para

cada G e r(x;&;(*u10)

b) suponiendo además, que E E rc(x; ;(*Ufl)) , para toda
E e Dz(n-p)(T), se tiene

RPIN . W*(€fl = PYIresflEIG]. "*(EH

donde la corriente de la derecha, designa el valor principal sobre
Y.

Demostración: Comoel resultado a probar es local podemos suponer
n n-pque x es un abierto de C , T es un abierto de C y

n(x¡,...,xn) = (xl,...,xn_p)
Sean ol funciones holomorfas en x , 1 < i < p , tales que

Yl = V(fi)



Llamemos

e = n-p

Sea yo Ey , yo = (t¡,...,te,...,tn) = (t°,t")
En virtud de la proposición 1.7.2 (4) de [1], basta conside­

rar formas diferenciales u de bigrado (p,0). Por lo tanto, sea

a e &°(x) , A = {e+1,...,n}

_ a(x)dxe+lh ...,. dx“ e r(x;¿;(*Lm'))
Ól.'.Óp+l

C-‘l

Para la demostración del teorema 3.4 -en el caso de inter­

sección completa- , Coleff y Herrera en [1], prueban lo siguiente:

1. (cf. [1Lproposición 4.2.3 ) Existe un polidisco centrado

en t , De C T y funciones nl y n2 holomorfas en De , tales que

Ve = V(n¡.nz) n T es una hipersuperficie en T n De ,

"(sY U (Y ñ Yp )) C Ve (sY = puntos singulares de Y en el+1

entorno De x Dp de y )

y además:

a) Para cada y° G T n De - Ve las bolas abiertas

32W) = {(y°,t') = It” - Y'I<p}Cïy°} >< D"

de radios p = p(Y°) = Iq(ye)l , son dos a dos dis­
juntas.
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b) Para cada y El! - n_'(v°fl n D , el par

p e

(Xye n BON); ¿(Y ))

está adaptado al punto X , y a1 morfismo

Óye = (0‘10001Óp)lx
. v'

donde o = p<y°) y ¿(y°) = In,(y°)l.
. _ p p

c) 81 T¿(y) - fixflaá (oy) n Bp(y) . donde
lxy.1 = n'llfl , para y€(Y-1T_'(V°))0D ,Yá<6(y°),
entonces

P

lTá(y)I n Yp+l= Ó
d) Existe C > 0 , tal que

MD(IÍTÉ(Y)] ) < c

para ye (Y-n"(v°)) n D , g<a(y°) , donde MD(IÍTá(y)] )
es la masa de la corriente I[T6(y)] en D = De x Dp con respec­
to a ia estructura riemanniana de Cn (cf.[4] y [5] ).

2. En un polidisco D = D“-p x DPCx conveniente, se defi­

ne para cada y e Y n D , y para cada r GZNp , la función

klr,A] = res[xlsx:y [r7Y])th)
y y

donde BÍr;y] es una función meromorfa sobre {ye} x Dp definida

como sigue n

JZI+I (ts' Yi)’

| Ó, (Yeïtp)
I

Blr;y](t°) =B[r;y](te+¡,....tn) = f
J



- 4g _

y usando la proposición 401.3 (9) de [l] , resulta que existe

n(y) EN tal que

res [Gl( ) = 2 l a'a( ) klr-A1( )
szn y Irl <nw) r! y ° ' Y

para y e í n D.

3. Por último, se prueba que las funciones klr;A] son mero­

morfas sobre Y n D y que existe un nl EZN tal que klr;A] E 0

para IrI > n , y se obtiene la parte a) de la tesis, notando quel

N E l.

resx Trmuy) =¡,¡<Mn %!a a(y).k[r;A](y)

Seguiremos aqui el mismo esquema, probando 1), 2) y 3) en el caso

que

dimc ñ Jf(p+1) > n - p

Demostración de l): Sean t' = (tJ : j G E ) , E = (e+1,...,p)
t" = : e A) , A= (1,00.,e)

Sea D = De x Dp Un polidisco centrado en y tal que:

i) {0°} x D’rw Y = {yo}

ii) "IY n D : Y ñ D + Ce n De = De , es un morfismo propio
y finito.

. . e . .Restringiendo D Sl fuera necesario, pueden encontrarse

polinomios distinguidos con coeficientes holomorfos en 5° (compac­
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to)

H (t';t )
1 J 16A

gr(H,) = a
sin componentesirreducibles múltiples, tales que si

M = {t e D : Hj(t';tl) = 0 , j G A}
entonces

YnDCM

de manera que la proyección

n: IVI->De

es propia,finita y abierta.

Sea A el discriminante de HJ , A=iígAAj es entonces unal

función holomorfa en 5°.

Sea

s' =V(A) co’

s = D n n" (s')

y n un abierto simplemente conexo, Q C De - S' ; se tienen en

consecuencia, las siguientes descomposiciones:

H
H (t'7t ) = II

J l a =j l(t:J - ga] (t'))

A (t') = TT( (t') - (t'n’

donde t' e 9 , gmJ son funciones holomorfas en Q , j 6 A.
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Llamemos

M Mnme’)
0

ya = yñm xD")
y considerando la descomposición

= U g = ' E
Mn { I‘g g onJ con 1 < a, <5J , J A}

de Mg en componentes conexas, donde Pa = graf (gg )

= : ' E A ) :9 + C
gg (<3mi J

YQ es por lo tanto, la unión de algunas componentes irreducibles de

I‘ .2

3.4.1 Lema

Existen constantes positivas a,b,c tales que para cada
t' E De - S' se tiene:

i) Las bolas abiertas

P

13'; = {(t',v") : lv" - t"|<p}C{t'} x D

centradas en t = (t',t") G M(t') = Mn {t'} x Dp , y de radio
p = a.IA(t')I 2 son dos a dos disjuntas.

ii) Para cada y = (y',y") E Y - S la terna
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P . ' . v(xy. n Bom .32, 6°(y ))

está adaptada en xy, = w-l(y') , al punto X , y al morfismo

YÓ y = (Ó¡I---IÓP)Ixy.

donde

p = a.IA(Y')Il/2

50(y') = b. A(y')|°

Demostración del lema: Para i), cf.[l] , lema 4.2.4 (i) .

Para ii) se necesitan los siguientes lemas:

3.4.1.1 Lema

Sea df(t,M) la distancia euclideana del punto (t',t") =
= t e D al conjunto

Mt = Mñ{t'}xD"
y d(t,M) la distancia de t a M. Existen entonces constantes po­

sitivas bl y c tales que:

df(t,M) < bld(t,M)H , t e D.

Demostración: cf. [1] lema 4.2.5 .
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J. Solomin demuestra en [6] el siguiente resultado:

dada G = - E P(x;8;(*LÜO) , existe q e IJ , tal que si

IR6 z (0,1)

es una aplicación analítica de 1a forma

á: (6’,noo'6p)
(3.1.1)

tal que para cada t E (0,1) es Q(t) = tm , .nl EZN ,

1 < i < p , con

"I
> q

W+1

entonces:
N + N

1) RP [u . .1 = lim I [D;¿(Ó)](u A.)t->0
2) El entero q, depende únicamente del soporte y de la po­

laridad de G en el siguiente sentido:
N P

Si a = É E r(x;8x(*Uï)) es tal, que
sop(a) C sop(u) , entonces

N + N

ap [a . .1 = 11mI ¡magma . .)t+0

Luego, considerando esa trayectoria g , definimos:
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U

T = o<6<el TZ(6)(°)N
D

con e > 0 , tal que dimRT; (Ó) < Zn - p , para todo 0 < 6 < q1 (ü

y se prueba:

3.4.1.2 Lema

Existen constantes positivas a y B tal que para todo

x e T se cumple la siguiente desigualdad:

d(x;ynn) < a d(x;F)B

p

donde F = ig!“i = o) n D,

Demostración: Sea A = {g(6): 0 < 6 < el}

lol = (lo,l,....lopl)
Entonces,

-!
T = lol (A)

y es en consecuencia un conjunto semianalítico. Como F es analíti­

co, resultan F y T regularmente separados por su intersección (cf.

[7]). El lema se sigue de notar que

P

Demostración gg 3.4.1 (ii): Sea [w] = 2¡='I0J2 . Por la desigual­

dad de Lojasiewicz (cf.[8]), existen constantes b4 , c42>0 , tales
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que

|w(t)| > b4.d(t,F)°4 , t e D .

Por otra parte, por lema 3.4.1.2 , se tiene:

Iw(t)l > b4.d(t,F)% > t¿.r.d(t,y th‘á b4x.d(tnn°¡2 donde

t E ¡f , s =% , r = a . En virtud del lema 3.4.1.1 se sigue:

(t) bs.df(t,M)°s , t e ï' (¿1.a

Como ¿5, es una trayectoria del tipo definido en (3.1.1),

existe ez>0 talque 6.(6)<6 si 0<¿S<e:2 , 1<i<p.
Sea é = mín{ el, e:2} . Podemos asegurar que existe k > 0 , tal

que

k < a , y además

1/2
' 1/ c5/z s

[k.lA(t 2] . 'T/z < E
p

para todo t' e 5 . Definimos entonces:

60(t') = b.|A(t')|° , donde

kcs/z .bI/I

b < p172
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Veremos ahora que si 6 < 60(y') , entonces:

'p p _

o sea, que 1a terna

v

(Bow) n xy. ; g ,cow'n

está adaptada en x , a1 punto X , y al morfismo:'

Óyv = (Ó¡1---IÓP)X
y|

Supongamos que para algún 6 < 6°(y') es

._ o n .p P

Entonces It" - y"I = o = a.IA(y')Il/2 . Si t E T;(6}Ó) con

6 < 60(y‘) , entonces

M (y',t")l = «s,(6)

Luego
v p 2

|w(t)| = ¿l [qm] = ¿l ¿[(6) < (puesto que 60(y')<e)

p 2 kcs‘bs c 2
< ¡El 62 < p.60(y') < p.( .IA(y')I J ) < (ya que k < a)

P
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< bs.a“ .IA(Y')I”fi. Entonces si llamamos:

b=u,c4=v,b5=wycs=n,
se tiene:

l/ñ
É-th)! < a.IA<y'>I'{’

Luego, en virtud de (3.1.2) resulta:

df(t,M) < a.IA(y')Il/2= p

lo que es imposible, ya que df(t,M) = It"-y"I = p . Esto conclu­

ye la demostración de las partes a) y b) de 1.

Para c), sean:

E = 11([syUnzñy+ )] nD) Us'pl
Y Ve(iK(p+l)) = V(a¡,...,aq) , donde las funciones

al son analíticas sobre D . Existe entonces una función analíti­
ca sobre De , digamos c' , tal que

E C V(C')

C = c'ow

Como c se anula sobre D n Y n Yp+l , restrinqiendo
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eventualmente D , por el teorema de los ceros de Hilbert podemos

afirmar que existen funciones analíticas sobre D ,

h| , 1<i<q
y h , tales que

Ihll < G , Ihl < G en D para alguna constante

G > O y donde

C = ooo+ haÓp+l

Para cada t' e De - V(;') , sea 61= 60(t') , tal
que

mv/B
0< 6 <3. (—líl—) <

P 2Gk'a

P

donde k' > 0 , es tal que k'.d(x,Y) > ¡5 Iaíl . Luego

q q B
g Ih¡.a¡I< G 2 lall <G.k'.d(x,Y) < G.k'.a.d(x,F) <¡:1

(por lema 3.4.1.2 , para x E T)

G.k'.a p 2 B/v G.k'.a p B/V
(|21|Ó1I) <Wv-(IZ'16) << uB7v l

rn v/B rn
G.k'.a g Icl B/v Ig]

< FV- (p.(p.(Zka) ) < 2
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Por otro lado

GI» l >Ih<b “¿|ch° p+| ' 9+1 2

(usando que [cml < % Icm + IhI .IÓF+¡ ) , todas las desigual­

»dades válidas en D Ñ ITZ(Ó)I .

Luego, tomando

a(y°) = g(J—¡—“Y) WB2Gk'.a

se obtiene

P n - e
Té(y) Yp+l = Q , s1 6 < ¿(y ).

Es claro además, que podemos suponer que en De tanto

6(y°) como b.Ac son menores o iguales que l , y por lo tan­

to

n = 6(y°).b.Ac , satisface las condiciones del 1e­
2

ma.

Para 1a demostración de d) cf. [1] , pag. 179 .

Demostración gg g: (cf.[l] , teorema 4.2.2 ) notando que las funcio­
nes

n +1

Blr;yl(t") = TF (t -y)'1 [ÏT o¡(y°;t")] "j=e+l j j j=l
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son meromorfas sobre ï n D , puesto que su denominador no es idén­

ticamente nulo en ï n D. En efecto, si y = (ya, yp) e ï n D ,

caben dos posibilidades:

a) n-'(y°) C V(o¡) para algún 1 < i < p
entonces

dian-¡(y°) = p

dich, (ï(p+1)) = n - p , V°(3€(p+1)) = y C vwi)

dimCV(oQ = n - 1 ,

tendríamos necesariamente

dimcln"(y°) n Y] > o

lo que contradice la hipótesis del teorema.

Podemos por tanto suponer que sucede

b) 11"(y') «vw , 1<i<p
y en este caso,

n (y‘) -,L:1,v(o,)

es un_abierto denso en n-‘(yï .

Demostracióngg g: (cf. [l], 4.2.6) notando que la trayectoria se­
mianalitica 6 elegida para el lema 3.4.1.2 , puede no ser la ade­N

cuada en cada fibra, para el cálculo de la función resu;"[u]. Sin
embargo, para cada y = (ye; y”) E Y , como la terna

(ayy) n D :gmow’n
está adaptada, entonces la función

m3] :\ ï + c , uïo’uy) =IIDnTm(y)1[i*<Tu)1N

con 6 <64y’) , está definida y es localmente semimeromorfa, pa­
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ra cada 3 = % e I‘(X;8;(*Uï)) tal que sop(m)C sop(u). Además,
si IS es una forma meromorfa,

hl m] (y) = resx'wl m] (y) (3.1.3)

ya que:

a) si ,5 = (61,...,e¿) es una trayectoria admisible cual­
quiera,

N = ' n p '* N =
resx'nl mky) I [D T¿(€)(y)][1y(w)l

= n P -* N
I [D T¿(€o)(<b)l (1y(w))

para g > 0 conveniente.

b) si eo es suficientemente pequeño

ñ
Té“) (y) D y T )(y) ñ D

son homólogos.

En efecto, si ¿(6) = (Gn',...,6"") y

= (51,...,€p)
definimos

0' : [0,llx (0,1) + R>

como

ol (t,8) = (o:,...,o;)
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o:(t,6)

y por recurrencia
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t.6¡(6) + (1-t).e¡(6)

6¡(6) . 2 < j < p

k k

(01'000I0p)

t.a:"(6) + (1-t).ek(6)
or”(t,6) , i á k , 1 < i < p

(6|(6),...,6p(6))
(e,(c),...,ep(a))

En virtud de (3.1.3), basta encontrar una forma meromorfa

a‘(t,5)
como

k
ok(t,6)
of(t,s)

Notar que

o'(1,5)
op(0,6)

E = g tal que

resflu431 = resfl;JE]
en í n D , lo que es posible, razonando como en [l], pág.162 y 184.

Demostracióngg ¿a Earte g) gg 3.4 : (cf.[1], 4.3.1 ).

3.5 Teorema

Sea M {v } una familia de hipersuperficies_l 'OOO’YP+I
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en X . Sea ‘ï e r(x;9¿"(*UH)) . Entonces, el soporte de

QKÍÏ] (resp.: de RPMJÏI ) es la unión de algunas componentes irre­

ducibles de Ve(30 (resp.: de V (ï)) .

Demostración: Análoga a la de [1],4.4.3 usando el teorema 3.4 .

3.6 Lema

Sea U un abierto de Cn , 01,...,óp funciones holomor­
fas en U tales que

dimCV(cI>l,...,o¡) = n - k (3.6.!)
l k

donde {i,,...,ik}C{1,...,p} .

Sea g = (61(6),...,6p(6)) una trayectoria admisible y r
una permutación de {il,...,ik} . Entonces, dado W un abierto re­

lativamente compacto en U , existe 6° > 0 tal que

a) los tubos TEM) n w y TÉMT) n w

están definidos para todo 0 < 6 < 6
0

b) T';(4>)n w z sg('t).T':s(óT)n w

Demostración: La parte a) es inmediata en vista del teorema 1.7.2

de [1] . Sean I = {i¡,...,ip} , J = {1,...,p} - I
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Ó!

I _ n .­
Ó = (Óílloooróik) I 4€. = Él

Siempre puede suponerse, gracias a (3.6.1) que:

dimR(T¿ (4m < Zn - k

para 0 < 6' < 6° (6' no necesariamente admisible,(cf.[l] ))

Luego
k ' N k ,1

13.0» ) N sgh). Tá.(d> )
Por lo tanto, salvo un signo es

1'30») = iT".(4>") . TEM") z t sg(w).T;.(q>'T).TP'.Ï(o")

O sea

P g T
TQM) Sg(T)JIE(<b )

lo que demuestra el lema.

3.7 Teorema

Sea 1': {Y¡,...,Yp} una familia de hipersuperficies en X
tales que

dimlc{Yi ñ ... ñ Y } = n - k
1 k

donde

{il,..., ip}C{14...,p}
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Sea W C: x , un abierto de manera que existan ecua­

ciones

(cb¡=0) =Y¡ nw , 1<i<p
donde las funciones o. son holomorfas en W. Sea además r una per­

mutacion de {i¡,...,ik} . Entonces

a) Para cada 3 G I;(W;3Ï-p(*UJÜ)

p N . p N . p T N
R [a] = 11m I [T6(o)](a) = sg(r).11m I[T6(Ó )](a)

6+0 N 6+0 N

b) Para cada E E Pc(w;8:”*"(*UJO) I

si {i¡,...,ik}C{1,...,p-1}

R"'p"[EI = lim I IDEM” (E) = sg('r).lim I [133015)](E)6+0 6+0 N

Demostración: a) Comola propiedad es local, es suficiente reducirse
. l'l . . .a1 caso, en que W es un abierto de C . Elijamos entonces un SlSte­

ma de coordenadas conveniente z = (21,...,zn) centrado en

xo G Y = V°(30 que verifica

. -l _
dim,l nE(O) n Y — 0

0

para todo subconjunto E E A(n,n-p) , donde «E: Cn + CE es la

proyección z = (21,...,zn) + z (cf.[9],pag.311 y [1d ,pag.E

201) .
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En virtud de la fórmula 3.4 (b), es posible restringirse a

considerar solamente el caso puntual , o sea p = n .

Sea entonces Z e P (W;8;(*UJÜ)
de manera que

N a(z) dz]... dzna __—__
f

donde a(z) es una función de D°(W) , f(z) holomorfa en W y

V(f) ñ w ..C Uïlfñw.

Haciendo el desarrollo en serie de Taylor de a(z) alrededor

de x y usando el lema 4.3.1 dell] , es posible calcular Rgzlcomo0

Rolo] = IITÁMH(a) =

n P dz ... dzn
= I[T¿(4;)1<—-————)

N f

donde P es un polinomio holomorfo en w y 6° es suficientemente pe­
queño (cf. [1], 4.2.2 (ii), 3.5.3 y 3.5.4 ). Pero, en virtud del le­

ma 3.6 , es posible encontrar una cadena semianalitica S de manera

que

(Tzu) - sg(r).'r“¿(o‘)1 = b_s

P dz]... dz
Observando ahora que d(———-—-—-———1)= 0f

y en virtud del teorema de Stokes (cf.[ll (1.6.8)) se tiene
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T 0.. l...
Ilfiw)-whnfiwn(—————4=1mm( >= o

N N f '

La demostración de b) es similar.

Luego del teorema 3.7 , estamos en condiciones de contestar

el problema planteado por Coleff-Herrera en n], (1.7.8).

3.8 Teorema

Sea {Y¡,...,Yp} = x una familia de hipersuperficies en
x. Sea

m e r(x;8¿’°(*UW<j)) , 1 < j < p
Entonces

a) R313] = o

b) RPJCI'J] — o

Demostración: Comoel problema es local, basta considerar Wun abier­

to de Cn . Sea

a(z) dzA.dzBA de
m =

f

donde a(z) E D°(W) , f una función holomorfa en W y

IAI + |13| + IMI < 2n-p
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y sean oi funciones holomorfas en w que dan ecuaciones locales

de Yl , 1 < i < p . Por hipótesis es

dimb((f=0) n V(oj)) n-2

Luego, por teorema 2.12 es

R43] = RÓeIE] (3.a .1)

Como o: y o; tienen intersección completa , podemos considerar
r la permutación de {1,j} distinta de la identidad. Luego, en

virtud del teorema 3.7 , se sigue:

Réelm] = Rwe )1 [w]

Ahora, gracias a [1], 1.7.5 (3) se sabe que

N (33.3‘
R (4’51 [to] 0

Por último, de (3.8.1) y (3.8.2) se sigue la parte a) de la tesis.

La demostración de la parte b) es análoga.
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