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INTRODUCCION

En la teorfa de corrientes residuales asociadas a formas
meroﬁorfas desarrollada por Coleff y Herrera en [1] , quedan plan-
teados algunos problemas no resueltos, referidos al caso de inter-
secciones no completas. Tales son: la "invariancia de tubos", pro-
piedades de "puridad" del soporte de las corrientes residuales y
la nulidad de las mismas en el caso de formas regulares con respec-
to a una hipersuperficie de la familia ¥ . Parte de este trabajo se
dedica a la resolucibn de dichos problemas.

En el trabajo citado [1], los autores definen también la
funcibdn residuo fibrado, y demuestran sus propiedades en el caso de
intersecciones completas; se extiende aqui la definicidn al caso de
intersecciones no completas, probando propiedades an&logas.

Se desarrolla adem&s una técnica que facilita el cilculo de
los residuos, permitiendo reemplazar las hipersuperficies origina-
les de la familia X , que en general admiten componentes irreduci-
bles comunes, por otras sin componentes irreducibles comunes.

Por simpiicidad se supondri que el espacio X sobre el que
se trabaja, es una variedad holomorfa de dimensibén compleja n. La
generalizacifn al caso en que X es un espacio complejo reducido, no

presenta otras dificultades que las ya resueltas en [1], y se omite



por esa razbn.

El presente trabajo esti dividido en tres capftulos:

CAPITULO I

La situacibén considerada en [1] es la siguiente: sea =
{¥ ,.....,¥ . }una familia de n+l hipersuperficies complejas en X.
Dada una g-forma meromorfa ; sobre X con polos sobre la unibn
v = :;:Y' se definen las corrientes (p+l)-residuo Rﬂ[:] y p-resi-

duo valor principal RBW[T] asociadas a A ; localmente en X, estén

definidas por los limites

R [3la) = 1lim f Y.a
§->o0 T;‘h((ﬁ)

RP [AX8) = lim I 3.8
§->0 DE+|(¢)

donde:
a) ¢=(¢‘,..,¢p+) y cada ¢, es una funci6bn holomorfa en un
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abierto W C X tal que V (¢i) = W N Y, r 1 < i< ptl.
b) & = (8 .08, ) € R;+' , es un multi-radio que con-

verge a cero convenientemente.
p +1

£

mente de dimensibén real 2n-p-1, orientado de forma conveniente,

c) T, (¢) es el (p+l)-tubo {l¢1: 1< i< p+l} , ideal-

P+ _ P P -
Y DQ (¢) = T£(¢) N {|¢p+!> 6p+l} , donde T£(¢) es el p-tubo

asociado a (¢.""'¢p)‘

d) a y 8 son formas diferenciales c” sobre W a soporte

compacto, de dimensiones 2n-p-q-1 v 2n-p-q respectivamente.

En este capitulo se enuncian los resultados principales de
RP4 ¥y Rﬂ. debidos a [1l] que se utilizar&n posteriormente. Asimismo

se establece la notacién.

CAPITULO II

El objeto de este capitulo es asociar a una familia ¥ =
{Y, ,...,¥,} de hipersuperficies en X, otra = {Y:,...,Y:} de mo-
do que:
a) UX= vx*
b) Ry [a] = Ry lal
RPy [a] = RPye(a]



~

para toda g-forma a meromorfa sobre X con polos en U X ,
c) localmente, las hipersuperficies de la familia ¥ °, no

tienen componentes irreducibles comunes.

Como aplicacibén, se obtiene la siguiente propiedad ("inva-
riancia de tubos"):

Sean ¥ = {Y',...,YJ y ¥ = {¥',...,¥)} dos familias
de hipersuperficies en X, tales que:

a) UH y U X' tienen cruzamientos normales.

b) y C y! , 1<i<p .

~

)V, (H) = VvV, (H)

Entonces los siguientes diagramas son conmutativos, con las inclu-

siones horizontales evidentes:

s;“’ (*UI0) f:.'x“’ (*UIC)

RP 20 RP 40

- 'D

Dzn—.:'Ve(JC)m 2n—.:‘Ve(JC')°°
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a;(""(*wo —_— & ~Hruicr)
(**) Ry Ryer
'Dzn-.-':;ve(ff(')m 'Dzn—.—‘l;Ve(Jf' )D

Se obtiene también, en el caso de cruzamientos
que las corrientes Rﬂ[;] Y RPu[;] son nulas, si
forma regular sobre alguna de las hipersuperficies de
Estas. propiedades fueron demostradas en [1l] para el

tersecciones completas.

normales,
w s una
la familia ¥ .

caso de in-

Ignoramos si los diagramas (*) y (**) son conmutativos, en

caso de que se verifiquen b) v ¢), pero UK v UK

zamientos normales.

CAPITULO III

no tienen cru-

En este capitulo se generaliza la nocibén de funcidn residuo

fibrado (cf. (1] - (4.2) p.165).

Sea X = {Yl,...,Y } una familia Ae hipersuperficies en X

p+1

)
0 Kp<n, tales que dimc(llel) > n-p ; sea Y=Ve{Y|"°"Yp}



i:Y > X la inmersi6n v m : X > T un morfismo de X en

una variedad holomorfa regular T de dimensién n - p , tal que:

a) dimcn'kt) = p
para todo t € T

b) dimc(n.i)‘?t) =0

Para cada u GF(X;8;(*UH)), se define la funcidn residuo fibrado

~ ~

esencial, resH:“[G] : Y > C, donde Y=Y - Yp , Y se prue-

+1
ba:
1) resm;"[u] es localmente semimeromorfa sobre Y.

2(n"")(T), enton-

2) Si adem&s u € r_( X;& (*UK)) v a €D
ces:

RPz{u . n*(a) ] = P lresy [ul. m*(a)]

Esta f6rmula permite calcular un residuo valor pbrincipal sobre X,
como un valor principal sobre Y. Como consecuencia se obtiene la

propiedad de puridad del soporte de las corrientes residuales:

Sea K = {Yu"“'Yp+|} una familia de hipersuperficies en X. Sea
u € F(X;Q;‘p(*LﬂO). Entonces el soporte de RK[G] (resp.: de
RPxJ a ]) es la unién de alaqunas componentes irreducibles de V;(ﬂ)

(resp.: de Ve (30 ).

Se generaliza luego, la propiedad de antisimetrfa de los re-



siduos respecto del orden de la familia X (caso interseccibdn com-

pleta), en el siguiente sentido:

si {Yl reeerY, } C {Yl,...,Yp } = K es tal que
1 [

..
dimc (.‘_Ql Ylll ) <n - s , entonces:

1) RPJ({G] sg (r).RPm[G]

2) RJu] sg (1).Ryr[ U]

para toda permutacién 1 de {il,...,i' } vy toda g-forma U mero-

morfa sobre X.

Se prueba como corolario la propiedad de nulidad de la co-

rriente residual para una forma regular sobre alquna hipersuperficie

de ¥ .



CAPITULO 1

Sea X una variedad holomorfa de dimensién n . Sea ¢ <~
(¢l,...,¢P) : X > C un morfismo, tal que las funciones ¢| no sean
idénticamente nulas. Notemos o= V(ﬂ), Y=(Y¥Y :1<1i<p} v
RZ el producto cartesiano de b copias del conjunto R de reales
positivos.

Para cada § = (Gl,...,dp) = (ﬁ';ép) EZRZ se tienen los

conjuntos:

T ()] = (x€x-Y: |gl=6 ,1<1i<p}

ID%(0)| = (x€X-Y: |g]=s ,1<i<p, |4 >
Cuando se verifica que

dimR|T2(¢)| € 2n -p

dimR|D2(¢)| <2n-p+1

estos conjuntos se orientan mediante las convenciones siguientes:

la aplicacidn l¢] = (|¢||""’|%I) :X-Y+R es analftica.
Entonces

Ty (4) = (-1)PC=12 47 8]

] _ _1y(P=D(p-2) /2 -1 .

Dy(e) = (1) Lol (lslxIx > &
para cada 6 € R , donde |d>|“l denota la operacibn "imagen inver-

sa de cadena semianalitica" definida en (1}

La orientacién de los tubos Tz(¢) v DZ(¢) es la misma que



en [1] y se mantendri a lo largo de todo el trabajo. En el caso
enque X=¢ , #= {v,} Y =V (2) , TQ es el circulo lzl = §
con la orientacibn habitual.

En el caso de intersecciones completas, se verifica que, si
§ y §' son suficientemente pequefios, entonces Ti y Tﬁ' son
homélogos, o sea que T6 - Tg' = Db, S , donde S es una 2n-p+1l

~

cadena semianalftica conveniente.

Introducimos la notacibn:

Ho(h) = Q¥ yeees¥ Yy q reeed¥ L)
VX =U{Yy :1<i<p+1}
NK =N0n{y :1<i<p+1}

No se hace ninguna hipbtesis sobre la dimensién de N H. Se acepta

también la posibilidad que v =Y , 2 < i<p+ 1.

1.3
Una trayectoria admisible en R° , p > 2 es una aplicacién
analitica
$ = (8,(8),..0p8 (8)) & (0,1) +R]
tal que
a) lim s () =0
§+>9¢ P
8,
b) 1lim =0 , 1<i<p-1 , para todo g€ N
§+0 &
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Es inmediato entonces, que dados (eﬁ €ER, 1<1<p, se tiene

€
lim L 6' (6)‘ =
§+0 B

1.4 Teorema (cf. [1], (1.7.2) p.36)

+I} una familia de hipersuperficies en X,

Sea ¥ = {Yl,...,Yp

Elijamos ecuaciones ¢ de Y sobre un abierto relativamen-

i
p +1

te compacto W de X Y una trayectoria admisible § en R

Llamemos ¢ = (¢l"'.'¢p+l)' Los tubos Tz+?¢) Y Dg+?¢) estin enton-

ces definidos para § pequeno y los limites:

R2P M@ = Lim 1003 ()1 (@) (1.4.1)
a €1 (W;& P (xUH0)) , y
RYE) = 1am 1 50 (B (1.4.2)
§->0 ~

B € Fc(w;&iu"_'(*UR)) , existen y verifican las siguientes propie-
dades:

- Los 1lfmites (1.4.1) y (1.4.2) son independientes de la eleccidn

de la trayectoria § (1.4.3)

- Los lfmites (1.4.1) y (1.4.2) tienen bigrado (n,n-p) y (n,n-p-1)
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respectivamente. En particular

R’ = -0 PR T

Y (1.4.4)
Y3 = o

para
u €r_(w;&" "7 (run)

v €T, (;8 "7 (xUH))
- Para cada u EITW:ﬁi’W*LHO) , los funcionales

R® p° 'k a) rR°P® . a)

~ (1.4.5)
p+l[uKB) = Rp+?uAB)
2n-—-q 2n=~q-1 . .
con: a« €D (W) y B €D (W), son contfnuos si uno considera

el esvwacio D (W) con la topoloqia usual.

- Existen conjuntos analfiticos compleijos Ve(ﬂ) Y Ge(ﬂ) en X,
canbnicamente asociados a # , de dimensibén pura n-p-1 y n-p ,

. . . +1.=
conteniendo respectivamente los soportes de las corrientes R” " 'u] Y

p+I[ ]

R°P

- Para cada trayectoria admisible § en ZRz puede encontrarse

(-]

[} P .
69+l> 0 , tal que para cada 6p+l fijo, 0 < 6p+l< 6p+| , el 1lifmite
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1im 1{ 02" (eN(Q)

§+>0 8 Gp +1

existe y ademés

RPPME) = pim  lim TDYTE ()1 (@) (1.4.7)
P+?O 6+0 ' e+
- Las definiciones locales de RPP**' y R®'! se recolectan sobre

X , en virtud de (1.4.3) y resultan los homomorfismos:

RPy & T, (X:8," 7" (*U10) -~ <

(1.4.8)
r (x;a;"""(*um ) - o

~ ~

y sus valores en las formas a« v B8 se llamarin el p-residuo valor

~

principal de a y el (pt+l)-residuo de B respectivamente.

- Para cada ; € F(X;ﬁi-p(*UK)) r 92 p , se definen los operado-

res

Rpxl'ixa) RP (X.a) , a € D" (x)

ne—q-=1

(X)

P~ ~ 2
Ry [AXB) Rye (1.8) + BED
que son corrientes sobre X gracias a (1.4.5) y serfn llamados el

p-residuo valor principal de x y el (p+tl)-residuo de X . En el

caso p = 0 , se obtienen las corrientes valor principal PV vy

residuo Res de [2] . En este trabajo serdn notados como P y R,

respectivamente.
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1.5 La interseccibn esencial

Con la misma notacibén que en (1.4) definimos el conjunto
6;(¢) (respectivamente Ve(¢) ) de los puntos x € W tales que pa-
ra todo entorno U de x , y cada 60 > 0 , existe s ,

0 < §K< 60 , tal que
u N oyt # e
(respectivamente: U N b3+k¢)| ¢ ).
Es claro que
V. (4) CNH (p+1)
vV, (¢) CN K

y usando (1.4.6), se tiene:

P35 = o , si sop (%) NV (4) = ¢ (1.5.1)
6 = o , si sop (B) NV, () = ¢ (1.5.2)

Los conjuntos V_(¢) y Ge(¢) son independientes de la trayectoria
admisible ¢ y de las ecuaciones ¢, elegidas para construirlos.
En consecuencia quedan definidos los conjuntos Ve(ﬂ) Yy ge(ﬂ) en

X llamados intersecciones esenciales de la familia ¥ que coinciden

localmente con Ve(¢) y Ge (¢) .

GG(H) Y VG(H) pueden construirse por recurrencia de la si-

guiente forma: Y; = X r, YpParacada i , 1 < is<p , sea
¥Y' = U {componentes irreducibles de Y' N Y, /4 Y|+|}°

v = ' = y!
Entonces Ve(ﬂ) =Y Yy Ve(ﬂ) Y N Y 4 (1.5.3)

Se sigue de la construccibdn anterior:
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a) si Gc(ﬂ) (resp.: V.(ﬂ) ) no es vacfo, es un conjunto a-
nalftico en X de dimensidén pura n - p (resp.: n - p - 1),
b) si dimb MNH(p+1) = n - p , entonces V (#) es la unibn de

[

las componentes irreducibles de N H(p+1l) que no estén contenidas

en Yp+|’
c) SidimNH=n-p -1 (caso de interseccibn completa),
entonces
V, (30 = N H(p+1)
Y
v, @30 = nx

En general Ge(ﬁ) y Ve(ﬂ) dependen del orden de las hiper-

superficies en la familia X como se observa en el siguiente ejem-

plo:
Y, ={zl. zz}=0
Y = {z} =0
En este caso, Ve(Y‘,Yz) = 0 mientras que Ve(Yz,Yl) = ¢ .

1.6 Propiedades de "reqularidad"en el caso de intersecciones

cualesquiera.

Si 1 € r(w;&;;’(*UM(l))) , entonces

RieX] = 0 (1.6.1)
Si ademds p 2 1 , entonces RPﬂf;]= 0
Si V (10 = v (H(p+1)) y X € r(W;& " (*Ui(p+1)))
entonces

Re(X] = 0 (1.6.2)
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Si adem§s p 2> 1 , entonces RPxJK]= Rﬂkp+lﬂil'

1.7 Propiedades de "reqularidad" en el caso de interseccidn

completa .

Sea dim NI = n-p-1 . Si A € T(W;ﬁ;Jp(*UH(i)))
entonces
RN = 0 (1.7.1)
para cualquier 1<1i<p+l .
Sea dim N = n-p-1 v dim NH(p+l) = n-p , entonces
RP, [X]1= 0 (1.7.2)

si 1 € r(w;&;"(*ux(i))) con 1<i<p

1.8 Propiedades de la "invariancia de tubos" en el caso de inter-

secciones cualesquiera .

Sea H = {Y;,...,Y;+l} otra familia de hipersuperficies

en X tal que:
a) Y, = Yl' ! Yp-HC Yl':+l b4 Yy =Yy » 2<1i<p.
b) ;7‘ (¥) C Ge (') (lo que implica que V, () C v, (')

Entonces los diagramas (*) y (**) (cf. pag.4 y 5) son conmutativos.

1.9 Propiedades de "invariancia de tubos" en el caso de intersec-

cibn completa .

Si dimcf'ﬂ('= n-p-1 , dirncﬂ'l(" =n-p-1 , Y CYy', 1<i<ptl
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entonces el diagrama (**) es conmutativo. (1.9.1)

Si dimbﬁx = n-p-1 ' dim N i n-p-1
dimhﬂﬂlp+1) = n-p ’ dimcﬁx'(p+1) = n-p
YCY'  ,1<1i<p+l

entonces el diagrama (*) es conmutativo. (1.9.2)

1.10 Antisimetria

Si dimbﬂx = n-p-1 , RK depende de manera alternada del
orden de las hipersuperficies de la familia ¥ . (1.10.1)
Si dim, M= n-p-1 y dim N H(p+l) = n-p , entonces

RPR depende de manera alternada del orden de las hipersuperficies

de la familia ¥ . (1.10.2)

1.11 Puridad

Sea X una variedad vy Y€ F(W;Q;Jp(*UM)). Entonces:
a) Si dimcﬂ H = n-p-1 , entonces el soporte de R(X] es la
unidén de algunas componentes irreducibles de N X .

b) §i dimcﬂ I = n-p-1 vy dimbﬂ H (p+1) = n-p , entonces

el soporte de RPﬂJ;] es la unién de algunas componentes irreducibles

de N K (p+l).



-17 -

1.12 Notacibn

N denotar8 el conjunto de nfimeros naturales y el cero.

Si z = (zl,...,zn) €c" , a-= (al,...,an) € N" , entonces
« _ T .o
2 = W= HK
la] = g o
Sea A(p,n) la familia de los subconjuntos I ={il,...,i; -
< {1,...,n} con 1<4i <ji <...< i < n . Para cada

I € A(p,n) , notaremos:

z, = (z, ¢ 1 € I) = (ZH reeer2 )
P
a _ T a
2, - }él L
Si J = {jl '...,'-iﬂ-p}= {1,-..,“} - I ’ 1 < j|< e < jﬂ-p< n,
entonces
z(I) = (zjl ,...,z%_p ) = z,
a_ 1T a
z(I) = €3 zjl
lzll = max {|zi|: 1< i< n} Nz (1)l = max{lzjlz j € J}
B = {z€cC" :lzl<1} B(I) = {z(I): lz(I)N< 1}

Asimismo, para cada § > 0

ag = {z€B:1z2%> &8}
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B(I)§ = {z(I) € B(I) : 1z(D)®1> 4)
Si B8 enN’" es una matriz de p filas por n columnas, denotare-

mos por B‘, el elemento de la i-sima fila y j-sima columna de 8.

B, =(B|1'°"°"B|n) es la i-sima fila.

B, es la matriz construida con las p filas y las columnas il< ee <1

| 4
de 8.

(p+1) Xn

Si B €EN ' Bl(p+1) designa la matriz que tiene las prime-

ras p filas y las columnas il< cesvae <ip de B vy B8(p+l) es 1la
matriz construida con las primeras p filas de 8 ..
Asimismo, notaremos:

dz =dz .....dz
1 n

dz

1 dzil A-o-o.\dzip

dz = dz_ .....dz

dz = dz, ......dz
1 iy~ i _
dml b dZ AdZ A S 6 00 0o ..AdZ Adz_
ll l, 'p ip

Una forma o € r(c";&"7 %) =&"%c") , 0<p<n admite una re-

presentacibn finica, la expresibén canbnica de w :

= T a (z,z) dz .4z .dw
(I) - r -~ A
A, B, M ABM A B M

donde A,B, M son subconjuntos ordenados de {1,....,n} , dos a dos

disjuntos y tales que al + tBl + 2IM! = 2n-p. Necesariamente

es Ial +IBl + IMl <n y IM >n-p.

P Xp

Diremos que B8 € N es normal si det(B)#0 y si B8 puede
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transformarse en una matriz triangular superior mediante una per-

mutacidbn de sus columnas.

(p¥1) %P o5 normal si g =0 y gl(p+l)

Decimos que B8 €N +
pPT1

x
es normal. Diremos tambi&n que B8 €N’ " es normal, si existe
A C{1,...,n} , Ial = p , tal que B, es normal.
Consideremos la expresibén canénica

- s 2n—p ]
w = b(z) dzA*dza*d“M € & (cH
(p+1)xn

x
Decimos que w es normal respecto de 8 €N " 6 g €N

(0 simplemente, que es normal, si no hay lugar a confusibn), si:

IBl =0 , Ml =n-0p vy B, es normal

Sea k € & (c") , Y EN , I € A(p,n). Entonces

_ 9k Y _ oY Y
3,](-—-3——21 9 = all...ann k
- Y Y
5 k = 2K a(I) = 3 ' ... 3 %k

—
[~%)
NI
-
[
-
h-]

(L R O N S L Y,i!... Y,p!
K = LMok,
v (I) R P

kKY(1) = 2/kY(1)
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CAPITULO 1]

2.1 Definicibn

P Xn . N .
Sea a € N . Definimos entonces una nueva matriz

E(a) € N**

llamada "matriz esencial asociada a a" , como:

1 si o, #0 y a, =0 i<k<p
E(a%j—
0 si @, = 0 6 @, # 0 , pero existe
k > i tal que ay # 0
Ejemplo
| Sea Fi 0o 3 iw
a = 2 1 0 O
0 1 0 1
Entonces
B m
0 0 1 0
E(a) = 1 0 0 O
0 1 0 1
Notar que si a en" , entonces E(a) € z? "

2

(2.1.1)
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Sea ¢ eEN" y AC({1,...,n} , |1A] = p . Entonces a es

normal si y solo si E(uA) es normal.

Demostracidn:

Si a, es normal, entonces existe una permutacibén de sus co-

lumnas que hace de ella una matriz triangular superior. Haciendo
la misma permutacifén de columnas en E(aA), podemos suponer, sin

pérdida de generalidad que A = {1,...,p} Yy a, es .triangular su-

perior. Como @, es normal, debe ser det(aA) # 0. Luego, a, # 0

para todo 1<i<p Y a. = 0 si p=21i>3j ,con 1<i

1<3<p. Luego, de (2.1.1) se tiene:

"
[y

E(a)u

]
o

E(a)” si i¥j , con1<1i,j<p
Luego E‘“A) es normal.

Reciprocamente , supongamos como antes que E(aA) ya es triangular

pX p

superior, O sea que E(“A) es la matriz identidad en N . Luego,
E(a%' =1 , 1< i<p implica que @, # 0 . Ademds, del hecho
que E(a)” =0 con i > j , se sigue que @, = 0 si 1i> 3.

En efecto, si fuera o # 0, como E(a)”= 0 se deduce que

existe k > i tal que @y # 0., Sea r = max { i<k<p Ty #0}.

Luego a, #0 vy a, = 0 , para todo r < s € p. Pero entonces,

seria E(a)rj =1 con r>1i>3j , contradiciendo que E(aA) es
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triangular superior, lo que demuestra el lema.

2.3 Lema
Sean o EN’" Yy g8 €EN"" . Entonces
E(E(a).B) = E(a.B) (2,3,0)
Demostracibn:
Verificaremos entonces que E(E(a).B)” = E(a.B)”
Caso 1): E(E(a).B)ij = 1

Es necesaric entonces probar que:
i) (a.B)“-'# 0
ii) (a.BLi= 0 , vara todo r > i .

Demostracibdn de i): E(E(a).B), =1 = (E(a).B). # 0 para al-
; 1) ij

gin k, 1<k <m, es

E(a)ik .B” # o (2,3.1)

Luego E(a) # 0, o sea E(a)=1 ® a,  #0. Entonces, de (2.3.1) vy

@, # () se tiene a,, .Bld # 0 , y por lo tanto (“'BX1¢ 0 .

Demostracibn de ii): Queremos ver que (a.Bl‘= p a“.BH = 0
k

para todo r > i . Fijemos r > i . Entonces, si 8ld = 0 se siqgque

la tesis. Supongamos que Bvj # 0 y probaremos entonces que a, = 0.

Por hipbtesis es (E(a).B)tj = 0 para todo t > i. En particular

para r. O sea (E(a).B% = i E(a)" .Bld = 0N , y de aquil E(GLR.% =

0 para todo k.
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Como estamos suponiendo que R. # 0 , se tiene E(a) ,= 0 .

v

Agqui hay 2 posibilidades:

a) a, = 0 , que prueba lo que queremos, o bien

b) a. # 0 , pero existe e > r , tal que @ #0
Sea u =max {e > r : a&* 0} >r>1i.
Entonces a., #0 vy E(a)w = 1 ; pero como By # 0, se tendria

E(a)w .B #

vi

0 vy por lo tanto (E(a).B)uj # 0 con u > i, contradi-
ciendo la hipb6tesis del caso 1). Luego como b) no puede suceder,

se tiene a = 0 como queriamos.

Caso 2): E(E(a).B)” =0

Probaremos entonces que E(a.B)iJ =0
Notemos que E(E(a).e)‘l = 0 puede suceder por 2 circunstancias
a) (E(a).B%,= 0o , 6
b) existe r > i , tal que (E(m).B)ﬂ?e 0

Si a) entonces E E(a%k.% = 0 , y por lo tanto E(a%k 'BH =0

para todo k. Si B. = 0 para todo k, se sigue que =0

ki
para todo k, y por lo tanto (a.B)” = 0 . En consecuencia E(a.B%j=

aik . B'd

0.

Si existe t , 1< t<m tal que By # 0, entonces E(a), = 0.

Entonces, o bien @, = 0 , en cuyo caso no habria contribucibn en

@, .Bti r O Q. # 0 , pero existe r > 1 con a # 0. Como B“ #

0 , entonces ., 'Bu # 0 . Luego (a.B)rl # 0 conr >1i y por lo

tanto E(a.B)” = 0.
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Si b) entonces existe r > i con (E(a).B)”i 0. Luego existe t
tal que E(a)rt .Bu¢0 , Y por lo tanto E(a)rt #0 vy @, #0.
Entonces a, .B“ #0 y en consecuencia (a.B)” #0 con r > 1.
Luego, E(m.E).l =0 .

2.4 La aplicacién ¢ *> ¢

Definicién: Sea U un abierto de C" , h' Y 9, funciones holomor-
fas definidas en U , hi(z)¢ 0 para todo z €U , 1€ 1< p.
Sea a €EN°T"
Si
¢ =h . z% (*)
se definen nuevas funciones holomorfas en U como sigue:

e _ LE(W,

Ejemplo: Sea U = C . Entonces, si

3 e
¢, = 2z, 2z, z, ¢ = 2
—-— 2 e —
¢2 =z z2 entonces ¢2 = z
— ¢ —
¢3 = 2, 2, ¢, = Z, 2%
Dada entonces, una familia ¢ = (¢l'...'¢p) de funciones holomor-

Ky o . e
fas en U de la forma (*) , se le asocia una nueva familia ¢ =

(¢l,...,¢p) llamada "la familia reducida asociada a ¢".
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2.5 Lema

pXn . . .
Sea a € N . Entonces, si a no es normal, existe i ,

1 <i<p, tal que

E(a) = (E(a), seecrE(a) ) = (0,...,0)

Demostracién: Supongamos que no se cumple la tesis. Entonces, pa-

ratodo i , 1 <i S<p, existe k, + 1<k< n, tal que

E(a)‘kl =1
Notemos que i # j = kl¢ kl. En efecto, si 1 # j'(digamos i< 3)
y k = kj se tendria

E(c:n)m| =1 Yy E(a)‘kj =1

contradiciendo la definicidén de E(a).

En consecuencia, se tienen p columnas diferentes, a saber
kl,...,kp tales que E(mw1 = 1 . Permutando entonces las columnas
de E(a) de manera que las primeras p sean k.""'kp respecti-~

vamente, se obtendria que E(a) es normal y luego de (2.2) resulta-

rfa a normal, contradiciendo la hipbtesis.

2.6 Corolario

En las hipb6tesis de la definicib6n 2.4 , si a« no es nor-

mal, existe 1 €< i < p , tal que ¢: es inversible.
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Demostracibén: Inmediata a partir del lema anterior y lema 2.2 .

2.7 Definicibn

Sean ;l,...,;p gérmenes de funciones holomorfas definidos
en U entorno del origen en c" . Supongamos que para todo
l1<k<p , es

5= & JL, B
donde o EXN"C" , la descomposicidn de cada germen i como produc-

to de gérmenes irreducibles, siendo cada g, dgermen inversible.

Definimos

~e _ TE(Q) .
% = xl £ owi

~

los gérmenes esenciales asociados a ¢l,...,¢p.

En las condiciones de la definicibn 2.7 , si a« no es nor-

mal, existe i, 1 < i € p , tal que 3: es inversible.

Demostraci6n: Inmediata a partir de los lemas 2.2 y 2.5 .

2.9 Definicibn
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si X = {Y1'°'°'Y,} es um familia de hipersuperficies en
X , definidas localmente por {¢l,...,¢p} , llamaremos
o= (¥, ,....1)}
a la familia de hipersuperficies en X definidas localmente por 1los

ceros de {¢:,...,¢:}.

En estas condiciones, la proposicibn siguiente resume las propie-

dades fundamentales de la transformacién XK > .

2.10 Proposicibn

1., UK = U Xx®
2. Vv, (30 = v, (3€) (cf. 1.5)

3. En general X # (X')° donde 1t es una permutacidn de

T—
{lloonyp} y J( - {YT(I),...,YT(p) }o
4, Si H = {Yl,Yz} entonces Ve(ﬂ) = V(X
5. Con la notacibén de 2.7 , si m < p , entonces Ve(¢) = ¢

6. Sean fl,...,fm representantes de gérmenes irreducibles
en un entorno del origen en c”  tales que

V(fh ,...,f‘k ) ='Wp-~%1i
tiene dimensifn pura n - k , para todo 1 <k < n. Sea p€N vy

pX m

a EN . Si

¢ = ﬂ- f‘arl

4 i=1

1<r <p, entonces V°(¢) = V(¢°). En particular, en el caso de
cruzamientos normales, V(¢°) es completa.

7. Sean ¢l,...,ﬂ,gérmenes en el origen en C", tales que
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i
% =‘£L T

( %k no necesariamente irreducibles), entonces

Vv, ($) C ULV, (4, )z

A A

‘I'oo-.‘!'
A A
b =

kl'...'¢p'$

Demostracién: 1) y 4) son inmediatos a partir de la definicidn de

¢° y la construccién (1.5.3).
Para 2) probaremos el siguiente resultado: Sean H =
= {Y;""'Yp} y ﬂ; = {Z,,...,Zp} dos familias de hipersuperfi-

cies en X , definidas localmente por las siguientes ecuaciones:

Y; = V(a.¢j)

Y = V(a.¢,)

Y = V() , 1<i<p , i#3,k
z, = V(¢) , 1<i<p , i#k
_Zu = V(a.¢k)

donde ¢,,...,¢p,a son funciones holomorfas definidas en W un

abierto en X . Entonces

v, (30

Ve (¢lro-'a-¢j l"la'¢kl"r¢p)

=V (b veeerd seceracd, soeed) v, ()

En el proceso de construccibn por recurrencia de la intersec-

cibn esencial, Coleff y Herrera (cf. [1] , (1.7.4) p.41 ) definen
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los conjuntos Y; Y Z; para las familias ¥ y ﬂ; respectiva-
mente. Observemos entonces que:

1. Y = 7z r 1 <1< 3j-1 . Luego Y; = Z; si
1<i<j=-2

2. En general
%L_l= U {componentes irreducibles de (Yﬂ_zﬁ Yp-x) ¢ Yj} c Zﬂ_l.

Luego resulta V. () €V (¥). Sean

Y' = AU ., U}’
J 1 v

5 g

- AUV...UAUBU.,..UB , donde B C V(a) para

1< r<«<t , la descomposicidén en componentes irreducibles de
] L]
En consecuencia de (*) y del hecho que Y = V(a) U V(¢k) =
Zu . las componentes Br , 1 € r €t ,no aportan nuevas componentes
irreducibles en Ve(ﬂ;) y por lo tanto, resulta la tesis.

. . N 3
Para 3) observemos el siguiente ejemplo: sean en C

¢l = 2,2 ¢l = zz
luego .

¢2 = z zS 2 = zl 23

v, = ¢, v, =z,
luego .

v, = ¢, v, = 2,2,

Para 5) basta notar, que si m < p , en la matriz E(a) hay

necesariamente una fila de ceros.
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Para 6) notemos que por 2) alcanza con ver que V°(¢°) =

V(¢°). Llamando Y’ = V(¢;) , definimos
yr = ¢
o
Y' = U {componentes irreducibles de(Y' N Y)t Y L, !

La tesis, resultar8 de probar que
' =
Y’ Yl n ® o0 n Yj
Para n =1
Y' = V(f ) U ... UV(Ef )
1 i, i,
donde il,...,i. son tales que
E(a) = 1 ' 1<k < s,
1,
En efecto, V(f ) es irreducible y V(f, ) €y si- E(a) =
k k 2 k
puesto que si

V(flk) Cy, = V(fjl )y U ...V V(fs, )

entonces
V(fh ) C V(fjv ) (notar que 1i,# j, por construccibn
de E(a) )
Yy resulta
V(f“ ) C'wdv , imposible por razones de dimensidn.
Supongamos ahora
Y, = Y, Nn...ny

Por definicibén y usando la hipbtesis inductiva, se tiene:
i
' _ . .
Y’ = U{componentes irreducibles de Q1 Yk a Y‘+l}
y notemos que

Yy N ... NY = U{comp. irred. de {V .. ¢ E(a), = 1}
) Iy oo M,

1 S r <
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Sea A una componente irreducible de Vl PP afirmamos que
r'.’
A EY g

Si A C Y1+1' entonces A C V(f.) para algn s tal que

E(u)’+l".= 1 ; 1luego

ACANV((f) Cv
s ll...l’,l
absurdo, pues

dim A =n - j

dim (v, ) =n - (j + 1).

y '..'l"
Para 7) basta probar que:

ve(¢,'-..'a.¢”...'¢p) Cve(¢l’...’¢l'O..’¢p)w°(¢l'...'a'...,¢p)
Por simplicidad veremos que

Ve(¢l}a-¢2,---'¢p) c Ve(¢l'¢,'---,¢p) U V°(¢,'a,---r¢P)

La demostracifn se har8 en dos etapas:

a) Sean ¢ = h'zal ’ a = g 28 +h ¥y g inversi-
bles, a e N’ " Yy 8 = (Bl,...,Bn) € N" . Definamos entonces
{ul 0'l
B a + B
a' = . a" = .
a a

Veremos que cada componente irreducible de Ve(¢l'a°¢2'.'.'¢p) lo
es de Ve(¢1'¢z’°"'¢p) o de V°(¢l,a,...,¢p).

Sea A una componente irreducible de V°(¢l,a.¢z,...,¢p):
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por lo tanto, luego de 6) se tiene:

A = V(Z ,...,Z )
i

con E(a"
" (a %”

k #v
Verificaremos que
o bien

E(u%1“= E(a%2= 1

E(a'),,= E(a"),, =1

=1, 1 #

lo que implicard, que A es una componente irreducible

V. (¢I’¢2’...'¢p) (o] de

= E(a")k para k » 3 .
Ahora:
a, # 0
" _ .
E(G )”i = 1 = a ! = 0
I P
i, . = 0
a =
E(O.")2' = 1 = j1a 0
2 0'2’2 #* 0
B # 0

En caso que se verifique (*), resulta

A C V°(¢l'¢,,---'¢P)
y si sucede (**), entonces

A C v, (cb, ,a,...,¢p)

b) Para el caso general, consideremos

Ve (¢llar-°°l¢p) ¢ Ya que E(a)k

para todo

para todo
(*), 6

(*%)

i si
v

de

E(a')k=

W un abierto relati-
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vamente compacto en X , donde estén definidas ¢l,...,¢py a.

Sea e Wl+ 1) una resolucidbn de las singularidades de

Y V(¢l...¢p+l.a). Entonces, notando que
TV (ofreecsabopfcec,0¥) =V (¢ ,...,a.9, reeerd)
n(va(¢;,...,¢:) = V°(¢l,...,¢p)
n(Ve(¢r,...,a$...,¢:) = V.(¢l,...,a,...,¢p)
(cf. [1] p.125) donde
of = ¢o
a* = aor

y usando la parte a) se sigue la tesis.

2.11 Lema

. n
Sean ¢l,...,¢p funciones holomorfas en C , con cruza-

2n-—p)

mientos normales. Sea w GFC(C";G . Entonces, si

¢ = (0, 4eeesd) ¥y ¢°= (4],...,4° ) se tiene:

. P Wy _ v P, w
a) lim I T£(¢)]($) = lim I T§(¢ )](¢)

5+0 §+0

b) Si X = % y A € Pc(Cn;sz-p+') , entonces
lim I[D% ()1 (X)) = lim I[ D% (s*)]1 (D)
520 s =0 s

Demostracibén: a) Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

¢, = z%t , donde z = (2, 100042,), @ e N>*"
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(cf. [1]), lemas 2.13 (2) y 2.15 (2)).

Luego
¢l zE(a),
Si w = % no es normal respecto de a , entonces (cf.[1])
lim [ @ =0
§+0 0
T
£(¢)
Ademés, @ no es normal respecto de E(a) (cf. lema 2.2). Luego,
para § suficientemente pequeiio es TE(¢°) = ¢ vy por lo tanto

lim I[ T (¢°)])(w) = O .
§+0 L

Sea entonces w normal respecto de a (y por lo tanto tam-
bién de E(a) ). Sin pérdida de generalidad, supongamos que:

I= {1’.oc'p} r M={l,oo.'n} _I

a € NP triangular superior y det (a ) # 0 .

Luego E(al) = Idpxp .
Sea w = b(z).dzldmM , donde b E€D°(C") , sop (b)C B
P
\f =|=z,°!u » 1< 3J<mn ’ Y = (Yn"“'Yn)eNn
Entonces, si
=ﬂz)—dz_1£2hl. , tenemos
zY
lim I T° w) =
310 [ £(¢)](w)
(2 .11,.1)
= k.lim I[ 1> 1z(Il> 6] (z(I7"b"(I)dw,) ,
§+0

donde

k = sg(det(qa )) (2ni)°
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Y se ha usado la proposici6tn 2.13 de [1] .

Por otro lado, notando que
£

v(zY) = v( JJl 25 (%))

y usando nuevamente la misma proposicibén de [1l] , se tiene:

. P e -~ _ . -y _
%ig I Tg(° Mw) = %ig I[SQI(Z bdzlde) =
koelim I[1 > 1z(DV1>6)(z(D)”Y b’ ' (I)dw ) (2.11,2)
5+0 M

donde SG es el conjunto definido por las siguientes ecuaciones:

~

E(a) E(a) _
| zyz  wekt ceeiis 2 a2 8
E ¢ E
Izz(a)pvfl....... z(a)pn|= §
p pHh n P

Luego, de (2.11.1) y (2.11.2), se sigue a).

La demostracibén de b) es andloga

2.12 Teorema

Sea H una familia de hipersuperficies {Yl,...,Yp} en X .
Sea Y = VG(H) ' ¢l,...,¢p € (W) las ecuaciones locales de las

hipersuperficies en un entorno W de y € Y. Entonces:

a) si wer (x,€7°) ,

P

1im I [T
550 [Ts

(4)] (%’;) = lim 1 [Tz(d;‘)] (%)
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b) siz€r (x;& "%
lim T [ ()] ) = lim 1 [D}(e)] ()
§-+0 ~ §+0 ~
siendo § una trayectoria admisible.
Demostracibn: a) Restringiendo W eventualmente, existe una re-
solucibn de las singularidades de Y' = V(¢,,...,¢p) , O sea, una

variedad holomorfa W y un morfismo propio T :

duce un isomorfismo analftico entre W - (Y')

tal que o

es la descomposicifn de ¢

Suponga

Y') tenga cruzamientos normales en

mos entonces que

¢, = £u 1

k

suponer vidlida en W .

donde

€S una

Sea £
h, (2z)

n-upla

de filas a

k

¢

Llamemos

gk(z) =

*
k

es una funcibn holomorfa nunca nula

n pXm

en N . Sean a €N Yy g € N™"

k

y B8 respectivamente. Entonces
m

* = (¢ om) = 11 (2% )% .n% (2)

k k 1=1 i

W, > W, que in-
y WwW- Y' r Y

W..

Sk S<p

en factores irreducibles, que podemos

= (fkoﬂ ) = hk(z),sz 1< kS<p

Y Bk=(8kl ""Blm)

las matrices

m
T1 hlu(z) , 1<k<p

Luego, para cada k , g, €s una funcién nunca nula, y se tiene:



m
¢: = gh.ﬁl (zel)au
esto es
* _ (a.B

donde (a.Bk

Por lo tanto
(¢*)° = ZE(QOB)k

Por otro lado n

e _ E(a)
% = Fjl £
(¢:)* = ‘lJ_l(fl* E(a)k
((¢e)*)e = ZE(E(® .B)

’ 1<k<p

k-sima fila de (a.B).

’ 1<k<p

~ z(E(a.B)k

k m
~ E(a)

donde g, = llh (2) u

Entonces, usando la proposicién 2.10 (a) se tiene:

N I P 9_ = s

SRR
= %im
*0

Por otro lado
1im I [T (¢°)) (=) = 1lim
550 L ¢ 550
= 1lim
§-+0

Por lema 2.3

resulta (¢

I [TE(¢*)1("¢£“’) -

™ (w)

I[Ts((4%))]) (g

m (m)

((95) ™)) (T

I [TQ

T (m))

I [T (")) (

*)e

= (()%)°

(2.12,.1)

(2 .12,2)

(2.12.3)

(2.12,.4)

(2.12,8)

y por proposicién
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(2.15) de [1] , resulta el teoremna.

Para b) , la demostracibén es an8loga.

2.13 Teorema

Sean H = {Y‘,...,Yp} y H' = {Y;,...,Y;} dos familias
de hipersuperficies en X . Sean, W un abierto de X ,
{¢l,...,¢p} Y {wl,...,wp} ecuaciones en W de X y H' respecti-

vamente, de manera que:

a) ¢ = z%
! 8 donde a ,8 € NT"
b) b, = z'1
c) Ve(ﬂ) =V, (&)
d) V(¢ ) CV(y) ’ 1<i=<p

(esto es: si a, # 0 entonces 8, # 0).
Entonces, si w € rc(x;ai“"(*uu)) , se tiene:
1) Ry lwl= Ry, (0]
ii) RPy[Al= RPy, (V)

siendo 1 € rc(x;&;“”+'(*L90)

Nota: La tesis del teorema es equivalente a la conmutatividad de

los diagramas (1.8.2) y (1.8.3).

Demostracibn: Para i) Sea w € rc(w;g;“"(*an) ; luego de 1.12

podemos considerar (2n-p)-formas del siguiente tipo:

@ = z-Y.b(z)dzA.dEBAde , b € p° (W)



- 39 -

Por lema 2.12 y nota 2.8 de [1] , podemos suponer afn
que |B|= o0 y |M] = n-p.
Probaremos entonces, el siguiente resultado, del aue se si-

gue inmediatamente la tesis:

V. (¢) = V_(¥) si y solo si E(a) = E(B) .
Si E(a) = E(B) , entonces V°(¢) = Ve(w) por 2.10.2 .
Supongamos entonces, que Ve(¢) = Ve(w) .
Sea @ una componente irreducible de V_ (4). Como
$, = 2% , resulta ser Q = Vll oot = V(ZH ,...,zip ).
Por simplicidad, supongamos que i, =k , 1<kS<npn.
Luego
E(a),, = 1 ' 1<iS<p
E(a),, = 0 , 1<4i,j<p , i#*3j
Entonces, si A = {1,...,p} + es E(a,) la matriz identidad
de N7 . como E(a), = 1, se sigue que a, #0 , y por hip6-
tesis (d), es B, # 0 . Luego E(B), = 1.
' Si E(B)pk = 1 para algln k # p , se sequiria que cual-

quier componente irreducible A de V.(¢)' con A C V(zk) es
A &€ V(zp) , lo que contradice entonces, la existencia de @
Luego

E(a) = E(B)

| 4 4

Supongamos que

E(a) = E(8), ' para p>r>m
Veamos entonces gue resulta

E(a)m = E(B)m
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E(a) = 1 =g 0 = g8 +# 0N ., Como E(a) = 0 parar #m
mm mm mm rm

se sigue por hipb6tesis inductiva que E(B)m|= 0 . Luego E(e)mm=
= 1.

Ahora, observemos que E(a)mt = 0 para todo t # m , obli-
ga'a que E(B)mt = 0 . En efecto, si E(8)_,= 1 para algn t # m
debe ser t<m (vya que si t > m , entonces E(B)" = 1 y por
lo tanto E(8) = 0).

mt
En consecuencia, E(B)m‘ = 1 implica que Bmt¢ 0 , con lo

que cualquier componente irreducible A de Ve(w) tal que
A Cc V(zt), es A & V(zg, lo que contradice entonces, la existen-
cia de Q .

Luego, para completar la demostracibn del teorema, solo res-
ta notar que, por hipbtesis (d) y E(a) = E(B) , resulta

o, = ¥, » 1<i=<p
y por lo tanto, por 2.11 (a),

Ry lul= Rye [w] = Rypye [a] = Ry, [a)

Andloga demostracibdn para ii).

La hipbtesis c¢) del teorema 2.13 es necesaria para la conmu-
tatividad de los diagramas (1.8.2) y (1.8.3) como se observa en el

. . . 3
siguiente ejemplo: sean en C :

4 = 2z,2, v, = 2,2,
H ¢, = 1 s v, = 2z,
¢, = 2 ¥, =2
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Sea
w = 2alz)dz -dz, -dz, , a € p°(c)
22,2
Entonces,

Ryelol= 0, pues V (30 =¢
mientras que
Ry [w] = (27i).a(0,0,0)
Nosotros ignoramos, sin embargo, si los diagramas conmutan en el ca-

so en que solo se verifiquen (c¢) y (d) del teorema 2.13 ,

2.15 Teorema

Sea H = {Y,"'°'Yp} una familia de hipersuperficies en
P

X , tal que lUl Y' tiene cruzamientos normales. Sea W un en-
torno de x € X , ¢,,...,¢p funciones holomorfas en W , ta-
les que

Y NwW= (¢ = 0) » 1< 3j<p

. ~ w 2n-p

a) Si w = 7 ,zuGFc(W;EX ) , £ holomorfa en W vy

Y = (f=0) C U ( ¢°= 0) , entonces
1 ¥ 1
R¢['51= 0
~ -p + .

b) si i=%} ,a€r w;&" 7Ty, 1<3<p

entonces

RP¢ (xl1= 0
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Demostracibn: a) R¢[$] = %ig I TZ(¢)](Z) = (por 2.11 (a))
> ~
P e ~
= 1lim I[ T.(¢ )] (w)
§+0 [ 3 ¢ 1w
donde $, = hl.zal con hl funciones holomorfas inversibles en
W,E=% con £ = zY , vy EN, a€ x®*"
Por hipbtesis, es
Y _ _ E(a)
(zX = 0)=Y Y (z""1=0)

Ahora, usando (2.10) , se deduce que {¢l""'¢p} tienen intersec-
cidn completa, y por lo tanto, por proposicibén 1.7.6 de (1], se
tiene:

lim I [T (s)] (@) = o0
820 Jo)
La demostracibén de (b) es aniloga.
La hipStesis del teorema anterior es mis d&bil que la de [1]

para el mismo resultado, como se ve en el siguiente ejemplo:

4
En C , Ssea

¢l = zl zz 24
H ¢, = 2,2,
d,3 = 23 24
Sea ~ _ b(z)dzl.dzz.dzs,\dz‘.dz4 b € D°(C4)
v o= 2.2 2 '
2 3 4
forma que no es regular sobre ( ¢, = 0 ); sin embargo,

(f=12,2,2, =0) C (¢,=0) U (¢;=0) = (z, =0) VU (2,2, =

0)
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Y por lo tanto

El teorema 2.15 es vidlido también, en las siguientes condi-

ciones con la misma demostracibn: sean

m
o = M, £ , 1<i<p ,a€ W"

f’ representantes de gérmenes irreducibles en un entorno del ori-

gen en c" , tales que:
m

dim,k O V(f ) =n-s , pura para todo
C k=1 ik

{j"'oo,j‘}c{l""lm} I 1<j1< oo-<j’ <m
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CAPITULO 111

3.1 Definicibn: Sea ¥ = {Y',...,Yn} una familia de hipersuper-
ficies en X (dim X =n) . Sea Y =V (H) ; de acuerdo con [1},
diﬁ Y =0 . Consideremos x €Y Yy W un entorno de x tal que
W ny = ({x}
Dada § una trayectoria admisible vy § EIR+ , decimos que

la terna (W;§ ;$ ) estd adaptada al punto x vy al morfismo ¢ =

= (¢',...,¢n) , donde ¢| son funciones holomorfas en W , ta-

les que (¢| = 0) = Yy Nw , si vy solo si

Il
©

Ts @ (&) N W

si 0«6 < 6,

3.2 Proposicibn (existencia de ternas adaptadas)

Sea W un entorno de x en X tal que WnNny = {x}.
Sea § una trayectoria admisible. Existen entonces W' C W , en-
torno de x en X y ¢ > 0 tal que (W';Q;GO) es una terna

adaptada a x y a ¢ .

Demostracibén: Sea W' entorno de x , tal que W'CW y W' com-

pacto. Sea t € W', Luego, t €Y y por lo tanto existe U, en-

tornode t y 6t > 0, tal que si 0 < § < 6:



- 45 -
n
i u N Tg(c)(¢) = ¢

Sea W' C :GU\;"U‘ = ll=JlUtl y § = min {6" :1<i<nm}.
Luego, si 0 <6< 60

n

Nw' =
Ty () N W ¢

3.3 La funcibn residuo fibrado esencial

Sea X = {YI,...YP+‘} una familia de hipersuperficies en
X , 0<p<n , tal que dim (NH(p+1)) > n-p.
Llamemos
Y = Ve(ﬂlp+1))

i : Y>> X la inmersibn vy T : X+ T un morfismo de X en

una variedad holomorfa regular T de dimensién n - p , tal que:

a) dimbn-l(t) =p
- para todo t € T
b) dim_(wv.i) " (t) =0

Sea Y=Y - Y, - Paracada yE€ Y consideremos xy=n-'(n(y)).

Por b) ¥ ={y N X, seees¥ N X} es una familia de hipersuper-

ficies en Xy tal que
dim, V;(ﬂ;) = 0
Para cada u € rc(x;ﬁi(*UM)) , se define la funcidn residuo fibra-

do esencial
resg ful.: Y > C

como
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resJG » [G] (y) = res [xJ ; xy: v (i: (G))
(cf. [1],(1.8.6) (2))
donde

i+ X > X
y y

Y por lo tanto

~ P
i*(W) € T(X, - Y ;& (*UK))

y

p+1

3.4 Teorema

En las condiciones precedentes,

a) resy 1JG] es localmente semimeromorfa sobre Y , para

cada u € r(x;a';((*wo)

b) suponiendo ademis, que u € T (X; ;(*Uﬂ)) , para toda

2(n=-p)

E €D (T), se tiene

RP [u . 7*(£)]

P, [resy, [ul. = (&)]

donde la corriente de la derecha, designa el valor principal sobre

Y.

Demostracifn: Como el resultado a probar es local podemos suponer

que X es un abierto de C", T es un abierto de C" ° vy

ﬂ(x',...,xn) = (xll'..’xn—p)

Sean ¢, funciones holomorfas en X , 1€ i< p , tales que

Y, = V()



Llamemos
e = n-p
Sea y, €Y , y, = (t seeert, sesest) = (£ ,t)
En virtud de la proposicién 1.7.2 (4) de [1], basta conside-
rar formas diferenciales : de bigrado (p,0). Por lo tanto, sea

a€g (X)) , A= (e+tl,...,n}

S a(x)dx . . .... dx € I‘(X;&;(*UTK'))
¢l..'¢p‘l-l

Para la demostracidn del teorema 3.4 -en el caso de inter-

seccibn completa- , Coleff y Herrera en [l1], prueban lo siguiente:

1. (cf. [1], proposicibn 4.2.3 ) Existe un polidisco centrado
en t° , p° CT y funciones n, Y n, holomorfas en D° , tales que
v = V(n‘.nz) N T es una hipersuperficie en T N D° ,
m(sy U (Y N Yp+l)) c v (sY = puntos singulares de Y en el

entorno D° x D’ de Yy )

y ademés:

a) Paracada y° € TN D -V las bolas abiertas

B;(Y) = {(y°,t") : |t’® -y |<p}lcCiy'} x D°

de radios o ply’) = [W(ye)] , son dos a dos dis-

juntas.
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b) Paracada y €[Y - ') N , el par
p e
(X,e N Bp(y); §(y ))

estd adaptado al punto y , y al morfismo

by = (¢,,...,¢p)|xe
donde o = o(y) ¥ s(v') = In,(y’)l.y
) si Tyy) = "i;yel:g (¢) N B (v) , donde
(x,] = 'yl , para y€(¥-«'()NND ,yvs<ely),
entonces
lrg] Ny, = ¢

d) Existe C> 0 , tal que

MD(I[Té(y)] ) <cC

para y€ (Y -7 ' (V)) N D , §<68(y) , donde M (IlT

es la masa de la corriente I[Tﬁ(y)] en D = D x D°

to a la estructura riemanniana de C' (cf.[4] y [5] ).

n —p

2. En un polidisco D =0D x D'C X conveniente,

ne para cada y € Y N p , yvparacada r €N , la funcién

klc,Al (y) = res ]gﬂ-=y(i;(8[r;y])th)
y y

donde B [r;yl] es una funcibn meromorfa sobre {ye} x D° definida

como sigue n

con respec-

se defi-

TT (t. - v )
Blrsyl (£7) =8 lesyl (t . ,o.uut) ’:;Tl —
i % (y* :tP)
="
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y usando la proposicién 4.1.3 (9) de [1] , resulta que existe

n(y) €N tal que

~ 2 f
restnr [u] (y) =|r| <ney) %g 9 a(y).kl[x;Aal (y)

para y € Y n D,

3. Por filtimo, se prueba que las funciones k[r;A] son mero-

morfas sobre Y ND Y que existe un n, €EN tal que k|[r;A]l = 0

para Irl > n, , Yy se obtiene la parte a) de la tesis, notando que

~ r r
resy Tr[u](y) = || <atw %!3 a(y) .k [r;al (y)

Seguiremos aqui el mismo esquema, probando 1), 2) y 3) en el caso

que
dim, N ¥(p+1l) > n - p
Demostracibn de 1): Sean t' = (tl : JEE) , E= (e+l,...,p)
t": (t’ : jGA) ’A= (l'o-o,e)

Sea D =D° x D° un polidisco centrado en y tal que:
i) {0°) x D° N ¥ = {y }

ii) "ly Np * YND ¢ Nnp° =0n° , es un morfismo propio
y finito.
Restringiendo D° si fuera necesario, pueden encontrarse

polinomios distinguidos con coeficientes holomorfos en D° (compac-
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to)
H (t';t )
3 ) jea

gr(H’) = %

sin componentes irreducibles miltiples, tales que si

M=(te€eD: Hj(t';tj) =0, j €A}
entonces
YNDCM
de manera que la proyeccibn
T : Mas D
es propia,finita vy abierta.
Sea A el discriminante de H’ ; A =;szAj es entonces una

)
funcién holomorfa en D°.

Sea
s' = v(a) cpf
S =DnNag '(S")
Yy Q un abierto simplemente conexo, @ C D - S' ; se tienen en

consecuencia, las siquientes descomposiciones:

o
H’ (t';t’) = ajl=l (tj - gaj (t"))

s (') = TI (g (£") - g, (£"))?
) ay#s B;

donde t' € 2 , Jq, SOD funciones holomorfas en @ , j € A.
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Llamemos

M MN (@ x D°)

Q

Yo = YN (@ x D°)

y considerando la descomposicibn

= U e = ] €
MQ { I‘g g = a, con 1< a, <s, v 3 A}
de Mg en componentes conexas, donde Fa = graf (gg )
= : j €EA :Q > C
94 ‘90., 3 )

YQ es por lo tanto, la unibén de algunas componentes irreducibles de

I‘ .
'}

3.4.1 Lema

Existen constantes positivas a,b,c tales que para cada
t' € p° - 8' se tiene:

i) Las bolas abiertas

B° = {(t',v") : |v" - t"]| <p} C{t'} x D°

P

centradas en t = (t',t") € M(t') =M N {t'} x D , y de radio

1
p = a.]A(t')|/2 son dos a dos disjuntas.

ii) Para cada vy (y',y") €Y - 8 la terna
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P « R o v
(x,o n Bp(Y) : 8 Go(y

-1

esti adaptada en xy. = 1 (y')
¢yv = (¢"ootl¢p)|xy.
donde
o = a.|ay")|"”
s, (y") = b.latyn]°

))

» al punto y , y al morfismo

Demostracién del lema: Para 1), cf.[1] , lema 4.2.4 (i) .

3.4.1.1 Lema

Sea

i
H
m
O

M
t

d, (

M

Para ii) se necesitan los siguientes lemas:

t,M) 1la distancia euclideana del punto (t',t") =

al conjunto

N ('} x p°

y d(t,M) 1la distancia de t a

sitivas bl y c¢
df(t,M)
Demostracibn: cf.

. tales que:

< bld(t,M)ﬁ

[1] lema 4.2.5

M.

Existen entonces constantes po-
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J. Solomin demuestra en [6] el siguiente resultado:

dada u = % S r(x;ai(*ux)) , existe g€ N , tal que si

§ : (0,1)

~

|
]R>
es una aplicacibén analitica de la forma

§ = (6’,. ..,Gp)

~

(.1,1)

tal que para cada t € (0,1) es §,(t) = t" ,.n €N ,

1<is<op ’ con

entonces:

1 relu. .l = lmIldf ()@ ..)
t >0

2) El entero q, derende finicamente del soporte y de la po-

laridad de u en el siguiente sentido:
si a = % € I (X:& (*UK)) es tal, que
sop(a) € sop(u) , entonces
RP [a . .] = ln 1 [DfN)) (. )
t->0
Luego, considerando esa trayectoria S , definimos:
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U
T = 0<8<e, T%(G)(¢)

~

D

con e, > 0, tal que dimRTg

' () < 2n - p , para todo 0 < § < g

)
y se prueba:

3.4.1.2 Lema

Existen constantes positivas a y B8 tal que para todo

XxX€ET se cumple la siguiente desiqualdad:
d(x;¥YND) < ad(x;F)P

P
donde F=_0( =0)ND.

Demostracibn: Sea A {8(6): 0 < 6 < ¢ }

Lol = eleeerle )

Entonces,
T = e[
Y es en consecuencia un conjunto semianalitico. Como F es analiti-
co, resultan F y T regularmente separados por su interseccién (cf.

{7]1). E1 lema se sigue de notar que

P
Demostracién de 3.4.1 (ii): Sea || = Z [¢|2 . Por la desigual-

dad de Lojasiewicz (cf. [B]), existen constantes b‘ ’ c43>0 , tales
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que

[¥(t)] > b, .d(t,F)% , t€D.
Por otra parte, por lema 3.4.1.2 , se tiene:

lo(e)] > b, .a(t,F)% > b, .r.d(t,¥ D)%'> b r.a(t,M)%", donde

t€T , s = % , r=a' . En virtud del lema 3.4.1.1 se sigue:
(t) bs.df(t,M)% , t €T (3.1.2)
Como § es una travectoria del tipo definido en (3.1.1),
existe e, > 0 tal que 6#6)'<6 si 0< 6K e, o+ 1 <is<p.
Sea e = min{ € ez} . Podemos asegurar que existe k>0 , tal
que
k <a , VvV ademés
1/2
¢/2 b
(k.]aen) ]y C 3, < e
P

para todo t' € D . Definimos entonces:

§,(t') = Db.|a(en)] , donde
kes/z .b:/z
b < pl72
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a

-3

Veremos ahora que si 8 < Go(y') , entonces:
P n 7° =
O sea, que la terna
| 4
(B)(y) M X\ & :8,(y"))
estd adaptada en X , al punto y , y al morfismo:-

é¢.y = (¢!""l¢p)
X

yl

Supongamos que para algGn § < Go(y') es

- ' n P P

Entonces [t" = y"] = »p = a.IA(y')|l/2 . si t € TZ(6¢¢) con
§ < Go(y') , entonces
le, (y',t™)]| = 5 (8)
Luego
P P 2
lve)] = Z, lot)] = [E 6(8) < (puesto que § (y')<ce)
P ) kcs.bs /2
< I §2 < p.5, (y") < p.( Jdayny | / ) < (ya que k < a)
p
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< bs.a“ .|A(y')|“k. Entonces si llamamos:
b, = u vy C4 = V ¢+ by = w Yy
se tiene:
1 1/s 1/2
< v < a.laynl”

Luego, en virtud de (3.1.2) resulta:

a (em < a.layn |-

lo que es imposible, ya que 4 (t,M) £ =y"|
ye la demostracibn de las partes a) y b) de 1.
Para c), sean:

E Y] " p)y U g

N
n([sy U (Y Yp+l

Y

V_ (¥(p+1))

= p . Esto conclu-

V(al,...,aq) , donde las funciones

a son analiticas sobre D . Existe entonces una funcién analfiti-

ca sobre D° , digamos ' , tal que
E C v(z*)
Sea

T = ¢l

Como ¢ se anula sobre DNyYnN Yp+!

, restringiendo
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eventualmente D , por el teorema de los ceros de Hilbert podemos

afirmar que existen funciones analiticas sobre D ,
h| y 1<i<gq
y h , tales que

|h|| <G , |h] <@ en D para alguna constante

G>0 y donde

c = hl.al+ o o + hqo“q"" h.¢p+l

Para cada t* € p° - v(z') , sea 61= Go(t') , tal

que
m v/B
o< & <8 (LN
P 2Gk 'a
P

donde k' >0 , es tal que k'.d(x,¥) > % |a]| . Luego

q q 8

z [h .o |< G Z |o]| <6G.k'.d(x,¥Y) < Gk'.a.d(x,F)° <

(por lema 3.4.1.2 , para x € T )

G.k'.a , & 8/v _ G.k'.a : B/v
< G Uk lo,1%) < TR (B4 <

' mv/B m
< GKlea (o (—;’; L N 7 1
2

uB v °'2Gk'a
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Por otro lado
G.lo ., | Ihoe | > 3 1"
*1¥p 41 *Tp+1 2
(usando que 1™ < % | ™| + |n| °l¢p+l ) , todas las desigual-
‘dades v8lidas en D N |T%(¢)| .

Luego, tomando

sty'y = 2 (JEnlt /e

P 2Gk'.a

se obtiene

P - . e
T,§, (y) n YP"’I - ¢ ’ S1 6 < G(Y )o
Es claro ademis, que podemos suponer que en D° tanto

6(y°) como b.s° son menores o iguales que 1 , y por lo tan-

to

n, = 6(y°).b.Ae , satisface las condiciones del le-

Para la demostracién de d) cf. [1] , pag. 179 .

Demostracién de 2: (cf.[1] , teorema 4.2.2 ) notando que las funcio-

nes

riyl (€) = ] (£ -y [T, a6 ™
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son meromorfas sobre § N D , puesto que su denominador no es idén-
ticamente nulo en Y N D. En efecto, si y = (Y, yp) € ¥YNp ’
caben dos posibilidades:
a) “-l(ye) C vy, para algn 1< i< p
entonces
dim_n"(y') = p
dim v (¥(p+1)) =n-p , V (H(p+tl)) =Y C V(4)
dim,v(¢,) = n-1 ,
tendriamos necesariamente
dim [+ (y") N ¥] > 0
lo que contradice la hipb6tesis del teorema.
Podemos por tanto suponer que sucede
b) »'(y) €£VG) , 1<i<p
Yy en eéte caso,
Ty - ,L:J, V(4,)

es un abierto denso en n-'(y3 .

Demostracidn de 3: (cf. [1], 4.2.6) notando que la trayectoria se-

mianalitica § elegida para el lema 3.4.1.2 , puede no ser la ade-
cuada en cada fibra, para el cilculo de la funcibn resx'“fal. Sin
embargo, para cada y = (ye; yp) €Y , como la terna

(B)(y) N'D ;8:6,(y))
estd adaptada, entonces la funcibn

hiwl : ¥ »c ,  Hul(y) =IDNT, (] [*@W)

con ) <64y’) , est8 definida y es localmente semimeromorfa, pa-
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ra cada o = % € T(X;ﬁi(*UJQ) tal que sop(w)C sop(u). Ademés,
si @ es una forma meromorfa,

hle] (y) = res,f'“[ w) (y) (3.1.3
ya que:

a) si £ = (cl,...,eﬁ) es una trayectoria admisible cual-
quiera,

P = i N ° 1 © =
resx'“[ wly) i_lur’n I T£ (E)(y)][ ix(w)]
= n P L * o
I[D T£ (eo)(4>)] (1y (w))

para £ >0 conveniente.

b) si €, es suficientemente pequeno

N
TQ(G) (y) D y T )(y) N D
son homblogos.
En efecto, si S$(8) = (8
e(8) = (e‘,...,ep)
definimos

o! : [0,1}x (0,1) -+ R

>

como

ol(t,a) = (c:,...,o;)
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o) (£,8) = t.8 (8) + (1-t).e (8)

o;(t,6)= 5, (6) , 2<3j<p
Yy por.recurrencia

ot(t,ﬁ) = (o:,...,Uk)

P

como

k k-1

o, (t,8) = t.o, (6) + (1--t).e:It (8)

of (£,8) = o '(t,8) , i#*+k , 1<i<p
Notar que

1

o (1,8) = (8 (6),...,6p (6))

" (0,8) = (e, (8),...,e (8))

En virtud de (3.1.3), basta encontrar una forma meromorfa
w = % tal que

resR;JZ] = res“;JG]

en YND . lo que es posible, razonando como en [1], p&g.162 y 184.

Demostracidén de la parte b) de 3.4 ¢ (cf.[1], 4.3.1 ).

3.5 Teorema

Sea I = {V',...,Y } una familia de hipersuperficies
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en X . Sea A € I‘(X;Qx'-p (*UK)) . Entonces, el soporte de

&fol (resp.: de RPxJ;] ) es la unibén de algunas componentes irre-

ducibles de Ve(JO (resp.: de VO(M)) .

Demostracifn: Anéloga a la de [1] ,4.4.3 wusando el teorema 3.4 .

Sea U un abierto de C" . ¢l'.."¢p funciones holomor-

fas en U tales que
dimcv(¢‘ ,...,¢‘) =n-xXk (3.6.0)
] k

donde {i,,...,i,} <{1,...,p} .

Sea § = (61(6),...,6p(6)) una travectoria admisible y 1
una permutacién de {il,...,ik} . Entonces, dado W un abierto re-

lativamente compacto en U , existe 60 > 0 tal que

a) los tubos Ti(¢)N W y T"6(¢T) N W
estén definidos para todo 0 < & < ¢

[

b) TR(4)N W = sg(r).'r';;(J)n W

Demostracibn: La parte a) es inmediata en vista del teorema 1.7.2

de [1] . Sean I = {i;!’°"ip} , J = {1,...,p} - I
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i
©

¢!

| — | L -

1 = (¢hl---r¢'t) ’ é' = ‘§'l

Siempre puede suponerse, gracias a (3.6.1) que:
dim, (T, (")) < 2n - k
para 0 < §' < 60 (6' no necesariamente admisible, (cf. [1] ))

Luego
TE.M') ~ sg(1). T;.(M)

Por lo tanto, salvo un signo es

T () = £T,, (4" . Th (6") ~ ¢ sg(1).T}, (67 ). Ty (6"

s
O sea
P ~ T
Ty (4) sqg (1) ~T§(¢ )

lo que demuestra el lema.

3.7 Teorema

Sea X = {Yl,...,Yp} una familia de hipersuperficies en

tales que
dimc{Y‘ n ...N Y } = n-=k

1 k
donde

{il,..., ip} c{1,...,p}
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Sea W C X , un abierto de manera que existan ecua-
ciones

(¢= 0) =Y NW ' 1<i<p
donde las funciones ¢, son holomorfas en W. Sea ademds 1 una per-

mutacibén de {il,...,ik} . Entonces
a) Para cada a € Pc(w;ﬁr"(*UJQ)

R lal = lim I [T%(6)) (2) = sg(t).lim I[15(47)] (a)
§-»>o0 ~ §->0 ~

b) Para cada 8 € Fc(W;ﬁznﬁl'(*UJQ) ’

Si {i',...'iklc{ll-.-,p—l}

R7PTE] = lim T (4)1(8) = sg(r).lim I[DG(¢")] ()
§-0 §+0 ~

Demostracibn: a) Como la propiedad es local, es suficiente reducirse

. n . e .
al caso, en que W es un abierto de C . Elijamos entonces un siste-
ma de coordenadas conveniente z = (zl,...,zn) centrado en

x €Y=V (H) que verifica

dim_ 7 (0) NY = 0
[+
para todo subconjunto E € A(n,n-p) , donde L c" » cf es la
proyeccibn z= (2, ,00002)) >z (cf. [9] ,pag.311 y [10 ,paq.

201) .
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En virtud de la f6rmula 3.4 (b), es posible restringirse a

considerar solamente el caso puntual , o sea P = n .
Sea entonces @ €T (W;&;(*UJQ)
de manera que
~ a(z) dz,... dz
o =
f

donde a(z) es una funcién de D’ (W) , f(z) holomorfa en W vy
V(f) Nw .C Uil Ny,
Haciendo el desarrollo en serie de Taylor de a(z) alrededor

de X Yy usando el lema 4.3.1 dell] , es posible calcular RJ;]como

R, [a] lim T[T} (¢)] (a) =

50 R

n szl...dzn
= IIT (N )
~ f

donde P es un polinomio holomorfo en W y 60 es suficientemente pe-
quefio (cf. [1], 4.2.2 (ii), 3.5.3 y 3.5.4 ). Pero, en virtud del le-
ma 3.6 , es posible encontrar una cadena semianalitica S de manera
que
[T (6) - sg(r).Ty(¢D)] = b s
P dz ... dz

Observando ahora que d( ) = 0
f

y en virtud del teorema de Stokes (cf. [1l} (1.6.8)) se tiene
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Pdz ... dz Pdz ... dz_
) = Ib S](

I [T5(6) = sg(v). T (67)] (
~ ~ £

La demostracidn de b) es similar.

Luego del teorema 3.7 , estamos en condiciones de contestar

el problema planteado por Coleff-Herrera en [1], (1.7.8).

3.8 Teorema

Sea {Yl,...,Yp} = X una familia de hipersuperficies en
X. Sea

w € T(X;8:7° (xUI(5)) ' 1<j<p
Entonces

a) RJC[;] = 0

b) Ry lo] = 0

Demostracibn: Como el problema es local, basta considerar W un abhier-

to de C" . Sea

a(z) dzA .dzB. de

~
w —

f

donde a(z) € D°(W) , f una funcibn holomorfa en W vy

|la] + |B] + M| < 2n - p
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Yy sean ¢' funciones holomorfas en W que dan ecuaciones locales

de Y 1<i<p . Por hipbtesis es
dimc((f=0) N V(¢j)) n-2

Luego, por teorema 2.12 es

RJ:;] = R¢e[;] (3.8.1)

Como ¢: Y ¢: tienen interseccibn completa , podemos considerar
v la permutacién de {1,j} distinta de la identidad. Luego, en

virtud del teorema 3.7 , se sigue:

R¢e[w] = R(¢e )1 [w]

Ahora, gracias a [1], 1.7.5 (3) se sabe que

ol = (3.8.3 °
R (467 [w] = 0
Por Gltimo, de (3.8.1) y (3.8.2) se sigue la parte a) de ‘a tesis.

La demostracidn de la parte b) es andloga.
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