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1. INTRODUCCION

En este trabajo estudiaremos algunas propiedades de continuidad

de los operadores integrales singulares con núcleo variable de Cal

deron - Zygmund.Dichos operadores son de 1a forma °

Kt(x)= v.p.j khan-y) fly) dv.
. Rn

= lim S k(x,x-y) fly) ¿Y a6*0 lx-yl>6

donder es una función definida en Rny el núcleo k satisface las

condiciones siguientes :

i) para cada x6 Rn ,k(x,y) es una función positivamente homogé

nea de grado -n en y .

insz k(x,z) dO'(z)= 0 para todo xeRn ,n-l 

La existencia y continuidad de Kf en los espacios Lp(Rn) ,1 LpLoo,

han sido estudiadas por calderón y Zygmundobteniendo resultados en

diferentes situaciones ,aquellos que nos conviene destacar son los

siguientes :
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i‘eorema 1 z

Sea k(x,y) que verifica para algún quLm ,

Ik(x,z)lqd0’(z)Wi n Vxen"
n-l(1.1) "k(x,.)” Lq(Zn-1=)

entonces si recg’ (nn) , Kr existe y

(1.2) "una éc M"tua

a condicion que q>2 .Ademásei qéz ¿El la desigualdad (1.2)

no es válida .( ver [l] y [2] )

Teorema 2:

oo
Sean 2¿p¿oo , feeo '(Rn) ,k que verifica (1.1) entonces Kr

existe y

¡IKde éc M ¡Ifllp a

a condicion que q>-E%%;-%+Ï_ï . (ver [2] )

El objeto de este trabajo es ,en primer lugar ,dar. una genera

lización del Teoremal para núcleos pertenecientes a un espacio de

Orlicz Lq>(Zn_l) . Masprecisamente ,euatituiremos la condición
(1.1) por sup k(x .) . é. y determinaremos condiciones

xeRn , L4)(zn-l)
sobre la función c}:bajo las cuales la desigualdad (1.2) es valida,

(Teorema 3.1 y 1|..l ) .

Élto hecho será obtenido descomponiendoel núcleo k en serie de

armc'nicosesfe'rioos comoen [l] y y luego utilizando un teorema

de M. Jodeit y A. Torohineky sobre interpelación de operadores de
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tipos. (2,2) y (1,00) o

El resultado obtenido será válido para funciones fe 08°(Rn) ,

el problema de existencia de Ki' para funciones f mas generales ,aún

con 1a condicion (1.1) ,permanece abierto .

En segundo término nuestros resultados están relacionados con e'l

Teorema2 .Enefecto,mostraremosquesi n=2 y
existe una función re LP(R2)y k que verifica (1.1) tal que Kt‘diverge

en casi todo punto 3 y si n32 , p>1 , léngï-Ég ,existen

te pr(Rn) y k verificando (1.1') tal que 13* Lp(Rn) .Este último

resultado ha sido demostrado por' Calderón y Zyg'rmmdatravés de un

ejemplo en el cual el comportamiento ¿le Kf en el infinito asegura que

KI%LP(Rn) .Aquí se mostrará con otro ejemplo que Kr ,looalmente ,no

pertenece a LP(Rn) .
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NOTACION

Si ¡e Rn , lx] será su normaeuclídea ,zn_1: {xean |xl=l} ,

(16(1)el elementode área.en 2nd , WIFI el área de. 2nd y si

1340, I'zx lxrl .

Además si E C En es un conjunto medíble Lebesgue , IEIdenotará

su mediday le. transformada de Fourier de una función f será für):

X rm e-i(x’y)dy .
nn

Por último ,C denota una constante la. cual puede ser diferente

en ocasiones distintas .
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2. Enunciaremosa continuación algunas definiciones y propiedades,

relativas e los espacios de Orlicz y armónicosesférieos ,que se uti

lizarán mas adelante . Las referencias para dichos temas son respec

tivamente [1;] y [6] .

(2.1) FUNCIONES DE YOUNGY ESPACIOS DE ORLICZ

Llamaremos función de Yemig generalizada (HG) a. cada función 4>

definida en [0,+oo) que verified las propiedades siguientes :

1) ¿me o , quo)=o

ii) 4Des continua a izquierda

iii) +(X)/I es no decreciente o

Una.función de Young será una FYGconvexa .

Dada4) FYG,su función regularizada 43° seré por definición:

(2.2) 43°(x)=Sx-ÉL dt .o t

4>oes una función de Young que verifica z

(2.3) C‘>O(X)‘É4DG!)é #421) o

Seen (X,r¿) un espacio de medida , (tuna FYG,13. clase de Orlicz

L4)(X,IL)será el conjunto de fimcionee f rL-medibles a. valores reales
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( con la. relación de equivalencia I‘Ng si fzg p.p.) tales que

Báfiélfhfll) dtdx) L oo
X

para algún ¿50 (dependiente de f).

L4,(X,r4.)es un sapacio lineal y dotado de la norma :

"fuck: inf {1530: Xx4>°(—í—)dH(x)é1}

es un espacio de Banach .

Sicbes una FYGla. funeiÉn complementaria de cbes por definición :

76m -—-sup [xy - 4m] 3
._. VEO

4) es una función de Youngy se verifica la siguiente desigualdad :

(2.a) 3 |r(x)g(x)|d¡u(x)é 2 “tus”; .
X

La inversa de una FïGciDsedefine como :

49-1130: inf ix: 4>(x)>y} .(1nr fi=+oo) ,

«Fl coincide con la. inversa usúal en caso de ser (i)inversible ) y

verifica :

(2.5) '4>(4>'1(x))áx é+'1(4>(xn V‘ no .

Ademásvale la siguiente relación entre Cl)y i (mc-101168de Young)

(2.6) xéqfltx) (¿rhmézx .
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(2.7) ARMONICOSESFERICOS

En Rn un armónico esférico de grado m es por definición la res

tricción ,a Zn_1,de un polinomio real armánico homogáneode grado m.

La dimensión del subespecio Bmde armónicos esféricos de grado

m es finita y se la denotará con dm .

Los siguientes resultados son válidos z

(2.8) Si Ym_]_,...,ïm%nes una base ortonormal de Hm(con respecto al

producto escalar (P,Q)=S¿P(I)Q(x) dvüc) ) entoncesn-l

3:1 md“) i: dmwníl 7 dmé c ¡nn-2 '

donde C es una. constante que solo depende de n .
. (n-2)/2

(2.9) Si YC-ÍHm, “Y L2(Z. 1):]. entonces IY(¡)IÉ C m ,n
donde c solo depende de n .

(2.10) Ses. para cada méo , {Y dm una. base ortonormal de H ,, mj 1:1 m
2 . '

reL (Z114) entonces

2 1/2

IIr L2(Zn-l): El ami]

donde ami :8 f(x)YmJ(x) dO'(x) on-l
.. - l

(2.11) Sean YeHm, k(x): Y(x')|x‘l n , lexl J: entonces
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¡o _n
fix): 11m Y(y') Iyl für-y) dy6-? 0 _

|x-ylá e
A

A ..

existe para toda f€L2(Rn) y Ï"(x):cm Y(x') 13(1) con CméC m 11/2,

donde C es una constante que solo depende de n o



3. Recalquemos que k(x,y) denota un núcleo que Verifica :

(3.1) k(x,)\y)= X'nkkfl) siÁlo V’xeRn

(3.2) Á k(x,z) d0'(z) = 0 V xe Rn ,2'.n-l

además Kf(x)= v.p. x k(x,y) tbc-y) dy
Rn

= 11m k(x,y) für-y) d‘y .8-90
Ix-yI-l- E

Probaremosel siguiente

(3.3) Teorema

Sean k(x,y) un núcleo que verifica (3.1) y (3.2) ;c‘>una función

de Youngtal que+(x)/ 12 ea no creciente y existe Cél tal que

4>(Zx)éccb(x) leéo .Entonceasi k(x,.) e Lq)(a_l) VIERn y
é

Znn 1')
supn- k(x,.) '¡

IGR
se tiene que para toda fe 08°(En) Ef está definido y

(3.5) "Intl!"2é c H Ilflla »

donde C es una constante que solo depende de n y+,a condicién que
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verifique

(3.6)

. Haremosla demostracion de este teorema en tres etapas .

a) Primero supondremosque k ,además de verificar nuestras

hipótesis ,es de la forma

dm
(3.7) k(x,y)= a (x) Y (y') y 'n

- m 1 .141 mi nd

donde la sumaen m es finita , y:y¡|y!¡s YL mi} m, . es un sistema deJ

armónicos ortonormal y completo en L2(Zn_1) y m30:) son funciones

medibles .

Observemosque si fe Crlfln) Kr(x) existe para todo x si k verifi

ca solamente (3.1) y (3.2) .En efecto ,si f(y) se anula fuera delylLfi>
entonces

S k(x,y) flan-y) dy: S k(x.y) [fix-y) - 111)] dy _,
"'¿5 le+relylee

y comoel integrando de la segunda integral es absolutamente íntegra

ble en |y|á|x|+f ,puesto que está mayoradoallí por Ik(x,y)l Iylsgprf(z)l,
tenemosque existe el límite si €->0 .
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Llamamos

'Ïm3&)=v.p. S ijw‘) [yl'n rut-FMF o
nn

y ponemos
¿En

am(x):l:ze.íj (1)]1/2 ’ bmj(X)= (x)/am(x) g1:1

dm .de forma que 2b (I) :1 o

Se tiene entonces ,si Km es una. sucesión de números positivos,que

d N2 2

Iman] :[z amb!)Ébmjbc) 53(1)]m 1:1

¿ Z 2 -1
_. [- &m(I) Km E fmi em m 1:1

Conoconsecuencia de nuestras hifiótesis mostraremos que existe

¿nino tal que

(3.9) Zaíbc) Km é CM2 5'
m

donde C es una; constante que depende de n y C!)"o

Suponiendo válida (3. 9 ) e- integrando en (3.8) obtenemos =

"Musée me¿gsm-1 EÏFMIIÉ o



Usando ahora el teorema de Plancherel y teniendo en cuente. (2.8) y

(2.11) resulta : Kfuzá CM(26111 In'"2)l/2fue o
m

Por lo tanto debemosconstruir una sucesión Kmque verifique (3. 9) y

(3.10) 215;} ¡{24 oo .
m

b) Construccion de Km .

Óonaideremoepara cada mél un mánico esférico normalizado Ym,
l I o

si geL (Zïrl) su representacion en dicho sistema es
(D

sum E amann) ,
¡1:1

con auf-.3 g(z) Ym(x) d0'(x) .n-l

Entonces de (2.9) y (2.10) resultan las desigualdades a
m

2 1/2¿_ y 2 2 ,

1) (¿en ) _ “¿HLZEn-l) si ser. ( n_1

11) lamléc ¡nm-ave ,mé 1 y c una constante que solo
depende de n .

L1(Zn-1 )

Por lo tanto el operador Tg=( amm'(n'2)/2)nél verifica .
/_ é. C

"TgHLz‘N'r-T "¿main-1,7 "TEIILQÏN4Ú IIBIÍL1(zn_1) a
o - n-2

donde N son los numeros naturales y P, lamedida definida por tun): m



-14

Necesitamos interpolar estas dos ultimas desigualdades para lo

cual utilizaremos el siguiente resultado de M.Jodeit y A.Torchinsky(ver[3'

(3.11) Teorema

Sea '1‘un operador lineal definido sobre funciones medibles de un

espacio de medida (LP) con valores funciones medibles de un espacio

de medida (Lv) tal que

I

I.Tr“L2W) é H2 Ilrllnl
¿
—M]_HÍHLZGW Y "TÏHIF‘Y'M

,.

(xqu)

entonces si 43es una HG tal que 4>(xV ¡2 es no creciente se tiene:
L .Tr _ c r

_-K- “L *(Yo9) "11451: ,
donde CP es la FYGdefinida por :

_* r 0 si 31:0

4D (x):
1

ysup -—-—-—1—-—-___(y_ ) . si ¡{:0

y c es una constante que solamente depende de HPMZy 4D o

Sea abona kun?) un nucleo en las hipótesis del teorema (3.3),

fijamos xe Rn ,entonces

k(x,.) N E ath'.) YmJ: z am(x)Ym
111,3 m

d
m 2 1/2 _

donde ehh): E famjhc) , bmj(x) —BmJ(X)/8n(1)
1:1 '

dm

1:1
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Definamos Txg=( bm(x)m'(n'2)/2)mél ',"senhgpl) ¡donde (bm(x))

son los coeficientes de g en el sistema Ym=E:bmjüc) Ym'1.EhItoncesj:l
el operador Txcumplelas hifiótesis del teorema (3.11) y como T¡k(x,.)=

( amhn)m'(n'2)/2)n¿1 resulta :

(3.12) ahh!)¡"(ma/25151 H é C“ku H”
Lámqn ' Lq)(ïh_1)

donde c es una constante que solo depende de n 3'15.

Usaremos (3.1.2) para mostrar (3. <¿Leí A ea una FYG,de (2.11,)resulta:

z xm=zx xa.
é 2 “( gh(x) m'(n-2)/2)ï>_1“LA(N,I¿) 1,141141.)

Pero B(x) = 2 M122) es una FYGy comoconsecuencia de la definición

de norma en LA ee tiene

-(n-2)/2 2 '
( amm m )m¿1(3.1}+) "(am(x) m' (ma/2531

2

¡ná-r“¡“(mw
_*

¿firmamos que A(x):-]2'- (Phil/2) es una HG ,(ver Lema3.15 abajo)
.31

por lo tanto tomando B(x):4p(x) y usando (3.12) y (3.111.)en (3.13)
obtenemos :



Zaím xm'éc Nm.»
m L4>(211-1) Lím'w

Por lo tanto nuestro problema se redujo a construir (25m)que

Verifique (3.10) y tal que oo,coneste fin probaremoaL
LA(N,¡¿)

los siguientes lemas :

(3.15) 20%

See.ct una. funcion de Young tal que c|>(x)/ x2 no crece entonces :

1) ¿(mz-á- Sul/2) ee una FYG.

11)1]:-x'l BíHfH] faé (¡)'1(x) é 2 x'l Eb'le'lx'qú .
Mmmm: _

1) Comod“)es de Young entonces Aut) :-vlr'o _.. 1 2 si ¡24:0 .
6 (¡EW ) 1

Luegobaste. ver que g(x)=x 43(3'1/2) es no creciente .
x+e

)1/2 y ¡entoncesSean ¡{La ,6.>-O ,para cada y.\0 tomemos y': (Y
¿(yn (y) x

y'sy e v2 é- cí)ya .Luego (x +6)4>(y)é x CPU') ¡Por

lo tanto (x +¿)1/2 y - (x +6)+(y) é 31/2y' - xCl>(y‘)é¿(10€
ahoraitomandosupremoen y. resulte. 3( í: +6) é su)

ii) CFy (í; son estrictamente crecientes e inversibles entonces

A-1(x)= [(qü'lü'lx'lq '2 . Luegoaplicando (2.6) con Ay luego

con qbobtonemos lo.deseado .

) LOM
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3ea+ en las hipótesis del lema (3.15) ,entonces si)satisface (3.6)

si y solo si existe una sucesión EnF-0 tal que

81=Zfi>(em)] ‘1 mn'a ¿ oo y
(3.17) mél

-l 2 -2
32=Zfi>(6n)] Em m _¿co .mél

Demostracion

Por un cambiode variables la condición (3.6) es equivalente a
m

1 (P(xp;z)

Luego si c!)satisface (3.6) basta tomar E zmn/2 o
- m 49%) mn”

Sea 8m que verifica (3.17) ,üerinimoa gm: En 43m 2)

Entonces gmé1 si E mÁmn/Z y ¿“gen turn/2 si En}. ¡nn/2 ,‘por lo tanto

-1 n/28
E : E j m 1/2 1/2 +

+ m quem) gm é Sl Se 82. 11/.2 ' . 3. n/2
m.&m¿m 1* {111.¿firm 1*

luego (3.18) e's válida .

Retornemos a la demostración del teorema .

Elegimos ESE-(¡FHHHEmÚ'H ,con 5m la sucesión del lema anterior .

De (2.5) tenemos entonces
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run-¿éZ Emil-1m¡’1-2:Sl4 m’m

y por lo tanto Á o
“vnHW, m

Ademásdel Lema (3.15') obtenemos

zur? ¡5511.4uZfi(¿m)]'lefi ¡2: 32¿oo ,
m

lo cual concluye el teorema si el núcleo tiene le. terme. (3.7) o

c) Proberemos ahora. el teorema en el caso general pasando al

¡{mite , Supongamosprimero que k(x,y|) es un núcleo acotado en x e y',

ly'lzl ,’ xeRn .Si tomamos

kN(x,y'): Em amj(x)!mj(y') .n
.-'J

donde am.1(x) son los coeficientes del desarrollo de k(x,y') en serie

de armónioos esféricoe ,se' tendrá

(0-.) (,.) - k( ,.)“ —-> O N-—>oo’ixen".319 IR"): x ¡HZ ) ’

Ñeceeitamos mostrar que V xeRn

(3.25)
(x .) - kun)" ——>0 si N cn .

EN 9 Lqázn-l) 9

Para ello usaremos el siguiente
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(3.21) Lema

Si (F es una función de Young,4)(x)/x2 no crece entonces existen

constantes Cl y 02 que solamente dependen de ny4> tales que

r é I .4. .
H IÍLCP(ïh-l) c1 “r IL2(zz-1) V “rllL1(Zh_1) c2 "r "¡[44211-1)

Demostración

Si ¡El o x¿1 tenemosrespectivamente +(x)é<‘t)(1)x2 o

(¡>(x)éc1>(l)x .SeaÁko , reL2(Ïn_1) , "f"qu )7É 0 entoncesn-l

]r(x)[ ¿ x If(x)l
E 4>o(m2—-) d0‘(x)— +(——-————)am)¡in-1 ‘ mutua ¡rvnruax M'flle

- I _ 1/2

é 43(1) Ilful + 1 ¿43(1) (Una: + 1 o
Tur-ua A2 A xa

Si elegimos ahora )\ de manera que el segundo miembro de 1a desigual

dad anterior sea é]. obtenemos1a primera desigualdad del Lema,la

segunda se demuestra de manera análoga .

Por lo tanto de (3.19) y e]. Lemase obtiene (3.20) e

Sea ¡GN ,¿ÁO ,por el teorema de Egorofr existe un conjunto

{le és} - BÉJLéy(3.20) vale uniformedible Bgcilxlés} tal que

mente en B; . Im consecuencia si (f: es la función característica
de B8¿ tendremos
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(Pghz) k(x,.)
(3.29)

cggumÑ-(xn)
L4>(ï.n,1)__) L4;2,14)

uniformemente si N-avoo.

Por otra parte ,si re Czctfln),debeínos mostrar que

KNÍ(3)=v.p. g kN(x.y) flx-y) dv
RD

oonverge a Kflx) si N—->oo p.p. en x .

En efecto ,si 1‘(y) se anule. fuera de |y|¿í> entonces

IK-flflx)- Kr(x)l= I E [kfium - 1mm] [fix-y) .. rm] dyl

lvl4xl+f
|3I+ F r

é sup|Vr(y)I S IkN(x,y') - k(x,'y')l dy' dty
° -1

2:.”-O auf) Vf(y) (|x|+ ) (x,‘.) - k(x,.) l
y l l f k“ I 1.452,14)

y luego de (3.20) obtenemos lo deseado .

Ahora comonuestro teorema.vale-para (ng) kN(x,'y') ee tiene

L4}211.1) f "2
(e;(x) tuu”)

5

(Pe Kfiruz 5; c agp

y haciendo tender N a oo,por el teorema de Fatou y (3.22) resulta

L4)(a1-1) "fIIZ °
"TÉle ¿0 'sïpllktx..)|
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Por último eiE->O y luego a a infinito se obtiene el teorema si

k es acotado .

Dado ahora k(x,y‘) y N un número natural definimos :

k(x,y') si |k(x,y' )I¿-—N

k(N)(x,y')=

o si |k(x,y')|> N

y HGM): “muy?” lvl-n ' lvl-n 1 X “muay” down.
wn-l Z‘h-l

Ye.que Ik(N)(x,y')I¿ Ik(x,y')l , k(¡,y')€ 13442114.)entonces de la.
segunda desigualdad de (3.21) y (3.2) por el teorema de la convergen

cia mayor'da obtenemos

(3.23) kw(x,y') —> k(x,y') ei N—>oo p.p. en x e y‘ .

Por otra parte ,de (3.21) y (3.1L)se tiene

IkN(x,y')Ié 'k(x,y')l CH¿0311: g(x,y') .

Debemosmostrar que kN(x,y') eonverge a k(x,y') en L4)(Zn_1) .

En efecto ,usando ahora el hecho que existe Cél tel que +(21) á C45(1),

si o¿_&¿2 podemoselegir ren tal que 2/¿é-2r y

- 2 ( , ')

3 +(lkN(zyï‘) k(x,y')l) ¿01105 X +(_.I.E_Ï_ï_'__) dawn) é
Z e Naku)“ -___ 2 EHQ(x..) ¡[(1>

n-l Lcl)(z"n-1) n-l
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S 4M2“—-—-|8(xWI) ddy') é c” S “F‘wlgx MI ’dU‘Y" é cr“su. .) "ghz,. ) I
L L4)n-l n-l

Luego de (3.23) tenemos "kN(x,.) - k(x,.)
¡win-If e "ghz">||wzm1

si N es grande .

Finalmente argumentando como en el caso en que k es acotado conoluimos

la demostración del teorema .
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IL.

(hd) Teorema

Si <1;es una. funcion de Young tal que para. algún M>0
oo

(la..2) x 1 dt :.- + cn_ 1/2 n/n-l
H [cb ( t )]

entonces existen un núcleo k(x,y) que verifica (3.1) y (3.2) ,re03°(nn)

L oo y Kfé-Lauïn) .
n-1)

tales que sup k(x. .)
x ’ L¿>(Z.

.Demostracion

Tomemoscomo 1‘ a una función 68° (Rn) que vale. 1 en ladél y cero

en leéa , o¿r(x)é1 .Ademásdefinimos :

WW“) s Iv-v'lélxl'lp.

¡{(1,3" )=

-<‘>;1(|xln'1) si la:g+ yllé lzl'l

para lesnricientemente grande y k(x,y|)=0 en caso oontrario .

Entonces si [xl es grande y Eál tenemos

Kflx): g k(x,y) für-y) dy = 3 k(x,y) tbc-y) dy á
R” lx'w'lélxi"1
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°n+31""n'1’ "¡'13 3 ¡4| m“? = 0:14331“qu le'“ .l- |_
lïx-glélx

Por otra parte ,de (2.5) :

sz, (bo(lk(x,y')l) dOXy')_é c JV!xeRn .n-l

Luego para N130 suficientemente grande tenemos

B lxlánl

si ponemos t:|;+o(u)]1/n'1 de (2.3) y (2.5) resulta :

le(x)I2 dx .3, c 3001241“) {+;1(tn'1)]2 dt=I_ .

oo

IQ C X 11+(u) .I:C¡>o(u)]'(2n-l)/(n-l) du 3:

m m 1

c u [+o(u)]'n/n-1dué. GSMW du=+cn.3
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5. Usaremos aquí el siguiente resultado de M. Weiss y A.Zygmund [7] '

(5.1) Teorema

See. L‘Ht) , té0,una función no negative. y no decreciente tal que

(€(t)=o( t log t ) si t—>m.Entonces existen una función k homoge

nea de grado -n ,con valor mediomlo sobre Zn_1 ,tal que

(|k(x')l ) dU(x')¿ a: ,y reLPmn) (Vpél) ,tal que
n-l

?¿(x)=& My) flat-F) d?
lvlééE

satisface 11m I?¿(I)t=+ co p.po¿—>0'
Probaremoe ahora los resultados vinculados con el teorema 2 men

cionado en la introduccion .

(5.2) Teorema

1) Si n:2 existen un núcleo k(x,y) que verifica (3.1),(3.2) y

(1.1) cen qulí-íLfi-p-LEE y una. reLp(R2) tal que Kflx) es divergente p,p.

11)Si n>2 , p> 1 y léqáïífi existenunnúcleok(x,y)

verificando (3.1),(3.2) y (1.1) y una. re Lp(Rn) tal que KI%LP(Rn) .
lDemostracion
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i) Como11:2 entoncee q = 1 ,luego basta tomar cpm: t y aplicar
(5.1).

11) Seanuko , cf(t)=t'°‘ si t >o .Derinimoe run) = (lxl) si

IxILI , f(x):0 si ¡14.5.1 ,y

le'Plx' - y'l "x si. |x'- y'lé lx], |x|¿1_

-|x| -FIX'+ y'l "6 si |x'+ 'y‘lé lx], |x|¿1
0

k(x,y'):
a1 |x|á1 9

donde ‘6 , ‘PAO tales que Xflb _T e

Usaremoeel siguiente hecho: si S¿n-1 entonces

(5.3) S IX'- Y'I ¿66(3") ¿3- C IJtIn'J"8
|='- y'lélxl

lcVerifica (1.1) ,enefeoto
2

3 Ikbw'flq dmv'): M S l='- y'l 'K“ dar) é c .
z‘n-J. III |x'- y'lélxl

Consideremos23;: i yk:an : k(x,y')áo} ,entonces

K¿f(x)= 3 k(x,y) tbc-F) _dy
¡ylée

= 3 k(x,yl)X ¿Mi dy' .+ tZ: Itléé
Llamando(z',y'.) al ángulo que formanlos vectores x' e y' ,d: lesenhtly'

p: Izlcos(x',y') tenemos ei Alxlél z

¡Nx-ts”): ({qul-t) quÁ-t) Í
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donde (Pau): C?((t2+ d2)]7/2) y 'Xd es la función característica del

intervalo Id= [-(1-d2)1/2, (1-d2)1/2]

Sean ahora H y H¿ la transformada de Hilbert y la. transformada

de Hilbert truncada respectivamente ,es decir

___1._ __1_ _
H¿g(x)_ n by g(y) dy , Hg(x)_g:ïno H¿g(x) .

lx-yléa

Entonces

2+I
por otra parte ,de la. definícién de (Pd tenemos que H¿(({Jd')¿d)(x)/H(<fd7(.¿

sie-w ,por lo tanto

(5.1L) ¡{anfifiz k(x,y') H(((>d)(d)(p.)d6(y') .
:2

Si y'e Z: ,lx|¿1 ,se tiene eos(x',y')>0 y PAGId ;1uego como(Pd es

par resulta

(5.5) megan») á nupdwp .

AdemásHCfdhc): a'“ nella-1:) ¡luego de (5.a) y (5.5) resulta

(5.6) Kf(x)éTlS muy) d'“ ncglqu) (mw) .Z;

Supongamosque existe c030 tal que

(5.7) Bchbd-l- c,¿71;- si x—>+ao ,
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entonces de (5.6) y la definición de k tenemos,para le pequeño ,

Kf(x)>_‘ 0‘13 k(x,y') d'oul (LU-1d0'(y')
2+ 'X

é cg:¡xl-M 5 Ix'- wnMSN-n muy.) .
lx'-v'lélxl

ss. ou-‘¿Ln ,de (5. 3) el último término de la desigualdad anterior

es mayor o igualoue
¡1-1

. 9. —" 204 '11)-( +15+20L-n) _ ( q +
o: lx] (5' . ._ cdt lx

Sea I: [-3- + n - ¡lá-1'., 3:39) ,oomo consecuencia de la hiáótesis hecha.

sobre q , I es no vacío ,por lo tanto elegimos OLBOtal que ZULGI y

obtenemos que re Lp(Rn) y IKf(x)Iá c le'n/p en un entorno del

origen .

Queda.por demostrar 1a relacion (5.7) .

(g 1 es una. funcion continua y acotado. ÜChe LP(R) para algún p>1) ,

por lo tanto
+oo

___1__ x-t n
I¿(x)— n ¿{91m ——————-¿2+(x_t)2dt —;» HCf>1(x) hen ,

-00 E,-—>0

( ver [S],capítulo VI) .

Ahora.como (Fl es derivable‘mambiando variables obtenemos :
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+CD +00

¡mz-L t -'() ' () ddt:
E“ T1X m S (Pl a é-tïaut] s

0 -co

+oo +oo
1 t l ' .-— 7-7- -()( (a -9C(-))ddt
T| 3 E. + t (P1 8 7[instint] '[x-t,xÏt_] s '0 0

dondeX es lo. función característica del intervalo [x-t,x+t].
.[x-t,‘x+t]

Si en 1a integral anterior partimos el dominiode integración en

Oátáx y th es posible cambiarel ordende integración y resulta:

r+CD X
1 ' ‘bI :—— - ( dtdnsM 8+

0 O

+oo +6)
1 ' _7:3 "WS 7°“ I

S
-(x-t),x+t]

0

x x ZX I
1 ' t 1 ‘ t

71-3 -‘F1‘°’S É??? “¿H-17X -‘f’1‘°’&z2":72'“d”0 x-s x 5-:

2x ¡+3 +oo ¡+8

.1. _ ' t _1_ _, ' t _
n X (¡91(8)& dt da + n X (P1(8)&m- d‘bda_.0 x a: ' x-s
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+oo

+ (¡+5 2 )' ds
+ (x-s)

1 t 82
—_-—.— .. (a) los ( o

TI (F1 ¿2

Entonces si ¿»o ,aplicando e]. teorema de thou se obtiene

+oo'
1 ' x+s

H (¡ná —— .. (s) log 1-:- ds ,¿{71 n (Pl x al
0

pero si 0¿ sLx se tiene- loglï-g- é Xi: , luego

z
. 1 ' 1H (x)}--—-— - (s)sdséc —

cF1 n x X ¿Pl ot x0

si x———>+oo
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