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INTRODUCCION

[1.- Pergué buscar estimadores robustos.-J
I

A) En Mosteller y Tukey (1977) leemos que:

".... la historia de la estadística y del Análisis de Datos es una
confusa mezcla de saludable escepticismo e ingenuo optimismo acerca

de la forma exacta que tiene la distribución de las observaciones....'

Buena parte de la estimación puntual ha consistido en, dada una fun
ción de pérdida, 1a búsqueda y obtención de estimadores óptimos, en

ciertas subclases, (por ejemplo estimadores insesgadosï invariantes
respecto de ciertas transformaciones) bajo condiciones de normalidad.

Posiblemente, ese optimismo se ha visto alentado por las hermosas

propiedades de las familias normales, asi comode una interpretación

abusiva del teorema central del límite.
Pero, Cómosurgió 1a consideración de tal familia de distribuciones?

De Gauss, quien sugirió su uso, Huber (1972) destaca el siguiente pá

rrafo del "Góttingische gelehrte Anzeigen" , cuando se referia al es

tudio del modelo de estimación de una magnitud física, donde casi to
da la variabilidad estadística es debida a los errores de medición

(modelo de locación) 8

"El autor del presente tratado, quien en el año 1797 investigó prime

ro este problema de acuerdo a los principios de la teoría de probabi

lidades, pronto se dió cuenta que era imposible determinar el valor

mas probable de la cantidad desconocida, a menos que la función repre

sentante de los errores sea conocida. Pero ya que esto no es así, no

hay otro recurso que suponer tal función de una manera hipotética.

Le pareció natural tomar el camino opuesto y buscar aquella función

que debe ser tomada comobase, a fin de que, para el caso mas simple

de todos, se obtenga un procedimiento o regla que generalmente se
acepta comobueno: simplemente que el valor mas probable es la media

aritmética de muchas observaciones de un mismo fenómeno repetido en

iguales condiciones. Esto implicó que la probabilidad de un error X
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debe ser tomado comoproporcional a una expresión exponencial de la

forma exp(-hhxx) ...."

E1 tomar esta distribución normal, lleva, cuando la función de

pérdida es la cuadrática, a las prOpiedades óptimas de ï (media arit

mética) asi comoa las de los estimadores de mínimos cuadrados en

los modelos de regresión.

Si suponemosentonces, que la distribución normal no es necesariamen

te la distribución"de la Naturaleza" , o al menosQue no es exactamen

te esa, dejan de valer los resultados de optimalidad de los estimado

res considerados; pero más aún, comoveremos en los ejemplos pueden

ser muymalos frente a pequeños apartamientos de la normalidad.

De igual modonos interesará estudiar el comportamiento de los esti

madores (óptimos) cuando la distribución de las variables esta cerca

de una F dada. (F función de distribución).- e

Consideremos los tipos de perturbaciones p1anteados.por Huber

(1964) y Hampel (1971) y (1977) =

(i) existe un pequeñoporcentaje de observaciones con errores grose

ros.- "n valor puede ser copiado incorrectamente, o mal leido

en el correspondiente intrumento, o se esta midiendo en realidad

otra magnitud distinta de la que se quiere medir.

Desviaciones grandes que ocurren con probabilidad pequeña.

(ii) errores de redondeo, debidos a 1a precisión limitada de toda me

dición. Desviaciones pequeñas que ocurren con probabilidad grande.

(iii)el modelo, generalmente, es concebido solo comouna aproximación
a la realidad.

(iv) apartamientos de la independencia.

Queremosobtener procedimientos de estimación que sean estables en

entornos de los modelos pre-experimentales que contemplen estos tipos

de perturbaciones.
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La situación estadística será entonces, de que tenemos dadas

. . n
Yl,...,Y observaciones.cuya distribucion congunta (en R ) esten .

cerca de 1a medidaproducto (F9 n para 9€®.- Queremosesti
mare . Esto nos lleva a considerar los siguientes entornos:

ENTORNOS

n
El modelo inicial será denotado por (F‘e) GD la medida producto,

c®ny en los casos a), b) y o) la distribución verdadera será

con GEF deescrita por:

a) Iodelo de Contaminación

Sea 8 real E (0,1/2) ( que generalmente se tomará cerca de 0)

31(8) - La: c - (1-5)}?e +93} 9€® y Hen donde u es una ra

milia de probabilidades sobre (R,Bl) siendo Hi la v‘—a1gebrade
Borel.

Este modelo fue considerado por Huber (1964), para el caso de locación

donde obtiene estimadores minima! (minimizan la máximaVarianza asin

tótica en el entorno).-l
Se puede interpretar comoque el (l-E) fi de las observaciones tienen

distribución Fe , y un E'%tiene distribución H.
Enel caso de locación , Y ,...,Y que verifican———-—"’—--—-' nl

Yi - 9 + Uí donde 9€®

U=(U1,...,Un) es un vector aleatorio de errores es equivalente a

que(si las U1 son independientes)

OH) = 0°(t-e)

con co JEJE) - {co/ eo - (1-2)]?o + en}

donde He H' una cierta familia de medidas de probabilidad sobre (R,Bl);

en términos de la distribución de los errores.
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b) Modelode variación total

0 < E < 1

Va a consistir en la. unión para Be® de las bolas de radio E y

centro F‘orespecto de la distancia en Variación total (Kolmogorov)
Si P, Q son dos probabilidades sobre (Q,CL)

K(P.Q) - sun | PU) —Q(A)1
nea,

31km - {o /a ee® s K(FB,G)<E}

El modelo de variación total puede ser considerado comouna extensión

del modelo contaminado.

En efecto, si G - (1-6)? +53 entonces K( 0,F9)¿E
y recíprocamente, si K(F,G) a E , existe un real positivo En

0< 6‘“< 1 y dos medidas positivas El y Hz (que no son en general pro

babilidades) tales que

(1- e")F +6 al - (1- 5*)6 + ¿‘32

Basta tomar H1 = 1/5. (F - min(F,G)) .32 - 1/5 (a - min(F,G))

5.5 luego G¡-I"‘-EH:L+EH2
1+6

Para el caso de locación

Fra-1) -{G° / Marcus} conou) = c°(t-&)

c) Modelo de Prohorov

Sean F, G dos probabilidades sobre (11,31)

La distancia de Prohorov - 'W(F,0) - inflE/N“ Beni, F(B)¿ O(B¿) +5}

donde 13‘-{ xen / existe ben con Ix-bu e}

De los dos 5 que intervienen en la distancia de Erohorov, el E de

1a métrica ( en BE ) se puede ver comouna difusión local de 1a pro
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habilidad debido a los errores de redondeo, y el que se refiere a

la probabilidad sobre (R,Bl) comoel que contempla los errores gro
SGT‘OB.

51(5) -¿G:3 Be; ’Tf(pe,c)4¿}

En el caso de locación

a 02qu F 6° se
59(6) { (o, ) }

El modelo de variación permite contemplar el caso de errores groseras,

pero no asi los de redondeo comovemos en el siguiente ejemplo:

I'

Entonces K(8; , 5!) = l para todo n ( ¿Iz- masa puntual en x)
n

e
mientras que

TT(6; ,6;) - min (¡in-xl, 1)——y0cuando n
n

Este modelo fue considerado por Hampel (1968) y (1971) asi como el

modelosiguiente:

d) Perturbaciones de la independencia

Para ello consideramos la distancia de Prohorov sobre (Rn,B )
n

Sean Q probabilidades sobre (En,Bn)
n

gun) 19/3 Oe®zNo, r9®>56}
que nos permite, además, que Q no sea necesariamente una medida pro

GG)"ducto

B) Ejemplos para locación

, l) Sea E) 0 cualquiera.

fio”) = función de distribución N(O,l)

31(1) - función de distribución de Cauchy.

c- - (1-¿)g>°(x) + aim
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I' -{H: H continua y simétrica}

Gpertenece a. cualquiera de los entornos considerados anteriormente

con = .- Ba'o Gqe Fo J
_ n

El estimador X = Xí/ n , estimador óptimo bajo b o, no es con

sistente , peor aun,

lim sup I XI - +03 por la leg,r de los grandes números

(Kohogorov) pues E(|X1]) '= +m

2) Los pequeños apartamientosa de la normalidad, si bien perjudican

sensiblemente el comportamientode la media, son difíciles de detec

tar como lo muestra el siguiente ejemplo (Huber.C.(l977) ) z

,....,X o- Si estas ObserSupongamostener 1000 observaciones X 1000l
e

vaciones se distribuyen según una N(0,l)

P(|X| 72,5) = 0.012 , es decir que cabría esperarse q'ue haya 6 obs
servaciones con valores mayores que 2.5 y 6 con valores menores que

-2.5 .

Ahorabien si XNF con F(z) - 0.101©(x/3) + O.99ï(x)

(contaminación al 11 con N(O,9) )

Si Y» N(o,9) P(IYI>2.5) - 0.4

Es plausible entonces que 4 de los puntos provenientes de 1a contami

nación esten fuera de [-2.552.5]
Luego, bastará con que 4 de los 990 puntos que siguen N(0,l) y que

sería de esperar esten fuera de [-2.5;2,5] no sean tan grandes, para
que en total c0ntemos 12 puntos fuera de [-2.S;2.5] , lo esperado
bajo normalidad.

Sin embargo, si 1a ley de la experiencia es

(1-5)N(e,1) + E ¡«(6.9) , como,la media es un estimador insesgado

en este caso, su eficiencia asintótica será
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= lin 1 donde Vn(E) = var(ï) = 1+8€.

¡HCD In(¿,9)Vn(€) n

y In(€,9) = información de Fisher.

Tenemosentonces que para

Contaminación 9€ 0.00 0.02 0.05 0.10

Eficiencia asíntó
_ 1.00 0.90 0.80 0.10tua de X

Unamodificación muy simple de la media, son las medias oC-podadas:

si «¿(9,1/2) , la mediau-podada de Xl,...,xn es

— 'm 1 2 -‘ u<I a 1 (XL 1+ +X[M]+“+....+Xnm1)
n-2[no(]

1 2donde X( )s X(s) ... 5x“) son los estadísticos de orden.

Lasiguiente gráfica (Tukey) ilustra el comportamientode 1a eficien

cia asintótica de las medias cx—podadasen función del coeficiente

de noda ol .

109%

67€ Piña.

90 96. 37° ro 'a.
Eficiencia

Asintótí ca 5%ram

80 % Medfo.
0% roda

7o a

medía“
50% roda.

0.00 0.9| 0.02. 0.05 eno

PorCentaje de contaminación
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C) Estas consideraciones, nos llevan a buscar, estimadores que sean

eficientes bajo los modelos pre-experimentales, pero además estables

en un entorno del modelo. 0 sea, que buscaremos estimadores estables

frente a las perturbaciones mencionadas, y que al mismo tiempo sean

casi tan eficientes comolos óptimos bajo el modelo cuando no las

haya.

Hanpel (1971) da una definición de estabilidad:

Definición La sucesión de estimadores {T } es robusta en F---—-- n nz,l o
si y solo si para todo E.)0, existe d)0 tal que

s1 TT(F,F°)< d entonces qï(LF(Tn), LF°(Tn))< E para todo

n ( uniformemente) donde Tr es la métrica de Prohorov y por LF(Tn)

notamosla distribución de Tn bajo F.
' o l 0

Unasucesion {Tn} n)1 de estimadores,sera una sucesion de funciona
k

les medibles T a? _,' R
n n

donde 5:5 - {Fn,...,Pn,..} es el conjunto de medidas de probabilidad

discretas cuyos átomos tienen probabilidades igual a l/n o múltiplos

de l/n (Funciones de distribución empíricas).

Hampeldescribe la robustez en términos de continuidad de Tn con

Teoremal

Si T verifica
¿n75

I o 0’ n
1) Tn es continua como funcion en Il para todo n

ii) LTn} es continua en P

T) {Tn} es robusta en F

Corolario l
k

S a T: R t' 3í e —) con inua en F y 'I'n ‘I'Igfln



- n ’ n I Ó .considerada como func10n en CL continua respecto de 1a metrics en
n

[1 para todo n.

T){Tá} es robusta en F

Además,da algunas medidas de robustez para estimadores, como el pun

to de ruptura y la curva de influencia - ICT F (N) .
9 o

Esta segunda, se refiere a la sensibilidad frente a un pequeño porcen

taje de contaminación. En la sección IV , hallamos estimadores cuya

traza de la matriz de covarianza sea mínimasujeta a la restricción
k

que la sensibilidad o - sup |IC (w)|¿ amen T’F
o

Definición

Dado5)., (espacio métrico completo y separable)

Sea 9: = las medidas sobre [1 .

IC (”) ‘ lim T((1'¿)Fo +€&W)’ T(F°) (si este límite existe)
T,Fo 6* o E

' 11m T( F° + ¿(6e-Fb)) _ T(F°) que es la derivada de Gateauz
¿‘00 e

= D‘1‘(FO) (SW-Fo) .

Se sabe que cuando T admite derivada de Frechet (sobre las medidas

signadas) también eviste la derivada de Gateaux y ambas coinciden .

2.- I-estimadores

El tipo de soluciones consideradas va a ser en la familia de los 11a
mados M-estimadores.

Para el caso de locación, X ,...X variables aleatorias independien
n .1

tes identicamente distribuidas con distribución F(1-9) , Huber(1964)
propuso la clase de M-estimadores o estimadores de tipo de máxima
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verosimilitud, definidos comosolución de la ecuación

. ' -t - 0(1 1) ¿y (x1L)

donde H) es una función tal que EFHJ) - 0

En particular, si F es simétrica y H1 impar y F-integrable se verifi
ca.

Si MJU.) - t obtenemos los estimadores de máximaverosimilitud bajo

normalidad.

Huber estudió el comportamientoasintótico y probó que para"|J elegi

da convenientemente, el estimador resultante tiene propiedades robus

tas, así comosi LP es mónótonapo decreciente, bajo hipótesis débiles

que es consistente mp. y asintóticamente normal con media e , y

varianza V(W,F)/n donde VM},F) - EF(w2)/E;(qjo)

En particular, si estamos en un entorno de contaminación de la normal

Huber(l964) y Hampel (1968) probaron que los estimadores, para

91km a min(|t| ,k) signqt)

son las soluciones del problema minima! en ¿1 entorno considerado.

Hampel(l968), Andrews (1974), Beaton y Tukey (1974) y Collins(l976)

considerando otras propiedades robustas comola curva de influencia,

propusieron el uso de funciones W)no monótonas que se anulen fuera

de un compacto,como ser

. u si lulga
asghz) si aglulsb
a(c-tul)sg(u)/(c-b) si bslulso
0 si Iu|7c

Hampel: H) a,1_,,c(u) 

senha/lc) si Iulgk

Andrews: th) ’ [o gi |u|>k

u(l—(y_)2)2 si lu] g k
Tukey: wk(u) - k

0 si |ul>k
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Estudios nunéricos han mostrado que estos.estimadores tienen buenas

propiedades de eficiencia y robustez, aun para tamaños de muestra

pequeña.

En estos casos la ecuación EF(HJ(z-t)) - O puede tener soluciones

diferentes de 0.- Luego, algunas soluciones de la ecuación (1.1)

pueden converger a 9 + to donde to es una raíz de EF(WJ(x-t))-O

distinta de 0.

Luego, para definir el estimador se debe especificar que solución de

la ecuación (1.1) se esta considerando.- Yohai y Klein (1979) estu

dian este problema, indicando el algoritmo numérico usado para cal

cularlo y prueban consistencia y normalidad asintótica para M-esti

madoresiterativos para locación y para el modelolineal.
e

[3.- Modelos considerados y resultados obtenidos.—l

Se considera el modelode regresión múltiple, no lineal

Y - ¿(6,10 + U

donde U es el error, Y es la variable dependiente, ren , XeRq

k .
g: R qu—» R es una funcion regular

k o9GB es el vector de parametros de la regresión.

SECCIONES I z II

En las secciones I y II se estudia el modelo cuando se tienen efec

tos fijos, o sea tenemosobservaciones Yi....,Y n

Yi ' ¿(909x1) * U1
qX ER vector numérico de efectos fijosi

. U1 son variables aleatorias independientes con distribución común

P desconocida

para M-estimadores iterativos.

Los estisadores usuales para este sodelo son los de mínimos cuadrados
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soluci ón del sistema

n A
'53 _ ' b x e - o
1-1 (Y: ¿(Xi'ch);;5( 1' mo)

que cuando P s í) (normal) coinciden con los estimadores de máxima

verosimilitud, y tienen propiedades óptimas. Estos estimadores fue

ron estudiados por Malemraud(1969) y Jenrich (1970), que obtienen

resultados de consistencia y normalidadasintótica.

Estos estimadores, adolecen de los mismosproblemas que ï para

el caso de locación —no son robustos.- Si consideramos que la dis

tribución de los errores está en un entorno de É , pero no es exac

tamente? , su comportamiento es muymalo; son muy sensibles a dis

tribuciones de los errores con colas mas pesadas. Una observación

anómala puede hacer que el ajuste por mínimos cuadrados Varie mucho.

SECCION I

’ 2 I

En la seccion I cuando a- - varF(U) es conocida (escala conocida)

la clase de M-estimadores, o estimadores de tipo de máximaverosi

militud considerada por Huber (1964), se extiende al caso de nuestro

modelo como fue hecho para el caso del modelo lineal ¡por Relles(1968),
Huber (1972), Yohai (1974), Marona y Yohai(1979) y Klein y Yohai

(1979) definiendo a como solución de 1a ecuación:
n

n
x- A .
32-1P(Yj-g(9n,xj)) = mínimo donde 9: R_.)R

o si consideramos Í's‘P , comosolución del sistema
n _

I ÏÏ Y - A x a 6 
( ) J_1q)( j ¿(any nvxá) o
m: particular, si Í -t2 obtenemos los estimadores de mínimos cuadra

dos usuales. Eligiendo convenientemente LP , obtendremos estimadores

robustos, en un entorno de una F dada, y cuya. eficiencia en el caso

normal (por ejemplo si F -E ) sea casi tan buena como 1a del óptimo

bajo el modelo.



Comola ecuación (I) puede tener mas de una solución, y alguna de

ellas pueden no converger seo , para definir los estimadores, y es

tudiar sus propiedades y su comportamiento asintótico debemosindicar

que solnción de la ecuación estamos considerando.

Siguiendo el método utilizado por Yohai-Klein (1979) esto se hace in

dicando el algoritmo numérico que usamos para‘computarlo. En los ca
sos estudiados, se consideró Newton-Ralphsona partir de un estimadwr
inicial consistente.

Se consideran entonces funcionequ no necesariamente monótonas, obte
niendose M-estímadores íterativos.

En esta sección se prueba que si
t n t

U U - a (e x. a e XJa 356 o, J)b,_.89( o) J) 9 y
A O alim 6 , si este limite existe

5 Jem 1.]% 
f i no
en,o s

A

donde, en J = paso j-ésimo del algoritmo9

p
9 es el estimador inicial“,0

Proposi ci ón l
A A A

(i) lim P( 0 - lim e _ y e satisface la ecuación I) - 1n n,3 n
nano jun

(ii) [Man-9°) está acotado en probabilidad

Pronosi ci ón 2

k
Para todo aeR con "a" - 1

at món-tz) _", Mo, sF(“’2)/E;W') )
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SECCION II

Se considera ahora el problema cuando no se conoce 1a escala. (<7

desconocido).- Comolos M-estimadores no son escala equivardantee,

luego, no son razonables cuando la escala esdeeconooida.

Entonces, para obtener estimadores que lo sean, modificamos la ecua

ción (I) y consideramos
n

¡a A
_ 3 ( - 0

.(II) 51,.qu ¿(11.93155 xfen)s
n

donde sn es un estimador de escala equivariante y robusto.
e (unha!) ¡aun y)

Por ejemplo sn puede ser el rango intercualtil normalizado de los
o
residuos

el - (ah-[v4] +1>- a (En/41))/2 ¡rio/4)

dondefit - Yt - g(Xt,6°) donde 0° es un estimador inicial invari

ante.

o bien sn puede ser 1a mediana muestral de los valores absolutos de
los residuos normalizados

6:2 - mediana(|fij]) /ó-1(3/4)

En)(1 .U ... sU son los estadísticos de orden.
¡Av

donde

En esta sección se consideran soluciones iterativas a 1a ecuación II

cuando sn es un estimador consistente de escala s _¿ s. n oA
, 11m 9 si existe

Se define 9 a n’j
n

F
1

e “,0 s no

y usando resultados de tightness en C- espacio de funciones continuas

en [0,1] se llevan los resultados de la sección I a1 caso de escala
desconocida.
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Se obtienen así, las proposiciones 3 y 4, análogas a las proposicio

nes 1 y 2 con H) -'W)(./s°) en lugar de W) , y só el valor a1
ao

cual converge sn.

SECCIONESIII l IV

En las secciones III y IV se considera el modelo cuando las X a son

aleatorias, o sea que

- + Ü
Yi ¿(xi' Po) i

x_ vectores aleatorios en Rqi

Ui variables aleatorias independientes igualmente distribuidas
q+1 . . . . .

Z,= (Y1,X1)€_R vectores aleatorios independientes con distribu1

ción común F.

Poenk coeficientes de 1a regresión.
Para el caso del modelo lineal, Hampel(1979), Krasker (1979) y [ras

ker y Welch (1979) ya observaron que cuando las X son aleatorias los

M-estimadores usuales, no son robustos (Cuerva de influencia no acota

da), cuando tenemos perturbaciones en las XS .- Por ejemplo, si el
modelodeja de cumplirse en ciertos períodos anormales, o bien apro

rimaoíones o errores groseras.

SECCION III

En nuestro caso, si '¿¿5(X,P) no es acotada, los M-estímadores usuales

(considerados en las secciones anteriores) no son robustos.
Comoen el caso lineal, se considera la familia de GM-estimadorss,
o estimadores de tipo máximaverosimilitud generaligados, definidos

comosolución de la ecuación:
n

(III) E; W(Yj,x lía“) - o para W: Rquka._) kki



- 16 

El estimador de mínimos cuadrados Fue esta' en la clase con

‘p i 1 ' ‘ .9 a
(Y x p) (Y ¿(x Fnïfidhp)

así comolos H-estimadores para

WLLP) - *P<r-s(x.p))%g(x.¡a)

Si consideramos kP acotada, tendremos estimadores robustos.

Enrealidad, al considerar soluciónes de la ecuación III, estamos

considerando estimadores para modelos mas generales, que en particu

lar aplicamos al caso de regresión.

Comoen las secciones anteriores, en el caso que la ecuación

EPM)(Y,X,F>))- 0 no tenga solución única, para definir el estima
A

dor F debe-¡mosespecificar que solución de IIT estamos considerando.n

Esto lo hacemos indicando el algoritmo usado para calcularlo.

Para el caso de Newton-Ralphson
P . . . ..

si FH j es el paso j-esimo del algoritmo, en la seccion III se prue,

ba que

Progosición 2

fi pop.
(1) Fn ‘——”’Fo

. I‘ A

(ii) F - lim si n>,n p.13:n Jam Fn’J

Pronosición 6

n1/2 1
('rïn 72%) .1.) N(0, A-IV A- )

con v . EF(\P(Y,X,F,)\P(Y,X9Í3)t)

. y A- EFLQWCLX,lb ) ) (no singular por hipótesis)
.OP o .
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SECCION IV

En la sección IV , se encuentra un resultado análogo al obtenido por

Krasker (1979) para el modelolineal.

Se encuentra un estimador óptimo en la clase de los GH-estimadores

sujeto a una cota en la sensibilidad.

Has precisamente, se encuentra lalfnnción W de modoque el estimador

g correspondiente a dicha'4 , minimiza la traza de la matriz de co

varianza .E("?-—Fbu2) = mínima, bajo normalidad, entre todos aquellos
tales que su sensibilidad 9* - sup IIC (Y,X)|5'a

(YJ)

Ademásse prueba que si existe un estimador óptimo en la subclase de

los estimadores de mínimos cuadrados oesados definidos para

Winner.) = (Y-g(x,¡s))w(ï,x,fs)¿sum
3P

donde H es la función de pesos,

en el sentido de definida positiva (para la matriz de covarianza)

entre aquellos cuya sensibilidad 5 a, este es el correspondiente
a la k‘Pobtenida.

SECCION V

Finalmente, en la sección V, se hace una comparación por Montecarlo

entre el estimador de mínimos cuadrados y dos M-estimadores, los

correspondientes a las funciones de Huber y Tukeyrespectivamente

con constantes k - 1.34 y k - 4.68 resoectivamente. Las constantes

se eligieron de modoque la eficiencia asintótica bajo normalidad

sea del 95 f .

Se consideraron para los errores las siguientes distribuciones:
distribución normal (0,1)

distribución normal.contaminada con normal al 5%y desviación 5

distribución Student con 3 grados de libertad.

Se hicieron 2000 replicaciones para tamaños de muestra 20 y 50.

Se.consideraron las funciones de regresión logística y se aplicó
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el algoritmo de Newtoncon hasta 10 iteracciones, a partir del valor

verdadero y a partir de estimadores iniciales.

Los resultados obtenidos en las tablas muestran el mejor comportamien

to de los estimadores robustos propuestos cuando hay apartamientos

de la normalidad, así como cuando el modelo se cumplo exactamente

su comportamiento es casi equivalente a1 de mínimos cuadrados; cuando

el tamaño de 1a muestra es oequeño (20 y 50 observaciones).

Julio de 1980
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SECCION I

H-estinadores iterativos para regresión no lineal con efectos fijos

z escala conocida.

Considerenos el nodelo de regresión general, con efectos fijos,

en que tenenos observaciones Y1,Y2,...,Yl que Verifican:

Yi ' ¿(90931) + Ui i -l,...,n donde

¡1€ R es un vector núnérico
k ,9 e R es el vector de paranetros que querelos esti-ar

Ui son variables aleatorias independientes con distribución comúnF
desconocida.

Conoya observanos en la introducción, cuando F=Ó(nornal) los

estinadorgs de nínínos cuadrados, coinciden con los de marina verosi

nilitud y tienen propiedades óptinas; pero dicho conportaniento enpeo

ra sensihlenente cuando F;¿Q , aun en los entornos considerados ante
riornente.

Ello nos lleva a considerar aquí la fanilia de M-estinadores
definidos cono solución de la ecuación:

(I). {Egg f(yj —¿(6,XJ)) - ¡{nino con ft R-aR

o, si notanos por Y =!' ,la solución del sistena

(I) 4:;an - g(e.xj))%g(9.xj)- o

En particular, si S(t) - t2 obtenenos los estinadores de mini-os cua

drados. Si considera-os inncionesï! acotadas, obtendrenos estimadores
robustos.

Para resolver la ecuación (I) , considerara-os M-estinadores ite

rativos. aplicando el algoritno de Novton-Ralphsona dicha ecuación,
a partir de un estinador inicial consistente.



-20

Obtendremoaasí un estimador que convenientemente normalizado estará

acotado en probabilidad(consistencia) y au distribución asintótica
será norma1.¡

Notacionea:

3 (9,1 ) vector columna
23’ J n:2 'i - a
P(9) ¿d WYJ ¿(0,xj)) SF¿(13,1%)

kxk¡”(0) = ((319))¿11ïeï
No»! ) =idear.) (Lawn! ) )t

J ¿o J 39 J

mui) = u b s(e,x3))) en“
B91

t
hl(v,z) -%g(eo + v, X1) (¿Tadeoflyxfl )

n n
I a _ ( _ v _ t

p (e) ¿gwa g(9,xj)) n mi) ZM «y (Yj g(8,XJ))S%_g(O,XJ)_BB_b¿(9,3)

Sea U 1a matriz tal que
t n n¿ÏE:3 ( b ( = ÏÏ::

Uu 3:1 ((5%; 9.,xj)wïgeo,xj) )) j_1 B(‘e.,xJ)

que estará definida por hipáteaia.
u

Vamosentonces a normalizar definiendo 9 - e. + U(9«-9 )o

por tanto, 9 se +U-1( e“ —B )
o o

Queríamoe minimizar
n

—1 y

¿13m3 - ¿(ego (e -e,),xj) )
Luego, debe ser

n .I g 1 - 

¡”(9) %Ï’(YJ-g(fi.+fl' (6“-0.),x3) )Ult gasmxu 1(9‘_e.),xj) _ o
' (II)
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. n —1 . -1t -1 v —1
P'(9)=%Y(YJ-g(9.+v (e —a.),xj))u n(e_+u (e —e.),x3)u

n
-1 v -1t -1 o —1_ n _ _9 _e

53;“? (YJ¿(93" (e a),xj) )U B(6.+U (e .),xá)u

Luego, si aplicamos el algoritmo de Newton —Rslphson
—1

tj+1 - tj - (P (tj)) P(t3)
a nuestro caso tendremos:

n
“s _ 's _ —1A. _ -lt -1 u —l

9nsj+1 - end -Ezj_-_Ï’Y(Yj¿(930 (emj eo)'xj)u H(eo'm (óri,‘j“eo)’xj)U
n -1 N -1 —1N -1 -1

i .

¿El? (Yj—g(0.+U(en,j-0.),xj))U B(9.+U (en,J-e.),xJ)u .
n -1 A -1t —1A.

. (%Y(Yj-g(e.+v (em-9.).xj) )U %g(e.+v (an,J-e_).xj) )

Definímos entonces P
. 6* . . t m . .11m si eïls e li e 31 eriste

A“ J-HD n93 ’é = JW n93
n é. si no n a si no“,0 ¡1,0

A A F
donde e; es el estimador inicial normalizado (0‘ - e +U(9 —Ü) )n,o n,o o n,o o

A
y 9 es el estimador inicial consistente dado, para los algoritmos

n
normalizados v sin normalizar respectivamente.
Defini mos ad emás

"ln(t) = t - (P'(t))-1P(t) para P dada en (II)
k

y para toda r'eR xk definida positiva

«lnp (t) = t + P'lpu)

Llamarramostambién Ph“) = P'(t)

Lue go

-1 n -1 -1t = t I“ '
"(ud > + %Y(vj—g(e.+u-l<t-q>.xj))v ¿»aman (t—e_).xJ)>
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y tendremos que

¡11106)- "(a rn“) (t')

Llamaremos además P o - EF(W")Ik donde I es la matriz identidad
k k ken R x .

HIPOTESIS

A1)!J tiene derivada continua salvo en un número finito de puntos y
2

56:0

A2) SWxMfo) = o , y F es continua.

A3) existe do) 0 tal que
2

sup PP (x —3)] es F-integrable.
¡at«lo

2
sup hP' (x-a)l es F-integrable.

¡als do .
r r

A4) e es un estimador inicial nue verifica que U(Ü -B ) está
n,o n,o o

acotado en probabilidad.

A5) Existe no) O tal que si n>,no U es no singular.

2 zz" 2
A6 max 3 g 9 X )“ _ -") (6 X 0 (condición de) “‘ïb'( o’á / J=1 TB) 9’ J) "’ISJSn

tipo Lindemberg)

y las siguientes hipótesis sobre el diseño:
t

(i) existe a)0 tal que mar sutovalor de U U < a. si n>,no
min sutovalor de U U ‘

(11) "H(e°,1j)"sK'l%g(90,xj)” 2 para. algún K

(iii) hj(v,z) es equicontinus en (0,0)n

(iv) existe D)0 tal qm o<n<"%n(o,jo,xj)”/ n
hj(099) ' h(39°7xJ)

(v) max autovalor He UtU —->cn cuando naco

17) gradiente g f 0;.y si V -Ít€Rk / ¿(Xi,t) - a} aeR , y L una
recta cualquiera, entonces VF\L esta formado por intervalos
o puntos aislados.
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Lema 1

SeanU1,Uz,... una sucesión de variables aleatorias independientes

igualmente distribuidas, y para todo r en un entorno de 0, fr(U)
es una función boreliana definida en R. Si además se verifican:

(1) lim r (U) - r (u) p.p.
No r O

(u) E(fo(U)) - o

(m) Existe ao> o tal que sup Ifr(U)'5 rw) con E(f2(U))<oo
Irlsd 0

(iv) Vnd son númerosnreales ISJSn, 1511020 tales que existe No

para el cual Z, IV I ‘ I para todo n.Ï' n93

(v) lim max V s0
an 1‘35“ “,3,

entonces n.

T) lim limsup P( sup ¿2.1 fr (ÜJ)V >E) ' o
6-90 naaa Irjlsd j “L1

La demostración puede verse en Yohai (19W!)

Lema 2

Sea (S,d) un espacio métrico. Para cada ¡{GF

'b, 23-95 es una. contracción uniforme enY , o sea que existe ko

05k°<1 tal que d(*L¡(x),/‘Ü(r') )5 ko d(x,x') para todo Xer‘

Supongamosque además todas tengan el mismo punto fijo 1' .

Entonces

T) Dadozoe S, y una sucesión cualquiera ï1,X2,.... en l"

Si definimos inductinmente

x1 'Ïïiho) ‘nu ' ¡mi (In) '
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se venfica. que In —ñx

Demostra ci i'm n
. . o I I

Vamosa pro‘har pnr 1nducc1on que d(xn,z )5 ko d(xo,x )
Para n=0 se verifica.

. n+1

¿(1nd,x’) - ¿(YKnflünwerlüfl ) s ko d(!n,! )5 ko d(ro,z‘)

esta. última desigualdad por 1a hifiótesis 1nduct1va.

Lema 2

Sea G = subconjunto de matrices definidas positivas cuyo mínimo auto

valor es ) d) 0.
entonces

T) thepOHGLanoLGo“ esta acotado en probabflidad.

Demostrnci ón

zïcllfiznrmo)- 9°" g maxaut. de¡1-1 WUJW'nséggmon)“

g ¿HÉWUJW’IÉÍMOJQH

Luego, por Togebichev hasta ver que

12(ng (ná) u'“%g(eo,x3)” 2 ) está acotada.

E( Y(uj)u‘1‘%3<ao,xj)”2) 

- mg: xy(ujmuk) «1'137430,): j> . _nf“¿_g(eo,xk)> ) 

- s<>J_::w2mJ> ¡lu'1;¿<eo,xj>u 2) - EF (v2) Éllu'1*%eg<eo,x3>ll 2

- EF(V2)%Ï;( u’l’ÉggmoJJ) )t (v'nggg(eo,xj)) 

- 311312) “¡1211382: U-lt:_eg(9°,xj)(%6_g(0°,xj))t 0'1 
-1

n2 -1t t
= EF]? ) traza U ' 3:11:QE(ÜO,XJ)(%B(°°9¡J) ) U

2 — 2

= EFH’ ) traza Ik - kEFN ) <oo
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Loma 4

Para todo M')0 vale que
P

_ I —.__>'

sup (“an EPMMJ}“a o
It-GOISM

(tiende en probabilidad a. 0)

Demostración-———-'n
—1 -1t -1 -1

Ï‘n(t) =ZJ=ÏÏH)(YJ-g(00+U (iz-9°),Xj) )U H(90+U (tz-9°),XJ) U —

n ' _¡ —-1 _ -1t -1 _ —1
- Z q) (Yj g.eo+U (t ao),xj)) U Neem (t 9°),xj) U

j=1

I -Ï: u’lt (e x )U'1k ’ a'= B o’ j

Luego,

P (t) - E (‘P ')I =
"tÏ::I¿M{”n F

G
n

. -1"' , -1t -1

“¿131W (Yj-g(9°+U¡(t-6°),Xj)) —EF(\V) ) u B(eo,xj)U
o —P —1 —1t —1 -1

+>Ï=_iw(yj—g(9°+U (t-Go),xj))U (B(e°+U (t-Qo),XJ.)-B(60,XJ))U
n

\—" ' —1 —1t -1 —1

+ ‘f’(Yj-g(8°+U (t-Bo),XJ,))U (H(00+U (t- eo),xj)—n(eo,xj))u
n

Z r _ ( n’lr _ -1t —1
+ j=1 ‘P .Yj ¿90+ t 06),xj)) U Macará) U 4

n ' —1 q ' -1t -1

éu‘-¡seuí<Mïl'j;f(v (Yj-gmom (t-Go),Xj) “TW ) )U B(eo,xj)vo ‘

n
W 1-1 -1't -1

+ sup {TïquÜJ-gwofl (t-Bo),xj))U H(60,xj)U
"F BOISM

+ SUP

n

EV'Üj-gmgrlh-QLX ))U-1t(B(9+U'1(t_e),x )—B(e,x.))U'1”
[It-e Is M ° 3 ° ° J 0 J0
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su En. v _ F1 _ ’ “lt. “1 _ , _ . —1.

+“FÉOHSMUj=1W.j ¿(90m (t eo) xJ))U (H(B°+U (t eo) xJ) H(eo,x.á))u fi

¡Llamenoslerespectivamente a las sumas (I), (II), (III), (IV).
Veremosque cada una. de ellas tiende en probabilidad o. 0.

(¡) 11mP( sup (I))€ ) a 0
n-buo ¡t-e "suo

Basta verlo persel elemento 1,3
' -1t -1

Sea vmh = elemento i,j de la. matriz U B(eo,xh) U

Él v _. -1 _e _ O
sup i M w (vb ¿(60m (t amb» EPM ) ) v“ }¡rt-eouu l I

= sup “gH)'(Uh-g(eo+U'1(t-eo),xh)+g(eo,xh) ) -Eva) wm“
“t- 90.1»)!

Ahora bien,
-1 - —1t

smash) -g(e°+u (t-eo).xh)| =I%6g(e,xh)u (neo)
(1)

Comohl(v,z) es equicontinua en (0,0) t
entonces h (v) = ¡r g(6 +v,X ) (b g(6 ",1! )) lo es en O

1 3-9- o l 39- o 1

y por tanto “hl(v)”' es equicontinua en 0 pues

"111m" - "111m"! y como
h -h O

H 1h) 1( ) >,

“h1(')H 'flg-gm +v’x1)“ 2be °

tenemos que a g(9 +V,X ) = f (v) es equicontinua en 0
¿e o 1 1

2

pues si f es equícontinus entonces Ifll lo es.

Volviendo a la. acotación (1) , como estamos en "t-e "5 M,o

entonces, por la hínótesis A6) (v) "U-lt(t-0°)”5 d si nano
y d) 2)arbitrario.

Entonces, el punto intermedio 9 , se puede poner como 0 =e + V con |VI<d. o
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- -1t - -1t
luego maz z (9, )U (t-e )ls max _>_g(9,X "U N é, 191ml 55 y) ° 15h“: "3° h I fi

"En" u +”:_eg(eo,xh)“"U-1tnl}.4 1::ÉJH33686JQI - Hïïgmodh)"

y ¡hora usando equicontinuidad para la. primera parte,

5 ¿”1" " * ¿thus-¿www "U’l‘"M

Además mi; Ilïaadeoflj)” "EI-lt“ N —> O cuando n ->co
2 -1t 2 2 2 t

Pues IÏSÏnHÉLBjWOJJ)” “U s 111:}:er I. “%°_g(eo,xh)” /|IU u”.

2 2 .
. mn! I. “a E(Q.O,X __, 0 para: n—+co por la hipotesis A6.

E3511 2

3;; “És-“(OHXJ)”

Luego, para el elomento 1,3
n

11m P(sup (1) >E ) 5 lim limsup P( sup 'EDPWUh-ehFEHV'HVnh >E )
n-oo ||t-90||5M b-‘O ¡140° Iflh'áb

y ahora aplicaremos el lema 1 , con

f (u) - V'ÜJ -s ) - E (V') que verifica las hipótesis del
sb h h F

lema. , ya. que

(1‘ 11m fr(u) = f°(u) p.13. (continuidad de W ' y F continuo.)
r-vO

(11) E(fo(u)) - o

(111) 3 d°>0 tu que sup Ifr(U)I5 rm) con E(f2(U)) <oo
Irlíd ‘o

SUP I‘P'Üï-r) - EF(P')|5 aup 'V'(U-r)l - Erhp') que por
Irlédo Irlgdo

la hipótesis A3 ea de cuadrado integrable.
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(iv) ïhï": l Vn bl SH pera todo n._ ,

' '-JL lt —1
h 1 ]vn hl = elemento i,j de la. matriz ill-T IU- B(_9°,Ym)U I. ’ g

-1t -1 -1t 2
pero E; IU Neodh) U - El; "U Saïgwth) - k comoya
vimos en el lema. 3.

(v) lim max IV h[-0
naa) 15h5n “'

-1t -1
max IV - max elemento 1,j de IU B(_9°,Xh) U l

151511 .
-1t

Sea. Z tU 533,5(609Xh)

[1,11 I

h
2 -1t

mu V - max IZ_ Z_ [5 ma! “Z = maz IU a (e ,X O
láhgnl “’h l lshSn 1h 3h 15hsn h lshsn I És? ° h

por 1a hifaótesis A6.

Luego, por el lema 1, vale (a) .

(b) lím P( sup (2)> e ) = o

n-eco ¡It-GOII5M

igual que en (a), basta verlo para el elemento 1,3, y vara ello bas

-ta mostrar que
n

11m11msupP( sup IEH)(U-s)w |>E )-0h=1 h h n,h
b-aO n-eao [shlgb

donde H = elemento i j de la matriz U-lth ) 0.1' n,h ' o'fi

Tomemos fs(u) - ‘1’(u-e)

que verifica las hiñóteeis (1), (11), (iii) del lema 1, ¡.1 oomo

(iv) E: ¡“mhlíl
n _ _ .

El; |fin,h|s “Ult a(e°,xh)U1"
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s ¡2 g “H(8°,Xh)” / IIUtUII- a2 É IlH(fio,Lh)||/É|%g<eo,m”2

á ¡12'c pues por la hiñótesis A6 "H(9°,7m)"s C"%g(eo,xh)” 2

' -.O
(v) 11m max 'Hn bln¿mlshsn

-1t -1 2 t
max ¡H s max “U ¡[(9 , ) U | ¿. ma! “¡ue ,x )| a /HU U||
111m “’hl lshsn °Xh I khsn ° h]

n
2 2 25 cado X) a. Z ¿de ) ——)Oporlahi

1:2:n IISB' o, h ll / 11:1“.oe o'xh H

pótesis A6.

Luego, por el lema 1, vale (b).-

(c) lim P( sup (3) > 5 ) = O

n-wo I[t- Balls M

Como sup w"(u-s) está acotado en probabilidad, basta probar que
IBIéd

n ‘-1t -1 -1
sun uu (meca: (t-90),xh) - B(9°,Xh) ) u u} —-)o
¡It-eollsM

luego, si n),no , hasta ver que
n

E Z -1t _ -1 A

|:Ïfd {hsl “U (B(Bo+v,xh) B(90,xh) ) U H -—90 cuando d 0

Probaremos algo ligeramente mas general que nos aerí útil en 1a demos
tración de normalidad asintótica.

Veremos que n

lïïfd Í E JIU-lt (h(v,z,&) - h(o,o,xh) ) U-lllïfi o cuando¿»o
hzufd

que cuando v = z nos quedl 1g expresión anterior,.
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n -1t “1

SUP i gg; ¡lu (h(v,z,Xh) - h(0.0.xh) ) U ll} 5||v ¿d
¡lzlsd

¡md “UE U||
|zl4d

sea d tal que "h(v,z,&) - 11(0,0,HJ)||<E1 4 h , '4 ¡lvllsd , ||zl|5d

Sea D de 1a hipótesis A6 (iv)
n

luego 041) <||*E1 h(0,0,Xh)” /n
n

2 .

Luego, si tomamos 61 < E-D/ a como dlUtUflsllhEi h(0,0,Xh)"

tenemos que se verifica que

sup a2 112:;“h(v,z,Xh) - h(0,0,Xh)” 4 E
Ivlsd "UtU"lzléd

Finalmente veremos que

(d) 11m P( sup (4) >E, )= 0

n-wo “t-eoflélfi

Comoen (c), como sup NV(u-s) esta acotado en probabilidad, basta
lsls d

probar que
E —1t —1 -1

sup í h_1 ¡lu (H(e°+U (t-Oo),xh) —H(e°,xh) ) u H} __+ o
[rc-60k. H

Si n >,n°, basta con que
n

E -1t _ -1
sup { hd HU (B(90+V,Ym) H(9°,xh) ) U —> o|v|5d

luego, como en (c) basta con tomar d tal que

¡|n(eo+v,xh) —H(B°,Xh)“< El para todo h, y para todo v, ¡M541



- 31 
‘ 2

Luego, tomando igual que antes 8 < ED/ a listo.-—1

Lema 2

Para cada muestra Y ,Y2,...,Yn existe una sucesión de

abiertos D1....,Dr,.... tales que

JE; 33. n nk y tales que

'Ï P (t) es continuamente diferenciable en DJ ls j para toda Pn

definida positiva.

Más aun, en cada D

(al)
n

—1 -1 -1t -1 -1

sflnph) e -Ik- F (3% VWYj-gmofll (t-Bo),xj))U N904) (t-Go),X3)U 

J

n
- Ï:Z ( - '1 _ ‘1t ( -1 - .-1

¡MV Ya.¿(som (t eo),xj))U 390m (t 62),“) U )

(a2) Existe ¿1(ko) tal que

lim P(' sup tilfiïnPHWÜ) ko ) - on4® Ht-GHéM
o

t €UD_
42.

HP-Po"561

Demostración.

Sean a1,...,ap los puntos donde W)no es diferenciable.

Para cada muestra Y1,...,Yn iïflZPr1(t) esta definida y es - (al)
para toda r1 definida positiva, salvo en los cqnjuntoe

—1
- ( - X - - 15_ 5nm {t/ ¿(90m teo), 1) Yi un]: 1 n

15.h5'p

que parteg a nk en abiertos densos por 1a hipótesis 19;
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(a) ro = a:va) 1k

Ñotemos por Q = L(t,¡" ) / [lt-Bolláll; t ¿fall D:j í "r- POHSEI}

:1”(::‘:)eqül%cznr“wwe > 
' -1

. _ ( . [1 

¿11"‘(33641132 ur M 1k + Er “V> 1k o HM)

. _ -1 _ , -1

- :ïmmP((:Ï:)€QÍIIIk r'n(t)P Ik + EPM ) Ikro MAO)

>,11mm sup<¡¡(rn<t>-EF(W) r'lll + nr'l «fu Ispw ')¡ > 4 ko)
n-no Q .

>,lim P(sup (“P-lll fl_f‘n(t) - EF“; v)1k|| + ¡“‘1- Fg-lu IEF(V s)' )¿ ko) .
Qn40)

= 1 ya que sup Ph”) - EPM)')Ik” ¿g en probabilidad por
ut-e us"o

el lema 4

y P-l - Po_lll<62 pues (1- ¡1oll<€1 por hipóteFiB.-

Lema 6

Sea O< ko < 1

(í) Para todo N 0, sea

An,” = AGP“) -”Lnr‘(t')”€ ko ¡lt-17'” F [It-GOHSM llt'-9°IIfiM 9 ¡lr-POIISEO}

con ¿o del lema 3.- Entonces
T 1' P 

) 1m (Am!) 1n90)

(ii) Para. todo M>0 sea 0</v (IEF(V')l

- ¿flbfl‘ lleva ¡lt-Gol“! en si mismo‘dr‘ tal que “FJ; ¿l/]BH,I,

Dadod70, existe Koh!) y ¡Vo tal quo
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njanBn’M’ Ido

(iii) Para. todo x >o y o<,u < IEF(W')I

sípnh) lleva liz-90's)! en I]r-P°II<H}

)> l-d para. todo M),M001)

sea C
ny una

entonces

'r) nm P( cnm’fl ) . 1nócD

Demostración

(í) Sabemos por el lema 5 que

lim P( cup "3 (12)"5}: ) - 1-- I"
n-oco (1:,qu M Z“ °

Por otro lado, por la hipótesis A7, existe dados t y t' una. sucesión

finita de puntos t ,...,t tales que t - t; t = t' y
_. ° q ° q _

[ti+1,ti]cDi con (ti+1,ti)cni o Men ("bi+l,tí)cDi - “Di
o

Luego, basta probar que si (t, ,t_)c D_ entonces
1+1 1 1

“’anhifl) - ’anKtÍHI < ko'llt1+l - ti con 1a misma.constan

te k , pues como ¡Z (t) es continua ,vLJD, es densa valdrá tambiéno nf‘ 1 1

d t 't - D
cua" ° ( 1+1’ 1) C D1 i

y luego dados t, t' tendremos que comola. secuencia es finita y están

sobre una recta q

“"¿nrm ’ "(ww)" 5321 “Zar”? ' an(tJ-1)ll‘<
q

s ko El “tj - tJ_1” - kolÍt-t’ll

Luego, nos resta probar (1) en cada D30{Ilt-BOIISN} si [Ir-Pollíé yo
(t,t')c D

J

Notaremos con Q3 el conjunto correspondiente cuando teni Q = gel Q.1

Se_ant y t' en dichas condiciones

"w - ww" s ¿"Pnecqu Irc-vu}é
J
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( -t' k t-' ' .
5 sgnllfibr‘ t)“ “t “4 o" t comoquenamos

J

(ii) Por el lema 3 tenemos que

P( sup (9 ) -9 > k ) á d para todo n

o F

“¿m (t) -9°|| su'Zn'Jt) - 1,1490)“ + ¡m (eo) - eo" s

< — e _
< kOM+ k1 \ ¡[(1 ko) + kon M si H) kl/(l ko)s

Luego si t es tal que “t-GOHÉM

“SÍ:¡W Ilïnr“) Wells mi “¿1490)- °o|IÍ+MMM“- “anlü < Mo ' o

Luego, tenemos que

lim P03 >, lim P(An M) - lim P( sup |I%P(eo)-9OH> k1) >,)

mw ¡“My/vo "No ' naco ¡Ir-rousIEFhv'N/Z

z l - d siendo ¡vo = min (IEFÜV')l/2, EO) y EO, del lema 3.

(iii) es directamente el lema 4.

Lema 1

Sea nn," = ¿»0‘00 - t tiene un único punto fijo t° e: Iris-00115M, y
1 ' t t 1 . - l o

para cua quler o a. cue "to 9°ILM , ’Ln (to) —>t }
(k) . . . (¡c-1)

donde Í" (to) se def1ne 1terat1vamento n Allá/1'“ '(to))

Tenemos entonces que V"d.) 0, existe ROM) tal que d MZMOÜ!)
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11m“Du,”
n-oao

Demostración

Sea 0 <k°< 1

Pasta ver que D D (A nB n C )
n,M 11,}! n,M,¡l/° n,M,}Io.

Si ocurre An,M como ko < 1, las Iznr, (17) son contracciones para

cada P con [Ir-FIRE .
o o

Comoocurre B transforman “t- 60'15!!!en si mismo.- Luego, por
n'Mv/Jo

el teorema del punto fijo de Banach, tienen un único punto fijo para

cadap, pero además es el mismo para cada r‘ , pues
-1

t es un punto fijo sii E; W (u) U ¿g = 0 que no depende de r .o J: ‘00
-1

Finalmente, ’znh) = t - (P'(t)) P(t) = t sii P(t) = O

Luego, tiene el mismo punto fijo Que las ALnPH) .(k)

"os resta ver que "tu (to) -—)t°

L“) g Ïnr'nh) (t)

1:1' inuo) a ínlïxto) (to)

tk = Ïnhk-l) g ’yLnr‘n(tk_1)(tk-1)

ComoI‘Lnr‘n“) son contracciones si “rn - POH<E , con el mismo pun

to fijo, por el lema 2, convergen a1 punto f‘ijo común 12°; y

“Fnhk ) " F olkez si ocurre C puesto que comoIIt-GHSMo“wo

y vale Cn Pn(to) -T'°"<¿ , iterando, listO.--—,wo'
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Proposición 1

(i) lim Ha n - 11m5.
A

n j y e satisface la ec. original ) = 1Q .naco j-boo

A

(ii) U (en -9 o) está acotado en probabilidad.

Demostración
A. Í“

(1) Sea em -0° +U(9 mi -0°)

6‘=Ó +U(6 -Ü)
n o n o

A ' Tin h
9 satisface la ecuacion (I) 1-» W)(Y -g(9,x ) B ¿(9,x ) . o

n 3‘1 J 3/ 6-9 J
A

si y solo si 6:1 satisface:
tn -1 _1 _1

¿Si k¡"(Yj - ¿(60m (9-90),Xj))U _:_eg(90+U(9-90),XJ) . o (n)
pues 9 + U_1(9 +U(é -9 ) - 9 ) = go o n o o n

Luego,para basta probar que

A, A‘_ A4,, '

lim P( lim 9m J. = en y en satisface 1a ecuacion (II) ) = 1’
n-bm j“"60

A“ A" A.

pero, ilim e , = 9 y e satisface (11)}3 D AUÉ’ -Ü II'SM}3.900“ n,J n n 11,)! n,o o
A

donde 9'; o es el estimador inicial normalizado que definimos antes.,
A

Sea d) O , luego por la hipótesis A4lle’ o -Üo” está acotado enn!
probabilidad.

A

Luego existe M2 tal que P(l|9:l,o -fio|' 5 M)>/ 1 - d/2 si M3142

Si tamamos entonces M3- max( !°(d/2),)!2) con Mo(d/2) del lema 7

tenemos que
“o "d’ "v

P( lím 011-. 79“ yen verifica (II) )>, 1 - dJam ’J
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(ii) U(6 n-Üo) está acotado en probabilidad.

a

U(9n -0 o) esta acotado en probabilidad si y solo si
A

“Ü‘n-Ó°u está acotado en probabilidad.

sea d> O
A. ' Ah

-30"! M}DDnyunhlenyo_eohín73

luego, tomando M3 como en (1)

tenemos que
*ulimPUIe-e¡¡4 n )>,1-d

n o ‘ 3
n-¿cb

“a
por tantollen - 9°" está acotado en probabilidad.-—
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SECCION I ¡g

Normalidad¡sintética

A* .0 I .0Sea e la solu01on que consideramos de 1a ecuacion

-1 Ao-1 A. -1t
(II) Wai-(¿(0041 (9 -9o),XJ)-g(eo,xj))U :__98(GQ+U(9 -9°)9XJ.) - 0

Pro osición 2

k
Para todo I. ER con llnlz 1 vale que 31 “¡HI ¿x

t 2 2
a (6‘-e°).:a N(0, EFW )/EFW') >\_,//

Demostración

n
'í: — -1 Ay- - ‘1 AÓ- 
¿:1 WUJ (¿190m (e 9°).xj)s(eo,xj))u ¿Buscar (e 9°).xj)

:1 A,
n

_ 7 —1t

=%=—lwy(uj_-(g(eo+u(9-90),XJ)-g(eo,xj))u %g(eo,xj) + vn (ml

donde V es
n

-—"z —1 -1t -1A.

vn=2fi=ij-(gmow (6’40),x3)-s(eo,xj))n (Eadeom (e-eo),x¿)-¿s(eo,qu

y Vñf; O ya que
n -1 A. -1t - -1 rw

= Y - U - X U X U —vn gwjue; (e eo), J) 11(9),J> (e eo)

y [leí-65" está acotado en probabilidad por la proposición 1

y del lema 4 de consistencia tenemos que
n -1 -1t -1 P

lIÏÏÉIHM W(Yi-¿(60m (t-eo)U meoÏXJm“¿o ’o 
n

u E _ “1 _ -1t -1 _ - -1

“:1; “su inn-.1WNYJ¿(90m (t eo),xj))U (M9041 ('c1 00).“) H(eo.xj))UO .

' s

"‘1"°o"5" tiende en probabilidad a 0



- 
“1'09 -1 - —1 P

Luego¿mui-¿(90m (e -0°),xj))U Heidi) U __,o

y nor lo tanto vn lo hace.

Sea cv(u,x) = "¡gu+1[ - W’(u[
x

H’(u+x) = cv(u,z)z +W’(u)

Definímos H"(x) = 0 donde no está definida.
notaremos

-1t-1 A¡ _ Ay
.[deom (e -90),XJ) - ¿(9°,xj)l -|ïaïgfej,xj)u (e -90)

=I(x¡89'
Sustituyendo en (II)1 .a tenemos que:

n nt -1 t -1
EV(UÍ):eg(eo,xí)U a - cJUj,Ig)Ig(xj):eg(eo.Xj)U a + v_ - o

n

Llamaremoa WI = gg; HJ(UJ)%% g(Bo,XJ)U'1n
n A t-lt _ t -1w=ïLcU I e'—e U a e_x)a e x U" 2 3:1 “¿y g)( c,) WUJ, Jugado, J) a

n
r9 t <‘fl -1t —- t -1

= (9 -9°) cv(UJ,Ig)U ¿Fdejdgá amada.) U 1 o. =
r. t a

- —9
(Ü o) H2 a

Llamaremos además
n

. 2’ . ‘1‘ g J '1
62 ¿:1 ‘t’ (ij :9 (eonrj)re ¿(60%) U

Tenemos entonces que H1 - H2 + 7‘ - O

(nl) "1-19 N(0. EFH’Z) )

pues E(H1) = o
n 2 t -1 2

v?r(Hl) = Ïíï EF“!J 1 (%_ ¿(609XJ) U i ) '
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n

. 2 E t 'n te, t “1 .
RFC? ) 1 a U WdGOvXJXïÏG ¿(90,11) U e.

au.2 n -1t t -1 I 2 t

- upw) a ¿490.3% ¿(90,15)u ]. - EF“?). 1k. .
2

= El,w )

y los coeficientes
t -1 ‘ -1t 2 2

max ,3; ¿(e ,X )U ¡I .< ma! “U ¿de JL)“ “a” 
1559 3° ° J 1535:: 3° ° J

-1 2 ,
- m “U tb g(Go,X —)0 por hipotesis.la“ ao J

Luegose verifica la condición de Líndembergy vale (al)

Por tanto, tenemos que

w/E (‘t”)——»N(0,E (W2)/E2(w'))
l F‘ F' F

A t

(a2) Tenemos que (6‘—0°) H; a = H1 + Vn

Consideremos

A‘ t _ ’J t n ' ' “lt t -1

(e 4°) c2 a - (e 49°) (v (Up-EF“J ))U %g(eo,xj):_eg(eo,xj)u :l.n
¡‘9- ‘ E -1t t -1,

+ (e 9°)EF(.‘+’ )[J=1 U _:__9_g(9°,xj)gé_¿(9°,XJ)U g

E1 segundo sumando - (530°) EF“) ') a

y el primero ——)0 en probabilidad , pues

si llamamos
._n, -1t t -1

¡3 . w (Ui)-EF(\|»') )U ¿avg(eo.xj)% ¿(9°.x3) U a

tenemos 'zue E(W ) - O , y su matriz de conríanza es
n t -1 2 -1t t -1

. y = n Z! A x U U z
cod 3) VarH’ ) ¿:1 (a ¿(9°, J) a) 20.490,“): 8(9°,XJ)U

n t t 2c t z: . 2:“ .
Luego, omo raza 1:1 zizi 1:1 z1 zi Ilzill

-1t2 ' n t -1 2 2
Tenemosque E(||H3II) = var(\P ) ig (%J(GO,XJ)U a.) "U ¿“9039"
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(¿75030,ny a) 

n
< Í
‘ var(‘iJ ) max [1:1L<j<n "U Éïgmo'xá)"

= var“? ') max “U-ltb ¿(909Xj)“2'—’ o—
1535:; b6'

. y comopor la proposición 1 (6'-€g) está acotada en probsbilidad

Luego, si probamosgue (8-00” ( H; - 02) 0.-) 0

Tendremos probada la proposición 2
N t y w 2

ya que (9 -9°) H2 a H1 + vn _; N(0, EF(‘+’ ) )

¡H t P h t
y entonces valdría que (9 -90) H2a ._, EF“! ')(0'-90) I.

Por tanto nos queda. probar P

(a3) (©‘-eo)t( w; 4:2) a._;o
nu <7 -1t t -1H-G={—n(o(UI)-‘P'(U.))Ü ¿de X.) (9X U2 2 J=1VJ’8 a se 83%“ o'j)

n -1t _ t -1+Ec(U.I)U (bg(9.x.)-ég(91)é(exvJ=1YJ'8 ¿je-fa ïe'o'á)¿-ggo’3)
Llamemosle sumas I y II respectivamente.

Consideremos 1a suma I

¡ngd si n ¿no cornoya probamos en la parte de consistencia.

Sea entonces t un punto de discontinuidad de V ’(.) .

(Comoson finitos veremos luego que basta. considerar uno y repetir
el argumento)

La suma I. 1a descomponemos en:
nÉ ’

j=1 (cvnïjng) - V'CU.) )U lt ¿_8(9 1X ).)_g(g ’x )U-1
J ¿e 0 J 39 ° j IB-d, t+d] (Uj) 4.
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a

'X _ ' -1t z1: ( -1
+ (°H,(Ujalg) v (133)”! %8(909XJ)53 8.909XJ)U IEj=1 (Ud)-d,1:+d]°

Dondepor I[ J notamos el indicador del Conjunto.í

Tomemosel término correspondiente a esta segunda suma, que notamos
“a t ‘-6 H - G 

(e o) ( 2 2)2 ‘
"at -1t t -1.la'_e Éw"U--I)IU b( xa(exu

;( o) J=1 (lá ÍJ g e ïgeo' 958 o’ 3) ‘I&-d,t+d]° (U3)

. v t -1t _
que mtltwendo I (X ) a (G -9) U ¿de ,X ) nos queda

8 j .° 2,9 J J

nF. t '1t t “1 t _ -1 o. 9.o XI n - I U a x a x U é -e
¿11 o) ¿:qu (UJ si g) Emo. JJaïgaao, J) {figWJJJW «a °)IÜ‘(UJ)

_ _ tft} H _ —1t¿ t -1 t _ —1 n
56‘ eo) [MV (UJ ijgw ¿ïg(eo,xj)3%s(eo,xj)v (¿3493,ny ¡040540)

P t A, 0

= i (tf-eo) H4 (a -90)
2 P '

Vamos a ver entences, que IIH4" ———)0 , usando el hecho de que

IL'JII|<K

Llamarenos E - U - _IJ J faz
_ -1

= ebi gg i,xim a.
-1t

zi = u ¿Fg(9°,xi) luego,

n II- t
"4 = “J ("5) ba “J ’J I[t—d,t+d]° (U3)

2 2: n H- k 1
un" . Z (JE: Lp (03)1[t_d,t«yc (113)};j¡J zi ) .4 k-l 1-1

- ¡(-11:1: w”(61) II(U1)WH(E:¡)I(UJ)bibjzïz
1
i

r-v H- H- x-r k k 1 1eghbiij (nin) (ujnwihmj) ¿121¡J 1%.;in
2

- gbíbjwwiwuwj) I (U1)¡(111)<zi,zJ>
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n 2 H- . 4 _ _

12,4%W (Ui)IlJc(Ui)"Zi" + á'bi'h’d'w"(UÍ)HHJ"(UJ)]<zi,st2

szfibzuz|4+ ¡(zw-7rbe|<z z»:1: i 1 576 tj 1’ .1

2 -1 2 É 2 2 2
¿K max U ¿de ,x)ll . b + K Élhnb <z .2)Isis. H ¿e o j 1-1 i 1 j i JI i j

Luego, el primer aumando-——r0;y lo mismo ocurre con el segundo ya que
l

2 2 2 2 2

ÉlbilleFZi’zj) 5 E; ¡bil'bjlnziu "ZJ" < (iz; ¡billlzill )

n 2 n 4 <4 2 —n 2 —1t

s (E1 Ibi] ) ( “zi” )s filbil ¿1 nziu 11:13:;"u Éïueofi)"
que tiende a 0.

(usamos dos veces la desigualdad de Cauchy-Swartz, y el hecho que
2 on 2

51" lb1|—>1 ' {a IIZiII = k)

“2 p

Luego "HA|-—+ O

COnSideremoeahora el término correspondiente a la nrimera suma.
n -1t tw-o) sch.I-\P'UU ¿(ex)aex) (U<2 2 1 j: (43,8) (3)) 27,93o,“gmc.¿“I’ma J)

Luego, (é*—eo)(H; - 62) a é en probabilidad que
n -lt t ¿“En a(exaex,u U. sinzn

¿:1 II {gg o, ¿sad o. J) ( a) o
1 I

H [t-d, t+d]

ya que |cv(t,I) - V'(t)l está acotado pues H”tiene derivadas laterales

finitas y está acotada y "ño-8°" 5 M en probabilidad.

Ahora bien,
-lt t -1

Ef.E; "U ¿“90,19% ¿(90,1%)U n I[t_d,t+d](U1) ) 
n

.. r( [t-d,t+e]) a Ilv'ltï%g(eo,xí))¿; ¿(90,15) U-IH 
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- F([t-d,t+d]) . k
- t _1

7 var( 37:: "U 1t%g(9°,xj)%5 ¿(90.1%) u n 1E_d,t+gwj) ) _
I

é; Ilv'ltïaés(eo.xi)b¿; g(eo.x1) U'l." 2 F( E-d.t+d]) (1 - w B-d.t+dj) )
n-1t 2 r! -1t t -1

U 9 X U é x b x U .
123:.“ rre“ o' J)“ fa“ sama 3%“90’ a) "

a k max .“U-ltb ¿(9 ,X )“2—b0
15m 3° °J

Luego,como F( [t-d,t+d']).k<€ , eligiendo d, listo.

Consideremos ahora. el caso en que tenemos r puntos de discontinuidad
o _de‘iJ . .Sean t1,t2,..,tr tales puntos.

Elegímosd tal que los intervalos

[il-d,tl+d] ; .....; [ir-d,tr+d] sean disjuntos, y formamoslas
sumas

-"I -1t t -1

¿f (cvmjdg)- v'(Ui))U ¿yeodjgéa ¿(OOJJW ¡Ejdfiqug
para j=1,...,r
y la suma

)

n—r - t t 
gq (c (U1.Ig)-w'(vi))u 1 ÏÏ;‘3_g(<9o.xj)_:ï¿(9°,Xj)U 1 I ó emi

(J_1[tJ-d,tj+d])

Para esta. última. suma es lo mismo que oon
A, t

(e -90) ("2 ’02)2 "

y para cadaJ J-l,...,r
h cemos lo ismo ue con (6.-9 )‘(H -G ) s

a m q o 2 2 1

que comoson un número finito, 1a suma tambiín L, O

iuego hemos probado_que 1a. suma I——)O en probabilidad.

Nos resta ver one 1a suma II también lo hace.
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La suma II es

n53'3010’lt 5x -z. x thXU-l
¿:1 w( j! g) (5%E( j, J) 538(069 39) ía 8( o! J)

Su norma es

C U X - a . X b X U .
5 13:51" (¿guey J.) memo. J)) Emo. j) II

n .-1t -1t
= c U a x — z x U a , .

¿En (3493.. J) sama. Jnu I zw«deoxa)"l
- -1t -1t - 

5 c U e x U a ( x, -a 5 e x
¡35d1103)" (ña ej, J) ae ( o, 3))"

0-3-90= U-1(tj- 9°) con “tj-0°" s)! en probabilidad
-1t —- n -1t — -1U b - - 

II (gueyxj) ¿“90.5% 321m: H(ej,'xj)u ('cj eo)”

que en probabilidad es

n PV -1t _ -1< 1..
n c J=1lIU B(ej,XJ)U u ——->o

\

como ya vimos con V .n

Luego hemos orobado 1a proposición 2.
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SECCION II

H-estimadoresiterativos para regresión no lineal con efectos fiios

z escala desconocida.

Consideremos el modelode regresión general, con efectos fijos,

en que tenemos observaciones Y ,Y1 2,...,Yn que verifican:

a 1-1 oo d d
Yi ¿(909Xi) + Ui g gn on e

Xi enq es un vector numérico
k .

9 el! es el vector de parametros que queremos estimar
o

U_ son variables aleatorias independientes con distribución comúnF
1

desconocida, de las cuales ahora supondremos ademíé que no se conoce
_ osu varianza.

Comoya observamos en la introducción, los M-estimadores_consi

derados no son invariantes por cambios de escala, luego para que lo

sean, consideraremos en este caso, la solución del sistema:
n .

'11 Y-(BX b ex -o
() J: (¡113 , Í)]b_fi_s(,j)s

n

donde sn es un estimador robusto de escala, escala equivariante, o
n d = o.sea que snfaY) [aIsn(Y) don e Y (Yl, ,Yn)

comolos considerados en la introducción.

Para resolver la ecuación (II), comoen la sección I, consideraremos

M-estimadores iterativos, aplicando el algoritmo de Newtoanalphson

a la ecuación (II), a partir de un estimador inicial consistente y
un estimador de escala consistente y robusto, siguiendo un camino

análogo al del caso de escala conocida.
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En este caso, el algoritmo para calcular la solución de (II) será

N - (Mïa'mn’l m3“ )= en,j+1 n,j

don'ïe P(e) = e EÏ‘w[Y_-g!e,x.)}%égfe.xj)n J=1
s

n

Ezn n

¡"(9) = H enuJ[Y¡-g(e,x.)JH(e,xj) - ¿VIH-¿(mx Humxj)
Bn an

Definimos también lim 6 . si existe
N jam n’J
en =

gn o si no

Donde9 es un estimador inicial daio.
n o

HIPOTESIS
P

B0 - en es un estimador invariante de escala, sn____, so) O

El = A1 de la sección I

B2 - F es continua y j&’(x/s°)dF(x) a 0

B3 - Existen do y d1 tales que

2

sup IW) (1-3 ) es F- integrablelalsd bo
b- d| sois 1

2 .

sup Iky' ( x-a ) es F- Integrablelaléd bo

lb-BCJSdl

B4 - B es un estimador inicial tal que I'M/9v está acotado11,0 “,0
en probabilidad.

B5=A5

F6 - A6 y A7
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B1 - ‘I” es constante haora. de un compacto, y lim W(t)¿0 aunque
no necesariamente ls misma cte. a izq. tic-0° que a. derecha.

Definimos, analogamente a1 caso de escala. conocida, el algoritmo

de Newton-Ralphson para la. ecuación (II) normalizada, así como

la familia de.contracciones asíntóticas.

n

P°(t) = s_ vfïgmom'lh-eom 1)]Uzltïaas(eo+U-1(t--90).XJ)
Sn

1m“) a P; (t) _ g anti)[ii-gmom-lu- 93,11)]U-ltH(eo+U-1(t_eo)Jim-15
n

4 1 lt 1

' jéï V' [Yj-gmom' (t-eïxlfl U" B(e°+U'(t-Bo),xj) u'lB n

un) - t - <P°'(t))‘1Mt)

¡un (t) - t - P'lp°(t)

F; 3 EFSNJÁO ) Ik

donde LI)‘ - ¡VL/a)

Len A

Supongamosque V verifica la hipótesis B1 I que s _Ï., sn o

Entonces, para todo a.ng , con "a" c1 vale que

T) n -1 P

a); Naomi) - wg‘wj) )%s(eo.xj) u n ——>o

Denostrací ón

Sea O¿ts I
Definimos

' Htln) - H). (u) - H); +1:(u) - saw (u/so) - (so-¡flv (Ia/son)
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It(n) = N18 (u) - vis _t(u)

P
Como s __)s , basta probar quen o

n -1
lim limsup P( sup l Ht(U.)¿8(9°9X.) U l >,€) " onaco ¿eo Ostsd 3’ J 39 J

. 4 o -1
lim 11msup P( sup [321 It(Uj)ÉÉB( oaxj) U a 2,E ) ' on-m d-so ostsd

Sea entonces

—"; 1J (t) = H 35(9 ,X_) U l. una sucesiónde variables
n J=1 t 3 39 o J

aleatorias en C, espacio de funciones continuas [9,1] .
De acuerdo con el teorema 12.3 (Billingsley (1)), para probar que

J (t) es tight, es suficiente con probar que se verifican lasn

siguientes dos condiciones:

1) J (O) lo es
n

2) Existe F contínua. Y no decreciente, y Y) 0, d? 1, tales que

E! J ( - ( t J t < F t F t

Jn(0) = 0 luego es tight.
n

2 2 _" -1 2

E((Jn(t2) - Jn(tl)> > = E<(at2(vl) —atl(ul)) > ¿gi (:6g(e¿,xi)u a)

2
= EHHt (U1) - nt (U1)))

2 1

Int2(u) - atlm)‘ e | (s°+t1)'i)(u/s°+t1) - (90+t2)’+)(u/sb+t2)

Sea a)0 , tal one -a. está fuera del compactoy H’(-a.)¿.0

.W}(u)=ÍÏa H)'(t)dt'+ *’(-a)
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t t
Luego , sea 2) 1

/so+t

(so+tl)ÜÏ‘ 1‘P'(t)dt +LI)(-a)]Inteh) - Ht1(u)| 
/so+t2

- (80+t2)[c‘ avg)“ +W-a)]

/ao+tu

g I(t1—t2)%’(-a) + (90+t1)J_'l
/eo+tu

LI,.(tm 45054954 2
1 I

'f (Hat I

si hacemos el cambio (50+t1)t :3 y (a°+t;)t z s y acotamos
u' u

5 (-a)l(t2-t1) +Ií_(so+tl)nv'(S/5°+t1)d8 - ía(so+t2)V'(B/Bo+t2)d8

-(a +t )a u

s IW-aXHZ-tl) +Í( o 1 WWE/9:54“ ‘S l)‘f'(°/°o*‘1)'ï”(s_ï)]d°_ B t B +
1 o 2

- t
o+ 2 a (30+ a

b

S'rf(-a)|(t2-tl) +aK(-9g-t1+7g+t2)+ S IQ”(e/so+t1)-V'(s/so+t2)|de-(so+t1)a

donde b es tal que si sz,b ly'( s/so+1) = 0 y además b) ¡(30+1)

(oor tanto la difernncia en I I - 0)

luego b

5 (aK+PP(-a)|)(t2-t1) +{Jr sup IW"(9)I le - _g___l ds-a(ao+t1) a°+t1 so+t2

b

= (aK+ w'(-a)l)(t2-t1) 4 K1( 1 - _1__ ) 52/2
ao+t1 ao+t2 -E(B +t )

o 1

= ¡"(tz-t ) + K1(_-_1_ - ( L )) (bz/2 - a2(s +1)2/2)
1 a +t s 4t o

o 2 o 1

5 K‘(t2-t1) + K1( -1 - (-1 )) ¡52/2 (pues b>a(a°+t1) )
s°+t2 son1
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1 2 a 2
= K tz - b Kl/(a°+t2)2 —( K 1:1 - b Kl/(s°+t1)2 ) .

. 2 '
= F(t2) —Fítl) con F(t) = K‘t - b K1/2(s°+t) continua y monotona.

Luego,
2 2

sunt (U1) -Ht (U1) ) )s (F(t2)-F(t1))
2 1

y por tanto Jn(t) es tight

Pero comoJñ(t) es tight y Jn(0) = 0

lim limsup P( sup [Jn(t)| 1€ ) - 0
nám dao Oetsd

De igual forma para la suma con It(UJ).

Lema 3 gb!

Bajo 130,131,132y B3 (i) yB?

Sea G=subconjunto de matrices definidas positivas cuyo mínimoauto

valor es > d) 0.

Entcnces

T) auplyïf (9 ) -O u está acotado en probabilidad.pGG nP o o

Demostración

-1 nmusa-601wP ww s%8(9°911)

n

5 mazautovalor de F_1 “22% HL (U1) U-ltgiïg(9°,xi)”n

5 l/d ( 2:? ‘11; ' J -1
"1:1 mami) U %g(e°,x¿)“+“12a(wan -‘P.° )U 3590,11)” )
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y el primer sumando está acotado en probabilidad ( por el lema. 3 de
, . P1a seccion I) y el segundo por el lema A ——,0.

Lema 4 (b)

Bajo 133,35 y 36

P

vale que sup “P;(t) - EF(‘P'B ) Ik __) 0¡lt-B ¡ia oo

Demostración

Haciendo la. misma acotación cue en el lema 4 (sección I) , basta pro 

bar que si llamamos
' n

= Z l _ -1 _ - ' -1 l }(I) sup {HHW (Y. ¿(som (t 99,5 Epw a ))U 33(_e°.xj)U
¡IN’chSM L a °

n

n
—v -1 “lt “1

(u)= sup .2; ' Win-¿(e+U (t-e ),x.) U me ,x.) U í

n
-’ ' I - _1 -1 -1

(III)= Ïup q; Yl g(9°+U (t-eo),X.)]U (B(e°+fl-(t-Bo),XJ)-'P(eo,xj)U
IIt 90HM J

BI'l

En -1 -1t 1 1= Y - U -e x U ’ - _ '

(Iv)":¿:"w{l|j=1snwt l g(90+ 8 (t o), 1)} (mom (t 60)) H(e°.xj))U H}
n

P P P P(I) ._, o ; (II) _, o ; (nn-a, o ; (IV)—>0

P
Para probar que (I) _y O , basta con ver que

' n

limlimlimsupP( sup 5: (W'(U-v/a)-E(\P' ))v > )-o
“o b-¡O my: ¡"1 h h F Bo "’hl e
' Is-sel-L-Q -1 
siendo Vn el elemento i,j de 1a matriz U 1;B(9c.,fil)U 1 definido enh

9

el lema 4 (sección I).
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(usamos el hecho que a _j:4.s y que Ig(0 ,X )-g(9 +U-1(t-9'),X )I—a 0n o o j o o j_

uniformemente en j para “t-BÓISH )

Luego, si aplicamos el lema 1, con

1’",B(u)_= HJ'(U_;1) - EFÜP'BO)

que verifica las hipótesis (i), (ii), y (iii) del lema 1 ( usamosB3)

asi comolas hipótesis (iv) y (v) se verifican ouee son los mismos

coeficientes que en el lema correspondiente de la sección I.

Luego (I) —Ï; 0.

Para ver que (II)-—Ï+ 0 , de igual forma basta ver que
n

lim lim limsup P( sup I 2.. sV((u-w_)/e) H I ) E) = 0h=1 1 n,h
330 bao 11-903 ¡wilgb

IB-s ¡5ao
-1t -1

donde H es el elemento i,j de 1a matriz U H(e ,X )Un,h 0 h

Luego, si tomamos fw s(u) n s'P((u-w)/e) y aplicamos el lema 1,
obtenemosel resultado querido.

P P
Finalmente para (III) ——50 y (IV) ——90 , como en este caso tam

bién WJ' y en“) están acotadas en probabilidad, se reduce al lema

4 de la sección 1.-

Lema fi (b)

Bajo BOa B3, vale el lema 5 con fil;p en lugar de ¡ZPF , o sea

para cada muestra Y1,..,Yn, existen abiertos DJ para j ¿1
tal ue .3 k t

q ágl j = R y el que

un“) es continuamentediferenciable en cada DJ. 15;] VF def>0

Más aun, en cada D
J
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n

-1 V7; ' -1 -1t -1 -1

(bl),1t.zgp(t) - Ik- F Pq) {Y-g e +U (t—9°).h)JU Neem (t-%),x3).u
J=1 j o

J=1

n -1 -1t -1 -1

.. X: anq)[Yj-g(6°+U (t-eo),x.)]u H(9°+U (1-60),xj)u

(bz) Existe El(ko) tal que

' b ° t k - o
P((:Ï:)EQUIï “¡J )"}> o )

Demostración

Para cada muestra. Y1,..,Yn .‘gïïïfl‘ (t) está definida. y es - (bl) para
toda Ï' definida. positiva, salvo en los conjuntos

ají - {t/ Y -g(t,x ) - ¡11.414 g(t,XJ) = Sanai + Yi;
B n

-_-{t/ 8(t,Xj) - rn} .- Dondeai son los puntos de discontinuidad

de v ’. - Y ahora. estamos en las condiciones del lema 5 de la. sección
I.

(be) es igual a la demostración del lema.5 (a2) usando en este

caso el lema 4 (b).

mié
Bajo no a B3 para. todo M>0

(1) Se: Ag,” J ¿pm -1;p(t')nskoIh-t'|| .IIt-Gollsx. liv-oolkn, llf-ILIkEo}

).1E del lema 4 (b) 'Entonces 11mP(A°° n40 ni'.'

(11) Para todo ¡00, sea 0<,u< lEF(\H'B )]
o

3:,” -L0L;P(t) lleva [lt-Balls! en ai mismoe Í' tq. l|ï'- P'oll{ju}
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Dado d>0,_exíste lo“) y [Jo tal que

' o
11m“Bm”, )> l-d para todo H>,Ho(d)
nm llo

(111) Para. todo ¡no , 0</u< ¡EEKW'BOH

Sea0;", ={Pg (t) lleva. [It-eousnen [lr-P:

Entonces lim P( C° ) - 1
nao n’M'fl

Demostración

Igual al lema 6 de 1a sección I, nero usando los lemas 5,3 y 4 (b).

Lema 7 (b)

Sea DL“ -{»,L;(t) = t tiene un único mmto fijo t‘( ïnlt-eousl yJ' t 1 t- °
para cualqu1er to a que || o Bollglí ¿(“(to) _>t 3‘

Para todo d>0 , existe M001) tal que M>,M°(d)

1 - o

"-5°

Demostración

Es 1a misma que la del lema 7 de la. sección I, pero con los conjuntos

Bajo BO a BI!
N N A’

(i) lis P(e - 11m9 y 9 satisface la. ec. II) - 1
n , n JM!) ¡1,3 n

(ii) ¡“gn-9°) está acotado en probabilidad.

Demostración

Igual a la. proposición 1, pero con los lemas (b).--
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SECCION II B

NormalidadAsintótica.

A
Sea 9v la solución que consideramos de la ecuaciónn

“r” -1 N -1t -1 A‘

3’: ¿Qui-¿(aga (en-9,),xjn U ¿guey (en-9°),XJ)= o

donde ‘1’8 - WW o/B°)'
O

Luego, por la proposición 2, (sección I) , tenemos que

e a, llall=1 a‘(6;-eo)¿+n(o. EFWÉOVEíwgo) > .

será entonces, 1a solución correspondiente a la ecuación

M:¿al ¡P _ —1u,_ -1t -1 N. _ =
sn(Yj ¿(90m (en 9°),xj)) U ¿»Fuego (en 0°),xj) oJ=1

o
De 1a proposición 2 tenemos que si:

n -1
w (LH )= Lv (U.)é__g(e x.)U a

1 so 321 so J ¿e o' J
n -1t _ -1

w“ = É . U I U x a x U
2 (VEO) j=1 °kso( J, g) %E(ejy j)sg_8(eov j)

n
- j - “1Ñ*_ _ -1t "1 dk,

vn ¿Suomi (¿wow (9n 9°).xj) g(e°,xj)))U “¿490m @n-e°),xJ)-báe¿(9635

Se verificaba que

"1(L|JBO)- -8O)t a,+vn
y entonces tendremos que Tale también que

“a: t

w1(\¡JBn) a (en -eo) uz (Wan); +wn

donde un se obtiene de Vn sustituyendo H’s por H) y lo mismo cons
n o

'wlwgn) y news“)
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Progosíción 4

Para todo a.con lla" - 1 , si sui, so , tenemos que

T) a‘úï: -eo) —> Nm, EFW: mimi ¿J )

Demostración

2

a) H1(W8n)—> wo, Epwso) >

Para. ello basta. Ver que

wIU‘Js) _ wlupa o
n t -]_ N4 -1

¡{10953 - WIÜVBO)‘ (VBO(U1)-V8n(Ui));e_s(eo+U (611-90),le U ‘

n —1

. g (wsomg-wsnmi) )s%g(eo,xí)u . +
o

.+ g; (wsomg- venmgx %g<eo+u‘1<E;-g>.x1)—¿gd eo,xi))u'1.

La segunda suma.tiende en probabilidad a 0, pues ya vimos cuando estu

diamos normalidad asintótica con escala conocida que
n

É U-lt e x —> x P
¿,1 ll (guey J.) remo, j»I| .4, o

y [lp - tve ] está acotado.s
o

n P

Por otro lado, que 1a primera suma-y 0 no es otra. cosa que el lema.

Ao

P
b) H'__, 0 pues cuando estudiamos el caso de Vn , con ‘lJ paras

o

ver que Vn_=,0 usamos solamente que V estaba acotada, lo que se
Bo

verifica también en este caso.
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e) G; 420)t w; (van) a .1 Ep<w¿o)(6; —eo)t a

con lo que obtendremos 1a proposición 4 usando el teorema de Slutzky
N t * I 2

pues (e: -eo) H2 (Wan) a - WI + "l —-)N(09 EFÜVBO) )

n
"y. t .¡v "i- t -1t -1

(en-eo) w2(«van» = (en eo) 3% eva miden: ¿ggmyxpgfigmaxjw a
l'l

n
n diu. t ( ‘ - ' t -1

(en eo) JEficvgnnng) WBJUJHU Sedeon): ¿(9°,XJ)U a
n4*- tz _ x _ t '1

+ (an eo) j_1 cvsnwjplg) (¿63(93, j) 2¡fggflaontiRLÏ6¿(BOJJW a.

t -1
Bsí Uan

+ (üïef E wv w.) U‘I‘a¿(e .x.)
n o j=1 ¡an J «39' 0 J

La segunda suma.tiende en probabilidad a 0, pfles nuevamente en la de

mostración correspondiente a escala conocida, usamos solo que c
- s

o

estaba acotada.- (Que llamábamos suma II)
v t

La tercera suma es (ez-9°) GZUPB ) a que veremos que tiende en
n

. . ' “q-_e t
probabilidad a EFHJBONQn o) a.
Y veremos que 1a primera suma tiende en probabilidad a 0.

“I- t P . "y. _ t

cl) (an-9°) 02(Wsn)‘l ——) EFWBOHen 0°) o.

.4 t u t , 4‘ -1t t -1
(en-g) cava“): - (en-eo) EFWBO)(¿30 %g(eo,xj)ggg(eo,xj)u )s

N» t n ' ’ -1t t —1
+ (6.- g) (331w (ni/sn) «¡weona g€s(eoyxj):_eg(eo,xJ)U ) a

E1 primer sumando - (a:-6°)tEF( Higo) a.
Al' segundo lo descomponemosen las siguientes dos sumas.
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w t n , , -1t t —1
(en-0°) (W(Ud/sn)- v (vá/som %s(eo.xj)sag ¿(9°,XJ)U ]a

(519V XP (wm /s )-E (w mina (e x )a‘ (e x >u'1 a1‘no;j=1 JoFeo ¡ggo’Jg-go’j

La,segunda,suma,L o, pues -6°) está acotado en probabilidad,
n

-1 t —1 P- b
I JE (W'WJ/so) EFW¿°))U ¿“90,5% ¿(9°.xjm __, o

por ser la. suma correspondiente para escala. conocida con q) a “Ja
o

Como(a:- 90) está acotado en probabilidad, para. la primer suma, basta
. k .

ra. ver que para todo aeR , con "a." - 1 se verifica que:
n

t z: -1t t -1 PI - l b
a 5:1 (W (UJ/sn) 9’ (Uj/BOHU ¿(«30,15% ¿(90,1%) U a o

Para ello usaremos nuevamente un argumento de tightneee en C.

Sea 0 5 1:5 I Definimos

3th) - ‘P'(u/so) - L¡“(u/(90%))

Ithfl - W’(u/eo) - V'(u/(e°—t))

Conoen L eo basta probar que
n

t -1t t —1
11. limsup P( sup a En (U ) U _a_g(e ,x n ¿(g ,x )U a 1€) - o

nam d-vo Ostsdl Jul t J 39 ° J ¿1' ° J

1: n -1t t 1
11. limsup P( sup Ia EIJUJM' %g(9°,xj)ïéé. ¿(9°,XJ)U a v, e )-on-un (1-70 OstSd

Si definimos entonces

I'l\_D t -1t t '1J n Ls
J“) 3d Htflïjh U :edeoyijÏÉ ¿(GOJJW a
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comoJn(0) - 0, bastará con probar como en el lema A que la. sucesión

J (t) de variableas oleatorías en C es tight.
n .

Luego, por el teorema 12.3 (Billingsley) nos bastará probar que
2 ,E((J (t )-J (t ))2) 5(F(t ) - F(t )) con F continua y monotona.

n 2 n 1 2 1

(pues comoJn(0) = 0 es tight)

2 2 n t -1t t —1 2

E((Jn(t2)-Jn(f1)) ) - E((Ht2(U1)-Ht1(ul)) )}Éá(a U ¡3ïg(eo,xj)gás(eo,xj)u a)

2

- k K( (Ht (U1) - Ht (U1)) )
2 1

Sea b tal que ai u>,b L¿“(u/210+“ - 0 y si us-b ocurra lo mismo.

Luego HJ'(u/so+t) = O para todo teCO,I] si Iulz,b .- (Existe vor

la hipótesis ¿obre W’.—(RT).- Sean Ogtls t25 1

Luego,

IHt2(u) - Ht1(u)l a [(#I(u/so+t1) - Wv(u/eo+t2)l .

u/(a +t ) g(s +t )

:IJ ° 1 q)"(t)dtl S J ° 1 ‘HJ"(t)Idt 5u/(s°+t2) u/(so+t2)

u/(e +t )

SJ o 1 supIH)"|dt 5 ¡([u - u ]u/(so+t2) so+t1 B0*t2

Tenemosentonces que si |u|>b [H (u) - H (u)l - O
I t2 t1

y si uucb es 5 Klbl ( 1 - 1 ) - F(t2) - F(t1)
a +t e +t

o 1 o 2

con F(t) 5.:ElÉl continua y monótona;-y 1a acotación vale V u.
s°+t

. 2 2
Por tanto, E( (H (U )-H (U )) ) 5 ( F(t )-F(t ) ) Comoqueríamos,

tz 1 tl 1 2 1

ï J.(t) es tight con _Jn(0) - o .
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De igual modopara la suma con It(UJ) .

Finalmente

(:3) t n -1t t -1 P

(en-eo) El (oan(UJ,Ig)- v;n(UJ))U 7%a_,g(eo,xj):_e_¿(9°.xj)u a_.>o

|18|“ si n>,n° en probabilidad.
Sea t un nunto de discontinuidad de “1'.

(Comoantes consideraremoá un solo punto y luego para finitos)

Cono lim P(|s -s |>d ) .o 4 ¿»o
¡1,0 n o 2 2

ouedotomar d1 tal que ¡Ig/snlí dl si nz nl en probabilidad.

Y separamos en las siguientes dos sumas:

n o
si t , -lt t —1

(en g) ¿«9411ngka (Uj))U ¿{deofijggmodjw aI@n(.t_d1),Bn,t+d1)J(UJ)n
+

v t2:ï lt b 1(¡Y-0) . (c (U ,I M" (U ))U’ ¿de .x )ag(e ,x )u‘ ¡I (u)
=1 V -—— J

n o J en j g En J be 0 J ¿e 0 j En(t_d1),sn(t+dlfl O

Como lcv - Hi' I está acotado en probabilidad
Bn an

la primera suma es

P n —lt t —1c Z IU a. x a
5 u ¿SII idea, J)¿_eg(eo,xj)u || IEn(t_d1),Bn(t+d1)](Uj)

en probabilidad es
n

2 n c llu'1t3_5(eo,xj)is(e .x )U'1ll I (U )
J ao ¿9 ° J [(ao-l)(t-d1),(80+1)(t+41)] J

quq tiende en probabilidad a 0, pues
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X? ‘lt t —1U I

E( j=1||U ¿63(eo,xj);_e ¿(90,1%) u I ) )
(U

[(90-1)(t-dl),Lso+1)(t+d1)] 3

= k F([(so-1)(t-d1),(so+1)(t+d1)])í E eligiendo dl: y

— t -1
m( Z’ un“a ¿(e maya ,x >U 1|I

o J 39 ° JH ¡a 11)).(

[(30-1)(t_—dl).(so+1)(t+al)] J

Enlru‘lta (e x nt < x )U’1II2N A) (1 - rm). j-l gg. o) 909:]
-1t 2 -1t t -1 P

1:3;"11 :Tgmodj)" g ||U %g(eo,xj):_e¿(Godjm __, e

Donden = [(so-l)(t-dl),(so+1)(t+d1)]

La segunda suma a
ltn”{ t - t -1

I " " "' I I U X b X U U

_;-_(en eo) j=1 LP) (Uj 5 g) g :?_8(9°1 j)a9.6(9°1 l IAc( n

' — (dondeAnes el 1ntervalo [en(t dl),sn t+d1)]

Y esta suma _—Í; 0, pues en este caso vale la misma demostración he

cha para el caso de escala conocida, pues usabamos solo el hecho que

H)" estuviera acotada asi comoel indicador.
Por tanto, nos resta ver el caso en que tenemos r puntos de ñísconti

nuidad de ul' t1,...,tr que se resuélve de igual modoque con esca
la conocida tomando entornos disjuntos (en probabilidad) de los nuntoa
de discontinuidad.
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SECCIONIII

GM-estimadoresiterativos Rara regresión no lineal con efectos alga?
torios.

Consideremosahora el modelo de regresión general, con efectos

_aleatorios, en que tenemos observaciones Y1,..,Y que verifican:n

Y -. U i‘l ooo d ei g(f°,xi) + 1 , ,n ond
k

X son vectores aleatorios en Rq Poe;R vector de parámetros

U son variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas

+1
(Y1,Xi)€LRq son vectores aleatorios independientes, con distribu

o O Icion comun F.

Comoya observamos Gn la introducción los M-estímadores usuales

resultan no robustos (curva de influencia no acotada) cuando tenemos

Contaminación en las X , si 3 g( X, ) no es acotada.
s EF G

Por ello consideraremos una- clase mas amplia, 1a de los GM-estimado

res definida comosolución de 1a ecuación:

n
:2: A - o q k k

(III) id LP(Yi,xi,{5n) para LPSRIRXR-—» R

Si LPes acotada, resultan estimadores robustos.- El estimador de mí

nimos cuadrados Ef oertenece a 1a familia considerada oues está defi

nido para k'P(Y,X,P) = (Y-g(X43))3 (¡,6) .- Asimismo,los M-estimado
3P

res usuales también están en 1a familia para W(Y,X45) 

- “V(Y-e(X,fb))%s(X,(5) .

En el caso que 1a ecuación EP(W(Y,X4b))- O no tenga una única
A

solución, para definir el estimadorfbn debemosespecificar que solu

ción de (III) estamos considerando. Esto puede ser hecho indicando

el algoritmo usado para calcularlo.- Vamosa probar consistencia y

normalidadasintótica para GM-estimadoresiterativos.
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Definimos entonces

P(p)= ¿Whyxfp
y el algoritmo de Newton-Palphaonpara este caso será:

Fm.” - (SM- ( ¿fiwaryxifw )'1 ¿Wayxfpmf
y definimos

11m si el límite existe
A g jam “93
fin A sino

(¿11,0

donde é es un estimador inicial consistente del cual se parte eny

e1.procedimientoiterativo.

HIPOTESIS

A1) Para cada G fijo, Wes continua y 3%?(Y,X,F9 existe y es conti-,b

nua salvo en un número finito de puntos.

AE) F continua, EFÜP(Y,X42))- 0 y E(%ap(Y,X,P)) no singular.

A3) Existe do)0ta1 que

sup ||LP(Y,X,a)" es F-integrable
"a-Rflído

sup IL}¿((Y,X,a)" es F-integrable (y de cuadrado
Ia-Povsdo ‘P

integrabls para normalidadasintótica)'
A4) (fino es un estimador inicial, consistente p.p. F
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Definimoe n n
_.1 _ '

rut) - t - (í ¿Fwïyxfü ) Fdwïyxft) /n
k k

y para F‘e R xR definida positiva

71mm)- t -F"1 ( ¿Whyxyw /n)

Pn(t) = 1 a
n bi=1 'ï; W(Yivxiyt)

Usaremoe los lemas 1 y 2 de 1a sección I.

Lema 1

Sea G = subconjunto de matrices definidas positivas Cuyomínimo auto

valor ee 7 d) o ‘
Bajo A2 vale que

T) sup ()- "40 pop.F
peo {LnFP0 (50

Demostración
n-1

ïagaqupbe) -r3o“ s maxautovalor de ¡1 “ÉEí W(Yí,Xi,Fg)/n H

n p p

s ii “ÉE% L9(Yi,xi,Fb)/n” -———90 por 1a ley de los grandes núme

ros y la hiñóteeia A2.

Lema 5

Sea c = sun ¡|F(t)-E(zw(ï,x. ))|I> e
n {IIt-[bousuü n Ñ 6° 1

entonces

T) P(11meup cn) - o

Demostración
- ' 1 2
Basta verlo para cada elemento i,J.- ( W , W ,..., Wk) - q
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(Faunia.- i ¿bijke‘nwxyw

(EL?Tb(Y,X,{3°))ij - Mi)! (Y,x,(áo))
' 1

Usaremos el lema 2 (en Rq+ ) (Yohai 1974)

Sean Zl=(Y1,X1),..., Zn-(Yn,xn) vectores aleatorios independientes

igualmente distribuidos en Rq+1

C com acto f f ' Rq+1 R d'bl CCI-Tp
p , y t gï kee k . __4 me 1 es

que verifican:

(1) [fk[5f con E(f(Z))<<D

(ii) lim f (Z) = f (z) p.p. para todo k€Ct ktak

(iii) |E(fk(Z))‘5 A para todo kGC
Entonces

n

T) límsup supl 2:» f (Z,) /n| 5 A p.p.1=1 k 1
nQuo GC

i i
Sea entonces rt(z) - LWJYJ) - EF(3_Lp(Y,X,[3°) )

J' ¿P5

c = “¡t-{Lousum}

Verificaremos que estamos en las condiciones del lema 2.

, 1 i

1) Ift(Z)l 5 SUD I (vavt)l ' Elx}. W(vavPo) )
¡it-Polast ¿Pi ¿(33'

que es F-integrable por 1a hióótesis A3.

2) hasta ver que 11m l LPi(Y,X,t) a. _>__‘Pi(Y,X,k) p.p. F
t-vk ¿PJ ¿PJ

que ocurre si y solo si

. qu’EQ/ÉF W1(Y(w),-X(\J),k) no es contínua} ) - O si kEC, queJ
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se verifica, pues F es continua y LKHLXJC) tiene un númerofini
'B

to de discontinuidades para cada.k fijo por 1a hipótesis A1.

3) INA Wi(Y,X,k-')) —¡HL W1(Y,x,r°)l<e si Ilk-Pous d(E)-d°¿PJ 3%3

pues 3L wimxnc) __4 3. wimnro) M. r
¿PJ ‘ k*po ¿Pi

y convergencia dominada (do (d de 1a hipótesis A3)

Luego, por el lema. 2
v-{l i ilmw eLQUmWhNAWMJWhmF

por tanto
n

1 iJMHUwp |¿WUmwwm¿wmwnwo
Mao mzn{Int-Pondü) El ¿F3 h h FZ‘PJ Fo I Ï

Mi
Pára cada muestra (Y ,X_) (t) es continuamente diferenciaï‘le

i 1 ¡LnF

salvo en un númerofinito (aleatorio) de nuntos D1....,D yr
k

(a) en - LJD:J vale que n
r .. -P‘l bw , ,

shut) I 6T (arix1t)/n

(b) Para cada k°>0, existe ¿10(0) y d:l tal que

1ímP(U sup L (t) >k)-O
m>,n(t,r)eq"3t’1np °

r
donde k

Q -[(t,r') / ¡It-¡som ¡ tem - 3'31 DJ) s |¡P-f‘oll451}
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3' P " E (LW(Y!XQ ))
o F ' o

(Luego, si k°< 1, 'dLnr. será una. contracción p.p. uniforme entoda
1a familia)

Demostración

Dados (Y1,X1),...,(Ynyxn) , para esta, muestra
k

Sean t1,..,tp los puntos de R".donde W no es diferenciable. Para.

oo. la i I 3
cada muestra (Y1,x1), ,(Yn,xn) amm“) esta. def1n1da y es (II)

para toda.r‘ definida positiva salvo en los puntos t1,...,tp.

(b) ° n

En (g nj)‘ ¿[111414)= 1 - v-l :_€L()(Yi,xi,t) /n 

- I _ [1‘1 IE? a LP(Y ,x ,t)/n - I + F1-1 E ( b ‘D(Y,X. ))
i=1 st 1 1 k o F á? ‘30

Luego, _

:1 H n ÏÏÏrml "sí-"www ko)‘

. un. m n su» i u r'lr'mh) - r'o‘1 2115€ (Y,X.po))n}<ko)n-mo m>,n (159ka

-1 -1 -1
im su ( ( - + p _ a ( , ,

1 P( Sn Si" Pn t) row ll Il r‘o u ¡reggae r x rank ko)11-00

_ -1 —1 -1

11m P( n supUH" u Ilr‘n(t)-Poll + “P - Fo I| IIEFSÏÏÑ < ko)naco m), n Q

-1 
a 1 pues “rd- r‘o "45-2 pues “P- FOII<€1 , Il" lu está acotada

y por el lema 4 11m P(. A sup Ilf‘nlt) - I" I|<El) - 1
' nm m>,n ¡lt-Pol! (NE) o
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Lema 6

Sea O<k (1
o

- (t - (t' k -t' ° t- d '- - 
(i) Sea An,d,¿ ) ’an )ü< ont II1 II Poll! y Ht [501541,H’ Poll<E}

Entonces, existe 52, (12)0 tales que

lím P(r\ A
11-ch m>,n

- t d dé
lmdd?) 1 para. o o l de

(ii) Sea Bn’d,e- {Iznr(t) va. de ¡It-Polkd en si mismo‘H‘tq ¡IP-Pokí}

Entonces lim P( n B ) = l para todo dsd
m

nm ¡ln/n ---ada€2 2

(iii) Sea cm“; Pn(t) va de tt/Ht-hlkd] en {PAIP-t‘ousel

Entonces, lim P( ¡4 \ C ) - 1m,d,E
nao.) mv, n 2

Demostración

Por el lema anterior , sabemos que

1imP(('\ sun _3_ (t)¡sk)=l;1uego ene
naco mzn (t,r\ bt/‘Lnr‘ I o

IILPH) - 'anhzins sglelïïanr(t)”° “t_tou's

S su: ":7 {nFHnHIt-t'ué kolrt-t'fl

,...,Dr y por tantoy como inn“) es continua, vale también en D1
. k .es Lipchíztlana en todo R comoquerlamos.

(ii) ‘

HIM") ‘Fol' =“7an ‘ 7,41%) + zur‘Po) "Po 'I 5

snznn“) - “Lur‘PJII + Imn‘h) ‘12, ¡Is kont-ïz" + E < d
por parte i) y lema 3
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si "LINE; 13, o||<(1-k°) d ( kod +(1—k°)d - a )

Luego, Amdfiñmïnrwg) -P ong (l-ko) d} C Bmdf

Por tanto
- l-k d

Sn AmadyEntllftnf‘qso) Fol<( O) C Q“ Bmgd95

y 11mP( En AMLQUPLTTO) -Po|l<(1-k°) cg)- 1

(iii) Es directamente el lema 4.

Lema 1

Sea D - tiene un único punto fijo t" en [t-I’b|<d y para
n,d (k) ot

cualquier to con "to-Pola! , IL! (to)—»t }

(k) (k-l)

donde Alu (to) = "bj/'11] (t°))

Entonces, existe d2 tal que para todo d 5da

T)1imp(r\ D )-1
m,d

n-m) m>,n

Demostración

Sea O<k< 1
o

t C n B
Bas a ver que I)“,d (An,d,€2 ¡“(1,6 ñ

C

2 n,d,€
)

2

Si ocurre ¿"Nuez como k°<1, las “(hp son contracciones para
r F- <

cada con II ¡Lu E2

Comoocurre ‘B transforman It-r "¿d en ei mismo.n,d,e2 o

Luego, por el teorema del mmto fijo de Banach, tienen un único punto

fijo para cada r‘ , pero además, ee el mismo V‘r‘ , puee ei t ee un pun

,-to fijo vale que
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n

¡(11'40 - t - F-li}:1 L9("!‘1,Xi,t)/ n = t que ceurre sii
n .

{Él LP(Yi,xi,‘lz) - 0 que no depende de F .

-1
Finalmente, como ¡Z (t) = t - (¿19(0) P(1:) = t aiin bt

n

PH) s El LP(Y1,X1,t) - 0 entonces tiene un único punt'o

fijo t4‘ en lit-qgoll< d
.(k)

Nos resta ver que ’Zn (to)_) t‘

aplicar (t ) - (t )
Ïn o 'an'nho) o

1:1 = ¿(450) = “(Dnn(to)(to)

tk = Yahir-1) = Ïnnnhkd) (tk-1)

. . . . ¡'y como son contracc1onee, con el mlsmo punto fino comun t
ïnÍ‘nH)

si [an- F°||<5 , y "Fn(tk) —|"olkez si ocurre Cn,d,€ nuea como

¡lt-Polla y vale Cmdfi entonces. IIPnHo)-r'°u<e , iterando listo.

Progosición fi
Í“ p.p.

(i) Pn _—’ Po

(ii) A - lím f si n>n p.p.
P11 jm Fun? ' °

Demostración

A
Sea [5 el estimador inicial consistente.n,o

Dngdn {II/Fui,0130"" (13€ Ulfin- Po ”< a}

Luego,
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n Dmnwísm-r=ou<a} c m3..trend}
¡17,110

por tanto, Fn pd). Po

y adeláa I

A I‘ - A A 

Qu DmdÜEIin-rok qc Qu {bad pany [Anverifica HF“)o}

A A
lue o - 11m si n‘I,n p.13".

8 9 Fu P ,J oJ-W
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Normalidad Asintótica

gggelo con efectos aleatorios.

Sea ?,n 1a solución que consideramos de 1a ecuación
AÍÏ x - o Y - x + U

1.1 Lp(Y1, iyfn) i ¿(F07 1) i
[s

Por la proposición 5 Fu verifica que
—1/2 n

.n El W<Yiyxivíbn) —9 o p°p°

Sea V - EF(lO(Y,X,P°)kQ(Y,X,F°)t) (está definida por hipótesis)

f\= EF('D_%L9(Y,X,FO)) no singular (A2)

Sea MF) a EFUNYJnyH

U(Y,Xy'¡5,d)= sup ÍWYJJ) - LP(Y,X,F)|
IC-ïslsd

De acuerdo con Huber (1967) (pag. 226-227) y corolario sobre normali

dad asintótíca se tiene que si se cumplen:

N1) W(Y,X,P) es Q,-medib1e y \P(y,x,P) es sebarable en el sentido
de Doob: Existe un conjunto N de F-medida 0. y un subconjunto nume

rable (DH:C> tal que para cada abierto UcGD, y cada intervalo cerra
do A, los conjuntos

iz / L?(Y,X,F\)EA Vpeu} , {z/ W(Y,X,|3)€A fpeunGD‘}

difieren en a 1o sumoun sobconjunto de N.

N2) 3 Fo tal que MP0) - o

N3) Existen a, b, c do estrictamente positivos tales que:

(1) IMP)! - EFG? (Y,x.p))>, aus-Fo] nara. ¡ls-Pol s clo

'11 EU‘YX d <bd — “15 >() (cupuh para “3150] do (1,0

(111) E(U2(I,x,1b,d))scd para. [ra-M “¡sao d),0
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N4) RHN (LLFOHI 2)

Si además ¡Fu _P) Fo y Í\ es no singuiar

Tenemos que

¡1-1/2 (Fn-Fo) _L\, N(o, Ñl V l\_1 )

Luego, para nuestro caso, basta ver que se verifican las hipótesis
de Huber.

Hos falta solo verificar N3.

(i) Como Áqso) - O

NF)" allÁqa) - Misc)! a ¡IE(L9(Y,x,F,) - W(Y,X,‘Po))">, “WTC,”

pues Q es diferenciable en F ( Por ejemplo a - E(_Z>_\Q(EL? ) /2)o 3P o
(ii) °

E( sup “LP(Y,1,15)- W(Y,x_,F)|| )s bd
lZ-Plsd

Sabemospor la. híoótesis A3 que Il:up u 6 “_%Q(Y,X,a)" es F i'nte
'F’o ‘ o (5

grable.

Si d°<J° , como I|C—%|<do 7 ¡Ir-P°|I<do pues dsdo - ¡IP-Po"

s E( sup {i‘lY’X’aWHC- [I L< bd pues IIC- ,d
u “Poma, DP P W

(iii) Idem con sup "j¿}Q(Y,X,a)" 2
¡Ja-¡»audio 3P

Luego, tenemos probado el resultado sobre normalidad aeintótica.
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SECCION IV

GM-estimadoresóptimos sujetoa,e una cota en la sensibilidad.

En este sección hallaremos en 1a clase de los GM-estimadores,

que verifiquen que su sensibilidad sea ¿g que una constante prefi

jeda, aquellos estimadores que minimizan 1a traza de 1a matriz de

covarianza asintótica bajo normalidad.

Sea entonces el modelo

- k

Yi g sufro) +ui 1- 1,...,n rien , rosa

XiG.Rq vectores aleatorios independientes igualmente distribuidos,

con distribución H

U_ variabies aleatorias independientes con distribución N(0,‘T2)

e independientes de las X.

í k . .
g: R ¡R ._.R con derivadas respecto de F continuas.

t
E(1s_g(x,p)¿¿mp )< oo

3p bfb

Comoya vimos en la sección anterior, consideramos la clase de los

GM-estimadores para F , definidos por la ecuación
n

- Z h W. q k k
o i_1\P(Yí,xi,F) para. .RIR xn _.)R

La curva de influencia, para estos estimadores, esta dede por
-1

IC Y X - E(-'3 Y X X
.4 o, o) < 375w . 43)) kmo. 04s)

Bajo las hipótesis consideradas en la sección III, un GM-estimador

será consistente hacia el ¡3° del modelosi

E(W(Y,X,F)) = O Í P , donde la esperanza se toma respecto de
1a distribución de (15x) en 3qu .

Coneideraremoe los GM-estimadoresque lo. verifican .
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La sensibilidad de un estimador dado por LP
. t

es {y - SUP “ICALI”!y)!

y 1a matriz de covarianza. asintótica

v* E( IC (Y x) Ic (Y nt)v ‘ 9 9 q 9

ObservaciOnes:

Wi- -11) Tomando (Y,x,p) - (E(-¿W(Y,x,rs) ) \€(Y,x,p)
ap A

se obtiene el mismo estimador r3 de Po , (pues las ecuaciones

difieren en una matriz constante), pero además se Verifica que
*

Epi LP(Y,X,P)) - Ik ; por tanto, podemossuponer, sin pérdida
’45

° de generalidad que E(-¿W(Y,Xap) ) B I
3% k

2) Para el caso de mínimos cuadrados
-1

Ic(Y,x) = E(-s%_(Y-g(x,p))%g(x,]a) ) W(Y,X.P) 
t -1

- ( E(52>Íïg(x,fig)ïfF30:43)) - E((Y+g(X.[¿))H(X.¡3) ) (Y-g(x,h))%g(x,g)

pero como E((Y—glx,fi))H(x,R)) s 0 pues Ui es independiente de X

y E(U1) - 0 nos queda
t -1

- E(52>Fg(x.íao)3_Pwapo) ) (Y-dngnsbídnfi) 
-1

- (Y-dxqgm 5%ng

donde notamos por Q - E(B%g(l,ro)%_;¿(khan

Luego, para mínimos cuadrados
-1 t -1 - 

V*= E((Y-s(r,fo))2 Q _3 ¿(LPOL‘L ¿“(130) Q )- Q lv' 28(Lgï g) q 1..
, fi ap 3P ap

. (1'zq’l
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Queremos encontrar LP de modo que:

traza V* = mínima, sujeta a una cota en la sensibilidad

"Ice(Y.x)|l s a y sw (Y.X.p))- o

Lema I

Bajo las hipótesis consideradas, si

E(\P(Y,X,fi) )- 0 0'30 y LPes acotada. , entences
_ ' . ( - t

T) E( %w(Y9xvfi)) E 3-13, (Y ¿(xfo)) W(Y9x,Fo)%?8(X9Fo))

Demostración

Sea H 1a distribución de X en Rq y m la medida de Lebesgue en R.

Entonces, con respecto a la medida producto mxHen Rqu, 1a distri

bución de (Y,X) tiene densidad 1 q)'((r-g(x,¡¿))/q-) donde Eh)
q- O

es la función de distribución N(0,1).

Por tanto, tenemos que

i SWYJ'P)¿ Eb'((Y-5(X.p)),ér ) d(mxH)(Y,X) . o
DP ¡V Pe

d
ComoLPes acotada y X Q'H) es intograble, podemos derivar dentro

de 1a integral, y por tanto tenemos que

o - J%W(Y,X,P) óïlLÜ-ÁLPOH/U‘) ¿(mxH)(Y,X) +Po

d(mxH)(Y,X) 
O+ LP(Y9X!FO)+:_P_?”(Y'É(X1P))/T ) P

- 12% tuning» + y? (Y,X,P°)_a%3_«Humo» ©'((Y-8(X’(5°))/T)%(:3(X(B)¿(mxlï)
t

e ¡:(¿F‘Hnnpon + Egïgï (Y-g(1.po))wr,xf°):_(b 50,90))

comoqueríamos.
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Pronosición 7

La solución de traza V*’ = milimo,

sujeto a E( -¿¿}P(Y,X,Po)) - 1k (1)

EUHM. (50)) - o (ii)

IIWYaX'FOH s a V(Lx) (iii)

_ -1

se obtlene para LP- wauY-SÜÁHM ¡3530410)
k k z si HZHsa

dondeszqR LI’(Z)-{a a ¿g si uzu> c’
HZ"

y la matriz A es solución de
-1 t

A - E( (26}(a/a-HA ¿FgÍXyPHD- 1) ás‘hfiïïb. sua?) )

(que luego veremos que existe)

Observaciones:

A se ha tomado de modogue E(-%Ya((Y-g(X,Ia))f'1?FB(X,[b)) -' 1k

2) Bajo la restricción (i), (iii) no es otra cosa.que

"Icv(Y,X)|Is a v (Lx)

Demostración

Sea.A-l una matriz simétrica cualquiera. Bajo las restricciones (i)

v: - EMPWt)

[:1 - E((Y-s(x.p))f1%g(X.P) - LP(r,1t.(>s))((lr-44x49)A"1¡%;(x.]i)-‘í’thjanÜ

- E((Y-g(x.¡a))21'l%g(x,p)¿un?) fl), + IKW”) '

.. E((r-g(X.¡a))A'1:_g(X.p)‘Pt) .' sr (r-¿(x,p))*P;_; amp) f1)
Í“
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. VZEH-l Lgfl, >32¿(wo {1) + E( te tot) —2 {lg-2
3P 3,5

' . 2 2
por el lema I y (P verificando (i), ademas de que E((y—g(x,(b)) ) .q‘

(Y%g(X,P)) es independiente de X

Luego, es lo mismominimizar bajo las restricciones traza V:

que traza de [:J .- Pero
-1 2 '

traza[:] = E(l|(Y-g(X,P))A 3_g(X,P) - \P(Y,X,P)” ) = minimo, suje
3%

to a IIW(Y,X,FOHI5 a

tiene por solución a 9’a((Y-g(X,F))A-1;%F(X1P))

donde A es tal que
-1

E(‘%Hja((Y-8(xyp))A ÉFG(X1P—'))' Ik
o

nues si llamarnos Da = {(va) / “(Y-'8(xa(2’))Á-I:TS(X9Í3 > a}

E( Il(Y-s(X.p)A_l%_g(X.fi)- an)" 2) >z

>,E( IDa “(Y-MMMM-l :ïghïyp) - W(Y,x,(b)” 2) >z

2 n< IDa "(Y-s(x,P))A-1;;g(x.p) - a(r-g(x.p)>A'Ï;_s(x.p) ¡1 2) .

“(Y-¿(LPMFI ¿FgÜthHI

pues si "ZH>a, inf HZ - v" = “Z - Vo" donde Vo - a z
{tz VíB(0)3)

üK
o pero esta última no es otra cosa que

-1 —1 _ 2

- E( “(Y-¿(LPM 55m4» - PaUY-sfxs‘HM :ïdnp)" )
y comoH)a verifica 1a condición (ii) nor ser los residuos normales

(simétricos) y N’a impar, obtenemos lo que queríamos.
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Beata.ver entonces que existe A tal que

A = E( (2Q(a/rlll_1_ï,g(x.p)ll) - 1 ) >_g(X,(L)_B_tg(X,P) .)
“P 3p ap

y que para dicha A,

-1

E( '¿V'J (Y-8(X9P))A %8(X9P) ) ' Ik

Por el lema I, como EMP ) =-O y es acotado.a. o

_ -1 t

«¿hannah - ECW;5(Y-g(X.g)Wa((Y-g(x,fi))A¿Fungn ¿Fanny
-1 . . .

SeaB - {(Y,x) / ll(Y-g(X,P))1 ¿“mph a} IB(Y,X)- 1nd1cador
del conjunto B.

- rx¡”mi (Y-g(x.p))vam-emmn'lfiunpng ¿(15(3)) +
-1

+ E( (1-IB)__1_5(Y-g(X,(b)) a (FMLN); Diga(X’P) 3:30,?) )

u- [|(Y-g(X,P))A'15%8(x’P)IÏ 2’"
-1 t 2 2

- Eu _:_Pg(X,P)S>¡g(X,P) EY/x( I13 (Y-5(X,fo)) /<r )) +
—1 z '—1r, a (, . - , ..

+ mi? aA Sergex païg x fa) /|IA ¿figuran Em“ Y ¿(x F.) (1 IB) ))
a/IIA-lidxyfi W

“6P
02 1 ó '(Uk) dU 

0'3EY/x(IB (Y-g(x,¡b))2/r2) -Í _1
-a/uA ¿50mm

a/nA'13Fs(X.M a/crlu'lfifi I

.2} D Uz_1_ QWU/fir)dU-2 Tzu’zrñ'h) dzT 3

z ©"(z)dz (donde hicimos z-ufi- , y usamos que

-1
a. A ¡Il

J/T' ‘a'Fg
--2

0

13“”) - -z@’(z) ) y ahora integrando por partes, tenemosque 
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- -2 ( a @'(a/V¡IA-1Asll)+l - Mal IA'IbsII) )

WHA- {Tfl ¡P 2 U- ió?

O Ü

Ey/x( (l-IB)IY-g(x,l'b)| ) = 2] :1 Ó'ÜJ/fi'fliu- z Q'(z)dz .
a/ "¡12.8" a/ ¡IA-13.6¡Iv

DP bra

=av¿»u/fifa" >
3P

Luego,
-1 t -1 -1

Em 9.6.3..s (Ma/V A e 8|) -__1___a '(a/vllA 3.80 -l +bpbp]: n Till'igué EP 2j
bb

+ [1333: z a 2ch '(a/vm'luo > 
3P

“P “P «¡If :_Pg"

- E( A'1¿_g(x,p)_«}Ïgmro) (2@(a/vnfla_su) - 1 ) )
Df; 3p ap

que para que sea. - Ik debe ser
_ -1 t

A - E( (2gs(a/:ruA 2%5“ ) - 1 )%fig(x,r);íg(X,(b) )

Finalmente, veamosque tal A existe.

Prooosición 8

, -1
La solucion de A - E( (2@(a/cr||1 a gl) - 1 ) a g(x,P)atg(x,Ía) )
( ) ¡F ¡p al;i

existe si a. es suficientemente grande.

. t
(h) A—>E(¿_g(x,@)_}_¿(X49 ) para a-—)a>

hp ap
Demostración

Sea B(Q,d) 19. bola de centro Q y radio d , o sea

iV/"Q-qul} eiendo ¡VI- sup nun
' “zu-1

donde d es suficientemente pequeño de modoque para toda V€B(Q,É)
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sea.inversible.

Seaum) - s< (2Q(a/VIIV'1;55(X,[6)I)- 1) ¿Mamá amp) >
Veremos que existe A, a tal que J(A,a) - A

Sea €>0, luego, existe BCRq' compacto, tal que
t t.

E( ¡(l-IB(X)):_bg(X,P)%5_g(X,p)l )<8 pues E(|%5(X, Haiá ¿(BMP (0°
. -1 t t t

J v -J - E( 2 f v a a - E a a E a ¿
n < .a> ya”)! ll < 45a/vn “¿hay (¡F8350+ (¡sin-1 t

- u agua/cua 1255")¿e ¿Tbe) |

- 2 “FX (9(&/VHV_1;F8H) - ©(a/v'llQ-13Feu) )%_8(X.P)B¿;_3(X.qb) )" S
—1 —1 . t

5 2 E( IBIQS(a/cruv ¿Fan- ©(a/q-"Q ¿figuflubgígeü g") +
-1 -1 , t

+ 2 E((1-IB)IÓ€n/VIIV gym) - gún/wm Ïïgflflugís 3??gn )

' -1 -1 t+ 2E(I (aq'V 6 - (a QB 3gb
5 e BI? /II XF,gu) <I> /<rn ïFgM "ïé fisu )

Pero como 'V—135g(x,f>)l está acotado Cuando XGB y V€B(Q,d) puesB

33055,) es continua, y la transformación que manda. V..)V-1 es con
ze

tinua, vale que
-1 -1

| ©(a/vnv Lg") - 3) (a/U'HQLg") I < 5' si aya uniforme
‘bfb 3P o

mente en V y X

Por tanto,

sup ]|J(V,a.) - J(Q,a)ll < (1/2 si a >, a.
mama) °

ue o, com , - - a -1) - 3 t
L g o um: a) ell E( (2M /v1¡Q 5,55!) 2) 23.13gp!) z

.y 2Qfa/ ||Q-1_)fggll)-"2 A 0 'pÏfi'.” Éúgndlo'iígdb
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Por tanto, J(Q,a) - Q —-)0 para a-ám

Luego, existe a. tal que IIJ(Q,a) —Q < d/2 si a>,al 1

Por tanto, _
sup "J(V,a) —Q" <d ei a), maz(ao,al)

V€B(Q9d)

y por tanto, la transformación V—)J(V,a) ee continua. y manda.

B(Q,d) en ei misma para. a >, mar(a°,a1) .

Por tanto, por el teorema del punto fijo de Broe'Her, tiene un punto

fijo Ao

Ademáe, como AaGB(Q,d) si a>,max(ao,a1)

A _,Q para a—oco.
a.

observacióniz

En la. mayoría de los casos tanto 0' , oomola distribución de loe X

son desconocidas. Luego, A puede elegirse comola solución de
n

a Z h '1 " .. " t "
A i id ( 29(a/vouA áflxiwool) 1)%ps(xi,o)%_s(xi,lbo)

donde ¡ñ es un estimador robusto de? , así como ño lo es de ¡3°.

O‘beervación 2:

La matriz A existe eii ¡:sz V.
E( 18(XJFD) )

DP

Dem.

-1 ' B t
A - E((2@(a/«TI|A358;!) - 1) gang? amp) )b

multiplicando por A-l y tomando norma

15E(2( (a/ A‘1¿ )-ll) 1-1 t
c} al] bpsll 2 :ïdmwï} ¿(x,¡>,))
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y comoó ea cóncava, y @(0) - 1/2 ee
—1 t -1 t —1s E(2 '(0)"-a. |A Las“; 24>'(o)¿E("A¿ellas /IA 1.3|)

g) cruA’12_sll 3P 6P <r DP ¿Pl I ¿F I
ap.

= amo) g E(II>_8(XvP)II)- 2
V' 3P ‘

a E(||_>_,8(X.¡a)ll)
¡ET T 3P

por tanto a 2 JÉVE- V;

E( %8(X9F‘)u)

Observación.¡

La función “Ja obtenida, se puede poner (a menos de una matriz cons

tante, comola correspondiente a mínimos cuadrados pesados, por tanto

el estimador resultante es el mismo.

La familia de mínimos cuadrados pesados viene dada para este caso por

considerar funciones W de la forma:

W<Y9X9P)’ "(vav@) (Y’8(X!P)) .b_.g(x93)
3P

k .
con w: RquxR.__¿R funcion de peso.

H) ee puede poner como:a

Wa((Y-g(x,F))A'l%g(x,p) )- (Y-KÜI,fs))A-1%8(X.F)Vl(IIY'8(X,F)JA-l%sII)
lsitga

u1(t) - { a/t ei t) a

siendo

Luego, si hay un óptimo en el sentido de definidas positivae( para

la matriz de covarianza), en la clase de mínimos cuadrados pesados,

en particular debe minimizar 1a traza de 1a matriz de covarianza

asintótica, y por tanto coincidir con el estimador dado nor “Ja.
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SECCION V

Resultados de Simulación.

Se consideró para el modeiocon efectos fijos, la familia de

funciones de regresión logística (a un parámetro) dada por:

6056)' _1__
1 + e-ex

para estudiar el comportamientode los estimadores robustos propues

tos, y su relación con el de mínimos cuadrados cuando el tamaño de

1a muestra es pequeño.

Para ello, se tomó comovalor verdadero del parámetro 6 s 1 , y a

partir de el se generaron muestras Y1,...,Yn generando los resi
1

duos U1 Y - 1 + ui/lo
1.+ e'xi

cuando lOs Ui eran:

Normales (0,1)

normal contaminada con normal al 5% y desviación 5
(Mx) - 0.95q>(x) + mosóh/s) )
Student con tres grados de libertad

Para los efectos fijos, se tomóun diseño simétrica

xi - 0.4 z + 1.25 i-l,...,n1/2

xnl/Z-HI. - -Xi

donde z es una variable con distribución N(o,1); o sea que x1 tiene
distribución N(1.25,0.16)

Se consideraron tamaños de muestra n1 - 20 y 50, y para cada tipo
de residuo se hicieron 20)O - NR replicaciones con tamaño de muestra

20 y 2000 con tamaño 50.
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Fijado el tipo de residuo, para cada una de las 2000 muestras

Y1,...,Yn se calcularon aplicando el algoritmo de Newtonconl
hasta 13 iteracciones los estimadores de:

mínimos cuadrados

M-estimador con 'P =ij (Huber) K-0.l346

M-estimador con q). Hi (Tukey) A-0.4685 donde

t si |t|5k

HJk(t) - k si t>k
-k si t<-k

t (1 - (t/A)2)2 si |t|s A

ha) =
O si lt|7A

obteniéndose muestras de tamaño 2000 de dichos estimadores, que
MC HU TU

notaremos T ; T, ; Tii 1 i=l,...,2000 respectivamente

a partir de las cuales se hace la comparación.

Llamamos.B1(J) - IT1(J) - 1| 1-1,...,2000 'J-MC,HU,TU a los

desvíos absolutos.

Se calcularon para cada caso (MC,HU,TU)s

la media

el error cuadrático medio

y las siguientes medidas robustas de dispersión:

mediana 31(3)
U) (J) ’3)

percentil 0.75 de 3 ' donde B'(h)1 13'(o.75x2000) e” °1

(j)
1

vector B ordenado ( en orden creciente )
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(J)
percentil 0.90 de B1

percentil 0.98 de Bi(J)

encontrándose los resultados obtenidos en las tablas que se encuentran

a continuación.

La elección de los valores de las constantes K y A para las funciones

¡PK y “¡A , se hizo de modoque la eficiencia asintótica bajo norma

lidad sea del 95%(de acuerdo con las fórmulas de varianza asintótica

obtenidas'en 1a prOposición 2).

De las tablas obtenidas, para las primeras 6 se partió en el método

de Newtondel valor verdadero (sin estimador inicial) para muestras

de tamaño 20 (las. tres tablas) y tamaño 50.

En el caso de las tablas 6 a 9 , se partió de estimadores iniciales,
HU W Ó

tomando uno robusto para Ti , y para Tí se tomo como valor
HU

inicial el valor final de Ti ; para muestras de tamaño 20.

Para el caso de mínimoscuadrados, el estimador inicial es del tipo

del pronuesto por Hartley (1965) (promediar y tomar imagen inversa)

mientras que como estimador inicial robusto se tomó la mediana de

la distribución que toma valores —1n(l/Yi - 1) /X1 con pesos

'XJ/ 3:: IXJ (tomamos comomediana el 1er. valor que su probabilidad

acumulada (e izquierda) supere 0.5 ).

Los programas principales que se usaron son los que se denominaron

F.JUN26 para el caso sin estimador inicial

F.JUN27 para el caso con estimador inicial.

La biblioteca de subrutinas F.S.JUN 26 (BIB.JUN26) que contiene a

las subrutinas: CALCUL,¿TRI (Newton), FCT ¡Calcula la función y su

derivada), SORT, BATVEC(genera Student), GENERA(genera normal conta

.minada) , FUNCTIONRANORMT), FUNCTIONALEMT), amm], comun (calcula

las medidas que se encuentran en las tablas), CALCUI,SESTIN(calcu1a

estimadoresiniciales).



En las tablas se observé que también para muestras pequeñas, el com

portamiento bnjo normalidad es casi equivalente; mientras que en los

otros casos la eficiencia llega a ser masdel doble que la del estima

dor de mínimos cuadrados. Se resume en el siguiente cuadro la eficien
cia relativa:

N 0 R I A L I D A D

ECM(MC)/ECM(HU)Percentiles 0.75 Percentiles 0.90

HU n=ZO 0.948 \ 0.945 0.987
T n=50 0.953 0.932 0.918

HUBER n=20
0.968 0.969 0.970con est.

inicial

Ecn(Mc)/ECM/Tu) Percentiles 9.75 Percentiles 0.90

TTU n=20 3.945 60.962 0.976

TUKEY n=50 0.933 0.936 0.918

“:20 0.964 0.964 0.976con est.
inicial

N_O R x A L c o N T A u I N A D A

ECM(MC)/ECM(HU)Peróentilea 0.75 Percentiles 0.90
HU¡1-20 lo

T

HUBER 11-20 1o
conE.I

ECM(MC)/EHC(TU)Percantilea 0.75 Parcentiles o.9o

TU n=20 1.923 1.585 1.626
T

TUKEY

con EI
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s T U n E N T T n s s o n A n o s

ECH(MC)/ECM(HU)Percentiles 0.75 Percentilea 0.90

HU n-20 2.241 1.623 1.708
T n=50 1.949 1.680 1.827

HUBER n-20 1.7514 1.643 1.662
con EI

Ecurnc)/ECM(T0) Porcentileu 0.75 Percentilea 0.90

TTU n—20 2.25 1.657 1.718
1 .0 .68 1. 6 o
ITUKEY n 5 1 9 \ 75 1 847

n=20 1.718 1.594 1.623
con EI

A continuación se encuentran las tablas obtenidas para los distintos

08.508.
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CUADRADHS

¿1

*'4'a?

a

'na

v-csvrnmoo a
#HUBER*

-#ttt#12:33!

M-ESTIMADOR

i'
.1.

*'*[-0099#TUKFY3* *aaa:

ñ

i'r

MEDIA

¿1' J ‘.

p:
r\n
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I

.—¡

4k
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C.
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C
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O
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