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INTRODUCCION

En el primer capitulo de este trabajo, se generaliza al caso
parab6lico diagonalizable la funcién maximal definida en [4 ]y
se introduce el espacio sz de clases de funciones que tienen
su maximal en L°?, siendo p un nGmero positivo menor o igual
que 1. Se define una nocibén de &tomo o funcidén elemental perte
neciente a JCS y se da una caracterizacién de los elementos de

este espacio como series de &tomos.
3

En el segundo capitulo, se obtiene un isomorfismo entre JQ’
y el espacio H’ definido en [1 ] para ciertos valores enteros
de u. Este isomorfismo estd dado por un operador diferencial

parabblico.
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Preliminares y Notacién.
Notaremos con X = (xl,..., x“) un punto del espacio
Euclfdeo R". Dada una n-upla (3, ,..., a,) de nGmeros rea

les a > 1, consideraremos el grupo multiplicativo de matri-

P

ces A, = t , t>0, donde P es la matriz diagonal da-
t'' o0
da por (a ,..., a ), o sea A = 0‘..€n .

Al grupo de matrices A:’ le asociamos la métrica para-
bélica dada por d(x,y) = [x-y] donde [x] =t sl t es
el Gnico nGmero tal que [qu x] = 1, para x # 0 y

o] = o. Entonces se verifican las siguientes pfopiedades:

i) (A xl= tlIx] st t> y x €R",

ii) I[x] €c” (R" \{0),

iii) [x +y]l <[x] +[y] , ¥

iv) si x = (xl,..., %‘), entonces x!<l'x]J para
1< j<n.



Para las demostraciones sobre estas propiedades ver [ 1].

a » |7 9 %
Notaremos con D al operador —_— ... don
Ix, -

3 x,

de a= (o,

WERETL Y ) es una n-upla de nGmeros enteros no

negativos y a.a indicard el producto escalar, es decir,

a.a = a,8+ ... taa,. Con |u| indicaremos el nGmero

°1+ cee toay.
Por Gltimo, a lo largo de todo el trabajo, utilizaremos

la letra C para denotar una constante, no necesariamente
)

la misma, todas las veces en que aparezca.

q

Sea L£ ;, 1<q < = , el espacio de todas las funciones
oc

q
reales definidas sobre R r que pertenecen localmente a L .
Denotaremos con B(y,p) a la bola parab8lica de centro y y

radio o ; esto es, B(y,) = {x | [x-y]l<p}. Es f4cil ve
|o |

rificar que la medida |B] de la bola es igual a CP (ver

(1)).

La topologifa que consideraremos en LZD es aquella de la

. q
convergencia en L sobre compactos. Ella es inducida por 1la
familia de seminormas

1 q
| £ | . = (] B f |£(x)] dx)
B

a9,

1/a



donde B = B(y,p), 020, y € Rn.

Sea u>0. Dada f € Lzoc definimos una funcién maxi

mal n (£,x) como:

q/u

(f,x) e
n X) = su .
q,u ! \p & ) qQrB (x7p)
p -0 .
Denotaremos con P al subespacio de I%oc formado por to
u °

b
dos los polinomios de la forma:

Este subespacio es de dimensi6én finita y por lo tanto es un

subespacio cerrado de ﬁuoé Llamaremos E: al espacio co-
, Q

ciente de Lp,c POr ﬂ .

Si F € E:, definimos la seminorma

f €F}

IFu_, = inf (]

’ qrE



La familia de todas
nen variando B induce

pacio E: es localmente

q

las seminormas HFI% , que se obtie-
4
en E: la topologia cociente. El es

convexo y completo.

Para F € E’, definimos la funcién maximal

N u(F,x) = inf {1 n.

, (Erx) s f € F}

’
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CAPITULO I
4
Llamaremos H , 0<p<1l, al conjunto formado por

q,u

todos los elementos F  de E: tales que sus funciones ma
ximales N mu(F'x) pertenecen a L’. Ppara simplificar la

P
notacién pondremos N = N , N =n y ¥ = x° siempre
qs u qru qru

gque esta notacibén no induzca a confusién . En el caso elip-

tico y cuando u es un entero par estos espacios fueron es-

tudiadog en [ 2].

P
Definimos norma de un elemento F perteneciente a Jt‘_“'ll

como,

. P l/p
KE i p = | [N(F x) dx) .
X ! .

qru

Esta norma no satisface la propiedad triangular y por lo tanto

no es una norma en el sentido usual de la palabra. Sin embar-
P

go, IFI, satisface la propiedad triangular y permite definir
H

una distancia,

d(F,G) = ﬂF-Gllp = ‘[N(F-G,xf dx
JCP
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sobre X° . Como veremos, ¥" con esta distancia es un espa
cio métrico completo.

-1
(1.1) LEMA. Si p< |al|(u + |a|/q) , entonces X° = 0.
Demostracién. Sea f una funcibén de T tal que f no

Loc

pertenece a Pu . Probaremos que si F es la clase de £

Q

P
en E, entonces N(F,x) no pertence a L .

Como f no pertenece a H, , existe una bola B = B(0,r)

y un nGmero § > 0 tales que

qa l/q
( )[ |[£(y) - P(y)]'dy) >,
1}

para todo P en P

Por otra parte,

1

- f
sup o~ " (IB(x, 0| J |£(y) - P(y)Fay) ,
P>o0 B (x,p)

n{(f-pP,x)

y si [x] » r , tenemos que B(0,r) CB(x, 2 [x]), por lo tanto,



tomando p =2 [x] resulta,

(o + sl .\
n(f-P,x) =>C[x] flf(y) - P(y)|"dy
B(x, 2[x])

~(u +|l|A) l/q -(u +|lIA)

> C[x] I | £(y) - P(y)]q dy | » ¢ 6[x] .
B(O,r)
- (vt /)
En consecuencia, N(F,x) > 6 [x] y por lo tanto

N(F,x) 2 L".
El siguiente lema, es una adaptacifén al caso parab&lico

del lema 3 de [4].

(1.2) LEMA. Sean f £ dos representates de F € E: Y

17 2

P = fl- f, . Existe una constante cu tal que

U= Q,8'

| DP(y)l < Cu(n(f ,x,) + n(f,,x,)) ([x,-y] +Fx,- y])

para todo X, » X, Y E R".

2



-8-

Demostracifn: Sea ¢ wuna funcibén C ” con soporte en

[x]) €1 tal que si ¢y (x) = AI"¢ (A, x) entonces, se ve
rifica que Q= Q* ¢, Ppara todo polinomio Q de la for
ma Qly) =} b. y* y para todo A>0.

a
a.l<u

Para la existencia de esta ¢ , ver [ 5].

Por lo tanto, tenemos

' [al
P(Y) = [ _P(z) X (A, (y-2)) dz ,
Iy 11< A
luego,
o f |n|+a.l a
DP(y) = | _1P(2) A (D7¢) (A, (y-2)) dz .
[ y~=2z] < ) ’
. -1
Sea p =2 ly - xl]+ 2 [y - xJ = 2 XA . Entonces, se tiene
o Il|+(!-! a
| D P(y) | < [ ol £ y)=£ ()| |D ¢(Al(y-2))| dz
[yl 2] <)
< ll“‘a_l Q
x | £,(y) | |D ¢(A)\(Y-Z))[dz

-1
[ y=z] <)



|2+ a, o
b [

£, (v) | D% A (y-2)) | az ,

[y-z}<)’

pero, como [y-z] €X', se tiene:

1

[z-x 1 < [z-y ]+ [y-x ] < 22 "= o y

[z—x2]<[z-y]+[y-xz] <2 A = p

’

Por :lo tanto,

hlta .,

|0 p(y) ] <2

laly o, a
+ 2 J
[x7r Z]<p

hl+a.. J

< lip% I A

a ,i|+ Q.s
<% I, A

£, (2) ID” ¢(a, (v-2)) | az
l=s,~z21<p

| £,02) | ID% (&, (y-2)) | az

| £ (z) | dz + | £,(2)] dz
1
S [x,72]<p

l'l -I'l q
P flf,(z)l dz

[x,72 ]<P

/a



-10-

Al <\
+ | o l £, (z)] az
x,~21<p

lal4 q. s I

<g o p(n(f,,x,) + n(f,, x,))

Ueqg, s

<c, (n(f,x) +n(f, %)) ([x~-y]+[x-Y])

como queriamos demostrar.
!
(1.3) LEMA. Sea F €E y sea x,€R  tal que N(F,x,)< =.

0

Entonces:

i) existe una fnica f€F tal que n(f,x ) <« y por lo

tanto n(f,x ) = N(F,xo), Y

ii) para toda bola B, existe una constante C., que depen
de de X Yy de B tal que si f es el represen-

tante de F dado en 1), entonces:

iFi < |f|q < C n(f,;x,) = C N(F,x,).

9 !B



Si

de ser elegida independientemente de x
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0°

X, varfa en un compacto, entonces, la constante C pue

Demostracifn: Supongamos f,, £, € F son tales n(f ,x,) vy

n(f,, x,) son ambas finitas. Sea P =f - f, , P(y) = 2 a, vo,
a.acu

aplicando el lema (1.2) con Xg = X, =X, =Y, se tiene que

para todo u , DQP(xo) =0, luego f

]
Hh

Veamos ahora 1ii) Dada una bola B, sea p,

de p para el cual BCB(x,, n, entonces,
I, < €L, = (B B {lf(x)]q dx)l/q
=18l 7B (xg 0 | | 3(x0,0)] " L Ex) | ¥ ax)) ’a
= 9: B l- " B (X o/ 0o)] “ po |f | ?C

UB(x 1P

Cx BN(F,XO).

o’

el menor valor
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(1.4) COROLARIO. Si {ﬂ }  es una sucesibn de elementos de

EE vy F~+ F en ¥° para algfn 0< p<1l, entonces

F + F en E:

Demostracién. Por el lema (1.3), para cada bola B se tiene:
Hq - FI ) < C N(F;j- F,x), donde x pertenece a B y C no
q,

depende de x . Luego,

<
13

P
{ il - FUP dx « C J N(F,~ F, x)pdx p
B ) qln B

O sea que

P
IFy - FI

p -1
< c s [ N(F - F,x)'dx <C IF,-F |,
q,B i ¥

donde C es una constante que depende de B.

(1.5) LEMA. Sea ({F,;} una sucesibn en E:. Supongamos que

existe un punto x, tal que la serie E N(F’, ﬁ)) es finita.
J
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Entonces,

i) la serie | F, converge en E: a un elemento F y
J
N(F,x ) < IN(F ,x ), ¥
) e

ii) si f]e Fl es tal que n(% ’ xo) = N(F,, xo) entonces

2 fJ converge en L; a una funcién £ €F que satisfa
J oc -

ce n(f, xo) = N(F,xo).
i

Demostracidén: Como N(F’,xo) es finita, existen represen-

tantes fJ de Fj que satisfacen n(fj,xo) = N(% ,xo)< o .,

En virtud del Lema (1.3), para toda bola B se tiene,
h (
L og- 1 £ < 1 lf] | <c Eg N(F,,%,),

q
y por lo tanto, 2 fj converge en Ltoc a una funcién f£.
}

q
Llamemos F a la clase de f en E-, como

n(f,x ) < %n(fj, x) = ij N(F , x) < @

——
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obtenemos que f es el inico representante de F que satis-

face n(f,xo) = N(F,xo). Por otra parte,

h h

Iy F-Fl < ! £-£l ,
=1 q,B j =1 q B

lo que demuestra la convergencia en E: de la serie ) F,= F.
J

(1.6) COROLARIO. El espacio x°, o< p<1l, es completo.

Demostracibén: Es suficiente probar que si {F,} es una sucesién

4

tal que Yo F,I’ es finita, entonces y F, converge en .

j bl ]

Observemos que, como p < 1,
J( I §(r,,x))dx < ] J N(F, ,x)"dx <=,
i ]

y por lo tanto 2 N(Fj ,X) es finita para casi todo x. Luego
J

por el lema (1.5), 2 Fj converge en E: a un elemento F.
J

Ahora, también por el mismo lema (1.5),
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N( Y F]-F,x)<2 N(F ,x).
=1 j=h+1 }

Elevando a la p e integrando, se obtiene:

h
o P P
I L FE-Fi» « Y | Fy .
=1 ) J=h +1 R T
Comp 2 ug H;? es finita, queda demostrado el corola-
j .
rio.
(1.7) LEMA. La funcién maximal N(F,x) de un elemento F

q . . . .
de L" es semicontinua inferiormente.

. . n
Demostracibn: Sea {x’} una sucesibn en R que converge

a X, Y tal que N(F, xj) < t para todo j. Queremos pro-

bar que N(F,x,) ¢ t. Sea f EF y sea fj el represen-

tante de F tal que n(% ,x’) = N(F,ﬁ ); se tiene entonces

a '
£,(y) = £(y) = P (y), con P (y) = L a,(x)(y-x) /4 .

Q.a<u
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Veamos que la sucesién numérica { aa(xj)} es una sucesién
de Cauchy:
a

Observemos que %x(ﬁ') = D P,(x,) y que por el desarro-
llo de Taylor;

a _ a+8 B, 1 =

D Py (x)) = [ D 'R (x)(x-x) /gl =

B
B‘ 1
5 = % aa+B(xk)(x’- x) /g * -

Aplicando el lema {1.2) se obtiene:

B u=Qqaegs
- — . & - '
laa(xj) % ay 4 (%) (g - x.) ] <Ct [xl x ] .
Sea r €R, r = max {a.a/a.a<u } , entonces si a.a = r

se obtiene:

(1.8) ]aa(xj) -au(xk)|<cv.t [x,-xk] <eg,
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para j y k suficientemente grandes.

Sea r = max {a.a/a .a < rl} , luego si a .a=71r,
u _r
la (x )-a (x ) |<Ct[x - x] i | ¥ a . (x)(x - x )g/B”l
Ca 'y a Tk I Tk 870 otB " Ty f k
(a+tB)ac v

pero (a+8) a <u, B>0 y a.a =r implica (cx+B)a=rl

luego:

PN

B a
la (x) - aa(xk)l SCt e+ CBE>0|aQ+B(ak)| [x,- x ]<Ce

(atp)a< v

si j vy k son suficientemente grandes pues, como (a+ga = r,

en virtud de (1.8) la sucesién {au_'_B(xk) } es de Cauchy y por

lo tanto acotada. Continuando inductivamente, resulta que

{a}(xj)} es una sucesién de Cauchy para todo a .
. - _ a )
Sean a(#xo) = lim au(xj) y P(y) = 2 aa(xo)(y xo) /al
J> o a . a<u
o sea P(y) = lim Pj(y). En consecuencia
J+ o
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(y) [dy< t? »p

q
| €(y) - P(y) | dy = lim [ | £(y) - P,

(>'—xol<0 4o l)"‘l]]<p

y por lo tanto N(F,xo) <t .

(1.9) DEFINICION. Una clase A ¢ E: es un p-&tomo en E:
si existe un representante b(x) de A y una bola B tal

- Y
que sop bcB y N(A,x)< |B

i

(1.10) LEMA. Si f es una funcibn con todas. sus derivadas
de orden menor que u+l continuas y acotadas,y si F es la

q @
clase de f en E  , entonces N (F,x) €L .
qru

Demostracién. Es suficiente demostrar que

If(y) - % DY (x) (y-x) Y/a! I C [y-x] ‘.

Q. 8 <u

Supongamos primero [y-x ] <1l. En este caso, aplicando el de-

sarrollo de Taylor, tenemos

ueqy s
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[E(y) - § D%(x)(y-x)%al|= |} D% (x) (y-x) %o !
Q.3 <u | al <u
Q.a>u
Qa (s 2
+ ¥ D £(x +8 (y-x)) (y=x) /a ! |
v<|al<u+1
a Qe a a . &
< L up’tle [y-x] /&t + I D°El_([y-x] /al<C ly-x]
aj<v
al--l>u u<lal e

Por otra parte, si (y-x ] »1, resulta,

€

[ £(y) = §  DYE(x)(y-x)%/al | < HEN

Q. a<u

QQes

+ ' ND%N _ [y-x]

J,.,8<u

(1.11) COROLARIO. Si f es una
con derivadas de orden menor que
la clase de f en E:, entonces

q
que » F es un p-4tomo en E .

Demostracibén. Sea B una bola

lema anterior, sabemos que existe

fal < C [y-x]"

funcién de soporte compacto

u+l continuas y si F es

existe una constante A tal

tal que sop f CB. Por el

una constante

C tal que
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_1
N(F,x) < C. Sea X = |B| <c™', entonces, N(\F,x) =
= -/p
= AN(F,x) = B C  N(F,x) <|B| , y por lo tanto

a
AF es un p-4tomo en E,.

q
(1.12) LEMA. Sea A un p-dtomo en E, , con

la| (u+]al/q) "« p<l. Entonces Ae 3 y existe una cons-

tante C independiente de A tal que:

<
h Y

JN(A,x)p dx g C

Demostracién. Sea a el representante de A cuyo soporte

est& contenido en la bola B = B(x,,r) tal que

- Y
N(A,x) < | B] . Si x ¢ B(x,,2r), estimaremos,
— -1 1/
n(a,x) = sup o (|B(x, 0 | f la(y) |* ay) *®
p>0 B(x/p)
Observemos que si B(x,p) N B(ﬁ ,T) = ¢ , entonces
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f la(y) |? day = o.
B(x,n)

Por lo tanto, podemos suponer que B(x, P)NB(x, ,xr) # ¢ .

En este caso, se tiene que r <p Yy [x—x°]< 2p, luego,

=(u +1s/ g 7
n(a,x) < Cr [ |a(y)|*dy < w

\B(:x o’ t)

y en cons\ecuencia N(A,x) =n(a,x) si X ¢ B(xo,Zr) . Sea

X

, tal que 2r<[x -x ]<3r , entonces B(xo,r)CB(xl,4r).

Por lo tanto,

- -1 q :/q
N(A,x) = n(a,x) = sup o n([B(x,p)l J la(y)| dy
p>0. ly=‘q4< p
- (vtl Vo) vt a1/ q - , o
<C sup o Yr r (r.hw'|a(Y)l*'aY)l/q
p>0
ly-xl]<dr
U4in I/q
< C(r/ [x -xo]) N(A,x,) ,

de donde obtenemos que si xg_'B(x°,2r) , entonces,
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VAR O
N(A,x) < C(r/[x-xo]) |B|

En virtud de la estimacibén que acabamos de probar y como ade-

-1/
mds, por hipbtesis N(A,x) < |B| i para todo x , resulta,
b -1 (+lslpr Y%
f N(A,x) dx = I |B[ dx + J C(r/[x-xo]) p[ dx
[x—x°|<2r (x-xo]>1r
oo -p(u+hl /q) |.\ -1
< c |B| |Bl +C | [y] r |8l dy<c
[y]l>2
como queriamos demostrar.
P
(1.13) LEMA. Sea U\ } una sucesibn de elementos de K tales
que ‘[N(Ai,x)pdx < C. Si {u} es una sucesibén numérica tal

P
que 2 |u,| <o , entonces la serie ElJlA’ converge absolu-
i |

4 . .
tamente en K", y si denotamos con F a su suma, se tiene,

P P
fN(F,x) dx < C } ||
p i
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Demostraciébn. Dado ¢ > 0, tenemos

3

We~13

Iy, A o= |H|PIN(A‘,x)pdx <C € sikym son

X K

-

=k

suficientemente grandes, lo que prueba la convergencia absoluta

de la serie en X ". Adem4s, por el lema (1.5)

P
"

J(N(F“,x)"’dx <} lullp JN(AI,X)pdx <c Il
! i

lo que concluye la demostracién.

(1.14) LEMA. (Particién de la unidad). Sea 2 un subconjunto
abierto propio de R'. Existe una sucesi6n {¢k} de funciones
infinitamente diferenciables y de soporte compacto que satisfacen

las sigquientes condiciones:

i) 0 < 6 (x) <1y T (x)= x g (x),
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ii) para cada k, hay una bola B = B(xk,rk)c N tal que

sop ¢ C B y para todo z€B,r < d(z,02°)< C Loy

iii) para todo k, B(X, 2rk) estd contenida en Q . Ademés
existe un entero M tal que el nGmero de bolas B(xJ,ZE )

que intersecan a B(xi, Zrk) no supera a M vy

-(Cleg
iv) para todo a , se tiene, p® (X (x)|<:Ca r, , donde

COl no depende de k.

Demostracién. Como Q es abierto propio, existe una familia

B,= B(x,,r) Ca que cumple iii) tal que @ = % B(xk,rt/Z )
ysi =z €B,_ r < d(x, 29< C rk(verlsl)-

Sea ¢ (x) una funcién C y con soporte contenido en
{x] <1} ytal que ¢(x) =1 si [x]<-;'— y 0<é(x)< 1.

-1

Sea I{jx) = ¢ (A, (x-xk», entonces se tiene que
x
sop Xk C {[A:‘(x-xk)]< 1= { [x-x_1<r,}y %k(x) = 1 si
k
[x-xk]< rk/2 . Por lo tanto, si V¥ (x) = Z xk(x)
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resulta 1< ¥(x) <M para todo x perteneciente a

Definimos ¢ (x) = ?5,‘ (x)/Vv (x), y en consecuencia,

)_;@k(x)=xﬂ r 0 ¢ ,(x)<1 y sop ¢ C B,

Veamos ahora 1iv). Tenemos,

a A -8 a - a -u- .
D~ ¢ (x) | = lrk (D¢)(A, (x-x)) | <D
k .k [ k
- 0.3
= Ca r, '
y por otra parte, en virtud de 1ii) y iii), resulta,
a a - Oes
p* w o = Ip% ] sxNnl<m c .,
para todo x € B,. Luego,
a a N Yy Vv a=yl -
D' ¢yx) = D [¢ )/ (x)] = 1 CD' ¢(x) D v

0< y<a

1
](x) ’
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ademds, se demuestra inductivamente que

-l *g

. a
y en consecuencia | D ¢k(x)| < Cy r,

A continuacién, probamos un lema que nos permite luego,
obtener una descomposicién at6mica para clases de :Kp siguiendo

el método de [3].

-1

(1.15) LEMA. Sea p tal que |a|(u+|al/q) <p<1 vy

sea Fe3" . Dado t > 0, seaf = Q= {x : N(F,x) >t} .
Por el lema (1.7), @ es abierto. Sea {¢k}°D la particién
k=1

de la unidad asociada a 2 en el lema (1.14).

Para cada k, sea Y\E Q% un punto tal que d(B(x, , 2r, ) ,nq‘) =
= d(B(x,, 25,), ¥, )-

Dado un representante £ de F, existe un polinomio
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P(y,,y) de ﬂl que satisface

N(F,yk) = n(f(y) - P(yk,y), y -

Para cada k, definimos la funcibn

wk(y) = ¢k(y)(f(y) - P(yk,y))

Denotemos con Wk a la clase de wk en EY.
u

Entonces se verifican las siquientes condiciones:

i) N(wk,x)< C N(F,x) si X € B(xk,ZrJ,
o u+|t|/q .
ii) N(Wk,x) < C t(rk/(rk+ [x—xk])) si x & B(xk,Zrk),

iii) la serie Ek N(Wk,x) converge puntualmente para casi

n

todo x € R . Adem&s,

J <[ N(wk,x)>p dx < ;‘[N(wk,x)pdx < C I N(F,xf dx ,

k k Q



A
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iv) la serie y Vi, =W converae en E: y para casi
K
todo x se tiene,
N(W,x) € § N(W_,x) ,
k
V) [ N(W,x)p dx <« C [N(F,x)p dx , Y
Q
vi) si G= F ~-W, N(G,x)€ c t
Demostracién.
1) Suponemos N(F,x)< « , pues, de lo contrario no hay nada
que probar.
Sea P(x,y) el polinomio que satisface,
n(f(y) - P(x,y), x) = N(F,x)
Definimos Qk(x,y) como
a a
0 (x,y) = 1} DY (o (¥)(P(x,y) = Ply ,¥))] (y-x)/a
k O.a <u Y y=x



A
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-Y
) Y (9o 6 «(y) DY(P(x,y) = Py ,¥))| (y-x)%/a !
Yy =

c.a< v y<a x

’

Estimemos l/q
-V - q
P [ p |w,(y) - Q (x,y)] dy}

Por el lema (1.2), se tiene,

u —a.l

£ [P(x,v) - Ply, W] SCON(F,x) + N(F,y,)) (Ly-x]+[y-y,])
De las hipb6tesis se deduce que |[x - y I<c r, , luego,

[y-x] +[ y-y I< o+ [y-x] +[ x-x ]+ [x -y 1< C(p+r)),
ademés, N(F,yk)<§t < N(F,x) :; por lo tanto,

u= Q- a
(1.16) lq’(P(x,Y) - P(yk,y))|< C N(F,x)(p + rk)

Consideremos primero el caso o 2 2rk , entonces
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W (y) = 0, (x,y) | = | e y)(E(y) - Ply, (y)) = Q (x,y)]

<o, (V) (£(y) = P(x,y)) | + | ¢ () (P(x,y) - Py, .y | + |0, (x,¥) | .

Teniendo en cuenta (1.16), resulta

| ¢, (v) (6, y) - Py, ,¥))|<|P(x,y)- P(y, ,¥)|<C N(F,x) 0.

Por otra parte, teniendo en cuenta el lema (1.2), obteng

mos
u— Q- g u—-Q- a
ID?(P(x,y)- Py y))| |<CN(F,x)[x-y] < CNFxr,
y= x
por lo tanto, como [ y-x ] <p
- (04 -y Y a
o, o)l L (DI 4wl IDf(P,y) - Py v | lly-0a ]
Gea<u  YIQ =
~0.8ty.a 6=y a
< 1 1c r, N(F,x) T, T e

a a«qu YqQQ
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u a- * u
= 1 ] c r (e/r,) N(F,x) < CN(F,x) ¢,
a.a<u YQ
la Gltima desigualdad es vélida pues p/r, =2, y por lo
a. 8 u
tanto (p/rk) <’(p/rk) : en consecuencia, si p 2 2r,

se obtuvo

| w (y) =0 (x,¥)|< C|f(y) - P(x,y)| + C N(F,x) o

Consideremos ahora, el caso p < 2r,. De la definicibn de

Qk(x,y), resulta

0 (x,y) = § | 0® 6 () ((y=x)78) § DV (P(x,y)-P(y ,¥)) [(y=-x)/y!

y=x

3 .8 <y Yea <u - B.a

entonces,

wk(y) - Qk(x,y) = ¢k(y)(f(y) - P(yk,y))

- 1 10f e (x) ((y-x) Brgr) 3 DI (P(x,y) = Ply,,y))| (y=x) Vv

. a< =
B.a< u Y. e<u-— B. e y=
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Sumando y restando la expresibn

5.(y) Pooy) + 1 bfe o [ty BBl (Rloy) -y, v,

B.acu
resulta,
Woy) - Q (x,y) = ¢ (¥)(£(y)- P(x,y)) + (¢ (y)
- S?;‘<UDB¢,‘(><) (y=x) /80 )} (P(x,y) - Py, ry))

+ 7 0% 0 (y=x) RY [Plx,y) - Ply,.y)

B.u(u

) D:(P(x,y) - P(y »¥)) | _ (y-x) Yy 1)

a.a<u—f.a y x
Por lo tanto,

W (y) -0 (x,y) | < [E(y) = P(x,y) |+ A + A

Estimemos Al . Por (1.16), tenemos
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donde

pues
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A= | () - {( p® ¢ (x) (y-x) 78! | P(x,y) - P(y ,y)]
3. a<u
CW(F,x)r. |4 (y) - ] IJB¢k(X) (y-x) ®/8 1 |
B . a<u

En virtud de la férmula de Taylor, resulta,

k
I8 lcu

y, s un punto intermedio entre

s (y) - 1§ b8 4 (%) (y-x) b8
k K

B.a<u

= 7 opPeay-x) Fer o+
a2 u k u<lBl <y +
[ BI< u

—B..a B'.

SR r, po= ¢ ¥ « ¢/
B+ 8 >u B. as>u
lal<u +1 I8l +1
D/2rk< 1

w<l 8l <u+1

X e

o8 ¢(y°

k
1

B.
2r ) 2
K

s (y) = D (0 (y=x) /8! & T D74 (y ) (y-x) !

y, luego

)(y-x)B/B!|

B r "
< C (D/rk)
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Por lo tanto, A < C N(F,x)p

Estimemos A, . Tenemos,

A, = | ) DB ¢k(><) ((y-x) B/B !) [ P(x,y) - P(yk,y)
Bea<u
- ) DY(P(x,y) - Py ,¥)) | (y=x)Y/y! ]|
Y. a<< u— f a Y y=x
_B.. B-. Y Y
Sc § x5ty DU(PGx,y) = Ply ,y)) | (y=x) Y !
{‘ y
Hea<u u>Y-|>u_3~: y=x
[Yl<v=- Qo
+ DY(P(x,y) = Py ,¥)) | (y=x) Y !
=80 < [ Yl<u=B .2 41 YT,
Yoa <u

donde y, es un punto intermedio entre x e Y.

Como [y,~x] <{y-x]1<py [y-yI<[y,~x ] +[XY ]< P

+c rk< cr resulta,
__B.l B'a u— ¥ a Y. a
Az < C 2 r . P [z N(F,x) r, p
8-|<u

u>Yes >u—f.a
|Y|<“ - RB.u +1
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Y.a + B'l

< C Y Y N(F,x) ( o/r ) r: < C N(F,x)o".

B.a<u u> Y.adu—R .8
lYi<u - = B .a+ 1

En consecuencia, para todo p >0, si [ x-y] <p, tenemos,

lw (v) -0 (x,y)| < [£(y) - P(x,y)| + CN(F,x) 0"
luego,
1/q
(7o TH lw (y) - (x,y)|" dyl < C N(F,x)
[x=yl<p

) <p

—u —| aj '/
+ 0 [p J | £(y) - P(x,y)]¢ dy] 9
[ x-=

Tomando el supremo en p , se obtiene,
n(wk(y) - Qk(x,y), x) € C N(F,x) ,
o sea, si x € B(xk, 2rh),

N(Wk,x) < C N(F,x) .

11) Sea x £ B(x,, 2r,); vamos a estimar
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Esta expresibn es nula si B(x,0) NB(x ,x, ) = ¢ pues

Sop W, C B(xk,rk). Supongamos entonces B(x,p)N B(xk,g ) # ¢

Seca z € B(x,p) NB(x |‘,rk), entonces,

2r, <[x-x |<[x-2] + [2-X,] < o+t T,  ,

luego, r <o y [ x-x,]< 2 p . Por otra parte,

B()&,rk) C Bly o crk), Yy en consecuencia tenemos,

q
[!wk(y)l dy < ( | w (»)|%dy < flf(y) - Ply,,y) | ay

B(x, p) B(lk,rk) u(yklcrk)

- ~la | 1l/q
0 [o ( IWE(Y)FdYJ

B(x%p)
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—u -1 /q q 1/q
< Cop |B(x,0)] ( { [£(y) - P(yk,y)l dy )
D(?k.Crk)
1

—u —1/q| _ yq -1 . /q
= Cp |B(x,0] IB(y,cr)| |IBly,cr,)] [If(y)-P(y )| dy

K
B(yk,crk)

Co o elge M wtlel/a o Hd /o
<Cop p r, r, N(F,yk)< ct(rk/p) < ct(rk/(rk+[x—xk) )
La Gltima desigualdad se obtiena de [x—xk] + r < 3p. Tomando
el supremo en p , queda probado ii).

Para probar 1iii), en virtud de i) y ii), tenemos
{ <2N(wk ,x))p dx < ¥ J N (W, ,x)p dx + [ N(Wk,x)P dx
k B(;kil’k) Cﬂ(xk'lrk)
(v +lel /a)p
p p
<c ¥ f N(F,x) dx + C E J t (rk/(rk+[x—xk]) dx
B(xk,2rk) B(xk,Zrk)
(u4l sl /q)p
= C N(F x)p DX (x) dx + C ) [ t" (r /(r +H x-x 1)) dx
! K B(x e ) K k x K
CB(xIZrk)
= I, + I



-38-
Como Y ¥ (x) < M X, (x), resulta
k B( x 2r )

=1
Para estimar I, , haciendo el cambio de variable y = A  (x-x )
k

r

k

en cada sumando, resulta,

(vt lal/a)p
I = C } [ t”(rk/(rk+[x—xk])) dx

k
cB 2
(x . "ll )

(v +ja] /@)p .
= c ) [ tP(x, /(r,+ £, [(¥])) ﬂkl dy
k[y]>2
(u+ jaf/q)p
e oth y rL'I f (L/(1 + [y 1)) dy
k
Como ) 4" = Cc ¥ $(xk,rk)| = C IZ x 5 (x) dx < CM |qf
k k k k

Obtenemos,



En consecuencia,
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J<yiﬂ(wk,x)>') dx < C [N(F,x)p dx ,
k

lo que demuestra 1iii) . La

y del lema (1.5).

En cuanto

inmediata de iii) y 1iv).

Veamos ahora vi).

Sea x, ¢

X, £ B(xk,Zrk) para todo k

Q

parte iv) es consecuencia de iii)

a la parte v) es una consecuencia

2 tal que | N(W,,x )<~ . Como
k

1,2, ..., entonces, sabemos que

wk(y) es el Gnico representante de W que satisface

n(wk,xo) = N(wk,x0

Y w _(y) converge en L

k

sentante de W =

Por lo tanto, la funciébn

). Enton

q
Loc

k

ces, por el lema (1.5), la serie

a una funcibn w que es un repre-

z W que satisface n(w,x ) = N(W,x ).

k k

g(x) = f(x) - w(x) es un represen-

tante de G = F - W y se tiene,

I

g(y)

Observamos que

Sea,

f(y) si y e f

14 (y

k

gl(y)

) P(Yk,Y) si YCQ.

es infinitamente diferenciable en ..
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[64
D g(x), si X €2, vy

. c n
Demostraremos que si a.a€ u, X €Q Yy X € R entonces,

] - - ' - - a.
(1.17) b (x) - g B_,g (X) (x-X) %1l < ctpx%1 .
En efecto, por el lema (1.2) sabemos que
u "Qa - s

| DS (P(x ,,y)-P(x,,¥))| < CIN(Ex ) + N(F,x,)) ([x -yl +[x_-y])

. . < .
Yy en consecuencla, si X €19 , Se tiene

U —~a°* a

l D? (P(XIY) - P(;{,y)) I< ct ([x_y] +[;("Y])

y haciendo y = x, resulta,

U —~Qea
) = 1 By () (x-8) %1l < ct [x-x]
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o sea que (l1.17) vale para xe€ Q.

Consideremos ahora X €0 ; tenemos

D" g(x) = } Y (g) DB $, (x) DY,P(y ' y) |
k B+Y =a * y

I
>

Sea j tal que x € sop ¢ Y ademés ly,-x 1< [y, -Xx]
para todo k tal que x € sop ¢, - Este j existe puesto
que el nGmero de iIndices k tales que x € sop ¢ es menor

o igual que M. Se tiene entonces que [% =X] <[y, -x]< cr

si x € sop ¢, - Luego,
a o - 8 Y
D g(x) - DyP(x,y)l = § y Cy 4 Do, (x)[DIP(y ,¥) |
y =x k B+Y=Q » ¥ y
Y a a_ =
- D P(y;,y) ,I ) l]+[D,P(y, Y) | - DUP(x,y) | ]
= vy =x y = x

Por lo tanto,

y
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N a _ - Qea U=y
| D g(x)-—[%P(x,y)] | < § 7 ct r o {ly % -+[yj—xﬂ
YT x x €lg|)(,_‘|:+e=a
u_qqea - U e—Qea v —Q.a
+ c t ([x—yj]+[ x—i]) < ct r + ct [x—i] < C t[x-X)

En consecuencia (1.17) vale también para x € Q

Veamos ahora, que si X € 2 , entonces,

(1.18) |b (x) - [ b _(x)(x-x) Y !<c t [x-x]",
a.a< u

para todo x € R". Para esto necesitamos la siguiente estima-

cibn:

Para todo x € @9y a .apu

(1.19) | d%g(x)|c c t d(x,2¢ "~ %",

En efecto, si x'e @y [x-x'] = d(x,9Q), se tiene
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g = T T ) 0" g0 Dlpty vl
¥ sty =a y o= x
¢ 8 Y a
= ) (g) D" ¢ (x) D' P(y ,y)l - D P(x',y)l
k B +y=a k y k y = x y y =x
- I (% 0 (0 ely,y) - P&yl .
k B+Y=a k y y = x
Por lo tanto,
B8 u=Y.a
Ip%g(x) | < ) g ctr ka-x ]+ [ x'=-x])
8+Y=ax&‘sop.¢k
Y-a<' u
Como [x'-x] = d(x,f°)<c r, Yy [y~ x]<er = si

X € sop ¢k ; entonces

u-—qg °*8

u=-C. a

|D° g(x)|<ct § r < c t dx,n)

k

= 80
x& p¢k

Demostraremos ahora la desigualdad

(1.18), considerando

los
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casos [x-X ] < % d(x, Q%) vy [ Xx-X] > % d(x,2¢) . En el
primer caso, por la f6rmula de Taylor, puesto que ba(x)

Qa
= D g(x) para todo X €R , se tiene que,

b (x)- ) b (x)(x-0°%,t =1 b (x)(x-x)%/ !
0 G.a< v Ja v
a 8> u
+ b (x + s(x-x)) (x-x)7 !
uga ] <u 41
con S entre 0 y 1. Obervamos que d(x + s(x-x),2° )

>-% d(x,Qc), pues en caso contrario, existirfia z € Q° tal que

alx + s(x=x), )< 3 dlx, 09 ,

por lo tanto

d(x,z) « d(x, x+s(x-x)) + d(x+s(§-x),z)<[ s(i-x)] + % d(x, ).
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Como también,

[s(x-x)] <[X-x] < 7 d(x, ),

entonces d(x,z)< d(x,% ), lo cual es una contradiccién.

Utilizando la desigualdad (1.19) se tiene que para a

.a » u

U geoB u~Qa .8

lba<x+s(i—x))l < ct d(x+s(x-x),2) < c t d(x,e)

Y
U—a-l
b (x)[< c t d(x,o)
Luego,
b (x) - § b_(x) (x-x) Ya! |
0 Q.a< u
U= Q-8 - Q- s _
<ct z d(x,& ) [x-X] < c t [x-x]"
a. 8 »u
o l<u+ 1t
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Veamos ahora el caso [x—i] > % d(x, ) ; sea z€ Q°,
tal que [z-x] = d(x, %), entonces
b (x) - ] b o (x) (x-x)%, !
¢ «8 <u
= b (%) - ) ba(z)(i-z)a/a: +1 b (z) (x-z /4!
de a<u Q-1 <u
+ 2 p® P(z,y) I (x—x)m/(Jl !
y
- 8<u y = x
- Y Di P(z,y) | (i—xﬁ/a! - ba(x)(i—X)oﬂli
Nealu ’ y=x a*a< u
por (1.17) resulta,
b x) - I b (2)(x-2)% | <ct [x-z]"
a .8<u
<c t([z-x] + [x-x])'< ct [x-x]".
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Por otra parte, utilizando nuevamente la desigualdad (1.17)

obtenemos,

] i b (x) - v'P(z,y) ) (x-%)%/g !
\'l‘n<u ¢ Y y=1x
u-Q LI Q, s _ u
< c t 2 [x-2 ] [x-x] < ctlx-x] .
Q. acu

Por (ltimo, observamos que

I b z) (x-z2%al- § DPp(z,y) | (x-x)/a ! = 0,
a - a<u (:&.l(uy y = x

puesto que

I b () (-2)%a! = L Plz,y) | (k-2)Ya!
X ¢« a<u @ a.a<u Y y =1
= P(z,x) = § D%(z,y) | (x-x) %/ !
a.a<u y=x
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- - o4 - u
Luego, | bo(x)- z ql(x)(x-x)AI: | € ¢ t[ x-x] .
a - a<u

Sabemos que b (x) = g(x) para x €2 . Si x pertenece
a o , tenemos bo(x) = P(x,x) y £fi(x) = g(x); como ademis,
ver [4], P(x,x) = £(x) en casi todo punto de g , resulta
b (x) = g(x) en casi todo punto de Q¢ Por lo tanto, en

virtud de (1.17) y (1.18), resulta,

N(G,x) < c t

(1.20) TEOREMA. Sea F €E' y sea [a|(u+]a|/q) < p<1.
u
Entonces F € X si y sb6lo si, existe una sucesién numéri-

ca {u } tal que Y |P<=~y una sucesibébn (A } de p-&tomos en
i J !
J
E: tales que F = § M Aj en E: . Ademds, la serie converge
J

P . . .
en J( y existen dos constantes positivas c Y ¢ tales que,

4
c, 'F1” < inf | ul<c, WFn®
x j x°
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donde el infimo se toma sobre todas las posibles descomposicio-

1/
nes de F. En consecuencia, inf ( § |[u [P)" ¢, define una norma
i )

equivalente a i I .
I

Para la demostraci6tn del teorema (1.20) necesitamos el si-

gulente lema.

(1.21) LEMA. Sea H € E, tal que N(H,x)<1 yJ N(H,x) dx<
-1
para algGn r tal que la [(u +]a|/q) < r<p<1l.

Entonces exiten, una sucesibén {A,} de p-&tomos en E: Y una

]

sucesién numérica { ),}, tales que H A~

]
~1
>
>
(]
o]
=

©

| .

demés,

y |%|p<(: ( N(H,x)" dx

)

Demostracibn. Sea s un nGmero extre 0 y 1 que luego

determinaremos. Definimos inductivamente la siguiente sucesibn

{H) en E: , Ccomo
Hy, = H
Hk + W, = H _, k € N
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donde Hk es la clase G en la descomposicibn de Hk_ , se-
gGn el lema (1.15) para t = s® . El lema (1.15) se pue-

de aplicar reiteradamente pues, por v) de este lema ,

N(H _ ,x)€ L' para todo k € N.

Sea Qk = {x : N(Hk_l,x) > sk}. Denotamos con
B = B(x A ) a la familia de bolas asociadas a @
k h kK, h k ,h x
segln el lema (1.14). Siendo W, = ¥ W, n 1la expresibn
h

de W, segGn 1iv) del lema (1.15), probaremos que para to

do k , h €N vale la estimaciébn

k=1

(1.22) N(W h,x) € C s
14

En efecto, como consecuencia de vi) del lema (1.15), tenemos

Kk
N(Hk,x) < C s

De las partes i), ii) del lema (1.15) se deduce,
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ke~ 1
N(W ,x)< CNH x)< Cs si x €B(x ,2r )
k s h k1 k?h k’h
D u+tle [/aq k-1
N (W ,X)<C s (r /(r + [x-x 1)) < Cs
ks h k 7+ h ks h k7 h
si x € B(x ,2r ), lo que demuestra (1.22).
k 7 h ke h
Probaremos ahora que se puede elegir s de tal manera que:
(k=1)p .
(1.23) Yy s 2,] <¢C IN(H,x) dx
k
Si x £ Q, entonces X £ B(xk h ,2rk h) para todo h, por
lo tanto, usando 1ii) y iv) del lema (1.15) se tiene,
N(Hk,x)< N(Hk_ l,x) + N(W l(,x) <N(Hk_l,x) + E N(Wk » , X)
. u+s [/q
N ’ + -
<\'(Hx—1X) + C s 2 (rk,h/(rk,h [x xk’h]))
I
Por otra parte, si x € Qk, existe h tal que [ x-x % n ]<1;

s h
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y en consecuencia,

u +lal/q
(r W/ (o o [x=% 1) >(1/2)

luego,

k k
N(Hk,x)=<c s < Cs (rk h/(rk

14 Il

u +||Vq

o+ [x—xk,]‘))

por lo tanto, para todo x , vale la desigualdad

N ,x) < N(H,_ ,x) +Cs' T(r, /i

h ’

14

u+|lyq

Wt [x-xkll)) .

Aplicando k veces esta desigualdad, se obtiene

k
N(H,,x) SN(H,x) + C ] s | (r

En virtud de la desigualdad de Chebychev,

para N(Hk,x) y el cambio de variables

Yy

la estimacibn obtenida

-1
A
1 4

1,4

(x-x

1,

) resulta,
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kr

s kN |<f N(H,_ ,x) dx

< J N(H,x)) dx + ¢ [ '} [ (r [/,  + Ix=x 1))

1,]

k-1 r(u+ld/ q)

= JN(H,x)r dx + ¢ § s“Z [ (1/(1 +[y))) dy r
1
J

<J M(H,x) dx + C ¥ s'' B

k-1

< fN(H,x)' dx +CJ s'" |a|
I =1

el , 1i€N,

Llamando b, = IN(H'X; dx y b= s

la desigualdad reci&n obtenida puede escribirse como

Es facil verificar que esta relacibn entre los t&rminos de la

k
sucesibn b, , implica b,< b, o para todo k con a = C +

1(u 4la]/q)

dx

I,)

1.
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En consecuencia hemos probado

o | < s % o f N(H,x) dx ,

para todo k € N. Luego,

dx

~1
0

)
A

t~
0
R
z
ool
x
-

r p_r k
= s [N(H,x) dx ) (s «a )
k

Puesto que p>r , puede elegirse s suficientemente pequeno

p—r
como para que S a < 1. Esta eleccibn de s hace conver

p—r k
gente a la serie ; (s a ), quedando probado (1.22).
k

Demostraremos ahora que la serie

(1.24) H

i
~1
=

converge absolutamente en X . En efecto, por iv)del lema
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) . . . q
donde la convergencia se entiende en el espacio E

Adem&s, por el lema (1.3)

iK1 < C N(H ,x) <Cs

q B

y por lo tanto

a » . Luego,

Utilizando iii)

(7 e

j,h j[h

H
k

q
converge a 0 en E ~ cuando k

del lema (1.15) y (1.23), se tiene,

y< ) hw

I’ ish [ §,h ’

P
) fN(wj LX)

tiende

dx



4
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(k=1)p '
<c ¥ JN(Hk_l,x)pdx <C Yy s la | < cf N(H,x) dx ,
K
oq
K
lo que demuestra que E wj . converge absolutamente en
ioh !
ic° y como z wj N= H en EY , en virtud del corola
Joeh ! "
rio (1.4) 1la serie I Wj N converge a H en X .
jeh !
1.1 1
Definamos ahora, A'.j = C s IBI j| /v para todo 1,7,
=1
donde C es la constante de (1.22) vy sea Ai )= Alljwl j
Sea LA el representante asociado a W‘ | en el lema
? ’
-1
(1.15) vy definamos a (x) = x | W (x). Entonces a (x)
1,3 Vi 1, t,

es un representante de A' | y su soporte estd contenido en
’

la bola Bl ) - Ademds, por la desigualdad (1.22) se tiene,
’
1 -1/
-1 p-1 ! = /v -1 P
hY = =
N ( l”,x) A N(W /X) <(C s ) "J C s | ‘,,l
qQ
Por lo tanto, Ai | es un p-tomo en E vy se verifica
14 u
H = Yy o A . Finalmente, por (1.23) y 1iii) del



y
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lema (1.14) resulta,

(i- 1)p .
< c ) s |2, l<c JN(H,X) ax ,

como querfamos demostrar.

Demostracién del teorema (1l.20).
Si (A, } es una sucesibn de p-&atomos en E: Yy (ul} es unha
sucesidén numérica tal que E Iu'|p<W, entonces por los lemas
1
(1.12) y (1.13) sabemos que la serie f oo Al converge ab-

p .
solutamente en " . Adem8s , si denotamos con F a la suma

de la serie, resulta

[N(F,x)p dx <« c E |ul|p .
i

Sea ahora Fe€ ¥°. Para cada k entero, sea
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F= G + W ,
K K

la descomposicién de F correspondiente a t = 2 segfin el
lema (1.15) vy sea Qk = x : N(F,x) > 2“}
Definimos

sz Gk+|_Gk= wk—wk+x o kEez .
Probaremos que la serie X Fk converge a F en i . En efecto,
por el lema (1.15), se tiene que

k4 1 )
N(G ,x) <C 2%, N(G , ,x)<C 2 = c'2" ,
X K+ 1

entonces
(1.25) N(F ,x) < C 2"
Sea W, = y W, , la expresibn de W, seglGn el lema (1.15).

h 14

Observemos que fh_+lc Qk; por lo tanto, aplicando el lema (1.15),
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si Xx €& q ‘! entonces,

(1.26) N(F, ,x)< N(W_,x) + N, ,x)< Xhmwm,x) + § N(wW
h

u tlal/q
k
+ -
<c?z2 Z: (rk ,h/(rk,h [X xk,h])
u+]|[/q
+ 2} (rk+l,h /(rk+|,h * [x—xk+|, h ]))
-1
Como r satisface laj(u + |a|/q) < r<1 , de las desigualda-
des (1.25) y (1.26) resulta,
T I
I N(Fk,x)'dx e I N(Fk,x) dx + [ N(Fk,x) dx
Qx q,
kr kr
<C2 o, + C 2 (I, + I,..,) .
(o Hep/adr
donde, I. = [ ? (r /(x + [ x-x 1))
) . Y jrh jrh jorn
]
-1
Haciendo el cambio de variable y = A (x=-x ), Y recor-

k+1 '
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dando que (u + lal/@)r > |a| vy ) r:.L <C le |
h 14
se obtiene,
(vtlal/q)«
1 o< (]« )f(l/(l + y)) dy< ¢ |a |
h 14
Luego,
(1.27) [N(Pk,x)' ax <c 2" |a ].
Por otra parte,
k
[? p-1 kp -p kp
P J A | {(x : N(F,x)> )} | d)\>le|(2 (1-2 " ))>C 2 IQk[
k— 1

y por lo tanto, haciendo r = p en (1.27) se tiene,

p — p k
IR o ) (N(Fk,x) < e 2t
13
<cp ) Ix""' | {x: N(F,x)> 2} ax
k

k=1
2



-61-

@

p=1
= Cp J A | {x : N(F,x)> )} | dx = CJN(F,x)pdx <w.

0

P
En consecuencia, F converge en ¥
k

Por otro lado, de la definicién de Fk se deduce,

F = lim (G - G)) = 1lim (G - G )
% K o o kz - k+ 1 k K o o K+ 1 - K
= : - q
= lim (F - W G_, ) en E
Ko =
Veamos ahora que lim Wk = lim G_k = 0 en E? .
Kk + » k5 o !

Dada la bola B cualquiera, y para x € B(0,1) se tiene,

por el lema (1.3) y iv) del lema (1.15),

p P
"w"”q,n< CNMW ,xf< C Z N(W X,

en consecuencia, usando 1iii) del lema (1.15)

-1
I wkn"q’fc |B(0,1)] B(J ) N(Wk’h,x)p dx < c'f N(F,x)" ax ,
7

1) h
nk
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como el Gltimo té&rmino de esta cadena de desigualdades tiende
a cero cuando k tiende a infinito, queda probado que W,

q
tiende a 0 en E . También por el lema (1.3), tenemos que

u

-k

< C N(G x)<C 2
"G_km,u =k !

de donde resulta la convergencia a 0 de G_k cuando k tiende
q
a infinito. Entonces, F = X Fy, en E, y como la serie
k

P P
converge en ¥ resulta F = | F_en ¥ .,

F
k k

k

-1
Sea ahora r tal que |a|(u +fa]/q) <r<p< 1l , y considere-
mos el elemento Fk/COZk en E: , donde Co es la constante

que aparece en (1.25). Por (1.25) y (1.27), Fk/Co' Z  satis-

face las condiciones del lema (1.21); en efecto,

X
N(Fk/COZ , X) 1 Y .

- kr
X - k
JN(Fk/ c,2 ,x)'dx <C "2 C2 |[ol= C'|a<e.
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Entonces, para cada k, existe una sucesibn (A }
K

p-&tomos en E: y una sucesibén numérica {Ak JD

‘ h =1

tales que,
k P
Fk/COZ e 2 A A en JC ;Y
h
P k r '
(1.28) ¥ IAM\I <C JN(Fk/COZ ,x)'dx € C lnkl.

h

Definimos ahora U = C 2" 2 . entonces

Ademés, por (1.28),

< CIN(F,x)? dx < = .

———

e |
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Por lo tanto, aplicando los lemas (1.12) y (1.13) re-
sulta que la serie E W oom Ak , converge absolutamente
k,h !
P P
en I, y entonces F = y w,, A, en 'y adem&s
k,h ! !

P
J N(F,x) dx < C

cibn del teorema.

I lu nl , con lo que conluye la demostra-

k, h
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CAPITULO II

Como es usual, llamamos S al espacio de funciones in-
finitamente diferenciables cuyas derivadas son r8pidamente de-

crecientes en el infinito.

Dados j, h enteros no negativos y ¢ € S, definimos,

p (¢) = méx sup _ ]6’¢(x)|(1 +[x])k
jab |al < n xE R

La familia de seminormas pj R define la topologia gque usual-
14

mente se considera sobre §

(2.1) LEMA. Sean g€ L}oc, $ €S y j>u+lal . Entonces,
Jla(y)l | e(y) | dy < Cp, (4) n(g,0) .

-
Demostracién. Como | ¢ (y)< P, ,(9) (1 +[y]l) , resulta

Jlg(y)l | o) dy < p  (¢) J( gl (1 +iyh ™" ay
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Tenemos que

Jlg(y)l(l +lyD lay < [ |g(y)] dy < C n(g,0) .

B(o ,1) B(o ,1)

. - - -1
Ademds, si 2! <[y ] se tiene (1 +[y]) <[yl <2 , luego,

-} -
[ lg(y) [ (L +yD) dy < 2 Y [ | g(y)|dy

B(o,2i+l)\u(o,2l) n(o,:iﬂ)
'/
-1
e |+ + q q
< 27 B(0,2'"y | |B(0,2'Y) ( [ g (y)] dy)
Bo 2t
1 (1+1) Jala+1)u (u=) + lal)t
< C 2 2 2 n(g,0) = C 2 n(g,0) .

Como u-3j+|a|] <0, sumando todas las estimaciones se obtie-

ne la desigualdad que querfamos probar

q

(2.2) COROLARIO. Sea g€L
Loc

y sea x_ un punto tal que
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n(g,xo) <« . Entonces g define una distribucibén temperada que

satisface:

(
|| 9 ey dy [< Cp (9 nlgx) (1+x])

para j>u +lal] y C una constante que depende de j

Demostracibébn. Por el lema(2.1), para j >u + |a] se tiene,

(2.3) f ls ()| | ey)] dy = [ lgtx + v)| letx + y) | ay

< C pj o( ¢(xo+ ¥)) n(g(xo+ y),0).

Como,

p (¢(x +y)) =  sup | ¢ (x + y)|(1 +[y '
jr O 0 n 0
yGR
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S C osup, | elxgt y)| (1 +[x + y] (1 4+ x 1)
y €ER

= C(L+Ix)) P e,

y por otra parte,

1

-f T q /a
n(g(x,+ y),0) = sup o | B(0,p) | J lg(x°+ y)| dy

p> o
[vI< P

= n(g,x,) ,

sustituyendo en la desigualdad (2.3), queda probado el coro-

lario

En todo lo que sigue, supondremos gque a = (a “ey an) tiene

.
l’

componentes racionales. Sea k el minimo entero positivo tal
que k/a es un entero par para todo i
]

Consideremos el operador diferencial L asociado al po-

b x/s
n

linomio P(¢g) = ¢ | + ... +g , O sea
n



-69-~

v -~ v

Lf = (P(§) E') , donde £, £ indican la transformada
y la antitransformada de Fourier de f£ respectivamente.
Observecmos que P(g) es un polinomio casi - homogéneo de
grado k, o sea P(Ax £) = f plg) ¥ 120,
Estudiaremos en lo que sigue, algunas propiedades de una solu-

ci6én fundamental del operador L"

(2.4) DEFINICION. Se dice que la funcién f£ es casi - homogé

nea de grado si para todo A>0 Yy todo x %0, se verifica
£(A, x) = AHE(x) .

(2.5) DEFINICION. Se dice que una distribucién T es casi-homo-

génea de grado ¢ si para todo ¢ €D vy todo A > 0, se tiene que,

2
< T, ¢, > = A<T,¢ > ,

donde ¢A(x) = A ¢(A;lx) .

(2.6) LEMA. Sea T €3S' wuna distribucibn casi-homog&nea de

~

grado £ , entonces T es una distribucibén casi-homogénea

de grado -|al - %



-70-
Demostracibébn. Si vy A(x) = s (AA x) , entonces ¢, = ¥
Luego,
~ " A -2 L A
<T L, ¢,> = <T, ¢,>= <T, ¥ >= L1 N<T ,¥ >
-2 -2 ~la] =lal =2 4
= 2 <T,(\P>)A>= A< T, A $> = A <T ,¢>

(2.7) LEMA. Si T es una distribucibn casi-homogénea de gra-
do 2 y existe una funcién g continua en R"\{0} , tal que

verifica <T , ¢ >= Ig(x) ¢ (x) dx para toda ¢ eAR" \{0}).

entonces g(AA X) = 2t g(x), para todo x #0 y todo A>0.
Demostracidn. Sea ¢€ D(R" \ {0}). Existe e >0 tal que
-| 8
$(x) =0 si [x]< e ,por lo tanto ¢ (x) =) ¢(A;lx) =0
-1
si [ AA % 1< e, luego ¢A(x) = 0 si [x]< Xe. Por lo tan-

to ¢ AeD(R“ \{0}.

Fijando A y haciendo el cambio de variables y = Ax x , resulta,



-71-

[g(AAx)ctv(x) dx = fg(yM(A;'y) A—"'dy = J g(y)e,(y) dy

2
= <T , ¢ >= AQ<T, $> = A Ig(m¢(m dx ,

L
por lo tanto, g(A, x) = A g(x), como queriamos probar.

(2.8) LEMA. Sea g € Cm(ﬁ' \ {0} una funcién casi-homogénea

de grado & entonces D'g es una funcién casi-homogénea de

£-a.s
grado & -a .a y ademds, ID%g(x) | < C, [xI
Demostracién. Derivando ambos miembros la igualdad
g(AA x) = 2 g(x) se obtiene
a. 8 1y
D% (A. x) A = A D'g(x)

-~ Ademds, si x# 0
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|ID%g(x) |= |D%g(A A” x) |
(x] [ x]
L=a-a 2~ .s
-1
=[x ] I%g(A” x)|<up*gu_ ... [x] .
[ x) L (S )
- m
(2.9) TEOREMA. Si k m < |a], (P(g)) define una distribucién
temperada y ((P(g))—m ) es una solucibén fundamental de L™ que

satisface:

i) Coincide con una funcién h EI%O N C (R"\ {0})
e

ii) h es casi-homogénea de grado k m - | a|
Demostracién. Como P(¢) es una funcibn casi-homogénea de grado
k y se anula s6lo en el origen, (P(g))—m es una funcibn casi-

homogénea de grado -k m e infinitamente diferenciable fuera del
. -m 1
origen. Luego, como km < Ja| , tenemos que (P(g)) € LZ .
oc

- m
Adem8s, como (P(¢)) tiende a cero en el infinito, define una

distribucién temperada.
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Para demostrar 1), veamos primero, que existe una funcién

v

h € C(R" \ {0}) que coincide con ((P(g)) ™ fuera del
origen. Sea ¥ €U0 tal que v(g =1 en { [g] <Y, y(g) =0
en { |¢[>2} , entonces

PE)™™ = (vE)EE)TM + (- v @(O™™ =n +n

- m
donde hl es una funcibén analitica puesto que vy (g) (P(g)) es

una distribucién de soporte compacto.

Para ver que h2 coincide fuera del origen con una funcién
C’, basta ver que todas sus derivadas distribucionales, coinciden

fuera del origen con funciones continuas.

Sean a Yy B multi-indices arbitrariamente elegidos, enton-
ces,

* 0= c o (D*L (- we) () " .
Como gB(PQ ))- ™ es una funcién casi-homogénea de grado g .a-km,
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aplicando el lema (2.8) resulta,

Ip* L= w(e)) P M= (DT (R(enN M| < gy

para le| >2

Si se elige @ tal que =-km +B8.a -a.a < -|a] , se tiene

que D% [(1-¥(£)) £%P(£))” ™] pertence a L'(R") y por lo

Q . .
tanto, x 33 h, es una funcibén continua y acotada.
Eligiendo & convenientemente, resulta de lo ya dicho, que
x . D h  son funciones continuas y acotadas para todo j, si ¢

es suficientemente grande. Por lo tanto, sumando sobre j, se

n 29
obtiene que también < y X, )Deh2 =g, esuna funcibén conti-
=1

nua y acotada.

22

n 1
Sea fB(x) = gB(x) ( y xj) . Esta funcibn es continua
1=1

fuera del origen.

Veamos que Dth coincide con fg fuera del origen; en efecto,

n 22
si ¢ € D(R"\ (0}) entonces ¢(x)( Y xj) € P , luego
=

-k-m+8. = e
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<gg. 0 /L K >= [féx) $(x) dx .

) =1

v

Por lo tanto, ((P(&))—m) coincide fuera del origen con una
funcién hECm(Rn \ {0} . Por el lema (2.6) sabemos que
((P(g))—"3 es una distribucién casi-homogénea de grado km-|a| .

Por otra parte en virtud del lema (2.7), h es una funcién casi-

-homogenea de grado km -|a| y por lo tanto es localmente inte-

v

grable. Entonces ((Pg))—m) - h es una distribucién con so-

porte en el origen y por lo tanto, puede expresarse como una com-

binacibn lineal de derivadas de la §

m

((P(e))” (8)

)’-h = § ¢, &
;8

m

transformando Fourier, resulta (P(g))— - ﬁ(g) = Q) donde
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Q es un polinomio.

Como h

<

ces, h(g)

secuencia

Q

c(R"\ 0})y es casi-homogénea de grado -km enton-
tiende a cero cuando [|£| tiende a infinito Yy en con-

es idénticamente nulo. Con esto termina la demos-

traciébn del teorema.

Consideraremos ahora el caso kﬂ|>|a|. Una solucibébn funda-

mental de

bucién T

’

o serd8 la antitransformada de Fourier de una distri-

solucibn del problema,

m

(P(£))

Definimos,

(2.10) <

T

fee) - 5 plsoyef /1 (p(e))”

lE 1<t B+ a< km—|al

P>

() (P(BD)™
{ £1>1

+

de

T est@ bien definida y es continua pues,

m



-77-
) P o0) /8t = 5 DPeco)ePe:
Ba <km —|a | B8] <km — [al
B, a> km =] a]
1
B . B s
+ Y (€ /e.)‘( D" ¢ (tf) (1-t) c dt
0
km =|al< IB kKkm =| al+ 1
por lo tanto, si [¢& <1,
8 8
[ (&) - 1} D ¢(0) £/8! |
B.n(km—lnl
< ¢ max Y JR N €
18] < kxm -Ja] 4+ 1 I <km = la|l+1
Bea > km—lll B-‘>k"‘"|“|

(2.11) LEMA. La distribucién T definida en (2.10) es una

solucién de (P(E))" T = 1.

Demostraciébn. Por definicién de T, tenemos

<" T, ¢> = <T, (P(E)N" ¢>
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=[ [(P(e)) o(0) - § DP(e®n@elnty @) "

[E]<1 B .agkm—~]|al

+ ! ¢(€) dg.

[ €1>

|
o

Basta demostrar que DP((P(€))™¢) (0) si B.a <km -|a].

Teniendo en cuenta que DY (P(€))™ (0) 0, para todo y tal

que vy.a < km , resulta,

D2 ((P(E)" ¢)(0) = § c,,DT(R ()" (0) D¢ (0) = O,
Y +H =B

como queriamos demostrar.

(2.12) TEOREMA. Si km >|a|, la solucib6n fundamental 1 del

m
operador L , satisface las siguientes propiedades:

i) Coincide con una funcién h € L. n c”R"\ {0},

Loc

1

. . . a ;7 _ G
ii) si o« .a< km - [g + 1, entonces D° T =D h € LKOQ
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1ii) si a.a >km - |a] , D°h es una funcibn casi-homogénea
de grado km - |a| -a .a .
Demostracién. Representemos a T como T1+ T2 donde
<T, , ¢ > = f (e - 3 t* 6(0) €41 ) (pg)) Mde
[El<y B.a< km —|a]
y
<T L0 > = Id; (€) (PE))” " dE
(el
Comenzamos probando la parte 1). Procediendo como en el teorema

v

(2.9) se demuestra que T coincide fuera del origen con una

funcién h € Cm(Rn \v{o}l).

M 1
Veamos quc T € LZOC

Por ser T, de soporte compacto, %l es analitica. Por otra

parte, T, coincide con X(§(P(&)) ™ donde x (£) es la

caracteristica de {[£>1} . Luego, como km > h| Tzelf y

1
Loce

y 2
por lo tanto T€E€ L CL
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En consecuencia & = 51 + &2 coincide con una funcién local-
mente integrable y por lo tanto T = h.

Por lo demostrado en el punto 1i), tenemos gque para cual-

T =D% en R"\{(0}). Si a.a<km -|a|+ 1, en-

S

quier a ,

a
tonces, D

M <

= *n en todo R". Para probar esta Gltima a-

. . @y C .
firmaciédn basta ver que D'T coincide con una funcién local-

mente integrable. En efecto, T Glf. puesto que es una

! Loc

a

funcién continua. Por otra parte, como D T2 = Ca (¢

v
a

x{(&) (P(g)) mf, basta ver que Eax(E)(P(E))_ € 1> Teniendo en

cuenta que 2 < |a|y que a.a - km < 1 -|a|, obtenemos,

- Qe 8 ~km
2(@.a - km)< -la] . cComo |E% (&) (P(E)) ™ KC [£] resulta

m

que £y (€)(P(e) ™e L? y queda probado ii)

Para probar iii) veamos que £* T coincide con £% (P(k)) "

y por lo tanto, es casi-homogénea de grado a .a - km. Por defi-

nicién de T, tenemos,

<t oL > = I €% o6) - 3 of(e%) (0] (P(€))” "ae

(E]1<? B,n<km|a|

. J %06) (Pe)) " de

(14
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pero DB(CQ¢)(O) = 0 pues B.a< km -]a|< a .a

En consecuencia, por los lemas (2.6) y (2.7), D°h es una

funcién casi-homogénea de grado km -|a|l-a .a

(2.13) LEMA. Sea feC (R \{G}) una funcibén casi-homogénea

de grado -|a| + a, . Entonces k = 3 verifica:
ax
i)  k €CTR \ {0})
ii) k es casi-homogénea de grado -|a|, Y

1ii) J k(x) dx = 0 ,

1 <k} <2

en consecuencia, k es un nficleo singular parab6lico, segfn

se define en [7].

Demostracibén. La parte 1) es evidente. La parte ii) resulta
del lema (2.8).Para probar 1iii), comenzaremos demostrando que

para toda ¢ € D, el limite

(2.14) lim Ik(x)¢(x) dx ,
€+ 0
[x)> ¢
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existe y es finito.

En efecto,

si

D
J

indica la derivada respecto de la coordena-

da j, calculando la derivada distribucional de £, se tiene

<D f,¢> =

- lim
€ >0

Lx] >€

f(x

<f, Dj¢ > = - ff(x) DJ¢(x) dx =

) Dj ¢ (x) dx

Haciendo el cambio de variables ALy =X, Yy teniendo en

cuenta la-casi-homogeneidad de f, resulta

<D f,
]

¢ >

- Llim ( £(y) (D'¢) (Ay) e

e >0

1]

]
=
.
3

- lim f f(AEy)(DJ‘P)(AEy)CI'Idy

€ > o
[yl>1

JdY:

[y]>t

[ f(y) D,(¢(Aey)) dy

Integrando por partes, se obtiene

<D, f ,4> =



-83-~
= lim Jk(y) ¢(Aey) dy + Jf(y) *(A_y) Y, do(y) { .
€0 1y (yl=1
Como
lim [ f(y)¢(A€y) Y, do(y) = ¢ (0) If(y) Y, do(y),
€T e [y]=1

obtenemos que existe el limite

lim I k(y) ¢(A€y) ay .

€+ 0
[yl>1

que por un cambio de variables coindice con (2.14).

Tomando ¢ €0 , tal que ¢(x) =1 si [xX] €2, se tiene

lin j k(x) ¢(x) dx = 1lim ( I k(x) dx + I k(x)¢(x)dx)

€ o €E >0
[x]> € €<[ x) <2 1| x}

lo que demuestra que existe lim J k(x) dx
E—'oe<hl<2

Haciendo el cambio de variables X = Azly se obtiene
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gue para todo 1 > 0,
-1 “lal
k(x) dx = k(a,y) A dy =
1<] x| <2 Ml yl< 2 A A<l v
o
en particular, si )\ = 2 , k=1,2,
[ k(x) dx = k(x) dx .
1< x] < 2 2-'<kl_xl<2_k+l
Por otra parte,
lim I k(x) dx = lim I k(x) dx
€ > 0 Jor @

e<[ x] < 2

k(y) dy
< 2

; resulta

] > =

J
= lim y Jk(x) dx = lim (j+1)
0

[ k(x)dx.
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k(x) dx = 0

l<[x]<2

(2.15) COROLARIO. Si h es la solucién fundamental de Lm,
definida en los teoremas (2.9) y (2.12) y 4 .a = km entonces
D°h(x) es un nfcleo singular parab6lico.

Demostracibén. Basta ver que D%h (x) se escribe como X3 (x)

%

donde f(x) es una funcibén infinitamente diferenciable fuera
del origen y casi-homogénea de grado -la|+ aj . Por los teo-

remas (2.9) y (2.12) sabemos que DBh es casi-homogénea de

grado ~-lJa] + km - B.a si B.a>km-a . Sea j tal que
@ #0 y sea o - (@ ,..uy o -1, ...,a ). Entonces,
a p) a -
D h(x) = P D h(x). Veamos que f(x) = D  h(x) cumple con
X

i

lo requerido en el lema (2.13). En efecto, como hesz(R“\{O}),

entonces f EC®(R" \{0}). Por otra parte f(x) es casi-homogé
nea de grado -la] + km - a.a = —|a| + % puesto que
@.a = a.,a - a, = km - a >km -la] .

Dada FGEE:m, definimos L['F = L™f donde f es cualquier

m

q
representante de F. L estd bien definido en Ek , pues si
. m
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£ v f, son dos representantes de F entonces % - fz= Q,
a m
con Q(x) = ¥ g, X Yy por lo tanto L Q= 0.
a.a<ckm
(2.16) LEMA. El operador L" de 7" . Een s es inyectivo.
qr km
P
Demostracién. Como I . estd contenido en §°%Y, su imagen
Qs km

también lo estd. Demostraremos que si FE€E x® y £ es un re-

q'krn
L
presentante de F tal L £ = 0 para algGn £ » 1, entonces
fep . En efecto, como f es una distribucibn temperada se

km

puede transformar Fourier y se obtiene,

-

£ = (peen)t £

]
o

Dado que P(¢) se anula solamente en el origen, la distribucién

-~

f tiene soporte concentrado en el origen y por lo tanto, £

es un polinomio que puede escribirse como f(y) = a ya,
La< h
donde h = {max a.a : ﬂ;# 01}. Queremos demostrar que

h < km. Supongamos que h > km y sea X, tal que N(F,xo)<m.

Sea f CF tal que n(f,xo) = N(F,xo). Entonces
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q (km =h)q (km —h)q ~kmq - ja|
n(f,x,) o > p p [|f(y) Y
ly-xJ<D
-|l|-hq q . —Ill_hq q
- Cop [ | £(y)| ay =Co J | L ay'l ay
ly = 1< lye i 1< p%<t
0 0
Eligiendo p > 2[x,] , se tiene que si [yl< ¢/2, entonces
[y-%1 <,y en consecuencia
ar=n a q
pHabna f | 1 a ¥y I' ay
Q.a=h
Iy‘xol<p
- q
S oel= na [ |1 ayt |t ay
Qe =h
lyl<p/2
"'Iul"hq a a |q
(2.17)  » fl Y oayt+ § oay [fay) .
Q *a=h 0.8 <h o
[y'1<p/2

llaciendo el cambio de variables A z Y la expresién
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(2.17) se convierte en

p-|.1-..q<[ |

a.8=nh a-a<nh
[z] <1

- |aj -b .
= 2 ([ | 2 ! oaqz'+ 3 aa;h(o/z)a' z lqdz)

e a=h Qeac h

=2_|a| [ |2—h 2 a Zalq d z + g(p)
a

donde g(p) tiende a cero cuando , tiende a infinito.

En consecuencia,

—al- hq a

qQ (km-h)q’ . 4
n(f,xo) p et C 2 [ I 2 aa Z|+g(p).
a

Si h>km, haciendo que p tienda a infinito, tenemos

y a (D/Z)Q. Z o+ ] a (p/Z)a'. zalq(o/Z)I"dz
a a
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y por lo tanto a. = 0 para todo o tal que a .a = h lo que

es una contradiccibn.

Por otra parte, si h = km, haciendo p + =, resulta,

lal +ngq

a4 4
| y az| dz < C2 n(f,x ) .
[ 2] <1 Gera=nh ‘
Pero si f y f €F, entonces (f - f)(y) = } quu. Luego,
a.a< kin
si f(y) = | a y% resulta f(y) = ¥ ahya + ¥ DY
Q. 8S h a a- a<h a.a<km =h

es decir que para a .a = h, a, no depende del representante ele-

gido. Por lo tanto,

) a z%% dz< ¢ 2“|+hq N(F, x ;
— a ! 0 )

Como N(F,x) €L’ dado e >0 existe x € R tal que

N(F,x ) 2 < € , por lo tanto | ) a z | "dz = o0,
(z]<t a *a=nh
luego, a =0 si1 a .a=h lo que contradice la definicién
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de h. Se concluye entonces que f£f(y) = b
arackm

q
F es la clase nula en E
km

m

(2.18) LEMA. E1l operador L es continuo de

todo m »1.

a

a,Y , O sea que

P
H en S' para
qr km

P

Demostracién. Sea FE H , Y sea x, un punto en el cual
qr km

N(F,x /)< « . Observamos que casi todo X, € R satisface es-

ta condicibn. Sea f el representante de F

que satisface

n(f,x;) = N(F,xo). Dada ¢ € §, por el corolario (2.2), se
tiene,
| <L"F ,¢> |=|< 1" £ ,¢6>=]<£, "]
= | [ £(x) L™ ¢(x) dx < CN(F,x ) (1 + [x]) P (4).
J'km

Elevando a la potencia p e 1integrando sobre

nemos

{ [x,]< 1} obte-
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<L"F, s >| < P ,
| 6 > SCp (&) UFly

qrkm

lo que demuestra el lema.

Dada ¢€ § tal que I p(x) dx # O y dada f € §' se

define f*(x) = sup £ » ¢$y)| donde
[x —yl<y
~1al

 (x) = t ¢ (A !

: x) . Dado p tal que 0<p< 1, se llama

i al espacio de distribuciones temperadas f tales aque

*
f €L’y se define | f ":v = J f*(x)’ dx (ver [1] ). Una

funcibn b(x) definida en R , se llama un p-&tomo de orden

_vl.'/
N si existe una bola B(x,p) tal que sop bcB vy bl <|B] °

y ademds los momentos de b son nulos hasta un orden N, esto
es J x*b(x) dx = 0 si |a|/ < N. Se sabe (ver [8]  que
fe H' si y s6lo si existe una sucesibén numérica {N } con

) lﬁ [P <= y una sucesién de p-&tomos de orden N suficien-

i
temente grande, {b,} tales que, f
i=1 i

]
e~ 8
>
o’

n
3

S'. Ademis existen Cl Yy % tales que

® p
c If ll‘:l p < inf ) [A‘|< c, If K
1 =1 H
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donde el infimo se toma sobre todas las posibles descomposiciones
de f como suma de mdltiplos de &tomos de un orden N fijo que

puede ser elegido tan grande como se quiera.

(2.19) LEMA. Sea g Equocn §' y sea f = ng Si ¢ €54
se tiene la desigualdad siguiente,
f*(x) < Cp (¢) n(g,x), j > km +|a|
J7zkm
Demostracién. Tenemos, (f * ﬂ )(y) = (L"g *¢ ) (y)
t
= (g * L o) (y).Por otra parte, L% (y) = ((P(£)" ¢ (£)) (y)
y como 5( () = ¢ (AE) resulta L™ (y)

(e‘z-AiyﬁP(g)f‘¢(Alg) d £ . Haciendo el cambio de variables

n = At £ , se obtiene,

-1

- - m ~ = lal
L" ¢ (y) = J e ™ e T ") £ Tdn
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(P(n)) " ¢(n) dn

-1
t_hl- km [e-lnlA' Yen

-] al km m -1
t (L"¢) (A y)

En consecuencia,

—Iul—km m -
(£* ¢ ) (y) = t I g(z) (L") (A~ (y-2)) dz

t

-K

= t f g(z) (L™¢), (y-z) dz .
Por un nuevo cambio de variables, 2z = x + Au, se obtiene

-k .
(2.200 (£ *¢ )(y) =t Tg(x + AW L™ (yx-Aw £ du .

Llamando h(u) = g{(x + AtU)’ resulta,
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~ km ‘ -1 l/q
n(h,0) = sup o | B(O, o) f | h(u)| * du
p >0 B(0, p)
1/
“km -1 q q
= sup o (IB(0,0H [ | g(x + AluH du)
p >0 B(0r )

Haciendo el cambio de variables y = x + A, u , tenemos,

v/
-km - |a | a -] q
n(h,0) = C sup o o | g(y)| t dy
p> 0 B(x, p)
km
= t n(g,x)

Por lo tanto, aplicando el lema (2.19) en (2.20) obtenemos,

£ *¢ (W] < Cnlgw p  ((Le) @ (y=x) - w) L.

t jr o t

Ademds, si [ y-x]< t, entonces
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1+ [ul <1 + [u- A}'(y—x) + A:l(y-x)]

< 1 + [A:I(y—x) - uj] + t_l[y-x]< 2+ [A—l(y—x) - u ]
1

< 2 (1 + [A:‘(y—X) - u])

luego,

m 1 -
P, ((Le) (A (y=x)-u))= sup [(L"¢) (A7 (y=x)-w)| (L + @]’
! wE R"

< C sup l(L¢ )(A:'(y—x) - u) | (1 +(A] ky-x) - ulf
u €ER

= C pho@m@<C;ﬁléﬂ-

m

En consecuencia, si [y-x] < t, resulta

£ * ¢ (y)|<CcC P ,om(® nig,x)

t
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luego,

f*(x) < cp, (9 nig,x)

como queriamos probar.

(2.21) LEMA. Sea b(x) un p-dtomo con N momentos nulos,
-~ -lal/
1 p p
N »>km, sop b C B(0,r) y I bl_<|H = ¢ r .

Sea h(x) la solucién fundamental de Lm obtenida en los

teoremas (2.9) y (2.12) vy sea f = h*b la soluci6n de

m

L' £f = b. Entonces,

i) Si [x] »22r , se tiene,
~lal/ km -G . lalg N + 1
ID*f(x)]< cr ° [x] (r/ [x])
11) Si [x]< 2r , se tiene,
_||yp+km

|f(x) | < Cr
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Demostracién. Comenzamos con i). Como [x]22r vy L™ es
un operador hipoeliptico, la funcién f tiene infinitas deri-

vadas en x y vale,

D £ (x) = f D% (x-2z) b(z) dz

[z )<

D p%h(x) ((-z) B/ 1) b(z) 4 2

Y
S——
™
—0
A
Z

+ [ § 0® Fhix-az)((-2) ¥a!) b(z2) az ,
|3|= N+ 1

(1] <

con 0<x<1. Como b es un p=-&tomo de orden N, el primer su-

mando es nulo , o sea que,

| Daf(x)l = | I Dsdlh(x—xz)((—z)B/el) b(z) dz | .
|B|=N+l
lz]1<
Como N> km vy ]B] = N + 1, por los teoremas (2.9) y (2.12),
B+a
tenemos que D h es una funcién casi-homogénea, resultando
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—lﬂl/P . km—lll—a-n—B-a
] Daf(x)|< c y r £ [ x= Az ] dz
| Bl = N+ 1 ! [z2]< ¢
Ademds, como [x= 22 ]3{x] - [r2] Yy [rz]€r< [X /2, se
verifica que [x-212] 2([x VY2 . Por lo tanto,
km —jaj—a.a—B, s km".ll'(l.a_ﬁol | ol
[ [x-12) dz < C[(x) r
[z]< r
En consecuencia,
N _Inl/p B.a lal km= al~0aea =fB. s
D" f£(x)|[< C Y r r r [x]
lgl=N+1
—lul/p km— Gogy B.a +1|al
= c ) r [x ] (x/lx1)
'6'=N+1
Teniendo en cuenta que r/[x]< 1/2 y B8 .a » |B| =N + 1,
resulta
a ~lal/p km-Q.s el + N1
ID" f(x) |[€ C«r [x] (r/ [x])
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lo que prueba la parte i) del enunciado.
Para demostrar ii). Supongamos primero que km<|aj. En
este caso h(y) es una funcibn casi-homogénea de grado

-laj + km y por lo tanto,

- 1oV
[£(x)] < [ lh(x-z)| |b(z)]dz < C r ’ “h(x-z)[ dz.

[z]<¢ [2)< ¢
Si [z]< r, entonces [x-z]< [x] + [2]< 2r + r = 3r. Luego
-lay s -k!/p ~{aH km
|[f(x)|< Cr flh(t)|dt< Cr f [t] dt
{¢]1< 3¢ (1< 3,-
ir
—|le km—lll llf'l k in —'aYP
= Cr [ S [ ds = Cr r

0

Consideremos ahora, el caso km >|al. Recordamos que

£(x) = (h * b) (x) = (b D (x), donde

m

<, 9>= | [4(6) - ] p® 4P (Ree))T ae +

(&< B .a< km =|al
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m

{ -
+ | e(n (P(B)  de

[E1>1

Por otra parte, en virtud de la f6rmula de Taylor aplicada

i
a e2 yg' resulta,
» I
o(e) = [ o ”Eb(y) dy
[yl<
- ) f (2 niye! y¥(®%/a! ) b(y) dy
lal € N (yl< ¢
‘ 3
ftye
) J(s"/a:)lj(znn'“'y“e
|G|=N+l yl< ¢ 0

N

(1-t) (N+1) dt ] Db(y) dy .

Como b tiene momentos nulos hasta el orden N, el primer

término del miembro de la derecha es nulo. Luego,
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- Q,a Q.8
(2.22)  [pe) < ¢ Y (<] J[yl b(y)| d y
lal =N +1
[Y]I< ¢
1 § o 8 -V l|
< ¢ I o™ et ys "2,
la] =N +1

donde la constante C no depende de b.

Ademds, como B . a <km - |a < N, las derivadas (0 1) (0)

son nulas, puesto que se suponen nulos los momentos de

b hasta el orden N.

Luego, si ¢€Sy B.a <km - |a] , tenemos

8 - g Y - B~y

D° (b .¢)(0) = ) (y) D b(0) D ¢(0) = 0.
Y< B

Por lo tanto, resulta inmediatamente de la definicién de T que*

-m

<b T, ¢ >= <T , b ¢>= Jb(E)(P(E)) ¢ (£) 4 £,

o sea, que b T coincide con la funcién b(&) P(§) que es
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integrable sobre R".
f(x) = I e

y por lo tanto,

£ (x)] <[ bee) | (pg))  de

= [ | b(e) |(P(E)) A& +

(Er e

Utilizando la desigualdad

-2 i xg L
b(&) (P(§)) dég

En consecuencia,

f b) l(e(H) da¢
1€ > !

(2.22), se obtiene,

- - m -t a.l-|nyp+|l| —-km
[Ib(E)I(P(E)) dE < C J R S (€]
. .llal=N+1
(1< r ( &l <r
aa=lel/pHal _a.a +km =1lal -lalp +xm
< C X r r r = Cr
| of =1
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Por otra parte, aplicando la desigualdad de Schwartz, resulta,

R - m - —2km 1/2
J b)) [(P(9)” "de < C IbI I[&] dg
2
1> ! Lo\ 1gr>!
® —2km4 pf=1 Y/, 2 A
= C J s ds I Ib(y)| dy

et (yl<r

kl:x—lal/z -|.|/|) I'I/2 —||yp+krn
< C r r r = Cr

Reuniendo las estimaciones obtenidas, resulta

=l sl/p +xm
Ex) |<c ¢ , con lo que queda, demostrada la parte 1ii) del

lema.

(2.23) LEMA. Sea |a|/p <km + bl/q y sea b un p-atomo
con N momentos nulos N 2 km +|a|/q. Sea f la solucibn

de me = b obtenida como en el lema (2.21). Si F es la

q

clase de f en Ekw, entonces existe una constante C, que no

depende de b, tal que,
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{
J N(F,x) " dx < C

Demostraci6én. Haciendo una traslacién podemos suponer que b

tiene soporte centrado en el origen, o sea sop b CB(0,r) y

yb

ibll_ < |H . Queremos estimar N(F,x). Para esto, con-
sideraremos primero el caso [x] >4r . En este caso, si

[x]>2, se tiene,

. %
k m -'ll q
(2.24) 5 Lo J E(x+y) - P(x,y) | dy]
(yl< p
-lel/, [ol 4041
< C r (r/(x])) '
a
donde P(x,y) = ! o f(x) y% ! . En efecto,
a*a< km
f(x+y) - P(x,y) = § P f(x) y%a!
ol < km
a.8 2 km
a
+ ) D f(x +0y) ya/a! ,con 0 <0 <1.

h|= km
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Luego,
—(km+|a[/q) q l/q
o f |£(x+y) - P(x,y)] dy)
lyl< P
!
- (kmy [afq) /
< P ) ( leaf(x) y%lllq dy) )
lo < km
% a?® km 'y]<p
l/q
a q
+ ) ( f ID®f(x +oy) y% ! | dy)
lal=km [vy]< p
—(km+|g|/q)
= P (I + 1 ).
1 2

Por el lema (2.21), tenemos que

km—c * a

—'l'/p Ja]+N+ 1 acs lll/q
I < Cc ) r [x] (x/[x]) o o
! la| <km

Qea > km
por lo tanto,
a,n—km—i.l/ |al + Nk 1
p—(kn:-!-lal/q) I < C z (p/[x]) r ? (r/[x])
! |O‘<km
Q.8 2km
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Q8- km
Como [x]> 2p, si a.ap»km , entonces (o /[x])
t.8— km
<(1/2) < 1 . Luego,
—(xkm+ |a]/ q) ~|aVp Fal+ N1
p I, < Cr (r/[H )

Como [0 y] <p <[ xVY2 tenemos : [ x+0 y]>[x]-[ 0 y]

2 [ x]/2>2r.Con esta estimacibén de ([x + 6 y] Yy procediendo

como en el caso de I ., resulta para I, la misma acotacién

1
que la ya obtenida para I .

Siguiendo con el caso [x]> 4r , supongamos que

[x] < 2p . Entonces,

—(km+|a}) q) q
P |£(x+y) - P(x,y)]| dy )

lyl<p

/a

1

Y /

~(km 48y q) q q q
<0 ( [If(xw)l dy) +< IIP(x,y)l dy>

[yl< p [yl< p

- (km+ bl /q)
= ) (I, + Iz).

q
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Estimemos I . Tenemos,
1
. #
I, = f | £(x+y)| dy | < nfn
[y 1<p
1
1/c| /a
< I [£(u) | du + f £l du
(v <er (4> 2r

Aplicando la parte ii) del lema (2.21), resulta,

l/‘l ~lal fo+km4 | a)q
f|f(ul)|q dy < cCcr

w]l<ae

Por otra parte aplicando la parte i) del lema (2.21), se

obtiene,
q l/q —l'yP-{-Ilh-N-}-l kg =] 8] q = Nq— g l/q
[f(u)|'du | < Cr [ul du
fu ]>2r [W>2r
’ ) l/q
_I.}, pH a3l + M1 ( (km —1)q=| a2 q— Nqg | 8|=1
= Cr J S s ds

2r



Como
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N> km + |a|/q, la Gltima integral resulta finita y por

lo tanto,

(

De estas estimaciones obtenemos Il < C

1

. /a —lalh +| 8] + NI km= 1= |al=nNHal/q
[ l[f(w ] dau ) < cr x

{u] >2r

—I u'/i; + k4 l uy q
= Cr .

‘|ayp+kur|'|al/q
. Luego,

4

—(km +Hal/q) ~(km +|al/ q) -I.Vn+km+|~|/q
P L < Cp r
—(km+|uyq) _|u|/p+km+|nl/q
< C([x]/2) r
Estimemos I . Tenemos,
Y
q
I,= J | 1 D%(x) y* !] dy <

ly]<p a‘*as < km



\
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1
(a.8)q /q

< C LoD E(x)| [ (Y] dy

a «8< km [y)< P

Aplicando la parte i) del lema (2.21), resulta,

. Yy [of ¥ +1 kme Goa o, lal/ q
I, < Cr (r/[x]) ) [ X] 0 N
C.8< km
Por lo tanto,
—(km+ |2} q) = 1a)p Lol 411 km =Q°
p I <Cr (x/[x]) ¥ (x)/ p)
a. a< km

como estamos suponiendo que [ x] €< 2p, tenemos

kin— Q.p
) ([ /¢) < ¢
.8 < km
Luego,
- (kmi|a|/q) -lal/p |a|+N+
0 I< Cr (r/[x])
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En consecuencia, hemos demostrado que si [x] > 4r
entonces
l/q
p‘(k“‘+|ﬂ|/® [ lf(X+Y) - P(X,y)lq dy
lyl<p
—|||/p km ‘Hul/q | al4$N+1
< Cr (x/[x]) + (x/1x])

Como |al|/q + km«€ N y ademds r/[x]<1, resulta,

EIEDE la|l/qa+ km
(r/[x]) < (r/[x]) '

Por lo tanto, para 4r<([x]<2p, tenemos

~km +/a|/q) q l/q
(2.25) »p Ilf(x+y) - P(x,y)| dy

[v)<p

“lal/p km +/a]/q
< Cr (r/[x])

y [x]<2p,
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De (2.24) y (2.25), se deduce que si [ x] >4r , entonces

~1afs km +a[/a
N(F,x) < C r (x/[x]) ,

donde C es una constante que no depende del &tomo b en

cuestién. Elevando a la p e integrando, se tiene,

{ , —la] (km*lal q)p —(km+ [af q)p
j N(F,x) dx < C.r r [ [x] dx .
[ x] >ar [ x] >4r
Como p(km +|a|/q) > | a|, resulta
—(km+Ily q)p . _P(km+|‘l/q) ls|™1
J [x ) dx = C J s S ds

[ x]>4r 4r

-p(km +|i|/’q) + lal
= Cr

Luego,

J N(F,x)’ dax < C

[ x] >4r
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Consideremos ahora el caso [ x]J< 4r . Tenemos

f(x+z) - P(x,z) = I [ h(x+z-y) - z Dah(x-y) za/a!]b(y)dy
a*a< km
= J [ hix+z-y) - ] D*h(x-y) z%a!] bry) dy
[x=y]< 2 [2) Q. & <kn
+ [ h(x+z-y) - ) D%h(x~-y) z%4! ] b(y) dy
[ x=y]> 2 [z] a *axX km
=L+

Estimemos I . Haciendo el cambio de variables x-y = u

se tiene,
(2.26) |1, | < | [n(u+z) - ] D*h(u) z %a!| | b(x-u)|du
(u]< 2 [2z) Q@ -a< km-—jaj
¥ ) L®h(u) z Yol | |b(x-u)|du .

fuj<2 [2] Xm~-|8]< a- a< km
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Para acotar el segundo sumando, aplicando el teorema (2.9)

(2.12), segln corresponda, resulta
] Zl Fh(u) 2%! | |b(x-u) | du
[w]<2 [z ] k m=— In <a.a <km
"I'}/P aQe.s
< Cr y [ [D*h(u)] [2) du
km—-lal<a.s <km [u)<2(z}
—'uyp Qea “|afkn—qg. a
S Cr ¥ [ 2] J [u] du
km _|a] <a ,a <km [ul<2(z]
—-lal/p Qe a 2l l—hl-f-km—a,.u'i-]a[-l
= Cr X [z] S ds
km ~|8|< q.8 <km 0
—|‘|/P km
= Cr [ 2]

En cuanto al primer sumando de (2.26), si km <|a|, se reduce

J | h(u+z) | |b(z-u) |du

lu<2[z]

o
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y se acota de la misma manera que el segundo sumando de (2.26).

Por otra parte, si km » lal, tenemos

J | h(u+z) - y pD°h(u) z % !| | b(x-u)ldu
[ u] <2f z} Oea<km =] a]
—ll}’p
SCr [ |h(u+z) - ) Fh(u) 2% '] adu .
[u] <2[ z] a.s< km=| a

En el integrando, se puede aplicar la férmula de Taylor si u

no pertenece a la recta que une 0 y =z. Por lo tanto

(2.27) f | h(u+z) - y D*h(u) z% !| du

Q.8 < knm— lal
(v]<2(z]

= I | ) D h(u) z /gl
|u|<km-|.|

[uv]<2[z] a-a> km— sl

! -1

+ Z z%/q ! [ Slh(u+tz)(l—t) s dt | du

km =| al <iQ]<km —lal +1 0
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donde s es la parte entera de km -|a| + 1.

Haciendo el cambio de variables u = Ahl v y llamando
-1 v
z = A, Z . la expresién (2.27) resulta igual a
lal
[z] ) D°h(A v) z%Y4! +
[vi<a  lal< xm=1lal 2]

[« I} |>km"|n|

1
s =1

+ ) z%al) I D“h(Al”(v + tz)) (1-t) s dt| dv

km=—jal< g<km=—=1{a| +1 0

o también, en virtud de la casi-homogeneidad de D%h demostrado en

el teorema (2.12), es igual a

lal ol xma.a
- J (21 | J Iz] D%h(v) z%Ya!
ld<kin—[ sl
fvi<a a.n>km_|o|
! — jal+kmn - Q-a a _ —1
+ 2 (z Yal) [[z] D h(v+tz) (1+t) sdt|dv
km=ja| < |a| <km =|s|+ 1 0
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km = Q.8
=[ 2] j ) D*h(v) [ 2] 2 fat
EYI<2 ) ckm= | a]
a. 8>km= |n|
1
-1 e 8 a a s—1
+ 5 [z] (z /al) ID h(v+tz) (1-t) s dt| dv
km—lul<|al< km =lal+1 0
= [z]k"'f 1 p%hwv) z %«
[u]<2 la) <km-—~ |[8]
Qeu >km=— |a|
! s -1
+ ) (z 7al) JDah(v+t'z')(l—t) s dt | dv
km=|al<| (1|< k- | u|+ t 0
= [z]“‘f | h(v+z) - ) D hiv) z /4! | dv .
[v]<2 .a.l< k=] a|

La Gltima igualdad vale pues los integrandos son iguales
si v es tal que 0 & [v, v+z ].
Por el teorema (2.12) se sabe que si a .a< km -Ial , en-

tonces D%h pertenece a Lka:' Por lo tanto
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[ Ih (u+z) - ! Dp%n(uw) 2%a!| du
a-agkm=|al
(v} <2[ 2]
km - _o
= [z] J Ih(v+z) - ) D*h(v) Z/a! | av
[v] <2 a. a<hin=|s]
- _ Cea
< lzl""’( f [h(v+z) [dv + ) [ld’h(v) | (Z] /a:)dv>
(V1< 2 a.a<km—|.|lv!<z
< (z]*™ ( f lh(w)| dw + ) (1/y! )[ | D“h(v)ldv)< crg*”
a8 kr.\-|.|
[ w] <3 [ v] <2
donde C depende de h(x) y sus derivadas de orden « con

a.a <km - ]al . En consecuencia,

~ls|p km
|I‘|< Cr [2])

Estimemos I, . Tenemos

1 = J [hix+z-y) = § Dh(x-y) z %!] bly) dy

4

[x=yl> 2(2) a*a< km
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= ( [ hix+z-y) - ) D*h(x-y) z%/a!] b(y)
l’)—y 1> 2(z) aes < km
[
+ J Y D'hix-y) z2%a! b(y) dy = J,
[x<y |32 [z ] a.a= km

Aplicando la f6rmula de Taylor, se tiene,

g = [ y D h(x-y) z°/a!
k~yi>2[] o <km
ae-a>km
a a
+ ) D h(x-y+0z) 2z /a! ] b(y) dy ,
la|=km +1

con 0< 0 < 1. Luego, por la casi-homogeneidad de

para a .a > km, resulta,

—lal +km = Qe

dy

D% h (x)

-1 o
IJ,I < Cr ¥ J [ x-y] [z ]
la | <kmy [x =y 2212}
a «a> km
~|laH km=qa. a a-t
+ ) J [ x-y+02z] [ 2] dy
[x | =km +1 [x& y]32(2)



Como [ x-y+o
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2] > [x-y] =02 ] >2[x~y) -[z]> x-y] /2, resulta

-] Vo ~ls |+ k- g., Qs
o] < cr ) l[x-y] [z] dy
a.a >km “y>2 2 )
|l al Kkm4t

Integrando en coordenadas polares parab&licas resulta,

logl< cr )
1

- e s o —laHxm—a,a+|a 1
[z] { t dt

Q.8 >Dkm

lal < km + 1 2z

"I .l/ P km

= Cr

Para estimar
si g.a = km,

parabblico.

K* f(x)

[ 2] .

J se utiliza que, en virtud del corolario (2.15)
2

a
entonces D h es un nfcleo integral singular

Por lo tanto, el operador maximal asociado,

= sup | [ Dah(x—y) f(y) dy |,
€>0p [x%y ]>€



es acotado en

SE L|>zm Z

[ x =

L2

aea = km

< C [z]ku‘

En consecuencia,
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. a=km

km I

[z]

[ x=y]

f)ﬂ z)

I  K* b(x)

a.a =km

(ver [7]). Luego,

Dah(x—y)(zc7al) b(y) dy |

D% (x-y)b(y) dy

se ha obtenido que

|f (x+z) - P(x,y)]| <

y por lo tanto,

- km —Ia'

o] P

q
[ | £(x+2) - P(x,z)| 4z

[z])< p

Cc

“laVe ok K

r

[z] + cC [z] Y K*b(x) ,
a

aesa=km

1

/a
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<C r + C Y Kz b(x) .

a -o =km

Tomando el supremo en p > 0 resulta que si [x]<€ 4r, entonces

“lal/p
N(F,x) < C |r + ) K* b(x) .

a8~ km

Elevando a la p e integrando esta desigualdad, obtenemos

p _|u| P
N(F,x) dx <C f r dx + C ¥ f (K¥b(x)) dx
’ a-.a =kn1 ‘] <ar
[ x) <4¢ [ x] <ar
<c + ¢ ¥ [ (K* b(x)) ax .
a . a=kir
[ x) <ar

Aplicando la desigualdad de H8lder con r = 2/p>1 al segun-

do sumando, se obtiene,

2 P 2
f (bi(x))p dx < ! (K; b(x)) dx f dx

Ix | < 4r [x f<ir [x |<4r
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, P A [a](1=p/2)
< C [ [b(x)|? dx r
[x}< ¢
-] ||[;yz la] _|||p/2
S Cr r r r = C

Por lo tanto,

[ N(F,x) dx <C ,

[ x]<ar

donde la constante C no depende del &tomo b en cuestién.

(2.28) TEOREMA. Si la]/p<km + |a|]/ q, el operador L

y H

. . )
es un isomorfismo entre Hq Km
!

Dempstracién. Dada F € sz , por el lema (2.19), si

'km

¢ € S tenemos

" ) (x) € C N(F,x)
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donde C depende de ¢ solamente. Luego,

{ﬁLm F)fk(x) dx S C JN(F,xf dx

O sea que

m
f L FI < C IFl »
T i

q,m
Ademds, por el lema (2.16), el operador L" es inyectivo. Por
otra parte, dada f € H', sean {b’} una sucesidn de p-&tomos

de orden N=2km + Ja|l/q vy {Aj} una sucesién numérica tales

que
o -- |p p
£ = 7 M o p y 7o < e g
= } = j
] =1 ] =1
Sea h (x) = (h* b )(x) la solucibn de la ecuacién
J J
L"lu = b y sea A la clase de h en ﬁl .
J

J km
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P
Por el lema (2.23), tenemos que J N(ﬁ ,X) dx< C, donde
C es una constante que no depende de j . Luego, como

Ne~1 8

IAj r<w en virtud del lema (1.13) tenemos que E )y Ay
1 J =1

14

converge absolutamente en i y ademés, si
q, km

J

F= L A A , por el lema (1.5),

Al IN(AJ,x)pdx
p

<c I Iyl o< coaer,

Luego,

mEN < CIlfl,
H

Por otra parte, por el lema (2.18) sabemos que L" es continuo

de M‘: &S y por lo tanto, L"F = 7§ A L™ A =
’ ,=l

I}

~
>

o

f, con lo que hemos terminado la demostracifn

b 8

del teor¢ma.
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