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INTRODUCCION

En este trabajo se prueban resultados de existencia y unioidad de

solución de ciertos problemas de contorno no lineales de tipo parabólico

degenerado. Es decir, problemas tales que, dada una solución, puede haber

una región donde el problema'es parabólioo y otra donde no lo es.

Así mismo, se demuestran resultados de comparación de soluciones y

de continuidad oon respecto a los datos iniciales.

Consideramos dos tipos de problemas. En uno de ellos el dato inicial

es una función de L1, u°(x),que se alcanza en L ; es decir, si u(x,t) es

la solución, se tiene

11m

l
\u(z,t) - u (:)\ dx a O.

te’O o o

En el otro problema el dato inicial es una medidade Borel finita rá

que se alcanza en el sentido dc las distribuciones, es deoir
1

g(x) dflx) v g e c([0,1)).
0

1

lim u(I,t) g(z) dx a
t->0 o

Los resultados de existencia, unicidad y regularidad de la solución

son usados en forma reiterada para demostrardel problema con dato en L

los correspondientes resultados cuando el dato inicial es una medida.
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Los métodos de demostración utilizados en cada problema difieren mu

. . . . . . 1 . .cnc entre si. Cuandoel dato 1n1c1al es una fun01ón de L (0,1) utilizamos

la teoría. de semigrupos no lineales en espacios de Benach generados por

operadores m-acretivos ( en contraposición a m-disipativos ), cuyos prin

cipales resultados han sido enunciados en el Capitulo I. Estos métodos han

sido utiliZados previamente para estudiar la. ecuación

ut = num (un (1)

ya que el operador -Dn(‘P es m-acretivo cuando h?: lR-b\Res una fim

ción continua, estrictamente creciente con\P(0) = 0 ([4]). La ecuación

que nosotros consideramos en este caso es 1a siguiente

u,6 = DI(A(2, \P(u),D-¡(\P(u)))) (2)

donde A(x,u,p) es una función continua en las 3 Variables y estrictamente

creciente comofunción de p para. (x,u) fijo kau) es una función conti

nua y estrictamente creciente. En el Capítulo II, Sección l probamosque

en estas condiciones el operador au - -D1(A(x,\P(u),DI(‘-P(u)))) con con

diciones de contorno fijas es acrstivo en L1(a,b) y demostramcsun resul

tado de comparaciónde " soluciones por discretización ", es decir, " solu

ciones " u(t) que se obtienen comolimite de " soluciones aproximadas " un(t)

que corresponden a una. sucesión de problemas elipticcs obtenidos por dis

cretización de la derivada ut , es decir un(x,t) = {(x) , (k-1)>‘ns t < kxn
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Lis = DI(A(x,xo(u;(x)),propagan»)
Xn

k = l,eee,Nne

Comooorolario de estos resultados obtenemos principios del máximo

para. soluciones por discretización que son utilizados en las siguientes

secciones donde se estudia la. existencia de solución jor discretización

( Sección 2 ) y su regularidad ( Sección 3 ). En conclusión, se demos

tra que cuando A = A(p), lA(p)\>,c\pI, \pl->oo y\-P(z) es tal que kP-l

es continua Lipschitz hay una única función u(x,t) con u.€.Cl([a,b]) en
2 2

variable I, pp t y u e LLOC(O,T;L(a,b)) que satisface la ecuación (2)t
en casi todo punto. El métodoutilizado en la Sección 3 es similar al

que aplicó Evans ([29]) para la. ecuación (l) y consiste en usar los re

sultados de rea-ularidad de la. solución de un problema del tipo

t

1

‘11 +Pu-0
u(0) tuo

2 2
cuando noe L (a,‘b) y P es un operador Lipschitziano en L (a,b). ([6])

Todos los resultados corresponden al problema de datos de contorno mix

tos y nulos .

En la Sección 4 eztendemos estos resultados a los problemas de Di

richlet y Neumannpor el método de continuidad. Así mismo probamos que si



l
A(x,u,p) = B(p) + G(u) el operador 0.u resulta m-acretivo en L (a,b) si

las funciones B, G, y‘O satisfacen ciertas condiciones. obteniéndose en con

secuencia un resultado de existencia de solución por discretización para la

ecuación

ut a DI( B(Dx(\P(u))) + G(\P(u)))

CuandoB es la identidad esta ecuación aparece en la teoria de 1a fil

tración bajo un campogravitatoric ([30]).

Comocaso particular de los resultados de este segundo capítulo hemos

demostradoque existe una única solución fuerte ( es decir con ut<a Lioc(O,T;Ll(0,l))

y tal que la ecuación se satisface en casi todo punto ) de la ecuación ge

neralizada de la difusión

ut a DI( k(u)\ uz\m-1 uI )

cuando ma l y 1a difusividad k(u) satisface kzz ‘0 > 0 que es de la for

m 1 I l/m
'manxuoxmunn conan-m p y\P(x)=í Ms) abue0
temes que esta ecuación puede ser parabólica degenerada aunque se tenga

k>,\>70.

En el Capítulo III consideramos la ecuación (1) cuando se da una dis

tribución inicial de masasy no de concentraciones. Esto resulta natural

ya que la ecuación (1) describe un fenómeno de difusión donde k(u) = kP'(u)

( cuando ‘9 es absolutamente continua ) es la difusividad que corresponde

a la concentración u.



?ste problema también aparece naturalmente comoconsecuencia del hecho

de cue a cada solución u e L°°(0,T;Ll(0,l)) de la ecuación (l) ( con datos

de contorno mixtos y nulos ) le corresponde una medida de Borel/u finita en

[0,1) tal que u(x,t) A); (t->0) (Teoremal). Unresultado similar pa

ra soluciones no negativas de la ecuación del calor ean fue probado por

Kidder ([24]) y luego generalizado por Aronson ([1]) para ecuaciones lineales

uniformemente parabólicas en En. Asi mismo, Pierre ([18]) obtuvo este re

sultado para soluciones no negativas de (1).

L°°(0,T;Ll(0,l)) resulta ser el espacio dondese encuentran las solu

ciones fuertes de la ecuación (l) con datos de contorno mixtos nulos y dato

inicial una medida finita, de acuerdo con lo probado en el Teorema 2 donde

se demuestra existencia y unicidad de solución fuerte, es más, se prueba que

u e_1ïoc(O,T;L?(0,l)). De este modose generalizan los resultados del capít
tulo II para la ecuación (l) con una distribución inicial de masas finita,

flujo 0 en x = 0 y concentración O en z a 1.

Se obtienen además dos resultados de comparación de soluciones ( Pro

posiciones l y 2 ). Uno compara las soluciones puntualmente y el otro compa

ra las funciones de distribución

v(z,t) - S u(s,t) ds0

El primer resultado es conocido cuando los datos iniciales son funcio
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nes de L1(O,l) y en particular damosuna versión del mismoen el capitulo II.

El resultado de comparación de las funciones de distribución se tiene co

mocorolario inmediato de nuestros métodos de demostración y fue obtenido an

teriormente para datos iniciales en L1(0,l) o distribuciones de masaconcen

trada. en un punto: S! , en forma independiente por CarmenCortázar y

J. L. Vázquez([22]) :uienes lo han utilizado para estudiar el comportamien

to asintóticc de las soluciones no negativas de (l).

En la proposición 3 se estudia la continuidad con reapectc a los datos

iniciales. Se demuestra que

1 1

(o \u1(z,t) - u2(x,t)\ us ío ¿Url -¡L 2‘

si ul y u2 son soluciones de (1) correspondientes a los datos iniciales/¿.1 y
l

r2. Cuandor.1 an(1)dz con fi e. L (0,1), i-l,2; la desigualdadanterior es

consecuencia de la no expansividad del semigrupo generado por el operador

-Dn(‘-P(u)) ya que este es acretivo en Ll(0,1).

Estos resultados se basan en el Lema1 de la Sección 2 gracias al cual

se prueba, ademas, que u es solución de (l) con dato inicial/u. si y sólo si

la función de distribución v(x,t) es solución de un problema parabólico del

tipo de lcs estudiados en el capitulo II con dato inicial F(x) a ju. (LO,x))

que se alcanza en L1(O,1); aplicando en consecuencia los resultados del ca-'

pítulo II para obtener existencia y unicidad de solución de (1) para cada me

didar.
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Anteriormente, Kamin([16]) y Pierre ([18]) obtuvieron sendos resul

tados de existencia de solución débil para datos iniciales medidas no ne

. n .gativas ean y en R respectivamente.

Finalmente notamos que en los comentarios del capitulo III hemos de

mostrado que el resultado de existencia de solución fuerte probado en el

Teorema 2 es un caso particular del hecho de que el semigrupo S(t), t > O

generado por el operador m-acretivc -DXI(\9(u)) se extiende al capacio de

las medidas finitas en.[0,l) siempre que cualquiera sea uoe. L1(O,l) la fun

ción u(t) - S(t)uo satisfaga que ute; L:OC(O,T;L1(0,1)). Asi mismo, cuando

ésto se sabe sólo para uo no negatiVa, se obtiene el mismoresultado para

el espacio de medidas finitas no negativas si se conocen resultados de re

gularidad de las soluciones de la ecuación que satisface la función de dis

tribuoión v(x,t).

Comoaplicación de ésto observamos que se tiene existencia de solucion

fuerte de la ecuación de la difusión en un medio poroso

m-l
:nD Iut II(\u\ u ) m> l

cuando se da una distribución inicial de masas no negativa y se mantiene

flujo 0 en x = 0 y concentración 0 en x = 1. La unioidad de solución fuer

te para este problema es consecuencia de la Proposición 2.

En [31] se prueba existencia de solución débil para la ecuación de la

difusión en un dominio acotado contenido en En, cualquiera sea el dato ini



cial f», pero no se ha podido demostrar aún la unicidad de solución en esta, /

clase. En cambio, para el correspondiente problema de Cauohvcon dato inicial

no negativo, la existencia y unicidad de solución débil es un caso particular

de los resultados de Kaminy Pierre antes mencionados.



CAPITUIO I

TEORIA DE ECUACIONES DE EVOLUCION EN ESPACIOS DE BANACH

En este capitulo enuncia-emos algunos resultados generales de la.

teoria. de ecuaciones de evolución en espacios de Benach que utilizare-n

mosen los capitulos siguientes.

Se trata. de resolver, en un contexto muygeneral, el siguiente pro

blema,

1“ (t) + amo» a ru) o 4 1:< oo (1.1)
- dt

(PVÏ)

1 u(0).- Io (1.2)

donde se supone dado un espacio de Banaoh X ( con norma. ll ll ), un Ope

rador a que aplica. un dominio D( C. X nuevamente en X, pudiendo ser

multivaluado, un elementox06. m y una.función f a [0,00) AX.

Se busca. una. función u : [0,03) -) X que resuelva. (PVI) en algún sen

tido apropiado. Una.vez hallada esta solución se estudia la unicidad,

regularidad, comportamientorespecto e. perturbaciones de zo",a. y f, etc.
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En las aplicaciones a ecuaciones en derivadas parciales O.general

mente es no lineal, no está definido en todo X, es discontinuo ( involu

cra derivadas en otras variables distintas de t ). AdemasX no necesaria

mente es un Hilbert y puede no ser ni siquiera reflexivo ( en particular

. l
nos interesará el caso X = L ).

En una situación tan general, las preguntas acerca de resolubilidad

dad, unicidad, eto..., no tienen reapuesta satisfactoria. Es por lo tan

to notable que para cierta clase de operadores no lineales Ü.se tenga:

l) (PVI) admite una única solución ( quizás en un sentido muydébil )

2) Muchasecuaciones en derivadas parciales interesantes pueden pensar

se en la forma (l.l),(l.2) para un operadorade esta clase ( en parti

cular las ecuaciones con las que trabajaremos en los capítulos siguien

tes ).

Esta clase comprendea los operadores " mpacretivos " ( en contra

posición a " disipativos " ).

DEFINICION:

Un operador G.2 D(a)c X -) 2X se llama acretivo si V X > 0 ,

nz-ïu sllx-í+X(y-ï)l\ 31,26 MO.).yé‘l(x),ïr€Q(ï) (1.3)

Si además



ll.

Rango (I +AQ) = X para. algún ( equivalentemente para. todo )>\> 0 (1.4)

entonces se dice que 0.. es m-scrotivo .

Si X es un espacio de Hilbert,Q se llama monótono y monótono maxi

mal respectivamente y (1.3), (1.4) es equivalente a que

(y-ïr, x-ï», o “¿e D(a),ye<l<x), ieQG) (1.5)

y además,

Cualquiera sea B : D(B)<‘_X -)2X que satisfaga (1.5) con a. reem

plazado por B y tal que D(CL)C. D(B) y 04:) C 13(1) para. todo x 6 D(Q);

se tiene a. - B.

Una clase importante de operadores monótonos maximales son los sub

diferenciales de funcionales convexas semicontinuas interiormente, es de

cir, si W : D(‘sp) CX ->IR ( X Hilbert ) ee oonveza (i.e.

«P(3a:+ (1 - wi) e Mz) + <1- tW’G) o 4 t s 1,136 mp) ),

semicontinua inferiormente y el subdiferenoial de W es z

OW(I)=2y6X/W(ï)-W(x)>,(mí-x) 2251309)} .

entonces {MP es un operador monótono maximal con dominio

mw). 11€D(LP)/943m} si}
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La idea. para. resolver el problema. (1.1), (1.2) cuando O- es m-aoretivo,

es reemplaza: (PVI) por una. sucesión de problemas aproximados (PVI)n en los

cuales la derivada en t se reemplaza por un cociente incremental, dado un pa.

so de longitud X n) 0 , y el término inhomogáneof(t) se reemplaza por una

función escalera aproximante fn(t) ( =-f: para. an e t < (k+l)>\n ) z

iii-:3; + 5 fn k-l,...,N(n).k

ComoQ. satisface (1.4), podamosresolver rscursivamente (PVI)n y

construir una. solución aproximada.constante a. trozos un(t) ( a x: pa

ra. kxn e t < (lc+l)>\n ). El siguiente teorema da condiciones en las

cuales se asegura. que las soluciones aproximadas un(t) convergen a una.

función u(t).

TEOHEHA DE GENERACION ([121)

Sea.aun operador m-acro-tivo y x06. W C. X. Supongamosque

fe L1(O,'I‘;I()para. algún T > 0, y que las aproximantes fn “af en L1(0,T:X)

(n-)oo ), >\n -)O.

Entonces las funciones un(t) convergen uniformemente sn [0,T] a. una

función limite u( t ).
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Cuandof = 0 escribiremos u(t) = %l(t)x° y llamaremos a la familia

de operadores %1(t) (t z 0) así definida, el semigrupo generado por <2. y

cada operador gift) resulta no expansivo, es decir. satisface

h S — 4 - n - .a(t)x° sauna u - ll zo yo n ¡OJOC 13(00

A la solución dada por el teorema de generación la llamaremos Eglg:

ción por discretización .

Se prueba que existe una única solución por discretización. Es decir,

si cambiamos el paso >‘n -) 0 o las funciones esoalonadas fn ->f en L1(O,T;X),

la función limite v(t) que da el teorema de generación en este caso, coin

cide con la función u(t) que teníamos.

Hay un teorema análogo a este cuando se tiene el siguiente problema:

í Ïu) +a(t>(u(t))no)(NI). dt

u(0) = 1°

y la familia de operadores m-acretivos Üc(t) tiene un "módulode continui

dad" en X ( [14]). En particular, ésto permitiría estudiar un problema en

derivadas parciales con datos de contorno variables.

Se tienen los siguientes resultados para la solución por discretiza
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oión de (PVI).

TÏ'ÏOHÉÏ-ÏA DE HECÚLARIDAD

i) u(t)€. C([O,T1; X ); y u(t) es continua. Lipsohitz comofunción a valo

res en K si f(t) lo es y 10€ D(Q_).

ii) ([7]). Si (PVI) tiene una solución fuerte v(t), es decir si v(t) es

diferenciable comofunción a. valores en X con v'E. LÏOO(O,T;X), v(t)6 D(

y

tu) - wc) e amm ppt emm);

entonces u = v.

iii) ([11],[14]) 31 u ee-diferenciable en un punto t°‘> 0 y si to es un

puntode Lebesguede f, entoncesu(t°)é y

fue) - g (to)e Guaco»

En particular se deduce que no puede haber más de una, solución fuerte

de (PVI) si O. es m-acretivo.

Sin embargo hay ejemplos que demuestran que u(t) no siempre es una

solución fuerte y que ni siquiera puede afirmarse que u(t)e MO.) para. a1

gún t > o, aunque se suponga f = o y roca D(Cl).([1i],[23],1191,[131).
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El siguiente teorema asegura que la. solución por discretiación cons

truida en el teorema. de generación se comporta bien ante pequeños cambios

de xo, Q. yf.

TEOREMADE mRTURBACION ([3])

Sean Q y an ( n = 1,2,....) operadores m-acretivos, f y fn en
l ——_

L (0,137.) para. algún T >o (n u 1,2,...), y zoe. MQ.) , zÏeD(Q..n)

( n = 1,2,...). Notemoscon u(t) (reap. un(t) ) la. solución por discre

tización construida en el teorema.de generación correspondiente a. Q. , f y

I ( resp. an, fn y In ). Sio o

, n
1) xo -)x° en X

. n 111) f ->f en L (O,T;X) y

iii) 0;” -> Q en el sentido de que 3k>o, ¡e x

(1+X0.) I->(I+)Q.) J: en

cuando n-)cn. Entonces

un au en C([0,T1;X) (n->oo).

Introduzca.ch finalmente una.notación que permita una.caracteriza

ción alternativa de la. acre‘tividad. ( que muchasveces es más fácil de ve
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rifioar en la. práctica que (1.3). Para. I,y e X, definimos

WL - ¡nf “_‘_**_y"_'_"_‘_“>0 A

33 fácil verificar que Q es acretivo si y sólo si

0 S[1-;,y-;l+ 31,;6D(Q..) , yeQ(x),,}-reQ.(_;) (1.3)'

La Ventaja de esta. caracterización es que en ciertos eracios X el

combate E , 3 + es fácil de calcular:

ment-7m ([ 211)

Sea. 5L CRn

1) Six-Lp(s)_) para 1<p<co

í 1‘94 S lrlp'1 signof g dx 139+.ollfn
[fig]+ A

l Msn si f2 0.

ii) Si x - L1(S'L)

[La] -í 8‘31 -ígdx +í\g\dz+ [f> 01 [Mol [r-o]

donde Eu > V] I 11 11(1))v(x)g , y análogamentepara [u - v1.



CAPITULO II

El objetivo de este capitulo es obtener un resultado de existencia de

solución fuerte para una clase bastante amplia de ecuaciones parabólioas, po

siblemente degeneradas, que pueden pensarse comoecuaciones de evolución en

el espacio de Banach L1(O,b), b)>0, gobernadas por un operador m-acretivc.

La unicidad es consecuencia de los resultados generales enunciados en el

Capitulo I. De todos modos saldrá comoconsecuencia de un resultado de com

paración de soluciones por discretización que obtendremoa en la Sección 1,

donde también demostraremos que el operador

Qu --D¡( A(I,‘P(u(x)), D¡(‘9(u(z)))))

con condiciones de contorno fijas es aoretivo en L1 bajo ciertas condiciones

sobre A(x,u,p) y\P(x).

En la Sección 2 probaremos que si nos restringimos a considerar el ope

rador Q.u con A a A(p) y condiciones de contorno mixtas y nulas, resultará

m-acretivo.

A continuación probaremos que si A(p) y'LP(I) son estrictamente crecien
"‘-" 1

tes, continuas con A(0) a W’(0) - O, entonces D((l) - L (0,b) y en consecuen

cia tendremosel siguiente teorema de existencia de solución por discretizap
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ción con dato inicial en L1(O,b), a. saber

EÜHÏÏ’A l

Si A(p)y son funciones estrictamente crecientes,continuas con

¿(0) - q) (O) = 0 y tales que existe c ) O tal que

|A(p)l >, c\p\ ,\p\ ->00

|\P(I)\ >z clx\ ,\I\ ¿>00

Entonces, para. toda. función noe Ll(0,'b) (b > 0 cualquiera) y para. to

do T > 0 existe una función u e C([O,T];L1(O,b)) solución por discretización

del problema.

ut - ¿(muy (u)))>

“P(u)(0,t) -=0

¿(nx(x9<u))>(b,t) - o

11(0) - no

También probaremos que si A(x,u,p) - B(p) + G(u); B,G,\p son conti

nuas; B,\Q son estrictamente crecientes con

|B(p)\ >,cohfl ,\Pl ->°°

>zCllxl ,lxl ->cn

lim MgK) sn, si M(K)- Buplc(a)\
K->oo K \s\‘.-K

Entonces, siempre que oo, crk y 'b satisfagan
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Q.u = - Dx( B(DI(LQ(u))) + G(u) ) , será m-acretivo en L1(O,b); obtenien

do en consecuencia un resultado análogo al Teorema l cuando nos. D(CL).

En la Sección 3 probaremos que si a las hipótesis del Teorema 1 le agre

gamos que k9-1 Bea continua Lipechitz, la solución dada por el Teorema l

es una solución fuerte, más aún obtendremos

2 2

ut e. LLoc(07T3L (09b))

Finalmente, en la Sección 4 extenderemoe los resultados anteriores

al correspondiente problema de Dirichlet y al de Neumann.
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SECCIC-N 1

Sea.A(x,u,p) una. función- continua. en las 3 variables y estrictamente cre

ciente comofunción de la variable p para x y u fijos. Sea ‘P(:0 una. fun

ción continua NP: IR-y(Rmonótona creciente.

PHP-POSIC ION 1

s-a nm.) = {u eL1(o,b>/ wwe w1’1<o,b),w <u>(o)- go,

A(x,\9(u<z)), nx<w<u(x))))e w1'1(o,b) y

A(x,w(u(x)), 1>I(x¡>(u<x))>)\x_,b- sl } ,

donde W1’1(0,b) . {f e L1(O,b)/ r' €.L1(0,b) k con lo cuál W1’1(0,b)<: c(Lo,6)).

Sea. O. : D(CL)—->L1(0,b) definido por

au a - n¡(A(z,w<u<x)), n,(u9(u<x)))))

donde A yk? están en las condiciones anteriores. Entonces CL es acretivo _

en L1(O,b).

DEMOSTRACION

De acuerdo con la. caracterización de Sato ([21])basta ver que si

u, v e D(0.),

¿“Mmm - a(V))Signo(u- v) u +ftwlm (u) —a(v>\ a: >, o

Probaremos algo más fuerte que nos permitirá obtener un resultado de
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comparación de soluciones por discretización, a. sabor

í (a.(u)-O_(v)) dx >,o si u,v€.D(Q,),[u>v)

donde[u)vJ =ïl x e (0,133/u(¡)) v(x)& y análogaments para los otros cor

chotes . En efecto ,

Í (Mu) - Q.(V))dx -/ (Q(u) - 047)) dx +tu) v] \P(u)>‘9(v)

+f _ (un) -a(v>) ax.(“>73 ñ W?(wn-LPM]

Probaremos

a) -f/ (D¡(A(x,w(u>, D¡(\P(u))) - ¿(MIN (v), D!(‘-9(v)))) dx >, 0W(u)>\9(v71

b) a(u)(z)-a<v)(z) pp“mw-wn .

Demostraromos b). Sea.

c dl: e (o,b)/ wm» - L9Mz» yo.(u)(x> ,10»wok
Probaromos que C es un conjunto de puntos aislados ( salvo medida. nula. ),

con lo cual habremos demostrado 'b). Sean

Cl si 1 é. C/ existe Dx(k?(u(x)) y DI( LP(v(z)) comolimite del cociente

incrementaly son iguales; y existe DI(A(I,\P(u), DIU? y

DX(A(I,\P(V), D¡(\P(v))) comolimito del cociente incremental}

C2si: e. C/ existo DI(\P(u(z)) y'D1(\P(v(z)) comolímite del cociente incre
1

mental y son distintasj
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Llamaremos C a ClU 02. CamoC y? difieren en un conjunto de medida nula

ya que las deriVadas existen en casi todo punto comolímite del cociente in

cremental, bastará probar que tanto Cl comoC son conjuntos discretos.2

Sea x06. Cl, entonces ‘P (u)(xo) - W (v)(z°) y Dx(k? (u))(xo) = DI(‘9(V))(1°).

Supongamosque existe una sucesión (In)C. C1 tal que ¡ná 1°. Se tiene enton

ces,

muxxo) -0.(v)<x°) =

- (unwu), wa<u>>>|m - mmm), n,(nv(u)))\m
- 11m. n . o

atea) I - I
n O

mmm, nx<q><v>))\z_x-A<z,W(v), 1>I<tv(v>))\x_x >

n O I 0

n O

ya que A(I,\P(u), Dx(\P(u))) n; - MXN (V), DIU-P(V))) n; pgra

todo í e c1 .

Comoesto es un absurdo se tiene que C1 es discreto.

Sea zoe 02, entonces DIO? ¡‘10 f DIO-P(v))\ 1.10 y

‘Q(u)(xo) -\P(v)(xo). Supongamosque exista una sucesión (In)C 02 con

x 9:: , se tendrían o

ñz<w<u))\x_xo-¿(wanmo 

_ m (W(u)(zn)-\P(u)(xo)) - (W(v)(xn)-\P(v)(zo))
nñco

-0
n O
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lo que es un absurdo. Por lo tanto la medida de C es O y hemos probado b).

Veamoaahora que vale a).

Comou,v e. D(O.) se sigue que W (u) y L?(v) son funciones continuas

en Í0,b] para. las cuales existe Dx(\?(u)) en casi todo punto y además

A(x,‘«P(u), DIO-P es igual en casi todo punto a una función absoluta

mente continua. en[0,b] : Z(x). Por lo tanto en un entorno de cada. punto

x¡[0,b] se tiene

fifW(uHCÚI-GÜHW(HXIL Mi”

ya que A(z,u,p) es continua. en las 3 variables y estrictamente creciente en

p yW(u)(z) , Z(z) son continuas. Se tiene entonces que Dz(‘-P(u)) es una

función continua. Probaremosentonces, para simplificar la notación, lo si

guiente:

Sean z(z), w(z) dos funciones continuas en[0,b] con derivadas z'(z)

y w'(x) continuas ení O,b] y tales que A(x, z(x), z'(x)), A(I, ï(!), w'(x))

son continuas en l:0,13] con derivada total con respecto a. I en L1(0,‘b). Su

pongamos que z(0) - w(0) y además

A(x,z(x),wm} m - A(I.w(x),w'(z))\ m <1)
entonces,

I ( DI(A(z,z(x), z'(z))) - D¡(A(x, w(x), w'(z)))) dx é oEz”)

En efecto, comoz y w son continuas Ez 7 v] - U(xn,xn) es una. unión dis

junta de intervalos abiertos donde In puede ser O o In ser 'b. Si xne. (0,'b),

entonces

z(xn) = w(xn).
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x“ e (0,1)) a, zu“) . m")

Si In - O sabemos que z(xn) - w(xn) por hipótesis; si In = b se tiene (l),

por lo tanto

f ( armo, zm, zv<x)>)- nxmz, wm, ww») a: a
CZ > W]

nI
- Z (A(x,z(x), wz») - Mz,wo), wm») x

n n

Si In - 'b, el término correspondiente se anula, por lo tanto será. sufi

. n
ciente ver que se ¡nc [0,b), 1 6. (0,1)) entonces

zwxn) v, Mx“)

z'(rn) é ¡"(111)

pues en ese caso cada. término de la. suma será S 0 y ee tendrá lo buscado.

Comoz' y w' son continuas en [0,13] se tiene

1

z'(xn) - w'(zn) - 11m+ 1 í (z'(s) - w'(e)) de .x-)xn z-xn In

- 11m zh) ' “(1) > o.+ ——-——— 11-): x - 1n n

Análogamente, z'(xn) s w'(xn) con lo cuál concluye la. demostración.

OBSERVACIÓN

De la demostración se deeprende que si D(Q_) es el dominio correspon

diente a datos de tipo Dirichlet o de tipo Neumann,0. también resulta acre

tivo .
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?RINCI’IC DE COMPARACION

Probaremos ahora. un resultado de comparación de soluciones por discre

tización que saldrá. comoconsecuencia de que este Operador es todavia mejor

que acretivo es decir que

fiuwgam - Cum a; >,o

En efecto, sean A(I,u,p) y \?(x) comoantes, sea T > o y f(x,t), F(z,t)

en Ll(0,T;L1(O,b)); g°(t), gl(t), G°(t), 01(t) definidas en (O,T), uo(z), vo(x)

en L1(0,b). Supongamosque u,v'G.C([O,T]:L1(O,b)) son soluciones por discre

tizaoión de (PVI)' (Capítulo I), con

num» - {u a L1(o,b)/wn) e. wl'lmm, muxo) - 80H),

Mx, w (u), n; no(um e w1'1(o,b) y

Mr, mu), nx<x9(u)))\ m - clon}

para u(t), y D(C1(t)) es el conjunto que se define análogamente para v(t)

reemplazandog°(t) por Go(t) y gl(t) por 01(t); donde

mtxum) - amm) si ams D(0(t))

Supongamosque las soluciones aproximadas un(t) y vn(t) están definidas

sobre particiones tales que fn(t) ( - f(.,t: ) t:_1 5 t < t: ),

Fn(t) ( - F(.,t: ) t;_1 4 t < t: ) satisfacen fn(x,t) s Fp(z,t) pp x.

n n n n
Supongamosque ademásse tiene g°(tk Go(tk) ; 31(tk )6 01(tk ) y

u°(x) \<vo(x) pp x e (0,1)). Entonces u(z,t)s v(z,t) pp (z,t).
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CBSERVACICN l

De acuerdo con lo demostrado antes y el Teorema de Generación, si

Q,(u) es además m-aoretivo, ( como es el caso cuando A = A(p) y se satis

facen ciertas condiciones de crecimiento en el infinito, comose probará

en la Sección 2 ), y si se toman datos de contorno constantes entonces

s i empre que

st pp

go‘< Go

316 G1

1.105170 pp

se está. en las condiciones de este principio de comparación, pues la par-:

. n . . n
tición tk puede tomarse en forma.arbitraria. con tal de que f -) f, Fn-á' F.

Por lo tanto, en este caso es

“(191” x‘ V(191") PP!

DEMOSTRACION D_EL PRINCIPIO DE COHPARACIÓN

Sea.H -i (z t) e. (0,b)x(0,T) u(x,t) ) 17(x,t).t . Probaremos que la me
l ’ J

dida. de H es O. Si no fuera. así se tendría, para n suficientemente grande,

qu. si En a {(I9t) e (09b)1(0,T)/ un(Iyt) > Vn(x,t)j entonces la. medi
n .

da. de H sería. positiva. En efecto, como u (t) -)u(t) uniformemente ,n
1

vn(t) Av“) uniformemente, comofunciones a valores en L (0,‘b), se tiene
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'I‘ b

í í X (x,t) (un(x,t) - vn(x.t)) dx dt >,o o H

T b

í Xflum (u(x,t)-v(x,t)) dxdt - a - x sin3n0(¿).0
N

A O

Tomandoé. suficientemente chico, si la medida. de H es positiva, K > 0.

Ahora.bien, por definición de solución aproximada,

rMan (cz-“:4- _
k-l 0 t ) l n n n n.. k_ 9 _ _1 k tk tk_1 tk tk_1

- (f(x,t:) —F(z,t:)) :1) dx dt 

N n 'I‘ b n n
- X (m) 'X (t) n < Au, Wok), n (K9(En) H n n x x

kal o o n [tk 1,tk n n
- Mx, W (vk), DI( k9 (vk)))) dx dt

donde 71n- notará siempre la. función característica del conjunto Il .

Tomemosel miembro derecho (md) de la última. ecuación. Comopor

hipótesis el integrando está en L1((O,b)I(O,T)),

(ma) - NÉÏ) {T76 (tg' n
k=1 o Ltk_1,tk)

- b

XL) 7(Hn(z,t)ng www, nxuwukm 
- Mx. WWE), DI<wap») dx dt

Fijemosun te[t:_l,t:), entonces
b

L Xfinun) ng Mz,W113),n; mi») - Mx,mhz), ng Nim) a: 

_ n¡( MIAHup, ¿(Quim -A(x,w<1{),nx(w{)>) ) a: é o
{z ¿(mw u“<x.t)>firm} - MHZ] <-_(53,13) cons; > o
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El hecho de que esta. integral es S O fue probado en la Proposición l.

Por lo tanto (md)\< 0.

Tomemosentonces el miembro izquierdo (mi). Veremos que es positivo con

lo cuál llegaremos a. una contradicción que provino de suponer que la. medida

de H es positiva, y con ésto concluirá la. demostración.

n n 1
Como uk , vk é. L (O,b),

tn n n n n
b' N n) k uk - v - vk “lc-1 k-l

(mi) = É X (z,t) - dt dx
0 k=1 n Hn n n n n

tk-l tk ’ tk 1 tk ’ tk-i
b N n tn

- íiï (k Xflnufi) ( f(z,t:) - F(x,t:)) dt] dxk-l n
tk-l

Comof(x,t:) S F(x,t;) pp I ¿(0,b) sólo debemosprobar que el 1°

término es positivo. Fijemos un I e (0,b) y supongamosque XH (x,t) n l
n

n), entonces X H (z,t) - l para. todo t en el inter
n

para algún t e. Lt: luck

valo [tí-lfiï) pues un(x,t) - u]:(z) es constante comofunción de t en este

intervalo. Por definición de En se tiene quo en este caso 11131)) v;(1).
- n n n n

Si X Hn(x,t) a 0 para. t ¿Ltk_l,tk) es porque Ifi‘(x)‘< vk(x). Por lo
tanto, para. cada.x e (O,b) el integrando es de la forma

É < (u; —v;_><x>-<1{__1-v;_1>(x> >
d a J Jj-l

sabemosque u; (x) > v; (z) , j-l....:r. s1 u: ¿(2) s v;_1(z>,
J’ :1 j J‘

el termino j-ésimo será positivo. Supongamosque para algún j-l....J
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“1: —1(¡)> '11:-1(’)
j J

entonces necesariamente debe haber un m tal que kj-l - m y por lo tanto el

término negativo

n
-< u; _1(x) - vk ¿(1) >

J j

se cancela y no aporta a 1a sumafinal.

. Observemosque el único inconveniente en este razonamiento seria

que kJ-l fuera 0 con lo cuál no habria un término que lo canoelara. Sin

embargo,por hipótesis para casi todo z €,(0,b),

u';(x>- noc) s vom - vga)

De donde el integrando es estrictamente positivo para casi todo x €L(O,b) y

se tiene

0 < (mi) - (md) S 0

absurdo.

OBSERVACION 2

El principio de comparación sigue siendo valido si se consideran con

diciones de contorno de tipo Diriohlet-o aa tipo'Neumann, sólo

que en este último caso se deberá pedir que el flujo de ambas funciones en

los puntos de 1a forma (0,t) coincida pudiendovaler la desigualdad estric

ta en el borde (b,t). Por lo tanto se tiene el siguiente
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PRINCIPIO DEL MAXIMO 1

Sea.u(x,t) una. solución por discretización del problema

ut i DI( A(Ia\? (u(l9t))a Dx(\?(u(19t)))))

muxo») - gon)

www) - 81H)
(P1)

u(x,0) - uo(z)

oo
con 30,31 G Loo(0,'I‘), uo ¿L (0,1)). Supongamosque A(x,u,0) u 0 para. todo

(1,11)e R2. Entonces

min Slinf u°(x), inf go“), inf g1(t)} S u(X,t) é \
mu (1Bup u°(I), Bup 50H), Bup 31(1)}

¿A

para casi todo (x,t) e (O,b)x(0,T).

DEMOSTRACION

Sea v(z,t) - c a constante, entonces u y v están en las condiciones

del Principio de comparación.En efecto, sea una sucesión de parti

ciones sobre las cuales hay definida una sucesión un(x,t) de soluciones

aproximadas del problema. (Pl) con un(. , t) --) u(. ,t) en L1(O,‘b)unifor

mementeenC0,T] ( la. existencia de esta sucesión está dada por la. defi

nición de solución por discrstización).
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n n n
Sea. ahora. v (x,t) =-c para. todo I e (0,1)), 1:¿{tk lAsk). Entonces

vn es una sucesión de solucionoa aproximadas definidas sobre la. misma su

cesión de particiones (1:2). En efecto, comov: = c para. todo k y n,

- o - D ( A(z K9(vn) I> ( M9(v“))))z ’ k ’ z k

pues Dx( W071,?) - 0 y A(x,u,0) - 0 JI (1,u).

Supongamos ahora. que c es tal que

u°(I) s c pp I

se“) S o pp t

81(tH o pp t

entonces u(1,t) S c pp (x,t).

Análogamonte, si

uo(x) >¡ c pp 1

se“)? c pp t

al“) 7/ c pp t

se sigue que u(z,t)7/ c pp (1,12).

Por lo tanto si tomamos

o - mu ¡Lsup u°(z), Elup50H), eup 31(t)3 6

o a min {inf uo(x), inf 300;), inf 31(t)}
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FRTNCIPIO DEL MAXIMO 2

Si u(z,t) os una solución por diacretización del problema

ut ' Dx( A(I, k? (“(111”), DI( L‘>(u(1’1:)))))

“P(u)(o,t) - 0 ( 6 Mx, ‘P (u(x,t)), 1>I(*P(u(z,‘c))))\zgo - 0 )

A(1,‘Q (“(IQt))9 DI(‘9 (“(Ivt))))\ ¡gb ‘ o

u(x,0) - u°(x)

con noeí L°°(O,b) y A(I,u,0)# 0, entonces u 6.1FD((0,b)I(O,T)) y

<ll u ll ‘
L°°((o,b)z(o,T))

\ u \\
° L°°(o,b)

DEHOSTRACION

La demostración es igual a la del principio de máximol, tomando suce

aivamento

c=\lu\\ s-o=l\u\\
o Lcn(o,b o5fi L°° (ona)

y observando que las constantes también son soluciones por disorotizaoión

dol problema con datos de contorno

‘P(u)(0,t) 69(0) PP t (6 A(I, “P(u(z,t)), D¡( “P(u(1,t))))\ no - 0 )

¿(1,W(u(z,t)), n¡( \9 (u(x,t))))| ¡ab = o pp t

32o
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y que se las puede aproximar por soluciones aproximadas definidas sobre

cualquier sucesión de particiones (tí).

OBSERVACION 3

Se deduce inmediatamente de la demostración de la. Proposición 1 el

siguiente hecho.

Si D(Q) y Qestán definidos comoen dicha. proposición con go - gl a 0,

A(x,u,0) - 0 1?(1,11) y si u(z)€ D(O.) es una ( resulta única. por la. acre

tividad ) solución de la ecuación

11(1)+ka(u)(z) . ru) >\ > o

con f e. La, (0,b). Entonces u é. L0 (O,'b) y

llu Laïofi) S f“ Lm(o,b)

En efecto, nuevamente v(z) - c es solución de

v(x) +>‘(1(v)(x) - o

ya que Cl.(v)(x) - o pues v es constante, y por lo tanto

u(x) - v(I) + X (Q(u)(r) - Q(v)(x)) - f(x) - o

de donde, si f(x) s c pp

11(1)- V(I) s >\(0.(v)(x) - a(u)(z)) (2)
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y por lo tanto u(x)\< 17(1) pp ya. que hemos probado que

j (amm - amm) axs o
Lu > v1

y por lo tanto si la. medida.de [u > v] > O, integrando (2) sobre este

conjunto se llega. a. una. contradicción.

Análogamente, si f(x) >/ c pp se tiene 11(1)>¡ 17(1) pp. Recordan

do que v(x) a c y tomando

c=llfu °=-“f“
L°°(o,b) ‘ L0 (0,b)

ee tiene lo enunciado.

Comoeste resultado lo usaremos en la. Sección 3 introduciremos ya. 1a

notación de esa Sección y lo enunciaremos'en los términos en los que será

usado.

Llamaremos fo a ( I +)\Q.)_1 f . Por la acretividad de O.este

Operador está bien definido en el R(Q.) a Rango del operador 0. , pues

( I +)\ O.)-1 resulta univaluado. Hemosprobado lo siguiente:

OO
f ¿L (0,13) ySi r e L°°(o,b) ñ MO.) A) o , entonces HX

“fo‘le(0,13)S L°° (0,1))
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SECCION 2

El objetivo de esta sección es obtener un resultado de existencia de

solución por discretización para una clase muyamplia de ecuaciones parabó

licas posiblemente degeneradas comprendida en la clase estudiada en la Sec

ción l. Restrigiremos nuestra clase de funciones A(x,u,p) a funciones A = A(p)

y exigiremos que \P(x) sea estrictamente creciente. Apesar de que esta res

tricción puede parecer excesiva, esta clase de ecuaciones contiene algunas

muyimportantes provenientes de la física. Por ejemplo. consideremos la ecuap

ción de la difusión generalizada que aparece en la teoría de fluidos no-new

tonianos (E21) y en la teoría no lineal de la filtración ([153) en un medio

cuya conductividad depende de la densidad u, a saber 1a ecuación

ut . nx( k(u)l uxf“ uI ) k), o, m7, 1, (2)

Esta es una ecuación de evolución de la forma

u + C1(u) - 0t

con 0.(u) - - DI(A( DI(\P(u)))), en el dominio correspondiente, donde

A(P)=\P\m-l P Y - I k(s)1/mds.0

El problema (2) con k(s) constante ha sido estudiado desde diversos

puntos de vista por varios autores . Ver por ejemplo L261,[27].
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Al final de esta sección veremos que el resultado de existencia de

solución por discretización también se obtiene cuando A = B(p) + G(u) con

lo que se abarca el caso de filtración bajo gravitacirín, a saber 1a ecuación

m-l
ut - D1(k(u)\u1| ux + b(u) uI k >,0, m7, 1.

La introducción de la. función W en la definición del operador O. ,

que permite considerar una. conductividad no constante hace que este opera

dor pierda la importante propiedad de monotonía que tenía en ese caso cuan

do A - A(p). Sin embargo en la. sección 1 hemos probado que se comporta bien

en L1(O,b), espacio en el cual ademáses razonable trabajar pues la hipó

tesis de que el dato inicial noe. Ll(0,b) tiene significado físico, a sa

ber, que la masatotal inicial sea finita.

Sean A, “P a ¡R-HRfunciones continuas, estrictamente crecientes para las

cuales existe una constante c ) 0 tal que

IA(I)I ,’W(X)‘ >¡ o‘x\ cuandohc‘ficn (2.1)

MQ) Jlu emma/mu)“1’1(o,b>,\9<u>(o) - o;

A0310?(u)))e. Wl'l(0,b) y A(DI("P(u)))(b) . ok

d (u) - - D¡(A(Dx(\9(u))) para ue MO.)
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Probaremos que en estas condiciones 0. es m-acrotivo en Ll(0,b) ( ya.

sabemos que es aoretivo ) ( PRF‘POSICION1 ).

Tambiénprobaremos que si A yk? están en las condiciones anteriores

aunque sin necesidad de que satisfagan (2.71) y si A(O) =\9 (0) ==O enton

ces W - L1(0,b) (FRCIPOSICION2 ), y que este resultado sigue siendo

válido cuandose reemplaza.en la. definición de las condiciones de

contorno mixtas por condiciones de tipo Dirichlet o de tipo Neumann.

En particular habremos probado el Teorema 1 enunciado al comienzo de

este capítulo .

.PROPOSICION 1

Sean A yLP en las condiciones anteriores y MO.) y O. definidas como
1

antes. Entonces Qee m-acretivo en L (O,'b).

DEMOSTRAC ICN

Debemosver queax ) 0 tal que

Rango ()\I +0.) = L1(O,b)

2

Veremosque si >‘( 22 , esto es cierto.
'b

2
La.condición X ( (o/b) implica
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+ (I-)+. )

lim A(\P(I)) -xpxg { m mb -oo (lá-m)

En efecto, por hipótesis, para. cada. M) DAWN!” >, c\x\ >¡ Mb, si x es sufi

cientemente grande, y por lo tanto, si Mes suficientemente grande

M112)
(I)

A(\P ) ->\b1>,( 32 - Kb) \!\ si z++ ao , y porhipótesis( 22 - 0.bb b

>¡ o Ike(z)¡> 22'11, de dondeb ’b

Análogamente ,

wm)«uno-«(wn w)‘b B' b

Si Iñ-We

Con esta. condición podremos resolver le ecuación

%u(z) - D¡(A(DI(\(>(u(x))))) - ¿(1) con ue D(0.), para

cada.función ge L1(0,b), x < (c/b)2 fijo.

Resolver esta. ecuación con u e. MQ) es equivalente a. encontrar una.

función u 6 C(L0,b]) tal que

u(x) .\P’1[ Í: A'1( -)‘C u(z) dz + í: ¿(2) dz) ¿a1
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ya que si u es solución de la ecuación integral, ué No.) y satisface la

ecuación diferencial y recíprocamente. Por lo tanto, si

T z c([o,b]) -—)c(\‘,o,b]) está. definido por

1 z 1 b b

'I‘u(z) - ‘9- [ S A- ( -Xí u(z) dz + I g(z) dz ds , debemos enoon0 a e

trar un punto fijo del operador 'I‘.

Veremos que existe una bola. en C([0,b]) : K tal que T(K)C. K y tal que

T K es completamente continuo. Por el teorema de Sohauder, T tiene un pun

to fijo en K.

LEMA 1

Existe un M) 0 tal que si

x -iLue camu/uuu ms M} ,

entonces T(K) C. K.

DEMOSTRACION

Sea M> 0 tal que

A(‘%Ïï) - ÁbI-í¿“su ¿(0,13) y
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y suficientemente grande como para. que “9 (-M) < 0, WOW)> O. Se tiene

A(\P1(>-M))\( "Abu - Hall L1 x4 "XM-(b ‘ a) ’ u g“ L1 s

b b

5 -Xí u(z) dz + I ¿(2) dz ás s

SXMÜD- 8) +Íl8|l L1 e XDM+ “gn L1 5 A(W(M))b

Por lo tanto ,

b b

kN-M) 5 A-l( ->\í u(z) dz +í 8(z) dz) s wm)b s s 'b

Como ‘P(-M)< 0 y ‘P(M)> 0,

b b

L9(-M)SQFM) x 5 í! A-1(->\í u(z) dz +í ¿(2) dz) da Sb 0 s s

5 qm x g ‘90!)
b

Do dondo,
-M S Tu(x) S M 8’z ¿[0,13], os decir

\Tu\mS M

y por lo tanto Tu C K.
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LÉNA 2

'I‘ : K —) K es completamente continuo.

DE‘TOSTRACION

a.) T : K —)K es continuo. En efecto, si ue. K se tiene \u(x)\\< M V x ¿[0331.

Por lo tanto, de acuerdo con lo visto en el Lema.1,

bJ: -1 b

‘9(-M)SIA u(z)dz+I g(z)dzdeS0 s

y además

b b

\->\í u(z)dz +I g(z)dz \¿>\w +ug||L1.S B

ComoW -1 es continua, existe un 8 > 0 tal que

r,w ¿[WO-M), Lp(14)] y \r - w\ < <5-, entonces

\\P'1(r)- -u9'1<w>\< a

y comoA-l es continua, existe un’l) 0 tal que si

\P\ ,\m\ S ÁbM+“8\\L1 y [p —m\<“L entonces

H’l (p) - A'l (mn < ï/b 

Por lo tanto, si u,v e. K y



b

\)\í3(u(z)-v(z))dz\<1l para.sé.[0,b1,

b b b b

lA'l( _ u(z) dz + f g(z) dz] — [.1 < _)‘( v(z) dz + r g(z) dz)\(%/b.

D0 donde,

x_ ‘b 'b

\ í A.1( ->\J u(z) dz +Í g(z) dz) ds 0 s s

- JOA'1( —>\J:v(z)dz+I:g(z)dz) as \ < ï

y por lo tanto,

‘Tu(x) —'I‘V(z)\ < ¿z

Es decir, si u,v€ K yüu - v“ oo 4 "Í/X'b , entonces

\\ Tu-Tv\\m< E.

b) T(K) es precompacto. En efecto, comoT(K)C K, iv eur“); está uni

formemente acotado. Por lo tanto ., de acuerdo con el Teorema.de Arzelá - Asooli

bastará ver que es equicontinuo.

Probaremosque V570, existe “C) 0 tal que si lh\< Ï. y u c: K,

entonces
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I

\SI+hA-1<-Xí:u(z)dz + (Emu) ds\ <5; (1)

En efecto, como ue. K, se tiene

b

{A'1( -xía u(z)dz + Canav‘s “lo? “Wi-14))-o

Por lo tanto, si |h\ < <ó/c se tiene (1), de donde se sigue que

kv e. 'I'(K)k es equicontinuo ya. que si w.= \P('I‘u) con ue, K

\ "(1%)- “¡H aHÏh A‘1( Jr: u(z) dz + Í: ¿(2) dz) as\ <í

Bi \h\ < S/c, y ‘P-l es uniformemente continua. en [\P(-M),“P(M)J. Esto

conluye la. demostración de la. Proposición 1.

OBSERVACIÓN

1

Si g e C(O,b),entonces W(u)e C ({0,b]) y “131096. Cl(O,b);

es decir, u es solución clásica. En efecto, sabemosque W(u)¿ C(L0,bl) y

¿(DIM(un)e w“ (om

>\u - D¡(A(DI(\P (u)))) - g.

‘ l
C°m°W 1 es continua, u es continua, además W (u)e. C (L0,‘b]) siempre

_ 1,1 -1 ,
pues A(DI(“P es continua por estar en W (0,b) y A es continua.

Si ademásge. C(O,b), entonces, de la ecuación se deduce que “DIO? (u)))

está. en c1(0,b)
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2

Tambiénse ve que si ge L (O,b), entonces A(DI(\Q H1(0,b)

2

donde con H1(0,b) notaremcs el espacio de Hilbert s u EL (0,'b)/ uz"; L2(O,b)5L

ComoW (u) C-.C1([0,b]) se sigue que L?(u)€ H1(O,b). Esto será usado en la
2

Sección 3. Es decir, de acuerdo con la notación introducida. antes, si ge. L (0,1)),

entonces ng pertenece al dominio de Q pensado comooperador en L2(0,b).

PHOW‘ISICION 2

Sean A»? : lR-HRfunciones continuas, estrictamente crecientes con

A(O)- W(O) a O. Sean0. y comoen la Proposición 1. Entonces

es denso en Ll(0,b).

DEI-IOS'I‘RACION

Sea. u e. L1(0,'b), podemos suponer que u es una. función escalera de le.

forma.
m

“(1)’ Z ‘1lp: t)1-1 1-1’ i

con to) 0, tm< b, pues estas funciones son densas en L1(0,b). Por lo tan

to,
W u x = a,

( )( ) Lí’(1)7((_ti_l,ti)

Construyamos para cada. ke. ¡Nuna. función uk

¿K- [uk¡l “9 entonces l/k y tal que“wkum m.
en C: (0,1)) tal que si
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Llamemos - “P -l(w \ entonces e C (O b3 pues L?-1 es continua. yuk k” uk o ’ '

\Q (o) = o, por lo tanto uke. L1(0,'b) y‘Q (uk)& CÏ(O,b). Veamosque

uk —‘,u en Ll(0,b). En efecto,

b

l -u . í \P-1(w)-u 5 l áxl\\u\\ , BUVQ-llío Uk l Akl k k m 1 °° ¡z\:\\&9(u) J\\
oo

Por lo tanto podemos suponer que u e L1(0,b) es tal que ‘9 (u) é. C:a (0,1)).

Sea. v(z) - A(DI(‘-P(u))). Entonces v e CO(O,b) pues A ee continua. y

A(0) a 0. Sea.vke. C? (O,'b) una sucesión que converge a v uniformemente en

L o,b] y tal que \l vk“ oo 5 u v“ elD.Llamemos

I —1

pko) - SOA (vkxa) de

Entonces pki C1(LO','b]),A(Dz(pk))€ 0:) (0,'b), pk(0) a O. Por lo tanto,

-1
hk(x) HP (pk)(z)é= 13(0.)

y u hkll 0° L- c independiente de k. Veamos que hk -5u pp, con lo cual

1
también converge en L (0,13) y habremoa completado 1a. demostración.

Comovk(x) Avh) uniformementeen[0,b] , A-l(vk(x)) A, A-1(v(x)) - DIO?(un

uniformemente en [0,b], de donde
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I

pk(z>=í A‘Hvkxsm ¿»í nxw<u))(s)as - K?(um) neiom].O 0

Por lo tanto

hk(z) a W-l(pk)(z) ñuh) F z ¿[0,‘bl.

OBSERVACIÓN

Si en la definición del operador Cl se imponen condiciones de contor

no de tipo Dirichlet o de tipo Neumann el conjunto D(CL) sigue siendo den

1
so en L (O,b).

En efecto, ai
1 1 l

Ma) {u <-.L (o,b)/ W(u) e w’ (mb),
1,1

A(D¡(*-?(u))) e. W (0,12) y

A(DI(\P(u)))\¡_O" MD!“ (u)))\xsb ' o}

entonces DCCL)- L1(0,b) y la demostración es 1a que acabamos de dar.

Si

n(o_) .{ u ¿L1(O,b)/ x9(u) e W1’1(O,b), up (u)(0) . LP(u)('b) . o

y A<n¡(\9(u))) c-. :«1'1<o,b)j

"117011005NQ.) a L1(O,'b). La demostración se reduce a probar que si

u ¿Ll(_0,b) es tal que LP(u) 6. 0:, (0,1)) entonces existe una sucesión

h en 13(0.) tal que hn .2, u en L1(0,b), tal como se demostró antes.n
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Sea.v = ¿(DX(\P(u))), entonces v e CO(O,b). Sea vn e. 0:0 (O,b) tal que

vn -5 v uniformemente en [0,b]. Comola función

1-1
1(I)=(A(V)dfln o n

no satisface, en general la condioión 1n(b) = 0 necesaria. para que “P-lfln)

pertenezca. al dominio de O. , no podemos repetir la. demostración que hicimos

cuando los datos de contorno eran mixtos. Supongamosentonces que existe una.

sucesión (kn) c R tal que

b-1
SA (v-k)d_x=0 Inem.o n n

x _l _1

pn(1) =ío A (vn - kn) d! y hn = “P (pn),

entonces hne D(0,) pues pn = \P (hn)€_ Coo([0,'ol) , p'n(0) -- 0 , pn(b) a 0

y unzwhnm = vn - kne c°°(co,b1).

Veamosque hn ->u en L1(O','b). Para. ésto supongamos probado que kn m) 0

(ná oo). Comovn -—)v uniformemente en [0,13], vn - ku también converge unifor

mementea. v en [0,b]. Por lo tanto,

-1 -1
A (V -k )—> A (V) -D(“P(u)) (In->09).n n x

D0¡Allí que P1,1 uniformementey por lo tanto también

hn —}u uniformemente en [0,b].

Veamos entonces que necesariamente ¡cn-5 0 (n—)oo). Probaremos que (kn)



480

está acotada y que 0 es su único punto de acumulación. 'Tnefecto,

a) ¡k l S llv ll F ns IN, pues si nor ejemplo,fuera k > “v ü se ten
n n co n n cn

dria. v - k < 0, de donden n

b l

0 =í A (v - k ) dx ( 0O n n

absurdo. Análogamente se ve que no puede ser kn< - llvn“ clo.

Comovn —-‘,vuniformemente en L0,b], de a.) se sigue que existe una. cons

tante c > o tal que lkn\ s o J: nem.

b) Si para. una. subeucesión kn se sigue que kn -é k (j-‘e oo) entonces k = O.
:i J

En efecto, se tiene

vn - kn —) v - k uniformemente enL0,b], por lo tanto
J' :i

b l b 1

0=(A(v -k)d1—-)íA(v-k)d1n, n,
O J J 0

b b

Como í A-1(v) dx = r DIU? (u)) dx - 0, y A-l es estrictamente creciente,0 0

se sigue que debe ser k = 0.

Por lo tanto 0 es el único punto de acumulación de la. sucesión (kn),

Veamos entonces que para. todo n e (Nexiste ll:ne. ¡R tal que

b

í A-1(v-k)dx=0.o n n
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?Tnefecto, consideremos la. aplicación L: lR-HRdada. por

b 1

L(k)=[ A (v -k)dxo n

- . -1 . . . .
¿untonces L es continua. ya. que A y la 1ntegrac16n lo son. Ademas ya. VlmOS

que

k)\lvn|\oo e) L(k)< 0

k < - hvn“ 00:) L(k) > o,

Por lo tanto existe kne a tal que L(kn) = o.

PRÓPCSICICN 3

Sean B,\-P: ISI-HRfunciones continuas estrictamente crecientes tales que

existen constantes Xo, X1 ) 0 tales que lB(p)\ >, A olpl,lp\-> oo, I\P(x)\ >,>\1\xl,

\x\-)oo. Sea. G: lR-MRuna función continua tal que si P'.(x) = sup \G(s)\, en
\s\ 4 ¡xl‘

tonces H x --)'\(,'lxl-) a) . Sea. b > 0 y supongamosque ‘x< xoxl/b . Sea.\I\

mo.) -\¿u “Raw/Wu) eï-I1’1(o,b),( wawum +c(u>)e wl'l<o,b>,

muxo) - o , <magma») + c(u) xb) - o}.

Sea. Qu . - D!( B(DI(LP(u))) + G(u) ) , uG. D(O_).

Entonces au es m-acretivo en L1(O,b).

DEMOSTRACIÜN

Sea A(u,p) = B(p) + G(kP-1(u)). Entonces A está. en las condiciones
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de la. Preposición 1 de la. Sección 1 de este Capitulo y por lo tanto a. u es

1
acretivo en L (O,b). Por lo tanto sólo hav que probar que existe un Á) 0

tal que cualquiera sea. ge L1(O,b) existe ue D(Ó.) con

x u —nx< 303x09 (um + c<u) ) - g

puesuuu); Drupal)» - - n; muy (um +COP-1(«Num ) 

a - D4 B<nx(np(u))) + c<u> >.

La demoatración de este hecho es análoga. a la de la. Proposición 1 de

esta. Sección. En este caso hay que hallar un punto fijo del operador inte

gral

x b

Tu(x).w '1“ 3'1 í (g -xu) dz - G(u)(s) a.0 s

Con las hipótesis sobre 13,“? y G que tenemos se puede hallar una. bola.

K en C([0,b]) tal que T(K) C K y T‘K es completamente continuo. Para. ¡sto

se usa. el hecho de que

+ co (1-) + 0°)

BCP (1)) -)\bx - (Bign0(1)) M(I) —> íb L - 00 (1-)- 00)

X
Veamosque si >‘ o 1 - Y: ) >\ , ésto es cierto.

"bz b
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Si x es suficientemente grande

X

B(\P(I))—>\bx—m(x)>/[>‘° 1 “Vo-MQ) 1bb x

o X1 WL
que tiendo a. + oocuando 1-)+ mya que Mng ¿WL y x < - _

l“ b2 b

Análogamente, si I os suficientemente chioo

B(W(I)\ - Ábz+M(x)a -( -Á‘bh‘.. 15(1))eb b

X

s -(%° 1 ->xb-1(_‘l)\x\b \I|

que tiendo a. - mcuando x ->+ oo .
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SBCCION 3

En esta sección probaremos que si a las hipótesis del Teorema l le

agregamos que “9-1: ¡Ei-HRsea continua Lipschitz, 1a. solución obtenida en

2 2
la Sección 2 es una solución fuerte, más aun veremos que ute. LL°°(0,T;L (0,b)).

De acuerdo con los resultados generales de la teoría abstracta ( ver

el punto iii) del Teoremade regularidad del Capítulo I ), bastará ver- que

2 2 . .
ute. LLoc(0,'I';L (O,b)) para deducir inmediatamente que

u('c) e MCL) pp t,

ut(t) + au (t) - 0 pp t.

Probaremos entonces el siguiente Teorema:

TEOREMA 2

Sean AA?z ¡Pl-HRfunciones continuas, estrictamente crecientes con

¿(0) - kP(O) a O y tales que W-la lR-yIRsea continua Lipschitz y exista

una constante c ) 0 tal que \A(p)\>, o\p\ cuando \p\ :7 o . Entonces,

dado un intervalo (0,'b) y una función noe L1(0,b) existe una única fun

ción ue. C([0,T];L1(0,‘b)) tal que

2 2
a) ut e. LLoc(O,T;L(o,b)),

b) ‘9(u) E,Hl(0,‘b) en la variable z, pp t y k-P(u)(0,t) - 0 pp t,
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o) A(Dx(\P(u)))& Hl(0,b) en la. variable x, pp t y ¿(DIM (u)))('b,t) . o pp t,

a) ut - DI(A(DI(\9(u)))) pp (m),

b

e) lim S I u(x,t) —uo(z)l dz a 0.t-‘70 o

Ademásse tiene la siguiente estimación: para cada E.) 0, existe una

constante cE’ tal que

T b

supees fue“ 4’01)“ 21 + S í t4+a u: dx dt s °a T u u° “ 21 + Ca T4+;}D)o s t s T H (OCU) 0 ° L

donde c¿ depende únicamente de a , b,A y de la constante de Lipsohitz

para q’-1 .

Para la demostración necesitaremos 2 Lemasprevios.

LENA 1

Sea 13(3) Jl u e Wl’l(0,‘b)/ A(ux)e. W1’1(0,‘b), u(o) a A(ux)(‘b) - o}

y Bu = - DI(A(uI)) para 11€.D(E) . Sabemos que B es m-acretivo en

L1(O,b) si A está en las condiciones del Teorema 2. Consideremos la res
2

tricoión de B a L (O,b) es decir, a1 operador B definido comoantes pero

con dominio

13(3).‘¿u e Hl(0,b)/ ¿(me H1(0,b), 11(0). A(ux)(b) . o}! c ¿(0,13)
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B considerado comooperador en este dominio tiene valores en L2(O,b). Volve

remos a. llamar a. este operador B por abuso de notación. Se tiene,

a.) B es monótono muimal en L2(O,b),

b) Sea j una. función convexa, no negativa. tal que j(0) a 0 y tal que j' :- A

y sea. b 1

I j(u ) a; si ue H (0,13), j(u )e L1(O,b) y u(0) . oo X I
"{“(u) =

+oo si no

Entonces B .9"? .

DEMOSTRACICN

a) i) B es monótono. En efecto, sean u,v ¿13(3)

b b

g (un) - B(v>)(u- v) - - í nx<un!) - mz) ><u- v) 0 0

‘b 'b

-í ( Mu!) - A(vx) ) (uI - v1) dx - ( Mu!) - MV!) ) (u - v) \ >, o0 0

pues los terminos integrados son nulos por las condiciones de contorno y

1a. integral es no negativa. pues el integrando lo es por ser A creciente.

2 1
ii) B es monótono muimal. En efecto, sabemos que para cada. f e. L (0,1)) C. L (0,1))



existe u ew1’1(o,b) tal que A(ux)é wl’1(o,b), u(0) a A(ux)(b) = o y

u ->\DI(A(ux)) - r

por lo tanto
u-f

DI(A(uI)) - e L2(O,'b)

ya. que ue C1(L0,b1) y por lo tanto u ¿13(3) y

u+ =f

¡Llamaremosfo - ( I + A B )-1 f = u , es decir Jx es la. resol

vente del operador monótcno maximal B.

Nuevamentepor abuso de notación llamaremos también J x a. la resol

ventc de B comooperador m-acretivo en L1(0,b).

'b) es conveza,pues j lo es. + oopuespor ejemplo si ue. C? (0,'b)

entonces W(u) < oo. Por lo tanto r3“? , el Bubdiferenoial de NY , es un

operador monótono. Además B GQ’Y , en efecto, debemos ver que D(B)c DOY)

donde

MW) = {ueMM/Wm ,49;k

y que Bue. 9‘? (u) para toda u'e D(B). Esto es equivalente a ver que

D(B)c. MW) y que si u e D(B) => Bu e. O'ï/(u). Sea. entonces ue-_D(B),

1
con lo cuál u e Hl(O,b) y 11(0) - 0, veamos que j(ux) e'; L (0,b).



56c

u

Mu!) = í Ms) ds0

comoue. D(B) =) 111€.C(Ï0,b]) y por lo tanto j(ux) e Loo(0,13); L1(0,b).

Veamosentonces que si u e. D(B) entonces Bu ¿9‘Y(u). Sea.ve D(W),

bb

wm-wm- Í ¿(g-jm!) >, í un!)(vi-u)0 0
I

pues j es convexa.y j' - A. Integrando por partes se tiene

b b

¿(111)(v - u)\0 - ío Drum!» (v - u) . (Bu,v - u)L2(o,b)

pues los términos integrados son nulos por estar u en D(B) y v en D(Y).

Por lo tanto Bue 0W(u) .

ComoB es monótono muimal, '3"? es monótono y B C 9’? , se tiene

13-9"? .

L‘EÏMA 2

Existe una. constante o > O tal que

2 b

u uxllL2 (0,13) (- o {o j(uz) dx + o F ue D(W)



DE!.'.OSTRACION

Sea r) O tal que ¡11), r ¿AM-IM), clI\ . Sea I >,21-, entonces

z r x z

j(x)=-S A(s)ds=í A(s)ds+í ¿(3) ds)J Me) ds >,O O r r

x
),c sds=g(z2-r2)>/312.

r 2

Análogamente, si I < -2r, j(1)>, E 12, de donde

b
2 2

Jluxl dx: \ux\ dx +í \ux\ ix éL
0 [tng - 2r] Du; > 211

b

é 4r2b + c g j(uz) dx.0

Pasamos ahora a la demostración del Teorema 2. Esto se hará en varios

pasos. Primero supondremos que uo y K? son regulares y obtendremos el re

sultado deseado, a saber que u, solución por discretización resulta ser

una solución filerte. Esto es relativamente sencillo pero las estimaciones

que nos permiten concluir rápidamente que u es solución fuerte no se mantie

nen al cambiar LP o no por funciones menos regulares que lo supuesto ini

cialmente. Por lo tanto se busca obtener la estimación (D).del enunciado

ya que esta permitirá aproximar, primero \? , por funciones regulares W n
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con constantes de Lipsohitz para “P n uniformemente acotadas,y por lo

tanto las aproximantes un satisfarán la estimación (D) con constantes in

dependientes de n. Por último aproximaremos el dato uoe. L1 por funciones
n oo l , .

noe Co , como ll nou L1 estaran uniformemente acotadas, nuevamente las

aproximantes un satisfarán 1a desigualdad (D) con constantes independien

tes de n. Esto nos permitirá concluir lo enunciado.

. 1 1
1.- Demostración del Teorema 2 cuando We C y uo e C ([0,b]). uo(0) a O.

Sea B e]. operador monótono maximal del Inma l. Sea B X 1a aproximan

te de Yosida de B, a saber

A
Bx 

2
donde Jx fue introducida en el Lema l. ComoJx es no expansiva en L por

la monotonía de B, es decir

tlJf-Jgkl24\\f-g\\2 vfgeL2(0b)
x A L L ’ , ,

2
ee tiene que B)‘ es un operador con dominio L (0,b), Lipsohitziuo con

constante de Lipschitz 2/>‘ .

Como noe LCD, sabemos que 1a solución por discretización que

queremosprobar que ee solución fuerte, u(x,t) satisface
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“ u(x,t)\l Loc((O,b)I(O,T)) s \\ uo\\ Loo(o,b)

Por lo tanto podemosmodificar W fuera del intervalo ï- \lu°\\ I“oo, \\ no“ Len)
1

sin afectar a la solución u. Comosuponemos queW es C , podemos entonces

suponer que W ' s M. Por lo tanto el Operador B >‘o“p resulta. Lipsohitziaao

en L2. Por lo tanto el problema.

Í Dtux + BXWNuA) = O(PX)
luA(O) a uo

tiene una.única. solución absolutamente continua. u) para. cada, función

nos. 1.2 (o,b), con DtuAG. L2(0,T;L2(O,b)). ([6])

Probaremosque existe una sucesión Xn-)0 tal que si u es la. solu

. . . _ __\

ción por dlscretlzaouSn, u(t) Sa(t)uo entonces Dtukn Dtu en
2 2

L (O,T¡L (0,19)) oon lo cual ol Teorema.estará. demostrado on este oaso.

Más aún, habremos probado que ute; L2(O,T;L2(O,'b)).

Veamosprimero que 11x“) —)u(t) en C([O,T];L1(0,'b)) ouandoX-)O.

En efecto, son O‘Xu = 3):? (u) donde en este caso por Bx entenderomos la.

aproximanto de Yosida. del operador m-acrotivo en L1(0,b), B.

Veremosque ax es m-acretivo on L1(O,b). A continuación probaremos

quo si

‘A -1 -1
H¿=(I+&Q.X) , H¿-(I+b0.) ,
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entonces

H: r ->th en L1(O,b) v f e. L1(O,b) (A9 o).

De acuerdo con el Teorema.de Perturbación del Capítulo I, tendremos que

1

says»:o +8Q(t)uo en c(to,T],L(o,b)) (Ho).

ComoQA es acretivo en L1(O,b) no puede haber dos soluciones por

discretizaoión del problema. (PX) en C(Y_O,T];L1(0,b)) y por lo tanto se
1

tiene que u)‘(t) ==Sa (1:)uo e u(t) en C(ÍO,T];L (0,13)).
Á

Veamosentonces primero que (lx es acretivo.

a) B Á es acretivo en Llpues B lo es. En efecto, debemos ver que

_ V ( _. v + n .... v n V

y sabemos que

1
\\ JAu-JÁVHLI .¿“u-vHL1 #u,veL

pues B es aoretivo en L1. Por lo tanto

[lu - v +¿(BAu - va)“ L1-“u - v +&(u - v) +%(J>u —Jxv)“ L1 >’

z (1 +6/x)“u-y\\L1 - (¿/x)“ un- JAH L1>/

7,(1+5/X)Ílu-VIIL1 - (¿/ÁMIu-VHLI n ¡lu-vuLl
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b) 3%acretivo implica que BXo W es aoretivo pues W es estrictamente

creciente . En efecto,

[u-v,B¡w<u>-BA\9(v)]+ —

(11%)¿Mm signowu)¿wn J hwu) —B;9<v)\>,oH (u)Mm mu) me):

1
c) BA° “9 es m-acretivo. En efecto, existe E.> 0/ si f é. L existe

u e L1 tal que

u +& BÁ‘Q(u) :- f

pues si O< E < (ZM/kr]; entonces el operador

Tu a r - a BA“)(u)

1
es una. contracción estricta. en L1 ( oon dominio L ) y por lo tanto tiene

un punto fijo que ee la solución buscada. En efecto,

u rm - Tvll L1 -¿l\ 3):? (u) .. agb)“ L1 I.- (2&/>\)uUz (u) - K9(v)l| L1 ‘4‘

a (2M¿/,\)u u —v\\L1

y por la. elección de b resulta. (2M&/>s) < 1.

Por lo tanto Q es m-acretivo en L1(O,'b).
A

Veamosque para toda. f é: L1(O,b) se tiene

11:1?—)H¿ f on L1(O,b) (neo).
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2 2 l
Supongamos que f G. L , sabemos que entonces HE.f = v e L ,W (v) e. C ,

¡“DIU-Ñ> e H1, es decir,\Q (v) e D(B) comooperador en L2 y por lo tanto

2

13ka (v) ->B Wv) en L (0,13) (>30)

([6]).
x

s- H f , entonces
X E.

Llamamos v

un- vulsllv): v ¿399 (vx)—a EN (v)“l ‘=

¿“K -v H;wa (vx)4,3% (v)L\1 +14wa (v) .439 (v)“1=

= “f- ful +6“wa (v) - BW (v)u 1 Í: o WBCP (v) - BW (v)“2

y por lo tanto VX—)v en L1 .

Sea ahora f en L1 y sea. (fn) C. L2 tal que fn -)f en L1 (n yoo ),

entonces

x X X x LllHer-Htfuls“H¿f-Hefn\,\1+“Earn-Hefn\\l+l\H¿fn-H¿f“l

X

SZKfn- rul + u HEfn-HE fn\\1

Se tiene entonces para no suficientemente grande

“fo-H f“ s % +l\fo -H r l\ < 2B siXessufioien
i É 1 é no 6 no 1

temente chico.



63o

Por lo tanto ya. sabemos que ux -) u en C(Y_O,T];L1(O,b)) (\ é 0).

En consecuencia. si probamos que existe una constante c ) 0 tal que

llDuH 2 L
t A L (O,T;L2(O,b)) " 9. x >‘ > 0’

tendremos que

2 2
Dtu e L (o,T;L (O,b))

y habremos concluido la demostración en este caso.

2

Sea. “VA(u) a “V (JAu) + (X/ 2)“ BÁu“L2 , donde“?(u) es la.

funcional convexa introducida. en el Lema,1, se sigue entonces quegwx- IBx

([6]).

nt w) (w(13(0)) - (meugtm, DtKP(u,\(t)))L2 

- ( 3,39(uw), ue«Hum uta”) >L2

- - ( DtuAh), no'(uA(t)) Dtugt) )L2 s

2

s —ell Dtu >(t)\\ L2 ,

donde e > O es tal que xp ' >l 9 ( que existe pues kP-l es continua.

Lipschitz ). Por lo tanto,
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t t
2

(o ntwkwugsm as “sí0 u n‘tuxn2 e o , de donde

T

muuuy)» +9! untuxuj e «¿wagon -WA(\P(uo))s0

IP “9000.10”-o(oo

ya que W) (VHW (v) V 7€ DH“) ([6]) y L(’(uoh’: D(\Y) pues
1

(noe. c [0,b]),‘u°(0) - o y por lo tanto wuo) ¿01(Lo,b3), xP(u°)(o) . o.

De aquí que, VOS t S T

T 2

“num A(tm +9 go “Dtuxh2 5 o

2 2
y esta última desigualdad implica que Dtu e L (0,'I‘;L (0,b)) pues existe

2 2 2 2
una sucesión x n -)o y una función w e. L (0,'I‘;L (o,b)) con D w e L (0,T;L (0,b))t

2 2
tales que uk -) w en L (0,T;L (0,b)). Por lo tanto w - u y se tie

n
ne lo deseado.

Sin embargo comoqueremos obtener este resultado para W y no en con

diciones más generales trataremos de obtener estimaciones que no dependan

de esta regularidad.

Sabemos que

supess WA(\-P(u)\(t))) e o VX>O.
0 É‘té'r
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Veamos que ésto implica.

supess ll JXLP (uA(t))“ H1 é oOízti'r
12x>0

En efecto,

Mmmm» -“P(J¡\P(Hum +(x/ 2) n Bye (Hum: e o

Por lo tanto ,

Nm” (amm s o v cuál0‘:tsT

Por el Lema 2

u1a!ka(amm; wapo (Hum + o s o,

comowa (uÁ = O,se tiene

(1) “JÁW(uA(t))“H1é c, o<>u.—1,ostsT.

Por otro lado, como

T 2

go untuxu 2 4 o,

se sigue quo K IJ.>‘(‘1:)Ïxes oquícontinuo deLO,TXa L2(O,‘b) pues



t+h

ux(t+h) —ux(t) a {t DtuA(s) ds , de donde

2 t+h 2

\ux(t+h)-u)‘ (t)\ 5 h gt \Dtu>‘(s)\ ds

b 2 T 2

y entonces, {Ju ¡(t+‘n) -u)(t)\ dx s h {o llDtukn2 «¿- ch.

ComoL9 es Lipschitzima y J)‘ es no expansiva, se sigue que tam

bién el conjunto SiJÁW(u) es equicontinuo de[0,T] a. L2(O,b).

Además, por (1) sabemos que la. imagen de cada. punto t ¿[0,T] es precom

pacta. en L2(0,b) y por lo tanto de acuerdo con el Teorema de Ascoli se

2
tiene quemste conjunto es precompacto en C([O,T];L (0,13)). Como

T 2- 2 T 2

g “Mmm-JM (amm? - x í unxxo(u,<t))u2s0 0

2 2

se sig-ue que a L9 (u¡(t))g es precompacto en L (0,T;L (0,'b)). A1 ser

W -1 continua Lipschitz , también 31uA resulta precompactoen
2 2

L (O,T;L (O,b)).

Sean entonces X n -)0 y v e; L2(O,T;L2(O,'b)) tales que

ux —) v
n

W (“x ) ‘Ókp (v)
n

Dtux ¿Dv
n t
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2 1

en L2(O,T;L (0,'b)). Como ux—)u en C([O,T];L (O,b)), se sigue que v = u

y los dos primeros límites son en C([0,T};L1(O,b)).

A1 ser

T
2

(ouwugm-w (uxum2 s cx

a. tiene que ¿rx x0 (uA (m ..> ‘P(u(t)) en L2(0,T;L2(0,b)), yporn n

lo tanto hay una. eubsuoesión X tal que

JK, kP (uX (t)) —>\9(u(t)) en L2(o,b) pp t.
ná "k

Como ll J>‘\D (ux(t))l{ H1 s c , se-sigue que W(u(t))e. H1(0,'b) pp t

y Jx w (uX (w) Aman» en H1(0,b) ppt.
h h

Veamos que de aquí se deduce que

T b T b

aupees tk+3ll\P(u(t))|l :1 + S í tk+3 ui stas r ¿”14? (u(t))2 + oTk+3Oá”t51? 0 0 0 O

-1 _
donde Z = 9 es la constante de Lipschitz de “9 1. En efecto,

T b 2 T b

e (o lo tk+3(Dtu>‘) é ío (o ¿(+3 LP'NAthu). )2 '
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T b k+3

, - (o Jo t ntxp(uxunrawxouuxun) 

T T 
k+3 I. k 3

“got ntwgwugtm "se Dtp‘“ wxmugwn] +
T

um) gotmvgwugm -- en“ WA(*P(u¿(T)))+

k T “w x9 4 “3 «v w >
+(+3) Sot A< (mm - -.T A (“un +

T b k+2

+(k+3)íí t wummx (wumm0 0

ya que'ïa(0) a 0 y “#&es convexa, por lo tanto so tiene

b

- ¿(«num 43(0) - “YA(ke(Hum ¿(o QW¿(W(u¡(t)))(-\P(u¿(t)))
b

osdecir, “¿Mmmm S rawáwuwm w (u,\(t)>0

Por lo tanto

2
b T b

k+3 k+3 k+2

9 [o [ot (ntuA) s -T «wwugm» + (mango[o t wuwnntufl

Usaremosla siguiente desigualdad:
2 2

ab 5 a +
NIH



69.

°°n a = (k+3) town/2.. ‘9 (u x(t)) e '1/2

b _ t(k+3)/2 Dtux“) e 1/2

se tiene entonces,

T b
k+3 2 k+3

e (o [o t (ntuxun e -T «vxuwugmn +

T b T b

+9_ g í tk+3 (Du (*c))2 “¿tí í ¿”14’01 (t))22 o o t >‘ 0 0 A

de donde,

T b T b
k+3 k+3 2 k+1 2

T wmu (wm 9 í t (n (m s z í t mu (w)A A + 2 So o tu)‘ c (o o Á

Observando que se podría. haber integrado entre O y t para cualquier t s T,

se ve que

T b T b
k+3 k+3 2 k+1 2

s t (x901 (t))) 9 5 t (nu) s r í t \0( )OuSPtS‘I‘ WA x +2 ío o t)‘ c So o u)

ComoW(u ¡(tn -)‘P(u(t)) en L2(0,T;L2(O,‘b)), se sigue que

T b T b

limsup tkÚW (k9(ul\(t))) +8_ limsup í Í tk+3 (D<l=u\)23'.- oLï í tk+1kp(u)2x a, o A 2 x ->o o o ' o o

2
Como DtuX-A Dtu en L2(0,T¡L (0,b)) se tiene
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T b

( í tk+3 (Dtu)2 e limsup í ( tk+3 (DtuA)2o o >‘ -> o o o

Recordemos que

2

«¿(wugtm =Y(J;9(u>‘(t))) +2.llBQP(u>‘(t))\\2

Se tiene entonces,

T b T b

limsup tk+3AP(J>\\P(uk +Q I í tk+3 ui í CLS í tk+1 \?(u)2>\ -)0 2 o o o o

2

Como H JÁW (uA(t))\\ H1 é o WMA“) (uA(t))) + c , se sigue

'b'I‘ T b

limsup tk+3UJA\Q(u>‘(t))\\ 21 +9_ i í tk+3 ui s ong Í ¿“wolf + o tk+3A > o H 2 o o o o

—

Como JX Q (uk (t)‘ AW (u(1:)) en H1(O,‘b), pp t y para una sucesiónxh 270,h h

T b T b

tha“ K?(u(t))|| 21 +92 g Í tk+3 ui S otí Í tk+1 W (u)2 + c 'I‘k+3H 2 0 0 O 0

Observemos que las constantes .0 del 2° miembro sólo dependen de A(p) y b y

nodeWodeuo.

T b k+1 2
Estimemoa t Kp(u) en términos de \l u \\ 1 .

o o ° L
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b b

Como ‘P(u)2 é c D (u) 2
(o ío l xk? ‘

pues:thuxhw -> Wuun anal ppt, yJXQ(u)gt))(0)=0,

basta estimar
T b

g í tmk ng? (u>\2O O

Ahora bien,

b 2 b b

í \n¡wu>\ s c j ¿(Dzwun + o s c S nxwuuwxwun + o0 0 0

pues como A es creciente, A(0) a O , se sigue que j(1)5. z A(x). Por lo

tanto,

b 2 b b

{omqu s c-c Sowunzuwxmun)-o-c {owunt

De.aquí que,

íbtk*1\Dz\?(u>\2s OTk+2-c íTíbtk+1W(u)ut .0 0 0 0

Tbk2 k
ncT+ -cíJ t+1Dti(u)oo

z

donde Q (x) - í k«P(SI)da0
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Por lo tanto,

T b k+1 2 k+2

(oíot IDIKHu)‘e cT -cí
T b

Í Dt(_tk” Í (u) ) +0 0

T b k k+2 T b k

+c j t Ï(u)5cT +cíítu‘9(u)0 0 0 0

yaque b

-j Tk+l É (u('I‘)) L- 0 pues éh) >, 0 para. todo x, y ade0

más &(x)1— x “o (z).

4+2¿ 4+2a 2¡qAhora bien, si p a
4 +'¿ a 2 + é

b | xP u u“ 1"
SouLP(u)5|ullpH (u)uq- c u 1 llunz nLP(u)uq

por la desigualdad do Sobolev, ya. que

El último miembro es menor o igual que

_ ¡- d 
c ¿"nuu: uwum É dllj‘Nu)“q ¿- c z ‘n ulll u Wu)“: °‘

pues q ) 2. Ahora bion, como

muxx) . ng? (una) de ppz0
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b

“'P (“MIN S ¡1/2(í le‘?(u)(s)‘2 (15)1/2C

y por lo tanto, HW (u)“ qé c DI‘Q 2

Se tiene entonces

T ‘b T

tkuw(u)s ci“tkl|und n DW(u)H2-4 s
o o o 1 J: 2

T

4 o ¿‘u nou“1 go tk “131mm :'°‘ 
T

. o ¿"(TV2 u non“1 ) ( T‘°‘/2 í tk n nxxo(um 3'“ )0

pues sabemos que para. todo t > 0, ll u(z,‘t)l\ 1 é no“ 1 .

2
Usaremos la siguiente desigualdad de Youngcon r - y s n

2a¡¿ JLIDJ

a. sabor,

Tenemos,

'I‘ b T 2/2-4

S í tk uWu) e o(z)THuollÏ + ¿ T'(°‘/2'°‘)( í tkn DIH?(u)ll 2'“) eo o 2 o

T

5c(z)TnuouÏ + 1 T"(°(/2'd‘) T(2/2"°‘)("‘/2 ) g tZk/Z'ÁHDIW(11)“: 2

T b

.o(z)T n uOHÏ + l tk+1 D2?(u)\22 o o
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2ksi k=l+&. conlocuál -k+1.Porlotanto,2-4

T ‘o

( É ¿“1| DXU}(u)\2 5 c Tkïzok) Tn u°\\Ï e -° Thí °(‘) T“ uo“ Ï0 0

de donde se deduce (D) en este caso.

2.- Demostración del Teorema.en el caso general.

oo
Supongamos 'que uoe C'o pero que k? es como en el enunciado del

Teorema. Sea/B - “9-1 , entonces {5 z ¡Ii-NRes continua Lipschitz. Sea.

(¿cms (/5 *<’e)(1)+&x+o¿

donde(¿(1) a ¿“1 €(x/¿),(>&C:°(R), r2a o , S Q - 1, Bop(CL-1,11,

y c¿ es una constante tal que Ft (0) a 0.

Entonces PEG- Coo 3 E y además las constantes de Lipschitz de las

funciones [5€ están uniformemente acotadas por (I + 1 ) si E; é 1, donde

‘C es la. constante de Lipechitz de [a . Además[’E —-)/; uniformemente so

bre compactos pues/5 es continua. i

Como [ot ' >, a pues k(’¿) es creciente pues [5 lo es y f es no no

gativa, se sigue que Wa= (a: -1 e Cl con inversa. Lipschitz. Por lo tanto
si

a¿u - - nxuwxwgum
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con el dominiocorrespondiente, se tiene que u¿(t) = SQ(t)u° satisfaceL

T b

g tk+3 {D u¿)240(c) Tu u l! 2 +- c Tk+3o o t o 1

e!

9+1supesa tk” u ue (u (maz +
g l: 1OS tS'T H

con c independiente de a .

1

Veamosque u¿(t) --> Softïuo en C([O,T];L (O,'b)) cuandotñO. En

efecto, nueVamentepor el Teorema de Perturbación del Capítulo I, basta.

ver que si

h. -l -1
HX:(I HX'(1+)NQ.)9

entonces para toda. f6. L1(O,b) se tiene

1
air --> Ex f (e +0) en L (0,1)).

Supongamosprimero que f fi. Lm(0,'b), sabemos entonces ( ver la. Obser

vación 3 de la. Sección 2 de este capítulo ). que si

vh- XDI(A(D¡(“P¿(V¿)))) ' f

v - XDI(A(DI(\P(v)))) = f

entonces VE , v é Loo(0,b).

Sea. vt - N?¿(vt) , w - WH). se tiene,
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/5¿ (wt) ’ ¡DI(A(DIWE)) ' f

¡sm —Anxuwxm = r

Por lo tanto,

NQ) 734w) - xnxmnxwg) + xnxmnzm - p (w)-/'=¿(v).

Como w¿=L-Q¿(/a¿(ï¿)) ,v=“9¿(/’>¿(ï)) y -n¡u<nx(q>b<u)>>)

es acretivo en Ll(0,b),

Il/5¿(w¿)-[‘>¿(W)NL1S“/5(ï)-/‘ñ¿(ï)|lL1 —>o

pues w es acotada y/B¿->/S uniformemente sobre compactos. Se tiene

\\ ve - vung |\ ve - /b¿(w)l\L1 + ll/&¿(w)- leLl

Según probamos antes, v¿ - /':¿(w) n/BE (we) —/>¿ (w) -)0 en L1(o,'b),

oomo /5¿(W) - v = /‘>¿ (w) - /’a (w) --) 0 en L1(C,'b), ee sig-ue que

v¿ —)v en L1(O,'b).

l
Como H: y Ex son contracciones en L , y LCDes denso en L1, se

sigue que
e . 1 1.HAf-—)hxf enL vreL,

y la deducción oe análoga a la. que ee hizo anteriormente cuando aplicamos



ol Teorema de Portur'bación.

Vimos que u satisface 1a desigualdad (D).

Soa t tal que ll qt (u¿(t))\l H1 4 c ( ésto sucede para casi todo\

t si tomamosuna. sucesión é.n --) 0 on lugar de considerar todo E>O ). Enton

ces existe una sucesión ¿n —)0 y un wG.H1(0,b) tales que

L0¿n(utn(t))->w en al y wenuínun —>wen L2.

Se tiene ,

u utnu) - W'1(w)uL1s t\¡a¿n<x9¿n<u¿n<t>>> —fi¿n(w>\\L1 +

+II/’a¿m(w)-/b(w)|IL1 s clHPt (u¿ (tn-wn 1 +n n L

+ “¡se (xa-¡»mu 1n ‘ L

-)0 . Veamosque
Sabemosque ll We (u¿n(t)) - wULl

u/sbnu) _ /5(w)llL1 .50.

Se tiene que /5& (w) --)[|¡(w} en casi todo punto. Ademásn
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\/*¿ (w)-/5(w)\ s 2(r+1)\w\€L1 , pues fat (o)-o y/‘a(O)-0.

Aplicando convergeneia mayorada se tiene lo buscado. Por lo tanto,

uE (t) -> W100 en L1(o,b)
n

Como u¿(t) —-‘>u(t) en L1(O,b) para todo teÏO,T], se tiene que

n wum) a. ¿(om y ku (ue (m A kv(nun ppt enaim»).
n n

Como además

T b k

g Í t +3 (Dtut)2 s cO O

se sigue que

2 2
D u -\ D u en LLOO(O,T;L(0,b)).

Por lo tanto u satisface 1a desigualdad (D), ( con constantes qui

zás un poco más grandes ), ya que si

hn -> h en un espacio de Hilbert H,

entonces

u h\\ 5 liminf u hn n
n-> oo



Para concluir la demostración supongamosahora que nos L1 es cual
. n <3 . . 1

qmera. Sea. (ue); Co una. suceslón que tlende a no en L . Como Sa(t)

es no expansivo para todo t, ss sig-ue que

n 1
Sa(t)u° —> Sa.(t)u° en c(Lo,T],L (0,b)).

Veamosque u s Sa(‘t)uo satisface (D). Con esto habremos demostrado que
- . 1 2 2 ,
W (u(t)) e. H pp t y que Dtu e LIDC(0,T;L (0,19)), oonxlo cual concluye

la. demostración del teorema.

n n
Sea u (t) = Saft)uo , sabemos que

T
k+3 n 2su ess t Hïp(u (t))ll +

p El g

b
k 2 2

Í t +3(Dtun)sc(t)T u u: +°(t)CátáaT 0 o

2 2 n 2 2
y por lo tanto, ute LL°c(O,T;L (0,13)) y Dtu A Dtu en LL°c(O,T;L (0,b)).

Sea t tal .quo ll KP(un(t))\l H1 4 o ( ésto sucede para casiÑ

todo t ). Existe entonces w e H1 y una. subsucesión que volveremos a

llamar un(t) tales que

kP(u“(t)) —\w en nl y LP(un(t))-w en L2.

Entonces,

n u“(t> -_/b(w>n1 = u [3(‘?(un(t))) -¡s (wwl a n u xP(11%)) - wul ao.
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n. donde w .. w (u(t))e al y up(u"(t)) .MP (u(t)) en El.

Por lo tanto u-satisface la desiguladad (D) y con ésto las condicio

nes a),.....,e) del enunciado, ya que por los resultados generales sabemos

que a1 ser u(t) diferenciable comofunción a valores en L1(O,b), se tiene

uCt)e,D(CL), y por lo tanto u satisface las condiciones de contorno. Ade

másestos resultados dicen que u(t) satisface la ecuación diferencial pa

ra casi todo t. El hecho de que W(u(t)) e El se deduce de la desigual

dad (D) pero ademáses consecuencia de que \P(u(t)) e.C1([0,b]) en la va

riable x para casi todo t, por ser A(Dx(\P(u(t))))GL C(ÑO,ÉX)en z, pp t

pues

nxuwzwuunn) - ut e L2<o,b) ppt.

Observemos además, que cuando “P€. Cl y noc. 01(L0,b]) con u°(0) = 0,

se tiene
2 2

uta L (0,T;L (0,13)).
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SECCION A

En esta sección extenderemce los resultados de las secciones anterio

res a los problemas de Dirichlet y de Neumann.

En la Seooión l hemoa demostrado que el operador

Qu--¿um¿wmnn

es aoretivo en L1(O,b) si A,kP :IRQHRson funciones continuas y estricta

mente crecientes, cuando por D(Cl) - dominio de 0., tomamosel conjunto

que corresponde a datos mixtos, de tipo Dirichlet o de tipo Neumann.

En la Sección 2 hemos probado que cuando consideramos datos mixtos

y A y k? satisfacen 1a condición (2.1), entonces CLresulta m-acretivo

en L1(O,b). Tambien probamos que BÏÏÏS = L1(0}b) y que esto vale tanto

para datos de oontcrno mixtos, comode tipo Diriohlet o Neumann.

Veremosahora que en estos dos últimos casos, CLtambién resulta

m-acretivo en L1(O,b), con lo cuál obtenemos un resultado de existencia

de solución por discretización para los problemas

ut = D¡(A(DI(\P(u))))

u(0,t) = u(b,t) = o (P.D.)

u(x,0) = uo(x)
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ut -=DI(A(I>I(\P(u))))

DI(W(u))(o,t) - D¡(\P(u))(b,t) - o (P.N.)

u(x,0) -=u°(x)

para. cada. función uoe. L1(O,'b).

La misma demostración del Teorema 2 ( Sección 3 ), de. como resultado

que la solución por disscretizacíón del problema (P.D.): u(x,t), es solu

ción fuerte y que

2 2
ute. LL°°(0,T;L (0,b))

-l
siempre que k9 : tR-HRsea. continua. Lipsohitz.

Lo único que cambia es 1a definición de la funcional comen. NFpa.

ra la. cuál B a: rá"? . Para el problema (P.D.) debe tomarse

b -( >ax - nl<ob) -( > L1<ob>[(0 JuI Blue-o, 93111€- ywn) 
1 + oo si no

Para. el problema. (P.N.) la demostración no puede ser igual pues

las estimaciones usan fuertemente que la. solución u(x,t) se anula en a1

gán punto x ¿[0,133 para casi todo t. Comoésto no tiene por qué suceder

en este caso, se puede modificar la. demostración si suponemosque el dato
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1
noe L0o(O,b) y no es cualquier función de L (0,b); de esta manera se

obtienen estimaciones que dependen de ¡l uoll y no de ll uollco 1
L (0,13) L (0,13)

que permiten concluir que u(1,t), solución por discretización del problema
-1

(P.N.), es solución fuerte siempre que noe. Leo(0,b) y W : lRélR sea con

tinua Lipsohitz; ademásse tiene

2 2
ute LL°°(O,T;L(0,b))

En este caso

í j(u ) dx si u ¿H1(O,b), j(u )e L1(O,b)o I I

Debemosentonces probar que 0. es m-acretivo cuando se consideran

en su definición datos de contorno de tipo Dirichlet o de tipo Neumann.

Observemos primero, que si bien hemos probado que O. es m-acretivo

cuando

DMJfiuefimwwumefiflmw,Mgwwmefifimw.

Wme=o ongmeMM=og ,

la misma demostración permite concluir que Q»es m-acretivo cuando se

reemplazan las condiciones nulas por dos constantes, a saber



84.

uP(u)(0) . q

A(D¡(kP(u)))(b) -/’=

El operador T para. el cuál buscamosun punto fijo es, en este caso,

'b

m(x)-Q’1[d +jIA-1( P +S (f-Xu)d.z) de0 B

PROPOSIC ION 1

Sean A,\P como en 1a Proposición 1 de la Sección 2 de este Capítulo,

3 1 1,1 1,1
D(O.) = L ue- L (0,b)/ “P (u) e I-I (0,1»), A(D¡(LP(u))) E. W (0,13)

y u(o)=u(b)=o¿,
3

'y Q u = - DI(A(DX(KP(u))))v si ue MQ).

Entonces Qee m-acretivo en L1(O,'b).

DEBEOSTRACION

Sean Mo, f e. L1(0,b).
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De acuerdo con nuestras hipótesis sabemos que para cada oce XR,exis

te uok <-; L1(0,b) tal quoLP(u_()c-.I-:1’1(o,b), A(D1(\.P(u_¿)))&.H1'1(O,b),

¿(0) = 0, A(D¡(\9(u.()))(b) = o< y

A u.‘+ Qu_( - f

Queremos ver que existe ' ok C-.lR tal quo ud(b) a 0, pues ua<será

la. solución que buscamos del problema

Sku+au= f
11.1(0) - u(b) a 0

Consideremoa la aplicación L : ¡IR-HRdefinida. por

L(a<) = u,<(b)

Probaremos que L es una función continua, monótona.creciento y que si

d <-l|fllL1 => L(a<)4 o

°‘ > "Í‘ULI => L(a<)>,0

y con ésto concluirá la demostración.

De acuerdo con lo observado antes.
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b7 b

L(d). uma)=WI [1 ( ac +í (r qu) dz) de]0 s

1
La.aplicación R : tR+L (O,'b), R(c() e u.‘ cs continua y no decre

ciente. De aquí se deduce inmediatamente que L es continua. y no decrecien

te. Es más probaremos

i u u - u u 1 1 \ c4 
. ) ok /* L é X Í.”

11) 4 e [a => uq(x) 4 11(1) src-410,13]./"

En efecto, supongamos que d < /’5 y sea E.> O tal que {5 -v<+ é, ,

b

Xgo \ u‘ - ngtí‘k :1}? + X {Zu/vu;12:3‘

Se tiene,

OS\I u¿-um- {Qufi-Qu‘ a
Lux u/b] Eu_‘> 17,3

= f DI<Magma») - “gun/m) >=
En“) u]P

__ i

a L Magma)» -A(nx(q>(u¡;>)>\’Ii
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donde U (11,11) - [ud > u 1F

. í ' .
Comou.((0) - u/¡(O) = 0, 51 xi,x E. L0,‘b) se nene

ua‘(zi) - u/b(xi) ux(1 ) - u/¿x )

Si zi u "bentonces

¡«(DIM(ud)))(b) c ¿(Dz(t9(u¡,)))(b) - - e

Se tiene entonces,

nz<w(u*(xi))>;¿(mu/¿gm si ¡ie [om

¿(«han e nxwu(¿m si ¿e (om)
{3

Por lo tanto ,

(o eixl<b vi,<Oéxg u‘—u

tu“) 11/33 1 -¿ si xl sbpaxa. algún i.

Por lo tanto debe ser xl < 'b F i, es decir, debe ser uá(b) s u/5('b).
Como además se tiene

ud-u :0. r
S[u_<>u/;3
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se sigue que u°(= up pp en L u‘ > uf] y como ambas funciones son con
tinuas se tiene

u‘(x) 5 3 z €120,13].

De aqui que

h u’(-u/‘lll - y. u/h- u_(
Luá< up]

De acuerdo con lo que vimos antes se tiene

_ i

x nu, ur"l - 2 ¿(mm/9)) - mima») x
Ii

donde U(xi,xi) =\__u_‘<up] y por lo tanto,

So ei111<b ni
qux-Ïsulé . i . .

[EL ai x -bparaa1guni

Recordando que é. -\-( -/>| , ae sigue lo enunciado.

Veamosque si «K- “fill entonces L(d\) s 0. Se tiene

osx u a. r +í n (mmm >)))ju >‘03 í¡zu > o] Lujo)I °‘
iI

. S f + z A(Dx(\9(u*)))\ I.
1
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donde U (11,11) - L 11‘) 0].

Si ¡1,11€ {0,b), entonces

u“(xi) = ud(xl) a 0

Si algüá Xi = b, sabemos que

A(DI(\P(ux)))(b) - oc

Si uq('b) é O se tiene lo que queremos. Si ue‘(b) fuera. > 0, entonces

algún 11 seria 'b y se tendría

oekí 11* sí r +°(é“fl\l+o(<0[1130] [xx-Ro

lo que es absurdo.

Por lo tanto, L(a() = u“(‘b) S O si 0( < - “f Ill .

Análogamente se demuestra. que si ok > Nfll 1 , entonces L(o()> 0.

Con ésto concluye la. demostración de la. Proposición 1.

"PROPOSICION 2

Sean A, MQ como en la. Proposicir‘n 1, sea.

D(Q_) z E u e L1(0,b)/ L9(u)é.‘.-!1’l(0,b), A(Dx(‘9(u))) E. 'vïl’1(0,b)

Dz(‘9(u))(b) - DX(LQ(u))(O). oJL
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y Qu = - DI(A(DI(\P(u)))) si ue D(O._). Entonces, CLee m-acre

1
tivo en L (0,1)).

DEMOSTRAC ION

Siguiendo la idea. de la. demostración anterior, Bea L : [IR-NRdefini

da de la siguiente manera:

'b

Lu) - A0310?(u4)))(o> - í (r Aug ax0

donde 1.1“tes la solución de

S X ufl+ Qu,‘ = f
k9(u‘)(0) = q

) A(n¡(u9(u¿>))(b) = o

Queremos ver que existe 4 e. [R tal que L(a() = O, ¿ya que u resultará..c

la solución de

[ku + Qu = f

1 A(nx(w<u)>)(o>= ¿(DIM (umm - o

que buscamos.

Probaremos que L es una aplicación continua y no creciente y que
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i)L(afl)-‘> -oo (ñ ++oo)

ii) 14004 +oo (a4-)-oo)

En efecto, si R : IR- C([0,b]) está. definida. por R(a() = u°<, resul

ta que R es continua y no decreciente; de donde se deduco inmediatamente quo

L es continua. y no crocionto.

Veamosque ésto es así. Para, ello proba-emos lo siguiente:

Si wo‘ es solución de

j ch‘ + Q xv",s S f
L9(W.,‘)(0) =°<

ïA(DI(W(ï“)))(b) = 0

y WPes solución de

r /”

K0(wpxo) 7»

1110310-9 (170))(13) - 0

(Xw+.Q.w>,f

y si ag (/5 , entonces wd(x) 5 w (z) V x el: 0,131.

En efecto,

osxg ud-“ sí DX(A(DX(\P(w‘)))-A(D(L9(w))))Dan“ I,P] Lu“) WP] P
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i

1:

- Z A(nx<u9(w“))>-A<nz(uo(7,)))
xi

donde U (11,11) c]: w“) WP].

Si xi,zi e (0,'b) 9 w¿(zi) a w (x ) , w411) = w (Ii),P i /"

5' por 1o tanto, DIM (w¿(zi))) >, DIM (ii/419))

DIN(wquim s amm/4:1»)

Si Ii - O a) “Q(w°()(xi)= o‘ < f: = , y ésto.no puedeser

porque w_((zi) >, w (xi) 1Vi.

Por lo tanto, como

A<nx(xo<w_‘<b>)))- mln? (vr/¿wm = o

se sigue que,

Es decir, w s w pp y como sen continuas

w051) e w/Jz) V xe[0,b-L
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Veamos que de aquí se deduce que R es continua. En efecto, sean a< y /‘>

en (Ry supongamos que o<(/5 , entonces sabemos que ud a;- up .

Sea S> 0 tal que ok+2 >/> ysea

ira-“94(4) (a) +%)

Entonces, como wo‘s q2-:I'(‘-9(11°‘)+É ) > “p -109 (RJ) - u“ y

Dx(\0(w,<)) = D¡( W (11*) + S ) - DIN (11,9), se sigue que

Áw_‘+Qw‘->\w_<+Qud=de ->\u* +f > f

1L9(w*)(0) = oa + ï >/sMDIM(una) - a(nx(w(u_\)))<b>a o

Por el principio de comparación anterior ( tomando Wifi: 11/5 ) se sigue que

w“ (x)>, u/s(x) VX ¿[0,b1.

De donde

Wu”)wm) uuu; +8

Como además

u L«(‘ufi

xP (11*) <- KO(up)
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y por lo tanto

Mm“) -‘Q(u/.,)\ si

siempre que lo! -/5\ (S . De aquí que

W (u.‘)- Wupfllm 4 u -¡>.\

y como LP-1 es continua. se sigue lo enunciado.

Por lo tanto sólo falta ver que
—

11(4)-->- oo (d ¿#00)

11(00-)+ 0° (°‘ ->- 0°)

Supongamos que d. ->+ oo. Como la. familia 1 11‘; ¿e IRa es monóto

na.creciente, existe h(x) tal que

h(x) = 11m u‘(x)
ak -)+ oo

Veamosque h é. L1(O,'b). En efecto. si no fuera así, como

'bb

ua<x)7h<x) => (Bud 7 ísh vs,

de donde

A'1(í:(r_>,u_‘)az\)\ A-l(
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ComoA-l es continua y U." e L1(0,'b), resulta.

b

A71 ( í (r —x u_‘) dz)€L1(O,b), ¡r a e IR.

De aquí que

SZA'1( Í: (f -\u.‘) dz)ds \ í: A-1([b (f -\h) dz)d’ 3‘ do’bl'

Como h EL1(O,'b) se sigue que

x

) SOA-1“: (LM) “3‘15‘ 4 c

y por lo tanto para. cada. x ¿[0,131 existen o(x) y ¿xo(x) tales que

z 1 b

\ í A. (f-\u_‘)d.z\) ds L. c(x) si a(>,o<°(z).o

D0 donde ,

Up(u.(("))“ d +[ A_1(S (f-X UIQ“) de —)+co (d->+ao)0 a

para. todo ze 10,1)1 y por lo tanto h a + a) , lo que es un absurdo.

Por lo tanto h é L1(O,'b). Esto implica que
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b

Io 1141) dx --) + a) (og-)+ oo)

y entonces

.b

L(ak)-Í (f-Xujdx —)-oo (049+cn).0

Análogamento se demuestra. que

a

L(a() —>+00 (dá-a3)

Y con ésto concluye la demostración de la Proposición 2.
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CAPITULOIII

En este capítulo estudiaremos la ecuación

unt- puma» (1)

nuevamente en un intervalo acotado, digamos el [0,1] , con condiciones

de contorno mixtas. En todo el capítulo entenderemos por solución una

. l l
solución fuerte, es decir, tal que Iite Iïoo(0,T;L (0,1)).

A diferencia de los capítulos precedentes, aquí oonsideraremos co

modato inicial una medida de Borel finita/p-que se alcance en el sentí

do de las distribuciones, es decir, tal que

1 l

(u(x,t)g(x)'dx a {gun/4x) (t->0) vgecaom) (2)0 O

La consideración de tales datos iniciales resulta natural pues se

demuestra que de haber una solución de (1) (con los consiguientes datos
1

de contorno) que pertenezca al espacio LPO(O,T;L (0,1)), existe una me

dida de Borel finita/¿.tal que se satisface (2). (Teorema1).

El espacio IF°(0,T;L1(O,1)) resulta ser el espacio natural para
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busoar una tal solución. En efecto, en el Teorema 2 se demuestra que a

cada medida/u le corresponde una única solución u(x,t) de (l),(2) y se

demuestraque u €.L. (0,T;Ll(0,l)).

Se obtienen además dos resultados de comparación (Proposiciones 1

y 2). Unocompara las soluciones puntualmente y el otro compara las fun

ciones de distribución

x

v(:,t) a í u(s,t) ds0

El primer resultado es conocido cuando los datos iniciales son fun

ciones de L1(0,l) y en particular hemos dado una versión del mismoen el

Capi tulo II .

El resultado de comparación de las funciones de distribución se

obtiene comocorolario inmediato de nuestros métodos de demostración y

fue obtenido anteriormente para datos iniciales en L1(0,1) o distribu

ciones de masa concentrada en un punto: XI: , en forma independiente

por CarmenCortázar (['9]) y J.L.Vázquez (€é2]). Amboslo han utiliza

do para estudiar el oomportamenteasintótico de las soluciones de (1)

con datos iniciales en L1(O,13 y no negativos.
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Una tercera proposición es obtenida comoconsecuencia del Lema1,

lema éste que será usado en 1a demostración de todos los resultados an

tes mencionados. Esta proposición habla de la dependenoia de 1a solución

u(x,t) reapecto del dato inicial/p, a saber

1 1

¡u(,t)-u(x,t)\dx s í d ío 1I 2 o ¡f1 ¡‘2\

si u1 y u2 son las soluciones de (1) con datOS iniciales)»1 y ¡+2 res

pectivamente.

Este resultado es bien conocido en el caso en que }}i s fi dz, i = 1,2

donde fi(x)eL1(0,l) y habla de la no expansividad del semigrupo aso

ciado a1 operador acretivo: - DII(kP(u)). Tambiónfue obtenido por Pierre

([18]) para el caso de medidas no negativas en toda 1a rectalR. (En reali

dad Pierre trabaja en (RN,N >, 1).

Todosestos resultados se obtienen gracias a la equivalencia del

problema (1),(2) (con datos de contorno mixtos) y el problema

vt - DI(\P(VI)) (3)

1

lim í \v(x,t) —F(x)\ dx = o (4)t->O 0

con datos de contorno mixtos, donde F(x) = /J([0,x)) es la función'de dis
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tribución de la. medidar ,(oon lo cual F G.LOC L1), estudiado en el Ca

pítulo II.

Esta equivalencia es probada en el Teorema 1 y se basa en demostrar

que el problema (3),(4) (con datos mixtos) es equivalente al problema (3),

(5) donde (5) es

lim v(z,t) a F(z) si x e: (0,1) es punto de continuidad de F. (5)
t->O

Para esto se prueba que si v es solución de (3),(4) (con v(0,t) s 0,

vx(l,t) - 0), entonces

1 1
Vo v(z,t) s v0 F(x) 1: t > o

l
dondeV6g es la variación total de la función g(x) en el intervalo [0,1].

En realidad se tiene un resultado más general (Lemal) que permite

obtener las PrOposiciones l y 3 en forma inmediata.

Este capítulo se dividirá en 2 secciones, en la segunda de las cuales

demostraremos los resultados antes mencionados.

En la Sección 1 reesoribiremos un Principio de comparación de solu
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oiones fuertes debido a J. E. Bouíllet y C. Atkinson ([5]) que aplioaremos

reiteradamente en la Sección 2. La razón por 1a cual lo reescribimos es que

no lo usaremos en la Versión en la que está enunciado en el trabajo antes

mencionado y por lo tanto, para claridad, iremos señalando cómo la demos

tración se adapta a las distintas situaciones en que se usará.
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SECCION 1

En esta. sección probaremosel siguiente

PRINCIPIO DE COMPARACION

2
Sea. G un abierto contenido en R . Supongamos que

(a,‘b) x 10‘. - proyección de G sobre el eje t -=0.

ha x (LT) - proyección de G sobre el eje x - a.

Llamaremos frontera parabólica de G y denotaremos DPGa1 subconjunto

siguiente de la fronterafi G, de G:

(2,?) e QPG si

i)(;,t)e’3G

ii)3&>o/ S(í,í+&)x}_'t'k cc: ó
l(í-e,í)z‘¿ï\ co

6 {Elz(t,t+¿)CG

Sea A(z,u,p) una. función continua. en las 3 variables ¡,restrictamente

creciente comofunción de p para (1,11) fijo.
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Coneideremos 1a clase de finciones w que satisfacen,

a)7< w x Lx v ¿L1(ÏT¡L1(ab))c ’ c x c t Loc ’ ’ ’

b) A(xm t) w (una L1 (c)
Q 9 ! x 10° 9

o) “t'D¡(A(¡9V(Iat)’wx(xvt)) ‘n D'(G)!

(y por lo tanto, de acuerdo con a), también en mai todo punto de G),

d.) Existe woe L1(a.,b) taltque

7<G<znn><w<mn>- wow) ->o (mm) en ha»),

donde tn sauna. sucesión que tiende a? independiente de w en la clase.

Sean u y v en esta. 01850, supongamos que "u a v en O pc", donde por

esto entendemos

i) uo(1) É Vo(1) PP I G-(a,'b‘, tal que (1,?)690,

- _ _ N
ii) Para casi todo (x,t)€/DPG con t > t,

Bí{;&1(ï,ï + E.)c. G -> lim u(;:,t) É lim_v(;,t)
tNt tN‘b

si (í - e ,í) 1 íïg CG -> lim u(z,Ï) 6 lim 141,?)
1% x- 1-) x

(1)

si + a ) x CG i) lim_ u(x,ï) S 1im_V(I,;)
1-) x+ I?) 1+
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Si 1;] x ('12,?+5) fi: G para ningún ¡>0, admitimos que en lugar

de (1) se tenga

si (í -E_,;)¡{tícm

1im_ A(x,u(z,t), ux(1,t)) = lim_ A(x,v(x,ï), vx(x,Ï))
(1') 1-)z- 1-) x

si (2,; +6.)¡{tkccq

lim_ A(z,u(x,t), ux(z,t)) - 1im_ ¿(2, v(x,t), vx(z,t)).
1-) 1+ 1-)I+

Se tiene entonces que, en estas condiciones,

uév ppenG.

DEMOSTRACION

La demostración es parecida. a. la. del Principio de Comparación de 1a

seccion 1 del capítulo II y se debe a. J. Bouillet y c. Atkinson ((151). Aquí

la repetiremos para destacar que el principio es válido cuando se admite 1a

condición (1') en los puntos (pe no se alcanzan por un segmento vertical

y cuando el dato inicial se alcanza en el sentido de la condición d). En

efecto, supongamos que

D- “¡me c/ u(x,t)> «1,01 ,1 p

e integremos la. ecuación c) en

1Du- D n 18<t (t5
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N
donde t < Ï< 'C-< 'I‘. Tendremos

SK (u - v)t dx dt = Dx( A(x,u,uz) - A(x,v,vx) ) dx dt
D¡L ¡L

Comou y v satisfacen laoondioión a.) podemos aplicar el Teorema.de

F‘u‘biniy por lo tanto tenemos,

C (a

Í

XD(x,t) (u - v)t dt dx .í
3

b

S í IDH,“ D¡( Maura!) - A(X,V,vx)) dx dta

Consideremos el miembro derecho. Para X < t < Z fijo, %D(x,t) 710

en el :00njunto

At si: e (a,b)/ (x,t) e Gy u(I,t) > v(x.t)}

que es abierto para. casi todo 1;pues G es abierto y u(.,t), v(.,‘t‘ son

funciones continuas en la variable x en 5Lx/ (x,t) e GS por la condición

a). Por lo tanto existe una sucesión (xj,xj) de intervalos abiertos tales

que

At: El} (xj,zj)

y se prueba que

, - 4DI( A(x,u uz) A(x,v,vx) dz ‘ 0
Sat

comose hizo en el capítulo II.
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De aqui que el miembro derecho (m.d.) sea S O.

Consideremos el miembro izquierdo. Nuevamente por la hipótesis a.) se

tiene para. casi todo z,

3“; e(3,z) / (x,t) e. Gy u(x,t) > v(z,t)_7¡ = U (tj,tj)
J

donde eventualmente to podria. ser 8 y algún tj podria ser C . Si (x,tJ) o

(z,tj) pertenecen a. G, Sc t:j < ta < ‘C

u(x,í) = v(x,í) í = tj o Í = tj.

Si (x,tj) C-. fapG, 8 < tj 4 T. , 1a igualdad se sig-ue {del hecho de

que por hipótesis

u(¡9tj) 4 v(¡atj)

y u > v en (tj,tj). (Recordemosque una condición sobre el flujo sólo

podia. imponerse 'en puntos de "RPGque no se alcanzaran desde arriba por un

segmento vertical contenido en G comoocurre con los puntos tj).

Si (x,tj) e. 9 G sólo sabemos que

u(z,tj) ) v(1,tj)

por ser u > v en (tj,tj). Del mismo modo, si algún 1::J= Z, entonces

11(13)a v(x,t)

y si to = 8 =) u(x,ï) >, v(x,5). I3or lo tanto,
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"C.

{g inem) (u - wmbdt - ZJ (u - v>\:

J'

J'

os

i)>,Osito/Í ytáylt vá,

ii) >, (u - v)(x,r.) si algúr. tj :1, to ,4 S ,

iii) >, (u - v)(x,'c.) - (u - v)(x,ï) si no,

es decir, de acuerdo al valor de Z D(1,C) y XD(X,S), resulta.

Z ‘

[S 115m) (u - v)t at >, 7€D(x,t) (u - v>(x,z) - XEM) (u - vxxm.

De aquí que

b ‘b

o >, m.d. = m.i. ¿í ZD(x,t) (u - v)(x,'c)d1 - í 7C1)(::,‘5)(u - v)(z.-S) dxa. 8.

N
para. todo t < í < 14'1‘.

Se tiene en'tonoos

'b b

o s (a 76D(x,c> (u -v)<z,z> ax s ía Xnuxa') (u -v)(x,<z) ax =

b + b +

g S [Xcugxunxxm] a; ¿- S [716mm (vo(x)-v(1,3))dx +

b b +

+ í [Xcum (141,8) - u°<_;>)]+ax+ í Ugaz) (nou) -vo<x>)1 ax
+

donde [g(x)] = máx <lg(x),0} . TomemosS = tn , se tieneJ
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b b

0 é g Xnügt) (u - v)(x,t) dars g ‘Xc(x,tn) (u(z,tn) - u°(¡))l ¿x +a a

b b +

+ ía ‘XGÜCNIR(V(I,tn) - V°(I))\ dx + ga[xc(x,tn) (u°(x) - vo(x))] d;

P°r hipótGSísv 105 2 Primeros términos del tercer miembrotienden a. 0

cuando n tiendo a. oo. Veamosque esto también sucede con el tercer término.
l

En efecto, comou°,voe L (a,'b), hasta. ver que

[141,178 (¡10(1) - Vo(z))] + __>0 pp x e. (3,15) (n_>°o)_

Sea.x e (a,b) tal que XG(x,tn) -/—>0. Entonces (13)69 G y por hi

pótesis se sigue que u°(x)¿ vo(x) ( salvo a lo sumopara x en un conjunto de

medida.nula ). Es decir, para casi todo x e. (a,b) se tiene que XG(x,tn) a0
+

(naco) 6 [xc(71,tn) (u0(1) - vo(x))] - 0 II ne IN. De aquí se sigue lo

afirmado .

Se tiene entonces que para todo á) O,

b

o s ía 'XD(x,t) (u —v)(x,'C.) dx < E

De donde
b

í 7mm) <u- v)(x,n) ax = oa.

N
para casi todo t < 'C.< T. De aquí se deduce que [13‘ a O, es decir

usv ppenG.
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SECCION 2

En esta sección probaremos los resultados enunciados al comienzo del

capítulo y usaremos tanto los resultados del capítulo II comola versión

del Principio de Comparaciónde la sección precedente.

Probaremosdel siguiente lema que será la base de todos los demás re

eultados. Este lema es una versión de un Teorema de Redheffer y Walter

€201) para soluciones de un problema parabólieo; cuando éstas no son con

tinuas hasta la frontera.
—

LENA 1

Sea W:Ehyfi una función continua y estrictamente creciente,\P(0) - 0,

tal que se tiene una de las dos propiedades siguientes:

i) a cl , c2 > 0 tales que

c1\p\élq’(p)\é c2\p\ ¡PG-IR,

ii) 31 problema

ut - Dn(LP(u))

Dx(\P(u))(0,t) = 0

u(1,t) = o

u(1,0) = u°(x) en L1(0,1)
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admite una. solución fuerte u(x,t) para cada. función uoe L1(0,l). (Por
-1

ejemplo si W : lll-HRes continua Lipschitz). ( Si W está en hs condi

ciones anteriores, diremos quo "‘9 satisface la condición (3.1) " ).

Seanvl(x,t) y v2(z,t) soluciones de

l 1
a.) vte LL°°(0,T;L(0,1)),

b) v6. C1([0,1]) en la. variable x, ppct y VI(l,t) - 0,

(1)
c) v(0,t) z 0

d) vt = D¡(\P(V¡)) pp (nt),

1

tales que lim í \Vi(x,t) - Fi(1) l dx = o i - 1,2t->0 o

donde Fi es una. función de variación aootada en[ 0,13, continua. a. izquier

da, i - 1,2.

Entonces, para todo E.) 0, para todo to > 0 y gara toda. sucésión

= no... <0 xo< xl < s 1

tal que

ai = (v2 - Quino) - (v2 - v1>(zi_1,to)

resulta de signos alternadcs y no nula para. todo i; existe una sucesión
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(nooo-(ykSIl

tal que

signo[wz - leyi) - (F2 - Fl><yi_1>]-- signo di,

\<v2- Quino) - (v2- vl)(zi_1,to)\s\(F2 - leyi) - (F2- pps-“fl + é

DEHOSTRACION
a

Como‘Psatisface la condición (3.1), vi resulta continua en (0,1):(0,T) ,

i a 1,2. En efecto, si

cllp\ s IWP)‘ S 02\p\ Vp em,

la continuidad de vi(x,t) en (0,1):(0,T) se debe a resultados clásicos para

soluciones débiles de 1a ecuación

vt - DIM(3))

(ver [17] ).
1

Si en cambio sabemos que cualquiera sea uoéi L (0,1), se tiene una solu

ción fuerte del problema

= {ut Dfiwu»

nx(c9<u>)<o,t) - o

u(1,t) = o

u(z,0) - uo(x) en L1(O,l)
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ao sigue quo thvie LLO°(O,‘I',L(0,1)) y por lo tanto vi es continua en

(0,1):(0,T). En ofocto, Boa.v(x,t) solución do

vt = DIN (3))

v(0,t) - o

v(z,0) = F(I) en L1(0,1)

1 2 2
oon Fe L (0,1). Sabemosque vtE LL°°(0,T;L_(O,1)). Sea.to) O y sea u(x,t)

t > to la solución fuerte de

ut - Dn(LP(u))

nx(\9(u>)(o,t) = o

u(1,t) - o
l

- Ou(1,to) vx(x,t°) en L ( ,1)

( ve C1(\'_0,l]),_ como función de x, para casi todo t > 0). Sea.

w(x,t)- í: u(s,t)
z

es fácil ver que w e, L:L (0,'I‘;L1(0,1))ya que w (1,t) = u (s,t) ds.
t Loc t o 1:

Comoue L1(0,1) F t > to, se sigue que w(0,t) = O. AdemáswI = u y

por lo tanto ï’I(0,t) - O

Integrando la. ecuación

ut - pump (un

y recordando que DI(LP(u))(O,t) - 0, se tiene quo
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wt - D¡(LP(u)) - 1310903)) en D'

Como

u(z,t) —->vx(x,t°) (tkto) en.L1(0,1),

se sigue que

I1 1 z

. ío\w(x,t) - v(z,t°)l dx -= ío “o u(s,t) de - ío vx(s,t) de dx s

1

sí 'lu(s,t) -v¡(s,t°)l ds —->o (tuo)0

De aquí. que

w(x,t) a v(z,t) pp (1,t) e. (0,1):(t°,'1‘)

ya que el problema (1) con dato inicial v(x,'g), planteado en (0,1):(t03T)

tiene solución única.

Se tiene entonces que

x

v(x,t) - í u(s,t) ds t > t0

1 1
L .y ut€LLooft°,T; (0,1)), es decir

v -e_Ll (t'TzL1(O 1))xt” Loc o’ ’

para casi todo to) 0, de donde
1 1

xte LLOO(O,T,L(0,1))
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Veamosque de aqui se deduce que ve. C((O,1)x(O,T)). En efecto,

a) vxe c([t°,T3;L1(o,1)) v to> 0,
1

b) vte c(L0.13;Lloc(o,T)).

Por lo tanto,

|v(x+h,t+5) - v(x,t)\ ¿'-l v(x+h,t+ï) - v(x,t+¡)\ +l v(1,t+8\. - v(x,t)\ 5

¡+11 t+8 x+h

5 í lvx(s,t+ñ)‘ds + í lvt(x,z)ldz L'-í lvx(s,t)l ds +x t x

t+ï

+ í lvt(x,z)ldz + E. , si: es suficientemente ohioo, por a).t

De aqui que,

lv(x+h,t+ï) - v(x,t)l < 3 5 , si h ys son suficientemente chicos; es

decir, v e C((0,l)x(O,T)).

Volviendo a las funciones vi, i = 1,2, hemos probado que son continuas

en (O,l)z(0,T) comoconsecuencia de que K9satisface la propiedad (3.1). Si

ademásFi€ L°°(o,1), se tendrá que vie L°°((0,1)I(O,T)), i - 1,2.

Supongamos primero que Fie C1(LO,1]), i a 1,2. Entonces, de acuerdo

con lo demostrado en la primera parte del Teorema 2 del capítulo II, se

sigue que

2 2
Dtvi e. L (0,'I';L (0,1))
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y por lo tanto 5

ví(¡7t) ’_)Fi(x) PP1 € (0,1), (téo)

oe o... 4
xo ( xl ( ( xk i 1

en las condiciones del enunciado y sea a > O tal que

2a i =l,2,eaeo,ke
y w5

Llamamos

Ai =_*(x,t> e.<o,1)x<o,t°)/ (v2 - vl>(z,t> > (v2 - vl)(zi,to) —a g

si (Ii,t°) es un punto alto (PA)para v2 - v1, es decir

( (v2 ' v1)(Ii-1'to)(v -v )(X.,t )>
2 1' 1+1’ o

yg=1un)emdnmng/w2-mew<<3-v9uf3>+ag
si (xí,t°) es un punto bajo (PB) para v2 - v1.

Abriremosun corchete cuando exista la alternativa entre punto alto

(PA) y punto bajo (PB).

Comov1 y v2 son continuas, los conjuntos Ai resultan abiertos, i = l,..,k.

Sea Hi la componente coneza del conjunto Ai que tiene al punto (xi,t°) en su

frontera. (Hay una única componenteque tiene a (xí,t ) en su frontera pueso

_ Í _ _
(V2 V1)(x,t) > (v2 - vl)\xi,t°) a para lx xi\< hi, 0 4 to- t < Sí,(PA) ).

Por definición resulta Hirx Hi+1 = g, i = 1,...,k—1. En efecto, si
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(1,12)e Hifi Hi+1, supongsm0spor ejemplo que (xi,t°) es (PA), entonces

(v2 - vl)(xi,t°) - a. < (v2 —vl)(x,t) ( (1'!2- v1)(xi+1,to) + a, de donde

ld. \ - (v2- v1)(xi,t°) - (v2 - vl)(r1+1 9to) < 2a!1+1

absurdo.

Veamosque la proyección del conjunto H1 sobre el eje x = 0 es el

segmento i Oi I (0,t°). En efecto, supongamosque no sea asi, sea}; > 0
.y

tal que la. proyección de H sobre el eje z -.0 sea el segmento{o} 1 (t,t°).1

Entonces v2 satisface en H1 el siguiente problema

vt - DI(\P(V¡)) pp en El,
1 N (v -.v )(z ,t )- a (PA)

11m“ í XH (1,13)] v(x,t) - v1(z,t) - 2 1 1 ° \dx - ot) t 0 1 (v2 - v1)(x1,to)\+ e (PB)

" v s v1 + (v2 - v1)(11,t°) - a en”? pHl " (PA)

" v >, v1 + (v2 - v1)(xl,t°) + e. en Qpfll " (PB)

donde por " v s w en QDHl " entendemos que se está. en las condiciones

del Principio de Ccmparaciónde la sección precedente.

Veamosque ésto es así. En efeoto, si (1,12) e. OPE , 0 < x < 1,l

(v - V )(I yt )- a (PA)
v2(z,t) = vl(z,t) + 2 1 1 o

(v2 - v1)(xl,t°) + a. (PB)

debido a. 1a continuidad de v1 y v2 .
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Además ,

(v2 —vl)(x1,t°) - a (PA)
lim D1v2(x,t) = O = lim D v1(x,t) +
1-) 1 x->1 (v2 - v1)(xl,t°) + a (PB)

y

11m v (I,t) - 0 - lim v (x,t)2 1
1-50 I->O

Por lo tanto debemosver que

(v2 - v1)(11,to) - a. > 0 (PA)

(v2 i vl)(xl,t°) + a ( o (PB)

Como1° a 0, si (¡1,120) es (PA) se tiena,

(v2 - v1)(xl,to) = [dll > 2a e) (v2 - vl)(xl,t°) —a > o

y si (xl,t°) es (PB) se tiene,

(v2 - v1)(zl,t°) - -Idll < - 23 -) (V2- v1)(xl,t°) + a ( 0

Además ,

_ r(v2 v1):N

7C (1,12) v (m) - v (¡,9 H 2 1
1 (v2 - v1)(xl,t°) + a (PB)

tiende a. 0 en casi todo x e (O,l) Cuando 1797€,y por lo tanto también en

1
L (0,1) por estar vi en L°°((0,1)I(0,T)), i ==1,2. En efecto, si x e. (0,1)

V

05 tal que XH (Lt) = O, t < t < t(z), se tiene la. convergencia a 0 enl
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eete punto. Si esto no sucede. existe una sucesión tn(x) N t tal que
N

{XR(x,tn(z)) a 1 y por lo tanto (1,069 H1, de donde, debido a la.
1

continuidad de v1 y-v2 ee tiene

)(x z) E (v2 - v1)(xl,t°) - a (PA)(v - v
2 l (v2 - v1)(xl,to) + a (PB)

De aqui que se tenga lo afirmado. Podemosaplicar el Principio de Com

peración de la sección precedente para deducir que

5 v1(x,t) + (v2 - vl)(zl,t°) - e (PA)
V2(x,t) pp en H

Z vl(z,t) + (v2 - v1)(zl,t0) + a (PB)

lo que contradice la definición de El. Por lo tanto, le proyección de

H1sobre el eje x - 0 es el intervalo {o} z (0,to).

Veamosque'la medida del conjunto

> (v a v )(x ,t ) - a (PA)
{xemnv(nme9%y(%-Fpu) 2 1 1° 3

< (v2 - v1)(11,to) + a (PB)

ee positiva. En efecto, de no ser asi, comov2 es solución en H1 de

vt = DI(\P(VI)) pp en El , con
1

lim í | v(x,t) - F2(x)l a; = o,t-)O o

y la función
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' (V -‘¿')(I,‘¡=)-aL (PA)
w1(1,t) = v1(x,t) + 2 1 1 o

(v2 - v1)(x1,to) + a (PB)

es solución de

vt - DI(\P(VI)) pp en H1, con

1 (V - V X! yt )- (PA)

.lim í ‘v(z,t) - F1(z) + 2 1 1 ° ¡t dz = o ,wo o (v2- porto) + a (PB)

si euponemoe que

Q F1(x) + (v2 - v1)(xl,t¿) - a (PA)yx)
2 F1(z) + (v2 - vl)(xl,t°) + a (PB)

tenemos que v y ïl son solución en H1 de la mismaecuación diferencial2

alcanzan el dato inicial en L1(0,1) y satisfacen

é wl (PA)"v en 9 H

>, wl (PB) pl

Por lo tanto, de acuerdo con el Principio de Compararación de 1a sección

anterior, ee tiene

V2 pp en H

a "1 (PB)

lo que contradice la definición de El. De aqui que se tanga lo enunciado

y podamosentonces elegir un punto yl tal que
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) (v - v)(1,t)- a (PA)
(11'190)e 931, (F2 ' FIXFI) 2 1 1 o , tal que

< (v2 - v1)(xl,to) + a (PB)

(yl,t) €- Hl si t .< t: . Esta elección puede hacerse pues como

(v2 - v1)(x,t) —) (F2 - F1)(x) pp x cuando 12-)0, 81 (F2 - F1)(x) > o

deboser (v - vl)(x,t)> c si t < t(c,x). En particular, si2

c - (v2 - v1)(xl,t°) - a (PA), se sigue que (1,13) está en una compo

1

6 Zfllkfi) - 1 1:< t(o,z).

nonto coneza de A para t < t(c,x) y por lo tanto, X H (z,t) u-0 t < t(o,x)l

Si se tuviera IE (x,t) a Osi t ( t(c,z) pp x, es decir si se

tuviera. que XH (x,t) 90 (t-—>0)en casi todo punto x tal quo (F2 - F1)(1) > o,l
podríamos considerar la función

í F2(z) 51 (F2 - Fl)(.x) S of (x) -=

2 l Fl(z) + c si no

1

que satisface r (z) s F (x) + c y lím (m) ¡v (x,t) - r (mia: g o
2 l t o o H1 2 2

pues v2 es acotada.

Es decir, se tendría que v2 sería solución en El de la ecuación

diferencial con dato inicial f2 y por lo tanto, sería.
v<w enP.

1

absurdo. De aquí que podamos elegir el punto yl de un conjunto de medida.

positiva.

De acuerdo con la elección de yl, como (xl,t) é. H para tl(x) < t < tol

y H1 os un abierto conexo, existe un arco de Jordan C1 contenido en H1
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con extremos (371,0) y (11,to).

Como12 ) xl se sigue que ningún punto de la. forma (0,13) puede

estar en la. frontera de Hz. En efecto, comoxl) O y yl > O ' y

z > 0 para. todo x tal que (x,t)€ C1 pues C1C H1, se sigue que

í = infíx/ (x,t)6 01]“x- minix/ (z,t)6. Cl} >0.

Sea (y,t)€ H tal que 0 < y < 1-:( existe si (O,t)e’9 H2 para algún2

t ) 0). Sea.02€ H un.a.rco de Jordan con extremos (Lt) y (x2,to]; co2

mo el arco

c=clui(z,o), OSxSy LU i(0,t),01—tétos U {(1350),osxsxlkl J

ee un arco de Jordan cerrado; (Lt) está en una. de las regiones en las

que divide al plano y (12,t°\. está en la otra, debo ser 020 C 1!95. Como

cec. H2c (O,1)x(0,t°), se tlene C20 c1 ,l 95y por lo tanto Hlñ H2 ,l d,

absurdo .

Podemosentonces repetir la demostración anterior en el conjunto E2

y demostrar que la. medida. del conjunto

>(V-V)(I,t)-a(PA)I
{X e(0,1)/7CH (I,t) = 1, o < t < t(x) y (F2 - p1)(¡) 2 1 2 ° 3

2 < (V2 - V1)(x2,to) + a. (PB)

es positiva.

Bligiendc yz en este conjunto, se prueba. que ningún punto de 1a forma

(O,t) esta. en 'J H3 y que
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'>(v - v )(I ,t ) - (PA)
{x e(0,1)/7CE (m) - 1, o < t < t(1) y (F2 - F1)(1) 2 1 3 ° a 3

3 ((72 - vl)(x3,to) + a (PB)

es un conjunto de medida positiva; ya que existe un arco de Jordan 02€L H2

con extremos (12,to) y (y2,0). Elogimos y3 en el conjunto anterior y así

sucesivamente.

Se tiene entonces una sucesión de puntos yi, i = 0,...,k, donde yo - 0

por definición, yíï> 0 por elección y para cada i a l,...,k existe un

arco de Jordan Ci contenido en Hi de extremos (yi,0) y (zi,t°). Podemos

entonces demostrar que yi< yí+1 para cada i e 1,...,k-1. En efecto, sea

c = ciu{(x,o), os x s yillu>L(o,t), o 51; “013 USL(x,t°), o s z ¿xl

C es un arco de Jordan cerrado que divide al plano en dos regiones. Supon

gamosque yí+l( yi, existe entonces un punto (;,Ï)€í H en la región1+1

interior al arco C, que se une al punto (zi+l,to) por el arco Ci+1. Co

mo (zi+1,t°) está en la región exterior a1 arco C pues Ii+l>’ zi, debe ser

ci+ln c a! 56 y como c c 111+11+1 se tiene que Ci+lr\ Ci f fi; de donde

Hi+lfï Hi f fi, absurdo. Por lo tanto

= .0.... s0 y°< yl< (yk 1

Veamosque esta sucesión satisface las condiciones requeridas.

Sea i fijo, y supongamosque (xi,t°) es punto alto, entonces

- V - \. 1; N

(F2 - Fl)<yi_1) < (v2 - v1)(xi_1,to) + a
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(F2 - Fl)(y i+l) < (v2 - v1)(xi+l’to) + a

Por lo tanto,

(F2 - F1)(yi) - (F2 - F1)(yi_l) > \di\- 2a >o

)>ld.(F2 - F1)(yi) - (F2 - F1)(y 1+1\ - 2a > oi+l

Es decir

signo dí = signo ( (F2 - F1)(yi) - (F2 - Fl)(yi_1) ) i = l,...,k.

Además

[(F2 - F1)(yí) - (F2 - F1\(yí_l)| ).\di\ - 2a i = l,...,k, y como2a.5 1%

ldil e 1<F2- F1)<yi) - (F2 - F1><yi_l)| + .3; i = 1,...,k.

El lema está demostrado en este caso.

El único momentoen que usamos la regularidad de las funciones Fi,i - 1,2,

fue cuando demostramos que podiamOSelegir los puntos yj,j = l,...,k de mane
á

ra tal que existieran númerost: > 0 tales que (yj,t)6 Hj, 0 < t < to, j - 1,..,k.

Esto fue lo que nos permitió demostrar que ya ( yj+ j = O,...,k-1.1

La regularidad de las funciones Fi i = 1,2, fue la que nos aseguró que

y ésta es la única condición que necesitamos sobre las funciones vi(x,t),i - 1,2
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que no se sigue de las hipótesis del lema. Sin embargo, cuando las funciones

F5lsólo son de variación acotada, veremos que también se tiene 1a convergen

cia. puntual:

vi(x,t) ->Fi(x) pp x é (0,1) (t->0) i = 1,2,

oon lo cual la demostración del lema que hemos dado es válida. en el caso ge

neral.

Para.demostrarque vi(x,t) -)Fi(x) pp xe. (0,1) O) i = 1,2,

nos bastará probar que existen constantes oi > 0 tales que

V; vi(x,t) S ci 3 t> 0 (2)

como se demostrará en el Lema.2. Para esto aproximaremos las funciones F, pori

funciones regulares tales que VE)" é o V n e N, utilizando los rei
sultados de este lema para demostrar que las correspondientes soluciones de

n .
(1), vi(z,t) satisfacen

n
VÉVi(x,t)‘<ci nt) o, nem,

obteniendo la. desigualdad (2) comoconsecuencia del hecho de que

v:(x,t) —-)vi(x,t) en Ll(0,l) (n-)oo), V t > O, i = 1,2.

1
Sea. entonces Fi como en el enunciado y sea (FÏ)C C (L0,11), FÏ(O) = 0,

0,1) (n->oa) y V1 FÏIé ci 3 nan-r, i = 1,2.
l

( O ii = 1,2 tal que --)Fi en L

Por ejemplo,consideremos la. función

f Fí(x) 0 S x S lFi(0) IS 0

l F10) xa 1

f Í =i\1)
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ytomemosla. función fïnfifl'en conQn=ne(nx), OS es 1,

S e = 1, e e c:°(m), eop Q c[-1,1] . SeaH: la restricción de r:

al intervalo {0,11. Es claro que H: -) Fi en L1(0,1) (n->oo). Además,si
1 2 j 1 2F_ -=G. - G, con G, monótona crecie te t'v fn z x — at

1

J j J 3 ¿ SÍ J
donde gi es la. extensión de Gi a la. recta, gi(x) - 01(0), zi 0; gi(x) - 61(1),

x >, l. Se tiene que gÏX‘E n es monótona.creciente, varía entre 02(0) y

(¿(1). Por lo tanto V; no supera la sumade las variaciones de ¿seen
2 ‘ l

y gi x-Qn que están aootadas independientemente de n. EB decir, Vo H: 5 ki 3 n.
_ m .

TomemosF: = 'Xn donde x116. C ([0,1]),%,n(0) = 0,'Xn(x) = 1 Sl x 3 2/n,

“¡X'nkfllmé c.n . La sucesión ee la. buscada. En efecto, es claro que

+0731? sc Inem.
n 1 1 v

Fi a,» Fi en L (0,1), además, v0 11’;- ¡[(92111) al e o ki i

Sea.ahora v:(x,t) la solución de (1) que satisface

1
{(130) afin) en L (0,1) (t-)0) i . 1,2.

De acuerdo .con lo demostrado anteriormente, para. cada. n fijo, to > 0

é >0 y cada. sucesión

¡”eO = I1< X1 < ooeeo <
o 1

tal que
n i n i i

v t - v x t -=d
423., o) i< M, o) J.

es siempre no nulo y de signos alternados, existe una. sucesión

i i i
o ‘ eeeee s . =yo < 3'1 < < yk 1 1 1,2

tal que
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aigno a: . signo < ¡{up - F3534) > y
1-1,2

1 n i i ¿< .. _.
Ida» xmui) F2934)! + k

De donde

k .

Z: \Í\ s HHH+ a 1-13
. :1 0 iF1

Por la arbitrariedad de Í: > 0 y to > 0,

1 n 4 aVovi (x,t) \ V3F25 oi i 1,2

Como -)Fi en L1(0,l) (n-acn) i = 1,2, se sigue quo

1
v:(x,t) ávi(x,t) en L (0,1) (rx->00)para. todo t > 0; dond.

v_ os la. Solución de (1) que satisface

1
rm ' v1,t)-F1x)dx -o
tio SJ 1X 1 l

Por lo tanto, vi(z,t) es de variación acotada. para cada. t > O (i -=1,2) y

1 l n
L ' ' ' =V0vi(x,t) x 11minf Vovi(z,t)á ci 1 1,2.

n-)co

De acuerdo con lo que probaremos en el Lema 2, se sigue que

vi(x,t) -->13(1) (t->0)

en los puntos I G.(0,1) donde Fi es continua.



127.

Podemosentonces repetir la demostración de este Lemacon las funciones

vi ya que éstas son oontinuas,y satisfacen

1
vi(x,t) --)Fi(x) en L (0,1) (no)

i a 1,2
vi(1,t) -->Fi(x) pp I e (0,1) (H0)

obteniéndose el resultado buscado.

LEMA 2

a

Si Fn , F son funciones de variación acotada tales que Fn(0) - F(0) - 0,
1 l 1

Fn —)F en L (0,1), Vo an VOF y F es continua. a izquierda, entonces

Fn(x) --) F(x) si x es punto de :oontinuidad. de F y

Fn(1) ->F(1)

DEMOSTRAC ION

Como V2")Fns o , Fn(0) = O JI n, se tiene \Fn(x)\é c JI ze- [0,1).

Por el 2° Teorema.de Holly, existe una función G(x) continua. a. izquierda

y una. subsuoesión n tales quek

Fn (x) —-)G(I) si x es punto de continuidad de G.k

l
ComoFn --) F en L (0,1), para. toda sucesión nk ->oo, existe una sub

suoesión nk tal que

Fn (x) -‘7F(z) pp x ¿(0,1)
k3
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Por lo tanto, Fnk -+ F pp

F AG PP
“k

3

ComoG y F son continuas a izquierda, resulta F = G y por lo tanto

F (x) —>F(x)

rïá

si I es punto de continuidad de F, x €.(0,1).

Por la arbitrariedad de la sucesión inicial (Fn), se sigue que

toda la sucesión (Fn) converge a F en los puntos de continuidad de F.

Sólo falta ver que

Fn(1) ->F(1)

1
Esto será consecuencia del hecho de que V6 Fkls V: F. En efecto,

sea 6) O, x < 1 punto de continuidad de F tal que existen N-l puntos

de continuidad de F, 11,....x N 1 tales que

O=X°< ooeoo<IN=I
N

y ZlF(xi)-F(xi_l)\)v<l)p - a
i=1

Esta elección puede hacerse con x tan próximo a 1 como se quiera de la

siguiente manera. Sean 0 ( xl < x2 ( ..... ( xN a x < l puntos de con

tinuidad de F tales que

N

mei) - F(xí_1)\+\F(l) - F(x)\ > v3F - 6/2i=l
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Puode elegirse z arbitrariamente próximo a. 1 tomando quizás N más

grande pues al agregar términos el miembroizquierdo se agranda. Por lo

tanto puede suponerse que

lF(1) - F(x)l < e/2

y se tiene lo requerido.

Como 17% Fn g V2")F,

' N

una) - ¿(al + Z \Fn(x1)- Fn(xi_1)ls. v; Fi-l

Además ,

Fn(xi) —>,.F(xi) (naco), i - 0,...,N.

Por lo tanto ,

N

iZullkai) - Fn(xi_1)\ > v: F - 2€. si n a n°(¿).

De donde ,

Jl
an(1)- Fn(x)l+ vá F - 2¿5}Fn(1)- Fn(x)\ + L]Fn(xi) - Fn(xi_1)\ e v1 F1:1

si n Z n (a). Es decir,
o

¡Fn(1) - Fn(x)l s 2 b si n >, nom).

Como Fn(x) -)F(x) (n-) oo), se sigue que

him sup Fn(1) - F(x)l \< 2 E

him inf Fn(1) - F(x)l 5 2 á
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Comoz puede tomarse arbitrariamente próximo e, 1 y F es continua a

izquierda,

him sup F.n(1) - F(1)| s 2 e,

him inf Fn(l) - F(1)\ s 2 e.

ComoE.) O es arbitrario se sigue que

Fn(1) ->F(1) (ri->00).

LENA 3

Seanrn, In medidas de Borel finitas tales que¡An A)» , es decir
1 1

x d x -- z d z V 0,1 .(¿unn > Ice“ ¡4) seca 3)

Sean Fn, F las funciones de distribución asociadas a. las medidas r.

y)!» ; es decir

Fn<x>-;n<to,z>) , F(x)=¡¿([o,x)).

Entonces, Fn(x) a F(1) si z e.(0,1) es punto de continuidad de F.

DEMOSTR ACION

1
__\ ' 4 ,

Comorn luv , eziste una. constante c ) O tal que V0 Fn‘ c JI n

ComoFn(0) = 0 V n, se sigue que an(x)l40 U n y por lo tanto, aplican

do nueVamente cl 2° Teorema de Helly se tiene que existe una subeucesión

Fn y una. función G continua a izquierda: y de variación acotada tales que
k
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—->G(x)si I €- (0,1) es punto de continuidad de G. Veamosque F = G.
Sea y < 1 punto de continuidad de G que puede elegirse arbitrariamente

próximo a 1. Consideremos en [0,y) 1a medida/1 que tiene función de distri
N

bución G, a saber/¿([O,x)) = G(I) si x5 y.

Como F (y) ->G(y) y podemos suponer que G(0) = Fr1 (O) = O, se sigue
'Hc k

que/J.”k JF: comomedidas en [0,y); es decir, para toda g e C([O,y]),
y y

()d (I)—-> ()d"'z).
(og! lun]: íogx ¡4

Ahora bien, si g(y) - 0 podemos suponer que ¿(1) e O I x >, y, y como

rn ¿[un [0,1),
Y Y

{o ge) make) —+ ío gm aflx).

Por lo tanto}: coincide conroomo medidas en el intervalo [0,y - é)

V L) 0. De aqui que F(z) = G(x) si 1 4 y -¿ es punto de continuidad de

ambas. ComoF y G son continuas a izquierda se sigue que F = G en [0,3r - b \

para todo é. > 0,' y por lo tanto F s- G enL0,y). Comoy < 1 podía tomarse ar

bitrariamente próximo a 1, se tiene

F s c en [0,1)

y por lo tanto

Fn (x) —>F(x)k
si x e. (0,1) es punto de continuidad de F. Por la arbitrariedad de la. suce

ción inicial (Fn), se verifica

Fn(x) -) F(I)

en los puntos de continuidad de F.
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Ahora pasaremos a. demostrar los resultados enunciados al comienzo de

este capítulo.

TEOREHA l

Sea k9: IR-)[R una. función continua, estrictamente creciente con KP(O)- 0

y W-l: |R -blR continua Lipschitz o tal que existen constantes c1 y c2 3 O

tales que c1\x\ ¿N ¿- 02\1\ 1VxélR. Sea.u(x,t) e. La)(0,T;L1(0,1))

solución de

1 1
a.) ute. LLOO(0,T;L(0,1)),

b) LP(u)c-'_ 01(Lo,1J) en la variable x, pp t y

DI(‘P(u))(0,t) = 0 pp t, (2.1)

°)u(19t) = o PP ty

a) ut = una? (un pp (m)

Entonces existe una.única. medida de Borel finita. r. tal que

u(z,t) -2»¡A (t-)O)

es decir,
1

(1) u(x t) dx --) 1
o g ’ ío g(x) df(x) (15-)0) V g e C(Lo,11).

Si se tienen dos soluciones u:Ly u2 de (2.1), con u1(1,t) é u2(z,t)

pp (x,t); las correSpondientes medidas ¡un 1 y f. 2 satisfacen IA-1 é [e 2.
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DEMOSTRACION
z

Sea v(x,t) - í u(s,t) de . Segúnvimos en la demostración del Inma 1,

v es solución de

1 1
¡1)th LLO°(0,T;L(0,1)),

b) v G.01(LO,1]) en la. variable x, pp t y

V (ln) = 0 pp t,
I (2.2)

o) V(0.t) - 0 pp t,

d) vt - DIM(3)) pp (Lt)

1
Comopor hipótesis u C-'_.Lclo(O,T;L (0,1)), se sig-ue que existo una.

medida.de Borel finitar y una. sucesión tn-) 0 tales que

u(x,tn) Aju- (néoo)

Volviendo a. las funciones de distribución v(x,tn) y F(x) =/-A([O,x)),

se tiene, de acuerdo con el Loma.3 que

V(I,tn) -‘IF(I) (nñoo)

si x é. (0,1) es punto de continuidad de F. Comoademás\v(x,t)| s c II (1.1:)

1
pues u ¿LCD(O,T;L (0,1)), se sigue que

v(x,tn) —)F(x) (nácn) en L1(0,1).

Probemos que

v(z,t) -.>F(x) .(wo) en L1(o,1).
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Sea w(x,t) la solución del problema

Wt I Dx(kp(ïí)) PP (¡9t)!

w(oyt) ‘ o PP t!

(Lt) - 0 pp t,WI
1

11m Í \w(x,t) - F(1)\ dz = o1:50 o

‘ 2 2

obtenida en el capitulo II (F e.IF°c.L1). Sabemosque wtea LLoc(O,T;L(0,1)).

Probaremoeque w(x,t) - v(x,t) pp (I,t) y por lo tanto

1
v(x,t) -—>F(x) (t->O) en L (0,1).

En efecto, consideremos el problema

zt a DIN)(21)) pp (nt),

z(0,t) = 0 pp 4:,

(2.3)
21(1,t) = 0 pp t.

1

lim Í \z(x,tn) - F(x)| dx - orryoo 0

Por el Principio de Comparaciónprobado en la sección l de este capitulo

1 1
sabemosque (2.3) tiene una única solución z con zt G.1ïoc(0,T;L (0,1)). Por

lo tanto w(x,t) - v(x,t) pp (x,t).
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Tenemosentonces que v es solución de (2.2) y satisface

1

e) lim í ¡v(x,t) - F(x)\ dx = 0t-)0 0

De acuerdo con lo probado en el Lema 1, se tiene

vá v(1,t) s vá F(x) n t > o.

Por el Lema 2 se sigue que

vw) —>F<z) (teo)

si x €.(0,1) es punto de continuidad de F y también en O y en 1. Comoade

más V: v(x,t) s c F t > 0, se tiene que las medidasu(x,t) satisfacen,

“(Ist)¿fi (H0).

Comoúltima observación, notemos que si u. e U2 pp, entonccs la1

función (v2 - v1) definida por

vi(x,t) ag ui(s,t) ds,o

es monótona creciente y como

(v2- v1)<x,t) e (F2- Flux) (H0)

en los puntos de continuidad de F2 - Fl (que es continua a izquierda), se
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eigue que F2 - Fl también es monótona.creciente. De aquí que la medida

r. 2 -})-1 es no negatiVa, es decir

"r1w

TEOREI‘LA 2

Sea ‘P:¡R-HRuna. función continua, estrictamente creciente tal que

‘9 -1: IR- ¡R es continua Lipschitz yW(0) a 0. Sea. U»una. medida. de Borel
/

finita en [0,1). Entoncesexiste una única. función u(x,t) que satisface:

2 2
a) ute- LL°°(09T;L (071))!

1
b) W (u) e c ((0,1)) en la. variable z, pp t y

DI(kP(u))(0,t) = 0 pp t,
(3.1)

o) u(1,‘t) = 0 'pp t,

<1)ut -=BKN (11)) pp (th),

e) u(x,t) -‘-fi (H0)

1
La.solución ue L°°(O,'I';L (0,1)) con

1 1

í lu(z,t)l dx s í ¿”A nt >o.o o
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DEMOSTRACION

1°) Unicidad

Sean u1 y u2 dos soluciones de (3.1) y sea

X

v (m) . ( u_(s,t) ds.i o 1

2 2
1 e. oEs fáci ver que Dtvi LLO°(0,T;L(0,1)) pues ésto vale para Dtui

Por lc tanto vi es solución de (2.2), i = 1,2. Comoademás ui«¿>)*- se

tiene que

e) vi(z,t) -->F(x) (t-)O) en L1(0,1) i - 1,2.

En efecto, de acuerdo con el Lema3, se tiene que

vi(x,t) -ñ F(z) (ta O) en los puntos de continuidad de F.

Como Vi vi(x,t) é ci, i - 1,2 V t ) 0; se sigue que

lvi(x,t)\ s ci i a 1,2 n (x,t)e. (O,1)x(0,T).

De aquí que se satisfaga la condición e).

Comoel problema (2.2) con la condición e) tiene solución única (se

gún lo probado en el capítulo II, y también consecuencia de los resultados

de la sección 1 de este capítulo), se sigue que

v1(x,t)= v2<x,t) pp

De donde
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u1(x,t) = val(z,t) - DIv2(z,t) - u2(z,t) pp (x,t).

2°) Existencia

Motivadospor los resultados anteriores veremos que si v(z,t) es la

solución de

2 2

a) v e. LLOO(O,'I‘;L(0,1)),t

b) ve C1(L0,l]) en la variable z, pp t y

VIO-yt) = o PP t!

c) v(0,t) a 0 pp t, (3.2)

d) vt = D¡(\P(V¡)) pp (m),

1

e) lim í lv(x,t) - F(x)| a; = o,H o o

que obtuvimos en el Capítulo II, con F la función de distribución de la

medida/w ; entonces 1a función u(x,t) = vx(x,t) ee solución del problema

(3.1). En efecto, por (3.2) b) es evidente que u(1,t) a 0. Tambiénhemos

demostrado en el Teorema 1 que si v es solución de (3.2) y u = VI entonces

“(1,17)A/u‘ (t')o)

Como vt = Dx(k9(vx)) pp y como distribuciones, derivando ambos

miembros se tiene,



Por lo tanto sólo hay que proba: que u&.Lt
2 2
Loc(O’T3L (091)) y d.

este hecho deduciremos que DIU? (u)) es continua en [0,1] comofunción

de x, pp t, ya que su derivada, ut es integrable en (0,1) y además pro
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haremos que DIU-P(u))(0,t) = 0 pp t, con lo que concluirá. la. demostración.

‘Í

¡h

t

t
1

O

lo

Como“9-1 es Lipschitziana yq es estrictamente creciente,

M

IO ílt
o

u(x,t+h) - u(x,t)Y
h

vz(x,t+h) - vx(z,t) (Ke(v¡(z,t+h)) - ‘P(v¡(x,t))"

l
llvz(z,t+h) —vz(x,t)

ít
o

0\ h

h ) k
h

Y

DIU?(vl(z,t+h))) - DXUP(v!(z,t)))1 v(x,t+h) - v(z,t)

M h

(1,15)

)(

vt(x,t+h) - vt(x,t)

h

í: (mw; v

ío HH

(x,t°+h) - v(x,t°)

H

h

32€ h Y. ax

v(z,t+h) - v(x,t) 2

C

N

h

1M

[2K

)dxdt

v(x,tl+h) —v(x,t1
h >Ï dx

dxdts

)dxdt

)d1dt
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2 2
Como vt<e Iïoo(O,T;L (0,1)), se sigue que 01 último miembro está ¡oo

tado para \h\ <S(t°,tl) pp t°,tl, ya quo

v(x,t+h) - v(z,t)
h

m) Vt(xat) (h')0)

2 2
Por lo tanto, ute. Lhc(0,T;L (0,1)).

VVhamosque D1(q7(u))(0,t) - 0. Comou e I

remos probar que

lim vt(x,t) s 0 pp t.
za>0

Probaremos que

lim v(x,t+h) —v(x,t) - o
(I,h)-> (0,0) h

y comoel limito

v(i,t+h) - v(x,t)
h

lim
h€>0

existo pp z y es vt(x,t), se tiene lo buscado.

I

gío
ví(s,t+h) - v1(s,t)

h

v(x,t+h) - v(1,t)
h

Por lo tanto,

2
en L (0,1), pp t.

y D109(71)) - vt, quo

da pues v(0,t) c o pp t.
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v(x,t+h) - v(x,t) l 4 I1/2 1(vx(x,t+h) - vx(z,t)\2 dx 1/2h ‘ ° h

2 2
k d = OSegun acabamos e probar, ut vxte LLO°(0,T,L (0,1)) y por lo

tanto, pp t existe S =S(t) tal que si \h\ <ï (t)

l 2

í (71(1,t+h) - vx(1,t)) d! S o0 h

De donde, si \h\ < S (t)

—\v(x,t+h)-v(x,t) ¿ ¡1/2 ¡31/2 < E. giz( ¿2 .h

Veamos que u C-.Lao(0,T;L1(0,1)). Comoya observamos antes, ei v ee

la. solución de (3.2) deducimoe del Lema.1 que

v; v(x,t) s 17(1)F(x) v t > o,

y por lo tanto
1 1

r \u(x,t)\ dx - vá v(1,t) s vá F(x) ={ ¿pq v t > o.o o 1

Sin embargo, al margen del método de demostración, se puede ver que

si u es solución de (3.1), necesariamente u é. Lm(O,'I';L1(O,1)). En efecto,

como u(x,t) 4/0» , u = vxe. L1(O,1) 3’ t > 0, ee tiene que existe un S > 0

tal que 1

v; v(x,t) = S \u(x,t)\ ¿2: 1- c si t<2o
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Veamos que ai t > to entonoos

1 1

í \u(x,t)l dx á í \u(x,t°)\ dx0 I O

con lo que concluirá la demostración.

En efecto, sea S(t) el semigrupo de Operadores no ezpansivos geno

rado por el operador m-aoretivo: - DXI(Lf(u)), entonces

u(x,t) - S(t - t°)u(z,t°) 51 t > to

En efecto, comou es solución de (3.1) a), b), c), d), si probamos quo

u(x,t>->u<x,to) (tuo) enL1<o,1),

por unicidad de solución fuerte (ver capitulos I y II) se tendrá lo afir

mado.

2 2 .
Como ute _LL°0(O,T;L(0,1)), 31 to) o

t

u(x,t) - u(x,t°) e í ut(1,z) dz , do dondez 1:
o

l t 1

í lu(x,t) - u(x,t°)l a; «:-8 í lut(x,z)‘ a; dz s0 t 0
O

T 1

S (t - t°)1/2 ( g ( lut(x,z)|2 dx dz 1/2 < E.t 0
O

Si lt ’ to‘ es suficientemente chico. Por lo tanto u G:La)(0,T;Ll(O,1)),
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PROVOSICION 1

Sea W: {Ei-MRuna función continua, estrictamente creciente tal que

SNC) e 0 y satisface la. condición (3.1). Supongamosque u1 y u2 son so

luciones de (2.1) y seanr1 yrz dos medidasde Borel finitas tales que

ui(x,t) Ari (t-50) 1 n 1,2.

Supongamosque f» l á [1.2 , entonces

u1(x,t) S u2(x,t) pp (nt)

DEMOSTRACION

Sea x

v_(x,t) = í u (s,t) ds 1 = 1,2.1 o i

Sabemosque vi es solución de (2.2) y satisface

vibras) ->F¿(x) (w o) en ¿(0,1) i = 1,2,

donde Fí es la función de distribución de la medida/¿i g comofue de
mostrado en el Teorema 2.

Podemosentonces aplicar el Lemai a las funciones v1 y v2. Supon

gamosque no se satisface ul(1,t) g, u2(x,t) pp, entonces la función

(v2 - vl)(x,t) no puede ser monótonacreciente en la variable x para ca

si todo t > O. Existe entonces un to > 0 y dos puntos xl y x2 tales que

114 x2 y

(v2 - v1)<xl,t°) > (v2 - vl>(x2,to)
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Aplicando el Loma1 a la sucesión

<
2 ‘ 10 = xo( x;( zz

tenemos una sucesión

0 yo< yl< yzsl

tal que

signo ( (F2 - Fl)(y1) - (F2 - F1)(yi_1) ) 

í 8 1,2.

a signo ( (v2 - 71)(Xiyto) - (V2 - V1)(Ii_19t°) )

En particular,

(F2 - F1)(y1) > (F2 - F1)(y2) y

yl< yz

lo que contradice la hipótesis de que é pues ésta se traf1 #2
duo. on que la función F2 -'F1 es monótonacreciente. Por lo tanto,

ul(Ï-9t) s u2(xyt) PP (¡9t)0

PROPOSICION 2

Sea k9: EL)IRuna función continua y estrictamente creciente. Sean

u1 y u2 soluciones de (2.1) tales que
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ui(x,t) Ari (1:30) 1 = 1,2.

Sea FiL1a función de distribución de la medida/mi. Entonces, si

L .F1(x) \ F2(x) pp x, se tiene

x 1

( u1(s,t) ds s í u2(s,t) ds pp (x,t).0 0

DEMOSTRACION

-Sea
x

v_(z,t) - Ñ u_(s,t) ds i c 1,2.1 o 1

Entonces vi es solución de (2.2) con

vi(x,t) -> Fi(x) (t->O) en L1(O,1).

Como Fl 5 F2 pp, se sigue que

Vl(¡9t) É V2(xyt) PP (1913)

que es lo que queríamos demostrar. Esto es consecuencia de los resultados

de la. sección l.

PROPOSICION 3

Sea.kP : lR-HRuna función continua, estrictamente creciente conïp(0) = 0

que satisface la. condición (3.1). Sean ul y 112soluciones de (2.1) con
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ui(x,t) Ari (t-)0) i = 1,2.

Entonces

l 1

í0\ul(x,t)-u2(x,t)\dxs ío url-¡J nt>o.

DEMOSTRACION

Sea nuevamente vi la función

x

vi(x,t) - S ui(s,t) de i - 1,20

que es solución de (2.2) con

vi(z,t) ¿pica (t->o) en ¿(0,1) i . 1,2

con Fi la función de distribución de le. medida/L1. Éntoncee sabemos que

estamos en las condiciones del Lema.1 y por lo tanto, para todo to) 0,

para todo E.> 0 y para toda. sucesión

O=X°<Il<eeee<xk31

tal que

di = (v2 ' V1)(Ii’to) ’ (72 ' vl)(Ii-1’to)

resulta de signos altemados y siempre no nulo, existe una. sucesión

0-y°<eeee<yks1
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tal que

signo di - signo ( (F2 - F1)(yi) - (F2 - Fl)(yí_l) )

la“ s \(F2- F1)(yi)- (F2- F1)(yi_1)\ +

‘Por lo tanto,

k 1
- - - x l ¿[ha lezino) (v2 vl,<xí_1,to> 4 v0 (F2 Flux) + a

Comoa) 0 es arbitrario, se sigue que

v1(v -v xxt ><v1<F -F>(z)o 2 1 ’ o \ o 2 1

cualquiera sea. to > 0; al ser

112 - ul -= (v:2 - v1)I

1
una función de L (0,1) para todo t > o, resulta

l

[o \u1<x,t) - u2(z,t)\ a: = v; (v2- lem) s v; (F2- Flux) 
1

I: d _
ío ‘f‘l ÏQ‘

que es lo que queríamos demostrar.
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COMENTARIOS

En este capítulo hemos demostrado que cuando kP: lR-MRes una función

-1
continua, estrictamente creciente, ‘-P(O)= O y ‘P : lR-HRes continua Lipschitz,

el semigrupoS(t), t > 0 generadopor el operador - Dub? se extiende

de L1(0,l) al espacio de las medidas de Borel finitas en [0,1).

En realidad ese es un caso particular de'l hecho de que este semigrupo

se extiende al espacio de las medidas finitas siempre que u(t) = S(t)u°

satisfaga ute Lioc(0,T;Ll(0,1)) para toda función noe. L1(0,l). En efec

to, de acuerdo con lo probado en el Teorema 2, dada una medida/ur, si v(1,t)

es la solución de (3.2) con F(x) -/°-(LO,I)) y u(x,t) = vx(x,t) entonces

u(1,t) A/J- (t->O) y para ver que u es solución de (2.1) sólo es necesa

rio probar que ute LÍD°(O,T;L1(O,1))ya que las otras condiciones se veri

fican comoen la demostración 'del Teorema 2. La diferenciabilidad de la fun

ción u(t) ha. sido probada en el Lena,1 bajo las hipótesie que tenemos acá.

pues se demostró que vxte L;°(0,T;L1(O,l)) que es lo afirmado.

Cuandoúnicamente se sabe que u(t) = S(t)uo es diferenciable si uo es

no negatiVa, puede afirmarse que el semigrupo S(t) se extiende a las medidas

finitas no negativas si se tienen resultados de regularidad de la solución

v(x,t) del problema (3.2). En efecto, si v(x,t) es continua cualquiera sea

F é. L1(0,l) y r” es no negativa se sigue, comoconsecuencia del Lema1, que
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v(1,t) es monótonacreciente on x para todo t > 0 fijo y por lo tanto

u(x,t) - vI(z,t) OSno negativa para cada t > 0. Comou(t) - S(t - to)u(x,to)
l 1

t > to'> O, se sigue que u (E.LL°c(O,T;L (0,1)). Las otras condiciona: sot
verifican comoantes.

Podemosaplicar estas resultados a la ecuación de la difusión en mo

fiios porosos
m-l

ut 3 Dzz(\u\ u) m b 1.

— m-l . -1 . . .Aqui\P(x) - lzl x no eat1sface que \P sea contlnua Llpschltz.

Sin embargo se Babe que S(t)uo es diferenciable cuando uo os no negativa

([28]). AdemasBorrero y Vázquez ([27]) probaron que la solución v(x,t) do

m-l_ ,
vt a DI(\VX\ v!) m ¿.1

os continua. Se sigue entonces que existe solución de 1a ecuación de la

difusión en medios porosos cuando se da una distribución inicial de masas

no negatiVa en [011). y se mantiene flujo 0 en x = O y concentración O on

x = l. Esta solución resulta diferenciable.

flW wïü
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