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INTRODUCCION

Por medio de la geometrfa integral, se estd en condiciones de

calcular probabilidades del siguiente tipo:

En el espacio euclidiano de dimensién n, E s sean K, L y K' tres
cuerpos convexos finitos tales que K C L, Suponiendo que movemos
aleatoriamente y de manera uniforme el cuerpo K' de manera que corte

a L ¢cudl es la probabilidad de que K' también corte a K?

Este problema se resuelve usando la férmula fundamental cinemdtica
que expresa la medida sobre el grupo de movimientos Gn del conjun-

to
{g €6, /KN gL # }
mediante los llamados "Quermassintegrale" W, de K y de L.

En los dltimos afios, varios autores consideraron un problema
similar, en el cual en lugar de probabilidades de interseccifn, se cal
culan probabilidades de tangencia.

Se consideran dos cuerpos convexos K y K' y se colorea una
parte de cada uno de los respectivos contornos. Luego se mueve alguno
de los cuerpos (o ambos) de manera que se toquen Yy entonces se
pregunta ¢cudl es la probabilidad de que se toquen en las dreas colo-

readas?

Firey [1], fue el primero que planted este problema. Mc Mullen



[7], calcul6 la probabilidad en el caso en el que K y K' son poliedros
convexos y Firey expres6 la probabilidad para cuerpos convexos
cualesquiera en términos de las integrales de superficie. Como estas
integrales estdn definidas sobre la esfera unidad, las partes colorea-
das no podian ser cualesquiera, sino imdgenes inversas de Borelianos
de esta esfera unidad.Schneider [10], eliminé esta restriccién,
utilizando, en vez de las integrales de superficie, los
"Krimmungsmasse", que est@n definidos sobre el contorno de cualquier

cuerpo convexo K. Finalmente Weil [ 14], prob8 que sobre el conjunto

G (K,K') ="{g € G, / Ky gK' son tangentes}

existe una medida natural, tal que los conjuntos
c (8,8') = {g€G (K,K') / BNgB' # ¢}

resultan medibles si 8 C 3Ky B8' C 3K' y que esta medida se puede
expresar en términos de los "Krimmungsmasse" de K y K', obteniendo

para poliedros el mismo resultado que Mc Mullen.

En este trabajo expresamos la medida encontrada por Weil explf-
citamente, en el caso de E3 y vemos algunas aplicaciones, entre las
cuales resulta como corolario la probabilidad calculada por Mc Mullen,
o sea: dados dos cubos que se tocan, la probabilidad de que se

toquen arista contra arista resulta 0,54 y que se toquen vértice

contra cara resulta 0,46,



Luego, usando la definicién de cilindros infinitos dada por
Santalé en [8] , consideramos un problema de tangencia similar, Tomamos
un cuerpo convexo K y un cilindro infinito Z -de seccién normal D- en
E3 Y encontramos una medida sobre Z(D)- el conjunto de todos aquellos
cilindros cuya seccifén horizontal sea congruente a D- de forma tal
que esta medida esté concentrada sobre el subconjunto de 2Z (D), de

todos aquellos cilindros que son tangentes a K,

Esta medida nos permite calcular, utilizando la f6rmula 9.8,
probabilidades del siguiente tipo: Si B es un subconjunto de 3K y
B' es un sector infinito de 32,
suponiendo que Z y K son tangentes ¢cudl es la probabilidad de que

se togquen en B y B8' ?

En el capftulo IV generalizamos este resultado al espacio eucli-
diano de dimensién n, E,, y consideramos cilindros infinitos Zq'
cuya seccifn normal D esté incluida en un espacio de dimensifén n-gq

Y que tengan como generatriz los g-planos ortogonales a D.

La medida que encontramos sobre

z(D,K) ={2' / g € Gn/ Z' = gZ2. y 2' y K son tangentes}

g

nos permite medir las probabilidades antes mencionadas y ademds, en
el caso en que D se reduce a un punto, nos da la medida sobre todos

los g-planos tangentes a K.

Esta medida obtenida como caso particular de la medida sobre



Z(D,K) , coincide con la medida sobre g-planos tangentes a un

cuerpo convexo K obtenida por Weil en [ 13].



I, CUERPOS CONVEXOS EN Es

1. Definiciones

Para el estudio de los cuerpos convexos en E3, son fundamenta-
les los llamados "Quermassintegrale"de H. Minkowski o valores me-
dios de sus proyecciones sobre subespacios lineales. Vamos a recor-
dar su definicién y su vinculacidn con las integrales de curvatura
media.

Consideremos el cuerpo convexo K. Sea Ki su proyeccién ortogo-
nal sobre un plano E. Llamaremos d Q al elemento de &rea sobre la
esfera unidad correspondiente al punto determinado por el radio

paralelo a la normal al plano. El vafor medio del drea F(Ké) de

Ké es:
1.1 E(F(K})) = L J F(K}) do
27
g™
2 2

con la integracifn extendida a 1la semiesfera unidad.
En lo sucesivo representaremos por Gh tanto a la esfera

unidad, como a su drea, o sea
(h+1)
27 ' 2

P(h+1
2

1.2 0y =

También necesitaremos el volumen de la esfera unidad en Eh’

cuyo valor es

0 h/2

1.3 k (h) = ho1l . 2.7
h h.r(-rl)

2

donde I' es la funcién gamma, que para valores racionales positivos



de denominador 2 puede definirse recursivamente por las relaciones

ro) =1
1.4 (1) =mrm mo y { 1. _ -
2
L r(m) =m! m€32

Entonces: el Quermassintegral wl(K) se define por

_ 4 :
1.5 W (K) = ZE (F(K})

y aplicando una cldsica f6érmula de Cauchy [8],

1.6 F(K) = = J F(K})dn
™
1/2 o
/ 2
vale
_ 1 _1
1.7 Wl(K) = = F(K) = = d4rea de K.
3 3

Si en vez de proyectar K sobre un plano E, se proyecta sobre
una recta G, que tiene la direcci®n correspondiente a 42, se obtie-

ne un semgento Ki y el valor medio de su longitud es
' = _l '
1.8 E(L(Kl)) L(Kl) dq

2T
1/2 02

entonces el Quermassintegral wz(K) se define por

- 2 '
1.9 WZ(K) = -3— E(L(Kl)).

Para completar, se definen los valores extremos



V (K) volumen de K

W, (X)

W3(K) k(3)

I
w |
2

Estos invariantes wi(i =0,1,2,3) estidn definidos para cualquiexr
cuerpo convexo K, independientemente de la regularidad de su contor-
no 23K,

Si 3K es una superficie de clase Cz, se pueden definir también

las "integrales de curvatura media", a saber:

Mo(aK) = do = F(K) = 4rea de 3K
K
1:11 M, (oK) = = J (k, + x,) do = M(K) =
2
aK
= integral de curvatura media propiamente dicha.
M2(3K) = Kqe Ko do = 02 = 47

oK

siendo K Y xo las curvaturas principales en el punto cuyo elemen-
to de &rea es do .,

Por la definicién vemos la siguiente redacidn

1.12 M, (3K) = 3 W, ,(K) i=0,1,2

la cual permite definir las integrales de curvatura media para
cuerpos cuyo contorno no sea Cz.

Para las definiciones anteriores ver; Hadwiger [3], Santald [ g ]



2, Cdlculo de las Mi

Queremos calcular las Mi(K)’ o los wi(K) para algunos cuerpos

especiales:

a) Si 3K es de clase Cz, existen las curvaturas principales y

lasMi se calculan por las f6rmilas dadas en 1,11,

b) Poliedros
Si K es un poliedro convexo cuyas aristas tienen longitud
a;j Y los dngulos diedros correspondientes valen @y la integral

de curvatura media Ml(aK) vale

1
2.1 M, (3K) = > I a;ln=-ay)

con la suma extendidad a todas las aristas de K,

Para demostrar 2,1 se toma el cuerpo convezxo Ke , paralelo
exterior a distancia ¢ de K y se calcula Ml(Ke)'

Luego, haciendo e+ 0, tendreros Ml(aK) y por tanto WZ(K)'
puesto que los wi son funcionales continuos del espacio de los
cuerpos convexos (Hadwiger [3], Schneider [g] ).

La demostracifn de 2.1 es fdcil:

La parfe de Ke correspondiente a las caras de K, son caras
pPlanas para las cuales M= 0.

A las aristas de K, corresponden franjas de cilindros de radio

e Yy d4nqulo (n - ai). Para estas superficies las curvaturas princi-

pales son

2.2 1=



El elemento de &rea vale
2,3 do = dhAe ., dy

siendo éh el elemento de longitud, Por lo tanto, para las aristas de
longitud ass serd

. e .dhA dp = %, a (r-a,)

2.4 M(arista a_.) =
1 2

[
S—

[ |

Los vértices de K dan lugar en K a casquetes de superficies

esféricas, con las curvaturas principales

- _ 1
€
y elemento de 4rea
2.6 do = 2 da

Por lo tanto

J 2 R ez dq
€

2.7 M (casquete) =

N

con lo cual, si e+0, la curvatura media en los vértices serd nula.
Entonces, sumando M(caras) + M(aristas) + M(casquetes), resul-

ta 2.1

c) Cuerpos convexos limitados por caras curvas de clase C2.

Supongamos que K sea una superficie poliedral, pero de caras
curvas., Al pasar a Ke y luego €+0, la parte correspondiente a

las caras, es la integral de curvatura media de las caras de K,



10.

Los vértices de K, al pasar a KE son partes de esfera y, como en
el caso de los poliedros, la integral de curvatura media es nula.
Queda la parte correspondiente a las "ardstas", que en K_
son franjas de cilindros curvos de radio ¢ y &ngulo ¢. Las curva-

turas principales son:

2.8 K = l Y K = L
1 2
€ p+e

siendo p el radio de curvatura de la arista de K,
El elemento de drea es

p+e)

2.9 do = e .-dp AL .ds

p

y por lo tanto, la contribucién a Ml(K) de las aristas es:

2:10 Ml(aristas) = l‘J( 1 + 1 ). e(p+e) . ds dy
2 € pte p

1
> ;J¢ds.
e->0 a

Es decir, para poliedros convexos de caras curvas y aristas

es

2,11 M(3K) = = J (kg + ky) do + ] i Jvds
2 i

2
caras de 3K

Para aclarar esta fSrmula, vamos a aplicarla al caso del cono

recto de altura h y radio de la base T,

En la superficie lateral tenemos

lfldzp dtp=-1-J dr  dy
2 p 2




11,

21 sena . 2
O -1 sz dy = 7L sen a=r.h
1 2

La base es plana y entonces Ml(base) = 0,

L]
>
I

La arista es la circunferencia de base y segdn 2,10 es

Ml(arista) =1 2n1r.y =1, r(m -a),
2

Por lo tanto

Ml(cono) = qh + nzr - 1wr arctg

R |5

3. Ejemplos
Vamos a reunir aguf algunos resultados que se obtienen a partir
de las fb6rmulas anteriores. Completamos asf algunos valores dados

por Hadwiger en [4]),

a) Cuerpos convexos K, tales que 5K sea de clase C2

i) Bola de radio r

V=i" r3
3

F=41rr2

M=41rr

ii) Elipsoide de revolucién de ejes de simetrfa a y b

V=i1r a2.b
3

2 (&)
F = 2n a2 + ab“ arccos ‘b

b
22



b) Poliedros regqulares inscriptos en la bola de radio R

i)

ii)

iii)

iv)

M 2w b+ a

Tetraedro
v = 8 /3 R3

27
F = 8 V3 R2

3
M= 2/6 R arccos (- l-)

3

Cubo
v= 873 3

9
F = 8 R?
M=2/Y3 1R
Octaedro
V=é-R3

3
F=4v/3 R
M= 6 /2 R arccos (l)
3

Dodecaedro
v= 2/I5 ( /5 + 1) RS

9
F = /200 - 40 Y5 R®

5 /3 (/S = 1) R arctg (2)

=
I

12,
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v) Isocaedro

/ —
yo V40 +8 /5 .3

3
2

F=v3 (10 - 2/5 )R

Y450 - 90Y5 R arcsen (3)
3

M

bl) Poliedros cualesquiera
i) Paralelepfpedo recto de lados a,b,c

vV = a.,b.c

o
I

2(ab + bc + ac)

=
I

r(a + b + ¢)

ii) Paralelepfpedo oblicuo de lados a,b,c y &ngulos @ = <(a,b)

a,= <(b,c) 5= 4(a,c)
F = 2(a.b sen @y + b,c sen a, + a,c sen a3)
M=qa(a+ b + c)

(3

Este (ltimo resultado es curioso, ya que prueba que la curva-
tura media de cualquier paralelepfpedo no depende de los dngulos .

Observemos que, para calcular el volumen, necesitarfamos
calcular los &ngulosdiedros, pero para la curvatura media no, ya

gue a lados iguales corresponden dngulos complementarios., No



c) Cuerpos convexos limitados por caras curvas de clase C

i) Cilindro convexo

ii)

iii)

iv)

v)

ponemos la f&6rmula del volumen, por ser complicada

necesitamos en el futuro,

2

recto de base D y altura h tal que

F(D) = £ = drea de D

L(3D) = u = longitud de 3D

VvV =

F

M

f . h
2f + u.h

th + u

s
2

Segmento de longitud ¢

\'%

F

M

0
0

L

Placa convexa de drea f y longitud de contorno u

\'%

F

M

H

0

(SR

Cono de revolucién, de radio de base r y altura h

\'

F

M

nr2 + gnr (r2 +

n2 r+ th -

h2)1/2

tr arctan (E)
r

Semiesfera de radio r

\Y

P
M

2, 3
:3
3 7 r2

1
r(2 + =
T r( > )

y no la

14,



vi) Cilindro terminado por semiesferas

£

o
]

2rr h+ 4 5 r

M th + 4rr

vii) Cono sobre una semiesfera

oL
A
N7
v= L2 nh+ 2.3
3 3
F=1Tr(h2+r2)1/2+ 27 r2
112 h
M= gth+ 5- r = =wnr arctan(=) + 2 rr
r

viii) Interseccién de dos esferas

2n (2 - 3 cos a + cos3 a) r

3

F = 47 (1- cos a) r

<
|

2

=
"

27 [2- 2 cos a + ( i - a) sen g] r

15,



ix) Casquete esférico

VvV =

F

M

ML TN A

r (2 - 3 cos a + cos3 a) r

3
7 r2(3 - 2 cos a)

3

40 . r + n r. sena,. (r-a)

x) Cilindro terminado por conos

F =

M
'_s

x1i) Cilindro terminado por un cono y una semiesfera

<
I

2

2
r - h, + h
T ( 3 )

1

21 r((r? + h%)l/2 + h)

m(h + 2h1 + r (n= 2a))

B

h

\_/

wrz(h + 1 h1 + 2 r)
3 3
ar(2h + (£2 + hi)l/2 + 2r)

~(h+ h1 + 2r + r(E- - a))
2

16,



xii) Sector cilfndrico
h )

]

|/
V=']-.‘G.r2.h
2
F=r(ar + « h + 2h)
M= 1 a, h + 7(2r + ar)
2

xiii) Sector de cono

vV = -}-a r°. h

6
F= & 2 + r2)1/2 + n o+
M:

N (e

Q

2

. )

h+ (¢, r + 2r) (7 - arctg(-hd)

r

17,
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II., Mepipa CINemMATICA ParAa CoNuunTOS CONVEXOS
TANGENTES EN E3.

4, Introduccién- Idea intuitiva

Sean K y K' dos cuerpos convexos en E3. Con G3 denotamos al
grupo de movimientos en E3. Se quieren medir conjuntos de la forma

4,1, A ="{g € Gy / K NgK' # ¢} .

Como G, es localmente compacto, segfin el teorema de Haar, exis-
te sobre G3 una Gnica medida invariante, Esta medida se llama densidad

cinemdtica, y se demuestra que puede escribirse en la forma

4,2 dKk=da A de A 4T ({81 , pdg.256)

Intuitivamente serfa: para fijar la posicién de K en el espacic,
debo fijar un punto - dP -, una direccifén por este punto - dQ - y

un giro alrededor de esta direccién 4T

Se prueba que esta medida es invariante por movimientos ([11],

pdg. 95) y vale la f6rmula fundamental cinemdtica

4,3 j dK' = 8172(V(K) + V(K')) + 27 (M(K)F(K') + M(K")F(K))

K NK'#¢

Notemos que, si u es la dnica medida invariante sobre G3, se

puede escribir también



19,
4.4 f a = [ aug),
KOK' 7
donde A es el conjunto definido en 4.1
En términos de los "Quermassintegrale" W; (K), 4.3 resulta
v 2
4,5 dK' = 8n (WO(K) + WO(K')) + 9.2n(w2(K)W1(K') +
KOK' #¢
]
+ wl(K) wz(K ))
y en términos de los Mi(K)
4,6 J dK' = 8112(V(K) + V(K')) + 21r(MO(K)Ml(K')+ MJ(K)MO(K'))

KNK ' 74

Ahora se nos plantea la siguiente pregunta: si definimos

G3(K,K') para cuerpos convexos K y K' cualesquiera por

4,7 G3(K,K') = {g e G, / Ky gK' son tangentes}

¢habrd sobre G, (K,K') una medida "natural"?

W.Weil en [14] prueba que existe sobre G3(K,K') una medida ¢
que resulta natural en el siguiente sentido:

Sea K un cuerpo convexo en E3 Yy sea B3 la bola de radio 1 en E3
si K€ lo definimos como la suma de Minkowski (ver [8] ) de K+ e33 resul-
tan

4.8 K_={x €E, /d(K,x)<el= K+ ecB,.

Por las f6rmulas de Steiner para cuerpos convexos paralelos



20.
({8 ], p8g.220) se sabe que es
V(K) = V(K) + €eF(K) + 2. M(k) + 4 L3
3
4.9 F(K) = F(K) + 2 cM(K) + 4x e?
M(Ke) = M(K) + 47¢
Entonces, por 4.3 resulta
4,10 J dK' = 8n2(V(K€) + V(K')) + 21 ((K) F(K') +
K NK'#¢ + F(K ) M(K')) =
€ €
= 812 (V(K) + eF(K) + e2M(K) + % red + V(K')) +

3

+ 20 [ (M(K) + drg)F(K') + (F(K) + 2eM(K) + dne MK’

entonces
J aK' = J dK' + 8 12 (F(K) + F(K')+ L M(K)M(K')) »
| 2
KJ\W¢¢ KNK'# ¢
+ 8ﬂ2 ez(M(K) + M(K")) + 32 n3 e3
3

Entonces puedo calcular la medida de todas las posiciones de K',
tales que K'f1K€#¢ Y K'NK=¢ , 6 , lo que es equivalente: la medi-
da de las posiciones de K' tales que (K' ﬂ(Ke-K))#¢.

Serd

4,11 J dK' 47e (27 (F(K) + F(K')) + M(KX) M(K")) +

(K_-K)NK'#4
+ 812 e2(M(K) + M(K')) + 32 ;3 ¢3
3

Entonces existe el lfimite para e+ 0 del cociente de esta
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expresién por € Yy lo llamamos 6(K,K').

[ ax' =

4,12 §(K,K') = lim %
€
(K_-K) K'#

4 ,(24(F(K) + F(K')) + M(K) M(K"))

Yy resulta que, si ¢ es la medida sobre G3(K,K') encontrada por

Weil,

4,13 ¢(K,K',G3(K,K')) = c. §(K,K'")

lo que explica la "naturalidad"” de ¢.

5. Medida sobre G, (K,K')

En este pdrrafo, queremos explicitar la medida ¢ sobre

G3(K,K‘) introducida en el pdrrafé anterior.

Dados K y K' cuerpos convexos en E3, sean B y B' tales que
8 E oK y B S aK', Entonces nos interesa medir aquellas posiciones

de K', tales que K' es tangente a K y ademds que ' sea tangente

a B . Si definimos

5.1  C_(B,B') ="{g € G4(K,K') /KNgK' NBNgp ¢}

queremos conocer ¢(K,K"CO(B,B'))
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Para ello seguiremos principalmente a W, Weil ([1%]),

¥ R, Schneider ([11]).

Sean en E3 los siguientes conjuntos:

Dado un cuerpo convexo K, para cada boreliano g en R3, defi-

nimos.

5.2 u_(K,8) = {x € R/ a(x,K) = d(x,KNB) < ¢ )

K u, (k.g)

Estos conjuntos U€ no son en general convexos por lo tanto no
existen los "Quermassintegrale ". Entonces se define una generaliza-
cién de los Wi(K) con wi(K,B) de tal forma que wi(K,R3) = Wi(K).

Para ello calcularemos A (K,B) =V(U_(K,8)).

Pero

5.3 u (k,g) = (kN g + [ (8N 3K) - K]

donde la suma indica la suma de Minkowski y .(g N aK)E es el cuerpo

parelelo a distancia ¢, definido en 4.8.

Entonces
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[
5.4 AE(K,B) = V(KNZE) + JF[(B N aK)E - K] de
0
Y
N - = :
5.5 F[(8 3K) _ K] J (Ry+e) (Ry+ ) dy,
QNbK
donde: QBﬂaK es la imagen esférica de B N 3K, o sea que a cada
x € B N 3K le asocia el extremo del vector normal unitario a K
en x; Rl' R2 son los radios de curvatura principales de 3K en
X; Y du2 es el elemento de drea sobre la esfera unidad.
Por tanto, de (5.5) se deduce
- 2
5.6 F [ (38 NAK) -K]=F(B N 3K) + 2M(BN 3K)e + Qgn ,i€
Pero entonces
5.7 A_(K,8) = V(KN B) + cF(8NIK) + e“M(BN2K) +
o2
3 BN 3K
Recordemos que
3 2 63
5.8 AG(K,R ) = V(Ke) = V(K) + eF(K) + ¢ M(K) + =— , 8,
3

O sea



3
5.9 A_(K,R7) = wo(K) +e. W (K) + ¢

2

3 WZ(K) + ¢

24,

3
W3(K)

De aqul , si ¢ toma los valores 1,2,3,4 puedo despejar Wi(K) en

funcién de Aj(K,R3). Resulta

_ 3, _ 3 3, _ 3
W, (K) = 4A, (K,R7) 62, (K,R7)+ 4A3(K,R )- A, (X,R”)

W) (K) =13 Al(K,R3) + 12 Az(K,R3) -1 A, (x,R)+ L A, (K,R%)
9 6 3 18
5.10
_ 1 3 4 3 7 3 1 3
W,(K) = = A (K,R7) = =A,(K,R”) + =A5(K,R") = = A, (K,R")
2 3 6 3
Wo(K) = - 1a (K,R3) + 1a (K,R3) +ia (K,R3) +Lia (K,R3)
3 1 2 2 4
6 2 2 6
Entonces se define ( [11], pdg. 124)
wo(K,B) = 4 Al(K,B) - GAZ(K’B) + 4A3(K,B) - A4(K,B)
5.11 v k8 = - Bax,n + 2 a0 - Lajxe + a0
9 6 3 18
7 1
b x,8) = LA (k8 - 22,8 +Lajke - 2a, (K8
) 2 3 6 3
. . 1 - 1
V(K8 = - 22, (K,8) + Za,(k,8) - 2 A5(K,8) + =2, (K8)
6 2 2 6
Resulta, sustituyendo los Ai por los valores obtenidos en 5.7,
que:
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Y (K,B) = V(K N g)
- F(8 N 3K)

¥v_(K g)
1V 3

5.12
v, (x,8) = MED3K)

3
.,
w3(K'B) . -—B-M
3

Notamos que wi(K,R3) = Wi(K) .

Estas funciones wi' estdn definidas para cualquier cuerpo con-
vexo K y cualquier boreliano B8, Si considero K fijo, se demuestra
que wi(K,.) son medidas finitas sobre los borelianos en Ey( ver (11 ,

pdg. 124),

Notemos aquil que R.Schneider [11] usa otra definicién de estas

funciones. £1 define ¢;(K,8) de tal forma que

_lil__
_ i
¢i(K’B) - wn—i(K’B)

Kk (n=-i)

Estamos ahora en condiciones de definir una medida sobre G3(K,K')

Si CO(B,B') es el conjunto definido en 5.1 definimos

5.13  C_(C_(8,8')) = "{g €G3/ 0 < d(K,gk")<ey T(K,gK') 0 g €

€ CO(B,B')}
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TK,K'(x) = X + u(K,K'")
si u(kK,K') = x-x' , y x € K, x' € K 'son los puntos que "realizan"

la distancia de K a K?',

Intuitivamente, serfa el conjunto de todos los movimientos, tales
que Ky gK' estén a distancia menor que ¢ , y ademd@s que los puntos

X y x' que realizan la distancia de K a gK} estén en B y B8' respec-

tivamente,

En general, si n -es un subconjunto de G3, definiendo
C_(n) ="{g € Gy /0 < d(K,gk")<e y T(K,gK') o g € n}

se prueba ([11, pdg 140) que Ce(n) es un boreliano de G; y entonces
existe u(CE(n)). Ademds vale que u(Ce('. )) es una medida sobre

Gys concentrada en G3(K,K') ({111, pdg. 140-141)

Queremos expresar ahora “(Ce(n)) como polinomio en €, para luego

definir la medida buscada como lim 1 (u(CE(n))).
e>0 €

Para. ello usaremos la forma explfcita de yu. ([111, Pd49.95) ¥y

que un movimiento g, queda determinado por la rotacibn p Yy la tras-

lacién t.

Entonces



(
5.14 w(c (n)) = J J d dv (p)
SO5 Ti(p)

donde: da es la medida Lebesgue de E3

dv es la medida sobre SO3 )4

: 3
T =
() = {t €RY/ g L €cC_(n)

27.

Mostraremos, siguiendo a W. Weil [14], que T(p) es un conjunto

de la forma UE(L,a) (ver 5.2) con L = K - pK' y

< € n K
a ={t € Ey / gp't n G, (K,K )}

Lema
a C 3 (K- pK')
Dem. :
€ = KN K! =
t€a 9,,¢ K'70
Jxek yx' €K'/ x= ox'+t

= t=x - px' = t € K- pkK!

Pero como g € G3(K,K‘) =t & (K- pK")®°
D,t

Entonces

o sea t € 3 (K- pK'"),
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U_ (k-pK',a) = {x€ Ey/ d(x,K- pK') = d(x, (K-pK')N a)< e }

mfn {d(x,y))}<el=
yE€a

{x € Ey/ d(x,K-pK")

{x € Ey/ d(x,K=pK') = mfn {d(x,y) /gp’ye n N Gy(K,K')} < ¢}

Y

! (S =
{x € Ey/ 0 <d(K,g, K)<e, T(Kg, K')og, €nl= T()

donde por T(K,gp’xK') indicamos la traslaci®én por el vector distancia

entre K K'.
Y 9, x

Pero entonces

5.15 J dx = A_(KR-pK',a)
T(p)

y AE(K- pK',a) por 5.7, vale

.3 ,
A (K-OK',G) = 51(3_i) lpi(K-pK 'G)

€

Ie~Mmw

i=1

Notemos que el té&rmino correspondiente a wo no aparece ya
que a C 3. (K- pK') y entonces V((K-pK')N a) = 0.

Pero

3 . 3
5.16 p(C () = T et(q;) J v, (K=pK',a)
€ L& 3-1 i
i=1 SO3

Entonces definimos como medida ¢ sobre G3(K,K') al coeficiente

de ¢ del polinomio anterior
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5,17 6 (K,K',n) = lim % w(C_(n) = J v, (K= pK',a)
€+ € SO3

Entonces ¢4 es una medida concentrada sobre G3(K,K').

Si ahora considero el conjunto CO(B,B'), Weil, en [14] prueba

que este conjunto es medible segin ¢ y Schneider [11] prueba que

2
] ] - 2 3 ] '
5,18 ¢ (K,K',C_(8,8')) = i£0 () —) Vaog (KpB) ¥y, (K',8")
O sea,
5.19 ¢ (K,K',C_(8,8')) = == (ag F(8') + a4, F(8) + 24 () M(8"))
47

lo cual resulta de reemplazar en 5.18 los valores de y; obtenidos

en 5,12 observando que si g QK = F(B N3K) = F(g).

Ademifs, si g =8' = R3, entonces C, (8,8') = G3(K,K') Y

1

5.20 ¢(K,K',G3(K,K')) = =——. (47 (F(K) + F(K')) + 2M(K) .M(K"'))
47
Pero entonces
5.21 §(K,K') = ez. el ¢ (K,K', G3(K,K'))

donde 6 es la medida "intuitiva" encontrada en 4.12 y

0, = 47 Yy o4 = 27
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Esta dltima iqualdad explica la "naturalidad"” de ¢.

Con estos resultados, la f6rmula (5.19) permite enunciar la

siguiente

" ProposdicLdn

Dado un movimiento g € G3(K,K') tal que K y gK' son tangentes

entonces:
dados B8 C 3Ky B8' C3K' , la probabilidad de que g € CO(B,B')-
o sea que B N gg' ¥ ¢-estd dada por

Q, F(B') +0_,, F(8) + 2M (B) M(B')

B8 B'

5.22 p(s ,B)=
4r (F(K) + F(K')) + 2M(K) M(K")

Como en toda la teorfa de probabilidades geométricas, aquf la
probabilidad se define simplemente como el cociente de la medida de

los casos favorables y del total de los casos posibles.



6. Aplicaciones de la férmula 5.22

6.1 Cuerpo convexo Ko y poliedro Kl‘

31.

Dados un cuerpo convexo Ko,-de drea Fo y curvatura media Mo- Y

un poliedro Ky» de drea F, y curvatura media M; dada por la férmula

2.1,

existen tres posibilidades de tangencia

a) Kl toca a K con un vértice.

Usando la notacién del pdrrafo 5, serfa

4+1F

41T(Fo + Fl) + 2MOM1

b) K, toca a Ko con una cara

B, = 3K B, = caras

41rF1

4ﬂ(Fo + Fl) + 2Mo Ml

c) Kl toca a Ko con una arista

= = istas
Bo aKo 81 ar

2 Mo Ml

4y (F_ + Fy) + 2M M,

B. CK /B, =23K Yy B8,C9K, /By =

vértices
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Este resultado se puede enunciar de la siguiente manera:

Dado un cuerpo convexo Ko y un poliedro K1 que se sabe que se
tocan (tienen punto comn sin tener puntos interiores comunes), la
probabilidad de que el punto de contacto sea un vértice de Kl’ o
un punto de una cara de K1 o un punto de una arista de Kl’ son las

anteriores P,s pb Y Pg respectivamente,

Usando la desigualdad isoperimétrica ([4 ]), que dice que:

si K es un cuerpo convexo de drea F y curvatura media M, entonces

2

4 > 4 probaremos que p_ estd entre p, y py O es mayor que
F

ambas,.

En efecto dados Koy K1 entonces 6 Fo< Fl o} Fl< Fo‘ Supongamos

que FO<F1. En este caso es pa< P;, Y quiero ver que pc> P,

Supongamos que no, entonces:

ZMO Ml < 4 Fo
F
M1 < 21 2
M
o
2
F F
M2 < 4r? 2 <4r? 2, Fy
1 2 2
M M
2 o o
M F
2 o
1 < 41°, — < g que es un absurdo.
F 2
1 M,

Por tanto pc> P,-
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Ademds, si — < 4, entonces P.>Pp.

En efecto, supongamos que no.

= 2 MO Ml < 41TF1
My <27 1
M
(o]
2
M F F
— . (<4l 2<,
F Fy M2
(e}
Mi Fy
—_— < (=)< 47
F F
1 (o)

lo que no es posible, ya que Mi = 4wFl.

De estas cuentas resulta que, dados Ko Y Kl en las condiciones
anteriores, entonces para ordenar las probabilidades P,/Pp Y Pgr

me basta conocer las 4reas de Ko Yy Ky respectivamente.
Adem4s se ve otra cosa:
Dado un cuerpo convexo Ko’ no existe ningtGn poliedro tal

que las tres probabilidades resulten iguales, Pues si Py~ Pp ©

sea Fo= F1 entonces, para que p, = p, =
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2M M1 = A4q4F

(o} o)
M1 = 27 Eg
M
o
2
M F
-—1 - 4-"2 -—O < T
2
F1 Mo
lo cual no puede ser
6.2. Dos poliedros Kor K1

Dados dos poliedros Ko Y Kl' bdsicamente existen nueve probabili-

dades de tangencia de las cuales solamente tres son no hulas.

a) K1 toca con un vértice alguna cara de Ko

™
]

caras

o Bl= vértices

4ﬂF°

4ﬂ(F° + Fl) + ZMOMl

b) Ko toca con un vértice alguna cara de K1

4ﬂF1

Py
4W(Fo + Fl) + ZMOM1
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c) Ko y K1 se tocan arista con arista

ZMOMl

41r(Fo + Fl) + ZMOM1
Notemos que estamos en el mismo caso que antes , 0 sea que la
relacién de 6rden entre las probabilidades depender& exclusivamente

de la relacién de 6rden entre las dreas de los poliedros.

6.2.1. Otra observacifn interesante es la siguiente:
Suponiendo que FoiiFl écudndo resultard mdxima pc?

Se tiene
F_+F 2 F

> o

MoMl

y se cumple la igualdad si y s6lo si FO= F1 Y P, es mdxima, si

o 1

es mfnima o sea si F°= Fl'
o1l
Por lo tanto, si dividiera a los poliedros en clases de equiva-~

lencias por sus 4reas, resulta que: si elijo dos poliedros cuales-

. |
quiera, P serd md&xima si ambos estdn en la misma clase de equivalen-

cia.

6.3 Ejemplos del caso 6.2.

6.3.1. Ko= K1 = cubo de arista a



4v . 6a’
P, = P = - — = 0,23
47(12 a®) + 2,977 a
2.9.v2 a2
P, = = 0,54

47 (12 az) + 2.9.w2 az

Este ejemplo estd considerado por Scheider en [11]

6.3.2. K = K1 = paralelepfpedo recto de lados a,b,c

47w, 2(ab + bc + ac)

4x(4(ab + bc + ac)) + 2w2(a + b + c)2

2 ﬂz (a + b + C)2

47(4(ab + bc + ac)) + znz(a + b + C)2

Notemos que p, = Py = 4F
8F + nM2

_ ﬂMz
8F + ﬂMz

6.3.3. K = K1 = paralelepfpedo de lados a,b,c y dngulos

ay= <(b,c) a3=<(a,c)

%1

36.

, pag 152.
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4 (ab sen ay + bc sen ay + ac sen a3)

8 (ab sen ay + bec sen a, + ac sen a3) + Tr(a+b+c)2

#(a + b + c)2

8 (ab sen ay + bc sen a, + ac sen a3) + 1r(a+b+c)2

Si ahora considero todos los paralelepfpedos de lados a,b,c,
fijos y ay variando, entonces P,/Pp Y Pg dependen de a;; pero M (K)
es fijo como se probS en el pdrrafo 3-b1;por lo tanto P, resulta
méxima si F(K) es midxima. Pero F (K) es mdxima si el &rea de cada cara

lo es.

Sea F(al) = drea de una cara

= F(al) = a.b sen ay
F'(al) = a.b cos ay
F'(a,) =0 * a, =-—4%
1 1 2
O sea:

P, = Pp mixima « F(K) midxima ¢ K es un paralelepipedo

recto.

Anilogamente resulta: P mfnima « F(K) mdxima

« K es un paralelepfpedo recto.

6.3.4. K_= K, = tetraedro regular de arista a
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2
_ _ . 41/3 a
P, = Py = = 0,20

47 (273 a%) + 2.9a?(arccos (- 1))2

2. 9 a? [arccos (- %-)]2

4T (273 a2) + 2.9.a2(arccos(- %))2

6.3.5. Ko = cubo de arista a Y K1 = tetraedro de arista b
P; = probabilidad de que un vértice de K1 toque una cara de Ko
4 Gaz
P =
2 - .2 1
4m (6a“ + Y3 b°) + 2,9.7.a.b arccos (- =)
3
P;j; T probabilidad de que un vértice de Ko toque una
cara de K1
47/3 b2
P11 ~ 2 2 1
47 (6a° + /3 b°) + 2.9.m,a.b.arccos (-=)
3
P;ii~ probabilidad de que Ko Y K1 se togquen arista contra
-arista.
1
2.9.m. a.b., arccos (- ¥)
Pjii ©

41r(6a2 +/3 b2) + 2,9.7r, a.b.arccos (- L)
3

Suponiendo ahora a fijo y b variable, usando 6.2.1. se sabe
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que p;;; ©s mdxima cuando F(Ké) = F(Kl) o sea
6a% = /3 b2
b =a., /2 /3
entonces: P; = Py = 0,214
Pyii= 0437

6.4. Otros ejemplos para la f6rmula 5.22

6.4.1.51i K es un cubo de arista a y K' es un segmento de longitud

entonces - de las cuatro probabilidades posibles, solamente

2 resultan distintas de cero.
i) el segmento toca de punta una cara del cubo

2 2

47 6 a 4a

P: = =
i 47.6a2 + 2.37 a 7 & 4a

+ 1 a i

ii) el segmento toca una arista del cubo

2,3, manm & _ T a L

Pji
2 2
4n.,6a° + 2, 3. ran2 4a° + 7 a 2

En el caso en el que g=a, resulta

p; = 0,56 Y P,

i = 0744

L



6.4.2. Sean ahora K = K, =
o 1

vevrlice
y altura h. -
3upcrﬁctc
Laten Usaremos la nomenclatura de la
evrista figura,

cono de revolucién de radio de base R

Las distintas posibilidades para 804581 son:

Bj= vértice

F(Bj)=M(Bj) =0

Qg = 27 (1 - cos( arctg E)) j=0,1
j R
Bj = superficie lateral
F(Bj) = 1rR(R2 + h2)1/2
M(Bi) = 7h
QB- =0 j=10,1
J
Bj = base
: 2
F .) = qgR
(BJ) T
J
B, = arista
F . =
(33) 0
_ h
M(Bj) = gx(r R - R arctg (E))
Qg = 27T(1 + cos(arctg h)) j=0,1
j R

40,
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De las dieciséis probabilidades posibles, resultan solamente

diez distintas de cero:

i) el vértice de Ko toca a K1 en la superficie lateral -o sea, B = vér

tice vy 81 = superficie lateral

2r.(l-cos(arctg %)). TR (R2 + hz)l/2

4n (27R(R + (R® + h%)1/2)

) + 272 (7R + h- R arctg(®))?
R

ii) el vértice de Kl toca a Ko en la superficie lateral P;; = P;

iii) el vértice de Ko toca a Kl en la base o sea: Bo= vértice

81= base

27 (1-cos (arctg %))17R2

Piii =

M

donde en lo sucesivo denotamos con M al denominador de P;» ©

sea

1/2)) + 2ﬂ2(nR + h - R arctg (E))2

R

M = 47 (27R(R + (R® + h%)

iv) el vértice de K, toca a K en la base Pijy = Piijie

v) la superficie lateral de Ko toca a K1 en la arista- o sea Bo =

= superficie lateral = arista

8y
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2

212 R(R® + h2)1/2

h 2 . -.h
(1+ cos(arctg‘§2)+ 27 h(yR-R arctgfi))

M

vi) 1la superficie lateral de Kl toca a Ko en la arista

Pyi = Py

vii) la superficie lateral de KO toca a la superficie lateral de Kl
o sea Bo = 81 superficie lateral

_ 2. 7% n?
Pyii

M

viii)la arista de Ko toca a la base de K1 O sea: Bo = arista y

Bl = base
2 R2

27 (1 + cos(arctg %))

Po:ss
viii M

ix) la arista de K1 toca a la base de Ko
Pix = Pyiii
= arista

x) la arista de Ko toca a la arista de Kl' O sea BO = Bl

2.«2 (R = R arctg (%))2

Py =

M
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Ahora bien, si h=R, pj se pueden calcular numéricamente y resul-

tan p; = p;; = 0.02

Pyii= 0,05
Pyiii® Pix = 0,08
p, = 0,27

6.4.3. Sea ahora Ko una placa convexa de drea f y longitud de contorno
u y K, un segmento de longitud 2 .

Entonces hay solamente dos posibilidades de tangencia no nulas.

i) el segmento toca la "cara" de la placa con la punta - B,= cara

Y Bl= vértice.
4 ¢ £
Pi=
47f + 1r2u2.

ii)la "anrdista" del segmento toca el borde de la placa

1(2111

Pii e . 2.
11 4nf + #°u g

De ahora en adelante, hasta finalizar los casos particulares de

5.22 'Ko serd un cuerpo convexo cualquiera de drea Fo y curvatura me-

dia Mo'
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6.4.4. Kl = segmento de longitud 2 .
Entonces el segmento puede tocar a Ko de punta
41rFo
P; =
41rFo + 27 llMo
o 8i no tocar a Ko con la arista
_ 2172Mo
Piji <
2'rrFO+ 274M
. M2
Nuevamente, aplicando la desigualdad isoperimétrica =— » 471 se
F
obtiene
p. < L .
1 27l
1+
M
o
M2 1
Pero si K, es una esfera, entonces _0 - 47 o sea p; = .
F 1+ 274

o
Entonces, la probabilidad de que un segmento tangente a un cuerpo Mo

convexo K toque a éste "de punta" , es mdxima en el caso en
el que K es una esfera. Pero entonces la probabilidad que lo toque

con la arista serd mfnima, cuando K sea una esfera.

6.4.5. K; = cilindro convexo recto de altura h, 4rea de base f y

longitud de contorno u.
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En este caso existen tres probabilidades de tangencia:

i) el cilindro toca a Ko con la base
8 nf

P; =

47 (2f + uh + Fo) + 2(rh + -’2‘- u)Mo

ii) el cilindro toca a Ko con alguna de las aristas

m
2M0.3u+ 41rFo
Pjij =
47(2f + vh + F_) + 2(sh + L u)M
(o] 2 @]
_ ‘rr.Mou+ 41rFo
Pjj =

47 (2f + uh + Fo) + (2rh +'n'u)Mo

iii) el cilindro toca a Ko con la superficie lateral

4‘1ruh+2M°1rh

iii

47 (2f + uh + F_) + 2q7(xh + % uM

En este caso hay cuatro probabilidades no

nulas.

i) K, toca a K, con algtn vértice B; = vértices
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hl
47 (1 - cos(arctg —))
R

P; <

4m(F, + 2nr(h + (r® + h‘i)l/2

)) + 2Mo n(h + 2h1+ r(w=2a))
A lo largo de este caso llamaremos

D = 4n(F_ + 2 nr(h + (£ + hi)l/z)) + 2M_n(h + 2h,+ r(r-24))

ii) Kl toca a Ko con una arista

41 cos a F, + 2 Mg 7 r(nr- 2a)

ii
D

iii) K1 toca a Ko con la superficie lateral de un cono

2,1/2

4n . 2nr ((£2 + h?)

) + 2M°. 21rhl

Piiji
D

iv) Kl toca a Ko con la superficie lateral cilfndrica

4n, 2nrh + 2 Mg nh

iv
D

Nota: no hemos simplificado las expresiones, para que se vea mids

clara la procedencia de éstas.
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IIT Mepipa CinemaTicA ParA CILINDROS CONVEXOS EN Ez

7. Cilindros finitos

Sea en E Z(h) un cilindro recto de altura h y base convexa D.

3
Sea u la longitud del contorno de D y F(D) el drea de D y sea K un
cuerpo convexo cualquiera en E3, de drea Fo e integral de curvatura

media Mo.

Recordando la definicién de Gy (K, z(h)) dada en 4.7 y consideran-
do 8 C3Ky B8'C3zZ(h), puedo calcular la medida del conjunto de
todos aquellos movimientos g € G3(K,Z(h)), tales que g NgB'# ¢,
aplicando directamente 5.19 al caso en que K' = Z(h),

Resulta entonces

7.1 $(K,2(h), C_(8,8") = Zi(ns. F(B') + 2, F(8) + 2M(B) M(8'))
L

donde C_(8,8') es el definido en 5.1,

Consideremos ahora B8' C3Z(h) de la siguiente forma:

B' es una parte de la superficie lateral que

tiene por base un arco de 3D, y altura h, es

decir, 8 ' es un sector de la superficie lateral

de Z(h).

En este caso, resulta sencillo calcular explfcitamente
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F(B'), M(8') vy

g'*

Sea a= 8' N3D=8' ND -y gsea ¢ la longitud de a.

Pero entonces

7.2 F(B') = 2. h

7.3 Q = 2.9

donde ¢ es el dngulo que forman las normales exteriores en los

extremos de a

Para calcular la curvatura media de g ', tengo que calcular la

curvatura media de la parte lateral y de las "anistas”.

7.4, M(B') = M (parte lateral) + M (aristas)
Pero
d

7.5 M(parte lateral) = = ( L gao= 1% j & ah, ds

2 R 2 ds

1
¥ h
= }. J dy I dh = E )
2 0 0 2
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donde do es el elemento de &rea de 9Z2(h) y Ry d¢y , dh y ds
son los indicados en la figura, o sea: dy es el elemento de &ngulo
entre dos normales a 3D, dh es el elemento de arco de la altura
y ds es el elemento de arco de 3D,

Para calcular la curvatura media de las aristas, aplico la

f6rmula obtenida en 2.10

O sea,

7.6 M(arista) = I~yds

a

N

donde ds es el elemento de arco de 3D, a« es la arista y y es el

dngulo diedro de a.

En este caso y = =-— = constante
2

Entonces de 7.6 resulta

7.7 M(arista) = L L.
2 2

Juntando 7.5 y 7.7 obtenemos
7.8 M(8') = 2. + i

2

Por lo tanto, reemplazando en 7.1 estos valores se obtienen
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7.9 4(X,2(h), C_(8,8') = = (

B.1?..h + 2.9 F(B) +
47

+ M(B8). (h ,¢ + #Il))

y
7.10 ¢ (K,Z(h), Gy(K,2(h))) = L (4 (uh + F(D) + F(K)) +
4T

+ 2M(K) (vh + % u))

Estas son las medidas de los conjuntos de movimientos que>
llevana Z(h) a ser tangente a K, en un punto de B8yB' , para
¢(K,Z(h),CO(B,B')), 0 en un punto cualquiera de 3K y 3Z(h),

para ¢(K, Z(h), G4(K, Z(h)).

8. Cilindros infinitos

Por un cilindro infinito, entendemos el lfmite,cuando h
tiende a infinito de un cilindro de altura h. También se puede defi-

nir de la siguiente forma:

dado un plano E2, sea D un conjunto convexo, tal que D E EZ' Para
cada x de E2, existe Lx’ una recta ortogonal a E2 que pasa por X.

Entonces un cilindro infinito es la unién, sobre x en D de Lo

O sea, si con 2 denotamos un cilindro infinito

Z=1lim Z(h) = U L

how ¥€p *

De la segunda definicién se ve que Z queda totalmente deter-

minado por el conjunto de dimensién 2, D.
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Entonces definimos

8.1 z(D) = {2' /Jgec3 / 2' = gZ}

Schneider ([11], p&g9.106) prueba que existe sobre Z(D)

una medida invariante Ype

Aqui relacionaremos a Yp con u , recordando que u es la
medida sobre G3. Para ello necesitaremos las siguientes observacio-

nes:

Sea E2 un plano fijo en E3 y sea L1 una recta ortogonal a EZ'

también fija. Entonces

8.2 E, = E ® L

O sea, si t € E3 =t = t1 + t2 1°

Sea ahora A un subconjunto de Z (D), donde el conjunto convexo D

con t, €E ¥ t, €L

es tal que D E E2' A A le puedo asociar un subconjunto de G3,

sea:

{g € Gy / gZ € A}

8.3 G3(A)

Ahora bien, si g € G3, entonces existen (6,t) tales que

8 € SO3 (grupo de rotaciones en E3) y t € Eqy tales que g(x)= 6 (x+t).

Pero, si g € G3(A), entonces

8.4 gz = 6(2 + t)
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Considerando E3 como en 8,2, 8.4 resulta

8.5 gz = (Z + kg, + t2)

Ahora bien, como D C E,,

8.6 0(Z2 + t, + tz) =0(2 + t, + t)

1 1

con t € L, cualquiera

De aqui se deduce que G3(A) es un conjunto de medida infinita,

segdn u. Entonces defino

8.7 G3(a,h) = ‘{g € Gy /92 €Ay /si

gz = 0(Z + t, +t,) = |t2|< h)}

1
Recordando la forma explicita de u([1l], p&g. 95) calculemos

u(G3(A,h)). Pero es

8.8 u(G3(A,h)) = J du(g) = J i dx dv(e)
G3(A,h) So3 (o)
donde
T(e) =" {t =t; + t, € E5/ (g,t) €G5(a,h)}
dx es la medida de Lebesgue de E3.

y dv es la medida sobre SO3.

Pero pensando E3 = E2 ® Ll' resulta que
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8.9 dx = dxz A dt2 donde
dAz es la medida de Lebesgue sobre E2 Y
dt, es la medida Lebesgue sobre L,
Entonces 8.8 resulta
h
8.10 u(G3(A,h)) = dv (8) dxz(tl)J dt2 =
SO0 "T(6Y -h
= 2.,h J I dv (8) dlz(tl)
SO3 - T(0)
siendo T () ='{t1€ E, / 8(Z + t;)€ A} donde por "z + t," entenderos

al cilindro infinito que queda determinado por D + tl.

Pero observando la forma explfcita de Yp ([11), pag.106) resul-

ta que:
8.11 Aa) = (
Yy entonces

8.12 (A) = lim =i u(G5(a,h)).

how 2h

9. Medida tangencial para cilindros .infinitos

Sea s
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9.1 Z(D,K) = {2' /1 J g€ G3(K,Z) / 2' = g2}

donde G, (X, 2) =" {g € G; / Ky gZ son tangentes} (ver 4.7) y K es

un €uerpo convexo en E3.

Usando la relacidén dada en 8.12 podemos ahora definir una medida
%K) sobre z(D), concentrada sobre Z(D,K) definido en 9.1 , para

medir subconjuntos de 2z (D,K).

Definimos:

9.2 $p(K,A) = lin == $(K,2(h), G;(A,h))

h+= 2h

siendo A un subconjunto de Z(D) , Z(h) y G3(A,h) los definidos en

8.1 y 8.7 respectivamente.

Veamos cOmo resulta ¢, explfcitamente. Si B8 C3K y B' Caz,
queremcs medir el siguiente conjunto
9.3 A(B,B') = {2' € 2(D,K) / si Z' = gZ =
B Ngg' # ¢}
Para poder medir A(8,B') observemos, que elegir B' C 32 es

- v
equivalente a elegir B8' en D y entonces es B' = 4B Ix

Llamamos B'(h) = g' + t, con t, € L, tal que |[t,l< b y "+" in-

dica la suma de Minkowski.



55.

Si Co(BrB'(h)) es el conjunto definido en 5.1, observemos que:
9.4 ¢ (K,2(h), G5(A(g,g"'),h)) = ¢(K,Z(h),c (g,8' (R)))~ ¢ (h)

con lim ¢¢h) =0

h+o

9.4 se deduce del hecho de que ¢ (K,K',.) es una medida concentrada
sobre G3(K,K')[(o sea, si ne€gy, ¢ (K)K',q) = ¢(K,K',nf\G3(K,K'))

que A(g,g8') C G3(K,Z) y por lo tanto

i
o

Lim [G3(A(g,8') /) = G3(K,Z(h))]

que es lo mismo que decir que

Il:im [c.(8,8'(h)) = G3(A(g,8'),h)] =0

Pero entonces 9.2 resulta

9.5 op(K/A(g,8")) = 1im == . ¢(K,2(h),c (g,8" (h))

+o 2h

y reemplazando en 9.5 los valores de 7.9 y considerando que ahora

Z(h) tiene altura 2h, se obtiene

1

(K,A(g,8')) =

9.6 (98.1 + M(B) .y )

¢p
m

longitud de 8

siendo L

dngulo entre las normales (ver figura de 7.3)

€
I

Yy
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En el caso en el que 8 =8' = E3, 9.5 resulta .
9.7 ¢ (K,2(D,K)) = 4i (47, u + M(K). 2w)
m

siendo u la longitud del contorno de D y M(K) la curvatura media de

K.

Estamos ahora en condiciones de enunciar el resultado equivalen-

te a 5,22

" Proposdlcidn

Sean en E3 un cuerpo convexo K de curvatura media M(K) y un
cilindro infinito Z cuya seccidén recta es una figqura convexa D

de dimensifén 2 y de perfmetro u., Ademds sea g C 3K, de imagen esférice

QB Yy curvatura media M(g) ¥ sea g'C 3Z/ g8'ND = E'S 3D E'E aD tal

que long E'=1 y el &ngulo que forman las normales exteriores a B'
es ¢y . Entonces: suponiendo que Z y K son tangentes, la probabilidad
de que el punto de tangencia se encuentre en g y g' estd dada por

Q 2 + M(B) .v

9.8 Pp(8,8') = =t
4ru + 27M(K)

Como corolario de esta proposicifn se obtiene:
En el caso que D se reduzca a un punto p - o sea Z es una recta,

de 9.6 y 9.7 resulta

9.9 6, (K,A(8)) = L oM v

87
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27M(K)

9.10 ¢_(XK,2) =
P 8w

siendo M(K) la integral de curvatura media de 3K.

0 sea que: dados un cuerpo convexo K y B E 9K, la probabilidad

de que una recta tangente a K, sea tangente en 8, estd dada por

9.11 p(B) = M(8)
M(K)

Nota: 9.10 coincide con la medida de todas las rectas que son tangentes

a Ky de 9,9 se ve que, recordando las funcionales by defini-

p 3

O sea que wz(K,.) serfa una medida natural sobre las rectas gque son

tangentes a K(ver [13] ).

Obsenvacifn:

En este pardgrafo hemos encontrado una medida sobre z(D), que
es el conjunto de todos aquellos cilindros, cuya seccién horizontal

es un conjunto congruente a D,

J.A.Wieacker [15] , en su tesis no publicada , encuentra una
medida sobre el conjunto de cilindros no congruentes segln otra

medida definida sobre el conjunto de los cuerpos convexos.
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91.- Franjas de espacio limitadas por planos

En E3, hay otro caso de cilindros infinitos:

Se trata de la franja de espacio limitada por dos planos paralelos

a distancia 2.

Veamos como podemos construir un cilindro de esa forma:
Sea S un segmento de longitud £, SfELl recta en E;. Sea para
cada x € Lis Ez(x) el plano ortogonal a L; que pasa por x. Entonces

definimos

_ v

Ahora bien, llamemos Bz(xfh) a la bola dos-dimensional de

radio h y centro x, tal que ¥ x€L, , Bz(x,h) C E,(x); resulta

= : v '
9,.2 Zg = Il:: ( x€eg Bz(x,h))
y 1llamando Zg (h) = xos Bylx,h)
9..3 Z.= lim Z_(h)
1 ST i s

Si consideramos

9,.4 z,(8) =" {2'/3 g € Gy / 2' = gZg}

1.

nuevamente queremos encontrar una medida Yé sobre Zl(S)‘ Para ello
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procedemos igual que en 8, Tomemos E3 = L1 o E2 Y entonces, si A

es un subconjunto de Zl(S),

9,.5 v4(A) = lim L L@am))
h»eo 1
donde A(h) = (g GG3 / 0(Z + t) €EA y si

t=1t; +t,= ﬂtzﬂz < h}

si 2, (K,S) = {z2' € 2,(8) / Ky Z' son tangentes} donde K es
un cuerpo en E3, definimos sobre G3(K,Zs) una medida, andloga-

mente a lo hecho en 9,

Tomamos
9..6  61(K,A) = 1fm —2— ¢(K,2.(h),A(h))}
1° s\ B > rég ’
hre vh

siendo A un subconjunto de Z,(8) y ¢(K,K',.) la medida sobre G,

concentrada sobre G3(K,K') definida en 5,17,

Andlogamente a lo hecho en 9, si

.7 a(g) = {2'E€ Zl(K,S) / Z' es tangente a K en B}

8 estd incluido en 3K, Notemos que no tiene sentido elegir '

en aZS.
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Resulta
9,.8 31 (K,A(¢)) = 1fm L -
1 S\ m o ¢(szs(h)r A(g) (h)}
h+o 2
~h
donde
91.9 A(B8) (h) = CO(B,aZ(h)) con

CO(B, 32(h)) el conjunto definido en 5.1

Pero entonces

2
lim 3 [ L (QB.(Zﬂhl + 27h )
h*e» 7h2 "]

9,.10 43 (K,A(8))

+ 2M(8). (r2 + 72h)]

g

2T

o (K,A(8))

Ademds, si 8= E3, entonces 91.10 resulta

’ 1 4
91.11 ¢S(K,A(E3)) =2 = oL
2T
Entonces resulta:
Sea en E3 un cuerpo convexo K, sea g C 3K de imdgen esférica QB
y sea Z, una franja de espacio limitada por dos planos a distancia

]
= long. (S), entonces la probabilidad de que ZS y K sean tangentes

exactamente en g, suponiendo que zS y K son tangentes, estd dada por
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Lo

»
.
E

Nuevamente, como corelario se deduce: si S se reduce a un punto

P, entonces ¢;(K,.) da una medida sobre todos los planos tangentes

a Ken B E 3K,

Q
1 8 3
9..13 ¢ (K ) T e = e, P (K B)
1 P P 27 2 37

lo que prueba que ¢3(K,.) es una medida sobre los planos tangentes
a K, Este resultado se puede obtener por otro método directamente

([ 13]) pero aquil resulta como corolario de que ¢;(K,-)es una medida.

10. Aplicaciones de la fSrmula obtenida en 9.8

10.1 Cuerpo convexo K y cilindro poliédrico ZD.

Dados un cuerpo convexo K, de integral de curvatura media M(K)
y un cilindro ZD’ tal que su base D sea un poligono de aristas 24
y dngulos Ai, y considerando las posibilidades de tangencia de ZD con
K, hay dos posibilidades.

U
L
xeli

si Lx es la recta ortogonal a D que pasa por x [considerando L5

i) 2. toca a K segdn una "cara" esto significa que B' =

D X

sin los extremos), y 8=3K, aplicando (9.8) y simplificando
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2, E 24
P; =
2 . ; 2, + M(K)
1 n ; " v L
ii) Z, toca a K segln una "arista" o sea que B' = x

X €Evértices de D

y B= 3K, aplicando (9.8) y simplificando

M (K)

Pii
2 ] 2;+ M(K)
i

/

Consideremos ahora que K es un cuerpo fijo y hagamos variar D,
obtenemos que:

= i { = L = bd_(K)_
12 Py; Si Yy s6lo si long(aD) E 1

2

O sea: Suponiendo que un cilindro poliédrico sea tangente a un
cuerpo K, la probabilidad de que el punto de tangencia sea un punto

de una cara serd igual a la probabilidad de que sea un punto de una

arista, si y s6lo si
2 ] & = MK
i

10.2 Andlogamente como en 10,1 sea K un cuerpo convexo pero sea

ahora ZD, tal que D es un segmento de anchura a, Resulta en-

tonces que :

i) la probabilidad de que Zy = cinta. de anchura aj;toque a K con

el "intenior" es
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4a

4a + M(K)

ii) la probabilidad de que ZD toque a K con alguno de los bordes

es

M(K)
ii
4a + M(K)

O sea: si tengo un cuerpo convexo K de curvatura media M(K)

y una cinta de anchura M(X) de las cuales se que se tocan, entonces
4

la probabilidad de que la cinta toque a K con un borde, es igual a

la probabilidad de que lo toque con el interior.

10.3 Cilindro poliédrico 2, y segmento de longitud h,

Nuevamente D es un poligono de aristas ;. Las probabilidades

no nulas son:

i) el segmento toca de punta una "canra" de Z

D.
_ 47 .E,li
pi =
4 £ li+ 2r.th
2} 2,
i 1
P; =

2} & *+rh
i

ii) el segmento toca con la "arista", una "arista" del cilindro
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- 27, 1h
Pii
4n % P 2rrh
_ rh
Pjij <
2 Z 2i+ 7h
i

Nuevamente, si consideramos un cilindro ZD Yy un segmento de
longitud h, para que la probabilidad de que el segmento toque
con la punta una cara de ZD éea igual a la probabilidad de que toque

a Zp "arista contra arnista" , deberd ser:

th=2 ] 2
i

10,4 Cilindro cualquiera ZD y poliedro K,

Tomemos un cilindro convexo ZD’ tal que la longitud del contorno
de D es u, y K un poliedro de aristas a; y &ngulos diedros ajrs entonceg
i) probabilidad de que K toque a Z, con una arista

1 a,(m =-a,). 2n
2- JZ_ i 1

o]
]

4 vu + 27 1 Z ai(w - ai)

g ai(w - ai)

du + ) a;(r-a)
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i1j) probabilidad de que K toque a Z, con un vértice
47u
Pii = N .
_ 4u
Pis = ‘
4u + Z ai(n’ - ai)
i
10,5, Cilindro de base poligonal y poliedro K,
En este caso tenemos las probabilidades clisicas:
i) el cilindro y K se tocan arista contra arista
v
- 1
_ r. 3 §ajlm-ay)
Pi = 1
47 Z lj+ angai(ﬂ-ai)
]
Z a,(r=-a.)
_ i i i
P; ‘
4sz+g a;(n = a;)
j i
Si zj son las longitudes de las arigtas del polfgono de base de

ii) un vértice de K toca una "cara" del cilindro

4'rr_z 2j
P:: = 3
11 1
am J 2. + 2mr = [ a.(m=a;)
3 J 2 1 1
i
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>
.0

*J

4] 25+ Jaglna,)
j 1

ii

Sea por ejemplo K un cubo de arista a y 2 el cilindro cuya

seccifén recta es un cuadrado de lado a, Entonces

p; = 6ra = 0,54
iéa + 3ra
_ 16 a _
l6éa + 3 a

Observacifén: Notemos que entonces, dado un cubo de arista a; la proba-
bilidad de que un cilindro cuya seccién reda es un
cuadrado de lado a toque al cubo "arista con arista" es
la misma que si;en vez de un cilindro; tomamos otro cubo

de arista a,
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IV, MEDIDA EN E, SOBRE CUERPOS CONVEXOS Y CILINDROS CONVEXOS

Queremos generalizar ahora los resultados obtenidos, al espa-

cio euclideano de dimensién n.

Para ello, en primer lugar, introducimos la notacién y las

definiciones necesarias.
11. Notaci6n

Dado un cuerpo convexo K en En' notaremos por W?(K) al
"Quermassintegral” i-é&simo de K ([ 8], p&g.217) y por Mg(aK) la

integral de curvatura media i-&sima ([ 8] ,p&g.223).

Para el caso en que el contorno de K,3K , es de clase cz, la

definicién de Mg(aK) es la siguiente:

Si 3K es la hipersuperficie de dimensifén n-1 que limita al cuerpo
K, se sabe que en cada punto de 3K hay n-1 direcciones principales
”1""’”n-1; Si do denota el elemento de &rea de 3K, entonces la

r-ésima integral de curvatura media Mg(aK), est8 definida por

-1,
11.1 M?(BK) = (" 1[ {ky peeerxy } do
r 1 r
oK
donde { } denota la r-&sima fuuncién simétrica elemental

Kireeerk
:Lll 4 ir
de las curvaturas  principales.
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Si K es un dominio, entonces resulta

n —
11.2 M _1(6BK) = e _, x(K)

donde On-l es el drea de la bola unitaria de n-dimensiones (definida
en 1.2) v x(K) es la caracterfstica de Euler-Poincaré. Para ver una
definicidn axiomitica de esta caracterfstica, ver Hadwiger [3] , [5],

Groemer [2] y Lenz [6].

Ademds vale la siguiente relacidén entre W?(K) Y Mg(aK) ([sl ,

pdg.234),

11.3 Mg( K) = n w§+1(x)

De esta relacifn, podemos extender la definicién de M?(SK) de
aquellos cuerpos convexos cuyo borde es una superficie de clase Cz,
a cualquier cuerpo convexo K, dado que W?(K) estd bien definido para

todo cuerpo convexo K,

Con dL;, denotaremos la densidad de los p-planos en En([8], cap.
12) y con dKn, la densidad cinemdtica en En.

Si Gn es el grupo de movimientos en E dR™ es la medida de

nl

Haar sobre Gn’ aplicada a posiciones de un cuerpo convexo K,

Por una cuestifén de notacién, llamemos yu la medida de Haar

sobre -Gn.
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Sea ademds ) la medida de Lebesgue en E ywv la medida normali-
zada sobre Son, siendo Son el grupo de rotaciones en En. Entonces

existe una identificacién natural entre Gn Y En X SOn:
11.4 Y : En X SOn - Gn

(t’p) g gt'p

de modo que 9, p(x) = px + t ¥ x € En
14

Entonces se toma u, como la imagen por y de la medida producto

A B v . O sea

11.5 U= y(x @ v)

p ast definida resulta invariante, y por unicidad de la medida de
Haar, resulta "fa medida de Haar sobre ef grupo de movimientos G,".

( [11], p&g. 94-95).

12, Medidas tangenciales de cuerpos convexos en E .

Sean K y K' cuerpos convexos en En Yy sea Gn el grupo de movimien-
tos en En. Dado g € Gn' con gK' notaremos al cuerpo congruente a k',

resultado de aplicar a K' el movimiento g,

Si A es el conjunto

12.1 A= {g € G/ K N gK' # ¢}
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entonces, mediante la f6rmula fundamental cinemdtica, se estd en
condiciones de expresar la medida de Haar u sobre Gn del conjunto

A, mediante los "Quermassintegrale” de K y K' por

n
12,2 ud) =05 .en0y 1o () Wp(K) W _. (K')

(Esta f6rmula, sus aplicaciones y generalizaciones se encuentran

en el libro de Santals [8]).

Ultimamente se ha planteado otro problema similar:

Dados dos cuerpos convexos K y K', queremos definir ahora una
medida sobre todas las "posiciones" de K', en las cuales es tangente
a K, donde se entiende que K' es tangente a K, si KN K' # ¢, pero
existe un hiperplano en Eﬁ-Lg_l-que separa a Ky K', o sea, K NK'#¢

pero K y K' no tienen puntos interiores comunes.
Intuitivamente encontramos una medida de la siguiente forma.
Dado K, un cuerpo convexo en E_, sea K el cuerpo paralelo a
n €
distancia ¢,

12.3 K= {x €E / d(x,K) < ¢}

o sea, Ke es la unidén de todas las esferas s6lidas de radio ¢ ,

cuyos centros son puntos de K,
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Si llamamos V(K;) al volumen de K_, por las férmulas de
Steiner ([ 8], p&g.220) vale
B n, .n
12.4 V(K) = ] () W, (K) €
i=0

i

De esta f6rmula se obtienen las relaciones

i . .

n _ n-i n j
12.5 WE(X_) O3 Wi ) e,
j=0
Entonces si defino
12.6 A_=1{g€G /KNGgK' ¥ ¢}
resulta, por 12.1
n
- n 1y —
12.7 WA ) = e, ... 0, [ n(p) Wa(K) Wi (K') =
h=0
= P oam T Oy W, W (k).
= 0 54407 L n() L] 3 htj K e Wo_p .€
h=0 j=0

Por tanto, si A es el conjunto definido en 12,1,

ncl n-h h n
h=0 j=1
n-1 n
= eloy_5...c0; [ n(p)(n-h) Wi, (K) W p (K] + efe)
h=0

Pero entonces existe lim L “(Ae- A) =§(K,K'"), vy
e+0 ¢
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n-1
= _ n
12.9 §(K,K') =6 5...0;.n ] (n=h)(y) Wp,,(K) W__ (K')
h=0
es la medida deseada.
En términos de las curvaturas medias, obtenemos:
n-1 ny o n
' — - [}
12.10 §(K,K') =0 _5...0y « 1 [ (n=h)(}) M (K) M__, ,(K') _
n .
h=0
n-1
_ n-1 n
h=0

Para poder formalizar este resultado, debemos analizar varias
cuestiones, Para ello nos basaremos principalmente en un artfculo

de W.Weil [ 14].

En el caso de la pregunta sobre todas aquellas posiciones de K',
tales que K N K' es distinta del vacfo, la palabra "movemos aleatoria-
mente” a K', no trae problema, ya que dk" es la medida natural sobre

el grupo de los movimientos Gn'

Pero'si definimos:
12.11 G (K,K') = {g € G, / Ky gK' son tangentes}

entonces la pregunta si sobre Gn(K,K') hay una medida "natural”

es distinta.

Consideremos B8 y B' subconjuntos de 3K y 3K' respectivamente

y sea
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12,12 C,(8,8") = {g € G (K,K') / BN gB' * ¢}

entonces nos interesa saber si estos conjuntos CO(B,B') son medibles.

Weil ([ 14]) construye una medida boreliana finita sobre Gn(K,K‘)
¢ (K,K',.) que puede mirarse como medida tangencial "natunral" de K
y K' y que, tras una normalizacién serd la medida natural de probabi-
lidad. Prueba que entonces los conjuntos CO(B,B') definidos en
12.12 pertenecen a la o¢-4lgebra de los borelianos sobre G, (K,K'),

completada con respecto a ¢.

En este trabajo, solamente explicaremos la construccifn de ¢-
cuya formalizacibn puede verse en el trabajo de Weil- y veremos que, en
el caso en el que 8 =8 = E_, ¢(K,K',CO(En,En)) coincide.~- salvo un
factor constante~ con §(K,K') definida en 12.9 -lo que prueba la

naturalidad de ¢.

Para ello mostraremos-siguiendo bdsicamente la notacidn de R.
Schneider [11]- que a cada cuerpo convexo K en En' le estdn asociados
n+l funcionales \ 2 i=0,1,..,n, tales que wi(K,.) son medidas finitas

sobre la ¢-&lgebra de borelianos en E .

Dado un cuerpo K en E , para cada boreliano B en E/ definimns

12.13 u_(K,8) = {x €E / d(x,K) = d(x, KN g)< e }
Yy sea
12.14 Ag¢ (K,B) = A (UE(K,B)) - V(U (K,B))

€
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donde A es la medida Lebesgue en En'

Notemos que Ae(K’En) = V(K.) con K definido como en 12.3. Pero

entonces, usando 12,4 resulta

n .
_ n i
12.15 A_(K,E)) = igo(i) WI(K) . e

y dando a ¢ 1los valores 0,1,..,n puedo despejar-usando la regla

de Cramer—W?(K).

n+l
n _ .
12,16 W, (K) = j£1 3y Aj(K,En)

donde aij s6lo dependen de n,i y j.

Definimos entonces, como generalizacidén de WE(K).
+
12,17 v; (K,8) = [ a4 Ay(K,8)

con aij los mismos que en 12.16, con lo que resulta
n .
= 0Si <
12,18 .,wi(K,En) Wi(K) i<n

Notemos ademds, que si B = 3K, resulta

¥, (K,3K) = 0

12,19

¥; (K,3K) = WJ (K) 1<i<n
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ya que ¢O(K,B) es, por la definicién dada en 12.17,
wo(K,B) = V(K N g) = volumen de KNg , que en el caso en el que

g C 3K es nulo.

Estos funcionales wi(K,;) definidos como en 12.17, son medidas

finitas sobre los borelianos en E . ([11y).
Por otro lado ([14]) , para g C 3K, vale la fdrmula local de
Steiner

_ n in
12,20 Ae(KrB) = Z € (1) ﬂ’i(KrB)
i=1

por la cual quedan definidos los Krammungsmasse wi(K!-) de K,

y son exactamente los definidos en 12,17,

Estamos ahora en condiciones de definir una medida sobre Gn(K,K'i

Dado n un boreliano en G definimos.

12.21 Ce(“) ‘{g €G,/ 0« d(K,gK')< ¢ ¥ T(K,gK') o g € n}

E-> E
n n

X > x + u(K,K.)

donde T(K,K')

si u(K,K') = x-x', si xX€ Ky x'€ K' son los que nealizan la dis-

tancia de K a K',.
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Weil ([14]), prueba que:

i) €_(n) son borelianos (y por lo tanto medibles segdn u)

ii) “(Ce(')) es una medida boreliana finita sobre Gn, que est§

concentrada en Gn(K,K').

n .
iii) w(C () = eI (® J Vi (K = pK', a(p)) dv(p)
351 j j

SOn

siendo: SOn el grupo de rotaciones
v la medida sobre SOn

da las definidas en 12,17 y

alp) = {xe E_ / ge,xE“nGn(K'K')}

Entonces se define

12,22 ¢ (K,K',n) = lim -l-u(cE (n))

€
e+0

o0 sea como el coeficiente de ¢ de la expresidn dada en iii)
12.23 ¢ (K,K',n) = n J wl(K - pK',a(p)) dv(p)
SOn
Notemos que, por la definicién de a(p),
¢ (K,K',n) = ¢ (K,K',nN G (K,K"))

Sean ahora B8 y 8' incluidos en 3K y 3K' respectivamente, Si

entonces CO(B,B') es el conjunto definido en 12,12, Weil prueba gque
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C,(8,8') son medibles segdn ¢(K,K',.) y que

n n=l (n-l)

12.24 ¢ (K,K',C_(8,8")) = i

€(n) 120 Vivg (KeB) v (K", 8)

O sea, si B8 = 3Ky g' = 3K', CO(B,B') = Gn(K,K')

n
l . r ' = n n-l '
2.25 #EE G KND) = == F O Wipq (K) Wo_o (K*)

Pero recordando que n.k(n) = en-l Yy la medida 8(K,K') encon-

trada en 12,9, se ve que

12.26 G(K’K') = en-l . en-zooo el ¢(K’K"Gn(K,K'))

lo que prueba la natugalidad de ¢.

13, Cilindros convexos en En' Medida sobre cilindros

En el capfitulo anterior, estudiamos las medidas tangenciales.
sobre cuerpos convexos K y K' en En‘ En este pdrrafo queremos analizar

la situacidn. en la que K' sea un cilindro infinito.

Para ello primero definiremos 1o que significa un cilindro en
En y luego buscaremos, andlogamente como en los capitulos anteriores

una medida natural para cilindros tangentes.
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Degénicidn

Sea en En’ L una variedad fija de dimensién n-q. Y sea D un

n-q
cuerpo convexo en Ln-q tal que 3D C Ln-q sea de clase Cz. Ahora,
para cada x de D, consideramos el g-plano Lq, que es ortogonal a
Ln-q Y pasa por X.

Al conjunto de todos los I.q asf construidos, lo llamamos cilin-

dro Zq - ([ 8] ,pag.279).

Los g-planos Lq son los generadores de Zq y D es la seccidn

normal .

Cada cilindro Zq queda bien determinado (salvo un movimiento

rfgido) por su seccibén normal D,

Entonces definimos ([ 8], p4g.279) las integrales de curvatura
media de Zq como aquellas de 23D, considerado como variedad de dimen-

sién (n-g-1) en Ln-q' 0 sea:

13.1 Mril(Zq) = M?-q (3D) i=0’1’oou'n-q-l
Mril(zq’ =0 i=n-q,...,n

notaremos con V(Zq) al volumen (n-q) -dimensional de D.

Medida sobre cilindros

En el libro de Santalé ([ 8], pd9.280) se define una medida
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de cilindros qu, que permite, por ejemplo, medir todas agquellas po-
siciones de Zq tales que K nng #¢ , donde K es un cuerpo convexo

cualquiera en En Y g es un movimiento en Gn’

Esta medida, que aguf llamaremos Eb(K,Zq) es (ver [8]))

13.2 §5(K,z0) =0, ;.0 V(Z)) +
n-2 n-q n
LICNPYPR ) L Goger) M3 (K) Mp_gop ()
i=g-1 n~-q

Ahora, andlogamente como en el capitulo 12, nos preguntamos
écudl serd la medida de todas las posiciones de Zq en las cudles

es tangente a K?

Para resolver ésto, primero procederemos igual que antes. Sea

Ke igual que en 12,3 , entonces

13.3 Sp(K_,20) = 0, _4.0.04 V(Zq) +
n-2 n-q n n
. -
+ 0 __5 .0 ) (Gge1) Mp-i-2(2g) M (K )
n-2 9 42q-1 14 q -

y aplicando nuevamente las fdrmulas de Steiner ([8]1,p&g.220)

13.4 T (KgrZd= o vz +

n_l. . .eq

n-2 n—-q n-i-1 _

1 =il 0 (w)
0 50+ 0g i=<§-1, — (joge1) Mp-z-2 (2 jgo e () ) M4 ¢
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O sea que
- On—g+-+® nfz g g
13,5 S (K =K,z ) = —2==2 9 ¢, ) (2) (n=i-1)M; , (K)-
D "¢ q n—-q i=g-1 1-q+l m-i-2 b&+l
+ 0(e)
Entonces existe 1lim 1 FD(K - K, 2) = §pr siendo
e+ 0 € € q
n=2 n-g-1, .n n
4 i-g+1 “
i=g-1

Queremos introducir ahora otra notacién para la densidad de

cilindros.
Para ello fijemos en el espacio En dos subespacios Ln—q Y Lq,
tales que Lq es ortogonal a Ln-q' O sea
13.7 En = Ln—q o Lq
Sea ahora D un cﬁerpo convexo en Ln-q » consideramos
13.8 z(D) =12}/ lgeG /2 = 924}
siendo Zq el cilindro cuya seccidén normal es D,
Notemos que dado g € G, 3 (e;t)e SO, x E_, tales que
13.9 g(x) = eo(x + t)
Pero considerando 13.7, t = t; + t, con t1€ Ln-q Y t2€ Lq /
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entonces resulta

13.10 2 =g 2 * 0=0 t =t-;
924 = 9 Ig ( Y

si  g(x) =o6(x+t, +t) ¥ g(x) =8(x+ t, + t

De la misma manera que identificamos a Gn con SOn X En en
11,4 (0o sea (0,t) - g / g(x) =0(x+t)) veamos aquf, que a 2Z(D)

definido en 13.8, lo podemos identificar con SO, x L _ definiendo

13.11 as SOn X Ln - Z(D)

—q
(e,tl) - z' / zZ' = e(zq + tl)
Por la observacién 13,10, estd bien definida y resulta una

biyeccidén. Entonces definimos la medida sobre Z(D),YD, andlogamente

como en 11,5,

13,12 Y, = o(v @y)

siendo ) la medida Lebesgue en Ln y VvV la medida normalizada sobre

—q

SOn.

Fdcilmente se verifica que Yp Y GD coinciden salvo un factor

constante,

Si ahora queremos medir un subconjunto A de 2z (D), resultar4:



82,

13.13 vp @) = J J dx  dv (0}
so, T(0)
siendo T (0) ='{1:~’='Ln_q / a(0,t) € A}

Si u es la medida sobre Gn’ queremos ahora hallar la relacifén entre
Yp Y 4 , pPara luego poder usar la medida tangencial ¢ , para encon-

trar una medida tangencial sobre Z (D).
Para ello definimos

13,14 e Gn - 2z (D)

g - a(@,tl) si g(x) = o(x + t, + t'z)

Entonces, si A es un subconjunto de 2z (D), _— (A) es un subconjunt

de Gn'

13.15 la) = (g€ G, / af0,t;) €A si g(x) = 0(x4t; + ty))

Pero entonces u(w-l (A)) es infinito. Consideramos entonces:

13.16 G (Aa,h) = (g€ 1 A) |si glx)= o(x + t; + t,) =

= “tzl < h}

Recordando que tle Ln Yy t, ELq. Usando 11.5

-q
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13,17 w(G_ (A,h)) = J J dr  dv (8)
SOn Tn(G)

siendo T _(0) =& € E / si g(x) = 6(x + t}= g€G (A,h)}

Pero usando 13,17 y 13.16 resulta

13,18 T (0) = T(e) @ Bq(O,h)

siendo T(0) = {t € Ln_q / al0,t) € Al y Bq(O,h) la bola de radio

h L.
enq

Pero entonces 13,17 resulta
13,19 u(Gn(A,h)) = [ I J dAn_q(tl) qu(tz) dv (o)

SOn T (0) Bq (0,h)

sefhalando con A; = medida Lebesgue en E,.

o
13.20 WG (a,h)) = AL T, J ar___ dv (o)
q S0 T(e) -

O sea , recordando 13.13.

e
13.21 Y,@) = lim (=%, )7L, (e a,n)

horo q
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14, 15'I<-:"di'<'1.=.1't‘an'gen‘c‘:‘.‘al‘*s‘ob::e\t:':‘.'i:h-udrost:onvz-z‘xos'errg,1

Con la relacifén obtenida en 13,21, estamos ahora en condiciones

de generalizar el resultado obtenido para cuerpos convexos, al conjun-

to de cilindros Z (D).

Sea K un cuerpo convexo en En Yy sea Zq un cilindro infinito

cuya seccifn normal D es de dimensién n-q. Sea

14.1 Z(D,K) =" (2' /Jg € Gn(K,Zq) /2 = ng}

siendo Gn(K;Zé) aquellos movimientos de G tales que Ky Z, son tan-

gentes - ver 9.7 .

Consideremos ahora, para cada x €D, Bq(x,h) la bola de centro

x, radio h, y dimensién q, contenida en Lq, tal que Lq es ortogonal

a DC_Ln en x. Sea

—q
14.2 Z (th) = U (B h
q( ) <€D { q(x, )}
entonces
14.3 pA = 1i Z _(h
a hif q( )

Pero ahora Zq(h) €S un cuerpo canvexo en En’ entonces

existe ¢(K,Zq(h),.) siendo ¢ la medida definida en 12,22 y 12,23,
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Entonces definimos sobre Z(D) una medida ¢D(K,.) concentrada
sobre Z(D,K) de la siguiente manera:
Dado A un subconjunto de Z (D), sea Gn(A,h) igual que en 13.16,

entonces

0 q- -
14.4 o (K,A) = 1lim (22X 0971, 4 (x,z_(n)),G,(a,h))
D h q 3
>m q
Observemos que $p estd concentrada sobre Z(D,K), porque ¢ esté

concentrada sobre Gn(K,Zq(h)) para cada h.,

Lo que nos interesa en este trabajo es nuevamente:; Dado g un
subconjunto en 3K y g' un subconjunto en azq tal que B8' es un
"secton infinito", ¢cudl serd la probabilidad que: dado 2' = gzq tal
que Z' es tangente a K,sea g N gg' distinta del vacio?

Definamos primero lo que significa que 8' en 3Zq es un"secton

inginito". sea g' C 3D y sea, para cada x € 3"Lq(x) el subespacio

ortogonal a D de dimensifén q que pasa por X, entonces

14.5 g' = UL L _(x)
XEBI q

Considerando para cada x €8°', Bq(x,h) como en 14.2, definimos

14.6 g'(h) = Y B (x,h)
x€ q
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Siguiendo la definicién de los W?(Zq) dada por Santals ([8], p&g.

270), defino los "Krummungsmasse" de Zq como

14,7 ‘J’i (qu 8') L ‘pril.q(DIE') i=0,..,n=g-1
n

wi(zq,s') =0 i=n-q,..,n

Ademids se ve que

0; (h)
14.8 ;2 (), 8" ())= | ("I 0
[ Ik oz e . (<L nd) + g (h)
i'%q i
) q
i-1
\
oi(h)
donde qi(h) es tal que + 0s8i h~»e
hq
Si llamamos
14.9 A(B,B') = {(2'€2Z2(D,K) [/ si 2' = gzq =8 N gp'#¢}

con Z(D,K) y B' como en 14.1 y 14.5 respectivamente, queremos expresar

¢p(K ) A(B,B')) en funcibn de . (K,B) ¥ wj(zq,e').
Para ello calculemos ¢(K;Zq(h), Gn(A(B,B'),h)).

Si CO(B,B'(h)) es el conjunto de todos los movimientos tales que

By gg8'(h) sean tangentes (ver 5.1), por la férmula obtenida en
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12,24, podemos expresar ¢(K,Zq(h),C°(B,B'(h)) en funcién de

Ahora bien, como A(B,8') € Z(D,K), con las identificaciones nece-

sarias,

14110 Gn(A(B,B'),h) - A(B,B') para h * =
y ademés

14.11 CO(B,B'(h)) > A(8,8') para h = =,

Si Gn(K,Zq(h)) es el conjunto definido en 9.7, al ser ¢ una

medida concentrada sobre Gn(K,Zq(h)), resulta que:

14.12 ¢(Klzq(h)r G, (a(8,8"),h)) = ¢(K,Zq(h), ¢, (8,8'(h)))- o(h)

donde 0(h) es tal que lim 6(h) = 0
h+e

Pero entonces
14,13 ¢(K,Zq(h), Gn(A(B,B'),h)) =

- = n-1 v ' _ )
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n al
= ) Gl 1+1(K 8) On_i(h) +
x (n) i=0 1
RN &L 13, (2,8 (K,8) +
+ .z &ki 1) Y- q’ Vip1 B
k(n) i=q q
n n-1 n-1
* x (n) i£q i) 1+1(K'B) on—i(h) - o(h)

donde la dltima igualdad resulta de reemplazar wj(Zq(h),B'(h))

por los valores obtenidos en 14,8.

Estamos ahora en condiciones de enunciar el resultado final:

14.14 Proposicién

Dados en el espacio En;zq un cilindro convexo de dimensién gq
(0o sea que su seccién normal es un cuerpo convexo de dimensién n-q),

y un cuerpo convexo K tales que Zq y K son tangentes, y sea

BCa3K y B' C azq un secton infinito entonces La medida del conjunto

de posiciones en Las que zq Yy K son tangentes exactamente en B y B'

es:
¢~ (K,A(B,B')) = L i & 1) V. . (K,B) ¥ (z_,8")
, , = -q-
D < (n) i= n-1-1 i+1 n-i'"q’
En el caso en el que B = 3Ky B' = azq, resulta
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_ n Bgl on-g-1 :
14.15 ¢p(K,2(K,D)) = ) iéq (mi-1) Wigq (K) W _.(Z0)

y recordando SD definido en 13.6, se ve que

14.16 p = Op-1°++9 ¢y (K,2(K,D))

Para ejemplificar el resultado final 14.14, vamos a considerar

los casos n=3 y 4,

Para n=3, caben dos posibilidades: g=1 & g=2

a) n=3, g=1
Z, son los cilindros conexos de base D de dimensién 2, para los

cuales, si B' S 3D, tal que long B'= 2 y el &ngulo que forman

las normales exteriores es v, vale que:

lDz(Zl,B') ‘pg(D'B') =

|
w s

win  win

2
vy (2,8") ¥5(D,8")

w "!.

y recordando los valores de ¢i(K,B) dados en 5.12 , 14,14 resulta:

14,17 ¢ (K,A(8,8")) = ZL M(B) e + 2, . 2)
m

que es igual a la f6rmula obtenida en 9.6,
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b) n=3 , g=2
Se trata de una franja limitada por planos paralelos. En este caso
no tiene sentido tomar B8' en 3Z, pues Wl(Z) =2 Yy entonces
3

14,14 resulta
1
14.18 ¢gtK,A(8,2)) = = . @
que coincide con 91J£.

Para n=4 y para fijar las ideas, vamos a limitarnos a los casos

particulares siguientes :

a) n=4 r 9=1 y D es una esfera de radio r, sobre la cual estd

un dominio B'. Si K es un cuerpo convexo, supongo que B8 = E4,

entonces lpi(K’ B) = wi(K) Yy ademds: q’l(quB') = F(B8')
4
by (Zgr8') = M‘Z ’
Q
2 ,8') = £
by (g 8') = &

Entonces, aplicando estos valores a 14.14, resulta.

La medida de los cilindros de revolucidn en E,, cuya secciln
recta es una -esfera de radio r, y que son tangentes a un cuerpo
convexo dado K, segdn la franja correspondiente al dominio B'C 3D
de &drea F(B'); integral de curvatura media M(B8') e imagen esférica

Qg,, €s
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14.19 0 (K,A(Ey,8')) = —— (W,(K).2,, + 2W;(K) M(B') + W,(K).F(8')
2
En particular, si B' = 3D, resulta
- 4 A
14.20 ¢D(K,Z(K,D)) = — (Ml(K) + 2M2(K)r + M3(K). )

T
b) n=4, q=2

Sea D un cfrculo de radio r y supongamos nuevamente 8 = E4.

Entonces la férmula final 14,14 seré

14.21 by (K,A(Ey, ') = iz (Wy(K) v + W,(K) .g)
m

siendo g la longitud de g' en D y ¢ el &ngulo que forman las normales

exteriores,

En particular, si g' =3 D se tiene;

La medida de los cilindros en E4, cuya seccifén recta es un circu-
lo de radio r y cuya generatriz son los planos ortogonales al mismo,

que son tangentes a un cuerpo convexo K fijo, vale

14,22 65 (K,Z(K,D)) = 2 (M, (K) + My(K). )

m
Otro corolario de la proposicién 14.14 es el siguiente: Si D se
reduce a un punto, Zq se identifica con un g-plano, entonces

¢j(zq,3') = 0 salvo que j=n-g y entonces ¢n_q(Zq,B') = Eig . k(n=-q).
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Luego resulta:

Dado en En un cuerpo convexo K, la medida de todos los
g-planos que son tangentes a Ken 8,8 S 3K, estd dada por:

14.23 4y (X,8) = (n=q) . "—‘—’(‘;;L’ ey (KoB)
Kin

0 sea que wq (K,8) dan una medida natural def confunto de todos

+1
Los qg-planos que tocan a K en 8.

Nota: este resultado fue probado por Weil [13], de manera directa

resultando aquf como corolario de un resultado mds general.
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