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INTRODUCCION

Por medio de la geometria integral, se está en condiciones de

calcular probabilidades del siguiente tipo:

En el espacio euclidiano de dimensión n, En, sean K, L y K' tres
cuerpos convexos finitos tales que K C L. Suponiendo que movemos

aleatoriamente y de manera uniforme el cuerpo K' de manera que corte

a L ¿cuál es la probabilidad de que K' también corte a K?

Este problema se resuelve usando la fórmula fundamental Cinemática

que expresa la medida sobre el grupo de movimientos Gn del conjun­
to

{g e Gn / K n gL #0 }

mediante los llamados "Quermassintegrale" Wi de K y de L.

En los últimos años, varios autores consideraron un problema

similar, en el cual en lugar de probabilidades de intersección, se cal

culan probabilidades de tangencia.

Se consideran dos cuerpos convexos K y K' y se colorea una

parte de cada uno de los respectivos contornos. Luego se mueve alguno

de los cuerpos (o ambos) de manera que se toquen y entonces se

pregunta ¿cuál es la probabilidad de que se toquen en las áreas colo­
readas?

Firey [1], fue el primero que planteó este problema. McMullen



[7], calculó la probabilidad en el caso en el que Ky K' son poliedros

convexos y Firey expresó la probabilidad para cuerpos convexos

cualesquiera en términos de las integrales de superficie. Comoestas

integrales están definidas sobre la esfera unidad, las partes colorea­

das no podian ser cualesquiera, sino imágenes inversas de Borelianos

de esta esfera unidad.Schneider [10], eliminó esta restricción,
utilizando, en vez de las integrales de superficie, los

"Krümmungsmasse",que están definidos sobre el contorno de cualquier

cuerpo convexo K. Finalmente Weil [14], probó que sobre el conjunto

Gn(K,K') ='{g E Gn / K y gK' son tangentes}

existe una medida natural, tal que los conjuntos

CO(B,B') = '{gGGn(K,K') / BngB' al o}

resultan medibles si B S 3K y B"S aK' y que esta medida se puede

expresar en términos de los "Krümmungsmasse"de K y K', obteniendo

para poliedros el mismoresultado que McMullen.

En este trabajo expresamos la medida encontrada por Weil expli­

citamente, en el caso de E3 y vemos algunas aplicaciones, entre las
cuales resulta comocorolario la probabilidad calculada por McMullen,

o sea: dados dos cubos que se tocan, la probabilidad de que se

toquen arista contra arista resulta 0,54 y que se toquen vértice
contra cara resulta 0,46.



Luego, usando la definición de cilindros infinitos dada por

Santaló en [8] , consideramos un problema de tangencia similar. Tomamos

un cuerpo convexo K y un cilindro infinito Z -de sección normal D- en

E3 y encontramos una medida sobre Z(D)- el conjunto de todos aquellos
cilindros cuya sección horizontal sea congruente a D- de forma tal

que esta medida esté concentrada sobre el subconjunto de Z(D),de

todos aquellos cilindros que son tangentes a K.

Esta medida nos permite calcular, utilizando la fórmula 9.8,

probabilidades del siguiente tipo: Si B es un subconjunto de 3Ky

B' es un sector infinito de az,

suponiendo que Z y K son tangentes ¿cuál es la probabilidad de que

se toquen en B y B' ?

En el capitulo IV generalizamos este resultado al espacio eucli­

diano de dimensión n, En, y consideramos cilindros infinitos Zq,
cuya sección normal D esté incluida en un espacio de dimensión n-q

y que tengan comogeneratriz los q-planos ortogonales a D.

La medida que encontramos sobre

Z(D,K)' = {Z' / g e Gn/ Z' = gzq y Z' y K son tangentes}

nos permite medir las probabilidades antes mencionadas y ademas, en

el caso en que D se reduce a un punto, nos da la medida sobre todos

los q-planos tangentes a K.

Esta medida obtenida comocaso particular de la medida sobre



Z(D,K) , coincide con la medida sobre q-planos tangentes a un

cuerpo convexo K obtenida por Weil en [13].



I. CUERPOS CONVEXOS EN E3

1. Definiciones

Para el estudio de los cuerpos convexos en E3, son fundamenta­
les los llamados "Quermassintegraleïde H. Minkowski o valores me­

dios de sus proyecciones sobre subespacios lineales. Vamosa recor­

dar su definición y su vinculación con las integrales de curvatura
media.

Consideremos el cuerpo convexo K. Sea Ki su proyección ortogo­
nal sobre un plano E. Llamaremosda al elemento de área sobre la

esfera unidad correspondiente al punto determinado por el radio

paralelo a la normal al plano. El vaian medáo del área F(Ká) de

Ké es:

1.1 E(F(K¿)) = _l. J F(K¿) da
Zn í e

2 2

con la integración extendida ¿a la semiesfera unidad.

En lo sucesivo representaremos por Gh tanto a la esfera
unidad, como a su área, o sea

(h+1)
Zn E

r(2:¿)
2

1.2 0h =

También necesitaremos el volumen de la esfera unidad en Eh,
cuyo valor es

o . h/2
1.3 K(h) = —E:l = 2°" '

h h.r (Ïï)
2

donde P es la función gamma,que para valores racionales positivos



de denominador2 puede definirse recursivamente por las relaciones

1

A..___‘

"J A O V
II

= 1 _
1.4 F(m+1) m F(m) m> 0 y P(_) = ¡fl

2

F(m) = m! m G Z

Entonces: el Quermassintegral W1(K)se define por

1 5 w (K) = íE (F(K'))
' 1 3 2

y aplicando una clásica fórmula de Cauchy [8],

1.6 F(K) = i JF(K¿)dn1T

1 2 o/ 2
vale

_ 1 _ l
1.7 W1(K) — — F(K) —- área de K.

3 3

Si en vez de proyectar K sobre un plano E, se proyecta sobre

una recta G, que tiene la dirección correspondiente a dn, se obtie­

ne un semgento Ki y el valor medio de su longitud es

1.8 E(L(Kí)) = i I L(K¿) cmZn
1/2 92

entonces el Quermassintegral W2(K)se define por

1.9 w2(K) = 31 E(L(K¿)).
3

Para completar, se definen los valores extremos



wo(K) = V(K) = volunen de K

W3(K) = K(3) =
h)lh

:1

Estos invariantes Wi(i = 0,1,2,3) están definidos para cualquáen
cuerpo convexo K, independientenente de la regularidad de su contor­
no 3K.

Si 3K es una superficie de clase C2, se pueden definir tanbien

las "integrales de curvatura nadia", a saber:

M0(3K) = Í do = F(K) = area de 3K
8K

1; 11 M1(3K) = l J (K1 + x2) do = M(K) =2 3K

= integral de curvatura nedia propiamente dicha.

M2(3K) = K1. K2 do = 02 = 4n
3K

siendo K1y K2las curvaturas principales en el punto cuyo elenen­
to de área es do .

Por 1a definición venos la siguiente relación

1.12 Mi(3K) = 3 W.+1(K)l i=0,1,2

la cual permite definir las integrales de curvatura nedia para

cuerpos cuyo contorno no sea C2.

Para las definiciones anteriores ver; Hadwiger[3], Santaló [8 1



2. Cálculo de las Mi

Querenos calcular las Mi(K), o los Wi(K) para algunos cuerpos
especiales:

a) Si 3Kes de clase C2, existen las curvaturas Principales y

lasMi se calculan por las fórnulas dadas en 1.11.

b) Poliedros

Si K es un poliedro convexo cuyas aristas tienen longitud

ai y los ángulos diedros correspondientes valen ai, la integral

de curvatura nedia M1(3K)vale

21 M(aK)=¿[a(n-a)
‘ l 2 i i

con la suna extendidad a todas las aristas de K.

Para denostrar 2.1 se toma el cuerpo convexo Ke , paralelo

exterior a distancia e de K y se calcula M1(KE).

Luego, haciendo 5+ Q, tendrenos Ml(aK) y por tanto W2(K),

puesto que los Wi son funcionales continuos del espacio de los
cuerpos convexos (Hadwiger [3], Schneider [8] ).

La denostración de 2.1. es fácil:

La parte de Ke correspondiente a las caras de K1 son caras

planas para las cuales M1=0.
A las aristas de K, corresponden franjas de cilindros de radio

e y ángulo (n - ai). Para estas superficies las curvaturas princi­
pales son

2.2 1:



El elemento de área vale

2.3 do = dhA e . dv

siendo dhel elemento de longitud. Por lo tanto, para las aristas de

longitud ai, será

2.4 M(arista a.) = í í . e . dh A dv = i . a.(n -a.)
1 2 e 2 l 1

Los vértices de K dan lugar en Ke a casquetes de superficies
esféricas, con las curvaturas principales

- - l
2.5 ¡(1- ¡<2 —

8

y elemento de área

2.6 do = ez dfl

Por lo tanto

2.7 M(casquete) = i J ¿a . 52 da2 e

con lo cual, si e+0, la curvatura media en los vértices será nula.

Entonces, sumando M(caras) + M(aristas) + M(casquetes), resul­
ta 2.1

c) Cuerpos convexos limitados por caras curvas gg clase C2.

Supongamosque K sea una superficie poliedral, pero de caras

curvas. Al pasar a KE y luego e+0, la parte correspondiente a
las caras, es la integral de curvatura media de las caras de K.



10.

Los vértices de K, al pasar a Ke son partes de esfera y, como en
el caso de los poliedros, la integral de curvatura media es nula.

Queda la parte correspondiente a las "an¿Ata¿", que en Ke
son franjas de cilindros curvos de radio e y ángulo w. Las curva­

turas principales son:

2.8 K = í y K = Ll 2
e p+e

siendo p el radio de curvatura de la arista de K.

El elemento de área es

2.9 do = e . dsp A(p—+E)--ds
p

y por lo tanto, la contribución a M1(K)de las aristas es:

2'.1o Ml(aristas) = ¿y l+ 1 ). e(p+e) . 9-5 dsp2 e p+e p

1

+ 3 J 47 dS .6+0 a

Es decir, para poliedros convexosde carascnrvas y aristas

i, es

2.11 M(3K)= — (K +.<') do + z l vds
2 1 2 i 2caras de 3K

Para aclarar esta fórmula, vamosa aplicarla al caso del cono

recto de altura h y radio de la base r.

En la superficie lateral tenemos

¿Iídzp dw=¿J d}.dq;p 22



11.

.L = Zn amic .z

Ó =>í sz dq): 1”.sena=1r.hf 2

La base es plana y entonces M1(base) = 0.
La arista es la circunferencia de base y según 2.10 es

Ml(arista) = i 2 nr.'P = n. r(fl'-a).
2

Por lo tanto

M1(cono) = nh + nzr - nr arctg a .r

3. Ejemglos

Vamosa reunir aqui algunos resultados que se obtienen a partir

de las fórmulas anteriores. CompletamosasI algunos valores dados

por Hadwiger en [4]).

a) Cuerpos convexos K, tales que 3K sea de clase C2

i) Bola de radio r

V=ífl r3
3

F=41rr2
M=41rr

11) Elipsoide de revolución de ejes de simetría a y b

2 (a)
F = 2" a2 + ab arccos 5

b- - 1
a2



12.

b) Poliedros regulares inscriptos en la bola de radio R
i) Tetraedro

iii

iv

)

V

V: 3/3 R3
27

F 8 /3 R2
3

M = 2 /€ R arccos (- l-)
3

Cubo

V = 8 Jï R3
9

F = 8 R2

M = 2 JÏ n R

Octaedro

3

F = 4 /ï R2

M= G'Jï R arccos (í)
3

Dodecaedro

v = 3—¿ÏÏ ( /ï + 1) R3
9

F = /2oo - 4o JÉ R2

5 /ï (/3 - 1) R arctg (2)Z ll
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V) Isocaedro

/4o + 8 JE R3

3

F = ¡í (10 - 2/3 )R2

M = /450 - 90/5 R arcsen (g)
3

bl) Poliedros cualesquiera

i) ParalelepIpedo recto de lados a,b,c

V = a.b.c

F = 2(ab + bc + ac)
cMmmm) n

0.

Paralelepipedo oblicuo de lados a,b,c y ángulos a1= <(a,b)H. p. V

a2= <(b,c) a3= <(a,c)

F = 2(a.b sen a + b.c sen a2 + a.c sen a3)1

- «(a + b + c)Z l

Este último resultado es curioso, ya que prueba que la curva­

tura media de cualquier paralelepIpedo no depende de los ángulos ai.
Observemosque, para calcular el volumen, necesitariamos

calcular los ángulosdiedros, pero para la curvatura media no, ya

que a lados iguales corresponden ángulos complementarios. No



c) Cuerpos convexos limitados por caras curvas de clase C

i) Cilindro convexo

iii

v

)

V

v

14.

ponemos la fórmula del volumen, por ser complicada y no la

necesitamos en el futuro.
2

recto de base D y altura h tal que

F(D) = f = área de D

L(aD) = u = longitud de 3D

V = f . h

F = 2f + u.h

M nh + n-u
2

Segmento de longitud L

V = 0

F = 0

M = nl

Placa convexa de área f y longitud de contorno u

V = 0

F = f

M = l u
2

Conode revolución, de radio de base r y altura h

V:

1/2F = nrz + nr (r2 + hz)

nr arctan (a)rM = nz r + wh ­

Semiesfera de radio r

V = a n r3
=3

E = 3 n r2

M = 1Tr(2 + á n)



15.

vi) Cilindro terminado por semiesferase
<2 Il =| H a +

ul»

:l H

F = 2 vr h + 4 n r

M: 1ïh+41ïr

vii) Cono sobre una semiesfera

fl

‘ï?
V= lr2 h+ -2-11'r3

3 3

F = "rm2 + r2)1/2 + zw r2
1r2 h

M= nh + 3- r - nr arctan(—) + 2 vrr

viii) Intersección de dos esferas

V = al (2 - 3 cos a + cos3 a)r3

F = 4n (1- cos a) r2

M = 2n_[2- 2 cos a + ( Í - a) sen a] r



16.

ix) Casquete esférico

3V = E (2 - 3 cos a + cos3 a) r

F = n r2(3 - 2 cos a)

M= 4a . r + n r. sen «.(n-a)

x) Cilindro terminado por conos

v = n r2 ( í h + h)1

F = 2" r((r2 + hÏ)1/2 + h)

M = "(h + 2hl + r (n- 2a))
s

xi) Cilindro terminado por un cono y una semiesfera

¿k

v = wr2(h + l hl + 3 r)
3 3

F = nr(2h + (r2 + hÏ)l/2 + 2r)

M = n ( h + hl + 2r + r(Ï- - a))
2



xii)

17.

Sector cilíndrico
*"EIV

V = í a. r2. h
2

F = r( ar + a h + 2h)

M = í a. h + "(Zr + ar)
2

xiii) Sector de cono

“
V = í a r2. h

6
2 1/2F r(%(h2+r) +h+¿.r)

M= 341+ (a. r + 2r) (1r- arctg(l))r
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II. MEDIDA CINEMATICA PARA CONJUNTOS CONVEXOS

ÏANGENTES EN E3.

4. Introducción- Idea intuitiva

Sean K y K' dos cuerpos convexos en E3. Con G3 denotamos al

grupo de movimientos en E3. Se quieren medir conjuntos de la forma

4.1. A ='{g e G3 / K ngK' # o} .

ComoG3 es localmente compacto, según el teorema de Haar, exis­

te sobre G3 una única medida invariante. Esta medida se llama densidad
Cinemática, y se demuestra que puede escribirse en la forma

4.2 dK = dP A dg A dT ([8 ] , pág.256)

Intuitivamente seria: para fijar la posición de Ken el espacio,

debo fijar un punto - dP -, una dirección por este punto - dn - y

un giro alrededor de esta dirección dT

Se prueba que esta medida es invariante por movimientos (Mil,

pág. 95) y vale la fórmula fundamental Cinemática

4.3 J dK' = 8n2(V(K) + V(K')) + 2n(M(K)F(K') + M(K')F(K))
KOW#o

Notemos que, si 11 es 1a única medida invariante sobre G3, se

puede escribir también
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4.4 Í dK' = Í du(g),
KñK'yo A

donde A es el conjunto definido en 4.1

En términos de los "Quermassintegrale" wi(K), 4.3 resulta

_ 2
4.5 dK' — Br (wo(K) + WO(K')) + 9.2«(W2(K)W1(K') +

KÑK'ïo
I

+ w1(K) W2(K n

y en términos de los Mi(K)

4.6 J dK' = 8n2(V(K) + V(K')) + 2n(MO(K)M1(K')+ Ml(K)MO(K'»
KÜK'fo

Ahora se nos plantea la siguiente pregunta: si definimos

G3(K,K') para cuerpos convexos K y K' cualesquiera por

4.7 G3(K,K') = '{g e G3 / K y gK' son tangentes}

¿habrá sobre G3(K,K') una medida "natunal"?

W.Weil en [14] prueba que existe sobre G3(K,K') una medida o
que resulta natural en el siguiente sentido:

Sea K un cuerpo convexo en E3 y sea B3 la bola de radio 1 en E3

si KE lo definimos como la suma de Minkowski (ver [8] ) de K+ eB3 resul­
tan

4.8 Ke ='{x e E3 / d(K,x)< e}= K + e33.

Por las fórmulas de Steiner para cuerpos convexos paralelos



20.
([3 ], pág.220) se sabe que es

V(KE) = V(K) + eF(K) + 52: M(K) + ‘í we33

4.9 F(KE) = F(K) + 2 ¿M(K) + 4x ez

M(Ké) = M(K) + 4ne

Entonces, por 4.3 resulta

4.10 J dK' = 8n2(V(Ke) + V(K')) + 2n(M(Ke) F(K') +

KEnK'#o + F(Ke) M(K')) =

= 8w2(V(K) + eF(K) + e2M(K) + í n53 + v(K')) +
3

+ Zn [(M(K) + 4«;)F(K') + (F(K) + 2eM(K) + 4ne2nua'

entonces

dK' = J dK' + 3 "2€(F(K) + F(K')+ í M(K)M(K')) t. Zn

Ken K'ï‘d) KñK'al q,

+ 8n2 32(M(K) + M(K')) + ¿a «3 E3
3

Entonces puedo calcular la medida de todas las posiciones de K'¡

tales que K'ÍWKefo Y K'ñK=o , 6 , lo que es equivalente: la¿medi­

da de las posiciones de K' tales que (K' n(KE-K))#o.
Será

4.11 J dK' = 4m (21T(F(K) + F(K')) + M(K) M(K')) +

(Ke-K)0K'9l4¡
2+ en 32(M(K) + M(K')) + 33 "3 E3

3

Entonces existe el limite para 9+0 del cociente de esta
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expresión por e y lo llamamos 6(K,K').

4.12 6(K,K') = 11m l I de =5+0 e

(KE-K) K'#o

4n(2n(F(K) + F(K')) + M(K) M(K'))

y resulta que, si o es la medida sobre G3(K,K') encontrada por
Weil,

4.13 Ó(K,K',G3(K,K')) = c. 6(K,K')

lo que explica la "natunatidad" de o.

5. Medida sobre G3(K,K')

En este párrafo, queremosexplicitar la medida o sobre

G3(K,K‘)introducida en el párrafo anterior.

Dados K y K' cuerpos convexos en E3, sean B y B' tales que

B E 3K y 'B' S aK'. Entonces nos interesa medir aquellas posiciones

de K', tales que K' es tangente a K y además que B' sea tangente

_a B . Si definimos

5.1 CO(B,B') ='{g e G3(K,K') / K ñ gK' ñ s ñ 98' í o }

queremos conocer ¿(K,K',CO(B,B'))
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Para ello seguiremos principalmente a W. Weil ([ltl),

y R. Schneider ([11]).

Sean en E3 los siguientes conjuntos:
Dado un cuerpo convexo K, para cada boreliano B en R3, defi­

nimos.

5.2 UE(K,B) = '{x e R3/ d(x,K) = d(x,K ns) < e }

K (¡le (mp)

Estos conjuntos Ue no son en general convexos por lo tanto no
existen los "Quermassintegrale ". Entonces se define una generaliza­

ción de los Wi(K) con wi(K,B) de tal forma que wi(K,R3) = Wi(K).

Para ello calcularemos A (K,B) =V(UE(K,B)).

Pero

5.3 u€(K,e) = (K n e) + [(sn ame- K1

donde la suma indica la suma de Minkowski y .(3 n 3K)e es el cuerpo
parelelo a distancia e, definido en 4.8.

Entonces
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E

5.4 A€(K,B) = V(K ñ B) + JFHB n 3K)E - K] de
0

Y

5.5 F [(8 ñ 3K); K] =J '(Rl+e) (R2+ e) duz
gBhax

donde: QBnaK es la imagen esférica de B n 3K, o sea que a cada
x E B n 3K le asocia el extremo del vector normal unitario a K

en x; R1, R2 son los radios de curvatura principales de 3Ken

x; y du2 es el elemento de area sobre 1a esfera unidad.

Por tanto, de (5.5) se deduce

2
5.6 F l (ae n 3K)E-K]-F(B n 3K) + 2mm 3K)e+ nen aKe

Pero entonces

5.7 Asma) = v(K n e) + eF(BnaK) + ¿Mmmm +

+ ¿í Q
3 Bn 3K

Recordemos que

5.8 A (K,R3) = V(K ) = V(K) + EF(K) + €2M(K) + — . 92
C E 3

O sea
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2
5.9 A€(K,R3) = w¿(K) + e. 3W1(K) + e 3 w2(K) + e3 W3(K)

De aqui , si e toma los valores 1,2,3,4 puedo despejar Wi(K) en

función de Aj(K,R3). Resulta

_ 3 _ 3 3 _ 3
Wo(K) — 4A1(K,R ) 6A2(K,R )+ 4A3(K,R ) A4(K,R )

W (K) =-EA (K R3) + ¿2A (K,R3) 4 1A (K,R3)+ HA (K,R3)1 1 ' 2 3 4
9 6 3 18

5.10
_ 1 3 4 3 7 3 1 3

W2(K) — - A1(K,R ) - —A2(K,R ) + —A3(K,R ) - —A4(K,R)
3 6 3

w (K) = - ¿A (K,R3) + ¿A (K,R3) +' ¿A (K,R3) + 11A (K,R3)3 1 2 2 4
6 2 2 6

Entonces se define ( [11], Pág. 124)

wo(K,6) = 4 A1(K,s) - 6A2(K,B) + 4A3(K,B) - A4(K,e)

5.11 w1(K,B) = - ¿3 A1(K,B) + ¿3 Ach,B) - 1 A3(K,B) + ¿í A4(K,B)
9 6 3 18

7 1
w2(K,s) = í Alma) - ¿A2(K,s) + - A3(K,e) - —A4(K,s)

. 2 3 6 3

. . 1 . 1

w3(K,e) = - ¿A1(K,s) + ¿A2(K,s) - -A3(K,e) + -A4<K,e)
6 2 2 6

Resulta, sustituyendo los Ai por los valores obtenidos en 5.7,
que:
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W0(K,B) = V(K n f)
Fm n 3K)W =

l 3

w2(K,B) = —M(Bn 3K)
3

n 'fi
una) “¿3.22

Notamos que wi(K,R3) = Wi(K) .

Estas funciones wi, están definidas para cualquier cuerpo con­
vexo K.y cualquier boreliano B. Si considero K fijo, se demuestra

que wi(K,.) son medidas finitas sobre los borelianos en E3( ver hi] ,
pág. 124).

Notemosaqui que R.Schneider [IU usa otra definición de estas

funciones. Él define 41(K,B) de tal forma que

_Ln]_i
“(193) = wn_i(K,e)

K(n-i)

Estamos ahora en condiciones de definir una medida sobre G3(K,K')

Si CO(B,B') es el conjunto definido en 5.1.definimos

5.13 ce(co(s,e')) = '{g e G3/ o <.d(K,9K')<ey T(K,9K') o g E

e coman}

donde TK'K.:
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TKlK,(x) = x + u(K,K')

si u(K,K') = x-x' , y x G K, x' E K 'son los puntos que "neal¿zan"

la distancia de K a K'.

Intuitivamente, seria el conjunto de todos los movimientos, tales

que K y gK' estén a distancia menor que e , y además que los puntos

x y x' que realizan 1a distancia de K a gK1 estén en e y 3' respec­

tivamente.

En general, si n -es un subconjunto de G3, definiendo

cam) ='{g e G3 / o < d(K,gK")< e y T(K,ng') o g e n}

se prueba ([lfl, pág 140) que Ce(n) es un boreliano de G3 y entonces

existe u(CE(h)). Ademásvale que u(Ce( . )) es una medida sobre

G3, concentrada en G3(K,K') “13, pag. 140-141)

Queremos expresar ahora u(Ce(n)) comopolinomio en e, para luego

definir la medida buscada como lim í (u(CE(n))).
5+0 e

Para. ello usaremos la forma explicita de u. (ul], pág.95) y

que un movimiento g, queda determinado por la rotación p y la tras­
lación t.

Entonces
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donde:
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r

u(C€(n))= J J dA dv(p)
T

dA es la medida Lebesgue de E3

dv es la medida sobre SO3 y

T(p)='{teR3/ g ecemnppt

Mostraremos, siguiendo a w. Weil E4], que T(p) es un conjunto

de la forma

Lema

“¿(L,a) (ver 5.2) con L = K - pK' y

a={t€E3/gp,t€ n nG3(K,K')}

a S 8(K- OK')

Dem.:

e =>Kn K' =>t a gp't #0

J x G K y x' G K' / x = px' + t
a t

Pero como g E G3(K,K') á t fi (K - pK')°ppt

= x - px' a" t e K- DK'

o sea t G 8(K- pK').

Entonces
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06(K-pK',a) = '{xG E3/ d(x,K- pK') = d(x,(K-9K')n a)< e }

=' {x e 33/ d(x,K-p'K') = mIn' {d(x,y))}<e}=
yEa

='{x e 33/ d(x,K-pK') = mín '{d(x,y) /gp,ye n “ G3<K,K'>} < e}

=' ' e =
{x E E3/ 0 < d(K,gp’xK )< e, T(K,gp'xK') o gp,x n} T(p)

donde por T(K,gp'xK') indicamos la traslación por el vector distancia
e t ’K 'n re y gp'xK .

Pero entonces

5.15 J dx = A€(K-pK',a)
T(p)

y AE(K-pK',a) por 5.7, vale
3 . 3

AE (K_pKl'a) = z El(3 _) Úi(K-DK',a)._ -11-1

Notemos que el término correspondiente a wo no aparece ya

que a S a(K- pK') y entonces V((K-pK')n a) = 0.
Pero

3 . 3

5.16 u(C (n)) = z el< .) J w (K-pK',a)e ._ 3-1 1
1-1 SO3

Entonces definimos comomedida o sobre G3(K,K') al coeficiente
de e del polinomio anterior
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5.17 Ó(K,K',h) = lim l'- “(Ce = J ¡p1(K—pK',a)
8+0 e SO3

Entonces e es una medida concentrada sobre G3(K,K').

Si ahora considero el conjunto CO(B,B'), Weil, en UA]prueba
que este conjunto es medible según o y Schneider MJ] prueba que

3(.)
i=0 1 K(3)5.13 o(K,K',Co(a,B')) w3_i(K,B>wi+1(K',B')

O sea,

1

4n
F(B) + 2M (B) M(B'))5.19 o(K,K',co(s,s')) (nBF(B') + 96'

lo cual resulta de reemplazar en 5.18 los valores de wi obtenidos

en 5.12 observando que si B EpK a F(B ñ 3K) = F(B).

Además, si e :3' = R3, entonces q°(8,3') = G3(K,K') y

5.20 o(K,K',G3(K,K')) = El» (4" (F(K) + F(K')) + 2M(K).M(K'))
1T

Pero entonces

5.21 6(K,K') = ez. e1 ó(K,K', G3(K,K'))

donde 6 es la medida "¿ntu¿t¿ua" encontrada en 4.12 y

02 = 4n y el = Zn
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Esta última igualdad explica la "natunaiidad" de o.

Conestos resultados, la fórmula (5.19) permite enunciar la
siguiente

“PïdEOóZc¿6n

Dado un movimiento g G G3(K,K') tal que K y gK' son tangentes
entonces:

dados B S 8K y B' C aK' , la probabilidad de que g G CO(B,8')­

o sea que B n gB' í o-está dada por

QB F(B') +9 F(B) + 2M (B) M(B')BI5.22 p(B ,B!)'
4x (F(K) + F(K')) + 2M(K) M(K')

Comoen toda la teoria de probabilidades geométricas, aqui la

probabilidad se define simplemente comoel cociente de la medida de

los casos favorables y del total de los casos posibles.
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6. Aglicaciones de ¿a fórmula 5.22

6.1 CuerEo convexo Ko y Eoliedro K1.

Dados un cuerpo convexo K°,-de área Fo y curvatura media MO-y

un poliedro K1, de área F1 y curvatura media M1dada por la fórmula
2.1 , existen tres posibilidades de tangencia

a) Kl toca a Ko con un vértice.
Usandola notación del párrafo 5, sería

e S K / e = aK y 612 aKl / 31 = vértices

Pa =

41r(Fo + Fl) + ZMOMl

b) K1 toca a Ko con una cara

B = BKO el = caras

41rF1
Pb

41r(Fo + F1) + 2Mo M1

c) Kl toca a Ko con una arista

B = aKo 81 = aristas

2Mo Ml

4"(F0 + F1) + ZMOM1
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Este resultado se puede enunciar de la siguiente manera:

Dado un cuerpo convexo Ko y un poliedro Kl que se sabe que se
tocan (tienen punto comúnsin tener puntos interiores comunes), la

probabilidad de que el punto de contacto sea un vértice de K1, o

un punto de una cara de K1 o un punto de una arista de K1, son las

anteriores pa,pb y pc respectivamente.

Usandola desigualdad isoperimétrica ([4 ]), que dice que:

si K es un cuerpo convexo de área F y curvatura media M, entonces

M2
-— > 4n probaremos que pc está entre pa y pb o es mayor queF

ambas.

En efecto dados Koy K1 entonces ó Fáí F1 ó Fl< FO. Supongamos

que POSSFi. En este caso es pa< ph y quiero ver que pc) pa

Supongamosque no, entonces:

2Mo M1 < 4K Fo
F

M < Zn —2
l Mo

2F F

M2 < 4172 —° <4" —°- . Fll 2 2M M2 o o
M F

2 O_l < 4n , _— < n que es un absurdo.
F 2

1 Mo

Por tanto pc} pa.
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F

Además,si ¿g 4, entonces p >pb.F c0

En efecto, supongamos que no.

á 2 Mo M < 4 NF1 1

M1<21r F1
M0

2
M

—¿. (—°)<4n2. —:<1r
F 1 Mo

Mi P1
—< (-—)1T< 411

F1 o

lo que no es posible, ya que MÏ > 4nF1.

De estas cuentas resulta que, dados Ko y K1 en las condiciones

anteriores, entonces para ordenar las probabilidades pa,pb y pc,

me basta conocer las áreas de Ko y K1 respectivamente.

Ademásse ve otra cosa:

Dado un cuerpo convexo Ko, no existe ningún poliedro tal

que las tres probabilidades resulten iguales. Pues si pa= pb o

sea FO=Fl entonces, para que pc = pa á
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ZMO M = 4nF1 o

M1 = Zn E2
Mo

2
M F
—1= 4-"- _o < In»

2
F1 Mo

lo cual no puede ser

6.2. Dos Eoliedros Ko, K1

Dados dos poliedros Ko y K1, básicamente existen nueve probabili­
dades de tangencia de las cuales solamente tres son no nulas.

1 toca con un vértice alguna cara de Ko

B = caras 81= vértices

4nF°

4n(Fo + F1) + ZMOM1

b) Ko toca con un vértice alguna cara de Kl

4wFl
Pb =

4W(Fo + F1) + 2M°M1
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c) Koy Kl se tocan arista con arista

ZMOMl

4n(Fo + F1) + ZMOM1

Notemos que estamos en el mismo caso que antes , o sea que la

relación de órden entre las probabilidades dependerá exclusivamente

de la relación de órden entre las areas de los poliedros.

6.2.1. Otra observación interesante es la siguiente:

Suponiendo que FosíFl ¿cuando resultará máximapc?

Se tiene
Fo + F 2 Fo

MOMI

y se cumple la igualdad si y sólo si Fo= Fl y pc es maxima, si

F + F
O

es minima o sea si Fo: F1.
MoMl

Por lo_tanto, si dividiera a los poliedros en clases de equiva­

lencias por sus áreas, resulta que: si elijo dos poliedros cuales­

quiera, pC será maxima si ambos están en la misma clase de equivalen­
cia.

6.3 Ejemplos del caso 6.2.

6.3.1. Ko= K1 = cubo de arista a
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4n . 6 a2p=p— =023
a b 2 22 '4n(12 a ) + 2.9" a

2.9.¡2 a2
pc= =o,54

4n(12 a2) + 2.9.172 a2

Este ejemplo está considerado por Scheider en [11] , pág 152.

6.3.2. K = K1- paralelepIpedo recto de lados a,b,c

4n. 2(ab + bc + ac)

pa=Pb= 2 2
4n(4(ab + bc + aC)) + Zn (a + b + c)

2 «2 (a + b + c)2

4n(4(ab + bc + ac)) + 2n2(a + b + c)2

Notemos que pa = pb = 4F
BF + an

_ an
y pc —

8P + an

6.3.3. Ko=Kl = paralelepIpedo de lados a,b,c y ángulos a1= <(a,b)

a2= <(b,c) a3=<xa,c)
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4(ab sen a + bc sen a + ac sen a )
_ 1 2 3

pa — pb =

8(ab sen al + bc sen a2 + ac sen a3) + n(a+b+c)2

_ n(a + b + c)2
Pc ­

8(ab sen al + bc sen a2 + ac sen a3) + 1r(a+b+c)2

Si ahora considero todos los paralelepIpedos de lados a,b,c,

fijos y ai variando, entonces pa,pb y pc dependen de ai; pero M(K)

es fijo comose probó en el párrafó 3-bl;por lo tanto pa resulta
máxima si F(K) es máxima. Pero F(K) es máxima si el área de cada cara

lo es.

Sea F(al) = área de una cara

g F(al) = a.b sen al

F'(a1) = a.b cos a1

F'(a 0 °l)

O sea:

pa = pb máxima 9 F(K) máxima e K es un paralelepipedo
recto.

Análogamente resulta: pc minima e F(K) máxima
e K es un paralelepipedo recto.

6.3.4. Ko= K1= tetraedro regular de arista a
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4n/Ï a2
H H O ‘ N OPh

4n(2/Ï a2) + 2.9a2(arccos (- l))2

2. 9 a2 [arccos (- á-H2

4n(2/ï a2) + 2.9.a2(arccos(- %))2

cubo de arista a y K1= tetraedro de arista b

probabilidad de que un Vértice de K1 toque una cara de Ko

4" 6a2

41r(6a2+ ÍÏ bz) + 2.9.n.a.b arccos(- l)
3

probabilidad de que un vértice de Ko toque una

cara de K1

4n/ï b2

4"(532 + ¡3 bz) + 2.9.W.a.b.arccos(-¿)
3

probabilidad de que Koy K1 se toquen arista contra
-arista.

2.9.". a.b. arccos (- á)

41r(6a2+/3 bz) + 2.9.". a.b.arccos(- í)
3

Suponiendo ahora a fijo y b variable, usando 6.2.1. se sabe
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que piii es máxima cuando F(Kó) = F(K1) o sea

6a2 = /Ï b2

b = a . /2 Jï

entonces: pi = p. = 0,214li

9111: 0'57

6.4. Otros ejemglos Rara ¿a fórmula 5.22

6.4.1.81 K es un cubo de arista a y K' es un segmento de longitud 2

entonces - de las cuatro probabilidades posibles, solamente
2 resultan distintas de cero.

i) el segmento toca de punta una cara del cubo

4n 6 a2 4a2
p.= =

l 41r.6a2 + 2.3n a n 2 4a2 + n a l

ii) el segmentatoca una arista del cubo

- _ 2.3. n an l _ n a 2Pii ’ ’
2 24n.6a + 2.3.fla nl 4a + n a 2

En el caso en el que 2=a, resulta

pi = 0,56 y pii = 0,44
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6.4.2. Sean ahora Ko = Kl = cono de revolución de radio de base Rvértice
y altura h. ..

superfictc
Lafan Usaremos la nomenclatura de la

¡resta figura.
Las distintas posibilidades para 80(581 son:

Bj= vértice

F(Bj)=M(Bj) = 0

QB = Zn (l - cos( arctg E)) j=0,1
j R

Bj = superficie lateral

Nel.) = «Ruz2 + h2)1/2

M(Bj) = 1th

a = o j = 0,1
“j

ej - base
- 2F . = R

(BJ) 1T

J

Bj - arista
F . =

(BJ) 0
, h

M(Bj) = "(n R - R arctg (5))
Q = 2"(1 + cos(arctg E)) j=0,1

Bj R
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De las dieciséis probabilidades posibles, resultan solamente
diez distintas de cero:

i) el vértice de Kotoca a K1en la superficie lateral -o-sea, eo = vé;

tice y 61= superficie lateral

2n.(1-cos(arctg %)). nR (R2 + h2)1/2

41T(21rR(R+ (R2 + h2)1/2)) + 2172(1TR+ h- R arctg(-11))2
R

ii) el vértice de K1t0ca a Koen la superficie lateral pii = pi

iii) el vértice de K0 toca a Kl en la base o sea: Bo=vértice

Bl= base

2n(l-COS (arctg %))1rR2
M

donde en lo sucesivo denotamos con Mal denominador de pi, o
sea

M = 41r(21rR(R + (R2 + h2)1/2)) + 21r2(1rR+ h - R arctg (9))2
R

iv) el vértice de K1 toca a Ko en 1a base piv = piii.

v) la superficie lateral de Ko toca a K1en la arista- o sea Bo=

= superficie lateral Bl = arista
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2 2 2 1 2 h 2 Y. *h
Zn R(R + h ) / (1+ cos(arctgtí))+ Zn h(¡R-R arctg(—))

M

vi) la superficie lateral de K1toca a Koen la arista

pvi = pv

vii) la superficie lateral de Kotoca a la superficie lateral de Kl

o sea Bo= Bl superficie lateral

2. ng. h2pvii _—
M

viii)la arista de Ko toca a la base de K1o sea: Bo= arista y'

Bl = base

an R2(1 + cos(arctg %))
pviii ‘ M

ix) La arista de K1 toca a la base de Ko

pix ’ pviii

x) la arista de Ko toca a la arista de K1, o sea Bo= 81 = arista

2.1!2 (.11'R-_ R arctg 61%))2
p =

x M
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Ahora bien, si h=R, p. se pueden calcular numéricamente y resul­J

tan pi = pii = 0.02

pvii 0'05

Pviii'= Pix ‘ °r°3

px = 0,27

6.4.3. Sea ahora Ko una placa convexa de área f y longitud de contorno

u y Kl un segmento de longitud z .
Entonces hay solamente dos posibilidades de tangencia no nulas.

i) el segmento toca la "cana" de la placa con la punta - Bo=cara

y Bl= vértice.

ii)la "anióta" del segmentotoca el borde de la placa

¡2112p.. ­
ll 4nf + n uz

Deahora en adelante, hasta finalizar los casos particulares de

5.22 Ko será un cuerpo convexo cualquiera de área Fo y curvatura me­I

dia Mo.
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6.4.4. K1 = segmento de longitud 2 .

Entonces el segmento puede tocar a Ko de punta
41rF

Opi=
41rFo + ZïrlMo

o si no tocar a Kocon la arista

ZNEMO
ii _

21rFO+ 2112M

2
Nuevamente,aplicando la desigualdad isoperimétrica E- > 4n se

Fobtiene

p< 1 .
1+ 2'rr9.

Mo

M2 1
Pero si K° es una esfera, entonces _2 = 4" o sea pi =

F 1 + glio
Entonces, la probabilidad de que un segmento tangente a un cuerpo Mo

convexo K toque a este "de punta" , es máxima en el caso en

el que K es una esfera. Pero entonces la probabilidad que lo toque

con la arista será minima, cuando K sea una esfera.

6.4.5. Kl = cilindro convexo recto de altura h, área de base f y
longitud de contorno u.
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En este caso existen tres probabilidades de tangencia:

i) el cilindro toca a Ko con la base
8 nf

Pi =
1T

4n(2f + uh + Fo) + 2(nh + 1? u)MO

ii) el cilindro toca a Kocon alguna de las aristas
w

2 Mo . 3 u + 4" Fo
ii _

4n(2f + uh + F ) + 2(nh + 1 u)M
O 2 O

n_Mo u + 4K Fo
ii _

4n(2f + uh + Fo) + (2nh +1ru)MO

iii) el cilindro toca a Kocon la superficie lateral

4'n u h + 2 Mo n h

41r(2f + uh + Fo) + 2,,("h + gun/10

En este caso hay cuatro probabilidades no
nulas.

i) Kl toca a KOcon algún vértice 81 = vértices
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h14n (l - cos(arctg -—))
R

4n(Fo + 2nr(h + (r2 + hÏ)1/2)) + ZMO«(h + 2h1+ r(w-2a))

A lo largo de este caso llamaremos

D = 4«(Fo + 2 nr(h + (r2 + hÏ)1/2)) + 2Mon(h + 2hl+ r(n-2d))

ii) K1 toca a Ko con una arista

4n cos a Fo + 2 Mo n r(w- 2a)ii ­
D

iii) K1 toca a Ko con la superficie lateral de un c0no

4" . Zwr ((r2 + hÏ)l/2) + ZMO. 21m1
piii =

D

iv) El toca a Kocon la superficie lateral cilindrica

4K. 2nrh + 2 Mo‘nhiv
D

Nota: no hemos simplificado las expresiones, para que se vea más

clara la procedencia de éstas.
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III MEDIDA CÍNEMÁTICA PARA CÍLINDROS CONVEXOS EN E3

7. Cilindros finitos

Sea en E Z(h) un cilindro recto de altura h y base convexa D.3 I

Sea u'la longitud del contorno de D y F(D) el área de D y sea K un

cuerpo convexo cualquiera en E3, de área Fo e integral de curvatura

media Mo.

Recordando la definición de G3 (K, Z(h)) dada en 4.7 y consideran­

do B S 3K y B'S aZ(h), puedo calcular la medida del conjunto de

todos aquellos movimientosg E G3(K,Z(h)), tales que ¡fïge'# o,
aplicando directamente 5.19 a1 caso en que K' = Z(h).

Resulta entonces

7.1 4>(K,z(h), C°(B,e')) = ¿(98. F(e') + 93.F(B) + 2mm) meu)4n

donde CO(B,B') es el definido en 5.1.

Consideremos ahora B' E az(h) de la siguiente forma:

B' es una parte de la superficie lateral que

tiene por base un arco de 3D, y altura h, es

decir, B' es un sector de la superficie lateral
de Z(h).

Eneste caso, resulta sencillo calcular explícitamente
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F(B')I Y98,.

Sea a= 8' ñ 3D = B' n D - y sea 2 la longitud de a.

Pero entonces

7.3 Q = 2.9

donde w es el ángulo que forman las normales exteriores en los

extremos de a

Para calcular la curvatura media de e ', tengo que calcular la

curvatura media de la parte lateral y de las “an¿¿ta¿".

7.4. M(B') = M (parte lateral) + M (aristas)

Pero

1 d
7.5 M(parte lateral) = í —1-do —J Ji .dh. ds

2 Rl 2 ds
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donde dc es el elemento de área de aZ(h) y R1, dw , dh y ds
son los indicados en la figura, o sea: dw es el elemento de ángulo

entre dos normales a aD, dh es el elemento de arco de la altura

y ds es el elemento de arco de 3D.

Para calcular la curvatura mediade las aristas, aplico la
fórmula obtenida en 2.10

O sea,

7.6 M(arista) = í I-yds2
CI

donde ds es el elemento de arco de 3D, a es la arista y y es el

ángulo diedro de a.

En este caso y = ¿L = constante
2

Entonces de 7.6 resulta

7.7 M(arista) = í 1 . 2
2 N

Juntando 7.5 y 7.7 obtenemos

7.8 M(B')= 9-.W + 1.2
2 2

Por lo tanto, reemplazandoen 7.1 estos valores se obtienen
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7.9 o(K,z(h)), C°(e,a')) = -¿-(952.h + 2.w F(e) +
4 ‘I'l’

+ M(3). (h .W + nH))

7.10 45(K,Z(h), G3(K,Z(h))) = l (4 (uh + F(D) + F(K)) +
4 1T

+ 2M(K) (uh + 1 u))
2

Estas son las medidas de los conjuntos de movimientos que.

llevana Z(h) a ser tangente a K, en un punto de ByB' , para

4(K,Z(h),Co(B,B')), o en un punto cualquiera de 3K y aZ(h),

para ¿(K, Z(h), G3(K, Z(h)).

8. Cilindros infinitos

Por un cilindro infinito, entendemosel limite,cuando h

tiende a infinito de un cilindro de altura h. Tambiénse puede defi­

nir de la siguiente forma:

dado un plano E2, sea D un conjunto convexo, tal que D S E2. Para

cada x de E2, existe Lx, una recta ortogonal a E2 que pasa por x.

Entonces un cilindro infinito es 1a unión, sobre x en D de Lx.

0 sea, si con Z denotamosun cilindro infinito

Z = lim Z(h) = U L
xEDh+cn x

De la segunda definición se ve que Z queda totalmente deter­

minado por el conjunto de dimensión 2, D.
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Entonces definimos

8.1 z(D)= '{z' /39€G3 / Z'=gZ}

Schneider ([11], pág.106) prueba que existe sobre z(D)

una medida invariante YD.

Aqui relacionaremos a YDcon u , recordando que u es la

medida sobre G3. Para ello necesitaremos las siguientes observacio­
nes:

Sea E2 un plano fijo en E3 y sea L1 una recta ortogonal a E2,
también fija. Entonces

8.2 E = E

3=>t=tl+t2
Sea ahora A un subconjunto de z(D), donde el conjunto convexo D
0 sea, si t E E con t1 E E2 y t2 E L1.

es tal que D S E2. A A le puedo asociar un subconjunto de G3,
sea:

{g e G3 / gZ E A}8.3 G3(A)

Ahora bien, si g E G3, entonces existen (e,t) tales que

e E 803 (grupo de rotaciones en E3) y t G E3 tales que g(X)= e(x+t).

Pero, si g E G3(A), entonces

8.4 gZ= 6(Z+t)
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Considerando E3 como en 8.2, 8.4 resulta

Ahora bien, como D S E2,

8.6 e(z + t + tz) = e(z + t + t)l 1

con t E L1 cualquiera

De aqui se deduce que G3(A) es un conjunto de medida infinita,
según u. Entonces defino

8.7 G3(A,h) = '{g E G3 / gZ e A y /si

gZ = e(z + t + tz) = |t2|< h)}l

Recordando la forma explicita de u([flJ, pág. 95) calculemos

u(G3(A,h)). Pero es

8.8 u(G3(A,h)) = dH(g) = J i dx dv(9)G3(A,h) SO3 (e)

donde

T(e) ='{t = tl + t2 e E3/ (e,t)eG3(A,h)}
dx es la medida de Lebesgue de E3.

y‘dv es la medida sobre 503.

Pero pensando E3 = E2 o L1, resulta que
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8.9 dA = dAZ A dt2 donde

dAz es la medida de Lebesgue sobre E2 y

dt2 es la medida Lebesgue sobre 11,

Entonces 8.8 resulta

h

8.10 u(G3(A,h)) = dv(6) dx2(t1)J dt2 =
503 T165“ _h

= 2.h J J dv(0) dA2(t1)
SO ­

3

siendo T195 ='{t1€ E2 / 9(Z + tl)e A} donde por "Z + tl" entendemos

al cilindro infinito que queda determinado por D + tl.

Pero observando la forma explicita de YD([11], pág.106) resul­
ta que:

8.11 y (A) = I dv(0) dA
D jso3 TTE) 2

Y entonces

3.12 YD(A)= lim L . u(G3(A,h)).h+m 2h

9. Medidatangencial Eara cilindros infinitos

Sea:
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9.1 Z(D,K) ='{Z' /3 g e G3(K,Z) / z' = gz}

donde G3(K,Z) = {g E G3 / K y gZ son tangentes} (ver 4.7) y K es

un cuerpo convexo en E3.

Usando la relación dada en 8.12 podemos ahora definir una medida

°D(Kn)sobre Z(D), concentrada sobre z(D,K) definido en 9.1 , para

medir subconjuntos de z(D,K).

Definimos:

9.2 ¿D(K,A)= 1m i o(K,z(h), G3(A,h))h+o 2h

siendo A un subconjunto de Z(D) , Z(h) y G3(A,h) los definidos en
8.1 y 8.7 respectivamente.

Veamos cómo resulta 6D explícitamente. Si B S 3K y B' E BZ,

queretrcsmedirel siguiente conjunto

9.3 A(B,B') = '{Z' e z(D,K) / si z' = gz á

e n 98' al o}

Para poder medir A(B,B') observemos, que elegir B' E az es' u
equivalente a elegir B' en 3D y entonces es Bu = xe B. Lx

Llamamos 6'(h) = B' + t2 con t2 E L1 tal que lt2l< h y "+" in­
dica la suma de Minkowski.
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Si CO(B,B'(h)) es el conjunto definido en 5.1, observemos que:

9-4 o(K,Z(h), G3(A(e,e'),h)) = ¿(K,Z(h),co(3,3'(h)))- e(h)

con lim
h+w

9.4 se deduce del hecho de que ¿(K,K',.) es una medida concentrada

sobre G3(K,K')[(o sea, si

e (h) = 0

necy ¿(LKHn)=Ó(&KnnnG3mnvn
que A(B,3') g G3(K,Z) y por lo tanto

lim [G3(A(e,s'),h) - G3(K,Z(h))] Il O

h+m

que es lo mismo que decir que

¿im [co(e,e'(h)) - G3(A(B:B')rh)] = 0

Pero entonces 9.2 resulta

9.5

y reemplazando en 9.5

oD<K,A(s,s')) = lim .í . o(K,z(h),co(a,e'(h))+0

los valores de 7.9 y considerando que ahora

Z(h) tiene altura 2h, se obtiene

9.6

siendo

ÓD(KIA(BIB')) =

2,

l
(98.2 + M(B).w )

TT

longitud de 3'

angulo entre las normales (ver figura de 7.3)

Y
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En el caso en el que B =B' = E3, 9.5 resulta .

9.7 41D(K,Z(D,K)) = 4¿(41r. u + M(K). 2")1T

siendo u la longitud del contorno de D y M(K) la curvatura media de
K.

Estamos ahora en condiciones de enunciar el resultado equivalen­
te a 5.22

‘Pnopo¿¿€¿dn

Sean en E3 un cuerpo convexo K de curvatura media M(K) y un

cilindro infinito Z cuya sección recta es una figura convexa D

de dimensión 2 y de perímetro u. Además sea 3 S 3K, de imagen esférica

QBy curvatura media M(B) y sea g'c 3Z/ g'n D = E‘S 30 J E'S aD tal
que long E'=1 y el ángulo que forman las normales exteriores a í'

es m . Entonces: suponiendo que Z y K son tangentes, la probabilidad

de que el punto de tangencia se encuentre en 3 y 3' está dada por

n z +M(B) .v
B.

41ru+21rM(K)

Comocorolario de esta proposición se obtiene:

En el caso que D se reduzca a un punto p - o sea Z es una recta,

de 9.6 y 9.7 resulta

9.9' o (K,A(s)) = ¿211mm y
P 8 Tl’
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9.10 QP(K,Z) = 21rM(K)
1T

siendobduo la integral de curvatura media de 3K.

o sea que: dados un cuerpo convexo K y B S 3K, la probabilidad

de que una recta tangente a K, sea tangente en B, está dada por

9.11 p(B) = M(B)
11(K)

Nota: 9.10 coincide con la medida de todas las rectas que son tangentes

a K y de 9.9 se ve que, recordando las funcionales wi defini­
dos en 5.10

¿pp(K,A(e)) = É w2(K.e)

o sea que w2(K,.) seria una medida natural sobre las rectas que son
tangentes a K(ver [13] ).

Obóenvacidn:

En este parágrafo hemos encontrado una medida sobre Z(D), que

es el conjunto de todos aquellos cilindros, cuya sección horizontal

es un conjunto congruente a D.

J.A.Wieacker [15] , en su tesis no publicada , encuentra una
medida sobre el conjunto de cilindros no congruentes según otra

medida definida sobre el conjunto de los cuerpos convexos.
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91.- Franjas de espacio limitadas por planos

En E3, hay otro caso de cilindros infinitos:
Se trata de la franja de espacio limitada por dos planos paralelos

a distancia l.

Veamoscomo podemos construir un cilindro de esa forma:

Sea S un segmento de longitud 2, SEELl recta en E3. Sea para

cada xiE L1, E2(x) el plano ortogonal a L1 que pasa por x. Entonces
definimos

9 1. Z __ U1° s’ xESE2(x)

Ahora bien, llamemos B2(x¡h) a 1a bola dos-dimensional de

radio h y centro x, tal que V xEL1 , B2(x,h) S E2(x); resulta

9 2 z = lim ( xgs Bz(x,h))1° s h”

y llamando Zs(h) = Bz(x,h)

91.3 ZS= ¿im Zs(h)+00

Si consideramos

91.4 Z1(S) ='{z'/gg e G3 Z' = gZS}

nuevamente queremos encontrar una medida yé sobre 21(8). Para ello
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procedemos igual que en 8.Tomemos E3 = L1 0 E2 y entonces; si A

es-un subconjunto de 21(8),

91.5 y¿(A) = lim —l- u(A(h))
h-Hn 'rr

donde A(h) = {gGG3 / e(z + t) EA y si

t= tl+ tz => Iltzll2 < h}

Si Z1(K,S) = {Z' E 21(8) / K y Z' son tangentes} donde K es

un cuerpo en E3, definimos sobre G3(K,ZS) una medida, análoga­

mente a lo hecho en 9.

Tomamos

6 0É(K,A) = lIm
h-Hn 1rh

1- o<K,zS(h),A(h))}

siendo A un subconjunto de 21(8) y ¿(K,K',.) la medida sobre G3

concentrada sobre G3(K,K') definida en 5.17.

Análogamente a lo hecho en 9, si

l.7 A(B) = {Z' e Zl(K,S) / Z' es tangente a K en B}

B está incluido en 3K. Notemosque no tiene sentido elegir B'

en azS.
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Resulta

1 1 .
91.8 08(K,A(o)) = lIm - o(K,zS(h), A(B)(h)}

h->un 2h

donde

91.9 A(B)(h) = CO(B,az(h)) con

C°(B, aZ(h)) el conjunto definido en 5.1

Pero entonces

2

91.1o Quem“) = lim i [ —1—(QB.(21rh9.+ 2m)
h-ND 1rh2 ¡ur

+ 2M(B).(n2 + nzh)]

“e
21r

oÉ(K,A(B))

Además, si B: E3, entonces 91.10 resulta

' l _ _ 41r
91.11 oS(K,A(E3)) - 2 - -—

Zn

Entonces resulta:

Sea en E3 un cuerpo convexo K, sea B S 3K de imagen esférica QB
y sea Z una franja de espacio limitada por dos planos a distanciaS

l= long. (S), entonces 1a probabilidad de que ZS y K sean tangentes

exactamente en B, suponiendo que ZS y K son tangentes, está dada por
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“a
1-12 95(3) = 4

Nuevamente, como corolario se deduce: si S se reduce a un punto
1

P, entonces op(K,.) da una medida sobre todos los planos tangentes
a K en B S 3K.

9 13 01(Kp)‘98-3 W(KB), , ____,
l p 211 211' 3 I

lo que prueba que w3(K,.) es una medida sobre los planos tangentes
a K. Este resultado se puede obtener por otro método directamente

([13]) pero aqui resulta comocorolario de que Q;(K,-)es una medida.

10. Aplicaciones gg la fórmula obtenida e 9.8

10.1 Cuerpo convexo K y cilindro poliédrico ZD.

Dados un cuerpo convexo K, de integral de curvatura media M(K)

y un cilindro ZD, tal que su base D sea un polígono de aristas gi

y ángulos Ai, y considerando las posibilidades de tangencia de ZDcon
K, hay dos posibilidades.

Di) z toca a K según una "cana" esto significa que B' = x221 Lx

si Lx es la recta ortogonal a D que pasa por x (considerando Ei
sin los extremos), y B=aK,aplicando (9.8) y simplificando
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2. zi
Pi =

2 . g zi + M(K)

' II ' n U L
il) ZD toca a K según una anAóta o sea que B' = xx Evértices de D

y B= 8K, aplicando (9.8) y simplificando

M(K)ii
2 f zi+ M(K)i

l

Consideremos ahora que K es un cuerpo fijo y hagamos variar D,
obtenemos que:

Pi = pii si y sólo si long(aD) = Ï í = alfili

0 sea: Suponiendoque un cilindro poliédrico sea tangente a un

cuerpo K, la probabilidad de que el punto de tangencia sea un punto

de una cara será igual a la probabilidad de que sea un punto de una

arista, si y sólo si

2 [zi=M(K)i
10.2 Análogamente como en 10.1 sea K un cuerpo convexo pero sea

ahora ZD, tal que D es un segmento de anchura a. Resulta en­
tonces que :

i) la probabilidad de que ZD= cinta. de anchura aztoque a K con
el "¿ntenion" es
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4a

4a + M(K)

ii) la probabilidad de que ZD toque a K con alguno de los bordes
es

M(K)

4a + M(K)

O sea: si tengo un cuerpo convexo K de curvatura media M(K)

y una cinta de anchura Hifi) de las cuales se que se tocan, entonces
4

la probabilidad de que la cinta toque a K con un borde, es igual a

la probabilidad de que lo toque con el interior.

10.3 Cilindro poliédricqzD 1 segmentode‘longitud_h.

NuevamenteD es un poligono de aristas zi. Las probabilidades
no nulas son:

i) el segmento toca de punta una "cana" de ZD.

4n Z'1 "1

4n g 21+ 2n.nh

229..il
2 Z zi + uhi

ii) el segmentotoca con la "an¿¿ta", una "anióta" del cilindro
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2n.nhpii
4x É zi + anh

_ nhpii ’
2 Z 21+ nhi

Nuevamente, si consideranos un cilindro ZD y un segmento de
longitud h, para que la probabilidad de que el segmento toque

con la punta una cara de ZDsea igual a la probabilidad de que toque

a ZD"anióta canina anióta" , deberá ser:

nh = 2 z lii

10.4 Cilindro cualquiera ZDy poliedro K.

Tomemosun cilindro convexo ZD, tal que la longitud del contorno

de D es u, y K un poliedro de aristas ai y ángulos diedros ai, entonces

i) probabilidad de que K toque a ZDcon una arista

I a (n - a.). Zn
2- i l

.pi = l
4 nu + Zn 3 Z ai(n - ai)

É ai(n - ai)
Pi _

áu +2 ai(1r -ai)
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ii) probabilidad de que K toque a ZDcon un vértice

4nu
P11:

41ru+21r-]-'-Xa(1r-a')2 i i i

_ 4u
Pii’ _

411+ aim-ai)
1

10.5. Cilindro de base poligonal y poliedro K.

En este caso tenemos las probabilidades clásicas:

i) el cilindro y Kse tocan arista contra arista
_ 1 V

_ ¿Th ï ¿laihr- ai)
pi“ 1

4“ Z Ej + Zn E Z ai(n - ai)i

2 a.(1r-al)
= i l i

Pi I
4 Z zj + Z ai(n - ai)

j 1

Si lj son las longitudes de las aristas del poligono de base de

ii) un vértice de K toca una "cana" del cilindro

4n z 2.
j J

pii l
4w z l. + Zn — E a.(n- a.)

j J 2 . 1 11
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4XJH

4 Z zj + Z'aáw-aí)
j l

Sea por ejemplo K un cubo de arista a y Z el cilindro cuya

sección recta es un cuadrado de lado a. Entences

pi = 6ra = 0'54
16a + 3na

p..= 16a =o,46ll
16a + 3 a

Observación: Notemosque entonces, dado un cubo de arista a; la proba­

bilidad de que un cilindro cuya sección reda es un

cuadrado de lado a toque al cubo "anióta con aniáta" es

la misma que si;en vez de un cilindro; tomamosotro cubo

de arista a.
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IV} MEDIDA EN En SOBRE CUERbos CONVÉxos Y CILINDROS CONVÉkóé

Queremosgeneralizar ahora los resultados obtenidos, al espa­
cio euclideano de dimensión n.

Para ello, en primer lugar, introducimos la notación y las
definiciones necesarias.

11. Notación

Dado un cuerpo convexo K en E notaremos por WÏ(K) alnl

"Quermassintegral" i-ésimo de K ([8], pág.217) y por MÏ(3K) la
integral de curvatura media i-ésima ([8] ,pág.223).

Para el caso en que el contorno de K,3K , es de clase c2, la

definición de MÏ(3K)es la siguiente:

Si 3K es la hipersuperficie de dimensión n-l que limita al cuerpo

K, se sabe que en cada punto de 3K hay n-1 direcciones principale:

K1,...,Kn_1} Si do denota el elemento de área de 3K, entonces la

r-ésima integral de curvatura media Mï(aK), está definida por

n n-1 -1
11.1 M (3K) = ( ) Í {K. ,...,K. } dor r ll lr

3K

donde '{K. } denota la r-ésima fuunción simétrica elementall'IoofKi1
de las curvaturas‘principales.
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Si K es un dominio, entonces resulta

n = 911-1

donde 0n_l es el área de 1a bola unitaria de n-dimensiones Gdefinida
en 1.2) y x(K) es la caracteristica de Euler-Poincaré. Para ver una

definición axiomática de esta caracteristica, ver Hadwiger[3] , [5],
Groemer [2] y Lenz [6].

Ademásvale la siguiente relación entre WÏ(K) y M?(3K) ([8] ,
pág.234).

11.3 M'J?(K) =nw33+1(K)

De esta relación, podemosextender la definición de MÏ(3K) de
aquellos cuerpos convexos cuyo borde es una superficie de clase C2,

a cualquier cuerpo convexo K, dado que WÏ(K) está bien definido para
todo cuerpo convexo K.

Con dLg, denotaremos la densidad de los p-planos en En([81, cap.
12) y con dKn, la densidad Cinemática en En.

Si Gn es el grupo de movimientos en En, dKn es la medida de
Haar sobre G aplicada a posiciones de un cuerpo c0nvexo K.nl

Por una cuestión de notación, llamemos u la medida de Haar

sobre ïGn.
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Sea además A la medida de Lebesgue en En y v la medida normali­

zada sobre SOn, siendo SOn el grupo de rotaciones en En. Entonces

existe una identificación natural entre Gny En x son:

11.4 y : En x SOn * G

(t,p) * gt

de modo que gt'p(x) = px + t V x E En

Entonces se toma u, como la imagen por y de la medida producto

A fl v . O sea

11.5 u = y(A fl v)

u asI definida resulta invariante, y por unicidad de la medidade

Haar, resulta "¿a medea de Haan ¿ohne ¿L guapo de mov¿m¿enta¿ Gn".
( [11], pág. 94-95).

12. Medidas tangenciales de cuerpos c0nvexos en En.

Sean K y K' cuerpos c0nvexos en En y sea Gn el grupo de movimien­

tos en En. Dado g e Gn, con gK' notaremos al cuerpo congruente a K',
resultado de aplicar a K' el movimiento g.

Si A es el conjunto

12.1 A='{g€Gn/ KngK' #o}
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entonces, mediante la fórmula fundamental Cinemática, se está en

condiciones de expresar la medida de Haar u sobre Gn del conjunto
A, mediante los "Quermassintegrale" de K y K' por

n n n wn

(Esta fórmula, sus aplicaciones y generalizaciones se encuentran

en el libro de Santaló [8]).

Ultimamente se ha planteado otro problema similar:

Dados dos cuerpos convexos K y K', queremos definir ahora una

medida sobre todas las "peóicioneó" de K', en las cuales es tangente

a K, donde se entiende que K' es tangente a K, si K n K' # o, pero

existe un hiperplano en En71:_l-que separa a K y K', o sea, K fïK'#o
pero K y K' no tienen puntos interiores comunes.

Intuitivamente encontramos una medida de la siguiente forma.

Dado K, un cuerpo convexo en En, sea Ke el cuerpo paralelo a
distancia e,

12.3 Ke = {x E En / d(x,K) < e}

o sea, KEes la unión de todas las esferas sólidas de radio e ,
cuyos centros son puntos de K.
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Si llamamos V(KE) al volumen de Ke, por las fórmulas de
Steiner ([8], pág.220) vale

U n n n i
12.4 V(K€) = Z (i) Wi(K) e

i=0
De esta fórmula se obtienen las relaciones

n-i . .
n = n-i n J

12.5 Wi(K€) f (j ) Wi+j(K) e .
j=0

Entonces si defino

=. '
12.6 Ae {gEGn /KEn gK a! o}

resulta, por 12.1
n

- n I =
12.7 u(A€) — en_2 ... e1 X n(h) wfi(KE) w:_h(K )

h:0

' I

h=0 j=0

Por tanto, si A es el conjunto definido en 12.1;

n-l n-h .
_ = n n-h n 112.8 eri-2.0091oz .21(j ) C­h=0 J=

n-1
= elen_2...¿el z n<g>(n-h) wfi+1(K) wfi_h(K')1 + e(e)

h=0

Pero entonces existe lim í u(AE- A) =6(K,K'), y
5+0 e
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12.9 ¿(1mm = en_2...01.n z (n-hnfi) wfiflm wg_h(1<')
h=0

es la medida deseada.

En términos de las curvaturas medias, obtenemos:

n
12.1o 6(K,K') = en_2...el . ¿ z (n-hnfi) Mgm M:_h_1(K'>=

n h=o .

n-l
= en_2...ol z (:1) Mgm) M:_h_l(K').

h=0

Para poder formalizar este resultado, debemosanalizar varias

cuestiones. Para ello nos basaremos principalmente en un articulo

de W.Wei1 [14].

En el caso de la pregunta sobre todas aquellas posiciones de K'.

tales que K ñ K' es distinta del vacio, la palabra "movem04aleatonLa­

mente" a K', no trae problema, ya que dKn es 1a medida natural sobre

el grupo de los movimientos Gn.

Pero si definimos:

12.11 Gn(K,K') ='{g E Gn / K y gK' son tangentes}

entonces la pregunta si sobre Gn(K,K') hay una medida "natunai"
es distinta.

Consideremos e y 8' subconjuntos de 8K y aK' respectivamente

y sea
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12.12 CO(B,B') = {g e Gn(K,K') / Bn 98' * 0}

entonces nasinteresa saber si estos conjuntos CO(B,B') son medibles.

Weil ([14]) construye una medida boreliana finita sobre Gn(K,K‘)
ó(K,K',L) que puede mirarse comomedida tangencial "natunai" de K

y K' y que, tras una normalización será la medida natural de probabi­

lidad. Prueba que entonces los conjuntos Co(B,B') definidos en

12.12 pertenecen a la o-álgebra de los borelianos sobre Gn(K,K'),
completada con respecto a o.

En este trabajo, solamente explicaremos la construcción de 0­

cuya formalización puede verse en el trabajo de Weil- y veremos que, en

el caso en el que B = E = En, o(K,K',CO(En,En)) coincide.- salvo un
factor constante- c0n 6(K,K') definida en 12.9 -lo que prueba la

naturalidad de o.

Para ello mostraremos-siguiendo básicamente la notación de R.

Schneider [111- que a cada cuerpo convexo K en En, le están asociados

n+1 funcionales wi i=0,1,..,n, tales que wi(K,.) son medidas finitas
sobre la o-álgebra de borelianos en En.

Dado un cuerpo K en En, para cada boreliano B en En definimos

12.13 U€(K,B) ='{x e En / d(x,K) = d(x,Kï‘ñ B)< e }

y sea

E
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donde A es la medida Lebesgue en En.

Notemos que AE(K,En) = V(Ke) con thefinido como en 12.3. Pero
entonces, usando 12.4 resulta

n .

12.15 A€(K,En) = ¿0611) w‘i‘uo . el

y dando a e los valores 0,1,..,n puedo despejar-usando la regla

de Cramer—WÏ(K).

n+1
n _ .

12.16 wi(K) — ai]. Aj(K,En)

donde aij sólo dependen de n,i y j.

Definimos entonces, comogeneralización de WÏ(K).

n+1

12.17 wi(K,e) = Z aijAj(K,e)
J’=1

con aij los mismos que en 12.16, con lo que resulta

12.18 ..wi(K,En) = w’i‘m o<i<n

Notemos además, que si B = 3K, resulta

I
Owo(K,3K) ­

12.19

wi(K,aK) Wni(K) 1<1 <n
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ya que wo(K,g) es, por la definición dada en 12.17,

wo(K,B) = V(K n B) = volumen de Krïe , que en el caso en el que

B S 3K es nulo.

Estos funcionales wi(K,L) definidos como en 12.17, son medidas

finitas sobre los borelianos en En. ([11]).

Por otro lado ([14]) , para 3 g 3K, vale la fórmula local de
Steiner

_ n i n
i=1

por la cual quedan definidos los Krümmungsmassewi(K!°) de K,

y son exactamente los definidos en 12.17.

Estamos ahora en condiciones de definir una medida sobre Gn(K,K'Ï

Dado n un boreliano en Gn definimos.

12.21 ce(n) ='{g e Gn/ 0< d(K,gK')< e y T(K,gK') o g e n}

donde TXK,K') : En» E

x 9 x + u(K,K')

si u(K,K') = x-x', si xe Ky x'E K' son los que neaiizan la dis­
tancia de K a K'.
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Weil ([14]), prueba que:

i) c€(n) son borelianos (y por lo tanto medibles según u)

ii) u(CE(.)) es una medida boreliana finita sobre Gn, que está
concentrada en Gn(K,K').

n .

iii) u(CE(n)) = Z 23(9) J w-(K - pK', a(o)) dv(o)
SOn

siendo: SOnel grupo de rotaciones

v la medida sobre SOn

% las definidas en 12.17 y

a(D) = {xe En/ ge'xennGn(K,K')}

Entonces se define

12.22 cb(K,K',¡'¡)= lirn ¿“(camu
E8+0

o sea comoelcoeficiente de e de la expresión dada en iii)

12.23 ¿(K,K',n) = n J w1(K- pK',a(p)) dv(p)
SOn

Notemosque, por la definición de a(p),

Ó(K,K"n) = Ó(K'K',nn Gn(K'K'))

Sean ahora B y 5' incluidos en 3Ky aK' respectivamente. Si

entonces CO(B,B') es el conjunto definido en 12.12, Weil prueba que
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CO(B,B') son medibles según o(K,K',.) y que

12.24 MK K' C (e e'n = n nïl (n'l) up (K e) (K' '
' ' o ' K(n) 1:0 i 1+1 ' wn-i 'B )

0 sea, si B = 3K y e' = aK', CO(B,B') = Gn(K,K')

12 2 n n-l n l. 5 K K' G K K' = ’
4>(, , n( , )) un) ¿o (i)w’i‘+1(K)wfi_i(K')

Pero recordando que n.K(n) = Gn_1 y la medida 6(K,K') encon­
trada en 12.9, se ve que

12.26 6(K,K') = en_1 . en_2... e1 Ó(K,K',Gn(K,K'))

lo que prueba la naturalidad de ó.

13. Cilindros convexos gn En. Medida sobre cilindros

En el capitulo anterior, estudiamos las medidas tangenciales'

sobre cuerpos convexos K y K' en En. En este párrafo queremos analizar
la situación.en la que K' sea un cilindro infinito.

Para ello primero definiremos lo que significa un cilindro en

En y luego buscaremos, análogamente comoen los capitulos anteriores
una medida natunai para cilindros tangentes.
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Defiániaidn

Sea en En, Ln_q una variedad fija de dimensión n-q. Y sea D un

cuerpo convexo en Ln_ tal que aD S Ln_q sea de clase C2. Ahora,q

para cada x de D, consideramos el q-plano Lq, que es ortogonal a

Ln_q y pasa por x.

Al conjunto de todos los pq asi construidos, lo llamamoscilin­

dro Zq - ([8],pag.279).

Los q-planos Lq son los generadores de Zq y D es la sección
normal .

Cada cilindro Zq queda bien determinado (salvo un movimiento
rigido) por su sección normal D.

Entonces definimos ([8], pag.279) las integrales de curvatura

media de Zq como aquellas de 3D, considerado como variedad de dimen­

sión (n-q-l) en Ln_q. 0 sea:

13.1 M'Ï(Zq)= Mi“! (3D) i=0,1,...,n-q-l

MÏ(Zq, —
I

O i=n-q,...,n

notaremos con V(Zq) al volumen (n-q) -dimensional de D.

Medida sobre cilindros

En el libro de Santaló ([8], pag.280) se define una medida
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de cilindros qu, que permite, por ejemplo, medir todas aquellas po­

siciones de Zq tales que Ktïgzq #0 , donde K es un cuerpo convexo

cualquiera en En y g es un movimiento en Gn.

Esta medida, que aqui llamaremos 35(K,Zq) es (ver [8]))

13.2 6D(K,Zq)=en_l...9q v(z¿) +

n-Z n-q n

+ en_2,,, eq ¿CI-1 _-¿_ (i_q+1) M‘i‘m Mn_i_2(zq)n'q

Ahora, análogamente comoen el capitulo 12, nos preguntamos

¿cual será la medida de todas las posiciones de Zq en las cuáles
es tangente a K?

Para resolver ésto, primero procederemos igual que antes. Sea

Ke igual que en 12.3 , entonces

13.3 6D(K€,Zq) = en_1...eq V(Zq) +
n-2 n-q

n - n . l
+ o _ ...e X (i +1) Mn_i_2(Z ) Mi(K€)

n 2 q i=q_1 -q q an

y aplicando nuevamente las fórmulas de Steiner ([8],pág.220)

_ Z =
13.4 6D(Ker C1) en_1...eq v(zq) +

n-2 n-q n-i-l. J n-i-l
+9n-2'”o -_- (i-q+l) Mg-i-Z (Zq) Z e ( j )Mï+j“°q i=q-1. n-q j=0
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0 sea que

_ en_2...e n52 n-q Mp13.5 c (K -K,Z ) = ———‘1 . e. (. ) ._ (z >(n-i-1). (K)­
D e q n_q ¿ari 1-q+1 nd.2 q b41+1

+ G(e)

Entonces existe lim í ïD(K - K, Z ) = 6D, siendo
5+ 0 E E q

._ qu. n n
i-q+1 qi=q-1

Queremosintroducir ahora otra notación para la densidad de
cilindros.

Para ello fijemos en el espacio En dos subespacios Ln_q y Lq,

tales que Lq es ortogonal a Ln_q. 0 sea

13.7 En = Ln_q G Lq

Sea ahora D un cúerpo convexo en Ln_q , consideramos

13.8 zm) ¿{251/39 e Gn/ z' = ng}

siendo Zq el cilindro cuya sección normal es D.

Notemos que dado_g e Gn, 3 (e;t)€ SOn x En, tales que

13.9 g(x) = e(x + t)

Pero considerando 13.7, t = t1 + t2 con tle Ln_q y t2€ Lq ,
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entonces resulta

13.1o z ='z 0 o=e t ='Egq gq ( y

si g(x) = G(x + tl + tz) y E(x) = 5(x + E + E

De la misma manera que identificamos a Gn con SOn x En en

11.4 (o sea (o,t) + g / g(x) =G(x+t)) veamos aqui, que a Z(D)

definido en 13.8, lo podemos identificar con SOnx Ln_q definiendo

13.11 a: SOn x Ln_q * Z(D)

(o,tl) * z' / z' = e(zq + tl)

Por la observación 13.10, está bien definida y resulta una

biyección. Entonces definimos la medida sobre Z(D),yD, análogamente
como en 11.5.

13.12 YD=a(v fix)

siendo ¡_1a medida Lebesgue en Ln_q y v la medida normalizada sobre

SOn.

Fácilmente se verifica que 7Dy 6D coinciden salvo un factor
constante.

Si ahora queremos medir un subconjunto A de Z(D), resultará:



82.

13.13 YD(A) = J J dA dv(®)

soJn TCG)

siendo (No) ='{tELn_CI / a(0,t) E A}

Si u es la medida sobre Gn, queremos ahora hallar la relación entre

YDy u , para luego poder usar la medida tangencial o , para encon­
trar una medida tangencial sobre Z(D).

Para ello definimos

13.14 n: Gn * Z(D)

g ‘* a(9,tl) si g(X) = G(x + t1 + té)

Entonces, si A es un subconjunto de Z(D), n-1(A) és un subconjunt

13.15 n-1(A)='_{g e en / a(e,tl) GA si gm = e(x+t1 + t'2_)}

Pero entonces “(n-1(A)) es infinito. Consideramosentonces:

13.16 Gn(A,h) {gen‘lm Isi g(x)= e.(x + tl + tz) =>

9 "tz! < h}

Recordando que tie Ln y t2 ELq. Usando 11.5—q
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13.17 uccncA;h)) = J J dx deG)
son Tn(G)

siendo Tn(e) ='{t e En/ si,g(x) = o(x + t)=>.g€Gn(A,h)}

Pero usando 13.17 y 13.16 resulta

13.18 Tn(G) = T(0) 9 Bq(0,h)

siendo T(0) ='{t E Ln /_q a(G,t) E A } y Bq(0,h) 1a bola de radio
h L Oen q

Pero entonces 13.17 resulta

13.19 u(Gn(A,h)) = J I J

son T(e) Bq(0,h)

dAn_q(tl) qu(t2) dv(e)

señalando c0n Ai = medida Lebesgue en Ei.

.9

13.2o u(Gn(A,h)) = —SZ¿ . hq . dAn dv(O)
q son T(e) -q

0 sea , recordando 13.13.

+0

e
13.21 YD(A)= lim (432í . hq)'ï u (Gn(A,h))

h q
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14. Medida‘tangencial‘sobre‘cilindros*convexDS'en'E

Con la relación obtenida en 13.21, estamos ahora en condiciones

de generalizar el resultado obtenido para cuerpos convexos, al conjun­

to de cilindros Z(D).

Sea K un cuerpo convexo en En y sea Z un cilindro infinito
cuya sección normal D es de dimensión n-q. Sea

14.1 Z(D,K) ='{z' /39 e Gn(K,Zq) / Z' = ng}

siendo Gn(K;zá) aquellos movimientos de Gn tales que K y zq son tan­
gentes - ver 9.7 .

Consideremos ahora, para cada x<ED, Bq(x,h) la bola de centro

x, radio h, y dimensión q, contenida en Lq, tal que Lq es ortogonal
C

a D _Ln_q en x. Sea

14.2 Z h = U ' B h
q( ) xeD { q(x, )}

entonces

14.3 Z = l' Z h
q hïï q( )

Pero ahora Zq(h) es un cuerpo convexo en En, entonces

existe ¿(K,Zq(h),.) siendo o la medida definida en 12.22 y 12.23.
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Entonces definimos sobre Z(D) una medida oD(K,.) concentrada

sobre Z(D,K) de 1a siguiente manera:

Dado A un subconjunto de Z(D), sea Gn(A,h) igual que en 13.16,
entonces

9 - _
14.4 ©D(K,A)= lim (3-1 hq) 1. 4>(K,Zq(h)),G3(A,h))

h+cn q

Observemos que 0D está concentrada sobre Z(D,K), porque o está

concentrada sobre Gn(K¡Zq(h)) para cada h.

Lo que nos interesa en este trabajo es nuevamente: Dado s un

subconjunto en 3K y 3' un subconjunto en azq tal que B' es un

"¿catan .¿n¿¿n¿to", ¿cual será 1a probabilidad que: dado Z' = gzq tal
que Z' es tangente a K,sea B n gs' distinta del vacio?

Definamos primero lo que significa que 5' en an es un"¿ecton

¿n6¿n¿10". Sea E' S aD y sea, para cada x e ¡"Lq(x) el subespacio
ortogonal a D de dimensión q que pasa por x, entonces

14.5 B' = (J- L (x)
xeBl q

Considerando para cada xGEí', Bq(x,h) comoen 14.2, definimos

14.6 3'01) = U. B (x,h‘)­xeï' q
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Siguiendo la definición de los WÏ(Zq) dada por Santaló ([8], pág.

270), defino los "Krummungsmasse" de Zq como

14.7 wi(zq,e') = m wï‘qwj') i=o,..,n-q-1n

Wi(zq,B') = 0 i=n-q,..,n

Además se ve que

14.8 wi(zq(h),s'(h))= (“714) G
—1’1— wi(z ¿mx-Hifi) + o-(h)q 1

(n-l) qi-l

01(h)
donde qi(h) es tal que + 0 si h + a

hq

Si llamamos

14-9 A(B,B') ='{z' ez(D,K) / si z' = gzq " e 0 gs'alo}

con Z(D,K) y B' como en 14.1 y 14.5 respectivamente, queremos expresar

ÓD(K , A(B,B')) en función de wi(K,B) y wj(Zq,B').

Para ello calculemos o(K;Zq(h), Gn(A(B,B'),h)).

Si CO(B,B'(h)) es el conjunto de todos los movimientos tales que
B y ge'(h) sean tangentes (ver 5.1), por la fórmula obtenida en
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12.24, podemos expresar Q(K,Zq(h),Co(B,B'(h)) en función de

Wi(K,B)y Új(Zq(h),B'(h)).

Ahora bien, comoA(B,B') E_Z(D,K), con las identificaciones nece­
sarias,

14¿10 Gn(A(B,B'),h) * A(B,B') para h *'m

y además

14.11 CO(B,B'(h)) * A(B,B') para h * m.

Si Gn(K,Zq(h)) es el conjunto definido en 9.7, a1 ser o una

medida concentrada sobre Gn(K,Zq(h)), resulta que:

14.12 Ó(K,Zq(h), Gn(A(B,B'),h)) = 0(K,Zq(h), CO(B,B'(h)))- G(h)

donde e(h) es tal que lim e(h) = 0
h+oo

Pero entonces

14.13 ¿(K,Zq(h), Gn(A(B,B'),h)) =
n-l

- .2. n-1 , I _ =
_ K(n) .igo ( i ) Úi+1 (K,B{—?Éfi(zq(h),3 (h)) o(h)
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q-l
n (nel) w

K(n) i=0 i+1(KrB) °n_i(h) +

n-l Gn nfirl -l q ­
+ — i; (n_i_1) (¿q-h) wmi(zq,s') wi+1(K,B)+

n-l+-—E_ (“71) Ibi+1(K,B) o .(h) -G(h)
K(n) 1:;

1 nri

donde la última igualdad resulta de reemplazar wj(Zq(h),B'(h))
por los valores obtenidos en 14.8.

Estamos ahora en condiciones de enunciar el resultado final:

14.14'Pnopoaición

Dados en el espacio En',Zq un cilindro convexo de dimensión q
(o sea que su sección normal es un cuerpo convexo de dimensión n-q),

y un cuerpo convexo K tales que Zq y K son tangentes, y sea

B<íaK y B' S azq un ¿eaten ¿n6¿n¿to entonces ¿a medida dei conjunto

de po¿¿c¿one¿ en Laó que Zq y K ¿on tangenteá exactamente en B y B'
eó:

o (KA(B B')) = n nfl (“‘q'l) (K ) z '
D ' ' K(n) i=q n-i'l wi+1 'B wn‘i( Q'B )

En el caso en el que B = 8K y B' = azq, resulta
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n-l _ _ .

14.15 oD(K,z(K,D))= Jn) ¿q (2-1? Win“) Wn-i(zq)

y recordando 6D definido en 13.6, se ve que

Para ejemplificar el resultado final 14.14, vamosa considerar

los casos n=3 y 4.

Para n=3, caben dos posibilidades: q=1 6 q=2

a) n=3, q=1

Z, son los cilindros conexos de base D de dimensión 2, para los

cuales, si í' S 3D, tal que long 5'= l y el ángulo que forman

las normales exteriores es w, vale que:

w2(zl,e') = 3- wámns') = %

2 2 zq, (z 3') = _ q, (D 3') = _
1 1' 3 2 r 3

y recordando.los valores de wi(K,B) dados en 5.12 , 14.14 resulta:

14.17 oD(K,A(B,s')) = (M(B).v + s23 . 2)
1T

que es igual a la fórmula obtenida en 9.6.
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b) n=3 , q=2

Se trata de una franja limitada por planos paralelos. En este caso

no tiene sentido tomar B' en az, pues W1(Z) = í y entonces
14.14 resulta

14.18 osïK,A(e,2)) = 31- . s281T

que coincide con 9 1 .l'p

Para n=4 y para fijar las ideas, vamosa limitarnos a los casos

particulares siguientes :

a) n=4 , q=l y D es una esfera de radio r, sobre la cual está

un dominio B'. Si K es un cuerpo c0nvexo, supongo que B = E4,_ o
entonces wi(K,s) —Wi(K) y además. w1(Zq,B') - -:­

M l

w2(zq,e') = (Í ’

fl
z v _ ¿L

Entonces, aplicando estos valores a 14.14, resulta.

La medida de los cilindros de revolución en E4, cuya sección
recta es una uesfera de radio r, y que son tangentes a un cuerpo

convexo dado K, según la Ïfranja correspondiente al dominio B'C 3D

de área F(B'); integral de curvatura media M(B') e imagen esférica

QB. , es
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4 . .

14.19 6D(K,A(E4,B')) = 2 (W2(K).QB. + 2W3(K) M(B ) + W4(K).F(B )
Tl'

En particular, si B' = 3D, resulta

_ 4 J¿214.20 oD(K,z(K,D)) - -—-(M1(K) + 2M2(K)r + M3(K). )
1l’

b) n=4, q=2

Sea D un circulo de radio r y supongamos nuevamente B = E4.
Entonces la fórmula final 14.14 será

14.21 oD(K,A(E4,3')) = ¿2 (W3(K).sp + w4(K) .1)
11'

siendo z la longitud de 3' en D y w el ángulo que forman las normales

exteriores.

En particular, si 3' =a D se tiene:

La medida de los cilindros en E4, cuya sección recta es un circu­
lo de radio r y cuya generatriz son los planos ortogonales al mismo,

que son tangentes a un cuerpo convexo K fijo, vale

14.22 oD(K,Z(K,D)) = i (M2(K) + M3(K). r)
'fl'

Otro corolario de la proposición 14.14 es el siguiente: Si D se

reduce a un punto, Zq se identifica con un q-plano, entonces

wj(zq,5') = 0 salvo que j=n-q y entonces wn_q(Zq,B') = 2:3 . K(n-q).
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Luegoresulta:

Dado en En un cuerpo conVexo K, la medida de todos los

q-planos que son tangentes a K en 8,8 S 3K, está dada por:

14.23 oD(K,a) = (n-q) . HELL) . wqfl (K,e)K(n)

o ¿ea que wq+1 (K,B) dan una medida natunat de¿ conjunto de tod04
¿06 q-plano¿ que tocan a K en B.

Nota: este resultado fue probaao por Weil [13], de manera directa

resultando aquI comocorolario de un resultado más general.

«ram
(AÁ,
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