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1. INTRODUCCION

La dinámica de muchoscuerpos en interacción esti presente

en numerosos dominios de la fisica, tanto clasicos comoouónticos, desde

la fisión nuclear y las colisiones de iones pesados, pasando por la fisica

molecular y la fisica del estado sólido hasta la fisica del plasma: hacien

do abstracción de sus diferencias especificas (muyimportantes por cierto)

existen caracteristicas del problema que son comunesa todos estos campos

y que encuentran a su ves respuestas comunes.

La dificultad basica del problema de muchoscuerpos podria

expresarse diciendo que ¡"estos son muchospara ser tratados individual-en

te y muchasveces demasiado pocos para hacerlo estadísticamente". las allá

de los impedimentosde orden practico para realizar una descripción exacta,

los cuales dia a dia son superados por el avance de los computadores, el

esfuerzo que esta tarea implica puede no verse compensadoen una descripción

proporcionalmente superior a las resoluciones aproximadas que demandanmucho

menores recursos tócnicos.

El punto crucial de toda aproximaciónresulta, huelga decirlo,

la distinción de los grados de libertad relevantes de aquellos que permane

cen inactivos o que no influyen en las propiedades en estudio. Esta reducción

del espacio de fases del problema completo, c equivalentemente del espacio

de Hilbert, a una variedad diferencial, lineal o no, que contenga lo esencial

de la descripción y paralelamente la reducción de la dinámica con el fin de

que esta dependa solamente de los elementos de la variedad, resulta el punto

de partida esencial de toda aproximación y puede ser expresado simplemente
comola extracción de la subdinómica de interós.

Esta extracción puede realizarse sn forma sistemática al menos

por dos medios, en ciertos aspectos coincidentes y complementarios en los

restantes; el primero de ellos desarrollado por la escuela de Bruselas
(Fri 728’72b’77znal 75) utilizando técnicas de proyección, y por lo tanto

especialmente adaptado a variedades lineales en cierto espacio -no necesa_

riamente el espacio ‘natura1" para la descripción del problema- tiene como



resultado ecuaciones de evolución irreversible de tipo cinética, con la par
ticipación de Operadores de colisiOnes no hermiticcs, que dan cuenta de la

influencia de la subdinñmioa complementaria en la subdinámica en estudio.

El segundo modode extracción de una subdinamica consiste en

proveer a la variedad seleccionada para la descripción, de una dinimica por
medio de la aplicación del principio variacional de minima acción (Dir 3C"

Lich 79.¡R°s 8° ’Kor 76‘ xr. 81). El metodo resulta apropiado tanto para
ser utilizado con variedades diferenciales lineales comono-lineales. Las

ecuaciones asi obtenidas resultan del tipo hamiltcnianc y no contienen por

lo tanto terminos de disipación superiores.

La extracción de la subdinñmica en un problema concreto ocn

lleva un cierto númerode suposiciones, basadas en argumentos heuristicoa,

de dificil evaluación a priori, surgiendo de esta suerte de descontrol de

las aproximacionesla necesidad de estudiar los limites de validos de las

mismas tanto en cuanto a su fidelidad en la descripción del problema origi

nal comoa su consistencia y la relación consistencia-fidelidad.

En 1a aplicación a procesos de naturaleza cuántica el metodo
K

más utilizado resulta el de Bartree Peck dependiente del tiempo ( or 76'

L‘Oh 79.’neg 82)que utiliza la variedad de Grassmann (Bou 8°“como el con

Junto de funciones que contienen 1a dinámica colectiva del sistema. El es
tudio del metodo EFDTha sido realizado en distintos contextos y esta lejos

aún de ser agotado el tema.

Unpunto de particular importancia resulta el tratamiento

que las distintas aproximaciones dan a las sinetrias, en especial el metodo

de Hartree Peck dependiente del tiempo (HFDT), dado que las constantes de

movimiento asociadas a tales simetrias constituyen un punto de comparación

para establecer 1a consistencia del metodo de aproximación, e incluso guiar
los.desarrollos hacia la incorporación de algunos efectos importantes en la

subdinñmica de muchos cuerpos.

La necesidad de argumentar sobre 1a fidelidad de las aproxi

maciones lleva a estudiar la aplicación de estas a modelos sencillos que



conserven los aspectos esenciales del tipo de sistemas que representan y a
la vez pueden ser resueltos exactamente. La comparación de los resultados

exactos con los aproximados en esta suerte de laboratorios de ensayos de teo

rias es uno de los pasos inehueiblee para una layer comprensión de los dis
tintos aótodcs.

Aún cuando desde un punto de vista estrictamente teórico, el

analisis en estos modelos-laboratorios puede parecer, y de hecho ser, sufi

ciente para determinar las caracteristicas de una fcrmnlación,nc se agotan
alli las dificultades para llevar los desarrollos teóricos al punto de ser

comparables con los resultados experimentales, meta final de toda teoria.

En este aspecto se ha utilizado en el presente trabajo, como

aplicación de los elementos desarrollados, el estudio de las colisiones

nucleares entre iones, limitado a particulas alfa por la disponibilidad de
facilidades para el cómputo.

De acuerdo con los lineamientos basicos aqui introducidos,

en este trabajo de tesis se desarrolla en el capitulo 2 la formulación de

la dinamica en un espacio de fases simplóctico partiendo del principio de

minima acción para obtener la subdinñmica. En el capitulo 3 se aborda el

estudio de HPDTdesde las distintas perspectivas para su formulación, in

troduciendose en el capitulo 4 el problema de las simetrias, y desarrollan

dose el método que denominamosDinamica Variacional que Conserva la Siaetria

(DVCS)comouna alternativa dentro del conjunto de tratamientos variacione

les. El capitulo 5 corresponde a la aplicación y comparación de los métodos

EÏDTy nvcs en el modelo de Lipkin-Ieshkov-Gl ick (Luc) (“p 65)estudiandose

en él la consistencia y fidelidad de ambasaproximaciones para el caso.

En el capitulo 6 se presentan los principales aspectos de la

aproximación de HFDTaplicada a las colisiones entre iones, estudiandose en

especial la evolución con el tiempo de los valores aedios de la dispersión

del impulso lineal y deila componenteperpendicular al plano de reacción del

impulso angular.

Finalmente se presenta en el capitulo 7 la formulación del



¡6todo DVCSspliosdo a lss colisiones de iones poniendo el énfasis en la

conservación del impulse angular. Se disonte con argumentos analíticos y

numéricos, el slosnoe del sótodo y su viabilidad, estableciéndose rece-ends

ciones para su uso. El capitulo 8 corresponde al resumen y conclusiones de
ests tesis.



2. PRINCIPIO VARIACIONAL Y DINAMICA SOBRE VARIEDADES.

2.1 El principio variacional.
2.1.1 Ecuaciones Csnónicas.

Las ecuaciones de evolución de un sistema cuántico de N par

ticulas pueden ser obtenidas del principio de minima acción asociando con

cada partícula un campoclasico(nr 16.) El lagrangiano del sistema se escri
be como:

. l ' \

¿(GW/HW): l Mg; N“) “ (WH/“¡(7 (2.1)

donde hu) es el vector del espacio de Hilbert que representa el
estado del sistema.

(<Ñ’. _. /\P>=‘P("Ï ¡21) es el campoclasico asociado.,)
y H es ol haniltonisno que rige la dinhica.

gt representa la derivada parcial respecto del tie-poma
biondose tomado 1731 (elección que tendra validez a lo largo de esta tesis

a senos que se señale lo contrario.)

El principio de minimaacción resulta entonces
t

(SS ¿kW/M719) dt : O (2.2)
O

De su expresión se obtiene, en el caso en que se incluyen

comoposibles variaciones del vector a los elementos de un subespacio

total del espacio de Hilbert asociado con H ,

1L(¿H gt M) —(¿WH/v”)

o sea gt NJ) = (2-31!)

O (2. 3a)

que no es otra que la ecuación de Sohrüdinger.
Debe tenerse en cuenta, sin embargo, al utilizar el principio

variacional (2.2).con vectores de estado restringidos en su variación, que
éste no tiene una interpretación inmediata, ya que de la estaoionaríedad de



la acción no se extrae una condición de minimo para el valor medio de un

operador (comoen el caso estático).

En primera instancia cabe esperar que este principio varia

cienal proporcione aproximaciones de tiempos cortos, que mejoran en la me

dida en que se amplia el conjunto de estados en consideración y se involu

cran en la descripción las principales variables del sistema fisico. (En el

punto 2.2.3 veremos al principio variacional comoaproximación semiclasica).

En terminos de funciones de onda, la ecuación (2.3) puede

ponerse como s

¿<2 WP) : á. HW?” (2.3o)
.Qt ¿spy

donde

HH’W’) 4-4?“ (WHH 4m)
La ecuación de Schrüdinger, (2.3), puede ser expresada en

. . (Kar76)
función de dos campos canónioamente conjugadcs

25 ERP,le

77 = ÍÏÏ1.Inm‘y

resultando las ecuaciones canónicas

¿g_8fi{

H

et _ '57

8/7 _'5¿¿ (2.3d)_,—— _

at gg;

Las ecuaciones de campopromedio, en particular las de Hartree

lock dependiente del tiempo (en adelante HFDT)y Bartree dependiente del

tiempo (EDT) asi comootras aproximaciones, pueden ser interpretadas y de

ducidas a traves de distintas parametrizaciones restringidas de la función

de onda exacta de H-cuerpos.

2.1.2 Las constantes de movimiento.

Dependiendode las simetrias del haniltoniano y de la para



metrisación de la función de onda e vector de estado, existen en cada aproxi

mación valores medios de observables que permanecen constantes en función

del tiempo.

Siendo el hamiltonime hermitioo e independientedel tiempo

(sistema aislado) se obtienen en torna inmediata dos integrales de movimien

to, con independencia de la parametrisación, ellas corresponden a la noria

lización y a la. energia.

La conservación de la norma está relacionada con el hecho de

que las representaciones de la mecanicacuántica se realizan por rayosuov

80b'82) (más que por vectores) y por consiguiente sienpre ee posible incluir

en la clase de funciones considerada, todas las funciones que constituyen el

rqc. (Entendemosaqui por rayo al conjunto de estados pertenecientes a una
mismaclase según la relación de equivalencia /‘IÜ>Ïe‘fi/ïb)).

Al tomar en cuenta una variación de la fase global. gí , se
obtienes

mb) = ¿sp/w (2.5)

y por lo tanto, utilizando (2. 3a) anotemos

¿(H/J?) —¿dm) = (¿HH/W) + (WH/SW)

(donde EA )

que implica para la variación considerada

(LN/W) = O (2.6)
dt

La conservación de la energia se asienta en el hecho de que

el hamiltoniano es el generador de la evolución, supuesto que no depende del '

tiempo se tiene s

¿LW/HH!) : «JJ/HM) + «HH/9V) (2.7,
JE

Supongamosque H”) depende de un conjunto de parámetros re

ales , resulta de (2.2)



VH-HV=[H'v]opaco

,1’?
(BW)(NLH'vJ/á“).7=(NV/4“)P

(u‘z)R(9'3)oppnutAnol

(<rf/1%»(356740)7-:
3P
((4/VM)+(NV/If?)=(«NV/NF

loouozno‘O=IopouozuoImno

¡(/Huna“tonos¡Jotnbpnomirarnosno‘Iaoououodauque;(“vivaI
sopuxtnn¡opinoopmutuosru0001101.304¡atozuotannbo¡oonboto

(IW)(nn/v2}?=(MV

aouoo‘nuomuoudxo

odian¡opozuogpnadopu';o(+Vzv)contuoqv¿cuandotmopuna“;no

uqtmtnaapapctm31:13:“.otqgaodmosubsomïuodng“¡permuta1191:3923.“

«¡madatopnopuodopoznotnngmopsozmzsnoosaunas:“1

i

fl)er P(ora)Pgfifi/=(4‘

onbapuntanaqoeepuap

<6?)(AIHI+>JÉ=O=(W/Ü'GW)7

aomoo“¿sandraopondanb

PFIT:FM?_-_
-=.v(<¡é//+/+>+<n</H/m)z

¿te9 P
=?:(<ï—S/+>-<nrl4m)3’7

opmumlyz¿od(9’3)opmottdntnm

P9S’eK;
(W)(¿LS/HHH(rf/H/‘í-Éb=(<ias/4»-(H¿En7



Por lo tanto ai existe una variación posible del vector de es

tado asociada según (2.11) con el operador A,<{’//\WP> (su valor medio)

sera una constante de movimiento en la aproximación utilizada si GÁ,F1]=C),

es decir si A es un operador constante (en la representación de Heisemberg)
del sistema resuelto exactamente.

La norma, la energia y los observables que conmutan con el

hamiltoniano y que a la ves están asociados con variaciones posibles de los

vectores de estado restringidos utilizados, son las únicas constantes de

movimiento que el metodo variacional garantiza.

¡o obstante esto, cabe esperar que si en la parametrisaoión

de las funciones de onda del sistema se han tenido en cuenta los principales

grados de libertad, los restantes obeervables que conmutencon el hamilto

niano presentarán variaciones a lo largo del tiempo de poca significación.

2.2 Dinámica simplectica.

2.2.1 Dinámicahamiltoniana y geometria simplectica.

La dinámica simplectica en un espacio de fases caracteriza aA' Ab78
las ecuaciones de Hamilton de la mecánica clásica( rn Z8; r ). Las ecua

ciones equivalentes a las leyes de Newtonen la formulación de Hamilton
(Gol 72)son t

' = «2M )
í 9P (LP (2.13a)

' =-9__H(3,p)
a?

estas pueden expresarse en terminos de la métrica que caracteriza a una
forms diferencial bilineal antisimétrica, es decir simpléctioa, J,

C) ÏI
J- (2.14)

—I O

(expresada en término de las coordenadas locales)

Las ecuaciones (2.13) resultan
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¿(MV = J'VHQÍP) (2.13b)

donde V ; ( g9 .9 a )99' 93h )éP¡ ?m

Un oanbio de coordenadas resulte cenónioo si deja invariente
la netrica J.

La dinámica obtenida del principio variacional (2.2) puede
ser interpretada oonouna dinámica huiltonisna sobre un espacio de fases

de métrica Iillipléctic‘(l0' 80a). Para justificar esta afinación supongamos

que hemos restringido el espacio de Hilbert en que ee desarrolla el problema

a una variedad, l, que contiene un conjunto de funciones de ondas para-stri

sadas por un número par de coordenadas {X3 .

En este punto ee conveniente recordar que si 1a variedad di

ferencial nc es lineal (no ee un subespecic del espacio de Hilbert) se pier

de en 1a aproximación el principio de superposición, si bien puede redundar

en una nejor descripción del problena.
Sea entonces Haz» el vector de estado, a partir de 1a eoua

ción (2.8) puede expresarse I

Z - ' ; 33(1) O
/“ (jo/Lxf‘ asco (215)

donde r _. i - 9+ EDU
ui“.- Á(<3:) <5?“/gxg>) (2.16)

ee la métrica. simplectica.

La ecuación (2.15) resulta resoluble sólo si 0;)“ tiene
inversa ( O'v’“ ), entonoee

2:7“: 2; of“)??? (2.17)O

La condición de que el número de parámetros (coordenadas)

sea par puede conprenderse inmediatamente al considerar a U' una matriz

antisinótrica de dinensión n x n , con n inpar; entonces Det(G‘) - Detkï‘ )=



ll

- (-)n Det (CT) - 0, es decir qne en ese ceso existe el menos un autovalcr

0 (cero) y CTno es invertible.

Puede enuncisrse entonces(no' 8°.) que el principio varie
cional tiene caminos extremos solamente sobre variedades diferenciales sim

.plócticem. '

La métrica CT (2.16) permite definir nn corchete de Poisson

de le siguiente forma si. .N

[17,6] = 3-: U7“ 5-; (2.18)
(notación de enmes de Einsten)

El corchete { , Í es una forme bilineel entieimetrica que
cumple con ls identidad de Jacobi

“TIG-JM] +HG,K} Tj+{{H,7J,G}=)

) o= ï/‘G ¡1 3% +95 +gop,
(8% ex; 91.9

7D“ = 23] 6””az“

) {2.19)
donde

En efecto, de le ecuación (2.16) que define e (T se sigue

inmediatamente que

3357“ + ¿Gia/u 4. 10,7“ z O (2.20)
a)?“ 91,. aro

que prueba la identided de Jeeobi

7 1 ff i \ 1 I _ 0JÉF;GJ,KJ+“KIÏ1,GJ+HG,KJ,7:J-—O (2 21)

Finalmente le ecuación de movimiento de un observeble F7

vendrá dada por

j“ = ¿fifa? , (WH/FFMM) (2.22)

y en el caso particular en que le Variedad I een el espacio de Hilbert le

ecuación (2.22) resulta el Teoremade lrhenfsst.
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2.2.2 Estados coherentes .

Existen varias formas de asociar coordenadas locales a un

sistema. Estas pueden ser introducidas por ejemplo, a traves de un conjunto

de observables ,z Ao}, cwcs valores medios ,ÉÓÍ {AQ/41)],úsirven para deter
minar unimos-ente los estados de la variedad II en un entorno del punto con

siderado (el dominio de la carta de coordenadas). I u .

Otra forma de introducir coordenadas es por sedio de la acción

de los operadores de un grupo de Lie, G (cu 74", En 64).

Las propiedades ds la descripción serán en este caso reflejo
de las correspondientes al grupo; esta virtud ha hecho de las para-strin

ciones lediants la acción de grupos de Lie la forma más utilindg,( cu 72’74b

79;.791: ¡[ra 81 ¡Kur 80,81a,81b,82a,82b ¡Row8013,82)y MMM." de “tu”

subdinánicas de sistesas de muchoscuerpos.

Sea G un grupo de Lie que actúa nnitariamente sobre los vec

tores del espacio (le-Hilbert considerado y WM) un vector de dicho espacio,
considere-os la clase de funciones que se obtienen por la acción de G sobre

WHO» s

N: gNQ“): ahí/(0)) 335G} (2.23)

la variedad l depende de Í‘HOÜy de G, y esti constituida por los estados

coherentes ¿eneralisadoswu 72'74" "ya. 72'75).

Existenen I (en principio) varios estados quedifieren
a lo sumo en una fase, dado que si existe L, LCG, que es un subgrupo de G,

todo elemento 8€ G puede expresarse cono

3: ¡Rafi (2.24)

donde [EL y h é G/L. ;.--.-.

En particular si consideramos el grupo de estabilidad de H0»),

es decir el conjunto de elementos de G que dejan invarisnte a NM) exepto

una fase (L: 386G / 8 {í’(o))= (Bug) /‘7¿/(o)> ) obtenemos que los estados
que resultan fisicamente de inteer están en correspondencia biunivoca con
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10' OlelontOB R ,(2.24) , es decir los elementos del grupo cociente K=G/L.
(cn 74a ¡Ham 64)_ _ e

'tiene como elementosRecordemos aqui que el grupo cociente

a las coclases de L en G, siendo eILconjunto L 1a identidad.

Esta relación introduce naturalmente las coordenadas en 1a va

(Rov 80a gGil 74a) de 1.riedad I en razón de su difeomorfismo con G/L

siguiente manera. Observemos que en terminos de algebras de Lie podemos
escribir

3 = Í elk (2.25)

donde 5}- es el álgebra correspondiente a G,A@la subálgebra correspondien

te a y el complementode Q en j . Luegoen un entorno de la identi
dad resulta

mm = expgrax”? me» (2.26)

donde X9 ¿“i , proveyendo las (¡Koiel conjunto de coordenadas locales.
Dada la hipótesis de que G actúa unitariamente, resulta X0 entihermitico.

La ¡Strica simpléctica que se obtiene en este caso es s

919 = ’Á <‘P(O)/(X/u,>(v) /W(0)> (2.27)

¿H z (+(°)/ÍH,X/q)/1V(o)> (2.28)
9’94
El ejemplo clásico de este tipo de parametrieación lo consti

tuye el conjunto de los determinantes de Slater que se identifica con 1a

variedad de Grasemann y con el grupo cociente U(m)/(u(N)®u(m_N)) donde
ho es el número de estados considerados , N el número de estados ocupa

dos y (m- N ) el número de vacantes.

En este caso, los terminos estado ocupado y vacante están

referidos a las particulas individuales del sistema, con cuyos vectores de

estado de partícula independiente se construye el determinante de Slater que

representa el estado de I cuerpos sin más correlaciones que las inducidas

por la simetría de intercambio. Este punto será tratado con mayor detalle
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en el capitulo 3.

2.2.3 Deduccióndel principio variacional a partir de la integral de canino.

Conose ha señalado en 2.1.1 el principio variacicnal (3.2)

tiene una interpretación en términos de aproximación semiclieica; antes de

llegar a elle debemosprofundizar en las propiedades de los estados coheren
tes.

Estos estados fueron prileraments introducidos por Glauber
G

( la 63)en relación con el grupo ¡4 (asociado con los operadores a+, a, H, I
del oscilador armónico), posteriormente Arecdliy colaboradoresu'r. 72)estu

dieron los estados coherentes atómicas en relación con el grupo 80(2), sien
(Pcr 72.75)

(Gil 74h)
dc Perelonov quien los extendió a grupos de Lie arbitrarice. las

adelante Gilmore generalisó el tratamiento de Perelemcv demostrando

la existencia de conjuntos de estados coherentes generalizados asociados con

grupos dinámicos de transformaciones cualesquiera, no necesariamente de Lie.

Para nuestros fines actuales, siguiendo e Perelcnov (Por 72)

podemos formar el siguiente operador

A = Hua) 3mo)><+(o>/3-' (2-29)

dondeSáG/L y /b( es la cedida invariants del grupo cociente (generalmente
extraída de la correspondiente para el grupo G) y NÚM)“ vector asociado

con una representación irreducible ds G.

Obeervanos que si ¡ñ C G/L

BAL" : Jd/ula) ¡30(0)><+(0)/(hj)—l

y utilizando la. invariancia de /¿,(

k A w = JCI/¿no keH/(o)><+(o)/}¿" ZA (2.30)

donde h:l’)°3.
Si la representación en la que se está operando es irreducible.

(G ¡I 74a ,Ham a")se obtiene, por slIIsna de Schur (ver ape'ndice A)
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A. dI (2.31)

donde I es la identidad

y Lab/AM . ji<+(o)/w3)>lzc¿uc3)
Utilizando esta última relación se puede expandir cualquier

estado de la representación en la base continua {ÉÍ‘HODH‘WÜEWque tiene
comoelementos a los estados coherentes generalizados.

Id) = á Hum IMM) CÜe) (2.32)

m“ cm = «PM/05) , <d/@)=á {Oki/HM“???
la función debesatisfacer

cm = joy/:4) ¡{(k.k')C(k') (2.33)

°°n mm!) :a' «(m/MW) (2-34)
/

//Lxk , k”) se denomina el "núcleo reproductor" ya que

H (zm = Muy) ¡((2,3) ¡{(3,2) (2.35)

Surge inmediatamente de (2. 32) que el conjunto de estados

coherentes constituyen una base sobreoompleta.

Con ayuda de la relación (2I.31) y tomando pasos de tiempo

discretos (a posteriori infinitesimales) puederesolverse formalmentela

ecuación de evolución de Sohrñdinger

Á 9 Lp) = H N’) (2.313)
Eat

La solución formal de (2. 3h) puede expresarse a través de la
S 81 R 80

fórmula del producto de Troter( chi. ’ .0 )

. . N ,- Oww)“ng (¿dí/(un um) (236)-a‘)

llenando Azul-t) e insertme 1a identidad (2. 31) N veces antes de pasar al
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limite ee obtiene
¡VN

Mmm) :/7 j_q/’_‘<_(’<¿)(lk,>(k./(1—Lfi—_4)/kz)(leZ/_____
¿:1 d ' N

¡MMM/(44%!) /kN+,><hN+4/(25>

utilizando one (ki puedetransformarseen
W __

humana? fiffli’ /k.>{<é,/k2>—<le¿/kz>+

+i-¿/€—<k¡/H/k2>)_--
+ 1- ¿á- <h/H/k4+«>) <kM./<ó>j

nprozinando

g
¡definiendo

<k¿/h¿+,>—(k¿lh¿>276l (¡ü/hd)

y tE (N'd+1)/€_>‘

ee obtiene en el limite 3-900le integral de ouino<xur 80 ¡3.1 79 ¡schu 81)

¿5(t,t'
g D/(u) e )/k(m><k(oï/ /<ó)=/ï’5(“¿)> (2.37)

‘°“° sszds a (Ia/Han) —<Ia/Hne>) (2-38)
La aproximacióneeniolisioa resulte de ooneidernr esteoionn

rie. le fue i
1'41] ‘

¿J (i (¡2/k>-<k/H//í’>) =O (2.39)
¿.

que no es otra condición que el principio nrieoional (2.2).

La expresión (2. 39) inplicn por eu deducción due las solucio
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nes que de ella se obtienen son válidas para tiempos cortos.

Debemosseñalar, sin embargo que ese tiempo oorto puede ser

el necesario (y suficiente) para la descripción del fenómenode interes y

lo que es aún más importante, que esta ampliamente justificado cuando la

concepciónfisica del problesa establece separaciones entre escalas ¡acros

cópicas y niorosoópioas pudiendo hablarse de subdinimicas cuasi-independien
tes (Bou 80a ¡Ros 80)
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3. HABTREE rocx DEPENDIENTE DEL TIEMPO (HFDT)

3.1 Fundamentos y aproximaciones.

3.1.1 Fundamentosy aplicación en fisica nuclear.

La aprcziaación de Hartree‘Pock dependiente del tiempo consis

te, basicamente, en considerar que cada partícula esta sometida al potencial

promedic'que las restantes generan sobre ella y despreciar otros tipos de
interacciones (dos ouúla particulas en colisión debido a la interacción resi
dual).

Siendo una teoria de formulación microscópica proporciona, en

principio, toda la dinamica colectiva, dado que cada partícula sólo es afec
tada por las restantes en procedic. De lo cual resulta que todas sufren la

influencia de un potencial semejante reforzandcse el comportamientocolecti
vo (Neg 82).

En el caso de la dinámica nuclear, HFDTcontiene, además de la

información relativa a la translación de partes macroscópicas del sistema,
la descripción de los grados de libertad asociados con la foraa y las defor

maciones de la superficie de los núcleos.

La propuesta de que el campopromedio es el principal respon

sable de la dinámica nuclear esta fundamentadaen la vigencia del principio
de exclusión de Pauli(neg 82' D" 82).

A pesar de que la interacción nncleón-nucleón pertenece al
dominio de las interacciones fuertes su efecto se ve reducido en la dinámica

de baja energia ( Eoinétioa / A <Í lO le? ) debido a la saturación del siste
ma, que tiene lugar por tratarse de fermiones y qne bloquea las colisiones
(son 69).

Los caminos libres medios para nucleones incidentes en materia
. (Neg

nuclear ccn energias , 6 , cercanas al nivel de rermi pueden estimarse
82 y referencias en ól) como!

Z

,41 .51]%-3 aaaí 6 (L1)
donde U’- sección eficaz por nucleón
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g a densidad
¿F- energia de Ferni

Valores calculados en materia nuclear utilizando potenciales

de interacción fenomenológicos (Her 33) (ver sección 6.1) estiman estos
caninos libres medios en 1

>\> ¡"m <6;-""OM€V¡ SGSN
>\> ¡51m (¿<E; HOHeV, Tamp.3asm¿/MeV]

Estos valores son comparables (y en anchos casos mayores) que

los diámetros de los núcleos, por lo que corresponde esperar que laa colisio

nes de a pares sean despreciables, quedando comoresponsable de la dinámica
nuclear el camponedio.

3.1.2 Los determinantes de Slater y HFDT.

Desde el punto de vista de la dinámica variacional, introduci

do en el capitulo 2, la aproximación de HFDTcorresponde a utilizar cono

variedad diferencial al conjunto de los deterlinantes de Slnter(Iliclll 79a),
o dicho de otra forma los puntos de una variedad de Grassnann (no. 80‘).

Considerando el espacio de Hilbert completo al generado por

el producto tensorial de I estados de una particula completanente antisine
trizado, siendo estos“! estados elegidos de un espacio de dimensión n, pue

de decirse que el espacio de Hilbert del problemade l-ferniones está consti

tuido por los vectores de la I-esiaa representación fundamental del grupo

su“) (Lich 78).
La variedad del espacio de Hilbert utilizada cono conjunto

de funciones de onda en el principio variacional es la que se obtiene ¡odian

te la acción del grupo unitario SU(n) sobre un vector de estado de referencia.

“a Recurriendo al lenguaje de segunda cuantificación. a fin de

ser más explicito, el estado de referencia se expresa conos
A/

NM) s /7 ai lo) (3.2)

con (I; operadores de creación del estado i-¿sino de
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particula independiente, fer-ión en este caso.

La acción de los operadoresdel álgebra sobre este es
tado ee resume en I

a; aa, mo» = SW mc»)
OÏVQV, /+(o)>= 0- (3.3)(lt/OO
oq,av No»): O.

4.

donde CLÜ crea en un estado ocupado y

(It, crea en un estado vacante.

Puesto que /%7W>es autoestado de todos los Operadores CEQCQÜI
4 t

y OH/av' que generan el grupo U(N) x U(n—N)es este el grupo de estabilidad
R I '

( o. 80‘ ’ ur 8° ¡611,74‘). Los estados de 1a variedad de Graesmann se iden

tifican con los elementos del grupo cociente

U(n) / (UU) I U(n-N))

De este razonamiento surge que serán constantes de movimiento

en la aproximación de HFDTlos observablee de un cuerpo que conmuten con el

hamiltonisno exacto (y por lo expuesto en el capitulo 2, la energia y 1a

norma).

Las ecuaciones HFDTse expresen con facilidad a partir de las

fórmulas (2.27) y (2.28) que relacionan la metrics simpléctica y el gradiente

de la energia con los conmutadores de los operadores del ilgebra. Si se con

sidera los Operadores hermíticos
+ 1- l

Re z¿(ataa- aga»; mw
I \')

y sus conmutadores

vvj
;/[XCW¡Xor'szS (agaauQ;.aa)+'cíqa.(ojvavroc‘wav) (3,5.)

pu
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[73v,E'v'J rá (¿06' (QÏ/Qw ’ Out!av) +{M(fl—200"a3'%)) (3.5b)

[Xav BV): (¿60’ aÏvdv' ’ a; CU)"SW'(aïrqu-'+a*u'%n(3.5c)

teniendo en cuenta las expresiones (2. 27) y (3. 3) puede obtenerse la métrica

correspondiente a los pares coordenada-impulso, (gvvfpav), asociados con los

operadores XÜVJEV respectiruente, comos
\

0' 2.

O. = 30V)?°"V' o OÉOVJ?JVI:SJU'&V' (3.6)

golf nfig'vl=-¿Hg/W GÉVJPU'VI: o
Es importante observar que 1a métrica resulta constante, en

particular que los pares de coordenadaslocales (33, , Pay) resultan canoni
cos. El gradiente de la energia se expresa formalmente como:

95%”:: [HIXO'V] (3-78)

gl, = <+(o)/[H,7:3v]/W°)> W“
quedando así planteado el sistema de ecuaciones HFDTen la forma hamiltonia
na

° , ¿»el
30v añ,“ (3083)

a? (3.8b)o'u = " ? ¿gw
3.2 Jerarquia BBGK!y HFDT.

El metodo de HFDTha sido deducido desde muy distintos puntos
. (Kar 68; Lan 72; IoLde partida, entre ellos varios principios veriaoionales ,

64) ademásdel estudiado en el capitulo anterior (2.2) propuesto originalmen

te por Dirao(01r 3°). existen asimismopresentaciones a partir de la función
N 8

de Green del sistemauu 59) y otras ( .5 2). Sin embargo el enquue más
frecuentemente utilizado en la literatura es el que se obtiene a partir de
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1a jerarquía BEKY‘B‘I75’ "3 82).

En efecto, puede decirse que lae ecuaciones HTDTson el resul

tado de truncar la jerarquía de Bohr-Bogoliugov-Greenalirkvood-Xvon (BBGKY)
al orden mas bajo.

8 ) Utilizando los operadores de densidad reducidos(Bill 75' Dar2

_ N!
gs : 6;23' Zísfl.uu 8“ (i9)

(ELE Traza)

y el Operador de Liouville

L=[H, J (3010)
5

LSZUZ' L°(4) +“ZÁ L¡(¿’á) (3.11)

(valido para sistemas con interacciones de no naa de doe cumpos), se obtienen

las dos primeras ecuaciones de 1a jerarquías

¿gunz Lomgm +EZ(L(‘.2\g1(4¡Q)) (3.12.)

¿ ¿(1,2% (L°(4)+Lo(23+L(J¡2))g-¿(l,2) +

+72¿[(L,(4.3)+L¡(2l33)93(4'2¡33] (3.12»)

Cuandoestas ecuaciones ecn truncadas proponiendo

820.2) = Á gmgü) (3.13)

donde fi ee el operador de antisinetrización,

el resultado ee 1a ecuación de HIDTexpresada para la natris densidad reduci

da de un cuerpo

113.“)= La“)? +732(AUN) gmgm) (3.14)

Desde este punto de vista la ecuación de BTDTresulta una

aproximación de tiempos cortos cuyo periodo de validez surge de una evaluación

del orden de magnitud de los elementos de matriz del haniltoniano residual.
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3.3 EFD’I‘coso aproximación de orden cero.

Conel objetivo de estudiar los tiempos característicos de

validez de le aproximación HFDT,puede ser ésta. considerada comols solución

de orden cero para el propsgsdor temporfl en un esquema.perturbstivo depen

diente (1.1 tielpo un" 79" s“ 83! 301 32) 

El operador do evolución de HFDTculple la siguiente ecuación:

¿ un; = HHF(e)uHF(t) (3.15)

donde HHFes el hamiltonisno sutooonsistente do Hsrtree-Fock.

El hsniltonisno completo del siete-s se escribe como:

_ .16
H‘ HHF+ res (3 )

vres es el hamiltoninno residusl.

El operador de evolución en la representación de interacción
resulta sai

úu) = Ü;F(L)U(t) (3.17)

obteniéndose para 61 ls. ecuación de evolución

¿áuh u} \/,eS(L)U= ¿“(a um (3.18)

dond. ‘225 = ur: Wes uHr (3’19)

De (3.18) se sigue inmediata-ente que

um = UHF —,¿gdt' uma) \A/m(¿')Úuu) (3.20)

Si se selecciona una bese {Ido} _ ____ pera el
espacio de Hilbert, donde es el estado de HFD'I‘inioisl, se puede reali

ssr con relativa facilidad ls descripción del sistema desde l; base móvill Sol 82

3 lo) l . _.. , ¡"0] relacionada con le. Interior por(
i

’¿>Ïuflr(¿) mi) (3.21)
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En esta base la amplitud correspondiente a la proyección del

vector de estado exacto sobre el vector lo) corresponde a la probabilidad
de hallar al sistema en el estado predicho por "DT.

La evolución de las amplitudes correspondientes a la base
móvil viene dada por

t .

qm : a¿(o) 4% Se(¿MW/vn“(t')//2(L'J)Q,<(t’)dt'(3.22)

Una estimación del tiempo de valides de TDK?resalta entonces

de desarrollar 0.o al orden más bajo

qeu): o_o(o)-¿t ¿o (O/Wus/k>CL..(o)

- g <0; v”; lo) (10(0) (3.23)

supuesto que a t= o 41h:g“ , se obtiene comoprimera aproximación
2

ao=¡{met/w: 4-3 g Roman»?
resultando un tiempo minimode validos de (su 82)

l

: ' 2 II
(<0/vm/o>) Q

¡ste resultado es similar al hallado por Liohtner y Griffin

(3.24)min

(Lich 79's).

Otro punto de vista que muestra la equivalencia de los crite

rios de validez correspondientes a los desarrollos comoteoria de perturba

ciones y la deducción por medio de la jerarquía BMI! es considerar la apro

ximación cinética e incorporar el tórmino de colisión, 0( (VP que impli

ca un tiempo de relajación ¿Munch? a, [sz ¿”siendo óste el tiempo duran-I
te el cual tiene lugar la propagaciónlibre regida por el liouvilliano auto
ccnsistente.

ll'anto esta perspectiva comola expresada en la sección 2. 2.3

señalan a HFD‘I‘comouna aproximación de tiempos cortos, sin embargo la deter

minación de su tiempo de validos difiere al menos conceptualmente.

En efecto, para la determinación de ¿mm (3.24) se inclwen
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todas las frecuencias posibles con independencia de las snplitudes con las

que serán excitadas predominandopor lo tanto las altas frecuencias. Sin

embargo, visto desde la perspectiva de la sección (2.2.3) comouna extracción

de la subdinámica colectiva, HPDTdescribe los modosde evolución lenta a

los cuales se superpone (con promedio cero y en forma complenentaria) los

modosintrinsooos que se caracteriean por sus altas frecuencias. De esta for

ma el tiempo Gm}, aqui calculado resulta representativo de los modos

intrinsecos y no de los modoscolectivos, planteíndose la necesidad de hallar

estimaciones consistentes con la aproximación.

3.4 Aplicaciones y otros estudios.

Cono se señalara en la sección 3.1, ano de los campos (si bien

no el único) en que se han realizado las aplicaciones del método de HID?es

el de la fisica nuclear, en especial el estudio de las colisiones entre iones
(Dav 82; Neg 82 y referencias en ellos)tanto livianos comopesados

' ' (Bon 76; K611 79)Desde los primeros programas nnidimensionales

se progresó rapidamente, en paralelo con el avance de los equipos de cómputo,
hacia los cálculos tridimensionales de colisiones de iones liwurianos(Bon78 ’
Flo 78)

Luegode estos primeros calculos realistas que permitieron

una mejor comparación de las predicciones con los resultados experimentales,

se ha desarrollado el metodo en distintas aproximaciones (modelos con sine

tria axia1(I°°_7?’ D.' 82), modelos bidimensionales ocn.ana coordenada conge

llda(n°' 78"b’ K°° 78‘ D.v 82) , etc.) extendiéndose tanbien su aplicación
D 82 l 82 ef re c'a

a todas las regiones de la tabla periódica( ‘v ’ .8 y r e n 1 a en

ello.) y a una variedad de asimetrías de masa en el canal de entrada.

Un segundo tipq de estudios se ha desarrollado recientemente
Gil 8

explotando la asociación de la teoria de grupos y ETDT( 3), en particular

con relación a hamiltonianos algebraicos, así comotambien aplicaciones a
Roo VFfisica molecular( 84).

Se han realizado, asimismo, varios estudios tendientes a esta

blecer la validez y consecuencias de la aproximación TDHF,por lo general
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utilizando modelos rssolubles exactamente con el fin de referir HFDTa la
(Gr; 75,- Lich 795,72. Sar 83,11” 82, Sol 82)solución exacta

Estos estudios han puntualisado, entre otras cosas, el sentido

(au 79h, nu- 80.81., Rei 79). “mama, 1.
posibilidad de reousntificar las soluciones(x.n 79'89b¡ ¡ur 81b'82.), la

influencia de los creator t:olisi.4:vna.'les(nor82), ejesplificando sn caracter
(¡ri 77’ Ros 82; Sol 82)

sesiolásico de la aproximación

en algunos sodelos resolubles

Debe señalarse que esta enumeración dieta muchode ser oonple
ta.
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4. CONSERVACION DE LA SIIETRIA Y IETODO DVCS.

4.1 El problema de las simetrias.

Comoee afirmara en el capitulo 2, existe un subconjunto li

mitado de las constantes de movimiento de un sistema que subsisten comotales

en una aproximación determinada. El complemento de ese subconjunto deberia I

consistir de cuasi-constantes en una buena aproximación del sistema fisico.

De este modola medida de los apartamientos de los valores

iniciales de las constantes de movimientoexactas relacionadas con las sime

trias rotas en la aproximación, puede resultar una prueba eficiente de la
consistencia del métodoutilizado. ' .

Cuando alguna simetria, o constante de movimiento que caracte

riza a la dinámica es de importancia relevante, se hace necesario efectuar

aproximaciones que la contemplen especialmente.

Existen, en principio, varias de ellas basadas en considera

ciones de simetría (la mayoria de las cuales no han sido implementadas en la

practica, según la información de que disponemos). Se las puede dividir en

dos subgrupos, según se restaura la simetría a priori e a posteriori.

i El procedimiento de restaurar la simetria a posteriori consis
te basioamente en estudiar la evolución de una función de onda variacional,

Y/H) , proyectandola luego en el sucespacic de interés (ver por ejemplo

Rei 83). Este procedimiento es aplicable sólo si la violación de la simetria

es debil, ya que en el se desprecian las correcciones a la órbita original

debidas a dicho apartamiento de las leyes de conservación.

Entre los metodos de proyección a priori, el de Bartrce-Fcck

proyectado dependiente del tiempo, HFPDT,ocupa el lugar mas importante.

Esencialmente consiste en proponer comofunción de onda variacional a

A/ ,p 'ZQMM (4.1)
(77:!

donde los 72, proyectan sobre los subespecios crtcgonales invariantes de in

terés(Kan80b) y los ¡4; > son N-distintos determinantes de Slater.
Una tercera forma de introducir las constantes de movimiento
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puede buscarse en la adepoión de un esquema dependiente del tiempo similar

a la Aproximación de Fases al Azar Autoconsistente (son 82). Es decir estu;

diando la expansión a segundo orden alrededor del camino clasico con el tin

de incluir los efectos de dos particulas - dos agujeros en el propagador tem

poral. Si bien esta propuesta aún no ha sido estudiada en profundidad, pre

senta en principio la dificultad de tener que manejar matrices del orden de
2n x 2n , con n igual al número de estados de la base de una partícula.

El metodo HPPDTimplica la necesidad de resolver una ecuación

de complejidad equivalente (o mayor) que la de ¡PDT para cada subespacio que

se encuentre poblado en el momentoinicial.

. Para sistemas que inicialmente están dispersos en muchos sub

espaoics esta circunstancia puede resultar un inconveniente de orden técnico.

Asimismo, la dinámica de la función proyectada, puede en algunos casos. dife

rir poco de un subespacio a otro.

En el caso de gran dispersión y trayectorias semejantes en el

espacio de fases de Hartree.Fook, en lugar de considerar todos los determinan

tes asociados con cada subespacio invariante (Í 461)) , resulta conveniente

proponer la utilisación de un solo determinante de Slater Üt’)) idéntico

para todos los subespecios. Resulta asi el vector de estado

M5): 7: (ln/Ph Non» (4.2)m

que representa el punto de partida de la aproximación llamada Dinámica Varia81163
cional que Conserva la Simetria (DVCS)(SOI 3' er Q.

4.2 Las ecuaciones DVCS.

4.2.1 Formulación con Operadores de proyección.

Las ecuaciones dinámi-cas para los parámetros El} y >Q; del

vector de estado en la aproximación DVCS, (4.2), se obtiene mediante la

aplicación del principio variacicnal de minimaacción (2.2).
Teniendo en cuenta que el hamiltoniano, H, del sistema conmuta

con los operadores de proyección asociados con sus subespacios invariantes,

la integral de acción se expresa como!"
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tz.

S = ÍLIdt' (dm/{4' gt, —H WWW) (4.3)
t‘L

:th dt ¿(H (4.4)
donde

L: g Ham, (vb/PMI?)+¿1am¡1¿4z¡pm1\b>

_ ¡mi MPMHM} (4,5)

Las ecuaciones para los parámetros {CL}pueden resolverse en
for-a inmediata, gracias a estar asociados con las siletriaa

8M 5 :O (4.6)
implica

am «Html hu) z ¿am <+IBWH>>+¿c1m<+I/’MHJ> (4.1:)

que se resuelve en

tl

¿1m(é): amm) GXP sma'mu} (4.8)

sp)“ (¿ «¿IPN/P)_ «¡Pm/may (4.9)
fi mmm!) (MPMHO

=jiïám<w ay (4.10)

resultando, asisiamo, de 1a ecuación (4.7)

dm: www/alfil) = (af/¡3.M) z ¿zm (4.11)

que expresa la conservación de la probabilidad de encontrar al sistema en un

dado subespaoio.

Las ecuaciones de evolución de los parámetros {x} se obtienen,
igualmente, de realizar la variación respecto de ellos, resultando

á; Ídt’ (¿mid =O (4.12)
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que puede escribirse en terminos del tensor sinplóctioo (ver sección 2.1)
CODOI

é OJKxk = 95%!“ (4.13)
c)

siendo 1
‘ o< a ’ 72, ( ' _

03K = ,1 7% m( 92:39:; Ím<Y(Z)/ Í‘IU’CD
_ L, ‘ ' , x

azKalá á" “MWh/wz») (4.14)

y HQ): ¡mid/n ((+(2)/HPMN’ÜC)>&+IPMN,>) (4.15)

Teniendo en cuenta que
m a -\ 2 '

o. ._. (el _.e____)áh<+zz)/&../wz>>. _ 4 . ,

CK KezjaxK sztaxé (4.16)

representa el tensor simplectico en el subespecio n-ésino, ya que ‘12 ,4’>
(Er. 81’ ¡hr Blb), las ecuaciones (4.12) a (4-15) GIPre'lnno está normalizado

que 1a evolución se realiza según una dinámica promedio de la de cada subes

pacio.

4.2.2'Formulaoi6n con coordenada generatris.

Una formulación alternativa a la presentada en la sección an

terior, puede realizarle para el caso de sinetrias representadas por grupos
B

continuos de transformaciones con el método de la coordenada generatris ( r1
68a,b)

Supongamosque la simetría en estudio esta asociada con los

operadores(301)de un grupo de Lie G, (3@\EG), que actúa unitariamente sobre
los vectores del espacio de Hilbert que contiene a la variedad /7 (/ÏC’Hil

bert )e

Sea FP)€/( y for-esos el estado

M41) = 3612) NJ> (4.17)

y a partir de 61
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NH =JOLM<SUim) WR) (4.18)

donde/ue: la medida.invariente del grupo.
E1estado results similar al utilizado en el metodo

de cocrdencdngenerntrlz pera estudiar descripciones nediente vnriebles colec
tives.

Utilizandon en el principio variacicnal (2.2) se cb
tiene para 1a noción

S :Ídtgjáicz) a/huw)[.¿fito)(Wu/+11) ha) +

+¿ fimkm (ha [1352)- JïwquJm/H (+41)“ (4.19)

y las ecuaciones vnrincicnnlee

14h“) NN ¿(Wo-Q»cjum) +¿H(IL)<+/¡¿(w'tr¿)> ¿«((2);

:fq‘rm <+lHÍW(m'Lr¿\>0/íu(41) (m,

p _' n _‘

(donde se hn utilizado que [81513,H]=0 y SMJSWFSÜJ 0.52”

en tanto que las ecuaciones puc los restantes parámetros se mantienen en for

nn.implícita (€135=O ).
Ln expresión por medio de los proyectores puede recobrsrse e

partir de (4.18) proponiendo
.9 ' 9 *

fm): 92K¿Lx LDKÁ-m] (4.21)

donde

O

DkK (Q) = <9 K ¡Sí-Q) Í9K> y 10K) esa-el vector

K-éeino de la representación nnitnria irreducible 9 .

Teniendo en cuenta que.
_ a: 9

ja/¡Lcm [135412)] 8m) = 'PK (4.22)

(expresión que se demuestra. en el Apéndice A)
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se recupera a partir de (4.18) la fórmula (4.2).

4.3 Caracteristicas del método.

Es posible ileginar dos situaciones limites para 1a aproxisa

ción. La primera de ellas ocurre cuando el vector de estado inicial se en;

cuentra en un eubespacio invariante (diga-os el n-lsino). ln este cese le

dispersión es nula, y'dedo que 1a probabilidad de encontrar el sistema en un

subespecio se conserve. resulte

o(mL-Srl») (4.23)

y por lo tanto se reobtienen las ecuaciones de EPPDT.

Si por el contrario la distribución e. su: ancha en los sub

especios , los recubrimientos

aman) ,<+ ¡H(4m) ,¿w ¡{341)

estarán muy concentrados ("picados") alrededor de JQ;C), por lo que se puede

aproximar 1a acción en (4.19) por

Sdtfiu‘éwmmww) ¿wwujumfiaym ¿xt/¿>
_ 2

‘ JUN" d/um <+IHN)J7 '35 (4.24)

de cuya variación se obtienen las ecuaciones E!DTde movimiento

¿jm : fito)(4;NW} _. (“HI”) (4.25)<3Ph#) (kPl\P)

y Sfjdtfim _ (+IH/+>‘):O (4.26)¿J «410) (444/)
que corresponden a un estado /+”) sin normalizar.

Puede afirmarse, entonces, qne el metodo DVCSconsiste en

proponer cono vector de estado una colbinacion lineal- de deterninentes de
Slater asociada con la simetría que se pretende restaurar.

Todos los vectores superpueetcs están degeneradcs en energia,

dado que
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(¡Vw/ H H’w) = HISY'MHSMN>= ¿HH H’) (4.27)

La. aproximación DYCBse muestra oono un metodo interpolsdor

entre le dinámica ¡{PDTy le dinámica HFPD‘I'. .

De acuerdo con lo expuesto en el capitulo 2 y en la sección

4.2.1 serán constantes de movimiento en la formulación DVCStonto la norma

cono la energia, comoui tambien cualquier función de los operedorss dis

goneles en los aubespecios propios asociados a. la simetría en cuestión.
I Tambiónresultarán constsntes de movimiento los valores ¡odios

de los observables que oonmntan simultáneamente con los proyectores y con

el hsmiltoniano que e su ves representen unn variación posible del vector

/+'> .
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5. cor/mueren DE LOS¡monos HFDTr nvcs si un ¡como nssownw.

5.1 El modelo de Lipkin-leshkov-Gliok (“P 65).

Desde sn proposición en lo literaturn, el modelo de Lipkin
L

leshkov y Glick ( ip 65) (LIC) ha servido comolaboratorio de ensqo y com

paración de distintos aproximaciones, tonto estáticas comodinámicnsuen 82’
cu 79m Her 83A, Hal 73; Ken 80s,b; Krn 81; 1m 77. Sol 82,83)

El modelo consiste esencialmente en un sistema de N-t’srmiones

que pueden ubicarse en dos niveles indefinidamente degenersdos,0’= ÏJ, y que

interactúan entre si produciendo un intercambio de particulas de e pares en

tre los niveles, es decir
+

#J:: ¿_¿;_Cr CLPU'CLPO'+

Í + a} .q. +

+35 í, Map; pq Q-PLIQP-()+(CLM0{P,_‘QPZCLP_‘)J(5.1)

donde los operadores OÏp, crean un fermión en el nivel (P,O' ).

El hecho de existir solamente dos niveles de energia, básico.

mcnte, permite expresar el hamiltoniano en términos de los operadores de un

álgebra 50.162)(up 65) con

Jl =g UOÏPU‘Qpcr (5.2s)

J+ = ¿Z of}, CLM (5.21»)

J_= (¿Y (5.26)

Es inmediato verificar que (5.2) son los componentes de un

operador vectorial J que conmutan entre si comolos componentes normales

del impulso engulnr, generando por lo tanto un llgebrn ÏDÍÜÍZ).

Utilizando las componentes de ¿1 el hemiltonilno LIG results

H: E Jl +EV(J34JÍ) (5.3)
El modeloes estudisdo,_por lo general, en la representación
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totalmente simétrica, dado que a ésta pertenece el estado fundamental no

perturbado /J, -J> (JEsi).
Resulta importante señalar queel haniltoniano LIG (5.3) no

conecta los vectores caracterizados por un núnero par de particulas en el

nivel fundamental (¿J-:4), con los que poseen un número iapar de las nisnas

en eee nivel, donde lugar asi a dos subespecies invariantes caracterizados

por la paridad, cuyo operador asociado se establecerá. más adelante.

Los deterninantes de Slater estan en correspondencia, en el

caso particular del modeloLIG, con los estados coherentes atónioosun 72'
Gil 72.79b)

la): Rm {J 'J> (5.4)

donde

J¿/J—J)=-J “-0 (5.5)

R(z\:exp(Ég;Í_Zl[ (¿J+-Z.*J_)) (5.6)"z;

es el operador de rotación representante de los elementos del grupo oooiente

SU(2)/U(l), encontrándose el grupo U(l) formadopor las rotaciones alrededor

del eje z (cu 74)(CXP(¡°<J1)). d.
El parametrocomplejoZ: (¡oviedoser representado por

puntos de una variedad diferencial que constituí'e la esfera de Blooh.
Los estados coherentes se caracterizan por tener un valor

aedio constante para el módulodel vector de cnasispin

/<e/J/G>/= J (5.7)
asignando este radio a la esfera de Bloch,l_e puede afirmar que si un estado

cumplecon

¡(W JW); < J (¡5.8)

este pertenece a1 interior de la esfera y no representa a un determinante

de Slater.



36

5.2 Soluciones aproximada.

5.2.1 Las ecuaciones EPM“.

- Les ecuaciones que se obtienen pero. los parámetros 6 y (P ,-l
50

6:5? e , por el ¡{todo HPD'I'resultan!

C9 = -€l/ ¿cnc-9 53:1(27’) (5.9s)

<P

donde {”’¡)l//¿ es el parámetro de orden (como se verá ¡nds adelante).

6 (“Dícosa cosa?” (5.9b)ll

Lu ecuaciones (5.9) pueden expresarse en función dc las

derivadas del vslcr mediodel hmiltonieno,Jt(_ , y de lc sótrica simpléctica

OCIO!

Ó: —(LJser.an 9“ (5.10a)2 ¿3gp

q); (gi seng)‘ ¿Él (5.1%)
donde

4Q:¿G/H/¿>= 3/6 (40591»? senza sen(22p)) (5.1“)
o bien

o i ' 9%

gsen@( ) :(eq’ (5.12)-1 o ‘9 3’:
lo results difícil en este sistele particular colocar el re

sultado (5.12) eu función de les coordenadas cenónicss; ellas sont

73:—íNcose (¡,0! 5%,) (5.13.)

3 = ap +77/q (5.1»)

expresando el vulor medio del hemiltcnisno, es decir le energia. como:
NZ

H: ¿GM/6): <5(¡o4% (¡Í -F1)sen(2g)) (5.11»)

queden lee ecuaciones de evolución en ls for-s tradicional

_ i” (5.14)
a?
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'_ a?!
3 _ 53 (5.15)

El análisis de la energia en función de las coordenadas (6), Q )
del espacio de fases nuestra un caabio cualitativo en función de que el pa

rámetro J? sea mayor o nenor que uno.

Para :2? sayor que 1 se encuentra (Fig.l) que las órbitas. li

neas de energía constante, son de dos tipos. El priser tipo corresponde a

órbitas en que tanto 53 como q) se repiten en sus valores dando lugar a tra
(Gol 72; Kan 80a)yectcrias cerradas o locales denominadaslibraoiones . Estas

órbitas locales ocurren alrededor de los puntos estacionarios I

(9m);I?m.;)=((“á\/7)’/7/2/ï) ‘51"

((gflï¡ ; RM_4) se corresponde con los signos superiores).

Los puntos (qnl , pnl) corresponden a los máximosde la ener
1 t 7 .g a, en tan o que los minimos tienen lugar en (qnz , paz)

Las trayectorias alrededor de los milinos (minimos) son dege

neradas en energia ya que un incremento en ¡7 de la coordenada q deja inva

riante .1 huiltoniano reducido ¡((93) .(5.11).

4%(gh/7,?) = 6 {9+(gZ-f7)53”(/23))=H(Q,P) (5.17)

Esta invariancia en la superficie de energia es el ÉÏleJc, en

la aproximación HFDT,de la conservación de la paridad señalada en la sección

5.1 .

El segundogrupo de órbitas para , correspondea aquellas

en que q crece indefinidamente repiti‘ndose p en sus valores, estas trayecto-_
G l K 80rias son de la clase de las rotaciones( o 72' an .).

Las órbitas que separan libraoiones de rotaciones son las tra

yectorias criticas, que nacen y sueren en los puntos de ensilladura ubicados
en

|‘ —¡ — —

(3m; mm; ((th ¡»7+ 95 , 4 Al/2) (5-18)
donde



Figura 1; Orbitas de HFDTen el modelo LIG.(R’ - 1.5 )
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m:á (qhÏ!)

Cuandoel parametro de orden,,k(, ee nenor qne uno, (Pig.2),

ninguno de loa puntos (qn ,pn) deeoriptoo oono maxi-oe. ¡ini-oe y puntoe de
eneilladnra ae encuentran en la hoja fieion.De ello resulta que el único ti

po de órbitas que tiene lugar eon las rotacionea, colapsando le linea de

minima energia en el polo eur, pn-l/Z .

El drintico cambioen lao caracteristicas de la superficie de

energia constante señalado, ee referido’nbituallente en la literatura como
una transición de faee(Gil 79‘).

5.2.2 Comparación de loe resultados de HPDToon la reeoluoión exacta.

La comparación entre la solución exacta y HFDTparo el lodelo

LIGha oido realizada en priner término por Irieger(lri 77) quien eetndió el

eietena para nn númerode particulas relativamente alto (¡-40), encontrando

un aceptable acuerdo entre anbna solucionen.

Los estudios para un númerobajo de particulas (¡-6. lO) que

aqui ee deearrollan (ver aeimieno Sol 82) deede el punto de vieta de TDI? oo

no aproximación para tie-pon oortoe (sección 3.3) llevan a una conclusión

distinto de ln de Krieger, aunque conpatible con ella según ee verá.

Para realizar el eetudio en la base rotante oon HPDT(eeco.

3.3) resulta conveniente escribir lae oonponentelrotadae del vector g

¿C = Ruz); EVE) (5.19)

/—Ïz \\ H-IZJl ’54! 'Z". f, JZ
' í

j 1* ) ='—Á;-—É— .25 1 -52 J+
\ ¿ (l+/¿/ ) z\ l_¡ 26* -Z* 1 i

(520)

\N-‘“_“J

En función de ellas, el haniltoniano LIG rotado puede expre

IIJ‘B. 00.0!

Hm: mc) H mz) (5.2.1)



o/í l ¡”1 l 1\27] aHF

Figura 2: Orbitu de ¡{PDTen el modelo LIC. (Z=,S )

77/4
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Wa): ¿MEM-1312)Iz + ¿”31+ +61-) +

V Ché” 212-1 _' “’
+1+Ialz ¿{-134I- +J-._ ¡l /_ _¿r(¿anula 111m (<2-¿) (¿INIA-Pr

,‘l z l i l Í
+¿—¿Ï(4+6)I¿ +Éf/4¿/)I_ (5'22)

(L1? 65)El procedimiento de linearisación origine el hamilto

niano de Buttee Pock (.IÁHF)que aqui ee expreee en 1a forma:

HH;= QoJ +QHF'J (5.230

; .QÓJ +5111"Z +Q+L 4 .ï¿_1'- (5.231»)
Í

donde 'X ,’ -r_ ., (Z-7,J -J
L = = _á_-- ¡8; 4 J —«-«——--"—,I (5.24)
¡3+ 52’ 'HIGÜ / {+1312

La energia de la. trayectoria HFDTresulte

y. I I x [C g 2- r ¿EJ-¿k2

= J (120112) (5.25)
|\

Loe valoren de Qoy —Q¿resultan hasta. cierto punto orbitre

rice, dado que no efectua ln ecuaciones de movimiento(5. 6). Ello. een ree

pensablee de la existencia de una fue entre loe distintos vectores de le
N

base, ya. que (etoe resultan de aplicar J; al estado cero
__ l

/¿>=/fi JÁ-IO) (520

con - oonetantede nonaliución
Beta arbitrariedad puedeelilineree exigiendo

¿je (8' '/ I+ ÍJ>= O 1 <J'/¿Ï+'[‘9HF°; JJ“) (5’27)
de lo cual resulta.
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a (a 2 ,24 +2 145;?!
37': until lo,“ +Zk 5 ) “¡2317) (5-28)

I - 7. 51+¿íl I
12°: —6 ¿.I Z/¿I “MENÚ (5.29)

(esta elección fije 1a fase relativa entre los vectores de le base móvil).

Los elemento. de ¡atrio del hamiltoniano residual en la. bue
móvil son:

fl“? (k/Vreslle): ¿h +Iqo[3¡5-1/ka -(N—4)f¡m2] (5.30.,

41m 2 <va 1w>=2k LJ ((ZJ- H (¡mw/2 (5.3%)
4'. ¡Y - I H

¿2K z (k Meg/mw: A; ((34*'=<)(k+1)'.2J-k-l)Úi+2-))2 (Moe)

donde {1 = V ÉI+ZÏÏ (5.31“
o (“124111

L. :: v 3'3—Z (5.311»)
' ÏÏHGFÑ

L, :\/ ha” (5.31e)1 :ïmi?
Resulta evidente de (5. 3Gb) que el haniltonimo residual no

conecta el estado de HPD!‘oon eu primer estado excitado

(O/Vres/(>=O (5.32)

dado que 1) ee genera. de IO) por la acción de un Operador de un cuerpo

y son precisamente estao intereocio'nee lu incluídos en HPDT.

La medida. del tiempo minimo de validez de ll. ¡producción HPD'I'

en el nodeloPIG viene dado por

trmn AJ VN lhzl)-1N(2/Hq1“_1 (5.33)

Conel fin de reelim le. comparaciónde la promoción ten

poral según HF'DTcon le propagación exacta, ee ha estudiado el valor medio

del operador de un cuerpo ,1, tanto en lo que respecta e eu módulo como en
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cuanto al ángulo relativo entre el aproximado y e1 exacto, asi como tambián
el valor absoluto del recubrimiento entre las funciones de onda.

Se ha incluído igualmente, a modo de comparación como solución

de tiempos cortos,a la resultante de truncar la base móvil guardando solamen

te los vectores [0) y IZ) (en adelante se llamara a esta aproximación la

"solución de segundo orden" ).

Les resultados mas interesantes se obtienen al considerar

la situación para ql)! y órbitas del tipo de las libracicnes.

En la fig. 3 puede verse el recubrimiento (¿GolïrkÜ3Í4{>Í2 )

del estado de HFD'I'con el exacto para las condiciones ¿(IC\)=@-3;O-Q,Ïr{FMA/:6,

en la figura se muestra asimismo el valor de {lrllen la aproximación de se

gundo órden.

Puede observarse en la fig.3 que la aproximación de segundo

orden oscila con alta frecuencia y coincide con la exacta sólo para tiempos
muycortos. Esto se debe a que ella está privilegiando modosintrins!nos—

que en HPDTaparecen suavizados por no ser colectivosg de esta forma la apro

ximación de segundo orden produce un comportamiento para tiempos mayores que

Írnhn cualitativamente inferior que la aproximación de orden cero.

En la {13.3 resalta una recurrencia de la solución HFDTres

pecto de la exacta para periodos bastante mayores que el de HRDT.

En la {13.4 pueden verse los sismos elementos para idéntica

órbita pero con N-lO. De la comparación de las figuras 3 y 4 surge que el

periodo de recurrencia crece con el número de particulas, encontríndose una
't

relación numérica aproximada de .ESSÉL«¡fií .
recio “¡o

El análisis del vector polarización (4’); LV) se realiza

por medio de 1a figura 5. Alli puede verse que eI módulo se mantiene en una

banda superficial de ancho l, sin adentrarse en demasia en la esfersu Existen

puntos en que su valor es muypróximo a J, pero para ellos el angulo entre

el vector exacto y el aproximado es cercano a 90°. Estos puntos coinciden con

los de minimo recubrimiento y señalan que el vector de estado exacto es muy

cercano a un determinante de Slater, pero se halla en un punto de la esfera

de Bloch distante aproximadamente 90' del señalado por HFDT.
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Estos resultados pueden interpretarse en el sentido de que el

sistesa estaria realizando transiciones entre las órbitas degeneradasen
energia de HFD'I‘por debajo de la superficie de la esfera. Cono se vera nas

adelante este efecto corresponde a ls ruptura. de la simetría de paridad por
el generador de evolución autoconsistente.

5.2.3 Las ecuaciones DVCS.

Cono se expresara en la sección 5.1, el modelo de LIG presenta

dos subespecios invarientes debido a que el hamiltoniano (5.5) no mezcla 

estados con nn número par de particulas enitsdas con los correspondientes a

un núnero inpar de particulas en el estado de energia no pertnbada 8 .

El operador de paridad,:P , se expresa en función de los ope

radores de 50(2) coso una rotación en /7

PH 8177024.)
f0

y tiene como autovectores a los estados de Dioke INI>=I7áT¿[WD oon autovalores'l_ ' 7. ".

(“üszi . SP results nn operador cíclico de orden dos = Í} ) y sus

(5. 34)

proyectores asociados oon los subespaoios sinótrico y antis-inótrico son!

Ig : (14?) (5.3an

ÏP (4-53 ) (5. 35h)A :—

La.acción de P sobre un estado coherente la) se determina

K3“(ou.

con igual facilidad, resultando

P/¿>=/-é> (5.36)

dando un valor nedio en estos estados de

< a /P/z> =<é /-5>=(

ademas,P efectúatransicionescon ("fa É> = ¡É >= 1 
Si se estudien las trayectorias de HFDTpara distintos valores

PN
"5 ):cosgsí (5.37)14ml?

del parámetro de orden 2/, (5.12), se observa que a l) parsZÉOIas truecto
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rias son loa paralelos de la esfera de Block; 2) a medida que fi/creoe a

partir de cero, laa trayectoriaa ((15.2) ae van ondulaado con amplitud;

crecientes y 3) luego de 1a transición de fue aparecen las trayectorias
cerradae alrededor de loa puntos eeteoionarioa.

Paralelamente con el incremento de 2/ aumenta 1a ruptura de

1a aiaetria en el modelode LIG. Si ae evalúa esta ruptura por

N “IV, l I',

A Ju>): max (¿mex-mm (C059) (5.38)
en una. dada trayectoria, ae concluye que ella reviate mayor importancia cuan

to naa defonada sea 1a órbita (¡vor valor de ) y para númerode parti

culas, ll, bajo (colo el estudiado en 1a sección anterior) y en capecial para

laa trayectorias que ae acercan naa a loa poloe (Q: o, 77), ee decir cerca

de laa trageotoriae critical.
Para real iear la descripción DVCSdel problcaa conviene basar

se en loa estados de buena paridad‘Kul aah)

1+): ¡”my/40) (539"
¡2 ‘ '

1-): :9. (/2) 4.l'é‘z) (5.395)
H. '

y el haniltoniano DYCS

¿“la Hm=o<+ H4; +°(— ÏJL- (5.40)

con 041. :É(1 Í C05M9(o)) l
, fi .\

¿Q _-_-:¿J (—cos G 4/2/55:qu casual”); (5.41)

qee corraepoade a un eetado inicial de Eartree-Pock caracterizado por Q: C(D).'
La ¡Strica ainplóotica - (2.16). (4.14)- resulta aqui

U:(o 02:“? (5.42)
-qp O /

m -i 73(8‘ (5.43)
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, 73(9) = og fue) + rx- P. (e) (5.44)

j_ rJ-l
siendo [31(9) ¿- (./—-C05 e) .(__Ï..É_OÉ EL (5-45)(ii C5379 )

De las ecuaciones (5.40) y (5.43) para el haniltoniano y la

netrica se extrae la dinhioa de 9 y (P en la aproximación DVGS

‘_ _ d "e (
Q- (gemas) si (5.463)

(p: (¿away? 3g (5.461))

Final-ente puede obtenerse la fase relativa, Y] . entre los
estados ¡+3y I-> . siendo su derivada tenporal

¿zrz+_H_—<é(P+-P.)=«i+—¿- (5.41)

donde o¿+ es el lagran-giano de baena paridad,

ag = (+41)" (1 <1 /;>- H1) (5.48)
ls importante observar que la aproximación ¡PDTse puede reco

perar de DVCSen el caso en que ÚÍCP))4JÚenla.6rbita.

5.2.4 Comparacióndel resultado ¡VOScon la resolución exacta.

Las ecuaciones (5.46) y (5. 47) fueron resueltas para varios
estados iniciales del tipo de HFDTy varias conbinaciones de minero de parti
culas e intensidad de interacción.

Para 221.5 ¡»196,5 decir valores del para-otro de órden y el

núnero de particulas de interós a efectos de estudiar la ruptura de simetría, .

se obtuvo un retrato en fases (e Hp), ((13.6), seaejante al correspondiente

a m, aún cuandodebe observarse variación en las órbitas en las cercanias
de ÉZÜy7T colo asi tanbien un oorriniento en la trayectoria critica, dado

que la trayectoria rotulada 10 que se corresponde a traves de las nisnas

condiciones iniciales con 1a órbita 10 de la {13.1 (DDT) resulta una órbita

cerrada en DVCSy abierta en BFD‘I'.



Figura 6¡ Retrato en fue: DVCS.(¡1' - 1.5)
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Es posible calcular, en conexión con este cambio en la ubi

cación de la órbita critica, la energia de la mismaen ambasaproximaciones,

ósta resulta ¿J en HFDTy -EJ(l—°_‘-J—)en DVCS.
Se debe hacer notar aqui que en la aproximación DVCSel cam

bio cualitativo de laa órbitas (9, Q) que se experimenta al pasar de 2%.!
a ,2?) 4 no implica la existencia de una transición de fase, ya que el retra

to en fases (fig.6) resultante corresponde a una proyección particular del

espacio de fases completo (9 ,KP,/7,‘ÍJ), con ¡7: (P) .

De igual forma que para H?DT,sección 5.2.2, se ha calculado

el vector polarización ¿(¿_> y pl recubrimiento del estado DVCScon el esta
do exacto para determinar el comportamiento de la aproximación DVCS,

En la figJT se muestra el recubrimiento entre los vectores

de estado exacto, ¡TDTl DVCSpara ;EvLS.N-6 y condiciones iniciales corres

pondientes a la órbita rotulada 2 en la rngs. es decir ÓS,{Ü=(1FCOSO.8,CÚ.
La mejor descripción resultante de DVCSrespecto de HFDTresulta aqui notoria.

El estado DVCSse mantiene correlacionado en un 80%con el exacto por un

tiempo de varios periodos de HFDT.

i En la figura 8 pueden observarse los mismos elementos que en

la fig.7 para la órbita rotulada 7 (en la {15.6), que tiene condiciones ini

ciales (QKPFÓI'COSQQO),la trayectoria resulta una rotación en EDT, obser
vandose en este caso que la aproximación DVCSda resultados muy próximos a

los de HÏDT.

La poralinación,(¿3 , resulta también un bnen indicador ya

que representa el valor de expectación de los cbservablee de un cuerpo, in

tima-ente ligados con ambas aproximaciones (DVCS,HFDT). En la {13.9 se ha

graficadc el coseno del angulo formado por (¿>¿mdócon (32)“!!! cos/3 , para
ambosmótcdcey en las condiciones de la {13.7 ( 224.5,N26 I (am) =

(arcos 0.8 , 0)).
Resulta de la fig.9 un notable acuerdo entre DVCSy la resc

lución exacta, manteniéndose cos/O muycercano a 1 (f3flv 0) en contraste
con las oscilaciones de HFDT.

En la fig.10 puede verse el módulo de 1a polarización en igua
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‘.‘¡Ï«./— ¡<E | DVCS >i
‘U ""KEIHFDT>I

-- KDVCSIHFDT)!
' ' ' l I l Í I l

RECUBRIMIENTO

I I I I I

1 telh

Figura 7; Recubrimientos entre los vectores-do estado exacto, HFD‘I‘y DVCS.

(N - 6 ¿IG-¡.5 , orbita 2).
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—_—_‘__-\ '-‘ a“\ \-"\‘

—— I<E|DVCS>|
-'-' l<ElHFDT>I
--- l<DVCSiHFDT>I

Figura 8; Recubrimiento entre los vector" de estado exacto, HFDTy DVCS.

(I - 6 . ¡AL - 1.5, órbita 7)



"¡

-14

Figura. 9; Coaonodel ángulo entre los vectores de polarización.

(N .6. 2/ -1.5 . órbitn 2)
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>Ií

——-EXACTo
—-- DVCS

POLARIZACION‘

l l l I Ï I 1 Í Í

á

telh

Figura. 10: lódulo del Vector de polariución. (N - 6, 2- 1.5 . órbita 2)
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1

es oondiciones que las figuras 7 y 9, nueVamentese obtiene un buen aouerd:
entre 1a resolución exacta J DVCS.

5.3 Conclusiones.

Del estudio realizado sobre el modelo LIG surge oon claridad
un cierto número de ooncluaiones.

En primer lugar los estudios efectuados sobre el metodo HIDT

señalan una correspondencia entre la ruptura de las simetrías y el ¡partanim
t° d. 1‘ función d‘ °ndfl ¡PPOXÍdel (HÏDT) del valor exacto. Asimismolos

valores medios de los observables de un cuerpo se alejan de sus valores ezac

tos con el tiempo, en mayor medida cuanto mayor es la violación de simetría.

Puede inducirse de esta observación que la conservación aproximada de las

simetrías debería ser una condioión necesaria de toda resolución restringida
del problema de muchos cuerpos.

En segundo lugar se nota que en los casos de fuerte ruptura

de la simetría el métodoDVCS,propuesto en este trabajo de tesis, ee capaz

de realizar una substancial mejora en la resolución restringida del problema.

No obstante lo cual, en el caso de que la simetría fuera conservada en la a

proximación HFDT,los resultados de ambos metodos coincidirían. Es deoir que

DVCSrepresenta una mejoría respecto de HFDTsólo si este último tratamiento

produce una ruptura importante de la simetría.

En tercer lugar debe señalarse que la mayor o menor violación

de simetría en BFDTdepende no sólo del modelo, el valor de sus parámetros

y el númerode partículas, (es decir de las oaradhrístioas del sistema),

sino que además depende de las condiciones iniciales de manera crítica, como

lo evidencia el modelo LIG.

Esta conclusión muestra que la validez de una aproximación no

lineal y sutocoasistente comoHFDTdebe ser estudiada en torna continua con

el tiempo j depende del régimen (las condiciones iniciales) en que se estudi!

el problemaparticular.
En especial, los resultados aquí presentados recuerdan las

características semiolásicas de HFDTque lo hacen poco apto para calcular en
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las zonas cercanas a las trayectorias critican donde existen caninos de

igual energía cercanos el de HFDTque interfieren con 61, permitiendo en le

dinámica exacta el efecto túnel por debajo de 1a superficie de energia conei

derada. (E1 interior de le esfera de Blooh en el ceso del modelo de LIC).
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6. COLISIONBS DE IONES LIVIANOS - HFDT

6.1 Potenciales de Skyrme.

Comose ezpresers en la sección 3.1, el método de HPDThe sido

utilizado frecuentemente para el cálculo de colisiones de iones en física
nuclear.

La primera dificultad que se presenta el intentar este objeti
vo ee la necesidad de conocer el potencial con qne intersctúan 10s nucleonee.

Ls determinación de los fuerzas que dominanles relaciones entre hadronee

constituye hoy dis un capítulo ebierto y en plena evolución de la físics de

perticulae elementales. Pare los fines propios del cálculo de propiedadee

colectivas de los núcleos, se han modeladointeracciones fenocenológioas,

epropicdcs para eu utilización en bajas energias, que representan los prime

ros términos de un desnrrollo analítico de la matriz de interacción, T,
(su 56. Van 72)

175,ng to +t,(¡<1+h'l)+ f;z E-k” +___. (6.1.)

o bien en le representación coordenadas

T(i,7?)ztog(x-zl)+Z,(V15+871)+13. V57 (6.1b)

en estas expresiones se ha hecho omisión de las variables de spin e ieoepin,
ocn el fin de simplificar le preeentsción.

La fonte de rango cero, (6.1), se conoce en ls literatura como

interacción de SkMrme(sk’56) y hn sido utiliseds con mucha frecuencis tanto

en cálculos estáticos cpmodinámicos en fisica nuclear. Una expresión más

general de esta fuerza incluye un término dependiente de le densidad, o bien

una interacción de tres cuerpos, sin la cual no es posible reproducir e un

mismotiempo los niveles de energia de los estados y le energin total de los
(Sky 56; Van 72)núcleos

Una expresión más general de le interacción de Skyrme seria:
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(i/V/z’) = to ¿(z-2') (¡M/073)+

+Ï2__I(Vzá‘CÏ-Í’) + ¿(Í-22') V2) +

+ ÏZ VSaï-i')? +¿Wu (OÍ+6;)-[ZV')S(¿Í')+V(J) (6’2)
donde E. ee el operador de intercambio de opinen

0' las natricee de Pauli
(3)

y V el término de tree cuerpos que ee expresa como:

V“) = Y; San?) S(i'-x,) (6.3)

, Í, , tz , t3 ,2; y Woson para-eine).

Cuandole utiliza esta fuerza en un calculo de Hartree-Pock

o HFD‘I‘ee obtiene una densidad de energia one depende eólo de las deneidadee

de particulas y de la energia cinética. Si ee desprecian los términos que

diferencian a protones de neutronee y las posibles orientacionee del epin
(Dav 82)ee obtiene la densidad de energía, fi , definida por

<+/H/f>=í filo-c)dí: (6.4)
A

donde (Í/+>=/Íd/__/I+3!“ y Á ee el operador de anheinetrizaoión, N”)
ee el detrminante de Slator. La expresión para fl en función de la densidad

de particulas, f , y de energia cinética, C02), es:

Hz}; T02)+5 tos): ná (3t,+5tz)gï +

+¿’7(9t.-5t¿)lvgll+¡1¿ t393+1{ (6.5)OUL

A i A _ z

(con Sui): fi‘ïl‘lïü) y Ïb’c): f“ ¡VN/¿(1),

La mayor ventaja de la fueren de Skyrne dende un punto de vie

ta computacional radica en que sólo en necesario evaluar un operador diferen

cial, el laplaciano. para obtener lae ecuacionee de movimiento.
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Para determinar el valor de los parámetros incluidos en (6.5)

se ajustan las predicciones de Hartree-Fock para obtener las energias correc

tas en los tárainos de volumen, superficie, simetria¿y Conlombdel modelo

de gota liquida, y el desdoblamiento de niveles debido al término de interac

ción spin-órbita(que 78). La restante ecuaciónase obtiene del ajuste de la

no localidad y 1a densidad de saturación y nas recientemente, se ha incorpo

rado al ajuste de parámetros magnitudes comobarreras de fisión (B‘r 82) y

csntroides de resonancias nonopolares, dipolares y ouadrupolares de los
ntícleo.s(hi 8°).

En la aplicación al cálculo de colisiones de iones suelen re

alizarse algunas aproximaciones tanto por razones numéricas comofisicas(n.'

82; noo 77). En general el término de acoplamiento spin-órbita es ignorado

( M422C)) debido a que su tratamiento demandauna duplicación de la memoria

de cónputo requerida, igualmente los términos que contienen gradientes y

laplacianos de la distribución ¿(55-29 son reesplasados por una interacción

de Yukasa de corto rango que nrOporoiona mayor estabilidad a1 calculo.

La interacción resultante produce una densidad de energia
D 82

(despreciando los términos de interoambio) (F1. 78' .v )

" : ¿ll " 3 Í 3
¿((26) í; Ïüc) 44€)“ +gto 82 +lz f3? .r

liz, Jot‘x' axel-Ii-ÏC'I/O.) gar) gaï) (6.6)
Iii-2'! /<L

Los valores de los parámetros utilizados en este trabajo de
(Zoo 771

tesis corresponden al conjunto seleccionado por Koonin y colaboradores .
Flo 78)

_ __(f.) .30 (¿a(lei-tm3) t3 (Iev imó)O

497. 66 É 17288. 463. 044 o_.4598
j t

Efectuando la variación del lagrangiano con la fuerza (6.6)

se obtiene la ecuación de evolución para las funciones de onda de particulas
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¿"1 (6.7a)

con WYz V0 stz’ exp (-Ii’ii¿ï_ guy) (6.7b)lZ-¿’I/a
7

VL/= 282; d32c’El -/ (6.7c)
C A] ¡i-i'Í/a 80€)

6.2 Iodelos bi yztridinsnsionalos.

Idealmente seria deseable resolver las ecuaciones (6.7) sin

nas aproxinaciones (t y aún con senos! ) pero las lilitaciones actuales para

este tipo de cálculos llevan a la necesidad de realizarlos con algunas res
tricoiones en las funciones de onda propuestas.

Existen varias aproximacionesque explotan ca;acteristicss

especiales del tipo de colisión en consideración, cono ser: colisiones entre
(Bon 76; Dav 81,78)núcleos idénticos, colisiones frontales y otras . Los cálcu

los uls generales en tres dimensiones son realizados con funciones de simetría
P

definida respecto de ls reflexión por el plano de reacción( lo 78’ D‘v 82)

khhcnfiz): ¡A +(x,y,—z) (6.8)

La discretización se realiza en general con respecto a la

(F10 783 D‘V 82) aunque esta torna de rosalposición en una terna carteeisna

ver las ecuaciones (6.7) no constituye una regla.

Para sistemas sinótricos, cono los utilisados para ejemplifi

car en este trabajo, se puede restringir aún mas el conjunto de funciones de

onda requiriendo que ¿stas sean sinótrioas o antisinétricas ante inversiones

por el origen de coordenadas

xy) (1,7,2): /7/\’1P(-z,-x,-2) = /7)’/7A+(-z,—7,z) (6.9)

La discretinsoión en coordenadas cartesienas se efectúa en

una malla de paso fijo,igua1 en todas las direcciones, debiendo ser este paso

nenor o igual a 1 fcrmi, que es el espesor característico de la superficie
nuclear. El tamaño del paso de la malla espacial depende también del orden
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de aproximación que se utilice para expresar num‘ricamente a los operadores
diferenciales.

Las ticnicas para la resolución de las ecuaciones (6.7) cons

tituyen un capitulo aparte; baste decir que en este trabajo se ha utilisadc

una aproximaciónen diferencias finitas para los Operadores diferenciales

(orden del error O(Ax5)) construida a trave's de los procedimientos usuales

“br 72). y el metodo de gradiente conjugachoun 80’ no 78) para obtener

los potenciales de Yukavay Coulcmb, fijándose el paso de malla en 0.7 tm

para las colisiones alta-alfa.

Para realizar la integración temporal debe recurrirse igual
mente a una discretisación del tiempo: la solución discreta de la evolución

se encuentra con alguno de los métodos usuales para ecuaciones diferenciales

de primer orden. En el presente caso se util isó un metodopredictor-correo

(nn 50) y un ¡“8‘_Kutn(311 -_r.)tor de orden At5 según las fárnulas de Adams

de igual orden para comenzar la integración.

Para el estudio de colisiones entre iones livianos (A<100)

se puede recurrir a la aproximación de mantener congeladas las funciones de
' D Sab D 82

onda en la coordenada perpendicular al plano de reacción( .v 7 ' ’ ¡y
¡oo 78)

‘ïl/¿(Z-XZ/H'ïfl'ulxt)(z) (6.10)

Esta aproximación permite ahorrar memoria de cálculo y tienpo

de cómputo con muybajo costo en cuanto a pérdida de precisión(n.' 78"b,

en sistemas simétrioos livianos. Se verificó, en el presente caso, que una

colisión alfa-alfa con una energia de laboratorio de 3/1 - 20.75 leV y parí

metro de impacto ¡á- 2.8 K', producía en ambos casos (con y sin la aproxima

ción (6.10)) las mismastrayectorias dentro de 1a precisión del cálculo,
evaluada en una malla de 35 x 25 x 15 pasos y 35 x 25 en el caso bidimenp

sicnal.

6.3 Aspectos cualitativos de las colisiones entre iones livianos.

Las caracteristicas generales de las colisiones de iones dee
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oriptas con la formulación BFDTresultan independientes de las interacciones
ntiliaadas.

El tipo de trayectoria ee determinado esencialmente por la
energia relativa y el nonentc angular inicial.

Para energias cercanas a la barrera de interacción y hasta

nn cierto valor límite superior del impulso angular orbital, Ü) . todas laa
trayectorias resultan en la fusión de los fragmentos. Esta es definida ope
racionalmente para aquellae órbitas en las cuales los fragmentos permanecen

unidos durante an tiempo suficientemente largo (típicamente la duración de

una rotación de 277 del sietema dinuclear en el plano de reacción(plo 76'
Dav 82) ).

Las trayectorias de fusión se caracterizan por la gran trans
ferencia de energia desde los grados de libertad translacicnalee colectivos

a grados de libertad internos de los núcleos; sin esta perdida de energia
la fusión no sería posible.

Para energias de laboratorio mayores de un cierto umbral (ej

emplos 54 le? para colisiones entre iones de oxigeno) aparece an momento

angular limite inferior para la fusión, [4 . Todas las trayectorias carac—
terieadas por un momentoangular menor que ¿¿ son muy amortiguadaa pero no

llegan a la fusión. La existencia de un limite inferior para la fusión ea

una caracteristica que depende de la aproximación, no encontrándoeelc, por

ejemplo, en modelos de colisiones entre iones que incluyen disipación para

dar cuenta de otros grados de libertad no presentes explícitamente en la

descripción.

La predicción de nn limite inferior para la fusión puede ser

interpretada dentro de los limites de la aproximación ¡PDTcomouna consecuen

cia de los largos caminos medios que presentan los nucleonea (seoc. 3.1) a

las temperaturas de excitación nucleares. Esto implica que las colisiones en

tre nnoleonee tienen lugar esencialmente en la superficie nuclear, por lo

que esta excita sus modospropios a expeneae de la energia de aquellos.
La existencia de nn límite inferior para la fusión no ha sido

aún determinada experimentalmente, ni existen evidencias del miemot resulta



de esta maneraun tema abierto en la investigación de las colisionee entre
ionee livianos.

La sección eficas de fusión puede eer estimada utilizando una
(Bon 78)

aproximación de corte abrupto y la definición operacional de fusión
.8:

OT íjï ¿Z (MH) (6.11)

donde k ea el número de ondaa del movimiento inicial relativo: ai ee reali

za la Inma sobre loe impulsos angularea que dan estados finalea de fusión,
ae obtienes

2 / z z

0;: 2.37;«¿wz/(HH «m
donde ¡(ee la masa relativa y

É'la energia cinética inicial medidadesde el centro de mala del siete
la.

6.4 Ruptura de eimetriae en ooliaionea alfa-alfa.

A partir de loa estudios realizados sobre el modelo de Lipkin

Ieahkov y Glick, capitulo 5, surge la poeibilidad de estudiar la fidelidad

y consistencia de una aproximación observando la evolución temporal del valor

.mediode aquellos operadoree aeooiadoa'con las aimetriae que no ee oonaervam

explícitamente en el metodoutilizado.

En las oolieionea de iones deben conservarse, entre otro, el

valor medio del cuadrado del impulso lineal y -el valor medio del cuadrado

del impulso angular, pero el tratamiento que da a ellos la aproximación HTDT
resulta enteramente diferente.

Si ee utiliza comoestado inicial para la colisión doe núcleos

en su nivel fundamental,suficientemente alejados a fin de que no interactúen

con sue fuerzas de corto rango y enviados uno sobre el otro con un impulso

( Atïk ) (Gate ea el eatado inicial en todos loa cálculos HIDTrealizados

al presente ("es 82’ Dav 82)), ae obtiene para los primeroa tiempoa de la

colisión, en loa cualea los núcleos no han entrado aún en contacto, que íatos
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se desplazan rigidsnents sgún la solución tipo solitón

Wu) v: + (7C-tnét ,0) (6.13)

lo resulta difícil mostrar que en estas condiciones cualquier

función del impulso lineal total, Í? , permsnsos constante en valor medio,

es decir que la simetrla translacional se conserva exactamente (a todo orden

en Ï’) ya que el operador de evolución BFDTen aneenoia de otro núcleo re

sulta simplemente s1 operador de translación espacial. Para estados posterio

res de la evolución no es posible predecir analítica-ente el respeto de la

simetría a todo orden, por lo que se ha estudiado el problema numérica-ente
como ee verá más adelante.

La situación con el impulso angular es enteramente distinta

desde el mismoinstante inicial. Si se estima la dispersión inicial del im

pulso angular según la relación de inoertssa
2

'_Qof“: h (6.14)

con Jl el ángulo sólido subtendido por cada fragmento desde el centro de

masa y considerando un núcleo esférico de radio d a una distancia R del cen

tro de masa, según el esquema

/Ï"\“ r s\J 7/"!
l/ _/,//|\/
:1 .L/

\ ¡l/\ //
2

resulta .513 Ïd y se puede estimar
R1

G.3: (6015)
J 2d

Volviendo a la solución tipo solitón de HFDT,(6.13). consi

derando que la colisión se produce oon un parñmetro ds impacto q. se obtiene:

q :2k((a‘+(za-vt)z)”°“) (6.16)
d
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que nuestra que aún en ausencia de interacción núcleo-núcleo se produce una

ruptura de la sinetria rotacional. La nagnitud relativa de este efecto pue
de estiaarse cono:

1/2,

Si]- 3 i (4 + (z°—vl:)2/az) (6.17)

resultando 1a variación a lo largo de una trayectoria ( - d <x ( d ) del
orden de

¿(2: ) 3 .1. ((1 + (¿WK 4; (6.18)d dk 3

que es de pooa inportancia sólo para colisiones periféricas o de pan-¡notre
de inpaoto aún nuor.

un cálculo las cuidadoso del valor de 1a dispersión del no

nento angular para un núcleo esfórico alejado del origen, produce:

2 N 2 2 2 2

(TJ-01 P°+(Ï°xR’2OLPXR'B (6.19)

donde qt=gr es 1a dispersión espacial
<7 : U- es la dispersión en impulso

Px P,
79o el valor nedio del impulso lineal

4 1a correlación
y qu _of}?

1 \ (6.20)

Ademásde este efecto debido solamente a 1a translación rigi

da de la función de onda qne efectúa HÏDT'deben sunaree los efectos colisio
nales , pues este tipo de dinámica.de oanpo central al desechar las interac

ciones de dos cuerpos introduce una nueva contribución a 1a ruptura de eine- i
tria.

En primera instancia el nótodo de HFDTse encuentra un. adap

tado para 1a conservación de 1a sinetria translaoional que 1a simetría rota
cional.

Conla intención de estudiar nunóricanente el trataniento de

las dispersiones de P y 9 se ha desarrollado un prograna de cálculo de
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colisiones simétricas en tres dimensionesy uno analogo pero bidiaensional

siguiendo en general el trabajo realisado por Plocard y colaboradores(rl° 78),
programándose asimismo el cálculo de Bartree-Pock necesario para obtener las
condiciones iniciales.

Los programas bi y tridimensionales fueron comparados a lo

largo de una colisión alfa-alfa a 20.15 le? de energia cinética de laborato

rio por nucleón e impulso angular ÍZ=2v8t} no habiéndose observado diferen

cia significativa alguna entre ambostratamientos.

Debido a las restricciones en la disponibilidad de elementos

de cómputose estudió una serie de cuatro trayectorias para colisiones alfa

alfa a 20.15 le? por nucleón (energia de laboratorio) e impulsos angulares

de 0151, 2.8K, 7K y 11K utilisamdo el programa bidimensional. (Cabe acla

rar que ninguno de los programas poses mas restricciones para el calculo de

colisiones entre particulas más pesadas que las debidas a la disponibilidad

de memoria y tiempo de cómputo).

Los cálculos fueron realisados en el computador VAI-750 del

Instituto de Cálculo (FCEI-UBA)demandandocada trayectoria alrededor de 10hs.

de unidad central de proceso (con utilización de aritmética de punto flotante

por "bardsare") corridhdose en una partición de 200Kbytes con facilidades

de memoria virtual. (El tamaño aproximado del programa bidimensional es de

450Kbytes). (El tiempo real utilizado por cada trayectoria puede estimarse

en 30hs.).

El calculo fue realizado en una grilla espacial cartesiana de

0,7 fm de paso, estando la caja formada por 33 x 25 x (15) puntos. El paso

de tiempo empleado fue de 7.9 x 10-25seg., realisandose la integración con

um metodo predictor - corrector de orden Ats con la fórmula de Adams, inio
' Bil 56

ciandose el proceso con un Range - Entta de igual orden ( ). Tanto la

energia comola normalización y el valor medio del impulso angular se mantu
4

vieron constantes dentro de nn error numérico relativo de lO. , lo cual es

perfectamente compatible con los standards aceptados en este tipo de trabajos

(¡leg 82; nav 82)

En la figura ll se maestra la posición relativa al centro de
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masa, fi/ï, de uno de los fragmentos para las distintas trayectorias. Las fi
guras 12 a 15 aziben, respectivamente, la energia cinética colectiva, el

momentoangular colectivo, ¡(“FU-i AEL y las dispersiones y U1: .
La figura 16 muestra un clásico gráfico de la densidad de

particulas proyectada sobre el plano de reacción para una trayectoria con
¿:28K,

Del estudio de estos resultados resulta claro que las trayec
torias elegidas caen dentro de laa tres clases posibles para iones livianos.
Las órbitas rotuladae por (o:0‘; y [yz-8*: corresponden a las colisiones fuer

teaente inelásticas por debajo del limite inferior de fusión, l 3 la órbita<

¿0:75 representa a las trayectorias que culminan con la fusión comolo maes

tra el comportamientode l(t) y la gran disipación de energia (fig. 11 y 12);
la órbita con [ar/IK corresponde a una colisión periférica que es evidenciada
por la poca deflexión de la trayectoria y la relativamente escasa transferen

cia de energia y momentoangular hacia grados de libertad internos.

El anal iais de la transferencia de mcnento angular desde el

movimientorelativo hacia los grados de libertad de partícula, fig.l3, seña

la que este proceso resulta de gran importancia por sobre todo en la trayec

toria de fusión, ocurriendo este flujo de momentoangular an an tiempo del

orden de 7.9 x ICO-23seg. en coincidencia con la etapa disipativa de 1a coli

sión, fig.12.
Para los objetivos de este trabajo las figuras 14 y 15 resul

tan las ¡se trascendentes. Puede observarse en ellas que para ambasdisper

siones las trayectorias por debajo de la ventana de fusión (¿zoty ¿22.840
dan resultados coincidentes. En segundolugar 1a trayectoria cuaeielastica

( (o: UK ) produce las menores amplitades GEMA),- 0;?sz , X - J , P.

ln tercer lugar la trayectoria de fusión (¿Ja ) se desvía significativamen
te las restantes (fig.14) corriendo el extremo absoluto hacia tiempos aayorea

y derivando hacia dispersionea menores que en los otros casos.

La dispersión del momentolineal exibs una amplitud maxima

relativa (diferencia entre el supremo(t- 190 pasos) y el intimo (t- 260 pa

sos) ) de aproximadamente el 251 para la curva rotulada por ¿:¡ÏL'J menos
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Figura 13s Momentoangular del movimiento relativo.
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Figura 14a Dispersión del impulso angular total.
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del lZfl para (JM. Debenotarse que la máximadispersión se produce en

coincidencia con la máximaenergia cinótica para el movimientorelativo
(¡13.12).

En contraste con esta situación, la dispersión del momento

angular sufre una variaciónrelativa entre el 88‘ (/0:Ok) y el 80f ).
Los puntos extremos de ambas dispersiones se producen en coin

cidencia con el punto de mayor interpenetración de los núcleos.

Para estudiar quó parte de la importante ruptura de simetria

que se manifiesta en la fuerte variación de Üjz corresponde a la translaciónz

rígida de la función de onda, señalada comosolución tipo solitón de las

ecuaciones HFDT}(6.13), se ha graficado, {13.17, la diferencia entre C5: y

el valor predicho por la ecuación (6.19) considerando tanto a g_comoa 729
funciones del tiempo y manteniendo constantes los restantes elementos.

Del análisis de la fig.l7 surge que la principal causa de la

variación de CE: es la manera en que HFDTconduce el movimiento libre debien

dose a ello la violación de la simetria en lcs casos jo: Off y [HX ,
comoasimismo en las primeras etapas de la trayectoria de fusión. Respecto

de esta última debe notarse que una nueva e importante contribución a la

variación de CE; se hace presente al tener lugar la fusión (último sector

de la curva).

6.5 Conclusiones.

El tratamiento que da EFDTa las simetrias rotacional y trans

lacional resulta completamentedistinto.
La simetría translacional es aceptablemente reapetada al veri

ficarse la constancia del valor medio del impulso y una fluotuación de no

mayor importancia en la dispersión, que es de ceperar sea aún menor para

sistemas mas pesados que el aqui tratado.

Por otro lado la gran variación que sufre la dispersión del

momentoangular a lo largo de una trayectoria (no menos de un 80%del Valor

inicial) evidencia que EFDTno est‘ especialmente adaptado para respetar la
2 .

simetría rotacional. La importante variación que sufre C52 se debe principal
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mente a la translación rígida (clásica) del paquete de ondas, pero no puede

dejar de notarse la contribución que aparece en la etapa de fusión.

En lo que respecta a1 momentoangular podrian resumirse las

caracteristicas de HFDTcomet a) dependencia critica de la clase de trayec

toria respecto del valor inicial del impulso angular. b) La fusión se carac

teriaa por una marcada transferencia de momentoangular del movimiento rela

tivo a grados de libertad intrinsecos. o) La no conservación de la dispersión

de CE: , la cual ee debe en primer lugar a la translaoión clásica del paque

te de ondas y en segundo término a los efectos colisiOnales contenidos en el

campo promedio.

Esta perspectiva conjunta señala la necesidad de incrementar

los esfuersoa para introducir una descripción más acorde con la mecanica

cuántica en lo que respecta a1 impulso angular ya que resulta extremadamente

dificil discernir en el presente estado si importantes predicciones como1a

existencia de un momentoangular limite interior para la fusión se deben a

1a naturaleza fisica del problema o al hecho de haber desechado en la aproxi

mación las interacciones con caminos vecinos a la trayectoria clasica que se

evidencian en la ruptura de la simetría.
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?. COLISIOHES DE IONES LIVILHOS - DVCS.

7.1-La sisetria rotacional.

De las estudios realizados sobre el método de HFDT,presenta

dos en el capitulo 6, surge con claridad la necesidad de dar un tratamiento

de naturaleza cuántica a1 grado de libertad asociado con las rotaciones, ya
que por un lado este juega un papel critico en la determinación de las carac

teristicas de las trayectorias, en particular de aqu‘llas que tienen estados
finales de fusión, y por el otro, la simetría resulta fuertemente violada

restando credibilidad a resultados de importancia fundamental comola existen

cia y la ubicación de un limite inferior para los iapulsos angulares de las
trayectorias de fusión(D.' 82’ Flo 78’ ¡es 82).

Desde esta perspectiva sl método DVCSaplicado a la conserva
ción de la simetría rotacional puede proveer una referencia importante para

la comparación, pues este tratamiento, igualmente microscópico y seniollsioo,

permite privilegiar la descripción de las rotaciones con una formulación sas

cercana a la mecánica cuántica, incorporando términos de más de un cuerpo que

reflejan algunos aspectos de la interacción residual. Esto posibilita una

mayor transferencia de momentoangular del grado de libertad colectivo (no

vimiauto relativo de los iones) a la diudmioa interna de los núcleos.

Por razones de simplicidad y economia de esfuerzo, se ha con

centrado el estudio sobre las rotaciones alrededor del eje perpendicular al

plano de reacción, que son las que determinan las caracteristicas de las tra

yectorias HFDT.La presentación teórica en el caso tridimensional no presen

ta diferencias sustanciales salvo aquellos detalles de formulación asociados

con el carácter no abeliano del algebra da Lie del grupo de las rotaciones,

de modoque no se hara explicita en este trabajo.

Al igual que en los cálculos ¡PDT(capitulo 6) se considera

que la fuerza esta estructurada de forma de compensar los términos de inter

cambioy que las sinetrias de spin e iaospin se respetan en primera aproxima

ción. Asimieao se considera que las particulas interactúan binariamente con

un potencial
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V1(i,-i,) z to ¿mm +521 fl nm apela-i'm) (7.1)
J

lia-Ig mil;
donde los valores de los paráaetros son los utilizados en el cálculo HFDT

(6.6), agregandoee de igual for-a la interacción de tres cuerpos

1/3e? {Oil-242)[oca-f3) (7.2)

Puesto que tanto V2 cono V3 dependen sólo del módulo de las
posiciones relativas de las particulas, el operador de iapulso angular con
nuta con el haniltoniano exacto.

Siguiendo la teoria desarrollada en el capitulo 4, ee propo
ne la función de onda

A

¡4,4 >=j amjm) Rmmó) ¡“293% 43. "¿3 (7.3.)

y para los finca del cálculo que sigue, se representa e la amplitud f , por
¡odio de una expansión de Fourier,

0° -írn11
4m): ¿me “m (7.3h)

Por otra parte,

Rin): exp (¿1111) (1.30)

es el operador de rotación alrededor del eje perpendicular a1 plano de la
reacción.

Es conveniente resumir aqui el conjunto de ecuaciones obteni

do en el capitulo 4 para la formulación D708, en el caso en que el operador

asociado con la sinctria de interes ea e1.inpulso angular: la acción será
f2 t

5=Lt alt «zu/(gi —HJIM) =[:¿m att (4.3)
donde el lagrangiano adopta la for-a

.¿ = z- ¿’mïndm«¡s/w» ¿IMM/Pm»

1"man/gw] M)(H
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y los proyectores,í%, ae escriben explícitamente como:

= i Jfle-íme ¿”le ole (7.4)"1 .277 n

De la variación de la acción, (4.3), se obtienen las ecuacio

nes de movimiento para los parametros {a,;3v É [45); . Las primeras ae tra
ducen en las leyes de conservación de la probabilidad de medir cada autovalor
de J , ea decir

¡aja/mw =(¿J/PM ¡(25,02 o<m(+)=o<m(o) (4.11)

La ecuación de evolución de los estados de partícula indepen

L

diente se obtiene de (4.12) realisando la variación que simbdlioamente ae
expreII 00-0!

g dt ¿a ¿<4IPMI<23>_ <d/FMHI<2_5>-0 ,
WI "‘ "( (ví/Pila) (dl/9,1735)- (75)

ln la prlctioa, el simbolo 8}! ae concreta en diferenciaciones

respecto de las funciones de onda Gáj de (7.3a), de modoque (7.5) en rea
lidad da lugar a nn sistema de ecuacionea de movimiento accpaldaa. Global

mente, la ecuación (7.5) representa la dinámica promedio de las dinámicas

en los enbeepacioe ortogonalea rotulados por 'loa antovalcres de Jz_ ,
pesadas con 1a probabilidad de encontrar al sistema en cada subeapacio¿

Para la resolución de las ecuaciones (7.5) es necesario conc

cer la metrica simplóctica, (2.15), (4.13), que ellas producen. Teniendo en

cuenta que se han despreciado los términos de intercambio en la formulación

de este modelo de colisiones. el valor medio del proyector, E; , (que ea el

punto de partida para la obtención de la mitrica) se expresa en función de

los vectores de estado de particulas como:
A

4514/71/55)=(%'J.IJ 77 (7.6)":ÍIA ¿3]
¿bsztn

en cmya derivación se explota el hecho de que Jl es un Operador de un cuer

po, por lo que
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¿J a 2-2 ¿(HQ 'J (x a
e z J “ :d/Z 6‘ Z ¿) (7.7)

eiendo entonoee A

7) _ Z 77 M.
M - (IM¿],J:‘,A <F| El

ZM-zm
a

Según lo señalado en el capitulo 4, el teneor einplectico ee
obtiene cono:

. 2 . ez

07x= ¿É “Mgïíem' mhín<walw> <w>
En el ceso en estudio los parámetros 2€; pueden identificarse

con le parte reel e imaginario de lee funciones de onda de partícula qne de
(Ker 76),

Ofinen loe pares coordenadaimpulso(Re tanto pare.el análi
ein cono pera el cálculo explícito ee conveniente considere: la parametriee

vr

ción conpleje con las ooordenndee independiente. 9% y J .y ee obtie
ne de (4.14) el teneor métrico pere eete per conos

I e r

qjk = L Í 04,“ 3-7” ¿3795"[m ¿gs/Pmld) (7.8)J
reenltendo

=-'- * 1 ?-77<a/_
Ba“ ' Liz-“¿6K ¿“MI «¿LEA/Sim¿13' ¿“3/ 1145€)

..2Ï [qqnll ¿Í ( 7) I , y
m WWÉ'LMQW “JMJVQ/K’ax

"7 (7.9)
¿;;hí<xét/EL/gá'>)

¡e conveniente notar que los Bji son loe elemento- de una nep
7) .tri; de operederee yn que está for-nda esencial-ente por lo: proyectoree m

El operador B asociado por (7.9) e la métrica, resulte neni

definido positivo, pues
z! '- '. - - 3 'z \\

(NB/P)’; la“!ÍÉMÜIPMHJ‘R h (7.10)'/' I'M //donde
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y por la desigualdad de Schwartzgenernliuda(lee 65)

73.23.; o
, teniendo en cuento que

uma/fi) (só/ms» laúd.¡PM«¿>11 .

por lo tonto

(HB/J") 2 O (7.11)

cunplie'ndose eolo la. igualdad para el caso en que

uz): ms) o mn NJ) =AJZMb)

lo cual asegura ln resolubilided de los ecuaciones DVCS.

7.2 Recubrimiento gsuseinno.

La resolución numérica exacta del eistena de ecuaciones DVCS

para. el problenn de las colisiones entre iones no puede ser abordado con

nuestro. actual dieponobilidad de elementos de oónputo, sin cuando se proponga

un canal de reducido espacio de configuración cono la. colisión alfa-alfa.

Results entonces necesario realize: aproximacionesa los nisnu.

El principal probleua a resolver es la. proyección de le. fun

ción de onda. en los subespncios prOpioe del nonento angular, o en torna equi

valente, deterlinar la función de recubriniento, 7-460.),

¡170)= (d/lelfib (7.12)

y ls energia. dc correlación, ¡{(12), (7.13)
Este inconveniente ya ha sido encontrado por otros autores

(Lu 68' F“ 70‘ En 68"“. ¡.1 83)t¡¡nto en problelu estáticos cono dinámi

cos. El procedimiento hebituel he consistido en recurrir e una aproximación

gauseisna de 7/11)y en el intervalo [Ji/Z, 77/1],

¿ell e-P'Qz/Q,7m) .w ¿Sá/go e (7.14)
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y ¡[Cm z 7(J1)<_9¿__/”/ó)+¿_0_ Hz _ _' .Q‘HZZ) (7.15)¿ía/ó) 2
donde

¿: (gó/J1 MÜ/(só/yó)

7=MWWWW
¡{1= (¿as/(Jz-z)H/ó))/<wví)

un: (¿Marin/(150M) -p ¿WH/9’)Mat/75)

La hipóteeie ganeaiena tal comoestá aqui presentada ha sido

utilizada en el oaeo eetático para el análisis de bandas de energia rotacio
(La. 68, Pao 7o)nalee a partir de un estado de Bartree-Fock o nodos vibracio

B ' .( ¡1 65‘) eatablociondose una estrecha vinculación entre este aproxila
(Bri 68a.b)

nales

ción y la denoainada "aproximación de faeea el azar" , habiéndose

obtenido un buen acuerdo con el cálculo exacto para valoren grandes de 7. .
La aproximación ganaaiana ha sido ignalaente utilizada por H. Reinhardt(n.1

83) y colaboradores para expandir la función de onda dependiente del tiempo

alrededor del canino clasico (HFDT)para el caso en que ¿ata sea una aproxi

mación justificada y suponiendo que no existe modificación de la trayectoria

aelicláeica debido a la perturbación generada por loe caninos oercenoe.

La aproximación de recubrimiento gaueeieno significa una supo

eición acerca de los momentosde la densidad determinantal IdWQ, conside

rada cono distribución de probabilidadee de la variable aleatoria Jl . Én
efecto, como

cn m . N
.‘Jz / _ K' ¿ ‘

(só/e ‘o/p)"¿o (45/12W)
vale para todo S'ZC [1/7/77] , preponer (7.14) ee equivalente a afirmar que

wal-WM) a (¿mi y“¿Mb
0112!“

’ (ó/(Jz_c)2“*'/qs> 2 o.
2

Eetae hipóteeie asignan a el carioter de distribución
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gussisns y consisten bs'sicenente en sfirssciones acerca. de ls forms y natu

raleza de las correlaciones de ls variable estoclstics JL que se espere.
dominenel problems en estudio. En este espiritu , la prOpuests del recubri

miento gsussiuno ¡signs un rol relevante s. la dispersión ? y puede compren
derse mejor luego de un análisis de lss caracteristicas más importantes de

1/712)y ¡((9).

Ls función IZQ) tiene módulo náziso para. 31:0 (en virtud de

la desigualdsd de Schwartz) siendo además SÏÏO) real. Por otra psrte JÑK¿}
puede escribirse cono producto de los recubrimientos para csds partícula,

¿‘Í-(n) . ya que en virtud de (7.7.)

7m): ¿m (7.16)

(¡1-: ¿gi-nun) k3»
A este per de condiciones globales debe ¡mu-se ls. traducción

geométrica del hecho fisico de que las particulas se encuentrsn localizadas

en ceda núcleo, lo que isplics que ls superposición será sinins (cercana. a

cero) si se rots ls. función de onda en un ingulo recto

(¿á/fi(i/7/2)/45)2O (7.17)

Por otra parte, una aproximación s ls. función de recubrimien

to, 7212), debe cumplir con las condiciones de contacto en .Q: O

F70): (gif/d) (7.18.)

3'; ¿1:0= 4' a“: M) (7.18b)

¿Jr/m z - «¿uf/46) (1.130)'99,2

Es fácil ver que este conjunto de condiciones -ec. (1.16) s

(7.18)- se cumple peru uns sproxiusción del tipo gsussisno

761): (45/515)elá'mw e'yzc‘W/z (7.19)
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con 3, y 3¿ funciones reales que deben cunplir ademáslas siguientes
condiciones:

31m) g o

¿v'm ¿(2:1 ,euan 9.<m_¿“52°C JZ" Jl->o Í '

, 1

y ¿m d calm) : O.0_-> o 61.817 Q

para satisfacer las condiciones de contacto en .Q: O .

La elección mas sinple y a la vez usua1,es(L“ 68’ F“ 7°! 31‘1

68"!" Rei 83) la llamada hipótesis gauseiana, ec. (7.14).

El rango de validez de la hipótesis gaussiana no puede deter

minarse en general, pero por su gónesis, su utilización estará justificada

cuando 701) se enplee cono núcleo de un operador integral sobre funciones

mu concentradas en un entorno de J'Z'E'O.

Siendo 1a expresión (7.14) de validos local, para extenderla

al rango —/75.11€” (dominio de integración para la proyección) debe uti

line'rsela tanto sn .030 cono en ¿1:77 ; en el caso de tener /é> una sine

tria definida, este criterio da lugar a 2

7m) e (2/ m) ¿en-2% :1(a-nje‘”(“"”e'7‘“'””2
-17/2 )77/1 -7/2'fl/2

donde ¿”gg/3. es la función caracteristica en el intervan [47/2177/2].
Puesto que en principio resulta de interés estudiar 1a apari

ción de correlaciones de nuchos cuerpos inducidas por la evolución temporal

según el método DVCSa partir de un estado inicial de particulas independien

tes. , las condicionespara la utilización de la hipótesis ganesianaes
verifican en este caso al nenes en un entorno del origen de tiempos, ya que

la función de onda inicial propuesta es del tipo

/%í>=/qá):]¿(12)fi<a)lgs)dn

estando concentradaen 31:0 .
El análisis del términode energia de correlación, (7.13),
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puede baoerse de manera semejante al de ÍZQ). Comoel término asociado con

el hamiltoniano presenta un máximoen 31:0 , siendo ¡((0) real (dado que

el haniltoniano es hermitico y acotado interiormente), ajustando la función

y sus derivadas primera y segunda en el origen (Sl: C) ) se puede proponer

la expresión (7.15) con iguales limites de validez que (7.19).

En forma consistente con la aproximación (7.15) para JVFQ),

puede proponerse para todo operador A, que conmuta con el impulso angular k.

(¿MMM/ó) = (gi/A¡um/só) :

1, (é/A/ 
7”“ (zar/3)) “¿2 AZ' SEM”)

dond. AZ= «Mu \A¡45)w ¡d >

7421= ( ¿WMA (Jl-1) M) —y ¿WA/ab) kee/gb

(7.20)

que completa el cuadro de aproximaciones relacionadas con el recubrimiento

gaussiano.

7.3 Las ecuaciones DVCSen 1a aproximación de recubrimiento gaussiano.

Con le ayuda de 1a aproximación de recubrimiento gaussiano

se pueden obtener las ecuaciones de movimiento de los parámetros gd”; y

1 U’ a. (7.3).
La integral de acción, S, está dada por (7.3) y el lagrangiano

¿g‘ cuya expresión genérica es (4.5) tiene la forma, en este caso,

¿m = g (tu! i al»1Pr: H CLM(“ó/¿5) pM°+Í¿<Ó/(J;€)/15)7Ïui‘
z ‘ Z

—5L<íá/(“z""?)’45>7in vamo) 
o

- < /H/ > . 1 ? l
QM(PM Sáb/flagWPMHZ'ÉKHHM (7.22)

. fl , '

donde '74 ___l J da "¡"57- Ra¡M-M e «¿man/<6)
Los valores medios de estos momentosen la aproxinación ganssia

-¡I
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na para/(JL) , luego de extender los lisites de integración hasta infinito

( ? >)_{ ) son los siguientes: 2

P: =:L geo ¿(“"27
luz/7 pu: (7.2311)

7D,:= ¿7): (Qyfi) (7.2»)

73:: —7>,Í,’(«mz-1)¿ (7-230

para los n parce (inpares) si Ifi) es par (inpar) ante rotacionee en /7 ,

anulandoee los 7?: en caeo contrario.

La variación de la integral de acción respecto de 07:1produce
las ecuaciones

P° (¿ dl+ 'a ¿sí/Ég ¿»4) «¿mm/9‘)¡n r Lm((/)+7_ <d/d)+
+¿I(«S/(um?) WW,” ))) =

"¡Wa (¿M/45) + -g _ 2

m m( ("17—)H2+á((€_?_g)s¡);!+{u) (7.25)

ll
¿fé/ab

y en forma aniloga. a (4.11) ee obtiene 1a integral de movimiento

'z o

Im PM= «Mm =cmo) (7.26)

con cuya expresión ee posible reducir la integral de acción, S, para realizar

ls variación según E ¿fly obtener el equivalente de (4.12) en s1 caso presen
te, a saber

t. #- ' s ¡

se at ¿«,h «ww 12 «25mmas) a ¿ m .pï q;
L, m L Í ¿me + WW; ) + ¡"1%273L)

_ (WH/(ó). I .(¿M +52,41:mm), mn
dond. Qu“: I 521m:(<"1;¿()1_4)—‘

2 2 7
Las sumas involucradas en (7.27) se resuelven de inmediato ya

que «M cf fi°(o)=<fi) y por 1o tanto (du! NLM! FÉ’QMWWMW1244
si Id, está nor-alisado. inicialmente, entonces!
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ZahEÍ ¡24211121o )%o(mm¿=?o+[olM M M

con 7o y ¿a los valores iniciales de y y Z . Por lo tanto es
tz _ ' 

5 {laúd %> _ Why, (<fi/(J-1)/gí_>-Hz)+
(W P ¿ió/ió) (¡á/d)

¿2272/(;zí/((J-e)‘—2)/ó> _ Hu )’ (7.28)«af/(á) J

con .(Zl = (¿03(7)/?

y ’Qz = (Éifiiyo _ J
21 P

De igual forma el valor medio de cualquier observable que

consulta con J: , y en particular el hanitcnianc. queda expresado conos

s < A/ >
(MA/qu) Mm” +

.1 204 -I ¿ / _ A - / _ ¿WA/(ó)
Q (y human/¿(31m y (W) J (7.29)

Anticipándcse nn resultado que será extraido a partir del

cálculo detallado de la variación cn el apóndice B, se ha becho uso de que

(Pl/Jz/d)/<g5/¿>=(o para todo tie-po. La igualdad queda justificada a1
observar que existe una variación asociada a del tipo 11/45) y puesto
que Jz connnta tanto con la métrica (7.9), cono con el huiltcnianc, debe
IC!"

e: ama/d»: 6%) =¡o (7.30)
(en el apéndice B se demuestra que (7.30) es consistente con la aprczinación

ganssiena).
La obtención de las ecuaciones para las funciones de onda de

las particulas a partir de la variación de S (7.28) es nn proceso de cücnlo

largo que no entraña la aparición de nuevos ele-estos. Este cblculc esti

descripto en apóndice B, del cual se extrae la ecuación de evolución



+¿
Mi

+2
NJ

121(“8)¿ft/(203)133an+533131373)]isa. _
.(ZZ ÜÏJ)S¿(UHandy4-tsJflzzwhwámdc)(J;(día;..

3
_——

8(¿É1%(1)(32(1)al:Mil-(¿Md

nZ, JE?”{/(X'J)8CJ)Axel),+
“V("'¿ï)ï("’?á(3’d”’+722Íï¿"’%’a““‘}(UZ-mm)ví; +

z[Jl/(LJ)D;(3)d/+1,36.f3lx“?+3;(.ÜT] (7.34)
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donde lo“ ee el huiltónieno de Hertree-l’ook

k = ji . 3 2 7.3
ur o + 2 j 1/053) 39(3de +76 tag < 2)

_.2 J -?z - f ir
con É- e”, If?“ — S’Áh) ¡ : ¿final
y ee ha util indo la notación

Ü(x)=5,:‘fi(ïáf(' ¿33%):5 11m

ÑDZCX): Sí ¿A (agar ÓLL'<Á)';G >9á 16K) ::ÉÉ' J]2É:)

257% “¡’Ï'ÏQWÏVÍWK/.,I r’.‘
[J “¡f/a..1ij ¿70‘14

í

\

y ¿Á rá. ¿{S(‘r’5¿'[“-É‘(“J¿')ïy U (¿St-.“HFVÉWZ+J J.

+ “9-2Í 11/063)13271)ggurclá + 2 JWJMÏUJÍWÏJÏP

Jr [22 ts J(D:í)fmñ(ï)\dx + {-3jLÜ:x}fiJ{x)Qáz))rÍ/ïjg
¡.427

(1-3) + KM! (LJ)Siendo : 82-)to {(1-3) 4.Km“
Se puede buscar une. eolueión e (7. 31) de le forma

¿Q3 = ¿“rpg + 4/3 (7.33.)

donde 11 ee la co-ponete de le. derivada temporal proveniente de haber in

cluído en la función de onde total correlaciones de varioe cuerpos; le función.

' cumple con la eonaozónJ
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(qïï‘t)f?¿[.l’¿-7(5_zr)z*
záá

WWE)*

lr{xp(x)82((x)g|]‘)í‘51É!+RpdeiUW-XM(33g.JJ

Epzp (Eco/1(xlfl‘í3 —-¡Ppfi’á(paguin-[í];._

_Py5í

-53g‘512+turf](2€)+/P<C)Ï[r‘fi-IJ/I[+

+(¿r8«:3.2?Ep<C¿[T(c-mh](?¿-zr)J?tU=
=7529(MIN-fi)(FH-"LAVJFHUQSU í-ZJT

+F551)???S35i>»["¿-z(‘°a-’r)j(

)(WW-70525);"‘U-Pak(“LW-ZM]

1%4'Ï)

P2
-'W-"a-r
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Comparandoel lado izquierdo de la fórmula (7.31) con (7.9),

surge al estudiar el término diagonal que la aproximación gaussiana implica

uuu? 1 I zm 177 '>_z+m—.; ¿l ¿W¿MM.UM)
( 2, z 4 24)] {mk} M“ “a “ K má

Conoel operador de la derecha en (7.34) es definido positivo,

debe tener iguales caracteristicas el lado izquierdo de 1a igualdad,c sea

(¿4 ¿22/2[(Jggíf-pfl) 3 o (7.35)
z

y dado que (Jz'g ) ee un operador definido positivo y no acotado, 1a condición
(7.35) iaplics

Q2 )ya
y .2?M. (7.37)

Las condiciones (7.36) y (7.37) fijan los limites en que el

sistema de ecuaciones (7.31) o (7.33) puede resolverse.

7.4 Cálculos numéricos.

El estudio de las ecuaciones DVCS(7.33) se realizó nuncrica

sente discretizando QáÜUen una ¡alla bidiaensional, proponiendo la facto
rinación

Émmgmm)%m nm
en una aproximación de coordenada congelada siailar a 1a utilizada en los

calculos HPDTdel capitulo 6»

El analisis se limitó a colisiones alfa-alfa por las limitacio
nes de nencria de calculo y tiempo de computoque existían, discretinándcse

Q3 en una ¡alla de 35 x 25 puntos y un paso de 0.7 fa. asumiendo una sime

tria de gg respecto a inversiones por el origen

¿J (1-): ¿{J(W?) (7o39)
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76 paridad a. la función 34.1..

y ajustando ;G(Z) (7.38) por una gausaiana cuya dispersión en la coordena
da z es igual a la que se cotiene para las coordenadas z 6 y al realizar el

cálculo de Hartree-Fcck que provee el estado fundamental de los núcleos.

Los operadores diferenciales fueron aproximados por diferencia
(Abr 72) a an orden (A z)5 atilizandose para la resolución de las

(Iit ao)
finitas

ecuaciones (7.33) el metodo del gradiente oonjugado que resulta

aplicable siempre y cuando el operador de la métrica sea definido positivo

como se requiere en (7.35).

La integración temporal se efectuó con el metodo predictor
(Hi1 56)

corrector de Adame coaprobándose que tanto el valor medio de J: coso

la energia permanecian constantes dentro de un error relativo de 10-3.

El potencial utilizado en el cálculo fue una versión siaplifi

cada de (7.1)

Vlad): to 802-3) (1.40)

reajustándose los parámetros de acuerdo con el trabajo de Bonohey colabo
(Bon 78)radoree

to ts

3 17624. Ie' fas I-l 099. IeV fm

con los cuales se obtiene una energia de ligadura por nucleón para las parti

culas alfa de 3.6 Rev, y una barrera ccnlombiana de aproxiaademente 1 le?

(Dev 78h).

Comoestado inicial de 1a colisión se consideró dos núcleos

de 4He en su estado fundanental (de Hartree-Fock) alejados 5.6 fs del centro

de masas del sisteaa en la dirección 1, con distintos parametros de impacto.

Se provee a cada núcleo de un impulso Ak con dirección (y!) al centro de

masas al suniplicar por exp(-ikz) la función de onda resultante del cálculo

de Rartree-Fock' el estado inicial utilizado es idéntico a1 empleadoen los

cálculos de HFDTen el capitulo 6 con el fin de minimizar las diferencias

entre DVCSy HFDTen todo cuanto no sea la dinamica.
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Comoresultado de este estudio numérico se pudo comprobar que

la aproximación gaussisna efectuada para la función de recubrimiento 2731)

(7.14) deja de ser un representación consistente de los proyectores -(7.35).
(7.36)- en un tiempo del orden de una oentósima de la duración estimada de

una colisión cuasielástica, practicamente con independencia del impulso angu
lar y la energia, pues la evolución para esos tiempos se limite a la transla
ción de los núcleos.

En los instantes iniciales del proceso de colisión se observa

que el valor de ? decrece a partir de PC, tanto por la componente HFDTde
la deriVada temporal comopor 1a corrección introducida por DVCS(7.33).

Debenotarse que la corrección %Ï introducida por las correlaciones no es
nula a t-O, es decir que las trayectorias HFDTy DVCSen la variedad de

Graesmannno son tangentes inicialmente. Esta tendencia inicial se ve rápida

mente alterada en vista del crecimiento de it que favorece la población de

los momentosangulares cercanos a (anïtg\ ya que la inversa del operador
métrico

JJ

fi —J

7-211 +ga«¿fi-FA”
presenta el menor amortiguamiento para esos valores de n. Se encuentra que

al progresar la evolución este último efecto predomina sobre el decrecinisnto

de 7 y gobierna las ecuaciones de movimiento, produciendo a1 cabo de sl
gunos pasos de tiempo, una gran dispersión del determinante ( P );Q ). A
partir de alli, la aproximacióngaucsiana pierde significado pues al adoptar
—Ïlz valores negativos crecientes y caducar la relación (7.36), 1a métrica

C3¿(de la ecuación (7.35)) tiene autovalcree cero y posteriormente negativos.
Cuandoello ocurre no solo no ee cumple la condición (7.35) sino que results'

imposible resolver la ecuación (7.31) con un metodonumérico, a1 existir

un autovslor algoritmicamente nulo.

7.5 Conclusiones.

Del análisis desarrollado en los puntOs 7-1 a 7-4 surgen un

número de conclusiones importantes tanto acerca de la consistencia de la
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hipótesis gaussiana y las limitaciones para su aplicación comoen cuanto a

la importancia de la corrección de la trayectoria HFDTdebido a los términos

de varios cuerpos de la función de onda presentes en DVCS.

En primer lugar, debe señalarse que en el caso de una siaetria

fuertemente violada, comoel aqui estudiado, la trayectoria del determinante

asociado con la función DVCSresulta enteramente diferente del de HPDTcomo

lo evidencia el hecho de que en una colisión HFDT1a dispersión 2 permanece

durante casi todo el proceso en valores menores que el inicial, 7° , (salvo

en la etapa final de reseparación), mientras que en el caso DVCSel valor ya
es rápidamente superado. Este comportamiento señala 1a importancia de la

corrección de la trayectoria debido a la incorporación de componentes de va

rios cuerpos en la función de onda y preanuncia que existirán significativas

diferencias entre una proyección a priori comola realizada en el método

DVCSy una proyección a posteriori comola propuesta por otros autores (véase

Rei 83) para el caso de ruptura de simetrias.

Por otra parte se ha encontrado que en el presente caso la

aplicación de 1a hipótesis gaussiana (b. g.) en forma autoconeistente no re
sulta posible ya que la naturaleza de la aproximación a los proyectores con

tenida en ella puede cambiar sustancialmente en el curso de 1a evolución, al

extremo de que éstos pueden resultar, con el tiempo, operadores no definidos.

Podria pensarse, comoalternativa, ea {crear la consistencia de la aproxima

ción gaussiana: para ello basta observar que en la formulación DVCSexacta
se tiene

«¡W (Ja-¿Ym/mh Ca)

y en la versión que hace uso de la b. g. (7.20)

ó 12-02“ (15, 29;")! m 4 o- (7.41)
< m e) / ;> Mm? (1 (272w

debiendo ser entonces 7°n,7 si se espera que la h. g. permita una dinamica
del tipo DVCSexacto a todo tienpo.

Esta observación lleva a establecer relaciones entre DVCS,
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¡[PDTy Butree-Pock dependiente del tiempo vinculedo (HFD'I'V).(Se entiende

aqui por HFDTV‘Vin65) e le. resolución de lee ecuaciones HFDTreetringiendo

la. variación de los determinmntee de modode mantenerse constante el valor

medio de uno o más observablee que ectúan de vínculo, en el aseo puticnlu

que ee estudia. el vinculo e establecer serie

«Vaz-arms» ya).

Lmerelaciones entre los procedimientos mencionados pueden

vienelinrse en el siguiente cuadros

. . t I

RinciPLo de mn'mmq (atacan
.—//,/

“FPD-fr; Wm=82m DVCS <4/ÑlQ)/Ó>Ng(fl)> “FD-r

(Me'l'ríca auToconsis [EnTe) (ma'f'ricq auÏoconsisfcnïc) (MI/HC“ COMÏUÑTC)

|

h. 3.

ill

. I V I
l/ColaoIOn¿(ue/Tc (je Violation deLiÍ de ¡a
la. simeTn’cL. ' simatrI'cL/

¿"consisíenfé wns'ÉÉCnTe => Dl/CS 'v HFDT'V

Jorbancjo lu. Consisïenciq N HFDTV

(Mc'l’rn'ca,consiante) {mc'hfca consÏanÏe . PosibilíÁaoÏ

ale, eYPano/¡r’ a. Poder/ari de (q
DVCS N HFDTl/ I

evo/(¿cion (¿sana/o ¡4.3. )
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Otra alternativa consistiría en proponer otras funciones para

el recubrimiento ?ZQ)que tengan en cuenta potencias superiores de J' , en
_cnyocaso el cálculo podrá eventualsente ser ne-consistente. Si en estas con

diciones se forzara la consistencia las ecuaciones DVCSasi obtenidas no

resnltarian equivalentes a BPDTVya que la métrica del pri-ero dependerá del

tie-po en contraste son la del segundo.

Por último debe notarse que a pesar de 1a posibilidad expre

sada sn el párrafo anterior, la única garantia de oonsistencia se encuentra

en la proyección exacta de la función de onda en los distintos snbespacios.

Es deseable poder realizar en un futuro dicho cálculo, ya que la isportancia

que reviste la violación de la simetría rotacional sn el caso de las colisio—

nes de iones livianos y la trascendencia de este efecto sugiere la aplicación

de un tratsnisnto de inspiración cuántica cono el proporcionado por DVCS,sin

posteriores aproxisasiones.
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8. 335mm.

En este trabajo de tesis se ha profundizado en la extracción

de subdinánicas de la dinámica de Schrüdinger de nuchos cuerpos mediante

la aplicación del principio variacional, analizando las caracteristicas de

las ecuaciones haniltonianae que resultan de este procedimiento y ene-inunda

su] especialmente la evolución de los valores sedios de operadores relaciona
dos con las sinetrias del sisteaa.

En particular, se ha analizado el sótcdo del canpo sedio anto

consistente (HFDT),que es la formulación más popular en 1a literatura del

tesa y la que ha merecido mayores usos y aplicaciones en el caso de la dini

aica nuclear. Al estudiar las distintas for-as de generar este metodo, ee

encontró que todas ellas lo señalaban cono aproxisaoión de tieapo corto,

pudiendo-e establecer una cota inferior para su tie-po de velides, pero nc
una superior.

El estudio de 1a ruptura de siaetria en el nodelo LIC sugiere
que los valores medios de los observables relacionados con laa sinetrias del

eistena fisico puedenser utilieados cono estinadoree consistentes de la

validas de una aproximación en el transcurso del tieapo. pues se observa en

este sodelo una alta correlación entre violación de una siaetria y aparta

aiento entre la función de onda exacta y la aproximada. La conserVacien

aproxiaada de las siaetriaa representa una condición necesaria para la credi
bilidad de una dada for-ulación subdináaica que pretenda reproducir los

rasgos nas importantes de la dinamica de origen.

La posibilidad de utilizar funciones de onda que contengan

correlaciones de varios cuerpos con el fin de restaurar las siletrias viela-_
das, sin excesivo incremento de las dificultades de cálculo respecto de EFDT,

se ha estudiado sn el capitulo 4; proponiendoee cono alternativa un netodo

que conserva las sinetrias (DVCS).

Este netodo es generado desde dos puntos de partida leve-ente

diferentes, según que se utilice operadores de proyección sobre un deterninan

te de Slater de referencia o coordenadas generatricee que perniten la super
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posición de varios de esos determinantes, obtenidos todos ellos a partir de

uno dado por la acción de un grupo de Lie. La imposición del principio va

riacional da lugar a una dinamica sobre la variedad de Grasmmann,que ooinp

cido con la de HFDTen el limite "estrictamente clasico" en el cual el gene
rador de evolución HTDTrespeta las simetrias del sistema. En el otro extre

mo, podria situarse el limite "estrictamente cuintico" en el cual la función

de onda variacional es autofunción del operador de simetría; este extremo

habitualmente reproducido al proyectar el determinante de Slater (HPPDT),

se recupera también a partir de DVCS.Por lo tanto, se ha establecido que 6s

te representa una suerte de mitodo interpolador entre HTDTy HPPDT,con los

cuales se identifica en los respectivos limites.

La aplicación del método DVCSal modelo LKGproduce un signi

ficativo incremento en la concordancia entre 1a aproximacióny los resulta

dos exactos para aquellas trayectorias de fuerte ruptura de la simetría,
coincidiendo con HFDTen los restantes casos.

Asimismose estudió, sobre el modelo LIC, la posibilidad de

introducir perturbaciones a una aproximación de HPDTutilizada comoorden

cero para la evolución temporal, observando que esta variante resulta de

utilidad sólo para tiempos muycortos, del orden del limite inferior de vali

des en el tiempo de HFDT.Esta observación lleva a concluir que las correc

ciones a la dinámica determinantal encarnada por HFDTdeben buscarse dentro

de su mismoespíritu, en el sentido de concepción global (enfrentado a local)

y extracción de subdindmica colectiva.

ConlasÍmrramientas desarrolladas se estudiaron aspectos de

las colisiones de iones livianos (en un modeloalfa-alfa) en la aproximación

HFDT.Goneste objetivo se desarrolló un Juego de programas bi y tridimensie-'

nales con los cuales se examinaron comportamientos relacionados con la ruptu

ra de simstrias en este modelo.

Se observó un tratamiento muy disimil por parte de EPDTde los

grados de libertad translacional y rotacional, ya que la simetría translacio
nal se conserva aceptablemente en contrapesición con la rotacional. Se pudo

determinar que la ruptura de dicha simetria se debe en primer lugar al hecho



que debido a las caracteristicas saturantes de la interacción nuclear, los
participantes de la colisión se aproximan ocmportfindosecomoesferas rígidas,

transladindose con la dinámica HFDT,y en segundo lugar, a la intensa disipa
ción ocurrida en los procesos del tipo de fusión y fuertemente inelastico

que no encuentra una respuesta satisfactoria en la descripción de campomedio.
Asimismose observó que las trayectorias de fusión estan caracterizadas no

sólo por una gran transferencia de energia del movimientotranslacionsl rela

tivo a grados de libertad internos, sino tambión por una rapida transferencia

de momentoangular del movimiento relativo al intrinseco, en los momentos
iniciales de la fusión.

Se concluye que atributos de esta dinámica tales comola depen

dencia critica de las caracteristicas de las órbitas respecto del impulso
angular inicial, la rápida transferencia de óste desde el movimientorelativo

al interno de los núcleos y la fuerte variación de la dispersión del momento

angularoon la'consiguiente violación de simetria reclaman un tratamiento ss

pecial de este grado de libertad que supere al proporcionado por HFDTy per

mita corroborar c rectificar predicciones tales comola existencia de un li

mite inferior del momentoangular para las trayectorias de fusión.

Finalmente se intentó resolver el problema de las colisiones

de iones livianos en la aproximación DVCSdando un tratamiento privilegiado

a las rotaciones en el plano de reacción. Debido a los excesivos requerimien

tos de cómputo(para nuestras actuales posibilidades) se recurrió a la uti

lización de una hipótesis ganssiana para las funciones de recubrimiento que

deben oalcularse en el mótodo DVCS,implementíndose un programa para resolver

las ecuaciones numéricamente.

El análisis numórioopermitió mostrar e interpretar luego por '

via analítica que en el caso de una ruptura importante de la simetría la

hipótesis gaussiana pierde en breve tiempo su consistencia al producir ope

radores no-definidos comoaproximación de Operadores definidos positivos. Un

analisis posterior de consistencia muestra que la imposición de la hipótesis

gaussiana se justifica cuando DVCS,HPDTy HFDTVson equivalentes; en este

caso se puede llevar a cabo la proyección aproximada descripta con la hipóte
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sis gaussiana con posterioridad al cálculo de la trayectoria HFDT,ya que

los caninos más cercanos al clásico, que podrian contribuir a una superpo

sición, resultan paralelos a él. Por el contrario, en el caso de fuerte in

teracción con caminos vecinos, cono en las colisiones de iones livianos, es
necesario recurrir a la resolución exacta de las ecuaciones DVCS.

Este trabajo inaugura 1a posibilidad de cotejo: el metodode

HFDTcon otro de similares funda-entes (DVCS)y establece asi la primer-a1

‘Irnativa factible de realización a aqníl, con una formulación igualmente

microscópica. Conopróxima aplicación, resultara necesario, en un futuro cer

cano, realizar un cuidadoso estudio de las llamadas ventanal de fusión para

las colisiones entre icnee livianos, ocn el objetivo de dilucidar en que ne

dida su existencia y ubicación dependende la restricción del vector de ee
tado a un único determinante de Slater.

z:”/‘ ’ \\\
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Apendioe A! PROYECTORES.

Los proyectores Juegan 'un rol esencial en 1a aproximación

DVCS,en por ello que resulta conveniente contar con expresiones generales
de los nin-os que faciliten el cálculo.

El método de proyección de Peierln-Yoocos(Pci 57' Bob 69’ L“
68)

ha sido amplia-ente utilisado en relación con las rotacioneo. En este

apéndice se intenta una generalización a la expresión para los proyectores!
J x

Pk = Maia») RM) deu (1.1.)

°°n Diküo) = <Jf2/ RmHJk) (lelb)

las actrices asociadas a las rotaciones y IJ los estados de 1a J-ósina
representación irrsdncible del grupo de las rotaciones (80(2) 2.“0(3)).

Sea G un grupo de Lie compacto y 303€ G los operadores del
grupo en nna representación finita y unitaria, R, y sean Nod») los vecto
res de la v-ésisa representación irreducible de G, autoestados de los opera

dores diagonales del algebra 3 asociada al grupo de Lie G, en una deseo-po

sioión ncrlal del álgebraum1 74.)

H¿ ¡ooo = o<¿ l°°<>
(a2)

°°n ' [EN]:Oak“
I s -91Ed1 ,¿= Í .-_.,.Q , f- rangodel algebra."' l

¡(HA antiherniticos en una representación unitaria.
Teorema 1: el operador

73: = JIM/“3) (13:43))"3 (L3)

asociado con los ele-entos, 8. de un grupo de lie ocnpacto G, en una represen
tación unitaria, finita, no necesariamente irreducible, a traves de 1a sedi

da invariante/u y la función
\)

Ddd =<Ooc/3/Do<> (LA)
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D " —I

(con (Du ) = (aX/3 A9“) dado que ee trata de representacio
nee nnitarias ),

ee el operador de proyección cobre el estado ¡V‘*) .

Ente teorema propone 1a extensión del Operador (A.l) on torna

natural para cualquier grupo de einetrias. Loc requerimientos de conpacidad

y finitud aseguran que la representación, R, del grupo ee conpletanente

reducible. (Las representacionee reduciblee ecn en este caso auna directa

de representaciones irreducibles(fl.- 64)L
Para la demostración del tecrena en conveniente estudiar en

pri-er lugar un operador, B, asociado con el proyector (1.3).

Lena 1: Bi el Operador 3:2: definido por

El: = fama) 3 ¡000 (WoW/8;" (L5)
en proporcional a la identidad eu el nubeepacio irreducible Ï-isinc (pro

yecta sobre la repreeentación J-esina), es decir

899, : 89)),gd“, dIQoloU

x)

entoucee Pq es el proyector cobre el estado ÍQOÓ .W'
En efecto, coneidérese la acción de Baul sobre un vector ÍPZ)

lp2r>=Jc7u3) 3I9«)(.>'oz'/3-’/P¿r)

:Joyl(3) SIVD‘)(D:IÓ«)* JW? (AL-7)

ya que 8 no conecta repreeentacionen irreduciblea (R ee completamente
reducible por ser finita y G conpacto). Luego ai ee cumple (LG)

B::, l? Y) = Saw d (Com;19/? b’)

¿ggw, gd“, ¡95) = Jokda) (0:35) 8 mac) (L8)

entonces 735;, /\)o¿> = gm), gd IQd)al

con lo que queda probado el lona 1.
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alo
Lens 2: El Operador Dub“proyecta sobre el subespsoio irrednoible Q-esiso
de l s. forms

EN, = d ¿90' {aa' Io (LS)atal'

Para desostru (¿.6) se sultiplice 31:. (A.5) por ¡26:6 y
-I .

h (por izquierds y derecho respectivamente), y utilizando ll invarioncis
de la. nedids. se obtiene

ha” h" =Hua; (kgwd><o'w/3"h"

.: Jet/4023) (haha) (ww/(kgï'
09’

= Bow (A.9..»

QP'
luego Bad. con-ute. con todos los elementos de G.

(cn 74a. Ham64)Ahors bien, como el less. de Schur establece

que si una. matriz, A, es tal que

DCg) A = ÍA D13) ,VaeG

con D y D representaciones no equivalentes, entonces A - O, y si D y DI

son equivalentes entonces A - d I.

Cono consecuencia del less de Scbur

99' W
Buu' z ¿09' Bold! (lolüs)

, oo (LlOb)

donde dd“, es un númerono necesaria-ente distinto de cero.
Pura.establecer el valor de de“, es conveniente estudiar ls

descomposición de G es ooclsses. Considerese el subgrupo sbelisno H, de G

(H C G) generado por los operadores (A.2), el subgrupoE genera uns
. (Gil 74a)

descomposición de G en cocleses de lo foros

g :CÍq ,aáG ,AsH ,c ¿EG/H (1.11.)
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’ un“ “""Wsioión de ls sedida in\mrinnte(cil 74‘)

ww wn a
resultando nde-ño oy4(k)=¿zd°’¿ por ser H sbelaisno (si ¡7: eXP (L2,,H-'“í) ).ao

El operador Bam, se puede escribir entonces como:

32:: r Ohm cha») Cklvd>(oo<'/A"C"

= {ahí-ju CN“) (Odl/Cfi' ¡(Ï/dÍw‘B-IerpGWJ-d‘jltfi)

zja/lucm C/Pol)(da<'/c" gw. (2,7)? (“2)

Utilizando loa resultados de (LIC) y (¿.12)

oo' ,
Bola“= 80v!gd“! (Ja¡[yc(C)

= 6M. ¿“en ¿{d 1‘J (¿.13)

con dofi': 0 2

dd: (2/7)€Jd/uc(c) [gd/cum)! (¿.14)
Cono consecuencia de (LIS) y (A.14) queda. denoetrsdo el less

2.

De ls desoctrsción de los losas 1 y 2, surge cono corolsrio

el torens. l. El proyector Pi puede escribirse. utilizando la descomposición
en coclseee (Llis), (1.1113)y (AJ?)

-I

73::ot [j%(a;(c))*c] {y}qu efifimü

’j Hai/w) e5“¿“ww)]*[Íd/aMW] “49
c(

°°" dim) : moda/voz)
.1)

que express s. l¡’¿x cono producto de un proyector en ls representación
7 .

Q-éeina, por un proyector sobre los nutovectores de sutovalor 2d”. Equiva
lente s proyectar ls componente s del impulso sngular y luego el impulso
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Apindice B: VALORES IEDIOS Y ECUACIONES VARIACIONALES.

En este apéndice ee desarrollan los cálculos necesario. para
1a obtención de las tónulae (7.31) y (7- 33).

3.1 Valeree medios.

Partiendo de un estado de partícula independiente de Hat-tree
Foek

A

m); ¡‘27 45‘74 io<> (3.1)

donde o(= ' 5 5 indica tanto la función de onda eepaoial, Xi) , cono el
Jl l J

estado de epin e ieoepin. ee obtiene inmediatamente el valor ledio de Jz
( Jz = ZA J (2L) )oonos

ol=l Z a l Y
Z: 1/í, qugá-VXk‘K (3.2)

con ¿fá-= de'gákx) dx (3.3)

donde el factor 4 da cuenta de los dietintos estado. de ¡pin e ieoepin.

La diepereión de J. remita

_ Z 7 + .

7- 4p D Im mp (m; WWW) -2

Z ya; JWJJZZÉ)+(1/ Iggdvjzdá.)

_ ¿imei-Wa f- f- 45:3;¡WWK “31'72
_ ¿ v 2 ’- y Z (n. )oon

ei ee desprecia loe tán-ninos de intercambio (lo cual ee exacto en el eaeo

2,

Z

de las particula- alfa de acuerdo a 1a einetria ilpneeta a las funcionen de

(J; ) (n.5)
onda (7.39))

A

21 Z
CX
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Intern-a iguallonto 01 valor medio dal hamiltonilno y do la

derivada temporal en ol ¡atado lúá> (3.1), ostudiando por separado lol

término. do uno, dos y tren cuerpos ¡o obtiene: a) para los operadora. de un

cuerpos

j ¿9 — :¿ar/af?” et “4‘”

z ¿0% 72, {(7%) - g ¿J {zm/.523.) (3.6)

donde Ho : _¿Z_Zn)

b) Para los Operadores de dos cuerpos 1; exprOIión resulta análoga n la de Y
(al pro-edinr en spin o inospin)

_4_. zw- :ZJ._¡/(.;_1?' ¿X
¿gt/56) <d/olq: 1“ “CH/45) ¿(p/¿iá‘í "J’ ¿AHÍ Him)! d ¿7

4.023,4¡14 jua-3) (sé-¡54%)(fixámüdxda (3.7)

que no trsdnco pura cl término proporcionnl l ¿CCI-g) en

(sí/to ¿Z?¿(naty/fi) 2 g to j Six) olx (3.8)
do (Vi/d) 2 8nd. _ 1 _8- ElR5.
y pura lo. término. de Coalo-b y Yuknla (oonsidornndo compensado; los tir-i

nos do intercambio)

(d/¿OUL = eij l QC’L) dx (309)
¿gd/g) ¡Í-jl

y (¡5/ l/uK ¡d N ¡4) _¡ _ J v/ ¡z nl (3.10)

(ay/¿>"> ” 2’; IQ“ ¡(g/q) ¡vc-¿Hg S"’S’Í‘Pd7
o) Conun yrocedinicnto ¡nilogo puede arribar-o ¡1 Vllor Indio do los térmi

no. de tren cuerpos

4 tí €( — 8 - Mi 3 »

(2/7; (4/ sap“; x4 1.63 (1; 154MB) _ 733 J 86X) dá (13.11)

Pura 01 cálculo de los valores IOdiOI de producto. del opera
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dor (Jl-f) por otro Operador, A, es conveniente observar que se obtienen

J: s Conestos nl veria: el valor medio de A reemplazando n ¡95) por
sidersoe el ceso general

l«25/4/45 _ ' . . _ _759-53%Masa/mem
entonces

<WA(Jl-1)Ífi) _ z <áióJdk/AWZ-e-Haz-(1+0,- (¿Mica-dk<9!MÍ) ¿3k,1;
e terminos de intercambio.

A=1 mo (WI/fin.
¿cf/7;) '

A nodo de ejemplo consideren
se tiene entoces

aaa-MMS»; (¿mm = o

y se obtienesignelsente si A- Jl ,reenlte (Ó/ledkz ÉJ‘

wal-mm ¿A (¿w/a.) 2
‘Tpm =2=( “LT - 4 )

7- -‘_ («á/(Jz-qf/yáp“AG
Aplicando el procediniento reiterados veces sobre las expre

siones respectivas del valor medio del potsncisl y de Los (¿gt —H.,) , se
obtienen las corrsl noiones:

_ J- " Í Ï _.
¿”z (W) sííá “=¿”0954) (3.12)

¿me <WÍUL-Uz-p5Lo/d)=É KVÉJKJz-f-Ï-yfisífl (2.13)

' W H J W )donde — __ . .' ’ . J l
74 A5 ¿ J

Siendo las correlsoiones para los potenciales de dos ousrp05(72) y de tres

cuerpos (V3) t

= ¿d/(J‘-€}V/475)_ _ z " y
V _ __z.d7í2_ _2M(13) gt ) Ü(J)d ¿aZ7. (3.14)
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oon zgif?(’Qï‘
íJ_ {7

szz E <ó/((1<2/¿ÉV1 =

-_- Wx-J\D(3)+W1.J)_Ü;(x) (ly (3.15)
eiendo " y 2

DzÜL)=á ¡16. ((JL-ÍS)
y para la parte de tree cuerpos

V32 s <d/(L—2H/3/<ñ> z 333 JÜÏ¿)SZR)J( (3.16)ló

z zas/{(Jz-rzf-yjlglm¿“(a 137131359?de322
Lae ecuacionee (8.1) a (8.17) permiten conetrnir la densidad

(3.17)

lagrengiana (7.28) cono:

Z _=at 4 52, ¿z “¿21 ¿zz (13.18)

conDI:M) y nl: _{ _4
7 2 ( P >

donde ¿J=(¿fi/¿“dao+ + (3.191)
(¿zz La; “4.2 +‘/:z 0'19“

¿21: Lozz +¿zz 4l/tszz (3.196)

3.2 Eonacionee variacionalee.

Antes de proceder a la variación de le. ecuación (3.18) ee

conveniente deterainar coneietenteaente con la aproxiaación ganeailna el va

lor de . Variando ¡(75)a Jz ee obtiene para 1a parte del la
grangieno correepondiente a 1a derivada temporal:
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g sgm +52,¿wal-NM)+92 WÍWL
41L gw) (¡á/0’) 2 (cf/d)

+ oonpl e jo con jugado - 0 (B. 20)

Jl que )H]=O‘
La. ecuación (13.20) se traduce en

0M — cif —(u) ¿MW/46) ae (M) a
au 5 en ?2 ¿WT ¿t + 7 0,1/4

.0 Í_¡_ d J- 3
+ z (¿q/d)dt((4/(ZQ)/4))+ —
_._l {(90 j +(¿11fg ¿Sí/(J 3 ot 3 - z A.“ 4-1 l - ha)“, _

esdecir¿Z 7 y P3 ) y _O

(I, (gía) (Waz-(IW)+ 2? ng díy ( /aó) J
-II ¿yo-12 +rz-¿Ï2/ /J— ’/ cl

P3 ? ) F Jfí‘fz 1’)“Ü ft +u eau)“
+ 4/2 i‘_ 9/ í /.Í- 3 .'2. (97d) a“ ¿(z —O

perobajo1ahipótesisgmssiane 3/7):O, luego

( (-1° ‘

¿palito =2/(.?_>+??o.l) (3.21.)

queilplics o 6 Cálida}, :7 (B.21b)
Debenotarse que le, ecueoión (3.21) está íntima-ente releeio

nada con le. oonstsncie de

¿4,1/(12-4)‘/gu> = 3 (Io-w (2-2,) +(No?

resulta entonces consistente considerar r O , E: (o luego de efecx t
tuu-se lee variaciones respecto de .

O

Las ecuaciones de movimientopara las funciones se
J
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obtienen de veria: (3.18) respecto de dj . pen einplifieu- en lo poeible
“tu, ee notará

VE L/(x'J) 5% to + Vcow.4 \/YU.K
lee ecuaciones tolera entonoee le formas

¿(1* ïmz-ffi-M) La???‘1 “¿J“J ‘
-—' 1* —--l ¿á ¿"451%

¿z (z 75 2 (P )?9 :z/h6'1(Jl¿)/¿}ÍÉ
Q

: 4 ¿.227 Jz'{3\’?“.w({dnr-Hu)9éá+
\ f a! .3 < 1

+ fi: g'áuz'áï‘} 1 íV(z'fj)Ü(JVÏJ +—_:jÏ¿.ÜQJ‘(“el

YJ.{Z)(¡I')/AIY4' {3
i3 38

í

-Z[SW1—J)ÜS(J)?(x3d7(LV+ Jfljgfidx] 12-8

- [Il/(LJ) g“) ñ-IJHzJJ+52: ¿{XII/¿íz

ï+ [SÍ/(16])353M, +5 t‘3 D;

dolido j) i Í

¿3 (M- Loáwgzm (mz-gm Log/g)
) +

+ ¡(Ü/(LJ) ÜÉÏ¿(J)J1J¿) + 2J(l/¡'Y-¿r).ÜÏI)D;(1)a/n/I) +

+31 ts
¡é J(Ü:gïi) + 5’53 J(‘ÜÏ.ÜJ-g\

L)

-J((LHF-H°)EJ) ‘ 'QL J((A*”_H°)‘Dïj

\

2
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- .1 .7 2

STA? ¡yy >I

53 72,. (Q/A'YJZ’QW‘V“)

7 ¿»HF= Ho +2 JW-¿WQMJ +¡3-¿ts 92

De acuerdo con lo soñando on el capítulo 7, proponiendo cono

solución X = If d 44",HF J á no obtiene pura lo ecuación!

(1+gzífiz-í¿)-y¿])+¿-azjtvg'uz-Qm MW _

—%1 [(Jz-(íg)ï%}dá’ +
l 2 o l ¡c 1 2. ¡

+9,(24“’77 WS«Jam-w (zw-m =

= 112g (iz-QHZ ÍWz-jHJÏJMJ +33 Ía gif] +
k . ï‘l 1 il

+Jl/(Z'J)‘Dz(3)dcj +712te, (Ü ) +f2ts El? _

n 2 u

“(Jl-1973,54). (6.23)
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