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RESUMEN

Se estudian las inestabilidades producidas por gradientes de velocidad

y temperatura electrónica en un sustrato de plasma inmerso en un campo mag

nético con cizalladura. Utilizando diversos modelos para describir la diná

mica de iones y electrones se muestra que ambos gradientes pueden excitar mo

dos inestables de baja frecuencia, y se determinan la tasa de crecimiento y

estructura espacial de estos modos dentro de un amplio rango de valores de

los parámetros de interés. Dependiendodel modelo utilizado, la condición de

cuasineutralidad conduce a una ecuación diferencial lineal de segundo orden

o a una ecuación integral. En el limite de plasma frio la ecuación diferencial

resultante puede ser resuelta analiticamente para perfiles sencillos de velo

cidad y campomagnético pero cuando se utiliza un modelo cinético para los

electrones (y el de fluido frio para los iones) es necesario recurrir a méto

dos numéricos. En el caso de temperatura iónica finita la fuerte localización

de los modos considerados hace que sea necesario recurrir a un formalismo que

conduce a una ecuación integral (equivalente a la condición de cuasineutrali

dad en el espacio 5), que debe ser resuelta numéricamente. Se analiza finalmen

te la importancia de las inestabilidades estudiadas en el proceso de difusión

de un perfil de corriente.
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I-INTRODUCCION

Existen numerosassituaciones de interés en astrofïsíca, geofisica y

experiencias de laboratorio en las que una o ambasespecies (iones y electro

nes) de un plasma magnetizado se mueven en dirección paralela al campo magné

tico. En muchos casos este movimiento no es uniforme, sino que las particulas

poseen una velocidad que varia en dirección perpendicular a dicho campo. Esta
. .. . . 2

SItuaCIon se presenta, por eJemplo, en el Viento solar , arcos aurorales ,. 3 1+... .
erupcnones solares , haces de electrones , dlSpOSltIVOScalentados por inyec

5 6ción de haces neutros , plasmas con filamentos de corriente y en la fase

inicial de descargas óhmícas, donde el efecto películar impide que la co

7. Es bien sabido, de la hidrorriente difunda hacia el interior del plasma

dinámica clásica, que un flujo con un perfil de velocidad no uniforme es po

tencialmente inestable y está sujeto a ¡nestabilidades de tipo Kelvin

HelmholtzB. Dentro de la fisica de plasmas las ¡nestabilidades producidas

por gradientes de velocidad pueden presentarse en dos situaciones diferen

tes. En un caso ambas especies tienen el mismo perfil de velocidad, y por lo

tanto no aparecen gradientes de densidad de corriente. Las ¡nestabilidades

relacionadas con este tipo de procesos han sido estudiadas por Dobrowolnyg,

Catto et alS y Mikhailovskii y Klimenkolo. La otra posibilidad es que exista

un gradiente de velocidad electrónica, mientras los iones se encuentran en

reposo o con movimiento uniforme. En este caso la corriente resultante ca

lentará el plasma en forma no uniforme produciendo un gradiente de tempera

tura. El análisis de esta última situación es el objeto del presente trabajo.

El estudio de las ¡nestabilidades producidas por gradientes de veloci

dad y temperatura electrónica puede ser importante para explicar el proceso
7de difusión de un perfil de corriente en un plasma magnetizado. Düchs et al

resolvieron numéricamente las ecuaciones de transporte para un tokamak y mos



traron que, en ausencia de procesos anómalos, el efecto películar impide una

rápida penetración del perfíl de corriente. Los mismosautores observaron que

para obtener una difusión más rápida (acorde con los resultados experimenta
ll 12 . . . . .

s ' ) es necesario Incrementar la resustIVIdad y viscosidad del plasmale

por encima de sus valores clásicos. Unaposibilidad es considerar que este

aumento de resistividad y viscosidad se debe a la existencia de un estado de

turbulencia generado por las microínestabilidades producidas por el gradien

te de densidad de corriente. Otros mecanismos, tales como modos de ruptura

(tearing) dobles, también han sido propuestos‘3. Otra situación en la cual

este tipo de inestabilidades puede desempeñar un papel importante se presen

ta en el caso de plasmas con filamentos de corriente. Haines y Marsh6 nostra

ron recientemente que la evolución no lineal de la inestabilidad electrotér

mica puede conducir a la formación de filamentos de corriente con un ancho

del orden de pe (mi/me)“2 (donde pe es el radio de Larmor de los electrones,

y (mí/me) es el cociente de masa entre iones y electrones). En el trabajo

mencionado se sugiere que en esas condiciones es posible la aparición de un

estado de turbulencia, debido a inestabilidades ion-acústicas, que podria

explicar el transporte anómalo de energia observado en los tokamaks. Las con

diciones para la existencia de modosion-acústicos puros son bastante restric

tivas (temperatura electrónica muchomayor que la íónica, plasma homogéneo,

etc.), pero el análisis más detallado realizado en esta tesis muestra que los

perfiles de densidad de corriente y temperatura obtenidos por Haines y Marsh

pueden producir la excitación de modos inestables, y consecuentemente generar

un estado de turbulencia que explique el transporte anómalo.

Las inestabilidades producidas por gradientes de velocidad electrónica

han sido estudiadas en numerosas publicacionesIh-I7. En esos trabajos se han

utilizado diversos modelosfisicos para estudiar varias situaciones de inte

rés. Míkhailovskii y Ruskhadzelh obtuvieron una relación de dispersión local



(dependiente de la posición) utilizando un modelo de fluido frio para los

electrones, considerando los iones comono magnetizados (la frecuencia de

la perturbación muchomayor que la frecuencia de ciclotrón de los iones,

u >> ni) y suponiendo que el plasma se encuentra inmerso en un campo mag

nético uniforme (es decir se desprecia el campoproducido por la corriente

del plasma). Resolvíendo esta relación de dispersión los autores determina

ron las condiciones de inestabilidad y mostraron que la inclusión de gradien

tes de densidad tiene un efecto estabilizante. Hirose y Alexeff15 considera

ron un campo magnético uniforme y utilizaron la aproximación local para obte

ner una relación de dispersión que incluye efectos cinéticos y es válida si

m >> Qí. En el limite de fluido frio se recuperan los resultados de la ref.

¡ü mientras que considerando iones frios y electrones calientes, y utilizando

los desarrollos de la función de dispersión del plasma válidos en esos limi

tes se obtiene una relación de dispersión semejante a la correspondiente a

ondas ion-acústicas pero modificada por el gradiente de velocidad electróni

ca. Liu16 estudió el problema, en la aproximación local, considerando iones

no magnetizados e incluyendo efectos cinéticos. En este trabajo se muestra

por primera vez la importancia del gradiente de temperatura (intrínsecamente

relacionado con el gradiente de corriente), pero no se incluyen los efectos

asociados con gradientes de densidad, colisiones y cizalladura (shear) del

campomagnético. Utilizando las mismas aproximaciones que en la ref. lS para

la función de dispersión del plasma, Liu obtuvo una relación de dispersión

para modosion-acústicos que muestra el efecto estabilizante del gradiente

de temperatura en los modosasociados al gradiente de velocidad electrónica,

y que se reduce a la calculada por Hirose y Alexeff15 en el caso de tempera

tura uniforme. bentro de la misma aproximación se muestra también que, aün

en el caso de velocidad uniforme, el gradiente de temperatura puede producir

modos inestables y que la condición para que esto ocurra es menos restrictiva

que para el gradiente de velocidad. Considerando que la velocidad de fase de



la perturbación es muchomayor que la velocidad térmica de iones y electro

nes se obtiene una relación de dispersión cuyo análisis muestra que en este

limite el gradiente de temperatura también puede excitar modos inestables

y que la condición de inestabilidad se reduce, en el caso de temperatura uní

forme, a la encontrada en la ref. lü. Finalmente puede mencionarse que los

cálculos realizados utilizando la teoria cuasilíneal muestran que el estado

de turbulencia asociado con las inestabilidades consideradas puede generar

procesos de transporte anómalo. Horton17 utilizó un nndelo de fluido frio

con iones no magnetízados y obtuvo, usando teoria no local, una eCuación di

ferencial de segundo orden para el potencial electrostátíco que incluye los

efectos de cizalladura del campomagnético pero sin gradientes de densidad y

temperatura. Considerando perturbaciones localizadas (el potencial va a cero

al infinito) Horton obtuvo una relación de dispersión que muestra la existen

cia de modos inestables no oscilantes cuya tasa de crecimiento es proporcio

nal a la magnitud del gradiente de velocidad y mostró la existencia de proce

sos anómalos calculando la magnitud del coeficiente de viscosidad resultante.

El estudio de las inestabilidades producidas por gradientes de tempe

ratura también ha recibido considerable atención. Históricamente este pro

blema fue analizado en priner término por Mikhailovskiíle, quien, utilizando

teoria local y considerando efectos cinéticos, nostró que un gradiente de tem

peratura opuesto al gradiente de densidad puede producir nodos inestables en

un plasma inmerso en un campo magnético sin cizalladura. Hahajan y Ross19

mostraron la existencia de modos localizados producidos por el gradiente de

temperatura. Los estudios nunéricos realizados por estos autores revelan,

sin embargo, que en ausencia de otros mecanismos desestabilizantes (cono por

ejemplo particulas atrapadas) estos modosresultan estables. Antonsen y

Mahajan20presentaron posteriormente una elegante demostración analítica de

estos resultados. El procedimiento consiste en efectuar una rotación del sis



tema de coordenadas en el plano complejo y construir una forma cuadrática a

partir de la cual puede probarse Ia no existencia de modos inestables. Estos

resultados fueron luego generalizados por Lee y ChenZI al caso de perturba

ciones electromagnéticas. En los trabajos mencionados se supone que Té/Te

(Te 5 temperatura electrónica, 'E a/ax) es uniforme; esta suposición puede

ser razonable cuando el perfil de temperatura es suficientemente suave pero

deja de ser válida en presencia de los fuertes gradientes que pueden resul

tar de una distribución de corriente muylocalizada. En este sentido es ¡m

portante destacar que se ha encontrado22 que el efecto estabilizante de la

cizalladura del campomagnético en la inestabilidad universal (producida por

el gradiente de densidad) puede ser anulado si se considera n'/n (n 5 densi

dad) dependiente de x. Comoen este trabajo se utiliza un perfil de tempera

tura para el cual Té/Te es función de x no resulta sorprendente que aparezcan

nodos inestables.

El análisis precedente muestra que, salvo el caso de Liuló, no existen

estudios en los que se consideren simultáneamente los gradientes de velocidad

y temperatura electrónica. Por otra parte los trabajos que cubren aspectos

parciales del problema (gradientes de velocidad o temperatura) tampoco resul

tan satisfactorios ya que en todos los casos se utilizan aproximaciones que

no son totalmente válidas en la situación fisica considerada en esta tesis.

El objetivo de este trabajo es entonces presentar un estudio detallado de las

inestabilidades electrostáticas de baja frecuencia (w<< Qi) producidas por

gradientes de densidad de corriente en un sustrato (slab) de plasma inmerso en

un campo magnético con cizalladura. Se estudian los modos producidos por gra

dientes de velocidad y temperatura electrónica y se incluyen además gradientes

de densidad y colisiones. Partiendo de un caso sencillo (fluido frio) los mo

delos utilízados para describir la dinámica de iones y electrones se van mejo

rando progresivamente para permitir un mejor análisis del efecto de las distin



tas contribuciones sobre la estructura y tasa de crecimiento de los modos

inestables. Es importante mencionar que las aproximaciones utilizadas (per

turbaciones electrostáticas y baja frecuencia) se encuentran plenamente jus

tificadas. En particular, la aproximaciónelectrostática es válida en el caso

de plasmas de bajo B (3 E cociente entre presión termodinámica y presión mag

nética) y por lo tanto resulta satisfactoria para los valores de densidad,

temperatura y campo magnético utilizados (B = 10-5). La aproximación de baja

frecuencia queda justificada a posteriori ya que los resultados numéricos

muestran que m << Qí en todos los casos considerados.

La estructura de esta tesis es la siguiente. En el capitulo Il se uti

lizan las ecuaciones de dos fluidos (en el limite de plasma frio) para estu

diar las inestabilidades producidas por gradientes de velocidad electrónica.

En el caso no local se obtiene una ecuación diferencial de segundo orden (en

donde la frecuencia del modoaparece comoautovalor) que puede ser resuelta

analiticamente para perfiles sencillos de velocidad y campomagnético y uti

lizando la aproximación local se obtiene una relación de dispersión algebraí

ca que permite calcular la frecuencia del modoen función del gradiente de

velocidad. En ambos casos se muestra que si u' # 0 (u E velocidad electrónica)

pueden aparecer modos inestables. En el capitulo III se utiliza la ecuación

de deriva cinética para los electrones (y el modelo de fluido frio para los

iones) y se obtiene una ecuación diferencial de segundo orden que es resuelta

numéricamentepara perfiles realistas de velocidad y temperatura. El uso de

un modelocinétíco para los electrones permite incluir los efectos relaciona

dos con la interacción resonante entre ondas y particulas (amortiguamíento de

Landau) y estudiar las inestabilidades producidas por gradientes de tempera

tura electrónica. Primero se muestra que tanto el gradiente de velocidad co

moel de temperatura (actuando separadamente) pueden producir modos inesta

bles localizados en la vecindad de las superficies racionales y luego se



analiza el caso más general en que ambos gradientes se encuentran presentes

simultáneamente (nuevamente aparecen modos inestables localizados). En todos

los casos se presentan exhaustivos estudios numéricos de la variación de la

tasa de crecimiento y estructura espacial de los modos inestables en función

de diversos parámetros de interés. En el capitulo lV se utiliza la ecuación

de deriva cinética para los electrones y se considera que la temperatura

íónica es finita. Comoel radio de Larmor de los iones resulta comparable con

el ancho tipico de la perturbación no puede utilizarse la aproximación dife

rencial (tradicionalmente usada en el estudio de ondas de deriva). Al integrar

la ecuación de Vlasov linealízada se obtiene entonces una ecuación integral

que es resuelta numéricamente. En particular resulta de interés el estudio

de las modificaciones que se producen en la estructura espacial y frecuencia

de los modos inestables al variar T (T = Te/Ti). En el capitulo V se resumen

los re5ultados obtenidos y se discute un mecanismopara explicar la penetra

ción de un perfil de corriente. Finalmente en el apéndice A se presenta la

deducción de la densidad electrónica perturbada utilizando la ecuación de de

riva cinética y en el apéndice B se discuten las técnicas numéricas utilizadas.

A menosque se indique lo contrario en este trabajo se utilizará el sistema de

unidades cgs Gaussiano y la temperatura se expresará en unidades de energia

(T E KT, K constante de Boltzman).



ll-HODELO DE DOS FLUIDOS

Eneste capitulo se utilizan las ecuaciones de dos fluidosz3, en la

aproximación de plasma frio (Te,í + 0), para estudiar las inestabilidades

producidas por gradientes de velocidad electrónica. Este modelo permite

obtener soluciones analiticas de la ecuación de estructura del modoy la

relación de dispersión resultante pero (debido a la aproximación de plasma

frio), no puede ser utilizado para estudiar inestabilidades producidas por

gradientes de temperatura.

A-Equilibrio

La situación fisica analizada en este trabajo se encuentra esquematí

zada en la fig. l. Por simplicidad se considera un sustrato de plasma y un

sistema de coordenadas cartesianas con versores 2,9,2. El campomagnético
a ¡A n A

resulta de la superposncnon de un campo externo uniforme, Boz, y el campo

producido por la corriente, By(x)y.

g = Bo (z + y By/Bo)

donde By/Bo = € << l y se considerarán sólo términos de primer orden en E.

El orígen del sistema de coordenadas se elige de modo que E: Elx = 0) = 0

(dond35_es el vector de onda de la perturbación) y por lo tanto el plano

x = 0 resulta una superficie racional. La densidad de ambas especies y la

velocidad y temperatura electrónica se consideran dependientes de x y se

supone que la longitud tipica de variación de la densidad es mucho mayor que

la correspondiente a la velocidad electrónica de modoque el gradiente de

corriente se debe únicamente al gradiente de velocidad (notar que esta es
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la situación durante la fase inicial de una descarga óhmica donde el perfíl

de corriente es muchomás abrupto que el de densidad). Se define entonces

4¿(x) = -enou'(x)

donde ¿y es la corriente en la dirección del campo magnético, -e la carga del

electrón y no la densidad de equilibrio (igual para ambas especies).

B-Ecuacíones Básicas

Las ecuaciones correspondientes al modelo de dos fluidos pueden escri

birse en la forma

— + V.(na!a) = o (II-I)

donde qa,ma y na son la carga, masa y densidad respectivamente de la espe

cie a (a E iones, electrOnes), E_es el campoeléctrico, c la velocidad de

la luz, V la velocidad del fluido, v_la velocidad de las particulas, ga el

tensor de presiones y el último término en el miembro de la derecha de (ll-2)

representa el efecto de las colisiones (fa es la función de distribución de
la especie a). El tensor de presiones está dado por

arma](rw (rw mx

y la aproximación de plasma frio consiste en despreciar el término 7.Eq



Frente a la fuerza de Lorentz en (II-2). En general23 el término de colisio

nes puede aproximarse en la forma

donde v es la frecuencia de colisión para transferencia de momentoentre

la especie a y la y. Comove >> vie y se supone que ye >> V. sólo se con—l

síderan colisiones electrón-ion de modoque

c =-\)_\_/e(va.), c.=o (II-3)

(II-h)

Para completar el sistema de ecuaciones es necesario considerar las ecuacio

nes que determinan los campos. Enel limite electrostátíco es suficiente uti

lizar la ecuación de Poisson

(¡l’5)
V-E = hn a naqa

Comoen los casos de interés la longitud de onda de la pertrubación es mu

cho mayor que la longitud de Debye (AS = T/hnnoez) la ecuación (ll-S) puede

reemplazarse por la condición de cuasíneutralidad

(ll-6)



Las ecuaciones (Il-l), (ll-h) y (Il-6), junto con la definición (ll-3),

forman elsistema de ecuaciones utilizado en este capitulo.

C-Ecuacíón de Estructura del Modo

Para obtener las ecuaciones que describen la evolución de perturbaciones

de pequeña amplitud se linealiza el sistema de ecuaciones presentado en la

sección anterior. Esto se consigue considerando que todas las magnitudes de

interés pueden expresarse como la suma de un valor equilibrio más una pertur

bacíón

E = E + E- —o —l

B = B + EJ" ’° (ll-7)

ya = Vo +

na = nao + "a1

donde el subïndice 0 corresponde a las cantidades de equilibrio y el 1 a la

perturbación (no confundir EO, campo total de equilibrio, con Bo, módulo del

campoexterno). Las cantidades de equilibrio se eligen de acuerdo con la si

tuación fisica que se desea estudiar; en este caso se considerara

E = o.0

go = B (2 + 9 By/Bo)

lío - o geo = u(x) Eo/lEol

nIO = n60



y ademas se supondrá que EJ = 0 (aproximación electrostática). Reemplazando
y _ ‘ . ¡n . . .
tll 7) en las ecuaCIones oasucas del modelo y linealizando respecto de la

perturbación se obtienen las siguientes ecuaciones

al
__. + V .V 
at nao yal + yao "al + llei] vnao o

3V V X B“al qa —al+ .V . =-— —-——¿:9 
at (Mao)V1+(V1V)Ïao (51+ )+ca1 ("8)m ca

zn¡l - nel

donde Ze es la carga de los iones. Es importante notar que en la segunda

ecuación del sistema (II-8) aparece el término convectívo (!01.V)!ao.Este

término (que se anula para perfiles uniformes de velocidad) es el que pro

duce la inestabilidad y por lo tanto las inestabilidades de este tipo se

conocen como inestabilidades convectivas.

La estabilidad del equilibrio considerado se determina utilizando el

método de análisis de modos normales. Para ello se supone que las magnitu

des perturbadas tienen una dependencia temporal del tipo exp(-ímt) y se cal

cula el signo de la parte imaginaria de la frecuencia. Si lm(m)>0el modo es

linealmente inestable (la perturbación crecerá en el tiempo), si Im(m)<0el

modoes estable (corresponde a una oscilación amortiguada) y sí Im(w) = 0 se

dice que la perturbación es marginalmente estable (amplitud constante). Como

el equilibrio considerado es inhomogéneoen dirección x no es posible utili

zar una única componentede Fourier, exp(ikxx), para describir la dependencia

espacial de la perturbación en esa dirección y por lo tanto se consideran per

turbaciones de la forma



V (r,t) = Üa(x) exp(ikyy - iut)

Ó(L,t) = ¿ (x) exp(ikyy - íwt) (||_3)

na¡(L,t) = na(x) exp(ikyy - iwt)

dondeo(¿,t) es el potencial electrostático (Eflrjt) = 'VQ(L,C»y kz no

aparece debido a las condiciones impuestas en la sección A. Reemplazando

(Il-9) en la ecuación de continuidad linealizada se obtiene

e 1 í- r a(¡ax * aná"n = _) ¿10(kyv- .— )- max-J (II-10)

donde k” = 539/IEJ (se elimina el subindíce 0 del campode equilibrio por

que 24 = O). Las velocidades perturbadas se calculan a partir de las ecua
ciones de momentolinealizadas obteniéndose

a . 3o . 
= -———-——————- w 7- - Q k

(1x m (Q2 _ w? ) (l dC! 0X 0. YÓ)a a do

(II-ll)

“ qa r k Qu“ “za 36
a ‘ -1-- (529 - -——--eu') + —- (u'e + Qu)

Y m (92 _ m2 ) w a Q a axa a da da a

donde

ano
ud = w + ¡v - byua (vl = 0, uí = 0) Qu = Egg (qe - 'e)



ptd

Reemplazando (ll-11) en (II-10) y considerando Q2 >> má (aproximación de

baJa frecuencia) la condición de cuasineutralídad puede escribirse en ¡a

forma

2 ' 2" "q ac ao n' kuB' szz kau' n'kQ-Ia o fl a * fl . /

¡zz-.87 +a—(- -———Y)+o(—”-%fi-k2— °Y°‘)J=o (Il-12)
ma a”a _ x x no “da By “da “da no “da

2 2Te 2T me eop =__ v:=—— u=— ÓE—
m.Q? m m. T

l l e l e

md n'
Z = - ze = e u E E- n' E —2-p

Q. v n 5
I l e o

un BIO v .u'2—5 B'E—s vE-e- c=1—3
v B Q. e z

e y | e

2h
16 nLQZZeun. QnA

IO
C ||

e 6 ¡[2- ml"2 TMe e

y normalizando k;l y x con respecto a ps se obtiene la siguiente ecuación
en función de variables adimensíonalizadas

32o ao kus'u"222 __+__(n'-L_.L_).-k2o +
3x2 3x z C Z2e e (ll-13)

_ k k 2

w ’í (:Í*ky“')*ky“"—1"2) —o
C z u ZeCe Z
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donde se despreciarOn términos de orden u comparados con l

D-Teorïa Local

Sí las longitudes caracteristicas asociadas con los gradientes de

las magnitudes de equilibrio son muchomayores que la correspondiente a

Ó(Ó‘/Ó >> l/L ) la perturbación se comporta como si el plasma fuesen,u,B

homogéneoy por lo tanto puede utilizarse la aproximación local. Esto se

consigue reemplazando a/ax por ikx en la ecuación diferencial (II-13) y

considerando kíL; U B >> l. Se obtiene asi la siguiente relación de dis

persión

k; k kl/u' 1 z2
-sz2+—'—+—y— +kyn' (— -—)=o (Il-lll)2 2 1/2

uzece zeCeu zece z

142 _ 2 2 = - = _ '
donde k —kx + ky. Tomado Z 1 y consuderando que zece z kvuu

la ecuación (Il-1h) puede reescribírse en la forma

2 k k//
z2 + z(ív -2k uu'LQ) - ívk uu'vá + —y (k2 2- l) - y (u' + n'u) +

// // 2 2uk k

k n' kzu2 ivk,u
+ y // _ l/ )= o (“-15)

2k2 u u“

Esta es una ecuación de tercer grado en z y por lo tanto la obtencíon, y

posterior análisis, de una condición general para la existencia de modos

inestables resulta bastante complicada. Se prefiere entonces considerar

algunos casos particulares que permiten ilustrar las caracteristicas ba



sicas de la inestabilidad y los efectos asociados con colisiones y gradien

tes de densidad.

Despreciando las colisiones (V = 0), el gradiente de densidad (n' = 0)

y el corrímiento Doppler (kflu/ulaz << l) se obtiene

rk2 kku' V2
1 // l

z — l + y”, l (II-16)k u un J

La condición de inestabilidad resulta entonces

k2
_// +kk u' <0 (Il-¡7)
u1/2 Y//

Reemplazando by por kz esta condición resulta (a menos de factores de norma

lización) semejante a la obtenida en la ref.lh. Comoejemplo se considera un

perfil lineal de velocidad

U(X) = Uo(l - x/LJ) con x/LJ << 1 y uo < 0 (|uo]<< l)

Utilizando este perfil de velocidad la proyección del vector de onda en la

dirección del campo resulta

K” = - kyxuoB/LJ)"2 (3 = BInTe/QS)

Reemplazando5 y u' en la condición de inestabilidad se encuentra que el/

modoes inestable en la región definida por

-LJ. <x<0
8LJ



Tomandoxo = -U/23LJ se obtiene (para modos inestables)

ik u '

z(Xo)=—yl o] (“48)
2k LJ

ComoRe(z) = O esta solución corresponde a perturbaciones crecientes en el

tiempo pero sin componentesoscilatorías.

Incluyendo colisiones y el corrimiento Doppler (pero con n' = 0) se

obtiene

ku iv 1 li k2 kku' ¡2

z=L-_i_ [-v2+_(l+¿)Jwn 2 2 k2LI um

La condición para la existencia de modos inestables es la misma que antes y se

observa que el corrimiento Doppler sólo contribuye a la parte real de la fre

cuencia (de modoque aparecerá una componente oscilatoria) mientras que las co

lisiones disminuyen la tasa de crecimiento de la inestabilidad (|m(z) + 0 para

v->m)_

Si se mantiene el gradiente de densidad pero sin colisiones (v —0) y

considerando k”U/Uiíz << 1 se obtiene

1 k; k k” V2

z=— [— +—1-(u' +n'ul] (Il-20)k u “1/2

El carácter estabilizante o desestabilizante del gradiente de densidad depen

derá de los signos relativos de u',n' y u. En el estudio de la penetración de

un perfil de corriente puede considerarse u' > 0,u < 0 y n' > 0 y por lo tanto

el gradiente de densidad tendrá un efecto estabilizante.



E-Teoria no Local

En esta sección se presentan soluciones analíticas de la ecuación

(II-13) para perfiles sencillos de velocidad, densidad y campomagnético.

Este método permite obtener tasas de crecimiento que no dependen de x y kx

(como sucede con la teoria local) y al miSmotiempo proporciona información

sobre la estructura espacial de la perturbación.

Se verá más adelante que, dentro del rango de valores de los paráme

tros considerado, la longitud tipica de variación de o es muchomenor que

las longitudes caracteristicas de los gradientes de densidad y campomagné

tico. Esto permite despreciar el término proporcional a O‘ (comparado con el

de o“) en la ecuación de estructura del modoy por lo tanto la ecuación re

5ultante puede escribirse en la forma

2

.— —P(x’_z)Ó= 0
3x2

donde

k2 k k u' l l

p(x,z)=-_”__y_/¿_V-kynn(_ -—)+k:,
2 2 2

zeceu zeCeu z;eze z

Esta ecuación es similar a la ecuación de Schrodinger pero con un “potencial”

complejo, P(x,z), (notar que, por analogia con mecánica cuántica, se utiliza

potencial para P(x,z) y no para o). Para poder resolver analiticamente el pro

blema de autovalores planteado en la ecuación (ll-21) es necesario que P sea

una función relativamente simple de x. Un caso bastante sencillo, pero de todos

modos interesante, se presenta cuando P(x,z) es un polinomio de segundo grado



en x. Esto se consigue utilizando los mismos perfiles que en la sección an

terior para u(x) y k (x), tomando n' = LJ y desprecíando el corrímiento Doppler.

Conestas hipótesis la ecuación (II-21) puede escribirse en ¡a forma

32o f kzugszr 1 u xu 1 1 ]

—2+<í;¿-k:,+—y2——lx2(+——-)+—(—— -— Í=0 (¡l-22)3x K u z c Z+|V zLNLJB B LJ(z+¡v) LNz

definiendo

hkzuáB 1 1

z = izí ( Zi 3>0 ) S = "jL‘ [‘—-'-T_ ' ”-']uzí LJ(z+¡v) LNZ¡

hkz 2 2 1

A2=__yï28[:_ +.L_]2

u zí zív LNLJz¡B

e introduciendo una nueva variable, y, definida como

y= —(Ax+—)
A 2A

se obtiene

BZÓ sz k2 yz+Ó —_y.-__:0
ay2 16A3 A h

20



., - . . . . 2 . .Esta es una ecuacuon parabolica culnndrnca S y por lo tanto la conducuon de

que los modos sean localizados (C * 0 para y + tw) proporciona la solución

usual en base a funciones de Hermite (Hn).

Ó(y) = z-n/z Hn(y//Ï) exp(-y2/h) n = l,2,... (ll-2h)

El ancho característico de la perturbación puede estimarse calculando la po

sición de los puntos de retorno. Estos puntos definen las posiciones en las

que se igualan las energias potencial y cinética de un oscilador armónico clá

sico y son las soluciones de la ecuación

hkz 52

y2 + —y - IT; (II-25)A A

La relación de dispersión se obtiene a partir de la condición de cuantificación

que puede escribirse en la forma

s2 2k2
y-- - -- = 2n+1 (Il-26

8A3 A )

Debido al complejidad de A y S esta ecuación resulta muydificil de resolver

en general y pOr lo tanto se consideran las mismas situaciones que en la sec

ción precedente.

En ausencia de gradientes de densidad (LN'+on) la ecuación (II-26) se re

duce a

z¡(z¡+v) + (2n+i)lu(JIBz;/2(z¡+\))l/2 u2

kyu “L(.N

21



Definiendo w = (z¡+z¡v)bi se obtiene una ecuación de segundo grado para w. Una

vez calculada w se resuelve la ecuación

22¡+z¡\)-wz=0

obteniéndose

z lalr i<2+mla\) n U n U u

z¡=-—+—-(í\;2+ — o +1 o +_° (“’28)2 2, k k2 2 L2

L. L yu \ y“ J J

Resulta claro que el estado fundamental (n=0) es el más inestable (zí + 0

para n + m) y que las colisiones tienen un efecto estabilizante (zí + 0 para

v + aol

En el caso no colisionante pero con gradientes de densidad la condición

de cuantificación resulta

k lu iU(L 'L )2 k z u
r .

y É 2 14 J - 17' l = 2n+l (¡l-29)2ZíB
donde

D = 1 + u/LNLJB

Resolviendo la ecuación de segundo grado para zí se obtiene

2 L6

(2n+l)[u {8092 1 (2n+l)2u2082 u2 L
zi =——o_. +_ —22_°_.+_0.2g-1__J (“-30)

Zkyu 2 kyu DLJL LN
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Recordando que Lu > L queda claro que un gradiente de densidad del mismoJ

sentido que el de velocidad tiene un efecto estabilizante.

A fin de recobrar los resultados de la teoria local se considera ahora

el caso de un perfil de velocidad suave (LJ'1 << B/kyu) en el limite no coli

sionante, sin gradiente de densidad y con n=0. En este caso la tasa de creci

miento de la inestabilidad está dada p0r

k Iuoluz:_L__
l 2

hLJB

Utilizando este valor de zí pueden calcularse los puntos de retorno

k2 3u »-__‘/u
x = - -— x2 

l L a 16LJ383

Comolxll >> lle el ancho de la perturbación es aproximadamente u/BLJ y Dor

lo tanto es razonable considerar kx=ZBLJ/u (con k: >> k3). Reemplazando este

valor de kx en los resultados obtenidos utilizando teoria local se recupera

el valor de zí dado en (ll-31).
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Ill-MODELO CINETICO PARA ELECTRONES

Las ecuaciones de dos fluidos utilizadas en el capitulo anterior no

incluyen los efectos asociados con la interacción resonante entre ondas y

particulas (amortiguamiento de Landau) y por lo tanto son válidas sólo si

la velocidad de fase de la perturbación en dirección paralela al campo mag

nético es mucho mayor que la velocidad térmica de las particulas (ui/k]y>>

ve,¡). Se verá más adelante que esta condición no se satisface en general

para los electrones y que pe es siempre muchomenor que cualesquiera de las

longitudes de interés. Resulta claro entonces que un modelo que describa

correctamente el movimiento de los electrones en dirección paralela al campo

magnético y no incluya los efectos relacionados con la rotación de Larmor

resulta más apropiado para estudiar el problema considerado. La utiliza

ción de un modelo cinético permite estudiar además las inestabilidades

producidas por el gradiente de temperatura electrónica que aparece c0mo

consecuencia del gradiente de densidad de corriente. En este capitulo se

utilizará la ecuación de deriva cinética para describir la dinámica elec

trónica y se mantendrá el modelo de fluido frio para los iones.

A-Ecuación de Estructura del Modo

El cálculo de la densidad electrónica perturbada se encuentra es

quematizado en el apéndice A y por lo tanto aqui sólo se presenta el re

sultado final

en; kyve n' Té _ \ k u'
e = J- - Une) + —-(Z(ne)+ne/ + (—L + 1) [1 + nez(ne)] (HH)T c ¡2|k IQ n T Qe e \ // e e // e
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donde

'..+|\,"k u
n =—” i( )—z( ><2 1/2) e80
e EV ne - ne ne Qe = _

fl e mec

iv

Ce =1+ Z(ne)
Ihvlve

y Z(ne) es la conocida función de dispersión del plasma26. La densidad ió

nica perturbada se obtiene a partir del modelo de fluido frio del capitulo

anterior y resulta

N en [32o n' 3 y 2.? n'k Q.
ni: °=—+—°—+o(i'-k2-—°L'—) (III-2)

m Qz ¡3x2 no 3x m2 y n w

Introducíendo las definiciones (notar que ahora Te es función de x)

2T 2T
T (x) = T t(x) (t(x=o)=1) v2 = 6° 2 = .2e eo eo p

m S m.Q%
e l l

T' nl u'
us% T‘=—eo n'E—°p u'E-p

eo T 5 n 5 V s
e O eo

_ 1Jl/z í z+¡'\)-k//uulá ¡vquZ(n )ne=Tl(——) c=1+____yEt 2 k 2e ¡”I Il<//It

normalizando x, k;l y 5;! con respecto a ps y utilizando las restantes varia
bles adímensionales definidas en el capitulo anterior se obtiene, a partir
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se la condicion de cuasineutralidad, la siguiente ecuación diferencial

32o ao
—+n'—-Q(x,z)o=0 _
3x2 ax (III 3)

donde

k2 k nl 1 I—
Q(x,z)=-(-”-k2—_ _Y_ .

z2 y z + ZZCtVZJ: Ik li” un ) + Te Z<ne)+ne/ +
K fl

2 1 k u'uyí

+ '“ l+ neZ(ne)J( y + l) (“'40t //

Las ecuaciones obtenidas en el capitulo anterior utilizando el modelo de

fluido frio pueden recuperarse, a partir de (III-3), desarrollando la fun

ción de dispersión del plasma en el limite de argumento grande, desprecian

do el término proporcional a T'e y tomando t(x) = l. En efecto, para Inel

>> l se tiene

Z(n)=--—-—
e 3

ne Zne

y en consecuencia

2
k” Iv1+nZ(n)=-—— c=¡-—

e e 222 u ze e

Reemplazandoestos resultados en Q(x,z) se obtiene (ll-13).
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La ecuación (lll-3) es extremadamentedificil de tratar analítica

mente debido a la complicada dependencia espacial de Q(x,z) y este problema

no puede superarse considerando perfiles relativamente sencillos de veloci

dad, temperatura y densidad porque el argumento de la función de dispersión

del plasma también depende de x. Podria pensarse en la posibilidad de utili

zar los desarrollos asintóticos de Z(ne) pero esto no es posible debido a que

en los casos de interés el valor absoluto dentf calculado en el punto en que

la amplitud de la perturbación es máxima,resulta del orden de la unidad. De

bído a lo expuesto anteriormente, en el resto de este capitulo se presenta

rán los re5ultados obtenidos a partir de la resolución numérica de la ecua

ción (Ill-3). Los métodos numéricos utilizados se discuten en detalle en el

apéndice B por lo que aqui solamente se menciona que se usó un código de ele

mentos finítos que permite obtener el valor de z y la autofunción correspon

diente. La falta de soluciones analitícas puede compensarse en parte notando

que, comose mencionó en el capitulo anterior, la ecuación de estructura del

modo (sin el término proporcional a ao/ax) se asemeja a la ecuación de

Schrüdínger y por lo tanto el estudio de la forma de Q(x,z) permite encon

trar algunos argumentos cualitativos para explicar los cambios que se produ

cen en la frecuencia y estructura espacial de las autofunciones al variar los

parámetros de interés.

Antes de proceder a la resolución numérica de la ecuación (III-3) es

necesario especificar los perfiles de velocidad, temperatura y densidad que

serán utilizados. En este sentido es conveniente que los perfiles usados sean

relativamente sencillos, pero al mismotiempo proporcionen una buena descrip

ción de la situación fisica considerada. En la fase inicial de una descarga

óhmica la corriente (y en consecuencia la temperatura electrónica) disminuye

hacia el interior del plasma mientras que la densidad aumenta. La utilización

de perfiles lineales de velocidad y temperatura no resulta del todo aconsejable
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ya que ambas magnitudes aumentarïan indefinidamente con x. Los siguientes

perfiles parecen una elección razonable para describir el proceso de penetra

ción de una corriente en un plasma

r 1

u(x) = uO Li - tanh(x/LJ)] = ZUO/[l + exp(2x/LJ)}

'r (III-5)
lTe(x) = Teo {l - tanh(x/LT)] = 2Teo/Ll + exp(2x/LT)

no(x) = n0(0) exp(x/LN)

donde LJ, LT y LNson las longitudes caracteristicas de los gradientes de ve

locidad, temperatura y densidad respectivamente y uo y Teo son la velocidad

y temperatura electrónica en x=0. En general se considerará que la velocidad

de los electrones es mucho menor que la velocidad térmica fluol<< 1) y que

Teo es del orden de algunas decenas de eV. Debe notarse que se ha utilizado

la mismadependencia espacial para los perfiles de corriente y temperatura

pero que, en principio, LJ y LTpueden ser diferentes. En la fíg.2 se presen

tan los gráficos de velocidad,temperatura y densidad en función de x. Una vez

que se ha especificado el perfil de corriente puede calcularse el campomag

nético resultante

B x) Bu Lo 2 exp(2x/LJ)l-=- J9n____—
Bo uL2 l + exp(2x/LJ)

Es posible verificar que para x/LJ << 1 se recupera la expresión aproximada

utilizada en el capitulo anterior.

B-Inestabilídades Producidas por Gradientes de Velocidad
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En esta sección se estudian las inestabilidades producidas por gradien

tes de velocidad electrónica en un plasma con temperatura uniforme. Para ello

se resuelve numéricamente la ecuación (lll-3) en el limite LT + m y se deter

mina la dependencia de la frecuencia y estructura espacial de los modos ines

tables respecto de los parámetros de interés. Para facilitar el análisis de

la situación considerada se comienza por el caso más sencillo (plasma no coli

sionante y con densidad uniforme) y se agregan posteriormente los efectos re

lacionados con gradientes de densidad y colisiones.

En la fig. 3 se graficaron o (fig. 3a) y Q (fig. 3b) en función de x con

ky=1, LJ=2.S, uO=-0.l, Te°=l+0ev, n=5xio12 cm'3, B=2xio" c y z=(oL68+¡ 5.98)

x 104 . A menos que se indique lo contrario de aqui en adelante las lineas lle

nas corresponden a la parte real y las punteadas a la parte imaginaria. Los

gráficos de ó y Q presentan dos caracteristicas importantes. Primero, la par

te real de Q es negativa para x entre -2.5 y -0.5, presenta un minimoen

x=-l y tiene una forma aproximadamente parabólica alrededor de este minimo

(la parte imaginaria es muchomenor que la real). Segundo, consistente con

la forma de Q, la función de onda, o, resulta una perturbación localizada,

de forma semejante a una Gaussíana y centrada en xz-l. conociendo la forma

de o es posible verificar la validez de la aproximaciones involucradas en

el modelo de fluido frio del capitulo anterior. El módulo del argumento de

la función de dispersión del plasma (calculado en la posición del máximo

de o) resultó aproximadamente igual a 1.5 y esto indica claramente que aun

a temperaturas relativamente bajas los efectos cinéticos juegan un papel im

portante. Para poder comparar los resultados obtenidos utilizando el modelo

cínético con los correspondientes al modelo de fluido frio se resolvió nu

méricamente la eCuación (II-13) utilizando los mismosperfiles de velocidad

y campomagnético que en el caso cinético. Los resultados obtenidos se resu

men a c0ntinuación
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Temperatura Modelo z Localización

1+0eV cinétíco (0.68+i5.98)xl0_3 -1.¡

lio eV fluido (l.02+í8.ll6)xlO-3 -1.5

100 eV cínético (o.88+¡li.91)xio'3 —o.7

100 eV fluido (l.5l+í9.Sli)xlO-3 -1.o

La tabla precedente muestra que los resultados obtenidos con ambos modelos

difieren apreciablemente y que esta diferencia se hace más importante al au

mentar la temperatura. Puede notarse que la tasa de crecimiento obtenida con

el modelo de fluido frio resulta mayor que la correspondiente al modelo ciné

tíco y esto se debe al efecto estabilizante del amortiguamiento de Landau de

los electrones. En todos los casos la parte real de la frecuencia coincide

casi exactamente con el valor del corrímiento Doppler (%vuu-V&)calculado en

la posición del máximode la perturbación; la diferencia entre los resultados

correspondientes a ambos modelos se debe entonces al desplazamiento de dicho

máximo.

En la fig.h las curvas l y 2 corresponden (respectivamente) a las partes

real (zr) e imaginaria (zi) de la frecuencia en función de ky para LJ=2.5,

u°=-0.l y Teo=h0 eV y la curva 3 corresponde a la parte imaginaria de z para

los mismos valores de LJ y uo pero con Teo=100 eV. A menos que se indique lo

contrario se utilizará Z=1, n=5x1012 cm-3 y B=2x10hG en el resto de este tra

bajo. Estos valores resultan apropiados para describir, por ejemplo, el proce

so de difusión de la corriente en un tokamak (la densidad es la correspondien

te al borde del plasma) pero debe notarse, sin embargo, que en el caso no co

lisionante n, B y Teo no aparecen separadamente en la ecuación de estructura

del modo sino que se combinan para formar B y por lo tanto los resultados ob

tenidos serán válidos para cualquier otra combinación de n, B y Teo que pro

duzca el mismo valor de B. El gráfico muestra que el modo es inestable dentro

de un amplio rango de valores de ky y que la tasa de crecimiento de la inesta
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bilidad, zi, es máximaen kyzi para ambos val0res de temperatura. La parte

real es mucho menor que la imaginaria (para kytl) y no cambia apreciablemente

con la temperatura (por eso se graficó una sola curva). Comoby=kyBy/Bo, y
la parte real proviene principalmente del corrímiento Doppler, seria razona

ble esperar que zr creciera al aumentar ky. En el gráfico se ve claramente

que esto no ocurre y eso se debe a que el aumento en ky es compensado (y aun

superado) por la disminución que se produce en u y By al desplazarse el máxi
mode la perturbación hacia el origen.

La fig.5 es un gráfico de las partes real (curva l) e imaginaria (cur

va 2) de la frecuencia en función de Teo con ky=1, LJ=2.S y uo=-0.l (las cur

vas 3 y h corresponden al caso colisionante que será analizado más adelante).

El modo resulta inestable en todo el rango de temperatura considerado y se

observa que la tasa de crecimiento de la inestabilidad tiene un máximoen

Teo=h0eV mientras que la parte real crece ligeramente con la temperatura.

En la fig.6 se presentan las partes real e imaginaria de la frecuencia en fun

ción de LJ con ky=1, uo=-0.i y dos valores de temperatura; Teo=h0 eV (curvas

I y 2 respectivamente) y Teo=100 eV (curvas 3 y h respectivamente). Al aumen

tar L ia tasa de crecimiento disminuye rápidamente (y este efecto es másJ

notable a altas temperaturas)_mientras que la parte real toma el mismovalor

para ambas temperaturas. Para valores grandes de LJ la teoria de fluidos del

capitulo anterior indica que zi deberia ser proporcional a LJ (cf. ec. (Ill

31)); este comportamiento se observa en la curva 2 pero no en la h y eso se

debe a que al aumentar la temperatura los efectos cinéticos hacen que los re

sultados del capitulo anterior pierdan validez. En la fig.7 se graficaron las

partes real e imaginaria de la frecuencia en función de Iuol con ky=l, LJ=2.5

y Te°=h0 eV (curvas 1 y 2 respectivamente) y Teo=100 eV (curvas 3 y h respec

tivamente). El gráfico nuestra claramente que la tasa de crecimiento de la ines

tabilidad aumenta en forma casi lineal con Iuol siendo este comportamiento se

U) U)
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mejante al observado en el capitulo anterior. La parte real de la frecuencia

se incrementa en forma casi cuadrática con Iuol y esto se debe a que el co

rrimiento Doppler es prop0rciona| a Uá.

Hasta ahora se han estudiado las inestabilidades producidas por la

existencia de un gradiente de velocidad en un plasma no colisionante y con

densidad uniforme. Comoen toda situación experimental existen gradientes de

densidad y colisiones es importante estudiar los cambios que se producen en

la frecuencia y estructura espacial de los modosconsiderados cuando se in

cluyen ambos efectos. La fig. 8 es un gráfico de las partes real e imagina

ria de la frecuencia en función de LNcon ky = l, LJ = 2.5, uo = -0.1 y

Teo = ho eV (curvas l y 2 respectivamente) y Teo = 100 eV (curvas 3 y h

respectivamente). En el gráfico puede verse que al disminuir LNla parte

real de la frecuencia cambia apreciablemente mientras que la parte imagina

ria deCrece levemente (o sea que el gradiente de densidad tiene un efecto

estabilizante). Los resultados numéricos indican que |zr-Erl (donde Er es

el valor de zr para LN+ m) aumenta en forma aproximadamente lineal con

L&1para pequeños valores de LNy este comportamiento es semejante al de la

frecuencia de deriva diamagnétíca asociada al gradiente de densidad. Puede

decirse entonces que la parte real de la frecuencia se debe en este caso a

dos contribuciones; el corrimiento Doppler y la frecuencia asociada al gra

diente de densidad. Comopara los valores de temperatura considerados la fre

cuencia de colisión (normalizada respecto de Qí) resulta aproximadamente del

mismoorden que la frecuencia de la perturbación es lógico suponer que la

inclusión de las colisiones modificará los resultados obtenidos y que estas

modificaciones serán menos importantes a medida que la temperatura aumenta

(recordar que v a T;;Q). En la fig. 5 se graficaron -zr(curva 3) y z¡(curva

h) en función de Teo con ky = 1, LJ = 2.5, u =-0.l, LN = 100 y v# 0. ComoO

podia esperarse las colisiones tienen un efecto estabilizante y este efecto
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es más pronunciado a temperaturas más bajas. La estructura espacial de la

perturbación es básicamente la misma que en el caso no colisionante y por

lo tanto los cambios producidos en la parte real (aumento del valor absolu

to y aparición de un minimo en -zr) no se deben a una modificación en la

contribución proveniente del corrimiento Doppler sino que representan un

aporte propio de las colisiones

C-Inestabilidades Producidas por Gradíentes de Temperatura

En esta sección se estudian las inestabilidades producidas por gra

dientes de temperatura en un plasma por el que circula una corriente uni

f0rme. Comoen el caso anterior se comienza por la situación más sencilla y

luego se introducen los efectos relacionados con gradientes de densidad y

colisiones.

En el capitulo anterior se mostró que, en presencia de un gradiente de

velocidad, la contribución proveniente del término convectivo es responsable

por la aparición de modos inestables. Las inestabilidades producidas por gra

dientes de temperatura se deben, en cambio, al movimiento de deriva que se

produce en todo plasma inhomogéneo y magnetizado. Esta deriva se debe al mo

vimiento de ciclotrón de las particulas en un plasma inhomogéneo, y es per

pendicular al campomagnético y a la dirección de los gradientes. En presen

cia de gradientes de densidad y temperatura y suponiendo una función de dis

tribución localmente Maxwellíana la velocidad de deriva resulta.

V cT Vn VT

—D= - —--2 (—+ —- X E
qB n T

Las inestabilidades relacionadas con este movimiento se conocen con el nombre
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8,27
de inestabilidades de deriva1 y proporcionan un mecanismomás eficiente

(en un plasma de baja densidad) que los procesos ordinarios de relajación pa

ra disipar la energia libre asociada con las inhomogeneídades del plasma.

En la fig. 9 se graficaron Q(fig. 9a) y Q (fig. 9h) en función de x

para ky=l.5, LT=h, Teo=100 eV, uo=-0.1 y z=(2.87+i1.50)x 10-2. La parte real

de z presenta una diferencia importante respecto de los resultados obtenidos

en la sección anterior y eso se debe a que en este caso la contribución prin

cipal no proviene del corrimíento Doppler sino de la frecuencia de deriva

diamagnética asociada con el gradiente de temperatura. Resulta claro, además,

que la parte real de Q(x,z) es menor que cero para x>0 y sin embargo la fun

ción de onda se anula rápidamente. Esto se explica considerando que la parte

imaginaria de Q(x,z) es del mismo orden que la parte real y puede, por lo

tanto, proporcionar un mecanismoalternativo para localizar la perturbación.

En efecto, analizando la fíg. 9 puede notarse que en este caso la forma de

¿(para x>0) corresponde a una oscilación amortiguada y no a un decaimiento

exponencial semejante al de la sección anterior. Se verá más adelante que

no siempre ocurre lo mismoya que para otros valores de los parámetros la

perturbación queda localizada debido a la existencia de un pozo en la parte

real de Q(x,z). El valor absoluto del argumento de la función de dispersión

del plasma resulta nuevamente del orden de la unidad (para los parámetros de

la figura) y por lo tanto debe utilizarse la forma exacta de esta función.

En la sección lll-A se consideraron perfiles semejantes de velocidad y

temperatura electrónica pero introduciendo la posibilidad de que las longi

tudes caracteristicas asociadas con cada uno de los gradientes (LJ y LT)

sean diferentes. Sí bien no existen suficientes datos experimentales al res

pecto parece razonable considerar LTalgo mayor que LJ ya que, siendo el gra

diente de temperatura consecuencia del gradiente de corriente, cualquier pro

ceso de difusión térmica tendrá como resultado un perfil de temperatura más
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suave que el de velocidad. La verdadera relación entre LJ y LT dependerá

del balance entre las tasas de calentamiento y difusión pero de todos modos

el comportamiento cualitativo de los modos producidos por la acción simul

tánea de ambos gradientes (estudiados en la próxima sección) no resulta afec

tado por pequeños cambios en la relación LT/LJ.

En la fig. 10 se presentan las partes real e imaginaria de la frecuen

cia en función de ky para LT=h, uo=-0.l y dos valores de temperatura; Teo=

50 eV(curvas l y 2 respectivamente) y Teo=lOOeV(curvas 3 y h respectivamente).

Puede verse que al aumentar la temperatura disminuye el ancho de la región en

que el modo es inestable y al mísmo tiempo el máximo de la tasa de crecimiento

se desplaza hacia el origen. La parte real de la frecuencia resulta mayor que

la imaginaria (notar las diferentes escalas utilizadas en el gráfico) y crece

casi linealmente para ky 2 l siendo este el comprtamíento correspondiente a la
frecuencia de deriva diamagnética asociada con el gradiente de temperatura. La

fig. ll muestra las partes real (curva l) e imaginaria (Curva 2) de la frecuen

cia en función de Teo para ky=l.5, LT=hy uo=-0.l. La tasa de crecimiento al

canza su valor máximoen Teo = 70 eV y la parte real crece casi linealmente

con Teo. El análisis de la estructura espacial de la perturbación muestra que

a bajas temperaturas la localización se debe a la existencia de un pozo en la

Parte real de Q mientras que a altas temperaturas el comportamiento de la au

tofunción queda determinado por la parte imaginaria de Q(x,z). En la fig. 12

se graficaron las partes real e imaginaria de la frecuencia en función de LT

para Teo=50 eV, ky=2 y uo=-0.l (curvas l y 2 respectivamente) y Te°=100 eV,

k = 1.5 y uo=-0.l (curvas 3 y h respectivamente). Puede verse que la tasa de

crecimiento no aumenta monótonamente al disminuir LT y que la parte real de

la frecuencia crece en forma aproximadamente lineal con LT. La complicada de

pendencia de Te y Té respecto de LT hace muy dificil encontrar una explicación

satisfactoria de este compOrtamiento. En la fig. 13 se presentan las partes
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real e imaginaria de la frecuencia en función de luol Para Teo=50 eV. ky=

2y LT=h (curvas l y 2 respectivamente) y Te°=100, ky=l.5 y LT=h (curvas 3 y

h respectivamente). Comoen este caso no hay gradientes de velocidad el úni

co reSultado de aumentar [uOI es incrementar la cizalladura del campo magné

tico. En los estudios sobre la inestabilidad universal (donde se consideran

gradientes de densidad relativamente suaves) se ha encontrado que la cizalla

dura del campomagnético tiene un efecto estabilizante22 y por lo tanto po

dria esperarse que al aumentar |u°| la tasa de crecimiento de la inestabili

dad decreciera monótonamente. Los resultados numéricos muestran, sin embargo.

que esto no ocurre ya que para ambos valores de temperatura el gráfico de

zí vsluol presenta un máximo. Este comportamiento puede explicarse notando

que al variar luol cambia el mecanismo responsable por la localización de la

perturbación. Para pequeños valores de Iuol el modose encuentra localizado

debido a la existencia de un pozo en la parte real de Q(x,z) mientras que para

valores grandes de |u0| la parte imaginaria de Q(x,z) es responsable de la lo

calización. El máximovalor de la tasa de crecimiento corresponde aproximada

mente al valor de Iuol para el cual se produce la transición entre uno y otro
mecanismo.

La inclusión de un gradiente de densidad suave no modifica apreciable

mente la frecuencia y estructura espacial del modo. La tasa de crecimiento

disminuye aproximadamente un 102 cuando se incluye un gradiente de densidad

(con LN=25) y los cambios en zr son aün más pequeños. Para concluir con el es

tudio de las inestabilidades producidas por gradientes de temperatura se con

sidera el efecto de las colisiones. En la fig. ll las curvas 3 y h correspon

den a las partes real e imaginaria de la frecuencia (respectivamente) para ky

1.5, LT=h, u0=-0.l, LN=100y v#0. Resulta claro que la inclusión de las coli

siones tiende a estabilizar el modoy que este efecto es más importante a ba

_¿&).jas temperaturas (recordar que v a T La parte real de la frecuencia no
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presenta modificaciones importantes. En la fig. 1h se presentan los gráficos

de é (fig. 14a) y Q (fig. lhb) en función de x con T =100 ev' k =1,5, L =h,
eo y

u0=-0.1, LN=100,v#0 y z=(2.h0+í 1.1h) x 10-2. Comparando estos gráficos c0n

los que aparecen en la fig. 9 (con los mismos valores de los restantes pará

metros) puede verse que al incluir las colisiones se modifican apreciablemente

la forma de Q(x,z) (aparecen pozos en la parte real) y la estructura espacial

de la perturbación. Este cambio en la forma de Q(x,z) se debe al hecho de que

la dependencia espacial de la temperatura ha sido mantenida en la expresión de

la frecuencia de colisión. En general la parte real de Q(x.z) presenta dos po

zos situados casi símétrícamente respecto del origen y para algunos valores de

los parámetros la “barrera” que los separa resulta suficientemente baja y an

gosta como para que la pertrubación ocupe ambos pozos.

D-Inestabílidades Producidas por Gradíentes de Velocidad y Temperatura

En las secciones precedentes se mostró que tanto el gradiente de velo

cidad comoel de temperatura (actuando separadamente) pueden producir modos

inestables y se estudió en detalle la dependencia paramétrica de la tasa de

crecimiento y estructura espacial de la perturbación. Si bien los resultados

obtenidos son importantes,el estudio de las inestabilidades producidas por

gradientes de densidad de corriente no puede considerarse concluido ya que en

cualquier situación experimental ambosgradientes estarán presentes simultánea

mente. En esta sección se estudian entonces los modos inestables producidos por

la acción simultánea de los gradientes de velocidad y temperatura. En este

sentido resulta importante determinar si los modosestudiados en las seccio

nes ||l B y C se transforman en un único modoo si por el contrario aparecen

dos modos inestables. Los estudios muestran la existencia de dos modos ines

tables; uno de ellos se obtiene introduciendo un gradiente de temperatura en
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el modoestudiado en la sección III-B (se lo llamará “modo V“) y el otro

proviene de agregar un gradiente de velocidad al modoestudiado en la sección

lll-C (se lo llamará “modoT“).

En la fig. 15 se graficaron o (fig. 15a) y Q (fig. le) en función de x

para el modo V con ky=l.5, Te°=70 eV, LJ=2.S, LT=b, LN=lOO, uo=-0.l, v#0 y

z=(l.03+i 0.39) x 10-2. Puede notarse que, debido a la inclusión del gradien

te de temperatura, la parte real de Q(x,z) presenta ahora dos pozos. En este

caso la perturbación ocupa ambos pozos y adquiere, en Consecuencia, una com

plícada estructura espacial. En la fig. 16 se presentan o (fig. 16a) y Q (fig.

l6b) en función de x para el modo T con los mismos valores de los parámetros

2. Q(x,z) es básicaque en la figura anterior pero con z=(l.30+i 0.60) x lO

mente el mismo que en la fig. 15 (y la pequeña diferencia se debe a la dife

rencia en los valores de la frecuencia) pero sin embargo la estructura espa

cial de la perturbación resulta totalmente diferente. Este ejemplo muestra

entonces que, para un dado conjunto de valores de los parámetros, existen dos

modosinestables con diferente estructura espacial y frecuencia.

En la fig. 17 se presenta un gráfico de la tasa de crecimiento de la

inestabilidad en función de ky para el modo V con LJ=2.S, LT=h, LN=100, uo=

-0.1 y v#0. Las curvas l, 2 y 3 corresponden a Teo=h0 eV, Te°=70 eV y Teo=

100 eV respectivamente. Resulta evidente que, para distintos valores de tem

peratura, se obtienen curvas cualitativamente diferentes. La curva l tiene

básicamente la misma forma que la curva 2 de la fig. h (aunque la tasa de

crecimiento sea menor debido a las colisiones y el gradiente de temperatura)

y esto puede explicarse considerando que para Teo=h0eV la parte principal de

la perturbación se encuentra localizada en el pozo ubicado en x<0 (recordar

que este fue el comportamiento observado en la sección lll-B). En otras pa

labras puede decirse que para el valor de temperatura correspondiente a la

curva l la influencia más importante parece provenir del gradiente de veloci
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dad. La curva 2 resulta muy interesante ya que posee dos máximos y este com

portamiento puede nuevamenteexplicarse a partir de un análisis de los gráfi

cos de Q y Q. Para pequeños valores de ky la parte principal de la perturba
ción está localizada en el pozo ubicado ala izquierda del origen pero al au

mentar k se desplaza hacia el otro pozo. Uno de los máximos en la tasa de

crecimiento se obtiene cuando el modoestá localizado en el pozo de la iz

quierda y el otro cuando se encuentra en el pozo de la derecha. La curva 3

no tiene dos máximos, pero de todos modos la pendiente del gráfico de zí vs

ky cambia en ky:0.75 y esto se explica utilizando básicamente los mismosar
gumentos que antes, ya que el cambio de pendiente está relacionado c0n un

cambio en la zona de localización de la perturbación. La fig. 18 es un grá

fico de la tasa de crecimiento de la inestabilidad en función de ky para el

modo T con los mismos valores de LJ, LT, LNy uo que en la figura anterior.

Las curvas 1, 2 y 3 corresponden a Teo=50 eV, Teo=70 eV y Teo=100 eV respec

tívamente. Los gráficos de o y Q presentan básicamente las mismas caracteris

ticas que los correspondientes al modoV y por lo tanto la existencia de dos

máximosen la curva 2 puede explicarse utilizando los mismos argumentos que

en el caso anterior.

En la fig. 19 se presentan las partes real e imaginaria de la frecuencia

en función de Teo para ambos modos con ky=1.5, LJ=2.S, LT=h, LN=100, uo=-0.l

y v#0. Las curvas l y 2 corresponden a las partes real e imaginaria (respecti

vamente) del modo V y las 3 y ü a las partes real e imaginaria del modo T. Com

parando las tasas de crecimiento de ambos modos con las correspondientes a

v#0 en las figs. 5 y 11 puede notarse que, a diferencia de lo que ocurre en

las figuras mencionadas, zí no presenta máximos dentro del rango de tempera

tura considerado y que a bajas temperaturas ambos modos son menos inestables

que los estudiados en las secciones lll B y C de este capitulo. Resulta claro

además que para T o 370 eV las curvas correspondientes a ambos modos tienene
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un cemportamiento semejante pero para temperaturas más bajas la forma de las

curvas correspondientes al modoV cambia apreciablemente. Comoen otras oca

siones, el cambio en el comportamiento del modo V puede relacionarse con un

cambio en la localización de la perturbación y en este sentido es importan

te mencionar que la existencia de dos regiones diferentes es una caracteris

tica general del modoV, pero la temperatura a la cual se produce el cambio

de un régimen a otro depende del valor de ky, cuanto menor sea ky mayor será
la temperatura.

Comoen esta sección se está considerando que el gradiente de tempera

tura aparece debido a la existencia de un gradiente de densidad de corriente

en la fig. 20 se presenta un gráfico de la tasa de crecimiento de la inesta

bilidad en función de L y LT (es decir se varian simultáneamente LJ y LT peJ

ro manteniendo constante la relación LT/LJ=1.6). Las curvas 1 y 2 corresponden

al modo V y tienen ky=l, LN=100, u°=-0.l, v#0 y Teo=h0 eV y 100 eV respecti

vamente mientras que las curvas 3 y h corresponden al modo T y tienen LN=100,

uo=-0.l, v#0 y ky=2, Teo=50 eV y ky=l.5,Teo=lOO eV respectivamente. Resulta
claro que nuevamente son necesarios perfiles de velocidad y temperatura bas

tante abruptos para producir modos inestables ya que en todos los casos la ta

sa de crecimiento se anula para LJsb. Comparando la curva l con la curva 2 de

la fig. 6 se observa que la inclusión del gradiente de temperatura tiene un

efecto estabilizante para valores grandes de LJ (la diferencia entre ambos

gráficos no se debe a las colisiones que no fueron incluidas en la fig. 6).

La curva 2 presenta una estructura más complicada ya que para valores grandes

de LJ (y LT) la tasa de crecimiento de la inestabilidad disminuye en forma

similar a la observada en la fig. 12 pero para LJ=2 (LT:3.2) aparece un mi

nimo relativo. Las curvas 3 y h muestran que la inclusión de un gradiente de

velocidad tiene un efecto estabilizante en los modosasociados al gradiente

de temperatura pero no cambia la forma cualitativa de la variación de zí con

53



LT. Finalmente, en la fig. 21,5e graficóla tasa de crecimiento de la ines

tabilidad en Función de iuoi para ambos modos. Las curvas 1 y 2 correspon

den al modo V v tienen ky=1, LJ=2.5, LT=h, LN=100, v#0 y Teo=h0 eV y 100 eV

respectivamente mientras que las curvas 3 y h corresponden al modoT y tie

nen LJ=2.S, LT=h, LN=100, v#0 y ky=2, Te0=50 eV y ky=1.5, Teo=100 eV respec

tivamente. Comparando la fíg. 21 con las figs. 7 y 13 se nota que la curva 1

de la fíg. 21 tiene el mismo comportamiento cualitativo que la curva 1 de la

fig. 7 (es decir que en este caso la contribución predominante proviene del

gradiente de velocidad) pero la curva 2 presenta una estructura muycompli

cada que se encuentra relacionada nuevamente con el desplazamiento del modo

desde un pozo de Re(Q) al otro. Las curvas 3 y h presentan el mismo compor

tamiento cualitativo que las curvas 2 y h de la fig. 13 pero la posición del

máximoy el valor absoluto de la tasa de crecimiento cambian apreciablemen

te.
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IV-MODELO CON TEMPERATURA IONlCA FINITA

El modelo de fluido frio puede ser utilizado si la velocidad de fase de

la perturbación en dirección paralela al campo magnético es mucho mayor que

la velocidad térmica de los iones (Im/KVV¡I>>1)y si la variación de o en la

dirección de la inhomogeneidad es Suficientemente suave comparada con el radio

de Larmorde los iones (más adelante se presenta un criterio cuantitativo pa

ra esta condición). En el capitulo anterior se vió que el valor absoluto del

argumento de la función de dispersión del plasma correspondiente a los elec

trones es del orden de la unidad y por lo tanto (como TísTe) resulta evidente

que la primer condición se satisface ampliamente. En otras palabras, la pertur

bación se encuentra localizada bien dentro de la zona en la cual el amortigua

miento de Landau de los iones comienza a ser importante. Esta fuerte localiza

ción, sin embargo, hace que la segunda condición no se satisfaga completamente

y por lo tanto la utilización de un modelo en el que se incluyen todos los efec

tos relacionados con la rotación de Larmor de los iones produce importantes

cambios en la frecuencia y estructura espacial de los modos inestables aun para

valores de temperatura iónica bastante menores que los de temperatura electró

nica.

La mayor parte de los trabajos anteriores dedicados al estudio de ondas

de deriva y microinestabilidades utilizan el modelode fluido frio a la “apro

ximación diferencial“ para los iones. Este úl timo método conduce a una ecua

ción diferencial de segundo orden en la que se incluyen los efectos cinétícos

asociados al movimiento de los iones pero es válido sólo si |pf32/3x2|<<l y

por lo tanto no puede ser aplicado en este caso. Desde hace ya cierto tiempo

se sabe que un correcto tratamiento de la dinámica de los iones requiere la

resolución de una complicada ecuación integral en la cual la frecuencia del

modoaparece c0moaut0valor. Recientemente han aparecido algunos trabajos,
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tanto analíticos comonuméricos, en los que se estudia la estabilidad de ondas
. . . . .. . . 29-31de deriva electrostatlcas resolvuendo la ecuacuonintegral correspondiente

y se ha presentado también una extensión del método al caso de perturbaciones

, . 32 . . . A . .electromagnetlcas . En este capitulo se utilizara el formallsmo Integral para

analizar las modificaciones que se producen en los modos estudiados en los

capitulos precedentes al incrementar la temperatura ióníca.

A-Densidad lónica Perturbada

Comoel método utilizado para calcular la respuesta ióníca no es muy co

nocido en esta sección se presenta el cálculo de la densidad ióníca pertubada

con cierto detalle.

El punto de partida es la ecuación de Vlasov linealizada en el limite

electrostático

q. q.
l _ I

— + ¿.V + ——¿ x _B_.VVf —— vo.vVF¡ (HH)

donde F¡ es la función de distribución de equilibrio (función de las constan

tes de movimiento) y fi la perturbación. Las constantes de movimiento que se

utilizarán en este caso son v2 (energia) y la coordenada x del centro de giro

de las particulas (X). Para demostrar que X es efectivamente una constante de

movimiento se utiliza la definición de la posición del centro de giro de las

particulas

57



donde:_es la posición de la particula y E la del centro de giro. Resulta asi

donde v; es la componente de la velocidad en dirección perpendicular al campo

magnético y a es el ángulo de fase en el espacio de velocidades (a(t)=ao+9¡t).

Considerando que la longitud tipica de variación del campo magnético es mucho

menor que el radio de Larmor de los iones se tiene

dX dX d V_L_=_-_l__5en(Q,t+a)-l =v ‘VJ_C050.=0
l 0-! Xdt dt dtLQí

Otra forma de ver que X es una constante de movimiento consiste en considerar

que el centro de giro se desplaza a lo largo de las lineas de campomagnético

(además de la deriva, en dirección 9, debida al gradiente de E) y que este tie

ne sólo componentes en las direcciones 3 e 9.

Utilizando estas dos constantes de movimiento se define la siguiente fun

ción de distribución de equilibrio

N(x)
F.(v2,X) =

l (Trv ¡2) 3'2

exp(-v2/VÏ) (IV-2)

donde vï=2T¡/m¡. Resulta claro que N(X) debe elegirse de modo tal que la den

sidad iónica de equilibrio resulte igual a la electrónica. Utilizando un per

fil exponencial

N(X) = No explX/LN) (IV-3)

Se obtiene
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n 3 3‘ = . \ l 2 2 2 2‘
F¡(v ,X) d.¿ NOexp(1/LN¡ exp\p¡/8LN) lo(p¡/8LN)

donde Io es la función de Bessel modificada de orden cero. Comparando con

(Ill-5) se obtiene

, --1
' «2 2 í

No = exp(-pÏ/8Lñ) no(0) L|o(w¡/8LN)j (IV_4)

Debe notarse que p?/8LÉ<<1 y en consecuencia tanto el factor exponencial como

la función de BeSSel serán aproximadamente iguales a la unidad.

La función de distribución perturbada se calcula utilizando el método

de las caracteristicas

. t

f = ‘ J 7:.o.jl.ri dt' (IV-5)

donde ¿f y y] corresponden a las trayectorias no perturbadas de las particulas

y se consideró que f¡(t + -m)=0. Como

arí av2 ari ax__+___. _v F. =

X. ' avz ax_ ax al

y (despreciando términos de segundo orden en By/Bo)

3X

DI<>

Il l
<"r1

N < Il

I-I'Tl O) Vl
z

la ecuación (IV-5) puede escribirse en la forma (recordar que do/dt=BÓ/Bt+

1.Vío).
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Cl-F- it ¡3° CTí \'
r_ =_'_'_ 3-; + ‘ dt" — +— V .‘P-Vï (IV-6)

l | )T L \3t' q.B L /
í -oo l N

Considerando que las magnitudes perturbadas tienen una dependencia temporal

y espacial dada por

Ó(L,t) = ¿(x) exp(íkyy - iwt)

c (Iv-7)
f(:,!¿t) = f(x,1) exp(íkyy - iwt)

se obtiene la siguiente ecuación para ?(x,y)

q.F. f y o k cTí * r .
f(x,v) = _'_| (' -o + í Jdr (-w + y ) d>(x') expLíky(y'-y)-im] (¡i/-3)“ T. i q.B L

l K 'W l o N

donde T=t'-t. En este punto se presenta el problema de que dentro de la ín

tegral aparece 5 evaluado a lo largo de las trayectorias no perturbadas. Una

posibilidad es desarrollar ¿(x') en serie de Taylor alrededor de x y retener

los términos de hasta segundo orden en x'-x. Este procedimiento es válido

sólo si IpÉ32/3á1<<i y conduce a una ecuación diferencial de segundo orden

que incluye efectos cinéticosS (a este método se lo conoce comoaproximación

diferencial). Comoen los estudios realizados en el capitulo anterior la lon

gitud tipica de variación de 5 es del orden del radio de Larmor de los iones

(para T¡:Te) este método no resulta muyapropiado. El método utilizado en

este capitulo consiste en suponer que 5(x') cumple con las condiciones nece

sarias para la existencia de su transformada de Fourier y por lo tanto pue

de escribirse en la forma

k' .
q. A l kl lÓ(xl)=J )elx
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Reemplazando (IV-9) en (lv-8) se obtiene

r 0- Q-Fïy .A r
f.(x,v) = —L—{-o + ¡J dk‘ Q(k') J dT (-u + l )X

l _ T l (2”) -w qiBoLN
| x

(Iv-10)

x exp<i{k'x'+ky(y'-y)-mT]> l/

Comose ha utilizado una representación de Fourier para o la condición de

cuasineutralidad debe plantearse en el espacio 5¿ La transformada de Fourier

de la densidad perturbada está dada por

Fli“) = i (¿if/2 e-ikx EN") = i 25:16 e-¡kx J 73091) c131 (IV-H)

Para poder integrar en (IV-10) es necesario conocer x' e y' en función de T.

En un plasma de bajo B y donde la cizalladura del campo magnético es débil las

órbitas de los iones pueden escribirse en la forma

V

x' - x =-4Ï [sen(Q.T+a) - sen a]
Q l

í

(IV-lZ)

V-Lf' By(x)‘5/T
Y" Y = —LCOS(Q¡T+0.) - cos a] + —————

Q. Bo
l

donde g/=X¿E/IE|. Utilizando estas expresioneS'para las órbitas, efectuando

el cambio de variables x,vx,vy,v2 + X,v¿,%y,a y utilizando la relación

exp (iu senY) =
3nD48o

inY
Jn(u) e

donde Jn es la función de Bessel de orden n, se obtiene la siguiente expre

sión para n(k) en el limite de bajas frecuencias (w<<Q¡)
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Íq.“ | A i
a (k) = -¿0 r dk. muy i dx_ expi-¡(k—k')xi exp(X/L) x

l J _ J; i j 1,“) .¡’2 s- J NT. (2 ) K (L
I

(lV'ï3)
k 0%9. 1 .

x [-1+( V' ' -1)n¡Z(n¡) r°(k,k')A¿' ¿5
ZmLN J j

donde

w r 2 .2

n. = Fo(k,k') = Io(hh'pzi/2) expí- (h—+h—)l [k |v. h// l

= _ 2 2 f 2 2 'Id 2 _ 2 2 .2 _ .2
A exp( pi/BLN) L|o(p¡/8LN)J h —k +ky h —k +ky2

B-Ecuación Integral

Para los electrones se utiliza el mismomodelo que en el capitulo ante

rior y por lo tanto la transformada de Fourier de ¡a densidad electrónica per

turbada está dada por (cf. ecuación (Ill-1))

en (0)
A = o dk' A , dx _. _ , - 4/2

n (k) i (2701/2 (“k ) i (211)1/2exp[ '(k k Mi exp("/LN) Cel t x

K (Iv-1h)
g k v n' T' _ k u'

L. [4018) +T_e(z<ne)+ne)]+(ky + 1) [1 + neuneq
X

ízikfllQe n e {lge

La condición de cuasíneutraiídad, en el espacio E_(ne(k)=n¡(k)), puede escri
birse entonces en la forma
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f

a dk‘ A(k.) [—dx exor ¡(k k')x7exp(x/L l'z” ll+( kv llA Z( V]
I =., 3 ‘ , . ‘ ' 2 l .‘ -7 ' I - n n' 

J (2')‘/ J (2:)“2 L J N 7 L ZLNZT o

(IV-15)

l rkyULÉf ¡- Ï 1 1/ lu/Z- __! í l ¡ | - I ' I 2 - =
bt: .n Z(We)+Tlz(ne)+ne]f +[1+nez(ne)l(l+kyu U /E0) t ? o

Gt _ 2k” x , J

donde

T = Teo F =I h_'_hex [_(hZ+h.z)
;-— o o 2T pL ET

í

ZTVZ
: ¡2 : ¡2 2 2 2 = 2 2 z

ni _ lk I h _ (k + ky ) Os h ' ( k + kv ) ps//

y se utilizó la mÍSmanormalización que en el capitulo anterior para las res

tantes variables.

C-El Limite de Fluido Frio

En esta sección se muestra que las ecuaciones utilizadas en el capitulo

anterior pueden recuperarse, a partir de (IV-15), considerando el limite T¡->0

(T-+m). Quedaclaro entonces que utilizando valores suficientemente grandes

de T deberian obtenerse los mismos resultados que con la ecuación diferencial

del capitulo precedente y esta propiedad resulta muyütil para controlar el

código numérico empleado para resolver la ecuación integral. En todos los ca

sos considerados los resultados del capitulo anterior fueron recuperados (con

dos o más cifras significativas) utilizando valores de T cercanos a 103.

Para valores grandes de T, F°(h,h') y Z(n¡) pueden desarrollarse a pri
mer orden en T'l obteniéndose
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2 2 2
2 ¡2 k\ k +k'

fo 2 1 _ Ï_ÏÉ_ = 1 -._L_ _____.__
hr 2T hr

l k:z -] - _2—='l
2n¡ 2221

Reemplazandoestas expresiones en la ecuación (IV-15) se obtiene

. I l fl I y k2 k

l dx e"“" expo/LN) "1-22L dk (M) e'kx ¿(m + o(x)[zz(¿2’ - k; —_Y ) Z
J(27:) v2 27r)1'2 2 zLN

(Iv-14
L2

I ¡k u z(n) 2 1]. y / e | ' \ w-—( +T Z(n)+nl+—(l+ku'u /k)1+nZ(n) =o
Cthklkl \ L [ e tl/z y // [ e efl N

Comparandoesta ecuación con la (Ill-3) puede comprobarse que la expresión

(IV-16) es simplemente la transformada de Fourier (sin el término proporcio

nal a ao/ax que de todos modos no es importante) de la ecuación utilizada en

el capitulo anterior. El término proporcional a (k2+k'2)3(k') corresponde a

la derivada segunda y resulta claro que si se utilizara el desarrollo comple

to de Fo aparecerian potencias superiores de k2 y k'2 (y consecuentemente de

rivadas de órdenes más altos). En otras palabras, puede decirse que la ecua

ción integral exacta es equivalente a una ecuación diferencial de orden infi

nito. El análisis precedente permite predecir que las autofunciones obtenidas

utilizando la ecuación diferencial (III-3)(que no incluye derivadas de órdenes

superiores) resultarán más suaves que las obtenidas a partir de la ecuación

integral. Esto se debe a que en la ecuación diferencial se pierden las compo

nentes de ¿(k) correspondientes a valores grandes de k y en consecuencia desa

parecen los detalles de estructura fina de Ó(x).

D-Resultados Numéricos

si.



La ecuación (lV-lS) ha sido resuelta numéricamente empleando las técni

cas discutidas en el apéndice B. En esta sección se presentan los resultados

obtenidos utilizando los mismosperfiles de velocidad, temperatura y densidad

que en el capitulo anterior y considerando la acción simultánea de los gradien

tes de velocidad y temperatura (es decir el caso considerado en lll-D).

En la fig. 22 se graficó o(x) para el modo V con ky=l, LJ=2.S, LT=h,

LN=100, Teo=ü0 eV, u0=-0.l, v#0 y dos valores de T; T=100 (fíg. 22a) y T=2

(fig. 22b). La frecuencia del modoresultó igual a (8.h3+ i3.82)x10'3 para

T=lOOy (10.70+i 6.08)x10'3 para T=2 y por lo tanto puede decirse que la per

turbación se vuelve más inestable al disminuir T. Comparandoambos gráficos

resulta claro que al disminuir T se modifica también la estructura espacial

de la perturbación ya que si bien la forma global de las autofunciones es bá

sicamente la misma en ambos casos,las partes real e imaginaria de ó(x) se

vuelven más agudas al disminuir T (esto es consistente con el análisis reali

zado en la sección anterior). En la fig. 23 se graficó o(x) para el modoT

con ky=l.5, LJ=2.5, LT=h, LN=100, Teo=100 eV, uo=-0.l, v#0 y los mismos valo

res de T que en la fig 22. La frecuencia del modoes (1.78+í 0.98)x10'2 para

T=lOOy (2.20+i 1.30)x10'2 para T=2 y la estructura espacial de la perturba

ción presenta cambios semejantes a los observados en el caso anterior. Como

ejemplo de las modificaciones que se producen cuando las derivadas de órdenes

superiores adquieren mayor importancia puede notarse que la estructura loca

lizada alrededor de x=-2 cambia apreciablemente (volviéndose muchomás aguda)

al disminuir T.

En la fig. 2h se graficaron las partes real (fig. Zha) e imaginaria (fig.

Zhb) de la frecuencia en función de T para ambos modos. Las curvas l y 2 (en

ambos gráficos) corresponden al modo V y tienen ky=l, LJ=2.S, LT=h, LN=100,

u =-O.l, v#0 y Teo=h0 eV y lOO eV respectivamente mientras que las curvas 3 yo

h corresponden al modo T y tienen LJ=2.5, LT=h, LN=lOO, uo=-O.l, v#0 y ky=2,
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Teo=50 eV y ky=l.5, Teo=100 eV respectivamente. Los resultados numéricos mues

tran claramente que Re(z) e Im(z) aumentan al disminuir T pero la complejidad

de la ecuación (IV-15) hace imposible encontrar una explicación satisfactoria

de este Fenómeno. Cuando T disminuye Q(x) se vuelve más agudo y por lo tanto

es necesario extenderse hasta mayores valores de k (¿(k) va a cero más lenta

mente). Esto impone un limite en los valores de T que pueden ser alcanzados,

ya que la subrutina que calcula transformada rápida de Fourier opera de modo

tal que para un dado valor de Ax (región en la que Ó(x) es finito) el Ak (re

gión en la que se calcula ¿(k)) es proporcional al número de nodos utiliza

dos para definir la malla. En algunos casos trabajando con matrices de hasta

256x256 se obtuvieron resultados confiables sólo para T22 y por lo tanto no

se presentan re5ultados para valores más pequeños.

En el capitulo anterior se vió que se necesitan valores relativamente

pequeños de L y LT para que aparezcan modos inestables. Comola tasa de creJ

cimiento de ambos modos aumenta al disminuir T es natural preguntarse si pa

ra valores relativamente pequeños de T es posible obtener modos inestables

con perfiles más suaves de velocidad y temperatura (mayores valores de LJ y

L Para contestar a esta pregunta se ha graficado, en la fig. 25, la tasaT).

de crecimiento de la inestabilidad en función de LJ y LT (LT=1.6LJ) con T=2 pa

ra ambos modos. Las curvas l y 2 corresponden al modo V y tienen ky=l, LN=

100, uo=-0.l, v#0 y Teo=h0 eV y 100 eV respectivamente. Las curvas 3 y h co

rresponden al modo T y tienen LN=100, uo=-0.l, V#O y ky=2, Teo=50 eV y ky=

1.5, Teo=100 eV respectivamente. Comparandoestas curvas con las que se pre

sentan en la fig. 20 puede verse que los modos resultan inestables para valo

res ligeramente mayores de LJ y LT pero no aparecen cambios cualitativos

importantes. Esto indica que, independientemente del valor de T, se necesi

tan perfiles de velocidad y temperatura bastante abruptos para producir ines

tabilidades.
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V-DISCUSION Y CONCLUSIONES

En esta tesis se han estudiado en detalle las inestabilidades produci

das por gradientes de densidad de corriente en plasmas ¡nhOmogéneosy magne

tizados. Utilizando diversos modelos para describir la dinámica de iones y

electrones se mostró que los gradientes de velocidad y temperatura electró

nica pueden producir modos inestables localizados en la vecindad de las su

perficies racionales y se determinó la dependencia de la frecuencia y estruc

tura espacial de estos modos respecto de los parámetros que definen el equi

librio.

En el capitulo II se utilizaron las ecuaciones de dos fluidos (en la

aproximación de plasma frio) para estudiar las inestabilidades producidas

por gradientes de velocidad electrónica. Considerando que el ancho de la

perturbación en la dirección de la inhomogeneidad es mucho menor que las

longitudes caracteristicas asociadas con los gradientes de las magnitudes

de equilibrio (aproximación local) se obtuvo una relación de dispersión al

gebraica que muestra que la tasa de crecimiento de la inestabilidad es po

sitiva (el modo inestable) en una región del plasma cuyo ancho es inversa

mente proporcíonal a la longitud tipica del gradiente de velocidad y que la

parte real de la frecuencia proviene del corrimiento Doppler. En el caso no

local, la condición de cuasineutralidad condujo a una ecuación diferencial

lineal de segundo orden que, fijadas las c0ndiciones de contorno, admite

solución sólo para determinados valores de frecuencia. Esta ecuación fue re

suelta analiticamente considerando perturbaciones localizadas y perfiles re

lativamente sencillos de velocidad y campomagnético, obteniéndose una rela

ción de dispersión que muestra la existencia de modos inestables. En ambos

casos se mostró que las colisiones disminuyen la tasa de crecimiento de la

inestabilidad y que, en las condiciones correspondientes al comienzo de una
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descarga óhmica, el gradiente de densidad también resulta estabilizante.

En el capitulo lll se utilizó el modelo de fluido frio para los i0nes

y la ecuación de deriva cinética para los electrones, y se mostró que tanto

el gradiente de velocidad comoel de temperatura (actuando separadamente)

pueden producir modos inestables localizados, y que cuando se consideran

ambos gradientes simultáneamente aparecen dos modos inestables. En el caso

de las inestabilidades producidas por gradientes de velocidad se compararon

los resultados obtenidos utilizando el modelo cinético con los correspondien

tes al modelo de dos fluidos, encontrándose que los efectos cinéticos modifi

can apreciablemente la frecuencia y localización de la perturbación y que es

tas modificaciones se vuelven más importantes a medida que la temperatura au

menta. Los estudios numéricos mostraron además que estos modos son inestables

dentro de un amplio rango de valores de los parámetros, que tanto las colisio

nes comoel gradiente de densidad tienen un efecto estabilizante y que, en un

plasma inhomogéneoy no colisionante, la parte real de la frecuencia proviene

del corrimiento Doppler y de la frecuencia asociada al movimiento de deriva

producido por el gradiente de densidad. Los estudios sobre inestabilidades

producidas por gradientes de temperatura mostraron que la parte imaginaria

de Q(x,z) puede proporcionar un mecanismoalternativo para localizar la per

turbación y que la parte real de la frecuencia se debe principalmente al mo

vimiento de deriva producido por el gradiente de temperatura. La inclusión

de colisiones modificó apreciablemente la forma de Q(x,z) (aparecieron dos

pozos en la parte real) y tuvo un efecto estabilizante mientras que la adi

ción de un suave gradiente de densidad (LN >> LT) no produjo cambios signi

ficativos. Se mostró también que cuando se consideran ambos gradientes simul

táneamente la ecuación diferencial admite dos soluciOnes inestables para un

dado conjunto de valores de los parámetros y que ambos modos poseen una es

tructura e5pacial bastante compleja. Los estudios numéricos mostraron además
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que, aun para perfiles de temperatura más suaves que los de velocidad, la con

tribución del gradiente de temperatura es, en general, más importante que la

correspondiente al gradiente de velocidad en la determinación de la frecuencia

y estructura espacial de los modos inestables y que se necesitan perfiles de

velocidad y temperatura bastante abruptos para producir inestabilidades.

En el capitulo IV se mostró que cuando la temperatura iónica es del mis

mo orden que la electrónica (es decir pi del mismo Orden que ps) las aproxi

maciones generalmente utilizadas para el estudio de ondas de deriva y micro

inestabilidades en plasmas inhomogéneosdejan de ser válidas y debe recurrir

se a un formalismo integral. Utilizando una representación de Fourier para

o(x) y la condición de cuasineutralidad (en el espacio EQ se obtuvo una ecua

ción integral donde la frecuencia del modo interviene como autovalor y se mos

tró que en el limite T + m se recuperan las ecuaciones correspondientes al

modelo de fluido frio. Resolviendo numéricamente la ecuación integral se mos

tró que al disminuir T la forma de o(x) cambia y el modo se hace más inesta

ble (la parte real de la frecuencia también aumenta) y que con este modelo

también se necesitan fuertes gradientes de velocidad y temperatura para pro

ducir modos inestables.

La utilización de varios modelos para estudiar una mismasituación fi

sica permitió analizar exhaustivamente el problema considerado y determinar

el rango de validez de las aproximaciones involucradas en cada uno de ellos.

En este sentido resulta particularmente importante la comparación entre los

resultados obtenidos en los capitulos III y IV ya que, salvo la ref. 32, no

existían hasta el momentotrabajos en los que se compare ambos métodos. Para

concluir con el análisis de los modelos utilizados puede decirse que, dejando

de lado algunas aproximaciOnes realizadas para simplificar los cálculos, el

métodousado en el capitulo |V permite estudiar inestabilidades electrostáti

cas en un sustrato de plasma sin imponer otras condiciones que limiten el ran
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go de validez de los resultados obtenidos. Ya se ha mencionado que. debido a

los bajos valores de S considerados, no parece probable que los efectos elec

tromagnéticos, cuya inclusión dentro del formalismo integral se analiza en la

ref. 32, puedan introducir modificaciones apreciables en los resultados obte

nidos. Los efectos relacionados c0n la geometria toroidal (que es la utiliza

da en la mayoria de los dispositivos de confinamiento magnético) podrian pro

bablemente incluirse dentro del método integral utilizando el formalísmo “bal
u 33looning pero no existen hasta el momentotrabajos en los que se considere

este problema.

La fase inicial de una descarga óhmica constituye una situación expe

rimental de interés en donde las inestabilidades consideradas en este tra

bajo pueden desempeñar un papel importante. La ausencia de un fuerte efecto

pelicular (que deberia aparecer de acuerdo con la teorïa clásica) podria ex

plicarse asi comodebida al transporte anómalo inducido por inestabilidades

semejantes a las estudiadas en esta tesis. El mecanismopropuesto para ex

plicar la penetración del perfil de corriente puede describirse en la siguien

te forma. Partiendo de una situación de equilibrio (sin turbulencia) se efec

tüa la descarga óhmica; como inicialmente no existen modos inestables (y con

secuentemente el transporte es clásico) la corriente generada no puede pene

trar en el plasma y comienza a establecerse un fuerte gradiente. Cuandoeste

gradiente alcanza un valor critico el plasma se vuelve inestable (en la zona

en que se localiza el gradiente) y la corriente difunde debido al transporte

anómalo. Esta difusión continúa hasta que el perfil de corriente se vuelve su

ficientemente suave comopara que no existan modos inestables. En esta situa

ción el transporte será nuevamenteclásico y todo el proceso podrá repetirse

en una posición diferente. Este continuo cambioentre configuraciones estables

e inestables (y consecuentemente entre transporte clásico y anómalo) puede ex

plicar la rápida penetración del perfil de corriente en el plasma. Comono exis
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ten mediciones experimentales suficientemente precisas de los perfiles de co

rriente y temperatura durante la faSe inicial de una descarga óhmica (aunque

se conocen aproximadamente los tiempos de difusión) es imposible determinar

si el mecanismopropuesto es efectivamente responsable de la difusión de la co

rriente. El mayor problema consiste en determinar sí realmente se producen los

fuertes gradientes necesarios para la exítación de modos inestables y en caso

afirmativo calcular la magnitud del transporte anómalo inducido. Una forma de

contestar a estas preguntas seria calcular los coeficientes de transporte anó

malo asociados con los modos considerados, reemplazarlos en un código de trans

porte y comparar el tiempo de penetración obtenido a partir del código con el

medido experimentelmente. Si se obtiene un buen acuerdo entre ambos valores

podria concluirse que el mecanismopropuesto es básicamente correcto.
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APENDICE A

CALCULO DE LA DENSIDAD ELECTRONlCA PERTURBADA A PARTIR DE

LA ECUACION DE DERIVA CINETICA

El radio de Larmor de los electrones es mucho menor que todas las

longitudes que intervienen en el problema y por lo tanto es conveniente

reemplazar la ecuación de Boltzman por otra más sencilla que haga uso de

esta propiedad. Esta ecuación se conoce con el nombre de ecuación de deri

va cinética y ha sido deducída rigurosamente por varios autores3h-35. En

este apéndice se presenta una deducción simplificada de la ecuación de de

riva cinética y la densidad electrónica resultante. El punto de partida es

la ecuación de Boltzman linealizada (comosólo se consideran electrones se

omite el subindice e)

r 3 q x_x B q x_x EJ\ Bf

L—+v.v+—<s + ‘°).v f=——<E + ).v F +— (A-i)— -o v —4 o
Bt m c - m c - Bt C

donde el segundo término en el miembro de la derecha representa la varia

ción de f debida a colisiones y se supuso que la función de distribución y

los campos pueden escribirse como la suma de un valor de equilibrio más una

perturbación

F = F + fo

E = E + E
— —o —4

B = B + B- —o i

32
El efecto de las colisiones será modelado mediante un operador de Krook

que conserva el número de particulas
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-— = -v ( f - --F ) _
a: c n o (A 2)

donde v es la frecuencia de colisión electrón-ion, no la densidad de equi

librio y n1 la densidad perturbada

n]<¿,c) = l Hu») d’ï (A-3)

En el caso de perturbaciones electrostáticas y suponiendo nulo el campoeléc

trico de equilibrio la ecuación (A-l) puede reescribírse en la forma

df e

—-= - —-V®.VvF0 - v(f - ano/no) (A-4)
dt m -—

donde o es el potencial electrostático (E_= -VÓ) y la derivada total debe

tomarse a lo largo de las trayectorias no perturbadas. La función de distri

bución de equilibrio debe ser función de las constantes de movimiento

Fo = F0(K¡,K2,...) con dKí/dt = o

Las magnitudes de equilibrio dependen sólo de x y por lo tanto se c0nservan

la energia y las componentes del impulso canónico en dirección 9 y 2

mv2 ¿Ay eA
E = _——. Py = mvy - -- pz = mv - __E

2 C c

como E_= Vx5_y Bz = Bo? la componente 9 del potencial vector está dada por
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y en consecuencia

II

to|<<

I
X ( Q= eB /mc )o¡ÉI<"°

es una constante de movimiento. La forma de By (y por consiguiente de AZ)

depende del perfil de corriente elegido pero en todos los casos By (x=0)=0.

Utilizando esta condición, el hecho de que Py y Pz son constantes de movi

miento y despreciando términos de orden pe/L puede demostrarse que %’(&l =

1¡É/|El) es una constante de movimiento. La función de distribución de equi

librio dependerá entonces de Vai? yvy/Q-x

F = F (v2,v ,v /Q-x)o o 0 y

y consecuentemente

aro ar A ar 9
V Fo=—21+—°b+—o— (A-5)
- 3v2 av a? Q//

donde B = É/lgl y P = Vy/Q-x. Reemplazando (A-S) en (A-h) se obtiene

df e aro ¿aro yBFO nl—=--V<l>21—+b—-+—— -\)(f-—F) (A-6)
dt m L 3V2 Buy Q 3P no o

Utilizando la relación

y considerando que la dependencia temporal y espacial de las magnitudes per

turbadas está dada por
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p(r,t) = p(x) exp(íkyy - imt)

resulta

d Ï Ze) BF 7 e ’ BF BF k BF] n
—-f+——9}+vf=--É2íw—°+¡ki-0+1 —9;<b+v—1Fo(A-7)
dt m 3v2 J m L 8V ayy Q SPj no

El término vy/Q que aparece en la definición de P es del orden de pe y

por lo tanto puede despreciarse frente a x. El hecho de que x resulte

aproximadamente constante puede entenderse facilmente si se considera que

el campo magnético tiene sólo componentes según 9 y 2. Debe notarse, sin

embargo, que esta aproximación puede efectuarse sólo después que aP/31_ha

sido calculada. Utilizando la relación

I'_ = l_
ky(y y) Evïy(t t)

(donde las magnitudes primadas corresponden a la trayectoria de la parti

cula) es posible integrar (A-7) obteniéndose

e ar ar k ar‘ * ¡vF ¡¡(x)

?(x,¿,t) = 25/24: + k//—°- —‘¿—°}Mx)+ (A-B)m((.u+l\)"k//V//)I\ av 3V” Q 3x no(m+iv-k//y/)

La ecuación (A-8) es la ecuación de deriva cinética y ha sido ampliamente

utilizada en el estudio de ondas de deriva y microinestabílidades en plasmas

no homogéneos. La densidad perturbada puede calcularse a partir de (A-3) y

(A-8)

' * d’ ar k a

ñ [1-:J___F°__ ¿3V]=e_©[__l__[k/_°__l_°] (A-9)1 . _ _ . _ / Q a
no (WW k/x‘í') m (“mv k//\/’/) av” x
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Para avanzar en el cálculo de ñ es necesario especificar la forma de Fo. Enl

este caso interesa que tanto la densidad de corriente (de dirección paralela

al campo magnético) como la densidad y temperatura sean funciones de x y en

consecuencia Fo puede definirse en la forma.

m ïlb r m 2 í ( >12 1l —— v + v - U X l _

21T(xll expl 2T(x)< L fl J )Í (A lo)

donde T(x) es la temperatura (en unidades de energia) y ví_= vz-gf. Puede

comprobarseque la corriente asociada a esta función de distribución es

__ 3=_
47(x) — e f F v d l enou(x)

Utilizando la función de distribución definida en (A-lO) se obtiene

BFO m;":‘V//'“”o
// (A-H)

BFO n¿ T' 3 m 2 mu'-—=F —+—-—+—v +(v-u)2) +—(v-u)
3x ° no TÍ:2 2T('L ” T ”

Reemplazando(A-ll) en (A-9) se obtienen integrales que contienen la fun

ción de distribución de equilibrio, el denominador Qu+iv-%qy7) y potencias

de v, y v¿¿ Estas integrales pueden ser evaluadas convenientemente introdu

ciendo la función de dispersión del plasma26 que se define en la forma

'X

Zin) =‘—r e dxJi (x-n)-un

reSulta asi
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ü noe; 'l k v _‘n('3 T' _ \‘

n](x) = ¿ ——Y—;—Z(n) + —(z(n)+n).. 5. QE \ pT» 'le‘fll-"Lno T al //L

donde

2 2T - m+ív-k//u
V = 'm—- - —_

Ik,,lv

un) = z(n)(n2 - 1/2)
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APENDICÉ_E

METODOS NUMERlCOS

A-Ecuación Diferencial

El programa utilizado ha sido discutido en detalle en la ref. 36 y

por lo tanto aqui sólo se presenta una idea general del método empleado. Las

ecuaciones diferenciales que interesa resolver son de la forma

A(Z.X) ®”(x) + B(z,x) Ó'(x) + C(z,x) o(x) = 0 (B-l)

donde z es un autovalor (complejo) de la ecuación y x es la variable espa

cial (real). En general A, B, C y o son funciones complejas y resulta claro

que, fijadas las condiciones de contorno, la ecuación (B-l) tendrá solución

sólo para determinados valores de z. El problema consiste entonces en deter

minar los valores de z y calcular las autofunciones correspondientes. El mé

todo de elementos finitos 37 empleado consiste en seleccionar un espacio de

funciones en donde se pueda aproximar la solución de la ecuación diferencial

mediante un desarrollo de la forma

M

Mx) = E a¡x¡(x)
I=l

(8-2)

donde los X¡(x) son funciones conocidas y los dj coeficientes a determinar.

En este caso el espacio de funciones utilizado es el de los “splines” cübi

cos. Dadauna particiónll(fi:a=t1<t2<... tN_1<tN=b)del intervalo [a,b] los

splínes cúbicos son polinomios de tercer grado continuos por tramos y con

primera y segunda derivada continua. En cada subintervalo de la partición

un polinomio cúbico queda determinado por b coeficientes y como hay N-1
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subintervalos se tiene un

nes de continuidad en los

de vinculo y por lo tanto

desarrollo de una función

total de h(N-l) coeficientes. Las tres condicio

nados interiores pr0porcionan 3(H-2) condiciones

se necesitan N+2parámetros para determinar el

(en base a splines cúbicos) en el intervalo con

siderado. Dentro de los splines cúbicos los más convenientes son los splines

básicos (o B-splines) ya que poseen las mejores propiedades de localización.

Estos B-splines pueden definirse en la forma

¡+1 ¿i(x.-x)3
nal-(x)= Z —J-+ (8-3)

j=í-3 w'(xj)

donde

w(x) = (x-x¡_ 3) (x-x¡_2) (x-x¡_]) (x-x¡) (x-x¡+¡)

0L3 a>0

a3={ 0 a < 0

Para simplificar los cálculos numéricos es conveniente desarrollar tambien

las funciones A(x,z), B(x,z) y C(x,z) en base a splines cúbicos; se tiene

entonce 5

N+2

d>(x)= ijjm

N+2

A(z,x) = E a.(z)lb.(x) (8-4)
j=1 J J

N+2

B(z,x) = 22 b.(z)w.(x)
j___] J J

au



N+2

C(z,x) = z C.(Z)Ú.(X)

donde los Új(x) son B-splines y los Yj coeficientes a determinar. Utili
zando estos desarrollos la ecuación diferencial puede escribirse en la forma

N+2

i ¡lll ! | ' ‘ = 

j2k=l (ajyjqk + bjujwk + cjquk) (k o (B 5)

Multiplicando pOr wi e integrando en [a,b] se obtiene

N+2 b b

. "'. . - ' 1'. :v. d
j k=l IaJ [wkulela l wk (wal + w¡uJ) x] +

(8-6)

b b

+ bj J w¡ij¿ dx + cj J wíijk dx yk = o
a a

donde el término que contenia wk en (B-S) fue integrado por partes. Es im

portante destacar que, debido a los desarrollos utilizados para A, B y C,

las integrales resultantes involucran sólo splines cúbicos y son, por lo

tanto, independientes de y . Unavez que estas integrales han sido calcu

ladas la ecuación (8-6) puede reescribirse en la forma

G¡k(z) Yk = 0 (8-7)

donde Gik es una matriz de (N+2lx(N+2) (en general se utilizó N=200). Para

que la ecuación (8-7) tenga solución distinta de la trivial el determi

nante de la matriz de coeficientes debe ser cero. Los valores de z quedan

determinados entonces por las soluciones de la ecuación
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deth. (1)] = 0 (5‘8)L

Unavez calculado el autovalor es posible determinar los Yk y construir las

autofunciones correspondientes. El algoritmo numérico consta entonces de los

siguientes pasos (el diagrama de flujo se encuentra en la fig. 26)

i- Estimar el valor de z

íi- Calcular los elementos de Gij

iii- Calcular det[G¡j(z)]. Si det[G¡j(z)]=0 continuar; si det[G¡j(z)]#0 cam
biar z y retornar a ¡í

ív- Calcular el autovector (y) correspondiente al valor de z encontrado

v- Calcular o

Para finalizar conviene mencionar que el uso de elementos finitos per

mite implementar con facilidad las condiciones de contorno requeridas. Como

se buscan perturbaciones localizadas se pide que la función sea cero en un ex

tremo del intervalo de integración y la derivada primera se anule en el otro.

La primer condición se satisface definiendo y1=0 o yN+2=0. La condición sobre

la derivada se satisface anulando el término de superficie de (8-6) en el otro

extremo. Comolos extremos del intervalo de integración no quedan determina

dos por paredes materiales sino por la localización producida por la inhomoge

neidad del plasma es necesario tomar a y b suficientemente grandes como para

que el resultado final no dependa de su valor especifico.

B-Ecuación Integral

En la ref. 38 puede encontrarse un tratamiento completo de los métodos

numéricos utilizados para resolver ecuaciones integrales y en la ref. 32 la

aplicación de estos métodos al caso de ecuaciones integrales semejantes a la

que aparece en este trabajo. En esta sección se considerará sólo el método u

tilizado en esta tesis.
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La ecuación integral (IV-15) puede escribirse en la forma

Í dk' K(k,k',z) 8(k') = o (8-9)

donde K(k,k',z) es el “kernel” y z el autovalor. El método más simple para

resolver esta ecuación consiste en reemplazar la integración en k' por una

suma finita
N

2] K(k¡,k¿,z> M3) = o (5-10)J:

y considerar N de estas ecuaciones (i=l,...,N). Por supuesto esto es posible

sólo si 3(kj) va a cero suficientemente rápido comopara que el valor de N
necesario sea computacionalmente manejable. Escrita en forma matricial la

ecuación (B-lO) toma la forma

K¡j(z) si = o (3-11)

y por lo tanto los valores de z se obtienen a partir de la condición

det[K¡j(z)]=0. Una vez que el problema ha sido reducido a la resolución de
un sistema de ecuaciones lineales homogéneasel método utilizado es totalmen

te análogo al empleado para la ecuación diferencial.

El kernel de la ecuación (8-9) puede escribirse en la forma

Klk,k',zl = Í” ïíïïbá ¿ch)x F(x,k,k',z) (8-12)TT-oo

La integral que aparece en la definición de K es una integral de Fourier de

finida entre -a>y +a°y ha sido evaluada utilizando subrutinas que calculan

trasformada rápida de Fourier. Esto significa, sin embargo, que se está con

siderando implícitamente que el integrando es una función periódica de perio

do 2xo (donde {-xo,xo] es el intervalo de integración). El procedimiento es
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válido si el resultado final no depende del valor de xo y esto se consigue

tomando xo Suficientemente grande como para que ¿(x) vaya a cero cuando x se

aproxima a x0. Los resultados presentados en este trabajo han sido obtenidos

utilizando valores de N entre 6h y 256 y en este sentido merece mencionarse

que. comose indica en la ref. 32, el uso de elementos finitos probablemente

permitiría reducir el tamañode las matrices.

El algoritmo numérico empleado consta de los siguientes pasos (el día

grama de flujo se encuentra en la fig. 27)

i- Estimar el valor de z

ií- Calcular F(x,k,k',z)

iii- Calcular K(k,k',z) utilizando transformada rápida de Fourier

iv- Calcular det[K¡j(z)]

v- Si det[K¡j(z)]=0 se calculan los autovectores correspondientes (9). Si

det{K¡j(z)]#0 se cambia el valor de z y se repite el procedimiento

88



ESTIMAR Z

CALCULAR Gül

BUSCAR
AUTOVALOR

AUTOVALOR
ENCONTRADO?

DETERMINAR
AUTOVECTOR

Figura 26
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ESTIMAR Z

CALCULAR
F(x,k,k',z)

CALCULARK(k,k',z)
TRANSF. RAPIDA

DE FOURIER

BUSCAR
AUTOVALOR

AUTOVALOR
ENCONTRADO?

DETERMINAR
AUTOVECTOR

Figura 27
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