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INTRODUCCION

En áreas muydiversas de la ciencia y la tecnología, como

Acústica, Restauración de Imágenes, Ingeniería Biomédica, sonar,

radar, Sismología, transmisión de datos y telecomunicaciones,

las técnicas de procesamiento de señales digitales, constituyen

una herramienta poderosa.

La evolución de estas técnicas estuvo acompañadaen los ü;

timos años, por un extraordinario desarrollo en la tecnología de

los computadores.

La disponibilidad de veloces computadores, permitió la imple

mentación de sofisticados y complejos algoritmos, produciendo un

tremendo impacto, sobre todo en aquellos campos donde tradicional

mente se usaban técnicas, para señales analógicas.

Comunmenteuna señal es definida como una función, que contie

ne información acerca del estado 0 comportamiento de un sistema f;

sico. Las señales deben ser procesadas, para facilitar la extrac
ción de información.

El objetivo es generalmente, transformar una señal en otra,

que en algún sentido es más deseable que la original. Por ejemplo,

muchasveces, se desea diseñar transformaciones, para separar dos

o más señales, que han sido combinadas de alguna forma; otras veces

interesa resaltar, algunas componenteso parámetros, de una señal.

Un caso de gran importancia y que aparece frecuentemente en proce

samiento de señales es el problema de deconvolución:
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Una gran variedad de procesos físicos pueden ser descriptos

comoun sistema donde una señal fuente es perturbada, para produ

cir un output observable:

Ciertas hipótesis sobre el sistema, permiten representarlo,

comoun operador que actúa sobre la señal fuente, mediante la opg
ración de convolución:

El proceso de deconvolución consiste entonces en separar las

componentes w y S, de la señal observada x.

Un gran númerode técnicas, han sido desarrolladas con este

objeto, teniendo en cuenta en cada caso, las características del

problema real, y usando diversas herramientas matemáticas, extraí

das de diferentes campos comoTeoría de Procesos Estocásticos, Ang

lisis de Fourier y Algebra lineal.

Las técnicas que hacen el análisis de 1a señal a través de

su transformada de Fourier, son agrupadas generalmente bajo el nom

bre de técnicas de 'dominio frecuencial', en contraposición a las

de 'dominio temporal' que trabajan directamente, con los datos.
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En 1978, Wiggings, presenta una nueva técnica de deconvolu

ción en el dominio del tiempo, 'Deconvolución por Mínima Entro

pïa' (MED),que ha representado un importante progreso en esta
área.

Dos ventajas importantes pueden destacarse en el MEDsobre

los métodos tradicionales. Primero, que no supone fuertes hipó

tesis sobre el modelo físico, lo que aumenta su campode aplica

bilidad. Segundo, su estabilidad en presencia de ruido aditivo.

El operador de deconvolución producido por el MEDse obtig

ne a través de un algoritmo iterativo, altamente no lineal.

En este trabajo, se propone un nuevo método de deconvolu

ción, obtenido mediante una modificación del criterio de simpli

cidad Varimax (norma utilizada por el MED)que preserva las pro

piedades del MED.

Este nuevo criterio (norma D), se define para el caso de

una sola señal de entrada y se generaliza al caso de múltiples
señales.

Una extensa simulación realizada, muestra que la norma D

resulta, una medida de simplicidad de mayor eficacia que la nor
ma Varimax, para el modelo planteado, donde la señal deseada es

una serie de pulsos de amplitud y ubicación arbitrarias.

Una de las más importantes ventajes del nuevo criterio pro

puesto, en contraposición con el MED,es que a partir de la nor

ma D se deriva un algoritmo no iterativo para el cálculo del fil
tro de deconvolución. Este hecho es de una gran importancia, ya
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que el algoritmo MED,supone en cada iteración la inversión de

una matriz, cuyo orden equivale a la longitud del filtro, mien

tras que el algoritmo resultante a través de la norma D, solo

requiere la inversión de una única matriz, del mismoorden.

Por otro lado, los resultados obtenidos muestran que, el

filtro obtenido por el nuevo algoritmo produce un output de mi

yor simplicidad Varimax que el obtenido por el MED.Este hecho

hace que el algoritmo D represente un nuevo método de cálculo

para el MEDtradicional de menor costo computacional y mayor
eficiencia.

Se incluye un capítulo donde se exponen las pruebas numé

ricas realizadas, haciendose un análisis comparativo de ambos
métodos.
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CAPITULO I

1. Metodoiogía

La forma más frecuente de trabajar en procesamiento de seña

les, consiste en el planteo de modelos matemáticos, para los pro
blemas fisicos considerados.

Varias son las condiciones que se deben requerir de estos

modelos. En primer lugar, su resolución teórica, o sea el modelo

debe ser planteado de tal forma, que haya existencia de soluciones.

Esta propiedad sin embargo, no es suficiente; las soluciones

deben ser computables. O sea que deben darse algoritmos, que per

mitan a partir de los datos, obtener efectivamente, generalmente

con el uso de computadoresdigitales, los resultados. Y por últi

mo, y esta condición, la mayoría de las veces es esencial, los al

goritmos deberán ser suficientemente óptimos, de forma tal que el

tiempo de proceso, no los haga impracticables.

En el planteo de un modelo, muchas veccs, para que sea posi

ble Su resolución, es necesario imponer restricciones matemáticas,

que luego resultarán en la interpretación, en hipótesis físicas
sobre el problema. En la medida en que las hipótesis, se corres

pondan con la realidad, los resultados serán, más o menos satis
factorios.

Un claro ejemplo de esta situación lo constituye el problema

de deconvolución, en el modelo X = w k S, donde X son los datos
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y w y S son desconocidas y se las desea estimar.

En general, sin hipótesis sobre w y S, el problema no tie

ne unicidad y no podrá elegirse una solución adecuada.

En Deconvolución Predictiva, por ejemplo, (Robinson, 1967),

fuertes hipótesis, son impuestas sobre w y S para llegar a una
solución.
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2. Señaieó

Una señal es representada matemáticamente, como una función

de una o más variables. En el caso de una variable, es una con

vención referirse a ella, comouna variable temporal, aunque en
muchos casos no lo sea.

Según que la variable tome sus valores en un conjunto dis

creto, o en el contínuo numérico, las señales de clasifican en

discretas y continuas respectivamente.

Las señales discretas se obtienen muchas veces por 'muestreo'

de una señal contínua. Esto es, se elige un intervalo de tiempo
At y se define:

xn = f(n At)

donde f es la señal contínua y la sucesión {xn} su muestra.
Este es un paso necesario para preparar una señal, para ser

procesada, en un computador digital.

Un importante teorema conocido como 'The sampling theorem',

debido a Shanon (19H9) y más tarde generalizado a procesos estocás

ticos estacionarios (Balakrishnan, 1957) establece una relación

entre la señal discreta y la contínua, y da una cota superior pa

ra la elección del intervalo de muestreo, con objeto de que no se

pierda información, para el caso de señales de banda limitada (sg

porte de la transformada de Fourier, compacto).

En lo que sigue se considerarán solo señales discretas. Una

señal será representada en la forma:
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X = X(t) 6 X = X

o también

x = x(t) ó x = xt, t e Z

Según que el modelo con que se trabaje sea, determiníg

tico o estocástico, X , representará para cada t G Z, un ngt
mero real o una variable aleatoria.

Llamaremos Energía de la señal X a

_ 2
coo — 2 lx<1<)|

k

que puede ser finita o infinita.
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3. Siótemaó

Un sistema es representado como una transformación T, que

a cada señal X, le hace corresponder otra señal Y:

X(t) IIIIIIIII Y(t) ’ Tx = Y

Unsistema se dirá lineal si verifica:

T(ax + bY) = a Tx + b TY

para cada par de señales X,Y y cada par de números a,b. (Aquí

las operaciones entre señales y números se entienden comoope

raciones coordenada a coordenada).

3.1. S¿4tema¿ ¿nvanLanteó en ei tiempo.

Muchossistemas físicos tienen la propiedad, de no modi

icarse mayormente,durante el transcurso de un cierto interva
lo de tiempo.

Esta característica hace que, cuando-el sistema es pertur
bado, por dos exitaciones iguales, pero en distinto tiempo, las

respuestas sean las mismas, con el consiguiente desplazamiento

en el tiempo.

Esta propiedad llamada, invariancia en el tiempo, se tra

duce matemáticamente, diciendo que si 1k es el operador trans
lación definido sobre las señales por

TkX = Y con Y(t) = x(t+k)
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entonces T es invariante en el tiempo si y sólo si T conmuta

con 1k para todo k e Z.
En símbolos

(v k e Z) (T o 1k = 1k o T)

S¿4tema¿ ¿¿neaieó e ¿nvanianteó en ei táempo.

Sea ahora 6 la señal definida por:

6(t) =

y sea para cada k E Z, 6k la señal

6k(t) = ¿(t-k) = T_k(6)(t)

6 es llamada comunmente, señal de impulso unitario.

Si se restringe adecuadamente el conjunto de señales

(ver Apéndice I) se puede probar que una señal X puede ser

representada por:

x = Z X(k) 5
k k

o sea

X(t) = Z X(k) 6k(t) = 2 X(k) ¿(t-k)k k
Si T es un sistema lineal

Tx = T(¿ X(k) 6k) = E X(k) (T(ak))
si además T es invariante en el tiempo
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Task) = T<r_k(5)> = (¿k o T)(s) = ¿kan

llamando h = T6 resulta

Y=TX=XX(k)r (h)
k -k

O sea

Y(t) = z X(k) h(t-k)
k

o también

Y = Tx = x s2 h

Lo que muestra que los sistemas lineales e invariantes

en el tiempo, pueden ser representados, por medio de la con
volución.

La sucesión h = T6 es llamada generalmente, respuesta

al impulso unitario, o función de Green del sistema.

SLótemaó Cauáaieó

Aquellos sistemas físicos, con la propiedad que la sali

da TX, en un instante t, sólo depende de los valores de la se

ñal X anteriores o iguales a t son llamados causales.

0 sea, T es causal si y sólo si cada vez que X e Y son

dos señales que cumplen X(s) = Y(s) para s < t entonces

(TX)(S) = (TY)(S) para s < t.

Para el caso de sistemas lineales e invariantes en el

tiempo, es de esperar que la condición de causalidad se pue

da expresar en términos de h = T6.



En efecto, vale que

T es causal si y sólo si h(n) = 0 V n < 0

(Ver Apéndice I)

S¿4tema¿ Eótabie4

Otra hipótesis que se hace sobre los sistemas es la de

estabilidad, en el sentido que la respuesta a una señal acg
tada, debe ser acotada, o sea

si ¡XIoo = Sup IX(n)I
nEZ

diremos que T es estable si y sólo si para cada señal X que

cumple

IXI < 1
O

se cumple también

uTxIun < M

donde M es una constante que no depende de X. (M < +w)

o sea T es estable si

Sup ¡Txlc < +m
IX|.<1

Para sistemas lineales e invariantes en el tiempo la con
dición de estabilidad se traduce en:

T es estable si y sólo si X Ih(k)| < +0
k

(Ver Apéndice I)



Con¿¿denac¿one4 Finaieó

Debido al hecho que la operación de convolución es conmu
tativa:

(x * h)(n) = X x(k) h(u-k) = Z h(j) x(n-j) = (h ü x)(n)
k j

el sistema representado por h, puede intercambiarse por el de

la señal x, y considerarse que h es la señal que exita al sis

tema representado por X.

Por otro lado, teniendo en cuenta que los sistemas pueden

ser representados por sucesiones, los conceptos de estabilidad

y causalidad serán referidos también comopropiedades de seña

les quedando claro, que son propiedades del sistema que repre
sentan.

Así una señal X, es causal si y sólo si

X(u) = 0 (n < 0)

y estable si y sólo si

Z |X(u)| < +°
n
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CAPITULO II

Deconvoiucáón

Nos interesa estudiar ahora el caso de un sistema lineal,

invariante en el tiempo, causal y estable que es exitado por

una señal causal, de energía finita, que ha sido obtenida por
muestreo de una señal continua de banda limitada

Del hecho que la señal tenga energia finita se desprende

inmediatamente que es amortiguada (Ver Apéndice I) y el sistema

puede ser representado por una sucesión {qu} con las propieda
des

q(u) = 0 (u < 0) (causalidad)

Z Iq(U)I < ° (estabilidad)
u>0

X = w * q

con WCn) = 0 (n < 0).

En el parágrafo siguiente se describe un problema real,

donde aparece la necesidad de aplicar este modelo. El ejemplo

se ha simplificado convenientemente por razones de brevedad y

claridad en la exposición. La situación real es bastante más
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compleja y varios pasos anteriores deben ser realizados, como

correcciones dinámicas y estáticas sobre los datos y elimina

ción de ruidos, antes de aplicar la deconvolución.

Unadescripción detallada de esta aplicación, asi como

de otras, en distintas áreas puede encontrarse en Oppenheim
(1978).



2. Deconvoiución en SiémLca

En prospección geofísica se desea extraer información del

subsuelo, con objeto de estudiar la naturaleza y conformación

de los distintos estratos o capas sedimentarias.

Uno de los métodos comunmenteempleados, consiste en pro

ducir una perturbación (generalmente una explosión) en la super

ficie, para luego recoger, mediante sensores apropiados (geófo
nos) la respuesta a esta exitación.

La ondïcula producida por la explosión viaja a través de

la tierra, produciendosereflexiones en las interfases entre

las capas sedimentarias. La sumade estas reflexiones es regis
trada por los geófonos en la superficie.

Explosión registro

\<:t::Ï\\\\////í::íí?/ InterfaseI

Ñ\¿:\\\///:;// InterfaseII\ Interfase III



La onda que llega a cada interfase se ha modificado, por

un efecto de filtrado producido por la tierra. Se hace, sin

embargola hipótesis simplificatoria de que en cada interfase,
arriba la mismaexitación, que llamaremos w, diferente de la

producida originalmente por la explosión en la superficie.

Al reflejarse la onda w en cada horizonte geológico, que

da multiplicada por un coeficiente, llamado coeficiente de re

flexión (qn) que depende de las propiedades físicas de los mg
dios que separa dicha interfase:

X

‘ïis::\\3\xl////:;Eáá7 q\\\/// 1
w q2

W qa
\ l '
\\ I’ Z

y q‘n

Fig. 2

Cuanto mayor sea la profundidad de la interfase, la re

flexión correspondiente a ella qk.warribará a la superficie
con más retraso. Comoconsecuencia de este hecho, finalmente

el registro X que se hace en la superficie, estará compuesto

por la sumade todas las reflexiones, cada una con un corri

miento en el tiempo, debido a la profundidad de la interfase.
0 sea
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X = [1(q1.W) + 12(q2.W) + ... + 1N<qN.W)

recordando que í(W)(t) = W(t+k)
resulta I

X(t) = q1 W(t-1) + q2 W(t—2) + ... + qN W(t-N)

o sea X = q fi w

Gráficamente

: AVAV

w(t) q(t) X(t) = Z q(k).w(t-k)
k

La señal X obtenida es el único dato que se conoce. El

objetivo es estimar w y q.

Todas las hipótesis presupuestas al modelo, comocausa

lidad, invariancia, etc. son consistentes con la realidad fi
sica del problema.
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Deconvoiuc¿ón Wienen

Se describirá ahora una solución ya clásica al problema

planteado en 51 usando un enfoque estocástico. (Ver, por ejem
plo Robinson y Treitel, 1980).

Supondremos el modelo

X = w á q

donde {q(t), t > 0} es un ruido blanco

{W(t), t > 0} es una sucesión numérica de fase mínima;

de lo cual resulta el proceso {X(t), t > 0} debilmente estacig
nario.

Por ruido blanco entendemos un proceso estocástico L2 de

media cero y ortogonal. (Ver Ash, 1975).

B1 concepto de fase mínima (Oppenhein y Shafer, 1975),

para una sucesión {ak}k > 0 puede ser definido en términos de

la transformada Z de a:

Para cada sucesión a = {au}u > 0 su transformada Z se de
fine por

Za(z) = X ak z , Z G C

entonces la sucesión {ak}k > 0 se dice de fase mínima si y sólo
si

1) el radio de convergencia de Za es > 1

2) Za no tiene ceros en D = {z E C/IZI < 1}

Por autocorrelación de una sucesión {ak}k > o entendemos,
la sucesión



W (t) = X a a (t E Z) .
a k>0 k k+t

en caso que esta suma sea finita.

Sobre el proceso {Xu, u > 0} se hacen ciertas hipótesis
de ergodicidad:

Sea {xn}n 3 o una muestra obtenida del proceso

{Xn, n > 0}.

1) Ergodicidad en la media:

Se supone que

2) Ergodicidad en la autocorrelación:

Se supone que V n
_ 1) - lïm TïïÓ (t) = E(X .X

x n n T++m k

T

+t ¿o xk’xk+t

Conestas hipótesis resulta que si se halla la autocorrg
lación del proceso X en

X = w k q

O sea

X = X Wq
n k>0 k n-k

es

o<r>=2<xx >=w<t)a2=(ï ww )a2
x k' k+t w q k>0 k k+t q



donde vá es la varianza del ruido blanco q,Wwes la autocorre
lación de w y Óx(t) la función de covarianza del proceso X.

Usandoahora la hipótesis de ergodicidad en la autocorre

lación queda que

.1. 2lïm z x x = Ó (t) a o sea
T+m T+1 k>0 k k+t w q

que salvo un factor constante, se puede a partir de los datos

x = {xk}k > 0 obtener la autocorrelación de w.
Una estimación de w puede ser obtenida, mediante una apli

cación de la transformada de Hilbert, usando la hipótesis de

fase mínima. (Ver Robinson y Treitel, 1980).

Nos interesa el caso en que se quiere estimar q.

Vimos hasta ahora que a partir de los datos x = {xk}, se

puede hallar la autocorrelación de w. Se verá ahora que a par

tir de esta autocorrelación puede calcularse q con una buena

aproximación.

En la fórmula

x = Z w o sea x = w k q
k>0 k qt-k

q podrá ser obtenida si se conoce la inversa de Wpor convolu

ción.

La existencia de w'1 queda garantizada por ser de fase mí
k .

nima w pues Zw(z) = Z Wk z no tiene ceros en D.



Luego G(z) = Ï;%ïï es analítica en una región que contiene
a D y no se anula en D.

Luego su antitransformada g es W-1 ya que

_ _ 1 _

zw*g - Zw.Zg - Zw.Ï; - 1

Luego w*g = 6.

Observese que además w'1 resulta de fase mínima.

El problema de hallar la inversa de w puede ser planteado

en términos de hallar una inversa aproximada, o sea una suce

sión (b0,b1,...,bN,0,...) de formaque

I(b) = Iw á b — al; sea mínima.

Derivando I respecto de los coeficientes b0,b1, ..,bN se
obtienen las ecuaciones normales, que son de la forma:

r0 P1 rN 'boï '1

l“1 Po " l"N—1 b1 o

. . , . = .

I‘N PN_1 .' r0 Lbw “o

o sea Rb = e1

donde Fk = Ww(k)

por tanto b = R_1 e

La no singularidad de R está garantizada por el hecho que
w no es identicamente nula.



Observese que la solución de este sistema viene dada en

función solo de la autocorrelación de w.

Se prueba además que el error cometido por restringir

la longitud de b a N+1 o sea

_ N
EN - Iwáb - (SI2

(donde bN es la solución para long N+1)

tiene la propiedad

lim B = O si y sólo si
N

N+oo

w es de fase mínima (Claerbout y Robinson, 196“)



CAPITULO III

1..Deconvotuc¿6n pon Mínima Entnopía (MED)

Un enfoque nuevo e interesante para el problema de decon

volución lo constituye la técnica desarrollada por Wiggings
(1978).

Ooe y Ulrych (1979), Oldenberg, Levy y Whittall (1981) y

Ulrych y Walker (1982) han considerado nuevamente este método

en trabajos aparecidos recientemente.

Cabe destacar sobre todo el trabajo de Ooe y Ulrych (1979)

quienes mediante una modificación en el MED,que consiste en la

incorporación de una transformación exponencial en el algoritmo

(MBDEX)han logrado una mejor definición en los resultados pero

a un costo computacional bastante alto.

Las ventajas del MEDsobre los métodos tradicionales, con

siste en que no hace fuertes hipótesis sobre el modelo. Por ejem
plo no se hace la hipótesis de fase mínima sobre la componente w

ni la de ruido blanco para la sucesión q.

El MEDsolo supone la 'simplicidad' de la señal deseada, u

sando un concepto de Análisis Multivariado.



2. Plantea del modelo g nerLución

El MEDconsidera varios sistemas que son perturbados por

la misma señal de entrada.

Todas las sucesiones, ya sea las que representan a la se

ñal o a los sistemas se considerarán que son nulas a partir de

un valor del índice en adelante. Si este valor se ha elegido su

ficientemente grande, el error por truncación, cometido no es
significativo. A partir de esto, las señales y sistemas pueden

ser pensados comovectores de finitas coordenadas.

Consideremos entonces X1,...,XN, N señales observadas.

Para cada i, (i = 1,...,N) representemos Xi por

xi=w*qi+n i
o sea cada señal es la convolución de una señal fuente comúnw

con una señal de disturbancia qi, contaminada además con un rui

do aditivo ni. Aquí Xi, qi,ni (i = 1,...,N) y w representan veo
tores de longitud finita.

Supongamosahora que se convoluciona cada señal Xi con una

mismaseñal f, que a partir de ahora llamaremos filtro de decon

volución o simplemente filtro, para dar una salida Yi:

Yi = f * Xi = (fáW) á qi + f á ni 1 = 1,...,N

Si qi (i = 1,...,N), son las señales deseadas, el filtro
debe tener la propiedad de que el término (f á W) ú qi se aproxi

me a qi en algún sentido, lo cual se lograría en el caso que f
represente una inversa aproximada de w.
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Ademáses deseable que el filtro tenga la característica

de supresión de ruido, o sea eliminar el sumandof k ni.

La suposición del MEDes que la salida obtenida Yi des
pués de aplicar el filtro debe ser de estructura 'simple' o
'parsimoniosa'.

El concepto de simplicidad o parsimonia, para una matriz

de datos A = (aij) es el punto central de Análisis de Factores
en Análisis Multivariado.

Una descripción breve de una matriz de estructura simple,

seria, que es una matriz en que ‘la mayor parte' de sus coefi

cientes son cercanos a cero, salvo unos pocos de amplitud y ubi
cación arbitraria.

El problema de precisar este concepto en términos matemá

ticos rigurosos, llevó más de veinte años de intentos hasta que

una solución satisfactoria fué hallada (Carrol, 1953).
La solución consistió en definir una 'norma' para la matriz,

de forma tal que mida o defina su grado de simplicidad.

Después de esto una ¿ran variedad de normas o criterios fue

ron considerados (Harman, 1960).

El problema de, dado un conjunto infinito de matrices, que

varian con ciertos parámetros, elegir aquella de mayorsimplici

dad, se convierte ahora en maximizar o minimizar una norma sobre

dicho conjunto. De aquí se deduce el hecho de que la norma seleg

cionada, deba tener la propiedad, que de ella se derive un algo

ritmo de computaciónsatisfactorio.
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Wiggings (1978) utiliza la norma o criterio Varimax, que

es en realidad, una modificación de la norma Varimax-propuesta

por Kaiser (1958), definida para una matriz A = (aij) por:

V(A) = z Vi(A)l
con

ua..
. = ____¿l__

V1(A) g (Z a? )2
k 1k

En términos estadísticos, para cada i, Vi(A) representa la
varianza de los cuadrados de la fila i normalizada.

En el MED,el criterio Varimax se aplica al Output Y = (yij),

donde yij representa la j-ésima coordenada del vector Yi. O sea,
se desea maximizar V(Y) sobre todos los filtros f = (f ..,fl)1”
de igual longitud.

Derivando V(Y)respecto de los coeficientes del filtro e

igualando a cero, se obtiene un conjunto de ecuaciones de forma:

R(f).f = g(f)

donde R = R(f) es una matriz Toeplitz y g = g(f) es un vector,

cuyos coeficientes dependen de f.

Eligiendo una solución inicial

f0 = (0,... ,1,...,0)

se genera un algoritmo iterativo

fn+1 = [R(fnn'1 . g(f“)

el cual permite obtener una solución satisfactoria.



b
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3. Intenpnetación geométniea del MEv

3.1. Nonma Vanimax (caóo 1 mueótna)

Sea Y E Rm, Y fi 0 y considerese la norma Varimax

uy.
vm =zfi (*>

i (X yk)k

Si notamos por nYn = (Z yi)1/2, la norma euclidea de Y,k
la expresión (*) queda:

y.
_ 1 uV(Y)-

La norma V tiene la propiedad de Homogeneidad:

v<xy>=vm si AGR, “to

Además V puede factorizarse como composición de las
transformaciones

T
1 y Y1 2 m 2(y1,...,ym)—--+[(ïïï) ,...,(ïïï) ]

T2
2 2(y1,...,ym)-—DZ =l

Analicemos el efecto de T1 sobre un vector Y.
Considerese

H: {(x1,ooo,xm)/Z = 1 y 0 i = 1,...,m}

Luego la transformación T1 aplica cualquier vector de
la recta generada por Y, en un único vector de la región H
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Ü.

"2

es 1g)
H

31, _,&’ ’
-" 71011)

e 4
2. el

el

(a) (b)

Fig. u (a) H para m = 3
(b) Efecto de T1, m = 2

Y° 2

ya que z (Ï%Ï)2 = —l_ï Z yí : ¿El? : 1
l IYI i IYII

d , yi 2 > .ya o 3 l - 1,00.,m

Observese que esta transformación modifica ligeramente

los ángulos que forma el vector con los ejes coordenados,

debido a que sus coordenadas estan elevadas al cuadrado.

La transformación T2 definida sobre H, alcanza su mini

mo en el baricentro B = (%,...,%), y su máximoen los vérti

ces de H, {e1,...,em} y crece cuando crece la distancia de Y
al baricentro B. 0 sea que esta transformación mide para un

vector y, su lejanía a B o equivalentemente su proximidad

a alguno de los vértices.



Luego la simplicidad de un vector, según el criterio

Varimax, aumenta, cuando mayor es su proximidad al conjun
to de vértices.

Teniendo en cuenta la propiedad de Homogeneidad de V,

la simplicidad para un vector cualquiera de Rm, no nulo

está dada en función de los ángulos que forman, la recta

definida por el vector, con los ejes coordenados, siendo

mayor la simplicidad cuando menor es el ángulo con alguno

de los ejes o mayor el valor absoluto de su coseno.

Resulta además la acotación

1a<v<ar><1 , YERm, Y#0.

Fig. S Curvas de nivel de
la transformacioñ

T2 (m = 3)
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Nonma Vanimax y DeconuolucLón

Sean ahora X, f e Y vectores de longitud n, 1 y m = n+2—1

respectivamente y supongamos que

Y = X ú f

ll.

o sea yk = Z fS xk+1_S k = 1,2,...,m (**)s=1

donde xi = 0 si i e [1,n]
La ecuación (**) escrita en notación matricial es

(Y1,"’)ym) = (f1,ooo’f2) \\ \\ \

o sea Y = f.X donde X es una matriz de [2xm].

Si Vk es la k-ésima fila de la matriz X resulta

COD

2-kr—b—\
Vk

m

con lo que Y resulta una combinación lineal de los vectores

Vkdonde los coeficientes son los elementos del filtro.

Los vectores Vk son linealmente independientes (Ver Apéndi
ce II), luego generan un subespacio lineal w de dimensión 2 en

Rm
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Por tanto cada filtro f no nulo genera un vector Y cuya

simplicidad mide la norma V:

f » Y » V(Y)

Rl-{O} + w + R.
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3.3. EquÁvaZencLa de CAÁIQAÁOÓ

Uncriterio de simplicidad para un conjunto de vectores

A C Rmpuede definirse como una función

CzA + R

Diremos que dos criterios C1 y C son equivalentes sobre2

A si y sólo si

V x,y E A C x < Cly ° C1 x < C2y2

o también si

V x,y e A Clx < Cly ° C2x > C2y

Es claro que dos criterios equivalentes deben tener sus

máximos y sus mínimos en los mismos vectores, por lo que la

elección de uno u otro dependerá de la complejidad algoritmi
ca que de ellos se deriven.

En particular si

C1 = aC2 + b con a # 0

C1 y C2 resultan equivalentes.

Por ejemplo, la norma Varimax y la norma "T1(Y)-B“2
(B baricentro de H) son equivalentes ya que

2 _ Yi 2 1 2 _ Yi u

IT1(Y)—BII—2[(—) -¡1 —É<¡ï)  SIN
PM

A

_|‘<

P
v

N +

PM 5HN

2 _ 1
o sea HT1(Y)-Bn - V(Y) —a.



En el parágrafo siguiente se definirá un nuevo criterio

de simplicidad.

-3u
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Nonma D

El análisis hecho para la norma Varimax sugiere entonces

medir la simplicidad.de un vector Y en función de la distancia

de Y a los puntos e1,...,e2m, donde

(1 < k < m)

Definimos entonces

Min H
1<i<2m

donde la normalización del vector Y se ha puesto para conservar

_ 2

la homogeneidad.

Ahora

uï%. - ekl2 = 2 - 2(Yk/¡Y¡) 1 < k < m

Y

I¡%¡—_ em+kl2 = 2 + 2(yk/¡Y¡) 1 < k < m

Luego
lyl

por lo que si definimos

D(Y) = Máx lï%i es



D1(Y) = 2 - 2D(Y)

y entonces D1y D resultan criterios equivalentes en el senti
do definido anteriormente.

l bcn

Fig. 6

Norma D y D1 (m = 2)

Nótese que D(Y) representa el máximode los valores ab

solutos de los cosenos de los ángulos (Y,ek), ya que

|(Yaek)l _ lykl
Icos(Y,ek)I =

IYI lekl IYI

donde <,) representa el producto escalar en el espacio eucli
deo Rm.

Resulta además

, Y e R , Y # o .



Comportamiento de

Y = f * X con f =

tales que (a) X =

o
°.-| max max

J D(y)

o
(a) u, vu)

o | |

Oo
ci

MX mx
O
OH
.L D(y)

V(y)

(b) 8
c3

C)o
c3 MX MI m
o D(y)a“

¿J V(y)

(c) 8
c3

oo
a T I I I

0.00 ¡.57 3.14 4 71 B 23
RAD.

Fig. 7

las normas D y V sobre los vectores
2

(cos a, sen a), a E [0,2fl] y X E R ,

(1,1), (b) X = (-1,-2), (C) X = (100,1)



u.1. Nonma D y Deconvolución

Aplicando el criterio D al problema de deconvolución

para el caso de una sola muestra; se trata de maximizar

D(Y) con

Y = f á X

sobre todos los filtros f = (f1,...,fl), f # 0
Ahora

, Iyil
Sup D(Y) = Sup (Max IYI ) =
feRí feRg; 1

, lyil
= Max (Sup IYI ) (***)

1 feRí

Comoademás vale la propiedad que f es un máximo para
¡Yil . , . , . .
TYT- Sl y solo Sl f es un extremo (max1mo o mínimo) para

Yi ., .
ïï- , entonces la ecuaCion (***) es equivalente a hallar

los extremos de ïái , para cada i, y luego elegir el máximo
sobre los i.

El cálculo de extremos se realiza entonces derivando

respecto a los coeficientes fk del filtro, para cada i fijo
e igualando a cero.

0 sea

ïïïcé)=o, k=1,2,...,9.
Teniendo en cuenta que



_ _ 2 1/2

s h
entonces

ayi
a k xiFk+1 y

a'Y' lYl-l z ÏÏE - nn'1 z x
a k yh af yh h-k+1k

luego

_í_ ( yi) - ( IYI IYI‘1 (í x ) ) IYI'2 
afk IYr ' xi—k+1 ' ñ yh h-k+1 Yi '

: "yn-1 (x. + y lYl‘2 (Z Z f x x ))
1-k+1 i h S s h-s+1 h-k+1

igualando a cero e intercambiando sumatorias

Yi
2 Z fS X (xh_8+1 xh_k+1) = xi_k+1 k = 1,...,2IYI s h

llamando Fs_k a la segunda sumatoria queda

Yi
IY'Z g fs rs_k = xi_k+1 k = 1,...,2

que en notación matricial es

donde



_u0_

PU l‘1 ¡1-1

I‘1 ¡ó ¡ÉL-2

R= É .

“11-1 FIL-2....IÓ

. . ies la matrlz de autocorrelac16n de la muestra, y X es el
vector

(xi,xi_1,...,xi_(2_1)) con

xk = 0 si k e [1,n]
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Caóo N-mueótnaó

La NormaVarimax para el caso de múltiples inputs, maxi

miza la suma de las Varimax de cada output.

Para el caso de la norma D esta generalización deriva

en un algoritmo, no eficiente computacionalmente.

Sin embargousando la idea implícita en la norma kurtosis,

la norma D puede ser generalizada al caso de múltiples inputs,

obteniéndose un algoritmo no iterativo de fácil computación.

Considerense entonces N señales Yi = (y- ), i = 1,...,N,1]
de longitud m (j = 1,...,m) donde

yij z E fk Xi k-j+1

La norma kurtosis de la matriz Y = (yij) se define por

K(Y) - Z Z (ïí})”
_ i j Y

?.)
13

9

la norma Varimax aplicada al vector cuyas componentes son

1/2
donde IY" = ( X y (Ooe y Ulrych, 1979) o sea K(Y) es

i .

las de las filas de 1a matriz Y colocadas consecutivamente,

O sea

(y113"'sy1m9y21a---ay2ma"-9yN1’-°-,me)

Si se aplica la norma D a este vector queda

D(Y) = Mag —T%}—



finalmente se trata de hallar:

lyul
Máx(Sup fi)
laj feRÏ
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Ecuacioneó nonmaieó pana ¿a nonma D

yij = z fk xij_k+1

Y
r’t r1:

ayi. x
af ij—s+1

2

aIYn = 1 Í yrtafs 2'YI r;t st

1 z —1: _. y x = Z Z f X x . =
IYI r,t rt rt—s+1 rt k k rt-k+1 rt-s+1

= ¡yn-125 {(2 x x ) <*)k rt-k+1 rt—s+1k r t
llamando

r _
Fk-s ’ E xrt-k+1 xrt—s+1

(la autocorrelacion de xr en k-s) queda

-1 r
(a) : lyl z f 2 F _ o sea

k k r k S

-1 _
IYI É fk rk_s donde ri _ g ri

finalmente



y.. ay..a 13 _ 13 aIYI -2_
rr m ' ITF; 'Y' - aT-SYij1"Y“ ‘S

_ t -1

_ [xij_s+1 nzu - IYI (E fk Fk_S)yij] IY
Igualando a cero

Matricialmente

y.. ..
——í% Rf = x13 (*)Ilyl

Donde R = X R1, Rl es la matriz de autocorrelación de la
. . i'
1-é51ma muestra y X 3 es el vector

ij _X ' Xij_1,...,xij_(2_1))
donde

0 si k í [1,n]

De (*)

y.. ..
__¿% f = R‘l x13 (#k)
IY“

Si f0 es solución de (**Ï,Af0 (A E R-{0}) también es

solución pues

0 0 0y..(Af ) Ay..(f ) y..(f )
_¿Jfi_, ¡f0=2_11_0_7¡f0=_130_2f0

A lY(f )l IY(f )IIY(Af0)I
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donde Y(f) es el output obtenido al aplicar el filtro f.

o satisface (*), f0 es un múltiplo del vectorLuego si f

R'1 xij.

Entonces f0 = R_1 Xij es solución.

Llamandofij al filtro

f1] = R-1 x13

el algoritmo termina calculando

(ij)
Máx (-%l*7—) donde Y(13) es el output obtenido
i,j IY 13 u_

al aplicar el filtro fl].



CAPITULO IV

l. DeAcAch¿ón de ALgoALtmo¿

Noteremos por MEDal algoritmo obtenido por Wiggings

(1978) a partir de la norma Varimax, y fV al filtro corres

pondiente. Analogamente MEDDy fD representarán el algorit
moy el filtro obtenidos a partir de la norma D.

Tanto el MED,como el MEDD,involucran la inversión

de matrices de autocorrelación. Debido a que estas matrices

son Toeplitz, permiten el uso del método recursivo de Levií

son para su inversión, de complejidad notoriamente inferior

al caso general. En este trabajo ha sido usada una versión

mejorada (Robinson, 1967).

El algoritmo MED,requiere el cálculo de una matriz de

autocorrelación y de su inversa en cada iteración. Teniendo

en cuenta que el orden de estas matrices es igual a la lon

gitud elegida para el filtro, dicha longitud y el númerode

iteraciones necesarias para obtener un resultado satisfactg
rio son dos parámetros que inciden en forma directa en el

tiempo de computación.

Una de las ventajas del MEDDes que al ser no-iterati

vo, solo requiere el cálculo e inversión de una única matriz

de autocorrelación, cuyo orden también es igual a la longi

tud elegida para el filtro.



Por otro lado en todas las pruebas realizadas, se ha

encontrado, que la longitud óptima para el filtro es menor

en el caso del algoritmo MEDD,que para el MED,lo que tam

bién redunda en un importante ahorro computacional.

Los algoritmos de convolución y correlación rápidos
usando FFT (Fast Fourier Transform) son de uso esencial en

procesamiento de señales y pueden ser incorporados tanto al

MEDcomo al MBDDpara lograr mayor eficiencia.

MEDDy Convengencia del MED

Un aspecto importante en la convergencia del algoritmo

MEDes que, comenzando con un filtro inicial:

f0 = (0,...,1,...,0)t, el valor de la normaVarimaxdel out

(n) = fán) k x después de la n-ésima iteración aumentaPut Y

significativamente para las primeras N iteraciones (donde N

depende del input considerado y de la longitud elegida para

el filtro) y luego se estabiliza, no pudiendo mejorarse la

convergencia.

Se ha comprobado, en todas las pruebas realizadas, que

el valor de la norma Varimax para el output del algoritmo

MEDDsupera al máximo valor alcanzado por la norma Varimax

del output del algoritmo MED,cuando las longitudes elegidas

para los filtros son óptimas o sea

V(y ) > V(y )
fD fV
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donde

y = x ú f
fD

y = x á f
fV

Este hecho muestra que el MBDD,produce un output de ma

yor simplicidad que el MED,cuando la simplicidad se mide a
I/ través del criterio Varimax.

Másadelante, se muestra para los ejemplos comparativos

de ambos métodos, un ploteo de convergencia que grafica esta
situación.

Por otro lado, también se ha observado, la situación re
cíproca; los outputs obtenidos por ambosméfodos están en la

mismarelación de orden con respecto al criterio D, o sea

D(y ) > D(y ).
fD fV



NormaVarimaxNormaD

Cántidadde

muestras

OutputMEDOutputMEDDOutputMEDOutputMEDD

H

H

Ejemplo0.35350.36000.65320.6631

101.60652.10780.22170.2356

N

Ejemplo Ejemplo320.57631.19600.60690.7317 EjemploH20.60800.6U980.47580.5106

0.79920.81320.H6090.5758

m

LO

Ejemplo
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EigmpZOó NuménLcOA

Unaextensa simulación fue realizada con datos sintéti
cos, haciendo primero un estudio comparativo de ambos méto

dos y luego probando la eficiencia del MEDDen presencia de
ruido.

Todos los programas fueron hechos en lenguaje FORTRAN

e implementados en una VAX11/750.

Para graficar los resultados se utilizó un ploter
CALCOMP.

Se presentan ocho ejemplos. En los cinco primeros se

comparanambosmétodos, considerando distintas señales fuen

tes, para los casos de un solo input, y múltiples inputs.

Para cada ejemplo se muestra además un gráfico de la

convergencia del MED,comparada con el valor obtenido por la

norma Varimax de los outputs del MBDD.

En los ejemplos 6-8 se analiza el comportamiento del MBDD

al adicionar ruido al input en distintos porcentajes.
En todos los casos se ha recuperado la ondícula fuente,

invirtiendo el filtro MEDD.

La inversión se realizó poniendo este filtro comoinput

del mismoalgoritmo MBDDy eligiendo para el filtro inverso,

la mismalongitud de la ondïcula inicial.
En todos los ejemplos se han considerado ondïculas que

no son de fase mínima.



El ruido adicionado a las muestras fue obtenido utili

zando un algoritmo de generación de números al azar, de ti

po congruencial, que es una función standard del lenguaje
FORTRAN.

Los porcentajes de ruido mencionados representan por
centajes respecto a las máximasamplitudes del ruido y de
la señal.

En cada ejemplo se ha convolucionado el filtro obteni

do por el MEDDcon la señal inicial (Fig. 18). El resultado

obtenido es una función que aproxima a una 6. El grado de

ajuste de esta aproximaciónrevela la inversibilidad del

filtro respecto de la señal fuente.
Es interesante destacar que la polaridad y desplaza

miento de los pulsos en el output, no afecta la maximiza

ción y por lo tanto no pueden ser predichos con exactitud.



EjempZOA 1 a 5: Modelo x = w *Ag

Ejemplo 1:

Para comenzar se eligió comoondïcula fuente el caso

más sencillo de una componente armónica w(t) = a sen at,

tomandotres ciclos discretizados en 100 puntos.

La serie de pulsos q(t) de H0 puntos de longitud,

constó de tres pulsos de distinta amplitud y polaridad,

con separación de 20 y 10 puntos entre ellos. Se adicionó

a esta serie un 1%de ruido respecto de la amplitud máxima

de los pulsos. la convolución de w(t) con q(t) fué tomada

como input para el MEDy el MEDD.En la Fig. 8a se grafican

w(t), q(t) y x(t) = w(t) * q(t).

Para ambosalgoritmos se probaron varias longitudes

para el filtro, resultando que la longitud óptima para el

filtro MEDes de 16 puntos y para el filtro MBDDsólo de

5 puntos.

La convergencia del MEDse estabilizó después de las

doce primeras iteraciones, alcanzando un valor Varimaxmá

ximo cercano a 0.3535. El output obtenido por el MBDDtuvo

un valor Varimax igual a 0.36. (Fig. 16. a).

Los outputs obtenidos, son mostrados en la Fig. 8.b y

8.c. Se observa una mejor deconvolución en el caso MEDD.La

polaridad no se ha modificado y se ha conservado con exacti

tud la separación entre los pulsos.
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SDURCE WAVELET RECOVERED HAVELEÏ

MED FILTER MEDD FILTER

INPUT OUTPUT OUTPUT

IÍT l l I I r I l l
o.oo 0.20 0.40 0.00 0.20 0.40 0.00 0.20 0.40

SEC. SEC. SEC.
(a) (b) (c)

Fig. 8 Ejemplo 1

El ploteo de la ondícula recuperada invirtiendo el

filtro fD, (Fig. 8.o parte superior) muestra una amortí
guación respecto de la ondïcula original.
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El resultado de convolucionar el filtro fD con la ondi
cula original w(t) muestra que este filtro produce una muy

buena inversión de w(t). (Fig. 18).

Ejemplo 2:

Este ejemplo muestra el comportamiento de ambos méto

dos en el caso de múltiples inputs. Se ha elegido la misma

señal fuente del ejemplo anterior y se han considerado se

ries de hasta cinco pulsos, de amplitud y polaridad arbitra
rias cuya ubicación fue obtenido en forma aleatoria.

La serie de pulsos del ejemplo 1 se ha incorporado tam

bien, para una mejor comparación.

En este ejemplo los filtros óptimos conservaron la misma

longitud que en el caso de un solo input.

El MEDnecesitó más de sesenta iteraciones antes de esta
bilizarse, alcanzando un valor Varimaxconsiderablemente me

nor que el output para el MEDD(Fig. 16.b y Tabla 1). Esta di

ferencia redunda visiblemente en la calidad de los outputs og
tenidos (Fig. 9.c y 9.d).

Se observa además una excelente resolución aún en el caso

de pulsos muy cercanos o de pequeña amplitud. La polaridad

y separación se ha conservado en ambos casos.

El filtro obtenido fD, presenta un aspecto similar en
los ejemplos 1 y 2, lo cual hace que las ondiculas recupera

das y la convolución fD k w en ambos casos tengan similares
características.
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Ejemplo 3:

En este caso se ha elegido como señal fuente (40 pun

tos) la ondícula 'Ricker', considerada en la literatura en

Geofísica, comouna buena estimación de la señal fuente en

problemas de prospección sísmica. Analíticamente representa

la segunda derivada de la densidad Gaussiana. (Robinson and

Treitel, 1980).

Se consideraron dos series de dos pulsos, donde la ubi

cación, amplitud y polaridad del segundo pulso en una de las

muestras ha sido modificada con el objeto de analizar el efes
to en la deconvolución.

En este caso debido a las características de la señal

fuente, las longitudes de los filtros son considerablemente

mayores que en los ejemplos anteriores, resultando de H0 pug
tos en ambos casos.

La convergencia del MEDse estabilizó en la novena itg

ración. El valor Varimax para el output del MEDDsuperó en

más del doble el valor para el MED.

El output del MEDpresenta en este caso una inversión

en la polaridad, además de un alto porcentaje de ruido (Fig.
10. c).

La inversión del filtro fD produjo una ondïcula amplia
mente satisfactoria (Pig. 10.d parte superior).

Se observa un desplazamiento de la G-aproximada, obte

nida comoconvolución de fD con la ondícula fuente, debido
a la mayorlongitud del filtro (FIg. 18).
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Ejempzo 4:

El objeto de este ejemplo es estudiar la deconvolución

en un caso semejante al de los ejemplos 1 y 2, pero donde

la señal fuente ha sido amortiguada.

Los resultados presentan caracteristicas análogas a los

de aquellos dos ejemplos (Figs. 11, 17.a y 18).

Ejemplo 5:

En este ejemplo se propone un severo problema de decon

volución. La señal fuente es una compleja ondícula de fase

mixta de 60 puntos.

Se han elegido tres series de pulsos obtenidos aleatg
riamente.

La longitud óptima de los filtros es del orden de 60

puntos en ambos casos.

Los valores Varimaxde los outputs son cercanos, sien

do levemente superior para el MBDD.

La convergencia se estabilizó a partir de la iteración

doce (Fig. 17.b).

Los outputs de ambosfiltros presentan un visible nivel

de ruido. La polaridad se ha invertido en ambos casos.

En este particular ejemplo se observa comomejor recu

peración en la amplitud de los pulsos para el MEDD.

La señal recuperada por inversión del filtro fD se ajug
ta notoriamente a la forma de la señal fuente.
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SDURCE ÚAVELET RECDVERED NAVELET

MEDD FILTER

INPUÏ DUÏPUT

fi I I Í I F ñ] Ï 1 l
0.00 0.20 0.40 o.oo 0.20 0.40

SEC. SEC.

(a) (b)

Fig. 13 Ejempio 6

NóteSe el cambio de polaridad, también reflejado en

los outputs.

Comoen el ejemplo 3, la extensa longitud del filtro

produce un desplazamiento del mismo orden en la G-aproximada
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obtenido al convolucionar f y w(t). Se refleja también
D

aquí la inversión en la polaridad y una cierta perturba

ción (Fig. 18).

EjempLo¿ 6 a 8. Modeio x = w * q + n:

El objeto de estos ejemplos es estudiar la estabili
dad del MEDDen presencia de ruido aditivo.

EjempZo¿ 6 y 7:

En estos dos ejemplos se considera la misma señal

fuente que en el ejemplo H, con 50 puntos de longitud.

En ambos casos se ha tomado un solo input, contami

nado con 5% de ruido (Ejemplo 6) y con 25% de ruido (Ejem

plo 7).

Se ha comprobado mediante las pruebas numéricas, que

en presencia de ruido, la disminución de la longitud del

filtro produce una mejor preservación de la amplitud de

los pulsos, pero también un incremento en la amplitud del

ruido. Filtros de mayor longitud disminuyen notablemente

el porcentaje de ruido, pero alteran la amplitud de los pu;
sos, pudiendo hacerlos indistingibles. Este hecho es de

gran importancia en la elección de la longitud del filtro.

En el ejemplo 8 esta situación es analizada con más detalle.
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SOURCE HAVELET RECOVERED UAVELET

ii?
MEDD FILTER

Ji?
INPUT DUTPUT

r l I l l F I I l l l
0.00 0.20 0.40 0-00 0.20 0.40

sec. sec.
(a) (b)

Fig. 1a Ejemplo 7

Las longitudes, óptimas en el sentido arriba menciong
do, fueron de 20 puntos para el ejemplo 6 y de 10 puntos

para el ejemplo 7.



En el output del ejemplo 6, los pulsos son perfectamen

te distinguibles, aunque hay una pequeña disminución en la

amplitud del segundo. En el ejemplo 7, el output presenta
un alto porcentaje de ruido pero los pulsos han mantenido

sus amplitudes casi sin alteración.

Por inversión del filtro se obtiene en el ejemplo 6

una ondícula muysatisfactoria, de características iguales

a las de la ondicula fuente, mientras que en el caso del

ejemplo 7, si bien la inversión produce una ondïcula con

taminada con ruidos, ésta conserva las características que

la hacen perfectamente reconocible. (Figs. 13 y 1a, arriba).

Ejempio 8:

En este último ejemplo se ha tomado una ondïcula com

puesta por senos de frecuencias variadas, con coeficientes

y fases tomados en forma aleatoria, y luego amortiguada. Se

la discretizó en SOpuntos. Se eligieron dos series de pul

sos de amplitudes correspondientes iguales, pero de distin

ta separación entre ellos. Los inputs fueron contaminados
con un 15% de ruido.

Se estudiaron los outputs producidos tomando toda

una gama de longitudes para el filtro MEDD.Para longitudes
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Fig. 17

menores que cinco, el filtro obtenido no logró una resolución

en los outputs. Para longitudes mayores que sesenta, la ampli

tud del segundo pulso en ambos outputs disminuyó en forma tal

que resultó imposible distinguirlo.

En la Fig. 15, se grafican los outputs del MBDDpara un

filtro de 5 puntos de longitud y para un filtro de H5 puntos.

Observesé que en el caso del filtro de menor longitud la

deconvolución es más apropiada. Tambiénla inversa del filtro

aproxima mejor la ondïcula fuente.

En Fig. 18 se grafica la convolución de este filtro con
la senal fuente.
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Fig. 18

Los ejemplos 6, 7 y 8 muestran claramente la estabilidad

del MEDDen presencia de ruido aditivo.

Los outputs revelan una buena deconvolución con un cierto

incremento de nivel de ruido.
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Abaunce I

Repneóentacáón de ¿¿¿Iema4 Lineateó e ¿nuan¿ante4 en el tiemgg

1. Señales de soporte finito.

Sea T un sistema lineal e invariante en el tiempo.a
si f"’“' Supongamosprimero que se restringe el dominio de T

a las señales de soporte finito, donde:

Sop(X) = {k:X(k) # 0}.

La familia {dk/k e Z} es base (en el sentido algebrai
co) del conjunto de señales de soporte finito, pues

x = z x(1<)¿sk
k G Sop(X)

en efecto
0 si n e Sop(X)

( X X(k)6k)(n) = Z X(k)6k(n) =
e ' .

k SOP(X) kesop(x) X(n) Sl n E Sop(X)

Por una cuestión de simplicidad, escribiremos

X = X X(k)6k entendiendo que dichak
3 .._

suma se hace sobre aquellos k E Sop(X).

Ahora por linealidad de T

TX = E X(k) T(6k) y como 6k = [k(ó)

resulta usando la invariancia de T que

Tx = á X(k) T(1k(s>) = E x<k>r_k <T(a))



si llamamos h = T6 es TX = Z X(k)[k(h)k

por lo que

Y(t) = <Tx>(t) = z X(k) h(t-k) (v t e Z)
k

y resulta

Condiciónde estabilidad para sistemas lineales e invarian
tes en el tiempo.

Sea T lineal e invariante en el tiempo y sea h = T6

Luego
+0

i) Si T es estable * X Ih(n)I < +m

+0)

ii) Si TX = há X y Z Ih(n)I < +m á T es estable

Dem. i) Sea T estable, N e W

definimos

h(—n) si h(-n) # 0 y |n| < NIhC-ni
X(n) =

0 en otro caso

Luego

(h*x)(0) = 2 X(-n) h(n) = Ih(n)I
n In <N

como X es de soporte finito y ¡XIm < 1

I % |h(n)! = [(h*x)(0)| = |(Tx>(0)| < IÏXIQ < Mn <N
+0

de donde Z Ih(n)I < M < +m



+41:

ii) Si 2 Ih(n)| < +w y TX = th se tiene
_W

_ Desigualdad
I(TX)(n)I - IE h<k)x(n-k)| < (¿|h(k>|)-'X'm (de Young)

Luego si IX|cn < 1

Sup I(TX)(n)I < z |h(k)| < +a
n k

es decir T es estable.

. Propiedad

Sea T estable, lineal e invariante en el tiempo.

Si M = Sup ITXIen entonces ITXHno< MIX!”
Hxnm<1

En efecto, si X = 0 entonces X(n) = 0 V n

y Tx = T(o.X) = 0.Tx = o

y de aquí IIÏXIm = O y la desigualdad vale

Si Ixum # o, sea ch) = %á%l

Luego

IYIun = 1 y Tx = T(|Xlw Y) = IXIno T(Y)

Entonces

ITxIcn = IIXIQ.Tle = IxIcn ITynen < lefln M (*)

3. Señales amortiguadas.

Supongamosnuevamente T lineal, invariante en el tiempo

y estable.

Diremos que una señal X es amortiguada si y sólo si

lïm X(n) = 0
|n|++oo



Para cada señal X consideremos la señal truncada

X(j) si |j| < n

0 si |j| > n

Luego X(n) tiene soporte finito para todo n.

Sea h = T6, luego TX(n) = h á X(n)

entonces

Tx — h k x = Tx — Tx(“) + Tx(n) — h * x

(observese que "hnl < +mpor 1a estabilidad de T y

HXHÜ< +0°pues X es amortiguada, luego usando la desigual

dad de Young, h ú X existe)

ahora

ITX-thHm < ¡Tx-Tx(“)nm + nTx(“)—h*xum ='
= lT<x-x(n))|lcn + Ih*(x_x(“))lm < (usando (*) y

desigualdad de Young) < MIX-X(n)l0° + lhl1 lX-X(n)lcn

ahora IX-X(n)|¡en < .Sup IX(j)I-————)0 por ser X
P _ l l>n n++cnamortiguada.

Luego

ITx — h k XIen = o y Tx = h * x

u. Condición de Causalidad para sistemas lineales e invariantes

en el tiempo.

Sea nuevamente T lineal e invariantes en el tiempo.



Para cada señal X consideremos la señal truncada

X(j) si Ijl < n

x‘“) = Xn(j) =

0 si |j| > n

Luego X(n) tiene soporte finito para todo n.

Sea h = T6, luego TX(n) = h á X(n)

entonces

Tx — h * x = Tx - Tx(“) + Tx(n) — h ú x

(observese que "hnl < +unpor 1a estabilidad de T y

HX"0°< +aopues X es amortiguada, luego usando la desigual

dad de Young, h ú X existe)

ahora

ITX-thHm < uTx—Tx(“)nm + uTx‘“)-h*xum =

' < ) ( )
= lÏ(X-X n )|lno + lh*(X-X n )|en < (usando (*) y

desigualdad de Young) < MIX-X(n)l0° + lhl1 lX-X(n)lcn

ahora ¡IX-X(n)“cn < .Sup IX(j)I-———_)0 por ser X
F, _ n++cn

amortiguada.

Luego

ITx — h k XIno = o y Tx = h * x

H. Condición de Causalidad para sistemas lineales e invariantes

en el tiempo.

Sea nuevamente T lineal e invariantes en el tiempo.
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Si Ï es causal y C = C(n) es la sucesión nula

entonces

6(s) = 0 = C(s) si s < 0

y (T6)(s) = (Tc>(s) si s < o, luego h(s) = o

si s < 0

Recíprocamente si h(s) = 0 (s < 0)

(TX)(n) = Z h(s) X(n-s) que sólo depende de X(k)
s>0

para k = n,n-1,... , es decir de los valores de X anteriores
an.
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APENDICE II

La ecuación V = E ¿h Vk pana ¿a convoiución

Sea x = (x1,...,xn) una señal de longitud n.
La convolución de x con un filtro f de longitud 2 puede

representarse matricialmente en la forma

Y = f.X donde las filas de X son

Vk= (0,...,0,x1,...,xn,0,...,0) k = 1,...,2

Veremos en lo que sigue que los vectores {V1,...,V2} son
linealmente independientes en RHN"1 bajo la suposición que la

muestra no es identicamente nula:

Deacuerdo a nuestras hipótesis, existe un primer índice

i con la propiedad xi fi 0. Sea v tal índice.
Considerese ahora la submatriz de X formada por todas las

columnas que contienen al elemento xv

x1 . . . . . . . . . . .. xv .... Xv+2_1 ... n
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Esta submatriz X1es triangular superior, ya que

x- = 0, i = 1,...,v-1.

Luego Det(X1) = (Xv)2 # 0 entonces rango (X1) = l.

De aquí rg col(X) > i

Por tanto, como 2 > rg fila (X) = rg col (X) > 2 se deduce

que rg(X) = l y por tanto los vectores {V1,...,Vl} linealmente
independientes y generan un subespacio w de dimensión l.

Nótese que del hecho que X tiene rg máximo, resulta que

R = XtX es inversible

donde R es la matriz de autocorrelación de la señal x.
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APENDICE III

Nonma D y Sp¿h¿ng F¿Lten

Se mostrará aqui una relación entre la norma D antes

definida para el caso de una muestra y el método tradicig

nal para inversión de una señal conocido comoSpiking Fil

ter (Robinson y Treitel, 1980).

En el proceso de Spiking Filter se minimiza la norma:

2 - 
ny —eil para cada 1 - 1,...,m

(donde m es la longitud de y = x * f) sobre el conjunto

de filtros de longitud 2.
Vimos ya que la norma D es equivalente a minimizar

nï%ï - eil2 para cada i = 1,...,m

o sea que amboscriterios difieren solo en el factor de ho
mogeneidad Iyn.

Probaremos que esta diferencia no incide en la eleg
ción del filtro.

Sea w el subespacio considerado en el apéndice II. El

vector w e w que minimiza Iw-eil es la proyección ortogonal

ei sobre w (Suponemos aqui que ei I w, o sea lwl # 0) luego

e. - w l wl
nimiza I—X—- e.I2.

IYI
_ W 

Probaremos que w l- -—— m10 le



Sea y un vector cualquiera de w distinto de cero y
= _X_

notemos y0 lyl.
Luego

1 = lyol < Iyo —wl + le

también

1 = llwoll = Iw0 — wl +le (pues ¡wn < Ilwoll = 1)

o sea

Iw0-wl<ly0 -w|

luego

2 2
Iw0 - wl < lyÜ — wl

Ahora

2 _ 2 2 2 2 _ 2
"wo-ein — Ilwo-wl + Iw-eil < Iy0—w|| + Iw-eil — IIyO-eil

con lo que resulta
2 2

¡wo _ ein < ¡yo —eil y por tanto

w minimiza

IriéI-— eil2 I

Otro algoritmo para la norma D.

Las consideraciones hechas arriba sugieren otra forma
de calcular el filtro.

Comolos vectores {V1,...,Vn} son datos y forman una



base del subespacio w puede aplicarseles a estos vectg

res el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt, para

obtener una base ortogonal {w1,...,wl} de w. Las proyec

ciones de los vectores ek sobre el subespacio w son ahora
facilmente calculables considerando los productos

(wi, ek) .

Luego basta elegir

¡2.Mïn Ipr (e ) - e
1<k<m w k k
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APENDICE IV

Diáenencáaó entne ¿a nonma V y La nonma D

Al maximizar la norma D, se debía hallar

, e IY'Iy“ 1 á

‘k\ mÉxnyn H I Iy.
Es claro que la maximización de ly: equivale a la maxi

2
. ., Yi

mizac1on de su cuadrado 2 o sea
IyI

y2
max 12 (*)

f "yn

Denotemospor y2 = (yÏ,...,y;).
2

Luego-ï—ï pertenece al conjunto H antes considerado,por
"y"

lo que es claro que (*) equivale a minimizar la distancia de
2

——Xïal conjunto de vértices de H.
IyI

Por otro lado se vió que la norma Varimax equivale a maxi
2

minizar la distancia —X—ïal baricentro Bade H.lyl
4 , De aqui se concluye que el comportamiento de las normas

V y D se puede describir como:

Para cada filtro f se obtiene Y mediante la convolución

y:f* X. 2
_¿L__.eX ahora se transforma según y + 2(ly!)

H.



Llegado a este punto, las normas se diferencian en:

la norma D mide la distancia (al cuadrado) al conjunto

de vértices de H. O sea

2 2Mina-L—elk
k fly“ 2

k“ y la norma V la diStancia de —X-ïal baricentro B. O seaIyl
2 2¡1-1- - BII

2IyI

es

sl
ïïu‘

e. el
(c)

Fig. 19

Curvas de nivel (m = 3)

a) Norma Varimax

b) Norma D 2v
c) Norma V y D par? un vector -¿MÏ
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a CGHTINUACIÜN SE DETALLAM LAS ÉUBQUTÉNAE UTZLI
sus ¡aL-rr-.-.nm La“ ***-.‘i-ï»*.4*****-}*fl ¿f«zum-gt4-154 ¿»x-we sum-:24+ -:

'::3i\l"-'h!:¡:..\‘-\-EIA; í?! BJ LA VECTOR DE N POSICIONES
E VECTOR DE M POSICIONES
C VECTOR DE L POSICIONES, L=N+M-1NIA:H:

OUTPUT :
**# PEALIZA LA CONVOLUCION DE A Y B Y LA ENTREGA EN C

COORfiaN-MrL;FJN1:N2.SUP)
XiCOMMÜN} MXN-MATRIZ DE MUESTRAS
F VECTOR DE L POSICIONES

NUMERO DE MUESTRA
COORDENADA DE LA MUESTRA CONVOLUCIONADA CON F

INPUT: N.M.L.F,N1,NE
OUTFUT: SUP

¿«* CDNUOLUCIONA CADA COLUMNA DE X CON E CREANDO w
NJGHALIZA N Y CALCULA ¡“(N11N2)| COLOCANDOLOEJ SUP.

'74r]fi .U
| Í nTrá)

T VECTOR DE DIH M
A VECTOR DE DIM M

INPUT: M,T
OUTPUT: A

##9 HáL;A LA AUTOCORRELACION DE T Y LA COLOCA EN A.A:NIE;
A VECTOR DE DIM Q
E VECTOR DE DIM N
C VECTOR DE DIH LGIAINJBIL

O .
iüü CALCULA LA CORRELACION DE A Y DE B Y LA ENTREGA AN C.RI GIFI

RaGaF¡A VECTORES DE DIM LRLR!I I
OUTPUT: ;

*** E5 UTILIZADA POR INVTOP PARA INVERTIR LA MATRIZ DE AUTÜ’
CÜRRELACION. CONTIENE EL ALGOFITMÜ RECURSIVÜ DE LEVINSON.

IMPULS‘LD»D;K)
D VECTOR DE DIN. LD
K ENTERO; 1€=K<=LD

INPUT: L8¡D;KOUTPUT.
##fi COLECA CEROS EN D Y 1 EN D(K).

INVTOPCLR.RIRI.SFACE)
LR ORDEN DE LA MATRIZ TOEPLITZ _ R VECTOR DE DIM. LR. QUE CONTIENE LOS COEFICIzNTES DE LA

MATRIZ TOEPLITZ.
RE VECTOR DE DIM (LR**2?: QUE CONTIENE LOS COEFZCIENTES DE

LA MATRIZ INVERSA DADOS POR LINEAS.

SPACE VECTORTAUXILIARN .. L ¡ R
OUTPUT: RI:(SPACE)

#*# TNVIERTE LA MATRIZ TOEPLITZ
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000000

20
BO

10

armcmsramFcaoo),c<1Gn:;,st1:o0),F1<30r1
NEITE<&:*, 'ENTRE L,M (LONG [EL r L ROJYFLADCS,*) La“
MGrL+M—1
HEITE(6,*} ’ENTRE N. CANTZDAD DE MUESTRASh;AE(5,*F N

LR HUESTFA)’

LEE=’s=so
y“ :=1,m

LLE=LEE+1
LES=LES*1HEAD(LEE:*}(CiJ)-J=I,N)
La J=1, L

FláJ) = FiJ
emo DO

_ CALL CONVOL(M,C:L FIIMO OS)
CALL NUHMAL¿ZtMQ,GS)Is . s. "v"=.
ENG DO A,r E<LE *> (u;\ñ..K=I,MQ)
STOP
ENE

DIMENSIONA(1000);B(1000)*********************************************************
ESTE PROGRAMA GENERA RUIDO ALEATORIO Y LO ADICIONA A LA
HUE TR QUE EE EN A.EL PORCENTAJE DE RUIDO PUEDE SER

SESEEC;OSÉQ NORMA 2 DE LA SEÑAL O LA NORMA INFINITO DE*******************i***i*********************************
NRITE(6.*) 'ENTRE NUMERODE ARCHIVO DE ENTRADA'
READ(5.*) LEE
HRITE(6.*) 'ENTRE NUMERODE ARCHIVO DE SALIDA'
R

HRITEéb.T)M'ENTRE LONGITUD DEL VECTOR’f
READ(LEE,*) (A(I), I=1.M)
NRITE(6.*) 'RUIDO 1 (ENERGIA) o RUIDO 2)'( .i)
IF(K.E0.2) GO TO 20
CALL RUIDO(M.A.B)

TO 30
CALL RUIDOQ<HaA,B)

üRITE(LES;*)L(A(I).I=1¡M)
FORMAT('ARCH’:Ï3.' + RUIDO--> ARCH'.IB)
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SUBROUTINE RUIDOtM.A.B)
*********+*********4***************************w********
ESTA SUBRUTINA GENERA RUIDO Y LO ADICIONA A LA MUESTRA
SEGUN EL PORCENTAJE INDICADO,RESPECTO A LA NORMA 2********i*****************************************ü*****
DIMENSION A(M).B(M)

NRITE(6,*) ¿ENTRE UN ENTERO DE CUATRO CIFRAS’5 i) I
NRITE(6¡*) 'ENTRE Z DE RUIDO’
READ(5.*) IP
CALL NORMA(M.A.C)
DO I=1.H B(I)= (RAN(IN)-.5)
END DO
CALL NORHA(M;B¡D)
D=SGRT(D)
C=SGRT(C)
X=C*IP/(D*100)
DO I=1.M
A(I)=A(I)+B(I)*X
END DÜ
NRITE(6¡23) C.D*X
FORMAT(' NORMADE A=’.F7.4,’ NORMADE B='¡F7.4)
NRITE(6;10) IP
FORMAT(' SE ADICIONO'.I3.'Z DE RUIDO')
RETURN
END

SUBROUTINE RUID02(M.A.B)*************************************#****************i*
ESTA SUBRUTINA GENERA RUIDO Y LO ADICIONA A LA MUESTRA
SEGUN EL PORCENTAJE INDICADüuRESPECTO LA NORMA INFINITO.********************************************************
DIMENSIONA(M).B(M).C(400)
NRITE(6.*) éENTRE UN ENTERO DE CUATRO CIFRAS’READ(5,*
NRITE(6;*) ’ENTRE Z DE RUIDÜ'
READ(5.*) IP
DÜ I=1.H B(I)= (RAN(IN)-.5)
END DO
D = O

DO J = 1 . M
C(J) = ABS(A(J))
IF(D.GT.C(J)) GO TO 1

D = C(J)
CONTINUE

END
X=D*IP*2/100
DD I=1aHA(I)=A(I)+B(I)*X

ND
HRITE(6.10) IP
FÜRÜÉL(' SE ADICIONÜ'uI3.'Z DE RUIDO')
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¿UERÜUTINE CDNVOL(N,A,M.9:L.C2
4 ##éiáüúüüiüüüüüúmüiü59ú#á*fi*á*#*hfiáiáü+fl2ünüúáa*ü#*4#1
REALIZA ía CONVÜLUCIÚN DE A Y B Y LA ENTREGA EN .
*>*}****4}*}***&*4%1ia##*á*%ü1*k*%*fiüáüiü*%#4úü%üñü**fi%r

M NSIDN A(N).B(M)-C(L>
REVERSE(M:B)

ïJ IïERU‘LJC)N
UU J=11M
C(S+J-1)=A(S)*P(M+1-J) + C(S+J-l)
END DG

ILO-1 Í
(LC)"

.-\
.

SUERÜUTINECDURD(N:H.L,F.NI,N2¡SUP)*#*}***#ñï*ñ*4i*#l#w*iük*5*#*4*fiü%*iñ4**flXü!*##ü***#***
CJNVÜLUCIÜNA CADA COLUMNA DE X GUN F. CRFANED N.
NCRMALIZA w Y CALCULA ¡MÍNI.NE)¡ CÜLÜCANDCLD EN SUP.ñéfli****üi*}*#***fiüiü**2*n**ü*d}fl**üüüülfiüil?4*#******&
DIMENSIDN F(L)
uIMENSIoNA<1ooo>, B(1300;. w¿1300.15)
DIMENSIONAíH).B(M+L-1).N(M+L_1,Ni
cammaN x<1000.15>
MG = M+L-L
¡1'H 'f**** ¿1'i'l'i-ü'ñ-l'I-N'Mfi'i-H-fl-ñ-tü-fl-üiüfiüüü-iá-fi-iñfl'fi-ï-i'ü-¡ñü #“ñfi'i'ü
CALCULO DE LA MATRIZ w (CGNVÜL. ana
1!'k-N-‘i-i'H-i’.‘ SH!-}*****H- 21* ¡"K-'4--'ÁH iüfi‘h hit ¡HI-iii H INMW‘i-¡lh‘r-ú-rrü-h-¡ü-l‘lü
no I = 1. N

no K = 1, n
A(K) = X(K,I)

END DO FIHIA;MQ:B)
DU K = 1. M

N(K.I) = BíK)
FND DO

F ND DO*fi*#***#*ü*#********#*i#*ü##*****%***#**ü********4ü***
CñLCULÜ DE LA NORNA DE wüw******üfi%*****#****H#*#}#4*4***#*}ü****4**ü***#*****
rar = o
ue I = 1, N

no a = 1. MG
B(J) = w(u.1>

FND noeau. Nonnmm,a, emm
TOT = smon + TDT

FND
ÏDT fi SQRT(TÜT)
IF (TOT.EG.0) G0 TU 100 _ __
********* l’********% l'I-H'H'ü-N'ü'fifi¿1*¡Hifi********-Ïf ¡"li-¡1-1'!vr*4##1##“!
CALCULÜ DE LA CÜÜRDCNAÜÉ ((N1‘1}*5M+L-1) P N?! I I*ü*-fi-*****ü********fi ****'}#9*#*H****üüñü ¡HIJ-i-N'31'4-1-41'4*****
IF (N(N2:N1)) 11:11:12
“5.21N1): -“(N2l )

SUP = u(N2.N1)/TUT
RETURN I HNRITE(6.*) 'ERRDR tN SUERUTINADIST - u v o .N1,N¿
STOP
¿ND
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SUERÜUTINE C0RREL<M,1,AE
¿HE-üi-i-lHI-ü-‘á “dt-N-ï-I'üü-N-i-üt- 444-in :H! "1"!tu! :t-It-í-k-ii- ¡riña! ll-il-ú-ji-ÏF-EÍ‘Hí-Ïl‘-t'*¿I-*fl--l#
CALCULA iA AUTDCORRELACIDN DE T Y LA COLHCR EN A.
il»JNE-¡1'*-:Ht-it 844141"!{iii-it iii-¡r .‘l¿Hi-ir ‘-J-é! Lt-ü1: #444911-*>l***-I-# ¡id-21* ü-Mv-t-H'it*#*#**

DIMENSION T<M),A<M>
=1.NUÜ I l‘.\'I)=.

DC J=IIM‘ AíI)=Tíd)*T(J-I*13+A(I)
END DÜ

END DD
RETURN
FNO

SUBRÜUTINECORREL2(G.A;N.B,L.C)i*******ü1*H#**I*#*Wñ**%*e*wüw***Nifi*#*úüüü**ü****
CALCULA LA CDRRELACIÜN DE A Y B . ' LA CHLDCA EN Ca******4*«***#i***+w*%*%4**4***4*+***4**444**#****
DIMENSIONA(2);B(2).C€?>
¡”:1 1;:11 L.C(I)=

“Ü J=1;N
C(I)TAKÏ+J—I)*B(J) P C(I)

PNÜ DÜ
PrND DÜ
RETURN
END

SUBRÜUTINEINVTOPtLR,R,RI,SPACE;
DIMENSIONRC5).RI(?5)-BPACE(10)
* h******#******%*** 31-*****ñi##1fü-}#**ü*ü*** H-ü’A-ü-H-H'
INVIERTE MATRICES TDEPLITZ.ROBINSDN 1967.
'31-flv-H"!'II-l'ifü'fl'ï'fl'i'ü'i’ü'f'lfií "¿ü-1"}Z1-üs‘fif 4* íüfi-N'üñ'ü'h i‘I-lü-d'fi-H-ü’l'ñ
un K=1,LH

CALL IMPUL5<LR.SPACE,K)
J=LR*(K-1)+1
IT=LR+1
CALL EUREKACLRlR.SPACE,RI(J),SPACE(L1))

SUBROUTINE IMPULS(LD.D,K)******************************************************
EÉEERPHDGRAMA CDLDCA CEROS EN EL VECTDR D Y UN 1 EN EL*******************4**********************************
DIMENSION D(2)
DD I=1.LD



GUBRÚUTINCEUREKA(LR,R:G,F.A)*}fi**}**44*****4*4ü5*141*tü1*&*üüü*iüü**fl4*1*ü
FBTA SUBRUTINA ES USADA POR EL PRÜGRAHA INVTÜP
¿LGBRITMÜ RECURSIVD DE LEUINSÜN.üü}ü***l+!*ü***ü**ïm*}ü*üiiüüiññ4#**ü##rüïüáiú
DIMENSIONR(LR)-Gíín).FíLR).níLR¡

1)"."=""Ï"
' '1. I 7-1

" r 1 í "-G'Í L Ï/"J
¡nc (LR. 1) RETURN
¡lo L:"21

33*0.
G30
Í SPL-1
“Ü JHIJLS

K=l 'J+1
D=U'rt'-\.(-JÏI*R(V\)
Q=QFFMJ3úR<K>

rND DD
C3D/V
IF (L.EQ.2‘ GD IÜ 4
l i’-(L"2.‘ /2
í2=L1+1
IF (L2.LT.?3 GU T: 3
“Ü J=2¡L2

HÜ.D=A(J
K=l ‘J+1
A(J)=A(d)-C*A(K‘
A‘K."-A{L(.)'C5HÜL_

lTC=L2+1
hCLT3)=A(L13)-C*AÉLT3)
¡“.(L) ='C
V=V-C*D
H=(G*G(L)3/V
“Ü J=IIL3

K=L-J+1
F(J)HF(J)-S*A(K)

FND DGF(L)=-S
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HALCULU DE V
“Ü I=1I NVílfi=l

D135=O
DÜ 5-1 MQ

UáI;-V<E.J)#*ñ + VíI?
DïI\ YíI.J)**D + Dïïi

END DU
IF (Dfí).Efi.0: GD TU 100V(I)LV(1>/(D(IJ}%P)

FND DU
VáRIMAXro
HD LL1=11N

VARIHAK=V5LLIE+UñRIMAX
kND D
NRITE(6,*) 'VAPEMAX=’.váRïMAX
VAR<IT> = VARIMAX
üIJ-ü-t-k-H-ü-h-ïlvSH:nin-,54 ¿r ¡#461 Hi t-u-wncmnw4a- "wm h} wm»;
CALCULU DE R
CALL ZERU(L,R3
DC I=IIN P(I)=V(Ï)/D.I>

DÜ J=1IL RCJ3=P(I)!N(I:J) i Ríj)
END DÚ

FND DUá}*%*4*}*#fiküúüüá¡#t%}á%*wüïhñ#}üï%}ütü}*ü*ü
flALCULO DE film (INVEHSR DE R)
CALL INVTOFíL.H,RE SPACE)*#********ñ}**ü1*áüiñlñ:üüüñü4*}*iü1*4*+***ü
CALCULU DE G
l‘Ü I=1;N

DDJïliL Y3(I;J)=V(I¡J)**3
END DD

FND Ü
CALL ZERÜ(!IG)
DD = IN

CN L ZFRÜ(MQ:B)
DO UILIv

BÉJJLYBlÏ1J)
END D
CAIL ZERÜ(H¡1)
DD ¡Jr-1: T(J)hX(I:J)
EN“ DD
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CALCULO DE F
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END DÜ
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P NRLTUR
WRITE(6¡30) I
FDRMAT('ERRÜRI Y('.IS.') L 0')
STOP
FND
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IntioduccÁón

En esta sección se hace un análisis del error en el

algoritmo MEDD,bajo cierta hipótesis sobre la autocorrg

lación de la serie de impulsos.

El estudio realizado involucra los conceptos de

"Spiking filter" y "Shaping filter", por lo que se hace

una breve exposición de los resultados conocidos en este
tema.

En el caso de "Shaping filter" se obtiene un resul

tado nuevo que muestra que el error tiende a cero cuando

la longitud del filtro tiende a infinito, para un desplg
zamiento conveniente del output deseado.

Se agregan también las conclusiones de las pruebas

numéricas en el análisis de la convergencia del algoritmo

MEDcon la norma Varimax, al variar el filtro inicial.



1. Ei canoa En DeconuolucLón pon Mínáma Entnopia con ncnma D (MEDD)

1.1. Notac¿6n

Si a G Rn+1, a = (a0,a1,...,an) definimos.

Al e R(2+1)x(n+9.+1) como

V’ aoa1 . . . . . ... an0.. O
O \ \ .

A2= : ‘\\:\\ : (2 = 0,1,2,...) (1)
- .\ \\ .\

‘ \
0 ......0 aoa1 . . . . . ..an

En particular

A0 se identifica con a

y si a E R entonces Al = a.I (I matriz identidad)

Convolución

Sean ahora a = (a0,...,an)

b = (b0,...,bm)

Si definimos c = a ü b = (c0,...,cn+m)
con

‘_ ct = á ak bt_k (donde la suma se hace sobre losíndices para los que tenga sentido)
(2)

resulta c = a.Bn
y también c = b.A

m

Correlación

Sea a = (a0,...,an) y d = (d0,...,dn+2) (2 = 0,1,2,...)
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si cS - % aj+s aJ (s = 0,1, ,2)resulta
_ 't

c - d Al (3)

Si a = (a0,...,an), la matriz de las L primeras
autocorrelaciones de a se define comola matriz

i-j ij = á ak+i ak+j = i ak ak+(i—j)

A (H)

R es simétrica y si a # 0 no singular (Ver apéndice II de

parte I)

Vale además que si

a = (a0,...,an), b = (b0,...,bm), c = (c0,...,ch)

entonces (a ü b)¿ = [a En]! = A2 Bn+2 (5)
y por lo tanto

a*(b*c) = a(bs'cc)n = a(b Cm)n = a B C (6)

Shap¿ng y SpLthg Fiiten

Sea w = (w0,...,wn) una ondïcula fuente

y d = (d0,...,d ) el output deseado¡1+2

el Shaping filter de longitud 2+1 se define comoel filtro

f = (fo,f1,...,f2) que minimiza



lw*f—dug sobre f E R (7)

o . .se sabe que f satisface la ecuac16n

w (8)

W
k = (0,...,0,1,0,...,0)

ek e Rn+l+1, k = 0,...,n+l

el filtro ak = (ak0,...,ak2) que minimiza

nwáa-ekug sobre a G R2+1 (9)

se denominael Spiking filter de desplazamiento,delay o
retardo k

k - k _
a satisface a wz wz - ek wz (10)

donde ek twl es la (k+1)-ésima fila de la matriz t

o sea ek tw = (w

wz

k,wk_1,...,wk_2)2

con wi = 0 si i G [0,n]

Si A es ahora la (n+2+1)x(z+1) matriz, cuyas filas

* ‘¡1' son los vectores a0,...,an+la Se sabe que el Shaping filter
0f para el input w y el output d es

0f = dA (11)
n+l

o sea f0 = X dk akk=0
(12)

(Robinson y Treitel, 1980)

WW
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Resulta entonces que el Shaping filter es combinación

lineal de los Spiking filter donde los coeficientes son las

coordenadas del output d

Ei enaon en Sp¿h¿ng 6¿Lten

Sean w, ak y ek (k = 0,...,n+l) como en (9) y llamemos

_ , k 2
Jk - IWna -ekll2

al error del spiking filter de retraso k
Claerbout y Robinson,Í1963) han probado que

J0+J1 +...+ Jn” = n, o < Jk < 1 (13)

o sea, la sumade los errores de los Spiking' filter es

igual axla longitud de la ondïcula disminuida en una uni

dad, y por tanto independiente de la longitud del filtro.

Luego existe k0 con la propiedad
Il

Si V2es el error mínimoentre todos los spiking fil
ter de longitud 2+1

n

y por tanto

V + 0 (l + +0) (15)
9,

Un valor de k con la propiedad de ser Jk mínimo se de
nomina delay o retardo óptimo para longitud de filtro 2+1

y ondïcula w)ak se denomina filtro óptimo.
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Para el caso que w es de fase mínima se sabe que

JÓ + 0 (2 + +w) (15)

(Claerbout y Robinson, 1963)

EL canon en Shaping 6¿¿ten

Expneóión del ¿naaa

Sea ak el Spiking filter de longitud 2+1 y ck = ak*w

es el output al aplicar ak

luego ck = ak.w y C = A w (17)

donde C es la (n+2+1)x(n+2+1) matriz con filas ck y A es la

matriz de los spiking filter.
Comoak satisface (10)

k t _ t
a wz wi - ek w2

resulta
t _ t

A wz w2 - WE

o sea C C = C (18)

Si ahora f0 es el Shaping filter para el output d

de (11) f0 = dA y de (8) f0 wi t
- t

wl - d wz

El error

J = “wúfO-dlg



es

0(W*f0 - d) t(w*f - d) =

- (dAkw — d) t(dA*w — d)

t
(dA WE - d) (dA Wi — d)

y usando (18) y que C = Awl

J = d(I-C) td (19)

(Robinson y Treitel, 1980)

lo que da una expresión simplificada para el error en

Shapingfilter.

AcotacLón del canon en ¿unción de La Longitud del ¿áitno

En esta sección se prueba un resultado nuevo para la

acotación del error en Shaping filter, que generaliza el

resultado expuesto anteriormente para Spiking filter.
Consideremos nuevamente la entrada

w = (w0,...,w )n

d = (d0,...,dn+¿) k
y sea ahora ek e Rm+1 ek = 6,...,0,1,0,...,0)

k = 0,...,m

y sea fk el Shaping filter correspondiente al input w

y al output dicek de longitud igual a n+i+m+1
kf = (f f f )kO’ k1""’ kl+m



- k .t.
Sea ek - flwúf —dnekn2

Se trata de hallar

Ï‘e = e (20)
k=0 k

_ Entonces
.3,

e - kgo Hw*f - d*ekfl2 =

m n+l . n+2+k: |w*( d. a:l — d- 5 -"
kgo jzo 3 ) jzo 3 k+3 2

1 si 1 = h

6h:[0,n+2+m] + [0,1], 6h(i) =
0 Sl i # h

m n+2 . n+2+k= l d. k 3 - d. 6. l =
kzo jzo J(w a ) jgo J J+k 2

m n+l . +k= l d. *a3 - 6. )n <
kzo géo 3(w 3+k 2

m n+2 +k
< d. I 3 — 5. I )

kzü (jgo I 3| w*a 3+k 2

n+2 m . +k
= d. l aJ — a. I ) <

j=o l Jl(¿o w* 3+k 2

aplicando Cauchy-Schwartza la expresión entre paréntesis
n+2 m .

< z |d.|(m+1)1/2 < z lw*a3+k - .s.+kng)1’2 (*)
j=0 3 k=0 3

Ahora
m . n+2+m

J 3+ 2 h _ 2 =
kgo "Waa - %+kI2 < hzo Iw*a Ghflz n
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(la última igualdad es por (13))

Luego
n+l

(ú) < z Id-I(m+1)1/2 n1/2 =
j=0 3

= Ildll1 (m+1)1/2 nl/2

Luego

m 1/2 1/2
e = X ek < ¡dl1 (m+1) n (21)k=0

Entonces existe k0 e [0,m] con la propiedad

k 1/2 1/2
_ Ü (m+1) n

eko - lwkf - dáekol2 < Idl1 m+1
o sea

ek < Idll1 “í (22)
0 Vm+1

Si emi (m) es el mínimo error del Shaping filter den

longitud l+m+1para el input

w = (w0,...,wn)
y el output

k

= (0’.o.’0,d0’oto’dn+2,0’oon,0)
resulta e . (m) + 0 (m + +w) (23)

. min

Este resultado puede ser obtenido también de la si

guiente forma:
kSea a el spiking filter de óptimo retardo de longi

tus 2+1 para el input w
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n k 2 nLuego kua - ekfl2 < ñïïïï

Sea ahora d = (d0,...,dm) el output deseado
Entonces

llwa':(ak*d) - dkeklz = ld*(w*ak —e19l1'2 <

<Ild||1|lwegak —ekl2 < Ildll _fi_
Vn+l+1

entonces si f = ak*d y fk es el Shaping filter para el

output cla'eekresulta

ek = Iwñfk - dkekl2 < Iwáf —dkekl2 < lldl1 -—Jfií——
Vn+ +1

á emin(l) + 0 (2 + +0)

En el caso que w sea de fase mínima

JOCIL) + 0, (2 -> +on)

_ 0 2
con J0 - Iw*a —eol2 (ver 16)

luego

_ 0 0
eo - Iw*f - dáeol2 < |w*(a ád) - d*e0I2

_ 0 1/2
- Id*(w*a - e0)l2 < ldl J01

Luego

50+ O (z++cn) (24)

Para cada longitud del filtro, el valor de k que realí
za el error mínimo se llamará el optimun delay para el Shaping

filter de output d.



1.u.2. AcotacLón del canon en Shapáng 6¿¿ten en ¿unción de ¿a

¿me¿¿c¿dad del output.

Sea

B = lw*f - dl1 (f el shaping filter)

\>" en w = (w0,...,wn), d = (d0,...,dn+l) y f = (f0,...,f2)
Luego

nïl nïlB = Iw*( d. a ) - d. e.l =
¿:0 J j=0 J 3 2

n+2 n+2: I d. (w*a - e. I < d. l .a - e.l
jzo J J) 2 jzo I JI w+ J 2

n+2
= Z |d-|(J->1/2 (*)

jzo J J

Supongamos que el optimun delay k0 para la ondïcula w
coincida con k(d) donde k(d) cumple

Idk(d)| > |dk| o < k < n+l

Luego

1/2 /21

+ igk Idil (Ji)
0

Si consideramos EN= ¡El resulta aplicando la desigual

—«s (*)=Id|(J)
ko ko

dad de Cauchy-Schwartz y la acotación del error en Spiking
. ‘1 1/2 '5'2

fllter EN< D(d) Jk0 + ïaï; Íï donde
a = (d ..,d d ,d )

0" k —1’k0+1"" n+l0



12.

Por ser k0 optimun delay
n

Jk0 < n+l+1
O sea T T

En < D(d) Im + /1—D(d) /rT.

1 5 Deconvoiución pon mínima entnopía con nonma D

1.5.1. Reducc¿6n del ca4o de N-¿nputb a ¿meie ¿nput

Sean

xl = (xi0,...,xin+m), i = 1,...,N, N muestras de longitud
n+m+1

w = (w0,...,wn) la ondícula fuente

ql = (qio,...,qim), i = 1,...,N, las series de impulsos

con xl = wfiql, i = 1,...,N

. + +Sl x = (x1,...,xN) G RN'(n m 1)

entonces

x = w*q

N-1 Nq = (qlia’qz’a9""q ,a’q)
y a=(0,...,0)€Rn

Luego el caso de múltiples entradas puede ser considerado

un caso particular de el de simple entrada, con q construido

como en (*).



1.5.2.

13.

And¿¿¿¿ó del canon

Modeloz'

Sea

w = (w0,...,wn) la ondïcula fuente

q = (q0,...,qm) la serie de impulsos

y X = (x0,...,xn+m), x = w*q, la entrada al algoritmo

Algoritmo:

El algoritmo consiste en hallar un filtro
k kal

f = (fk0,...,fk2) Quemax1m1ceïíïï

(o equivalentemente que minimice |r%r; - eklz)
con

2+1y=.x=':f fER —{0}.

para cada k. ..,n+m+2)

Si f0,...,f
(k= 0,.

+ + . .n m z son tales filtros, se elige entonces
k

I(x*f 1)(k1)| I(x*fk)(k)l>
k . k

|x*f 1I2 Ix*f l2
k G [0,n+m+2] tal que V k€[0,n+m+1

xkf(o equivalentemente I k
1 1

l2kaf
V k E [0,n+m+2])



1h.

k1f se denomina filtro óptimo de longitud 2+1 para la

norma D y los datos iniciales (25)

La ecuación de los filtros fk en la notación aquí

adoptada resulta
k t _ t

f X2 X2 - ek X2 (26)

(Observación: fk resulta ser el k-ésimo spiking filter para
la entrada x)

Se hace ahora la hipótesis de que las n+2 primeras

autocorrelaciones de la serie de impulsos q son cero.
0 sea

Si r. = X q. q. .
l j 3 3+1

entonces

ri = 0, i = 1,...,n+2 (27)

donde n+1 y 2+1 son respectivamente las longitudes de la

ondícula y el filtro.
Llamemos x

Luegoresulta

t _ 2

(ver (4))

Teniendo en cuenta que x = wkq, resulta

n y X1 = [w Qn]2 = wz Qn+2 (29)



J“

Luego

por lo que la ecuación (26) queda

k t t _ t t
f wi Qn+JL Qn+l wl - ek Qn+l wl

y usando la hipótesis (28)

2 k t _ t t
° f wz wz ‘ ek Qn+2 wz

Si llamamos

k _ t
q ’ ek Qn+2 (qk’qk-1""’qk—(n—l))

es
2 k t _ k t

o f wz Wi — q WE

finalmente

k t _ 1 k t
f WE wz - -ï q WE

O

kLa ecuación (3M) muestra que f es el Shaping filter

para el input w
k

y el output lï q
O

k 2+1
flw*f - 1- q "2 sobre f G R

O
o sea fk minimiza 2

Sea ahora

k. = u a _ _S__ a .n . e
ek,3(q,l) x=f "qnz eJ 2 (eJ R

15.

(30)

(31)

(32)

(33)

(3h)

(35)

.,n+

(36)
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el error que comete el filtro fk con respecto al vector

q normalizado y con un delay j.

Se desea acotar

emin(q,2) = Min ekj(q,l) (k = 0,.,,,n+2+m)a]
(j = 0,...,n+l)

k k' =Il - L - = —L 7': . :
ek,3(q,l) x*f lq'2 * e]!2 Iw*q*f nqnz eJIl2

= _q._* k _ q _ =
uw k Iqu2 (f .Iql2) ¡quz k ean

= _3__ g k _ =
Illqllz e (w*(f .lql2) ej)l2

_ k '

k _q_ qk
< (lw*(f .qu2) - lql2I2_+ "¡ql2 —ejlz) =

k _<1.k_ "A:
= lqll2 Iwáf - 2l2 + ¡ql - ejl2 =

Iql2 2

1 2
= ¡qu2 si >(q,2) + eíj)(q,2) (37)

Consideremos primero I constante
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(Ji

Blijamos

k0 un delay óptimo, para longitud de filtro 1+1 y

ondícula w. (0 < k0 < n+l) (ver 1.3)
(O sea si ak es el k-ésimo spiking filter para

. a longitud de filtro 1+1 y ondícula w, entonces
Ï\” k

Hwha o - e fl < lw-'«ak - a fl
" k0 2 " k 2 y

k
0 2 n

'w*a ‘ ek0l2< m)

k(q) el índice correspondiente a la coordenada de q
de máximovalor absoluto.

(si para más de un valor de k, lqk| es máximo
se elige cualquiera de ellos, por ejemplo el

primer k con tal propiedad).

Y v = w(q) = k(q) + k0

Luego si en (36) hacemos

k = w(q) y j = k0

,_’_.f y sin pérdida de generalidad suponemos > Oqk(q)
(para el caso general basta considerar

sg(qk(q)).qw en lugar de q”)
Resulta

(1) ‘°
e (q) = lwkf’ ——3_7| :

Comof9 es shaping filter (por 35), luego usando (12)
resulta



f

n+1 . . n+z .'wá<2- q‘“:=
': ': II ¡l
1 0 "q"2 1 0 q 2

i i 't _ t
(con a /a wz wz - ei wz)

x. n+9. _. .
.y/ = ¡_ Ez——%—(w*al- ei)|2 <
‘ 1:0 "q"

2

n+2 I .| .
< _ÏZ:%_ lwáal _ eil2 _

i=0 Iql2

n+2 qu(q)+k0-iI .: __2_ Iwggal—e.l
¿:0 ¡qu 1 2

2

Por otro lado

e(2) (q) = |Ï3;— - e I
Wako q 2 k0 2

De Parte I, III.H pag. 35 se deduce facilmente que

D(q) > 1-5 ° D1(q) < 2€

Lo que se expresará diciendo

“a 'd D(q) + 1 e D1(q) + o

Ahora se ve facilmente que

Si D(q) + 1

qu(í¡)l + 1
q 2

entonces

y | q - |

3á 2 + o (v j j R2+1 + [O,m]/(Vq),j(q) # k(q))

18.

(38)

(39)

(H0)

(41)



Iql

si

si

para

19.

De acuerdo a esto y usando (37) y (38)

lq -l
|qu2 n+2 k(q)+k0-1(1) i

E‘P <W i=0_|-ïl2_ IWka- +

k0 n'*"Wiía- <
D(q) + 1

e(2) (q) ’ n-SÏ— — e fl =
w,k0 flqI2 k0 2

= ( X (-——ï—ï—-——)2+ (-5131 - 1)2)1/2 + o
i#k0 q 2 'q'z

D(q) + 1 (“3)

Luego de (uz) y (H3)

k0a = Iwka —e l entonces
k0 2

1/2 (un)- w P
ew’k0(Q) - lxüf - Iq|2 k ekolz + a < (n+2+1)

D(Q) + 1
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Como 0 < emin(q) < ev,k0(q)
Resulta

, n 1/2 .

.DÏCllI;+1emin(Q)< a < (1+5)

(en caso que este último limite no exista se deberá

w entender límite superior)

1.5.3. Cniten¿o de elección y canon del MEDD¿Liten

En el parágrafo anterior se encontró una acotación

del error para un delay v que depende de la fase (k0) de

la señal fuente w y de la simplicidad de la serie refleg
tiva q.

En esta sección se estudiará el error para el delay

k1,que es el seleccionado por el MBDD(Ver 25).
Consideremos entonces para 0 < k < n+l+m

D = lfkáx —f*ej.a|k 2
+l+1n ,a e [-1,11donde fk es el k-ésimo MEDDfilter, ej e R

4' Dkmide el error cometido respecto de qúej.a donde j indi
ca el desplazamiento o delay de la salida

|a| la amplitud de la salida
y sg(a) la polaridad.

El caso óptimo es aquel en que j = 0 y a = 1 puesto

que la amplitud, el delay y la polaridad coinciden con los

de la señal original.
'“x/C
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Observese primero que

< “qu_ k
Dk - Hqáf kw —qkej.“2

k).2 "W- g
k k

< nqn2 (Ifkáw _ —3—742+ l-¿L7ï — e..aH ) (46)
3 2

Iql2 ¡qu2

x‘J o sea
(1) (2)

Dk < nqu2 (Dk + Dk ) (u7)

. . , . t _ 2
Recuerdese de (3h) que bajo la hipoteSis Qn+2 Qn+l —o I

resulta

fk es el k-spiking filter para el input x si y sólo si
k

fk es el shaping filter para el output deseado 37
U

(o sea fk minimiza lfáx —ekl2 sobre f E R2+1 si y sólo si
k . . . fk 2+1

f minimiza Ifkw - -ïl2 sobre f E R )
0

Vale también:

k k ‘k

Sl Ex = If áx-eklz y Bw = If *w —Ïïlz
entonces

0'
_ 2 k 2 1/2

a Ew - [Bx - (1 - (5-) )] (48)

-.o _ k
donde ak _ Hq ¡2

Prueba:

2 _ k t k _
Ex — (f wz Qn+l - ek) (f wi Qn+l - ek) 

_ 2 k t t k k t t t t k
— a f wz wz f — f wz Qn+2 ek - ek Qn+l wi f + 1

k . 2 k t _ t t
Como f satisface a f wz w2 - ek Qn+l wz
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reemplazando queda

2 _ k t _ ku
Ex - 1 - f wn Qn+2 ek - 1 - (f ax)(k) (ug)

Por otro lado

2 _ k 1 t t k 1 t
‘— Ew - (f wz - gï ek Qn+l) (f wi - ;ï ek Qn+2)
)A

_ k t t k 1 k t
— f w2 wl f — JT f wz Qn+l ek —

1 t t t k 1 t t
_ gï ek Qn+2 wi f + ;Ï ek Qn+2 Qn+9. ek

k t _1 ‘t t
Usando nuevamente que f wz wi - gï ek Qn+2 wn

t _ k
y que ek Qn+2 - q resulta

2 1 “k 2 k t
Ew = gï ((;—) - f wz Qn+2 ek) =

2 "k 2 k
= a‘ [(;—) - (f *X)(k)] (50)

Luego

2 _ —2 “k 2 2BW—a '11 +Bx]
o sea

0
_ 2 _k 2 1/2 51)aEw-[Bx-(l-(a)] <
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Obsérvese que de (51) se deduce que

como a
2 k 2

Ex - (1 — (3-) ) > 0

resulta
a

k 2 2
0 < 1 - (5-) < Ex (52)

Ademas O < an < Ex (53)

Considerando ahora k = k1 en (H7) resulta
k1

D(1)_Ek1<Ex <¿( n+m)1/2 (su)
k1 _ w a o n+m+2+1

k k
1 a 1 2

(2) _ _ k1 g ay — - ej.al2 - 7 la ‘ o .flnz1 o a k k
1 1

Si se elije j = j0 (el índice correspondiente a la
k

coordenada de máximo valor absoluto de q 1) y

k k
1 1

a = sg(q. ) . —7—30 a

resulta
k1 -—--í

13(2) = |01| IL- e. n = |01| ./2—2D(q 1) (55)
k a 3 2

1 k1 0
k1 k1donde D(q ) indica la norma D de q .

Finalmente



(1) (2) (2)D <0 D +aD ‘ o E + a D
k1 k1 k1 w

“k
_ 2 1 2 1/2 (2)
- {Ex - [1 - (—ï-) 1} + a Dk1 <

O 0k k k
\ n+m 1 2 1/2 1 1 1/2
y» {—n+m+2+1- [1 - < a ) 1} + o (2-2 D(q )) < (5|

O k kn+m 1/2 1 1 1/2
(ñïñïïïï) + -ï— (2 - 2 D(q )) (57)

Obsérvese que

1) el primer sumandodecrece con la longitud del filtro

2) las pruebas numéricas muestran que el índice k1 selec
cionado por el MEDDes tal que la coordenada de máximo

k

valor absoluto de q, o sea qk(q) esta en q 1.

En este caso D(q 1) > D(q) y D(q 1) decrece con

la longitud del filtro y por tanto la expresión
k

[2 - 2D(q 1)]1/2 crecerá con 2.
,a‘"

_»n_



Apendice

En

presión

donde fk

output qk

Se

n+m+l
z ufk

k=0

el análisis del error en el MEDDaparece la ex

knk
nf 2kw - q k E [0,n+m+l]

es el Shaping filter respecto del input w y del

dará una acotación para la sumade estos errores:

n+z n+2
k h+m+2 z h Z nl q (a kw) - q 6

h=0 k-h _= h=0 k-h h 2*w - q “2 z kzo

n+2+m n+l h
I 2 qk_h(a *w - 6h)l2 <h=0k=0

n+2+m DE! I I k< q la kw - 6 l =
h=0 h=0 k-h h 2

DE! h n+ï+l l I= la kw - l q <
h=0 6h 2 k=0 k-h

n+l h
< 2 la *w _ ¿hl2 Iql1 < ¡ql1 Jñïz+1 JHh=0

Si ahora se usa la hi 6tesis Q tQ = 021p n+2 n+2
resulta:

Si 2 _ k k 2
Sk - uf *w - q l2

2 _ k k t k k
Sk - (f w2 - q ) (f wz - q )
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de (11) fk = qkA = ek th+2A, luego

si = (qk Aw2 - qk) t(qk sz —qk) =

= qk (Awl - I) YAw2 — I) tqk

‘y, = ek th+2 (Aw2 —I) t<Awl - I) Qn+l tek

Luego

Z Si = Traza (th+l(sz-I)(tAwl-I) Qn+l)

Usando que Traza(A.B) = Traza(B.A) también vale

para matrices rectangulares cuya multiplicación tenga
sentido resulta

2 _ t t _
X sk —Traza<Qn+2 Qn+2(Aw¿-I) (Aw2—I)) 

n+2

02 Traza[(Awl—I) t(Awl-IH = 02 X nakkw - Gknz =

2a .n

Luego
n+m+2

z Si = a2nk=0

Convengencia dei aigonitmo MEDcon nonma Van¿max

Se han realizado pruebas numéricas con objeto de estu

diar la convergencia del algoritmo MEDdependiendo del fil
0tro inicial f elegido.
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27.

Se consideraron los siguientes casos:

1) f0 = ek k = 0,...,2
2) Los coeficientes de f0 fueron elegidos aleatoriamente.

03) f se igualó al MEDDfilter, para los mismos datos.

En el primer caso los valores obtenidos despues de

que la convergencia se estabilizara fueron similares para
la norma Varimax variando solo levemente la velocidad de

convergencia en función del k elegido.

En el segundo caso los resultados fueron completamente

indeseables, en cuanto a la velocidad de convergencia.

En general se necesitó el doble de iteraciones para

alcanzar valores Varimaxcercanos a los obtenidos por los
filtros del caso uno.

En cuanto al tercer caso, en que filtro inicial da

un valor Varimaxinicial alto, al comenzarla iteración se

observaron dos resultados, distintos.

Para algunos ejemplos el valor Varimax se mantuvo

casi constante y en otros decreció hasta valores cercanos

a los alcanzados en el primer caso.
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Conciu4Loneó

El análisis hecho hasta aquí se basa en la hipótesis

de que los primeros (n+2) coeficientes de autocorrelación

de la serie de impulsos sean iguales a cero.

Esta hipótesis es consistente con la hipótesis de sim
plicidad ya que en el caso que D(q) = 1, la autocorrelación

de q es 60.02

Observese también, que debido al hecho que la autoco

rrelación de q tiende a 0260 cuando D(q) tiende a 1 y por
+0tanto Q 2I, la hipótesis consideradat

n+l Qn+2

= 021) es un caso límite del caso general.
t

(Qn+2 Qn+2

Por otro lado, también es consistente (aunque menos

restrictiva), con la hipótesis de ruido blanco para la se

rie de impulsos, donde se pide que la autocorrelación de q

60 U

Ambashipótesis (simplicidad y ruido blanco) han dado

sea un mültiplo de

excelentes resultados en modelos de prospección geológica.

El MEDDtiene un parámetro libre, que es la longitud
2 del filtro.

Bs claro que esta longitud depende de la 'forma' de la

ondícula fuente w y de la amplitud y distancia entre los

spikes o impulsos significativos de la serie q.

Debido a que la norma D plantea un spiking filter so
bre la entrada x = w*q y no sobre w, filtros de excesiva



longitud, tenderan a invertir x y por lo tanto producirán

un output demasiado simplificado.

Por otro lado, si 2 es pequeño, el filtro puede no
realizar una buena inversión de w.

A través del análisis del error se observa que ¿(1)

disminuye cuando crece la longitud del filtro y cuando

la ondícula tiene una aceptable inversibilidad (Error pg

queño en Spiking filter) mientras que ¿(2) en general crg

cerá cuando crece 2. (se consideran más coeficientes de q

ya que qk tiene longitud n+2+1). O sea que la longitud 62
tima del filtro debe realizar un balance entre estos dos
errores.

Debido a que w y q son incognitas en el problema, no

parece probable la existencia de un criterio que permite

'a priori' determinar el valor de z, sin imponer más hipé
tesis sobre el modelo.

/—

¡é/y/M


