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INFORME SOBRE EL TRABAJO DE TESIS DEL LIC. JORGE A. HERNANDO

En muchos cristales moleculares tienen lugar transiciones de fase del
tipo orden-desorden que implican cambios en el estado orientacional de las
moléculas. Este tema ha sido objeto de mucho interés desde hace varias dé-
cadas, y lo sigue siendo en la actualidad. En esta Tesis se investiga un
posible mecanismo para esta clase de transiciones, segin el cual el ordena-
miento de las moléculas estd regido por sus interacciones electrostaticas.
Las moléculas se representan por multipolos puntuales, y la probabilidad
de que tengan una orientacién cualquiera se describe mediante un conjunto
de funciones de distribucidn. Estas funciones se calculan haciendo la apro-
ximacion de campo promedio.

Este formalismo puede aplicarse a una variedad de modelos (multipolos
de distinto orden, cristales bi- o tridimensionales, presencia o ausencia
de cargas puntuales y/o de polarizabilidad). En esta Tesis se investigan
particularmente tres casos, para dos de los cuales (cristal tridimensional
de cargas y dipolos polarizables y cristal bidimensional de cuadrupolos) se
logra resolver el problema en forma analitica. El segundo de estos modelos
describe satisfactoriamente la transicién de fase de una capa de N2 adsorbida
sobre grafito.

Considero que los resultados de esta Tesis constituyen un paso impor-
tante en la comprensidn y descripcion de las transiciones orden-desorden
orientacionales en ciertos cristales.

El Lic. Hernando ha tenido en la realizacidn de esta Tesis un desempe-
fio excelente, ya sea en la resolucidon de los problemas matematicos plantea-
dos, ya sea por el aporte de ideas originales, ya sea por su capacidad de

trabajo.




Deseo destacar que en mi opinidn esta Tesis es de excelente nivel, como
lo corrobora el hecho de que el material incluido en la misma ha dado lugar a
dos publicaciones en Physica A y otras dos en Computer Physics Communnica-
tions, revistas que se cuentan entre las mas importantes mundialmente en
los temas de fisica estadistica y la computacion aplicada a la fisica res-

pectivamente.

Dr. Victor M. M. Massidda
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RESUMEN GENERAL

En la presente tesis se propone un modelo electrostatico para el
estudio de las transiciones orden-desorden que tienen lugar en algunos
cristales que poseen moléculas reorientables.

En el capitulo I tras una breve recopilacidon de algunos hechos y
teorias fundamentales en el campo de los fendmenos criticos, se analiza
el rango de validez de la teoria de campo promedio. Para ello se
mencionan dos posibles enfoques: el fenomenoldgico y el riguroso. El
enfoque fenomenoldgico se basa en un analisis comparativo de la energia
global del sistema y de las correlaciones y da lugar al denominado
criterio de Ginzburg. El enfoque riguroso se basa en los analisis
rigurosos hechos en sistemas donde el potencial de interaccidn es d&bil y
de rango infinito (potencial de Kac). El resultado que se obtiene es que
en el limite de interacciones con un rango infinito, la teoria de campo
promedio es exacta. La consecuencia a extraer es clara: el rango de
validez de la teoria de campo promedio para un sistema de molé&culas que
interactuan electrostaticamente va a ser mayor cuanto menor sea el orden
de los momentos multipolares interactuantes.

En el capitulo II se formula el modelo que constituye la base de
esta Tesis. El1 sistema que se considera es, a nivel formal, wuna
estructura cristalina de complejidad arbitraria en cuyos sitios se ubican
moléculas que se describen con un nimero (en principio infinito) de
multipolos puntuales reorientables que interactian electrostiticamente.
La aproximacién de campo promedio se formula estableciendo que a) la
probabilidad de encontrar en una cilerta orientacidon a los multipolos
ubicados en sitios equivalentes de la red estd descrita por una dnica
funcidn de distribucién (que solo varia al pasar a un sitio no
equivalente), b) la interaccién entre los multipolos estd dada por su

orientacién promedio y «¢) la funcidén de distribucidn se calcula
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minimizando la energia libre del sistema. El tratamiento formal general
se detiene esencialmente en el principio variacional por dificultades
técnicas relacionadas con el cdlculo de las integrales necesarias y el
desarrollo continua con ejemplos especificos que se consideran en los
capitulos siguientes.

En el capitulo III se consideran cristales tridimensionales.
Primero se analiza un cristal formado por cargas y dipolos y, después de
mostrar que la inclusién de la polarizabilidad no altera formalmente a
las ecuaciones, se resuelve el problema variacional de este caso
particular. Se aplica la solucidn encontrada a varios sistemas sencillos
(cristal tetragonal con o sin campo externo, con o sin polarizabilidad) y
se ve que a pesar de la sencillez de este modelo se encuentran los
aspectos fundamentales de una transicidn ferroeléctrica (o antiferroeléc-
trica) -paraeléctrica. Tras una consideracidn de las limitaciones del
modelo de dipolo puntual se concluye que el factor fundamental que falta
tener en cuenta es el momento cuadrupolar. La inclusidn de este momento
permite considerar los efectos del entorno inmediatos de la molécula asi
como la forma y tamano de ésta. También se concluye que los cristales a
los que se puede aplicar este modelo deben ser cristales donde no se
produzcan superposiciones de las nubes electronicas debido a las
reorientaciones moleculares. La dltima seccidon discute una posible
ampliacidén del modelo de dipolo puntual (la molécula se describe por
medio de un ramillete de dipolos) que consigue los efectos buscados a
costa de complicar el andlisis numérico de las ecuaciones resultantes.

En el capitulo IV se consideran sistemas bidimensionales formados
por cuadrupolos puntuales. Se encuentra una fuerte interrelacidn entre el
tipo de transicidn de fase resultante y la simetria tanto de la red
cristalina como de los cuadrupolos allil ubicados. Finalmente se aplica
este modelo a un sistema de interé&s actual tanto desde el punto tedrico

como experimental: una monocapa de N, adsorbida en grafito. Tras una

2



breve resefla de los principales resultados experimentales y tebéricos, se
muestran los resultados de aplicar el modelo desarrollado. Los resultados
son satisfactorios y la dltima parte de la seccidn incluye una breve
discusidn de porqué la aproximacidn de cuadrupolo puntual es razonable en

la molécula N2.

El capitulo V constituye una recopilacién in extenso de las
conclusiones de este trabajo y los apéndices incluyen detalles técnicos

que no fueron incluidos en el cuerpo principal de la Tesis.



Capitulo I

ANTECEDENTES GENERALES

Se mencionan los hechos basicos relacionados con 1la teoria de
transiciones de fase. Se da una idea somera y cualitativa de las teorias
modernas de los fendmenos criticos y de la aproximacidn de campo promedio
junto con el rango de validez estimado para é&sta. Un andlisis mis
detallado puede encontrarse, p.ej. en las monografias de Stanley (1971),

Ma(l1976), Patashinskii y Pokrovskii (1979).

1. Transiciones de fase y magnitudes asociadas

El campo de las transiciones de fase, en particular la teoria de
los fendmenos criticos,ha experimentado un desarrollo explosivo en los
dltimos afos.

En las transiciones de primer orden una o mis derivadas de la
energia libre con respecto a la temperatura o a algin 'campo ordenador'
J, son discontinuas (ejemplos comunes para el campo J son el campo
magnético para un iman, el potencial quimico (o la presién) en un fluido,
etc.). La curva de coexistencia se define, en el espacio de las variables
termodindamicas, como la curva sobre la cual dos fases diferentes pueden
coexistir. Estas fases estan caracterizadas por dos valores diferentes de
la variable termodindmica bisica conjugada al campo J (la magnetizacidn 6

la densidad en el ejemplo anterior, figura I-1): el parametro de orden



Fig. I-1 Diagrama de fases tipico de un iman. El campo
ordenador es el magnético, las flechas indican
las posibles direcciones de magnetizacién, la
linea llena es la curva de coexistencia que
termina en Tc y la doble flecha indica trayec-

torias analiticas alrededor del punto critico.

En la fig. I-1, se indica que la curva de coexistencia puede tener
un fin (no necesariamente es siempre asi, la curva de coexistencia
1liquido-sdlido aparentemente no tiene fin). El punto en el que termina es
el punto critico. A medida que el sistema se acerca al punto critico las
dos fases coexistentes se vuelven cada vez mds parecidas y, por encima
del punto critico, desaparecen las diferencias entre ellas; se puede ir
alrededor del punto critico de manera continua. Generalmente el parametro
de orden se anula en el punto critico (J;, TC). La pregunta basica es:
ihay una definicidon '"fundamental" del par3ametro de orden?. La
termodindmica no ayuda, pues usando transformaciones de Legendre se puede
pasar a la descripcidn en las variables que se desee. Un punto importante

a destacar es que, mientras se puede tener fases coexistentes con



distintas "'densidades" (p. ej. *M y -M & fi y PG)’ la temperatura y todos
los otros campos (p.ej. H O /~0 deban ser los mismos en todas las fases.
Por lo tanto, el parametro de orden debe ser una '"densidad". En general,
el parametro de orden se elige como la variable local de menor orden en
las variables bisicas que se acopla "mids estrechamente' a la transicidn.
Esto es muy vago, pero no hay reglas precisas que definan al parametro de
orden de manera matemitica.

Una imagen de lo_que sucede en las cercanias del punto critico se
obtiene estudiando la conducta de la energia libre y, fundamentalmente,
de sus derivadas a medida que el sistema se aproxima al punto critico
siguiendo determinadas trayectorias. La idea subyacente es que, debido a
la existencia de orden espontaneo debajo del punto critico y a su
ausencia por encima de dicho punto, el punto critico debe ser un punto
donde la energia libre no es analitica. En la mayoria de los casos la
ecuacidn de estado se describe por medio de leyes potenciales y, la
informacidn relevante sobre c¢domo varian las magnitudes fisicas del
sistema se encuentra en los exponentes criticos. Si se indica por‘r al

parametro de orden y con

'6-4_1-: -{.—7:—7;- (1-1)
[ [

se 1indica el apartamiento relativo de la temperatura respecto a la

critica, los principales exponentes criticos se definen por
&) -
Y~ t—o a-2)

AT ~ t'rr. t —or
4~ b =0

(1-3)

T
IH™ t o



-10-

donde

oY )'F _

7(’ B (I-5)

2T I+ 27
A es la susceptibilidad isotérmica y C es el calor especifico. Los
exponentes criticos A, r3 s b/ , no son todos independientes: la
hipotesis de '"scaling" debida a Widom (l1965a,b), Kadanoff (1966), Domb y
Hunter (1965), Patashinskii y Pokrovskii (1966) establece que hay dos
exponentes criticos independientes. Dicha hipdtesis se expresa diciendo
que la energia libre es una funcidn homogénea generalizada; esto es,

existen dos parametros a, » ag tales que

F(A*t, nafy) SAFT) (1-6)

para cualquier valor del nimero 2 . Esta hipGtesis no especifica el valor
de los parametros ag, ag , O sea, no determina los valores que tomén
los exponentes del punto critico. Una gran cantidad de materiales tienen

(5':.' 0.32, ¥= 1.24. Lo qQue es ampliamente variable es cuan cerca del
punto critico hay que llegar para encontrar este valor de los exponentes
criticos; ese es un punto al que se retornari en el marco de la discusidn
de la aproximacidn de campo promedio (seccidén I-2). Sin embargo, el punto
a destacar es que el concepto de regidn critica no es un concepto
preciso; no sélo puede variar de sustancia a sustancia, sino que también

depende de la propiedad de que se trate ain dentro de la misma sustancia.

2. Teorias de fendmenos criticos

La imdgen fisica resultante de la seccidn anterior es que en el
entorno del punto critico el comportamiento del sistema se ve dominado
por las fluctuaciones. Esto es una consecuencia de que la respuesta del

sistema (dada por la susceptibilidad) diverge para pequenas excitaciones.
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Dicho de otro modo, la longitud de correlacién diverge en el punto
critico.

Por lo tanto es razonable pensar que los exponentes criticos deben
ser bastante insensibles a los detalles del potencial de interaccidn y
que su valor es determinado por caracteristicas mas sloba'es como la
dimensionalidad del espacio, simetrias globales del hamiltoniano, rango
del potencial, etc. Esta afirmacidn es lo que se conoce como hipdtesis de
universalidad y fue propuesta y desarrollada por Kadanoff (1966, 1977).

De manera muy cualitativa, el argumento de Kadanoff es el
siguiente: para fijar ideas, se considera el modelo de Ising. En este
modelo, en cada sitio de una red cristalina, se ubican espines que
interactdan solo con sus primeros vecinos y pueden tomar uno de dos

valores posibles. El hamiltoniano de Ising se escribe entonces como

/L/=-I[5’5J"?pg'_["‘ (1-7)

.493
Las variables s son nGmeros que pueden valer +1, J da la interaccién
entre primeros vecinos (simbolizados por <ﬁ]?) y Z?indica un acoplamiento
con un campo externo. En unidades de la constante de red, Kadanoff
considerd el agrupamiento de los sitios iniciales en bloques de tamario L
y por lo tanto obtuvo un problema similar con constante de red L. Cerca
del punto critico, la longitud de correlaciédn i? es mucho mayor que la

constante de red y se puede encontrar un L que satisfaga
(1-8)
i &< & LC‘ ;
Por lo tanto, cada bloque contiene muchos espines individuales
fuertemente correlacionados (pues estdn a distancias <<'$ ) que en su
mayoria apuntan en la misma direccidén. Por consiguiente se les puede
asociar un parametro de orden local }qd(donde « numera los bloques) que

juega el mismo papel que el espin individual Sy Por supuesto que hay
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correlaciones entre los bloques pero, si la hipotesis de universalidad es
corrrecta, las correlaciones entre 1os/uu deben tener la misma estructura

que las correlaciones entre los s En otras palabras, el parametro de

i
escala L es irrelevante, El método equivale a ir eliminando grados de
libertad del problema y el phnto critico del sistema de bloques debe ser
el mismo que el del sistema original. El planteo matemitico de esta
transformacidon de escala es el del grupo de renormalizacidn y fue hecho
por Wilson (197la,b, 1972) y Wilson y Fisher (1972). Como en este
problema la escala es irrelevante lo que se hace es plantear la ley de
transformacidén, iterarla y buscar los puntos fijos de esa transformacién
cuando se la aplica al hamiltoniano. Esta descripcidén no se hace mis
precisa porque la teoria de grupo de renorﬁalizacién no va a ser usada en
este trabajo.

La otra teoria que se usa para los fendmenos criticos es la teoria
de campo promedio. En esta teoria se parte de la observacidén que el
conjunto de espines sobre la red es la fuente de al menos una parte del
campo magnético, el campo molecular. En la aproximacidén de campo
promedio, ese campo es producido por los espines tomando su orientacidn
promedio. Si los espines se ignoran mutuamente, este campo no existe. Si
estin orientados al azar, sus efectos mutuos se cancelan. S6lo puede
haber campo molecular promedio si hay alguna polarizacidénm promedio, que
da lugar a un campo que a su vez aumenta la polarizacidén y asi
sucesivamente. Este mecanismo de cascada se ve por supuesto limitado por
la energia térmica que actia en el sentido de desordenar al sistema. Es
evidente que este es un fendmeno de tipo cooperativo en donde cada espin
detecta, de manera directa o indirecta (a través de un cierto ndmero de
intermediarios), la orientacidn de un gran nidmero de espines. Si las
interacciones son de corto alcance, la mayor parte del campo molecular se
debe a largas cadenas de moléculas vecinas que tienden a actuar de manera

coherente.
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A medida que el rango de la interaccién crece, el ndmero de
interacciones directas crece mientras que las cadenas de interaccidn
indirecta no, de modo que el efecto relativo de las fluctuaciones
moleculares decrece. Por lo tanto, es de esperar que la teoria de campo
promedio sea tanto mejor cuanto mayor sea el rango de la interaccidn. El
problema basico de estimar la bondad de la aproximacién de campo promedio
en funcidén del rango de la interaccién ha sido considerado esencialmente
por dos caminos distintos: uno de ellos fenomenoldgico y el otro
riguroso.

El enfoque fenomenolGgico se debe a Ginzburg (1960). El argumento
esencial de Ginzburg es que la teoria de campo promedio falla cuando las
fluctuaciones son del mismo orden que el parametro de orden. Lo escribe
en términos cuantitativos al comparar la energia global del sistema con
la energia debida a las correlaciones y obtiene el asi llamado criterio
de Ginzburg. Este criterio aplicado a He liquido da como resultado que
para ‘AT=T—TC £ 0.1°K la teoria de campo promedio no es aplicable y es
aproximadamente en ese rango que se desarrolla la anomalia en el calor
especifico. Aplicado a superconductividad da 47 =~ 10_14°K que explica
porqué no se han observado correcclones debidas a fluctuaciones en la
teorf{a BCS. Para ferroeléctricos con interacciones dipolo-dipolo 1la
estimacidén es mis incierta pero da AT = 10-1 - 10“3 K para TC~ 300 K.

El enfoque riguroso comienza en una serie de trabajos (Kac et al.
(1963), Uhlenbeck et al. (1963), Hemmer et al. (1964) y Hemmer (1964))
que consideraron un fluido unidimensional con un potencial de interaccidn

de a pares dado por
‘f('l‘) = dofe-rx )(7/5 (I-9)

Estos autores calcularon exactamente la funcidn de particidén en el limite

termodindmico (L — o , N=—»o0 , 1 = L/N constante y finito) Para Y
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finito el rango de la fuerza atractiva es finito y el sistema no tiene
una transicidn de fase, tal como sucede con sistemas unidimensionales con
potenciales de rango finito (van Hove (1950)). Sin embargo, si se toma el

limite §—> O de tal modo que la integral

o

g“P(ﬁ)GLK (I-10)

$

permanezca finita (es decir una fuerza débil pero de muy largo alcance;
es el limite de van der Waals) entonces aparece una transicidn de fase

que es descripta exactamente por la ecuacidn de van der Waals

P‘F%— - 92/_% (1-11)
junto con la regla de Maxwell., Este resultado fue posteriormente ampliado
a potenciales isdtropos, débiles y de largo alcance en tres dimensiones
(un resumen del trabajo hecho en este tema puede verse en Hemmer y
Lebowitz (1976)) y las conclusiones son las mismas que en el caso
unidimensional: la teoria de van der Waals (que es una teoria de campo
promedio) es exacta en el limite de un potencial infinitamente débil con

un rango infinitamente largo.

En resumen, es de esperar entonces que la teoria de campo promedio
dé una descripcibén razonablemente precisa de los efectos electrost3ticos
(siempre y cuando la contribucidn fundamental no sea de multipolos de
orden muy alto) sobre las transiciones de fase que tienen cristales con

grupos moleculares reorientables.
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Capitulo II

FORMULACION DEL MODELO

Se discute el modelo de multipolos interactuantes y se escribe su
energia libre. Seguidamente ésta se escribe en la aproximacidén de campo
promedio y se desarrolla el formalismo variacional. En este capitulo se

amplian conceptos formulados en Hernando y Massidda (1978).

l.- Energia electrostitica

Se tiene una distribucidén de cargas ?c?)localizada en un entorno
del origen de coordenadas. Sus momentos multipolares con respecto a dicho

origen son

ta(,...q(,, = [&---Y.,(n f(i«') d% (II.1)

o sea, por ej.

tﬂ = P"‘i (I11.2)

y se entiende que en el caso n=0, el momento correspondiente es la carga
total q. La energia electrostdtica de esa distribucidn de carga bajo la
influencia de un campo externo cuyo potencial es d)(ir") ,» es (Jackson

(1962), pag. 101)

U- = f(i')u}(?)o:ﬁ: Z a---’ﬁ* %...a,ﬂ!"?’ (II.3)
keo K' i’:o
donde con ;LQ...OQ se indica

K
90’1---0’»« = —2—— (II.4)
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y se suma (desde 1 a d=dimensidn del espacio) sobre los subindices
griegos repetidos.

El sistema fisico general que se considerara estd formado por
distribuciones de carga g,(;’) centradas en los puntos E':y . Estas
posiciones son arbitrarias pero fijas y, si a cada distribucidn de carga

(3)

se la representa por sus momentos multipolares fiﬁ..-d el potencial

P ’

-y -
en un punto X genérico es

La prima en la sumatoria sobre el conjunto de vectores posicidn -R.}
indica que si el punto campo X coincide con alguna de las fuentes, dicha
fuente debe omitirse.

""prendiendo'" de manera

La energia de esta distribucién se calcula
simultanea todas las distribuciones de carga de tal modo que en un
instante arbitrario exista, en todos los puntos E} » la misma fraccidn R

del valor final de la distribucidn de carga. E1 trabajo necesario para

pasar de la distribucidn con el conjunto de momentos multipolares

{)l a(f')"dkg a la distribucién {(A-ralil)f(” } es

O/ _ZZ tmdrgn/ e <}({/ZI 71)) JA (I1.6)
{5} keo 7.7,

y, como las magnitudes dependientes de 71 son funciones homogéneas de

grado 1, la integracién en 2, entre 0 y 1 es inmediata y se obtiene

- (I)
Z ’{J -a/x ;{ Ay ¢({ﬂ5 ) (I1.7)
%] 2§,

Si el conjunto {§ describe un cristal y ese cristal puede
3

-2
T2

~E’f'\"lg

descomponerse (en un sentido geométrico) en s subredes, entonces

iﬂ%g es equivalente al par ordenado {i) ﬁ;} , donde i=l..,s indica
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subred y EE(ml, m,, m3) ubicacidn dentro de la subred. Debe notarse que
aunque las distribuciones de carga situadas en los nodos de una misma
subred sean iguales entre s{ (p.ej. moléculas de agua)eso no quiere decir
que en un instante cualquiera las componentes cartesianas de sus momentos
multipolares lo vayan a ser (debido a las fluctuaciones estadisticas sus
orientaciones no son, eﬁ general, las mismas). Es en este sentido que se
tipifica a la descomposicidén en s subredes como geométrica.

Dividiendo por el volumen total V para obtener la densidad de

energia Y, se obtiene

Z Z Z{?(:‘ o L Z' - Z (__/_) (11.8)
ﬁrékao oJ‘i 1--- T P, :r'r‘-n' (31 FP‘Q rﬁj I... ‘;ﬂ)’ .
il

Esta expresidn es totalmente general y para poderla manejar se deben
hacer algunas aproximaciones. Para ello se introduce el volumen de la
celda unidad v" =V/N (N=n° de celdas unidad en el cristal), la densidad de
momento multipolar T=t/uv°, se hace la hipdtesis que Tj";) no depende de
la posicién ™ dentro de la subred j y se omite la interaccidn
carga-carga (k=p=0) pues, desde un punto de vista orilentacional, es una

constante (esta omisidn se indica primando la suma sobre k,p). Indicando

a esta densidad de energia con @, se la puede escribir en la forma

U- _LZ Z _—l le . jp; ppSUa{, .Q./KP, ﬁf, (I1.9)

IKI
Z&KfO"Jj

con

) s )2 1 .10
iy --2efy... fo = #é o %fs--flo 20 (II.10)
TRy
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En general, los coeficientes § l:))d s S,-J-,.dp van a depender de la forma
del cristal mientras que los S de orden superior no ( ver p.ej. Massidda
y Hernando (1980)). Si se considera que el cristal tiene forma de
"ledora"+ con sus tapas cortocircuitadas, el coeficiente Sijj“ toma un
valor bien definido e independiente del origen de coordenadas siempre y
cuando &ste no se ubique cerca del borde del cristal. En la energia
electrostatica el factor S{jF‘P se reemplaza por el factor de Lorentz
fij;,(p (ver p.ej. Kittel (1971) 6, con mias de talles en de Wette y

Schacher (1965))

7%‘5«:{3 - 5"j;df’ - 5«5593 (II-11)

que depende s8lo de la estructura cristalina. Por 1lo tanto, los
coeficientes S toman valores bien definidos que resultan ser
independientes de -y (pero dependientes de i).

La aproximacidn de que dentro de cada subred todos los multipolos
tienen la misma orientacidn promedio y que la interaccidn que siente cada
multipolo es la misma, correspondiente a todos los otros multipolos fijos
en una cierta orientacién es, cuandé se la suplementa con la formulacidn
variacional a describirse en la seccidn II1.4, la aproximacién de campo
promedio. Es importante destacar que no se quiere obligar a las moléculas
de cada subred a permanecer todas paralelas y con la misma orientacidn.
Lo que se va a elaborar en las secciones siguientes de este capitulo es
una hipGtesis estadistica: dentro de cada subred las moléculas tienen la
misma probabilidad de tener una orientacién dada y esa probabilidad varia

de subred a subred.

Un cristal con forma de pildora es circular en el plano x-y, su
extensién en z mucho menor que sus dimensiones en el plano x-y y se lo
hace tender a infinito manteniendo la forma.



~-20-

Un punto que merece seflalarse con respecto a las ecuaciones
(I1.9,10) es que, como SlJ';%--~-“n Bs--Bp es una suma de derivadas de
orden k+p, cualquier truncado consistente en la ecuacidn de la energia
debe basarse en el orden ktp de los Sij y no en el orden de los
multipolos, es decir, por ej. la interaccidn dipolo-dipolo es tan
importante como la interaccidn carga-cuadrupolo. Este es un hecho que no
siempre es tenido en cuenta en la literatura (p.ej. Herzig y Neckel

(1979) omiten considerarlo). Las igualdades
Sj.;d‘-.dsudf”dP- SfJ;d"'d{"dS"dP (II-].Z)

Sseter-otp = €0 I jisehnotp a1-13)

son una consecuencia obvia de la definicidn de los S

2. Entropia

La temperatura se introduce teniendo en cuenta que la agitacidn
térmica impone un enfoque probabilistico. Una manera de realizar este
programa es mediante el formalismo de las funciones de distribucidn. Si
el sistema interactia con un hamiltoniano H_., la funcidn de particién

I

configuracional QC es
-pHr
Qc= jep a/ja/N (II.14)

(ﬁ = 1/KT) y la probabilidad de encontrar s partfculas cualesquiera en el
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estado descripto por las coordenadas {s} esti dada por la funcién de

distribucién de s particulas (para mds detalles, ver p.ej. Balescu

(1975)).

-BH
4 N! e P {.L,___JN (II.15)

js{f-"’]) = Q. (N-9)!

Tomando el gradiente se ve que gs(§s} ) satisface

S

kT\zﬂn?,(;sz,)=-KZU(i)-LV,Lr(d,J‘) - an.1e
J-2

| dseg Taor (4 572) Ges f521)

ﬁs({53)
que es la famosa jerarquia de Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY)
para sistemas en equilibrio. Las cantidades u(l), v(l,j) son
respectivamente iguales al potencial externo y al potencial de
interaccidén de a pares. La ecuacidon (II.16) afirma que el miembro de la
derecha es la suma de la fuerza externa sobre la particula 1, de las
fuerzas de interaccidn de las s-1 particulas restantes con la 1l y de la
fuerza que sale de interactuar la particula s+l con la 1 pesada con la
probabilidad condicional de encontrar s+l particulas en un estado dado
cuando s de ellas se mantienen fijas. Es decir, KT%Q-?S({SS) da la
fuerza promedio que hay sobre una particula arbitraria cuando se deja
fijo un racimo de s particulas y, si se escribe gs({sy )=é
se dice que Ws( {5} ) es el potencial de fuerza promedio. Esta
interpretacidn de la funcidén de distribucidn va a resultar

particularmente Gtil mas adelante (ver seccién II.4)

Retornando al problema de esta seccidén, se tiene que la entropia

puede escribirse como
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S._ 9F (11.17)
2T
e PF . Q (1I.18)

F, es la energfa libre. Usando las ecuaciones (II.l4,15) se obtiene

inmediatamente

= - F-— k___;'Z«(QCZ
S- ﬁ‘( ‘3
(I1.19)

- _K f\%(;n})%jhy(l”” 9//"']1

Bajo la hipotesis de que para conocer el estado del sistema de N
particulas (o sea 3,\, ({N}) ) alcanza con conocer el estado de una
cualquiera (gl(l), lo que implica cortar la jerarquia (II.16)), indicando
a las particulas mediante la notacién i,d de la seccidn anterior y
considerando que la funcidn de distribucidn es la misma para cualquier
particula de una subred dada (no depende de #, sélo de i), los dnicos
grados de libertad que quedan para ser integrados son los rotacionales y

la entropia por unidad de volumen se escribe como

(I1-20)

=£Zz a’wj; (@45.-@)

(=

donde con W se 1indica al 3dngulo sdlido y se ha hecho el cambio (sin
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importancia) en la normalizacién de la funcién de distribucidn, de tal

modo que

3;(@) 0’@ =1

(I1.21)

y, de ahora en adelante, el subindice 1 en gihu) indicara subred y no

cantidad de particulas Qescriptas por gihu).

3. Energia libre

Para poder escribir la energia libre
F=U-TS (11.22)

como una funcional explicita de las funciones de distribucidn previamente
hay que escribir la energia electrostidtica de esa manera. Para ello es
necesario escribir 1las componentes cartesianas de los momentos
multipolares como funcidén de la orientacidn molecular. Introduciendo los
angulos de Euler y simbolizando la matriz de rotacidn en la descripcidn
de sistema de coordenadas fijo y cuerpo rotante por @(@(m)(coldstein
(1953), ec.4-47) se tiene que

- — (0)

,i;d,...dk(w)-_-. f 3P (w) -- - 'lep,.(w) ’,.; frpe  (11.23)

Como cada angulo debe ser pesado con la funcidn de distribucidn de
probabilidad, el momento multipolar que interviene en 1la energia

electrostitica es
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— (o)

Tyt = s o R,,(,P,(w)...lz,(np,((w)g;(w)o,w (11.24)
T qu__ ol es el valor del momento multipolar en la orientacidn de
referencia y, de ahora en adelante y siempre y cuando no exista peligro
de confusidn alguna, se omitird el supraindice 0. De este modo, uniendo
las ecs. (II.9,II.20 y II.24) queda expresada la densidad de energia
libre como funcional explicita de las funciones de distribucid6n de una

particula gi(u))
o), 3 P

F / ) Togow T

{3 (w)}] 2__ IK' 7903---0k j’?i--.?r »
&‘ax,ro;/J,i P

"5’ |5 oly-e - oy Fa-- - FF f I?a(,a;lw)---.l?a(.c Yie (w) I?F"?s(w,) et ’?ﬁp?fa lw')ﬁ,-(w)aj(w')o)wdu)’*

(II.25)

© ) | guwbguwde
=1

4, Principio variacional

El teorema de Peierls (1938) (Huang (1963) pag.220) establece el
siguiente principio variacional para la energia libre: si H es el
hamiltoniano de wun sistema y {'ﬂ?} un conjunto ortonormal (mo
necesariamente completo) de funciones de onda, entonces la energia libre

satisface la desigualdad

- _p(an)n)
- [2_ < (11.26)
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Si {]n}} es el conjunto completo de autofunciones de H, entonces vale el
signo igual.

En nuestro caso, limite cliasico y descripcién probabilistica
agotada con la funcidén de distribucidn de una particula, lo que hay que
hacer es encontrar la funcidn de distribucién de una particula que
minimice la energia libre. Esta es la aproximacidon de campo promedio: la
mejor teoria que se puede hacer con funciones de distribucidn de una
particula. Por lo tanto el procedimiento a seguir es minimizar la energia
libre con la condicidén de vinculo de que la normalizacidén de las
funciones de distribucidn no varle.

Para ello, se introducen multiplicadores de Lagrange Rj » ¥ la

funcional a minimizar es

%-{j‘(uﬂ-ﬂ = F[Jj;(w)” 'f'-Z; /.i, 3((m)o’w=
oy 3 p—
= ;& CO T gt Tggp Dt el >
2& ,,,Zf:o %:1 Pf K!

| Koty o)+ (ot e () @f.rz, (W) -- I?FPVP(U)') 9 (w) gjtw‘)o]wo’w +

+ KIZ— ﬁi(w)é'ji(“’) ol "'Z A j«'@") ol (I1.27)

v =4

Para minimizar la energia libre hay que calcular la derivada funcional

de ?} respecto a las funciones de distribucidn 3‘-((,0)
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+ Z A chal-(w) ol (II.28)

y usando las propiedades de simetria de los S frente a permutaciones en

i]
sus subindices (ecs. (II.12,13)), queda
5 o

g?[{j(-(w)}]z Z o’wéy () .-—Z /(Z QF-

rz1 J:i

pt«
Syt sepyepp| Tyt Tty + 07 T Ty

(11.29)

’ ’?naa:(w)...&n(w) f ’zp.rz,(w’).-- f?p,,q,,(w‘) jj(w')o’w' +

+ %T[1+43,~(w)] +;)

La cantidad_?ncerrada en la llave es la derivada funcional de gfrespecto
de gi(u)) y, sl se pide que la energia libre sea estacionaria frente a
varlaciones arbitrarias en las funciones gi(cu ), dicha cantidad debe
anularse. El resultado es un sistema de s ecuaciones integrales en las

gi(uJ). Como el nicleo de estas ecuaciones integrales es separable en la

forma
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Kiw,w') = 7C(w)L(°°') (II1.30)

la técnica que se usard para revolver el sistema consiste en escribir,
mediante argumentos fIsicos, una expresidon adecuadamente parametrizada

para las funciones de distribucidn gi( W ), calcular seguidamente 1la
integral en la variable W' y de esta manera reducir el sistema de
ecuaciones integrales a un sistema algebraico no lineal.

En base a la interpretacidn dada en la seccidn II.2 a la funcién de
distribucidn como g1(1)=CxP[-ﬁW4(4)] con Wl(l) el potencial de fuerza
promedio y, dada la forma funcional de la energia electrostitica

(ecuaciones II1.9 y II.5) es natural ensayar la forma funcional

- y P
3“(0):: A' e'x[){ Lui}di_.dpﬂ'__{gp/ ,P'(w).--lz,( (w)s (I1.31)
iy
)
donde los tensores Ué‘:(,..dpﬂ,--ﬂ’son magnitudes a evaluar y la suma sobre los
indices?Py indica los momentos multipolares existentes en la subred 1i.

Con esta forma funcional, el problema matemidtico se reduce a calcular 1la

constante de normalizacidn Ai’ pues si

A= %p{%u-:z"w,..pr RJ'F"'Q‘PPP.s do @iz

es evidente que
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y de esta manera el sistema de s ecuaciones integrales (ver ec.II.29) se
reduce a un sistema de s ecuaciones algebraicas para los tensores uy .

El problema matemdtico de calcular la integral (II.32) se divide,
en este trabajo, en tres casos. En primer lugar el modelo se puede
simplificar esencialmente de dos maneras: 1) los multipolos que se
consideran son exclusivamente carga y dipolo en un cristal
tridimensional; 2) se permite la existencia de momentos multipolares
superiores al momento dipolar, pero el cristal en el que se ubican es
bidimensional. En el caso 1) los tres angulos de Euler se reducen a los
angulos 9,4’ de las coordenadas esféricas y en el caso 2) se reducen al
éngulo‘P de las coordenadas polares. El tercer caso surge de nuestro
convencimiento que la integral general (II.32) no es analiticamente
soluble. El1 enfoque es escribir (en un cristal tridimensional) los
momentos multipolares superiores al dipolo en términos de dipolos y de

esa manera retornar esenclalmente al caso l). Los casos 1) y 3) se

discuten en el capitulo III., y el 2) en el capItulo IV.
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Capitulo III

EL MODELO TRIDIMENSIONAL

Después de unas breves consideraciones generales, se discute el
modelo de dipolos puntuales en un cristal tridimensional (ver Hernando y
Massidda (1978)), se discuten algunos ejemplos sencillos, se calculan las
magnitudes fisicas md3s relevantes y, luego de resenar las limitaciones
del modelo de dipolos puntuales, se discute una propuesta que generaliza

este modelo al caso de multipolos puntuales.

1. Consideraciones generales

El primer mecanismo que se propuso para explicar una transicidn de
fase ferroeléctrica-paraeléctrica fue el desordenamiento de las moléculas
de HZO (fuertemente polares) en la sal de Rochelle (ver Fowler (1955)
pag.810) y luego se lo desechd como consecuencia del éxito de las teorias
basadas o en el desplazamiento relativo de subredes cargadas o en el
desordenamiento de protones en un potencial del tipo doble pozo (ver
p.ej. Lines y Glass (1977)). Sin embargo, hay cristales que contienen
moléculas fuertemente polares (p.ej. agua) y cuya estructura cristalina

les permite tener un desorden orientacional (p.ej. Na NO ferrocianuro

2°
de potasio trihidratado (KFCT), K4Fe(CN)6.3H20) y cuya conducta
ferroeléctrica parece deberse al ordenamiento de los momentos dipolares
permanentes (para el Na NOZ' ver Megaw (1973) y para el KFCT, Massidda
(1978). Por otra parte, es obvia la importancia de la polarizabilidad en
el estudio de la ferroelectricidad, importancia que en la seccidn III.2
se vera que puede ser no sdlo cuantitativa sino también cualitativa.

Por las razones ya mencionadas, mds las que se exponen en la

seccion II.4, el sistema que se comenzard a estudiar estd formado por N
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subredes en cada una de las cuales hay, 6 cargas q» 6 dipolos Py» ambos

con polarizabilidad isdtropa 6(i ({ =1,...,N) 6 ambos.

2. Inclusidén de la polarizabilidad

La polarizabilidad &\ de la distribucidén de carga i se define
afirmando que dicha distribucidn posee, ademds de sus momentos
multipolares permanentes, un momento dipolar inducido pind por el campo
local Fi:

— ino,.

; tid.'E 1=1,...,N (III.1)

Por lo tanto, el momento dipolar total en la subred i es

= -=ind , =perm

Py =Py i (III.2)

donde .Bper es el momento dipolar permanente. Como el proceso de
"prendido" simultidneo de los momentos multipolares descripto en 1la
seccidn II.1 es independiente de la existencia o no de momentos dipolares
inducidos, se concluye que la ecuacidn (II.9) sigue siendo vélida+. En
este caso, en el cual las interacclones que se consideran son
carga-dipolo (q-p) y dipolo-dipolo (p-p), simbolizando con 5: la densidad

de momento dipolar total en la subred i queda, usando la ec. (II.12)

A £
V- _LZ_ ?'. fj’-d S'J‘/d -Z—éz /2‘( /,/I-P ﬁ';,{(} (III.3)
,J:i I;J:I

+
Estrictamente hablando, se estd despreciando una contribucidn a la
energia que es el "trabajo de polarizacidén debido a la deformacidn de
la deformacién de la nube electrénica (ver Bdttcher (1973)).
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- 9
Definiendo un campo eléctrico de origen idnico Ej'd
P

N

q J S

o g L0 .
[.‘1

al que eventualmente se le puede adicionar un campo eléctrico de origen

externo (que se precisa 1incluir para 1la consideracidon de 1la

susceptibilidad dieléctrica) se tiene, con E& = Eiﬂ+-Eext (campo total)
N N
) & L) B Ro%
Uzi Fi lim =g £ TGP 4R ar.s)
1= o 1*

Como el formalismo desarrollado en el capitulo anterior presupone que los
momentos multipolares rotantes son momentos permanentes y el momento
inducido depende del campo local, lo primero que hay que hacer es probar
que la energia electrostatica se puede reescribir con la misma forma
funcional que en (III1.5) pero con coeficientes eventualmente distintos.

-—

Para ello, lo primero es escribir el campo local Fi
N
Fv= Esa +E:-Z ﬁJ‘;dp {/?;p (III.6)
J:i

y sustituyendo (III.6) y (III.1) en (III.2) queda

Pﬂ'm i .h-l ,-)
E;d - P + 8% Eia v ZﬁJ'i‘P e (111.7)
U;' 'J:i
0 sea J
perm
SiSuo-2Fi ) Po o Py v g £, amw
(] O] = lif e A= lig T A LA
J:Z;(J PL)"/J'PJ:P J v ;
Definiendo las matrices i? (que dependen solo de 1la estructura

ij

cristalina y no de ia temperatura)
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é.\] éxp - X 'FJ,A(& (I11.9)

iJ)dP
e indicando con ;j sus inversas, se tiene que
d - —QPCrM -
R =Z_ .'x-((x + 5 "E") (1I1.10)
Ke1 Ux

Insertando (III.10) en (III.S5) y no incluyendo los términos de interac-

cidén carga-carga, se llega a escribir la energia electrostitica como

AN N
-_— Pem —— F mgperh
2
V=- Z G,.;.( 'l',-ai ‘2’;/; ;43 /: ol {/ 3 (III.11)
['ei

it

donde

_'.\.’ = = = -
Z e Xui + i/ﬁ Ki® Sv°@/ﬂ' AEV (II1.12)
k=1 1"?

N = = = = = 2
Z_ i ® Sg/- Q/j/ + (Q“J" 5"" (Q’" (I1I1.13)
/-

i

-
-_—

P4
Z

M

K

Comparando (III.1l) con (III.3) vemos que, desde un punto de vista
formal, la inclusidén de la polarizabilidad no representa un problema

nuevo, solo redefine algunos coeficientes.
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3. Solucidn del problema variacional

El sistema explicito a resolver es, en este caso (ver ec. (II.28))

N

(III.14)

+ L{.T[j.-fnz.n;(w)] +3.~ =0
U

donde se ha representado al vector Fl como 31 = Pi(cl(uJ),cz(uJ),c3(uJ)),
los C. (w) indican a los cosenos directores de la direccion 025(69,%>) en

coordenadas esféricas. Escribiendo
-1
N (w) = 4, 6«/9{ Ur; & Cot (W) 5 (I1I-15)

el problema es, tal como se afirmd al final del capitulo 1II

(ecs.(II-30-32)) calcular la integral

Ai 6'7:[9 g(),-,.d x (w}S O’UJ (III-16)

En el apéndice A se calcula esta integral. El resultado de este cidlculo

es (ver ap.A)

Ai = 4’” 5CDA Uy (11I1-17)
v;
donde
2
U‘. = U(-,,d U‘-jd (I11I-18)

y usando (II-32) se tiene que



{QX(LO\ n; (LA-")CJUO = U,-,.d _/l ((J;) - (/,.}_" _/LI- (111-19)
donde
N = [(1) (I1I-20)
X
= -L (III-21)
Z(Y) = @/5‘ x :

n
L(x) es la funcidn de Langevin yi'Ia fig.I1I.1 se grafican .-A.(x) y L(x).

_/1.(1)

fig. ITII.1 Funcidn de Langevin y funcidn asociada ../L(x)

— — — — — — - — ——

En particular, _/L (*) se comporta para x 2% 1 como

.L-X.2+... x<e i
3 ys
—4(1) = (111-22)
4 _ —Lz-r-- x>> 1
X X

El sistema (III-14) queda
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N
) AP : :
- Giq ’?‘C,((uo) —Z_EI: Z_ /f'/j ‘5:]‘;.!(5 ({j;p’/lJ Cxt (W) —+
J‘i
(II1-23)
+ -E_I[f + U.';.(c;((w)-—é//f] + /)f = O
O sea
A[ = Z /’Ir' - g (I1I-24)
N
U/‘;az = el,-d + Z_ SU' da‘alp L‘)J;P-/LJ' (III-25)

ei;a= L Giu (I11I-26)

5:\)- (111-27)

B £ KTV

Se ve claramente que e, es el cociente entre la energia de un dipolo }Li

i

(Pi = ,#f/b' ) en un campo externo G, y la energia térmica; sij es el

i
cociente entre la energia electrostidtica de un dipolo /A;en.un campo
/‘J/{,U' provocado por una polarizacidon uniforme /LJ'/J y la energia

térmica.

Los momentos dipolares permanentes se calculan como

Perm

D
l.;d = (" (},',-d _A-l. (III-28)
y sustituyendo en la ec.(ITII-10) se calcula el momento dipolar total. Por
lo tanto, una vez resuelto el sistema de ecs. (III-25) se tiene toda la

informacidén bdsica necesaria.

Otro resultado interesante se obtiene escribiendo
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T= Ufseng @b, den& sent, | 6,) (111-29)
y se obtiene que en el limite de u—» o¢® es

?
G N(w) = S (uo-wo) (I11-30)

V>0

La demostracidn es sencilla. Como cuando W z# W), el exponente en la

v
- O e
ecuacion de ni(u)) es menor que u y Agp.eo'ﬂj , entonces ni(Lo) se anula

para u-—»ee, W+, Pero la normalizacidn de ni(co) se mantiene y, de ahi
resulta la ec. (III-30). Del sistema de ecs. (III-25) se ve que u-—soco en
el caso T-0 por lo que la ec. (III-30) corresponde al caso fisicamente
razonable que los dipolos quedan fijos en una direccidén determinada al
bajar la temperatura hasta OK.,

La seccidon finaliza con un andlisis cualitativo de la relacidn
entre las soluciones del sistema (III-25) y las propiledades
ferroeléctricas del cristal
a) En el caso que el campo local se deba exclusivamente a las
interacciones dipolo-dipolo (Gi;d =0) siempre existe la solucidn trivial
Ui;a( =0 (ni(w) = 1) que corresponde a tener los dipolos totalmente
desordenados, es decir, en promedio tanto los dipolos permamentes como
los inducidos (en este caso) se anulan. Es la fase paraeléctrica (PE).
Pero también puede ser que existan soluciones con al menos un \)i;d

distinto de cero. Como si VU es solucidon, también lo es estas

-v
1;a i; )
soluciones corresponderin a algin tipo de ordenamiento ferroeléctrico
(FE) que dependerd de los signos y valores relativos de los \#5“ . Cual
de las dos soluciones resulta fisicamente admisible se decide en base a

cual tiene menor energia libre y la temperatura de transicidn 'I‘t entre

dos fases 1 y 2 se obtiene de la condicidn
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Fl(Tt) = FZ(Tt) (I1I-31)

b) En el caso que exista un campo eléctrico de origen 1idnico siempre va a
ser posible elegir los ejes de coordenadas de tal modo que para algunos

valores de i sea G = 0. Nuevamente hay una solucidn paraelédctrica

1;
(U,-;,,ql-o si Gy #0Y U;;7081 G;,x=©) y quizds también una solucidn no
paraeléctrica (Vj;x#0V para algiin G‘-;“ = O ).

En la fase paraeléctrica puede existir un momento total permanente

por celda que no cambie con respecto a la fase no paraeléctrica.

Nuevamente, la fase con menor energia libre es la fase estable.

4. Calculo de algunas cantidades de interés

En la seccidn anterior se vio la importancia fundamental de la
energia 1libre. E1 primer paso para expresarla en términos de las

soluciones al sistema (III-25) es calcular la entropia

N
5: - .I—(—Z_ nJ(w) -év rﬁ‘(l&)) Jw =
U'J‘i

N (III-32)
= -L) )b (S )+VJ-Z(UJ-)
e Yrsen UJ
Jt
donde se han usado las ecs.(III-15-21). La energia electrostatica puede
escribirse inmediatamente en términos de los uy sustituyendo (III-28) en

(III-11). Sin embargo, una forma mis sencilla se obtiene reescribiendo el

término de interaccidn dipolo-dipolo:
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i
F\\J
W

C—

E—

.%

&

"D
=

o~
h

ZU' =
/J (I1I-33)
= %{_&7_- u;‘l_/ll‘(uld-e'd)
r
y, por lo tanto ‘
N N
72
U= - §/.Z_ G, lirn - KIZ o Ly (11I-34)
(=1 70 red
y o
F.—.-?/-Z_ Gta(fg( la(—/z T
iz
N (I11-35)
+ KT )4 )+_ulzw)
U 5 QF«ML%

Un punto no mencionado hasta ahora es si el extremo hallado en la energia
libre es un maximo o un minimo. Para analizarlo se puede proceder de dos
maneras distintas; la mids inmediata es calculando la segunda derivada

funcional de F

2? - - -l Z_ /o, /oJ ,J "‘P JU)Q(LU)CP(w)gﬂ,(W)S"J (w')+
/Jl

(I1I-36)

No parece existir una manera clara y sencilla de probar que esta forma
cuadratica funcional sea definida positiva. La otra manera de proceder
para verificar que la energia libre tiene un minimo posee la doble
ventaja de provenir de la fisica y de dar mids informacidn: es calcular la

susceptibilidad y el calor especifico. La susceptibilidad se define como
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2 exl )
Yo G 22 | e 5750 4 48) qann
6 como
(é X‘(P)_l YF (I1I-38)
oL 't
y el calor especifico (a campo constante) como
.
C - Q(_j) =-T9t2/ (III-39)
3T b 2T,

Si ambos son positivos, puede verse que el sistema es estable
(Landau, LifshitzI'Pitaevskii (1980), Stanley (1971)) con lo que queda
resuelto el interrogante sobre qué tipo de extremo tiene la energia
libre.

Para calcular las derivadas necesarias, sea IT un parametro regulado
externamente (p.ej. campo externo, T) del que van a depender las
soluciones del sistema (III-25) de manera tanto implicita como explicita.
Un camino posible es efectuar tanto la derivacidon (ecs. (III-37, III-39))
como el paso al limite (ec.(III-37)) de manera numérica. Un procedimiento

menos incierto se obtiene calculando las derivadas de VU respecto de

1;a4

T1. Esas derivadas van a contener un término '"local” y un término

"convectivo"
die 20y ) J
"}T‘= %ir v ) s e {-/LJ Jor wli T
/gl ()J II-40)
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con

_/l’(x) = 0_/:/[-(1‘) = ;/-[Z’(") - l(")] (I1I-41)
X

y definiendo

') = 1-L%0-2Awx)

(111-42)
= b = el 4]
queda
N
Z{é Sdf =51} 6y, d{B ‘Sé_h_ 4 (III~44)
<! dr 2T

De esta manera el cdlculo de las derivadas de UU'T' implica resolver un
sistema lineal de ecuaclones. Para el caso de la susceptibilidad, el
parametro JT es el campo externo y para calcular la derivada "local” se

usa la ec. (III-12) junto con (III-25)

QU. _ 9 Gi:d =
T 95
£ N (I11-45)
- g f Qg o] 21 s Qs
KT ket Jl [N
y escribiendo la polarizacién como
(I11-46)

W
£=] Qe f;ﬂ Ep )l i |

lUrl U
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la susceptibilidad es

q(/p_/»a Jl -

5,,409(&5;"7
N CJ (I11I-47)
4 o) Y, 2
= &. o ?_/J- +Z Qt"/-d)' (OJ H/;ZM -J'h;.,f)
% Bt T L ! dees) Lt
Cuando el parametro 77 es la temperatura, es Inmediato que
id o~ Uru
AT T
El calor especifico a campo constante es
CF= i‘i/ =
AT e
N
7 Vi a A
[t dhoat)- 2] R
(=3 0/7—
—-/(TZA/{G +Zg$‘46‘-.(pu-p—l\/§9-({u(d—/t/):
R Ga TG TP o
A
T /
T .
(=4 ﬁ

donde se usd (I11-25,41,42,43). E1 coeficiente piroeléctrico se obtiene

inmediatamente, es:

V
2] i M 4
(If(: 9‘_9_3."/5 g_:té?'(),dﬁ J AT ;/JT"'.' (I1I-49)
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5. Ejemplos ilustrativos

En esta seccidn se presentan algunos ejemplos que, a pesar de su

sencillez, contienen los aspectos fisicos esenciales del modelo.

a) Cristal tetragonal (a = b = ¢), una subred dipolar sin polarizabilidad
nl campo eléctrico local.

En este caso el tensor de factores de Lorentz es diagonal (como
puede verse usando p.ej. las formulas de Massidda y Hernando (1980)) y

escribiendo
7£)nt‘ 7ny = 7[7‘ ; f;* = ﬁ (I1I-50)

el sistema de ecuaciones a resolver es
U = 575 u,_A(u}
v
uv - 1;;; Y A )

Uy = 15%; Uz -jL(U}

Si existe solucién no trivial (u f 0) debe cumplir con algunos de los

siguientes dos sistemas de ecuaciones

{= shAdw
0- 02 (I1I-51)
O = U =‘J7

{ = s hAw

(I1I1-52)

- barid -
en ambos casos si Vv es solucién, -V también lo es y ambas soluciones
corresponden a las orientaciones opuestas de un ordenamiento FE.

al) vale la ec.(III-51)
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2
vl L),z + Uy (III-53)

y, como la energia libre depende solo de u (ec.III-35), todas las
orientaciones en el plano x-y son fisicamente equivalentes y, por lo
tanto se puede suponer,sin pérdida de generalidad que u = }u

El sistema puede entonces escribirse como

Z(u) =—52F— (I111-54)
x

y va a tener tantas soluciones como intersecciones tenga la curva L(u)

con la recta de pendiente 1/5"::(—CT (fig.IIT1.2)

T7 1

fig.I1I1.2 Corrimiento de las soluciones de la ec.(III.54)

con la temperatura

Se ve que cuando la pendiente de la recta supera a la pendiente en el
origen de L(u)( =3/3, ver ec.(III-22)) la Ginica solucidén que queda es la

trivial. La temperatura critica del sistema es, por lo tanto, aquella que
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cumple con

Sc.,-(ﬁ = 3
0 sea
2
T, = &

¢ 3guk

a2) Ec. (III-52)

(III-55)

(III-56)

Esta solucion describe una red polarizada en la direccidén z y se

obtiene usando los mismos argumentos de al) que

Estas dos formulas se resumen en

T, ~ 7 /05)&1_16 (’K')

U

(I1I1-57)

(III-58)

donde /o y V deben darse en e-A y A3 respectivamente. Si /b=0.5 e-A y

v = 500 A3 (valores tipicos estimados por molécula de agua en el KFCT) se

obtiene Tc 350'F °K, un valor completamente razonable puesto que f:no es

un nimero muy diferente de 1 (ver tabla III.l).
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Tabla III.l: Factores de Lorentz para distintos valores de c/a.

€/a £, £,
0.6 -0.03066 1.06132
1 1/3 1/3
1.5 0.53759 -0.07518
2 | 0.71878 -0.43757

Por supuesto, de estas dos soluciones la solucidn fisicamente

significativa es la de menor energfa libre. Como en este caso es (ver.

ec.III-35)
F= ;(T[LZ( ) + _ul(u)]
U qrr v
L (o)
y la funcidn f}u)- AeuL -Litui/u es creciente en u(o sea esta

energia libre es menor que la energia libre de la solucién trivial) pues

su derivada resulta ser

_ullu) !
Hu) - _semhve AW

(la funcién-ﬂ- es monotonamante decreciente). Por lo tanto, la energia
libre es menor cuanto mayor es el u (para temperatura fija) y de la
solucidén grafica se ve que eso corresponde a la direccidn con el mayor
factor de Lorentz. Por lo tanto, una red tetragonal se tiende a polarizar
en la direccidn del mayor factor de Lorentz (‘F2§'f7 si ¢ § a, ver
Massidda y Hermando (1980)).

El paso siguiente es ver que resultados se obtienen para las

magnitudes caracteristicas del sistema ( ‘f XQP7 . Para ello se
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indicara con f el factor de Lorentz correspondiente a la solucidn

. -—
fisicamente estable y, como en este caso el vector u tiene una sola

componente es

HP’ - Z/(u) §pr

(II1-60)

Como la matriz (4. (ec.(III-9)) es, en este caso, la matriz identidad,
(48

se tiene que las derivadas de u respecto de la temperatura y campo

externo, se obtienen de

(1-57(:[’(0)):-_7‘:—

do
dT

i‘%{_ 1-S7CZIGJ)]= 7&_&4{3

J{fo E;"‘) EKT

y considerando que (ec.III-55,56)

sf- 3k

se concluye que

(III-61)

(11I-62)

(ITI-63)

(IT1I-64)

(II1-65)
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L,
Xo/ﬂ _ Ik 'éd{‘-' (v) (I1I-66)
T ‘)C(i— 3,—._'_’?_[,(0))

Obviamente, la direccidn (f debe ser (para %L;.ldp ) aquella en la cual

hay polarizacidn neta.

Ahora hay que ver como se comportan estas cantidades (y la

polarizacidn tambien) en los casos limites ;g; z?C,i_
e

En uno y otro caso la ecuacidén que da u se puede poner como
V. 31 Lw) (I11-67)
T

1) T<< Tc

En este caso es u> 1l y

A =
2 " (111-68)

Awyz L -
V,

y la solucidn de esta ecuacidn de segundo grado es
U = ,3-(1 —t) (I1I-69)
+ 3

Por lo tanto, con L'(u)=1/u2 se obtiene
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i1) T = Tc

Si
T-T. ¢ E<<l

e )

T

es € » 0. Se tiene que u sale de resolver la ecuacidn

;I: = .1 -& = 1 -2
T

0 sea

iz 15€

y si £<0 es u = 0. Por lo tanto

(I11I-70)

(I1I-71)

(I11-72)

(I11-73)

(III-74)

(I11-75)




=.3L(1—3e) € >0

/

Z{u) = (I1I-76)
=/3 & <0

Se obtiene

~ Ll(i-—ﬁf’):i.gzg. & Ero

{9 3 1 3

L S (I1I-77)

B = O E<o

(I1I-78)

(I11-79)

g Ja(p_i_'_-j_fé ® —Q—-*SA(S €zo0 (111-80)

Estos resultados concuerdan con los resultados generales de la
teoria de campo promedio (Stanley (1971)), en particular, se obtiene el

resultado C7/C. =2  (Blinc y Zeks (1974)).

b) Cristal tetragonal, una subred dipolar, polarizabilidad nula, campo

i6nico no nulo.

-

De todas las posibilidades que surgen de combinar Ex o Ez 0 ambos



distintos de cero con{i %:f; considero el caso fx7 fz, e, # 0, e =e =0
(campo perpendicular al plano de polarizacidon) El sistema de ecuaciomes

es

Up = 5 G 10

dz = 6’} + Sﬁ Ué_/L(U) (III-81)

En este caso es u, diferente de cero y vale

UZ- = €3 7(';( (111-82)
f-f
Como sgn(uz) = sgn(ez), este ordenamiento en z no tiene caracteristicas

de fenomeno colectivo, 0 sea no es ferroeléctrico; a su vez, u, satisface

57€( _/L[()) = _1

(I1I-83)
U= ‘/sz'f' ()Ez

Es facil darse cuenta que el valor de u solucidn del sistema es
menor en este caso que en el anterior y que por lo tanto la temperatura

critica también lo es (ver fig.III.3)
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1 Ueu.].t
- %1

Fig. III.3 Determinacidon grafica de las solucilones del sistema

(III-81l) como funcidn de la temperatura

Cuando la interseccidn de la recta con la curva L(u) estid a
izquierda de la abscisa punteada correspondiente a la temperatura de
recta diagonal, no hay solucidén no trivial (en ux) del sistema; por

tanto, la Tc es, en este caso

Tc-,x = Ef{ .A-(—ef-ﬁ-) (III-84)

b Eh

Como -44(0)4.#5 s Tc X disminuye con respecto al caso ez=0. En resumen,

la

la

lo

la

aparicidén de un campo eléctrico externo o de origen idnico perpendicular

al eje ferroeléctrico introduce una componente de momento dipolar en esa

direccidon disminuyendo en consecuencia 1la polarizacidén espontanea Yy

facilitando su desordenamiento. Este comportamiento ha sido observado en

arseniato de uranilo hidratado(kHz(Uoz)z (Asoq)2.8H20, Benyacar y Dussel

(1975), como no hay estudios especificos realizados en este material, no



_52_

se pretende afirmar que esta sea la explicacidn de la disminucidn en Tc)'
Sin embargo, no es la conducta que en general se prevé. Esquematicamente,
el argumento es el siguiente: el agregado de un campo eléctrico puede
modificar (o no) la simetria del sistema fisico. Si la

modifica es para bajar dicha simetria, no para subirla (p.ej. la simetria
cibica puede pasar a tetragonal, pero no es posible que la tetragonmal
pase a ciibica). Dicho de otro modo, estabiliza la fase de baja simetria
0, lo que es lo mismo, sube la temperatura critica. E1 inconveniente de
estos razonamientos generales, independientes de los mecanismos fisicos,
es que cuando fallan por un contraejemplo experimental, no resulta clara
la causa de esta falla. En mi opinidn, la falla de este razonamiento
probablemente esta en la identificacidn de fase de alta simetria con
altas temperaturas. El ejemplo quizds mas contundente es el de los
materiales con un diagrama de fases reentrante como el malononitrilo
(CHZ(CN)Z' Krauzmann et al. (1983)) que, a presidn atmosférica y por

debajo de T, = l41 K se presenta en una fase convencionalmente indicada

1

como fase IV, en T1 tiene una transicidn de fase de segundo orden a una

fase II y en T, = 295 K tiene una transicidn de segundo orden a una fase

2
I idéntica a IV (la fase III es metaestable en un rango de temperaturas
comprendido en la fase II). Mas aln, hay un rango de valores de la
presidon (1.2 kbar s p & 1.8 kbar) para los cuales el diagrama de fases es
doblemente reentrante; enfriando pasa por la siguientes fases: I, II, V,
II, IV (=I). En otras palabras, no hay una identificacidn de fase de alta
simetria con altas temperaturas. En este caso, se propone un mecanismo
fisico concreto para explicar la disminucidén de la temperatura critica

pero eso de ninguna manera quiere decir que la controversia esté

terminada.
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c) Una red tetragonal dividida

interpenetrantes (fig.III.4),

en

dos

subredes

tetragonales

Fig. III.4 Red tetragonal dividida en dos subredes tetragonales

interpenetrantes. Obsérvese que el volumen de la cel-

da unidad es 2 v, con v el volumen de la celda original.

Los Unicos factores de Lorentz no nulos son

f,

hyY

1

£1;11
]CH,' 22

1]

ﬁz;xx =2 £2iy7' =

'ﬁ;;azﬁ *52

El sistema de ecuaciones es

7C22;z% = 7(';?

‘FZZ;XJ‘ = -E?;Y]

EEx

(III-85)
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Ui;X = 5[79-! UJ,-x —Al t 7(;1 Uz,-x —/LZ ]
UZ;X 4 S[)(;-! l),;x —/Lj + 7cy7z UZ,'K .Jt'z ]
ul;)’: S[Ex Ul,-y —/t-l + 7[2,‘ %/-y ../lz]
Ugiy = S ['sz Uy A t 76;( LY,y J’-z_]

(I1I-86)

Uy, 2= S [7‘;; Uj;‘é—/L + 7C23 Uz 2 —/12]
U2 = 5[’&;01;}—/11 + 7(_:12 ‘Jz;z.—/lz]

Como la energia libre depende de u; yu, separadamente

2
F- KZ;: A[‘/rilu;l *%U"Z(U‘)z’ (111-87)

v

y ambas subredes son idénticas, debe ser u,=u,. De la forma de las
ecuaciones (III-86) se ve entonces que es Ui;p =tUzsp st)r_a . Por

lo tanto, se presentan cuatro posibilidades distintas con u satisfaciendo

en cada caso una ec. de la forma

s¥ZIU)= v (111-88)

Los cuatro casos son:

Cl) Uye=Uza #0 Upx=Y2x =0 7C=Ez'”€z££1 FE, C-P2

-D , f:F'}_?L;}E{} //FE, ‘i:t

=z FE l-;en xr
Cs) U.;'x:\)z,'tho, Uq;}:()z;z.zo) 7C.-.£x+fz, 7.6” , /
0 ):= Ex-7£2)¢’3£1. AFE enp anoxy
)

CZ) Uy z=- UZ;%*O , Usx =Ugx

q) Uhredxto, VyrrUeeT

(I1I-89)
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Se supone que los cuatro valores de f son diferentes. La posibilidad
de que dos de ellos sean iguales (lo que implicaria u yu, # 0) solo

puede suceder accidentalemente para valores muy particulares de c/a (ver

Tabla III-2). La temperatura critica de cada caso resulta

7;3(5 - _'&_z_ 'E:(s (11I-90)
66 kv

donde v es el volimen de la celda unitaria original (v=abc) y el nimero 6
es una consecuencia de que al dividir la red original en dos subredes se
duplica el volimen de la celda (comparar con las ecs. (III-56,57). Como
la energia libre es formalmente la misma que en la ec.(III-59), sigue
siendo vdlida la conclusidn de que la fase mds estable es la de mayor f.

Los factores de Lorentz se calcularon empleando el programa de
cdlculo descripto en Hernando y Massidda (1981,1983) y se dan en la Tabla
I1II.2

Tabla IIIX.Z2
Combinacion de factores de Lorentz para las subredes

tetragonales de la Fig. III.4

C/a {;x J;x 4;2 4;2

0.6 | -0.061 -1.064 2.129 2.123

0.8 0.416 -0.611 1.168 1.222
1.0 0.667 -0.426 0.667 0.852
1.1 0.761 -0.382 0.478 0.764
1.2 0.846 -0.357 0.309 0.714
1.5 1.075 -0.350 -0.150 0.700

2.0 1.438 -0.426 -0.875 0.852
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Se ve que para c/a < 0.6 el sistema es FE en la direccidn z. para 0.6%

c/asl.l es AFE en z y para c/a 2 1.1 FE con el momento dipolar en el

plano x-y.
d) Idem que en c¢) pero con 0(1=0(¢'='°<#0

Desarrollando en la ec. (III-13) los ,-J-;,,(p resultan ser

Oy pa = 7€p£1+o<27€!5£g,]-20(7£5£'@50;p
(1-otf )i 1-Fp)

(III-91)

Fopl1-chgts)

ZF(’ Czp
(1 dﬁp)(l ollcp
G, pr =0 %0 P27

El analisis es idéntico al realizado en el punto ¢) con G':J; ‘3( reempla-

zando a .J'-,Fr en (III-89) y se obtiene que

_ & F (5)2 (I11-92)

(N

\

4
72,:@ = -—;ﬁ-"‘or_rp (III-93)

la solucidn mds estable es la de mayor O . Suponiendo que por ej. ﬁ-z.? f;?

'E-,‘ 7‘)c_x si 225( {ﬁ;?gi) entonces es Jiy; el miximo O~ y es O:.z_>£z.:
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por consiguiente, se obtiene la misma fase que con & = 0 pero con un u
mayor y,con mayor Tc; ha aumentado la estabilidad del sistema. Para

(ﬁ}‘)‘;’a)—z;’f_’ < (ﬁx Er )-//2 es O3 > 0zq y el ordenamiento
resultante es AFE en vez de FE. Se ve entonces que una polarizabilidad no
nula daria lugar a una configuracidn cualitativamente diferente de 1la
obtenida con o =0. No es probable que este efecto se realice en algin

material real pues requeriria un valor inusualmente grande de o(.

6. Problemas de la aproximacion de dipolo puntual

Las limitaciones que se van a discutir en esta seccidn son tres
a) problemas en la entropia, b) problemas relacionados con la teoria de
campo promedio todavia no mencionados y c) problemas resultantes de

considerar sdlo las interacciones q-p y p-p.

a) La dificultad estd en que para una temperatura suficientemente baja,
la entropia se vuelve negativa. El1 razonamiento para llegar a esta
conclusidon es muy claro: para temperaturas bajas la funcidn de
distribucidn n(W ) tiene un pico que se va haciendo cada vez mids agudo

y, por lo tanto, (fig.III-5) se tiene

N(w)

w
—
AW
Fig. III.5 TRepresentacidn de la funcidén de distribucidn n(®)

para temperaturas relativamente bajas
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S=-kK n(uo)«é«"(w) J“) —
v

(III-94)
—» -K r‘;([.‘))ﬁn(b?’)das < ©
s

Fisicamente, este resultado podria explicarse por la ruptura de la
mecanica estadistica cldsica y que por lo tanto debe tenerse en cuenta la
naturaleza discreta de los estados accesibles, vale decir que la funcidn
de distribucidén debe ser una distribucidn discreta, no continua. Sin
embargo, este problema con la entropia tambi&n esta fuera de la regidn

interesante a los fines de este trabajo.

b) Otra limitacién no discutida en el andlisis hecho en el primer
capitulo sobre las teorias de campo promedio es que dichas teorias
tienden a dar mds transiciones de fase que las que realmente existen. Un
ejemplo impactante es el del agua liquida. Si se hace una teoria de campo
promedio del agua liquida, dado el fuerte momento dipolar que tiene, se
obtiene que el 1liquido es ferroeléctrico a temperatura ambiente. La
solucidén a esta paradoja se debe a Onsager (Fuller Brown (1956)). El
origen fisico de la falla de campo promedio es el siguiente: cuando se
quiere conocer el campo que act@ia sobre un dipolo determinado, lo que se
hace es eliminar ese dipolo y calcular el campo debido a todas las otras
distribuciones de carga que pueda haber; por lo tanto ese campo es
independiente de la orientacidn que pueda tener el dipolo que se esta
observando. Cuando la temperatura es distinta de cero, 1los dipolos
fluctdan y el campo que los orienta es el campo externo mias el campo
local promedio debido a los otros dipolos. Este dltimo campo tiene una

-1

componente del tipo de una "autointeraccidn". La nube de polarizacidn que

el dipolo genera polarizando a su entorno y que a su vez actla sobre el
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dipolo, apunta en la direccidn instantdnea del dipolo y, por lo tanto, no
ejerce ningin torque sobre el dipolo, es el denominado "campo de
reaccién". Sin embargo, en campo promedio hay una contribucidn no nula de
este campo a la energia, y esa contribucidn debe ser restada. En otras
palabras, hay que incluir en el campo local s6lo los términos que son
independientes de la orientacidén instantdnea del dipolo; es el 'campo de
la cavidad", y representa la componente no correlacionada de los otros
dipolos. Con este tratamiento, Onsager demostrd que la fase
ferroeléctrica del agua desaparecia. Barker y Watts (1973) usaron estas
ideas en un calculo de Monte Carlo en donde trataron la regién externa a
una esfera de truncado de radio a come un dieléctrico continuo de
constante dieléctrica €., y demostraron que el campo de reaccidn -ﬁi

debido a la polarizacidén del medio exterior a la esfera vale, en el

centro de la esfera que rodea al dipolo 1

)
o)

2
@ 2&+1 (II1-95)

donde ;; es el momento dipolar total de la esfera. Entonces la pregunta
es: si se aplica el método de Onsager, ;desapareceri la transicidn de
fase obtenida en campo promedio? La respuesta es no, pues la estructura
obtenida a T = 0°K coincide (en el caso de una estructura con dipolos
puntuales exclusivamente) con la estructura conocida y toda estructura
ordenada se puede desordenar elevando la temperatura. Por lo tanto, campo
promedio no estd dando, en este caso, transiciones de fase inexistentes.
Por otro lado, incluir campo de reaccién no necesariamente aniquila 1la
transicion de fase, pues, por ej. fue aplicado al modelo de Ising (Brout
y Thomas (1967)) y su efecto es mejorar el valor de la temperatura

critica a costa de cemplicar la matemitica. En este marco, otra posible

solucidn es recurrir a las ecuaciones integrales de la teoria estadistica
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de fluidos (ver por. ej. Balescu (1975)) para incluir correlaciones. Sin
embargo, se ha estudiado recientemente la conducta en el punto critico de
las ecuaciones integrales existentes mds importantes y la conclusién es
que no describen una conducta critica adecuada, inclusive hay casos en
los que o no tienen punto critico o su conducta es mucho peor que la
aproximacidén de campo promedio (Jones et.al. (1981,1982), Green et al.
(1982), Fishman (1981), Fishman y Fisher (198l), Cummings y Stell
(1983)). Dado que estas teorias no son una buena aproximacién en la

region de interés (para este trabajo) no se las intenta aplicar.

¢) Para ilustrar este punto lo mejor es tomar un ejemplo concreto al que
se podria aplicar este modelo: el KFCT que tiene una transicidn de fase
FE-PE a Tc ~ 249°K y su estructura cristalina es pseudotetragonal
(Kiriyama et al. (l1964)). La estructura de baja temperatura es
monociclica con a=9.3SA, b=9.37K. c=16.7K, ¥ =90°6' por lo que es claro
que ninguna caracteristica importante se pierde si se considera una
estructura tetragonal con c¢/a=1.784., A altas temperaturas (fase PE) es
a=9.40£, b=9.41K, c=16.8z, (=90°8', c/a=1.786 y las posiciones de los
iones y grupos moleculares dentro de la celda no sufren practicamente
variacidén alguna respecto a la fase de baja temperatura. Esta
caracteristica practicamente excluye una transicidn de fase en la cual se
ablanda un modo normal del cristal ( U%{;ﬁzc>) y el cristal se estabiliza
con otra distribucidn interna de los itomos que lo constituyen. Como la
celda no cambia ni en tamafio ni en la posicidn de los iones y/o
moléculas, esta explicacidén la excluimos. El1 prototipo de estas

transiciones de fase es el TiBa0, (Blinc y Zeks (1974), Lines y Glass

3
(1977)).
La otra teoria ampliamente difundida se aplica a compuestos con

puentes hidrdgeno y el material prototipico es el KHZPO4 (KDP) (Lines y

Glass (1979), Blinc y Zeks (1974)). La idea basica es que las posiciones



de equilibrio de los protones son los minimos de un potencial doble pozo
y que el paso de uno a otro minimo se produce por efecto tinel. Es claro
que en materiales con moléculas de agua que pasan de una a otra
orientacidn é&sta puede ser una teoria perfectamente verosimil. Sin
embargo, también aci hay una caracteristica clave que si no se cumple
sirve para desechar la aplicacidén de este modelo. Debido a la fuerte
dependencia isotépica de la probabilidad de realizar efecto tinel, es
claro que la variacién en la temperatura critica por deuteracidn debe ser
en un factor cercano a 2 y ese efecto se observa en el KDP (su Tc=120°K
pasa a ser 210°K por deuteracidén) y en toda la familia de compuestos
asociados. En cambio hay una gran cantidad de compuestos como la familia
de los ferrocianuros, de los alumbres y de los asociados a la sal de
Rochelle donde el cambio en la Tc por deuteracién es insignificante (en
KFCT, la Tc=249°K pasa a valer 255°K por deuteracidn). Eso basta para no
aplicar este modelo. Todos estos materiales y en particular el KFCT, que
es el prototipo elegido, tienen una estructura en capas bastante compleja
(100 6 mas atomos por celda unidad) en donde una capa de moléculas de HZO
es seguida por una capa de material y asi sucesivamente. Por otro lado,
los puentes hidrdgeno en KFCT son débiles, el puente hidrégeno mas corto
tiene 2.83K y los otros superan los 3X,'1o que da una energla de ligadura
para el puente hidrdgeno de aproximadamente 0.1 eV & menos (Megaw (1973),
Coulson (1960)), mientras que la interaccidn electrostatica para valores
tipicos del KFCT es aproximadamente 0.6 eV (Massidda (1978)). Como ademas
el KFCT muestra una fuerte tendencia a la deshidratacidn, se concluye que
las aguas estan débilmente ligadas. Finalmente, un puente hidrdgeno tiene
caracteristicas parcialmente electrostaticas y la importancia de é&stas
crece con la longitud del enlace (Coulson (1960)). Estas consideraciones
llevan a concluir que es razonable tratar de explicar la conducta del
KFCT por medio de fuerzas electrostiaticas. El1 primer paso fue dado por

Massidda (1978) quién supuso T=0°K, la molécula de agua compuesta por 3
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cargas puntuales: qH=O.5e, 9p="e» distancia 0-H=0.97X y el angulo
H-0-H=109.5° (Baur (1965) (lo cual da un momento dipolar p=2.69D=0.56e—K).
La carga en el K es qe=e, en el Fe qu=0.42e y en los Cy N qc=qN=-.37 e.
Se escribidé la energia electrostidtica de esta distribucidmn y, tomando
como variables la orientacién de las moléculas de agua se minimizo
numéricamente la energia. El resultado es que la energia tiene un minimo
para dos configuraciones equivalentes (por simetria) de las moléculas de
agua y el acuerdo con un modelo propuesto experimentalmente es excelente
(ver tabla 2 de Massidda (1978) y el texto inmediatamente siguiente para
discutir otros modelos experimentales en desacuerdo con el mencionado).
Por lo tanto, hay una fuerte sugerencia de que a baja temperatura las
moléculas de agua se ordenan en una de dos posiciones equivalentes y a
altas temperaturas estidn desordenadas poblando ambos minimos. La
polarizacidon espontidnea que se obtiene estd aproximadamente en la
direccidén [110] (6 [(110]) y la concordancia con los datos experimentales,
tanto en intensidad como en direccidén, es excelente. Por otro lado, el
campo local actuando sobre las aguas apunta en la direccidn z, y, si se
simula al KFCT por una red tetragonal (c/a=1.78) de dipolos inmersos en
un campo que apunta segin el eje tetragonal, de acuerdo con lo discutido
en la seccidn anterior se obtiene o FE en el plano Xy con una componente
no ferroeléctrica segln z y con una Tc-vl90°K (el volimen de la celda

debe ser ({Aﬂ/3 pues hay 3 moléculas de H,0 por celda unitaria en el

2
KFCf) o (si el campo local es suficientemente alto) el dipolo estard
apuntando segin el eje z sin ninguna componente ferroeléctrica. EIl
resultado incorrecto (fundamental) es la ausencia de componente
ferroeléctrica en el plano xy. Para analizar porqué sucede esto conviene
detenerse un poco a analizar las interacciones tomadas en cuenta y las
despreciadas. El1 modelo de 3 cargas puntuales considerado para la

molécula de agua es en realidad mucho mids que una aproximacidn de dipolo

puntual, es una aproximacién a toda la distribucidon de cargas en la
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molécula de agua. Mientras la aproximacidn de dipolo puntual no detecta
si la molécula rota alrededor del dipolo como eje ni a los gradientes de
campo existentes (es decir, no sensa a las simetrias de la distribucidn
de cargas en el cristal), una aproximacidén a toda la distribucidn de
carga detecta todos estos factores. Es por lo tanto importante ver si la
inclusién de cuadrupolos en la energia electrostitica es necesaria no
s6lo desde el punto de vista de la coherencia formal sino también para
que los efectos de forma y tamafio de la molécula incorporen la componente
ferroeléctrica necesaria en la orientacidén de la molécula de agua. Con
ese fin, a T=0°K minimizamos la energia electrostatica de un cristal
tetragonal con los valores de dipolo y cuadrupolo correspondientes a la
molécula de agua colocada en los vértices de la red y con iones en
posiciones internas de la celda. Los lones se colocaron en dos posiciones
bien diferentes: una de alta simetria (el conjunto de sus coordenadas
relacivas {J} = §(0.,0.,0.22),(0.5,0.5,0.22), (0.5,0.,0.5), (0.,0.5,0.5)}
y el segundo conjunto en una ubicacidn de baja simetria {fj = {(2.710-2,
973,.22), (.527,.473,.22), (.324,.176,.982), (.824,.676,.982)5 y con
c/a=l.5. El campo por unidad de <carga para el ler <caso es
E=(0.,0.,-1.31573) 1010 V/m mientras que para el 2do caso es E=(104,
104,-1.315741010) V/m. Es claro que mientras el campo es prdcticamente el
mismo, el gradiente de campo va a ser muy diferente. Se escribido 1la
energia electrostitica en funcién de los &dngulos de Euler que dan la
orientacién de la molécula y usando el programa MINUIT (James y Roos
(1975)) de minimizacion de funciones de varias variables, se minimizé la
energla electrostitica para valores de q/q = +3,+1, + 0.5 donde q
indica la carga sobre el protdén del agua. El1 resumen de todas esta
corridas es: 1) la energia de interaccidn q-Q es del mismo orden que la
energia p-p; 2) incluir el cuadrupolo en la energia electrostatica tiene
como consecuencia que los casos de alta y baja simetria dan resultados

diferentes y el resultado final depende fuertemente de si q/q es positivo
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(repulsién de la molécula de agua por el ion mds cercano) o negativo
(atraccidén) y no tan fuertemente del mbdulo de q/q; 3) la componente
ferroeléctrica en el plano xy del momento dipolar es no nula debido a la
accidén del cuadrupolo. La moraleja es igualmente clara: para tener una
descripcidn cualitativamente correcta es fundamental incluir el momento
cuadrupolar, los otros momentos multipolares juegan un papel mds pasivo;
dan correcciones pequeilas a un comportamiento cualitativamente correcto.
Por otra parte, la inclusidn de una molécula en el cristal seguramente
cambia la distribucién de cargas molecular y hace que sus momentos
multipolares no coincidan con los de la molécula libre. El1 caso del
momento dipolar del agua es muy claro: Crowe y Santry (1973) dan para el
hielo el mismo momento dipolar que para el vapor de agua p=.387 e-K,
Coulson y Eisenberg (1966) dan p=.541 e—x, Onsager y Dupuis (1962) p=.791
e-g mientras que el usado por Massidda (1978) es p=.56 e-K. Y los
momentos multipolares superiores son mucho mids inciertos. Por
consiguiente, los resultados fisicamente significativos deben obtenerse

con la inclusidn de dipolo y cuadrupolo.

De todo lo mencionado, se concluye que el dnico punto
verdaderamente importante es la inclusidn de los momentos cuadrupolares y
a ese aspecto se dedicard, de una manera cualitativa la prdxima seccidn.

El caso bidimensional se analiza en el proximo capitulo.

7. Extensidn del modelo de dipolo puntual

La 1dea general es sencilla: el modelo de dipolos puntuales no
tiene en cuenta efectos de forma y tamafio de la molécula. Esos efectos
aparecen al incluir multipolos de orden superior al dipolar. Como el
modelo de dipolos puntuales es soluble y cuando se le agregan multipolos

(o sea los angulos de Euler) no, un posible camino es asimilar lo mas
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posible (en el sentido formal) los multipolos a los dipolos para que el
problema formal no sea insoluble. Lo que se va a hacer es expresar
multipolos de orden superior al dipolar en términos de un conjunto de
dipolos elementales. El costo de este procedimiento ser3d correr las
dificultades a la parte numérica y agregar una aproximacidén mis a las ya
hechas.

La distribucidn de cargas de cada grupo molecular se aproxima por
un "'ramillete" de dipolos. Especificamente, la distribucidén de cargas
molecular es modelada por la siguiente distribucidn de cargas: para cada
subred i (i=1,2,...,N) se coloca una carga puntual q; y una distribucién
de cargas EQL; ,s=0,1,2,...,ti (observar que el primer valor de s es
cero) a distancias d"bi respecto del origen de la subred i y angulos
Bqn,ﬁnimedidos respecto de un sistema de coordenadas cartesiano que es

el mismo para todas las subredes. Estas cargas verifican que

o~/
=0

) (III-96)

g P

$s0

(la carga neta es qi) y se debe imponer la condicidn de vinculo que la

estructura se mantenga rigida (fig.(IIL.6)

Fig.III.6 Vinculacidén de la distribucidn de cargas molecular a los

efectos de ampliar el modelo de dipolos puntuales.
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Los momentos multipolares se escriben como

~N
Ta/ o/ = —L- L 7{5); x(‘)(';dl - x(S)i;q/K:
)7amTTK u-s=0
"-l—t' 5 5 (I11-97)
=U Z I(,);I.x,...l(s)«,a(,(
s=z4 ~ k-1

y la densidad de energié electrostatlca queda escrita en la forma
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Para llegar a esta ecuacidn, se usaron las ecs.(II-9,12,13) y de
esta manera queda aislado el efecto de las cargas q sobre los multipolos.
Que ese efecto sea atractivo o repulsivo va a depender del cociente q/E,
como se discutid en la seccidn anterior. En resumen, se ha aproximade la
distribucidn molecular de carga por un conjunto de cargas puntuales y los
momentos multipolares de esa distribucidn se expresan en términos de los
momentos dipolares de esas cargas con respecto a una de ellas como

centro. Luego, cuando se escribe la energia electrostatica, se supone que
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estos multipolos son puntuales.

La entropia es

—

he
ZZ N (w)ﬁnml_(w)olw (II1-99)

ied 53

S.-

Y

Finalmente, antes de escribir la funcional a minimizar hay que considerar
las condiciones de vinculo que deben verificarse y que son de dos clases

bien diferenciadas:
a) Normalizacidn

4,0t
(u))Jw =i {S

Nes) (III-100)

f—,—i,_-’N
con multiplicador de Lagrange 7!(5)[
b) Rigidez de la estructura

Se pide que la estructura molecular sea rigida en promedio. Cada
molécula de la subred i estd formada por ti vectores de mdodulo constante
y la posicidon de cada vector se determina (una vez definido el origen)
con 2 4angulos. Por consiguiente, se deben fijar 2t1-3 angulos
independientes por subred para que solo queden libres los tres grados de
libertad rotacionales. Una posible eleccidn de estos angulos es

A
S N T W =t

- O -y R ]
1113)212""1P *‘t/P fz)"" '

(1I11-101)

es decir, hasta el vector 61:2 se fija el angulo que forma cada vector
con los dos vectores que le siguen y para el vector f;:1 se fija solo el
angulo que forma con el vector E;, o sea, se fijan 2(ti—2)+l=2ti—3 angu-

los diferentes. Por lo tanto, en principio hay que pedir que se cumpla

s-i,___)‘t;'—Z ; a:.i,Z

- - f'"
K ewis Gsiay; > =Cle (III-102)

S= ‘L‘—j_ ; a:=-1
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-> . . Py
donde los e son vectores unitarios que apuntan en la direccidn de los
momentos dipolares. Esta condicidn se expresa, en la aproximacidn de

campo promedio como

Y —
< eeyi> e L Csva)i> = 73 70(,,5,“); (II1I-103)

que, escrita en términos de funciones de distribucidn es

- <i;(s)i> * <‘5(:an =
l< FZ){ >/ I< P:sm)i> l

coo (s,5+a):
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(I1I-104)

_ ﬁ@ (w) G (w' ) Nesye (W) Nesea w") Jo) (Ju)' S=4,.. t}-zl. @="2

{s’;.'/’ [sm‘]:/z s= G-1 ;e
L]

%= Is.4)

donde la dltima igualdad defina a los corchetes {SS,{S-&Q.& y se ha
senialado de manera explicita el rango de valores que recorren los Indices
s,a. El multiplicador asociado a esta condicién de vinculo se indica por

La funcional a minimizar es entonces

?[{nﬁ)itwﬂ] = 0-TS5 +

R(s,s+a)i'

N
L Y ) (III-105)
+ Z Z.ﬂ"’" Jnfs,,-(w)dw t Z Z_ E(s,sn)iahtg‘ﬁfﬂ)f
(1 524 is1 fs,8

La derivada funcional de la energia electrostatica se puede escribir como
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donde
j(:)-.d = | Gelw) Negyi (w)olu) (111-107)

y se usaron las propiedades de simetria (II-12,13) de los tensores Sij'

La derivada funcional de la condicidn de vinculo en 1los angulos,

ec. (III-104), se escribe como

L /2(5 SeQ)C Cgc‘” ‘65 s+a)i

. 1 [se}
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La suma Jsz; (5,5te); fue reescrita comofffs sta): para poder hacer el
’ ='a_l
cambio (s,sta) por (s-a,s) cuando fuere necesario, sobreentendiéndose

para una funcidn cualquiera f(s,s+a)i que es
‘F(s sea)l jsssi} 7 1< sms‘l‘-'
[
£5,s+@; T o  en ofro caso (11I-109)

El objeto de este camblo es poder separar las sumas sobre los Indices s y

a (ec. III-110). La derivada funcional de ? es inmediata
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S1i se escribe

-1
Negye (W) = 4(5):‘ crp {U(sh‘;d Cor (W) %
(III-111)
se obtiene, como antes
Aor = 440, b Visye
(III—llZ)
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Y se llega al siguiente sistema de ecuaciones para resolver
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K
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o k-t ~F

t; LS
= =k oo,
+) (P p Y S -] ’i_,@l e i s
Hr.—i K! F! n=} qmc ("Jj

Krs-ays)i Os-i; s

yA
o) Kiss i Vs ) + ITlis)

KTa:J Lini Ulsen)i Lisse Uts-adi
] y
y (s, 3-a); & (3-«,5)1)
+ & (_jﬁ”"__'_ﬁ' L ﬁ(s,:»m)f["’ (AR AT +Z 5,3-)
KT U Liesri gz

- U )c"d(j( 3 d
/ep) %s,sm)i = 0% ra)y (III-115b)
Uss)e Ulsea)i

A N

0 sea, se tienen 3#% ti + 2/4;(ti-2) + N ecuaciones (que salen de las ti
ecuaciones (para cada i) en los (4g¢4 mis las condiciones de vinculo) y
hay el mismo nimero de incégnitas, por lo que, salvo que haya ecuaciones
redundantes, el problema numérico estda bien definido. Por ejemplo, una
molécula triangular (ti=2) colocadq en una red dividida en ! subred da

lugar a 7 ecuaciones y con 2 subredes son 14 ecuaciones. Este aumento en
la complejidad numérica del sistema de ecuaciones a resolver es el precio
a pagar por las aproximaciones formales hechas hasta el momento. Es

ilustrativo considerar un ejemplo muy sencillo.

Ejemplo: cristal tetragonal dividido en una subred, un grupo molecular

triangular y 2 iones (fig.III.7)

y
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o1

Fig.III.7 Red tetragonal con iones y moléculas triangulares
con momento dipolar neto. Se escriben explicita-

mente las ecuaciones (III-115a,b).

En el sistema de ecuaciones, el subIndice i=1 indica a la molécula
L]
triangular definida por distancias d1=d2=d, angulo entre brazos ¢>,

1,=9,=0, §.=-2q to dipolar de cada uno de los brazos P =qd=pP

9,=4,=9, 9, =-2q, momento pola e cada un s azos o(s)1 qd=P_
(s=1,2) y momento dipolar total P=2P = cos ¢>/2. Los subIndices 1=2,3
indican a los iones con carga q,-q respectivamente y la condicion de
vinculo U'ﬁ(d.z)j/kr se indicard por R. Finalmente, chu'.,( =Us;of (St',‘z)y,
para aislar la importancia del momento cuadrupolar, las uUnicas interac-
ciones que se consideran son q-p, p-p, q-Q (2° orden en la energia). Por
lo tanto, definiendo

%
€ = _/g_ E;d = —___-I° 7(5-'2/"4 —5‘3,"‘()5cd
&EKT & KT
(I1I-116)

50;0(/3,: ﬂ-,dp
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se tiene

()1’.,[ = ea/ + 35 " Ap (—/il (/J,p -r—/iz u?;(j) - :?3- 5?—(7(;‘2,-01/5 - 763; dP)-AI UJ;(j -—
~ & (v _ v,
£l -t

UZ;al = €y +s£.,-.¢p(4t, UJ;/; +—/’1<JZ;{3)'%5§-(£2;43 - ”i"‘P)’(III—ln)
*—Az‘/zp—/e/ sz md’)

w @ = (/1 Uz 4
Uy Ue

Para simplificar lo mis posible 1las ecuaciones sin perder sus
caracteristicas esenciales se puede anular el campo total de origen
iénico. Una manera de lograr esto es ubicando las cargas en posiciones de
elevada simetria dentro de 1la celda unidad, por ejemplo { q en
(0.5,0.5,0.), -q en (0.5,0.5,0.5)}; {q en (0.,0.,0.), -q en
(0.5,0.5,0.)} » ++. Las posiciones de estas cargas entran a través de los
factores de Lorentz le;"(& . fl3;d(5 .que (para estas posiciones) son

diagonales asi como el fll; Lp - Indicando con

'Ez;dp- 7€3; o“£f = A£‘(3

(III.118)

¥5ioq5 ='-£;P

- = = = = A =A
y escribiendo f fyy £ £, Afxx Afyy Afx, £, £ se

llega al siguiente sistema

(J_‘-, = 5£ (—/’1 u!i -r—/izdzy)-.g-s dfx-/llufr —I/,Z{%!—%ﬂ‘ L‘D¢)
U,Y = Sf;(lc%y-f-—/lzuzy)—gs J;;-/Zrull-,ze_(%?g _%‘.7_@4)
Up = st (A Ya +4, ”"*%?—“ A Uz - Aﬁ[_tgzz -ue wé)

idenlicas con 4 +>2 (III.119)

{‘)27(,‘)2):,(}2}1’ saﬁs ﬁ(en ecs.

60)4’: (4rcéx'fc4ybé!-fL4}LQ;
U Oy
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La simetria del sistema fisica y de las ecuaciones es tal que

=L2=L y _ﬂ.l= ..A.2=.—/l-.

resulta 1o6gico suponer u =u,=u: por lo tanto, L1
Para intentar resolver analiticamente el sistema de ecuaciones (III.11l9)

se hace el producto escalar indicado en la ecuacidn para cosci y queda

una ecuacion cuadratica en R

2
ak‘+bR+c=0 (II1.120)

donde a, b, ¢ son funciones muy complicadas en las variables Ui cosd>.

Si la temperatura es cercana a la temperatura critica, los coeficientes

en este caso valen

a- «(¢) (III.121)

b - _/3/U+;,w>¢) (III.122)

c= Y[V, w2 é) (III.123)

con

(III.124)

donde A, ﬁ, ¥ son funciones coﬁplicadas de las varilables indicadas. En

ese caso, R resulta ser

[ = U?)D(‘/ta, 4054’) (III.125)

por lo que el cociente R/Lu es una funcidon finita de u y de 4) y el
término con la condicidn de vinculo es del mismo orden que los otros dos
términos en las ecuaciones (III.119). Aqui se ve claramente lo que quizas
es el principal inconveniente de este método: el vinculo R tiende a 0O en

la temperatura critica y, por lo tanto, también la estructura molecular
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se vuelve 13bil en ese punto. Ademds no hay manera de distinguir entre
dos hipotéticas moléculas que tuvieran la misma distribucidén de carga
pero una fuera mds rigida que la otra; para ello habria que agregar un
potencial de tipo elastico. Esta critica no quiere decir que este
formalismo no sirva sino que hay que realizar un exhaustivo analisis
numérico para discutir sus ventajas e 1inconvenientes. Haciendo 1la
hipotesis adicional f>=cte se desacoplan las ecuaclones en las
componentes z y Xy y por lo tanto se obtiene un ordenamiento segin z o en
el plano xy (no necesariamente idéntico al obtenido en el caso de dipolo
puntual) pero no se obtiene mezcla de componentes. Es evidente entonces
que F debe mantenerse sin simplificaciones adicionales que eliminen la
mezcla de componentes y que la resolucidén final, alin en este caso tan
sencillo, debe ser numérica. Debido a la complejidad de las ecuaciones no
se realiza su solucidon numérica. En el capitulo IV veremos otra
aplicacion de las ideas b3sicas consideradas en el capitulo II y en ese

caso los resultados obtenidos se comparardn con datos experimentales.
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Capitulo IV

APLICACION A REDES BIDIMENSIONALES

En este capitulo se considera el problema de la inclusidén de
momentos multipolares de orden superior al dipolar desde un punto de
vista complementario gl realizado en el capitulo III; se baja la
dimensionalidad del sistema sin aproximar el momento multipolar. Es
conveniente enfatizar que los sistemas bidimensionales (tales como
monocapas de 3itomos o moléculas en un substrato) han sido objeto en los
dltimos tiempos de exhaustivas investigaciones experimentales (difraccidn
de neutrones, LEED, etc) (ver p.ej. Sinha (1980). Por otro lado, varias
investigaciones recilentes han considerado 1la conducta de cristales
moleculares constituidos por cuadrupolos (Klenin y Pate (1982), Klenin
(1983) y referencias ahi mencionadas). En este capitulo se trata el caso
de cuadrupolos reorientables en: a) una red cuadrada, b) red rectangular,
c) red triangular. Se encuentra una transicidn orden desorden que es de
segundo orden en los casos a) y c) mientras que en el caso b) puede ser
de primero 6 segundo orden segiin el tipo de cuadrupolos involucrados. Un
caso particular de c) es el de una capa de molé&culas de N2 adsorbidas en
grafito donde el modelo predice correctamente la estructura de baja
temperatura y da una temperatura critica em acuerdo razonable con la
experimental. Los resultados de este capitulo fueron publicados en

Massidda y Hermando (1984).
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l. E1 formalismo

El sistema en consideracidn es una red bidimensional de cuadrupolos
puntuales reorientables que interactdan electrostaticamente. La
estructura estd formada por N redes planas interpenetrantes y las
moléculas estdn constrefiidas a rotar alrededor de un eje perpendicular al
plano de la red. Su orientacidn se caracteriza por el idngulo entre un eje
principal de la molécula y el eje x. A pesar de que las moléculas reales
son tridimensionales, el problema puede reducirse a un problema bidimen-
sional, esto es, como si las moléculas fuesen planas y se dispusieran
sobre el plano de la red cristalina. Esta reduccidon es posible porque la
energia electrostatica de interaccidn cuadrupolo-cuadrupolo es invariante
frente a la adicidn al tensor cuadrupolar de una constante por el tensor
identidad. 31'€° es el tensor cuadrupolar en la orientacidn de referencia

(donde es diagonal), se tiene, por definiciéq)que

Q:P = fzﬁ")xdxls (Jf? “’.(”12;3 (Iv-1)

c;u
w»

Definiendo un nuevo tensor

&
(Iv-2)

"
el
\)
|
O
N

es obvio que

o .
- sir o =3 (Iv-3)
Para una orientacidn general en el plano, Q:p se obtiene de

3 o
Qip = L Qs Gaath)ags(9)
né:i
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donde
osP -demy o©
{des_: semd  es¥ o

o o

(IV-5)

[

=
Es evidente que la condicidn (IV-3) sigue siendo vdlida para Q * frente a
rotaciones que no saquen a la molécula del plano. Por lo tanto, en este
capitulo se mantendrd la convencidon de suma sobre Indices griegos
) ]
repetidos, pero esta vez de 1 a 2. Se indicara, de ahora en adelante, Qi‘a
¥ .
Qi)Qez=Q2 y se supondra Q17,Q2.
El paso siguilente es escribir la energia libre en términos de las

funciones de distribucién ne((f).

La densidad de energia electrostatica se obtiene de la ecuacidn

(II-9) con p=k=2

K o* o?

():5’—5/: Zji S C‘)J';Mz S'J""”"’"ﬁ'Pz*
(1Iv-6)

. [ ( % 1,19) By, W) 5 (¥) @ 0, ¥ ) (9 4 dedy’

Los coeficie%tes Sij se obtienen de la ecuacidn (II-10) con la salvedad

que en el caso bidimensional el volumen v se reemplaza por W para

indicar el area de la celda unidad y la suma debe realizarse en dos

dimensiones. La entropia es (ec.(II.20))

f! 2r
s = —LZ)K.Z_ "71'(?)/*! ".'(‘f)a"f (1V-7)
Iz}]
[}

y el resultado final del procedimiento variacional es
N
Y OF ot
4 Z 0,-;;;;', ‘Q‘;d,‘o; 5"j;"/-afz Bfr Quty; (9) Rty ()
‘/éJ:ﬂv
2 (1V-8)
i l
% Qp'g; (?)Qﬁz(:}(-'f‘) njwl)df -+ _E.T_-[l .,-/Z nl.(tp)]-f- /7,- =0

o
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Como la energia de un cuadrupolo en un gradiente de campo el&ctrico

externo es cuadritica en cos‘f y senY , se ensaya la forma funcional
-4 2
N ($) = A MP[?W cos [70'/3;)] (IV-9)

la constante de normalizaciodn Ai se calcula en el apéndice B en base al

método explicado en Massidda (1983) . El resultado es
3
a = e To( ) (1V-10)

Io(x) es la funcion de Bessel modificada de primera especie. Las otras

integrales necesarias en la ec.(IV-8) son (ver apéndice B)

er

> f mi($) Jy - 24[1 ¢ K1) anzp,.]

o (IV-11)

2mr
ﬁw‘,‘f@‘f n.'(‘f’)o/‘f): E/&"F)'““' 2p¢ (IV-12)
0

la funcidn auxiliar R(v) es

=

(U)

Tow;)

I?(u;) = = K: (IV-13)

su comportamiento se muestra en la figura (IV-l) y su conducta en los

limites J':Zi és
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) Riv)

1 S

/_

U 1
<y

Fig.IV.l Funcidn auxiliar R(v) necesaria en el modelo bidimensional

7
J(] - ree il
J(1-<&)
12(0') o
4 -4 u>> 1 (IV-14)
- 5

0 sea, R(v) es cualitativamente anidloga a la funcidn de Langevin L(v) del
capitulo anterior (ec.(III-21)). Por otro lado, es inmediato ver que si
en la ecuacidén (IV-9) se cambia U  por -Uy (3 por(b?gse mantiene inalte-
rada la forma funcional de la funcidn de distribucién (cambia Ai)' Por lo
tanto, se va a suponer que es U JO.

Sustituyendo en la ecuacidn (IV-8) las ecuaclones (IV-9-13) se llega a un
sistema de la forma

Xea(103,56%) ex'P + X2 (153, 483) pesf o + (
IV-15)

+ X3 (o}, {gy) =0 (edy-ms

donde
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=1

X;,A({J}pr's)- 2& w KT o7 6052(3 +‘é‘(@(,f ‘9«2 [f‘% 1,2)

‘[(5«3;“' -2 '("Jiﬂzz +5.- ’.2222)6092@\}- + (5.' 14142 —SrJ; 4222)&»2[3)-]% +

(IV-l6a)

+ (@J;i Al j;?)(sg,'uu - {];2222)5

N
X:‘,Z({lf}, {(5}) = 2(5 w KT‘);- dlw 2@; + z/!-/Qi;a‘@i;z)J:Z;{{Q‘;\'Qjﬂ)l

(2 S‘J 1122 /.\0-»’2f§J ( ;4142 -S:J) 4222)(0')?(3J' ]’?J + (IV-16b)

(G +Ga)(S e < Spem) |

Xlis({ﬂ,{p}): éw[f(T(.?d? M—«.ZIZ,- +1 -rﬁ/;)-r/?,-] -+

N
*é_ Z g (‘QJ';! '@J;Z)[((Q;i(slj; “e2 ~ 5‘.'1'; 2222 ) Tl 2 (51J'; 119 ‘SI‘J;HZz))‘
Je!

» coszﬁj + 2 (Q"n 50-, 1272 -r(Q‘-;'z 59,-1:42 )/;a., ng] '?J +
(IV-16c)
¥ (Q’.m dit )[0‘31 (S‘Ji"” *5{;;!222) + Qt;z (513; " - 59; 122 )]3

Como las ecuaciones (IV-15) valen para todos los valores de » resulta

evidente que debe ser

X,, Xisg = Xis3 =0 R (1v-17)

Las ecuaciones X;3 = 0 determinan los multiplicadores de Lagrange ;Lque
no son relevantes para nuestro problema. Las otras dos ecuaciones definen
un sistema de 2N ecuaciones trascendentes que puede resolverse
numéricamente para determinar los pardmetros Uy, [)'.- . De este modo se
verifica que la funcién de distribucidn dada por la ecuacidn (IV-9) es

solucidon de la ecuacidn (IV-8).
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El significado fisico de los parametros U p;es inmediato. Por un
lado, la orientacidn mas probable de las moléculas de la subred i es el

énguldfhPor otro lado, v, estda relacionado con el ancho de la funcién de

i
distribucién por lo que da una idea del grado de orden. Ndtese que las

orientaciones "f y 'f-f T son equivalentes.

2. Aplicaciones a redes cuadradas, rectangulares y triangulares

En el resto del capitulo se considerard una sola clase de
moléculas (por lo que se elimina el subindice i en Qi;w ) pero la red
cristalina se sigue considerando dividida en un nimero N de subredes. En
principio hay que resolver las ecuaciones (IV-16) para N=1,2... y retener
la solucidén de menor energila 1libre. E; la practica se trata de razonar
fisicamente, suponer que no se forman grandes superredes, buscar las
configuraciones de menor energia electrostatica y calcular F para esas
configuraciones.

Para las redes que se consideraran las sumas reticulares con un
niimero 1impar de subIndices cartesianos iguales (Sij;1112’ Sij;1222) se
anulan.

En tal caso, las ecuaciones (IV-l16a,b) junto con (IV-17) tienen la

forma

T (IV-18a)

v COS?p( + —/—((O, '02)321 B'J ’?J COS?pJ' + _?_J— (Q.g"@z )D¢ =O

(1Iv-18b)

M
U denZ B+ :,J:' ((Q’(Qz):é C-j IZJ e ZPJ' =0

Los coeficientes Bij’ Cij’ Di son combinaciones lineales de las

sumas sobre la red Sij' Las sumas S se calcularon utilizando las

ij

f6rmulas dadas en Brown y Lo (1971). Las sumas que se precisarin en este



capitulo se dan en la tabla IV-l. En realidad, como el factor W/49m se

simplifica en las ecuaciones, en la tabla se da los S sin dicho factor

ij
para, en este caso, concordar con la notacién mis usual y poderlos
tabular con el factor de escala ai.

Tabla IV.l

Sumas reticulares no nulas necesarias en la seccidn 2.

- . 5 5 5

b ap fay vty e S | 21 Semgna22 | 21 Smga222

1-1 al a 90° 61.46 -38.56 61.46

1 61.46 -38.56 61.46

g=m | 2a |26 |1.2] 90° 52.77 -28.31 35.23

1:8 49.83 ~24.95 21.21

1 1531.75 ~758.33 588.34

1-2, 3-4 1.2 1539.99 ~768.09 587.13

1.8 1542.89 -771.41 581.01

1 588.34 ~758.33 1531.75

1-3, 2-4 1.2 232.70 -293.65 606.58

1.8 23.45 ~27.86 72.34

1 2214.78 321.45 ~214.78

1-4,2-3 1.2 ~136.83 184.28 ~101.47

1.8 ~21.65 25.89 40. 82

1-1 al a 60° 22.82 7.61 22.82

g=m . 49.86 ~24.98 21.66

1-2 a | /3 90 ~27.04 32.59 1.16

f=m 22.82 7.61 22.82

1‘5;3'3 /3a| /3a 60 166.47 55.49 166.47

* Indica que es una red triangular.

A) Red cuadrada

El sistema es una red cuadrada (constante de red=a) con cuadrupolos
en sus vértices. Se consideran dos posibilidades: Al) estructura con una

subred, A2) estructura con dos subredes.
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Al) (a1=a =3)

2

Como N=1 se eliminan los subindices latinos. Para la discusidn del
sistema de ecuaciones (IV-l6a,b) hay que tener presente que en una red
cuadrada Sllll=82222 70 (por lo que el coeficiente D en la ecuacién

(IV-18a) es cero) y S <0 ( por lo que B en (IV-18a) es mayor que

1122

cero).

Como R(0)=0 el sistema siempre admite la solucidon final v=0. La
solucidén no trivial se encuentra observando que, si en (IV-18a) es v£O,

la Gnica posibilidad de satisfacer esta ecuacidn es que‘S satisfaga.
cos 2 p =0 (IV-19)

es decir ﬁﬂz ggn% donde todos estos valores de (3 son fisicamente

equivalentes. La ecuacidon (IV-16b) suministra el valor de v
To= @-@)(-Su22)?
16TTE KT v = h - @z) (— n-'z'z)l (v (1v-20)

y, en base al desarrollo (IV-14), se ve que hay solucidn trivial si T es

menor que una cierta temperatura critica.

72: (Qv-Qz)z(’SnnL 8.053¢ 105 ( 9 -(Q;)z (IV-21)
32mE K <

De ahora en adelante se supondrd que la temperatura, constante de red y
momento cuadrupolar se dan en °K, A, e—Az respectivamente. Esto da, para

-leA’ y a=58, T = 257.7 °K
QI-QZ_ e y a= s C- . -

En resumen, la solucidén no trivial vale para T<:Tc con U—> (0 para

T —» Tc (desorden total) y U-»ev para T-— O (orden total) yP’qEIn%
siempre. En el rango de existencia de la solucidén no trivial se verificd
numéricamente que su energia libre es menor que la de la solucién trivial

y que, por lo tanto, sl la estructura en una subred fuese la mis estable,
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habria una transicidn de fase orden-desorden (ver caso A2).

A2) (al=a2=2a, ver fig. IV-.2)

° ° o ° o °
. o o3 o’ ° 0
© ® o 1 ° 2 o °
y ) o ° o ° o

—
X

Fig.IV.2 Dos subredes cuadradas interpenetrantes (circulos
blancos y negros) que formalmente se tratan como
cuatro subredes cuadradas con vectores primitivos

paralelos a los ejes x e y.

En la fig.IV.2 se divide a la red en dos subredes pero, para evitar la

introduccién de vectores base de la red no ortogonales o de un nuevo

conjunto de ejes cartesianos, se consideran (sdlo para el cdlculo de las

sumas reticulares) cuatro subredes. Para resolver las ecuaciones (IV-18)

en el marco de dos subredes, se hace U=Uy=sU; , p=U330U3

y analogamente para los (5. Se encuentran las siguientes soluciones

i)

ii)

iii)

La trivial
cos2 ﬁ,=cosZ P2=0, sen 2 ﬁ, = sen2‘32=+l. Por simetria se supone
VISV, Y ésta es la solucidn discutida en Al.

sen2 (3, = sen2(3, =0; cos23, = ~cos23,= +1. En este caso es (3,=0, p-z=‘.zL
o viceversa. Esta configuracidn se muestra en la figura IV-3 y le

asignamos el nombre de configuracién en molinete.
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Fig.IV.3 Fase ordenada de la red cuadrada de cuadrupolos
(solucidn 1ii) del caso A2). Los cuadrupolos se

dibujan como rombos.

Si se supone U; = U3 , la temperatura critica que se obtiene es

T = 1.3292 10° (‘ﬁ_z)z (1V-22)
Q'S
y es mayor que la obtenida en (IV-21). Esta diferencia en temperatura
critica hace suponer que esta configuracién es mis estable que la del
caso Al. Esta suposicidn es corroborada por cilculos numéricos de la
energia libre para ambas configuraciones. En consecuencia, se puede
concluir que una red cuadrada de cuadrupolos tiene una transicidn de fase
de segundo orden entre una estructura ordenada en dos subredes
(configuracién en molinete) y una estructura totalmente desordenada. El
tensor cuadrupolar solo afecta a las propiedades fisicas del sistema a

través de la diferencia Q, - la red interviene con el factor de
1 2 7
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-5 )
escala (el a ) en la temperatura critica.

B) Red rectangular (se supone al<a2)

Hemos considerado dos casos: Bl) estructura en una subred, B2)

estructura en dos subredes

Bl) (a1=a, a2=b)

Como esta solucidén tiene una energia libre mayor que la solucidn a
discutirse en B2) sdlo se mencionardn sus caracteristicas fundamentales.
i) No existe solucidn trivial, el término independiente en la ecuacidn

(IV-18a) es distinto de cero (excepto si los cuadrupolos son

cuadrados, ver B2).

ii) Para temperaturas inferiores a un cierto valor Té existe una
solucidn con {3 variando entre un cierto po(a 0K) y T'ir (Tc':) y ¥ varia
entre od y un cierto Ug. Por supuesto que 7:,Ui)rﬂb dependen de a y
b.

i11) Una solucidn diferente de la anterior conU'*O',ﬁzj;I con JT:’.S . Para
TS Té esta solucidn es menos estable que la anterior, con l& que

coincide a T=Té.

B2) (al=23, a2=2b)

Se trata la estructura en dos subredes del mismo modo que en el
caso A2 (ver fig. IV-2)., Las sumas reticulares se evaluaron
explicitamente para b/a = 1.2, 1.8, 2.5, 4.0 y sus valores se dan en la
tabla IV-1l. La conducta cualitativa de las soluciones depende de los
signos y magnitudes relativas de los coeficientes B, C, D. Aunque estos
valores cambian con b/a, la conducta cualitativa de los cuadrupolos no
cambia. Es de esperar que no haya camblos cualitativos para b/a )4 pero
no se ha explorado esa posibilidad pues con b/a < 4 se cubren

practicamente todos los casos de interés practico.
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Por otro lado, el téfmino independiente en la ecuacidn (IV-18a) se
anula & para una red cuadrada (Di=0) 0 si Q12= Q22; es decir si a) Q1=Q2
6 b) Q1=—Q2. Si se da el caso a), el tensor cuadrupolar resulta ser
independiente de ‘P (ecuaciones (IV-4,5)) y por lo tanto la energia
electrostitica también lo es. Eso equivale a que el momento cuadrupolar
sea cero (por la invariancia de la energia frente a constantes aditivas
en el momento cuadrupolar), por lo que no es interesante para este
trabajo. Para discuti; el caso b) es preciso considerar antes la
naturaleza de lo que se podria 1llamar '"cuadrupolos elementales'.
Cualquier tensor cuadrupolar plano (sz=0) puede pensarse como debido a
una combinacidn lineal de dos "cuadrupolos elementales":

1) el cuadrupolo '"cuadrado"

Q 0

0 -Q (Iv-23)
que surge de tener cargas +q en (d,0) ] -q en (0,10’)5
2) el cuadrupolo "lineal"

2Q 0

0 0 (IV-24)
debido a cargas -2q en (0,0) y +q en (#d,0). Por supuesto, se debe
considerar siempre d =» 0 de tal modo que lim qd2=cte. Por lo tanto,
retornando al caso b) se ve que este corresponde a tener cuadrupolos
cuadrados en los vértices y, como conclusidén, la conducta de 1la red
rectangular con cuadrupolos cuadrados es semejante a la de la red
cuadrada con cuadrupolos arbitrarios.

El caso que falta discutir es el de leszz. En este caso las
ecuaciones (IV-18 a,b) no admiten la solucidn trivial. Las soluciones del
sistema son:

i) sen Zﬁ. = sen 2(.52=0 , cos 2(3= cos 2{32 =-1, U;=U, . En este caso
(Bv =Pz= %- Esta solucion existe a toda temperatura y coincide con la

discutida en Bl iii).
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ii) sen 2(3, = sen 2(.’52 = 0, cos 2{3. = -cO0S 2{3,_= +1. Sea cos ZP. =-]1. Los
siguientes hechos se deducen inmediatamente del sistema (IvV-18).

1) VI#V2 pues el téfmino independiente es no nulo.

2) para T =08 uz<dJ,(por los valores de los coeficientes) y ambos v

divergen como cte/T

3) v, mo puede anularse mientras que hay una temperatura TC para la cual

v, se anula. E1 valor de Tc se obtiene haciendo v2=0 en las ecuaciones

(Iv-18), encontrando el valor de U, (que se indicard con J; ) que satisface

la ecuacidn (IV-18a) para i=2 y sustituyendolo en (IV-18a) para i=1. Se

llega a (en el caso b/a=1.2)

R (Uje) = 0.11025 QLQ& (1V-25)
@-Q,

2 T
Tc = 6.3993 106 Qn "02 (IV-26)

Ve .(2 Q.)S

Cuando se calcula numé@ricamente se encuentra que para T TC la solucidn
con la menor energia libre es la 1i). Como encima de TC la dnica solucidn
existente es la i), el sistema tiene una transicidn de fase entre una
estructura en dos subredes del tipo molinete (a baja temperatura) y una
estructura en una subred. En TC ambas energias libres son iguales. Como
el cambio en los pardmetros v es discontinuo (ver esquema de la fig.IV-4)

la transicidn es de primer orden.
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O,
< )
a1 (O <,

Fig.IV-4 Distribucion de probabilidad orientacional para
cuadrupolos no cuadrados justo un poco por deba-
jo y por encima de la temperatura critica. La
funcidn n para cada sitio se grafica em coor-
denadas polares (las excentricidades estian exage-—

radas). En esta figura b/a =1.2.

Para verificar que la transicidn es de primer orden se puede calcular el
calor latente de la transicidén. Para ello se sustituyen las ecuaciones
(IV-9 a IV-13) en la ecuacidén de la entropia (IV-7) e indicando con los
simbolos > y < la situacidn de alta y baja temperatura respectivamente

se llega a que el calor latente (por molécula) de la transicidm es

9. = T (57-95%) =
(IV=27)
- k{ﬁ L) Lol f?(q:)—ur’f?w’)}
o (r9)

En el caso b/a = 1.2, a=5£, Q1=1.2 eAZ, Q2= 0, se encuentra que ’I‘c = 415 K
y qp = .1 1074 eV/mol = 2.53 cal/mol.

La caracteristica quizi mis distintiva de este sistema es que a
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altas temperaturas el pardmetro de orden V no se anula nunca, es decir,
hay un cierto orden remanente para toda temperatura finita. La
explicacidén es la siguiente: supongamos que a altas temperaturas el
desorden fuera total. Si la distribucidén de probabilidad fuera isotropa,
el momento cuadrupolar promedio se anularia s6lo en el caso de un
cuadrupolo cuadrado. Pero cualquier cuadrupolo es la suma de un
cuadrupolo cuadrado y uno lineal. En un cuadrupolo lineal totalmente
desordenado 1la distribucidn de carga es equivalente a la de una
circunferencia uniformemente cargada con una carga puntual en su centro
la que crea un gradiente de campo eléctrico no nulo. Por lo tanto,
cuadrupolos no cuadrados totalmente desordenados ubicados en una red
rectangular crean siempre un gradiente de campo eléctrico neto en sus
sitios que deberia favorecer alguna orientacidn. Esto contradice la
hipdtesis de desorden total. Es conveniente enfatizar que este resultado
no es cierto en tres dimensiones donde el campo externo a una

distribucidon isdtropa de carga neta nula es cero.

¢) Red Triangular

Se consideran tres casos: estructuras en una, dos y tres subredes.
Una caracteristica importante de esta red es que en los tres casos los
coeficientes Di de (IV-18a) se anulan. Por lo tanto el tensor cuadrupolar
solo actla a través del término Ql—QZ. Este hecho es una consecuencia de

la simetria de la red.

cl) a,=a,=a, 4 =60
Como los coeficientes en el sistema de ecuacilones (IV-18) son todos

positivos, la Gnica solucidn admisible es la trivial.
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C2) a =a, a,= Vi.a, ¥ =90°

Como los signos y valores relativos de los coeficientes Bij’ Cij son

distintos de los de la red —cuadrada, se obtienen soluciones
ne
cualitativamente diferentes. Ahora hay una (nica solucidn' trivial:

cos2fy = cos2(3,=0, sen2(3, =—sen2f3,=+1, v,=v,- Esta configuracidn (ver

fig.IV-5) recibe el nombre de estructura en espina de pescado.

L

426A

Fig.IV-5 Configuracidon en espina de pescado caracteristica
de una red triangular de cuadrupolos. En la sec-
cion IV-3 donde se discuten las configuraciones
de una monocapa de moleculas de N2 adsorbidas en
grafito se encuentra que ésta es la configuracidnm

de baja temperatura. Las moléculas estan en el

centro de cada tercer anillo de carbonos.

Esta solucidn vale para temperaturas inferiores a uma cierta Tc, con

6 2
TC= 1.2026 10 (Ql—QZ) (Iv.28)
Q
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C3) a =a,= fg.a, T =60°

Hay una solucidn no trivial con (5. =&, pz= O+ 'zfal; . ‘93= (9+"j%'-
( © arbitrario) que existe por debajo de una cierta temperatura T;. Como
esta solucidén resulta tener una energia libre mayor que la del caso C2),
no es de interés fisico.

Intuitivamente, no parece 1l6gico esperar que una divisidn en mis de
tres subredes tenga una energia electrostatica menor que la de la
estructura C2. En otras palabras, se ha encontrado que una red triangular
de cuadrupolos tiene una transicidon de fase de una estructura en espina
de pescado a una estructura totalmente desordenada. Esta transicidn es de

segundo orden pues RAL tienden a 0 cuando T-a‘rc.

3.N, adsorbido en grafito

Experiencias realizadas con dispersidén de neutrones (Kjems et al.
(1974,1976)) han permitido determinar (para T< 47K) la existencia de una
fase de N2 fisiadsorbido en grafito con las moléculas de N2 ubicadas en
posiciones regulares con respecto al sustrato (ver fig.IV-5). Eckert et
al. (1979) detectaron una transicion orientacional del tipo
orden-desorden y, mis recientemente, Diehl et al. (1982) encontraron por
medio de difraccidén de electrones de baja energia (LEED) que la fase de
baja temperatura es una estructura en dos subredes con una configuracidn
en espina de pescado y el calor especifico fue medido por Migone et al.
(1983). En lo que a trabajos tedricos se refiere (Berlinsky y Harris
(1978), Harris y Berlinsky (1971), Fuselier et al. (1978), 0'Shea y Klein
(1979), Mouritsen y Berlinsky (1982) todos suponen una interaccidn
electrostatica cuadrupolar entre primeros vecinos solamente, cosa que no
sucede con nuestros calculos. En Berlinsky y Harris (1978), Harris y

Berlinsky (1979) se incluye 1la interaccidn entre una molécula

fisiadsorbida y el sustrato y se la caracteriza por un pardmetro Vc'
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Haciendo el cdlculo en la aproximacidn de campo promedio se encuentra que
para —eo<.Vc<: Vo (Vo es un valor limite) las moléculas permanecen en el
plano en la configuracién de espina de pescado. Este cdlculo es para un
sistema cuintico, excepto que la temperatura critica se encuentra también
para un sistema cliasico como la monocapa de NZ' Fuselier et al. (1978)
agregan a la interaccidn cuadrupolar los potenciales tipo Lennard-Jones
de las uniones N-N y N-C y calcularon la estructura para T = OK; también
encuentran la estructura en espina de pescado. O'Shea y Klein (1979) y
Mouritsen y Berlinsky (1982) realizaron estudios con el método de Monte
Carlo (suponiendo sdlo la interaccidn cuadrupolar) y también encontraron
la existencia de una transicion de fase entre una estructura en espina de
pescado y otra totalmente desordenada.

Si se aplica el modelo discutido en el caso C2) de la seccidn
anterior, se obtiene la estructura en espina de pescado y la transicidn a
una estructura desordenada con una temperatura critica que depende del
9 Como el N, es una molécula lineal, 1la

cantidad Q2 que aparecia en la seccidn anterior se anula (ver ecuacidn

momento cuadrupolar del N

IV-24) y Ql - Q2 corresponde al Q utilizado en la literatura.

En cuanto al valor de Q a utilizar en la ecuacidén (IV-28) hay
diferentes posibilidades que varfan desde el valor experimental de
Buckingham et al. (1968) para el estado gaseoso hasta el correspondiente
al modelo II de Kjems y Dolling (1975). Algunos de estos valores se dan
en la tabla IV-2 asi como las correspondientes temperaturas criticas

obtenidas de acuerdo con la ecuacidn (IV.28).
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Tabla IV-~2

Momentos cuadrupolares de la molécula N2 y Tc de N2 en grafito

Q(eAz) Tc(°K) referencia
- 0.292 73 Buckingham et al. (1968)
- 0.265 60 Cade et al. (1966) (tedrico)
- 0.234 47 Kjems y Dolling (1975) (modelo I)
- 0.217 40 Fuselier et al. (1978)
- 0.213 39 Kjems y Dolling (1975) (modelo II)

El valor experimental de la temperatura critica es 30K (Diehl et
al.(1982), Eckert et al. (1979) 6 27K (Migone et al. (1983)) pero hay
evidencias de que un cierto grado de orden permanece hasta al menos 40K
(Diehl et al. (1982)). Por el lado de los resultados tedricos hay un solo
resultado explicito: O0'Shea y Klein (1979) dan Tc=28 + 5°K y el momento
cuadrupolar que emplean es el de Buckingham et al. (1968) para el N2
gaseoso. Mouritsen y Berlinsky (1982) dan un valor no especificado que en
base a los datos y graficos de su articulo estimamos se encuentr® entre
90K y 50K. Por otro lado, Harris y Berlinsky (1979) encuentran una
temperatura critica fuertemente dependiente del parametro desconocido VC
que describe la interaccidn con el sustrato.

Por dltimo, ninguno de los trabajos mencionados discute las
hipdtesis basicas involucradas en este tipo de trabajo: 1) el reemplazo

de la molécula N, por un cuadrupolo puntual y 2) la no consideracion del

2

potencial de interaccidn &tomo-itomo. Para finalizar con este capitulo
discutiremos brevemente ambas hipdtesis.
1) Segin Kjems y Dolling (1975) si se calcula en N2 s6lido la fuerza

electrostdtica entre un par de moléculas primeras vecinas con cuadrupolos



puntuales, el resultado difiere sdlo en un 6% de la fuerza calculada con
distribuciones de carga extendidas (ver discusién debajo de la ecuaciédn
(4)). Para N2 adsorbido en grafito la diferencia deberia ser adn menor

(la separacidn entre primeros vecinos en N, sdlido es 3.99 A (Scott

2

(1976)) y para N, adsorbido en grafito es 4.26A). Ademads, la disminucién

2

del valor de Q con respecto al valor experimental del N, gaseoso podria

2
interpretarse como una reduccidn en el tamafioc de la nube electrénica, lo
que daria una base ain mds firme a la aproximacidn de cuadrupolo puntual,
(ver Ng et al. (1977), tabla 7). Es interesante observar que una
disminucidn similar de las interacciones electrostaticas fue encontrada
en acetileno s6lido (Gamba y Bonadeo (1982)), en Cl2 (Burgos et al.
(1982)) vy Br2 (Gamba et al. (1984)).

2) En nuestro trabajo, asi como en todos los trabajos tedricos previos a
T # 0 K, las moléculas interactidian entre si a través de la interaccidn
cuadrupolo-cuadrupolo exclusivamente. Sin embargo, el potencial &tomo-
atomo del tipo de Lennard-Jones da una interaccidn neta molécula-molécula
que, en principio al menos, es anisotrdpica. Por lo tanto, se precisa
justificar su no inclusidn. Como estamos interesados en la parte de la
energia que estd asociada con las orientaciones moleculares, un criterio
posible a utilizar es comparar la variacidén angular de las energias de
interaccidn cuadrupolo-cuadrupolo y de la energia de interaccidn molécu-
la-molécula con el potencial de Lennard-Jones. Para el potencial de
Lennard-Jones la variacidén angular depende de los parametros 0, £ del
potencial y de la distancia interatémica d. Kjems y Dolling (1975)
proponen dos conjuntos diferentes de pariametros. En el primer conjunto
(que incluye una "distancia efectiva atomo-atomo" que es un 16% mis chica
que la experimental) la maxima variacidén de la energia cuadrupolo-cuadru-
polo es mids del doble que la correspondiente para el potencial Lennard-
Jones. Para el segundo conjunto (que incluye a la distancia d experimen-

tal) las dos variaciones son aproximadamente las mismas pero, si dismi-
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nuimos el valor de G en un 10% la variacidn de la energia electrostitica
Con
es 8 veces mids grande que la variacién'Lennard-Jones. Esta disminucidn de
la fluctuacién en la energia de Lennard-Jones es relativamente insensible
a €y, por la dispersidon que es habitual encontrar en los pardmetros de
Lennard-Jones, esta disminucién de O no es descabellada. En otras
palabras, es posible encontrar un conjunto razonable de pardmetros tales
que la parte anisotrdpica de la energia de Lennard-Jones es mucho menor
que la correspondiente en el caso cuadrupolo-cuadrupolo. Esta es una
posible justificacidon para el uso del potencial cuadrupolo-cuadrupolo
exclusivamente en la investigacidn de la conducta orientacional de 1la

monocapa de N, sobre grafito. Esta cancelacidén practicamente fortuita

2

concuerda con otros hechos experimentales discutidos en la pagina 134 de

Scott (1976).
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Capitulo V

CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrolld un modelo que intenta investigar
hasta que punto se puede describir, usando exclusivamente interacciones
electrostiaticas, la conducta de grupos moleculares que, cuando estan
inmersos en un cristal, pueden rotar (libremente o entre varias
posiciones). Se considera que las moléculas estdn fijas en sus posiciones
y, por lo tanto, no se toman en cuenta las vibraciones de la red. Por
supuesto que no se pretende que una descripcidn tan sencilla como ésta,
sea aplicable de manmera indiscriminada. En el Capitulo III, seccidn 6 en
base a una comparacidén de los resultados obtenidos en ClH y KFCT usando
interacciones electrostaticas se concluyd de manera tentativa vy
cualitativa que las interacciones electrostdticas pueden describir
aceptablemente la realidad si los grupos moleculares estan
suficientemente alejados entre sI como para que no se noten los efectos
del principio de exclusidn de Pauli (provocado por una superposicidn de
nubes electrostidticas). No pareceria tener la misma importancia
cualitativa la estructura en capas del KFCT, pero eso es una conjetura no
probada.

Teniendo en cuanta este tipo de materiales es que en el capitulo II
se formula el modelo de multipolos puntuales interactuando electrostati-
camente. Se avanza en una descripcidn general en la aproximacidn de campo
promedio hasta el punto en que se observa que las dificultades analiticas
son aparentemente insuperables. Por lo tanto, en el Capitulo III se ana-
liza un sistema simple en tres dimensiones: dipolos interactuando entre
si en presencia de iones y de un campo externo. Como este sistema puede
ser ferroeléctrico y se sabe que hay cristales ferroeléctricos para los

cuales la polarizabilidad es fundamental (ver por ej. Kittel (1971), se
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incluye la polarizabilidad escalar y se encuentra que, desde un punto de
vista formal, el efecto de la misma en la ecuacidn para la energia elec-
trostatica es redefinir coeficientes pero no alterar la forma de dicha
ecuacion. En consecuencia, el efecto de la polarizabilidad puede ser in-
cluso cualitativamente importante en el sentido de privilegiar una solu-
cidén distinta de la existente sin polarizabilidad (seccidn III-5) pero no
puede llegar al extremo de cambiar el conjunto de soluciones posibles.

El comportamiento que se encuentra en el sistema de dipolos en tres
dimensiones es en parte cualitativamente correcto. Es decir, se encuen-
tran transiciones de fase entre una fase desordenada (paraeléctrica) y
otra ordenada, una temperatura critica que estd cercana al valor
esperado, exponentes criticos que son los de campo promedio y que, por el
largo alcance de la interaccidn dipolo-dipolo, se espera que el
apartamiento de estos valores con respecto a los correctos se produzca en
un entorno muy pequenio del punto critico (criterio de Ginzburg). En
particular se vid que la polarizabilidad aumentaba la estabilidad del

sistema (subia su temperatura critica) y modificaba el valor de los

coeficientes de cantidades tales como el calor especifico,:“

susceptibilidad, etc. Si 1la polarizabilidad superaba un cierto valof~;

umbral se estabilizaba un ordenamiento distinto de los dipolos vy se:i

observo que el umbral requerido era inusualmente alto. En el caso del’.

KFCT, con una celda elemental muy complicada, es dificil cuantificar la

N
....

RN

diferencia en temperatura critica con el ejemplo calculado de red tetra-

gonal.Estas caracteristicas, cualitativamente correctas, se ven
desmejoradas por un serio error cualitativo: el tipo de ordenamiento
encontrado no es el correcto. Este resultado lleva a analizar las
limitaciones de una aproximacidn de dipolo puntual y se encuentran tres
posibles fuentes de error:

1) Como se estd trabajando con mecdnica estadistica clasica la entropia

se hace negativa para temperaturas suficientemente bajas y por lo tanto
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lejos del rango de interés.

2) La aproximacién de campo promedio puede dar transiciones de fase
inexistentes. Una posible solucién (quizd la mids sencilla) es incluir el
campo de reaccién de Onsager pero, como en otro problema (dipolos en
ausencia de cargas y campo externo) se obtenia el ordenamiento correcto y
el campo de reaccidén complicaba mucho la matemitica, se decidid no
incluirlo.

3) S1 el multipolo de mayor grado que se incluye es el dipolo, no se
estan teniendo en cuenta los efectos de forma y tamafio de la molécula. Es
decir, no se detectan ni rotaciones de la molécula como un todo con el
momento dipolar como eje de rotacidn, nl tampoco los gradientes de campo
eléctrico existentes. Minimizando la energia electrostatica en redes
tetragonales con c/a=1.5 se encontrd que el cuadrupolo es el momento
multipolar cualitativamente Iimportante. El1 resultado obtenido fue que el
ordenamiento molecular se corria en la direccidn correcta y que el signo
de las cargas cercanas a la molécula afectaba a ese ordenamiento, efecto
local que describe cualitativamente la influencia del entorno de 1la
molé&cula sobre &sta.

En resumen, la conclusidn importante es que generalmente deben
incluirse multipolos superiores al dipolo en cualquier aproximacidén de un
cristal real. Se propone entonces una extensidn del modelo de dipolo
puntual en donde las moléculas se aproximan por ramilletes de dipolos con
la condicién de vinculo de que la estructura se mantenga rigida en
promedio. Por supuesto que esa es una aproximacién a toda la distribucién
de cargas de la molécula y, en dltima instancia, el problema principal a
resolver ( en un sentido formal) no es en que orden del desarrollo
multipolar detener la expansidn de la energia electrostatica sino qué
influencia tiene el vinculo introducido en las propiedades del modelo. Se
observa que el vinculo es una condicidén que mezcla todas las componentes

del vector de pardmetros Us)i de una manera no lineal y no separable.
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Por lo tanto, el sistema de ecuaciones resultante incorpora la
caracteristica cualitativamente nueva que ya no va a ser mas separable en
ecuaciones independientes, es decir, las ecuaciones para u s uy van a
depender siempre de u, . Eso apunta por lo tanto a que a temperaturas no
nulas se obtenga el mismo comportamiento que se obtuvo a 0°K al incluir
el cuadfupolo. Lamentablemente, esta caracteristica fisicamente deseable
(la mezcla de componentes) hace muy complejo el sistema desde un punto de
vista numérico. En resumen, este modelo tiene una fase ordenada a T=0°K
con un ordenamiento que, para la simulacién del KFCT, tiene una
componente 2z del momento dipolar no nula, que para T=0°K enlaza
inextricablemente la componente z con las otras componentes y que,
evidentemente, al incrementar la temperatura se desordena, o0 sea tiene
una transicldén de fase que, al menos cualitativamente, avanza en el
sentido de corregir la caracteristica indeseada antes mencionada.

En el Capitulo IV se discute la aplicacidon de este modelo a
sistemas bidimensionales. El sistema bidimensional que se considera es
una red de cuadrupolos puntuales y se analiza en detalle la conducta de
redes cuadrada, rectangular y triangular. Para redes cuadrada vy
triangular se encuentra que el sistema tiene una transicidn de segundo
orden de tipo estructural entre una fase ordenada con los cuadrupolos en
una cierta orientacidn y otra totalmente desordenada. Para la red
rectangular se encuentra que, segin el tipo de cuadrupolo que se ubique
en los sitios de la red, la transicidn es de primero & de segundo orden.
La transicidn de segundo orden es totalmente similar a la red de las
redes cuadrada y triangular. En el caso de la transicidn de primer orden
la transicién es de una estructura ordenada dividida en dos subredes a
una estructura también ordenada y en una sola subred. Esta {ltima
estructura no se desordena nunca para temperaturas finitas. La razdn es
que, por la menor simetria de la red rectangular, en los sitios de la red

hay un gradiente de campo eléctrico provocado por los mismos cuadrupolos.
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Se verificé que esta transicién es efectivamente de primer orden
calculando el calor latente de la transicidén. Por dltimo se aplicé este
modelo al estudio de wuna monocapa de 'Nz adsorbido en grafito. El
ordenamiento calculado coincide con el medido y la temperatura critica,
que depende muy fuertemente del momento cuadrupolar asignado a la
molécula N2, estid en un acuerdo razonable con la experiencia. Para
completar esta aplicacidén a un sistema obtenible en el laboratorio, se
discuten brevemente las hipdtesis basicas subyacentes en esta aplicacidn.
Estas hipotesis son: 1) considerar a la molécula N2 como un cuadrupolo
puntual y 2) no tener en cuenta el potenclal de interaccidén atomo-atomo
en las interacciones intermoleculares. La conclusidn a la que se llega es

que estas hipdtesis son razonables aunque esta concordancia parezca un

tanto fortuita.
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Apéndice A

CALCULO DE LA CONSTANTE DE NORMALIZACION PARA EL CASO TRIDIMENSIONAL

El problema es calcular la integral (ec. III-16)
- [e"f’{‘ﬁ:“ Gl dus (4=

Explicitamente
P 20T

T
N E ot d
A‘J = (MG A 0/9 8?{%;1MQW“P+UJ;1 AMQJ&?“E:L )lP
o (o]

Usando la representacidn integral (Gradshteyn y Ryzhik (1980) ecs.8.431)

para la funcién de Bessel modificada de primera especie Io (z)

I
*Eno
z(%h ,7—/_{6 ol (4-3)
(v
queda
T
T iz ®
Ay - 21 |pece Jo(0j rewco) e o iy
o
pues zm CJ
C”T,{Rh‘Akhupca9fﬂ'0$zluﬁcsﬁ4&*tP6 ? =
o 2T uﬂm(‘f—t SJ) __ (A-5)
- f Pe . 2 to(wy)
donde °
Uﬁ-écbcfédbég -(LU.Jéuf?/¢&~g% =
(A-6)

’—'UJ;MA-QCO)? +UJ';2 40-(.9-/"""’\’

O sea
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( L w
? = H
(G0 + Y | ewe < o 2 =) (A7)

Como Io (z) = Jo (iz) y usando la integral (Morse y Fishbach (1953),

pag.1325)
If? v o A 'n'm‘)?lr P m(tow)j— (2)
(LN LN =t = i
[c Jm(%memu)‘n(@e)‘a‘e © z (A_a)" 2
0
m
,1 es el polinomio asociado de Legendre. Con n=m=0. se obtiene
r R/
33
//j ,z;rj:[,(nfme)e * dene o (4-9)
o
Definiendo
fd} = EhuaV
Vs = (2Y (A-10)
o sea,

i3
2 1
:2(1‘?“’“’) (A-11)
1
‘f’ﬁ U= _!},’_‘_“3—3 oA
v UJ,s
(A-12)
se obtiene
T
o= Y3
” 0_2 (A-13)
Ujﬂ* J



_]05_

y por lo tanto

. 1 M U
2= T I/Uj‘l‘r ‘)J‘-.s = 2 J (A-14)
y
AJ.= 21 I/%/_T ];/2 ()= "T’-J"G') (A-15)
con
Jo(za.: 4&%?L?

la funcidn esférica de Bessel de orden cero. Por lo tanto

AJ‘ £ M.—L-—(—}j (A-16)



-106-

Apéndice B

CALCULO DE INTEGRALES EN EL CASO BIDIMENSIONAL

Las 1integrales que se precisan calcular se dan en las ecuaciones

(IV-11,12) y son

2
2ocor (1-3)
/li = of e J\P (3-1)
v
Z. |w&?f n(y) ol? (B-2)
® o
< - [Md;m‘t n(y)o’? (B-3)

Para ello en la expresidn para la funcidn generatriz de las funciones de

Bessel modificadas (Abramowitz y Segun (1968)

z(t+4) T ¢
ez( +t): [ﬁz(.}) (B=4)

[(:-ab
se hacen las sustituciones
(4
g._.u’dsszﬁ P f’—v{' (B-4a)
2
2-—70‘24&&2(5 ) t—"-ié (B-4b)

se multiplican miembro a miembro las dos expresiones resultantes y

escribiendo ‘
£oet a-5)

se llega a
2 v:u " (rme)"‘P —

;u*a»(‘f-{ii . Z - ez _ J;v("m‘ﬂ{-")le(‘fw%)

/fm:-ao (B-6)
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iny

Multiplicando por e y haciendo uso de

r
jelktpolkp = ZITJKO (B=7)

[+

se obtiene

msz -0 (B-8)

on¢ezww?(?-(sQ 0. ar 4 Z(,‘.)m T (a2 I %(ng)

En los pasos siguientes se va a usar la relacidn triangular entre las

funciones de Bessel.(Erdélyi (1953), vol.II, ec.36)

inY iy
[ (1) e L%)/nn(z') altw)e (B-9a)
donde
? t //Z
o= (-‘E -rZ-Z%‘Z&D(’P) (B-9b)
Z-am(fg w&h\}) (B—9C)

B~-9d
2ae = w pet (B-9d)
Entonces si en la ecuacidon (B-8) -se hace n=0, y se usa el hecho que

I_m(z) = Im(z) se llega a

m 2
2rcon (70—{3
e Y- Zﬂ‘cU—I(U') (B-10)

O

Haciendo n=2 y separando parte real e imaginaria, se obtiene

T 1
{w; ezd’a»(‘/ PQ? T'e];(v‘)[l-r

A (552 ]
,oﬁ” ﬁ (B-11)

25 (¥-f) / s
puun e P2 e T s (3-12)
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y, por lo tanto Jr
A - 2me To(97) (B-13)
7z Lo
C_:j.[j-ré_i-"i-m? ] (B-14)
Z Tow i
5C = 4 Z) pu2fp (8-15)
)
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