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II.

CAPITULO IW
En los últimos años se ha encontrado que numerosos materia

les sólidos presentan, en un rango dado de temperatura o pre
sión, una fase con características muypeculiares. Esta fase se
origina por la existencia simultánea de dos o más periodicida
des inconmensuradas entre sí, es decir, tales que el cociente
entre sus dos períodos es un número irracional. A veces, ésto
sucede en una sola dirección cristalográfica, perdiéndose el or
den translacional según esa dirección, pero preservándose en las
restantes. Tambiénpuede perderse el orden translacional en más
de una dirección. Estos materiales tienen en comúncon los sis
temas desordenados la falta de periodicidad, pero contrariamente
a lo que sucede con éstos, en los cuales los átomos vecinos tie
nen entornos total o parcialmente independientes entre sí, en
los inconmensurados hay una relación unívoca entre el campo que
.ve un átomo y el que ven sus vecinos.

Entre los cristales que presentan fases inconmensuradas en
contramos, por ejemplo, que el a-Uranio por debajo de 43°K es
inconmensuradosegún dos direcciones cristalinas(1), los oris
tales szznc14, KZZnCl4,Rb2ZnBr4(2), etc, todos
tienen una fase inconmensurada a lo largo del eje c. Las cade
nas de Hg en el compuesto Hg3_5AsF6, que es un conductor
cuasi-unidimensional, tienen la distancia entre dos mercurios
inconmensurada con la estructura de la red de los grupos de
AsF6(3). Otros sistemas que presentan estructuras moduladas
y que son conocidos por su caracter altamente unidimensional
son, por ejemplo, los complejos de tetracianuro de platino y
bioxalato de platino(4).



Se pueden presentar esencialmente dos tipos de cristales
inconmensurados, que se ilustran en la figura 1.1:

a) Inconmensuraciñn.de composición l
En este caso la constante de red de los átomos negros en la

fig. I.1(a) es inconmensurada con respecto a la constante de red
de los átomos representados por círculos en la mencionada figu
ra. Por ejemplo, estructuras como las de Hg3_5ABF6presen
tan este tipo de inconmensuración. La distancia entre átomos
del mismo tipo es constante y el campo que cada uno ve debido al
resto del cristal es modulado.

b) Inconmensuración de desplazamiento a
En este caso las posiciones de equilibrio de los átomos,

indicadas por círculos en línea cortada en la fig. I.1(b), están
desviadas levemente de las posiciones ocupadas por átomos negros
que forman una red perfecta. En este caso, entonces, la distan
cia entre átomos no es constante, contiene una modulación, cuyo
período es inconmensurado con la constante de la red en la fase
normal. Sistemas de este tipo son, por ejemplo, aquellos que
poseen una onda de densidad de carga (CDW)en compuestos cuasi
uni- o bidimensionales. Peierls(5) y Froelich(6) mostraron
en los años 50 que en conductores unidimensionales una modula
ción espacial de la densidad electrónica, con vector de onda
exactamente igual al doble del vector de Fermi, kF, es energé
ticamente favorable. Entonces, dependiendo de RF, es posible
que la CDwdé origen a una inconmensuración de desplazamiento de
los átomos de la red.

Estos dos tipos de inconmensuración pueden ser descriptos
como casos particulares de un modelo más general en el cual los
desfasajes de los átomos con respecto a una distribución equi
distante de los mismosestán dados por una función tipo solitón,
que resulta de resolver una ecuación tipo Sine-Gordon(7-9).
La mayoría de nuestros cálculos serán para sistemas del tipo
(a).
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FIGURAI.l: Gráfico esquemático de ambos tipos de cristal inconmensurado:

A) Inconmensuración de composición:
formada por los átomos negros es inconmensurada con respecto a

La periodicidad de'la red

1a correspondiente a la de los átomos representados por círcu
los. a/b es un nñmeroirracional.

B) Inconmensuración de desplazamiento:
ciones de equilibrio de los átomos, representadas por círculos

En este caso las posi

en línea cortada, están levemente desviadas con respecto a las
posiciones representadas por la red de átomos negros. La des

o ¡A J ¡A 4 'v1ac10n esta dada por una modulac1on cuyo periodo es inconmen

surado con la periodicidad de la red sin modulación.



Desde un punto de vista teórico, los problemas derivados de
la inconmensurabilidad son bastante intrigantes. Muchosconcep
tos sobre los cuales está basada la teoría del estado sólido han
tenido que ser adaptados de manera no trivial. Desde el punto de
vista de la simetría, la fase inconmensuradaestá caracterizada
por no existir periodicidad del sistema en tres dimensiones, pe
ro de Wolff, Janner, Janssen y de Lange han mostrado que intro
duciendo grupos espaciales en más de tres dimensiones, uno puede
recuperar la periodicidad que se había perdido debido a la in
conmensuración (10'14).

El primero en estudiar teóricamente potenciales cuasi
periódicos, o sea aquéllos que resultan de superponer dos o más
periodicidades inconmensuradasentre sí, fue Peierls(5) quien
estudió el problema de un electrón en una red bidimensional con
un campo magnético perpendicular a la misma. El Hamiltoniano de
este problema, en la aproximación que desprecia la interacción
entre electrones y entre bandas es equivalente al del problema
unidimensional siguiente:

HW(n)= W(n+1)+ W(n-1) + Aacos(pn)ú(n) (1.1)

En esta ecuación los coeficientes W(n) son los coeficientes de
la función de onda de enlaces fuertes según la dirección'k"
(campo magnético según z), dado que a1 elegir la medida de
Landau (Landau gauge) para el sistema,resulta que según la di
rección'ïula función de onda se comporta como una onda plana. p
es igual a (2ne/hc)azn ,siendo a la constante de red , E es el
campo magnético y Aa=2. A la ecuación (1.1) se la conoce como
ecuación de Harper(15) (ver Apéndice I) y resulta ser un caso
particular del problema inconmensurado en una dimensión cuando
p/(2n) es un número irracional.

D. Hofstadter (16) estudió la estructura del espectro de
(1.1), encontrando que la misma tiene directa relación con la
expansión en fracciones continuas del número irracional p/(ZW).



Se trata de un espectro con muchos gaps y minigaps, siendo la
proporción de estados que posee cada banda y minibanda la que
está relacionada con la expansión en fracciones continuas del
númeroirracional.

Aubry y André (17) también estudiaron un modelo de unio
nes fuertes que tiene un Hamiltoniano de la misma forma que
(1.1), con Aa variable. Encontraron que existe un valor crítico
de Aa (Aa=2.) por debajo del cual todos los estados son extendi
dos y por encima del cual todos son localizados, o sea que para
ese valor crítico tendría lugar una transición metal-aislador en
este modelo, siendo esta transición independiente del valor del
número irracional, de la fase del coseno y de la energía. otros
trabajos estudian las limitaciones del modelo de Aubry y André
y lo extienden (18'25). Se han estudiado también modelos más
generales unidimensionales, en los cuales existen bordes de mo
vilidad dependientes del númeroirracional y de la fase(26’31).

si en lugar del coseno en (1.1) tenemos una modulación tipo
tangente, la densidad de estados no tiene gaps y se torna idén
tica a la de un sistema totalmente desordenado con distribución
Lorentziana de los elementos de matriz(32’33).

Vemos, entonces, que los sistemas inconmensurados presentan
características peculiares, que a diferencia de los sistemas
cristalinas cuyos estados son siempre todos extendidos y de los
desordenados cuyos estados están todos localizados en una dimen
sión, los inconmensurados unidimensionales pueden presentar una
transición metal-aislador, tener bordes de movilidad o tener to
dos sus estados localizados, dependiendo del modelo elegido.
Esto sugiere que los sistemas inconmensurados podrán ser más o
menos parecidos a un sistema ordenado dependiendo del tipo de
modulación.

En esta Tesis nos proponemos estudiar la dependencia de las
propiedades electrónicas con el tipo de modulación y con el de
sorden para varios modelos unidimensionales inconmensurados.



También trataremos de acercarnos a sistemas reales, en los cua
les las interacciones en las otras dos direcciones no son des
preciables.

La Tesis está estructurada de 1a siguiente manera:

En el CAPITULOII estudiaremos la densidad de estados
electrónica de sistemas unidimensionales de enlaces fuertes con
interacciones entre primeros vecinos, sometidos a un potencial
de modulación externo inconmensurado con el de la red. Compara
remos las densidades de estado obtenidas para distintas formas
funcionales de la modulación.

En el CAPITULOIII introduciremos desorden en los siste
mas inconmensurados con el propósito de estudiar el grado de
aproximación de los mismos a un sistema totalmente desordenado
dependiendo del tipo de modulación externa y del grado de incon
mensuración.

El CAPITULOIV lo dedicaremos a calcular la densidad de
estados para un modelo, también unidimensional, pero en el cual
las posiciones de equilibrio de los átomos corresponden a un
sistema con solitones.

En el CAPITULOV estudiaremos las propiedades de locali
zación y presencia de bordes de movilidad en los sistemas incon
mensurados unidimensionales mencionados.

En el CAPITULOVI calcularemos la distribución de carga
en un sistema con solitones y estudiaremos la presencia de bor
des de movilidad en este caso.

En el CAPITULOVII se presentarán distintos modelos de
sistemas inconmensurados bidimensionales, todos en red cuadrada,
se calcularán sus densidades de estado y además la densidad de



estados para la red de grafito inconmensurada según una direc
ción. Se comparará esta última con la densidad de estados obte
nida a1 imponerle inconmensuración según una dirección a la red
cuadrada.

En el CAPITULOVIII nos dedicaremos a estudiar las pro
piedades de localización de los modelos inconmensurados bidimen
sionales.

En el CAPITULOIX presentaremos un resumen y las conclu
siones finales del trabajo.



CAPITULO II

Modelos inconmensurados unidimensionales:

Su densidad de estados

II.1 Introducción

El objeto de este capítulo es calcular densidades de estado
de sistemas inconmensurados unidimensionales. Se estudiarán
cuatro modelos en los cuales la inconmensuración se manifiesta
a través de una modulación de los elementos diagonales del
Hamiltoniano. Ademásde las modulaciones tipo coseno y tangente
que ya fueron estudiadas en parte se introducirán otras dos, una
función tipo zigzag, que se asemeja a 1a modulación tipo coseno
por no poseer discontinuidades y una función diente de sierra,
discontinua como la tangente. Estas dos modulaciones son no
analíticas y ambas tienen la misma distribución uniforme para
los elementos diagonales que el modelo de Anderson para sistemas
desordenados(34).

11.2 Modelos inconmensurados estudiados

Hemos usado en todos los casos Hamiltonianos de uniones
fuertes (tight-binding) que son útiles en física del estado só
lido para describir electrones no interactuantes a temperatura
cero. Los orbitales atómicas, que se usan como base, son fun
ciones localizadas alrededor de la posición de cada átomo de la
red, el solapamiento entre ellos se considera despreciable y la
interacción decae tan rápidamente con la distancia, que se con
sidera no nula tan sólo a la interacción entre primeros vecinos.
Formalmente se tiene entonces:



a) Hamiltoniano de un electrón, que se escribe como la su
ma de la energía cinética y de los potenciales centrados en cada
posición de la red

H= T + X vi (2.1)

b) Se toma como base, supuesta completa y ortogonal, al
conjunto de orbitales atómicos Wik, donde el subíndice i de
signa al átomo y k al orbital. Dado que en este trabajo consi
deramos un solo orbital por átomo, a partir de aquí se suprimirá
el índice k. Los estados propios de H son combinaciones linea
les de los orbitales atómicos:

W(E)= Z f1 Wi (2.2)
i

c) Los elementos diagonales del Hamiltoniano son:

H = (Vil T+Zv| ‘i' )- Eí+EíÏ= a(z )11 j 1 - o 1 1
J (2.3)

en donde E0= (Vd T+Vd V1) y zi es la posición del
iésimo átomo de la cadena. Y para los elementos fuera de 1a
diagonal tenemos:

Hij 4: 0 Si j=ii1 (2.4)

Hi'it1=t será la unidad de medida de las energías.

De las consideraciones anteriores surge que a1 operador H
se lo puede escribir de la siguiente forma:

n: Za(ziu w1)<wfi+(1/2)2tq Vi)<wá +1 j=ii1

+| wj><wd ) (2.5)



La ecuación de autovalores, HY=EWse puede escribir de la
siguiente manera:

t(fn+1 + fn-1) + “(zn)fn= Efn (2'6)

donde t=<Vfl W V1+1>=(Vdq wi_1) es una constante, la in
tegral de interacción entre orbitales primeros vecinos, a(zn)
es la autoenergía de sitio correspondiente al n-ésimo átomo y
además en nuestro caso es una función periódica de zn.¿Qué
significa que a(zn) sea una función periódica de zn, cuando
ya hemos dicho que nuestro sistema es por definición no periódi
co? Significa que la función a(z), siendo z una variable conti
nua, es una función periódica, por ejemplo a(z) podría estar da
da por:

a(z)= cos(2nq z) (2.7)

¿En qué radica entonces la no periodicidad o inconmensura
ción en nuestro caso? En la relación que hay entre el período
de este coseno,q, y el espaciado entre átomos. Si q es un núme
ro racional, por ejemplo, q=1/3, teniendo en cuenta que la posi
ción de los átomos estará dada por zn=na, siendo a nuestra
unidad de medida de distancias, si graficamos las autoenergías
de sitio en función de n, obtendremos lo que aparece en la figu
ra II.1(a). Se desprende de la figura que el sistema se repite
a sí mismo cada tres átomos, la celda unidad, que sí existe en
este caso, contiene tres átomos. si en cambio, q es un número
irracional, por ejemplo q=(/13 - 3)/2= .3027756375... si grafi
camos las autoenergías de sitio en función de n, obtendremos lo
que aparece en la figura II.1(b). Se ve claramente que aún
cuando a como función de z es una función periódica, la distri
bución de los átomos no se repite y por lo tanto no se puede de
finir una celda unidad. En ésto precisamente radica la no pe
riodicidad de nuestro sistema.



Los fn que aparecen en 1a ecuación (2.6) son los coefi
cientes de expansión de la función de onda de uniones fuertes,
tal como lo indica 1a ecuación (2.2).

(A)
a(n)

1h

_°_-1_
0- 21r' 3

llllllllllllllllllllllll
25

(B)

¡llllllll_lllllllll¿|llllll
1 5 '0 15 20 25

FIGURAII.1: a(z)=cos(2nqz) en función de a.
a) q=1/3, b) q=(/13-3)/2. Los círculos
llenos indican el valor de las autoenergías
de sitio para átomos cuyas posiciones de
equilibrio están dadas por z=na con a=1.

Antes de seguir adelante, introduciremos un par de concep
tos que se usarán a lo largo del trabajo, ellos son los del
"sistema conmensuradomás cercano" y el de "longitud caracterís
tica". Todo número irracional q, puede ser escrito como una
fracción continua de 1a siguiente forma(35):



a2

a3

o (2.8)

En esta expansión a0, a1, a3...son números enteros.
Si a1 es un entero impar podemos reescribir q de la siguiente
forma:

+ ————————- - 6 (2-9)

a1

y si a1 es un entero par, entonces, podemos escribir:

En (2.9) y (2.10) 6 es menor que 1/a1 6 1/a1+1 reapectiva
mente. Resumiendo podemos decir que todo irracional puede ser
escrito de la manera siguiente:

1

(2.11)l+ OIq: ¿0+

P es un entero impar y 6 un cierto porcentaje de 1/P. Llamaremos
"conmensurado más cercano" a un sistema inconmensurado con pará
metro de modulación q: a0 + 1/P i 6 a aquél sistema conmensu
rado que tiene una celda unidad compuesta por P átomos.



Llamaremos "longitud característica Ac" a la difitan01a
existente entre a1 + 1 átomos. Comenzandoa mirar el sistema
a partir del átomo i, podemos decir que a una distancia Ac de
i el motivo atómico comprendido entre i e i + Ac 'casi' se re
pite a sí mismo.

En el ejemplo de la figura II.1(b), el conmensurado más
cercano es el que tiene tres átomos en la celda unidad y la lon
gitud característica es Ac=3a con a=1 en este caso.

A continuación describiremos los diferentes modelos usados
para a(zn) en este capítulo.

Modelo 1: La función a(zn) es la extensamente usada fun
ción de modulación cosenoidal, cuyo período es inconmensurado
con a, la constante de la red cristalina. Sea de aquí en más

.a= 1., entonces:

a(zn)= a0 + Aacos(2nq zn + h) (2.12)

En (2.12) q es un número irracional, h es la fase de la modula
ción y zn= n. Esto último implica que en la cadena unidimen
sional los átomos están equidistantes a distancia unidad. El
Hamiltoniano que se obtiene haciendo Aa=2. es el que aparece en
el estudio de un electrón en un cristal bidimensional al que se
le aplica un campo magnético perpendicular como hemos indicado
en el Capítulo I(15'16).

Como ya dijimos n(E) tiene en este caso gaps y minigaps.
Se ha probado que la densidad de estados integrada, N(E), tiene
para este modelocaracterísticas interesantes. Si E está en un
gap n(E): m0 + Qm1, m0 y m1 son enteros y Q=2flq. Los
enteros son diferentes para gaps distintos, de tal manera que
existe una forma de clasificar los gaps por medio de un conjunto
de enteros(36). Se cree que para Aa*0 el espectro de este

(25)sistema es un conjunto de Cantor Recordemos que un con
junto de Cantor es un conjunto cerrado, de medida nula y que



tiene 1a potencia del continuo (conjunto no numerable). En otras
palabras, el espectro de H sería un espectro denso pero discre
to, no habría realmente bandas. En el caso, Aa=2., m1 es
exactamente el entero que aparece en la conductancia del efecto
Hall cuantizado, que en una meseta es exactamente igual a
(m1e2)/h(37).

Este modelo ha sido estudiado por varios autores y para q
irracional, el espectro de H es independiente de 1a fase h.

Modelo g: En este segundo modelo proponemos una función
periódica, no analítica, para la modulación a(zn)p una modu
lación tipo zigzag. Usamos en este caso la misma amplitud y pe
ríodo que en la ecuación (2.12) y también zn=n (la red unidi
mensional igualmente espaciada).

Dentro de la precisión de nuestros resultados para la den
sidad de estados, ésta no depende de la fase, por tal razón he
mos elegido en todos los casos h=0.

Los elementos diagonales del Hamiltoniano, tienen en este
modelo la siguiente forma:

Aa((2Q/n)n-1-4K) 2Kn/Q<n<(2K+1)n/Q
a(zn)=

Aa(-(2Q/n)+3+4K) n/Q(2K+1)<n((2x+2)n/Q
x= o,1,2,... (2.13)

Las autoenergías de sitio están uniformemente distribuidas
entre +Aa y -Aa en este modelo. Ver figura II.2.
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Modelo 3: En este caso usamos

a(zn)= Aatg(Qn) n=0,1,2... (2.14)

Hemosintroducido este modelo sólo por razones de completi
tud y a los fines de poder comparar con las otras modulaciones,
dado que su densidad de estados ya ha sido obtenida analítica
mente‘3zl33).

Modelo 4: La modulación tipo diente de sierra es nuevamen
te una función no analítica:

a(zn)= Aa((Q/n)n-1-2x) (2Kn/Q)<n(2(x+1)n/Q
x: o,1,2,... (2.15)



La distribución de las autoenergías de sitio, a(zn), es
constante como en el modelo 2 y la función tiene una disconti
nuidad que se repite periódicamente. Ver figura II.2.

En todos los modelos estamos suponiendo que la inconmensu
ración proviene de un campo externo, que no modifica las posi
ciones atómicas, pero que sí modifica el entorno atómico, mani
festándose esta modificación a través de la modulación de las
energías de sitio. Unejemplo, al cual se podría aplicar alguno
de estos modelos es al caso de las cadenas de Hg en AsF6H93_5¡
cuya inconmensuración es de composición.

II.3 Cálculo de 1a densidad de estados para los distintos
modelos

La densidad de estados, n(E), fue calculada por medio de un
método que cuenta los autovalores menores que una energía dada
(Negative Eigenvalue Counting Method). A partir de aquí cuando
nos refiramos a este método lo denominaremos "Método de
Dean"(38). En el Apéndice II hacemos una descripción del mismo.
Este método se presta para calcular densidades de estado de sis
temas desordenados, pues, dado que en éstos no existe periodici
dad del Hamiltoniano, no se puede usar el método de Bloch, que
consiste en pasar al espacio recíproco por medio de una trans
formación de Fourier de las variables del Hamiltoniano, quedando
finalmente matrices del tamaño de la celda unidad para diagona
lizar.

La celda unidad de un sistema inconmensurado es de tamaño
infinito. Algunos autores aproximan, en estos casos, el número
Q que aparece en las ecuaciones por 2n(L/M), en donde L y M son
enteros obtenidos de la expansión del númeroirracional en frac
ciones continuas. Dado que nosotros hemos usado el método de
Dean, que al ser muy eficiente permite considerar cadenas de



átomos muy largas, no nos hemos visto en la obligación de reem
plazar el sistema inconmensurado por uno conmensurado. De he
cho, nosotros reemplazamos los números irracionales por el ra
cional más cercano dentro de los límites de precisión de la com
putadora. En todos los cálculos hemos tomado cadenas abiertas
de 10000 átomos cada una.

Hemos usado tres valores para Q, cuya expansión en frac
ciones continuas se obtiene' haciendo en (2.8), a0=0., y
a1: a2= ... =am=r, con r= 2, 3 y 36. 0 sea explícitamen
te:

. (2.16)

Las razones para haber seleccionado estos valores para Q
son en parte de índole histórica, a saberse: las primeras pu
blicaciones que hemos leído sobre el particular han sido las de
Sokoloff, quien hizo sus cálculos para Q/(2n)=(/13-3)/2 , cuya
expansión en fracciones continuas es 1a que corresponde a r=3 en
(2.16). El ejemplo r=2 lo hemos elegido pues queríamos obtener
1a densidad de estados para un sistema, cuyo apartamiento del
conmensurado más cercano fuese por exceso, ver ecuación (2.9).
En este caso, el conmensurado más cercano es el dado por P= 3 en
(2.11) y su longitud característica es Ac=a1, con a1= 2.
E1 caso r=3 puede considerarse comouna perturbación a un siste
ma con celda unidad igual a tres y longitud característica,
Ac, igual a a1, con a1= 3. Y finalmente, el ejemplo co
rrespondiente a r= 36 fue el primer ejemplo que se nos ocurrió



calcular porque resulta interesante ver si aün para el caso de
considerar un sistema inconmensurado, tal que su conmensurado
más cercano tine celda unidad grande, se pueden distinguir los
efectos que produce la inconmensuración.

En las figuras II.3 y II.4 mostramos histogramas para 1a
densidad de estados (para la mitad de la banda ya que n(E) es
simétrica en todos estos modelos) para r=3 y Aa: 1. y 3. respec
tivamente. Las densidades de estados son sorprendentemente de
pendientes de la función periódica usada para 1a modulación de
las autoenergías de sitio. La función coseno da lugar a gaps
grandes, mientras que la tangente no posee ninguno. La función
zigzag produce una densidad de estados similar a la de la modu
lación tipo coseno, mientras que la modulación diente de sierra
es bastante diferente de las otras dos y produce gaps más peque
nos o

Si definimos p=2n/Q, este parámetro indica el número prome
dio de átomos por período de 1a modulación, que en el caso que
estamos tratando es 3.3. En los modelos zigzag y diente de sie
rra el gap más ancho está probablemente asociado con el gap que
tiene el sistema conmensurado con tres átomos por celda unidad
(tres es el entero impar más próximo a p).

Aún cuando en el modelo con modulación coseno para Aa: 2.
según Aubry(17), todos los estados se localizan simultáneamen
te, es interesante notar que no se observa ningún cambio cuali
tativo en la densidad de estados al pasar de Aa C 2. a Aa ) 2.

En la figura II.5 se muestran los histogramas obtenidos pa
ra r=36 y Aa= 1. Uno esperaría ver 35 o más gaps en la densidad
de estados, pero debido a que el paso del histograma no es lo
suficientemente pequeño, no todos ellos son evidentes. Nuevamen
te en este ejemplo las densidades de estado correspondientes a
las modulaciones coseno y zigzag son similares entre sí, mien
tras que la correspondiente a la modulación diente de sierra
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tiene gaps más angostos. En las regiones en las cuales hay
gaps, especialmente en el caso de las modulaciones zigzag y co
seno, las bandas tienen todas el mismo ancho y altura. Esto
significa que contienen el mismonúmero de niveles de energía en
el mismointervalo.

En todos los cálculos se ha tomado t= 1.

n(E)[.u: (a)

02 r

01

-5 -i a;
na- (b)
mz
m1

‘2 'I 0

.oz - (d)HMnflhmeW
-3 -i -i e

FIGURAII.5: Igual que en la fig. II.3 pero con r=36 en
(2.16)

II.4 Distribución de los estados electrónicos en las ban
das x minibandas

II.4.1 Proporción de los estados en las bandas principales

Para todas las modulaciones usadas se ha observado que la
densidad de estados se subdivide en P bandas principales, cada



una de las cuales posee a su vez subbandas. Las bandas princi
pales se caracterizan por contener el siguiente númerode esta
dos:

Caso 1: a1 par

En este caso Q/(2n)= q= 1/P +5, 6 es un porcentaje "x" de
1/P, o sea:

1/P - q|x|=—— (2.17)
1/P

Las P-1 bandas laterales contienen el siguiente número de
estados:

A= (NOtotal de estados + lx |*N° total de estados)/P
(2.18)

y la banda central contiene B estados, siendo:

B= A -I xl 'No total de estados (2.19)

Caso 2: a1 impar

En este caso se tiene, Q/(2fl)=q=1/P - 6. También en este
caso hay un total de P bandas, las P-1 bandas laterales contie
nen el siguiente número de estados:

A: (No total de estados -I XI 'NO total de estados)/P
(2.20)

y la banda central tiene B estados, siendo B:

B= A + No total de estadosq xl (2.21)

0 sea que "mirando" al inconmensurado desde el conmensurado
más cercano se observa que la proporción de estados en defecto o



en exceso que tiene la banda central (la banda que se encuentra
alrededor de E= 0.) con respecto a las bandas laterales, está
estrechamente vinculado con el grado de apartamiento del incon
mensurado con respecto al conmensurado más cercano.

Se desprende de todo lo dicho que, cualquiera sea el grado
de inconmensuración, se trate de inconmensurados cuyo aparta
miento del conmensurado más cercano sea por exceso o por defecto,
siempre hay estados en E= 0. Los únicos casos para los cuales
la densidad de estados no contiene una banda en E=0. , son aque
llos en los cuales se está en presencia de un conmensurado de
orden par.

En la tabla II.1 aparecen los porcentajes máximosdel núme
ro total de estados que pueden presentar en exceso o en defecto,
con respecto a las bandas laterales, los sistemas inconmensura
dos en su banda central. Esta tabla nos está indicando que en
caso de tener una inconmensuración del tipo 1/3 + 6, nunca po
dremos tener en la banda central un número de estados que sea
menor que el número de estados de las bandas laterales menos el
50% del total de estados; de la misma manera si q=1/3 - 6, la
banda central nunca podrá tener un exceso de estados con respec
to a las bandas laterales que sea mayor que el 25%del total de
estados y así sucesivamente.

La estructura de bandas del inconmensurado es, entonces, un
reflejo de la estructura de bandas del conmensurado más cercano.
Si el nivel de Fermi cayese en E= 0. el sistema podría ser con
ductor, cualquiera fuese el grado de inconmensuración, dado que
un inconmensurado siempre tiene estados en E= O.



_ _

Conmensurado
más cercano

q=1/P 1/3 1/5 1/7 1/9

+50t
Porcentajes -25% +255de
apartamiento -12.5% +12.5%

TABLAII.1: Porcentajes máximos del número total de esta
dos, que pueden presentar en exceso o en defec
to, con respecto a las bandas laterales, los
sistemas inconmensurados en su banda central en
función del conmensurado más cercano, cuya pe
riodicidad viene dada por q=1/P

De la tabla II.1 se desprende que cuanto más grande sea la
celda unidad del conmensurado más cercano, menos se va a dife
renciar la estructura de bandas del inconmensurado con respecto
a la de aquél. En lo que sí se distinguirán, será en la apari
ción de las minibandas, tal comoveremos en la sección siguien
te.

11.4.2 Proporción de los estados en las minibandas

Para determinar la proporción de estados en las miniban
das se ha analizado la densidad de estados para los tres tipos
de Hamiltoniano que presentan estructura de minigaps, para el
valor q correspondiente a r=3. En el caso de la modulación tipo
coseno hemos calculado también para r=2, 4 y 6. Hemos usado en
todos los casos cadenas de 1000 átomos y varios valores de-Aa.
En las tablas 11.2 y II.3 aparecen los resultados obtenidos.



Las tablas deben interpretarse de 1a siguiente manera, tó
mese, por ejemplo, la tabla II.3, modelo zigzag. Se ha calcula
do para r=3, comodice al comienzo de la tabla. El sistema tie
ne tres bandas, para cada valor de Aa figura cómo se subdivide
cada banda principal; así para Aa= 1., la banda 1 se subdivide
(de acuerdo con la precisión de nuestros cálculos) en tres mini
bandas, las cuales contienen de izquierda a derecha 92, 119 v 92
estados cada uno, respectivamente. La segunda banda principal
(banda central), se subdivide también en tres minibandas, que
contienen 92, 210 y 92 estados respectivamente, y la tercera
banda principal se subdivide de la misma forma que la primera.

Se ha tomado, en todos los casos, el mismo paso de energías
al calcular la densidad de estados, AE=.02t y t=1. en todos los
ejemplos. En las figuras II.3, II.4 y II.5 el paso de energías
tomado es igual a AE=.04t .

Para la modulación coseno, el valor de Aa para el cual la
estructura de gaps y minigaps es más evidente es Aa=2., lo cual
está de acuerdo con lo obtenido por otros autores. A partir de
este valor de Aa, hacia arriba o hacia abajo, el ancho de los
minigaps disminuye.

En el caso del Hamiltoniano tipo zigzag (Tabla II.3), las
bandas laterales presentan mayor estructura para Aa: 2. y a la
banda central le ocurre lo propio para Aa: 3.

En el Hamiltoniano diente de sierra el valor de Aa para el
cual los minigaps tienen ancho máximo es 1.

Comohemos usado cadenas relativamente cortas aparecen, de
bido a los efectos de borde, algunos estados aislados que hemos
sumado a la minibanda más cercana en energía.

Aún cuando nosotros no tenemos suficientes resultados como
para inferir una sistemática comola hallada por Janssen en el



caso vibraciona1(13), podemosafirmar que la división y subdi
visión de las bandas en todos los casos acompaña a la expansión
del número irracional en fracciones continuas (ver ecuación
(2.8) ) de la manera como se describe a continuación. Siempre
tendremos P bandas principales, recuerdo del conmensurado más
cercano. Si P= a1+1, o sea si a1 es un entero par, entonces
las subdivisiones obedecen la siguiente ley (ver tablas II.2 y
11.3):

1= a1‘A0 + A1 primera subsivisión
A0= a2*A1 + A2 segunda subdivisión

Ai_1= a1+1'Ai + A1+1 1+1-ésima subdivisión
(2.22)

en (2.22), A0=(1+x)/(a1), x es el porcentaje de apartamien
to del número irracional con respecto a1 racional más cercano
del tipo 1/P, con P entero impar. La secuencia (2.22) indica
que 1a primera subdivisión (bandas principales), consta de a1
bandas latera1es con A0 estados y la banda central con A1es;
tados, de tal manera que en total suman 1. A su vez, las bandas
laterales se subdividirán en a2 bandas con A1 estados y una
banda con A2 estados, de tal manera que todas sumen A0 esta
dos y así sucesivamente.

En el caso en el cual P=a1, o sea a1 es un entero im
par, la ley de subdivisión en bandas es la siguiente:

1= (a1 - 1)A0 + (Ao + A1)AO: +
A1: a3A2 + A3

(2.23)



r= 2

a .5 l. 2. 3.

Banda

l 414 172 70 172 100 72 70 29 71 71 92 120 91

2 172 171 71 30 70 92 210 92

3 :414 172 70 171 71 29 42 29 71 72 100 92 120 91

r= 4

Aa 5 l. 2.

Banda

1 236 “G36! 180 56

2 236 56 180 56 56 68 56

3 56 56 56

4 236 180 56 56 68 56 56

5 236 236 56 180

r=6

Aa 5 1. 2.

Banda

l 162 162 162

2 162 162 162

3 162 26 27 57 26 26

4 352 27 27

5 162 26 26 56 27 27

6 ' 161 162 162
7 162 163 162

-TABLAII.2: Modelo con modulación coseno. Número de estados en las minibandas

en función del grado de ínconmensuración y de Aa:



Modelozigzag

1912119211992929198929211992 23969221092919128919292276428642792 32119192119929228L92'91_9212091

Modelodientedesierra
_______________________

a.5I.2.3.
191922792919327642892211303

.6328286427642828646427273727286492912892929221092

282864

3912792919127919221192303

;

TABLAII.3:Númerodeestadosenlasminibandasenfunci6ndeAa“paralosmodelos

zigzagydientedesierra.Enamboscasosr=3(ec.(2.16))



En (2.23), A0= (1-x)/a1 y A1=x. Nuevamente 1a subdi
visión en bandas sigue 1a secuencia, tal comose explicó para el
caso anterior.

II.5 Ejemplo del Hg3_¿AsF6Cálculo aproximado del po
tencial en la cadena unidimensional de Hg

E1 compuesto Hg3_6AsF6pertenece a una clase de conduc
tores anisotrópicos, que consisten en cadenas metálicas de iones
de mercurio que tienen comosoporte una matriz iónica(39). En
la figura II.6 aparece la estructura cristalina del compuesto.
Los iones octahédricos de AsFG’ forman una red tetragonal
(a=b=7.54Á, c=12.34Á), dentro de la cual hay canales que no se
intersectan y que corren paralelos a los ejes a y b, comose ve
en 1a figura. No hay cadenas de Hg paralelas al eje c. La dis
tancia entre Hg y Hg dentro de las cadenas, que es d
2.64Á, es inconmensurada con la constante de red de 1a matriz
tetragonal y a temperatura ambiente las posiciones de los átomos
de Hg dentro de una dada-cadena están desordenadas con respecto
a las posiciones de los átomos de Hg en cadenas vecinas. A
Tc= 120 K hay una transición de fase y las cadenas de Hg se
ordenan formando una red tridimensional regular. Se han llevado
a cabo mediciones precisas con difracción de neutrones que indi
can que la estequiometría del compuesto es Hg3_5AsF6, 6 de
pende de la temperatura, variando de .18 a temperatura ambiente
a .21 a bajas temperaturas(4°). Comoconsecuencia de su es
tructura, las propiedades electrónicas de este sistema son muy
anisotrópicas. Este sistema presenta una inconmensuración de
composición. El hecho de que 1a distancia Hg-Hg sea inconmensu
rada con la constante de red de la red subyacente de Ast',
tiene comoefecto que la interacción entre las cadenas de mercu
rio y la matriz de AsFG’sea despreciab1e(41'43). La in
teracción entre cadenas de Hgl por encima de TC, es muy peque
ña y por lo tanto se puede considerar al sistema de cadenas de
mercurio comorealmente unidimensiona1(44).



FIGURAII.6: Vista de la estructura cristalina del compuesto Hg3_6AsF6
Figura sacada de 1a referencia 40.



Hemos calculado el potencial sobre los átomos de Hg, para
ver si lo que se obtiene puede ser comparado con alguno de los
potenciales propuestos en la sección II.2.

En los cálculos del potencial electrostático,VHg(rVqu=
quj/rij, hemosdescartado la influencia de los iones de
Fluor por poseer éstos capa cerrada de electrones. Para calcu
lar este potencial se ha escrito un programa que genera las ca
denas de Hg y la matriz de As. De este programa existen dos
versiones, en una de ellas las cadenas de Hg están desordenadas
unas con respecto a las otras ('unlocked") y la otra versión ge
nera el sistema por debajo de Tc, o sea una red tridimensional
ordenada ("locked").

Para calcular VHg(r) se tomaron tantas capas de Hg y de
As comose hizo necesario en cada caso, para obtener neutralidad
en el entorno de los mercurios considerados (con una precisión
de i.01e ). Se tomó al grupo AsFG con una carga puntual
igual a -1. Dado que hay l2.86 átomos de Hg por cada grupo
AsFG, se tomó a cada Hg como una carga puntual de 0.35+J

El potencial obtenido sobre cada átomo de una cadena de Hg
para el caso en el cual las cadenas están corridas unas con res
pecto a las otras en forma aleatoria, aparece graficado en la
figura II.7 y el obtenido para las cadenas ordenadas aparecen en
la figura 11.8.

Hemoscalculado el promedio del potencial para los dos ca
sos (locked y.unlocked) obteniendo:

ng= X VHg(i)/N='.0644ev cadenas de Hg al azar
ng= 2 VHg(i)/N=‘.0641ev cadenas de Hg ordenadas

en estas expresiones N es el número de mercurios considerado en
el promedio (23 átomos). De la comparación de los datos obteni
dos ara V en ambos casos, se desprende que los mercuriosp Hg
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"ven" sobre todo a los arsénicos y los primeros vecinos Hg, o
sea que la aleatoriedad en la posición relativa de los átomos en
las distintas cadenas no produce ningún cambio significativo en
el comportamiento del potencial.

De las fig. II.7 y II.8 se desprende que se puede '3Íus'
tar tanto una función tipo zigzag como una tipo coseno por los

valores del potencial VHgobtenidos. En los gráficos hemos
hecho pasar una función tipo zigzag.

El período que esperábamos obtener para VHgera de 7.54Á,
que es la distancia entre los átomos de As, pero de las figuras
se obtiene un período T=d*n, siendo n el número promedio de áto
mos por cada vuelta del zigzag, igual a T=d*n=2.64*3.28Á= 8.66Á.
Creemos que la razón por la cual no hemos obtenido el período
correcto en el cálculo del potencial, se debe a que el potencial
de la forma 1/r converge muy lentamente y que hubiera sido nece
sario tomar muchas más capas de átomos alrededor de cada mer
curio para poder obtener mejores resultados. Con el objeto de
corroborar lo dicho, hemos probado calculando con un potencial
de la forma 1/r4, que converge muchísimo más rápido y tal como
lo esperábamos, se obtuvo el período correcto.

Surge de los cálculos hechos que tanto el potencial con mo
dulación tipo coseno comola función zigzag pueden tener sentido
físico y cuál de los potenciales se encuentra más cerca de la
realidad en cada caso particular, se desprenderá de las propie
dades electrónicas propias de cada ejemplo.

En este trabajo se han usado valores grandes para Aa, con
el objeto de hacer más notorios los efectos de la inconmensura
ción. muchomayores que los que resultan de los cálculos de esta sección.



II.6 Conclusiones

Hemosmostrado hasta aquí que la estructura de la densidad
de estados electrónica de los sistemas inconmensurados depende
fuertemente del tipo de modulación usada para los elementos dia
gonales del Hamiltoniano.

Un resultado interesante que hemos obtenido es que la dis
tribución de estados en gaps y minigaps depende en todos los ca
sos de la expansión del número irracional q (cociente entre dos
periodicidades que compiten dentro del sistema) en fracciones
continuas. Además, el número de estados en exceso o en defecto
en la banda central de la densidad de estados, con respecto al
número de estados en las bandas laterales es el mismopara todos
los tipos de modulación en los cuales existen gaps.

Una diferencia de importancia entre los distintos modelos
estudiados, consiste en que el valor de la amplitud de la modu
lación para el cual la estructura de gaps y minigaps se hace más
evidente es distinto en cada caso. En el ejemplo con la modula
ción tipo coseno, ese valor es Aa=2. para toda la banda. En el
caso de la modulación tipo zigzag ese valor depende de 1a mini
banda que estemos considerando y del valor de q y el modelo
diente de sierra depende del valor de q.

Calculando aproximadamente el potencial sobre los átomos de
las cadenas de Hg del compuesto Hg3_6AsF6hemos mostrado que
la modulación tipo zigzag introducida por nosotros parece tan
adecuada como la modulación tipo coseno para el ejemplo conside
rado.



CAPITULO III

Introducción de desorden en los sistemas inconmensurados
unidimensionales

III.1 Introducción

Los sistemas inconmensurados tienen en comúncon los siste
mas desordenados el no poseer una celda unidad, cuya repetición
dé comoresultado el cristal, en otras palabras, los dos tipos
de sistemas carecen de periodicidad. A diferencia de lo que
ocurre en los sistemas desordenados, en los inconmensurados
existe orden de largo alcance. Cabe, entonces, preguntarse cómo
son las diferencias que existen entre los sistemas desordenados
y los distintos modelos inconmensurados entre sí.

Hemos elegido, en este trabajo, comparar con el modelo de
Anderson de sistema desordenado. Se trata de un modelo de unio
nes fuertes, en el cual el desorden se manifiesta en los elemen
tos diagonales del Hamiltoniano. Este desorden se obtiene eli
giendo al azar los elementos diagonales del Hamiltoniano de una
distribución uniforme de probabilidades, P(a)(45). 0 sea:

P(a)= 1./(2Aa) -Aa<a<Aa
P(a)=0. fuera de este intervalo

de tal manera que 2Aa es el ancho de la distribución. Esta dis
tribución de los elementos diagonales del Hamiltoniano es la
misma que en nuestros dos modelos inconmensurados, a pesar de
que en un caso habrá correlación entre átomos vecinos y en el
otro no. Hay diferencias obvias en n(E), ya que en un caso hay
gaps, mientras que en el otro no.



Nos hemos planteado dos modelos distintos para introducir
desorden en los sistemas inconmensurados: en el primer caso,
todos los elementos diagonales del sistema inconmensurado son
modificados al azar siguiendo la misma ley, mientras que en el
segundo modelo unos pocos elementos de matriz, seleccionados al
azar, son modificados dejando el resto intacto. En ambos casos
la distribución es tal que conduce al desorden de Anderson,
cuando el grado de desorden se aproxima a su valor máximo(35).

Recientemente, H. Aoki ha publicado un trabajo en el que
estudia la estructura electrónica de sistemas que poseen una
distorsión modulada de 1a red y les ha introducido desorden,
también del tipo del de Anderson(46). Aún cuando en el pro
blema de Aoki la modulación se manifiesta a través de los ele
mentos no diagonales del Hamiltoniano de uniones fuertes, en
cuentra, también en este caso, que la estructura electrónica del
sistema es muydistinta a la del sistema desordenado sin distor
sión y que la misma es sensible a la magnitud y período de la
modulación.

III.2 Modelos de desorden

Los dos tipos de desorden que hemos introducido podrían
utilizarse para simular el proceso de fusión. En ambos el de
sorden se manifiesta a través de los elementos diagonales del
Hamiltoniano (autoenergías de sitio).

Se trata de estudiar en este Capítulo cómoconvergen al lí
mite totalmente desordenado los modelos inconmensurados al in
troducir los dos tipos de desorden.

a) Desorden uniforme
En este tipo de desorden, las autoenergías de sitio

ad(zn) del sistema están dadas por la siguiente expresión:

ad(zn)= (1-x)a(zn) + an (3.2)



donde Rn es un número al azar que se encuentra en el intervalo
[-Aa,+Aa], x es el grado de desorden y los a(zn) están dados
por los modelos inconmensurados introducidos en el capítulo an
terior.

En el límite x+0, el sistema tiende al inconmensurado ori
ginal, mientras que en el límite x+1 se obtiene el modelo de
Anderson.

b) Desorden tipo dislocación
Este modelo de desorden podría simular un proceso de fu

sión provocado por la presencia de dislocaciones. En este caso
se selecciona al azar una fracción x de átomos del sistema in
conmensurado y se le asigna a cada uno de estos átomos autoener
gías de sitio obtenidas al azar dentro del intervalo [-Aa,+Aa].
Sea para estos átomos ad(zn)= Rn. El resto de las autoe
nergías queda inalterado, o sea, conserva los valores que tenía
dentro del modelo inconmensurado usado.

También en este caso, en el límite x+0 el sistema tiende al
inconmensurado original, mientras que en el límite x+1 se obtie
ne un sistema totalmente desordenado de Anderson.

Es útil introducir una medida de la desviación de cada sis
tema inconmensurado, parcialmente desordenado, con respecto al
modelo de Anderson totalmente desordenado. A tal efecto, hemos
introducido el parámetro G(x), definido por la siguiente expre-
sión:

I[n(E,x)-n(E,1)]ZdE 1/2
G(x)=

f[n(E,0)-n(n,1)]2dn (3.3)

En la expresión anterior, n(E,x) es la densidad de estados
del sistema inconmensurado, parcialmente desordenado, con grado
de desorden x.



Las distribuciones de las autoenergías de los modelos
zigzag y diente de sierra son uniformes y por eso elegimos para
el desorden, también una distribución uniforme. Eso nos permite
introducir un parámetro, 9(x), que mide los apartamientos de los
sistemas parcialmente desordenados con respecto al modelo de
Anderson completamente desordenado y tener la misma ley de dis
tribución para las autoenergías de sitio en ambos límites (x=0.
y x=1.)

III3. Cálculo de las densidades de estados

Se ha calculado 1a densidad de estados de los sistemas con
desorden haciendo uso del mismo método aplicado en los cálculos
del Capítulo II y tomando cadenas de 10000 átomos en cada caso.
En 1a figura III.1 aparece la densidad de estados, n(E), para
r=3 (ecuación (2.16)) y Aa= 1. como función del grado de desor
den, x, para el desorden de tipo uniforme introducido en el mo
delo zigzaq. De 1a figura se desprende que se produce un llena
do paulatino de los gaps, provocado por un ensanchamiento de las
bandas de energía. Para x=0.S todos los gaps han desaparecido.
Para x=0.7 la densidad de estados es similar a la del modelo
completamente desordenado (fig.III.1, x=1.). A medida que el
grado de desorden crece los minigaps del sistema inconmensurado
son los primeros en llenarse y los gaps más anchos (resabio de
los gaps del sistema conmensurado más cercano) terminan de lle
narse para valores mayores de x. Aún cuando en los dos casos,
tanto para el modelo inconmensurado como para el sistema de
Anderson, cualquier valor de a que se encuentre entre -Aa y +Aa
es igualmente probable, en el sistema inconmensurado a(zn)
está unívocamente relacionado con a(znt1),mientras que en el
sistema desordenado son totalmente independientes. Esto produce
densidades de estado muy distintas, la correspondiente a los
sistemas inconmensurados ya fue discutida en el Capítulo II y la
del sistema completamente desordenado tiene el ancho de banda
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más grande que el sistema ordenado con un átomo por celda unidad
(fig. III.1,x=1) y no tiene la singularidad en el borde de ban
da, característica del caso unidimensional.

El desorden tipo dislocación presenta características muy
diferentes de las del desorden uniforme, dado que en el caso del
desorden tipo dislocación, para cualquier valor de x desaparecen
todos los gaps simultáneamente. Esto se debe al hecho de que a
una fracción "x" del número total de átomos se le asignan autoe
nergías de sitio al azar que no están correlacionadas con las de
sus vecinos. Notemos que en el caso del desorden uniforme, para
un dado orbital, cuya autoenergía de sitio era a antes de in
troducir el desorden, después de introducir un grado "x" de de
sorden uniforme, la misma podrá encontrarse en el intervalo
[(1-x)atan], mientras que si lo que introducimos es desorden
tipo dislocación la autoenergía de sitio podrá no modificarse en
absoluto o encontrarse en el intervalo [-Aa,+Aa], de tal manera
que en el desorden de tipo uniforme las autoenergías cubren un
intervalo de valores más restringido.

En la figura III.2 se muestra el efecto del desorden tipo
dislocación sobre el modelo zigzag, también para una inconmensu
ración tal que r=3 en la ecuación (2.16).

En la tabla III.1 aparece el parámetro 0(x) para los dos
tipos de desorden aplicados al modelo zigzag. En nuestros
cálculos las integrales han sido reemplazadas por sumas con un
intervalo de energías igual a .02t (t=1.). Nótese que 9(1) no
es en ningún caso igual a cero: no puede serlo por la siguiente
razón: a dos poblaciones de átomos distintas y finitas corres
ponderán densidades de estado distintas; comoen el numerador de
(3.3) la suma que aparece es sobre la diferencia al cuadrado en
tre dos densidades de estado calculadas sobre distintas pobla
ciones, esa suma será siempre mayor que cero. El valor límite
O(1) depende del denominador de la ecuación (3.2) y varía por
tal razón con r y Aa. 9(1) se aproximará tanto más a cero,
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cuanto mayor sea el valor del denominador de (3.3) y éste cre
cerá con respecto a1 numerador (para cada valor de r y Aa) a1
aumentar el número de intervalos de energía involucrados en 1a
suma.

Lo primero que se desprende de 1a tabla III.1, es que el
desorden tipo dislocación es más fuerte que el desorden unifor
me, pues 0(x) para este tipo de desorden llega a su valor final,
0(1), para valores menores de x que para el desorden uniforme.
También se desprende de 1a tabla que cuando r= 36, para un
mismo tipo de desorden, 0(x) converge más rápido que para r=3.
0 sea que para ambos tipos de desorden O(x) converge más rápida
mente cuanto más grande es la celda unidad del conmensurado más
cercano y además para un dado x, 0(x) decrece a medida que crece
el valor de r en la ecuación (2.16).

Desorden uniforme Desorden tipo dislocación
x r=3 r=36 r=3 r=36

0.0 1.00 1.00 1.00 1.00
0.1 0.73 0.52 0.53 0.30
0.2 0.54 0.29 0.35 0.17
0.3 0.45 0.17 0.26 0.12
0.4 0.38 0.14 0.20 0.11

0.5 0.30 0.13 0.17 0.10
0.6 0.23 0.12 0.15 0.10
0.7 0.18 0.12 0.14 0.10
0.8 0.16 0.10 0.14 0.09
0.9 0.14 0.10 0.14 0.09
1.0 0.13 0.10 0.13 0.09

TABLAIII.1: G(x) en función de x para el modelo
zigzag. Aa=1. Los números de esta
tabla tienen un error de i0.01



El resultado más interesante es que 0(x) es una función no
lineal de x y que los valores límite se obtienen ya para siste
mas parcialmente desordenados. Para el desorden tipo disloca
ción este valor límite de 0(x) se obtiene para x= .5, si r=36 y
para x=.7 si r=3.

La figura III.3 muestra el efecto del desorden uniforme en
el modelo diente de sierra y en la tabla III.2 aparece el pará
metro 0(x) para ambos tipos de desorden impuestos a este modelo.
E1 comportamiento de 0(x) como función de r y del tipo de desor
den es similar a1 comportamiento obtenido para el modelo zigzag.

Desorden uniforme Desorden tipo dislocación
x r=3 r=36 r=3 r=36

0.0 1.00 1.00 1.00 1.00
0.1 0.87 0.79 0.54 0.42
0.2 0.67 0.47 0.38 0.31
0.3 0.55 0.32 0.32 0.26
0.4 0.47 0.28 0.27 0.25
0.5 0.39 0.24 0.23 0.25
0.6 0.32 0.25 0.20 0.23
0.7 0.28 0.24 0.20 0.22
0.8 0.24 0.23 0.20 0.24
0.9 0.21 0.21 0.20 0.20
1.0 0.22 0.22 0.20 0.22

TABLAIII.2: 0(x) en función de x para el modelo dfimte
de sierra. Aa: 1.

Se puede obtener un resultado interesante comparando ambas
tablas para x=1. Debido a que el valor de 0(1) es prácticamente
el mismo en ambos casos, se desprende que el denominador

o: f[n(E,0) - n(E,1)]2 dE (3.4)

es en promedio cuatro veces más grande para el modelo zigzag.



Esto da una medida cuantitativa de las diferencias entre los dos
'modelos de sistemas inconmensurados e indica que el modelo dien
te de sierra se encuentra más cerca del modelo de Anderson com
pletamente desordenado que el modelo zigzag, para Aa=1. Esta di
ferencia entre ambos modelos fue estudiada en función de Aa, por
ejemplo, para r=3 el cociente Ddiente de Sierra/ Dzigzag es
aproximadamente igual a 1 para Aa=.5 y aproximadamente igual a
5.5 para Aa= 1.5. Ver tabla III.3. Los valores que aparecen en
la tabla no hay que tomarlos en términos absolutos, sino en tér
minos relativos, dado que no son el promedio sobre un muestreo.
Hay que tomar la tabla como indicativa de que el modelo diente
de sierra se encuentra más cerca del modelo de Anderson que el
modelo zigzag, con excepción hecha del caso r=3 y Aa=.5 para el
cual los dos modelos están igualmente cerca del de Anderson. La
tendencia se acentúa a medida que crecen r y Aa. Esto se des
prende también de la comparación de las tablas III.1 y III.2.

Ddiente de sierra/Dzigzag
Aa r=3 r=36

0.5 1. 2 4

1. 2.5 e
1.5 5.5 5.8

TABLAIII'3‘ Ddiente de sierra/Dzigzag en funC1°n de
Aa y r

La tabla III.3 se obtuvo sacando el promedio entre los va
lores correspondientes al desorden tipo dislocación y al desor
den uniforme.



III.4 Conclusiones

Hemosestudiado en este capítulo cómo afecta el desorden a
la densidad de estados de sistemas inconmensurados unidimensio
nales.

Hemos mostrado que con la introducción de desorden los mo
delos inconmensurados se tornan prácticamente indistinguibles
del modelo de Anderson para un grado de desorden, x, bastante
menor que 1.

Comparandoel efecto producido por los dos tipos de desor
den introducidos por nosotros, mostramos que el desorden tipo
dislocación es más fuerte que el uniforme, lo cual se pone de
manifiesto en el hecho de que el límite de Anderson se obtiene
en el primer caso, para valores más chicos del grado de desorden
X.

En cuanto a los modelos inconmensurados estudiados, con
cluimos que la cercanía al modelo de Anderson depende del modelo
considerado, encontrándose el modelo diente de sierra más cerca
del modelo de Anderson que el zigzag, incrementándose esta ten
dencia a medida que crecen r y Aa.



CAPITULO IV

Modelo unidimensional con solitones: su densidad de estados

IV.1 Introducción

Los modelos del Capítulo II consisten en cadenas formadas
por átomos equidistantes entre sí. El efecto del potencial ex
terno inconmensurado con la red, se manifiesta a través de una
modulación de los elementos diagonales del Hamiltoniano electró
nico. En realidad el potencial periódico de 1a red puede llegar
a ocasionar complicadas distorsiones no lineales en la estructu
ra modulada que da origen al potencial externo y cuya periodici
dad es inconmensurada con la de la red. Según hemos visto en el
Capítulo I, esa estructura modulada puede ser una onda de densi
dad de carga, una distorsión modulada de la red, en el caso de
inconmensuración de desplazamiento; o bien otra red de átomos u
"onda de densidad de masa", en el caso de inconmensuración de
composición. Si el acoplamiento entre las dos periodicidades
varía, el potencial de la red puede dar lugar a una transición
llamada "transición conmensurado-inconmensurada", en la cual los
dos períodos se conmensuran. Cerca de esta transición, el siste
ma inconmensurado consiste de regiones que son conmensuradas con
la red separadas por paredes de dominio o disconmensuraciones.
Estas paredes de dominio aparecen como solución de la ecuación
de Sine-Gordon y por tal razón se denominan "solitones"(7'8).

Para los compuestos de composición no estequiométrica, que
están formados por cadenas de aceptores y cadenas de donores,
como en el caso de Hg3_6AsF6 en el cual los períodos de la
red de donores y de la red de aceptores son inconmensurados en
tre sí, se puede plantear el siguiente modelo. Se considera una
red bidimensional compuesta por dos tipos de cadenas A y B, con



cada cadena de tipo A rodeada por cadenas de tipo B y vicever
sa(8). Ver figura IV.1. En primera aproximación se puede con
siderar que cada cadena experimenta el efecto de un potencial
periódico externo debido a las cadenas vecinas. Esto precisa
mente es lo que hemos hecho en el Capítulo II. Frank y van der
Herwe mostraron que postulando para las cadenas, por ejemplo de
tipo A, interacciones armónicas entre los átomos y reemplazando
el efecto de las cadenas de tipo B sobre las cadenas de tipo A
por un potencial externo sinusoidal, a1 variar 1a intensidad del
potencial externo versus 1a intensidad de 1a interacción elásti
ca dentro de 1a cadena, tiene lugar en este modelo una transi
ción de fase conmensurado-inconmensurado y muy cerca del
"lock-in" conmensurado el sistema consiste en una sucesión de
solitones. En 1a figura IV.2 aparecen los átomos de 1a cadena
considerada ubicados en el campo del potencial externo, en (a)
1a periodicidad de los átomos de 1a cadena es inconmensurada con
1a del potencial externo, en (b) el sistema se encuentra cerca
del "lock-in" conmensurado, y presenta zonas conmensuradas con
el potencial externo separadas por disconmensuraciones y en (c)
ya se ha producido 1a transición, los átomos de la cadena en
cuestión se encuentran en los pozos del potencial externo o sea
que se han conmensurado con este último.
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FIGURAIV.1: Sistema bidimensional formado por dos subre
des interpenetrantes. (sacado de ref.8)



FIGURA Iv.2: Atomos de la cadena unidimensional ubicados en el campo

del potencial externo.
A) La periodicidad de la red de átomos nepros es incon
mensurada con Ja periodicidad del potencia] externo.
R) Se describe una situación en la cual hay zonas de la

.cadena de átomos negros que se encuentran en los pozos de1

potencial externo, separadas por zonns inconmensuradas.
En la fig. aparece tan sólo uno de los solitones.
C) Los átomos negros se encuentran en los pozos del poten
cial externo. Las dos periodicidades son conmensuradas.



En este capítulo nos interesa calcular la densidad de esta
dos electrónica de sistemas, que como el descripto, presentan
solitones, con el objeto de investigar 1a presencia o no de una
estructura de gaps y minigaps al estilo de 1a que poseen los
sistemas estudiados en el Capítulo II.

Iv.2 Cálculo de las posiciones de eguilibrio de los átomos

Siguiendo a Theodorou y Rice‘e), consideremos un cristal
que está compuesto por dos subredes inconmensuradas entre sí, A
y B, cuyas periodicidades son a y b respectivamente. Se supone
que las dos subredes tienen cargas de signo opuesto y que se en
cuentran ligadas debido a la fuerza electrostática. Comolas
cadenas poseen periodicidades distintas, diferentes sitios de
una mismacadena experimentarán potenciales distintos. Cada sub
red se encontrará bajo 1a influencia de un potencial periódico
externo creado por la otra subred. Cada subred tendrá a su vez
un período propio a lo largo del eje de 1a cadena, definido como
el período de la cadena en ausencia del potencial externo. Su
pongamos que a y b son inconmensurados entre sí y a‘b. Si Va(n)
es la energía potencial en el sitio n de la red A, provocada por
1a subred B y de forma equivalente Vb(n) es 1a energía poten
cial en el sitio n de la subred B producida por la subred A,
va(n) es periódica con período l) y Vb(n) con período a.
Theodorou y Rice muestran que:

va(n)= (1/2)Uacos[(2n/b)(an-s)] (4.1)

en donde s es el corrimiento de las cadenas B con respecto a las
A Y

ua= [(BQaQb)/b] NbKo(2nd/b) (4.2)



Nh es el número de cadenas de tipo B primeras vecinas a dis
tancia d de la cadena A, Qa y Qb son las cargas de los iones
que corresponden respectivamente a las subredes A y B y K0 es
la función de Bessel de orden cero.

Si en lugar de calcular el efecto de B sobre A, calculamos
el efecto de las cadenas A sobre las cadenas B, se obtiene:

uh: [(BQaQb)/a] NaK0(2nd/a) (4.3)

Para a(b se obtiene quel UJ a Ud , ésto significa que
el potencial externo más intenso será el percibido por la
subred A. Por esta razón se puede considerar que la subred B
es rígida con período igual a su período propio b y estudiaremos
el efecto sobre la subred A debido a la presencia del potencial
que se origina en las cadenas B.

Consideremos, entonces, que tenemos una sola cadena de áto
mos A, expuesta a un potencial externo. La energía potencial
total de la cadena se podrá escribir como:

N€a= 1/2 Haz (zn+1 - zn - a)2 +
n

Ua/Z X [1 - cos(2nzn/b)] (4.4)
n

en donde zn denota la posición del n-ésimo átomo y sea
Ua > o.

El primer término de (4.4) describe el hecho de que en au
sencia del potencial de período b, la configuración de equili
brio de la cadena a temperatura cero está dada por una distancia
entre átomos igual a "a". Esta distancia minimiza la energía
elástica. Por otro lado, en ausencia del primer término tendre
mos un mínimo de energía potencial para aquellas configuraciones



tales que zn=nb. Cuando ambos términos están presentes el mí
nimo de energía se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones
daa/dzn= 0., de donde

nUa

A20n= zn+1 - 22n + zn_1= ( ) sin((2n/b)zn)
uab

(4.5)

Esta ecuación nos da la posición de equilibrio del neüámo
átomo de 1a cadena.

Haciendo 1a transformación

zn= nb + (b/flH)n + 1/2 b (4.6)

que permite definir a la variable on como una fase, (4.5) se
transforma en

ana
Ón+1_2ón+Ón-1='( "_ ) Sin(20n)

uabz
(4.7)

La resolución de este sistema de ecuaciones es muydificil
si no se hace la siguiente aproximación:

don dzón
on_1= on - -—-——- + 1/2 -————— + . . .

dn dn2

don dzén
¿“+1= on + —————— + 1/2 ——-——— + . . .

dn dn2
(4.8)



Esta aproximación, que es la aproximación del continuo, es
válida siempre que Aón= xn+1 - xn sea pequeño. Truncando
en las expresiones (4.8) a segundo orden, queda en (4.7):

A20“: dzon/dn2 (4.9)

Esta aproximación implica una variación pequeña entre los des
plazamientos de un sitio y el siguiente y es válida cuando

(( sin(20n) (4.10)

Dentro de la aproximación del continuo llegamos, entonces, a la
ecuación

dzon "2 ua
= - -—-—- sin(2©n) (4.11)

¿nz uabz

Esta es la bien conocida ecuación de Sine-Gordon que es no li
neal y es 1a ecuación correspondiente al péndulo clásico. Para
establecer la analogía basta con sustituir espacio por tiempo en
(4.9).

En los ejemplos de conductores iónicos, los valores típicos
son, Ua= 10'2ev, ua= 104 dyn/cm y b= 3Á(8), entonces
(nzua/uabz) = 1.8 10'2. Es justificado usar en estos casos
la aproximación del continuo.

Físicamente se sabe que existen dos tipos de soluciones pa
ra la ecuación (4.11). La primera es la solución para oscila
ciones pequeñas y la segunda surge cuando el péndulo tiene ener
gía cinética suficiente comopara dar un giro completo, enton
ces, si no hay disipación comoen nuestro caso, aumentará inde
finidamente su fase. Hay un valor de la relación entre la ener



gía cinética y la potencial para el cual el péndulo puede dar el
primer giro, existiendo entonces en este sistema una condición
crítica para dos tipos diferentes de soluciones. Lo mismova a
suceder con nuestro sistema, sólo que la competencia entre ener
gía cinética y potencial se refiere en nuestro caso a la compe
tencia entre energía elástica y la energía potencial de interac
ción con la otra cadena.

Físicamente ocurre lo siguiente: partiendo de la situación
conmensurada, en la cual la constante de energía elástica entre
átomos es muy pequeña comparada con la intensidad del potencial
externo, o sea uabZÍCUa, la energía elástica de cada átomo
estará dada por (1/8)n2ua(a - b)2, ubicándose los átomos en
los pozos del potencial externo. Cuando(1/2)n2ua(a-b)2"Ua,
la energía elástica es del orden de la barrera de potencial que
hay que superar para pasar de un pozo a otro del potencial ex
terno. Existe, entonces, una condición crítica en función de
ua. En el caso crítico la solución del sistema es tal, que se
necesita un tiempo infinito para dar una vuelta completa, si nos

referimos a la analogía con el péndulo físico. Para Ua=U:,
aparece, en nuestro caso, el primer solitón, que también se sue
le llamar defecto, dislocación o disconmensuracién. Esto es
producto de la no linealidad del problema.

Para ua { US la solución presenta defectos periódicamen
te. Ver figura IV.2. Las funciones elípticas que son solución
de la ecuación de Sine-Gordon tienen precisamente este comporta
miento.

Se tienen, entonces, las siguientes posiciones de equili
brio para el problema:

c
nb Ua Ï Ua

nb + (b/n)43(n) + (1/2)}: ua ( U: (4.12)



Ó(n) se obtiene resolviendo (4.11), con lo cual,

m
1 0 1 qa

zn= b(1 - ———)n - (2b/n){2 ——— - ‘sin(2w(m/Ra)n)}+-Ï

Ra m =1 m 1+qïïn 2

(4.13)

qa mide 1a amplitud de las desviaciones con respecto a una ca
dena de átomos equidistantes, tal que la distancia entre átomos
primeros vecinos es:

d= b(1- —) (4.14)

Ra es el número promedio de átomos entre dislocaciones‘B).

IV.3 Cálculo de 1a densidad de estados

Habiendo hallado las posiciones de equilibrio de los átomos
de la cadena de tipo A dentro de este modelo, podemos ahora cal
cular la densidad de estados electrónicos del sistema,suponiendo
que la influencia del potencial externo se manifiesta a través
de una modulación de los elementos diagonales del Hamiltonianoy
esta modulación estará dada por q? 2n/b. De los modelos usados
en el capítulo II, hemos usado sólo la función coseno

a(zn)= Aacos(qzn) (4.15)

Hemosusado la función coseno para las autoenergías de si
tio para ser consistentes con la forma funcional del potencial
externo que aparece en (4.4). Este tipo de modulación también ha
sido usado recientemente por Sokoloff para calcular la estructu
ra de bandas de un sistema con solitones(27).



Antes de proceder a detallar los cálculos de densidad de
estados realizados, creemosinteresante llamar la atención sobre
el comportamiento de a(zn) en los casos extremos Ua = U:

y Ua (( U: . Para Ua = UZ, el sistema tiene una densidad

chica de solitones y la función qa , que aparece en (4.13),
está muy cerca de 1a unidad, pudiéndosela aproximar según el de
sarrollo que aparece en la ref. 8 y que aquí no hemos transcrip
to totalmente, por:

qa= Exp( - )
ln(1/2 f.1n(f)) (4.16)

. = C C - a a U Uc ' :en (4 16) r 16 ua /(Ua ua) y p r a/ a s< 1 se tiene

nzüa

c
64Ua (4.17)

Para Ua = U: , a(zn) se comporta de la misma forma

que zn, o sea como una función de solitones, con regiones con
valores constantes separadas por regiones con grandes variacio

nes. Como se desprende de (4.17), para Ua/U: (C 1, qa
tiende a cero y a(zn) como función de n es de forma cosenoi
dal, o sea que nuestro modelo en este límite tiende a1 modelo
con modulación coseno del Capítulo II. En la figura IV.3 mostra
mos un=2n(zn/b - n) y a(zn) en función de n para dos ejem
plos particulares. Hemossupuesto Ua N 10-2ev,
Ha: 104dyn/cmy b" 3A, que son valores típicos para este ti
po de sistemas(8). Hemos tomado Ua como unidad de energías
y b como unidad de distancias, entonces de acuerdo con ésto
ya: 55. En nuestros ejemplos el que varía es el valor de "a".
En el primer caso de 1a figura IV.3 a= .914, con estos valores
para los parámetros a, ua, b y Ua se obtiene, empleando las
fórmulas que aparecen en 1a referencia (8), que Ra= 11.1,
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qa= .03 y Ua= .2q: . qa para este ejemplo lo hemos

calculado usando (4.17). En el segundo ejemplo de la figura
a= .96, con lo cual Ra= 40.8, qa= .3 y Ua= .QBSUS . En

este caso, qa lo hemos calculado usando (4.16). En el primer
ejemplo un es prácticamente lineal con n, lo cual indica que
los átomos están prácticamente equidistantes (a una distancia
promedio de ".9) asemejándose, entonces, el sistema al modelo
con modulación tipo coseno del Capítulo II. En el segundo ejem
plo tanto un como a(zn) tienen la forma típica de una fun
ción con solitones, nos encontramos cerca del límite conmensura
do.

Las densidades de estado las hemos calculado usando el mé
todo de Dean(38), tomando para los ejemplos de la figura IV.3,
t=Aa=1. en las ecuaciones (2.6) y (4.15). Ver figura IV.4. El
primer ejemplo de esta figura muestra un número pequeño de gaps
en comparación con el segundo ejemplo, debido al valor chico de
Ra en este caso y la densidad de estados es prácticamente si
métrica debido a que el valor de qa, que mide la amplitud de
las desviaciones con respecto a una cadena de átomos equidistan
tes, también es pequeño.

El segundo ejemplo de la figura IV.4 presenta un mayor nú
mero de gaps, debido al valor grande de Ra, pero 108 mismos
están distribuidos de forma muyasimétrica (qa es mayor que en
el caso anterior) con los gaps más anchos en la zona de bajas
energías.

La asimetría en la densidad de estados es una característi
ca del comportamiento de los sistemas con solitones (qa y
Ua/Uac grandes) y esta asimetría se debe a que la distri
bución de los a(zn) también es asimétrica. De hecho una gran
proporción de los valores de a(zn) se encuentran alrededor de
+1, lo cual implica que la densidad de estados tiene que tener
forzozamente mayor peso en la zona de altas energías. Si uno
compara la densidad de estados obtenida para el segundo ejemplo
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IV.3 y (3) muestra el efecto del desorden uniforme introduqi
do en el caso (2)



“con uno en el cual qa=0., o sea con un sistema equivalente
dentro del modelo con modulación coseno del Capítulo II, que
tenga Q= 2n/40.8 en la ecuación (2.12), la densidad de estados
obtenida tiene el mismo número de gaps, pero es obviamente simé
trica.

Hemos mostrado, entonces, que cuando Ua"U%, existen en

nuestro sistema zonas conmensuradas separadas por paredes de
dominio (dislocaciones o solitones), obteniéndose una densidad
de estados asimétrica. Cuando Ua((Ug 1a densidad de estados

que se obtiene es simétrica. De tal manera que al ir variando
la temperatura pasando del primer límite anUg al límite

Ua((U°ase debiera ver una densidad de estados cada vez más

simétrica y con un número de gaps cada vez menor.

Hemosintroducido desorden de tipo uniforme en estos siste
mas observándose al igual que en los ejemplos del Capítulo III
un ensanchamiento progresivo de las bandas al incrementar el
grado de desorden introducido. Esto se muestra en la figura
IV.4 para el caso Q/2n=1/40.8 y qa= .3 para un grado de de
sorden x= .24, para el cual ya todos los gaps han desaparecido.
Parecería que el desorden afecta más a estos sistemas con soli
tones que a los tratados en los capítulos anteriores, dado que
para valores de x menores ya han desaparecido todos los gaps.



CAPITULO V

Localización en sistemas inconmensurados unidimensionales

V.1 Introducción

Los cristales conmensurados (sistemas ordenados) se carac
terizan por tener todas sus funciones de onda extendidas, mien
tras que los sólidos desordenados unidimensionales tienen todos
sus estados localizados para cualquier grado de desorden(5°).
Cómose comportan los sistemas inconmensurados? Se cree que el
modelo unidimensional descripto por el Hamiltoniano de la ecua
ción (2.8) tiene una transición abrupta, que llamaremos transi
ción metal-aislador, para Aa=2. Esta transición se caracteriza
porque por debajo de Aa=2. el espectro de H parece ser casi con
tinuo, o sea que los estados extendidos forman un espectro den
so, mientras que para Aa)2. el espectro es denso pero discreto,
existiendo, tal vez, un conjunto de autofunciones extendidas de
medida nula. Lo anterior es cierto siempre que el número Q/2n
no sea un número de Liouville[25'34].

Soukoulis y Economouhan estudiado recientemente la depen
dencia espacial de las funciones de onda para el Hamiltoniano de
uniones fuertes, cuyos elementos diagonales son de la forma:

a(zn)= Aa0[cos(Qn) + Aa1cos(2Qn)] (5.1)

Con Aao/t= 1.9, Aa1=1/3 y Q= 0.7 los autoestados co
rrespondientes a energías altas se localizan con más facilidad
que los correspondientes a bajas energías, existiendo un borde
de movilidad, Eb, que separa regiones del espectro con estados
localizados, de regiones con estados extendidos(26).

sin embargo el problema de la localización en los sistemas
inconmensurados no está muy definido. Recientemente Hogg y



Hubermanintentaron demostrar que todos los estados correspon
dientes a un potencial cuasi-periódico son extendidos(28). El
modelo considerado en el trabajo de Hogg y Huberman corresponde
a una ecuación de Schroedinger con un potencial cuasi
periódico. Dadoque la mayor parte de los estudios realizados
hasta ahora con potenciales cuasi-periódicos y que dan estados
localizados, han sido hechos en la aproximación de uniones fuer
tes o bien usando potenciales constituidos por funciones 6,
existe la posibilidad de que la localización sea específica de
estos modelos. Sokoloff y José también han mostrado que para
una secuencia cuasi-periódica de barreras de potencial no infi
nitas, existen estados localizados y extendidos(29'30).

Grempel et al., mostraron recientemente que para una modu
lación tipo tangente de las autoenergías de sitio, todos los es
tados están localizados cualquiera sea la amplitud de la modu
lación(32'33). Para formas generales de la modulación, dife
rentes tratamientos aplicados por distintos autores han mostrado
que existen bordes de movilidad[19'47'48].

Nos interesa, en este capítulo, estudiar el comportamiento
de los modelos inconmensurados presentados en el Capítulo II, en
cuanto a localización se refiere. Se espera de estos sistemas,
que presenten bordes de movilidad, dado que las funciones de mo
dulación cuando son expandidas en serie de Fourier poseen más de
un armónico y en vista de que el modelo dado por (5.1) que posee
dos armónicos, presenta un borde de movilidad[26'66].

Hemosusado Y(E), llamado factor de crecimiento exponencial
de las funciones de onda, obtenido por medio del método de la
matriz transferencia como medida de la localización. Usando
Y(E) en combinación con los histogramas de la densidad de esta
dos, n(E), calculados por el método de Dean, hemos podido obte
ner información acerca de las diferencias entre los distintos
modelos(49).



V.2 Factor de crecimiento exponencial Y(E): Medida de 1a
localización

V.2.1 Y(E) gara un sistema unidimensional ordenado

La exposición que sigue se basa tanto en el excelente
artículo de Ishii(50) comoen la Tesis Doctoral de Pichard(51).

Fijemos nuestra atención sobre la ecuación de Schroedinger
estacionaria y discretizada para una cadena semi-infinita:

t(wn+1 + Wn_1) + a(n)Yn= EV (5.2)n

La ecuación (5.2) se puede escribir también en forma matri
cial:

Vn+1 wn

= Tn

“’n “’n-1 (5.3)

La matriz Tn es 1a llamada matriz transferencia y está
dada por

(E - a(n))/t -1
Tn=

1 0 (5.4)

Tn es una matriz real de determinante igual a 1.

En el problema periódico con celda unidad de un sólo ele
mento.P0r€Úemplo cuando a(n)= 0. para todo n, los autovalores y
autofunciones de la matriz T (sea t=1.) tienen las siguientes
características:

a) Dentro de 1a banda de energías, o sea en la región en
donde la ecuación de Schroedinger (5.2) posee autovalores dados



ik Ypor E= 2cos(k), los autovalores de T son de 1a forma e'
e1k correspondiéndoles, respectivamente, los autovectores
e.1k y ei O sea que dentro de 1a banda, toda solución

(1 ) 1
de (5.2) se proyecta sobre dos ondas planas que se propagan en
direcciones opuestas:

eik(n+1) e-ik(n+1)

:S :I

y eikn e-ikn (5.5)

En este caso tenemos, entonces, que:

lim (1/n) (vnz + wn+12)= o. (5.6)
n+°

b) Fuera de la banda de energías permitidas,' q > 2., o
sea E= 2cosh(k), los autovalores y autovectores de T son
respectivamente ek y e'k, que corresponden a ek y e-k

1 1

En este caso toda solución de (5.2) se proyecta sobre dos
ondas, una que crece y otra que decrece, exponencialmente, según
la misma dirección:

yn+1 ek(n+1) e-k(n+1)
= pn + ón

yn ekn e-kn
(5.7)

En este caso, se tiene:

lim (1/n) logHIn2 +Wn+125=2k > o. (5.a)
n+aa



Nótese que:

(1/n) log(wn2 + Vn+12)=

TnII'n_1ooo
Yo (5.9)

nos da el comportamiento asintótico de una solución particular
de (5.2) para una dada energía E y valores iniciales Y1y V0,
tales que (W12 + V02)* O. Se llama factor de crecimiento
exponencial de las funciones de onda a

w1

Y(E)= 11m" (1/n) loq T¿ Tn_1 ... T1
“+0 wo

(5.10)

Para un sistema periódico, comoel ilustrado, dentro de la
banda de autoenergías del sistema, Y(E)= 0., siendo las funcio
nes de onda correspondientes, funciones extendidas. Fuera de 1a
banda de energías permitidas se ha encontrado que Y(E)) 0(5°).

V.2.2 Y(E) para un sistema no periódico

Hay dos tipos de sistemas no periódicos, los desordenados
y los inconmensurados. En éstos hay que demostrar que se puede
definir Y(E).

Existe un teorema, el Teorema de Oseledec(64), que garan
tiza la existencia de 1a matriz asintótica A, definida como:

A: lim (M;Mn)(1/2")
n+°

con “n: Tn ooo T1 (5.11)



si cada una de las Ti está acotada, independientemente de que
sean todas iguales o distintas (al azar). Esta condición se
cumple en nuestro caso, dado que para los potenciales cuasi
periódicos usados, el valor absoluto de cualquiera de los
elementos de matriz de las matrices T1 es finito‘25).

Los logaritmos de los autovalores de la matriz de Oseledec
son los llamados coeficientes de Lyapunov, Yi(E)- En el
caso unidimensional tendremos dos coeficientes Y2 Y Y1=
-12=Y(E), pues las matrices T1 son simplécticas(51),

El teorema de Oseledec no dice nada sobre el valor de Y(E)
para sistemas desordenados. El teorema de Furstenberg, en cam
bio prueba la divergencia exponencial del producto de matrices
asociadas a una cadena desordenada, estableciendo que para casi
todo vectorl x), se cumple con probabilidad 1 que(50):

lim (1/n) 1n| Mn(E)| x) | = HE) > o
n”, (5.12)

Matsuda e Ishii[5°'53] han mostrado que este Y(E), recién
definido, está asociado con la localización de las funciones de
onda.

Teniendo en cuenta que Y(E) es cero dentro de las bandas de
los sistemas ordenados y mayor que cero para un sistema desorde
nado y fuera de la banda de energías permitidas de un sistema
periódico, entonces Y(E)=0.caracterizará a los estados extendi
dos y Y(E))0. a los localizados y a los gaps.

Thouless define comolongitud de localización a la inversa
de Y(E) en los casos en los que E es una autoenergía del
sistema(57).

Tal como lo puntualiza Ishii(5°), el hecho de que solu
ciones particulares de un sistema desordenado crezcan exponen
cialmente, no implica necesariamente que los autoestados de un
sistema finito pero muy largo y desordenado estén localizados.



Esta relación entre el crecimiento exponencial de soluciones
particulares y la existencia de autoestados exponencialmente lo
calizados para sistemas finitos fue sugerida por Borland(52) y
fue estudiada por Matsudae Ishii(53) para sistemas infinitos.
Según Ishii la correspondencia entre estados localizados en un
sistema finito y la existencia de autoestados exponencialmente
localizados en sistemas infinitos está íntimamentecorrelaciona
da. Esto ha sido aceptado por muchos autores en los últimos
tiempos y sobre la aceptación de esta correspondencia es que
descansan los cálculos realizados en este capítulo.

v.3 Método para el cálculo de Y(El

Si usamos W0= 0. y V1= 1. como condiciones de borde,
se puede obtener de manera recurrente Y(E), de forma tal que el
cálculo numérico resulta sencillo. Aplicando sucesivamente
Ti a V1 = 1 se obtiene:

YO 0

Wn+1w (E-Gn)/t -1 (E-e1/t -1 1
Tn / 1 0 1 0 0

E-E1)/t
=Tn ooo

(E-€2)/t '1/c1
=Tnooo

(E-e)/t - 1/(cn_1)
= C1C2000Cn_1
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C1=(E ‘ E1)/tC2=(E' '

Ci: (E ‘ Ei)/t '1/Ci_1 (5-13)

Teniendo en cuenta (5.9), (5.10) y (5.13) se obtiene para
Y(E):

Y(E)=lim (1/2n)1n{[(E-€n)/t - 1/cn_1]2+1}'(c1...cn_1)
n'>°°

= 11m (1/2)1n[(E-eth-1/cn_1)2+1](1/n)
n+°°

n-1

+ Z ln 01(1/“) (5.14)
1:1

Calculando Y(E) haciendo uso de 1a expresión (5.14) hemos
obtenido las propiedades de localización de los distintos mode
los inconmensurados introducidos en los Capítulos II y IV.

En 1a práctica, para cadenas finitas, nunca se obtiene
Y(E)= 0., sino Y(E)= 1/N, para los estados extendidos, siendo N
el número de átomos considerados en la cadena.

V.4 Resultados

Para el cálculo de Y(E) hemos tomado en todos los casos ca
denas de 5000 átomos, dado que ya para esta cantidad de átomos
obtenemos una buena convergencia para Y(E). Con el objeto de
obtener un criterio numérico para determinar 1a localización o
no de un estado hemos ploteado Id Vn2(Efl en función de n para
distintos valores de E, Aa y Q, para los distintos tipos de mo
dulación. Si para una energía dada, correspondiente a un estado



extendido, graficamos lfl wn2(Efl en función de n, obtendremos
valores casi constantes para 1d Vn2(Efl para todo n o bien va
lores que oscilan alrededor de un cierto valor medio. Si se
tratase, en cambio, de la energía correspondiente a un estado
localizado Id Wn2(EHen función de n tendrá que crecer hasta
llegar a valores muycercanos a cero y luego decrecer. Tengamos
en cuenta que los coeficientes de la función de onda están nor
malizados y por tal razón Id Vn2(Efl < 0. Si nos encontráse
mos ubicados en una energía que se encuentra dentro de un gap,
14 Vn2(Efl deberá crecer partiendo de números muy negativos y
tender a un valor negativo cercano a cero, que dependerá del nú
mero de átomos usados y de la normalización.

En la práctica es muy dificil ubicarse exactamente en la
autoenergía correspondiente a un estado localizado, de tal mane
ra que ese decrecimiento no lo veo nunca.

En todos los ejemplos calculados hemos observado que para
Y(E) < .001, 1d an en función de n oscila alrededor de un
valor medio, de tal manera que caracterizamos como extendidos a
aquellos estados para los cuales Y(E) ( .001.

Para Y(E) > .0025 lfl qu crece exponencialmente en todos
los ejemplos tratados. y(E) ) .0025 caracteriza, entonces, a los
estados localizados y a las energías que se encuentran dentro de
gapS.

Para valores de Y(E) que se encuentran en el pequeño in
tervalo .001 < Y(E) ‘ .0025 resulta dificil decir si los estados
son localizados o extendidos.

A los efectos de chequear el criterio enunciado, hemoscal
culado Y(E) para 1a modulación tipo coseno. Los resultados que
debemos obtener para este modelo son bien conocidos. Sabemos
que para Aa/t ( 2. el espectro es casi continuo y para Aa/t ) 2.
los estados son todos o casi todos localizados, independiente
mente del valor de Q y h. Hemos tomado a0= 0., t=1 y h=0 en



todos los cálculos. En la figura V.1 aparece n(E) y Y(E) para
dos valores de Aa, uno por debajo y otro por encima del valor
crítico Aac=2. Hemoshecho los cálculos en el caso particular
de este modelo para Q/(2n)=(/(13.)-3.)/2, que corresponde a ha
cer r=3 en (2.16). Para Aa= 1.9 y haciendo un barrido con A(E)=
.026t, se perfila la posición de las bandas de energía, pero pa
ra detectar las bandas de estados extendidos, que son muyangos
tas, hay que hacer un barrido más fino. Del primer barrido se
ve, por ejemplo, que en los alrededores de -.26 podría haber
bandas de estados extendidos. Esto se desprende del hecho de
que Y(E) como función de E va disminuyendo su valor para luego
volver a incrementarse. Barriendo, entonces, con un A(E)= .0026
en los alrededores de esta energía se obtuvo:

E Y(E)

-.26 .0738
-.2574 .0649
-.2543 .0529
-.2522 .0286
-.2500 .0009
-.247o .0006
-.2444 .0009
-.2418 .0247

TABLAv.1: Valores de Y(E) en función de E en los alrede
dores de E= -.26 para la modulación coseno.
Aa=1.9,r=3.

Se ve claramente de la tabla que entre E=—.2500 y -.2444
(y sus simétricos con respecto a E=0.) hay una banda de estados
extendidos. Hemosrepetido este procedimiento a lo ancho de to
da la banda. Los resultados aparecen en la figura V.1.

Hemosadoptado el criterio de no graficar los valores de
Y(E) en los minigaps. Nótese que los minigaps tampoco aparecen
en el histograma de n(E), dado que la precisión del mismo no lo
permite.
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Concluimos de comparar los resultados obtenidos para Y(E)
con la densidad de estados, que para Aa=1.9, los estados exten
didos forman banda para la modulación tipo coseno.

Para Aa= 2.1 (ver figura V.1) hemos hecho lo propio, ha
ciendo una primera barrida con A(E)= .0273 y luego aumentando la
precisión del barrido en las zonas en donde se perfila la posi
ción de las bandas a partir de la primera barrida. Obtenemos de
esta forma que Y(E) > 0.049 y que Y(E)= 0.049 en las zonas de
la banda en donde hay estados. Comparandolos resultados obteni
dos para Y(E) con el histograma de la densidad de estados, vemos
que para Aa=2.1 todos los estados son localizados, la mayoría de
ellos con un grado de localización correspondiente a Y(E)N
0.049 . Podrían existir estados extendidos aislados, los que
evidentemente no forman banda, ni un espectro denso.

Es interesante notar que de los gráficos de Y(E) uno puede
determinar cualitativamente el número y posición de los gaps.
En las figuras V.1 y las que siguen, los valores de Y(E) en el
centro de los gaps superan nuestra escala. Cuando comienza un
gap, Y(E) crece notablemente, mientras que es comparativamente
constante dentro de las bandas.

También hemos estudiado el comportamiento de Y(0) para dis
tintos valores de Q y Aa para el modelo correspondiente a la mo
dulación coseno. Usamos para Q, nuevamente la expansión en
fracciones continuas dada por la ecuación (2.16) con r=2, 3 y 6.
Los resultados aparecen en la tabla V.2 y muestran un crecimien
to abrupto en Aa=2para cualquier valor de Q.

De lo expuesto surge que hemos podido reproducir los dos
resultados bien conocidos y ya discutidos. Hay una transición
metal-aislador en este modelo para Aa/t= 2., no dependiendo es
tos resultados del valor de Q. Podemosafirmar, entonces, que
el cálculo de Y(E) en combinación con el de n(E) nos provee de
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2 | 3 6

Aa

1.5 0.00011 0.00036 0.00054

1.6 0.00038 0.00043 0.00031

1.7 _ 0.00064 0.00052 0.00032
1.8 0.00092 0.00062 0.00078

1.9 0.0012 0.00071 0.00091

2.0 0.0096 0.006 0.0094

2.1 0.097 0.0999 0.098

TABLAV.2: 2y(0) en función de Aa y Q para la modulación tipo

coseno. Q está dado-por la ecuación (2.16)

2 3 6

Aa '

2.1 0.00027

2.2 0.00053

2.3| 0.00047 0.00091

2}4 0.00053 0.0016

2.5 0.00074 0.00058 0.020

2.6 0.00090 0.00065 0.090

2.7 0.0011 0.00071

2.8 0.0013 0.00074

2.9 0.0016 0.0092

3.0 0.045 0.081
3.1 0.11

TABLAV.3: 2y(0) en función de Aa y Q para el. modelo. zígzag.

Q está dado por 1a ecuación (2.16)



un método adecuado y de bajo costo computacional para obtener
las propiedades de localización de las funciones de onda para
los distintos modelos de Hamiltoniano.

Para el modelo zigzag hemos hecho los cálculos para los
mismos valores de Q que para el Hamiltoniano con modulación co
seno. Los resultados aparecen en la figura V.2 y la tabla V.3.
De la figura V.2 se hace evidente que el sistema tiene dos bor
des de movilidad simétricos que separan regiones con estados lo
calizados de regiones en las cuales los estados extendidos for
man banda. Los bordes de movilidad se corren hacia E= 0. a me

dida que crece el valor de Aa. De Y(0) en función de Q y Aa,
tabla v.3, se ve que el valor de Acc, para el cual el estado
correspondiente a E=0. se localiza depende de Q. De hecho, para
r=2, E= 0., se localiza para Aac= 3-. para r= 3 se localiza
para Aac= 2.9 y para r=6 para Acc: 2.5.

Notamos, entonces, que para el Hamiltoniano zigzag los es
tados comienzan a localizarse para Aa‘ 2. y se tornan todos lo
calizados para Aa) 2., existiendo una diferencia considerable
con respecto a la modulación tipo coseno.

Los resultados para la modulación diente de sierra aparecen
en la figura V.3. Este modelo exhibe también bordes de movili
dad que se van corriendo hacia E= O. a medida que Aa crece. Pe
ro en este caso, los valores relevantes de Aac son muchomeno
res que para la modulación zigzag y coseno. De nuestros cálcu
los se desprende que para r=6, todos o casi todos los estados se
han localizado para Aac= 1.1, para r=3, Acc: 1. y para r=2.,
Aac= 0.9. La dependencia de Aac con r es menor que en el
caso de la modulación zigzag y en sentido opuesto.

En contraste con el modelo con modulación zigzag, en el mo
delo diente de sierra, el borde de movilidad separa una región
en la cual el espectro de estados localizados es denso de otra
región que parece contener tanto estados extendidos comolocali
zados.
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El valor de Aacpara el cual todos los estados se locali
zan decrece a medida que se pasa del Hamiltoniano zigzag
(2.S( Acc < 3.) al coseno (Aac= 2.) y de éste al diente de
sierra (0.9 < Aac C 1.) y recordemos, que para la modulación
tangente todos los estados son localizados cualquiera sea el va
lor de Aa igual que para los sistemas desordenados unidimensio
nales. Esto sugiere que la modulación diente de sierra puede
considerarse más cerca de un sistema totalmente desordenado que
el coseno y este último más cerca del sistema desordenado que el
correspondiente al Hamiltoniano zigzag. Este resultado es con
sistente con lo estudiado en el Capítulo III, en el cual nos de
dicamos a los sistemas inconmensurados-desordenados. En el Ca
pítulo III habíamos concluido que la modulación tipo diente de
sierra está más cerca del modelo de Anderson completamente de
sordenado que el modelo zigzag, en el sentido de que se necesita
menos desorden para que 1a densidad de estados del modelo diente
de sierra se asemeje a la del modelo de Anderson totalmente de
sordenado que para el modelo zigzag.

V.5 Conclusiones

En este capítulo hemos calculado el factor de crecimiento
exponencial, Y(E), obtenido por medio del método de la matriz
transferencia, para los sistemas inconmensuradosunidimensiona
les introducidos en el Capítulo II. Cuando se usa este método
en combinación con los histogramas de la densidad de estados,
obtenidos por el método de Dean, se obtienen las propiedades de
localización de estos sistemas.

Mostramos que las propiedades de localización de estos mo
delos son fuertemente dependientes de la modulación y que cuando
la modulación no es un simple coseno, existen bordes de movili
dad y el valor de la amplitud de la modulación para el cual los
estados se localizan depende del valor de Q.



De lo dicho se desprende que los sistemas tight-binding
unidimensionales, cuyos Hamiltonianos no son autosimilares(17),
como es el caso del coseno, no presentan una transición metal
aislador independiente de Q y E en la cual se pasa de tener un
espectro casi continuo a uno puntual denso.

Con 1a precisión usada en nuestros cálculos, no podemos
descartar 1a existencia de estados localizados aislados en el
caso del potencial con modulación tipo coseno, para Aa<2., sí
podemos asegurar que los estados extendidos forman banda. Tampo
co podemosdescartar 1a existencia de estados extendidos aisla
dos para Aa)2., pero sí asegurar, que para estos valores de Aa
los estados localizados forman un espectro denso. Nuestros re
sultados entonces no se contradicen con lo que aparece en la li
teratura más reciente y rigurosa sobre el particular(25).

En el caso del Hamiltoniano tipo zigzag, tampoco podemos
descartar 1a existencia de estados localizados en la zona en
donde los estados extendidos forman banda, lo que sí podemos
afirmar es que, comparativamente el Hamiltoniano diente de sie
rra, presenta muchosmás estados localizados en esa zona.



CAPITULO VI

Sistema unidimensional con solitones: Localización

v1.1 Introducción

Volvamos al sistema estudiado en el Capítulo IV, que con
siste en paredes de dominio o disconmensuraciones, separadas por
regiones en las cuales el potencial de 1a red y el potencial de
modulación son conmensurados(7'8). En este capítulo estudia
remos las propiedades de localización de sistemas unidimensiona
les que presentan solitones, utilizando el método de la matriz
transferencia en combinación con histogramas de la densidad de
estados obtenidos por el método de Dean (ver capítulo V).

Una propiedad interesante que mostraron Su y Schrieffer,
teóricamente, es que aparecen cargas fraccionarias en sistemas
unidimensionales con ondas de densidad de carga(54), que pre
sentan paredes de dominio. En particular en sistemas con un ter
cio de banda llena, 1a carga en las paredes de dominio es de
ie/3 ó i2e/3. Esto se relaciona con la localización de las fun
ciones de onda, porque la presencia de solitones (defectos o
dislocaciones) da origen a 1a aparición de estados en los gaps
de la densidad de estados del sistema y siendo estos estados,
estados aislados, los mismosson localizados. Estos autores han
estudiado, comoejemplo, 1a formación de solitones en poliaceti
leno, encontrándose con 1a presencia de estados localizados,
asociados a la existencia de los solitones(55'56). Teniendo en
cuenta estos antecedentes, hemosconsiderado interesante inves
tigar las peculiaridades de la distribución de la carga electró
nica en nuestro modelo con solitones(49), además del cálculo
de la localización con los métodos del capítulo V.



VI.2 Modelo usado

En el capítulo IV calculamos la densidad de estados de un
sistema electrónico, para el cual las posiciones de equilibrio
de los átomos no son equidistantes, sino que se obtienen postu
lando interacciones armónicas entre los átomos y un potencial
externo sinusoidal, cuya periodicidad es inconmensurada con la
de la red. Del formalismo de Theodorou y Rice(8), en la apro
ximación del continuo, obteníamos para zn (posición del n
ésimo átomo):

= b(1-1/Ra)n - (2h/u){2(1/m) [qï /(1+q:m)]a
m=1

’sin(2nmn/Ra)}+ b/2 (6.1)

zn

e“ donde Ra)1 Y 0(qa(1 son función de las distancias incon
mensuradas "a" y "b" y de los potenciales externo e interno.
Recordemos que para las autoenergías de sitio habíamos impuesto
una modulación de la forma:

a(zn)= Aa cos((2n/b)zn) (6.2)

Cuando se usa la aproximación del continuo, la densidad de
estados que se obtiene es asimétrica, pero no lo suficiente como
para que las diferencias en la localización con respecto a un
sistema inconmensurado con modulación coseno sea notable. Esto
fue puntualizado también por Sokoloff‘27). Con el objeto de
que se haga evidente el efecto de la presencia de dislocaciones
en el sistema, hemos calculado Y(E), para un sistema en el cual
zn está dado formalmente por 1a ecuación (6.1), pero tal que
no es solución del Hamiltoniano de Theodorou y Rice. Ra, el
número medio de átomos entre dislocaciones y qa, el grado de
apartamiento con respecto al sistema conmensurado, se han tomado
como parámetros independientes, elegidos de tal forma de hacer
resaltar el efecto de las dislocaciones



V1.3 Cálculos y resultados

VI.3.1 Localización

En los cálculos de localización se han usado cadenas de
10000 átomos. La densidad de estados fue calculada por el méto
do de Dean y el factor de crecimiento exponencial de las fun
ciones de onda, Y(E), fue calculado por el método de la matriz
transferencia.

Hemos elegido para nuestros cálculos Ra= 2/(Í13-3) y
qa=.3. Con estos datos para los parámetros se obtiene una
densidad de estados muy asimétrica y con pocas bandas importan
tes o

En la figura V1.1 aparece n(E) y Y(E) para este sistema. El
mismo presenta un borde de movilidad, y no dos como en todos los
casos simétricos que vimos antes, con estados localizados a la
izquierda del mismo y extendidos a la derecha. Este borde de
movilidad se mueve hacia la derecha, a medida que se aumenta el
valor de Aa. El nivel de Fermi para una banda llena hasta la
mitad (un electrón por orbital) cae en 1a región de estados ex
tendidos aün para Aa=6.

Si qa se reduce a .1, la densidad de estados que se ob
tiene es más simétrica que en el caso anterior, pero el nivel de
Fermi cae en 1a zona de estados localizados ya para Aa=2. Todo
indica, entonces, que estos sistemas son mejores conductores,
cuanto más asimétricos son.

VI.3.2 Distribución de la carga en los sistemas con soli
tones

Otro aspecto interesante de los modelos con solitones es la
aparición de cargas fraccionarias y de estados localizados aso
ciados con las dislocaciones(54:55).
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Con el objeto de estudiar la distribución de la carga entre
los átomos de nuestro modelo de uniones fuertes, hemos usado una
cadena muy corta, de nada más que 30 átomos, y diagonalizado
1a matriz del Hamiltoniano correspondiente para el caso
Ra=2/(/13-3) , qa=.3. Hemosusado una cadena donde el sis
tema casi se repite 10 veces para que la diagonalización no re
sultase tan costosa, pero debido a que el valor de Aa en el
ejemplo es muy grande, estando las funciones de onda en general
muy localizadas, a pesar de tratarse de una cadena corta es lo
suficientemente larga comopara poder sacar algunas conclusiones
de los resultados obtenidos. Una vez que los autovalores y au
tofunciones han sido obtenidos, la carga sobre cada uno de los
átomos se calcula fácilmente suponiendo que la banda está semi
llena, como sigue: Sea ci," el coeficiente de la función de
onda correspondiente a la autoenergía u, sobre el orbital i. La
carga ql, sobre cada átomo es:

1/2 banda

qi= Z c2 (6.3)
u il"

En la figura V1.2 aparecen graficados, a(zn)/Aa=cos(2nzn/b)
y qn , 1a carga sobre el átomo n. Cuando a(z“)/Aa es apro
ximadamente +1, el átomo en cuestión está prácticamente en re
gistro con el potencial externo de periodicidad b, mientras que
a(zn)/Aa= -1 representa una dislocación o defecto. De la fi
gura VI.2 Se torna evidente, que las dislocaciones actúan como
atractores de electrones, dado que más carga negativa qn está
asociada a aquellos átomos que tienen a(zn)" -1o

Hemos mostrado un ejemplo extremo, Aa=6., aunque no se tra
te de un caso de mucha realidad física, porque en él se puede
apreciar bien 1a distribución de la carga y entender bien la
idea de las cargas fraccionarias. Naturalmente estos efectos
aparecen también para valores más pequeños de Aa, siendo en este
caso no tan pronunciadas.
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E n a(zn)/Aa

-5.578 10 -0.B99
“50188 -00834
-4.028 20 -0.636
-3.447 13 -0.537

TABLAV1.1: Resultados obtenidos al diagonalizar una ma
triz de 30'30 para el caso Ra=2/(/13-3)
qa=0.3, Aa=6. La primera columna contine
los autovalores más bajos y la segunda columna
contiene los sitios en los cuales están loca
lizadas las funciones de onda correspondien
tes.

Con respecto a la localización de las funciones de onda,
observamos que los autovalores bajos, poseen autofunciones com
pletamente localizadas en los sitios de defecto. Ver tabla V1.1.
De hecho, el autovalor más bajo posee una autofunción localizada
en el sitio número 10 de la cadena, siendo el valor de a(z1o)
el más cercano a -1. A medida que aumenta el valor de las autoe
nergías, los sitios en los cuales las autofunciones están loca
lizadas tienen valores crecientes de a(zn). obtenemos, enton
ces, por este método también, que los estados más localizados
son aquellos de menor energía y también obtenemos que están lo
calizados en las dislocaciones o sitios de defecto. Su y
Schrieffer observan también que la carga se acumula en las re
giones en donde se encuentran las paredes de dominio.



CBPITULO VII

Sistemas inconmensurados bidimensionales: Su densidad de
estados

VII.1 Introducción

Los sistemas reales nunca son completamente unidimensiona
les, debido a que siempre existe una interacción entre las cade
nas de átomos de un sistema. En este Capítulo estudiaremos 1a
influencia que tiene la segunda dimensión en las propiedades de
los sistemas inconmensurados. Calcularemos densidades de estado
para distintos modelos bidimensionales y además los efectos de
la inconmensuración en dos redes bien conocidas: 1a red cuadra
da y la red del grafito.

VII.2 Modelos bidimensionales: Egdelos en fase y en anti
fase

Comoen los capítulos anteriores usamos un Hamiltoniano de
uniones fuertes, que para un sistema bidimensional adopta 1a
siguiente forma:

‘32(wn+1,m'”’n-1,m“'e1(wn,m-1"'wn,m+1)+
+a(zn,m)wn,m= ETn,m (7.1)

B1es 1a integral de interacción entre primeros vecinos en 1a
dirección "y", 82 es la integral de interacción entre primeros
vecinos en 1a dirección "x", a(zn'm) es la autoenergía de si
tio correspondiente al átomo que ocupa la posición (n,m) en el
espacio bidimensional. "n" denota la posición n-ésima sobre el

eje "x" y m la posición m-ésima sobre el eje ay". Los coefi



cientes Wn'mson los coeficientes de expansión de la función
de onda de uniones fuertes.
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FIGURAVII.1: Red bidimensional

La mayor parte de los sistemas que estudiamos presentan la
característica de estar sometidos a un potencial externo perióh
dico, que según la dirección "x", es inconmensurado con el po
tencial de 1a red, teniendo según "y" la siguiente periodicidad:

i) Modelo en fase

Este sistema consiste en cadenas de átomos que están en fa
se unas con respecto a las otras, siendo en este caso:

a(zn'm)= ao + Aacos(21ern + h) (7.2)

En (7.2) xn= na para todo entero m.



La celda unidad de este modelo es una cadena unidimensional
infinita y se repite idénticamente según y.

ii) Modeloen antitese

En contraste con el modelo i) estudiamos el otro caso ex
tremo para pares de cadenas, donde las autonergías de sitio de
una fila están en antifase con respecto a las autoenergías de
sitio de la cadena anterior. La celda unidad en este caso con
siste en dos cadenas unidimensionales infinitas, siendo:

a(znlm)= a0 + Aacos(an+h) m par
a(zn’m)= a0 - Aacos(an+h) m impar (7.3)

nuevamente xn= n.a para todo m.

Tanto en el modelo i) como ii) hemos tomado a0=h=0.

iii) Modeloincon-ensurado según dos direcciones

En este modelo hemos introducido inconmensuración según las
dos direcciones del sistema, eligiendo para las autoenergías de
sitio la siguiente forma funcional:

a(znlm)= a0 + Aacos(nQ1a + sza + h) (7.4)

Nuevamente, sin pérdida de generalidad tomaremos a0=h=0
En todos eSt°9 m°de1°5 Q' Q1 Y QZ son iguales a Zn veces un
númeroirracional.

Para el modelo iii) podríamos haber planteado la siguiente
forma para las autoenergías de sitio en lugar de (7.4):

a(zn,m)= Aa(cos(Q1na+h1)+Aacos(sza+h2)
(7.5)

Hemos decidido quedarnos con (7.4), pues este modelo tiende al
modelo i) o al ii) dependiendo de que Q/(2n) sea un racional



perteneciente a los enteros o igual a I/2 con I entero impar,
respectivamente. (7.5) no tiende a ninguno de estos dos modelos
cualquiera sea Qz.

Hemosaplicado en los casos bidimensionales tan sólo modu
laciones de tipo cosenoidal. Seguramente las modulaciones zig
zag y diente de sierra, también, darían resultados interesantes,
pero ya con el coseno podremos sacar conclusiones sobre el efec
to de la segunda dimensión.

Dado que tanto el modelo i) como el ii) son periódicos se
gún "y", se puede aplicar el teorema de Bloch según esta direc
ción.

La función de onda de Bloch tendrá la siguiente expresión:

°k= {ak-g el” ' 9"” (7.6)

La sumatoria en g, es sobre los vectores de la red recíproca.

Dentro de la aproximación de uniones fuertes tenemos:

1 i(ka) 13
ok: (1/v’M)Xe j 01(r-R )

3 (7.7)

i
0k es la función de onda de Bloch sobre el orbital del sitio
i,M es el número de celdas unidad del sistema, 01(r - Rji)
es el orbital atómico correspondiente al átomo i en la celda
unidad j. La sumatoria en j es sobre todas las celdas unidad.



-84

/32h
a1 a2 aa aN X N-—-oc
.————-. . ' ° ° .

/31 n °.0

FIGURAVII.2: Celda unidad del modelo en fase. Modelo (1)

La celda unidad del modelo (i) es la que aparece en la f1
gura VII.2. Los elementos de matriz del Hamiltoniano, para cada
valor de k, serán entonces, teniendo en cuenta (7.6) y (7.7):

H(i,i)= ai + 281cos(ka)
H(i,1i1)= 82 i= 1,N (7.8)

-n/a<k<n/a

a1 a3 a5 (Im-1
. ————. . o o . .

j] a
1 a2 al. as a2N

. . . o o g .V
/32

FIGURAVII.3: Celda unidad del modelo en antifase. Modelo
(11)

Para el modelo (11) la celda unidad es la que aparece en la
figura VII.3. Los elementos de la matriz del Hamiltoniano para
cada valor de k serán:



“(1,1): a0 + (-1)1 Aacos[Q((i+R)/2))
R=0 si i es par
R=1 si i es impar

H(ii1,i)= 81(1 + etizka) si 1 es par
H(ii1,i)= 0. si i es impar
H(itz,i)= 82 para todo i

—n/2a<k<n/2a
(7.9)

El ancho de banda de Lifshitz de los modelos bidimensiona
les (i) e (ii), será igual a 481+482+2V0=W. Para un dado
valor de k la densidad de estados del modelo (i) es la del in
conmensurado unidimensional, para el mismovalor de la inconmen
suración Q, centrada en 281cos(ka)

Supongamos que un dado gap en la densidad de estados unidi
mensional tiene un ancho G. Dado que la densidad de estados del
sistema bidimensional se obtiene superponiendo las densLdades de
estado unidimensionales correspondientes a valores de k que van
desde -n/a hasta n/a, de tal manera que los centros de las suce
sivas densidades de estado barren el eje de las energías de
-2B1 a +281, el gap de ancho G mencionado seguirá existiendo
sólo si

81( G/4 (7.10)

Esto es coherente con el hecho de que persistirán tantos
más gaps, cuanto más pequeño sea el valor de B1 con respecto a
82, o sea que para 81+ 0 se recuperará el problema unidimen
sional con modulación coseno. Cuanto mayor es la interacción
entre cadenas más se borran los gaps del problema unidimensional.

VII.3 Método de cálculo de la densidad de estados

Para calcular la densidad de estados de los modelos bidi
mensionales (i) y (ii) hemos tenido en cuenta que la matriz del



Hamiltoniano de estos sistemas, en el espacio k, es a lo sumo
pentadiagonal, lo que significa que se puede obtener la densidad
de estados de los mismos aplicando para cada valor de k el méto
do de Dean, ya usado en los capítulos que preceden. Finalmente
para obtener n(E) se integra sobre el espacio k.

Para calcular la densidad de estados del modelo (iii), de
bido a 1a falta de periodicidad en ambas direcciones, hemos
calculado n(E) diagonalizando directamente la matriz del
Hamiltoniano en el espacio directo. Lógicamente el número de
átomos es muy distinto y la información también.

Volviendo a los modelos (i) e (ii), tenemos para la densi
dad de estados:

n(E)= X n(E)k g(k)/(IR*N) (7.11)
k

En esta expresión IR es el número de valores de k usados , N es
el número de átomos que hemos hecho entrar en la celda unidad y
g(k) es el peso de cada k.

Con el objeto de evaluar la cantidad de valores sobre el
eje k a usar en el cálculo de n(E), hemos calculado como paso
preliminar, la densidad de estados de la red cuadrada. La red
cuadrada se obtiene haciendo B1=82=1 y ao=Aa=0. en (7-8) 5
en (7.9). En el primer caso la celda unidad consta de una ris
tra y en el segundo de dos ristras de átomos.

Para calcular la densidad de estados de la red cuadrada
usando la celda unidad de dos ristras, hemos tridiagonalizado
cada matriz pentadiagonal H(k), siendo el paso subsiguente
la obtención de n(E) por medio del método de Dean(38) y la
aplicación de (7.11). Los valores de k se escogieron equidis
tantes entre sí, barriendo el eje k en el intervalo [-n/2,0],
siendo a=1 y g(k)=2 para todo k menos para k=0 y g(0)=1.



Tomando N=100 y 20 valores de k en el intervalo mencionado
se obtienen para el histograma los valores que aparecen en la
tabla VII.1. Los resultados se normalizan a 1 al dividir por N
cada uno de los valores que ahí aparecen.

6.7 5.3 4.45
2.6 2.6 2.4

3.5
2.25

TABLAVII.1: Valores
cuadrada.
ristras.

Estos resultados
abierta.

3.7 3.45 3.1 2.9 2.8 2.65
2.1

del histograma de n(E) para la red
AE= 0.259. Celda unidad de dos

EL histograma comienza en E=O.

corresponden a haber tomado una cadena
Tomando 40 valores de k los resultados no varían de

manera notoria y son además similares a los obtenidos tomando
100 valores para k en el intervalo [-n,0] y celda unidad de una
ristra.

Los valores obtenidos para la n(E) de la red cuadrada usan
do celda unidad de una ristra y 20 y 100 valores para k, respec
tivamente, aparecen en la tabla VII.2.

6.7 5.3 4.15
1.95 2.95 1.75

6.8 5.16 4.23
2.49 2.45 2.31

3.75
2.4

3.95
2.2

3.75 3.35 2.9 3.3 2.3 3.35
2.1

3.49 3.39 3.08 2.94 2.78 2.63
2.1

TABLAVII.2: Histogramas de n(E) para la red cuadrada,
tomando celda unidad de una ristra, para 20
Y

vamente.
E=00 AE=

100 valores de k entre -w y 0., respecti
Los histogramas comienzan en

0.259



VII.4 Cálculos y resultados para los distintos modelos

Hemos calculado n(E) usando, para cada valor de k, cadenas
abiertas de 100 átomos (2 ristras de 50 átomos cada una en el
caso del modelo (ii) y cadenas de 100 átomos cada una para el
modelo (1)). Hemosbarrido el espacio k tomando en cada caso 30

valores para ky en el intervalo [-n/2,0] y [-n,0] respectiva
mente, basándonos en la precisión obtenida para la red cuadrada.

Con el objeto de chequear lo dicho en VII.2 hemos calculado
n(E) para ambos modelos tomando Q/2n= (/13-3)/2, B1= .1 y .5 y
32=Aa=1.(a0=0.). Ver figura VII.4. Mostramos los resulta
dos obtenidos para estos valores de los parámetros pues el efec
to más interesante de la segunda dimensión es que ya para una
interacción muypequeña entre cadenas n(E) para el modelo en fa
se pierde el caracter unidimensional y desaparece la estructura
de gaps. para B1=.1 la forma de 1a densidad de estados está,
ya, considerablemente cambiada si uno la compara con la corres
pondiente al problema unidimensional (fig II.3) y la estructura
de minigaps ya ha desaparecido. En la misma figura se puede ob
servar que el modelo en antifase presenta dos gaps para un in
tervalo grande de valores de B1, aunque ya para B1= .1 la
forma de las bandas laterales se ha modificado totalmente, desa
pareciendo el caracter unidimensional del sistema dado por 1a
singularidad de van Hove en el borde de la banda. La banda cen
tral preserva el caracter unidimensional, indicando que existe
una anisotropía en el sistema, dada por la unidimensionalidad de
la inconmensuración; contrastando con ésto, la forma de las ban
das laterales delata la bidimensionalidad del sistema.

Para comparar los resultados obtenidos para el modelo (i)
con lo dicho al finalizar VII.2, notemos que la densidad de es
tados del inconmensurado unidimensional (fig II.3) con
Aa=Bz=1., tiene un gap de ancho igual a .91482. Entonces,
según (7.10), para 81:.1, o sea B1CW/4,n(E) debe presentar
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FIGURAVII.4: n(F) para:(A) cadena unidimensional con modulación tipo coseno
(B) modelo bídímensional en fase, (C) modelo bidimensional en

antífase. Aa=82=1.y Q/2n=(/13 - 3)/2.



n(E)

0.03

0.02

0.01

0.0

dos gaps y efectivamente los tiene y para B1ÏW/4no debe exis
tir ningün gap, siendo ésto lo que efectivamente ocurre para
61:05

Hemoscalculado n(E) para el modelo (ii), para dos valores
de Q/2n , (/13 - 3)/2 y /2 -1 y varios valores de las relacio
nes 31/62 y Aa/B2 en cada caso, se pueden resumir los re
sultados obtenidos de la manera que sigue:

A Aa constante, a medida que aumenta 82 versus B1 Be va
recuperando el problema inconmensurado unidimensional. Si B1
es muy grande con respecto a 82 Y A“ es comparable a B1 se
obtiene una densidad de estados que tiende a la del sistema uni
dimensional conmensurado con un átomo por celda unidad. Para
B1 comparable con 82 y Aa pequeño con respecto a B1 y 82
se obtiene la red cuadrada y a medida que aumenta el valor de Au

inconmensuración.abriendo los originados en lase van gaps
Volviendo a los casos en los cuales 82 ((61. pero 32*0o,
dado que la distribución del coseno diverge en t1 y es muy chica
en cero, 1a densidad de estados es insignificante en E= 0. y al
rededores y tiene su mayor peso en iAa. Ver figura VII.5.

-3 -2 -1 o 1 2 3 E

Densidad de estados para el modelo en anti
Aa=1., B1=1., 82=.1 Q/2n=(/13-3)/2.

FIGURA VII.5:
fase.



Para calcular la densidad de estados del modelo (iii),1n
conmensuración según dos direcciones, hemosdiagonalizado direc
tamente la matriz del Hamiltoniano aproximando las respectivas
inconmensuraciones Q1 y’ Qz por Q1/2n=n1/N y Q2/2n=
nz/M. Tomando sistemas de N‘Mátomos, los elementos de la ma
triz H son:

H(i,i)=Aacos(2n(n1/N)ai1 + 2n(n2/M)aiz)
11:1-[i/N]*N si i/N no es entero, sino i1=N
12=[i/N]+1 si i/N no es entero, sino 12=[i/N]

H((j-1)*N+i,j'N+i)=B1 j=1,H-1
i=1,N

H(N‘(j-1)+i,(j-1)‘N+i+1)=82 j=1,N
i=1,n-1 (7-12)

Dado que los tiempos de cálculo son muy altos hemos aproxi
mado haciendo Q1/2fl=3/10 6 5/12 y lo mismo para Qz/Zn. He
mos tomado contornos abiertos y sólo 20 subdivisiones en 1a es
cala de las energías debido al escaso número de estados que tie
ne nuestro sistema.

Para controlar si se pueden estimar los resultados con tan
pocos átomos y con Q aproximado por un racional de denominador
pequeño comparamos las densidades de estado de los siguientes
sistemas:



12 ‘risiras

2L0__ 27 1o
f o o - - - o o g . . . . f

Bloch —'
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FIGURAVII.6: (1) Red formada por 12 ristras de átomos en
antifase, modulada según x con Q/2fl=3/10.
f: fase, af: antifase.
(2) Sistema en antifase, modulado según x
con Q/2n= 3/10. Según y el sistema es perió
dico.

que aparecen en la figura VII.7. Se observa que 1a n(E) obtenida
para (1) (que es una aproximación de (2)) es muybuena comparada
con 1a que se obtiene por Bloch, de lo cual se desprende que las
obtenidas en 1a VII.8 Q1/2"=Q2/2N=3/10,
Q1/2n=3/10 y 92/2n=5/12 y Q1/2n=Qz/2n=5/12 estarán bas

figura para

tante bien logradas. Se observa que 1a introducción de 1a segun
da dimensión inconmensurada provoca la desaparición del "pozo"
que tiene en E=0. el sistema de 1a fig. VII.7 .

Comparando, ahora, los sistemas que aparecen en 1a
se observa que el ancho de banda, dentro de 1a

(2),
usados,

figura VII.9,
aproximación usada es el mismo para (1) y ver figuras
VII.7(1) y VII.8(1).
B1382=1OI(1)

Para los parámetros Aa=3.,
presenta dos gaps simétricos, (2) no presen

notan mínimos en aproximadamente el
(1). Además (1)

ta gaps, aunque sí se
mismo lugar que los de presenta una depre
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n(E) 1 2

0.14- ' 7

0.064

0.01.

12 z f

ristros Bl°°h{a
G

FIGURAVII.7:n(E) para las redes que aparecen en la figura VII.6

Aa=3,' Bl= 82= 1.
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0'0 _' -7 á 7 -7 NI
I \| o

FIGURAVII.8: n(E) para sistemas bidimensíonales inconmensurados

según dos direcciones. Aa=3.;Bl=BZ=l



sión pronunciada en E=0 y alrededores, situación que no se repi
te en (2). Si calculásemos con más precisión, veríamos que esa
depresión, que aparece en (1) es un gap que se va haciendo cada
vez más pequeño al aumentar el número de ristras del sistema.
De la forma de n(E) se desprende que (1) presenta más caracte
rísticas unidimensionales que (2).

(1) (2)

O/21T= 3/10 01/27T2 3/10

f0 o o Qz-í . . . .
2 -12 o o o

af o o o o o o

12 j z ' ' ' ' 12

ristras‘ . . I Z Í Í b ristras

f o o o o o o

af o o o . . . . . .

10 ristras

FIGURAVII.9: (1) Sistema en antifase (fzfase, af=anti
fase), formado por 12 ristras segúnnf'y 10
según "¿t
por Q/2n:3/10.
ai=(-1)1+1 Aacos(Qai)
(2) Sistema inconmensurado según dos direc
ciones. Q1/2W=3/10. Qz/Zfl=5/12.
ai=Aacos(Q1ai+Q2aj)

La modulación segünnf'viene dada

En ambos casos B1=82=1o

En cuanto al número de estados que hay en las bandas de la
densidad de estados, tanto en el modelo fase comoen el antifase
se cumple la regla expuesta en el Capítulo II. Nos estamos re
firiendo a las bandas y no a las minibandas, dado que las últi
mas desaparecen en parte o totalmente dependiendo del valor de
los parámetros de interacción en los modelos bidimensionales con
inconmensuración según una dirección.



El número de estados en las bandas de los sistemas con in
conmensuración según dos direcciones es consistente con lo ha
llado en los problemas anteriores, si Q1=on Cuando Q1
#92, el número de estados que correspondería a la banda cen
tral está más cercano a lo que poseería el inconmensurado unidi
mensional cuya primera aproximación viene dada por Q/2n=3/10 que
a la correspondiente a Q/2n=5/12. Parece como si Q/2n=3/10 im
primiese con más fuerza sus características asociadas al sistema
bidimensional que Q/2n= 5/12. Una de las características rele
vantes de los sistemas inconmensurados sería, entonces el número
de estados de la banda central con respecto al número de estados
de las bandas laterales, independientemente de la dimensionali
dad del sistema.

VII.5 Densidad de estados de una cinta

Hemoscalculado la densidad de estados de un sistema cuasi
unidimensional parecido al modelo en anti fase bidimensional, o
sea, del sistema:

a1 a3 C(5 (Im-1
. —-—. . o o o .

c1

fl‘ C12 Ci, CI6 am
. . . o o . .V

/32

para ver los efectos de la segunda dimensión. Los a1 tienen la
misma forma que en (7.9) y' Q/2n=33/109 y 29/70. Ver figura
VII.10. Para el cálculo hemos diagonalizado cadenas de 218 y
140 átomos respectivamente, y por lo tanto sólo podemos garanti
zar la existencia de los gaps más grandes.
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0/27f229/70

MH“ I-1 0 1 2 3

Aa 2/31 2/32: 1

FIGURAVII.10: n(E) para una cinta formada por dos rístras en
antifase para dos valores distintos de Q/Zn



Se observa comparando n(E)c1nta,Aa=B1=Bz=1- Y
Q/2n=33/109, con n(E)ant1_fase,Aa=B1=82=1 Y Q/2"=
(/13 - 3)/2, fig VII.4, que los gaps que aparecen en n(E)cinta
han desaparecido en el problema bidimensional. Las bandas del
sistema cinta tienen caracter muyunidimensional, lo cual indica
que el problema se asemeja muchoal unidimensional inconmensura
do. Lo propio sucede con Q/2n=29/70. En cuanto al número de
estados en cada banda, se repite la misma regla del problema
unidimensional.

VII.6 Densidad de estados de dos ejemplos tridimensionales

Hemos calculado n(E) para un sistema que es inconmensurado
según la dirección "z" y periódico según las otras dos. Elegimos
comomodelo una extensión del modelo en antifase bidimensional,
de tal manera que cadenas primeras vecinas estén en antifase con
respecto a las otras. La celda unidad aparece en la figura
VII.11.

FIGURAVII.11: Celda unidad del modelo en antifase tridi
mensional
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Acc=2 /3=1 /J=2

00

n(E)
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GOL
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FIGURAVII.12: n(E) para dos ejemplos tridimensionales, inconmensura
dos segün una sóla dirección. La celda unidad corres
pondiente es 1a que aparece en la figura VII.11.
En ambos casos Q/2n= 10/33.
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Para los a1 hemos elegido nuevamente la modulación cose
no. Para ahorrar tiempo de CPUhemos corrido el programa sola
mente para los siguientes valores de los parámetros:Aa=20y81:05, ¡Aa=2o

En 1a figura VII.12 aparecen los histogramas de n(E). El
primer ejemplo no presenta gaps (se han borrado los del problema
bidimensional), por otro lado el histograma presenta muchaes
tructura. En el segundo ejemplo aparecen dos gaps. Nótese que
1a banda central presenta un carácter mucho más unidimensional
que las laterales, aunque menos que el caracter unidimensional
presentado por el problema equivalente en dos dimensiones.
Nuevamente es la banda central la que delata la anisotropía de
la inconmensuración.

La distribución de estados en las bandas sigue nuevamente
la misma regla que el problema unidimensional.

VII.7 Comparación de la densidad de estados del grafitogy
de 1a red cuadrada, inconmensurados en una dirección

Con el objeto de estudiar 1a dependencia de las propiedades
de 1a densidad de estados de los sistemas inconmensurados con la
geometría del sistema, hemos comparado las densidades de estado
de la red cuadrada con inconmensuración según una dirección (en
el caso particular B1=82del modelo en fase) con la de la
red de grafito, también con inconmensuración según una direc
ción.

Para la red de grafito hemos elegido 1a siguiente celda
unidad:

O

Bloch
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Los elementos de matriz en el espacio k son los siguientes:

H(1,1+1)= a + Be'iZk 1-1,4,7,1o,...
H(i,i+1)= B i-2,5,8,11,...
H(1,1+1)- 8 + Be12k i-3,6,9,12,...
“(1,1)- ao + Aacos(2nQb(i) + h)

(7.13)
En (7.13) b(1)-0., b(2)- b(1) + (cos30/cos60)a, b(3)-b(2) + a y
en general b(21)=b(2i-1) + (cos30/cos60)a, b(21+1)-b(2i) + a.

La densidad de estados del grafito se puede calcular como
superposición de densidades de estado unidimensionales, cuyos
elementos de matriz son los que hemos presentado. Los cálculos
han sido hechos, en todos los casos, tomando 30 valores de k y
100 átomos por cadena. Hemos considerado ao'h=0- Y
Q/2w-(/13 - 3)/2. En la figura VII.13A y VII.13B mostramos los
resultados obtenidos para estas dos redes para distintos Qalores
de la amplitud de modulación Aa. Vemos que en el caso del gra
fito, a medida que incrementamos el valor de Aa, el valor de la
densidad de estados tiende a disminuir en el centro de la banda,
lo que significa que el sistema se comporta cada vez más como
unidimensional debido a la anisotropía creciente de la inconmen
suración.

En la tabla VII.3 mostramos el porcentaje de estados
que están concentrados en el 33%central de 1a banda para dife
rentes valores de Aa, tanto para grafito comopara la red cua
drada. De la tabla se desprende que en el caso de la red cua
drada el número de estados en el centro de la banda no decrece
tan abruptamente comoen el caso del grafito, pero existe de to
dos modos una tendencia a la unidimensionalidad. Que esta ten
dencia no sea tan importante como en el otro caso, puede com;
prenderse teniendo en cuenta que la densidad de estados de la
red de grafito (sin inconmensuración) se parece más a la de la
cadena unidimensional que la de 1a red cuadrada, que tiene su
singularidad en el centro de la banda.
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n(E) AOFO

0.01. L

FIGURAVII.13A: n(E) para la red cuadrada iúconmensurada según una
dirección para distintos valores de Aa. En todos

los casos Q/2w= (/13 - 3)/2 y Bl=82=l.
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FIGURAVII.13B: Idem figura VII.13A pero para la red de grafito
inconmensurada según una dirección.
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Aa Porcentaje del número total de estados en el
33% central de la banda

grafito red cuadrada

0 33 50

1 19.5 47.5
2 14.5 45.5
3 15 43.2

4 16 38.4

VII.8 Conclusiones

Hemos comprobado que para calcular densidades de estado de
sistemas bidimensionales con inconmensuración tan sólo según una
dirección, el método de Dean sigue siendo sumamente útil y de
bajo costo comparadocon la diagonalización directa de matrices.

En cuanto a las características de las densidades de estado
de los modelos presentados, vemos que una pequeña interacción
entre cadenas (B1=.5) destruye las características del incon
mensurado unidimensional en el caso del modelo en fase. Se des
truyen los gaps y minigaps de mayor tamaño, aunque es muy proba
ble que el sistema presente minigaps muy angostos, que son impo
sibles de detectar con nuestro cálculo.

E1 modelo en antifase conserva, para valores más grandes de
los parámetros, una estructura con gaps, asemejándose más la
densidad de estados de la cinta en antifase, que la densidad de
estados del sistema bidimensional en fase a 1a densidad de esta
dos del problema unidimensional.

De todos los modelos para los cuales hemos calculado densi
dades de estado, concluímos que el rasgo más relevante de los
sistemas inconmensurados es el número de estados que se encuen
tran en la banda central, obedeciendo este número la misma regla
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en todos los casos, 1a que hemos enunciado a1 tratar los modelos
unidimensionales. En el caso de dos inconmensuraciones distin
tas no se puede usar el método de Dean y se debe recurrir a 1a
diagonalización directa, lo cual lleva lógicamente a 1a falta
de precisión en los cálculos y no nos permite ser concluyentes
en cuanto a la regla que obedece 1a distribución de estados.

Hemos observado que 1a densidad de estados en 1a parte
central de la banda presenta características más unidimensiona
les que en los extremos de 1a misma en todos los casos en los
cuales se tiene inconmensuración según una dirección, delatando
de esta forma el centro de 1a banda el caracter anisotrópico del
sistema. Esto se traducirá, como veremos en el capítulo si
guiente, en un comportamiento muyparticular de 1a localización
en los modelos en antifase.

La geometría subyacente a 1a inconmensuración tiene su im
portancia, pues tal comohemos expuesto en VII.7, 1a densidad de
estados del grafito inconmensurado se parece más a la de 1a ca
dena unidimensional que 1a de 1a red cuadrada. Es de esperar,
entonces, que estos dos sistemas presenten características dis
tintas en propiedades físicas tales comola localización.
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CAPITULO VIII

Localización en los sistemas inconmensurados bidimensio
nales

VIII.1 Introducción

Estudiar las propiedades de localización de sistemas que
tienen más de una dimensión no es sencillo. Por un lado son muy
pocos los sistemas que se pueden resolver analíticamente: inclu
sive en una dimensión hay pocos ejemplos que permiten una resolu
ción analítica‘32'33) y por otra parte las soluciones numéricas
tienen sus límites impuestos por el tiempo de computación involu
crado en los cálculos y la precisión de los mismos. Además, nos
interesa extrapolar los resultados obtenidos para muestras de
tamaño finito a sistemas de tamaño infinito.

En los últimos tiempos varios autores se han dedicado a
calcular longitudes de localización para sistemas desordenados
esencialmente infinitos según una dimensión y de sección finita
perpendicular a esa direcci6n(58'6» , estudiando los resulta
dos como función de la sección de corte y usando en algunos ca
sos ideas de scaling para derivar propiedades críticas en dos y
tres dimensiones.

En nuestro caso, resulta interesante estudiar 1a influencia
de la segunda dimensión sobre las propiedades de localización de
los sistemas inconmensurados. En este capítulo tomaremos los
modelos bidimensionales introducidos en el capítulo anterior,
veremos en qué casos son autoduales y además calcularemos longi
tudes de localización de cintas cuasi-unidimensionales, con el
propósito de sacar conclusiones sobre el efecto de la segunda
dimensión.
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VIII.2 Búsqueda de la autodualidad en los sistemas bidi
mensionales

Para el problema unidimensional, Aubry y André mostraron
que el modelo inconmensurado con modulación cosenoidal de las
autoenergías de sitio es autodual, es decir que al transformar
Fourier, el Hamiltoniano en el espacio k tiene la misma forma
que en el espacio real. Esto implica la existencia de una
transición metal-aislador independiente de la posición del nivel
de Fermi(17).

En esta sección determinaremos cuál o cuáles de los siste
mas bidimensionales introducidos en el capítulo anterior es au
todual y en las secciones subsiguientes investigaremos numérica
mente las implicaciones de la autodualidad de los mismos.

VIII.2.1 Modelo en fase inconmensurado según una dirección

Consideraremos en primer lugar un sistema formado por dos
ristras de átomos en fase, o sea:J

.1 LJ

p o

[ji-¡“"3

+ "’11

Sea Yi= y21
la función de onda de uniones fuertes correspondientes a1 i-ésimo

el vector formado por los coeficientes de

corte de la cinta, el cual aparece recuadrado en la figura.
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Las ecuaciones del Hamiltoniano para este sistema tienen 1a si
guiente forma:

+ + + +
EW1=(Aa/82)cos(Qi+h) W1+(W1_1+V1+1)

+(B1/82) wzi (8.1)
V11

Las autoenergías de este sistema para Aa=0. son:

E1'2(k)= 282005(k) i B1 (8.2)

y las autofunciones para cada celda unidad, o sea en la base de
ondas planas, son:

;1(k)= 1 <1/J2) ;2(k)=( 1 (1//2>-1
(8.3)

A1 introducir 1a inconmensuración, Aaio, podemos suponer
que el sistema tiene soluciones del tipo siguiente:

+ ikn
1 = e im(Qn+h)

vn eikn Z fme (8.4a)

+ 1 +
wi = w; (8.4b)

Propondremos comosolución general una combinación lineal de

+ + +

w = AV; + sw: (8.5)

Introduciendo ahora (8.5) en (8.1) se obtiene
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1 1Eeiknï + 1
m 1 -1

((Aa/2)cos(Qn+h)eikn 2 fme1m(Qn+h)

+ e1k(n-1) 2 fme1m(Q(n-1)+h) +
m 1 1

+ e1k(n+1) X fm eim(Q(n+1)+h)).[A + %/ ]+
m 1 11

1 1 .

B ]+ (81/82)e1kn2 fmeimQ(n+h)[A
m

1 1

(8.6)

Reemplazando, ahora, coa(qn+h) por (61(Qn+h)+e-1(Qn+h))/2,
reagrupando términos e igualando coeficientes, se obtiene final
mente:

1 1

(ZE/Aa)82fm[ A B 1:
1 -1

1 1

= (fm-1 + fm+1) [ A B 1 +
1 -1

1 1

+ (4/Aa)82fm coa(Qm+k) [A B ] +

1 1

+(282/Aa)(B1/82)fm [»< >. n ]1 -1

(8.7)
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reemplazando en (8.7):

Fm = fm [ A +3 ] (8.8)

nos queda finalmente:

+ + +
(2E/A0)82 Fm= (Fm_1 + Fm+1) +

+(4/Aa) 82 Em cos(Qm+k) +

F2,m
+ (2/AC!)BZ (8.9)

F1,m

Las ecuaciones (8.9) son de 1a misma forma que las (8.1)
si hacemos

(Aa)= (2/Aa)82, h=k, EB (282/Á0)E

(B1/Bz)= (Z/AG)82 (81/82) y

{;m}= {gm} (8.10)

Vemos, entonces, que si encontramos una solución localizada
+ . .
Fm, tal que Xi fmlz \° y si (8.5) converge, entonces la mis

ma es una solución de (8.1), tal que XI gil 2 +I gi! 2 =°, de
tal manera, que igual que en el caso unidimensiona1(17), 1a
transformación (8.5) intercambia localización por extensión:
Aún no sabemos, de todos modos, cuáles de las autofunciones son
extendidas y cuáles localizadas. Esto lo determinaremos numéri
camente. De (8.10) se desprende que de existir una transición
metal-aislador, ésta se producirá para Aa/82=2., independiente
mente del valor de Q, h y B1.
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Con el objeto de generalizar a n ristras en fase, notemos
primero, que el último término a la derecha de (8.1) no inter
viene en ninguno de los pasos algebraicos que efectuamos al rea
lizar 1a transformación a1 espacio dual, mientras que el primer
y segundo término a 1a derecha de 1a misma ecuación terminan
transformándose en el segundo y primer término a 1a derecha de
(8.9) respectivamente. E1 hecho de que todas las ristras se en
cuentren en fase tiene como consecuencia que no se mezclen las
fases de los coeficientes de 1a función de onda correspondientes
a 1a primera y segunda ristra y que finalmente el sistema resul
te autodual. Suponiendo, ahora, que tenemos un sistema con n
ristras en fase, entonces, las ecuaciones del Hamiltoniano de
uniones fuertes serán:

+ + + +
EY1=(Aa/Bz)cos(Qi+h)Vi+(Vi_1+y1+1)+

r V2,1 T
V1,1+’3,1
V2,1+"4,1

Vn,1”n-2,1

_\yn_1,1 J (8.11)
+
Yi es un vector n-dimensional que contiene los coeficientes de
la función de onda sobre los átomos de la i-ésima hilera.

.p

Si {ui, i=1,n} son los autovectores del sistema ordenado
(Aa=0), entonces podemos proponer la siguiente solución para
(8.11):

+ a +

3:1

Debido a que todas las ristras se encuentran en fase no se pro
ducirán inversiones a1 reemplazar (8.12) en (8.11) y haciendo el
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mismotipo de transformaciones algebraicas que hemos hecho en el
caso de dos ristras, finalmente nos queda:

+ + +

(2E/Aa)82Fm= (Fm_1 + Fm+1) +

+
+ (4/Aa)82Fm cos(Qm + k)+

íï2,m+ (2/A0)82(B1/82) F1'm + F3'm

Fn,m + Fn-2,m
Fn-1,m (8.13)

.)
En este caso Fmes un vector n-dimensional.

Encontramos, entonces que el sistema formado por n ristras
en fase también es autodual y como en los casos anteriores de
existir la transición metal-aislador ésta ocurrirá también para

Haciendo tender n a infinito sacamos las mismasconclusiones
para el sistema bidimensional con todas sus ristras en fase.
(Modelo (i) de 1a sección VII.2)

VIII.2.2 Modelo en antifase inconmensurado según una di
rección

Este es el modelo (ii) introducido en la sección VII.2 del
capítulo anterior. Tal comohemos hecho en VIII.2.1 vamos a co
menzar estudiando un sistema formadopor dos ristras en antifase:



- 113 

flz
4"__-—“‘n

. . O U O O O I O O O O .

. . O O l O O O O O D O .

-cz1 . -a2 -aN

Para las dos ristras en antifase las ecuaciones del
Hamiltoniano de uniones fuertes adoptan la siguiente forma:

+ v1,n
EYn= (Aa/62) cos(Qn+h) +

'y2,n
V

+ + 2!“
+[Vn-1*wn+1] + (31/32)

y1,n
(8.14)

Proponemos como solución para (8.14) 1a combinación de ondas
planas (8.5). Introduciendo 1a misma en (8.14) y operando de
manera semejante a como se hizo para el caso de dos cintas en
fase, obtenemos:

+ +

2(82/AG)EFm= (482/Aa)cos(Qm+h) Fm +

F1,m-1 F1,m+1
+ ( + ) +

;F2,m-1 F2,m+1

F2,m+ (282/Aa)
F1'm (8.15)

-)

En (8.15) Fm= fm(A + B . Comparando (8.15) y
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(8.14) vemos que el sistema no es autodual, o sea que en este
caso no existirá una transición metal-aislador, del tipo que he
mos observado en el problema unidimensional con modulación tipo
coseno.

Se generaliza fácilmente el problema de dos ristras en anti
fase a un sistema de n ristras en antifase, obteniéndose que es
te sistema tampoco es autodual.

VIII.2.3 Autodualidad en los sistemas inconmensurados se
gfin dos direcciones

Mostraremos en esta sección que existe un modelo inconmen
surado según dos direcciones que es autodual, o sea, que puede
presentar una transición metal-aislador del tipo de la que posee
el modelo de Aubry. Mostraremos, también, que el modelo (iii)
no es autodual.

El modelo bidimensional e inconmensurado según dos direc
ciones será denotado de aquí en más comomodelo (iv), las autoe
nergías de sitio del mismotienen la siguiente forma:

a(i,j)= Aa(cos(Q1i+h1)+ cos(sz+h2))
(8.16)

a(i,j) es la autoenergía correspondiente al orbital que se
encuentra en el sitio (i,j), i es el índice según la dirección x
y j según la dirección y.

El sistema sin inconmensuración (As=0) tiene la siguiente
celda unidad:
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y sus autoenergías son de la forma:

+

E(k)= 282cos(kx)+281cos(ky) a=1 (8.17)

y las autofunciones son:

+

wi'j(k)= (1/n)e1‘kx'ky"1'j’ (3.13)

9 es el volumen del sistema en consideración.

La ecuación de Schroedinger para este sistema será:

(E'an,m)vn,m= (wn+1,m+wn-1,m)82 +

+ (vn,m-1+w1,m+1)81 (8.19)

Teniendo en cuenta la solución (8.18) para el sistema orde
nado y a semejanza con lo propuesto para los sistemas con incon
mensuración según una dirección, proponemos para (8.19) la si
guiente solución:

+

yn'm=e1k(n,miïgr'je1(r,j)[(Q1n+h1),(92m+h2)] (8.20)

Introduciendo (8.20) en (8.19) y realizando el mismo tipo de
transformaciones algebraicas que en las secciones anteriores se
obtiene:
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(2/Aa)Efr'j= (ti/Aa)Bzcos(Q1r+kx)frlj +

+(4/Aa)B1cos(sz+kY)fr'j+(fr_1'j+fr+1'j)+

+(fr,j-1+fr,j+1) (8.21)

si B1=82=Bel sistema es autodual y existe la posibilidad de
que posea una transición metal-aislador del tipo anterior.

Del desarrollo que lleva de (8.19) a (8.21) se desprende
que los dos términos en diferencias finitas que aparecen a la
derecha de 1a igualdad (8.19) conducen inexorablemente a los dos
cosenos que aparecen en (8.21), de ésto se infiere que el modelo
(iii) cuyas autoenergías de sitio son de la forma:

a(n,m)=Aacos(Q1n+sz+h1+h2) (8.22)

no puede ser autodual.

En general, podemos asegurar que si tenemos un sistema de
uniones fuertes n-dimensional, tal que sus términos de autoener
gía son de la forma:

a(n1,n2,...,nN)=Aa(X:os(Qini+h1))
1:1 (8.23)

y las interacciones son sólo entre primeros vecinos, entonces el
sistema será autodual y de existir una transición metal-aislador
de este tipo, ésta se producirá para Aa/B=2. (Bi=8j¿ B).

Notemosque el sistema que tiene por autoenergías de sitio
a (8.22), sólo será autodual si Q1,0 Qz es igual a un múlti
plo entero de Zn, transformándose entonces el sistema en el pro
blema en fase. El problema en antifase es también un caso par
ticular de (8.22) 91 Q1 o Q2 es mültiplo entero impar de n y
no es autodual.
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VIII.3 Estudio de 1a localización en los sistemas incon
mensurados de más de una dimensión

Nuestro objetivo en esta sección es calcular el coeficiente
de crecimiento exponencial de las funciones de onda para ristras
en fase (modelo i) y en antifase (modelo ii). Debido a dificul
tades numéricas que se nos presentaron y que comentaremos en la
sección VIII.4, decidimos hacer un primer cálculo aproximado de
la localización en estos sistemas usando la diagonalización di
recta de cintas formadas por dos ristras en fase o en antifase.

Las autofunciones de estos sistemas se pueden escribir
como:

1

Y(Ei)= X cj'l 03,1 (8.24)

en esta expresión Ei es 1a autoenergía correspondiente a esta
autofunción y ojil es el orbital atómico sobre el átomo que se
encuentra en la posición (j,1).

Hemos tomado como medida de la localización a

1
C4(Ei)= X [Cj,1]4 (8.25)

j 1I

ya que si el estado es extendido todos los coeficientes CÉI
elevados a la cuarta serán del orden de (1/N)2 debido a la
normalización de 1a función de onda, y por lo tanto C4 será

del orden de (1/N). N es el número de orbitales considerados.
Si el estado es localizado habrá tan sólo uno o pocos de los
coeficientes cuyo valor sea significativo y el resto de los coe
ficientes elevados a la cuarta serán de valor despreciable fren;
te a los otros, c4(Ei) será en estos casos mayor que (1/N) y
se aproximará tanto más a 1. cuanto más localizado sea el au
toestado considerado(65).
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Con los valores obtenidos para C4(Ei) hemos construido
histogramas en función de la energía. En la sección VIII.4 re
producimos los resultados obtenidos de esta forma y los compara
mos con los obtenidos calculando Y(E) por medio del formalismo
de la matriz transferencia.

Hay esencialmente dos métodos para calcular Y(E), uno es el
método de la función de Green(60) y otro es el método de la
matriz transferencia[51'58'59'62]. Dadoque nosotros no hemos
usado el método de la función de Green en todo lo anterior, cum
plimos en mencionarlo comoalternativa de cálculo y recalcar que
conducen esencialmente a los mismos resultados.

A continuación describimos el métodoque utilizamos siguien
do la muy buena exposición hecha por Pichard en su Tesis
Doctoral(51).

Reescribamos la ecuación de Schroedinger para un sistema bi
dimensional:

(E’°(nlm)’wn,m=(yn+1,m+vn-1,m)82+

+(“'n,m—1”'n,m+1)‘31 (8.26)

El índice n indica la posición según x y m según y. Sea la
cinta a considerar una de ancho l:

¡ m)
ristras

CD

(8.26) se puede reescribir en forma matricial de la siguiente
forma:
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I un+1) = Tn I un)

l un) ' un-1> (8'27)

E1es la matriz transferencia:

(E'I - (ln ' T62)/B1 “I

(8.28)

un y T son matrices de dimensión 1*1, I es la matriz unidad,
lun) es un vector de 1 componentes, constituido por los valo
res de la función de onda sobre los 1 sitios de una sección
transversa de la cinta con abscisa n, o sea:

n,1 “n,1 0
Yn,2 an,2

I un) = o un: o

Vn,1 “n,1

0 -1 b

-1 0 -1

-1 O -1

T: I O

b -1 O -1 (8.29)

El coeficiente b que figura en T es función de las condiciones
de borde impuestas lateralmente al sistema; b=-1 implica condi;
ciones periódicas de contorno, b=1 condiciones antiperiódicas y
b=0 implica tener contornos abiertos. En nuestros cálculos he
mos usado b=0 con el objeto de poder comparar los resultados con
las densidades de estado ya calculadas.
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Dados 2 vectores inicialesl no) yl H1) el comportamien
to deI un) está dado por:

un = H Ti (8.30)i

un satisface las condiciones del teorema de Oseledec(51), o
sea que en el límite en el cual n tiende a infinito, la matriz
A: limn+ m( Han* )1/2n converge a una matriz límite,
implicando ésto que el módulo de los autovalores de un y los
correspondientes autovectores están bien determinados.

Sean A1=exp(Yi), con i de 1 a 21, los autovalores de la
matriz A, o sea los Yi, son los llamados exponentes caracterís
ticos de Lyapunov[51'62] del producto de matrices H. o Si
(01,...,Uzl) son los subespacios propios de A correspon
dientes a los autovalores X1Be Verifica que:

n= nmnwwnnoq n. I un I x Il ui».
Para t°d°l ui) perteneciente a U1

(8.31)

Los coeficientes de Lyapunov no son, entonces, otra cosa
más que los coeficientes de crecimiento exponencial de las fun
ciones de onda del sistema a través de los posibles canales de
propagación de la cinta. Se puede identificar a la inversa de
Yi con las longitudes de localización dentro de la cinta de
ancho l, siempre que n sea grande. Cuando esta tesis ya estaba
escrita nos llegó un trabajo de Pastawski et al. en el cual los
autores prueban teóricamente y verifican en forma numérica la
equivalencia entre la longitud de localización de las autofunf
ciones de un sistema y el coeficiente más chico y positivo de
Lyapunov, obtenido de un producto de matrices transferencia,
cualquiera sea la dimensión del sistema(67).
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Definiremos comolongitud de localización El de una cinta
de sección transversa l a la inversa del más pequeño de los coe
ficientes de Lyapunovpositivos.

Hasta ahora no nos hemos ocupado de las dificultades que
hay para obtener los autovalores de la matriz un a Las matri
ces Tn son matrices simplécticas, de tal forma que se cumple
lo siguiente:

+ _ =TnJTn- J J
1 o (8.32)

Las matrices simplécticas forman grupo, o sea que si un es
una matriz simpléctica Atambién lo será, además de ser Hermíti
ca.

Los autovalores de A2" además de ser reales, tienen la
propiedad de que si u es autovalor, entonces 1/u también lo se
rá.

Debidoa la característica de ser simplécticas, al multipli
car estas matrices rápidamente se pierde precisión en el cálculo
y tan sólo el autovalor más grande de A1/2n puede ser determi
nado con precisión suficiente, pero es precisamente el autovalor
más pequeño el que nos dará la longitud de localización que es
peramos obtener. Esta dificultad, que nos llevó tiempo superar,
no existía en el caso unidimensional, dado que A tenía tan sólo
dos autovalores 1/u y u. Aplicando directamente el producto
un sobre cualquier vector inicial, el resultado converge al
mayor de los autovalores de un que da automáticamente el
único coeficiente de Lyapunovpositivo del sistema.
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La dificultad mencionada se resuelve, utilizando un algo
ritmo suplementario[51'62] establecido por Shimada y
“¿gashima(63) en el estudio de la estocasticidad en los sistemas
dinámicos.

Sean Ie1), Iez), . . .,Iep), 1‘<p<(2l, vectores li
nealmente independientes definidos en R21, en donde operan las
matrices Ti y sus productos un . Sea q e1),...,| ep))
el volumen del paralelepípedo engendrado por estos p vectores.

Si aplicamos un a los vectores ortonormales lei),
podemos obtener: Y1p Y1+Y2¡ Y1+Y2+Y3letc, y por su
cesivas restas se pueden obtener Y1IY2I°"letc'l Siendo
Y1)Y2)°-°>Y1 Y Y1=‘Y21' 728’721-1v etc

Con el objeto de evitar que la norma de cada vector
un lei) diverja exponencialmente como exp(Y1n) y que la

dirección asintótica de ¡nl ei) sea la dada por el subespa
cio correspondiente a Y1, estos autores sugirieron la ortonor
malización aplicada a cada vector columna B1 del producto de n
matrices:

'+' + + + + 1

BÏ = (sin - E (B?'BÏ)B;)/bá )i

(i) _ +n _ +n +n +n

bn _I Bi jE1(Bj*Bi)le
(8.33)

De esta manera, cada columna se ortonormaliza a la anterior, lo
cual es equivalente a decir que se están restando los subespa
cios correspondientes a los Yi más grandeso La Primera colum
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na converge a1 autovector correspondiente al autovalor más gran
de, la segunda columna al segundo más grande y así sucesivamente
y queda solucionada la dificultad numérica mencionada.

Volviendo a (8.3) nos queda finalmente para una cinta de
ancho 1:

(n) _ (1)
Y1 cn /n (8.34)

en donde

(1) = (1) (1) = ,c n ln bn + cn 1 con co O

Esta normalización no es necesario hacerla después de cada
multiplicación. En nuestros cálculos hemos comprobadoque exi
giendo que el valor absoluto de la matriz producto no sea mayor
que 10. se obtienen buenos resultados, es decir que los Yi Ba
len, dentro de la precisión de máquina, simétricos con respecto
a cero.

VIII.4 Cálculos y resultados

VIII.4.1 Diagonalización directa

Hemoscalculado las autofunciones y autovalores para cintas
de dos ristras en fase y en antifase. En todos los casos Q/Zn
=(/13 - 3)/2, B1=82=1. y además cada ristra está compuesta
por SO átomos, o sea que cada cinta posee 100 átomos en total.
Imprimimospara cada autoenergía los coeficientes de la autofun
ción correspondiente y C4(Ei). Comparandolos valores obte
nidos para C4(E1) para distintos valores de Aa en ambos mo
delos, con los coeficientes de las autofunciones, hemosconclui
do que, aproximadamente, C4(Ei)<.05 implica estado extendido
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y C4(Ei)).05 estado localizado. Para construir los histo
gramas de C4(E) vs energía,E, escogimos un paso de energías,
AE, igual a .58 en todos los casos y promediamos los C4(Ei)
obtenidos en los distintos intervalos. Hemosusado un AEgrande
debido a que tenemos pocos estados. Los contornos están abier
tOB

En 1a fig VIII.1(A,B y C) mostramos los histogramas obteni
dos para Aa=1. y 2. y B1=Bz=1. para el modelo unidimensional
con modulación tipo coseno, para dos ristras en fase y dos ris
tras en antifase. Vemosde 1a figura que los histogramas co
rrespondientes al modelo unidimensional y a1 modelo en fase son
muy similares, en el sentido de que C4(E) es bastante uniforme
en ambos casos. E1 modelo en antifase presenta un comportamien
to muy distinto, con una localización no uniforme de sus esta
dos, localizándose primero, en apariencia, los estados que se
encuentran en el centro de 1a banda.

En 1a fig VIII.2 ploteamos :

c; = (1/N) z c4(21) (8.35)

en función de Aa para el modelo unidimensional y para dos ris
tras en fase y en antifase; vemos que para el modelo en fase y
para el unidimensional hay una transición abrupta en Aa: 2,
mientras que las dos cintas en antifase no presentan esta tran
sición.

Se verá en 1a sección siguiente, que 1a diagonalización di
recta, a pesar de 1a imprecisión debida a los pocos estados, da
una idea aproximada de las características de 1a localización
en los sistemas bidimensionales.
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al sistema formadopor dos rístras en fase y los cuadpí
dos a dos ristras en antifaae.
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VIII.4.2 Métodode la matriz transferencia

El programa utilizado para calcular los coeficientes de
Lyapunov para cintas de ancho variable está escrito en doble
precisión y calcula los mismosutilizando las ecuaciones (8.37)
y (8.38). Con el objeto de verificar la bondad del mismocalcu
lamos los cinco primeros coeficientes de Lyapunovpara una cinta
de cinco ristras sin inconmensuración (Aa=0), con condiciones
cíclicas de contorno para una energía ligeramente fuera de la
banda (E=5.) y hemos comparado los resultados con los obtenidos
por Pichard y con el resultado exacto(51).

Los resultados analíticos son los siguientes:

Y1 Y2 Ya Y4 Ys

1.866142284 1.866142284 1.420803547 1.420803547 0.96242380

TABLAVIII.1: Coeficientes de Lyapunov para una cinta de
cinco ristras. Aa=0. E=5. Resultados
exactos(51).

Los resultados obtenidos por Pichard para 10, 100, 5000 y
25000 aplicaciones de la matriz transferencia renormalizando ca
da 10 productos son:

N Y1 Y2 73 Y4 YS

10 1.8322562 1.9128114 1.5069079 1.4118106 1.1106403
100 1.8627508 1.8708087 1.4294130 1.4198777 0.9779186
5000 1.8660744 1.8662356 1.4209757 1.4207850 0.9627335
2533 1.8661287 1.8661695 1.4208380 1.4207998 0.9624856

TABLAVIII.2: Coeficientes de Lyapunov calculados por
Pichard para el ejemplo de la tabla VIII.1
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En lugar de renormalizar cada 10 productos, nosotros, hemos
exigido que el valor absoluto de ninguno de los elementos de 1a
matriz producto supere el valor 10. obtenemos para las cinco
ristras sin inconmensuración (E=5) los siguientes resultados:

N Y1 Yz Y3 Y4 Y5

10 1.8239410 1.7708410 1.4642801 1.4592727 1.0654617
100 1.8619214 1.8566075 1.4251538 1.4246520 .97272883
1000 1.8657202 1.8651888 1.4212386 1.4211884 .96345417
5000 1.8660579 1.8659516 1.4208906 1.4208805 .96262975

TABLAVIII.3: Coeficientes de Lyapunov obtenidos por noso
tros para el ejemplo de la tabla VIII.1

Tomando cadenas de 5000 átomos consideramos que obtenemos
resultados con precisión adecuada y además, de esta manera obte
nemos coeficientes de Lyapunov, que dentro de la precisión de
máquina son simétricos (los coeficientes de Lyapunov negativos
no figuran en la tabla).

Nuestro criterio de localización será el siguiente:
si el valor del coeficiente más chico, positivo, que desde ahora
denotaremos como Y(E), es -=1/N, entonces diremos que la energía

considerada corresponde a un estado extendido. Si el mismo es
mayor que 1/N consideraremos que nos encontramos en un gap o que
1a energía en cuestión corresponde a un estado localizado. Con
el objeto de determinar si nos encontramos en presencia de un
gap 6 de estados localizados compararemoslos resultados obteni
dos para Y(E) con los histogramas de 1a densidad de estados co
rrespondientes.
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a) Ristrns en fase

En todos los cálculos N=5000, 81'32=1o Y Q/(ZW)=
(/13-3)/2.

Antes de calcular Y(E) a lo largo de 1a banda, hemos calcu
lado Y(E) para E=0. y 2, 3, 4, 5 y 6 ristras, tanto para Aa=1.9
comopara Aa=2.1, obteniéndose los siguientes resultados:

N de Aa Y(O)

ristras

2 1.9 .429
2 2.1 .455
3 1.9 .2 10'3
3 2.1 .049
4 1.9 .202
4 2.1 .271
5 1.9 .24 10’3
s 2.1 .049
6 1.9 .229
6 2.1 .273

TABLAVIII.4: Y(0) para 2,3,4,5, y 6 ristras en fase.
N=5000, 81:82:1

De 1a tabla se desprende, que para 2,4 y 6 ristras (número
par de ristras) o bien no hay estados en E=0 o hay estados loca
lizados. Veremosen los histogramas de n(E) para dos ristras en
fase que en E=0 existe un gap tanto para Aa=1.9 como pará
Aa=2.1. Para 3 y 5 ristras hay estados en E=0 y observamos que
el comportamiento varía al pasar de Aa=1.9 a 2.1. Para 1.9 el
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estado es extendido y para 2.1 es localizado. Nótese que aün
cuando para un número par de ristras no hay estados en E=O, a
medida que aumenta el número de ristras tiende a disminuir el
valor de Y(0), lo cual está indicando que el gap se hace cada
vez más pequeño, ésto era de esperarse dado que en el límite de
infinitas ristras no hay gap en E=0. (ver Capítulo VII).

Hemosbarrido para el caso de dos ristras en fase toda la
banda de energías para Aa=1.9 y 2.1. Se observa en este proble
ma un comportamiento similar al observado en el modelo unidimen
sional con modulación coseno. Para Aa=1.9 y haciendo un barrido
grueso con AE=.1, se perfila la posición de las bandas de ener
gía pero para detectar bandas de estados extendidos hay que ha
cer un barrido muchomás fino. Mientras que en el problema uni
dimensional con un AE=0.0026 (en unidades de B) se podían "ver"
las bandas de estados extendidos, para dos ristras en fase el AE
que se necesita es de aproximadamente 0.0006, las bandas son más
angostas que en el problema unidimensional. Haciendo un barrido
fino llegamos a la conclusión de que para Aa=1.9 existen bandas
de estados extendidos a lo ancho de toda la banda de energías.
En la figura VIII.3 aparecen 1a densidad de estados y Y(E) para
este caso. Hacemosnotar que a1 graficar Y(E) en los lugares en
los cuales n(E) es distinto de cero hemos adoptado el criterio
de no graficar los minigaps. En la misma figura VIII.3 aparecen
n(E) y Y(E) para dos ristras en fase y Aa=2.1. En este caso
hemos llevado a cabo el mismo tipo de barrido que para Aa=1.9,
obteniéndose que en ningún caso Y(E)( .049. Llegamos a la con
clusión de que para Aa=2.1 los estados localizados forman un
espectro denso. Se ha producido una transición metal-aislador
entre los dos valores de Aa considerados. En el caso unidimen
sional, tampoco podíamos bajar del valor .049 para Y(E) al ba
rrer 1a banda para Aa= 2.1.
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b) Ristras en anti-fase

Nuevamente todos los cálculos fueron hechos para N=5000,
B1=82=1, Q/2n=(/13-3)/2. Como en el caso anterior hemos
calculado primero Y1(E) para E=0, para 2, 3, 4, 5 y 6 ristras,
tanto para Aa=1.9 comopara 2.1, obteniéndose los resultados que
aparecen en 1a tabla:

N de Aa Y(E)
ristras

2 1.9 .411
2 2.1 .471
3 1.9 .281 10'3

3 2.1 .049
4 1.9 .294
4 2.1 .351
5 1.9 .241 10'3
5 2.1 .049
6 1.9 .223
6 2.1 .284

TABLAVIII.5: Idem tabla VIII.4 pero para ristras en
antifase.

Comoen el caso de las ristras en fase, vemos que cuando se tie
ne un número impar de estados, existe un estado en E=0. y cuando
el número de ristras es par hay un gap en E=0. Los sistemas con
un número impar de ristras presentan en E=0. un estado extendido
para Aa=1.9 y localizado para 2.1, con los mismos valores para
Y(0) que para las ristras en fase. Y(0) va disminuyendo de va
lor en los sistemas con número par de ristras, de 1a misma mane
ra comolo hacía para dos ristras en fase. Si uno se limitase a
estudiar Y(0) diría, entonces, que el sistema en antifase pre
senta también una transición metal-aislador entre Aa=1.9y 2.1.
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Barriendo la banda para distintos valores de Aa se obtienen
los resultados que aparecen en las figuras VIII.4 y VIII.S para
dos cintas en antifase y Aa=1.9, 2.1, 2.5 y 3. Para Aa=1.9 to
dos, o la mayor parte de los estados son extendidos y las bandas
más anchas que en el caso de dos ristras en fase, de tal manera
que no es necesario hacer barridos con pasos de energía tan pe
queños como en el caso de las ristras en fase. Para Aa=2.1 tam
bién los estados son extendidos, aunque las bandas comienzan a
hacerse más angostas cerca de E=O. Para Aa=2.5 las bandas de
los extremos siguen teniendo caracter extendido, mientras que
las que están más cerca de E=0 se han localizado. Para Aa: 3.
todavía quedan bandas sin localizar en los extremos, mientras
que las bandas internas se han ido localizando en forma escalo
nada.

Hemoscalculado Y(E) también para tres ristras en antifase
y Aa=2.1, observándose que también la bandita en los alrededores
de E=0 se ha localizado para este valor de Aa, mientras que el
resto de la banda continúa extendida.

Tal comohabíamos concluido provisoriamente de los resulta
dos obtenidos por diagonalización directa de una matriz de
100'100 3 los sistemas en antifase se localizan a partir del
centro de la banda y hacia los extremos de la misma.

VIII.5 Conclusiones

En este capítulo hemos estudiado los efectos que provoca la
introducción de una segunda dimensión en la localización de las
funciones)de onda de los sistemas inconmensurados. Hemosobte
nido varios resultados interesantes:

a) Utilizando criterios de autodualidad hemosmostrado que
si el sistema considerado tiene n dimensiones y el potencial de
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modulación se expresa como una suma de cosenos, tales que cada
uno pone en evidencia la inconmensuración según una dirección,
entonces el sistema puede tener una transición metal-aislador
para Aa=2. que sea independiente de Q y de la posición del nivel
de Fermi. El resultado es independiente de que el sistema tenga
una o más direcciones inconmensuradas.

b) Un sistema bidimensional con inconmensuración según una
sola dirección y tal que sus ristras estén en antifase no puede
presentar una transición metal-aislador al estilo a) porque
no es autodual.

c) Para obtener una idea somera de la localización en es
tos sistemas no se necesita más que diagonalizar matrices rela
tivamente pequeñas, obteniéndose de esta forma resultados cuali
tativamente correctos.

d) Por medio del método de la matriz transferencia hemos
podido calcular el coeficiente de Lyapunov(inversa de la longi
tud de localización) para sistemas de 2 y 3 ristras a lo largo
de toda la banda de energías y en E=O para 2, 3, 4, 5 y 6 ris
tras, con bajo costo de computación. Los sistemas con dos y tres
ristras en fase presentan una transición metal-aislador entre
Aa=1.9 y 2.1.

Del mismo modo como lo habíamos hecho para el caso unidi
mensional, hemos comprobado que también para las cintas el coe
ficiente Y(E) calculado por el método de la matriz transferencia
usado en combinación con histogramas de la densidad de estados
constituye una herramienta sumamenteútil para estudiar la loca
lización. A partir de los resultados obtenidos se pueden sacar
conclusiones sobre el comportamiento de los sistemas bidimensio
nales.
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e) Para el modelo en antifase de dos y tres ristras hemos
obtenido un resultado no previsto: el centro de la banda se lo
caliza antes que los extremos. En general los sistemas se loca
lizan comenzando por los extremos de banda, de manera que éste
es totalmente atípico, dado que es el único que conocemos que
presenta esta peculiaridad. Los sistemas con dos y tres ristras
presentan el mismocomportamiento, salvo que, el que tiene tres
ristras, presenta un estado en E=0 (en realidad una bandita en
los alrededores de E=0) y el otro no.

Hemos comprobado que el estado que se encuentra en E=0 se
localiza para Aa=2., o sea para la misma relación de parámetros,
que produce 1a transición metal-aislador en los sistemas en fa
se. Esto lo hemos comprobado también para 5 ristras.

f) En el capítulo anterior habíamos mostrado que la intro
ducción de la segunda dimensión modifica sustancialmente la for
ma de la densidad de estados de los sistemas en fase afin para
valores muy pequeños de B1. Contrastando con ésto, vemos en
este capítulo, que las propiedades de localización parecen no
modificarse, aún cuando tenemos la impresión de que las bandas
de estados extendidos (Aa‘2.) se tornan más angostas al aumentar
el número de ristras en fase. Por otro lado, la densidad de es
tados de los sistemas en antifase presentaba estructura de gaps
para valores más grandes de B1 que en el problema en fase. Sin
embargo, este sistema presenta un comportamiento totalmente dis
tinto del que presenta el sistema unidimensional en lo que atañe
a localización.

g) Es interesante hacer notar que desde el punto de vista
de 1a longitud de localización, para E=Ono existen diferencias
entre el modelo unidimensional y los modelos en fase y antifase
para número impar de ristras y probablemente para n+° tampoco
existirán diferencias para un número_parde ristras.
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CAPITULO IX

Resumen y conclusiones

El objetivo de este trabajo ha sido contribuir a la inves
tigación de las propiedades de los sistemas inconmensurados. A
juzgar por la cantidad de trabajos teóricos y experimentales pu
blicados sobre el tema en los últimos tiempos, en la naturaleza
existen muchos ejemplos de este tipo de materiales, que hace po
cos años parecían tan raros. Nuestra atención ha estado dirigi
da al estudio de las propiedades electrónicas de estos sistemas:
cálculo de densidad de estados y localización de las funciones
de onda. Para ésto utilizamos algunos modelos inconmensurados
unidimensionales y bidimensionales.

En un material cristalino, los átomos forman un arreglo
ordenado, que se obtiene repitiendo la celda unidad del mismoen
las tres direcciones del espacio. Cada átomo particular de la
celda unidad tiene exactamente las mismaspropiedades físicas en
todas las celdas unidad del cristal. En los inconmensurados
existe alguna propiedad, modulada en el espacio, que difiere de
átomo en átomo. Esta modulación es periódica, pero con un pe
ríodo inconmensurado con el de la red subyacente (el cociente
entre ambos períodos es un número irracional). Comoconsecuen
cia no hay simetría tanslacional y debido a ésto no se pueden
aplicar los métodos usuales de Teoría de Sólidos y se han debido
desarrollar otras teorías nuevas. Estos materiales presentan
además, características peculiares, comopresencia de ondas de
densidad de carga, de solitones, etc, que los han convertido en
objeto de intenso estudio experimental.

En esta tesis hemos hecho cálculos para distintos modelos
inconmensurados, en los cuales la inconmensuración se manifiesta'
a través de los elementos diagonales del Hamiltoniano de uniones
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fuertes. En todos los casos hemos tenido en cuenta sólo la in
teracción entre primeros vecinos. Los dos nuevos modelos intro
ducidos se caracterizan por poseer una distribución uniforme de
sus autoenergías de sitio, tratándose en un caso de una modula
ción zigzag y en el otro de un diente de sierra. En el Capítulo
II hemos calculado la densidad de estados de estos sistemas,
utilizando el método que cuenta los autovalores menores que una
cierta energía dada(38), comprobando que la misma depende
fuertemente de la forma funcional de las autoenergías de sitio.
Sin embargo, la distribución de estados en bandas y minibandas
de estos sistemas obedece la misma regla, igual a la del modelo
con modulación coseno de las autoenergías de sitio.que ha sido
profusamente estudiado por otros autores.

En el Capítulo III hemos introducido desorden en los mode
los inconmensurados unidimensionales mencionados. El propósito
de introducir el desorden, fue "medir" el apartamiento de nues
tros modelos con respecto al modelo completamente desordenado de
Anderson, que posee la misma distribución uniforme de sus autoe
nergías de sitio. Hemosanalizado este apartamiento en función
del modelo, grado de inconmensuración, amplitud de la modulación
de las autoenergías de sitio y tipo de desorden introducido.
Llegamos a la conclusión de que el modelo diente de sierra, que
presenta discontinuidades en las energías de sitio, está más
cerca del modelo completamente desordenado que el modelo zigzag,
que no presenta discontinuidades.

Hemos usado dos variantes de desorden: en un caso afecta
uniformemente a todos los átomos y en el segundo afecta aleato
riamente a una porción 'x' de átomos del sistema. Esta última
forma de desorden es más brusca y los sistemas tienden con más
rapidez al modelo de Anderson, en función del grado de desor
den,x. El desorden uniforme mantiene una mayor correlación entre
las autoenergías de sitio.

En el Capítulo IV hemos calculado la densidad de estados\
para sistemas que presentan solitones (disconmensuraciones o
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paredes de dominio) Los solitones aparecen cuando el sistema
está cerca de la transición conmensurado’ inconmensurado, es
decir cuando el período de la fase modulada se conmensura con
el de la red subyacente. La densidad de estados de estos siste
mas posee‘una estructura que consiste en bandas y minibandas
distribuidas asimétricamente a lo ancho de la banda de energías
y que tiende progresivamente al tipo de estructuras obtenidas en

el Capítulo II a medida quela intensidad del potencial externo, U8.
. . . . c

dismlnuye alejándose de su valor crítico Ua.

Hemoscalculado en el Capítulo V el coeficiente de locali
zación exponencial, Y(E), para los modelos unidimensionales in
troducidos en el Capítulo II, utilizando el método de la matriz
transferencia(5°). Usando Y(E) en combinación con los histo
gramas de la densidad de estados, hemos obtenido las propiedades
de localización de estos sistemas, mostrando que las mismas son
fuertemente dependientes del tipo de modulación. Tanto en el
caso de la modulación zigzag, como de la diente de sierra exis
ten bordes de movilidad. Los bordes de movilidad en el problema
con modulación zigzag separan zonas en las cuales los estados
extendidos forman un espectro denso de otras en donde todos los
estados son localizados. En el caso del Hamiltoniano con modu
lación diente de sierra, los bordes de movilidad separan regio
nes en las cuales todos los estados son localizados de zonas en
donde, aparentemente, tanto los estados localizados comolos ex
tendidos pueblan densamente el espectro. En el Capítulo VI he
mos hecho lo mismopara sistemas que presentan solitones. Estos
sistemas también presentan un borde de movilidad, con estados
extendidos para energías mayores y localizados para energías me
nores que el borde de movilidad. Este modelo parece comportarse
como mejor conductor cuanto más asimétrica es la densidad de es
tados. Hemoscalculado la distribución de carga en estos siste
mas y comprobado que las dislocaciones actúan comoatractoras de
carga negativa, corroborándose los resultados obtenidos por Su y
Schrieffer para otro modelo con solitones.
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En el Capítulo VII, hemos calculado la densidad de estados
para modelos inconmensurados bidimensionales, principalmente
para sistemas en los cuales la inconmensuración es según una
sola dirección. La modulación en todos los casos la hemos toma
do cosenoidal. Hemosobservado que las características de n(E)
dependen de que las cadenas de átomos en la dirección de la in
conmensuración se encuentren todas en fase o en antifase entre
sí. Existe un rasgo de los inconmensurados según una sola di
rección que no parece depender de la dimensionalidad ni del mo
delo elegido: el número de estados que se encuentran en la banda
central de n(E), obedece en todos los casos la misma regla.

El Capítulo VIII lo hemosdedicado a investigar las propie
dades de localización de los modelos bidimensionales.introduci
dos. Hemosmostrado que el modelo con sus ristras en antifase
no es autodual y por lo tanto no puede presentar una transición
metal-aislador del tipo de la que presenta el modelo de
Aubry(17). Hemos calculado por medio del método de la matriz
transferencia la inversa de la longitud de localización en E=0
para 2,3,4,5 y 6 ristras en fase y en antifase. Encontramos que
para E=0 el comportamiento de estos sistemas con un número impar
de ristras no difiere del modelo unidimensional con modulación
tipo coseno. En cambio si uno calcula Y(E) a lo ancho de toda
la banda para dos y tres ristras, para modelos en fase y antifa
se, se encuentra con que el modelo en antifase se localiza a par
tir del centro de la banda y hacia los bordes. Esto no sucede
para las ristras en fase que presentan un comportamiento similar
al unidimensiona1,aunque el ancho de las bandas de estados ex
tendidos ha disminuido. Vemos, entonces, que a pesar de que la
introducción de la segunda dimensión modifica mucho la densidad
de estados, 1a longitud de localización no se modifica. Esto se
ve al aumentar el número (impar) de ristras y todo hace suponer
que al aumentar mucho el número de ristras el comportamiento
será el mismo para un número par de ellas.

De nuestros cálculos podemos inferir el comportamiento
en E=O de los sistemas bidimensionales. Fuera de E=0 es más
dificil extrapolar los resultados obtenidos con 2 y 3 ristras.
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Como una última conclusión podemos decir que el método
de 1a matriz transferencia en combinación con histogramas de
1a densidad de estados, obtenidos por el método de Dean consti
tuyen una herramienta adecuada y de bajo costo computacional pa
ra estudiar las características de sistemas de cualquier número
de dimensiones pero inconmensurados según una sola dirección.
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¡PENDICE I

Deducción de 1a ecuación de Harper

En este apéndice deduciremos 1a ecuación de autovalores pa
ra un electrón de conducción en una red bidimensional con un
campo magnético perpendicular a 1a misma, en la aproximación en
la cual se desprecia la interacción entre bandas.

Supongamos que tenemos una red cuadrada bidimensional con
constante de red igual a "a". El sistema, como dijimos, está
inmerso en un campo magnético uniforme g , perpendicular al
mismo. Consideraremos una sola banda cuya energía para el sis
tema sin campo magnético, dentro de 1a aproximación de uniones
fuertes tiene 1a siguiente forma:

.y.

E(k) = 2E0(coskxa + coskya) (A1.1)

Para tener en cuenta la influencia del campomagnético in
troducimos, ahora, en (A1.1) la llamada sustitución de

(15,16)
I

+
Peierls que consiste en reemplazar (h/Zfi)k por el ope

+ + +
rador p-eA/c, donde A es el vector potencial. De esta manera

+
transformamos E(k) en un operador que se puede tratar como un

(15'16) en la ecuación:Hamiltoniano efectivo

+ + +
E(k)V(r)= WV(r) (A1.2)

+ +
Una medida conveniente para A es A=(0, l x,0), de tal mane

+
ra que B está dirigido según 2‘16).

Haciendo la sustitución mencionada obtenemos:
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Eo(e1kxa + e-ikxa + eikya + e-ikYa)VÏx00

= E0(e(121r/h)pxa+ e-(izi/h)an +

+ e(121I/h)pya e-(ieZI/eh) Exa +

+ e-(iZN/h)pya e(ie21r/hc) Exa )y(x'y)= wy(x'y)
(A1.3)

Vemosen A1.3 que el Hamiltoniano efectivo contiene opera
dores de translación exp(apx2w/h) y exp(apyzn/h)v Teniendo
en cuenta ésto obtenemos:

Eo[Y(x+a,y) + Y(x-a,y)+ e'(12"e/°h) ¡xa í

i(e2n/ch) Exa*W(x,y+a) + e C(x,y-a)]= wv(x,y)
(A1.4)

Si sustituimos:

x=ma y=na W/E0=€ (A1.5)

y si, además, dado que los coeficientes en A1.4 5610 involucran
a x, consideramos un comportamiento de ondas planas en la direc

lcion "y", o sea si escribimos:

V(ma,na)= eivng(m) (A1.6)

y si introducimos el parámetro a=a2 n /(hc/e), obtenemos:

g(m+1) + g(m-1) +2cos(2nma-v)q(m)= Eg(m) (A1.7)

A1.? es igual a la ecuación (1.1) pero con Aa=2.



- 147 

APINDICI II

Método de Dean o de recuento de autovalores

Este método permite calcular el número de autovalores meno
res que un cierto valor real A, que posee una matriz A real y
simétrica.

En este apéndice expondremos el método para matrices tridia
gonales, dado que toda matriz real y simétrica puede ser tridia
gonalizada.

Sea A la siguiente matriz tridiagonal:

a1 bz

bz az ba

A: ba a3 b4

(A2.1)

Los polinomios característicos de los menores principales
de esta matriz se pueden calcular de manera recurrente y son de
1a siguiente forma:

P0(A)= 1
P1(A)= a1'x
p2(x)= (az-A)P1(A)-b22po(x)

pi(x)= (ai-A)pi_,(x)-b12p1_2(x) 131,000,“
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Estos polinomios tienen las siguientes propiedades:

1) P1(X) es un polinomio de grado i
2) P1(A) * +0 si A + -W

3) p1(A) + +=°(-1)i x + +o
4) Pi(u)P1-2(u)(0 si p1_1(u)=o (A2.3)

Las propiedades 1), 2) y 3) son obvias y.de la expresión para
P1(A) surge que:

pi(u)= -bi2 Pi_2(u) si p1_1(u)=0 (A2.4)

es decir:

Pi(u)P1_2(u)= -b12(P1_2(u))2< o (A2.5)

A2.5 no puede ser igual a cero, porque de ser así, Pi_2(u) 8e
ría cero y de A2.2 resultaría que todos los P1(u) serían cero
incluyendo a Po(u), que por definición vale 1.

Teniendo en cuenta las propiedades A2.3 se demuestra por
inducción que los ceros de Pi son simples y que están separa
dos por los ceros de Pi_1. Que estas raices son reales se in
fiere directamente del hecho de que los Pi son los polinomios
característicos de matrices hermíticas.

El esquema de signos de los P1 será entonces:

PO + 

p1 + | - .

Pz + I ' I ° *

Pa + I ‘ | + 'Í '

A

etc
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De lo expuesto y del esquema de signos para los P1, se
infiere que el número de autovalores de A, que son los ceros de
p menores que A viene dado por el número de cambios den:
signo, descontando los ceros, de la secuencia P1(X)o Por
ejemplo, suponiendo que la matriz A es de dimensión 3, y que
queremos averiguar cuántos autovalores menores que A posee,
del esquema de signos surge que la secuencia P0(Á), P11):
p2(A) sufre dos cambios de signo (en A, Po es positivo,
F1 es negativo y P2 es positivo) y efectivamente si nos fi
jamos en el esquema de signos para P3, vemos que tiene dos
raíces menores que A.

Para calcular histogramas de la densidad de estados de un
sistema cuya matriz del Hamiltoniano es tridiagonal, se usan las
fórmulas recurrentes A(2.2). El número de estados entre Aj y
xj + AAviene dado por el número de cambios de signo de la se
cuencia pi(Aj+AA) menos el número de cambios de signo de la
secuencia P1(Xj)o

Dado que el método no trabaja con matrices, para calcular
histogramas de la densidad de estados de sistemas unidimensiona
les se pueden usar cadenas muy largas (nosotros hemos usado has
ta 10000 átomos) con bajo costo computacional. Los cálculos se
hacen más costosos cuando los sistemas no son unidimensionales y
la matriz del Hamiltoniano no es tridiagonal, en este caso lo
que encarece el cómputo es la tridiagonalización, afin así el
costo de calcular un histograma es siempre mucho menor que el de
diagonalizar matrices.
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