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RESUMEN

El estudio de la estabilidad hidrodinámicade la circulación ter

mohalina del océano revela que la atmósfera sólo puede perturbar las va
riables del flujo básico mediante un flujo de empujea través de la interb
face aire-mar. Sin embargotal condición es necesaria pero no suficiente,
ya que ciertas restricciones adicionales sobre la forma de 1a dependencia
horizontal de la fluctuación, de orígen atmosférico, deben ser satisfechas
para que las mismas puedan ser consideradas comoperturbaciones. Dichas
restricciones dependerándel tipo de flujo básico que esta bajo estudio
(barotrópico o baroclinico).

Aúncuando las variaciones atmosféricas puedan inducir pertur
baciones en la circulación termohalina del océano, nunca podrán inesta
bilizar el sistema ya que siempre el factor temporal de las mismasre
presenta una atenuación de forma exponencial.
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Capitulo I

INTRODUCCION

I.1 La intervención de los océanos en los cambios climáticos

Se ha podido apreciar que los océanos desarrollan un papel pro
minente en la determinación del clima mediante procesos a gran escala en
la interface aire-mar que gobiernan los intercambios de calor, humedady
cantidad de movimiento, en adición con el transporte calórico. Mientras
estas condiciones son determinadas mutuamentepor la atmósfera y el océL
ano! hay Otras dominadas exclusivamente por este último al menos en las
escalas climáticas de tiempo más prolongadas (US Committe for GARP,1975).

Las altas inercias térmica y mecánica del océano requieren tomar
en cuenta consideraciones especiales sobre la interVención de los océanos
en los cambios climáticos. Pequeños cambios en la temperatura media oceá
nica sobre largas extensiones, podrian introducir severas modificaciones
en el balance calórico de la atmósfera sobre el mar (Rasool and Hogan,
1969). Por ejemplo, las variaciones en la distribución global del hielo
flotante poseen un efecto significativo sobre el calentamiento neto de la
atmósfera (en virtud del control que ejerce el hielo sobre el balance ca
lórico), y consecuentemente pueden cambiar los gradientes térmicos meri
dionales que inducen las circulaciones atmosféricas y oceánicas. Se ha
visto que la variación en el comportamientodel hielo a flote en el hemis
ferio norte, que durante el invierno cubre alrededor de un 10%de 1a su
perficie oceánica, tiene algunas correlaciones con diferentes indices de
cambios climáticos. La extensión de dicho pack varia notablemente no sólo
a lo largo del periodo anual sino tambien de un año a otro. En particular
cuando el pack se contrae, la trayectoria de las tormentas se desplazan
hacia el norte y las isohietas en latitudes medias se corren hacia el
este (Fletcher, 1968). En el hemisferio sur la variación anual del área
cubierta por hielo es seis veces mayorque en el Artico. La magnitud re
lativa de las variaciones de un año a otro y las de largo periodo del
pack Antártico pueden ser consecuentemente mayores, pero existe muyesca
sa información al respecto. El hecho más significativo de la variación

I I I Imensual es que los mayores cambios en,la exten51on del hielo ocurren du
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rante diciembre, cuando la radiación solar es máxima(Ackley, 1979). Ba
jo la suposición que el pack de hielo absorbe unicamente un 45%de la ra
diación incidente, mientras que el océano libre de hielos absorbe un 90%,
se puede preveer que la influencia de anomalías estacionales en la exten

sión del hielo sobre el océano es enorme (Fletcher, 1968). Un cambio i
gualmente significativo puede ser introducido por la diSpersión de varia
ciones en la salinidad, comoconsecuencia de la fusión del hielo.

La salinidad de las aguas superficiales está íntimamenterelacig
nada con la formación de densas aguas de fondo, especialmente en el océa
no austral, las que se hundeny dispersan llenando el total de las cuen
cas oceánicas del mundo(Gordon, l971a-b). Tal proceso puede actuar como
control del sistema climático, con escalas temporales que van desde frac
ciones a miles de años.

El gran númerode grados de libertad del sistema océano-atmósfe
ra facilita la existencia de un sinnúmerode posible mecanismosde reali
mentación dentro del océano y de la atmósfera, comoasi también entre am
bos. Algunos de los efectos de realimentacióh más prominentes operan en
medio de procesos de cambios climáticos de corto período, especialmente
aquellos relacionados con el balance de radiación sobre tierra y el ba
lance energético sobre el océano. Bryan (1969), Wetherald y Manabe(1972),
Manabey otros (1975) y Bryan y otros (1975) han mostrado que con el aco
plamiento de un modelo oceánico tridimensional y uno de circulación gene
ral para la atmósfera, se puede lograr una buena simulación del clima pre
sente en nuestros dias. En general el problema principal con estos mode
los ha sido la gran disparidad de escalas temporales entre la respuesta
de la atmósfera (un año) y la de la circulación abisal (500-100 años),

1° que implica que será necesario un tiempo de computacióh adicional exqg
sivo para lograr el equilibrio oceáhico. Sin embargo,Gill y Niiler
(1973) han mostrado que para escalas temporales que van desde dias a un
par de años y fuera de las aguas ecuatoriales, los cambios en la tempe
ratura superficial están determinados primordialmente por variaciones lo
cales del calor y la energia mecánica, más que por procesos advectivos.
Comoconsecuencia de ello varios modelos han sido desarrollados depen

diendo fundamentalmente de alguna simulación realista de la dinámica
de la capa de mezcla oceánica sobre un ciclo estacional, utilizando pa
ra ello las ideas de Kraus y Turner (l967) sobre la termoclina estacional.



A1describir el ciclo anual de la temperatura superficial del mar estos
modelos producen pobres resultados. Webster and Lau (1977) han mostrado
que es necesario incluir una circulación termohalina simple para remover
el exceso de calor de la capa de mezcla en Las regiones tropicales y evi
tar temperaturas superficiales artificialmente elevadas. Estos autores
han desarrollado un simple modelo fenomenológico, donde incluyen un aco
plamiento exitoso entre un océano con una capa de mezcla advectiva y un
modeloatmosférico en ecuaciones primitivas.

I.2 Procesos fisicos en el océano

Másde la mitad de la radiación solar que alcanza la superficie
de la tierra es absorbida por el mar y convertida en energia interna. Es
ta radiacíóh solar, conjuntamente con el esfuerzo del viento en superfi
cie, es la fuente principal de energía para una variedad de procesos fí
sicos en el océano, cuya importancia es esencialmente una función de sus
escalas temporales. La atmósfera es parcialmente transparente a la radia
ción solar comoconsecuencia de procesos de absorción, dispersión y re
flexión (Liou, 1980). La cantidad de radiación que alcanza al mar, espe
cialmente en la banda del infrarrojo entre los 0.7 y 3.0 y m, es suficieg
te para producir un calentamiento. La absorción de radiación solar es res
ponsable de la existencia de una capa de mezcla superficial cálida de
unos lO2 m. de profundidad, que puede ser encontrada sobre la mayoría de
los océanos del mundo. Esta capa superficial y cálida representa un gran
reservorio de calor que actúa comoun moderador termodinámíco sobre la
dinámica de la atmósfera. El coeficiente de absorción para el agua pura
es una función de la longitud de onda, con valores bajos en la región
visible del espectro y extremadamentealtos en el infrarrojo (Irvine and
Pollack, 1968). En consecuencia la radiación visible penetrara hasta pro
fundidades del orden de los lOOm., mientras que la banda del infrarrojo
es absorbida en los primeros 15 micrones (Grosch y otros, 1973).

Parte del calor que alcanza la superficie del mar es transforma
do en flujos de calor sensible y latente, emitido en forma de radiación
de onda larga, almacenadoen la capa superficial y trasladado horizontal
y verticalmente mediante varios procesos dinámicos y termodinámicos.



I.3 Participación relativa de la atmosfera x el océanoen el balance glo
bal de calor

La forma en que el calor es distribuido por la atmósfera y el
océano no es simple. Los trópicos, en general, son la región de suminis
tro de energía para la circulacion global. La ganancia neta de calor
radiativo que se produce en la atmósfera debe ser redistribuida hacía
latitudes másaltas. Sobre los continentes el transporte de calor puede
ser efectuado sólo por la atmósfera, mientras que en las vastas áreas
oceánicas la atmósfera e hidrósfera cooperan en exportar calor a otras
partes del globo.

La partición entre el calor transPortado por la atmósfera ver
sus el tranSportado por el océano tiene un interés fundamental en el ba
lance energético global (Hastenrath, 1980). La interacción a gran escala
entre aire y mar ha sido objeto de una larga serie de trabajos durante
los últimos quince años (Vonder Haar y Oort, 1973: Oort y Vonder Haar,
1976; Hastenrath, l977a,b; Stepanov y Gritsenko, 1980; Hastenrath, 1980;
Bunker, 1980 y Lamby Bunker, 1982 entre otros). Todos estos trabajos u

tilizan datos climatológicos para el cálculo de los flujos aire-mar, sien
do éste un factor critico sobre los océanos, en especial en el hemisferio
sur. Desde un punto de vista estrictamente meteorológico, las extensas
areas oceánicas representan un factor moderador para el comportamiento
de la atmósfera (Trenberth y van Loon, 1981; Necco, 1982). A partir

de consideraciones cualitativas se había supuesto que el flujo de energia
efectuado por los océanos hacia los polos era'pequeño en comparación con
el trasporte de calor a través de la atmósfera (Sverdrup y otros, 1942).
Jung (1952) utilizando un modelohipotético y muysimple para la circula
ción oceánica, ha estimado que el transporte meridional de calor hacia
el polo a una latitud de 30°Nes de alrededor de lol5g-ca1 sec'l, y su
girió que la importancia de tal circulación meridional no puede ser des
cartada en los cálculos del balance global de energia. Seller (1965) y
VonderHaar y Oort (1973) han estimado en forma indirecta el flujo meri
dional de calor medioanual en los océanos a partir de datos atmosféri
cos, comodiferencia entre el calentamiento radiativo neto y el transporu
te de energia por la atmósfera. Estudios similares fueron realizados por
otros autores (Bryan, 1962; Oort y Vonder Haar, 1976; Trenberth, 1979 y



Hastenrath, 1980), pero la pobre densidad de datos en algunas áreas oceá
nica, los cortos periodos de observación y la diversidad de fuentes de
los registros y técnicas de analisis, conspiran en contra de la confia
bilidad de los resultados. La consecuencia lógica de lo expuesto seria
el utilizar modelosoceánícos, pero al presente sólo fueron publicados
unos pocos trabajos en los que se utilizan grandes simplificaciones
(Jung, 1952; Bennet, 1978; Georgi y Toole, 1981 y Szoeke y Levine, 1981)
y en ninguno de los cuales se emplea una descripción fisica completa de
la circulación termohalina.

1.4 La circulación termohalina

La circulación generada por procesos que afectan directamente
la temperatura y salinidad en superficie es denominadala circulación
termohalina. Los procesos térmicos, es decir el calentamiento y enfría
miento de las aguas oceánicas, son los principales responsables de tal
circulación.

Generalmentehablando, las variaciones de salinidad en el agua
de mar producen una contribución pequeña a la circulación termohalina en
comparación con los procesos térmicos. Incrementos (disminuciones) en la
densidad superficial por enfriamiento (calentamiento) y salinizacíón
(desaliníZación) generan fuerzas de empuje que causan un hundimiento
(surgencía) de las aguas, creando en consecuencia el primer movimiento
de la circulación termohalina

A diferencia de la atmósfera el mar es calentado desde arriba

y su temperatura decrece con la profundidad. Por lo tanto su estratifica
ción térmica es generalmente sumamenteestable. Debido a la meZClarela
tivamente intensa, la capa superficial del mar, de unos 100 m. de espe
sor, resulta cuasi-homogénea.

Los océanos difieren muylevemente en los valores de su salini
dad. En las regiones polares, la salinidad se incrementa con la profundi
dad comoresultado de que las aguas con mayor contenido salino resultan
más densas que las aguas superficiales más diluídas. Sin embargo, la den
sidad del agua es fundamentalmente controlada por la temperatura y la es
tabilidad permite la formación de capas locales de bajo contenido salino.



Utilizando 1a aproximación de Boussinesq, podemosescribir las ecuaciones

para el océano en forma adimensional (Pedlosky. 1979) en términos de coo;
denadasesféricas A(longitud), 0(latitud) y z (vertical).

(1.4-1) V(f/fo) = (L/aocosó)(3p/BA)

(IJFZ) u(f/fo) = -(L/ao)(ap/ao)

(Iih3) (1/coso){(au/ax)+(a(vcoso)/aó )+(aw/az)} = 0

- (ap/32) = D or garT= (ap/BZ)

(u/cosQ)(3p/3A)+ v(30/30)+w(3p/az)L4
( 5) (Kvao/D2U)(32p/322)

f=295in0 parámetro de Coriolis T=temperatura

fo=295inoo p=presión

0=latitud p=densidad

00=latitud media c=volumenespecífico

©=velocidad angular de la Tierra Kv=coeficiente de difusión vertical tur
l billonario 

g=aceleracion gravitatoria

L=longitud horizontal característica U=velocidadhorizontal
característica

D=profundidadcaracterística

ao=radio terrestre u,v=componentes zonal y
meridional de la velocidad

w=componentevertical de la veloci
dad

Hasta el momentono se ha podido encontrar una solución general

para el sistema (I.4-1,5). Sin embargo, mediante la transformación por
similaridad propuesta por Robinson y Welander (1963) y posteriormente ge
neralizada por Kozlov (1966) es posible obtener soluciones particulares.
El problema está descripto en términos de un balance geostrófico e hidrqs
tático con la difusión turbillonaría vertical incorporadadentro de la



ecuación para la densidad. No obstante no está aún muyclaro el papel que
desempeñala difusión turbillonaria horizontal en la circulación termoha
lina (Monin, 1973).

I.5 Estabilidad en la atmósfera x los océanos
La existencia de fluctuaciones en la circulación atmosférica y

oceánica puedenser atribuidas a la inestabilidad de la dinámica del esta
do básico. Estas pequeñas perturbaciones están presentes inevitablemente
en cualquier sistema real, pero sus efectos sobre los flujos estables son
efimeros. Sin embargo, cuando el estado básico es inestable las fluctua
ciones crecerán en amplitud en el espacio y en el tiempo. Las escalas tem
porales y espaciales están determinadas por la dinámica de la interacción
entre la perturbación inicial y el estado original del fluido.

En general el problema de la estabilidad en la atmósfera ha sido

desarrollado en profundidad para flujos cuasi-geostróficos a escala sinop
tica (Charney y Stern, 1962; Pedlosky, 1964a-b, 1979). El primer trabajo
sobre 1a estabilidad de flujos paralelos fue realizado por Helmholtz
(1868). Luego que Rayleigh (1894) escribiera una serie de trabajos funda
mentales sobre la estabilidad hidrodinámica, la teoria ya se encontraba
perfectamente conformada en los comienzos del siglo. Una amplia gama de

problemasha sido resuelta desde entonces, pues la teoría ha sido extendi
da a fluidos viscosos y las aplicaciones de la misma son muynumerosas
(Watson, 1960; Drazin y Howard, 1966; Lin, 1966; Killworth, 1980; Drazin

y Reid, 1981 y Weinstein, 1981 entre otros). Algunos autores han extendi
do estos estudios al caso de la inestabilidad baroclínica en corrientes
oceánicas y flujos turbulentos en mar abierto (Grlanski y Cox, 1973;
Killworth, 1981). Sin embargoal presente el problema tridimensional de
la estabilidad de la circulación termohalina permanecesin resolver.

I.6 Objetivos de la investigación
Hemosmencionadola intervención prominente de la circulación ter

mohalina en la descripción del comportamientodel océano bajo la influen
cia atmosférica, comoasi también en el acoplamiento océano-atmósfera en



los modelosde simulación climática. Es evidente que la posibilidad de
utilizar expresiones analíticas para los camposde presión, velocidad y
temperatura en el mar, comofunciones de la latitud, longitud y profun
didad, en lugar de un conjunto completo de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, representa una inmensasimplificación del problema
cuando tratamos de estudiar el sistema océano-atmósfera mediante modelos

matemáticos. Sin embargo, debemos enfatizar que cada una de las solucio
nes de la circulación termohalina es una solución exacta de las ecuacio

nes de movimientopara la aproximación geostrófica de un fluido estrati
ficado sobre una esfera y que al presente parecería que no hay forma de

probar cual de ellas, si es que existe realmente alguna, es realizable
en la naturaleza. Unaaproximación posible al problema consiste en estu
diar la estabilidad de estos flujos bajo perturbaciones atmosféricas. Es
tá fuera de los propósitos de la investigación el analizar la estabilidad
hidrodinámíca de las autoperturbaciones del fluido, ya que unicamente es
tamos interesados en aquellas perturbaciones cuyo origen es atmosférico.



Capitulo II

MODELOS TEORICOS DE LA CIRCULACION TERMOHALINA

II.1 Ecuaciones básicas de la circulación termohalina

Las ecuaciones de movimiento en coordenadas esféricas y sin
fricción están dadas por

(du*/dt*)+(u*w*)/r*-(u*v*/r*)tgo -29sin@ v* +
(11.1-1)

290050 w*= -l/(p*r*cos®)(3p*/3A)

(IL1_2) (dv*/dt*)+(w*v*)/r*+(u*2/r*)tg®+295in®u* =
-l/(p*r*)(3p*/ao)

(IIJrB) (dw*/dt*)-(u*2+v*2)/r*—29cosou*=-1/p*(ap*/ar*)-g

La ecuación de conservación de la masa es

(dp*/dt*)+p*{(8w*/3r*)+2w*/r*+l/r*cos°(3(v*cos°)/
II.1-4

( > ao) +l/r*cos®(8u*/3A) =0

mientras que la ecuación termodinámica simplificada para el océano puede
ser escrita como (Pedlosky, 1979)

(3p*/3t*)+(u*/r*cos®)(Bp*/3A)+(v*/r*)(3p*/8©)+
11.1

( 5) w*(ap*/ar*)=K V20*

Dondeel asterisco (*) indica las variables dimensionales, Qes la lati
tud, Ala longitud y r* el vector posición.

Introduciremosa continuación ciertas "escalas caracteristicas"
a los efectos de poder escribir las ecuaciones en forma adimensional,

donde las nuevas variables carecerán del asterisco (Pedlosky, 1979).
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u*=Uu Donde U es la escala horizon
v*=Uv tal típica.
w*=U(D/a)w D es la escala vertical

del movimiento.
ao es el radio terrestre.

t*=(a /U t
*=_

p pogDz+p02 Uaop

p*=po+po(2 Uao/gD)

r*=ao(l+(D/a0)z)

Las escalas U,t , D, etc., han sido elegidas bajo la suposición
de que las variables adimensionales son del orden de la unidad y que cual
quier producto de combinaciones de variables es mensurado por el producto
de los factores de escala.

Definiremos el número de Rossby de acuerdo a:

(II-l-ó) e=(U/fo ao)

y el número F' según:

(II 1-7) F'= (rÏaÏ/gn)

Los valores tipicos de las distintas escalas para el océano son:

= 0(l cm.sec-1)

D =0(6x105cm.) ad=0(6x108cm.)

D/ao =o(1o'3) F"=0(10)
e: o(1o' )

Si utilizamos las variables adimensionales, definidas anteriorb
mente, para expresar el sistema (II.l-l,5), obtendremos

¿{(dU/dt)+(D/r*)tgouw+(a /r*)uv -sin v+ D
(IIJPB) o } o ( /a0)cosow

=(—l/coso(l+F'ep))(ao/r*)(ap/3A)

(IIJr9) Sí(dv/dt)+(D/r*)wv+(ao/r*)t9°U21+sin0u =(-1/(1+
F'ep))(ao/r*)(ap/ao)
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(II_L¿0)(1+F'ep){6*D/ao)2(dw/dt)-(eD/r*)(u2+v2)_(D/ao)cos°u =
-(ap/az)-p

¿F' (dp/dt) + (1+F'ep) { (aw/az) +(2D/r*)w+ (ao/r*cos<b)
(11-1-11)

(a(vcoso)/3®)+(ao/r*coso)(au/BA)=0

(ap/at)+(aO/r*cos )u(3p/8A)+(ao/r*)v(3p/30)+
II.l-12

( ) w(3p/az)=(Kvao/UD2)(aZp/azz)

Entonces tomando unicamente los términos de primer orden. 0(1)v
el sistema anterior se reduce a

(IIJ,13) sinov=(l/coso)(ap/ax)

(IIJrlü) sinou=—(ap/ao)

(11.1-15) P="3P/3z’

(ÏÏJfló) (BW/32)+(1/cos®)(3(vcoso)/3®)+(1/cos®)(au/3A)=o

(IIJ,17) (3p/8t)+(u/cos®)(3p/3A)+v(3p/30)+W(8p/32)=

(Kvao/UD2)(32p/322)

Cuandola salinidad (s) es una constante conocida, la densidad
es unicamente función de la temperatura (T) y de la presión (p) (Veronis,
1973).

A partir de la primera ley de la termodinámica
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6q=C dT+T(aS/ap)T dp(II.1-18) p

donde ses la entropía especifica,5q es el calor agregado por unidad de
masa y Cp es el calor específico a. presión constante. Si el proceso es
adiabático, es decir 5q=0 . entonces

(II. 1-19) (BT/32) S=- (T/Cp) (BS/3p) T (3p/32) =gp (T/Cp) (BS/BP) T

donde hemosutilizado la equación hidrostática (II.1-15). La relacio'n de
Maxwell (Batchelor, 1967)

(11.1-20) -(35/ 3p)T=(3a/ 3T)p (a=volumen específico)

puedeser utilizada para transformar la (II.1-l9) en

II.1-21 ____ =_ T C< ) (aT/az)s pg(T/Cp) (aa/8T)p guk / p)

donde u=(l/a) (aa/ 3T)p es el coeficiente de expansión térmica.
De acuerdo con la aproximación de Boussinesq (Veronis, 1973;

Phillips , 1969)

(11.1-22) (l/pa) (313/82)=—g(6/pa)

donde 6=p_p y 5=p_pa . El subíndice indica. las variables del campoadia
bático e hidrostático correspondiente a un estado de referencia. En el
oceano la diferencia entre el estado real y el de referencia es muypeque
ñ'a, por lo tanto

A

(II.1-23) (p/pa)=(p'pa)/pa<<l

En consequencia, podemosdesarrollar el campode densidad en serie de po
tencias

ILL-24 _ A A A
( ) p-pa+(ap/3T)p'sT+(3p/3p)T'Sp+(3p/35)p'TS+T.O.S.
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Por lo tanto podemosescribir

"A _ A A
(p-pa)/pa —(p/po)-(l/pa)(ap/3T)p,sT+(l/pa)(ao/ap)T 5p

(11.1-25) '
A

+(l/pa)(ap/aS)p,Ts + T.O.S.

dondepo =1.035 es el valor medio de la densidad para el océano.
Sí definimos

=-(l/pa)(30/3T)p’S É: (l/Oa)(Bp/3P)T,s

Y= (l/pa)('c>p/2>S)1C,'T

la (II.1-25) tomará la forma

(IL1,26) (8/p0)=-BÏ+ÉQ+Y5

Entonces 1a (II.l-22) puede ser escrita como
A A ¡A A

1 a a = T- — s
(1L1327) ( /po)( p/ z) Bq ng gY

Haciendo un análisis de escala de los distintos términos de esta
ecuación obtenemos

(¡DIP/32)“lpI/D)=|pI/10'S

po: o(1) g= o(102)

entonces gkp=10'9|8|<<(]SI/D) ya que IZ=0(10_ll) (Sverdrupet
a1., 1942). En consecuencia

A A A

(l/Do)(3p/az)=BgT-gys

sin embargo, si suponemosuna salinidad constante (É: O)(realmente en el
océano las variaciones de salinidad son muypequañas) obtendremos

(Im-28) (1/po) (as/az>=sg'3
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El nuevo sistema de ecuaciones tomará la forma

(IIJPZ9) sino v=(1/cos°)(3P/30)

(II LBO) sino u=-(3P/8A)

(II.1-31) gsí=(aP/az)

(11-1-32) (l/cosm (Bu/3A)+(l/cos<b) (8(vc054>)/3<b)+(8w/32)=0

(II-1'33) (u/costb)(ai/axnvmívaonw(ai/az)=K' (325/322)

2 A ‘ *
donde K'=(Kvao/UD ) ,P=P/DO Y 98T=gD/po es el término de empuje.

En (II.l-12) y (II-1-33) hemossupuesto que 1a difusión horizon
tal del calor es despreciable. Pese a que dicha suposición no es comple
tamente válida, la mismarepresenta una gran simplificación del problema
como veremos más adelante.

II.2 La ecuacion de la presion y las condiciones de contorno
A partir de la ecuación (II.l-32) obtenemos

(II'ZJJ w={K'(82T/322)-(u/cos@)(3T/3A)-v(3T/30)}/(8T/az)

Sustituyendo este valor de w dentro de 1a ecuación de difusión (II.l-33)
y escribiendo u, v y Ï en función de P, de acuerdo a (II.1-29 hasta 31),
luego de algunas sustituciones es posible obtener (Veronis, 1969)

K'sino cos<I>{(34P/az4)(32P/322)-(33P/az3)2} =

(11.2-2) (ap/ao) {(a3p/az3) (BZP/azz) —(82P/322)(33P/az3)}

+(ap/ax) {(azp/aoaz)(a3p/az3)-(a3p/aoazz)+

cot®(32P/322)}
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Esta es la ecuacion que utilizara Needler (1967) en su modelo pa
ra la circulación termohalina que resulta algo más complicada que la
ecuación-M empleada por Robinson y Welander (1963). donde Mera defini
do por

z
M(0,A,z)=f dz'f p(0,A,z")dz"+C(o,A)

_Q

La condiciones de contorno para algún nivel P o a lo largo de
la superficie del mar serán útiles para fijar la velocidad barotrópica.
Otras condiciones de contorno deberán incluir la estructura termica del
fluido o el flujo calórico en 1a superficie y la velocidad vertical en la
base de 1a capa de Ekman. Esto último es esencialmente el efecto del es
fuerzo del viento sobre la superficie del mar (Pedlosky, 1979)

.p

(11.2-3) w;=ï€.rotor(r/2ponsino)

dondeÍ es el vector unitario en la dirección z y Ïzel esfuerzo del vien
to.

II.3 La transformación por similaridad
Hasta el presente no ha sido posible obtener una solución gene

ral para la ecuación de la presión (II.2-2); sin embargomediante la
transformación por similaridad propuesta por Robinson y Welander (1963)
y que luego fuera generalizada por Kozlov (1966), es posible obtener so
luciones especiales. A pesar de algunas arbitrariedades éstas soluciones
puedenresultar muyútiles en la descripción de la circulación termohali
na. Si suponemos que

(11.3-1) P(4>,A,z)=m(o,x)p(¿_s)

donde g=f(<p,x) z y sustituímos la (II.3—1) dentro de la (II.2-2), po
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dremos concluir que solamente existirá. solucio'n si

m(0,A)=(sin0)2q+2{A+E(0)}2n+1
(11.3-2)

f(0,A)=(sin0)q {A+E(o)}n

Bajo tales condiciones F(g) deberá satisfacer

I I III II II
(IL3_3) K'(FIVFI -FIIIFIII)=(2n-q)FF F (2q+l-2n)FF F

-g(2n-q)FIFIFIII+6(3n-q)FIFIIpII

donde FIV=d4F/dé4, etc.; q y n son números reales y E(q>)es una función
arbitraria. De esta forma la ecuacio'ndiferencial en derivadas parciales
y no lineal ha sido reducida a una ecuacio'ndiferencial ordinaria.

De acuerdo con Robinson y Welander (1963) podemos escribir la

(11.3-3) en la forma

TIVF_I_ III III)QFlí(3n-q)FIIFIl-(2n-q)FIFIII}= K'(F F F(II.3—4)
—(2n—q)FFIFIII-(2q+l-2n)FFIIFII

11.4 Solucion de potencia inversa
Supongamosque ambos lados de (II.3-’+) son cero, entonces

y

I
(IIJFZ) K'(FIVFII—FIIIFIII)-(2n-q)FPIII-(2q+1—2n)PFIIFI =o

En general ¿#0 y una. posible solucio'n de (11.4-1) estará dada por FI _-_-O,
pero esto significa que F=Fo= constante. En consecuencia
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P=F ,(IIJFB) om(° A)

correspondiendo a un flujo netamente barotróbico. Si FI#<), el téïmino
entre llaves en (II.4—1) deberá ser nulo. Esto es

(IIth) a={(3n-q)/(2n-q)} y p =G

consecuentemente, (II.4-1) tomará 1a forma

(IIJF5) a(GI)2-GGII=0
0

(IIJkó) d<lgGI)/dg = a d(lgG)/dg

Por lo tanto

dG/dó = exp(¿)Ga con g: constante

(1/(1-a))d(cl‘a)/d5 = exp(g>d(5+ao>/da

Esto Slgnlflca que 1/(1-a)
G={(1-a)exp(¿)(6+60)}

pero de acuerdo a (II.4—4)

{1/(l-a)}= -2+(q/n)

En consecuencia

(-2+(q/n)) (-2+(q/n))
(G=dF/dg={(-n/(2n-q))exp(g)} ¿+90

(-2+(q/n))
(IIJF7) F=w(g+go) + constante

donde
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(( -2
W=constante={l/((q/n)-l) (-n/(2n-q))exp(E)} q/n) )

Comola (II.4-2) debe ser satisfecha por la (II.4—7) podemosotr
tener las siguientes condiciones

(IIJFB) q=nr w=4K'Y la constante en (II.4-7) igual a cero.

Por lo tanto

2
(HA-9) F=4K'/(Q+QC)

es una solución.

De acuerdo con la (II-3-2) cuando q==-n

(l-2q)(2q+2)
m(<l>,A)=(sin<D) (x+E(d>))

y la (11.3-1) tomará la forma

2 (2q+2) (l-2q)
P(0,A,z)= (4K'/(Q+éo) )(sin@) (A+E(®))

pero 6=f(<I>,>\)z=z(sin¿b)q(A+E(d>))-q - Consecuentemente

(IIJ*10> P(®,A,z)=sin2@(A+E(®))(4K#/(z+gohq)2 )

donde

(IIJFll) h(°,A)=(A+B(o))/sino

La (11.4-10) es denominadala solución de potencia inversa e ín
troduciéndola dentro del sistema (II.l-29,33) podemosobtener u, v, w y
T como:

u=-(4K’sin®/(z+60hq)3) {2hcoso(z+(q+1)6°hq)+IIJklZ
( ) (z-(2q-1)60hq)dE/do}
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(11.4-13) v=(4K'tanQ/(z+60hq) 3) (z..(2q-l) sora)

w=—4K'(z+(l-2q)Gohq)/(z+60hq)2
(HA-14)

(IMFE) í": —(8K’/ga){sinzoh/(z+60hq)3} (A+E(0))

En particular podemosconcluir de la expresión de la temperatura que

gorfï<o , pues de otra forma el denominador en (11.4-15) podría ser nu
lo para cierta profundidad.

De acuerdo con (HA-14) la velocidad en la base de la capa de
Ekman es

(11.4-16) we=' (4K"l’q)/éohq)

Por otro lado hemosvisto en (II.2-3)(Pedlosky, 1979) que
'* +

*=k. .
(11.4-17) we rOtor (T/2°ogsm‘“

lo que significa que para regiones de anticiclones permanentes (latitudes
subtropicales) ug es negativa. En consecuencia podemosconcluir de (11.4
16) que q <1.

Las fluctuaciones de la temperatura superficial en el oce'ano,
T(z=0) , decrecen a medida que se incrementa la latitud, motivo por el
cual q debe ser elegido de forma tal que q (-2/3.

II.5 La solucio'n de Fofonoff (1962)
Esta solucio'n es un caso particular de la anterior, cuando13(0):

a una constante y 5 :0 . Por lo tanto
"o

(II-5-l) p=sin2°(4K'/zz) (ME)



20

(11.5-2) =-(4K'/zz)cos°(3\+E)

(II-56) v=(4K'/zz)tan°

(11.54) W““K7”

(IM-5) í=—(4K'/ga)msin3o/z3)

A

Del sistema (II.5-l,5) se puede ver que P, u, v, w y T divergen
en superficie, por lo cual esta solucio'n no resulta muyútil en nuestro
problema.

II.6 Solucio'n exponencial
Supongamosen (ILLIv-l) y (ILLI-2) que (3n_q)/(2n-q)=l , es

to es n= 0. En consecuencia

(ILó-l) gFI(FIIFII_FIFIII)=0

(LLó-z) K¡(FIVFII_FIIIFIII)_(2n_q)FFIFIII_(2q+l_2n)FFIIFII=O

Suponiendo que 5540y F’IiÉO, lo cual implica en (II.6-l)

FIIFII_FIII=0
y en la misma forma que en la Seccio'n II.2 podemos obtener

(II_6-3) F=b+d exp(c_6_)

Sin embargoesta solucio'n debe satisfacer la (II.6—2) y esto im
plica que q =-l, en consecuencia

(11.6-4) F=b+d exp(cz/sin4>)

Esta solucío'n es similar a la de Blandford (1965) y el campode
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presión puede ser escrito como

(II.6-5) P=(A+E(0)) (b+d e2p(cz/sin4>))

La temperatura puede ser obtenida a partir de P mediante la relación hi
drostática (II.1-31)

(II.6-6) 'Ï'={Cd/9°‘Sin4’}(1+E(0)) exp(CZ/sind>)

Supongamosque T es conocida a 2:0, esto es

A

(II_6_7) Ts=(cd/ga sin0)(A+E(0))

lo que implica que la (II.1-6) puede ser escrita como

(II.6-6') 6:65 exp(cz/sino)

Es necesario hacer notar que el término (A+E(<1>))/sin<b es divergente
en 0:00.

Si c es conocida, d puede ser obtenida a partir de la magnitud
de TS. Utilizando la (II.1-29) obtendremos que

(II.6-8) v={E(d>)/sind> cos<b1(b+d exp(cz/sind>)

Esto significa que si conocemosv en la superficie y a cualquier latitud,
podemosobtener el valor de bg donde b representa la amplitud del modo
barotrópíco.

Por otro lado

=-(l/sind>) {(dE/dcb)(b+d exp(cz/sind>)_
(II.6—9) .

z(cd/sin4> coso) (A+E(©)) exp(cz/51n<b)

(II 54°) w=(K#C/sin@)+(l/sin0){b(l+(Cz/Sin°))+d exp(cz/Sin )}
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La expresión de la velocidad vertical contiene dos términos, uno
de ellos independiente y el otro.directamente proporcional a K'; lo cual
significa que existe solución no nula aún en ausencia de difusión.

En la base de la capa de Ekman,dondela velocidad vertical está
especificada comowe, podemosobtener a partir de (11.6-10) que:

we=(K'C/sin0)+(l/sin0)(b+d)

Si el bombeo o succión en la capa de Ekmanson conocidos, po

dremosentonces fijar K'c. La (II.6-10) con b=:0 es idéntica a la solu
ción de Blandford (1965). Es importante observar que aún persiste cierta
arbitrariedad en el campode presión comoconsecuencia de que la función
E(40 no ha sido especificada todavia. Este término permite que las compo

conentes meridional y zonal de la velocidad posean cierto grado de liber
tad comoconsecuencia de la dependencia de u y v con E(0).

Para grandes profundidades (z==-h) el término exponencial será
despreciable y la velocidad vertical estará dada por

(IL6_11) wh=(cK’/sin<b)

donde hemos supuesto que la parte barotrópica del campode presión es nu
la 03:0)

En general wh y K' no son cantidades observables y por tal moti
vo la relación (II.6-ll) es algunas veces utilizada para determinar

wh/k' a partir de los datos (Munk,1966).
Otra forma a partir de la cual c puede ser encontrada es median

te el flujo de calor a través de la superficie (z= O), donde

(11.6-12) Ko(3T/az) :H
0

De acuerdo a (II.6-6)

(6T/62)=(czd/ga){(A+E(0))/sin2} exp(cz/sino)

de forma tal que
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(K'czd/ga) { (ME (o) )/sin24>}=n
(11.6-13)

Ahora c está determinada por K', H, d y una función arbitraria
E(0) (cuando esta última ha sido especificada).

A partir de la (II.6-ll) es fácil ver que el simple efecto del
proceso difusivo sobre la Solución exponencial es el de requerir una velg
cidad vertical positiva a grandes profundidades (Veronis, 1969). Másaún
la solución presente incluye la de Welander (1959) comoun caso eSpecial
en procesos no difusívos.

II.7 Generalización de la solución por similaridad
De acuerdo con Needler (1967) es posible obtener una solución

por similaridad másgeneralizada si

(IIJr?) P(0,A,z)=A(o,x)+M(o,A)exp(25(o,x))

Sustituyendo (II.7-l) dentro de (II.2-2) obtenemosque las condiciones
para que exista solución no trivial son

ag/ax=o

(IL7-2) (BA/3A){(aE/ao)+5coto}=o

(am/ao) {(35/30)+5coto}=0

Las condiciones (II.7-2) son satisfechas si g, A y Mson indepen
dientes dedb. Sin embargo en tal caso, v=0 (BP/30 =0) ,u#0 pero
Bu/3A=0 y por lo tanto aw/az :0 o w=w(q)) . Esta solucio'n tiene una
utilidad muyrestringida debido no solamente a las restricciones impues
tas sobre las componenteshorizontales y vertical de la velocidad, sino
también al hecho de no aceptar condiciones de contorno a lo largo de cos
tas meridionales.

Podemosno obstante obtener una solución más útil si las ecuacioo
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nes (II.7-2) son satisfechas<xn1E=C/sin0 (comoen la solución exponen
cial previa).

Ahora las funciones A y Mpueden ser elegidas de forma tal que
satisfagan las condiciones de contorno, es decir cierta temperatura su
perficial o el flujo de calor y la distribución de 1a velocidad vertical.

En consecuencia la (II.7-l) tomará la forma

(II_7-3) P=A(0,A)+M(®,A) eXp(cz/sin®)

A partir de (II.1-29 hasta 33) podemosobtener

( .4) u=(-1/sin<1>){(aA/aqa)+((aM/aq>)II.7
-M(cz cotQ/sin®)exp(cz/sin©)]

(II_7_5) v=(l/sin® c050){(BA/3A)+(3M/3A)expkcz/siné)}

(II.7-6) T=(cM/gasin®)exp(cz/sin®)

y

(II 7 7) w=(cK'/sin<1>)+ {UBA/34))(BM/3M-(8A/3M (BM/3®)/cz coso}
+(l/c cos®)(aM/3A)exp(cz/sin®)
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Capitulo III

LA IMPORTANCIA DE LA DIFUSION HORIZONTAL EN LA CIRCULACION TERMOHALINAIII-1Wwww
El océano puede ser dividido en tres capas de acuerdo a las pro

piedades de la turbulencia: (l) La capa de mezcla superior, cuyo eSpesor
es de alrededor de 100 m. y la cual se halla en un estado turbillonario
comoconsecuencia de la turbulencia constantemente creada por efectos
atmosféricos. (2) La capa interna. que abarca casi la totalidad de la ma
sa oceánica y dentro de la cual sólo existe mezcla turbulenta en regiones
aisladas comoresultado de la inestabilidad hidrodinámica de las ondas in

ternas.(3) La capa de fondo, con un espesor de aproximadamente lO m. y ca
racteristicas similares a la capa superior de mezcla en lo que respecta
al estado turbulento.

La difusion vertical en el océano está caracterizada por un coe

ficiente turbillonario Kv que cambia con la profundidad y depende sustan
cialmente de la estratificación del campode densidad (ap,/az) . El orden

de magnitud de Kv es de lO cmzseg”1 en la capa superior de mezcla y de
1 en las profundidades oceánicas (capa interna) (Veronis, 1969).
El mecanismode la turbulencia en el mar no ha sido lo suficien

l cmzseg

temente estudiado y la misma es usualmente representada comoel resultado

del decaimiento de grandes vórtices en otros mas pequeños (Ozmidov, 1959).
En este caso se supone que los vórtices en cuestión no son perturbados
por cualquier clase de energia de origen externo, mientras que la disipa
ción energética por efectos viscosos se considera despreciable. Sin embar
-go en los flujos turbillonarios reales existe frecuentemente una influen
cia directa de energia sobre las áreas oceánicas investigadas; por ejem
plo originada por tormentas, fuerzas de marea u olas creadas por el vien

to. Los vértices adquirirán esta energia adicional que naturalmente no
será governadapor las leyes aplicables dentro del rango inercial del es
pectro de la turbulencia (Okuboy Ozmidov, 1970). No obstante es posible
suponer que en el océano, a pesar de esta influencia externa de energia,
puedenexistir regiones aisladas, a escala inercial. separadas por zonas
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con una afluencia energética significativa.
Si la difusión horizontal de una manchade alguna impureza en el

oceano (una sustancia trazadora) es causada por vértices dentro del ran
go inercial, la dependenciadel coeficiente de difusión horizontal turbi
llonario con respecto a 1a escala L del fenómenoen cuestión, será des

cripta por "la ley de la potencia_a los 4/3 de Richardson" (1926). La
ley para 1a difusión turbillonaria fue descubierta empiricamentepor
Richardson para la atmósfera. comprobandoseque resultaba ser bastante

más difícultoso el establecer la dependencia de KHcon L para las condi
ciones oceánicas. Actualmente existe la posibilidad de comprobar la de
pendencia propuesta para el coeficiente de difusión horizontal con datos
obtenidos de experiencias que involucraban la dispersión de manchasde
colorantes y otros trazadores en el mar (Okubo, 1962; 1968). Estos expe

rimentos abarcan una amplia gama de rangos de escala, desde aproximadameg
te los lO m. hasta valores que exceden los 1000 Km.

De acuerdo con Monin (1973) a partir de una comprobación experi

mentaldirecta de la"ley de la potencia a los 4/3", K N€*1/3L4/3,
y comoconsecuencia de los datos acumulados en pruebas de di usión hechas
en el océano (Okubo y Ozmidov, 1970) fue posible estimar el valor paral
€*en 10-40m2seg- para las escalas de 10-103m. y de 10-50mzseg-J en las

escalas de lO a 103Km.(Ver Figura 1).

III.2 Magnituddel término de difusión horizontal
Hemosmencionado en 1a Seccíóh 1.3 que el sistema termohalino

unicamente considera efectos de difusión vertical; sin embargodebido a
que el coeficiente de difusión horizontal turbillonario crece con "L", de
acuerdo a "la ley de la potencia de los 4/3", no está claro que la suposi
ción anterior sea válida siempre.

La ecuación termodinámica simplificada para el océano está dada
por (Pedlosky. 1979);

(111.2-1) dp*/dt*=l_<Vzp*

(5=difusividad térmica)
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donde hemossupuesto que el calentamiento interno (Qí) es despreciable.

Figura l. Dependenciadel coeficiente de difusión horizontal
turbíllonario con la escala del fenómeno(Monín, 1973).

Definiremos a continuación variables adímensionales comoen la

Sección II.1, pero en este caso "L" será utilizada comola escala de la
longitud horizontal.

p*=po (1+ (29UL/gD) p) x*=Lx

y*=Ly t*=(L/U)t

z*=Dz ut=Uu

V*=Uv w*=(D/L)Uw

Por lo tanto la (III.2-1) podrá ser escrita como
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(IELZ-Z) (U/L)(dp/dt)=(Kv/D2)(azp/322)+KH vá

dond e

(111.2'3) V:=(a:/r*zcos@){(-sinQ/coso) (3 /3°)+(32/3°2)+

(1/coszo)(32/3A2)=(aï/r*2)vfi

En consecuencia la (III.2—2) tomará la forma

(IIL2_4) (dp/dt)=(KvL/UD2)(320/322)+(KHL/aïU) vá

El orden de magnitud de (KvL/UDZ)es de lO-IOL, mientras que

(KHL/agU)210‘18€*1/3L 7/3; donde hemossupuesto que Kv=lcm25eg_l .
De donde se desprende que

8€*1/3L4/3)(IILZ-j) {(KHL/agU)/(KVL/UD2)}=o(10‘

La ecuación (III.2-5) nos permite definir tres regiones especí
ficas, de acuerdo al orden de magnitud de "L".

Regio'nI: Que corresponde a una escala horizontal 103cm<L<3xlO7cm.,

donde (KHL/agu)<< (KvL/UDZ) . En consecuencia el sistema ter
mohalino (II.1—13,17) puede ser utiliZado perfectamente en ésta
región

RegíO'nII: Correspondiente a escalas horizontales 3x10

donde (KHL/aÏU) y (KvL/UDZ) tienen el mismo orden de magnitud.
Por lo tanto la difusio'n vertical y la horizontal deben estar

7cm. sL< 108cm. ,

presentes en la ecuacio'n (II.1-17).
Regio'nIII: Correspondiente a escalas horizontales L> 10 cm., donde

(KHL/agU)<< (KvL/UDZ) . En consecuencia unicamente el te'rmino de
difusión horizontal debe estar presente en la ecuacio'n(II.1-l7).
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III.3 Soluciones posibles de 1a circulacion termohalina

Supongamosque I,=O(ao)(esca1a planetaria), esto significa que
estamos trabajando dentro de la Región III. En consecuencia el sistema
(II 1-13,17) tomará 1a forma

sino v=(l/coso)(3p/BA)(111.3-1)

(IIL3-2) sino u=-(ap/ao)

(IIL3-3) o=-(8p/3z) o T=(1/ga)(sp/az)

(ILL3.4) (BW/az)+(l/cos@)(3(v cos@)/3®)+(l/cos©)(au/3A)=O

(IIL3-5) (u/coso)(ap/ax)+v(ap/ao)+w(ap/az)=

(KH/Uao){(azp/ao2)-(sino/coso)(ap/ao)+
+(1/coszo)(azp/ax2)}

Utilizando (III.3-2) y (III.3-l) podremosescribir la (III.3-4)
en la forma siguiente

(IIL3-6) (BW/32)-(l/Sin2®)(3p/81)=0

Mientras que a partir de (III.3—5) tenemos que

(III y?) w=[(xH/Ua0)[(aZp/aoz)-(sino/coso)(ap/ao)+(1/cos20)
(320/3X2)]-(u/cos®)(ap/8A)-V(3p/8®)1/(30/32)

Por lo tanto la (III.3-6) tomará la forma

(111.3-8)

K#sinocoso[(a4p/aozazz)(aZp/azZ)-(a3p/aozaz)(a3p/az3)

+(sino/coso)[(aZp/azao>(a3p/az3)-(a3p/azzao)(aZp/azz)1

+(1/coszo)[(a4p/3223A2)(32p4g22)-(a3p/azaxz)(339/323)11
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=(3p/ao)[(azp/azax)(339/323)-(33P/3223A)(azp/azz)]+

(ap/8A)[(a3p/azzao)(azp/azz)-(32p/azao)(a3p/az3)]+
cot0(32p/azz)(ap/3A)

donde K”E(KH/Ua0)
Suponiendo que VEO (esto significa (3p/3A)=0 ) la (III.3—8)

adquirirá la forma

(III.3-9>
3 3K"sinocoso[(a4p/aozazz)(aZp/azz)-(a3p/aozaz)(a p/az )+

(sino/coso) [(aZp/azao) (33p/323)-(83p/8223<ï>) (BZp/azz) 11=0

Estableciendo que

(III.3-1o) p(<b,z)=Z(z)f(d>)

1a (111.3-9) podrá ser escrita como

(111.3-11)

(dZZ/dzz) 2-(dZ/dz) (d3Z/dz3)+(sin<I>/cos<b)l (df/do)/(d2f/d<:>2)1

[(dZ/dz)(d3Z/dz3)-(dZZ/d22)2]=0

Si la función f satisface 1a ecuación

(III¿%12) (de/doZ)-tano(df/do)=0

1a (III.3-ll) tendrá la siguiente solucióh

(III.3-13) p(®,z)=aZ(z)sino

sin restricciones sobre la forma de Z(z). En particular si suponemosuna
forma exponen°ial Para Z(z), la solución anterior se convertirá en

(III¿%14) P(°,z)=aexp(bz)sino (b>o)

donde a y b deberán ser determinados a partir de las condiciones de contor
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no. Otras soluciones de la (III.3-8) podrán ser obtenidas en la mismafor
mapero bajo diferentes suposiciones.

Si el término de difusión horizontal (KvL/agU)V}21es agregado
en el lado derecho de la ecuación (II.l-12) tal comoocurre en 1a (III.

2-2), es decir cuando (KHL/aÏU) y (KvL/UDZ)tienen el mismo orden de mag
nitud, el problema se torna intratable mediante el métodoutilizado. Sin
embargoVeronis (1969) ha presentado una solucióh simple cuando la varia
ción latitudinal ha sido despreciada. Deacuerdo con la (III.2-3) esta
suposicidh implica que

2 2 2 2 2 .(III¿%15) (l/cos @)(3 p/BA )>>(8 p/ao )-(81no/coso)(8p/30)

pero esto no es cierto para los camposoceánicos de temperatura, salinidad
y densidad (Gordon y Molinelli, 1982). En consecuencia será necesario en

contrar otros métodos para resolver el sistema de ecuaciones termohalino
dentro de la Región II, definida en la Sección III.2.
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Capitulo IV

EL SISTEMA DE LA PERTURBACION

IV.1 E1 orden de magnitud de 1a perturbación
Comohemosvisto en el Capitulo II (Sección II.1) nuestro siste

ma de ecuaciones en coordenadas esféricas es:

(IIJrl) (du*/dt*)+(u*w*/r*)—(u*v*/r*)tano+29cosow*—

295in0v*=-(l/p*r*cos®)(3p*/3A)

(IIJ,2) (dv*/dt*)+(w*v*/r*)+(u*2/r*)tano+2asinou*=

(l/p*r*)(3P*/3@)

(IIJr3) (dw*/dt*)-(u*2+v*2)/r*-2ncosou*=-(1/p*)(ap*/ar*)—g

(IIJ34) (dp*/dt*)+p*[(aw*/8r*)+(2w*/r*)+(l/r*cos®)

(a(v*cosO)/8@)+(l/r*coso)(3u*/31)]=0

(11.1-5) _ 2
(dp*/dt*)-KVVV

donde el operador (d/dt*) tiene la forma (Pedlosky, 1979)

(IVJrl) (d/dt*)=(3/8t*)+(u*/r*cosó)(3/8A)+(V*/r*)(3/3®)+
w*(8/3r*)

Supondremosque el movimiento ocurre en latitudes medias, alre

dedor de una latitud central oo , y donde definiremos "x" e "y" mediante
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x*= aocosQ(IV.l-2)
y*=(®-00)ao

En consecuencia

(IVJF3) (3/81)=aocos©á8/ax*)
(3/3@)=ao(3/3Y*)

Resulta también conveniente el introducir

(IV.1—’+) z*:r*-ao tal que (3/3r*)=(3/Bz*)

La existencia de escalas caracteristicas, comofuera mencionado
en el Capitulo III, nos permite introducir las correspondientes variables
adimensionales, es decir

X'": LX

(Iv.1-5) y*: Ly
Z*: DZ

y

(Iv.1-6) t*:(L/U)t

De la misma forma tendremos para las componentes horizontales de la velo
cidad

11*:Uu

(1v.1-6') v*:UV

Ciertas consideraciones geométricas implican que si la escala ver
tical de movimiento es D mientras que la horizontal es L, la pendiente
correspondiente a 1a trayectoria de un elemento del fluido no excederá

el valor (D/L), de forma tal que la escala para w* será

(IM-7) w=(D/L)Uw



31+

En realidad la verdadera escala para w* podría ser menor que (DU/L) si
se toman en cuenta algunas restricciones dinámicas sobre el movimiento
vertical. Por lo tanto. 1a escala (IV.1-7) debe ser considerada comoun
limite superior de w*.

Las correspondientes escalas para los camposde presión y densi
dad fueron utilizadas en el Capitulo anterior, pero en ningún momentose
hizo referencia a la forma en que las mismasfueron obtenidas. Si las ve
locidades relativas son pequeñas, los camposde presión Se apartarán leve
mente de los valores correspondientes al estado en reposo y a partir de
la (II.1-3) obtendremosque

(IVJrB) —(ap;/ar*)=gpg

pt=pg+fi*(o,x,z,t)
(IV.1-9)

p¿«:pgflsit(<1>,)\,z,t)

donde el subindice "s" implica el estado en reposo.

De acuerdo con las ecuaciones (II.1—1) y (II.1—2), (apg/ao)==0

=(3pg/8A) y (3p2/8<I>)=(8p;/3A)=0. Entonces o; será una función de
z o constante, lo mismoque pg. La densidad ha sido dividida entre un

valor o; y un término residual 6* (<I>,A,z,t) que describe la variación
completa del campode densidad en el espacio y en el tiempo.

En este punto de la discusión podriamos preguntarnos: Cuál es

el significado de p; ? Este valor corresponde a 1a densidad en equilibrio
termodinámico (en ausencia de movimiento y difusión).

Ahora es necesario hacer ciertas consideraciones acerca de o; .
Supongamosun océano ísotérmíco e isohalino en equilibrio dinámico. La den
sidad (o el volumen especifico) del agua de mar es una función de la tem
peratura, salinidad y presión; pudiéndose escribir la ecuación de estado
en una forma general como sigue:

(IV.1-10a) f(p,s,T,p)=0
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o

(IV.l-10b) f(a,s,T,p)=o

A Partir de la ecuación (IV.1-10b) podemosescribir (Knudsen,
1901)

(1v.1-11) p*(s,T,0)=1+10-3°T

donde

OT=2T+(OO+O.1324)(l-AT+BT(Oo-0.l324))

ZT=-[(T-3.98)2/503.57][(T+283°)/(T+67.26°)]

AT=T(4.7867--0.098185T+0.0010843T‘2)10-3

_ 2 -6
BT—T(]8.03-0.8164T+0.01667T )10

00=-0.069+l.470 Cl.-0.00]57 C12+0.0000039Cl3

s= 0.030+l.805 Cl

Para obtener la ecuación de estado del agua de mar in situ, la
información sobre la relación entre el volumenespecifico, temperatura y
salinidad debe ser completada con una relación con la presión

(IVJrIZ) as,T,p=as,T,0(l-up)

donde u es el coeficiente de compresíbilidad del agua de mar. Estamos ín
teresados en obtener el orden de magnitud de 1a dependencia de 1a densi
dad con la presión. El coeficiente medio de compresibilidad 01) entre O
y p decibares de profundidad está determinado por la formula empírica de
Ekman (1908)

V. - _
(I 1 13) 109u=m'=[4886/(l+1.83 10 5p)]-(227+28-33T‘
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o.551T2+o.oo4T3)+1o’4p(105.5+9.5T

0,153T2-1.5 10’3Tp)-(oo-28)[147.3-2.72T
-o.o4T2-1o'4p(32.4-0.87T+0.02T2)1/10+

10-2(aov23)2[4.5-0.lT-10-4p(l.8-0.06T)]

Enunmes p=m'10-9=[(0.4886 10’5)/(1+1.83 10'5p)]+

10'9f(T,p)

Esto significa que

u=0(0.4 10’5db'1)

y

(IVJrlh) aS'T'0=aS'T'O(l-up)=as,T'o(l-O(0.4 10'5db'1)p)

Consideremos el diferencial de la. densidad (Mamayev,1975)

(IVJrlj) dp*=(api/35*)ds*+(ap*/3T*)dT*+(ap*/ap*)dp*
En el caso de un océano homogéneoy compresible, en el cual tanto la sa.

línídad comola temperatura in situ no cambian con la profundidad; y don

de T=9+ATA es la temperatura, e 1a. temperatura. potencial y ATA la co
rrección adiabática de temperatura, la ecuación (IV.l-15) tomará la. for
ma.

(IVJrló) (dp*/dp*)=(8p*/as*)(ds*/dp*)+(3p*/3T*)[d(O+ATA)*/ÓP*]
+(30*/3p*)

Para nuestras condiciones particulares (dT*/dp*)=(ds*/dp*)=0 v de
donde

(IVJr17) (dp*/dp*)s T=(ap*/ap*)
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Este es el gradiente de densidad básico in situ y representa el
cambio en 1a densidad causado unicamente por la compresibilidad del agua
de mar. numericamentecaracteriza al gradiente de densidad en aquellos
procesos en los cuales la temperatura y salinidad no cambian con la profqg
didad. El valor del gradiente básico de la densidad (Volumenespecifico)
para 1 db. varia entre los limites de 35o 10’8 y 45o 10"8
(es decir O(0.4 10-5)). Nosotros podriamos haber arrivado a la mismacon
clusión a partir de la (IV.l-13) y (IV.l-l4). Esto significa que el cam
bio bárico de la densidad crece con la profundidad y llega a ser importan

gr. cmn3db"1

te, O(1O-2), para aguas abisales.
En la ecuacio'n (IV.1-9) hemos incluido los cambios báricos dentro

del te'rmino p* (Q,A,z,t).
Llegado a este punto cabe preguntarnos: Co'mopodrán ser escaladas

p* y p* ? Para los movimientosde nuestro interés el gradiente horizontal
de presión será del mismoorden de magnitud que la aceleración de CoriolíS.

el que para oo (latitud media) estará dado por

p*29u*sind>=0(2Qsind>oUp;)

mientras que la magnitud del gradiente de presión es p*/L, entonces
1:: 1kp O(psULfo)

Estas consideraciones implican que la presión y la densidad pueden ser es
critas como

p*=p ggDz+p gULfop

(Iv.1-18) { p*=p;(1+€F'p)

. 2
donde e=U/(foL) es el numerode Rossbyy F'=f:L /(gD) .

En consecuencia el sistema (II.l-l,5) tomará la forma

(IV-149) e [ (du/dt)+(L/r*) (óuw-uvtambH-(f/fo)v+

6 (coso/sinoo)w=- (1/ [r*cosq>(1+eF' p) ] ( ap/ 3A)

(Iv'l'zo) e I (dv/dt)+ (L/r*) (Guw+u2tano)]+(f/fo)u=
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-(l/r*[l+€F'p])(3p/30)

(IVJszl) (1+eF'p)[€(62(dw/dt)-(D/r*)(u2+V2))

6(cos°/sin°)u=-(3P/BZ)' o

(IVJ=22) eF'(dp/dt)[l+eF'p]((L/r*)[(1/COSQ)(au/BA)+
(1/coso)(a(cosov)/ao)+26w1+(aw/az))=0

(IV.1-23) t)+ (L/r*)(¡J/coso) )+(L/r*)V(ap)
+(L/ao)W(Bp/az)=(KvL/UDZ)(320/322)

donde 6=(D/L)=0(6 10'3)
En forma adimensional y a o(1), el sistema (IV.1-19,23) estará

dado por

(IVJrzu) (f/fo)vo=(L/aocos°)(apo/BX)

(IVJ325) (f/fo)uO=-(L/ao)(8po/80)

(IVJxZó) (3P0/32)=’ po

(IVJ=27) (L/ao)(l/COSQ)I(Quo/ax)+(a(cosovo)/ao)+(awo/az)=0

(IVJPZB) uO(L/aocos@)(apo/ax)+vo(L/ao)(apo/ao)+wo(3po/32)=

(KVL/UD2)(32po/azz)

Si analizamos detenidamente 1a ecuación de continuidad (IV.1-27)
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podremos concluir que un cambio en la velocidad vertical de O(1) nunca.

podra' ser compensadopor los otros te'rminos, debido a, que (L/ao):0(lO-1).
Cuál es el problema? Evidentemente la escala vertical (DU/L) no es la. más

adecuada y deberíamos sustituirla por 10-1(DU/L) o (L/ao)(DU/L).
En consecuencia, el operador (d/dt) (en forma.adímensíonal) es

tará dado por

(IVJ229) (d/dt)=(a/at)+(L/r*)[(u/coso)(a/aA)+v(a/ao)]+
+(L/a0)w(8/82)

El sistema (Iv.1—19,23) tomará la forma

(IVJrBO)e[(du/dt)+(L/r*)(6(L/ao)uw-uvtan°))]-(f/fo)v+6(L/ao)

(cosÓ/sin00)w=-IL/(r*cos°(1+EF'O))](ap/3A)

2(IVJ231) e[(dv/dt)+(L/r*)(¿(L/ao)uw+u tan°)]+(f/fo)u=
-[L/(r*(1+eF'p))](8p/3°)

(IVJF32) (l+€F'p)[e(62(L/ao)(dw/dt)-(D/r*)(u2+V2))
-5 (cos‘P/sinQOH =- (ap/az) -p

(IVJrBB)eF'(dp/dt)+(1+€F'p)[(L/r*)[(1/6050)(au/31)+(l/cos°)

(3(cosQV)/3°)+26(L/ao)w]+(L/ao)(3W/32)1=0

(IVJ,34)(ap/at)+(L/r*)(u/cosó)(30/31)+(L/r*)v(Bo/3°)+(L/ao)w
(30/32)=(KvL/UD2)(320/322)

El correspondiente sistema termohalíno estará dado por:

(IV.1-35) (f/fo)vo=(L/aocoso) (apo/BA)
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(IVJ,36) (f/f0)uo=-(L/ao)(3po/30)

(Im-37) (3p0/32)=-DO

(IVJrBB) (l/coso)[(ano/8A)+(a(cosóvo)/3°)]+(3wo/az)=0

(IVJ239) (L/ab)(u0/cos@)(Boo/BA)+(L/ao)vo(Boo/3°)+(L/ao)wo
_ 2 2 2

(apO/az)—(KvL/UD >(3 00/32 )

Supongamos que

u=uo+yu P=PO+YP

(Iv.l—l+0) v=vo+Yv p=po+yp

w=wo+YG

De forma tal que u, v, w, p y p son soluciones del sistema general (IV.1

30,34); mientras que uo, vo. wo
(IV.1-35,39) (estado básico). El parámetro y' y las variables G(Ó,lx,z,t),

V(Ó,A,z,t), W(®,A,z,t), ñ(®,k,z,t) y 5(®,A,z,t)sm1compleummnte
desconocidas.

, po y po lo son del sistema termohalino

Previamente a continuar con el problema, es necesario hacer cie;
tas supOSicionesacerca de la escala temporal. Para el flujo básico t*:

(ao/U)t.TOt, donde To es la escala advectiva de tiempo (T036 J1085eg.)
Supondremosque la perturbacion tendrá una escala temporal más corta que
la advectiva, es decir t=er o T=(t/€).

De acuerdo con el sistema (IV.l-35,36) supondremos que las so

luciones u , v , w , po y p son estacionarias. Ahora bien, si sustituimoso o o

(IV.l-40) dentro del sistema (IV.l-30,34) obtendremosque a 005):

(IVJF41)(BG/3T)+(L/ao)[(uo/cos°)(33/3¡)+Y((ü/coso)(auO/ax)+
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(no/coso)(BG/8A))+vo(3uO/80)+Y(vo(Bü/30)+V(3uo/80))]+

(L/ao) [wo(3u0/32) +Y(“(Buo/Gszo (aü/az) ) ] - (L/ao) tan<1>

(uovo+yu06+yüvo)-(y/e)(sino/sinoo)3-[F'(po+y5)+z]

(sino/sinóo)(v0+Y5)+(c050/sin00)(wo+YW)=-(Y/€)(L/aocoso)
(añ/ax)

(Iv.1—42)

(BV/3T)+(L/ao)[(uo/coso)(3V0/3l)+VO(BVO/3®)+y[(G/cosó)

(avo/ax)+(uO/coso)(av/ax)+vo(av/ao)+6(avo/ao)11+(L/ao)

[wo(8vo/az)+y[wo(avo/az)+%(3vo/az)]]+(L/ao)tan@[uï+
2 üuo]+(y/e)(f/fo)ü+[F'(po+yp)+z](f/fo)(uo+yü)=
-<L/ao)(y/e)(añ/ao)

(IVJ343) Y[(3p/az)+p]=6(coso/sinoo)[uo+yu]

(IV'L44)(35/31)+(L/ao)[(uO/coso)(apO/ax)+vo(apO/ao)1+y(L/ao)

¡(no/coso)(eS/ax)+vo(aS/ao)]+y(L/a0)[(G/coso)(apO/ax)

+v<apo/ao>1+y2(L/ao) [ (fi/coso) (as/axnmas/am 1+(L/ao)

wo(apo/az)+y(L/ao)wo(aS/az)+(L/ao)ñ(apo/az)+y2(L/ao)
(as/az)+(L/ao)[po+y51(l/coso)I(auO/ax)+(a(cosovo)/ao)]
+(y/e)(1/coso)l(añ/ax)+(a(cosoG)/ao)1+(po+y5)(L/ao)

(y/coso)l(añ/ax)+(a(cosoG)/ao)1+2(wo+yü)+[z+(L/ao)[1+

(L/ao)(po+y5)11 (3(po+Y5)/82)+(Y/e)(BW/az)=0

(IVJrhfi)(ao/L)(1+6(L/ao)Z)(35/3T)+Y(uo/cosó)(35/3A)+y(G/cos@)

(a(po+y6)/ax)+yvo(añ/ao)+Y5(a(po+Y5)/ao)+a(L/ao)zwo
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(ago/az)+y(1+5(L/ao)z)[wo(as/az)+ñ(a(po+ys)/az)1=

(6(L/ao)z)(Kvao/UDz)(3200/322)+Y(Kva0/UDZ)[1+6(L/ao)z]
(325/322)

Hasta el momentoY permanece indeterminado, solamente hemos su

puesto que e<y<1. Si asumimosque E<Y<l,obtendremos a partir de la.

(Iv.1-41)

O(l) 0(Y/€)/_/\_'fi /—A*\
(añ/81)-z (sino/COSÓOWO-(y/e)(sinó/sinóo)\7+(y/e) (L/ao)

.. -1 l \_—
(l/COSÓ) (3p/3A)+0(10 )+0(10 )+. . . . . . . . =0

o(10'1(Y/e))

pero v(f/fo):0(l) y [(l/aocosé) (ap/3A) ]<O(1) . Por lo tanto O(Y/e)>
O(l) y esto significa. que la suposición e<y<l no es correcta. En con
secuencia. y=€ - Bajo tal suposición el sistema (IV.1-Í+1) tomará la forma.
(a 0(6) )

(IVA-46) (a‘ú/ar)+(L/ao) [(uo/cosó) (Quo/73A)+vo(ïr)uo/EHI>)]+(L/ao)wo

(Quo/az)-(L/ao)uovotanq>-(sino/sinoo)\7-(F'po+z)

(sino/sinoo)vo+(coso/sinoo)wo=-(L/aocoso)(añ/ax)

(Iv.1-47)

(BV/31H (L/ao) l (UC/coso) (BVO/BAHVO(avO/BQHwO(ave/32)]

+(L/ao>ugtano+<P'po+z)(f/fo)uo+(f/fo)ü=-(L/ao)(añ/ao)

(Iv_1_48) (añ/az) -6(cos<I>/sin<l>o)ü'=(6/e)(coso/Sinóomo

(IVJ249) (aS/aT)+(L/ao)[(uO/coso)(Boo/ax)+v0(apo/ao)]+
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(L/ao)wo(BpO/Bz)+(l/COS°)[(au/BA)+(8(COS®V)/3©)]+

(L/ao)(po/coso)[(auo/aA)+(a(cosovo)/a@)1+2wo+

(2+(L/ao)po)(apo/az)+(BW/az)=0

(IV.1—50)

(l/e)[1+6(L/ao)z](ap/ar)+(L/ao)(l/cos@)[uo(ap/ax)+

U(3po/3A)]+(L/ao)[vo(ap/ao)+v(apO/ao)]+(L/ao)[w(apo/az)

+Wo(30/3Z)]+(L/ao)2wo(3p0/32)=(KVL/UD2)[(sz/322)+

z<aZpO/azz)

Habiendo llegado a este punto podemoshacer las siguientes ob
servacíones

1) La escala temporal de la perturbación, t=eT , significa que t*=
e(L/U)T, dondee(L/U)=104seg.
2) La ecuación (IV.l-49) sugiere que 1a perturbación del campodel fluido

*=x Aaocosoo
De acuerdo con la (IV.1-2)

no es hidrostátíca a orden 6 .

{ entonces (3/3A)=*= _
Y (0 (bo)ao

aocosoo(a/ax*);(a/ao)=ao(a/ay*) ;o a1fonm_adnmnshnnl

(a/aA)=(ao/L)Cosoo(a/ax)
(IV.1-51)

(a/ao)=(aO/L)(a/ay)

Las funciones trigonométrícas pueden ser desarrolladas en series

de potencia, alrededor de una latitud media 0C), en 1a forma
. _ . _ . 2 2SlnÓ-SlnÓo+COSQO(L/ao)ySinoo(L/ao) y /2+...

- 2
(IVJr52) coso=cosoo-51noo(L/ao)y-cosoo(L/ao)2y /2+...

tan0=tan©o+cos'200(L/ao)y+tanoocos_2©o(L/ao)2Y2+-'o
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De acuerdo con la aproximación del plano B (Pedlosky, 1979;
Holton, 1979)

(IVJr53) (f/fo)=sino/sin03 1+(Bo/fo)(L/ao)y=1+[cosoo/sinoo]
(L/ao)y

En consecuencia en (IV.1-52). podemOSdespreciar los términos me

nores que (L/ao)y, de forma tal que el sistema (IV.1-46,50) podrá ser es
crito como

(Iv.1-5u)

(añ/3T)[cosQO-sinéo(L/ao)y]+cosoo(añ/ax)-[cosoo+

((1-2sin200)/sinoo)(L/ao)y]G=-cosoo[uo(auo/ax)+(L/ao)

w0(auO/az)]+Sin°o(L/ao)uovo+(F'pO+Z)[COSQO+((l-25in2Qo)/

sinoo)(L/ao)y]vo-wo[(coszoo/sinoo)—2cosoo(L/ao)y]-vo[

cos0o-sinoo(L/ao)Y](QUO/ay)

(IV-1-55)

[(35/81)+(85/3Y)](Cosoo-sinoo(L/ao)y)+ü(cosoo—((l-251n200)/

sinóo)(L/ao)y)=-uocosoo(avo/ax)-vo[cosoo-sinoo(L/ao)y](avo/

3y)-sinoo(L/ao)ug-(F'po+z)[cosoo+((l-Zsin200)/sinoo)(L/ao)Y]
-cos®o(L/ao)wo(3vo/az)

(IVJrjó) (35/32)+5=(5/€)uo(cotoo-(L/ao)y)

(Iv.1-57)

[(85/31)+(ao/L)(aG/ay)+(aG/32)J[cosoo-sinoo(L/ao)y]+(ao/L)

(Bü/Bx)cos®o-5[sin®o+cosoo(L/ao)y]=-[v0(apo/ay)+po(avO/ay)

+(L/ao)w0(Boo/az)+2wo+(z+(L/ao)po)(apo/az)][cosoO-sinQO(L/ao)

y]-pocos®O(Quo/3x)+(L/ao)Fo(sinóo+cosoo(L/ao)y)vo



45

(IV.1-58)

[(l/e)(1+6(L/ao)z)(35/81)+vo(85/3y)+\7(3p0/8y)J(cosoo-sinoo

(L/ao)y)+cos<1>o[uo<35/ax)+6(apo/ax)+ (L/a0)€5(apo/az)+ (L/ao)wo

(35/32)+ (L/ao)zwo(3p°/Bz) 1=(KvL/UDZ)I (azg/azzhz (apo/azzH

(combo-sind)o(L/ao)y)

Es necesario hacer notar que en el sistema del campode fluido

perturbado, unicamente la ecuacio'n (IV.1-58) contiene términos que inclu
yen variables correspondientes al estado básico y al perturbado "ecua
cío'n acoplada"). No es, en consecuencia, prematuro el suponer que eSÏa eCUÉ’;
cío'n desarrollará un papel esencial en el problemade la inestabilidad de
1a círculacio'n termohalina .

IV.2 Los términos de correccio'n del estado básico
' o . M 1a Iv

Supongamosel caso ideal en que no ex1ste perturbac1ón (u={7=w=p=

5:0) , lo cual implica que los términos de la izquierda en las ecuaciones

(IV.l-H+,58) serán nulos, mientras que los de la derecha unicamente de
penderán de las variables correspondientes a1 flujo básico. Estos térmi
nos sobreviviraïn comoconsecuencia de la incapacidad del sistema (IV.l
24,28) de describir completamenteel flujo básico de la circulación ter
mohalina. En otras palabras la (IV.l-LIrO)no es correcta. y por lo tanto

o a . o ' a a 'sera necesario incluir algunos terminos de correccmn, tales como:

un 'x'y'z)=uo(x,y,z)+€ul(x,y,Z)+Eü(T ,x,Y,z)
V(T¡xly'z)=v0(x,y,z)+€vl(x,y,z)+EÜ(T,XIY,Z)

(IV.2-1) w“ 'x'ylz)=wo(x,y,z)+cwl(x,y,z)+€\7('t ,X¡Y,z)

p(r,x.y,z)=po(x'Y'Z)+€pl(X'Y'Z)+€5(T'x'y’2)
ph:¡XIYIZ)=po(xIYIz)+€p1(x'y'z)+eñ(T’x'y'Z)

' s'stema termohalino (IV.l—
dondeuo,vo,wo,po y po son soluciones del 1
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24,28); u]_, v]_, wl, pl 37pl son las correcciones correspondientes
a1 flujo básico; mientras que Ü; ‘7: a: 5 Y [3, son las componentes
de la. perturbación.

Sustituyendo (IV.2-1) dentro del sistema (NJ-30,34) obtendremos
las siguientes ecuaciones:
A O(eo)

(IVJr35) (f/fo)=(L/aocos°)(apo/BA)

(IV.1-36) (f/fo)uo=- (L/ao) (3p0/3‘Ï’)

(IVJr37) (apO/az)=-pO

(IVJ238) (l/coso)[(auo/ax)+(a(cosovO)/ao)]+(awO/az)=o

(IV-1-39)

(L/ao)(uo/coso)(apo/aA)+(L/ao)vo(apO/ao)+(L/ao)wo(apO/az)=

(KVL/ÜD2)(32p/822)

A 0(cl)

(Iv.2—2)

(f/fo)vl-(L/aocoso)(apl/BA)=(L/ao)[uo(3Úo/3A)+Vo(aVo/BÓ)

-uovotanq>]+(L/ao)wo(auO/32) - [2+F'p01Vo(f/fo) -wO(Coso/sinq>o)

(Iv.2-3)

(f/fo)ul+ (L/ao) (apl/adb)=—(L/ao)[(uo/cosé) (avo/acp)+vo(avo/aq,)

+ugtan4s+wo(av0/az)]-[z+F'po](f/fo)uo
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(IV,¿¿Ú uo(coso/sinoo)-(L/ao)Uapl/az)+ll=0

(IV.2-5)
(l/coso)l(aul/aA)+(a(cosovl)/ao)J+(aw1/32)=(L/ao)[(uo/coso)

(apO/aA)+vo(apo/ao)+wo(apo/az)+(po/coso)(ano/ax>]+2wo+(L/ao)

(po/coso)(a(cosovo)/ao)+(po+z)(L/ao)(aw0/32)

(mhz-6) (L/ao)[(1/cosqa)[uompl/axHul(¡Boo/3M“Vo‘301/3‘1’)+
2

Vl(apO/ao)]+(L/ao)[wo(3pl/az)+wl(apo/32)]'(ÏVL/UD )

(apo/azz)-(L/ao)zwo(apo/az)

y

(IV.2—7) (añ/aï)-G(f/fo)+(L/aocoso)(añ/ax)=o

(IV.2-8) (BG/aT)+(f/fo)ü+(L/ao)(35/30)=0

(Iv 2-9) (añ/az)+5=o

(IV.ZJD) (añ/ar)+(1/cosw)t(añ/ax)+(a(cosov)/ao)+(añ/az)=o

(IV.2-ll)

e‘1(1+5(L/ao)z)(aa/ar)+(L/ao)(1/cos9)[uo(3S/3A)+í(aoo/3%)1

+(L/ao)[v0(35/ao)+5(apO/ao)1+(L/ao>[w0(aS/az)+ñ(aoo/32>1=

(KVL/UD2)(3267322)

Utilizando las (Iv.1-51), (Iv.1-52) y (Iv 1-53), el sistema

(IV.2-2,6) tomará la forma:

(IV.2-12)

(1+alY)Vl-(3P1/3x)=(l-cly)[cosoouo(ano/ax)+vo(avO/ay)]+(L/a0)

wo(auO/az)-(1+a1y)vo(1+F'po)-cíotd>0(l-2cly)wo
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(IV«2-13)(1+aly)u1+(l-c1y)(apl/ay)=-u0(ave/ax)-vo(1-cly)

(Evo/ay)vcluo-(L/ao)wo(3vo/az)-(F'po+z)(1+a1y)uO

(Iv.zJA) (L/ao)[(3pl/az)+pl]= tanoou-blymo

(IV.2-15) (aul/BXHU-cly) (3V1/3y)-clvl+(L/ao) (¡ml/az): (L/ao)

[uo(apO/ax) +Vo(3pO/3y)+2wo+po(3uo/3x) +p0 (evo/ay) 1

(IV¿>16) uo(apl/ax)+ul(Boo/3x)+(l-cly)[Vo(3pl/3y)+vl(3po/8y)]

+(L/ao)wo(apl/32)+(L/ao)w1(Boo/32)+(L/ao)zwo(aoo/32)=
2 2 2 2 2

(KvL/UD)[(3 91/82 )+(3 00/32 )]

Los términos de corrección serán soluciones de este último sistema, sin
embargo nos abstendremos de resolver el mismo en este trabajo ya que
carece de significacióh para el problemade la estabilidad hidrodinámi
ca. En (IV.2-12,16) hemosutilizado la siguiente notacioh:

_ - 2 

al—[(l-251n ©0)/81n00cosoo](L/ao)
(IV.ZJ]) bl=cotoo(L/ao)

cl=tan©o(L/ao)
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Capitulo V

ESTABILIDAD DE UN OCEANO BAROTROPICO

V.l Océanobarotrópico
A partir de la solución de Needler (Needler, 1967; Veronis, 1969)

para la circulación termohalina

(11h53) 90(0,A,Z)=A(®,A)+M(0,A)exp(cz/sin°)

podemosconcluir que el campobarotrópico está representado por

(v.1-1) po(<p,x)=A(<p,A>

Por lo tanto, el sistema termohalino correspondiente será:

(f/fo)vo=(L/aocoso)(aA/aA)

(v.1-2) (f/fo)uO=-(L/a0) (BA/30)

w0=po=0

o de acuerdo con (IV.l-3)

VO=(f/fo)[cosQo/coso](3A/8x)

u =-(f/f )(3A/3Y)
o O

Sin embargo en la aproximación del plano B debemos desarrollar estas ecua

ciones utilizando (IV.l-52) y (IV.l-53). En las siguientes secciones ana
lizaremos la estabilidad de diferentes casos correspondientes a un océano
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barotrópico.

V.2 Océano en reposo

En este caso uo=vo=wo=p0:0 y el sistema (IV.2-7,11) se trans
formará en

V N . 2

(V-Z-l) (Bu/3T)[cosrpo-sinoo(L/ao)y]-v{cosq>°+[(1-251n oo)

/Sind>0] (L/ao)y] + (ais/ax) cos<I>O=0

(v 2_2) sinoo[(aq/31)+(3fiyay)]+ü[sin00+cosoo(L/ao)Y]=0

(wz-3) (añ/az>+5=0

(wz-li) (cosoo—sind>o(L/ao)y)[(d5/31)+(aO/L)(¡Ñ/BY)+(aw/az)]

+(ao/L) (aü/ax)cosoo-Wsinoowosoo (L/ao)y)=0

(v.2-5) (ao/5L)(35/31)[1+6(L/ao)z][cosóo-sinoo(L/ao)y]=

(KvaO/UDZ)(825/322)[cosQO-sin®O(L/ao)y]

En la ecuación (V.2-5) la función [1+6 (L/ao)z] nunca será nula,
porque esto implicaría que z es mayor que la unidad. En consecuencia esta
mos en condiciones de resolver la ecuación

(V-2-6) (as/ana:[(KVL/UD2)/(1+6(L/ao)z)1(325/322)

El significado de (V.2-6) es que los cambios locales en el cam
po de densidad de la perturbación son compensadospor procesos difusivos
exclusivamente. Esta ecuación es del tipo parabólico, comola correspon
diente a los problemas de transferencia de calor con difusividad que es
función de "z" (Koshlyakov, 1964), Generalizaremos el método de separa
ción de variables, conmunmenteutilizado para difusividades constantes
(Miller! 1941? PetÏOVSkYo195“: Ford» 1955: KaMRe,1959). Para resolver

la mencionada (V.2-6). Supongamosque:
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(v.2-7) 5(x,y,z,T)=X(x,y,z)Y(T)

entonces

2

(V_2_8) {a) (1/Y) (BY/ar)=—81
2 _ 2

b) (1/x) [€K#/(l+6(L/ao)2)] (azx/az )--Bl

donde K#=[KVL/UD2] . La solucío'n de (V.2-8a) será

(V-2-9) ym: exp(-BÏ )

Por otra parte 1a (V.2-8) puede ser escrita como

(v.2-1o) (32x/322)+BÏ[(l+6(L/ao)z)/€K#]x=0

(v.2—11) (32X/322)+(mz+n)x=°

donde

(v.2—12) m=[BÏ6/€K#] (L/ao) y n=(BÏ/6K#)

Con un cambio de variables en la. foma. (Kamke, 1959)

(v.2-13) €=mz+n

tendremos que n(€)==x(z) y la (V.2-11) tomará la forma

2 _
(Vi-14) (3211/36 >+m 2En=0

Esta ecuacióh acepta comosolución

“¿2-15) n= EZl/3[i(i) (m‘2)1/2¿3/2<2/3)1
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donde Zv es una función cílíndríca (Zylinderfunktionen) definida por

(V.2-16) Zv(x)=ClJv(x)+C2Yv(x)

con Cl y C2 constantes Jv (X) Y Yv(X) son funciones de Bessel de
primera clase y orden v y de segunda clase y orden \, , respectivamente.
(Antosiewicz, 1964; Barcílon, 197D)

De acuerdo con la (V.2-12) y (V.2-13), tendremos que

/2]-l 3
X(z)=[mz+n]l/2Zl/3[_(2/3)m (mz+n)

2
(v ¿47) X(2F48yfleKfi1/>[6(L/ao)z+111/Zzl/3[-(2/3)(ayüL)

(el/(ex#>1/2>[6}L/ao)z+113/21

En consecuencia, a partir de la (V.2-7), (V.2-9) y (V.2-17) podemosobte
ner

/
(v.zJB) 3<x,y,z,r)=exp<-BÏ )[(Bl/(€K@)l 2(6(L/ao)z+l)l/2

_ 1/2
21/3l (2/3) (ao/6L)[Bl/(€K#) ](6(L/ao)2

3/2
+1) 15152

(#) Las funciones cilíndricas definidas por (V.2-16) son un caso es
pecial de las funciones de Nielsen (Watson, 1958)

Z x ==a .J x -+k> Y x
v( ) v v( ) v v( )

donde av 3; bx) deben ser funciones arbitrarias y periódicas de v . con

período unitario. Esto significa que

av=av-l’ bv=bv—1

En nuestro caso particular a4/3=a1/3:a_2/3-C1 y b4/3gb1/3:b_1/3:C2°



53

donde 5 (x) Y 5' (Y) son dos funciones arbitrarias de "x" e "y" respec

tivamente. A partir de (V.2-18) podemosver que si 31 es un número real
o complejo con el valor absoluto de la parte real mayor que el de 1a ima
ginaria, el sistema será estable.

V.3 Océano barotrópico con velocidad zonal
En este caso estamos Suponiendo que

no: uo(x,y) Y Vo=po:0

En consecuencia el sistema (IV.2-7,11) tomará 1a forma

(v.3-1)(aü/ar) [cosQO-sin®O(L/ao)y]—\7[cos<bo+((1-ZSin200)/sind>o)

(L/ao)y]+(añ/ax)cosoo=0

(V-3-2) (BG/31H (1‘-cot<1>O(L/ao)y) 5+ (efg/ay) :0

(V'3'3) (añ/az)+5=o

(VJ-4) Has/ar) (L/ao)+(aü'/ax)+(L/ao) (añ/az) JCOSÓO-sindño

(L/ao)y5+(35/3y)[COSGO-sin00(L/ao)y]=0

(V3-5) (l/e) (35/31) [1+6(L/ao)z]+uo(35/ax) [combo/(cosmo
' _ 2” 2 .

Sin@O(L/ao)y)]-K#(3 p/az )(cosoO-51nQO(L/ao)y)

La (V.3-5) podrá ser escrita en la forma

(VJ-6) (1/5) (BS/BT)[1+6(L/ao)Z] [cosQo-sin®o(L/ao)yl+uo

(BS/Bx)cos<bo=(KVL/UDZ)(325/322) [cosÓO-sin00(L/ao)y]

donde K#=(KvL/UD¿)
Suponiendo que

(V-3'7) 5'(XIYIZIT)=X(x,y,z)y(-¡)

obtendremos



__ 2
(v,3_ga) (l/Y) (3Y/3‘t)- el

y

(“-3'8b) [eK#/(1+6(L/ao>zl(32x/azZ)-Ieu0(1+a(L/ao>z>'1/

(l-tan00(L/a0)y)](8X/3x)=-BÏ x

En consecuencia 1a solución de la ecuación (V.3-8a) está dada por

(v.3-9) Y(T)=eXP(-BÏT)

Por su parte la ecuación (V.3-8b) puede ser escrita en la forma

(V3-10) (aZX/azz)-(1/2K#)[uO/(l-tanoo(L/ao)y)](aX/ax)+

(BÏ/€K#)[l+6(L/ao)zlx=0

y suponiendo que

(V-B-ll) X(XIYIZ)=xl(Z)x2(x¡Y)

luego de 1a sustitución dentro de (V.3-10) podemosobtener

(v.3-12) (1/x1) (dle/d22)+(BÏ/€K#) [1+6(L/ao)z]-(1/€K#)

[uo/(l-tanÓO(L/ao)y](l/Xz)(3X2/8x)=0

Esto implica que

(v }43a) (dle/dzz)+[(BÏ/EK#)(1+5(L/ao)2)+YÏ]Xl=0

y
2 r _.

(V-3-13b)(1/eK#) [uo/(l-tand>0(L/ao)yl (axz/ax)+ ylhz-o

La ecuación (V.3-13a) puede ser escrita en la forma

(V-ÏJA) (dle/dzz)+(mz+n)xl=0
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similar a 1a (V.2-ll) donde ahora

(v.3-15) m=(BÏ/eK#)6 (L/ao) y n= (BÏ/K#)+YÏ

con un cambio de variables como el (V.2-13)

(v.2-13) g=mz+n

obtenemos que n(€)==X(z) y 1a (V.3-14) se transformará en

2 2 -2 _(v.}dó) (a n/dE >+m nE-O

cuya solución es

-2)l/2¿3/2]
(v F17) n=(€)1/2Z 3[-(2/3)(m1/

De acuerdo con la;(V.3-15) y (V.2-13)

/ZZ [-(2/3)m_l(mz+n)3
xl(z)-(mz+n) 1/3 ]

o

/32

(v.3—18)xl(z)=(gl/(€x#)l/ )[6(L/ao)z+(l+(YÏ/BÏ)EK#)]1

3l-(2/3)(ao/6L)(Bl/(eK#)l/2)[6(L/ao)z+z l
/ /2](1+(YÏ/BÏ)€K#)]3

La ecuación (V.3-13b) podrá ser escrita en la forma

(v.3-19) [uo(x,y)/(l-tanq>o(L/ao)y)] (gxz/gx)+ ÏK#X2=0

donde hemos supuesto que LhDCx,y)#0. En consecuencia es posible hacer
un cambio de variables en la forma

t=(1-tan©o(L/ao)y)j[(dx/uo)

X2(x,y)=€(t)

por lo tanto la ecuacióh (V.3-13b) tomara la forma



(v.3—2o) (dE/dt)+yÏK# =o

con solución

E: exp(-YÏK#t)

o

(v_3_21) X2(XIY)=exp [-YÏK#(l-tantbo (L/ao)y)j(dx/uo)]

A partir de 1a (v.3—7), (v.3-9), (v.3-11), (v.3-18) y (v.3-21)
obtendremos que:

(v.3-22) 5(x,y,z,1)=exp(-BÏT) (Bl/(eK#)l/2[6(L/ao)z+(l+
2 2 1/2

(Yl/BÏ;:K#)] zl/3[-(2/3)(a0/6L)(Bl/
(€K#) >[a(L/ao)z+(1+(YÏ/BÏ)eK#)13/2]}

exp [-yÏK# (l-tan<l>o(L/ao)y)j(dx/uo) ]52

w

donde 02 es una funcion arbitraria de "y".

V.4 Océano barotrónico con velocidad meridional

En este caso tendremos que:

uo=wo=oo=0 y vo=vo(x,y)#0
En consecuencia el nuevo sistema de ecuaciones diferenciales estará dado

por

(V-LF-l) (33/31 ) (cosoo-sintbo (L/ao)y) -;-[COS°O+

((1-2sin2oO)/sinoo)(L/ao)y]+(añ/ax)cosoo=o

(VJFZ) (aC/ar)+(1+cotoo(L/ao)y)5+(35/BY)=°

(v.4_3) (añ/az)+5=o

(vxeu) ¡(as/ar)+(aW/az)](L/ao)cosoo+(3578y)[00890

-5inoo(L/ao)y]-GXL/ao)sin00+cosoo(aüyax)=0
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(V-4-5) (1/e)(añ/ar)[1+6(L/ao)z]+vo(3573y)=K#(3267322)
A partir de la (V.4—5) tenemos que

(v¿h6) (36731)+[evo/(1+6(L/ao)z)](3678y)=[eK#/

(1+6(L/ao)z)1 (325/322)

Por analogía con lo realizado en la Sección V.3. la solución de (V-4-6)
será

(“-7) 5(x,y,z,1)=exp(-BÏT)(l/(eK#)l/2)[6(L/ao)z+(1+(Y2/
1 2

BÏ>K#)J/ Zl/3[-(2/3)(ao/(eK#)l/2[6(L/ao)
2 2 e

z+(l+(yg/81)K#)3/ 1] exp[-Yg Killdy/vo)]9.

V.5 Océanobarotrópico con velocidad arbitraria

uo=uo(xIY)I VO=Vo(le) Y wo=po=o
El sistema perturbado será

v. 1 a» '_ . _«v _ . 2( 5') (8u/3‘t)[cosd>OSanO(L/ao)y] v(cos©o+[(l 251moo)/

sinóo](L/ao)y)+(Bp/3x)cosoo=0

(V 52) (aG/ar)+[1+cotoo(L/ao)ylñ+(añ/ay)=0

(v.5—3) (añ/az)+5’=o

(v 5JÚ [(aa/ar)+(aW/az)](L/ao)cosoo+(aG/ay)[cosoO-sinoo

(L/ao)y]—V(L/ao)sinoo+cosoo(aü/ax)=o

(V-5-5> (1/e) (eS/ar) [1+(L/ao)óz]+ vo(aó'/ay>+[ (uowíï/ax)

cosOo)/(cosÓO-sinoo(L/ao)y)]=K#(825/822)

La ecuación (V.5—5)podrá ser escrita en la forma



(l/e)(35/81)[1+6(L/ao)z]+vo(85/3y)+[uO/(l-tanoo

(L/ao)y)](35/3x)=K#(8257322)

Estableciendo que

(v'5-6) 5(XIYIZIT)=X(XIYIZ)Y(T)

tendremos

(v.5_7a) (l/Y)(dY/dT)=-BÏ
y

(V-5-7b) (l/x) [cK#/(1+6 (L/ao)z)] (32X/822)-[€/ X(l+6 (L/ao) 2)]

[vo(ax/ay)+[uO/(1—tanoo(L/ao)y)1(aX/ax)]=_BÏ

Por lo tanto la solución de la ecuación (V.5-7a) será

_ 2
(v.5-8) Y(T)-eXP(-Bl )

La ecuación (V.5-7b) puede ser escrita en la forma

(v 5-9) (32X/322)+(BÏ/€K#)[1+5(L/ao)z]X-(vo/K#)(aX/ay)

[uo/(K#(l-tanÓo(L/ao)y)](3X/8x)=0

y suponiendo que

(v 5do) x(x,y,z)=x1<z)x2(x,y)
tendremos

(Vonla) (l/Xl)(dZXl/dzz)+[(BÏ/€K#)(l+6(L/ao)z)]=_YÏ

y

(v.5-11b) (l/xz)[(vo/K#)(axz/ay)+[uO/(K#(1-tanoo(L/ao)y)1=-YÏ
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En consecuencia la solución de la ecuación (V.5-lla) será

2

(v 542) xl=(el/<ex#>l/2)[a(L/ao)z+(1+(v3/BÏ>eK#)11/
[-(2/3)(Bl/(€K#)l/2)(ao/6L)[6(L/aó)z+Z

1/3 /2](1+(YÏ/BÏ)eK#)13

La (V.5-11b) es una ecuación diferencial linear a primer orden
que puede ser escrita como

(v.5-13) Vo(ax2/ay)+[uo/(1-tanoo(L/ao)y)1(axz/ax)=

-K#YÏX2

Si suponemos una solución de la forma

(v.5-y+) ‘ x2=F(x,y)

tendremos a partir de (V.5-7), (V.5—9), (V.5-lla,b) y (V.5-12) que

/
(VK545) 5(x,y,z,r)=exp(-BÏT)[(Bl/(eK#)l 2[6(L/ao)z+

2 l 2
(1+(y*/BÏ)eK#>J / Zl/3I-(2/3)(aO/6L)
(sl/(ex#)1/2[a(L/ao)z+(1+(yÏ/BÏ)
eK#)]3/2]F(x,y)

Deberemosdiscutir a continuacion que tipo de funciones correspon
den a F(x,y). A1 presente el único requerimiento que hemos fijado sobre

X2=F(x,y) es el de satisfacer la ecuación (V.5-13), lo que sin lugar a du
das implica una severa limitación sobre las formas de las perturbaciones
superficiales. Supongamosque a '¡=o existe una perturbación en el campo
de densidad descripta por

(v s46) so<x,y,o,o)=f(x,y)
A partir de la (V.5-15) tendremos que

/2y y 2
po<x,y,o,o>=p(x,y,o,o)=(el/(eK#)1 )[1+(yÏ/el)
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eK#]l/2Zl/ 3[-(2/3)(a0/6L)(Bl// /l 2 2
(eK#) [1+(yÏ/BÏ)eK#13 ]F(x,y)

por lo tanto

(v.5—17) f(x,y)=G(Bl.Y*)F(x,y)

donde
- 2

c(el,Y*)=(Bl/<ex#)1/2)[1+(y3/BÏ)ex#Jl/
- 1/2

zl/3I (2/3)(ao/6L)(Bl/(€K#) )
[1+(yÏ/BÏ>ex#13/21

Esto significa que

(Vo5-18) F(x,y)=[f(xly)/G(31IY*)]

En consecuencia f(x,y) deberá ser solución de la ecuación (V.j%l3). En
otras palabras la perturbación inicial en superficie deberá satisfacer
ciertas condiciones de acuerdo al campode velocidades horizontales

(uo(x.y) y v0(x.y))
Las ecuaciones (V.3-l9) y (V.5—19)son casos particulares de

la más general (v.5—13)

(V.5JJ) Vo(ax2/ay)+[uo/(l-tan@o(L/ao)y)](BXZ/ax)=
2

-K#Y*X2

Esta es una tipica ecuación diferencial lineal a primer orden, también
llamada "ecuación de Lagrange" (Miller, 1941; Petrovsky, 1945).

Comohemos visto en la Sección V.l, el campo de presión en un

océano barotrópíco puede ser representado mediante

(V.1_1) po(d>,)\)=A(d>,M

mientras que los camposde velocidades correspondientes estarán dados
por:



61

vo=(f0/f)(cosoo/coso)(3A/3x)=(fo/f)(L/aocosó)
(BA/3A)

V.1-2
( > uo=—(fo/f)(aA/ay)=-<fo/f)(L/ao><3A/3°)

En la aproximación del plano B .

(l/sin0)=(l/sinoo)-[cosoo/sin2®o](L/ao)y+ . . . . . . . ..

[1/(sinocoso)]=[1/(sinoocosoO]-[(1-2sinzoo)/(sinzoOCOSZoOJ

(L/ao)y+ . . . . . . . . . . . . . . . ..

Por lo tanto, las (V.1-2) ïomarán la forma

vo=[l-[(l-Zsin200)/(sinoocosoo)(L/ao)y]](3A/8x)
(V,}J9) uo=-[l-(cosQo/sin©o)(L/ao)y](8A/3y)

wo=po=0

En consecuencia podremos escribir la (V.5—13)en 1a forma

(v 5_20) [1-[(1-2sin200)/(sinoocosoo)1(L/ao)y](aA/ax)
(BXZ/ay)-[(l-cotoo(L/ao)y)/(l—tan00(L/ao)y)]

2
(BA/3Y)(3X2/3x)=-K#Y*X2

con ecuaciones subsidiarias dadas por

(Víél) -[l(1-cotoo(L/ao)y)/(1—tanoo(L/ao)y)1(3A/3y)]_ldx=
[Il-l(l-25in200)/(sin00cos@0)](L/ao)y](3A/8x)]_ldy
=(K#y3x2)_l(-dx2)

En teoría es posible encontrar una solución general o integral
completa de (V.5-20) (Petrovsky, 1945; Garabedian, 1964) a partir de dos
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soluciones independientes de las ecuaciones diferenciales ordinarias
(v.5_21). Utilizando la (IV.2-l7) podremosescribir (V.5-21) en la forma

[(l-aly)(l-clY)/(l-bly)](3A/3x)(8X2/3y)-(3A/3Y)
2

(axz/ax)=-K#Y*[(l-CIY)/(l-bly)]x2

Supongamosque (BA/ay)=f(x) y (3A/3x)=h(y) o esto implica

(v.5—22)
A=mxy+n

Por lo tanto

OLE-23) [(l-aly)(l-cly)/(l-bly)]my(3x2/ay)-nx(ax2/ax)=
-K#YEI(1-cly)/(1-b1y)1x2

Ahora es posible intentar una nueva separación de variables

V. 24 —
( 5- ) X2(x,y)—X21(x)X22(y)
obteniendo

(v.5-25)

2
(dX21/dX)(mx/X21)=-K#y*[(l-cly)/(1_bly)]

Esto implica

(Vu526a) (l-aly)my(dX22/dy)+(K#YÏ—A)x22=0
y

(Vn526b) mx(dx21/dx)-Ax21=o

Para poder resolver la ecuación (V.5F26a) íntroduciremos un cam
bío de variables

(v.5-27) P=(-l/m)ln[(l-aly)/y] y w(r)=x22(y)Por lo tanto

(V 5-28) (dW/dF)+(K#Y3-A)w=0
c lcon soluc1on
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W(P)=exp[(A-K#YÏ)P]
O

(v 5_29) x22=exp[[(K#YÏ-A)/m]1n[(l-aly)/y]]

Por otra parte la solución de (v.5—26b) es (Kamke, 1959)

(A/m)
(v.5-3o) x21=Clx 1

A partir de (v.5—25), (v.5—29) y (v.5—3o) tendremos que

[(K# 3-A)/m](A/m)

(v 5-31) x2(x,y)= C[x 1 ¡(l-aly)/y1
pero dicha solución tiene una singularidad en y:0, para cualquier valor

de 00 . Recordando de (V.5—l7) que

5(X,y,0,0)=G(31pY*)X2 (XIY)

podemosconcluir que cerca de y=0 la perturbación puede ser mayor que 1.
En consecuencia no es posible encontrar una solución apropiada al proble

ma de la perturbación que satisfaga la (v.5—20), cuando

PO=A(X,Y)=mXY+n

La relación (V.5—l7)introduce una restricción sobre cualquier

posible solución de (V.5—20), ya que implica que X2 debe estar acotada
para -l<y(l yz 10°<Qo<80° . Resulta en consecuencia un problema bas
tante dífïcil el encontrar una solución analítica de la ecuación (v.5921)
cuando A=A(x,y), aún para los casos más simples. En general los factores

[(1-cot4>¿(L/ao)y)/(1-tanoo(L/ao)y)1 y [(1- [ (1-2sin2oo) /
(Sinoocosoo)] CL/ao)Y] introducen severas limitaciones para resolver

las ecuaciones por separación de variables, sustitución o aplicando multi
plicadores. Por lo tanto podemosintentar otra aproximación al problema
en sentido inverso; "Dada una perturbación especifica, es decir una deter
minadadependencia horizontal para la perturbación, deberemos encontrar

las formas de uO(XoY)y VO(Xoy)de manera tal que la ecuación (V.5-13) se
satisfaga".

Supongamos que

(v.5-32) x2<x,y>=_X b]! mexp[i(jx+1my)1 con le! I<1j,m ' j,m er



si sustituimos (Vo5-32) en (V.5-13), obtenemos

(l-aly)(3A/BXJ 2: imbá mexp[i(jx+my)]-[(1-b1Y)/(l-C1y)](BA/By)Jim

X ijb! exp[i(jx+my)]=-K#YÏ Xb! exp[i(jx+my)]
j’m Jim jlm Jim

En particular para un par de modosnormales (j,m)

. 2
(l'aly)(3A/3X)lm'[(1'b1Y)/(1-C1Y)](BA/By)ij=-K#Y*

O

(v 5.33) «Y3=(i/K#)[j[(1-bly)/(1-c1y)1(aA/ay)-m<1-a1y)(aA/ax)1

Esto significa que la ecuación-(V.5—13)o su equivalente, (v,5;33), fun
cionan comoun filtro con respecto a los modosnormales de 1a perturbación.

Analizaremos diferentes caSOs:

Al) Supongamosgue el océano barotrópico solamente tenga velocidad zonal.
Esto significa que (3A/3x)=4) y la ecuación (V.5—33)tomará la forma

(dA/dy)=-i(K#/j)YÏ[(l-cly)/(l-bly)]

por lo tanto,

. 2 . 2

A(y)=-1K#(nu/3) [(cl/bl)y+ ((cl-bl) /bl] ln (1-b1y) ]+cte.
, , 2 .

Comop0(y) ; A(y) es una funcion real, es necesario que 'Y*=lÏ> . En con
secuencia,

(15.34) Po(y)=A(y)=(bK#/j)[(cl/bl)y+( (Cl-bl)/bÏ)ln(l-bly)]
+ cte.

La función entre corchetes depende de la latitud media oo y de
la coordenada y. En particular, en el dominio10°S<Do<80°, —1<y<1 ,para
una determinada latitud media, el máximode la función entre corchetes se
da en y = l y el minimo en y = -1.( Ver Tabla I). En consecuencia si to
mamosla constante igual a cero en la ecuación (V.5—34)



LATITUDHEDIA (!-1)

(!--1)o
(Grados)

Donde¡ C1
F Y)- Y +

( b1
c1-I:1 (lo 1-b Y2 s 1)

1

G °1 (1_b °1’b1(Y).T1 1Y)' T1
y 3-1. bl. c1 están dados por (IV.2-17)

(v.5-35) Ijl>»IK#bII (cl/blm (cl-b1)/bÏ11n(1—bly)l

y esto satisface la desigualdad Ip0(y)lgl
Por otra parte, la velocidad zonal debe satisfacer

o=-(1-bly)(dA/dy)

lo que implica

65
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(v.5.36) u0(Y)=-(bK#/j)[(C1/b1)(l-bly)-[(c1-bl)/b1]]
Pero ahora la función entre corchetes tiene un máximoen y : l

y un minimo en y = -1, para cada o . En todo el dominio la función sera

negativa y el valor absoluto de los minimosserá mayorque el correspon
diente va1or absoluto de los máximos.Si elegimos

(V-5-37) Ijl>|K#b| l [(cl-b1)/b11-(c1/bl) (1+bl) I

obtenemosluo(y)l<1.

Los valores correSpondientes a los términos a la derecha de la
desigualdad en la ecuación (V.5—37)son mayores que los correspondientes

a la (V.5-35) cuando 10°soo<31° , mientras que para 3l°<d>o\<800 ocu
rre lo contrario. Esto significa que de acuerdo a la latitud media debemos
elegir un j-límite como el valor mayor entre (V.5-34) y (V.5—36). Ambas
ecuaciones implican que la (V.j+32), para (3A/3x)=0 , trabaja comoun fil
tro selectivo sobre los modosnormales zonales de 1a perturbación pero no
existe ninguna restricción sobre los modosmeridionales. En otras palabras:
"Un oceano barotrópico sin velocidad meridional solamente puede aceptar

modoszonales fuera del intervalo abierto '(DJ(ÓO),IG(QO)) o

(-M(@o)'M(QO)) Si loo<00<3lo o 3loséosgo° raflmctümmentem
Donde:

n(4>o)=l(cl/bl)+[ (cl-bl)/bÏ]ln(l-—bl) 1|bK#l

M(d>o)=[(cl/b1)(1-b1y)-[(cl-bl)/bl]]|b}<#|

Hemosusado 1a expresión "intervalo abierto" de acuerdo a su sig
nificado en análisis matemático (Watson, 1961; Scott and Tims, 1966), es
decir:

(a,b)= [xeR/a<x<b]

A2) Supongamosun océano barotrópico gue tiene unicamente velocidad meri
dional. Esto significa (QA/By)=o y en consecuencia la (V.5-32) toma

rá la forma

(v.5-38) mtl-aly) (dA/dx)=iK#yÏ
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pero la solución de dicha ecuación implica que A =A(x,y) y este hecho con
tradice nuestra hipótesis. En consecuencia mdebe ser cero y esto signifii
ca que el sistema unicamente acepta perturbaciones con modos zonales. "Un
océano barotrópico con velocidad zonal unicamente podrá aceptar perturba
ciones con modos zonales“.

A3) Sea el caso de un océano barotrópico con velocidad arbitraria. Estu
diaremos tres casos diferentes:

A3a) j ; 0. Esto significa una perturbación con dependencia horizontal en
la forma

(v.5_39) x (y)=zblexp[i(my)] con Z¡bv¡<1
2 m m m m

En tal caso la (V.5—33)podrá ser escrita como

(V.5—40) m( l-aly)(3A/3y)=iK#yÏ

con solución

A(x,y)= [mví/ (m(l-aly) )1x+f(y)

En consecuencia A(x,y) será una función real si y solamente si Y3=ib

(v. 5-41) A(x,y)=- (K#b/m)[x/ (l-aly) ]+f (y)

Sabemos que

. 2 .

(v,5_42)vb=[l-[(l-251n ÓO)/Sin®ocos©o](L/ao)y](8A/8x)=-(K#b/m)

y

(V.5—43)Ub=-(l-b1Y)(BA/BY)=-(1—b1Y)[(df/ÓY)'(K#bal/m)[X/(l-51Y)2]

Por lo tanto a partir de (v.5_42)

l (bK#)/mls1

lo cual implica que

(VJ-44) IbK#I<ImI

Esto significa que los modosmeridionales de la perturbación que son per
mitidos deben estar fuera del intervalo abierto (-bK#, bK#).
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A partir de (VJ-42)

I(1—bly)l I(df/dY)-(bK#/m)al[x/(l-aly)2]IS 1

sin embargo (1-bly)>o para 100406800 y —1\<y<1,en consecuencia.

(v.5-45> [r-l/(l- ly)J-voal[x/(l-aly)21]<(df/ay)<[Il/(l-bly>1
2

voallx/(l-aly) 1]

La.Figura 1 muestra la forma de la función g(y) :(al/(l-aly)2) para dife
rentes valores de <I>O.

De la ecuacio'n (VJ-41) tenemos que

(v.5—46) -(1+vox(1-aly)'1) <f(y)< (1'VÓX(l'alY)_l)

donde (l-aly) es una funcio'n positiva para -1gysl 10°<<1>0580°.

6()’) o go , 10°

—/’ fio:300

f
________———-———...

“oz'Üo
-i.—IIly-!5IIII Illlrosljllll'(y)

et=ec°
u

Figuza l: g(y) :{al/(l-aly )2] pan distintos valores
de do. a1 esta definida de acuerdo a (NJ-16).
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A3b) m= 0. Esto significa que estamos frente a una perturbación con de
pendencia horizontal en la forma

(NI-547) x2<x>= b]: exp[i(jx)] con Z |b3!|<lJ j

Por lo tanto la (v,5—33) estará dada por

(v. 5-48) [(1-b1Y)/(l-cly)] (aA/ay>=—i(K#YÏ/j>

con solución

(v. 5-49) A(x,y)=-i (mí/j) l (cl/121w+((cl-b1>/bÏ)1n(1’b1Y)“f (x)

Sin embargoA(x,y) = p°(x,y) deberá ser una función real, en consecuencia
YÏ=ib y

(v.5-5o) vo(x,y)=(l-a1y)(df/dx)

(v. 5.51) uo(x,y)=(bK#/j)[nel-101ml] - (cl/bl) (l-bly)]

(Debemosnotar que 1a (v.5—5l) es exactamente la ecuación (v,5_36)). A par.
tir de (V.5—50) obtendremos que

(V 5-52) |j|>le#l l(cl/b1)y+Í(Cl-bl)/bÏ]ln(l-bly)+f(x)Í

donde la (V.5-35) es un caso particular cuando f(x) = 0. Utilizando 1a (V.
5-50) tendremos la desigualdad

(v.5-53) ¡(df/dm <(1-aly)'1

y similarmente a partir de la (V.5—5l)

(v. 5-37) |j|>lK#bI | [(cl-blVbll- (cl/bl) (Holy)!

En (v.5—53) la función (1-a1y) es positiva para -15ySl y

10°<®C580°pero su pendiente cambia de signo en 00:450 . En particular
l/(l-aly) está limitada entre los valores .6454y 2.2197.

La elección de los limites para j, entre (v,5_52) y (v.5_37),

resulta más compleja que en el caso Al, pues ahora la función f(x) desem
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peña un importante papel. Esta función retiene un alto grado de libertad
ya que la desigualdad (V.5—53)implica una restricción sobre la pendien
te de f(x), pero no sobre la función en si misma. Tal comoen el caso

A1 los modosnormales deben estar fuera de cierto intervalo real, pero pa
ra este caso antes de fijar los limites debemosconocer la forma de f(x).

ABC)j J 0 y mJ'O. Esto implica una perturbación general con dependencia
horizontal en la forma

(Vd-5+) x2<x,y)=X b.mexp[i(jx+my)]
jim 3

Para obtener la solución general de la ecuación (V.5-33) podre
mos utilizar la (V.5—34)comosolución particular, mientras que la ecua
ción homogénea tomará la forma

(V-5-55) m(1-aly> (l-cly) (aA/ax)-j (l-bly) (aA/ay)=o
Utilizando el método de separación de variables, podemossuponer que

01-5-56) Ph(x,y)=A1(x)A2(y)

por lo tanto

(v. 5-57) (m/j)A;1(dAl/dx)=[ (1-b1Y)/[ <1-a1y>(l-cly) J12x51(dAz/dY)

Esto significa que

(v. 5-58a) (m/j)A;1(dA1/dx>=63

y

(v. 5-5813) [(l-bly)/[(l-a1y) (l-cly) 11A;1(dA2/dy)=<sÏ

Ambasrelaciones tendrán soluciones en forma exponencial

(v.5-59a) A1<x>=Depr<j/m).sfx1

Y

(v.5-59b) X2(y)=Fexpl 62h((cl-bl)/bÏ)+(alcl/bÏ)+(al/bi)]]_n(1_b1y)

_[ ((al+cl)/bl) -2 (alcl/bï) 1),-(alCl/Zbí, (1_bly)2+

(clal/Zbï)] 1
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TAI-¡IAII

5(:<,y,z,1)=r7(z)xzíx.',')

2

end-Elx)

p0(x,y)

uo(x,y)v0(x,y)

X(Ï()=Zl)(rxpüjx)

2l1

p(X)‘«Í(X)
0

If(x)I<l |df/des(l-aly)'l

0V0(X.y)=(1-aly)[df(x)/dz!

X2(y)- mbmmq>(i.rrry) IKIblslml

p0(x,y)=-(KIb/m)IX/(l-alyH

+f(y)

If(y)wolx/(1-aly)l|<l I(df/dy)+volalx/(l-a1y)zll

S(1-b1y)-1

uo(x,y)=ü(1-b1y)l(df/dy)-vo=-(KIb/'rn)

(Klbfin)lalx/(1-a1y)zl

x2(x,y)=X b.expmjxmyn

jm3'“

IjIzIKIbI“(Cl-blvblI-(cl/

blmohlu

if31°<oo4un°
Ijl>z|KIblI(c1/bl)+l(c1

blmfilln(1-b1y)l

if10°S0<31°

o

Po(y)=(Klb/'j)l(cl/b1)y+

¡(cl-blmwfl¡"(l-bly)l+cte

UO(Y)=-(Klb/j)I(cl/bl)o (l-bly)-[(c1-b1)/b¡]]

L_____

71
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Por lo tanto

V. —

( 5-60) A(x,y)—Ah(x,y)+Ap(X,y)=Eexptsí [(j/m)x+[(<c1-bl)/bÏ)+

(alcl/bÏ)+(al/bÏ)]ln(l- ly)-[<(a1+c1)/b1>-2(a1cl/
3

bl)Jy-(a1cl/2bf)<1-b1y)2+(clal/2bï)]1+(bK#/j)¡(cl/

bl>y+((c1.b1>/bÏ)1n(1-bly)1

pero A(x,y) n po(x,y) debe ser una función real y |A(x,y)|< 1 . Esto
implica que Ah(x,y) no es apropiada para nuestro problema. Luego la solu
ción (V.5—60) tomará 1a forma

(V-5-61) A(x.y) - Ap(x.y) (E=0)
y esto es simplemente el caso A1.

La Tabla II resume las posibles dependencias horizontales de 1a
perturbación con respecto al flujo básico. Cualquier fluctuación de orden

e en el campode densidad puede ser una perturbación sólo si su depen
dencia horizontal y el flujo básico satisfacen cualquiera de los tres ca
sos de la Tabla II.

Ahora nos corresponde estudiar bajo que condiciones una perturba
ción puede inestabilizar al flujo barotrópico. Deacuerdo a la forma gene
ral del sistema de ecuaciones (V.5—l,5) esperamos que la dependencia tem

poral de í, V, í y ñ sea de la forma exp(-BÏT) . Esto significa que
la estabilidad de las diferentes soluciones está directamente relacionada

a la naturaleza del autovalor BÏ .
Fíjaremos como condición de contorno en el campode la densidad

perturbada las siguientes relaciones:

(V'5’6Za> 5 =0 para z=-l

(V.5-62b) (35/82)=0 para z=0

En el caso más simple de un océano en reposo la perturbación de
la densidad es

/ 1/22
1<6<1/ao)z+1)
-l/2

(V.2-18) 5(x,y,z,T)=exp(-BÏT)[[Bl/(EK#)1

zl/3l-(2/3)(ao/8L)(8K#)

1)3/21]6152

81(6(L/ao)z+
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Si introducimos el cambio de variables

/ /2
(vá-63) s=(2/3) (ao/6L) [BÏ/ (eK#)1 21(6(L/ao) 2+1)3

la solución (V.2-18) podrá ser escrita como

(v.5-64) 5(x,y,z,r)=A exp(-BÏT)[[Bl/(EK#)l/2][(2/3)(ao/6L)(Bl/
1/2)-1/3 31/3

(EK#) 21/3 (-91 plp2

y las condiciones de contorno tomarán la forma

(V-5'65a) ¡(El)=0 para sl=(2/3) (ao/6L)(81/ (amy 2) (1-6(L/ao))3/2
= 3/2:
b “2

(V-5-65b) (35/33)<35/32>=0 para 52=(2/3)(¿g/¿Luel/(exml/z)

En consecuencia las ecuaciones anteriores implicarán

(v. 5-66) 21/3 (-El)=0

(porque E=0 implica que 81:0 y esto significa 5:0)

y

(V-5'67) (31/«xml/Z (ap/35) =0

=2

A partir de la (V.2-16) y utilizando las fórmulas de recurrencia
siguientes (Antosiewics, 1964; Watson, 1958)

(v.5—68) Zva(x)=x{Zv_l(x)+Zv+l(X)]

(v.5—69) 2Y¿(x)=Yv_l(x)-Yv+l(X)

(v. 5-70) 2J\',(X)=J\,_l (x)¿»Jul (X)

luego de algún tratajo algebraico es posible obtener
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d v _ =_ v _
(v.5.71) ( [x Zv( x)]/dx) x Zv_l( x)

y utilizando (VJ-67) y (v.5-6L+) obtendremos que

V. 2 h = Z ’E )=0
( 5-7 ) (ap/az) z: o o _2/3 2

En consecuencia las condiciones de contorno (V.5-67) y (V-5-72) tomarán
1a forma

(v.5—73a) Z1/3('51)=o

(v. 5-73b) Z_2/3(-32)=0

A partir de la definición de funciones cilíndricas (V.2-16) pode

mos escribir

(v.5-74) 21/3(-32)=cíJl/3(-32)+c¿Y1/3(-32)

y de acuerdo con la fórmula de recurrencia (V.5—67), la (V.5-72b) tomará
la forma

" _1 c _=

(v 5-75) Z_2/3-:2)=c1[(2/3)(-:2) lJl/3(-—2)-J4/3( -2)1+
Cí[(2/3)(-32) Yl/3(-Ez)-Y4/3(-52)]

A partir de la definición de las funciones de Weber (Watson, 1958; Olver
1964)

(Vd-76) Yv(-X)=[Jv(-X)OOS(V|T)fiJW('X)]/Sin(\)1ï)

es posible escribir el sistema (V.5-72a,b) comosigue

sin(fl/3)]=0

(V.5-77) , _ -1 - _
-c1[(2/3)(:2) Jl/3(-:2)+J4/3(-:2)1-c¿[(2/3)

[Jl/3(-32)cot(«/3)-(J_1/3<-52)/sin(n/3))1+

J4/3(-32)cot(4n/3)-(J_4/3(-32)/sin(4n/3))]=0
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Una condición necesaria y suficiente para que el sistema (v.5—
77) tenga solución no trivial es

Det ne-[J1/3(a=.l)/sin(n/3)1 [(2/3) (-52)'1[ (1/2>(-52)-a_1/3(-52)1

+(1/2)J4/3(-22)+J_4/3 -52)]+(1/sinw3) [(1/2)Jl¡3 (-21)
- - -l - _

J_1/3(-:1)] [(2/3) (:2) Jl ¡3 (12m4 /3(-:2)] =o

pero
cos (41r/3)=-oos (1T/3)=-.5

sin(4n/3)=-sin(n/3)=-.8660254

en consecuencia

. -l _ _ 
(v,5.78) Det M=-(51n(w/3)) [Jl/3(-:1)J_4/3(-:2)+J_1/3(-31)

J4/3 ('52) 1:0

La ecuación (V.5—78)representa una relación lineal entre funcio
nes de Bessel de orden fraccionario, las que pueden ser representadas en
términos de funciones de Airy (Antosiewícs, 1964)

1 2

J+l/3(I'*)=(l/2) (3/w*) / [31/2Ai(-w*);13i(-w*)1
(v.5—79) "

_ 1/2 1/2 . .
JÏZ/3 (r*)-(1/2) (3 /w*) [:3 Ai(-w*)+Bi(-aw*)1

donde l‘*=(2/3)(W"*)3/2

Las funciones de Airy están definidas en la forma

Ai (w*)=cÏf (W*)«259 (w*)
1/2

Bi(W*)=3 [CÏf(w*)+cíg(w*)]

donde 3 6 9f(w*)=1+(w*/3!)+4(w* /6!)+28(w* /9!)+...=
a:

= X 3k<1/3) [WR/3k}
k=0 k
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g(w*)=w*+2(w*4/4!)+10(w*7/7!)+80(w*10/10!)+...=

= ÍÏ 3k(2/3)k[w*3k+1/(3k+1)]k=0

[x+(1/3)]0=l ; 3k[x+(1/3)]k=(3x+l)(3x+4)...(3x+3k-2)

cÏ=Ai(o)=[Bi(0)/31/2]=[3'2/3/r*(2/3)]=.35502305

c5=Aí(0)=[Bí(O)/31/2]=[3-l/3/T*(1/3)]=.25881940

Para aplicar la (V.5-79), podemosintroducir una nueva variable

2 3
l/2] / [6(L/a0)z+l]
1/212/3[l_

w*=[(aoBl/6L(€K#)

(v.5-80) w*l=[aoBl/6L(EK#) (L/ao)]=bw2

W*2=[aoBl/6L(EK#)l/2]2/3

y de acuerdo con las relaciones para las funciones de Bessel con argumen
tos (-z) y (Z eXE>Iimfl]), podremosescribir las siguientes relaciones
(Watson, 1958)

(v'5'81) Jv(ZeXPÍimfl])=exP[imvn]Jv(z)
y

(V¿}82) J_v(Zexp[imfl])=exp(-imvn)J_v(z)

En consecuencia, a partir de la (V.5-79) obtendremospana Ji]#/3(-E)

(V'5'83) J+1/3 ('5’=‘1/2>epr-i (n/an (3/w*)1/2l
[3 /2Ai(-W*);Bi(-W*)]

Por otra parte la relación entre las funciones de Airy y J+4/Q3(z) no es
simple. Utilizando 1a fórmula de recurrencia

Jv_l(z)+Jv+l(z)=(2v/2)Jv(z)
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y la (V.5—83) tendremos

Jt4/3(-52)=exp[i(4/3)w)[Ï(2/3)(52)-1J

12/3(:2)]
:1/3‘52’

Ahora es posible aplicar la (V.5-79) para obtener

(V¿+8“) J+4/3(-22)=exp[i(4/3>n1[+(3/2w32)Ai(-w3)_ - +l 2
(3 / /2w52)Bi(-w5)Ï(3/2w5>A¿(—w3)

-(31/2/2w5)B¿(-w5)]

Por lo tanto

_= _ 1 2
Jl/3( -1)J_4/3(-:2)=-(3 / /2wÏ1/2)[31/2Ai(-wÏ)
Bi(-wï)][-(3/2w52)Ai(-w3)+(31/2/2w52)3i(-w5)—

(3/2w3)A¿(-w3)-(31/2/2w3)Bi(-w5)1

J 1/2

[(3/2)(l/w*2)Ai(dw*)-(31/2/2w32)Bi(4N5)+
1/2

-1/3( [31/2Ai(-w*)+Bi(-wï)]

(3/2W;)Aí(-W3)-(3 /2W;)Bi(-W3)]

En consecuencia, la ecuación (V.5-78) tomará la forma

(v.5—85) -3Ai(-wÏ)Bí(—u3)(3/w5>Ai<-wg)ai<-wïHal/2

3Aí(-w5)Bi(-wï) = o

/h5)Bí(-wï)Bi(-w5)

En general no es fácil trabajar en forma numérica con las funcio
nes de Airy o las de Bessel de orden fraccionario, pues esto implicaría
la utilización de subrutinas muyespeciales. En consecuencia, intentaremos
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otra aproximación al problema, que consiste en estudiar 1a solución de

la ecuacion cerca del origen y para grandes valores de Iwïl (solución asin
tótica).

V.6 Solución cerca del origen

Supongamosque [w3[<<1. Bajo tal condición podremos escribir
la (V.5—85) en la forma

(V.6-1) -3w*2Ai(-wÏ)Bi(ngaAi («psi (wap-31%i (-wÏ)Bi(«5)
* * *_

3W2Ai('wé)Bi(-wl)-0

y utilizando las expresiones para f(w*) y g(w*) a primer orden obtendre
ITIOS

_ c* *=

pero esto es imposible, debido a que cÏ : Aí(0) J O y cÏ = Aí(0) J O. En
consecuencia podemosconcluir que el sistema (v,5.77) tiene unicamente

solución trivial (cÏ = cg : O) cerca del origen.

V.7 Solución asintótica

Estudiaremos a continuación el caso en que |32| >>l. Hemosvis
to que la condición necesaria y suficiente para la existencia de solución
no trivial del sistema (V.5-77) era:

(v.7-1) Det NP-(l/Sln(fl/3))[Jl/3('El)J_4/3(-32)+J_l/3(-El)J4/3(-52)]= o

De aqui en más deberemosconsiderar los desarrollos asintótícos de
- J -z) ' ' ' ' - 

Jil/3( Z) Y i4/3( Sln olv1dar el fenomenode Stokes, es de01r la dlS
continuidad de las constantes involucradas en las expresiones asintóticas

de Jiv(z) de acuerdo al dominio asignado para el arg(z) (Stokes, 1902).
Para evitar tales problemas Watson (Watson, 1958) ha sugerido el desarro
llo asintótico siguiente

Ó

(VJ-2) J (me 2/1rz)l/2exp[i(z-(W/Z)-(Tr/4)] X l<->m<v'm)/
tv + UFO1 («2‘
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_ 1/2 _ 0
(212)m]+C2(i)(2/112) exp[-1(z;(v1r/2)-(1r/4)] X [(v,m)/

NFO

(212)“‘1

donde

a) C1(+)=(1/2)exp[i2p(:v+(l/2))1r1 ,C2(i)=(l/2)exp[i2p(:v+(1/2)m

cuando (2p-l)n<arg(z)<(2p+l)n

b) )= (1/2)exp[i2 (P+1)(Ïv+(l/2) )1r], C2(+)=(1/2)e.xp[i2p(iv+
(1/2))1T]

C
l(:t

cuando 2pn<arg(z)<(2p+2)n

y p es cualquier entero positivo o negativo. Utilizando las relaciones
(V.5—81) y (V.5-82) podremos obtener

iv (z)

En consecuencia resulta posible extender la (V.7-2) para argumentos nega

(V-7-3) Jiv(—z)=JÏv(zexplin])=exp[iivn]J

tivos

(V.7-2') J (-z)=J (z) [+ivn]mc 1/2 iv iv exp _ 1(Ï)(2/"Z) exp[i(zÏ(nv/2)

2

) (2/1rz)l/

m

(vr/4m X [<—)m<v,m)/(2iz)m1+c
UFO 2er

0
epr-i(z;(3/2)v1r-(1r/4))] X [<v,m)/(2iz)m1

NFO

donde

a) = (1/2)eXP[iZP(Ï\’+(l/2) )1T], C2(i)= (1/2)eXP[12p(Ïv+(l/2) )1T]C
1(:t)

cuando (2p-l)fl<arg(z)<(2p+l)n

o 2pn<arg(zexp[in])<2(p+1)n
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b) Cl(i)=(l/2)expli2(p+l)(:v+(l/2))fl], c )=(l/2)exp[i2p(fv+(l/2))"]2(i

cuando 2p7ï<arg(2)<(2p+2)1T

o (2p+l)n<arg(zexp[in])<(2p+3)n

En nuestro caso, cuando [z] es grande (en realidad cuando lim|z|+ m)
m 0

(V 7-“) E: [(-)m(v,m)/(Ziz)m]= E: [<v.m)/(2iz)m1= 1
m:0 m=0

Por lo tanto, si

1/2 _ 3 2

52=(2/3) (ao/6L) (81/ (eK#) ) y =1=b* / :2

donde b*=[1—6(L/a0)] . Previendo que 0<arg(-Z)<2n obtendremos

J1/3(-z> =[1/(22n)1/2][expli(z-(n/lZ))]+exp[-i(z
(an/4))1]

J-1/3<-z) =[l/(22H)1/2][exP[i(z—(5n/12))]+exP[-i(z
+<n/4))1]

J4/3(-Z) =[l/(2Z1T)1/2][exp[i(z+(5n/12))]+exp[-i(z—
(n/4))1]

J_4/3(-z) =[1/(22n)1/2][exp[i(z-(lln/12))]+exp[—i(z
-(n/4))1]

En consecuencia

Det M=0=cos(n/6)cos(52-El)

y 1a única posibilidad será

c05(52-El)=0
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/23

Sin embargo 31=[1-6 (L/aoH 2 , donde

3/2_ 2
[1-5 (L/aoH -l- (3/2) (GL/ao)+(3/4) (GL/ao) +. . .=l

(3/2)0(€)+... =

y esto significa que:

52 =El 0 cos(32-El)= 1
En consecuencia la única solución posible para el sistema (V.5—76)es 1a

"trivial" (cl = c2 : 0). El problemasurge con las condiciones de contor
no (V.5—62a,b) 5:0
(V.5-62b) (añ/az)=o en _ z=0

Deacuerdo con la solución trivial del sistema (V.5-76), estas condiciones

de contorno implican que 21/3 (-El)=0 ; en otras palabras, 5(X,y,z,'r)=
S(x,y,E,-¡)=o lo que significa que no existe perturbación en ninguna
parte ni existirá con el tiempo.

La ecuación de estado correspondiente al agua de mar puede ser
escrita como

(V-7r5) o=p(s,T.p) o a=a(s,T,p)

donde D depende de la temperatura, salinidad y presio'n en una forma com

pleja. Hemosmencionado comoun caso particular la fórmula empírica de
Knudsen (Knudsen, 1901), sin embargo ahora presentaremos la ecuación de
estado en una forma lineal y simple (Fedorov, 1978)

(v.7-6) p=po-aTAT+bsAs

donde AT yASson las respectivas desviaciones de la temperatura y 1a sa

linidad con respecto a los valores To y so, correspondientes a una densi

dad mediaDo ; mientras que aT=_(3p/3T)s y bs=(Bp/as)T _ Sl
adoptamosla notación 'p ’p

A

(v.7-7) J T=To+€T o Mi?
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l _ * As-so+€5 0 As=es

podremosescribir

y A A

(v.7_8) p=-aTT+bss

Los valoresAde aT y bs pueden ser tomados comoconstantes dentro
de 108 límites AT=eT y As=cg. A partir de 1a (VJ-8) podremosdefinir

el flujo de empuje perturbado (Fh) comola suma de los flujos térmico

(FE) y halino (Fg). A A

(V 7_9) FH=K@(añ/az)=-aTKT(aT/az)+bsxs(as/az)=pT+Fs

A continuación extenderemos la idea del cociente de las fuerzas de empu

Je (Ro) (Fedorov, 1978: Turner. 1965: 1967) al campode densidad de la
perturbación, de acuerdo a las siguientes relaciones

(V-WJD) RF=(Ks/KT)Rp donde Rp=[bsAs/aTAT]=
=-<KS/KT)(Fs/FT)

La condición de contorno (V.5—6lb) implica que no existe flujo
de empujea traves de la interface aire-mar. Esto significa

A A

(V-WJJa) FT=FS=0 o (3T/az)=(as/az)=0

(v.%dlb) FT=_FS o [aTKT/bSKs](Bg/3g)=l

La (V.7-lla) tiene un significado trivial, mientras que la (V.7-11b) im

plica que T y s estan relacionadaS, al menosdentro de una delgada pelicu
la superficíal en contacto con la atmósfera. Para extender nuestro estu
dio a un océano barotrópico con velocidad arbitraria haremos uso de la

ecuación (V.5—l5), donde F(x,y) = X2(x,y) satisface (V.5-13) (o alguno
de los casos mostrados en la Tabla II). Analogamente a lo hecho en (V.5—
62) definiremos

2

(V-WJZ) 2*: (2/3)(ao/6L)[Bl/(eK#)l/ ][6(L/ao)z+1+(yÏ/
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P0r 10 tanto
v 2-13

(V-7-13)p(x,y,E*,T)=B expÍ-BÏ ][(2/3)(ao/6L)[81/(eK#)l/ ] /
_ 1/3 ..* ..—*
- zl/3( - )x2(x,y)

Es necesario destacar que si la solución (V.7-13) satisface la

ecuación (V.5-13), la relación entre X2(XoY)y POserá muyestricta.De
acuerdo con 1a Tabla II unicamente existen tres posibilidades generales.

Supongamosque utilizamos las mismas condiciones de contorno

dadas en (V.5—62a)y (V.5-62b). En otras palabras,

V 1/2
(VJ-14a) p=o en EÏ=(2/3)(ao/6L)(Bl/(EK#) )[l-(6L/ao)+(yÏ/BÏ)

cK#]3/2

/ /22 3
(V'7‘14b) (añ/az>=o en 53=<2/3)<ao/5L)(el/(ex#)1 )[l+(YÏ/BÏ)EK#]

La (V.7-14a) implica que

(Va7-15) 5*1/3 z (_zï)=0l
Mientras que

” ” - " 1/2 2432) K#]l/2(3 /a=*)=(ap/BZ)=(ap/3:*)(3:*/32)=(Bl/(€K#) )[1+(6L/ao)+(Y* 1€ p 
2 -l/3 _

=(Bl/(€K#)l/2)[(2/3)(ao/6L)(Bl/(eK#)l/ 1 (ap/a:*)

pero

(añ/35*): D exPÍ-BÏT][(2/3)(ao/6L)(BI/(eK#)l/2]-l/3exp[i(mx+ny)J
m,n

_ 1/3
:* z (-s*)

-2/3

En consecuencia

(VJ-15') (33/32)=-D exp[-32 K '1/2 ’2/3- 2/3
m,n 1T1(e #) [(2/3) (ao/¿LH ;*

Z (-E* '
_2/3 ) exP[l(mx+ny)]



en particular, la (V.7-l4b) tomará la forma

- z (-E*)=o
(V-7 16) _2/3 2

Hemos supuesto que E*#O , ya que de otra forma 1a (V.7_13) im
plicaría que 5(z=0)=0 , lo cual significa que no existe perturbación en
la superficie del mar.

A partir de la definición de las funciones cilíndricas (V.2-16)
y (V.5—73) (Kamke, 1959; Watson, 1958; Olver, 1964), obtendremos un sis

tema similar a1 (v.5-77)

cíJl/3(-EÏ)+cá[oot(1T/3)Jl/3(-ÉÏ)-(J_l/3 -3Ï)/Sin(1ï/3))]=0

(v.7-17)
' :* '1/2 (_::*) _:* ' 11*“l

[Jl/3(-3*)00t(1T/3)-(J_1/3 (-5*)/Sin(TT/3))1404/3(-53)

cot(4n/3)-(J_4/3(-E*)/sin(4n/3))]=0

donde EÏ y 5; están definidas por (V.7-l4a) y (V.7—l4b)respectivamente.
Unacondición necesaria y suficiente para la existencia de solu

ción no trivial del sistema (v.7-11) estará dada por (v.5—77)

(v.7-18) Jun-sima“(-55m_1/3(-EÏ)J4/3(-s;)=o

En términos de las funciones de Aíry (Antosíewícz, 1964) y defi
niendo

1 2 2 3
w@=[(ao/BL)(Bl/(eK#) / ] / [1+(yÏ/BÏ)eK#+6(L/ao)z]

1 2 2/3 2 2

(v.7-19) wía: [(ao/GL)(Bl/(€K#) / 1 [1+(Y*/Bl)eK#—<S(L/ao)]

1/2 2/3 2 2
W@=[(ao/GL) (81/ (€K#) ] [1+ (Y*/Bl)€K#]

2
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donde w@= ws - b* con b*=6 (L/ao) [(2/3) (aoBl/GL) (eK#)'1/212/3l
En consecuencia, la ecuación (V.7-18) tomará la forma

_ -20 -3w@ A. - B. _ 1/2
(v 7 ) 2 l( w?) l(-wga)+3Ai( wg)Bi(-WÏ)-3 Bi(-MÉ)Bi(ng)+

3w@Ai(dw@)Bi(-w@)=0
2 2 l

Utilizando las definiciones de f(w) y g(w) obtendremos cerca del orígen
c*c*w 0123=

Pero CÏ=Ai(O)=[Bi(O)/3l/2]#O y c5=Aí(0)#0. Por lo tanto, cerca del ori
gen, el sistema (V.7-l7) puede aceptar unicamente una solución trivial

(Cí=Cé=0) . A continuación deberemos estudiar la relación (V.7-18) cuan;

do [Si] y [EE] son grandes. Esto significa'

(V-7-21) expliGÏ-(N/IZ))]+exp[-i(EÏ-(3n/4))] exp[i(E;-(lln/12))]+

exp[-i(E;-(fl/4))]+ eXP[i(EÏ-(5fl/12))]+eXP[-i(EÏ+(fl/4))]

eXP[i(E;+(5fl/12))]+eXP[-i(EÉ-(fl/4))] =0

por lo tanto,

(V-7-22) oos (Tr/6)OOS(sí-59:0

De acuerdo con la (V.7-l4a) y (V.7-l4b)

= _: 2 2 3 2 _ _
-Ï-—3ï1-Í(61/30)/(l+<Y*/Bl)eK#)1] / =:5[1—(3/2)(1+(YÏ/BÏ)EK#) 1

O(€)+...]= 5*
2

en consecuencia,

OOS(EÏ-E;)= 1

Debemosconcluir que el sistema (V.7-l7) tiene solución trivial

en todas parte (ci=ci=0) . En otras palabras: "En un océano barotrópico
no puede existir perturbación sin un flujo de empujea través de la inter
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face." Es necesario destacar que Eïeo no es una solución (V.7-15)
porque

. 1/3
11m [(E*) z (-9 o

1 1/3 l>17!
EÏ-o o

excepto Si Cá=0 . y en la caso la (V.7-16) implicaría que cí=0.

V.8 Estabilidad de un océano barotrópico con flujo de empujea través de
la interface aire-mar.

Supongamosun océano, en reposo por el momento, conectado diaba

ticamente con la atmósfera (a través de la interface aire-mar) pero aísla
do adiabaticamente del fondo (Ver Figura 2). Utilizaremos comocondicio
nes iniciales

(V.8-la) (35/32) =B x2(x,y) a T=0
z=0

(V-B'lb) 5 :0 a 1:0 con h >l
z=-l/h

Esto significa que existe inicialmente un flujo de empuje en Z : 0o Pe
ro la perturbación en el campode densidad no alcanza el nivel z : -1/ho

ATMOSFERA

z n O SUPERFICIE

AISLACION ADIABATICAWifi/fi
Figura 2: ModeloFisico.
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Luego de cierto tiempo

(V-8-2a) (35/32) :2 expliw'r]xz(x,y) a Ti¿oz:

z=-l/h
En otras palabras, hemos supuesto un flujo de empuje perturbado en la fo;
ma

(v.8-3) (35/32) =B expliw'I] X2093!)z=0

donde

(WM) w'=wR+iwI

En el caso general de un océáno barotrópíco con velocidad arbi
traria (V.7—13), obtendremos

l 2 . _
(añ/az)=(aE>'/as*) (as*/az)=(81/ (eK#)l/2) [1+(YÏ/BÏ)€K#+(GL/ao)21 / (ap/35*)

y a. partir de la (v.7-15')

2 - 3
(v.8-5> (aa/az)=-A'(1/eK#> exp(-BÏT)[(2/3)(ao/6L)(Bl/(eK#)l/ )1 2/

x2(x,y) (3*)2/3 z (-9)
3

donde

_ , 1/2 2 2 3/2
:*= (2/3)(aO/6L)(Bl/(ek#) )[l+(61/áo)z+(Y*/Bl)cK#]

De las condiciones iniciales (V.8—1a)y (V.8-1b), obtendremos
a T=O

. 2 -l
(v 8-681) z (—s*) = - (B/A')(eK#/82)[1+(vÏ/81>€K#12 l

-2/3 .
y

V.8—6b Z (’5*)=°
( ) 1/3 1
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Utilizando las definiciones de las funciones cílíndrícas y las de Weber
(Kamke' 1959: Watson' 19583 Olver' 1974) POdemosobtener

c 0

(v.8—7) M* 1 = -1 2 -1
c2 -(B/A')(€K#)(BÏ) tl+<y3/el)ex#1

en T=0

donde

[cot(n/3)J1/3(¿Ï)-lJ_1/3(-E')/sin(n/3) 11

(v.8-8) w: 1
-[ (2/3) (2*)'1J1/3(—55) - [(2/3) (3') [Jl/3(-23)cot(w/3)-a_1 /3 (¿5V

+ J4/3(-35)] Sin(1r/3)1+J4/3('35)wt(n/3)-[J_4/3(-25)/
sian/3H]

A partir de la denominada regla de Cramer (Conte y Boor, 1965)

-1
(v.8-9) cl=[(B/A')(eK#/BÏ)[1+(y3/BÏ)eK#] /Det M*][cot(1ï/3)

Jl/3(-EÏ)-[J_1/3 -E*)/Sin(n/3)]]

(V-8-10) c2= [(B/A') (cK#/BÏ)[1+(yÏ/BÏ)eK#]'l/Det w] Jl/3(-':'Ï)

En la misma forma, haciendo uso de la (V.8-2a) y (V.8-2b), obtendremos

a 1%0

2 2 2 p -1 * 2 - v

(V-8-11) cl=[(B/A) (eN/81) [1+(Y*/Bl)e}\#] /Det M ] exp[(Bl+1w )T]

[ cot(n/3)Jl/3(-EÏ)-[J_l/3(-EÏ)/sin(n/3)1]
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(V-8-12) c2: [(B/A'>(eu/Bi) [1+(y3/BÏ)eK#J'1 ]exp[ (BÏ+iw'>r1J1/3 (-Eï)

Mediante las (V.8—9), (V.8-10), (V.8—ll) y (v.8-12) es posible concluir
que:

BÏ+iw'=0
o

2__. . _ _ .
(v.8-13) 81‘ JL(whflwlhwl y”R

La solución será estable si y solamente si, la parte real de BÏ
es positiva, esto significa wI> 0.En consecuencia,

a) Estable si wI> 0
(v.8—14)

b) Inestable si wi< 0

Sin embargo 1a (V.8-l4b) no es posible. A partir de la ecuación (V.8—3)
podremos escribir el flujo de empuje perturbado en z = O como:

(v.8-15) (ap/32) Z_ÉBexPÍ'wI] exP[i(kx+jy+th)]

En consecuencia, si WIes negativo, el flujo de empuje perturbado crece
ría indefinidamente con el tiempo haciendo que la perturbación alcanzara

y excediera el máximode su escala, comoresultado de la compulsión exter

na. Si wI = 0, la solucióh tendría una oscilacióh en fase con el flujo de
empuje perturbado. Por lo tanto podemosconcluir que el flujo básico nun
ca se tornará inestable.



90

Capítulo VI

ESTABILIDAD DE UN OCEANO BAHOCLINICO

V1.1 El océano baroclinico

De acuerdo con la solucio'n por similaridad generalizada, el oce
ano baroclínico puede ser descripto mediante el campode presión, en la
forma

(II.7-2) po(A,o,z)=A(A,o)+M(A,°)exp[cz/sin001

o utilizando la aproximación en el plano B (Pedlosky, 1979; Holton, 1979

(VI.l-l) po(x,y,z)= A(x,y)+M(x,y)[1-(cz/sinoo)bly]exp[cz/ sinoo]
mientras que el resto de las variables correspondientes al flujo básico
estarán dadas por

(v1.1-2) uo(x,y,z)= -(1—bly)(aA/ay)-[1-(1+(cz/sinoo))bly] (BM/BY)

exp [cz/simbol +(cz/sindbo)blM exp [cz/simo]

(v1.1-3) vo(x,y,2)= (BA/3X)(l-aly)+(3M/3x) [l-a1y—(cz/sind>o)bly]

exp[cz/sin4>O]

(VI.1-4) po(x,y,z)= -(c/sinoo)M[l-(l+(cz/sinoo))b1y] exp[cz/sin4>o]

y

- -1
(VI.l-5) (L/ao)wo= K#(c/sin00) (l-bly)+(sm®o/C)M [(aM/Bx)(BA/By)

-(3M,/3y)(BA/axH(l+cly)+(oosd>o/c) (L/ao) (1+(cz/simon

(BA/3x)+ (cosQOL/cao) (au/ax) exp[cz/sind>o]

donde al, b1 y c:Lfueron definidas en (VI.2-16)
El sistema perturbado (VI.2-7,ll) en funcio'n de las variables

x. y, z. en 1a aproximación del plano B . puede ser escrito en 1a forma
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siguiente:

(VI-1-6) (añ/aw-G (1+bly)+ (añ/ax) (1+cly)=0

(v1.1-7) (35/31)+ü (1+bly)+(añ/ay)=o

(v1.1-8) (añ/az)+6=o

(v1.1-9) (l/ao)(85731)+(añ/BX)(1+c1y)+(BGVBy)-c164(L/ao)(aüyaz)=o

(v1.1-1o) (e'1+z) (35/31)+uo(35/3x) (1+cly)+G(apo/ax) (1+c1y)+vo(aï5/ay)

+\7(3po/ay)+(L/ao)wo(35/32)+(L/a0)v7(3p0/32)= K#(3257322)

V1.2 E1 océano puramente baroclinico
En este caso 1a ecuación (II.7-2) tomará la forma

(v1.2-1) po(A,<D,z)= mms) explcz/sinM

Dentro de 1a aproximación del plano Bpodremos utilizar las formulas (VI.
1-2) a (V1.1-5) con A(x,y) : O. En consecuencia el sistema perturbado es
tará dado por:

(v1.2-2) (añ/ar)-v(1+bly)+(añ/ax)(1+cly)=0

(v1.2-3) (aG/ar)+ñ(1+bly)+(añ/3y>=0

(VI-24) (añ/az)+6=o

(V1.2-5) (35/31) (I/ao)+(31Ï/ax) (1+cly)+(aG/ay)-cl\7+(L/ao) (añ/az)=o

(VI_2_6) (35/31) (e-l+z)+[bl(cz/sindbo)M-[l-(l+(cz/sind>o) )bly+cly] (3M/3y)]

exp [cz/sinoo] (as/ax) -G(c/sinoo) (BM/3x)[1- (1+(cz/sinóo) )b1y+
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cly] exp[cz/sinoo]+[l-aly-(cz/sin00)bly](BM/3x) explcz/sinoo]

(aa/ay) +\7[(c/sintbo)M[l+ (cz/simbo) ]b1-(c/sin<bo) (away) [1- (1+

(cz/sin@0))bly]] exPÍcz/sinoo]+(35/az)[K#(c/sin®o)(l-b1y)+

(cosQO/c)(L/ao) (BM/3x)explcz/sinool]-G(c2/sin200)M(L/ao)

explcz/sin00]=K# (325/322)

De acuerdo a la estructura del sistema. (VI.2-2) a. (VI.2-6), po
dremos suponer que la solución tendrá la forma

(v1.2-7)

a A
p(x,y,z,T) p(x,y.2)

ü(x,y,z,‘r) G(xIYIz)
- . AV(XIYIZIT)= V(xIYIZ)
d A
w(x,y,z,'t) W(X,Y,Z)

A
5(x,y,z,T) p(x,y,z)

Por lo tanto, nuestro sistema de ecuaciones estará dado por

(VI.2-8a)

(VI.2-8b)

(VI.2-8c)

(VI.2-8d)

(VI.2-8e)

138-3 (1+bly) + (eS/ax) (1+c1y)=o

A

iBC+G(1+bly) + (ap/ay) =o

(36/3z) 46:0

A

iB (L/ao)8+<1+cly) (eS/ax)+(aC/ay)—c1v+<a»3/az) (L/ao)=o

iB (e'1+z) 8+[bl (cz/simpom- [1- (1+(cz/smc) )bly+cly] (away) 1

explcz/sindbol (BS/am-(c/sinoo) (BM/3x)[l-(l+(cz/sind>o) )b1y+

Cly] ecp[cz/sinoO]G+[l-aly- (cz/simomly] (BM/3x)exp[cz/sind>o]

(as/ay) +[cz/simom [1+(cz/since) 1131-(c/sinoo) (aM/ay)[1- (1+

(cz/smoonbly] exp[cz/sino010+[K#(c/smo)(1-bly)+(oosq>O/c)
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(L/ao)(3M/3x) exp[cz/sinooJJ(aS/az)- (cz/Sin200)M(L/ao)

explcz/sinoo]G= K#(326/322)

Sl consideramos, en la ecuación (VI.2-8e), los términos con órden

de magnitud mayor que la unidad; concluiremos que

(VI.2-9) 0(B)<e

este hecho es extremadamente importante, debido a que en tal caso el sis
tema (VI.2-8a,b) adquirirá la forma

(VI.2-10a) -G(1+b1y)+<1+cly)(aS/ay)=0

A A

(VI.2-10b) u(l+bly)+(8p/3y)=0

(VI.2-lOc) (as/az)+6=o

A

(VI.2-10d) (aG/ax)(1+c1y)+(aC/ay)-cly+(I/ao)(aw/az)=0

(VI.2-lOe) ise-18+[bl(cz/sinoo)M-[1-(1+(cz/sinoo))bly+c1y](aM/ay)]

explcz/sinoo](eS/ax)-(c/sinoo)(apyax)[1-(1+(cz/sinoo))bly+

cly] exp[cz/sin®o]a+(l-aly-(cz/sin00)bly)(BM/3x)exp[cz/sinoo]

(eS/ay)+[M(1+(cz/sinoo)bl—(BM/ay)11-(1+(cz/sinoo))bly1(cz/sinoo)

exp[cz/sinoo10+[x#(c/sinoo)(1-bly)+(cosoo/c)(L/ao)(aM/ax)

exp[cz/sinoo]](36/32)-(cz/sin200)M(L/ao)exp[cz/sinoo]a=
A

= #(aZp/azz)

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (VI.2-lOa,e)
utilizaremos un métodosuigeneris, el cual consiste en extender la idea
de desarrollar en serie las posibles soluciones, utilizando comoparámetro

del desarrollo el factor (L/ao) que surge en la aproximación del plano B
(Nayfeh, 1973).

Supondremosque las soluciones del sistema perturbado pueden ser
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(“L2'16) (l/K#)exp[c2/sinool[(aM/ay)(alnxz/ax)-(aM/ax)

(alnxz/ay)](dpol/dz)+(c/sinoo)(K#)_lexp[cz/sinoo]
[(ama 31x - 3

3 / x)( n 2/33) (aM/Éy)(alnx2/ax)]pol+(d pol/
dz )-(c/sin®o)(d pol/dz )-iBe-l(dpol/dz)=0

La (V1.2-16) tendrá solucíóh si,

(VIJF17a) (K#)'lexp[cz/sinoo][(am/ay)(alnxz/ax)-(3M/3x>

(alnxz/By)][(dpol/dz)-(c/sin00)Pol]='9(Z)

y

(VIJF17b) ((33p01/dz3)-(c/simpo)(dzpolfiizz)¿Be-1(M)-l

(dpol/dz)= g(Z)

La (VI.2-17a.) implica

(VI-2-18) (an/ay) (alnxz/ax)—(aM/ax)(alma/ay): L = cte.

Por lo tanto podremosescribir tal ecuación en 1a forma

(v1.2-19) (dpbl/dz)-(c/sinoo)pbl=-(K#/L) explcz/sinoo]g(z)

La (VI.2-19) es una ecuacíóh diferencial lineal y de primer orden (Boyce
y DiPríma, 1965) y su solución estará dada por

z

(VI.2_20) pol: C explcz/sinQOJ-(K#/L) eprCZ/Sinoo]Jíoexp[-ZCz/sinool
g(z) dz

Mientras que la solucíóh de la (VI.2-17b) será (Kamke,1959)

z

(v1.2-21) g = Dl exp[a121+02exp[azz]+(1/Mj g(z) exp[a(t-z)/2]0

[exp[x(z—t)/2]-exp[-A(z—t)/2]] dt
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donde

(v1.2-22) g: (del/dz)

y

a= -(c/sin00) al: -(a/2)+(A/2)

(VM-23) b= -iBe'l/(K#) 02: -(a/2)-(>\/2)

2=[ (cz/smzoo) +4iBe'l/ (K#)]>‘

En consecuencia,
z

(VI-2’24) pol=(Dl/hl)[explalZJ-l]+(D2/o2)[eXPL1221'11+(l/A{/; dz
z

j g(t) exp[a(t-Z)/2][eJ<p[A(z-t)/2]-exp[-X(z-t)/2]]dt
0

A partir de las ecuaciones (VI.2-20) y (VI.2-24) se puede obser

var inmediatamente que ambas soluciones son diferentes; siendo por lo tag
to necesario que se satisfaga

(v1.2-25) (BM/ay) (alnXZ/Bx)=(3I“J/3X) (BlnXZ/ay)

Comoconsecuencia de lo anterior, 1a (VI.2-16) tomará la forma

(VI_2_26) Pol=(Dl/al) [exp[alzl-l]+(D2/a2) [exp[azz]-l]

Por otra parte el sistema (VI.2-13a,b) puede ser reducido a una

única ecuación en 82

A A

(VII-27) K#(33p2/3z3)-K#(c/sinoo) (32p2/322)+(away)exp[cz/sin<l>ol
A _ A _ A

(3I(3p2/32)-(c/Sinoo)p2]/ax)-(BM/3x)exp[cz/51noo](a[(ap2/

az)- (c/sinoo)62]/ay)-ise'l (362/32)=P(x,y,z)

donde F(x,y,z) está dado por
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VI.2-28 = ' '
( ) F(x,y,z) (c/sm00)exp[cz/sm<boly(BM/By) [tan‘bo-cotoo] (apl/ax)

+ (c/sinoo) exp [cz/sin<bo]yc>ot<bo(BM/3x)(apl/ay) +
2 - 2 . z

(c /sm (bo)exp[cz/smoo]ootd>oj (apl/ax)dz+
0

[(30th (cz/sin00)M+[ (1+(cz/simbo) )cotd>oy-tand>o](BM/ByH

exp (cz/sinOO) (a2pl/axaz) +(c/sintbo) exp [cz/sinóo] (BM/3x)

[ (1+(cz/simo) )oot00y-tan<boy](apl/By) -[ (ootOO-tanoow

+(cz/sinoo)cotooylexp[cz/sinoo](am/ax)(32pl/axaz)—

[M(1+(cz/sinoo) cotoo+ (aM/By)[1+(cz/sinóo) cotooy]

(c/sinoo) exp[cz/sinoo] (apl/Bx)- [K#(c/sinoo) cotooy

(casco/c)(awyox)exp[cz/sinool](azpl/azz)

La (VI.2-27) podrá ser escrita como:

(v1.2-29) (3362/323)-(c/sin4>o) (a232/322)+K#'1exp[cz/sin<po] [VMx th
_ - -1 A -1

(afiz/az)-(c/sinoo)€>211-me K# (3p2/32)=K# pum/,2)

Mientras que, 1a ecuación diferencial homogéneaserá

A _ A _ __ _ A -1

(VI.2-29') (33p2/323)-(c/smd>0) (82p2/322)-1Be 1K# l('c)p2/az)+K#

[VMX VH[(ap/az» (c/smo)p2] ]exp[cz/smd>o]=0

donde VH representa el gradiente horizontal.
La solución homogéneapuede ser encontrada bajo 1a suposición

que A

(v1.2-3o) p2h

Sí sustituimos la (VI.2-30) dentro de 1a (VI.2-29') obtendremos

(x,y,z)=f (x,y) Z(z)

(VI-2-31) (d3z/dz3) - (c/sinoo) (dzz/dzz) -i¡ss:'1K#‘l (dz/dz)<=xp[cz/sinool

[VMX Vln(f)] [(dZ/dz)-(c/sin4>0)Z]=0

Sin embargo, la (VI.2-31) implica
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_ “1 .
(VLZ 323) K# explcz/smoo] [VMx Vln(f)] [(dZ/dz)—(c/sin<bo)Z]=-g(z)
y

(VI 2- 32h) (d3Z/dz3)-(c/sinoo)(d214122)-ise‘1x#'1(dz/dz)=g(z)

La solucion de la (VI.2-32.a) es (Kamke, 1959):

ZZ

(v1.2-33) Z=(El/al) [explalzl-l]+(E2/a2) [exp[a22]-1]+(l/A)jodzjog (t)

exp[a(t-Z)/2][eXPIA(z-t)/2]-exp[-A(z-t)/2]] dt

donde “1' a2 Y A' fueron definidas en (VI.2-23)
La ecuación (VI.2-32b) podrá ser resuelta si se satisface algu

na de las siguientes posibilidades:

(VI.2-3‘+a) VMx V1_n(f)=L-—cte.

0

(VI -2-3412) (dz/dz) - (c/sinoo) z=o y g (z) =o

Bajo 1a suposición de que 1a (VI.2-34a) es cierta, la solución
correspondiente a (VI.2-32b) estará dada por:

VIZ) - -l-l Z 
( - '35 Z=Dexp[cz/51n®o]-K# L epr-cz/51nQO] g(z) dz

0

Mientras que, en el caso de cumplirse la (V1.2-34b), 1a solución corres
pondiente a la mismaecuación será:

(v1.2-36) Z= D explcz/sinoo]

A1 comparar la (V1.2-34) con la (V1.2-35) o la (VI.2—36) vemos

que las mismas son diferentes. Sin embargo, si hacemos L : O, esto es

(v1.2-34a') VMx V1_n(f)=0 y g(z):0

la solución de la ecuación (VI.2-32a) seria

A

(VI—2-37) p2h(x,y,z)= f(X.y) (Di/al){eh'PÍCIlZJ-l]+(D;/02)[exp[0221-l]
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De las ecuaciones (VI.2-25) y (VI.2-l5) podemosconcluir que

(v1.2-38) (am/ay) (apl/BX)=(8M/BX)(apl/ay)

y la (VI.2-28) tomará la forma

(v1.2-39) p(x,y,z)=ootoo(cz/sinoo)exp[cz/sinoo]M(ax2/ax)[(dpol/dz)

-(c/sin00)pbl]+(c/sinoo)exp[cz/sin®01cot00(axz/ax)
z

[(c/sinool], pol dz- Mpol]— X2[K#ycot00(c/sin®o)
0

, 2 2

-(oosd>O/c) (BM/SX)explcz/smd’oll (d pol/dz )

La ecuación inhomogénea podrá ser escrita como

(VI.2—40) (3352/323)_(C/Sin00)(3265/322)+K#-1exp[cz/sinóo][(BM/ay)__/\
(a/ax)-(aM/ax)(a/ay)][(332/82)-(C/Sin°o)P21'iB€ 1K#l‘apz/

az): F(XIYIZ)

Podemossuponer que la solución particular satisface

A . A

(v1.2-41) VMx VHI(3921/32)- (c/smo)p2p]=0

(Probaremos más adelante que la (V1.2-41) es una condición necesaria para
cualquier tipo de solución). Por lo tanto, la (V1.2-40) será

A _ A , - — A

(3/32)[(32p2p/322)—(c/Sin®o)(apzp/az)-IB€ 1K# lp2p1=
(v1.2-42)

=F (XIYIZ)

o utilizando la (VI.2-13c)

(v1.2-J+3) 2A 2_ . A _, - ¿A =_
(a pzp/Bz ) (c/smcpouapzp/az) 18€ J'Ki. p2p F(x,y,z)

Determinaremosla solución particular de 1a ecuación diferencial
inhomogénea(V1.2-43) utilizando el métodode los coeficientes indetermi
nados, o el más general denominado "de la variación de parámetros" (Boyce

y DiPrima, 1965). Sin embargo, hemos resuelto una ecuación similar con an
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terioridad (1a (VI.2-l7b)), en consecuencia

(v1.2-44)
Z

=-(l/l{/- F(x,y,z) exp[a(t-z)/2][eprX(z-t)/2]
o

-exp[-k(z-t)/2]] dt

donde a y A fueron definidos en (VI.2-23).
Si sustituímos la. expresión de F(x,y,z), dada por la (V1.2-39),

dentro de 1a. (VI.2—L|1+)obtendremos

z

(VI.2-¿+5) 32p=—(70-1 [cot4>0(c/sin<bo)M(aX2/ax)[ [z (dpol/dz)—pol- (cz/since)0

pol] lt eXP[-at] [exph (z-t>/2]-exp[-A (z-t)/2]] dt+(Cz/sin2<po)
Z Z

cotoo(aX2/ax{/.[—[.pol dzll exp[-at]exp[a(t-z)/2]t
o o

[exp[A(z-t)/2]-exp[-A(z-t)/2]] dt - K#cotoo(c/sinoo)X2y
Z

Jr (dzpbl/dzz)’ exp[a(t-2)/2][explx(z-t)/2]-exp[-A(z—t)/2]]. 0 t

Z

dt +(oos<I>O/C)X2(3M/ax)[(dzpol/d22)l exp[a(t-z)]exp[-at]o t

[expn (z-t)/2]-exp[-A(z-t)/2]] dt]

En consecuencia, 1a (VI.2J+1) implicará

(VI.2—46a)

(v1.2-46b)

(v1.2-46c)

VMX V[M(3X2/3x) ]=0

VMX V[3X2/8x]=0

VM X V [Xzy]=0



(VI.2-’+6d) VMx V[X2(3M/3x)]=0

Sin embargo, utilizando la (V1.2-25) podremosreducir el siste
ma de ecuaciones (VI.2-46a,d) a solamente dos relaciones

(v1.247a) VMx ¿2:0

y

(WL2-47b) (3M/3y)(3X2/3x)=0

donde32 es el vector unitario (0,1,0)
Las ecuaciones (VI.2-47a,b) son una consecuencia directa de 1a

suposición (V1.2-41), la cual perdura comouna condición muyconveniente

pero arbitraria. Sin embargo, comoveremos inmediatamente, la elección de
la (V1.2-4l) carece en realidad de dicha arbitrariedad. Comoes bien co

nocido, la solución general de cualquier ecuación deferencial lineal e
ínhomogénea puede expresarse comola suma de la solución complementaria
más una particular (Boyce y DiPrima, 1965; Birkoff y Rota, 1959). En otras
palabras: La diferencia entre un par de soluciones de 1a ecuación diferen
cial (V1.2-40) será una solución de la ecuación diferencial homogéneaco
rrespondiente (VI.2029;). Hemoscomprobadoque la solución de (VI.2—29')
existe si la (V1.2-34a') es satisfecha. Sin embargoesta relación es equi
valente a la (V1.2-41), la que en consecuencia será una condición necesa
ria para resolver la (VI.2-40).

Regresemosa las ecuaciones (V1.2-47a) y (V1.2-47b) para anali
zar las diferentes implicaciones de tales relaciones. Deacuerdo con la
(V1.2-47a), es posible perturbar un océano baroclinico unicamente cuando
M= M(y), pero aún en tal caso la forma horizontal de la perturbación
(para las soluciones a primero y segundo orden) debe depender unicamente
de "y". Esto ultimo es una consecuencia directa de las relaciones (V1.2
34a') y (VI.2-47b). No obstante, cuando Mg cte. desaparecen todas las res

tricciones sobre X2y f.
A partir de las ecuaciones (v1.2-7), (v1.2-11), (v1.2-13c), (VI.

2-15) y (VI.2-26) podremosreconstruir las siguientes soluciones

(VI.2-48a) 5í=-[Dl explalz]+D2 exp[uzz]]X2(y) expliBT] si M=M(y)
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0

(VI_2_48b) ¿[f-[01 e.xD[c112]+D2exp[a2211X2 (x,y) exp[iB'c] si M=cte.

Mientras que a. partir de (v1.2-7), (v1.2-11), (VI.2-130), (v1.2
36) Y (VI-245) obtendríamos

(VI'2'49a) 6;=-expliBrJ[[Dï expkxlzl+03 expülzzll f<y>+x'1[K#cotoo

z 2 2

(c/sincbo) X2(y) y] (d pol/dz ) exp[a(t-zVZ]o t

[exp[A(z-t)/2]-e.xp[->\ (z-t)/2]] dt]

Si M=M(y)

O

(VI.2J+9b) 52=-exp[iBT][[DÏ exp[aleD; exp[a2211 f(x,y)->\'l[cot<ï>o

z

(c/sinÓo)M(3X2/Bx)f [z (dpol/dz)-pol- (CZ/SÍII‘Ï’O)P01]lt0

expl-at] exp[a(t-ZVZI [exp[A(z-t)/2]-exp[-A(z-t)/2]] dt

expl-at]t
z Z

+(cz/S.mZ<¡,O)c>ot<!>o(3x2/'ax)f[j p01 dz]
0 0

exp[a (t-z)/2] [exp[k(z-t)/2]-exp[->\ (z-t)/2]] dt-K#oot<l>o
z

. 2

(c/s:.n<1’o)x2(x,y) 3/le pol/dz] exp[a(t-z)/2]t

[exp[x(z-t)/21-exp[-A(z-t)/211 dt]

Si M=cte.
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La solucion general del sistema perturbado será

(Vï-2-50) 63:71(y,z,T)+(I/ao)52(y,z,1) Si FFMM

(utilizando (v1.2-LIBa)y (v1.2-l49a))
O

(v1.2-51) Eï=5ll(xd/JJ“(14/ao)¡3:.¿(x,y,z,t) si M=cte.

(utilizando (V1.2-48b) y (VI.2-¡+9b))
Debemosdestacar la relación existente entre f(y) (o f(x,y)) y

X2(y) (o X2(x,y)) cuando M: M(y) (o M= cte.). donde ambas funciones
han aparecido comoconsecuencia de la separación de variables cuando re
solvimos la (V1.2-14) y la correspondiente ecuación homogénea(V1.2-29).
Resultados similares podrían haber sido obtenidos aplicando el método de
separación de variables a la ecuación homogéneapreviamente desarrollada
en serie de potencias. En efecto la (VI.2-ll) es unicamente un desarrollo

en serie de la variable z, pero no de x e y. En consecuencia, f(y) = X2(y)

(f(XvY) : X2(x,y)) cuando M= M(y) (M s cte.).

V1.3 Estabilidad de un océano puramente baroclinico sin flujo de empuje
a través de la interface aire-mar.

De acuerdo con el modelo fisico del oceano, que fuera descripto
en Capitulo V, utilizaremos las siguientes condiciones de contorno:

(VI.3-1a) (361/32) :0 y (BEE/az) =Oz=0 2:0

v1. -lb 5 =0 Y 5 :03 ) z: 2z:
Las condiciones de contorno (VI.3-la) y (VI.3-lb) aplicadas a

(V1.2-48a) o (V1.2-48b) implican que

(VI . 3-2) { ¡31‘3‘1J’Dzo‘f0Dlexp[-al/h]+D2explfld2/h]=0
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Esto significa que

oLl=°‘2 Y Df'Dz

(VI-3-3) 51:0 Y (351/3Z)=0
Utilizando la (VI.3-2) y las mismascondiciones de contorno para

las soluciones (VI.2-49a) y (V1.2-49b), es sencillo comprobarque

O

(v1.3-4) o2=0

En conSecuencía, podremos concluir que: "En un océano puramente baroclíni

co es imposible perturbar el sistema desde 1a atmosfera sin el flujo de
empujeperturbado a traves de 1a interface aire-mar."

V1.4 Estabilidad de un océano puramente baroclíníco con flujo de empuje
a través de la interface aire-mar.

o l u o . . o aTal comoen la Se001on V.8, utillzaremos las Siguientes cond1c1o
nes iniciales

(3“ a ) =X'(x, ) (35 /az) =o (a r=o )
(VIA-1a) pl/ z 2:02 Y y 2 2:0

N =0 y 5 =0 (a T=0 )
(V1.4-lb) pl z=_1/h 2 z=-l/h

Estos significa que en el instante inicial existe un flujo de
empujeefectivo a traves de la superficie, pero la perturbación en el
campode densidad no alcanza cierto nivel z = -l/b.

Luego de un tiempo

- v , - v N a :0 (a 1:7¿0 )

(V1.4 2a) (apl/az) Z=ÉX2(X,Y)exp[1wT] y (302/ z) 2:0

(VIA-zh) ¿I = y 52 =o (a #0 )
l z=_l/h Z=‘l/h

donde

(VIA-3) w'=wR+i wI

A T=0 , podemos obtener a partir de (V1.2-48a) y (V1.2-48b)
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D =_
(VI 4-4) Í11+Djm2 l

DlexPÍ‘OLl/hlwzacpl-a/hko

y

X (x y)=X' (x y) si M=cte.
(v1.4-5) 2 ' 2 '

X2 (y) =xá (y) Si M=M(y)

A partir de las relaciones (V1.4-4) podemosdeterminar que
-l

D =-[a -a exp[(a -a )/h]]
(v1.4-6) 1 1 2 2 1 -1

D2=expl (az-alvh] [al-azexpl (az-athJJ

Las condiciones de contorno a Tfo implican

(VIA-7) B= wR+i wI

En consecuencia, la (VI.2-47a) o (V1.2-47b) se transformarán en:

(VIA-8) 51(x,y,z,T)= -exp[i(wR+iwI)T][al-azexpï(a2'a1)/hH-l
[exp[a z]-exp[(a -a )/h]exp[a 2]] X (y) Si M=M(y)

l 2 l 2 {X%(x,y) Si M=cte.

Para poder aplicar las condiciones de contorno a (VI.2-Í+9a) y
(V1.2-49b), deberemos estudiar los casos para M: cte. y M= M(y) separa
damente.

VI.4.l Oceano puramente baroclíníco con M= MSI}
Cuando M= M(y) debemos aplicar las condiciones de contorno

(VI.L+-la,b) y (VI.LI-2a,b) a la solución (v1.2-49a).

A T:0 , la (V1.4-la) implica que

(VIA-9) (3521/32) = DÏa1+D3a2=0z=0

Mientras que, utilizando la bien conocida propiedad de las derivadas
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(Beyer. 1974)

Z Z

(VI-4'10) (d/dz)[g(x,z)dx=[ (3/32)[9(x,z)] dx+g(x=z,2)
O 0

es sencillo obtener

(v1.4-11) (332p/32)l =o (para todo y)z=0

Por otro lado, la condicion (VI.4-lb) implica

-l .
x2 (y) [DÏexp[-a1/h]+D;exp[a2/h] J-K# (az-a1) cot<ï>o(c/Sm°O)X2 (y) Y

-1/h

f (¿Sol/dz) [expl-al(t+(_'L/l’1))]—e)r{p[_a2 dt=0t

Utilizando las (V1.4-4) y (VI.4-9), luego de cierto algebreo, es posible
obtener

DÏ[1-(al/a2)eXP[-(az-uth] ]=0

(VIA-12) _l/h

[0(dpol/d2) [em-al(t+(1/h) )l-expl-a2 (t+(1/h) )11 dt=0t

Si DÏ J 0, la primera ecuación implica

expl-(az-al)/h]=(al/c12)

y de acuerdo con 1a (V1.4-6) esto significa que

D1, D2—> OD

En consecuencia, supondremos que DÏ : O, pero esto implica dos posibiliqa

des de acuerdo con (V1.4-9): a2=0 o DE: 0. Sin embargo, a2=0 significa
(de acuerdo con la (V1.2-23) que 3:0 , o sea ausencia de perturbación.

Por lo tanto, tomaremos unicamente en consideración el caso DÏ z DE: 0,
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con lo cual

Z

(v1.4-13) 6;2=-A‘1K#cotoo(c/sinoo)j[(d5¿l/dz) [expla1(z-t)]
o t

exp[a2(z-t)]] dt

A partir de la expresión (V1.4-8) obtendremos

O t

exp[azt]]

por lo tanto

(v1.4-15) 662=K#A-l(ccotoO/sinoo)exp[(—a+x)(z/2)][(1/2)[(—a+x)

(a+>\)exp[->\/h]1[ (1/2) (-a+)\) [z-A-lexpí-Az] (expan-DJ

+(1/2) (a+A)exp[-A/h][-A-IKexpl-A21-l)-exp[-Az]z]]

donde hemos hecho uso de la (VI.2-23).

En el caso particular cuando z = -1/b, la ecuación anterior to
mará la forma

(VI_4-16) 302(z=-1/h)=K#A'1(2ccotoo/sin®0)expl-(A-a)/2h][(A-a)

(A+a)eXP[->\/h]1’1 [at (l/h)->«_lsirfl1(>\/h) 1-1+

conan/hfl

Para satisfacer las condiciones (V1.4-lb) y (V1.4-2b) será necesario que

(v1.4-17) [(l/h)-(l/a)]=[(sinh(A/h)/l)-(cosh(A/h)/a)]

Sin embargono existe solución para tal ecuación. En otras palabras, po
demosafirmar que no existe perturbación bajo las condiciones de contorno
(v1.4-1a,b).

Intentaremos resolver nuestro problemabajo las siguientes con
diciones de contorno:

=o+ Aa D
o 2 l 2:0z:

J (331/32)(v1.4-18)
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=oA A

l (3p /Bz) +b D1 1 2 2 z=_lz:

Utilizando la expresión (V1.2-48a) podremosescribir las dos ecuaciones
anteriores en la forma

D1(al+a2) +D2(a.2+a2) :0

(v1.4-19) _0
D1(alexp[-al]+b2exp[-0Ll] )+Dz(a2exp[-a2]+b2exp[-a2] )

Este conjunto de ecuaciones lineales y homogeneastendrá solución (dife

rente a D1: D2= 0) si y solamente si el determinante es nulo; esto es
si y sólo si

(VI_4_20) (01+a2) (a2+b2)exP[-a2]-(a2+a2) (01+b2)exp[-al]=0

A

Suponiendo que b = 0, esto significa (30 /32)=0 a Z=-1 (es de2 l
cir que no existe flujo de empuje perturbado a traves del fondo), la (VI.
4-20) se transformará en

a2(al+a2)exp[dd2]flul(a2+a2)exp[q:1]=0

o utilizando la (VI.2-23)

(VI .4-21) [2a2+(c/sincbo) +1] [ (c/sinoo) -)\]exp [A]= [2a2+(c/sinoo) ->\]

[ (c/sinoo) +A1

Las soluciones posibles para esta ecuación son

Re(A)=ARf0
(VIA-22)

A = + Znn
" (n=o,1,2,3,...)

AI=¿(mu/2))"
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y los autovalores temporales correspondientes serán:

1 . . 2 2

B=1K#e[(c/251n®o) +(2nn) ]

(VIA-23) 2 (n: o,1,2,3,...)
B=iK#e[(c/25in®0)2+(n+(1/2))2n2]

En amboscasos el flujo básico permanece estable. Es necesario destacar

que la condición de contorno (381/82)=0 en z=-l . inhibe cualquier ti
po de intercambio térmico con el lecho marino. Este hecho es muy importan
te debido a que en este trabajo estamos unicamente interesados en aque
llas perturbaciones cuyo origen es atmosférico.

VI.4—2) Océano puramente baroclinico con M= cte.
Este es un caso particular para un flujo baroclinico y todos los

resultados vistos en la Sección anterior son aplicables. A pesar de que
M: cte. implica que han sido removidas todas las restricciones sobre la
forma de la dependencia horizontal, la arbitrariedad en la elección de

X2(x,y) no tiene influencia alguna sobre la estabilidad, bajo las condi
ciones de contorno (VI.4-18).

V1.5 Estabilidad de un océano baroclinico general
El sistema de ecuaciones para la perturbación en el caso de un

océano baroclinico general fue mostrado en la Sección V1.1 (ecuaciones

(VI.l-6) a (VI.l-10)), donde po, uo, vo, wo y po están dadas por las
(VI.l-l) a (VI.l-5). Tal comoen la Sección V1.2, podemossuponer que

.. Ap(x,y,z,r) p(x,y,z)
a. Au(x,y,z,'r) u(x,y,z)
u , A

(v1.5.1) V<x,y,z,'c)= expllBT] v(x,y,z)
Iv A
w(x,y,z,T) W(x,y,z)
AI A

p(xIYIzIT) p(xlylz)
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En consecuencia. nuestro sistema se podra escribir como

(v1.5-2)

(VI-5-3)

(v1.54)

(VI-5-5)

(v1.56)

. A A

JBu-V(1+bly) + (as/ax) (1+cly) =o

. A A A

ti+u (1+bly)+(ap/ay)=0

A
(ap/az)+p=o

. A A " A aA a )-018(L/ao)p+(au/ax) (1+cly)+(8V/By)41""“(14/ao“ w/ z ’

A

iB (e'1+z)3+uo (eS/ax) (1+c1y)+8(apo/ax) (1+c1y)+vo(ap/3y)
A A

+3 (Boo/ay) + (L/ao)wo (BS/azH (L/ao)w(3po/32)=K# (320/3 22)

Para resolver el sistema (VI.5-2,6) aplicaremos el mismométodo que usara
mos en la Sección VI.2; es decir que supondremosque las soluciones tie
nen la forma

(VI-5-7)

A A A

u=ul+ (L/ao) u2

A A )Av=vl+(L/ao v2
A A A

wr=w1+(L/ao)w2
A A A

p=pl+(L/ao)P2
A A A

p=ol+ (L/ao) 02

Por 1a tanto el sistema de las perturbaciones a O(l) será (recordando que
O(B)S 0(€)

(VI.5-8a)

(VI.5-8b\

(v1. 5-8c)

(V1.5-8d)

)

A A

—V1+(apl/ax)=0

A A

ul+ (apl/By)-0

A A

(apl/Bz) +01=0

A

(mil/ax“ (avl/By)=0



(V1.5-8e)
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“lA ' o aA 31-3 (c/sino )
iBe pl-[(aA/8y)+(8M/3y)exp[cz/Sln 01H pl/ h 1 o

(aM/ax)exp[cz/sinoo]+(aSI/ay)[(aA/ax)+(aM/ax)exp[cz/sinoo]1
. A . —1 .

- (c/sinsbo) (BM/ay)exp [cz/51m01v1+ [K#(c/smooH-M (Sinto/c)
A 2

[(aM/ax) (aA/ay)-(aM/ay) (BA/axn (331/32)=K# (3201/32 >

Mientras que a OOO-l) el sistema de ecuaciones correspondiente será

(VI-5-9a)

(VI-5-9b)

(VI-5-9c)

(v1.5-9d)

(VI.5-9e)

A A A A

"Vlbly- (L/ao)v2+ (apl/Bx)c1y+ (L/ao) (apz/BX)=0

A b A A _
ul 1y+ (L/ao) u2+ (L/ao) (BPZ/By)-0

A A

(apz/az)+p2=0

A

(L/ao) (an/ax) +c1y(aál/ax) +(L/ao) (¡wz/ay)-ch1+ (L/ao)

(3A —wl/Bz)-0

_ A

iBe 182(L/ao)-[c1y(381/ax)+(L/ao> (aoz/axn [mA/By)+(away)

exp [cz/sinéo] ]+ [bly (3A/3y)+(1+(cz/51m0) )bly (BM/ay)

exp[cz/sinóo] +(cz/sin00)blMexp[cz/simon (aSI/ax) - (c/sinóo)
A A

(BM/3x)e.xp[cz/sind>o][(L/ao)u2+ulcly]+[ (c/sinoo) (BM/3x)(1+
A

(cz/simbo) )bly explcz/sinoolulJH (8A/3x)+(BM/3x)exp[cz/sin4>o]]

(L/ao) (382/337)-[aly (3A/3y)+(aly+ (cz/sin00)bly)exp[cz/sind>ol]

wal/ay) - (cz/sindbo) (am/ay)exp [cz/simo] (L/ao)\//\2+[(c/sinc‘bo)

(BM/ay)(1+(cz/sin450) )bly+(c/sin<bo)M(l+(cz/51m0) )bl]

exp [cz/sinóo]\/I\l+ [K#(cz/sinQOH (sinoO/czm-ll (BM/ax)(BA/By)
—1

- (BM/By)(8A/3x)] (L/ao) (832/32)+ [-K#(c/sinfbo)bly+ (smc/cm

[(aM/ax) (3A/8y)-(3M/ay) (BA/8x)cly+(oosd>O/C)(L/ao) (1+(cz/simon

(aA/ax)+ (cosoo/c) (L/ao) (BM/ax)exp[cz/si.nd>o]](381/32)- (L/ao)
A

(c/sin‘bo) 2Mexplcz/sínoo]wl=K# (L/ao) (3282/2322)
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Podemosreducir el sistema (v1.5.8a,b) a una sola ecuacíóh dife_
rmúflenÉ

. 2
(VI.5-10) -iB€-l(apl/Bz)+[(BA/Ey)+(BNV3y)exp[02/Sln®o])(8 pl/axaz)+

(c/sinoo) (3M/3x)exp[cz/sin<bo](apl/ay)-[ (3A/8x)+(aM/3x)

explcz/sin00]](azpl/azay)-(c/sin00)(BM/By)exp[CZ/Sin°o](3P1/3X)
2

—[K#(C/Sin00)+(Sin°o/C)M_l[ (BM/3X)(BA/BW-(BM/BY)(BA/BK)1] (3 Pl/

322) +K#(a 3p1/323) =0

Suponiendo que

(v1.5-11) Eü=xz(x,y)pol(2)

y sustituyendo dentro de 1a (VI.5-10) obtendremos

(VI.5-12) (d3pol/dz3) - (c/sinoo) (dzpol/dzz) -iB (¿mn-l(dp01/dz)+K#-l

(sinoo/cm'll (ana/ax)(aA/ay)- (aM/ay)(aA/axn (dzpol/dzzn

[(aA/By)(alnxz/ax)-(BA/ax)(alnXZ/ay)]K#_l(dpbl/dz)+

K#-lexp[cz/sin4>o] Ham/ay) (a1nx2/ax) - (GM/ax)(alnxz/ayH

(dpol/dz) +(c/sin00)K#_lexp [cz/smc] [ (aM/ax)(a1nx2/ay)

(am/ay) (alnxz/ax) Jpol=0

La ecuacio'n anterior implica. que

(VI' 5'13“ (¿pol/«123) —(c/sinoo) (¿pol/dz?) -iB (EK#)’1 (dpol/dz)=g (z)
y

2 2
(VI. 5.1313) K#-l(sin4>o/C)[(BM/ax)www-(away) (aA/axn (d pol/dz >+

Kí?_l[(BA/By)(alnxz/ax)-(aA/ax) (ahlxz/ay)+exp[cz/sin<bo]
-1

[(BM/ay)(amxz/ax) - (sm/ax) (aJan/ay) 1] (dpol/dz)+K#

(c/sinoo)exp[cz/sind>o] [(BM/ax)(alnXZ/ay)-(8M/8y) (ah1x2/ax)]

pol= _g (z)
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donde pol : p01(z), mientras que x2 : x2(x,y), M: M(x,y) y g = g(z).
La solución correspondiente a (V1.5-13a) es (Kamke, lguo)

-1 z

(VI.5-1L+) Pol=(Dl/0L1)[eXPIalZJ-l]+(D2/a2)[expla221-11+(A) j dz
0

z

[o g(t)exp[a(t-z)/2] [exp[A(z-t)/2]-exp[-A(z-t)/2]] dt

donde a, x, al y a2 fueron definidas en (VI.2-23) .

Para resolver la (VI.5-13b) definíremos

M'1[(aM/ax) (3A/3Y)-(8M/3y) (3A/Bx) ]= VH(lnM)X VFA=S=cte.

(v1.5-15) VH(1nX2)XVHM=N=cte.

VH(1nX2)XVHA=R=cte .

En consecuencia, la (VI.5—13b)podra escribirse en la forma

-1 .
(VI.5-16) (Simao/c) (S/R#) (dzpol/d22)+K# [R+Nexp[cz/Sin<bo]](dpol/dz)

- (c/sinóo) (N/K#)exp [cz/sinoo] pol= -g (Z)

a) Supongamos que S = O, N J O y R { O; esto significa de acuerdo a la

(V1.5-15)

(VI-5-17) (BM/3x)(Mayhem/By) (BA/3x)

Mientras que 1a (VI.5-16) tomará 1a forma

. -l
(VI.5—18) (dpbl/dz)-(c/sinoo)Nexp[cz/sinoo][R+Nexp[cz/31n®o]] pol:

, -l
-K#[R+Nexp[cz/s1n®o]] g(z)

La anterior es una ecuación diferencial lineal a primer orden
(MIller, 1941) cuya solución es:
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-1

(VI.5-19) pol=[R+Nexp[cz/sinoo]] [C-/K#[R+N explcz/sin4>011 9(z)d21

Sin embargoesta solución es completamente diferente a la (VI.5F14). por
lo cual podemosconcluir que la suposición (VI.5-17) no es correcta

b) Supongamosque N : 0, esto significa, de acuerdo a la (VI.5—15). que

VI. 20
( 5- ) VH(lnX2)XVHM=0

En consecuencia la (VI.5-16) estará dada por

(VI-5'21) (sinoo/c)(S/K#)(dzpbl/d22)+(R/K#)(dpol/dz)= qg(z)

con solución (Miller, 1941)

z

(VI.5-22) pbl= -C[(R/S)(c/sinóo)]_1[explcz/sin®o]-l]-J[ exp[(R/S)
0

z

(cz/sinQO)] dz j, (K#/S)(c/sinoo)g(t)exp[-(R/S)
0

(ct/simon dt

La (V1.5p22) será igual a la (VI.5+14) si y solamente si

al=12=(c/81n00)
S+2R=0

(VI -5-23)

g (z)=0

D1=D2=-C

Sin embargo, la condición “1:32 o (A/z)=0 implica, de acuerdo con la
(VI.2-23), que

(v1. 5-24) B=i (€K#/4) (sindbo/c) 2

Esto significa que solamente puede existir un único modotemporal para la
perturbación.

Bajo la condición de que
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v . 2 =(15'?) ngdLy)XVJHmy)0
y

(V1.5F23b) 2[VH(lnX2(x,y)) X VHA(x,y)]= VHA(x,y) x vH[1nM(x,y)]=
=cte.

la solución para la perturbación del campode presión, de acuerdo con el
sistema (v1.5.8a,b), será

(VI.5+26) 81(x,y,z>= -(cs/R)(sinoo/c)[exptcz/zsinoOJ-11x2(x,y)

Cuandola (V1.5p25b) es identicamente nula, la solución pl será
la trivial.

c) Supongamosque R : 0. De acuerdo con la (VI.5+15) esto significa:

(VI-5+2?) V (1nx2(x.y)) x v A(x,y)=0H H

En conSecuencia la (VI.5—18) tomará la forma

(VI-5‘28) (dzpol/dzz)+(Nc/Ssinoo)exp[cz/sin®ol(dPol/dz)'

(c/sinéo)2(N/S)exp[cz/sin©o]pbl= -K# (c/Ssinóo) g(z)

y 1a ecuación homogéneacorrespondienente estará dada por

(VI-5+29) (dzpol/dzz)+(N/s)(c/sinco)[(dpol/dz)-(c/sinóo)poll=0

La (VI.5+29) tiene unicamente solución trivial, mientras que la (VI.5—28)
acepta comosolución particular

(v1.5-3o) p01 = D = cte.

siempre y cuando

(VI-5-31> g(z)= - (DN/K#)(cz/sin00)exp[cz/sinoo]

Sin embargo, esta solución es completamente diferente a la (VI.5+14). En
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consecuencia, la (V1.5-12), o el sistema (VI.5-9a.e), unicamente acepta
la solución

(v1,5.32) pl(x,y,z)= 2C (sinQO/c)[eprCZ/ZSinQOJ-11X2(XIY)

bajo las condiciones

(VI.5—25a) VHX2(x,y) X VHM(x,y)=0

y

(VI-5’25b) [VH(lnM(x,y))+2VH(lnX2(x,y))] x VHA(x,y)=o

Mientras que el autovalor temporal estará dado por

(nó-24) 8:1 (K#/4)€(sin «ab/c)2

Esto significa que, de acuerdo con la (VI.5+1) y (VI.5+7), la perturbación
tendrá la forma

(VI.5-33) p(x,y,z,r)=exp[-(EK#/4)(sinoo/c)211[2C(Sin00/C)[eXPICZ/Sinoo]

-l]X2(x,y)+(L/ao)p2(x,y,z)]

donde p2(x,y,z) será la solución correspondiente al sistema (VI.5—9a,e).
Es necesario destacar que independientemente de la forma de p2(x,y,z),
si es que existe, la solución (V1.5-33) será incondicionalmente estable,
ya que el término temporal decae exponencialmente con el tiempo.



117

Capítulo VII

RESUMEN Y CONCLUSIONES

La circulación termohalína está descripta por mediodel sistema
de ecuaciones diferenciales siguiente

(IJ-I-l) v(f/f°) = (L/aoc050)(3p/3A)

(1-4-2) ¡uf/fo) = -(L/ao) (ap/ao)

(1-443) (1/cosO){(au/ak)+(3(vc050)/3Ó )+(3W/az)} = o

(Lu-br) ‘ (ap/32) = D or gcT = (ap/32)

(Lu-5) (u/coso) (ap/ax“ v(ap/ao)+w(ap/az)
= (Kvao/DzU)(32p/3zz)

que representa una herramienta bastante poderosa cuando se desea estudiar
la circulacion oceánica. El problema ha sido formulado a través de los
balances geostrófico e hidrostático de un fluido estratificado sobre
una esfera, con la difusión turbillonaria vertical incorporada dentro de
la ecuación (I.4-4). Ademásdel problema de la estabilidad hidrodínámica
para tal flujo, existen distintas limitaciones sobre la aplicabilidad
del sistema (I.4—l,5) a un océano real. En primer término, la falta de
una solución general nos obliga a utilizar una serie de modelos especia
les (Veronis, 1969); cada uno de los cuales es el resultado de diferen
tes simplificaciones cuando Se aplica la transformación por similaridad
a la ecuación de la presión (Robinson and Welander, 1963; Needler, 1967;
Kozlov, 1966).

De acuerdo con Needler (Needler, 1967), la generalización de la
solución por similaridad está dada por

(11.7-1) p(o,x,z)=A(o,x)+M(o,A)expuyom)
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donde zx(o,x) y D1(O,A) son los modosbarotrópico y baroclínico respec
tivamente y los diferentes modelos teóricos (Robinson and Welander, 1963;
Fofonoff, 1962; Blandford, 1965; Veronis, 1969) pueden ser obtenidos co
mocasos particulares de la relación anterior.

La magnitud del coeficiente de difusión horizontal y su dependen
cia con la escala. horizontal (Ozmidov, 1959; Okubo, 1962, 1968; Okubo and

Ozmidov, 1970; Monin, 1973) de acuerdo con la ley de los "4/3" de

Richardson (Richarson, 1926) implican que 1a ecuación (I.#—4) puede ser
aplicada unicamente en el dominio correspondiente a 103cm<L<3 107cm
(dondeL es la escala horizontal característica). Esto significa que el
sistema termohalino (I.4—1,5) es inadecuado para describir la circulación
oceánica a escalas sinóptica y planetaria. En tales casos será necesario
encontrar una nueva solución que incluya los efectos de la difusión hori
zontal, sin embargohasta el momentoel problema no ha sido resuelto.

Comoconsecuencia de un apropiado análisis de escala de los di

ferentes términos de las ecuaciones, es posible obtener el orden de

magnitUdde la PerturbaCíónv í=e (numero de Rossbv)=104 v mientras

que la correspondiente escala temporal es, T=€(qu1)=lo4seg¿
E1 sistema de ecuaciones termohalino parecería ser una buena des

descripción del flujo básico no sólo a orden l, sino también a O(lO-2).
Sin embargo, cuando intentamos describir el flujo básico a o(e) , es
necesario introducir una serie de términos de corrección. Dichos términos

serán soluciones del sistema (VI.2-2,6), el cual no fue resuelto en el
presente trabajo por carecer de significado en el problemade 1a estabili
dad hidrodinámica.

El sistema de ecuaciones correspondiente a la perturbación de la
circulación termohalina de un océano barotrópico, en la aproximación del
plano-B , está dado por:

(V-5-1) (añ/ar) [coso'o-sinoo(L/ao)y1-x7(cos°0+l(1-28in2°o>/

sinoo](L/ao)y)+(3p/3x)cosoo=0

(V-5'2) (35/31)+[1+cot450(L/ao)y]1Ï+(35/3y)=0
(VJ-3) (añ/az)+5=o



119

(v,540 [(as/ar)+(aW/az)1(L/ao)cosoo+(aG/ay)[cosoo-sinoo

(L/ao)y]-G(L/ao)sinoo+cosoo(aü/ax)=o

(V5-5) (1/e)(aa/ar)[1+(L/ao)az]+ vo(añyay)+[(uo(as/ax)

cosOO)/(cos@o-sin00(L/ao)y)]=K#(325/322)

donde la única ecuación que incluye variables del estado básico es la
(V.5—5);por tal motivo, tal ecuación desarrollará un papel prominente
en la solución de nuestro problema.

Debemosdestacar que aún cuando la atmósfera pudiera inducir
un cambio en las variables del mar de orden e , tal fluctuación deberia
satisfacer condiciones muyestrictas sobre la dependenciahorizontal pa
ra poder convertirse en una "perturbación". La Tabla II nos muestra los
tres casos generales para las perturbaciones con distintas formas de de
pendencia sobre las variables horizontales. En cada caso las relaciones
entre autovalores espaciales y temporales, coeficiente de difusión verti
cal, latitud y coordenadashorizontales, no es nada simple. Si la fluc
tuación no puede satisfacer estas condiciones, ella aparecerá simplemen
te como"ruido" muy débil.

Sin embargo, cuando las fluctuaciones de origen atmosférico sa
tisfacen alguno de los casos de la Tabla II, la mismaserá una "pertur
bación", si y sólo si produce un flujo de empujea través de la interfa
ce aire-mar. Este hecho es una limitación muysevera sobre la forma en
que los distintos parametros atmosféricos puedenperturbar la circula
ción OCeánica. Es bastante evidente que un cambio en la radiación solar,
la variación en el intercambio de calor sensible o 1a evaporación, ac
túan directamente sobre la estratificación del campode densidad en la
capa superficial del mar induciendo flujos de empuje. Los flujos de ca
lor radiativo, sensible y latente son parametrizados a gran escala por
mediode seis variables: Temperaturas de la atmósfera y la superficie
oceánica, contenido de humedad, velocidad del viento a cierto nivel de
referencia y la cantidad y tipos de nubes. En consecuencia las fluctua
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ciones en los flujos de calor puedenser estimadas a partir de las varia
ciones de las variables mencionadas (Malkus, 1962).

El viento puede inducir una perturbación en el mar unicamente a
través de sus efectos sobre los intercambios de calores sensible y laten
te. ya Que el esfuerzo del viento produce sólo fluctuaciones sobre el cam
P0 de presión hidrostático pero nunca un flujo de empuje.

La precipitación causa una reducción en 1a salinidad y tempera
tura superficiales, produciendo en consecuencia un cambioen 1a estrati
ficación de la densidad (flujo de empuje). Sin embargoexiste otro efecto
que acompañaa la precipitación; que puede ser necesario considerarlo
porque induce también un flujo de empuje (Katsaros, 1969). Las gotas al
caer tienden a evaporarse en el aire subyacente a las nubes y dicha eva
poración aumenta la humedadrelativa y producen un enfriamiento en las

capas másbajas de la atmósfera. Por lo tanto, este doble efecto actuará
sobre los flujos de calor sensible y latente desde el mar.

Aúncuando la atmósfera pueda perturbar la circulación termoha
lina de un océano barotrópico, 1a solución del sistema de ecuaciones nun
ca se inetabilizará.

El sistema termohalino para la perturbación de un océano pura
mente baroclínico, en la aproximación del plano-B , está dado por

(v1.2-2) (añ/ar) -v (1+bly)+(añ/ax) (1+cly)=o

(v1.2-3) (av/ar)+fi(l+bly)+(35/3y)=0

(V1.2-4) (añ/az)+5¿o

(VI-2-5) (35/81) (I/ao)+(31Ï/8x) (1+c1y)+(8\7/3y)-c1\7+(L/ao) (añ/az)=o

(VI.2_6) (35731)(e-l+z)+[bl(cz/sin00)M-[l-(1+(cz/sin00))bly+clY](BM/ay)]

exptcz/sinoo] (aa/ax) -G(c/sin4>o) (BM/3x)[1- (1+(cz/sinoo) )bly+
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cly] exp [cz/since] +[l-aly- (cz/sinoo) bly] (BM/8x)exp [cz/simbo]

(añ/ay)+\7[ (c/sin00)M[l+ (cz/Síndic)lbl- (c/s'moo) (away) [1- (1+

(cz/smc) )bly] 1 exp[cz/simboh (35/32) [K#(c/sinoo) (l-bly) +

(cosoo/c)(L/ao)(8NV%x) exPlcz/Sinoo]1*¡(c2/sin200)M(L/ao)

exp [cz/sin001=l<# (325/322)

Para resolver tal sistema fue necesario desarrollar cada ecua
ción bajo la hipótesis de que las soluciones podían ser escritas en la
forma

.5(x,y,z,1) [61(x,y,2)+(L/ao)52(x,y,z)]
6'(x,y,z,1) [61(x,y,z)+(L/ao)ó‘2(x,y,z)]

(VIIJfl) ü(x,y,z,r)= expliBT] [61(x.y,z)+(L/ao)62(x,y,z)]
5(x,y,z,T) [61(x,y,z)+(L/ao)32(x,y,z)]

W(x,y,z,T) [61(x,y;z)+(L/ao)62(x,y,z)1

Tal comoen el caso del océano barotrópíco, la producción de un
flujo de empujea través de la interface aire-mar será una condición ne
cesaria (pero no suficiente) para la existencia de "perturbación". Sin
embargoexisten dos restricciones adicionales sobre el modobaroclínico

y la dependencia horizontal de la posible perturbación (X2(x,y))

(v1.2-46a) vflmxáfo donde 32=(o,1,0)

y vH=t<a/ax>,<a/ay),o>

(VI-246w (BM/ay) (3X2/3x)=0
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Estas dos condiciones implican que es imposible perturbar un flujo pura
mente baroclinico cuyo mododependa unicamente de "x" y/o que la relación
entre el mismoy la forma horizontal de la perturbación no satisfagan la
(v1.2-46b).

La solución correspondiente al sistema (VI.2-2,6), en el campo
de la densidad perturbada, está dada por

(VILl-Z) 5(x,y,z,1)=-exp[iBr][[al-azexp[(a2-al)/h]]-l
[epraIZJ-expl(a2-al)/h]exp[azz]](L/ao)
(K#cotoO/A)(c/sinoo)[al-azexp[-A/h]1'l

explaIZJJrzlal-azepr-A(t+(l/h))]-(l
o x2(y) si M(Y)

eXPI-A(z-t)])]dt] {X2(x,y) si M=cte.

Utilizando las siguientes condiciones de contorno

(33 /Bz) +a 3
1 z=0 2 l

(VII.1-3) 2:0

(351/32) z=-1

encontramos que los autovalores temporales correspondientes están dados
por

1 . . _ 2 2

B=1K#€[(c/251n©0) +(2nn) ]

(v1.4-23) 2 (n: o,1,2,3,...)
B=iK#c[(c/ZSinóo)2T(n+(l/2))2fl2]

La (VI.4—23) implica que el flujo básico permanecerá incondicio
nalmente estable bajo cualquier clase de perturbación que produzca un
flujo de empujea través de 1a interface (perturbación de origen atmosfé
rico).

En el caso más general de un flujo básico en el cual A J O y
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MJ O, 1a perturbación estará descripta por el siguiente sistema de ecua
ciones en derivadas parciales (a onien 1)

(VI-58a)

(VI-5-8b\

(VI.5-8c)

(vI.5-sd)

(v1.5.8e)

A A"V1+ :0
A A _

u1+(3P1/3Y)—0

A

(361/32) +ol=0

A A

(sul/axH (avl/ay)=0
A A .

iBe'lgl-I (BA/ayH(eN/Bwexplcz/SJMOJJ(Bol/amml (c/smoo)

(3M/3x)exp[cz/sind>o]+(aSl/ay) [(3A/3x)+ (3M/3x)exp[cz/sind>o]]

- (c/sinoo) (away) exp [cz/sind)0101+[K#(c/sinoo)+m’1(sinoo/c)
A

[(aM/ax) (3A/3y)-(3M/3y) (aA/axn (331/32)=K# (3201/1322)

Mientras que a 0(10-1) el sistema de ecuaciones correspondiente será

(VI-59a)

(VI.5-9b)

(VI-5-9c)

(VM-9d)

(VI- 5-9e)

A A A A

-vlb1y- (L/ao)v2+ (3pl/Bx) cly+ (L/ao) (apz/Bx) =0

A b A Aul 1Y+(Iq/ao)ll2+(L/ao)(apz/ay)=0

A A

(3p2/32)+p2=0

A

(L/ao)(auz/axnclwal/ame/ao) (aCZ/ay)-c131+(L/ao)

(3371/3 z )=0

. -lA A A
18€ pz(L/ao)-[cly(apl/BX)+(L/ao) (Baz/BKN[(aA/By)+(3M/3Y)

exp [cz/simbo] ]+ [bly (BA/By)+ (1+(CZ/SMC) )bly (BM/ay)

exp [cz/simbo] +(cz/sinoo)blMexp [cz/sinoo] ] (aál/ax) - (c/sinQO)
, A A

(BM/8x)exp[cz/smd>o] [(L/ao)u2+ulcly]+[ (c/sindbo) (BM/Ex)(1+
_ A

(cz/smoo) )bly exp[cz/simbolulhl (BA/3x)+(BM/3x)qu[cz/sinooll
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(L/ao) (ag/ay) - [aly (aA/ay)+(aly+(cz/smc) bly) exp[cz/since] 1

(aál/ay)- (cz/smc) (8M/3y)exp[cz/sind>ol(L/ao)\//\2+[(c/sintbo)

(BM/By)(1+(czísin00))bly+(c/sin00)M(l+(cz/Ïinoo))bl]
exp [cz/smoolvl+ [K#(cz/simo) +(sinQO/czm- [ (aM/ax)(BA/ay)

-(3M/By)(3A/ax)](L/ao)(382/32)+[-K#(c/sinoo)bly+(sinoo/C)MÏl

[(aM/ax) (aA/ay)- (au/ay) (3A/3x)cly+(oosd>O/C)(L/ao) (1+(cz/simon

(aA/ax)+ (cosoO/c) (L/ao) (awax)exp[cz/sino01 1(381/32) —(L/ao)

(c/sinfbn)2Meprcz/sin00131=K# (L/añ) (3284322)

donde hemos supuesto que las soluciones son de la forma (VII.l-1)
El sistema (VI.5-8a,b) puede ser resuelto si

(VI_5.25a) VHXZ(XIY) x VHM(XIY)=0

Y

(V1.5P25b) [VH(lnM(x,y))+ZVH(lnx2(x,y))] x VHA(X'Y)=0

Mientras que el autovalor temporal estará dado por

(“'52”) B=i(K#/4)€(sinVCF

La solución correspondiente al campode presióh perturbado es

(VI-5-33) ¿(x,y,z,r)=e>qa[-(eK#/4)('sino c)211[2c(sino c) [exp[cz/sin4>]0

-l]X2 (x,y)+ (L/ao)132(x,y,2)]

donde p;(x,y,z) será solución del sistema (VI.5+9a,b).
El autovalor temporal dado por (V1.5-24) es un caso particular

de la (V1.4-23) cuando n : 0. Esto significa que la presencia de un mo
do barotrópico reduce el númerode autovalores posibles en el caso de
un océano baroclínico a solamente uno. Debemosdestacar que la estabilidad

de la solución (V1.5-33) es completamente independiente de 52(x,y,z). Al
mismotiempo que es sencillo probar que dicha solución es nula cuando
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no existe flujo de empuje en z : 0.

A pesar de que el objetivo del trabajo fue el investigar la es
tabilidad hídrodinámica de la circulación termohalina bajo perturbaciones
de orígen atmosférico, los resultados obtenidos pueden ser extendidos a
cualquier tipo de perturbación. En efecto, hemosdemostrado que el flujo
básico puede ser perturbado unicamente por medio de un flujo de empuje

a través de la interface aire-mar y aún en tal caso la solución permane
cerá estable.

\ , . .‘\ Pr ¿TL/¿7771,o. ruso

/ '(x‘-" ' :IH'C-ÓY‘



126

REFERENCIAS

Acley, S. F. (1979): A review of sea-ice weather relationships in
Southern Hemisphere. Ice Sheets and Climatic Changes Session,
XVII Assembly IUGG.Canberra, Australia.

Antosíewícz, H. A. (1964): In: "Handbook of Mathematical Functions with
Formulas, Graphs and Mathematical Tables", Abramowitz M. and
I. A. Stegum Ed., Bureau of Standard Applied Mathematics Series,
55, United States Department of Commerce,Washington D. C., 435

Barcílon, V. (1974): In: "Handbook of Applied Mathematics", Pearson C. E.
Ed., Van Nostrand Reinhold, NewYork, 344-377.

Batchelor, G. K. (1967): "An Introduction to Fluid Dynamicsú, Cambridge
University Press, London-NewYork, 336 pp.

Bennet, A. F. (1978): Poleward heat fluxes in Southern Hemisphere Oceans,
Journal of Physical Oceanoggaphy, Vol. 8, 785-798.

Birkhoff G. and G. C. Rota (1959): "Ordinary Differential Equations",
John Wiley & Sons, New York, 342 pp.

Blandford, n. (1965): Notes on the theory of the thermocline, Journal
of Marine Research, Vol. 23, 18-29.

Boyce H. E. and R. C. Diprima (1965): "Elementary Differential Equations
and Boundary Value Problems", John Wiley & Sons, NewYork, 582 pp.

Bryan, K. (1962): Measurements of meridional heat transport by ocean
model, Journal of Geophysícal Research, Vol. 67, 9, 3403-3414.

(1969): Climate and the ocean circulation. III The ocean model.
Monthly Weather Review, Vol. 97, 806-827.

, S. Manabe and R. C. Pacanowski (1975): A global ocean-atmosphere
climate model. Part II. The oceaníc circulation. Journal of
Physical Oceanoggaphy, Vol. 5, 30-46.

Bunker, A. F. (1980): Trends of variables and energy fluxes over the
Atlantic Ocean from 1948 to 1972. Monthly Weather Review, Vol.
108, 720-732.

Charney, J. G. and M. E. Stern (1962): On the stability of inertial
baroclinic jets in a rotating atmosphere, Journal of the
Atmospheric Sciences, Vol. 19, 159-172.

Conte, S. D. and C. de Boor (1965): "Elementary Numerical Analysis: An
Algoríthmic Approach", Mc. Graw-Hill Book Company, NewYork,



127

432 pp.

Drazin, P. G. and L. N. H0ward(1966): Hydrodynamicstability of parallel
flow of inviscid fluid, Advance in Applied Mechanics, N01. 9,
1-89.

and W. H. Reid (1981): "Hydrodynamics Stability", Cambridge
University Press, NewYork, 525 pp.

Ekman, V. W. (1908): Die Zusammendruckbarkeit des meerswasser nebst einin
gen werten fur uasser und quecksilber, Cons. Perm. Int. Explor.
Mer., Publ. Circonstance, 43, Copenhagen.

Fedorov, K. N. (1978): "The Thermohaline Finestructure of the Ocean"
Pergamon Marine Series, Vol. 2, Pergamon Press, Oxford, 170 pp.

Fletcher, J. 0. (1968): The Polar Ocean and World Climate, The Rand
Corporation, Santa Monica, California, P-3801, 55 pp.

Fofonoff, N. P. (1962): Dynamics of the Ocean Currents, In: "The Sea,
Ideas and Observations on Progress in the Study of the Seas",
Vol. 1, M. N. Hill Ed., John Wiley & Sons, NewYork, 25-38.

Ford, L. R. (1955): "Differential Equations", Mc. Graw-Hill Book Company,
New York, 291 pp.

Georgi, D. T. and J. M. Toole (1981): The Antarctic Circumpolar Current
and the Oceanic Heat and Freshwater Budget, WoodHole
OceanographicInstituttion, Contribution Nr. 4839.

Gill, A. E. and P. P. Niiler (1973): Theory of the Seasonal variability
in the ocean, Deep Sea Research, Vol. 20, 141-177.

Gordon, A. L. (l97la): Recent Physical Oceanogzaphic Studies of Antarctic
Waters, Research in the Antarctic, AAASAnnual Meeting, 135 Symp
Papers AAAS,Public. 93, 609-729.

(1971b): Oceanographyof Antarctic Waters, Antarctic
Oceanology I, Antarctic Research Series, Vol. 15, American

and E. J. Molinelli (1982): Thermohaline and Chemical
Distributions and The Atlas Data Set, In: "Southern Ocean Atlas",
Columbia University Press, NewYork.

Grosch, C. E.; E.Y. T. Kuo and M. Berstein (1973): The Thermal Structure
of the Air-Sea Interface - A Review, Ocean and Atmospheric
Science, Inc., TR 73-148, 106 pp.

Hnstenrath, S. (1977a): Relative role of atmosphere and ocean in the
global heat budget: Tropical and Eastern Pacific, Quarterlv
Journal of Royal Met. Society, Vol. 103, 519-526. '

(1977b): Hemispheríc asymmetry of oceanic heat budget in



128

the Equatorial Atlantic and Eastern Pacific. Tellus, Vol. 29, 6,
523-529

(1980): Heat budget of tropical ocean and atmosphere,
Journal of Physical Oceanogzaphy, Vol. lO, 159-170.

Helmholtz, H. (1968): Uber Diskontinuierliche Flussingkeitsbewegungen,
Monatsbericht der Koniglich Preussischen Akademieder
Wissenschaften zu Berlin, 215-228; (English Translation) On
Díscontinuous Movementsof Fluid, Philisophical Magazine, Vol.
4. 24+. 337-346. (1968)

Katsaros, B. C. (1969): Temperature and salinity of the sea surface with
particular emphasison effects of precipitation, Doctoral
Dissertation, University of Washington, 307 pp.

Killworth, P. D. (1980): Barotropic and baroclinic instability in
rotating stratified fluids, gflgamicsof Atmospheresand Oceans,VOI.1+,

(1981): Eddy fluxes and mean flow tendencies in open
ocean baroclinic instabílity, Qynamicsof Atmospheresand
Oceans, Vol. 5, 175-186.

Knudsen, M. (1901): "Hydrographical Tables", Copenhagen.

Koshlyakov, N. s. , M. N. Smirnov and E. B. Gliner (1964): "Differential
Equations of Mathematical Physics", North-Holland Publishing
Co., Amsterdam, 701 pp.

Kozlov, V. F. (1966): Certain exact solutions of the nonlinear equatíon
for density advection in the ocean, (English Translation)
Izvestia, Atmoshere and Oceaníc Ph sics, Vol. 2, ll, 742-744,
¡in Russian; Fizika Atmosfer, Okean Izv., Akad. Sci. SSSR, Vol.
2, ll, 1205-1207.

Kraus, E. B. and J. S. Turner (1967): A one-dimensional model of seasonal
thermocline. II. The general theory and its consequences, Tellus,v01. ’

Lamb P. J. and A. F. Bunker (1982): The annual march of the heat budget
of the North and Tropical Atlantic Oceans, Journal of Physical
Oceanogganhy, Vol. 12, 1388-1410.

Lin, C. C. (1966): "The Theory of HydrodynamicStability", Cambridge
University Press, Cambridge, 155 pp.

Líou, K. N. (1980): "An Introduction to Atmospheric Radiatíon",
International Geophysics Series, Vol. 26, AcademicPress, New
York, 392 pp.

Malkus, J. S. (1962): Large Scale Interaction, In: "The Sea. Ideas and



129

Observations on Progress in the Study of the Seas", Vol. 1,
M. N. Hill Ed., John Wiley & Sons, NewYork, 88-294.

Mamayev,0. I. (1975): " Temperature-Salinity Analysis of World Ocean
Waters". Elsevier OceanographySeries, ll, Elsevier Scientist
Publishing Co., Amsterdam, 374 pp.

Manabe, 5.; K. Bryan and M. J. Spelman (l975)x A global ocean-atmosphere
climate model. Part I. The atmospheric circulation. Journal of
Phïsical Oceanoggaphz, Vol. 5, 3-29.

Miller, F. H. (1941): "Partíal Differential Equations", John Wiley &
Sons, NewYork, 259 pp.

Monin, A. S. (1973): Turbulence and microstructure in the ocean (English
Translation) Uspekhi Fizicheskikh Nauk, Vol. 109, 2, 333-35u.

Munk, W. H. (1966): Abyssal recipies, Deep:Sea Research, Vol. 13, 707
730

Nayfeh, A. H. (1973): “Perturbation Methods", John Wiley k Sons, NewYork,
425 pp.

Necco, G. V. (1982): Resultados recientes sobre la meteorología austral
derivados de nuevas tecnicas de observacion y analisis: Una
revision. Informe Interno, Servicio Meteorologico Nacional,
Republica Argentina, 48 pp.

Needler, G. T. (1967): A model for thermocline circulation in an ocean
of finite depth, Journal of Marine Research, Vol. 25, 329-342.

Okubo, A. (1962): Horizontal diffusion from an instantaneous point source
due to oceanic turbulence, ChesapeakeBay Institute, John
Hopkins University, Techn. Report, 32.

(1968): A new set of oceanic díffusíon diagrams, Chesapeake
Bay Institute, John Hopkins University, Tecn. Report, 38.

and V. Ozmidov(1970): Empirical dependence of the coefficient
of horizontal turbulent diffusion in the ocean on the scale of
the phenomenonin question, (English Translation) Izvesti a
Atmosnheric and oceanic Physics, Vol. 6, 5, 534-53 .

Olver, F. w. J. (1964): In: "Handbookof Mathematical Functions with
Formulas, Graphs and Mathematical Tables"; Abramowitz M. and
I. A. Stegun Ed., Bureau of Standard Applied Mathematics Series,
55; United States Depart. of Commerce,Washington D. C., 355
433.

(1974): "Asymptotics and Special Fantions", Computer
Science and Applied Mathematics Series of Monographsand Text
books, Academic Press, NewYork, 572 pp.



130

Oort, A. N. and T. H. Vonder Haar (1976): On the observed annual cycle
1n the ocean-atmosphere heat balance over the Northern

gemisphere, Journal of Physical Oceanography, Vol. 6, 6, 781OO.

Orlanski, I. and M. D. Cox (1973): Baroclinic instabílíty in ocean
currents, Geophysical Fluid Dynamics, Vol. U, 297-332.

Ozmidov, R. V. (1959): The investigation of medium-scale horizontal
turbulent exchange in the ocean using radiolocation observations
of floating buoys (English Tanslation), Doklady Akademii Nauk
gggfi, Vol. 126, l, 63-65.

Pedlosky, J. (l964a): The stability of currents in the atmosphere and
ocean: Part I, Journal of the Atmospheric Sciences, Vol. 21,
201-219.

(l964b): The stability of currents in the atmOSphereand
ocean: Part II, Journal of the Atmospheric Sciences, Vol. 21,
342,353“ ‘

(1979): "Geophysical Fluid Dynamics", Springer-Verlag,
New York, 624 pp.

Petrovsky, I. G. (195“): "Lectures on Partíal Dífferential Equations",
Interscience Publishers, NewYork, 245 pp. 

Phillips, 0. M. (1969): "The Dynamics of the Upper Ocean", Cambridge
University Press, London-NewYork, 336 pp.

Rassol S. I. and J. S. Hogan(1969): Ocean circulation and climatic
changes, Bulletin of AmericanMeteorological Society, Vol. 50,
3. lBO-lflï.

Rayleigh, J. w. s. (1945): (Reprint of 2nd. Ed. of 189w) "Theory of
Sound", Vol. II, Dover Publications, NewYork, 504 pp.

Richardson, L. F. (1926): Atmospheric diffusíon shown on a distance
neighbour graph. Procceding Royal Society of London, A 110,
756. 709-737

Robinson, A. R. and P. Welander (1963): Thermal circulation on a rotating
sphere; with application to the oceanic thermoclíne, Journal
of Marine Research, Vol. 21, 25-38.

Scott, D. B. and R. Tims (1966): "Mathematical Analysis-An Introduction",
Cambridge University Press, Cambridge, 46 pp.

Soller, V. D. (1965): "Physical Climatology", The University of Chicago
Press, Chicago-London, 272 pp.

Stcranov, V. N. and A. M. Gritsenko (1980): Heat budget in the world



131

ocean, OCeanology, Vol. 20, 4, #03-406.

Stokes c. c. (1889): On the discontinuity of Arbitrary Constants that
appears as Multipliers of Semi-convergent Series, Proc. Camb.

Philos. Society, VI, 362-366.

Severdrup, H. U; M. W. Johnson and R. H. Fleming (1942): "The Oceans",
Prentice Hall, NewYork, 1087 pp.

Szoeke R. A. and M. D. Levíene (1981): The advective flux of heat by
means geostrophic motions in the Southern Ocean, Deep:Sea

Trenberth, K. E. (1979): Meanannual poleward energy transport by the
ocean in the Southern Hemisphere, Qynamics of Atmospheres and
Oceans, Vol. 4, 57-6h.

and H. van Loon (1981): Comment on impact of FGGEbuoy
data on Southern Hemisphere Analysis, bulletin of American133--
Meteorological Society, Vol. 62, 1486-1 .

‘ Turner, J. S. (1965): The coupled turbulent transport of salt and heat
across a sharp density interface, International Journal of Heat
and Mass Transfer, Vol. 8, 759-767.

(1967): Salt fingers across a density interface, Deep:Sea
Research, Vol. 4, 599-611.

United States Committe for GARP(1975): Understanding Climatic Change,
National Academyof Sciences.

Veronis, G. (1969): On theoretical models of thermoclíne circulation,
Deep-Sea Research, Vol. 16, 301-323.

(1973): Large scale ocean circulation, In: "Advances in
Applied Mechanics", Vol. 13, Chía-Shun Yih Ed., Academic Press,
New York, 1-91.

Vonder Haart T.H. and H. Oort (1973): Newestimate of annual energy
transport by Northern HemisphereOceans, Journal of Physical
Oceanogzgphv, Vol. 3, 2, 169-172.

Watson, G. N. (1958): "A Treatise on Theory of Bessel Functions",
Cambridge University Press, London, 804 pp.

Watson, J. (1960): Three-dimensional disturbances in flow between
parallel planes, Proceedin of the Royal Society, Serie A
Math. and Phys. Sciences, Vol. 255, ÉÉZ-ÉÉÓ.

Watson, F. (1961): "AdvancedCalculus-An Introduction to Analysis", John
Wiley & Sons, New York, 521 pp.



132

Webster, P. J. and K. M. H. Lau (1977): A simple ocean-atmosphere climate
model: Basic model a simple experiment, Journal of Atmosphoríc
Sciences, Vol. 34, 1063-1084.

Weinstein, M. (l981)¡ Nonlinear instability in plane poiseulle flow: A
quantitative comparison between the methods of amplitude
expansions and the methodof multiple scales. Proccedigg Rolal
Society of nggon, Series A- Math. angrPhys. Sciences, Vol. 375,
155-167.

Welander P. (1959): Anadvective model of the ocean thermocline, Tellus,
Vol. ll, 309-318.

Wetherald, R. T. and S. Manabe (1972): Response of joint ocean-atmosphere
modelto the seasonal variation of the solar radiation, Monthll
Weather Review, Vol. 100, 42-59.


