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INTRODUCCION

Si N(x,y) es una norma en R2, existen funciones f,g en

Ll[0,l] tal que N(x,y) = fo + yglh. Este resultado, expresa
do en un lenguaje diferente, se debe a ThomasFerguson (ver [7])

y otro similar debido a C. S. Herz ([8], Teorema 2) establece

que una norma en R2 es una Ll-norma, es decir una función ne

gativa-definida propias y positiva homogenea.

En los trabajos anteriormente mencionados, la demostración

de que una norma en R2 es una Ll-norma, parte de consideracig

nes geométricas sobre la esfera unitaria asociada a la norma y

que no es otra cosa que una curva C convexa y simétrica al o

rigen (dada la homogeneidadde la norma todas las otras esferas

son proyecciones desde el origen sobre la esfera unitaria). El

método consiste en reducir el problema a los polígonos convexos

inscriptos en C los que corresponden a particiones en el inter
valo [0," ] y asociarles a estos sus funcionales de Minkowski.

Una representación integral de estas funcionales se obtiene inmg

diatamente y por paso al limite, cuando la norma de la partición

tiende a cero se alcanza la representación integral para las re
feridas normas.

Mc. GOwany H. Porta (ver [11]) extienden estos resultados

eliminando la convexidad para C e imponiendo en su lugar condi

ciones más débiles: satisfacer una condición del cono interior y

tener variación angular finita. De este modologran una represen

tación integral para la funcional de Minkowski LC de 11 curva
C en referencia:



1T

(1) LC(P) =I lP.a(t)ldM(t), pe R2o

donde G(t) = (x(t),y(t)), 0< t<1r es la parametrización de C

y dM una medida finita de Borel en [0,"1 ; cuando dM> O LC

es una norma. De esta representación integral derivan una repre

sentación diferencial, en el sentido generalizado, para dM.

Es notable en todos estos trabajos la importancia que tiene la geg

metrïa de las esferas asociadas a las normas o las mismas funciona

les de Minkowskiy cuya representación integral se busca.

En el presente trabajo lo que se hace es estudiar la geometria
de las "esferas" o curvas

(2) G(x,y) = I W(Ixf(t) + yg(t)|)du(t) = PA

donde:

(3) (A,#) es una espacio de medida, con fl finita,rm>negati

va y completa, f,g funciones u-medibles real valuadas y finitas

en casi todo punto; y W(s) es una función cuya derivada es posi

tiva y acotada en s>>0 y cumple w(0) = 0; por ejemplo W(S) =

s . . .

= —p , s >0, l <p< en es una de estas func1ones y es conoc1dol+s
que para esta W la función

l/p 2(4) G(PIQ) = Í G(P-Q)] , P,Q€R

. 2 . . .es una métrica en R invariante por traslac1oneshentonces G(P) =P



es realmente una esfera.

Independientemente de W se demuestra que

Sláp I-1(N6)< F(A-B)

donde N0 = {t E(A-B)/e(0).F(t) = 0} ; con F(t) = (f(t),g(t))
e(6) = (c056 , sen 6 ) y B = { te A/F(t) = 0}

Si además de lo establecido en (3), f,g€ L1(A,u) la curva (2)

con 0 < p<;p* = [u(A-B) - Sup #(NB)] "pum admite una para
metrización 7(0) = 7(0)(cos 0, sen 0) 0 <6 < 2K, donde 7(0) es

una función periódica de periodo fl , Lipschitziana acotada infe

riormente por una constante positiva.

La regularidad de las esferas (2) y en particular de la mis

ma función G(P) no dependen exclusivamente de la regularidad de

W(s) sino de la concentración de la traza de F(t) en conos de

R2 , con vértice en el origen. Asi se introduce el concepto de

cono de suavidad de G(P), comoaquellos puntos P = r(cosa,'sen0 )

con r>0, Ot<6<fi , fi-a<1r donde #(Na) = 0 y para casi todo
t:€A. fijado,el signo de P.F(t) permanece constante V r:>0 y

V ¡9€(a,fi).

Se demuestra en el E 3 que si aparte de (3) f,gEEL2(A,#),

V’(s) es de clase C2 y ‘P"(s)<0 en s>0, entonces para 0<P<p*

la parametrización 7(9) de la curva (2) tiene curvatura negativa

(en coordenadas polares) en cada cono de suabidad de la función

G(P). Particularmente cuando F(t) es un par de funciones simples

de coeficientes Pi = (ai,bi), los conos de suavidad de G(P) es
tán determinados por las rectas contiguas que pasan por el origen

en las direcciones ortogonales a los Pi # 0; en cada uno de estos



conos,7(0) es de lcase cf y‘de curvatura negativa; es decir
son polígonos de lados cóncavos; y en el ¿5 se demuestra que

estas mismascurvas satisfacen las condiciones requeridas por
McGowan-Porta. En consecuencia a cada una de estas esferas le

está asociada una funcional de Minkowskicon las propiedades an

tes mencionadas.

En el ¿6, en base a los resultados obtenidos para las fun

ciones simples, mediante un paso al limite se demuestra que la

funcional de Minkowski de la curva (2) cuando f,g€EL2(A,#) y

W(s) admite una representación integral de la forma (1)
:L

1+5

no obstante desconocerse la finitud de su variación angular.

Pedro C. Espinoza Haro

Buenos Aires, octubre de 1986.
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51. GEOMETRIA DE LAS ESFERAS

Siempre que no se diga lo contrario, (A,u) será un subespa
cio de medida, donde u es una medida finita, no negativa. y com
pleta.

L°(A ,u) es el espacio vectorial real de las funciones f :A >+B
u-medibles (o brevemente medibles).

Para cada par de funciones f ,g e L°(A ,u) linealmente indepen 
dientes y para cada 1 5 p < + m la función definida para
P = (x ,y) e R2

(l-a) D(P) = j op(IP.F(t)I)du(t)
A

con Óp(S) = : S 2 0 y P-F(t) = X.f(t) + y.g(t) da lugar a1 +sp

una métrica en ZRZ,invariante por traslaciones:

(1-b) d(P ,Q) = [D(P-Q)]1/p

Comod(P ,O) = pl/p ++ D(P) = p, las esferas de la métrica (lab)
son esencialmente las curvas de nivel de la función (1-a) En con
secuencia nos ocuparemos de hacer un estudio de las curvas de ni
vel de las funciones de la forma

(l-c) G(P) = j o(|P.F(t)I)du(t)
A

Si (e ,r) s0n las coordenadas polares de P, G(P) lo escribire
mos (por abuso de notación) como



G(9,r) = f ©(rle(e).F(t)|)du(t) , e(e) = (cos e ,sen e)
A

Veamosun ejemplo. Sea A el intervalo [0 ,1] .u la medida
de Lebesgue.

f(t) = 1 en [0 ,1] g(t) = x[1/2 1] así

F(t) = (1 ,0)x[0 '1/2] + (1 ,1) x[1/2 ,1]

Las esferas Sp(0) de centro 0 y radio p de la métrica (l-b)
para esta F(t), y p = 1 será el conjunto de puntos p==(x,y) eR2
tal que:

1 P F(t)
d(P,0) = f ———¿————-——-dt = p

o 1 +|P.F(t)l

á ——¿í:JL- + ——bíL- = p , es decir1+H+YI H+x| '

ép(0) = {(X1Y)/20'+(29-1)IXI+(Zp-1)Ix'+yl+2(p—1)lx2+xyl :0}

Obviamente Sp(0) = o cuando p > 1. Si p = 1/2 es el par de hi
pérbolas Ix2-+xy| = 1 o más explícitamente x2-+xy -1 = 0 ó

x2-+xy-+1 = 0, cuyas asïntotas son las rectas x = 0 y x-+y5=0.

Así 81/2(0) es una curva simple, simétrica al origen no acotada
y no cerrada. (Fig. (a)). Igual ocurre para á < p < l. En cam

bio si 0 < p < 1/2 la esfera resultante es una curva continua,cg

rrada, simple y como tal acotada (Fig. (b)), p* = 1/2 es así

una cota superior para los radios de las esferas continuas.



fig. (a)

Tenemosde aqui la siguiente interrOgante: ¿existirá una co
ta p* para f,g en condiciones más generales y que permita hablar
de esferas continuas?. La respuesta es afirmativa y su valor se
determina a partir del siguiente:

1.1 Lema

Sean f,g e L°(A,u) linealmente independientes y finitas en
casi todo punto (es suficiente que u sea una medida finita. y no
negativa)

Ne = {t€(A-B)/e(e).F(t) = o , |F(t)l <+oo}

donde F(t) = (f(t) ,g(t)) ,e(9) =(cose,sen6) y B = {t €A/F(t)=0}

Entonces:

sup u(Ne) < u(A-B)
e ,

Qemostración

Como e(6 +n) = -e(8) se tiene N(e +n) = Ne , luego “(Ne) es
t



una función periódica de período n y

sup u(Ne) = sup u(Ne)
0 <6 <n

En consecuencia basta considerar el intervalo 0 s 9 s n.

Afirmamos que “(Ne) < u(A-B))y e e [(0,n], de lo contrario si

u(Ne ) = u(A—B)para algún eo e[0 ,n),se tendria e(60).F(t) =0
0

para casi todo t e Arlo cual contradice la independencia li
neal de f,g desde que e(00) % (0 ,0).

Se observa que para e ,0 en [0 ,n): Nerfl No = o -+ e = o . De

este modo {Ne,0 s e s n} es una familia disjunta de subconjun

tos medibles de A-B, de donde resulta que Z u(Ne) s u(A-B)e 5K

para cualquier conjunto finito K C [0,'n); pero entonces se tig

ne u(Ne) = 0 salvo numerables valores 61 ,92 ... y de éstos

habrá a lo sumo un ei tal que u(Ne ) S É u(A-B) y asi sigue eli
lema.I

1.2 Definición

El número p*(f,g) asociado a las funciones f,g (brevemente

0*) se define como:

0* = [u(A-B) - sgp u(Ne)] “Ó II0°

que será estrictamente positivo cuando f, g satisfacen las con

diciones del Lema 1.1 y "o HQ > 0.



Ahora podemosmostrar la existencia de una parametrización conti
nua para las curvas de nivel G(P) = p, particularmente de la mé
trica (1-b)cuando 0 < p < p*.

Nota

Si B = {t 8A,/IF(t)I = 0} tiene medida positiva, en la in
tegral que define a la función G(P), puede cambiarse A por A-—B
sin alterar en lo minimoel valor de G(P). En consecuencia,siem
pre que F(t) = (f(t) ,g(t)) esté referido a G(P), se puede asu
mir sín pérdida de generalidad que F(t) % 0 en todo t eA.

1.3 Teorema

Sea F(t) = (f(t),g(t)) % 0 V t.eA con f ,g eL1(A ,u) li
nealmente independientes. ©(s) una función de [0 ,w) en ZRderi
vable en s > 0, con ¿(5),0'(S) estrictamente positivas en s >0
y acotadas en s 2 0; y o(0) = 0.

Entonces si 0 < p < p* las curvas de nivel G(G ,r) = p de 1a
función:

G(e ,r) = f <b(r|e(e).F(t)I)du(t)
A

tienen las siguientes propiedades.

a) Existe una función r = r (e) definida para todo e EZR tal
que G(e ,r(6)) = p ; es decir y(9) = r(9) e(e) = r(6)(cos e,
sen e) es la parametrización de la curva en referencia.

b) r = r (e) es periódica de periodo n ; lo que indica la sime
tría de la curva de nivel, respecto del origen de coordenadas.

c) Existen dos constantes positivas m < M que dependen sola —
mente de p y o , tal que 0 < m g r (e) s M < + w . v e €.R.
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d) r = r(e) es continua en R.

Qemostración
6 ..a) Para un e fljo, G(e ,r) es estrictamente creciente en la va

riable r €[O ,w). En efecto:

a .

5%(e,r) = r}í%á É [o((r+h)Ie(e).F(t)|)-o(r|e(e).F(t)|)]du(t)

comoo'(s) es acotada en s a 0, G(s) es de Lipschitz, luego el

integrando está uniformemente acotada respecto 11por

"Q'HWIF(t)|€L‘(A,u) Y tiende a o'(r |e(8).F(t)I)Ie(6).F(t)I en
casi todo t e Ai-Ne y a O cuando t e Ne ; luego por el teore
ma de la convergencia dominada de Lebesgue:

gg (e,r) =f d>'(rle(6).F(t)I)Ie(9).F(t)Idu(t)
A-N

6

que es estrictamente positivo para r > 0 por que Ó'(s) > 0 en

s > 0 y Ie(8).F(t)| > 0. Así G(r ,6) es estrictamente cre 

ciente en r e [0 ,w) para cada 6 fijado.

Luego

Se = sup G(r ,6) = lim G(r ,6)r)0 r++ao

= lim f Ó(rIe(e).F(t)I)du(t)
r->+t=o A-Ne

Haciendo uso, nuevamente, del teorema de la convergencia domina
da de Lebesgue podemosintercambiar el limite con la integral
por que o(s) es una función acotada y

lim o(rle(6).F(t)I) = "o" en casi todo t e (A-Ne) ;r+oo
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luego
U) Il

e I Ho" du(t) = Ho“ u(A-Ne)
A-NO ao m

U) Il
Hon (u(A) —u(Ne)) > p* > p

En resumen tenemos para cada e , G(e ,r) es continua, estricta 

mente creciente en r y G(e ,0+) = 0 < p < p* < lim G(6 ,r),
r++oo

luego existe un único r = r(e) > 0 tal que G(e ,r(6)) = p.

b) Como e(e +n) = -e(e) , G(e +n ,r) = G(G,r) para cada r fi
jo; por (a) G(9 +n , r(e +n)) = p pero G(6 +n ,r(9-+w)) =
= G(e ,r(Q-+n)) = p por la unicidad de r = r(9), debe ser
r(8) = r(e +n).

c) Dada la periodicidad de r = r(e) basta considerar 0 se s n.

1°. Supongamos que sup r(9) = M = + m. Entonces para cada
0 <6 Sn

n = 1, 2,... existe en €[O ,n] tal que r(en) > n y

G(6n ,r(9n)) = p. Como [en] s n , existe una subsucesión (que

lo denotamos igual) cuyo limite es un 60 e [0 ,n].

Como f ,g e L1(A,u), F(t) = (f(t) ,g(t)) es finito en casi to

do punto t e A y por la continuidad de e(e) = (cos e ,sen e):

le(en).F(t)I + Ie(eo).F(t)I en casi todo t e A

l

En G(6n ,rn) = fA®(rn|e(6n).F(t)I)du(t)

el integrando gn(t) = o(rn|e(en).F(t)I) con rn = r(en) está
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uniformemente acotado respecto n por “o” e L‘(A ,u) , y
W

9n(t) + “o” cuando n + + w , en casi todo t e (A--Ne ) pg
m 0

ro en los t e Ne = {t eA/e(eo) .F(t) = 0 y |F(t)| < m} no se
0

conoce el limite; sin embargono habría problema en usar el teo

rema de la convergencia dominada de Lebesgue si u(Ne ) = 0 y
0

así llegaríamos a una contradicción; pero esto tampoco se sabe.

En consecuencia hacemos lo siguiente: como gn(t) a 0, en casi
todo t.% A.

G(e ,rn) = IA gn(t)du(t) =

= j gn(t)du(t) + j gn(t)du(t)A-NN
eo eo

>f 9n(t)du(t)
A-N

e0

tomando lim a los extremOS y usando el teorema de Fatou:

lim G(e ,r ) a lim f gn(t)du(t)
A-N

eo

a lim I gn(t)du(t)
A-Ne

o

= “0” u(A--Ne ) a p* > p . Pero G(en ,rn) = p vn = 1,2,--
m 0

o sea p > p , lo cual es absurdo

2°. Probaremos ahora que inf r(e) = m > 0.
0<9<n

Supuesto que m = 0 , entonces para cada n = 1, 2, ... exis
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te un en ¿[0 ,n] /0 < rn = r(9n) < É y G(6n I r(6n)) = D o

Luego:

0 < p = G(e,rn) = f o(rnle(en).F(t)I)du(t)
A

dado que el integrando tiende a cero cuando n-++ m en casi to

do t e A y está uniformemente acotado por “o” , por el teore
" a)

ma de la convergencia dominada, el límite de G(9n ,rn) seria cg
ro, lo cual es absurdo.

d) Como r =r(e), definida por G(e ,r) = p es periódica de pg
riodo n, será suficiente analizar su continuidad en [0 ,n] .

Sea {en} una sucesión de puntos de este intervalo tal que

en + eo e [O , n]. Como r(eo) está definida queda por mos 

trar que lim r(en) = r(eo).

De 0 < m < r(e) s M < + w V e €[O ,n] m s z = lim r(en)4

s lim r(6n) = L s M. Luego existe una subsucesión(que lo denota

mos igual)/ r(en) + i . Como en + eo , por la continuidad de

G(9 ,r) en la banda Rx [m,M]: G(6n , r(9n)) + G(90 ,i), pg

ro G(en , r(en)) = p v n luego G(9o ,3) = p= G(00 ,r(00)),

por la unicidad de r(60) debe ser:

r(eo) = Z = lim r(en).

Similarmente se tiene lim r(9n) = L = r(60) o.
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La regularidad de las esferas, G(8 ,r) = p esto es de sus paramg
trizaciones y(9) = r(9)e(9), mejora agregando la continuidad de
0' a las condiciones impuestas en el Teorema 1.3. y asI tenemos
la:

1.4 Proposición

Con las mismas hipótesis de 1.3 y si además Ó'(s) es conti -
nua en s > 0. Entonces la función

G(e,r) =Í <1>(rle(9).F(t)l)du(t)
A

tiene las siguientes propiedades:

a) G(B,r) es de Lipschitz en cada banda IR X[a,b] con a > 0 .

Gr(6 ,r) = gg (6 ,r) es continua en ZRX[0 ,w) , nula a lo

sumo en r = 0 , y

lim G (6,r) = o'(o+) f [e(e).F(t)Idu(t)
ri+0+ r A

b) Para cada banda R X[a,b] con a > 0 existen constantes
A¿o >0 que sólo dependen de a y b y que son respectivamente

el máximoy minimo de Gr(e ,r) en la citada banda.
t

c) La función r = r(9) , e e R, definida implícitamente por

G(e ,r(e)) = p con 0 < p < p* , es de Lipschitz con constante

(1+M)I|d>'lloo “FMI
------—-—— . donde n = min {Gr(6,r)/(0,r)€[m ,M]} y In,

n

M son el minimo y el máximo respectivamente, de r(e) en [0 ,n].
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Demostración

a) De la Lipschitzianidad de o:

IÓ(r1Ie(61).F(t)I) - Ó(r2|e(62).F(t)I)I

< Ilcb'Hao|(r1e(el) - r2 e(62)).F(t)I

< Ilo'llm |r1(e(el) -e(92)) + e(62) (r1 -r2) I IF(t)I

como a s r. s b

< Ho'HmIF(t)Imáx{1,b}[lel-92|+|z¿-—r2|]
en casi todo t eA.

Luego‘|G(el ,r1)--G(e2 ,r2)| < c[|el-92| + Irl-r2I] cuando

(ei ,ri) recorre R X[a ,b] y C = (1'+b)”Ó'” “F”
m 1

La continuidad de

Gr(e,r) =f d>'(rle(6).F(t)I)Ie(0).F(t)Idu(t)
A

resulta de la continuidad de su integrando en (e,r), quien está
acotado por “0'” y del teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue. w
Por esta misma razón

Gr(9 ,o+) = 11m Gr(e,r> = o'<o+)f Ie(9).F(t)ldu(t)
+ Ar+ 0

Si Gr(e,r) = 0 entonces también

I Ó'(rle(9).F(t)I)Ie(0).F(t)Idu(t) = o
NA‘e
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í
pero esto no puede ser a menos que r = 0; pues o'(s) > 0 si s >0.

b) De (a) Gr(e,r) es continua en el rectángulo [0 ,n]x [a ,b],
luego toma su máximo A y minimo o en este rectángulo. Además

como a > 0 y dada la periodicidad de Gr(e,r) en la variable
9

0 < 0 S Gr(0,r) s A < + w V (e,r) ein [a,b]

c) Sea r = r(e) definida implícitamente por G(0,r(6)) = p
Para9,a€R:

G(B,r(6)) = G(a,r(a))

G(6,r(e)) —G(9,r(a)) = G(a,r(a)) -G(9,r(a))

|r(9) - r(q)IGr(e,2e,a) = G(a,r(a)) -G(6,r(a))

donde le a es un punto entre r(e)- y r(a). Pero por 1.3.
0 < m s r(e), r(a) s M < + W, entonces también m s 2 s M; de6,a
aquí por la parte (a) G(9,r) es de Lipschitz en la banda

Rx [m ,M] con constante C = (1-+M)"o'“ “F” . En consecuenciaw 1

de la última ecuación se tiene:

Ir(9)-r(a)IIGr(9,JL )l <CIe-ale ,a

Como m > 0, aplicando la parte (b) a la banda ZRx [m ,M]

IGr(e,r)l está acotada inferiormente por su mínimo n > 0 en la
citada banda. Luego

Ir(e) - r(a)l s g IB- al 6 ,a E.R.I



1.5 Corolario

Sean (A ,u), f,g comoen 1.3. Entonces las esferas Sp de
la métrica en ZR2:

_ p l/p

d(P,Q) = j (P Q"F‘t’ du(t)] , 16p<+°°A 1+I(P-Q).F(t)lp

son las trazas de curvas simples, cerradas periódicas de período
n, Lipschitzianas, simétricas al origen, para 0 < p1 p < p*

donde p* = [u(A) - sup u(Ne)] .
6

Qemostración

. spBasta cons1derar (Ms) = d) (s) = — , s 2 0 y 1\<p<+°°,
p 1+sp

Obviamente pp(s) satisface todas las condiciones de o requeri
das en la proposición 1.4..

t

1.6 gbservaciones

Se han estudiado las curvas de nivel de G(6,r) = p , cuando

0 < p < p*. El caso p* 5 p < u(A) Hd)”en, origina curvas discon

tinuas, no acotadas; pero siguen siendo periódicas de periódo n

y simples cuando 0 s e s Zn. Los argumentos son los mismos que

para el caso 0 < p < p* , con la única diferencia de queruasiem

pre habrá solución r = r(9) para todo e satisfaciendo la ecua

ción G(e,r(e)) = p a menos que para este 6 se tome p de modo
que:

0 < 0 < “Ó” (u(A) - u(Ne)) = sup G(r ,e)
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52. REGULARIDAD DE LA METRICA.

Analizar la regularidad de la métrica Urb),equivale a estu 
diar la regularidad de la función D(P) introducida en 51. En con
secuencia seguiremos tratando con la función

G(e,r) =f cb(rle(e).F(t)l)du(t) ,
A

donde como es costumbre

e(e) = (cos 9,sen 0) F(t) = (f(t) ,g(t))

Para determinar la existencia de las curvas de nivel de G(0 ,r)
se requirió que o(s), ó'(s) sean estrictamente positivas en
s > 0 y acotadas en s > 0. En esta parte no importan los sig
nos de estas funciones, todo lo que se necesita es que sean aco
tadas y suficientemente regulares comopara hacer uso del teore
ma de la convergencia dominada de Lebesgue.

2.1 Observación

Sea Q(s) acotada y de Lipschitz en s > 0 , y F(t) = (f(t) ,

g(t)) con f,g e L1(A,u). Entonces

Gm =I Ó(IP.F(t)I)du(t)
A

es de Lipschitz en R2 con constante MÓ“FH , donde Mo es 1al
constante de Lipschitz de o . Igualmente G(6,r) es de Lipschitz

en cada banda Rx [a,b] b > a a 0 con constante

MQHF” máx {1,b}. La demostración es obvia para el primer caso
1

y para el segundo es exactamente igual a lo que se hizo en 1.4(a)

Supongamos que ®(s) tiene derivada continua en s a 0 y que am
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bos o(s) y ®'(s) son acotadas en s > 0. Entonces HQ'H =

e sup Io'(s)l es la constante de Lipschitz para o .s)
El cociente incremental siguiente con r > 0.

á N(e+mm)—cm,n]=f á N<de(e+m.ru)h 
A

- Ó(rle(6).F(t)I)] du

tiene el integrando acotado uniformemente respecto h, por

r “Q'H |F(t)I e L1(A ,u) en casi todo punto t e A, y se puede
on

escribir como: 0'(A) ñ [Ie(e +h).F(t)| - Ie(e).F(t)I], donde A

es un punto intermedio entre rIe(0).F(t)I y rIe(9 +h).F(t)I, pg
ra cada t donde F(t) es finito. A depende de e, h,t y tiende

a rIe(e).F(t)| en casi todo t e A cuando h + 0, como ó'(s)

es continua en s 2 0, el primer factor del integrando tiende a

o'(r|e(e).F(t)I) en caso todo t e A; el segundofactor esto
es:

gh(t) =% [Ie(6+h).F(t)I —Ie(9).F(t)I]

se comporta del siguiente modo:

1°. Si t e Ne = {t e A/e(e).F(t) = o, |F(t)I < + oo), gh(t) =

=% Ie¡(e+h).F(t)I , como e(6+h).F(t) = e'(e).F(t) sen h,

e'(0) = (-sen G, cos 6) gh(t) + i Ie'(6).F(t)I cuando

h + oi .
+En consecuencia todo el integrando tiende a t o'(0 )rIe'(6).F(t)|

cuando h + Oi
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2°. Cuando t €(A-Ne) es decir e(e).F(t) % 0 , gh(t) +

+ (e'(e).F(t) sig (e(e).F(t) en casi todo t e (A-Ne).
Luegotodo el integrando tiende a ro'(r|e(9).F(t)I)(e'(6).F(t))
sig (e(6).F(t).
Haciendo uso del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
se llega a una expresión para los límites del cociente incremen
tal que en 2.2 se especifica.

Siguiendo el mismorazonamiento se tiene un resultado similar pa

ra el cociente incremental É IG(P + hv) - G(P)] donde v es un
vector unitario de .Rz. Tenemosasí demostrada la

2.2 Proposición

Sea F(t) = (f(t),g(t) % 0 V t e A con f.g e L‘(A ,u) li
nealmente independientes, o(s) con derivada continua en s 2 O
y Ó(s) l Ó'(s) acotadas en s 3 0. Entonces:

a) Éxisten las derivadas parciales "laterales" de G(e,r) respeg
to 6 en todo (e,r) con r > 0 y

Gi(e,r) = j ro'(rIe(e).F(t)I)(e'(9).F(t))sig(e(6).F(t)du(t)
A-Ne

t <b'(0+)r1 Ie'(e).F(t)ldu(t)
N

9

b) Existen las derivadas direccionales "laterales" de G(P) en
todo P = r e(9) % 0 y para todo vector unitario v e.R2

GÏ(P) = f Ó'(IP.F(t)I)(v.F(t))sig(P.F(t))du(t)
V A-N

i o'(o+) j |v.F(t)|du(t)
Ne

Observamosen 2.2, por una parte, la *Lipschitzianidad de
G(6,r) en e para cada r > 0 fijo, implica la existencia de
Ge(e,r) en casi todo e. Luego si o'(0+) % 0 se concluye que
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u(Ne) = 0 en casi todo e ctm, Por otra parte la recíproca es
obvia. Pero en la nota al Lema1.1 se indica que independiente

mente de‘G ,p(Ne) = 0 salvo numerables e ; lo que garantiza la

existencia de Ge y Gv en todo P = re(6) % 0, excepto numera
bles G. A partir de esta observación damosel siguiente:

2.3 Corolario.

Con las hipótesis de 2.2 se tiene:

a) Si ®'(O+) % 0, existen las derivadas direccionales

GV(P)= f o’(IP.F(t)I)(v.F(t))sig(P.F(t))du(t)
A

en todo punto P = r e(9) # 0 y todo Iv] = 1 salvo innumerables
e.
Igualmente existe la derivada parcial

Ge(9,r) = I ©‘(rle(6).F(t)I)(e'(Ó).F(t))sig(e(9).F(t))du(t)
A

para todo e e R, salvo un conjunto numerable.

b) Si o'(0+) = 0 , G(P) tiene derivadas direccionales en todo

P % 0 y G(e,r) es derivable en todo (e,r) con r > 0. Los

valores en ambos casos son como en (a) cambiando A por A-Ne

c) Para la función D(P) = f op (IP.F(t)|)du(t) vale la con
A

clusión (a) para todo p z 1 ; cuando p > 1 vale (b).

Demostración

(a) y (b) resultan de 2.2 y la nota del Lema 1.1.
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SP
(c) obviamente o (s) = s z 0 , 1 s p < + m tiene

p 1 +sp

las propiedades de o(s) y además

1 Sl p = 1

45' (0+) :3 0 Sl p > 1 .l

2.4 Comentario

Buscamosahora bajo qué condiciones, G es de clase Cl.

Para esto no es suficiente aumentar la suavidad de o, tal como

se ha visto en 2.2, depende también de los conjuntos Ne . Pon

gamos entonces aparte de las hipótesis de 2.2 que u(Ne) = 0 V

a < e < B , a , B e [0 ,2n).

En estas condiciones por el teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue se concluye sin dificultad que G es de clase C1 en
el cono = {P = r e(6) , a < e < B , r > O} (que brevemente lo
denotaremos en lo que sigue con a < e < B)

No se puede esperar muchode la existencia y menos de la conti
nuidad de las derivadas de mayor orden, partiendo de las considg
raciones hechas en el comentario anterior. En efecto si
P = r e(e) es un punto del cono a < G < B

Gx(P)= f Ó'(IP.F(t)I)f(t)sig(P.F(t))du(t)
A

llamando w(P,t) = f(t)o'(IP.F(t)I), el integrando del cociente
. 1 . .
incremental H [Cx(P+hel) - Gx(P)] se_puede escribir como

Gh(t) = á [w(P-+he1,t) —w(P,t)]sig((P-+he1).F(t))
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+ q;(P,t) ¡lï [sig((P+hel).F(t)) - sig(P.F(t))]

Suponiendo que o"(s) es continua y acotada en s 2 0 resulta

w(P,t) de Lipschitz en P, para casi todo t e A. Entonces el

problema se reduce a examinar el último término de gh(t), el
cual tiende a la distribución 2f(t) 6 en todo t e A(P.F(t))

donde Ï(t) % 0 y F(t) finito, cuando h + 0, siendo por de
finición:

= f ¿FM ,y) _dy_
.R

< ¿(P.F(t)) “W” > f(t) f(t)

W

para cada o(P) = o(x,y) e C0 (R2).

En consecuencia con todo lo bueno que puede ser o no puede usar

se el teorema de la convergencia dominada. Necesitamos que a

partir de un IhI Suficientemente pequeño se cumpla

sig((P +he1).F(t)) = sig(P.F(t)) para casi todo t e A. Esto
motiva la siguiente:

2.5 Definición

Un cono {P = r e(9), a < 8 < B , r > 0} de vértice el o

rigen y abertura angular 0 < B - a < 2" que se denotará breve

mente a < 6 < B , es un cono de suavidad (o regularidad) para

la función

c;(p) =f qb(IP.F(t)I)du(t)
A

si u(Ne) = 0 y para casi todo t e A fijo sig(P.F(t)) permane
ce constante cuando P = r e(6) varia en este cono
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En estas condiciones lim gh(t) = f2(t)o"(|P.F(t)|) en casi tgh*-o

do t e A y Igh(t)| s |f(t)|2 e L1(A,u) en casi todo t e A, a

partir de un |h| suficientemente pequeño.

Así tenemos la existencia y continuidad de la derivada parcial
Gxx en el cono de suavidad a < 6 < B .

De la mismamanera la conclusión es válida para las otras deriva
das parciales de segundo orden.

m oSuponiendo o(s) de clase C en s > y acotada con todas

sus derivadas en s a 0 y además pidiendo que f,g e Lm(A,u),

procediendo inductivamente se demuestra que G es de clase Crn

en sus conos de suavidad. Tenemos asi demostrada la:

2.6 Pr0posición

Sean f,g e Lm(A,u) linealmente independientes. o(s) de

clase Cm en s > 0 y acotada con todas sus derivadas en s 20.

Entonces: la función G(P) = f o(IP.F(t)I)du(t) donde P e R?
' A
t

y F(t) = (f(t),g(t)); es de clase Cm en sus conos de suavidad
Y

DaG(P)= I o(lal)(|P.F(t)I)[F(t)]“lsig(P.F(t))llaldu(t)
A

v a EN: con IaI \< m.l

Nota.

Como x(e,r) = r cos e y y(e,r) = r sen e son funciones Cen,
los resultados de 2.6 también valen para G(e,r) con r > 0.
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2.7 gorolario

Con las hipótesis de la proposición 2.6 cambiando Ó(s) por

s z 0 , 1 < p < + w se tiene que las funcionesop(s) =

D(P) = f op (IP.F(t)|)du(t) son de clase Cm en sus conos

de suavidad si p = 1 ó p z m.

Demostración

sP
1+s

, enes obv1amente C en s > 0. Mostraremos queop(s) =

o (n)(s) es acotada v 0 g n s m s p. El caso p = 1 es inmedigP

to. Veremos para p > m511amando l(s) = sp y h(x) = Ïfrï

Óp“)=1‘(ho20m) ;®S”m)=-uaozflm(m
pero kn .

(h °2)“) = z c(k,n)h(k)[l(s)]( X n ¿(lj)(s))
k=1 1. + . '. + ik=n 3:1

(1.) (1.)
donde h(k)(2(s))l 3 (s) m 2 3 cuando s + o+

I <1.) P'ij
í (k) s * m

h (¿(S))2 J (S) 'V:(leYE cuando S +

lo que demuestra la acotación de Óán)(s) en s a 0.I
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53. REGULARIDAD Y CURVATURA DE LAS ESFERAS.

La regularidad de las esferas de la métrica(14n y en general
de las curvas de nivel de la función (3 derivan de los resulta 
dos obtenidos en las secciones 1. y 2.

3.1 gbservaciones

(a) De 2.4 y 1.4 se deduce que las curvas de nivel de <3 son de

clase Cl en cada cono el < e < 62 donde u(Ne) = 0.

m(b) De 2.6 y 1.4, las curvas de nivel son de clase C en cada
c0no de suavidad de G.

(c) De 2.3 y 1.4 , V P % 0 donde existen las derivadas direc 

cionales Gv , Gw con v ,weiR2 , linealmente independientes :

(GV(P) , Gw(P)) % (0 ,0) y en particular

p. vc(p) = y 0'(IP.F(t)I)IP,F(t)Idu(t) > o
A

En efecto si fuera GV(P) = Gw(P) = 0 , como v ,w son lineal 

mente independientes P = a v + B w con a , B EZR; para estos

escalares an(P) + BGw(P)= 0 , es decir:

f o'(IP.F(t)I)Ia v.F(t) +Bw.F(t)Isig(P.F(t))du(t) = o
A

f 4)‘(IP.F(t)I)IP.F(t)Idu(t) = o de aquí P.F(t) = o
A

en casi todo t e A, que contradice la independencia lineal de

f,9 E L1(A ,u).

Lo otro sale considerando v,w la base canónica.
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3.2 Lema

Sea F(t) = (f(t),g(t)) % 0 V t e A con f,g e L2(A ,u)

linealmente independientes. Ó(s) una función de clase C2 en

s > 0, acotada y continua con todas sus derivadas en s 2 0,

Ó(s) , o'(s), -0"(s), estrictamente positivas en s >0. o(0) =0.
Entonces la función

G(p) :1 cb(IP.F(t)I)du(t)
.A

tiene las siguientes propiedades:

a) El determinante Gxx ny Gx

A = G G G
Yx YY Y

Gx GY 0

es continuo y estrictamente positivo en los conos de suavidad
el < e < 62 de G.

b) Cuando P0 = (x0 ,yo) es un punto del cono de suavidad

el < 9 < 62 y de la esfera Sp : G(x,y) = p con 0 < p < p* se
tiene:

i) Si Gy(P0) % 0, la función y = y(x) definida implícitamen

te por C(x,y) = p es de clase C2 en un entorno V6(xo) de x0 y

y"(X) = m #0 , v P = (X.y(X)) . x e V¿(x0)
G;(P)

ii) Similarmente si Gx(P)0 % 0
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x"(y> = A (P) % 0 v P = (x(y),y) y e V6<y0)G3(P)x

Demostración

a) De 2.6 existen y son continuas las derivadas parciales:

G (P) = ¡A Ó"(IP.F(t)I)f2(t)du(t)

(P) = ¡A 0"(IP.F(t)I)gz(t)du(t)

G (P) = [A o"(|P.F(t)I)f(t)g(t)du(t)

para cada P en el cono 91 < 9 < 92.

Como o"(s) < 0 y las componentes de F(t) = (f(t),g(t)) están
í

en L2(A,u) y son linealmente independientes, por la desigualdad

de Cauchy-Schwartz se tiene

2 .

Gxx(P)ny(P) - ny(P) > 0

. Gxx ny
como Gxx(P) < 0 la matriz B = es definida

G
GYx YY

negativa, igualmente B-l; pero

-1 t
¿(9) = IBI I-(VG)B (VG) | y vs(p) s o

VP del cono (observación 3.1); luego A(P) > 0 y además es con

tinua en el cono el < e < 92

b) Si Gy(P0) % 0, por la continuidad de GY,Gy(P) # 0 en un

entorno W6(P0) de Po ; por el teorema de la función implícita
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existe una única función y = y(x) , x e V6(x0) /y(x0) = yo y

-Gx(P)
G(x,y(x)) = p ; además y'(X) = —E—TFT , V P = (X,Y(X)) r

Y

x e V6(xo) . De esto sigue el resto.
En forma completamentesimilar se prueba la parte (ii).'

gbservación.
Si o" > 0 , A(P) < 0 por que B seria una matriz definida

positiva; esto independientemente de los signos de o y Ó'.

3.3 Algunos resultados sobre la curvatura con signo, para
curvas regulares de clase C2.

(a) Sea a(s) = (x(s),y(s)) una curva parametrizada con longitud

de arco; la curvatura ka(so) en el punto a(so) se define co
mo el:

lim G(so-+h) - G(s)
há-O h

donde G(s) es el ángulo orientado positivamente (sentido antiho
rario) de la parte positiva del eje ‘Xa la tangente en el punto
a(s).

/"' a(s)

e( ) ./ s 75X
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Luego ka(s0) = 6'(so) como Ia'(s)I = 1 se deduce que

6' _ x'(so) Y'(So) I n(s0) - —a (so)>< a (so)
xn(so) yu(so)

donde a'(s) , a"(s) son considerados comovectores de R9 con
la tercera componentenula. y a'x a" si está identificando
con su componente no nula.

(b) Si B = B(t) es una parametrización cualquiera de una curva

regular de clase C2 ; a(s) = B(l-l(s)) su reparametrización
t

con longitud de arco s = l(t) = f IB'(T)IdT, a s t s b , se
a

tiene

_ BI x Bu _k (s) —-———-— (todo evaluando en t) —k (t)
a IB.I3 B

(C) Si B(X) = (x 'y(x)) , kB(x) = !"(x) 'IB'(X)I3

En las condiciones del lema 3.2 se tiene

3

le'<x>|3 = {39%}3 ,P = (x,y(x)) ,G(x,y(x)) = pG P
Y

luego:
A(P)

kB(X) =
|VG(1>)|3 sig(GY(P)) r P = (xIY(x))

lo que indica además que sig(kB(s)) = sig(Gy(P)).t

Similarmente cuando A(Y) = (x(Y)'Y)

kA(y) = ¿”Yi- = L‘H- sig(Gx(P)) ,P = (x(y),y)
IA'(y)I:'I I\7G(P)I3
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(d) Sea B(x) = y(h(x)), a 5 x 5 b, c s h(x) s d curvas de

clase C2 , h' > 0 ó h' < 0 en (a,b)

B'(X) = Y'(h(x))h'(x) 7 B"(x) = Y'(h(x))h'2(x) +y'(h(x))h"(x)

_ B' x B" - h| Y. x Y" .k (x) — — = Slg(h')k (h(x))
B ¡6'13 ¡wm m3 Y

(e) si y(e) = r(e)e(e) , e(e) = (cos e,sen e), es de Clase C2

Y'(6) = r'(e)e(e) + r(9)e'(e)

y"(e) = [r"(e) -r(e)]e(e) +2r'(e)e'(9) y

como e(e)x e'(9) E 1 5! e(e)x e(e) = e'(0)x e'(6) —0

k (e) = y'x Y" = 2r'2 + r2 —rr"
Y IY.I3 (ruz + r2)372

t

3.4 Teorema

Con las mismashipótesis de 3.2, la curva de nivel G(e,r) =p,

0 < p < p*, parametrizada con y(9) = r(e)e(9), 0 < e s Zn, es

de curvatura negativa en cada cono de suavidad e1 < e < 62 de G,
es decir

¡2 2_ u
ÉE;__Á;E;__7%E_ < o V el < e < 92(r2 + r'z)3

Demostración

Dada la simetría de la curva de nivel, respecto del origen

(esto es r = r(e) es de período n) basta considerar el caso

0 6 e < n.
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Sea PO = (x0 ,yo) = r(90)e(00) un punto de la curva de nivel y

del cono de suavidad. Por 3.1(c) VG(P0) % (0,0)

a) Supuesto que Gy(P0) # 0; por la continuidad de Gy existe

una vecindad de P0 donde

sig(Gy(P)) = sig(Gy(Po))

Por el teorema de la función implícita existe una única función

y = y(x) con x e V6(x0) = (xo -6 ,x0 + 6) tal que G(x,y(x))=p

y y(x0) = yo ; luego B(x) = (x,y(x)) es una parametrización 19
cal de la curva de nivel G(e ,r) = p en un entorno del punto

Po = (xo ,yo) relativo a la curva y además

Y(9) = r(e)e(e) = B(X) = (x,y(X)) , x E V¿(x0)

x = r(e)cos e, y(x) = r(9)sen e.

i) Si - g < eo < g consideramos 6(x) = arc tg (X%%L) asi

1 P.VG(P))
2

Gy(P) |p|
con P = (x,Y(x)) rB(X) =Y(9(X)) y 9'(X) =

x e V¿(x0).

Por (3.1(c)) P.VG(P) > 0 luego el signo de e'(x) es el opues

to del signo de Gy(P) cuando x e V6(x0)
De 3.3(d)

y kY(90) = Sig(9'(xo))k8(xo) = “Sig(GY(P0))kB(x0)
i

y de 3.3(c)
A(P0)

kY(80) = - -————-—-—< O3

|VG(P0)I
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.. . . _ x . _
ll) Sl 0 < eo < n se con51dera e(x) —arc cot (ïïïT ) y Sl

guiendo igual que en el caso (i), también se demuestra que

kY(60) < 0.

b) Si Gx(Po) # 0 el razonamiento es completamente similar, es

tableciéndose que kY(eo) < 0.

En consecuencia se ha demostrado que:

y'(e)x y"(e) = 2r'2(6) + r2(6) - r(e)r"(e) < ok (e) =
Y IY'(9)I3 (r2(e> + r'2(e))3/2

V el<e<ez.l

3.5 Corolario

Sean (A,u),f,g comoen 3.2. Entonces las esferas Sp de la
métrica en R2

¿(P Q) = Í I(P-Q).F(t)ldg(t) o < p < 9*
1 + |(P-Q).F(t)|

parametrizadas con Y(9) = r(e)e(6) , 0 < e < Zn tienen curvatu
ra negativa en cada cono de suavidad

3.6 Qbservaciones

P
a) Para el caso o (s) = -—ï-—- , s > 0 , p >

p 1 +sp
2 no se puede

aplicar el corolario 3.5, la dificultad estriba en que 05(5)
cambia de signo cuando s recorre [0 ,m).

II -1 =
op(s) > 0 para 0 < s < ( gïï ) Rp
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y es negativo cuando s > RP.

Sin embargo cuando f,g e Lm(A,u), se puede obtener algún tipo
R

de información para los puntos IPI s ÏTïfi—-; lo cual se logra

tomando en G(P) = p un p > 0 suficientemente pequeño. En es

tos casos la curvatura será positiva en cada cono de suavidad de

G porque Gxx > 0 y la matriz B del lema 3.2 será definida po
sitiva; y de aquí A(P) < 0.

b) Para los P/ÏP.F(t)I > Rp en casi todo t e A se tiene curvatu
ra negativa para las esferas cuya traza están en los conos de
suavidad.

c) El caso 1 < p < 2.

Nose aplica el corolario anterior por cuanto falla la acotación

de og(s) en s = 0.

d) La existencia de los conos de suavidad depende de la traza
de F(t) en el plano. Así por ejemplo cuando F(t) es conti
nua y su traza es una curva simple, que sin pasar por el origen
contiene puntos de la forma (1 a ,0) no genera conos de suavidad.

En consecuencia la regularidad de las esferas no dependen en ge
neral de la suavidad de F(t), sino de los conos de suavidad de
G(P), que indudablemente están determinados por la traza de F(t).

3.7 EjemElos

a) Si 12‘.<b<n, A=[o,1] , du=dt,F(t)=(cosbt,senbt)
1 s

G(e,r) = I Ó(rlcos(e-bt)l)dt G(s) = 1_+s
0
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. n n
entonces sus conos de suav1dad son a - í < e < í y el Opuesto
de este. En consecuencia las esferas tendrán curvatura negativa

(en coordenadas polares) en el interior de estos conos.

y ’ /'
l,

—-- s‘ /1. \ ,4
II ‘u //, ‘_

l '¿J /;/
I ' y r In

| . [,z' a _. í
X 4 a \ x

‘\ ‘ 7
s ‘ X
\ , 1': |‘ 1

u' 'P É
./// . ,

' /" ,/
-' , \ I/
"I, F\- -—"/
¡"A/ u‘
‘ /

(el trazo punteado completa la forma probable de las esferas o
curvas de nivel de G(e,r)

b) Si en el ejemplo (a) consideramos b = n, entonces

1 1 n
G(6,r) = f ©(rlcos(9 -nt)l)dt = í f o(rlcos tI)dt es indepen

0 0

diente de e, es decir G(6,r) ó G(P) es radial. En consecuen

cia las curvas de nivel son circunferencias. Debe notarse en eg

te caso que G(P) no tiene conos de suavidad y ello es compatible

con la ausencia de curvatura negativa en todo punto de sus esfe

ras, no obstante u(Ne) = O v e e [0 ,v].
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54. DISTANCIAS EN EL PLANO INDUCIDAS POR INMERSIONES MEDIANTE

FUNCIONES SIMPLES.

4.l (A,p) es como siempre, un espacio de medida donde u es

finita no negativa (y completa).

Sea {A ,An} una descomposición de A, es decir una sucel]...
sión de subconjuntos medibles disjuntos y cuya unión es A.

Denotemoscon Xi la función característica XA y sean lasi
funciones simples:

bixi
ítüs

n
(4-a) f(t) = Z a.x. , g(t) =

1 l 1

n

y con esto tenemos F(t) = iïl Pixi donde Pi = (ai ,bi)

La métrica inducida por F(t)

d(P,Q> [I Óp(I(P-Q).F(t)I)-du(t)]1/p 1<p<+m
A

es 1a fiunción
n 1/p

(4-b) d(P,Q)=[_21 ©p(l(P-Q).Pil)ui]1:
sp

donde ui = u(Ai) y op(s) = 1_+sp s a 0 y

n

(4-c) D(P) = 1- q>p(|P.F(t)I)ui es la función asociada a

esta métrica y que venimos tratando desde el principio. Conti 
nuaremos, entonces, con el estudio de las funciones del tipo

G(P) - Z d>(IP.PiI)ui , donde o cumple las condiciones dell:
lema 3.2.



4.2 Observaciones
n

a) Como IP.Pi| = IP.(-Pi)l basta considerar en F(t) = E Pixii=l

los coeficientes Pi = (ai ,bi) todos en un semiplano, particu
larmente en el semiplano derecho; ello no modifica la función

G(P) y tampoco la métrica (4-b). Este hecho equivale, en gene

ral, a considerar en F(t) = (f(t),g(t)) la primera componente
f(t) 2 0.

b) Ne = {t e A/e(9).F(t) = o , o < IF(t)I < + oo} tiene una medi
da que no depende de la longitud del vector P = re(e) sino de

la dirección e(6) = (cos e, sen e). El número de direcciones

en que N tiene medida positiva serán tantas como Pi no nulase

y no paralelas existan.
n

c) De (a) y (b) será suficiente considerar en F(t) = Z Pixin=1
ia.

los Pj = rje 3 no nulos todos en_el semiplano derecho y angu
larmente ordenados, esto es: -n/2 c al < a2 < ... < an < n/Z

d) Una rotación de 90° del vector Pi = (ai ,bi) en el sentido

positivo (antihorario) nos da el vector Qi = (-bi ,ai); y pen
sando de estos como vectores de Ra con la tercera componente

nula, y lo mismode P = (x,y): la igualdad P.Pi = (PXQi).(0,

0,1), permite identificar P.Pi con (PXQi), luego se puede es
cribir (4-c) como

n

(4-d) G(P) = iii dHIPxQimi
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Esto dice que las direcciones donde no se puede derivar G(P) son
las de Qi

e) Escribiendo Qj = rje J = rje(ej) quedan determinados cier

tos conos {P = re(9)/9j < B < ej+l,r > 0} donde 0-<61 <92 <...
... < en < n que son justamente los conos de suavidad para G.

que se denota brevemente ej <9 <ej+1 .

En efecto sea P = re(e) un punto del cono ej < e < ej+1 ; el

signo de PXQi es positivo para i = j-+1 ,... ,n y negativo para
i = 1,2, ..., j. En otros términos el sig(P.F(t)) = sig(e(e).

.F(t)) permanece constante para cada t e A fijo y P variando en

el cono ej < e < G. Además para los puntos P = re(e) de ca3+l'
da uno de estos conos se tiene Ne = o y de aqui u(Ne) = 0. En

consecuencia cada cono (abierto) ej < 6 < 6j+1 es un cono de
suavidad para G(P).

Luego estamos en las condiciones del teorema 3.4 y podemos dar
la siguiente

4.3 Proposición

Sean Pj = rje(aj) j =1,2,...,n vectores no nulos del semi
plano —n/2s e < "/2, angularmente ordenados. o(s) como en el
lema 3.2.

Entonces:

n

a) Las curvas de nivel G(P) = Z <b(IP.PiI)ui = p Coni=l

0 < p< p* = E u(A) - max ui] IM” , admite una parametrizaciónm
Isisn

y(6) = r(e)e(0) con r = r(e) Lipschitziana en [0 ,2n] y de
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clase C2 en cada uno de sus conos de suavidad ej < 6 < 9j+l.

b) y(e) tiene curvatura negativa en cada cono de suavidad.

c) Las esferas de la métrica (4-b), para el caso p = 1, satig
facen (a) y (b).I
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4.4 Observaciones y resultados sobre interpelación de esfe
ras.

a) La función G(P) descrita en (4-d) es una expresión modifica
da de la que introducen Mc Gowany Porta en |11|, cuando estu 
dian representaciones de funciones de distancia en el plano y

n
ue es L P = Z Px P. m. P. = a. b. . e R d

Q

de P1 ,... ,P , son puntos del semiplano Y > 0 que están angum

larmente ordenados. El método de interpelación de Mc Gowan y

Porta consiste en hacer pasar las curvas de nivel de L(P) por

los puntos P1 ,... ,Pn prefijados, lo cual se reduce al estu 

dio de la invertibilidad de la matriz [IPiX le] que efectiva 
mente lo es y además consiguen una forma explicita para dicha ig

versa. Si se quiere hacer lo mismocon G(P), es decir que la

curva G(P) = p pase por los puntos Ql ,... ,Qn prefijados. se
llega a la ecuación matricial

(4-e) G(Qi)= quloixojl) u.=p i=1,...,nJ
u'vin HJ

donde la invertibilidad de la matriz Ao = [4)(IQixle)] es fal
sa en general; por ejemplo P1 = (1/29 , 0) , Pï(1 ,1); P3 =(0,6),

P4 = (-1,1), 0(s) = l ÏS . La invertibilidad de la matriz es

un problemaabierto si se agrega que {P1,... Pn, -Pl ,...,-Pn}
forman un polígono convexo.

b) Cuandoel conjunto de puntos no nulos {P1 ,... ,Pn} tiene

un grupo invariante U de transformaciones ortogonales, cada

T e U define un único elemento o del grupo de permutaciones Sn
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(del conjunto {1 ,2: ---, n} ) de m°d° que T(Pj) = Po(j) '
j =l,2, ..., n de aqui T*(P.) = T_1(P.) = P . Luego si

J J -1 o (J)
n

F(t) = 2 ijj es un par de funciones simples (comoen (4-a));j=1
n

entonces G(i T(P)) = 2 Q(IP.T*(P.)I)u. , con u. = u(A.) y
j=1 J J J J

®(s) como en 1.3. Tomandoen cuenta T*(Pj) y luego reordenando

la suma = o(j)
¡[vas

<p(|P.P.|)u
J 1 3

Sl uj = u0(j) V J =l,2, ..., n se tiene

G(i T(P)) = G(P). Es decir i U = { i T/T e U } es un gru

po invariante para las curvas de nivel de G(P) (observar que si

= M ' = =
Uj n V J 112! --- n + “j “G(j) )

BecïErocamente si i ¿1 es un grupo invariante para todas

las curvas de nivel de G(P), esto es G(t T(P)) = G(P) V T en

t U y cada P e R2 eligiendo P = AQi donde A > 0 y Qi es un

vector no nulo y ortogonal a Pi, se tiene: G(i T(AQi)) = G(XQi)
de aqui el sistema de ecuaciones:

n
- . . . . - . = 0 ' = 1 2,... n.

(4 f) Jïl cmlol Palma“) uJ] 1 ,

donde la matriz [Ó(AIQi.le)] es simétrica, con diagonal nu
la, cuyo determinante A(A) es una función continua en el paráme

tro A > 0. (Ver o en 1.3):



42

0 1 . . . . . . . .. l

l 0 l ..... 1
n I

Como lim A(A) = “o” Z
A +-+m m : 1

1 1 0

Ilcbll: (-1)“‘1<n—1) vé o

V n a 2, eligiendo un A > 0 suficientemente grande,la matriz en

(4-f) es invertible y de aqui uo(j) = uj v j =1, ... ,n.

e) De la parte (b) dado un conjunto de puntos P1 ,... ,Pn de
R2-0 que tiene un grupo invariante U de transformaciones ortogg

nales de modoque para cada j =1, ..., n; existe un

T e U/T(Pj) = P1 entonces la esfera

G(P) = f 0(IP.F(t)I)du(t) = p , con o como en 1.3 ,
A

— g p - donde (A ) — “(A) = G(P )F(t) " :1 _ U - n Y p 1 .
es la curva que pasa por los puntos prefijados P1 ,... ,Pn .
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55. FUNCIONALES DE MINKOWSKI ASOCIADAS A LAS ESFERAS.

5.1 J. McGowany H Porta en |11|, demuestran la existencia
de una representación integral y diferencial para las funciones
de distancia o funcionales de Minkowskide una curva:

y(9) = r(e)(cos 6 ,sen 6) 0 s e s Zn que reune las siguien 

tes condiciones:

a) En y(e), r(9) es una función continua de periodo n, r(e) >0

en [Q,n] y Y(9) es de variación angular finita.

b) La región Q cuya frontera es la curva y(e) tiene núcleo,
Ker(Q), qon interior no vacio.

En el parágrafo 7.1, del trabajo en referencia, se establece que

si r = r(e) es Lipschitziana,- Ker(Q) contiene una esfera de

centro el origen de coordenadas; y demuestran que en las condi 

ciones citadas en (a), equivale a la no vacuidad del interior de
Ker(Q).

De otro lado, en las condiciones de la proposición 4.3, la fun 
ción:

n

G(P) = i: 4>(|P.Pi|)ui n a 2

induce una métrica en el plano: d(P,Q) pues d(s) a 0 , ui > 0,

d(s) es estrictamente creciente, anulándose solamente en s = 0 y

desde que o"(s) < 0 en s > 0, d(s) es sublineal, es decir

Ó(s +t) < ¿(5) + ¿(t) , t,s z o.

Las esferas de esta métrica, con radios adecuados, satisfacen
las propiedades arriba señaladas; más exactamente tenemos el:
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SiZ gema

En las condiciones de la proposición 4.3 las esferas C de
D

la métrica d(P,Q) = G(P-Q) de centro el origen y radio p , con

o < p < p* p* = [p(A)-—max ui] “o” ; admite una parame —lsi-Sn °°

metrización y(e) = r(6)(cos e ,sen e), 0 s e s Zn que reune
las condiciones (a) y (b) indicadas en 5.1.

Demostración

La Lipschitzianidad de r(e) hace que se cumpla la parte(b).
La parte (a)

La variación angular de una curva y(e) se define (ver |11|) como

m

T(Y) = 2 sup [6.]
II i=1 1

donde Gi es el ángulo orientado, que va del vector

y(ai) -Y(ai_1) al vector y(ai+l) -Y(ai) y H = {0 = a0 < a1<...

... < a < a = fl} una partición de [Ó , n]. Si T(y) es fin m+l

nita Se dice que y es de variación angular finita.

Supongamos que H contiene siempre los puntos 0 = 90 < el < ...

... < en < en+1 = n, que determinan los conos de suavidad de
G(P) (si no lo fuera así tomamos simplemente un refinamiento H'

de IT con estos puntos). Entonces basta considerar las sumas de

los |61| cuando H se restringe a cada intervalo [ej ,ej+1]
j = 0, l, ..., n.

Sea entonces:
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H = {ej = a0 < al < ... < am+1 = ej+l} una part1C1ón del 1nteg

valo [ej , 6j+l]. Los vectores Yi = y(ai) están radlalmente
ordenados. Si aceptamos que

(5-a) (Yi - Y1._1)><(Yi+1 - Yi) < 0 V 1 = 1, ,m.

Esta desigualdad indica que Yi es punto interior del triángulo

(0 , Yi_l , Yi+1) y de aquí el ángulo Gi que va del vector

(Yi —yi_1) al vector (Yi+1 - Yi) es negativo y Ióil < n. Mucho

más cuando se hace variar i = O, ..., m, los vectores en el or;

gen: (yi+1 —Yi) están angularmente ordenados y todos ellos en

el cono e < 9 < n + ej . Esto'implica que:j+1

[si] < n +‘ej - ej+l
m
Zi:1
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Cuando se considera H en todo el intervalo [O ,n] también apa

recen otros ángulos dj construidos comoantes, positivos, con

vértice en Y(6j) y ¿j < n, que no figuran en las sumas anterig
res. Luego para cualquier partición H de [0 ,n] que contenga

a los ej se tendrá

EI6.I < 2nn +1 j ) = 2nn-(9n+1 -90) = (2n-1)fl.IIMD

(6. —e.
o J 3+1

Luego T(y) < (2n -1)n.

Finalmente mostraremos (5-a).

Sean a , B e [ej ,9j+1] ; a < B probaremos que g(e) = y(a) x
Y(B){-Y(a) X Y(9) -Y(6)x Y(B)> 0 V6€(a ,B), es decir la concavi

dad de la traza de He), cuando e e [ej , ej+1].

g(e) = (Y(B) - Y(a))x (Y(9) - Y(a)).

ComoY(0) = r(9)e(e) = r(e)(cos 6 ,sen e), es continua en

[ej ,ej+1] y de clase C2 en (ej ,ej+1); y g(a) = g(B) = 0,
existe 90 €(a ,8) tal que g'(60) = (Y(B) - y(a)x Y'(60) = 0.
Por otra parte

V 9 €(alB): g"(9) = (Y(B) - Y(a))x Y"(G), donde

Y"(G)= [r"(e) -r(6)] e(e) + 2r'(6)e'(9).

Despejando r"(e) de kY(9) = k(9) se tiene
3

y"(e) = “16) (-k(e)ly'(e)l e(6) + 21"(9)Y'(0))

como (Y(B) - Y(a))x y'(eo) = o
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resulta:
k (e )IY'(9 >I3

g"(60) = —Y—2(FO—,—°—[y(a) x e(60) + e(60)>< ym]

como a < 60 < B y a, B e [b ,n) cada uno de los sumandos del

corchete son positivos; luego: g"(90) < 0 pues k(60) < 0.

En general, si 6€ (a ,B) fuera cualquier otro punto donde

g'(8) = 0, por el argumento anterior g"(e) < 0. Luego g' tie

ne la‘prOpiedad de Ser estrictamente decreciente en un entorno
de cada uno de sus ceros; y como es continua en (a ,B) no puede
tener más que un cero en este intervalo. Así g(e) es estricta 
mente creciente en [a ,60] y estrictamente decreciente en

[90 , B]; de aqui sigue (5-a).I

5.3 Proposición

En las condiciones de 4.3 para cada esfera Cp de la métrica
G(P), con 0 < p < p*, existirá una única medida de Borel 11 so

bre [0 ,n] finita y signada tal que la funcional de Minkowski

LY(P) = -g%gï-admite una representación integral
n

(5-b) LY(P) =f IPx Y(e)|du(e)0

donde du también admite la representación diferencial:

((5-c) du: +(%> ) ——
HIH HIHNI=I

comor(9) es de clase C2 en cada intervalo (ej ,ej+l) y acota

das; se puede determinar (%) en el sentido de las distribucig
nes
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Si s(ej) = r'(e;) - r'(9;) es el salto de r' en e
.2 u n s(9.)

(5_d) du = JL (l + ÉE__ _ E_ )_ E ( g ___l_ 5 )
2r r 3 2 2 ._ 3 e.r r 3-1 r. 3

J

Haciendo los cálculos, para el caso o(s) = 01(5) = l Ïs se pue

de estimar el salto s(ej); pues
+ _e. r.)-G e. r. = 2 P. r. . r. = r e.

Ge( J , J e< J , J) I JI JuJ J ( J>

luego como Gr(e ,r) es continua en r > 0:

(e ) '(e+) '(e') ZIP I r us . = r . - r . = 
J J J Gr eJ ,r

Finalmente:

¡2 n n u.
(5-e) -du=12’-(%+2r—-í-)+n'z —2——J—J—69

r3 r2 3:1 r G (9 ,r ) j
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56. DISTANCIAS EN EL PLANO INDUCIDAS POR INMESIONES MEDIANTE FUN
CIONES DE L2

En esta sección mostraremos que la funcional de Minkowski de
la curva

<6-a) Gua) = I tb(IP.F(t)I)du(t) = o, con f,g€L2(A,u) y cb
A

comoen 3.2, admite una representación integral de la forma (5-b).
Siempre que no exista dificultad, estudiaremos el problema en el
caso Lp(A ,u), 1 s p s w.

Sea entonces f ,g e Lp(A ,u) con 1 s p < w, entonces existe u

na sucesión de funciones simples fm ,gm que convergen en la
norma Lp a f y g respectivamente. Si además f ,g son linealmen

te independientes entonces fm ,gm son también linealmente inde 

pendientes a partir de un m0 suficientemente grande; de lo con 

trario existirían subsucesiones de fm y gm (que lo denotamos i
gual) linealmente dependientes;es decir tendríamos sucesiones de

vectores em eZlR2 tal que IemI = 1 y em .Fm(t) = 0 en cg

si todo t e A. (Fm(t) = (fm(t) ,gm(t))). Desde que la esfera

en R2 es compacta, existe una subsucesión de {em} (que también

lo denotamos igual) tal que em -+ e y IeI = 1. De allí escri
biendo F(t) = (f(t) ,g(t)) tenemos

f Ie.F(t)Idu = If Ie.F(t)I - Iem.Fm(t)ldu |
A A

4 lem-eHA IFm(t)Idu + [AIFm(t) -F(t)ldu

desde que ¡J es una medida finita, usando la desigualdad-de Hól
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der se tiene

< lem-el c "Fu + c "Fm -FII
P P

donde C es una constante que depende de u(A).

Cuando ¿m -+ + m la primera integral es cero de aqui e.F(t) = 0

en casi todo t e A, que contradice la independencia lineal de

f,g (que son las componentes de F). Cuando f ,g e L0°es sufi 

ciente considerarlo en cualquier Lp(A,u) con 1 4 p < W.

Es conocido que de una sucesión convergente en la norma de

Lp(A,u) se puede extraer una subsucesión convergente en casi tg

do punto de A. Además si fm ,gm son funciones simples que co

rresponden a diferentes particiones de A, digamos {Al ,... ,Am}

y {Bl ,... ,Bn} tomando Eij = AirW Bj , 1 =l, ... m,

j =l, ..., n, podemosconsiderar fm ¡gm comofunciones simples
correspondientes a una mismapartición de A.

6.1 Proposición

Sean f ,g e L°(A,u) linealmente independientes y finitas

en casi todo punto de A; fm ,gm e L°(A ,u) linealmente indepen 

dientes, finitas en casi todo punto, tal que fm-* f, gm-+g en

casi todo punto y los números p* = p*(f ,g) o; = p*(fm ,gm) dg
finidos como en 1.2. Entonces

** . .
p s 11m inf pm

m+oo
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Demostración

0 _M (t) - e(e).F(t) yPara cada 6 e R fijo, denotémos

M;(t) = e(9).Fm(t). Por hipótesis cada uno de ellos es finito

en casi todo t e A y también M; + Me en c.t.p. cuando
oo; es decirm ->

. . 9 . 9
- 11minf IMm(t)I =sup (inf IMm(t)|)IMe(t)I = lim IM;(t)I _

k2 1 mzk

en c.t.p.
Escribiendo brevemente

(6-a) (|M9|= 0) = {t e A ; IMe(t)I= 0} tenemos

e . e _ _ m . e _
(IM I = 0) = (SUp (inf IMmI) — O) — {W (lanMmI — 0)

kzl mzk k=1 m>k

. e _ m e _
desde que (inf IMmI — 0):) U (IMm — 0)

mzk m=k

W

podemos concluir que (IMeI = 0) Z) ÍÏ Ek dondek=1

Ek = U (IMgl = 0). Tomando en cuenta que E1 :3 E223
m=k

DEkD y u(E1) \< u(A) < 0° llegamos a que

e _ .
u(IM | — 0) a 11m u(Ek)

k+-m

Pero Ek :3 (IMEI = 0) de aqui

e . 9 _
u(IM I = 0) 2 11m sup u(IMkI — 0)

k+oo

v k a 1 y v e e Rcomo ,0 s u(IMEI = 0) s u(A)
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el límite superior y el supremorespecto e €.R pueden ser inter
cambiados.

De allí:

(6-b) sup u(IMe| = 0) a lim sup(sup u(IMEI = 0))
9

Por otra parte siguiendo el mismorazonamiento para la sucesión

Fk(t) = (fk(t) ,gk(t)) que converge a F(t) = (f(t) ,g(t)) en
c.t.p., tenemos

u(IFI = 0) a lim sup u(IFkI = 0). k+aa

de esta desigualdad y (6-b) sigue el resto..

Usando los comentarios hechos en el comienzo de 56 y las a
plicaciones obvias de las proposiciones 1.4, 4.3 y 5.3 llegamos
a la siguiente.

6.2 Proposición
’l

Sean f ,g eLp(A ,u), l s p < m, funciones linealmente in
dependientes. Entonces:

a) Existen sucesiones de funciones simples fm ,gm correspondien
tes a una mismapartición de A, linealmente independientes para
cada m a 1 y tal que fm + f , gm + g en c.t.p. y en la norma de
LP(A ,u) , 1 s p < m.

b) Sean

<6-c) G(e ,r) = f ®(rle(9).F(t)I)du(t)
A

Gm(e,r) = j ©(rle(e).Fm(t)I)du(t)
A
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donde F(t) = (f(t) ,g(t)) , me = (fm(t) ,gm(t)) y o

como en 3.2. Entonces dado p , 0 < p < p*(f,g), existen funcio

nes r ¿R + R. como en 1.4 y rm :ZR + R como en 4.3 tal

que G(G ,r(e)) = p = Gm(9 , rm(9)) V e e B, y Vm a mo ,

donde mo = mo(p). Es decir a(6) = r(8)e(9) y am(e) =rm(6)e(6)
son la parametrizaciones de G(G,r) = p y Gm(e,r) = p res5

pectivamente.

c) La funcional de Minkowski Lm de la curva am , admite la re
presentación integral

1T

(6-e) Lm(P) = ¡o IPX am(9)|d Mm(9)

donde (iMmes una medida finita de Borel sobre [0 ,n] y que es
única

Cuando P = IPIe(t) = IP|(cost ,sent) , (6-e) toma la forma

TÍ

(6-f) Lm(P) = |p| 16 Isen(t-—0)Irm(6) dNHJe) , m 2 mo

Si identificamos las funciones de IRen R.periódicas de período
n, con las funciones real-—valuadas definidas en el grupo t0polg

gico T = {z e C ;|z| = 1} y la medida g? con la medida de Bo

rel invariante y normalizada sobre T, entonces la integral (6-f)

puede ser escrito comola convolución.

(6-h) [Isenl * (rmd Mm)] (t)

y en este contexto, desde que rm y Isenl son continuas, la con
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volución (6-h) es una función continua.

Veamos dos aspectos con respecto a (íMm y rm

(*) Si demostráramos que H de HM< c , V m >_m0 y para

cierta constante c, donde H HM es la norma en M (el espacio

de las medidas finitas de Borel sobre [0 ,n]), entonces existi

rïa una subsucesión de { th} (que lo denotamos igual) y una me

dida finita de Borel ciM sobre [0 ,n] tal que dMm + (iM en la
tcpologia débil estrella de M, también llamada topología vaga.

(**) Si además, demostráramos que rm -+ r uniformemente en R,

se tendría que rmdMrn + rdM en la tcpologïa vaga de M y así

rmciMm-+ rdM en la topología vaga de My así

[Isenl * (rmtiMm)](t) + [Isenl * (rgiM)] (t)

para cada t e R fijo.

Por otra parte, como rm -+ r en .R; para cada P = IPIe(t) tg
nemos

P P _
me ‘ rm(t) + r(t) ’La(P)

es decir n
La(P) = IPI f |sen(n -G)Ir(9)<iM(9)

0

Éo sea
1T

(6-1) La(P) =f IP><a(9)IdM(6) a(e) = r(e)e(e).
0

Tomandoen cuenta la representación integral (6-e), la unicidad
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de la medida dMsigue de las prOpiedades de la transformada de
Fourier (sobre el particular puede verse en |11|).

En consecuencia, para que la representación integral (6-i) sea
válida y con (iMúnica, es necesario mostrar las consideraciones
(*) y (**). Con esto en mente, veamos en primer lugar las si
guientes proposiciones

6.3 Proposición

Sean las funciones F(t) ,Fm(t) , r , r y o como en la prom

posición 6.2. Entonces existen constantes a,b > 0 tal que

r(9) , rm(e) e [a ,b] v e SR y V m a rn0

Demostración
5

Probaremos en primer lugar que existe una constante bl tal

que max rm(e) s b1 V m z m
0€ 0€ n

0

Si no fuera asi, existiría una subsucesión de {rm} (que lo deno

tamos igual) tal que max rm(e) -+ W pero desde que rm es con
0€ es r

tinua en [0 ,n], toma su máximo en un punto GHle [0 ,n]; enton

ces existe una subsucesión de {6m}que también lo denotamos i

gual) tal que 6m -+ 90 e [0 ,n].

Desde que e(e) = (cos e ,sen e) es continuo y Fm(t) + F(t) en

c.t.p. se sigue que Ie(6m).Fm(t)I + Ie(90).F(t)I en c.t.p. Así

rm(9m)le(em) .Fm(t)| + + m en casi todo punto de

B=[A-(F = 0)] -Neo
ComoÓ(s) es creciente, acotado y continuo en s z O se sigue
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Ó(s) + HóHm cuando s + + w. Usando el lema de Fatou conse
guimos:

llollm DMA) — u(F = 0) - MNBOÜ = I Iloll duB m

\< lim inf f d>(rm(6m)le(em).F(t)I)du(t)
m-rm B

¿[#Ïnninf G(9m,rm(9m)), pero G(em,rm(em)) = p ; y

desde que 0 <p <p* se llegaría a que sup u(Ne) < u(Ne ) que og
G 0

viamente es imposible, de alli la afirmación hecha al comenzar
la demostración tiene que ser cierta.

Análogamente, puede ser probado que existe una constante a1 > 0

tal que al < min rm(6)0€ 9€ n

Desde que rm(6) es periódica con periodo n, las cotas son las
mismas cuando el máximo y el minimo se toman en Ru

De las propiedades de r(e), existen también constantes a2 ,b2 >0

tal que a2 < r(9) s b2 V e €.R. De aquí sigue el resto.

6.4 Proposición

Sean f ,g ,fm ,gm e L2(A ,u) tal que fm -+ f y gm + g

en 1a norma L2 y las funciones G(e ,r), Gm(6,r) y o defini 

dos como en 6.2

Entonces:

a) GÏ(9 ,r) + Gr(e ,r) uniformemente en e, para cada r > 0 fijo

b) Para cada banda R x[a ,b] con a > 0 existe un n > 0 tal
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que n < GÏ(B ,r) con (e ,r) EZRX [a ,b] V m a m0

Demostración

a) Fijando un r > 0 y tomandoen cuenta las caracteristicas

de o, y desde que

Gr(8 ,r) = j o'(rle(9).F(t)I)Ie(9).F(t)Idu(t) y una forma
A

similar para GÏ(9 ,r) se sigue

rn
lc;r (e ,r) - Gr(e ,r)|

< Ildb'll “Fm-FH1 + “45"” r IA IF(t)IlFm(t) -F(t) Idu(t)

Usando la desigualdad de Cauchy-—Schwartz tenemos

s C “Phi- F“ donde C es una cosntante adecuada que depende so
2

lamente de F , o y r. El resto sigue de aqui.

b) Desde que ®'(s) es decreciente en s > 0 y Fm(t) es finito

en c.t.p. se sigue que GÏ(6 ,r) es decreciente en r para cada
.. m m

e f130¿ asi Gr(e ,b) s Gr(e ,r) V r e[a ,b].

Gracias al teorema 1.4 existe una constante nl > 0 tal que

Gr(9,r) >,nl V (e,r)cRx [a,b]. Deaquí dad00<n<nl y
desde que G:(e ,b) + Gr(e ,b) uniformemente en e, se sigue que

GÏ(8 ,r) a GÏ(G ,b) a n V (6 ,r) €.RX [a ,b] y V m a mo, para

un mosuficientemente grande. I
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En el siguiente teorema demostraremos las consideraciones
(*) y (**) que aun quedan pendientes.

6.5 Teorema

Sean las funciones F(t) ,Fm(t) ,r(e) , rm(9) ,Ó(S) G(9,r),

Gm(e,r) y las medidas de Borel (iMm como en el teorema 6.2.
Entonces

a) rm -+ r uniformemente en ZR.

b) Ildb%fl s C V m > m para una cierta constante C.ol
5

Qemostración

a) Desde que Gm(6 ,rm(9)) = G(9 ,r(0)) = p V e e R y v m a m0,

con 0 < p < p* se sigue

¿“(e ,rm(9)) -G“‘(e ,r(6)) = G(e ,r(6)) -c;“‘(e ,r(e))_

Por el teorema 1.4 el primer miembrode esta igualdad es
m .

(rm(e) -r(9)) Gr (e ,2m(e)) para un Cierto 2m(6) entre rm(e) y
r(9); y el segundo miembroen valor absoluto, está acotado por

IIÓ'II I r(9)le(9)IIFm(t)-F(t)Idu(t)
oo A

En la proposición 6.3 hemos probado que a s r(e) s b y en la

prOposición 6.4 que G? (e ,2m(6)) 2 n > 0. De aqui conectando
todo:

Irm(6)-r(6)l s Cl “Fm--F||1 m a mo

b II<I>'II.,o

donde C1 = n
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í . . . .Desde que la convergenc1a en L2(A,u) implica en convergenc1a

en L1(A,u), queda demostrada la parte (a).

b) Antes de mostrar esta parte, precisamos que los conos de sua

vidad de G(P), en coordenadas polares son simplemente intervalos

abiertos o < e < B y que los llamaremos intervalos de suavidad

o regularidad para G(e ,r), y que satisfacen las siguientes con
diciones:

1°) u(Ne) = 0 V e en el intervalo (o ,B)

2°) Para casi todo te (A-(F = 0)) fijado, sig(e(e).F(t)) per
manececonstante cuando e varia en el intervalo (0 ,B).

Continuamos ahora con la demostración del teorema. Por 5.3 la

medida finita Borel (iMmy la función rm satisfacen la ecua 
ción (5-e). Veamosuna cota para el primer término de la suma

(S-e). En cada intervalo de suavidad (ej ,6j+1) de Gm(6,r) te
nemos:

m , , .

Ge(e,r) = ¿xo (rIe(9).Fm(t)I)(e (e).Fm(t))51g(e(9).Fm(t))du(t)

Grge(9,r) = ¡A[q>"(r|e(e) . 1=‘m(t)l)(e'(6).Fm(t))2 

o'(r|e(e).Fm(t)I)r|e(e).pm(t)Isig(e'(e).Fm(t))]du(t)

GÏr(e ,r) = ¿xo"(r[e(0) .Fm(t)I) |e(e) .Fm(t)I2du(t)

Grgrw, r) = ¡A[4)"(rle(e).Fm(t) I)rIe(e).Fm(t)| +

+Ó'(r|e(e).Fm(t)I)](e'(9).Fm(t))sig(e(9).

.Fm(t))du(t).
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Tomando r = r en Gm, se tiene IGmI < “0'” HF H y desde que
m e e m m l

“Fm” es una sucesión acotada [GEI 5 C2 V e e R. V m 3 1,l
donde C sólo depende de o, F y u(A).2

En la misma forma tenemos la acotación:

m , 2

¡Gael < “me “qu2 + Ilo'llm rm(e)IIFmII1 . Como II anz y

“Fm” son sucesiones acotadas y a s rm(6) s b V e e I! V HI) mol

Ïproposición 6.3) concluimos que [GES] s C3 Ve ¿R Vm:>mocon C3

una apropiada constante. Análogamente puede mostrarse que las 9

tras derivadas de G(9 ,r) son acotadas por constantes que no de

penden de e ni de m.

Por otra parte GÏ(0 ,r) 2 n > 0 V (6,r) e 12x [a ,b] (proposi

ción 6.4) de aquí las funciones r¿(9) y r¿(e), que pueden ser
calculadas en términos de las derivadas parciales de Gm(9,r),tam

bién están acotadas por una constante fija e independiente de e

y los m a mo . De todo esto y tomando en cuenta nuevamente 6.3

el primer término de la suma (S-e) está uniformemente acotado

respecto los m 2 m0.

E1 segundo término de la suma (S-e) es una combinación li

neal de deltas de Dirac soportados en ej e [0 , n]. Su norma en
m

espacio A4estará acotado por C4 Z leluj donde C4 es unaj=1

constante que proviene de las cotas para rm y G? mencionadas
en las proposiciones 6.3 y 6.4 respectivamente.
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m

Pero Z |P.|u. =HF H y esta es una sucesión acotada. De
.=1 J J m 1

allí el segundo término de la suma (5-e), también está acotada

en la norma de M. Conectando todo

“deHM e C V m > m0

De todo lo expuesto podemosconcluir que se ha probado el si
guiente

6.6 Teorema

Sean f ,g €L2(A ,u) linealmente independientes, o(s) como

en 3.a y a(e) = r(e)e(9) la parametrización de la esfera

G(P) = f o(IP.F(t)I)du(t) = p
A

donde 0 < p < p*. Entonces la funcional de Minkowski La de la
curva a(9), admite la representación integral

TÏ

L (P) = f IPx a(e)IdM(e)
a o

donde dM es una medida finita de Borel sobre [0 ,n], única para
la curva a(e) satisfaciendo esta ecuación.

6.7 Observaciones

a) El teorema 6.5, establece en términos de una sucesión de cu;

Vas am(e) y sus funcionales de Minkowski, que se diría de la si
guiente manera

Sea am(e) = rm(9)e(6) y a(e) = r(e)e(e) donde rm ,
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r son funciones real valuadas y estrictamente positivas en [0,n].

Además rm es continua, periódica con periodo 11 y rm + r uni
formemente en [0 ,n]. Asi, si la funcional de Minkowski de la

curva am admite una representación integral de la forma (6-e) y

Hde H f C Vin; 1; entonces la funcional de Minkowski de a(6)
M

también admite una representación de la misma forma.

b) Lo siguiente es un problema interesante. Sea a(6) =r(e)e(e)

una curva cuya funcional de Minkowskipuede ser representada por

medio de una integral de la forma (6-e). ¿Será a(e) una curva

de variación angular finita?. En esta dirección puede demostrar

se usando (5-e) que É es la diferencia de dos funcionales con
vexas en [0 ,n]. La reSpuesta a esta pregunta sería afirmativa

si la curva B(9) = ET%Te(e) es de variación angular finita.

c) Un problema adicional es el siguiente. Si am, a son curvas

comoen la parte a) y am es además de variación angular finita,
entonces a es de vairación angular finita?.



Ill

¡3|

|4|

ISI

I6I

l7l

IBI

I9I

|10|

|11|

'63

BIBLIOGRAFIA

G. Corach-—HoracioPorta: "Curvature an Lipschitz conditions
for curves in euclidean spaces" in Dynamical Sys
tems and Partial Differential Equations.
Proc of the VII ELAM1986. Caracas.

"Foundations of ModernAnalysis" Vols. I, II.
1969.

Dieudonné J.:
Academic Press.

De GuzmanM. - Rubio B.: "Integración: Teoria y Técnicas".
Ed. Alhambra 1979.

Edwards R.: "Integration and harmonic analysis on compact
groups". University Press 1972.

"Métricas que inducen convergencias en medi
Trabajos de Matemática N° 71. Instituto

1984.

Espinoza H.P.:
da".
Argentino de Matemática.

------ ——: "Esferas en métricas que inducen convergencia
Actas del Segundo Coloquio de Mate

1985

en Medida".
mática. Sociedad Matemática Peruana.

T. Fegurson: "A representations of the bivariate Cauchydis
tribution". Ann Math. Stat. 33 (1962) 1256-1266

"Aclass of negative -definite functions"
AMS. 14 (1963) 670-675

C.S. Herz:
Proc.

Hewitt E.: "Abstract Harmonic Analysis"
Academic Press 1963.

J. Lindenstrauss and L. Tzafriri: "Clasical Banach Spaces"
Lecture Not. in Math. Vol.338 (1973) Springer N.Y.a

5

Mc. "Onrepresentations of distanceJ - Porta H.:
Functions in the Plane". Trabajos de Matemática

Gowan,

N° 41. Instituto Argentino de Matemática 1982.


	Portada
	Agradecimientos
	Índice
	Fe de erratas
	Introducción
	1- Geometría de esferas
	2- Regularidad de la métrica
	3- Regularidad y curvatura de las esferas
	5- Funcionales de Minkwoski asociadas a las esferas
	6- Distancias en el plano inducidas por inmersiones mediante funciones de L2
	Bibliografía

