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INTRODUCCION

El propdsito de esta tesis e¢s el estudio de los operadores
pseudo-diferenciales con homogeneidades mixtas. El caso de este tipo
de operadores con la homogeneidad usual en R® fue tratado por A.P.
Calderén en [(C]. En el mismo se da una descripcidén de la transformada
de Fourier de distribuciones que coinciden fuera del brigen con una
funcidn homogénea. Luego, estos resultados se aplican para obtener una
caracterizacidén del niicleo de distribucidén para la 'casi-inversa' de o
peradores diferenciales elipticos. Debido a las condiciones de homoge-
neidad los resultados en [C] no incluyen a los operadores diferencia-
les parabdlicos, tales como el operador relacionado con la ecuacidn

del calor.

En el Capitulo I se generalizan los resultados relacionados
con la transformada de Fourier para el caso de distribuciones que son
homogéneas en el sentido mis general definido en (1.25). Esto nos per-
mite caracterizar, en Teorema (2.95), el nicleo de distribucidn para
la "casi inversa' de operadores diferenciales parabdlicos. Con este
fin, en el Capitulo II introducimos una clase de simbolos y la clase
correspondiente de operadores pseudo-diferenciales. Estas clases son
similares a aquellas consideradas por Hormander en [H], pero las mis-
mas difieren en el hecho de que cn la estimacidn de los simbolos sc ha
1la involucrada una métrica de tipo parabdlico (ver (2.5)). A continua
cién sc obtienen las propiedades basicas de¢ cstos operadores con homo-
geneidad generalizada. Ademils, cn este capitulo se definen el concepto
de amplitud y de Ios operadores asociados a las mismas y también sc es
tudian sus propicdades. Se introducen desarrollos asintdticos, los cua
les serin junto con Teorema (1.06) una de las herramicentas que nos per

mitird obtener la descripcidn de los nicleos antes mencionados. In cl



II

Capitulo III se discute la acotacidn en norma LP y la continuidad

sobre espacios de Sobolev convenientes, de cierta clase de operadores
pseudo-diferenciales. Se obtienen asimismo ejemplos de operadores de
Calderdn-Zygmund sobre espa;:ios de tipo homogéneo, cuya teoria basica

es desarrollada en Capitulo I.

Introducimos a continuacién la notacidn que serd usada a tra
vés del presente trabajo.

. . - n ey -
Si x es un punto en el espacio Euclideo R~ escribimos

Xey = Zn X.Y. , el producto escalar en R" . la medida de Lebesgue

i=1 171
de la bola unitaria Ixls1 es denotada por w. - Como es usual Sn'],

representa la esfera unitaria |x[=1, y do 1la medida de Haar sobre
ella. Escribimos R, = {xeR:x>0} y denotamos por Z, el conjunto de
enteros no negativos y con zzi‘ el conjunto de multiindices, esto es

el producto cartesiano de n copias de Z, . Dado aez{} , definimos

a, «
a_ 1 _ 72 n
X' =X X X
y
al V]
Da= d 3n
3, an
3x1 90X
n

Algunas veces, utilizaremos el simbolo Dj en lugar de % . El ope-

rador laplaciano " D’
j=1

indicarid la distribucién Delta de Dirac. Usaremos la siguiente nota-

serd denotado por A . Como es usual, §

o L3 - m . .
cién para los espacios funcionales: C () es el espacio de funcionecs
infinitamente difercnciables, definidas sobre el conjunto abierto 2 ,
D es el cspacio C:(Q) , de funciones cn Cm(Sz) con soporte compacto,

mmnido de la topologia inducida por

£y = [ Dt
lalsN



III

y S es el espacio de las funciones rapidamente decrecientes dotado

de la topologia definida por las seminormas

=sup max |(1+1x)ND® £(0)]
X lalsM

"IfnlN,M
Denotamos con D' el conjunto de funcionales lineales y continuas so-
bre D y sus elementos seran llamados distribuciones. El espacio de
distribuciones temperadas se expresa como S' y E' denota el espa-
cio de distribuciones con soporte compacto. Escribimos F(f)=f para

la transformada de Fourier de la distribucién f , definida, en el ca-

so en que f es una funcidn, por
£(x) = J e?™X°Z £7y 4z

Cada vez que consideremos funciones de varias variables, £(x,y,£) ,
escribiremos como subindice la variable con respecto a la cual son a-

plicados los operadores, por ejemplo D;‘ f, Fy f,..., etc.
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CAPITULO I

TRANSFORMADA DE FOURIER DE
DISTRIBUCIONES HOMOGENEAS

Para el caso de la homogeneidad usual de R" , A.P. Calderén
obtiene en [C] una descripcidn de la transformada de Fourier de distri
buciones que coinciden fuera del origen con funciones homogéneas. En
este capitulo se generalizan estos resultados para el caso de distribu
ciones que coinciden fuera del origen con funciones que son homogéneas

en un sentido mas general.

En §.1 se dan la definicidén y propiedades basicas de las dis
tribuciones homogéneas en un sentido generalizado. Asimismo, se desa-
rrolla la teoria elemental de los espacios de tipo homogéneo que servi
rd de herramienta para nuestro trabajo. Por Gltimo, en §.2 se obtiene

la descripcién de la transformada de Fourier antes mencionada.

§.1 DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS DE FUNCIONES Y DISTRIBUCIONES
HOMOGENEAS

Sea {T)\:A>O} un grupo continuo de transformaciones linea-
les sobre R" , tal que T)\u=T)\ Tu y T1 =] , el operador identidad
sobre R" . Denotaremos por P el generador infinitesimal de T,
esto es, T)‘= exp(P log A) . En este trabajo supondremos que P es u-
na matriz real diagonalizable cuyos autovalores {ai}r.ll=1 satisfacen
O<a;s...< a . Sean D 1la matriz diagonal con componentes dii= a;
y Q una matriz ortogonal tal que P=QDQ-1 . Denotaremos por a el
vector a:=(a],a2,...,an) y por J|a| 1la traza de la matriz P ,

lal :=
i

a: .
1 1

e

Es muy conocida la existencia de una métrica d(x,y) genera

da por P , para el caso a, 1, ver [CT]. Sin embargo, si a, <1



puede demostrarse ficilmente que d(x,y) es una casi-distancia. In-
cluimos estos resultados en la siguiente proposicidén pues serdn de
gran utilidad en todo lo que sigue; en su demostracidn se usan algunas

técnicas de [R].

(1.1) PROPOSICION. Sea F(x,n) =T _;x| , con xeR' y neR, .
n
Entonces, para cada x#0 , n(x) es el Gnico nimero real positivo que

satisface F(x,n(x))=1 . Mas atn, definiendo n(0)=0 , la funcién
n(x) es infinitamente diferenciable fuera del origen y verifica las

siguientes propiedades.

(1.2) nx)20 , n(x)=0 siysdlosi x=0,

(1.3) n(x+y) sK(n(x) +n(y)) , para una constante finita K .
(1.4) nx+y) sn(x) +n(y) , S1 suponemos a, 21 .

(1.5) n(Tkx) = A n(x) .

a -1

n a
(1.6)  n() ‘skz1 1y 1% donde (y1,...,yn)=Q"x
an a1
.7 nx) " < lx! <nXx) , si n(x)s1.
4 4 .
(1.8) n(x) ' <ixl snkx) , si n(x)=1.

Demostracién. Como |Qx|=1Q " x|=Ix| , tencmos aque

IT, xI = 1Q exp(D log n) Q-1 x|=lexp(D log n) Q-1x|

a
= |(n

a

Dy Myt

donde (yy...,¥.)=Q x. Por lo tanto, se verifica
| n

. a a,
(1.9) IxI n ™ = I'an|>lx|n , SsL O<nz1 .

Tomando [‘nx=z , X= ll/n: cen (1.9) se ticenc



31 a

(1.10) lz] n slTnzlslzlnn , Si1 n21.

La existencia de una solucién n=n() , tal que F{x,n)=1, es una
consecuencia de las siguientes propiedades de la funcién F(x,x) para

xeR"- {0}s fijo,
(1.11)  F(xx,n) -0 , cuando n-+= |,
(1.12) F(x,n) +« , cuando n-+0 ,

(1.13) F(x,n) es una funcién continua y decreciente de n .

-a
Si nz21, entonces de (1.9) se deduce que F(x,n)sn L Ixl , ¥y

(1.11) se satisface. Por otro lado, si n < 1, a partir de (1.10) se

-a
1 Ix| y (1.12) se verifica. La continuidad

obtiene que F(x,n) 2 n
de 1a funcién F(x,*) es clara. Veamos por Gltimo la monotonia de
F(x,x) . Si n, n? < 1, entonces de (1.9) sigue que

T X < n'l)a” T )
17 -1 I ) -1

F(x,nz) = |T i
ﬂ1 nz n1 ﬂ1

< F(x,n1) .

La unicidad de la solucién n=n(x) se obtiene ficilmente
como consecuencia de (1.9) v (1.10). La suavidad de la funcién n(x)
resulta de aplicar el Teorema de la funcidn implicita. Las propiedades
(1.7) y (1.8) de n(x) son una consecuencia inmediata de (1.9) y
(1.10). De la unicidad de n(x) se deduce ficilmente (1.5). Por otra
parte, de (1.7) se sigue claramente que si n(x)=0 entonces x=0 ,

lo que prueba (1.2).

Como T (x,x) es decreciente, para demostrar (1.4) es sufi-

ciente probar que (T )_1 (x+y)l <1 . Secan ny=nx) vy
(n,*n
n2=n(y) , usando (1.9)|toncmos que



| T -1 (x+y)I=IT _1T T_1 (x) + T _1T T_](y)l
(ny*n,) (hy*ny) g oy (ny*n,) * my, My
<|IT T xDIHT 4T ;)
+
niyt,) g n,(ny*n)) ° o,
a a
S — T _, () + ——1IT _; (V!
S 3y ]
(ny*n,) : (ny*n,) 2
a a
n11 + n21
g —mmm—< 1 ,
4
(ny*n,)

pues a, 21.

Con el propSsito de demostrar (1.3}, consideremos D' 1la

t -
matriz diagonal cuyos elementos dii:=a11 dii , entonces

P=QDQ'=Qa;D Ql=a P,

-1

donde P':=Q D' Q ' . Sean T;\=exp(P' logh) y n'(x) 1la funcién

asociada que, en particular, satisface (1.4). Por lo tanto,

1=1T  xi=1Qexp @@ P' log (1()™)) Q' xl
n(x)
= |Tt a, x)! .
n(x)

a 1/a
En consecuencia, n'{x)=n(x) 1 , esto es n(x)=n"(x) 1 , 1lo que im

plica (1.3).

S6lo nos resta probar (1.6). Si t=n(x) , cntonces

n 2
(1) 1=T I =0] (¢ xik ) Kkyl/2
t

k=1

-1
a

En consccuencia, (1.14) implica que t—] kal k oy piara todo

k:1,...,n . Ademils, como ay =iy de (1.14) obtcnemos



Luego

Consideremos la funcién no negativa d(x,y)=n(x-y) defini-
da sobre R" xR" . De (1.2) y (1.3) se sigue que la funcién d(x,y)

satisface las siguientes propiedades

0 siysblosi x=y ,V—x,yeRn .

(1.15) d(x,y)

(1.16) d(x,y)

(1.17) . Existe una constante finita K tal que
d(x,y) < K(d(x,z) + d(z,y)) ,

para toda terna x,y,z de elementos de R .

d(y,x) , ¥x,y <R".

Una funcidn no negativa definida sobre R" xR tal que sa-
tisface (1.15), (1.16) vy (1.17) sera llamada una casi-distancia sobre
R .

En 1la prueba de (1.3) obtuvimos que n(x) era igual a una
potencia de unamétrica, d(x,y)==n'(x-—y)1/a1 . Mas aln,Macias-Segovia,
[MS1], demostraron que la reciproca de csta afirmacidon es también cier-
ta. Es decir, dada una casi-distancia d sobre R" , existen una dis-

tancia o(x,y) y un nimecro ac (0,1) tal que

“d'(x,y) = o(x,.\')”“

es equivalente a d . In consecuencia, d'(x,y) satisface
ademids que nara toda terma x,y,z  de clementos de RD y para todo
r >0 tal que d'(x,z)<r y d'(y,z)<r , cxiste una constante ¢

tal que vale la desigualdad



(1.18)  1d'(x,z) - d'(y,2)l s c r % d'(x,)®
Por consiguiente las bolas en la casi-distancia d' , Bd,(x,r) =

{y:d'(x,y) <r} , son conjuntos abiertos.

En lo que sigue supondremos que fal >1 . Considerarcmos cl
cambio de variables en R" , x+ (x',n(x)) , donde x'e st es tal
que Tn(x)(x')==x. Mediante un cdlculo del jacobiano correspondiente

se obtiene

tafl-1

(1.19). dx = n(x) w(x') do dn ,

donde w(x')=Px'ex', es una funcidn positiva v C” sobre Sn-1 .

Una prueba de (1.19) se encuentra en [R], p. 261-262.

Si m denota la medida de Lebesgue, de (1.19) sigue facil-
mente que existe una constante A tal que

(1.20) m(Bd(x,Zr))s Am(By(x,r)) ,
para todo xeR" y r>0.

Diremos que (X,d,u) es un espacio de tipo homogéneo si d
es una casi-distancia definida sobre el conjunto X y u es una me-
dida no negativa definida sobre una o-algebra de partes de X que con
tiene las bolas Bd y satisface (1.20). Cuando un espacio dc tipo ho-
mogéneo posee una casi-distancia con la propiedad (1.18), se dice que

es de orden a .

El espacio cuclideo R" dotado de la casi-distancia
d(x,y) =n(x-y) vy de la medida de Lebesguc m , CRp,d,m) , €5 un cjcm-
plo de espacio de tipo homogénco dc orden a4

En muchos casos, interesa especialmente una clase de espacio
de tipo homogénco para los cuales la medida de la bola de radio r ,
es proporcional a r . Mis prccisamentc, en [MS2] se da la siguiente

definiciodn.



Un espacio de tipo homogéneo (X,d,u) es nommal, si existen

cuatro constantes positivas y finitas A1,A2, I(l y KZ’ Kz <1 sK] R

tales que
(1.21)  Arsu@x,r) siorsK uX)
(1.22) Bd(x,r) =X si r»> l(1 u(X)
(1.23) Ay 2 u(By0,1))  si 12K u(ixh)
(1.24) By(x,1) = {x} si 1<K, u({x})

En [MS1] se demuestra que dado un espacio de tipo homogéneo
tal que las bolas son conjuntos abiertos, si se toma como distancia entre
dos puntos diferentes el infimo de las medidas de bolas que contienen
a ambos y se conserva la propiedad d(x,x)=0 , se obtiene un espacio

de tipo homogéneo nommal con la misma medida y topologia.

En el caso del espacio de tipo homogéneo (Rn,d,m) antes
considerado, la casi-distancia normalizada serad salvo mdltiplo una

constante

5(x,y) = dx,y) 2 = ngey) 12!
En consecuencia, (R",5,m) es un espacio homogéneo nommal de orden

1

a, lal” " . En el Capitulo III trabajaremos con este filtimo espacio y

explotaremos ain mis la teoria de los espacios de tipo homogéneo.

A continuacién introducimos la nocidn de distribucién homo-

génea en un sentido generalizado.

(1.25) DEFINICION. Sea me € . Diremos que una distribucién K es
homogénea de grado m con respecto a P si

m+|al

(1.26) K@ T _) =" k)

A

para toda funcién de prucba ¢ .



Es claro a partir de la definicidén anterior que si
fe Cm'GP-{O}) , entonces f es una funcidén homogénea de grado m si

y sélo si £0T _)=x""121£(¢) , para toda ¢<C ®"-(0}) .
A

Es un hecho conocido el que, para el caso de la homogeneidad
usual de R® , toda distribucidén homogénea es temperada, ver [D]. Con
el prop6sito de demostrar la validez de esta propiedad para distribu-
ciones que son homogéneas en el sentido mas general introducido en
(1.25), construiremos una particién de la unidad adaptada a la casi-

distancia asociada a P .

(1.27) LEMA. (Lema de cubrimiento). Sea d 1la casi-distancia indu
cida por P . Entonces existen un ndmero natural M y una sucesidn
de puntos {xj}cimn tales que

(1.28) Bd(xj,(4r<)'1) 0 By(x;,(4)7") =@, i#j , K es la constan-

te que aparece en (1.3).

_ N
(1.29)  UBy(x;,1/2) =R" .

)

(1.30) z xj(x) <M , siendo Xj la funcibn caracteristica de
j

Bd(xj,l) .

Demostracién. Sea U un conjunto maximal de puntos en R"

con la propiedad que d(x,y)>1/2 , ¥x , yeU . Usando el siguiente
hecho en espacios de tipo homogéneo (ver [CW] p. 68), dados jc<Z_ vy

Bd(x,r)c]lr1 existe a 1o mids un namero finito de puntos y; en

Bd(x,r) ‘tales que d(yi,yk):>l%- ¥ i#k , se demuestra facilmente que
2
U es numerable, esto cs [J={xj}j . Ademils por ser U maximal sc de-

ducc, claramentc, que las bolas Bd(xj,I/Z) cubren Rn . Veamos ahora
quc Bd(xj,(4K)_]) son dos a dos disjuntas. lin cfecto, para
Xc Bd(xj,(4K)'|) ¢ 1#j , sc cumple

1 1

E L eopr-1 -
d0x,x;) TKTd(x),xg) - dlxg,x) > (2K)70 - (KT = (KT



1o cual implica que xJBd(xi,(4K)-1) . Por dGltimo, si
X € By (x; ,1) an(xj,I) con j#k , entonces

d(xj,xk) s K d(x,xj) + K d(x,xk) < 2K .

Por 1o tanto, Bd(xj,1) ch(xk,SKz) . Por la propiedad antes menciona-
da, existirid un nimero finito y fijo de puntos dentro dc¢ nd(xk,(SK)z)
a distancia mayor que 1/2, lo cual prueba (1.30).///

(1.31) LEMA. (Particidn de la unidad). Sea {xj} la sucesién dada
por Lema (1.27). Entonces existe una sucesidn {¢j (x)} Jdc¢ funciones

m - -
C no negativas que satisfacen

(1.32) sop(¢j) ch(xj,l) .

(1.33) | p* 4 le <C, » ¥3j

(1.34) Lo.(x) =1 , ¥x
j J

Demostracién. Sea w(t) una funcién de clase ¢ sobre

[0,©) , tal que O<w(t)s1 , w(t)=1 si 0s<t<1/2 y w(t)=0 pa-
ra tz21 . Para cada jeN denotamos
W X)) FW X. - X
wJ( ) (n( ; ))
Estas funciones lpJ. son no negativas, con soporte contenido en

Bd(xj,l) y, por (1.29) y (1.30), satisfacen

1 sZu;j(x) <M , ¥xeR"
j

Entonces definiendo ¢j (x) como
6,00 = b6/ vy 00)
se cumple (1.34), las otras propicdades resultan evidentes.///

(1.35) PROPOSICION. Toda distribucién homogénea con respecto a una

matriz P diagonalizable ¢s temperada.
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Demostracién. Sea K una distribucién homogénea de grado

m . Demostraremos que cxiste Ne¢N tal que
(1.36) 1K) < cliflly , ¥ feD®R"

Usando la particidn de la unidad construida en (1.31), podemos escri-

bir

donde J, es el conjunto de indices j tales que el soporte de ¢j
estid contenido en una bola fija, Bd(O,SKZ) . El cardinal de J; es

finito y no depende de f .

Por lo tanto, es suficiente probar (1.36) primero para fun-
ciones de prueba ¢ con soporte contenido en Bd(O,SKZ) y luego para
aquéllas cuyo soporte esta contenido en una bola Bd(x0,1) con x,

"lejos' del origen.

Como Ke:D'GRn) , €xisten una constante C; Y un entero N
tales que

(1.37) IﬂﬁlquMNSCNMMN,
para toda funcién de prueba ¢ , tal que sop ¢ ch(O,SKZ) .

Sea ahora R:>3K2 y supongamos que sop(¢) ch(O,R) . En
consecuencia ¢TR es una funcién de prueba, tal que sop(¢Tﬁ)ch(O,l).

Por lo tanto, de (1.25) y (1.37) se sigue

m- |a| _ .
(1.38) R IK(¢)I-—IK(¢TR)IS C]Il¢1RHN
Ademis,

(1.39)  NeTylly= § D% T, = § 0™ %) Tyl
RN [a|<N R [a]<N R

Nn'1
<R lid ”N



- 11 -

Aplicando (1.38) y (1.39) obtenemos

Nan+m+|a|
(1.40) IK(¢) | < C1 R ||¢[|N ’

para toda ¢eDaRn) , tal que sop(¢) ch(O,R) , R> 3K2 .

Sea ahora, ¢e¢D tal que su soporte esta contenido en
B4(0,1) . Supongamos ademas que existe x' en el soporte de ¢ tal
que R=n(x") >3K2 . Por consiguiente, si x est2 en el soporte de
¢ se verifican
(1.41) d(x,0) = n(x) < K(n(x-x') + n(x"')) < K(R+2K)

y

(1.42)  ne) = nx') K' - n(x-x') = (R-2k%) K

Por lo tanto, por (1.42) y (1.8) se tiene, para aeN? , que

.2 2Na Na
A M et st M0t 400

-1

Na a1

< (+x1?) T p® s

Luego, para un entero Nx=Na_ a{‘ 2N y aeN' se sigue que

_ ol 2Na N
A2 e s na+xi DN 0* scau,

Sumando sobre a¢N' con lal <N , Tesulta
2 2Na =
) ~
(143 G Musiy s I n0+xiHND e < ol -
la <N
Por otra. parte, (1.41) implica que sop(9) ch(O,K(R+2K)) . Entonces

aplicando primero (1.40) y lucgo (1.43), se tiene

Nan+m+ lal
C1 (K(R+2K)) Ilti)llN

IA

IK() |

Na_+m+|a]l 2 -2Na

c,kre2k)) M A T M g

1A
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(R + 2](2)m+|a|

2 Na
R+ 2K, " 'n Mo ll~
2)Na, N

sC G2
R - 2K (R - 2K

Como g(R)=(R+ ZKZ) (R- ZKZ)-1 es decreciente y R> 3}(2 , obtenemos

Na 2,m+|a|
R + 2K ~
(1.48) k@) ss "t BEII— ey

(R-2K") ™n

para toda ¢eD con sop(é) ch(xo,1) tal que existe x' en el so-

porte de ¢ con R=n(x') >3K2 .
En consecuencia, para feD

K s ] 1K@ D)+ ] 1K@ =] +]
jeJ, jed, I

Por otra parte, de (1.33), tenemos

I|I¢j flllg sc MENg

Entonces, usando (1.37), podemos acotar 21 por ¢ lllflll& , con ¢
independiente de f . En cuanto a I, de (1.44) se deduce que

-Na

1 sc _;I (Rj*-ZKz)m+la| (R, 2% Mg
JEZ
sc g

tomando N suficientemente grande.///

(1.45) Observacidén. Supongamos Q'] PQ=D , D diagonal; S)\=

Q-1 TAQ=exp (Dlog A) v g(x)=£f(Qx) . Entonces f es homogénca de
grado m con respecto a P si y s6lo si g es homogénea de grado m

con respecto a D . En efecto,

1

(1.46)  £(T, x) = £@Q S, Q' x) =g, Q" 0 .

Por lo tanto, si f es homogénca de grado m con respecto a P ,

(1.46) implica

g5, X) = g(5, Q' Qx) = £(T, Q%) =A" fQ x) = A" g(x) .
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Reciprocamente, si g es homogénea de grado m con respecto a D ;

entonces usando nuevamentc (1.46) resulta
£1, ) =" g@ ' x) = A" £00) /17

La misma conclusién se obtiene para distribuciones, por lo

que de ahora en mds supondremos que la matriz P es diagonal.

Veremos a continuacién algunas propiedades de distribuciones
homogéneas que seran de gran utilidad. En vista de la Proposicidn ante

rior trabajaremos con distribuciones temperadas.

(1.47) PROPOSICION. Sea K una distribucidén homogénea de grado m.

Entonces DK es una distribucién homogénea de grado m-a-a .

Demostracién. Para ¢ ¢S se tiene que

F KRG T ) -0 k% ToN=ED el o1 )
A

=yoraymelal el gp® g
= mwerarlal pd gy sy

(1.48) PROPOSICION. (Formula de Euler). Sea K una distribucion.
n

Entonces K es homogénea de grado m si y s6lo si mK= I aj xJ. D. K.
j=1

Demostracidn. Supongamos primero que K es homogénea de gra

do m . Sea ¢e¢S y consideremos la funcidén f(p) =K(¢T _]) . Clara-
mente feC. (R+) . Por lo tanto derivando con respecto ao p en (.1 .26)
obtenemos

-a.-1

aio ) x;Doo(T 1) = (lal+mp! 2™ k)
s RS TR

=
~
'
He~3

)
en conseccuencia
n -a.

K- 3 a.o Ix.D. 6T _,x)= (lal+mo'?"™k(e) , ¥p=0.
j=1 J )] o
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Usando Dj (xj $) =xj Dj ¢+¢ , obtenemos para p=1

):1 a, D (x $)) + lal K(¢) = (lal + m) K(¢) .
j=

Por consiguiente

z aj x; Dj K(4) = m K(6)

Para probar la suficiencia observemos que £(p)=K(¢T _1) satisface

p
n -a.-1
£1(0)=K(-§ a,p J x.(D.rb)(T x))——K( Z a; %D, (0T 1))
1 n
=5 K -] a 5 D30%; 6T 1 x)7+ lal o(T _;x))
j=1 o P
=1 If a.x.D. K@ T ) + 8 keer _ )
pj=1 37377 0-1 P p-]
=m+1al) o £(0)
0 sea
[f'(p) - (m+ Ial)p-1 flp) =
(1.49) <

| ) = x@)

La solucién de (1.49) es f(p)=prll+la| K(¢) .///

§.2 DESCRIPCION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE DISTRIBUCIONES QUE

COINCIDEN FUERA DEL ORIGEN CON FUNCIONES HOMOGENEAS

En esta seccidn se generalizan los resultados de A.P. Calde-
ron mencionados en la introduccidén de este capitulo, obteniéndose una
descripcién de la transformada de Fourier de distribuciones que coinci
den fuera del origen con funciones homogéneas cn el sentido generaliza

do de la definicién (1.25).



- 15 -

(1.50)  DEFINICION. Dado Q , un subconjunto abierto de R , dire-
mos que una distribucidon K es C” sobre  si existe una funcién
fe Cm(Q) tal que K(¢) = f f¢ , para toda ¢« CE(Q) . Esto sera deno-

tado por K/g=f .

(1.51) DEFINICION. Una distribucién K sera 1lamada de clase m ,

si es homogénea de grado m y C  sobre R"- {0} . -

Es conocido que la propiedad de que una distribucidn sea de
clase m es equivalente al hecho de que su transformada de Fourier
sea de clase -m-lal , ver por ejemplo [NS]. En [C] se sefiala que si
K no es necesariamente de clase m pero coincide fuera del origen
con una funcién C~ y homogénea, se puede aln afirmar que 12 es
Cm(an- {0}) . A los efectos de facilitar la lectura de nuestra exposi-

cidén incluimos su demostracién, que basicamente sigue los lineamientos

de [C], adaptindolos a nuestro caso.

(1.52) Proposicidn. Sea K una distribucién que coincide con una

funcién homogénea e infinitamente diferenciable sobre R" - {0} . Enton
ces K es C sobre R"-{0} . Mis ain, K es de clase m si y s6-

A
lo si K es de clase -m-la]

Demostracidn. Supongamos primero que K es homogénea de gra

do m ysea ¢¢S . Entonces, como (¢T _])A=)\|al 5'1‘)\ , Se tlcne
que '
R(tb T)\_]) = lal K((; T}‘) - A!al A-(m+|a|) K(t;)
- (-m-lal)+|al R(tb)
Por consiguientc, E es homogénea de grado -m-lal . La reciproci se

demuestra de la misma maner:.

Sea f en Cm(Rn- {0}) y homogénca de¢ grade m , tal que
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K/Rn_{0}=f . Sea ¢y pertenecientec a C:CRn) y $=1 en un entorno
del origen. De donde se sigue que

K=¢K+ (1 -y f
Como YK es una distribucién de soporte compacto, su transformada de
Fourier es una funcién C~ . Por otra parte, Kpi=(1-9) £ es cmM .
Ademas AMK1 es una suma de funciones homogéneas de grado m-a-a ,
lal =2M , fuera del soporte de ¥ . Luego, eligiendo M suficiente-
mente grande resulta que AMK] € L] . Por lo tanto (AMI(1)A(F,) =
(ZIEIEWE1(£) es continua y, en consecuencia, El es una funcidén con-
tinua fuera del origen. Similarmente, como x* K] coincide fuera del
soporte de ¥ con una funci6én homogénea de grado m*ara y (x* K])A=
Co Uuﬁi , Se sigue que Uaﬁ1 es una funcidén continua fuera del ori-
gen. Como esta conclusidén es valida para todo a en N , obtenemos.

que K, es C” fuera del origen.///

Introducimos a continuacién una clase de multiindices asocia
da a la matriz P y al grado de homogeneidad m , la que serd de gran
utilidad para presentar en forma clara y ordenada la teoria que se de-

sarrolla a continuacidn.

(1.53) DEFINICION. Sea P una matriz diagonal y a el vector que
representa su diagonal. Dado meR , definimos

n

[(P,m]: = {a eZ,: -(m + la]) =a + a}

Un cnunciado equivalente a la prdxima proposicidn, asi como

un bosquejo dc su demostracién, se encuentran cn [NS], pagina 10.

(1.54) PROPOSICION. Sea f wuna funcidén homogénca de grado m , tal

que f pertencce a (,‘m('an- (0}) . Entonces
(1.55) Existe una distribucién Ke S' tal que K/IRn -0} " f .

(1.56) Si [P,ml#¥ vy
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I 1 x'® f(x') wx')do=0 ,
sh”

¥aelP,m] ; K es de clase m y es inica salvo combinaciones linea-

les de la forma L c p*s .
aec[P,m]

(1.57) Si [P,m]=@ , K es de clase m y es Gnica.

Demostracién. Dado que f es homogénea de grado m existe

una funcién Q(x) , homogénea de grado cero, tal que

£(x) = Q) n(x)"
Sea ¢S, luego

(o
(1.58). o) = § DO\ ip

la[<N a’
donde
N .a 1 a N-1
Ry() = ) T X I D™ ¢(tx) (1 -t) dt
lal=N " 0
Sea x(x) la funcidn caracteristica del conjunto {n(x) <1},
definimos

(o
K(4):= j 20) nO™ [o) - ] T8O o007 ax

- 2(x) n(x)™ Ry(x) dx
In(X)S1 R e

+ I Q(x) n()™ ¢(x) dx
n(x)>1

Claramente K coincide con f sobre R"- {0} . También es ficil ver
que la segunda integral cs un clemento de S' . Usando (1.58) la prime
ra integral queda mayorada por

max ||[)a¢l|m z Cy J Q(x") x' w(x') do
la|=N lal=N Sn-l
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1 m+Na1+|a|-1
'I n dTl <cC ”¢”N ’
0

eligiendo N suficientemente grande. De donde la primera integral es

ta asimismo en S' , quedando probado (1.55).

Sea ¢eS , veremos que la funcidn

I(2):= f ax) n()? o(x) dx

converge absolutamente para Re(z) >-lal y que ademas, I(z) puede
ser continuada a todo R" con una funcién meromorfa que tiene a lo
mis polos simples en los puntos -lal-a+a . En efecto, sea

') - [ 20 )% 6(x) dx
n(x)s1

Claramente, I(z) - I](z) es entera. De (1.58) sigue que

') - 260 N E dx v | a0 n(T R0

C
|a%<N o L.(x)sl n(x)s1

Si Re(z) >-lal , entonces I1(z) converge absolutamente. En caso con
trario eligiendo N(z) suficientemente grande, la Gltima integral con

verge absolutamente. En cuanto a las integrales para |al <N , tenemos

1
c (J Qx') x'% w(x') do J n=te a+lal-1 dn
laf<N © Sn-1 0

a
’

la|<N z+aca+|al

cuando z+aca+lal#0 , para todo |al<N . Por lo tanto I1(z) cs una
funcidn meromorfa con polos simples cn los puntos z=-aca-lal . Si su
ponemos la condicidn de anulacidon de los momentos impucsta en (1.50)
cntonces c&= 0 y cn consccuencia K cs analftica y homogénea de gra

do m . Por otra partc, si suponcmos quc [P,m]=# , entonces obtenemos
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la misma conclusién, pues en este caso m# -aca-lal , para todo a ,

resultando I(z) analiticaen z=m .

S610 nos resta probar la unicidad de la representacidén. Scan
K, v K dos distribuciones de clase m , satisfaciendo (1.55). En-
tonces K0:= K1 - I(2 es una distribucidn de clase m soportada en el

origen. Por lo tanto, K =L c D*8 . Como § es homogénea de grado
g O g O

-lal , por (1.47), Ko es una combinacién lineal de distribuciones
homogéneas de grado -lal-a*a . En consecuencia, si ca#O ,

-lal-a*a=m y aelP,m] .///

(1.59) Observacién. Si m>-|al , entonces de la prueba de la propo

sicion anterior se deduce claramente que K=f sobre R" .

Nos interesard estudiar la transformada de Fourier de distri
buciones que satisfacen (1.55). En el caso de que m=<-lal y [P,m]i=@,
aplicando (1.57) y luego (1.52) se deduce que ]2 es de clase -m-|a]
>0>-lal y, por consiguiente, 12 es una funcién de homogeneidad posi
tiva. Cuando [P,m]#@ y se cumple la condicién impuesta en (1.56) so
bre los momentos, usando (1.52) se obtiene nuevamente que Il& es una
funcidon homogénea de grado -m-lal 20 . En lo que sigue vamos a descri
bir la transformada de Fourier de distribuciones que verifican (1.55)
en el caso de que [P,m]J## pero no se satisface la condicidén de los
momentos antes mencionada. En esta direccidn el primer resultado que

obtenemos, cuando [P,m]={0} , es el siguiente.

(1.60) TEOREMA. Sea f wuna funcidén homogénea de grado -lal , tal
que f pertencce a Cm(an- {0}) . Sea K wuna distribucién que coinci

de con f sobre R"- {0} . Entonces
K(x) = h(x) + P(x) + M log [n(x)1"" ,

donde h(x) . Cm(Rn - {0}) s homogénea de grado ccro, P(x) es un po-
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linomio y M:={ n-1 f(x') w(x')do .
S

Demostracién. Sea §(x) una funcién homogénea de grado cero

-la]

tal que £(x) =Q(x) n(x) . Consideramos

91()() = Q(x) - M(lal wn)-]'

Vale que f n-1 QI (x')w(x')do=0. En efecto, recordando quc w(x') =
S

Px'-x' , ver (1.19), se tiene que

J Ql(x') w(x') do =M - M(lal w )-1 Y a. J fo do .
- n . ) J

Usando el Teorema de la divergencia esta integral resulta igual a
-1 _
M - M(lal w) Zaj J] d&x =0
J Ix[<1
En consecuencia, f(x) puede ser escrita como

£ = M(lal w) ' e 2 v go0

donde g(x) ¢ Cmmn- {0}) , es homogénea de grado -lal vy satisface
fsn_1 g(x'")w(x')do=0. Aplicando (1.56), sigue que existe K1 eS' ,
de clase -|al| , dnica salvo un miltiplo de & tal que

K./ = g(x)
"R {0}

~

Mis atn, por (1.52), K] es de clase 0. En particular, existe h] (x),

Q0

c® en R"-{(0} y homogénea de grado 0, tal que

K,/ = h
TR0y ]
Ademids por la obscrvacidn (1.59) hI =K, sobrc R" .

Por otra parte, si x(x) es la funcidn caracteristica del

conjunto {n(x) <1} , entonces delinimos

505 ala ™ [ 060 e - 600) xx)1 ax
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Claramente

R"-{0)

K,/ =f-g

Entonces por la definicidn de l(1 y KZ resulta que K -K; - K, tie
ne soporte en el origen. Por consiguiente su transformada de Fourier
es un polinomio. S6lo nos resta caracterizar EZ . Veamos primero que
122 es una funcidén. En efecto, sea vy(x) ¢ CQGRn) tal.que y(x)=1 en
un entorno del origen. Como YKZ es una distribucidén de soporte com-
pacto, tenemos que (y KZ)A eCC R . Ademas, (1-v) K, € L2 ®R™Y Y, por
lo tanto, ((1-y) I(Z)AeL2 (an) . Calculamos ahora RZ . Sea ¢=a .

Luego

(T, 0 = 2y 1) ®
A

y, por lo tanto,

(161 T 4 0=k 012y =k (12 y10) K0T )

=M(la| wn)-] Jn(x)-lal [¢(T)‘_] x) - ¢(0) X(TA-I x)J]dx

+¢(0)M(lal u>n)-1Jr1(2'C)-lal [)((TA_1 (x)) - x(x)] dx .

Notemos que si A 21

IA

<[ 0 nx) <1
(1.62) xﬂx]un - x(x) ll 1 < n(x) < A

0 nix} > A
ysi A<l
[ 0 n(x) <A
(1.63)  x(T _;(x)) - x{x) = <-1 X sn(x) s
)\ lo n(x) > 1

Para cstimar la primera integral de (1.61) usamos ¢l cambio de varia-
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bles y=T _](x) y para la segunda integral el cambio de variables

(1.19), junto con (1.62) y (1.63). Luego obtenemos

Ky T () = Ky(6) + M log A 6(6) = (K, + M log 1) (¥)
A

0 sea,

+Mlogh , ¥A>0

Recordando que K2 es una funcidon, tomando A=n(x) tenemos que

K=K, () +Mlog (1)) .
n(x)

Como Kz/ n es una funcién homogénea e infinitamente diferencia-
R -{0} ~

ble, de (1.52) sigue que K, es " sobre R - {0} , aunque no es ne

cesariamente homogénea. Consecuentemente

hyx) = KT, ()
n(x)

es una funcidén homogénea de grado cero e infinitamente diferenciable

sobre R"- {0} . Por lo tanto,
K,(x) = h,y(x) + M log [n(x) 1 .///
Para conseguir la descripcién para el caso general [P,m]#@,

necesitaremos un lema y la siguiente definicidn.

(1.64) DEFINICION. Sea [P,m] 1la clase de multiindices definida en
(1.53). Si (P,m]#@ , llamaremos orden dc [P,m] , O[P,m] , al ndmero
seZ, tal que

ofP,ml = s = max {lal: o ¢ [P,m]}

. n 2 - n
En 1o que sigue, denotarcimos por {ei}i=l la base canénica de R .

(1.65) LEMA. Sea [P,m1## . Entonces [P,m+a,] #@ siy sblo si
existe ae¢ [(P,m] tal que ai# 0 . Mis adn si O[P,m1=s entonces

O[P,m+:1i] <s-1 vy
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(Pm+a;]={a-e; :acl(Pml, a;f 0}

Demostraci6n. El lema queda demostrado por la observacidn,

facilmente verificable, de que las siguientes condiciones son equiva-

lentes

i) B e [Pm+a,]

ii) B~a=-(m+ai+lal) ,BeZI:

iii) Existe aeZ, con ai#O y tal que satisface a-a-=
-(m+ |al) .///

(1.66) TEOREMA. Sea feC @"- {0}) , homogénea de grado m Yy su-

pongamos que [(P,ml#@ . Sea KeS' tal que K/ = £ . Entonces
R"-{0}

K(x) = P() + h(0) + Q) log M) "

donde P(x) es un polinomio, h(x) pertenece a C‘m(JRn -{0}) yes ho
mogénea de grado -m-{al , y Q(x) es un polinonio homogéneo de grado

-m-|al que puede ser expresado como

.+ lal
Q) = §  @mi) T f X ' £(y') w(y') do
n-1

ae[P,m] o

Demostracidn. La prueba se hard por induccién sobre O[P,m].

Si O[P,m]=0 entonces m=-|al y aplicando Teorema (1.60) nuestra
afirmacion se cumple. Supongamos quc la tesis se verifica para todo
m'¢eR tal que O[P,m']J<s-1 . Sea O[P,m]=s , s>0 . Entonces, usan
do la férmula de Euler y reemplazando xj Dj K por Dj (xj K) -K , obte

nemos

(1.67)  (m+ lal) K=Ky +

Hes3 3

a. D.(x. K) ,
j=1 ) J( J )
donde KO es una distribucién soportada en el origen. Transformando

Fouricr (1.67) tcncmos
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PN n
(1.68) -(m + [a]) K=P(x) + 2ni Z
j=1

a. x.(x. K

j J( j )

donde P(x) =- KO es un polinomio. Estudiamos ahora cada témmino dec Ia
suma. Notemos que xJ. K coincide con xJ. f sobre R" - {0} y es por

lo tanto C. y homogénea de grado m+ a; en R'- {0} . Considerare-

mos dos casos segin sea [P,m+aj]=ﬂ 0 [P,m+aj]#ﬁ .

Primer caso. [P,m+aj]= @ .De (1.57) sigue que X3 f puede

ser extendida de manera Gnica a una distribucién Kj de clase m+ aj.
Entonces, usando (1.52) resulta que Kj es una distribucidn de clase
-m-aj-lal . En consecuencia, como -(m+la|)-aj=a°a-aj>-la| , por

(1.59) se deduce que

.E.= ] .KA:= . h.
X5 Ky = x5 K 2= xy by

es una funcién perteneciente a CR"- {0}) y homogénea de grado

-m-lal .

Segundo caso. [P,m+ aj J#0 .Usando (1.65) obtenemos que

O[P,m + aJ.] <s -1 . Aplicando la hipbtesis inductiva a xJ. f resulta
(169) G K) = Py(0) + hy() + Q(x) log ()"

donde hj (x) € Cm(an- {0}) es homogénea de grado -m-aj-lal , Pj es

un polinomio y Qj (x) es un polinomio homogéneo de grado -m-aj-lal

que pucde expresarse como

N
Q) = ] —@%.LJ xB y'8 yjwly') £(y") do .
Bel P,m+u_j ] ) gh- 1

De (1.65) siguc que

jylel-1 a-c (a-c.)
J x Ty Vylwly") f(y')do.
Sn-l J

2

(X) = — '

QJ ac[lz’,m] (a-ej).
aj#O
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En consecuencia, tenemos que

.\ lal
(1.70)  Zmia x Q= ] ﬁ;l.——aj a-f %y %y £y') do .
] ae[P,m] ’ ] Sn']

Denotemos

J={j: [P,m+aj] # 0}

Usando (1.68), obtenemos

A

K

{P(x) + ] 2mi a; x; Py P.(x)}

m+|a| jeJ

1 L
miTal {jzl 2ri a; x; hj(x)}

r z 2mi a; X, Q (x)} log (n(x)" )

B m+|a

P(x) + h(x) + Q) log (n(x)" ) ,
donde por (1.70)

.y lal
- (2m1) aea a 1 , ,
) ae[lz%m] a: -(m+lal) Isn-1 YWl £y do

.y lal
-3 Lm)___J 1x°‘y'°‘w(y')f(y')clo A1/
n-

[]
aelP,m] & S
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CAPITULO II

OPERADORES PSEUDO-DIFERENCIALES
CON HOMOGENEIDAD GENERALIZADA

En este capitulo desarrollaremos una teoria de operadores
pseudo-diferenciales definidos mediante simbolos caracterizados por u-
na métrica de tipo parabdlico. A fin de motivar el estudio de tales o-
peradores consideremos algunos ejemplos de operadores diferenciales

clasicos.

Sea f una funcidén perteneciente a C. y P(£) un polino-

mio con coeficientes constantes. Consideramos la ecuacién diferencial

(2.1) P(D) h =
Una solucidén fundamental es una distribucion g tal que P(D)g=§6 o,
equivalentemente, P(-2mif) g=1 . Procediendo ''formalmente'" h en

(2.1) puede ser representada por

(2.2) gsf=F (W—éﬂ%%)*f+l= (P_gﬂg)*f,

donde x(§) estid en CzGRn) y Xx(E)=1 para todo £ perteneciente
a un entorno de los ceros reales de P(-2mif) . Es facil ver que el se
gundo término del miembro derecho de (2.2) estan en CmGRn) . Por lo
tanto, para obtener propiedades de regularidad de la solucidn de (2.1)
sera suficiente estudiar el comportamiento de [1- x(£)] P(-Zwig);1
Asi, por ejemplo, en ¢l caso en que P(D) es un operador difercncial
eliptico de orden m sec obtienc la siguiente cstimacidn, facilmente ve-
rificablc

2.3 |nf cg(1 + 150 ™ 18!

P( 2ﬂ1€)|

Cuando P(D) es cl operador del calor, csto es
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n-1
P(D) = D_ - 1D
j=1

. N

se satisface la desigualdad

g _1-

1
£) . “1- > 18]
ID P(-2miE) I— CB(]*IED 2

Usando estas estimaciones, se puede probar que F'1[(1-x(5)) P(-Zni&)-1]*
es un operador integral con ndcleo, k(x-y) , el cual coincide con una

funcién C~ fuera del origen de R" .

A.P. Calderdn desarrolla en [C] una teoria general de opera-
dores pseudo-difercnciales. Los simbolos, P(-27if) , asociados a es-
tos operadores satisfacen condiciones anilogas a (2.3). Alli se obtie-
ne una descripcidn de los niicleos correspondiente a dichos operadores,
en el logro de la misma juega un rol fundamental la homogeneidad de
los simbolos. Esta teoria incluye a los operadores diferenciales elip-
ticos, aun con coeficientes variables, pero sin embérgo no se aplica
a operadores diferenciales que poseen simbolos no homogéneos, como es

el caso del operador del calor.

Si consideramos la métrica de tipo parabdlica n(§) asocia-
da a la matriz diagonal cuvos elementos son dii.=1 , 1<i<n , dnn==2

(ver 1.1), obtenemos nara el operador del calor la siguiente estimacién

@4 10° bty L cp (e nen TR

donde a es el vector con componentes a;=...=a =1y a=2.
Mis alin, cl simbolo P(-2mig) es homogéneo de grado dos cn esta métri
ca. Este hecho nos sugiere desarrollar una teoria general de operado-
res pseudo-dilerenciales con sImbolos que satisfacen desigualdades and

logas a (2.4).

En la primera seccidn de este capitulo sc estudian las pro-
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piedadcs bdsicas de estos operadores. Definimos en (2.21) el concepto
de una amplitud. Luego, obtenemos en (2.23) bajo condiciones convenien
tes, los operadores asociados a las mismas y analizamos sus propieda-
des. En (2.49) demostramos que un operador definido por una amplitud

puede descomponerse como una suma de un operador propiamente soporta-

m
P,

ver (2.62), introducimos desarrollos asintS6ticos. En Teorema (2.71)

do, I (ver 2,53) yun operador 'bueno''. En la segunda seccién,
probamos que un operador en I$,6 coincide con un operador definido
por un simbolo. Se obtiene ademids, una expresidén explicita de este sim
bolo en téminos de una expansién asintdtica, andloga a la dada en
[C]. En la Gltima seccidén definimos en (2.85) la clase IE . Finalmen-
te, aplicando los resultados del primer capitulo, en particular el

Teorema (1.66), obtenemos en Teorema (2.95) una descripcidn explicita

de los nicleos de los operadores pertenecientes a IE , con m<0 .

La teoria presentada en este capitulo incluye operadores di-

ferenciales mas generales tal como el operador parabdlico dado por

j 2L
P(D) = il 2= - au + (b, « *
axJ X 127°°°9"n-2
n n-1

donde k=£>j=21 . Si consideramos la matriz diagonal tal que

d..=1 ,1<isn-2,d ST y dm=2kj_] ; entonces el sim

i1
bolo P(-2mif) es homogéneo de grado 2k con respecto a la métrica

n-1,n-1

asociada a esta matriz. En particular, si h=0 y j=£=k=1 obtene
mos el operador del calor. Mis aun, variando los pardmetros j,€,k vy
aplicando (2.95) sc obticnen representaciones para el ndclco de
F-l[(l- x(E))(P(-ZniE)f]]* , involucrando un témmino de la forma log
(n(x-y)-]) . Esta tecoria incluyc asimismo opcradorcs diferenciales con

coeficientes variables.
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§.1 OPERAIDRéS PSEUDO-DIFERENCIALES. DEFINICION Y PROPIEDADLS

Los ejemplos anteriores sugieren estudiar la siguicnte cla-

se de funciones.

(2.5) DEFINICION. Sean meR y O<é<p<1 . Definimos s':)‘ 5 co-
’

mo la clase de funciones p(x,£) ¢ CmGRHX]Rn) tales que para todo par

x,E de elementos de R" y para todo a,BeNIl existe una constante

positiva Ca g Que satisface
B m-p a-a+s B-a
(2.6) D, De p(x,8)| < Ca,s“ + n(£)) -

Los elementos p(x,fE) pertenecientes a S? s son 1lamados
simbolos de orden menor o igual que m , de tipo (p,8) . Definimos
el operador pseudo-diferencial de orden menor o igual que m corres-

pondiente al simbolo p(x,£) en S'g(s por
’

(2.7) Lf(x):=fe'2"'”"E p(x,E) £(6) dE

para toda f en S . Estudiaremos a continuaci6n las propiedades bdsi

cas de estos operadores.

(2.8) PROPOSICION. Si peSI; s entonces L es un operador lineal

y continuode S en S .

Demostracion. Para f¢S y a,B eN" , tenemos

Sve B B ~
(2.9) x* nﬁ Lf(x) = xX* C.L. B j e dMxE 71 p 2 pix,e) £(6) dE -

B *+B)= x

-rixe - 1x ®
Usando 1a identidad x® ¢ ="%°% =C, Dgc MiX*t & integrando por par-

tes ¢l segundo miembro de (2.5) resulta igual a

b, (& D p(x,£)) Dg f(g) dg

>

C.L.
81182:8
C!] GZG

-2miX<¢
J e J
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1/a 1/a

Como peSy oy IEl Msn@siEl

para n(f) =1, las siguien

tes acotacioncs son validas.
B LEGO] <c [ 0+n() 1217 (1 en() 11T 00 Eee) ae

a]‘(la|+1+u) n

<csup [(1+1ED) D’ £(£)|

ER"
< C.L. sup [EY D £(8)] ,
Y, N" ER"
.donde Vv multiindices y u positivo resulta de la definicién de
s" . La dltima acotacién sigue de la continuidad del operador trans-

P,d
formada de Fourier sobre S .///

Denotaremos por K el nicleo de distribucidn asociado a

L , es decir

(2.10)  K(f ® g):=J LE(x) g(x) dx

Rn

para todo par de funciones de f y g pertenecientes a CzGRn) . Pa-

ra estos nicleos tenemos

(2.11)  PROPOSICION. Existe un Gnico elemento de D' ®"xR™) , tam-

bién denotado por K , que satisface (2.10).Mis aln,

K(¢) = ” e T px,€) F(0(x,)) () dE dx

para toda ¢ en C:;(Rnlen) .

Demostracién. Usarcmos ¢l siguiente lema de Schwartz. Una

prueba del mismo puede hallarse en [S].

Lema. Sea B una transfommacidn lineal y continua de 0 c¢n

D' . Si B se pucde definir por un nicleco K , este nacleo cs tnico.
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Veamos quc K esti en D'Gf’xlfﬁ . Como ¢(x,y) €
q:aflxﬂfﬁ , cntonces Fy(¢(x,y))(£) es C. y de soporte compacto,
E1 , como funcién de x uniformemente en § y pertenece a S como

funcién de £ con norma acotada independientemente de x . Por lo

l(a1

tanto, como pe-SE s Y n(g) s €] para n(£) 21 , tenemos que

(lal+1+p) aﬂ
|K(o)| <C; sup max |(1+1€1) F,(4(x,y)) (8]

T eeR" xeE,

. f (+ne)) 1311 4

sc; sup max [(1+ 160" E (00e,y)) (@]
! Ee]Rn XGE]

con M> (lal+1+y) a;1 . Sea E el soporte de ¢ en R"xR" . Como

F es un operado acotado de S en S , se sigue que

K@) <c mix sup |1+ 1yDN D o(x,y)]
la|sN (x,y)eE y

scg I ID%ell,
lalsN
Por otra parte, K(¢) satisface claramente (2.10) para ¢(x,y) =
f(x) g(v) con f y g en C:GRn) . E1 lema nos asegura que K es

tnico.///

Introducimos a continuacidn una funcidén vy con el propdsito
de efectuar truncaciones adaptadas a la geometria inducida por n .
Sca . C [0,»), tal que Osy(t) <1 , ¢(t)=1 si Ostsl y
p(t) =0 para t=>2 . Definimos

(2.12) Y(&) = v(n(5))

In lo que sigue, Q denotard R xR™ - {(x,x):x<R"} . En la

proxima proposicion demostrarcmos que el nicleo K definido en (2.11)
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es C  sobre Q en el sentido de (1.50).

(2.13) PROPOSICION. Sca p>0 . Entonces K cs C  sobre @ , CS

decir, existe k(x,y) en CO(Q) tal que 1\’/Q=k.

Demostracién. Para 0<e <1 , definimos

-2 1 - L]
kloyyim [ e FHENE ey i gy as
© N__Nn . -
Claramente kEEC (R xR"’) . Mas aun, para todo «,B eN" , tenemos

. B+a. «
% 08 k_(e,y) = C.L. Je‘z"l(x'”'gg "D 2 p(x,£) y(T_€) dE .
y € &, +o)=a X ¢

Usando la identidad Alg e 2mi(x-y)-€

ra MeN , e integrando por partes obtenemos

-2mi (x-y) €

\
= (anfix-y1H)Y e , pa

P A A G,
(2.14) g (xy):= (47" Ix-yl")" D Dy Kk (x,Y)
. §; a,+B a
- - o
= C.L. fe ey Sp e P pix,e)
a,+a,=a
172
|61+62I=2M
asé, §
2 42
€ D™ v(T, &) dg
%2
Notemos ahora que cl soporte de Dg \((T€ £) csta contenido en

{n(€) <2 ! , en consccuencia

aé -a+6
e ZscO+n@©)) °,

8
para todo £. sop([)g2 Y(Tc £)) . Por lo tanto, la funciéon intcoerando

de (2.14) costad acotada por

m+m;Lx{;|n, 1Ha+R| -min{ul , 112Mp

Ca,B,M (I +n(E)N ’

donde C

a @M CS una constante independiente de s . Como p> 0, cli
p gy -

giendo M sulicientemente grande, podemos aplicar el Teorema de la
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convergencia dominada de Lebesque. En consccuencia, g, (x,y) conver-
ge puntualmentc sobre R*xR" a una funcién ka, B,M(X’Y) cuando €
tiende a cero. Ademis, proccdiendo de la misma manera se prueba que, pa-
ra M suficientemente grande, la familia {ge(x,y)}E es equicontinua.
Por consiguiente, ge(x,y) , converge uniformemente a ka’B,M(x,y) y
por lo tanto D; D}B, ke(x,y) converge uniformemente a ka,B,M(x’Y)

(-41T2 Ix-ylz)-M sobre subconjuntos compattos de Q . Este hecho impli-
ca que ke converge a una funcién k en Cm(Q) , cuando € tiende

a cero.

Por otra parte, ke converge a K en D'(Rnx}Rn) . En efec

to, para ¢e C: (Rn x]Rn) tenemos que

” k_(x,y) 6(x,y) dx dy ”¢(x,y) ([ e BTN E b x,y) (T, £) d) dx dy

- “e'z“i"'gp(x,a Y(T_€) 6, (x,6) dE dx

Aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, se obtie

ne la conclusidn deseada.///

Como corolario de esta proposicidn resulta que, para toda f

en szn) y x fuera del soporte de £
(215 LEG) = [ Kooy £0) dy

Nos interesarid estudiar cspecialmente operadores pscudo-dife
renciales que poscen la propicdad de no mumentar demusiado cl soporte
de las funciones a que se aplican, Puara precisar mejor los conceptos

introducimos la siguiente definicion.

(2.106) DEFINICION. Dirvemos que un opcrador pscudo-diferencial L

es propiamente soportado si existe una constante positiva M tal que
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para toda fe¢ C:(Rn) el soporte de Lf esti contenido cnun M en-

torno del soportc de f .

Una condicibn sobre el nicleo que caracteriza estos operado-

res estd contenida en la siguiente proposicién.

(2.17) PROPOSICION. Sea L un operador pseudo-diferencial. Enton-

ces L es propiamente soportado si y sblo si existe una constante

M, >0 tal que sop Ke{(x,y):lx-yl <M} .

Demostracidn. Supongamos primero que L es propiamente so-

portado. Sea M 1la constante que existe segin definicidén (2.16). Con-
sideremos M, >M y ¢(x,y) eCz({lx-yl >M]}) . Fijando x e R" , €l so-
porte de ¢(x,y) estd contenido en {v:I|x-yl >M1} . Como M, >M,
por (2.16) L(¢(x,%x)) (x) =0, ¥ xeR" . Por consiguiente, K(¢) =

[ L(¢(x,%)) (x)dx=0 para toda ¢(x,y) perteneciente a

C:({[x-yl >M]}) . Esto muestra que la condicifn es necesaria.

Para demostrar la suficiencia, consideramos f en C::(Rn)
n
y xeR fuera dec un M, - entorno del soporte de f , entonces por

(2.11)
LE(x) = [ k(x,y) £(v) dy = 0

En consecuenciua, sop(Lf) c Ml - entorno del sop(f) .///

Dado un operador pscudo-diferencial L quisiéramos extender
su dominio de definicidon a un espacio de distribuciones. Un camino po-
sible seria ¢ncontrar ¢l operador transpucsto LY de L , tal que Lt

sca continuo de S en S . Suponicndo esto, definimos

(2.18)  ue:= nat ey

para todo (. 8' y ¢S . Ll operador transpucsto 1Lt debe satisfacer
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(2.19) fo(x) g(x) dx = [ £ (L'g) () dx

para todo f y ge C:mn) . Por lo tanto, al menos ''formalmente' ob-

tenemos quc

(2.20)  LYf(x) = lim ” e TV by -8y (T E) £() dy dE
e>0

donde Y(£) es la funcién truncacién definida en (2.12). Esto sugiere

estudiar expresiones del tipo (2.20). Con este fin se define una clase

de funciones, A(x,y,£) , que incluye a los simbolos p(x,£) , de mane

ra tal que los operadores asociados a estas funciones, a través de

(2.20), sean del tipo (2.7) mddulo operadores 'buenos''.

(2.21) DEFINICION. Sean meR y 0<8<p<1 . En lo que sigue deno

tamos con S‘; 5 la clase de funciones A(x,y,£) e Ccm(]Rnlen x]Rn) ta-
]

les que para toda terma x,y,f de elementos de R y para todo

a,B,Y ¢eN' existe una constante positiva Ca que satisface

By

e n8 Y m-p asy+§ a- (a+B)
(2.22) D, Dy D Alx,y,E)| < Ca,B,Y (1 +n(£))

Claramente las funciones p(x,£) que verifican (2.6) tam-
bién cumplen (2.22Z). Por lo que el uso de la misma notacién para desig

nar ambas clases no introduce confusién.

Un elemento A(x,y,f) de 3126
2

orden menor o igual que m vy de tipo (p,8) . Diremos que una funcidn

es llamado una amplitud de

A(x,y,E) - pertencce a S™ si estd en S'; s Dpara todo m .

La siguicente proposicidn nos ayudarid a dar un sentido preci-

so a expresiones del tipo (2.20).

2.23) PROPOSICION. Sca AeS" . + Supongamos que &<a a_!. Enton
0,6 pong 19 o

ces
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(2.24)  LEGO = lin [[emeN taye) va, 0 800 ay o
e~+0

esta bien definido para toda f en S y el limite es independiente

de 1la funcién ¢ wusada en la definicién (2.12)de vy .

Demostracién. Usando la identidad

(1-+4ﬂ2 |5|2)M e‘ZWi(X'Y)'E = (1-Ay)M e'Z"i(X‘Y)’€ ’

para M>0 , e integrando por partes en (2.24) obtenemos

JI e-ZNi(X')’)'E (1 + 4 IEIZ)-M (1 -AY)M (A(x,y,&) £(y)) Y(Te £) dy dg

8
1
- 1 - . D A(X,)’,E) B
= o[ Ot Xl 5 2 p) var, 6 gy a
|8,+8, 1 <2M (1+an g1 5" 7

C.L. J dy (I + J )
181+, 1 <2M n(g)s1 n(g)>1

La primera integral esta acotada por

n+1 8 lDf,A(x,y,E)l
C max sup [(1+1yl) D f(y)! max sup 82 B
[8]<2M ye RD y [BIsM (x,y,£) (1+n(g))

1 - - -
-IO (1+m™ e plal=t gy I (+120)70 D dz < cwen,,

Rl'l

Aplicando (1.8), la segunda integral est3 acotada por

8
IDLA(x,y.E)I :
m+da-g

C max sup |(1+Iyl)n+1 DB f(y)I max sup
IBls2M yc RN Y 1BI<M (x,y,8) (1+n(£))

.J (].+|z|)'(n+l) dz - fp nm-2M(a1-<San) nlal-] dn
n 1

Cligicndo M suficientemente grande y tenicendo en cucenta que

§<aja , la Gltima expresién estd acotada por |l f(| . En con-

n+1,2n

sccuencia, Lf costd bien definido. Por otra parte, para probar quc el
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1fmite es independiente de la funcién ¢ , consideremos Y Y Y

definidas por las funciones ¥, y ¥, respectivamente. Entonces

. -2wi(x-y) & -
tin [[ 7N w0y, £0) (T, 0 - v,(1, ) & o6

n+l _B ID;B,A(X’Y9E)|
<C mix sup [(1+]Iyl) D f(y) | max sup m+<5a'8)
|Bl<2M yeRM Y IBis2M (x,y,E) (1+n(E))
. f (1+ Izl-(n+1) dz - lim T,'m-Ev‘I(a1—Gan)+ lal - 1 dn=0 ,
R® &0 %4 /e

si M es suficientemente grande.///

De ahora en mas supondremos siempre que § < a aI;] y p>0 .
Estudiamos a continuacidn algunas propiedades del operador L defini-

do en la proposicidn anterior.

(2.25) PROPOSICION. L. es un operador continuo de S en S .

Demostracién. Sean feS y a,y'eN' . Integrando por par-

tes como en la prueba de (2.23), obtenemos
(2.26) <D} LECQ) =x*D] hm” e 2TY) e (1 4nl 1y M (1-Ay)M
e+0
(Alc,y,8) £(y)) (T £) dy d&

milx-v)er YV -
-x% 1im  C.L. ”e 2mi(x-y) € "1 (qpanl g Y™
€0 v, +y,=Y'

D 2(1-aM (A,y,E) £0)) (T ) dy de
x y ’ ] C

Usando la identidad x®e 2™M(X-¥)*&_ cpge‘z“i(x'y)'ﬁ

¢ integrando

por partes sc obtiene que (2.20) es igual a
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: 2mi(xy) € 1T %2 \
lim C.L. IJC Zmi(x-y) 6 T [(I+4n 21614 ™M % (1- ) LA,y,E)
OB

a,+a,=a £(y)) v(T_£€)] dE dy

= lim C.L. I dy (J + I )
&0 ¥, =" n(€)st n(g)>1

aj*e,=a
Usando el mismo argumento que en (2.23) resulta que la primera inte-

gral est3 mayorada por

IDB D A(X,y,E) |

- 1.8 .
c mix sup [(1+lyN™' DE£(y)! max sup :
[Bl<s2Mye RN Y 18ls2M  (x,y,E) (1+n(£))m+6a (B+y;)-paew
ly21<lv!
(wl<la;l

A

- (n+1)
. 1 < )
LR“ (1+1z1) dz < ¢ NI£Nl,q oy

Aplicando (1.8), la segunda integral estid acotada por

,De 20} Alx,y,6)1
™ S EPE

¢ mix sup |(1+lyn)™! Dﬁ fy)| mAx )

IBI<2M ye RR |e|<m
%|<|Y|

Slaz

m+a_|y'l-a, lalp-2M(a,-8a_)+lal-1 )
. Im n 0 ‘ In dn f (12" M) g,
1 n

R

s c ME, gy s

eligiendo M suficientemente grandec y teniendo en cuenta que

s<aga™l /11

Sea LY definido por

@2 oo = tim [ D a6 A0 £ ay o
[3lad
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En consecuencia LY satisface (2.19). Ademds, aplicando la proposi-
cibn anterior, Lt es un operador continuo de S en S vy, por consi
guiente, L puede ser extendido al espacio de distribuciones S' por

la identidad (2.18). Por lo tanto, obtenemos la siguiente proposicidn.

(2.28) PROPOSICION. L es un operador continuo de S$' en S' .///

Estudiaremos ahora las propiedades del niicleo de distribu-
cidn asociado a estos operadores. Si K es el nicleo de distribucidn

de L , entonces

(2.29) K(f8g) = lim m e FM )L A (x,y,6) ¥(T_6) £() g(x) dE dy dx ,
e-+0

para todo par de funciones f y g en CEGRn) . Mas ain, procediendo

como en la prueba de (2.23) se demuestra que para toda ¢¢:C§GNHXIf5

2.30) k@) =i [[[ e FHENE 4oey,6) v(T € 406D dE ax oy
e+0

esti bien definido y KesD'GRDXIfU . Para estos niacleos se verifica

ademds la propiedad andloga a (2.13), es decir.

(2.31)  PROPOSICION. Existe k(x,y) ¢C (Q) tal que K/g=k .

Demostracidn. Para 0<ex1 , definimos

k)= [ 2N E 4y ey v 6 ae

Usando el mismo razonamiento que en la prucba de la proposicién (2.13),
se demuestra que existe una funcién k tal que kE converge a k en

@ .///

Como consecuencia de esta proposicibn obtenemos, igual que

en (2.15), el siguiente colorario.
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(2.32)  COROLARIO. Sca fec:cn“) y x¢sop(f) . Entonccs
LEG) = [ Keoy) £0) dy /11

Una propiedad importante que satisfacen los operadores definidos cn
(2.23), es que los mismos no aumentan el soporte singular de la distri-
bucién a que se aplican. Un concepto equivalente a éste es introducido

en la siguiente definicidn.

(2.33) DEFINICION. Diremos que un operador L es pseudo-local si
para todo TeE' tal que existe un conjunto ablerto y acotado U con
la propiedad que Te Cm(U) (ver (1.50)), entonces se cumple que

LM C ) .

Para demostrar que los operadores pseudo-diferenciales defi-
nidos por una amplitud son pseudo-locales necesitaremos construir una

particién de la unidad asociada a un cubrimiento del conjunto U .

El siguiente lema de cubrimiento estid enunciado en [MS2]
pag. 277, y su demostracidén est3 contenida esencialmente en [CW] pig

70.

(2.34)  LEMA. (Lema de cubrimiento). Sea UcR' un conjunto abierto
y acotado. Consideremos d(x) =inf {[x-yl :y¢U}. Dado c=1 , sea
r(x) = (2c)-] d(x) . Entonces, existen un namero natural M que de-
pende de ¢ y una sucesidn {xj} cU tal que si rj denota r(xj) ,

tenemos que
(2.35) r_j tiende a cero, cuando j tiende a = ,
(2.36) las bolas B(xj,rj/tl) son dos a dos disjuntas ,

(2.37) la unidn UB(xJ.,rj) cs igual a U,
j

(2.38) para todo j , B(xj,c rj) cstd contenida en U ,
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(2.39) para todo j , el nimero de bolas B(xi,c ri) cuyas inter-

secciones con B(xj,c rj) son distintas del vacio es a lomias M .///

(2.40) LEMA. (Particién de la unidad). Sea UcR" un conjunto a-
bierto y acotado. Consideramos las sucesiones {xj} y {rj} dadas en
Lema (2.34) para c=8 . Entonces, existe una sucesion {d>j (x)} de

funciones no negativas satisfaciendo
(2.41) el soporte de ¢J. esta contenido en B(xj,er) ,
(2.42)' la funcién cpj es mayor igual que 1’~I'1 sobre B(xj,rj) y

(2.43) z ij (x) =)(U(x) , donde Xy es la funcio”n caracteristica

del conjunto U .

Demostracidn. Una prueba de este lema se encuentra en [MS2]

pag. 278.///

(2.44) PROPOSICION. L es pseudo-local.

Demostracién. Sean TeE' nCm(U) y ¢e Cm(U) . Probaremos

que existe una funcién Ge Cw(U) tal que

L(T) (6) = G(o) = [ Gy) o(y) dy

Sea {¢j} la particién de la unidad construida en el lema anterior.

Luego, por (2.43)
$(x) =} $500 ¢(x)
j

Veamos que esta suma cs finita. En efecto, si K=sop(¢) entonccs

sop(cpj $) < B(xJ.,er) n K

Como rj = 1(1'] d(xj) tiende a cero cuando j  tiende a infinito y

KccU , resulta que cxiste NeN tal que
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B(xj,rj) n K=2¢

N
para todo j =N, ¢(x) = I ¢j(x) ¢(x) . Para cada j:1,...,N, conside
Tamos \pj (x) EC:(U) tal c—lue ‘pj (x)=1 en B(xj,4rj) . En consecuen-
cia

N N N
(2.45) L(M)(¢)= ] L(M(s;9)= ] L(Tw-)(¢j ¢) +
j=1 R T B j=1

IR

Como ij € CZ(U) , por (2.25) tenemos que

(2.46) Gj = ¢J. L(T wj)

es una funcién en Cm(U) , por lo que 21 verifica la propiedad reque
rida. Para estimar ZZ , hotemos que sop(I-wj) cB(xj,4rJ.) . Por consi
guiente,

sop(T(1-¢;)) r sop(¢; ¢) = )

Por lo tanto, aplicando primero (2.18) y luego (2.32) obtenemos

N t N t
Yo~ T(L"¢.6) = J T((1-9.) L (¢. ¢))
j=1 J J j=1 J J

(2.47) Ez

N
1 000 [ ke 6500 600 o)

N
j; J'I‘x((l-lbj(x)) k(x,y)) ¢j(y) o(y) dy

pucs T commuta con la integral, como es ficilmentc verificable. Como

k(x,*x) os ¢ , resulta que

-~

GJ-(Y)1= Tx((l-wJ-(X)) k(x,y)) ¢J-(>')

cs una funcidén pertencciente a CQ(U) . Do (2.47) sc siguc
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N .
2.48 = G. ()
(2.48) ], 521 i

De (2.45), (2.46) y (2.48) se deduce que
N -
L(T) = } (G;+G,)=: G ,
j=1 J )

pertenece a W .11/

Con el propdsito de estudiar el operador L lo descompone-
mos en suma de dos operadores Ly L2 de la siguiente manera. Para
M>0 , consideramos ¢ Cz(Rn) tal que ¢(t)=1 si [tjsM/2 vy

sop(¢) c{t: [t|<M} . Por lo tanto, para toda feS tenemos

(2.49) LE(x)

fl

[ _9mi(x-v)e
tin [[ e 2RO A y,6) o0xoy) V(T,©) £ oy &
e+ /!

[ _2mi(x-v)s
+ugLezm@y}5ﬂgaAum£nw¢uvnﬂwmms
€=

L] f(x) + L2 f(x)

A partir de (2.17) se deduce facilmente que L, es un operador propia
mente soportado. Con respecto a L2 , veremos que el mismo admite una
representacién integral a través de un nicleo C” . Mis atn, D% L, =
p* y D”L, esti acotada en morma LP para 1<p<eo y aeN" .

L

2 2

Probaremos primero que L2 ¢s un opecrador integral definido

a través de un nicleo C~ . En efecto, usando la identidad

e T Y _ 4nt)N oy

’

-2N AN e-an(x-y)'E
£
para Ne¢N e integrando por parte obtenemos

2.50) L €00 = tim [[ FHENE CandyN o thcey,0) v 001
£+

« (1-6(x-y)) Ix-yI"™N £(y) dy ¢t
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. a (0 3 a*a
=  C.L. lim JJ e 2T XY T u(x,y,E) D2 Y(T E)e 2
oy, [ =2N €90 . = e

o (1-00-y)) 1xyl N £(y) dy de .

a
Notemos que si a, #0 , sop(D ZY(TE £)) c{n(g) < 25'1} . En consecuen-
cia

ae -a*a a
o 2

e 2<C(1+n(E) , para toda EesqﬂDzyﬂgﬁn .

Por consiguiente, el integrando en (2.50) esta acotado por

m-pa, 2N }
c+n@®) ' 1Em1 O+ ixyi®™HT

donde ¢ es una constante que no depende de ¢ . Si a2==0 , se tiene
la misma estimacidn. Luego, como p>0 , eligiendo N suficientemente
grande podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada de Lebes

gue obteniendo

C.L. ” e F Y E B2 A(x,y,E) (1 - $(x-y)

(2.51) L, f(x)
lal=2N

e 0+ 1xyINT £y dy ae

_ J[ STENE () ) dy d

donde

by(x,y,8):= C.L. DX AGG,y,E) (1 - ¢(x-y)) (1 + Ix-yl?H)~!
N la|=2N &

pertenece a la clase 52-0312N . Por lo tanto,

L, £f(x) = f k(x,y) f(y) dy ,

donde

K(x,y) = f IO E g (x,y,6) dt

satisface
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(2.52) ID: Dﬁ k(x,y)I = G (1 + Ix-ylZN)']

Finalmentc, observamos que integrando por partes p* L, = L2 p® y que,
por (2.52), ambos operadores estan acotados por el opcrador de convo-

lucioén
Jc (+ xy1 ™ £y ay

el cual es continuo sobre Lp , 1<pse~ ,para N suficientemente grande.

Con el fin de describir y estudiar las propiedades de los o-
peradores del tipo L1 , obtenido anteriormente en (2.49), damos a con
tinuacidon la siguiente definicidn, similar a aquélla considerada por

A.P. Calderdn en [C].

(2.53) DEFINICION. Denotaremos por I'g 5 2 la clase de operadores
?

L definidos, para f en S , por

LE(x) = lim e'ZTTi(x'Y)'g A(x,y,t) y(T_&) f(y) dy d& ,
€
€0

donde AeS" ,» A(x,y,£) =0 sobre |[x-y|>M para algin M>0, y
P,6

0<6§ a <pa s<a . Diremos que un operador L estd en la clase I

si éste pertenece a Irg 5 para todo m . Por Gltimo, observemos que,
’

como en el caso del opcrador L] , de (2.17) se deduce que los operado

res que estin en Irg g son propiamentc soportados.
’

§2. EXPANSION ASINTOTICA

Nucstro proximo objetivo es demostrar que un operador perte-

m
Il)nd

simbolo p(x,£) pertencciente i S':; g » como cn (2.7). Veremos quec
’

este simbolo pucde ser expresado en términos d¢ una suma asintdtica si

necicente a la clasc coincide con un operador definido por un

milar a la obtenida por A.P. Calderdn en [C]. Para ello necesitarcmos
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las dos proposiciones siguientes. Las pruebas presentadas de las mis-
mas son una adaptacidén dc los Teoremas (ii), pig. 10, de [C] y 29,

pag. 147, de [H1.

(2.54)  PROPOSICION. Sca {Rj}j=o tal que pjesrg’d con m+ - .

Entonces existe pe:Sp s con la propiedad de que para todo cntcro no
»

negativo N

(2.55) b- J b, ..:sm"‘(5
J<N J ’

Demostracidn. Sea we:CmGR+) tal que O0<y(t) <1, sop(y) =

[(1,) y ¢(t)=1 para t=2 . Definimos
$(£):= v(n(E))
y consideramos

pj(X.Y.E) = pj(X.y,E) ¢(Tej g) ,

donde {ej} es una sucesidn decreciente de nimeros positivos que tien

de a 0 cuando j tiende a = . En ccnsecuencia,

(2.56) sopg(p;) = {£:n(&) 2551}

y
] Y ao-Y
(2.57) DY )‘fn’g p;(6,y,8) = ] o D 8 51 p; (x,,6) D ¢(T €) ¢ 2
Y4+Y5TY
%72
|Y2|>0

Y .
pj (x,y,8) ¢>(Fej £€)

Yy i -1
Como sop(DE ¢(1€ £)) < (¢ .n(§)~>2€j } o,

asy, -acy,
Ej < [3(7+n(5))] -

Y
para todo £ sop(D{2¢(1E,E)) . Lucgo, como O0-p- 1, de (2.57) tene-
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mos que

; m5+éa°(a+8)-pa-v
(x,y,&)1 = 1,8,y (1+n(£))

a8y
ID, D Dy p;
5 g m.+1+8a- (a+R) -pary
= Copy (MNENT (+n(e))

Mids atn, de (2.56) se sigue que

()" < ;

para todo £¢ sopg(p;) Yy, por consiguiente, obtenemos

) sa . DB y ! j ] mj+l+63-(a+8)-pa°y
<
(2.58) ID, Y D€ Pj(x,y,ﬁ)l <S8,y ej( +n(&)) ,

con ej4»0 cuando j tiende a « . Definimos

p(x,y,£):= ] p;(x,y.ﬁ)
j

Como e€.+0 cuando j tiende a « , de (2.56) es claro que

peC MM xR"xR™) . Notemos que si

N

(2.59) Ty =P - Y p Sp,d ,

- €
jN J

entonces

p: p,+r
jhy B3 T

m
pertenece a Sp°<s . Por lo tanto, serd suficiente probar (2.59). Para
y

ello descomponemos a N de la siguiente mancra

M-1
I po+ ]

] 1
= ) p: -P; * p. =:
N J j=N J j2M J

j<N I 3

L+l +1
1 2
donde M>N , scri clegido convenientemente. Estudiamos primero

I = 1 (y-p) (5,6 = I (1-6(T, £)) p:(x,y,6)
1 j<N J J J<N J J

-1
Sca NO'>0 tal que ZcN ::No . laego
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50p£(21) c {£:m(&) s N}

En consecuencia,

m.- -pasy+8a- {a+B
(D*D DYZ < J ¢ K. "N Myearyroar {arh)

« Dy D i a 8,y (1*n(&)

(1+n(£))

-pasy+8a- (a+B)
<c (1+n(E))mN

N " N
Lo que prueba que Zl € Sp 5 Por otra parte, como Sp 5 cS g Ppara
b ’ ’

todo j 2N , claramente se obtiene que Lye Sp 5 - Con el propdsito de
,6 -

estudiar I consideremos M>0 tal que

3 ’
(2.60) m o+ 1sm

lo cual es posible pues mJ. ¥-o , Dados a ,B y Y en N elegimos

Ej +0 tal que para todo j =M se cumpla

j -]
(2.61) g €527,

donde ci 8,y es la constante que aparece en (2.58). Por lo tanto de

(2.58), (2.60) y (2.61) se sigue que

B Y < B Y
D D Z | < ng |Dx Dy Dy p |
m +1+8a+ (a+B)-pa-y
s 1 279 (enie))
J=M
+1+8a+ (a+B)-pasy
sc (1+n(£))mM
+8a (a+B) -pa-y
sc (1+n(€))mN
Luego, I estd en SZTG S

(2.62) DEFINICION. Diremos quec una funcidén p pertencciente a
5.0

0.6 ©S la suma asintética de {pj} si satisface (2.55) y lo denota-
»
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Temos por p =‘E pP. -
j J

m.
(2.63)  PROPOSICION. Sea pJ...:spf(s , J:0,1,..., tal que my+-= .

Sea pe CmGRnxmnx]Rn) y supongamos quc para todo o , B y Y perte
neciente a N' existen c Yy A quc dependen s6lode o« , B y Y

tal que

(2.64) 10§ 8 DY plx,y,)1 = € (1))’

Si ademis para todo entero N20 existen CN y Wy que satisfacen

"
(2.65)  Ip(x,y,W) - 1 pi(xy,WI s CuT+n(w))
j<N I

m

)
Y uyVv-=, entonces pESp,G y p=§pj.

Demostracién. En la prueba de esta proposicidn necesitaremos

el siguiente Lema.

(2.66) Lema. Sea fe¢ CZ(U) , U subconjunto abierto de R . Sean

]

K1 y l(2 conjuntos compactos tales que l(1 cK2 cK2 <U . Entonces

) sup IDaf(x)lzsc sup [£0x) 1 (sup [£(x)1+ T  supiD* £(x)1)
lal=1 XEK] XEKZ XEKZ la|=2 xeKZ

-]
Demostracion del Lema. Sea xek; . Como K1 cl(2 , €xiste

ho> 0 tal que x+Ee l(2 para todo [&] sho . Luego, desarrollando en

.Serie de Taylor la funcién f , en la direccién hj =hej , obtenemos

2 (1.2
'f(x+hj)=f(x)+i(x)h+2h_f f

- (x+th.) (1-t) dt
ij 20 1o ax? J
J
Esto cs
. 1.2,
(2.67) h aixf_ (x) = [(f(x+h.) - £(x)] - h2 I % (x+th.) (1-t) dt
j J o axj J
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Denotando C1:= sup [f(x)| vy C2:= Z sup Ip* f(x)! , de (2.68) re-
XEKZ lal=2 XCKZ
sulta que

% 125 1% < @2c, +hic 1(I-t)dt)2-(2C+ﬁC)
ax ()™ = (2C, 2 ), =G+ 750G

j

2

Por consiguiente, para todo [hi] sho se sigue

) i h..2
(2.68) Ci= ) sup D f(x)['snm (2 +5C,)
3 _ h 2 72
Ja|=1 x<-:1(1
Si C2=0 , tomando h=ho , C3 estd acotado por CC% . Si C2>0 ,
consideramos

C
o) = £ Cy +Fh

para todo h>0 . Esta funcién alcanza un minimo en h:=2 (C1/C2)]/2.

En el caso de que hs< h, , eligiendo h=h en (2.68) obtenemos que

Zz _
C35n¢fﬁ) =4n¢(C

Si h>h , entonces C,<4(C, h;z . Por lo tanto, reemplazando h por

h0 en (2.68) tenemos que

C<n(2C+h—°4C h?) <ccl
3" ]§1 2 1 0’ ° 1

Por lo que la conclusién del lema es obtenida.

Demostracién de la Proposicidén. A partir de (2.54) se sigue
m
. o
que existe p,¢ Sp,G tal que p0=§pj . Luego, como

(" )+( ) ’
JEN p; = (p-p,) *+ (p, - JEN P;

serd suficiente probar que p-p.c n S* .Sca N20 . Como u.+ - ,
o m D’G J

existe NO?N tal que uNos'mN y rnNosmN . Por lo tanto, usando

(2.65) tcnemos
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(2'69) IP(X,Y,W)'pO(X,)’,W)I < IP(X,)’,W) - . ZN pJ ()(,)’,W)l + Ipo(X,)’,W) -
j<N,

PIRHESAOY
J<N,

N, ™o
<C; (1+n(w)) + Cy (1+n(w))

<C (1+n(w))mN ’

para todo N=0 . Para obtener estimaciones de Di D)B, Dva (p-p,) aplica-

mos el Lema (2.66) a la funcidén definida por
£(x!, y',w') = (p-p)) (x*x', y+y' ,wew')
donde X,y,w pertenecen a R" . Si
K, = {(x", y,w') o Ix"1,ly'l,Iw'] <i}
con i=1,2 y o, B y y sonmultiindices tales que [a+8+y[=1 ,
entonces de (2.64), (2.66) y (2.69) resulta que
105 08 DY (p-p,) Conx” vy wew') 122 10§, D8, Y, £(x",y* w1

<C sup (1+n(w+w'))"l sup {(1+n(w+w'))"l
[w' <2 lw' <2
+(+n ' N

dondc M=y ¥ - Razonando por induccién sobre el orden de derivacidn,
supongamos quc las derivadas de orden h=|a'+B'+y'| de f , estan aco-
tadas por (l+n(w))u+>‘ con u suficientemente pequefio. Sean a' , 8"
y y" cn' N tales que lo'"+g'"+y"| =h+1 . Considcrcmos a''+R''+y'' =
(a+a') + (B+B') + (y+y') , donde |a'+B'+y'|=h y [a+B+y! =1 . Por lo

tanto, si

0, D5, Dy (epg) G y¥y " wew) =2 £0x'y " w')

aplicando ¢l Lema (2.60) a £ tencmos
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" tt " ~
(2.70) I} DS DY (p-po)(x+x',y+y',w+w')lz= DGy D)‘i, D', F(x',y' w12

s sup [f(x',y',w')l {sup [f(x',y',w")
. X

+ ) sup IDg, Ds

DY £(x!,y",w') 1}
la+B+y[=2 K, "

Usando la hipbdtesis inductiva y (2.64), el primer miembro de (2.70) es

ta acotado por
C ()P (en@)¥™ + ()M Y <C (o) MY

donde u es suficientemente pequefio. Esto prueba que PPy € N S'g 5
m ’

y la proposicién.///

En el Teorema siguiente caracterizamos los operadores perte-

necientes a la clase Im .
P,

(2.71)  TEOREMA. Sea L« 1"‘)‘ 5 - Entonces existe una dnica funcién
’
p(x,8) € s" tal que para toda feS

p,S
N -2mixeg <
Lf(x) = J e p(x,&) £(£) d¢

Mis aiin, para todo entero N=2x1
: -N(pa,-68a_)
i,lal 1 0 L0 m 1 ““n
p(x’E) Ia%:.(N (2." ar D)' Dé:. A(X,Y,E) ly=x€ SD,(S

Demostracién. Como L es propiamente soportado entonces pa-

ra cada x en R fijo existe un conjunto acotado, E , tal que
AX,y,E) =0 , para todo y¢E . Sea xe C:(Rn) tal que x=1 en un
entorno de E . Entonces Lf(x) =L(xf)(x) estd bien definido para to-

da £ en C . Probaremos que

p(x,w):= chx-w L(c—zm*..w) (x) € S': 5
]
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Notemos que

Px,) = Lin ” e FML Oy (6 W)y ,y,8) v(T, £) dE dy
[omg

:lim I
e>0

Luego, usando el cambio de variables u=y-x y v=§-w , obtenemos
(2.72) 1I_-= ” 2TV A (x,x + U,V + W) Y(T_(w+v)) du dv

Denotemos b(x,u,w):=A(x,x+u,w) . Entonces b=1lim bE , donde
e~+0

bE(x,u,w):f A(x,x +u,w) y(Tew)

Claramente b_ se anula para (u[>M vy, por lo tanto, de (2.72) se

sigue que

I = J be(x,v,w+v) dv ,

A

donde be es la transformada de Fourier con respecto a la segunda va-

riable. Estimamos ahora DB 0‘b . Para Ne¢Z , tenemos

(2.73) lvlZN BD b (x V,W)= IVIZN B I e2niu'VA(x,x+u,w) Y(TEW) du ,

Dy Dy
lul <M
escribiendo lvlZN emiu- V-( 4w 2) N N 2n1u v y integrando por partes,
(2.73) es igual a
_— B, u+B, a a
C.L. f eZmiuv (D,'D, “Dy' A)(x,x+u,w) D % (yT w)du ,
[ul=2N ‘ [ulM
B+8,=B

donde D. es el operador diferencial con respecto a la i-&sima varia-

ble. Como A« Srg 5 obtenemos que
»

m+8a (2N+|B|)-pa1 lal

BD b (x,v,w)| €C (T+n(w) " ,

I| 1Dy
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donde C es una constante que no depende de € . Por lo tanto,

(2.74) ID)B( D:: ge(x,y,w)l <C v~V (1+n(w))m(\),|8|,lal) ’

para todo veZ, Y m(v,IBI,Ial):=m+6an(v+|8|) -pallal . Si en
(2.74) consideramos |vi 21 y v suficientemente grandc, entonces

- -a,v m@, 181, lal)
DB D% b_(x,v,wev) | <C n(v) | (1*n(ved
X W €
-v(a,-8a _)+da_|Bl-pa,lal+m
<C n(v) 177 n 1

. (1+n(w))m(\”|8' ,lal)

1

Por consiguiente, como §< a, a;l ’ IDfc Dz be(x,v,ww)l estad acotada

por una funcién integrable en v , para v grande. El Teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue garantiza que

lim I be(x,v,w+v) dv = J B(x,v,w+v) = p(x,w)
e>0

Mis alin, p(x,w) cCCR'xR") vy

2.75) 108

° 0% paw)l < € (14n@))*

para Ac¢R . En consecuencia, p(x,y,w)=p(x,w) satisface (2.64). De-
sarrollando en serie de Taylor la funcién b(x,v,*) obtenemos

Q PN

V, Dg h(x,v,w)

(2.76)  blxva) - ) L

fal<N
N ‘ N-T a7
= z —,—VGI (1-t) D(; b(x,v,w+tv) dt
laf=N & 0
De (2.74) y (2.76) se siguc
~ VG. a
(2.77) Ib(x,v,w+v) - = D3 b(x,v,W)|

[]
lal<N &

<C IVIN-\) sup {(1,+n(w+tv))m("’0,|'-1')}

O<tx1

para todo N y v pertenccientc a Z_ . Como tomamos la transformada
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de Fourier de b con respecto a la segunda variable, tencmos que

a A . A
I 57 Dg b(x,v,w) dv Z Cf; lal é%-ﬂa J (D; b) (x,v,w) dv

laf<n } O ol <N >
G ar 05y (o)
N iylal 1 o na
= j£1 la%zj (é%) o 5T (D3 D5 A) (x,x,w)
Por lo tanto, escribiendo
p.= 1 &Lt g oxm

] lal=j
resulta que
8 v m-j(pa]-éan)+58'a—py-a
1D, D, pj(x,W)l < C (1+n(w))
lo cual implica
"5 '
(2.78) pj € Sp,é para mj =m - J(pal- 6an)

Como Gan<:pa1 , mj tiende a - , cuando j tiende a = . En conse-
cuencia, si probamos que la sucesidn P; satisface ademds (2.65), de
acuerdo a la proposicidn (2.63), concluimos la prueba del Teorema. Es-

timemos

a
v a
y s D3 b(x,v,w)} dvi

(2.79) Ip- ) p:l = lf {B(x,v,w+v) -
la| <N

jen )
Para ello, considcremos primero el caso n(w) >Z2K , donde K es la

constante que aparcce en (1.3).

A partir de (2.77) sc siguc que

N-vI m(v1,0,N)
Ip - Z p.! SCI -1 v] sup {(1+n(w+tv)) } dv
j<N J n(v)<(2K) '‘n(w) O<ts1
N-v, m(vz,O,N)
+C J r (1+1vt)  “ sup {(1+n(w+tv)) }dv
n(v)>(2K) ‘n(w) 0-t<l
=: 1, + 1
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para todo v],vzez+ .
Estudiemos I] . Eligiendo v =N , tencmos

I, = sup {(1+n£w+tv))m(N’()’N)} dv

! In(v)s(zx)"n(w) 0<ts]
Como <!San<pal , tomando N suficientemente grande m(N,0,N) =

m + N(éan-oa1) <0 . Luego, observando que

noHtY) 2 K nw) - n(v) > (27 nw)
se deduce que

C (1on(w))"N,0,N)+1al

[ e}
IA

Mas afn,

1
TS

m(N,0,N) + jal = N(Gan-pa]) +m+ |al
tiende a -» cuando N tiende a = .

Estimemos 1 5 - Supongamos primero que § >0 y notemos que,

para v, suficientemente grande, N - v, < 0 vy m(vz,O,N) =m+¢ a V-
a
pa, N=0. Entonces, como |v| 2n(v) ] para n(v) >1 , obtenemos
(N-v )a] m(\)z,O,N)
IIZI <C f -1 (1+n(v)) sup {(1+n(w+tv)) }dv .
n(v)>(2K) ‘n(w) O<t<1

Como

P+n(wrty) < C (n(w) + n(v)) < Cn(v) ,

usando nuevamente que  §<a, a ', tenemos que

Nu](l-p)-vz(a]-dan)+m
dv

IA

poY (1+n{v))

(:J
n(v)\(lK)-ln(w)

Na (l-p)-vg(u]-6:1")+m+l:nl
Co(l+n(w))

Eligicndo v, =v,(N) suficicntemente grande, se sigue que

= N:ll(l-p)-v,(N) (ul-&un)+ln+|;||
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tiende a -» cuando N tiende a o .,

Consideramos ahora &6=0 . Como m(vz,o,N) =m-pa, N<0Q0 para
N suficientemente grande, resulta que

(N-vz)a1

IIZI <C f (1+n(v)) dv

-1
n(v)2(2K) 'n(w)
Por lo tanto,

(N-vz)a1+|nl
1,1 = C (1n(w)

Para v2==v2(N) suficientemente grandc, tcnemos que

2,_
uN.- (N-\)Z(N)) a]+ lal
tiende a -« cuando N tiende a = ,

Tomando uN==min(u;,u§), hemos probado que la sucesidn pj

satisface (2.65) cuando n(w) > 2K .
S6lo nos resta considerar el caso n(w) < 2K . De (2.77) obte
nemos

p- 1 pjisc| VN sup  {(1enurtv))™O 0N gy
jN n(v)<l Osts1

+ C f (l+IvI)N-v sup {(1+n(w+tv))m(v’0’N)} dv
n(v)>1

O<t<i

Como m(0,0,N) =m-pa N<O para N grande, I1 estd acotado por

]
u
C (1+n(w)) N,

dondc ué tiecnde a - cuando N tiende a <« . Para acotar I2 , ob

scrvemos que | 2(2K)-] n(w) . Luego, procedicndo como en el caso ante

rior para la estimacidn de I2 , obtenemos la cota desecada. Esto es
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2
U

Ll < C (len@w))
donde ui tiende a -« cgando_ N tiende a « . Tomando como antecs
uN==min(u;,p§), la sucesidn pj también verifica (2.65) para n(w) <

2K .///

Este Teorema nos permite introducir la siguiente definicidn.

(2.80) DEFINICION. El1 simbolo de un operador L« " 0,6 denotado

o(L) , es la funcién p(x,£) asociada a L , como en Teorema (2.71).

Observemos que si L es un operador pseudo-diferencial aso-
ciado a una amplitud Ace S]:: 5 tal que 0<6a <pa1 <a,, entonces de
acuerdo a (2.49) podemos definir o(L) mbdulo s~

Enunciamos a continuacidén algunas propiedades de los simbo-

los, o(L) , asociados a los operadores pseudo-diferenciales pertene-

cientes a IE 5 cuyas demostraciones pueden encontrarse en [C], pag.13.
b

m m' x _ M
(2.81) PROPOSICION. Sea Le Ip,d y Me Ip,é . Entonces L*¢ Ip,é

. Ademds, si p=o(L) y q=0(M) , entonces para todo

m+m'
y IMe Ip,é

keZ,

. m k(pa,-8a_)
L*Y = dylal 1 g0 £) + 1 ’ 1T ""n
o (L*) Ia§<k(2ﬂ) ot Dy D¢ P(x,E) * r(x,£)
m+m" - k(pa]-éa )

o O 0fa) + T8, TeS

a(lM) = ] (2—)

] <

LL SIMBOLO PRINCIPAL

m
P,0

lo principal de orden m de L si p-o(L) e

(2.82) DEFINICION. Sca L T . Diremos que p(x,£) es un simbo-

m(mq &h)

De (2.82) sc deduce que el simbolo principal de un opcrador
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en Im’(S estd bien definido médulo 5'2:§°a1'63n) . La clase de simbo-
los principales de orden m de L serd denotada por om(L) , Yysi p
es un simbolo principal de orden m de L , escribiremos p=om(L) .

Las siguientes propiedades del simbolo principal, son consecuencias in

mediata de su definicidn y de (2.81).

(2.83) Si pzom(L) y q':ome) , entonces

p+q=0o (LM y p=g (L.
(2.84) Sean p=om(L) Yy q=0., (M) . Entonces

pq = o, (IM) .
§.3 LA CLASE Il";

En esta seccidn estudiaremos una clase importante de operado
res pseudo-diferenciales. La misma incluye a los operadores menciona-
dos al comienzo de este capitulo de la forma F-1[(1-x(£))(P(-Znig))'1]* ,
donde P(-2mif) es el simbolo asociado a un operador diferencial para-
bélico. También se consideran en esta clase las ''casi-inversas'' de ope-
radores diferenciales con coeficientes variables tales como

3
P(X',D) = Avw
axn

donde P(x',D) = Zn'I a; J.(x') Dy Dj es un operador eliptico de orden 2
i,5=1 137
con coeficientes 'C" en R" ] .

(2.85) " DEFINICION. Sea me¢R . Diremos que un opcrador L pertcne-

cea IM,si L estden ITO y el simbolo o(L) de L tiene un

I ?
desarrollo asintdtico de la forma

oL) = I ) P8
j20 lal=j



donde pa(x,g) pertenece a ST-g.a y coincide para cada x eR" y
3

n(€) >1 con una funcién homogénea en & de grado m-a<a .
Notemos ademis, que de (2.81) se obtiene ficilmente que las
clases Il"; para todo m en IR , son cerradas con respecto a la suma,

composicidn y operacién de tomar adjunto.

Vamos a aplicar ahora los resultados obtenidos en el capitu-
lo anterior a los operadores pertenecientes a las clases IE , con
m<0 . Con estec propdsito demostraremos una serie de lemas y luego re-
sumiremos sus resultados en el Teorema (2.95). Para ello necesitaremos

la siguiente definicidn.
(2.86) DEFINICION. Sea me¢R tal que [P,m]l=@ . Definimos
{((P,m]] = {aezf raca < -(m+fal)}

Diremos que O[(P,mll=s , seZ , si [[(Pmll#@ y s=mix{lal:

ae[[P,m]]} .

(2.86) LEMA. Si [P,m]=¢ , entonces (P,m+8-al=0 para todo

BeN" .

Demostracién. Supongamos que existe B «N? tal que

[P,m+R-a) # ¥ . Luego, existe anZI: tal que -(m+B-a+lal)=a-a . Por
lo tanto, -(m+|al)=(a+B)*a y (P,m]#6 , lo que contradice la hipd-

tesis del Lema.///

(2.87) LEMA. Sea m<-lal y ([P,m]l=@ . Supongamos que O[[P,m]]=N.

Entonces m+Bea>-lal para todo BeN' tal que |Bl>N .

PR : n
Demostricidén. Supongamos que cxiste B-N  con (Rl >N tal

que m+B-as<-lal . Como [P,m]1=@ , m+*Bea<-Jal . En consccuencia,

Be [(P,m]] y [BI>N, lo cual contradice lo supucsto sobre OL[P,m1].///
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(2.88) LEMA. Sca p(x,£) un simbolo perteneciente a la clase ST 0°
’
m<0 , el cual coincide para cada xeR" y n(€)>1 con una funcién,

q{x,£) , homogénea en ¢ , de grado m . Entonces, si m>-la| ,

Fg(p(x,i)) (z) = P(x,z) + h(x,z) ,

donde P(x,z) eCm(JRn XRn) y h(x,z) ¢ Cw(anx GRn- {0})) , es una fun-

cidén homogénea de grado -m-lal con respecto a la segunda variable.

Demostracion. Sea ¢(£) ¢ C:(ﬂi{n) tal que ¢(£)=1 para

n(€) <2 . Entonces
p(x,£) - a(x,8) = [p(x,&) - q(x,£)] ¢ (&)

Para calcular la transformada de Fourier de p(x,£) - q(x,8) , observe-
mos primero que p(x,£) ¢(£) pertenece a Cw(anx}Rn) y tiene soporte
compacto en £ , por lo tanto Fg(p(x,c‘;) $(£)) (z) es C con respec-
to a las dos variables x y z . Por otra parte, q(x,£) ¢(§) tiene
soporte compacto en & y es homogénea de grado m>-lal cerca del o-
rigen, lo que implica que q(x,£) #(£) es una funcién integrable en

£ . Por consiguiente

Fe(ax,6) 6(8) () - [ e 2MEZ (e by p(e) d

es una funcién infinitamente diferenciable en x y 2z . Luego, si

P(x,8): th(p(x,ﬁ) - q(x,&)) ¢(E)] (2)

Fg(p(x,ﬁ)) (z) - FE(Q(X.E)) (z) ,

hemos probado que Pe¢ Cm(Rann) . Mis aln, de (1.52) y (1.59) obtene-
mos que

Fea(x,£)) (2) = hix,2)
donde h(x,z) es una funcién homogénea en z , de grado -m-lal>-lal.

En consccuencia,
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Felp(x,8)) (2) = h(x,z) + P(x,2)

Para ver que h(x,z) pertenece a CmﬂRnx ®" - {0})) , s6lo debemos ob
servar que, en vista de (2.13),. Fg(p(x,g)) (z) es una funcién infini-

tamente diferenciable sobre R x (]Rn -{0}) .///

(2.89) LEMA. Sea p(x,E) como en (2.88). Supongam;)s que m< -|al
y [P,m]l=0 . Entonces
Fe(p0,E)) (2) = P(x,2) * hix,2)

donde P(x,z) ¢ Cm(anXRn) y h(x,z) ¢ Cw(]Rnx GRn - {0})) , es una fun-

cidn homogénea de grado -m-|al con respecto a la segunda variable.

Demostracién. Como m< -lal implica que [[P,m]]1#@ , proba

remos el Lema por induccién sobre O[[P,m]] . Supongamos que
Ol[P,m]]=0 . Sea q(x,£) como en (2.88). Aplicando la férmula de Eu-

ler, obtenemos para n(£) > 1

: P) (X)E) - !a| p(x)E.v) .

n 3 n 3
m p(x,£) = jZ1 a; & gg—jp(x,ﬁ) = _21 3, %; (g;

J'_‘

Por lo tanto,

n
p(x,&) + qijaIT j-§-1 3; % (Ej p) (x,§)

pertenece a C®"xR") vy tiene soporte compacto sobre {n(g)st} .
Luego, su transformada de Fourier con respecto a £ es una funcidn in-

finitamente diferenciable de x y z , P(x,z) . En consecuencia,
- . 1 . . . ,
(2:90)  Fep(,0)(2) =Ple,2) + —gpary |y 2 2) Fo(E;p(,0) (2)

Notcmos que P; (x,8):= Ej p(x,£) coincide con una funcién homogénca en
¢ dc grado m+uj =m+cj «a . Como de (2.87) se tienc que m+ej- a>-lal,

podemos aplicar (2.88) a P (x,£) obteniendo
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Fe(p(x,€)) (2) = P(x,2) T,H—}a—,yg aj 2miz; (b (x,2) + P (x,2))

donde Pj (x,z) estien C R x]Rn) y hj (x,z) pertenece a

R~ ®"- (01)) y es homogénea en z , de grado -m-lal-aj . Por
consiguiente, nuestra afirmacién se cumple en este caso. Con el fin de
completar nuestro argumento inductivo, consideremos que O[[P,m]l]l=s ,
donde s es un entero positivo. Supongamos que la tesis se satisface

para todo m'<0 tal que O[[P,m']]ss-1. Denotando

= {15 Snim+a; >-lal} , aplicando.la férmula de Euler

y transformando Fourier con respecto a £ , como en (2.90), tene-

mos que

Fe(p(x,£)) (2) = P(x,2) + —WE 1 aj 2mi 2y (e p(x,0)(2)

+ ng 3y 2mi 2 Fe(€5 p(x,€))(2)] .

Si jeJ , entonces de (2.88) resulta

(2.9 z; Fe(65 px,E) () = P5(x,2) + hy(x,2)

donde PJ- (x,z) esta en Cm(]RHXIRn) y hj (x,z) pertenece a

CwGRnx GRn- {0})) vy es homogénea en z , de grado -m-|al . Por otra
parte, de (2.86) se sigue que m+aJ. <-lal para todo j¢J . Claramen-
te O[[P,m+ajJ] <s -1 . Por lo tanto, aplicando nuestra hipdtesis in-

ductiva a Ejp(x,g) , la tesis se satisface para todo jéJ .///

Resumimos (2.88) y (2.89) en el siguicnte corolario.

(2.92) COROLARIO. Sca p(x,£) como en (2.88). Si (P,ml1=6 , cnton

ces

FE(p(x.E)) (z) = P(x,2) + h(x,z) ,
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donde P(x,z) estd cn db031XIfﬁ y h(x,z) pertenece a

R x ®™- {0})) y es homogénea de grado -m-lal , en la segunda va-
riable.

(2.93) LEMA. Sea p(x,t) el simbolo dado en (2.88). Si [P,ml#@ ,

entonces

Fe(p(x,8)) (2) = h(x,2) + Q(x,2) log (217 + P(x,2)

donde h(x,z)e:CwGRnx mfl-{O})) y es homogénea de grado -m-lal ,
P(x,z)e-dn@f1XHfﬁ y Q(x,z) es un polinomio homogéneo en z de gra
do -m-lal cuyos coeficientes son funciones infinitamente diferencia-

bles de x .

Demostracidn. Probaremos el lema razonando por induccidn so-

bre O[P,m] . Estudiamos primero el caso O[P,m]=0 , esto es m=-|al.

Sea q(x,£) la funcién dada en (2.88). Definimos la distribucidn qQ

por
4 W = [ at,6) 1) - w0 x(©) de

donde x(£) es la funcidn caracteristica del conjunto {n(g) =1} .
Sea ¢eC ") tal que ¢(€)=1 para n(f)<2 . Es facil ver que la

transformada de Fourier de la distribucién q,% esta dada por

2mize§

P (0,0)(2) =q, (72" 4) = [a(x,) 0(0) (e X(E) dE .

Claramente Fg(qx¢) es una funcidn infinitamente diferenciable de x
y z . Por otra parte, aplicando ¢l Teorema (1.060) obtcnemos que
Fp(a,)(2) = hix,2) + M(x) P(2) + M(x) log (n(2)17"

donde h(x,z) ¢s una funcidn homogénea de grado cero con respecto

z , M(x):= f n- 1 Q(x,£") w(&') do cs una funcion infinitamente diferen
S
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ciable y Po(z) es un polinomio. Por lo tanto, denotando
Pi(x,2):= FL(p(x,8) - q,(8)) ¢(8)] (2)
tenemos que
Fe (p(x,£)) (2) = h(x,2) + M(x) log [n(2) ' 1+ M(x) Py (2) + P, (x,2) .

Para completar la prueba en este caso, s6lo nos resta ver que h(x,z)
estid en Cm(Rnx (]Rn- {0})) . Esto es cierto pues de (2.13) se sigue
que Eg(p(x,g))(z) es C  sobre R"x GRn-{O}) . Sea s un entero
positivo. Supongamos que O[P,m]l=s y que la tesis se cumple para to-
do m'<0 tal que O[P,m']J<s-1 . Procediendo como en la prueba de
(2.89), aplicamos la férmula de Euler obteniendo

1 dh :
(2.94) FE[p(x,g)](z) = P(x,2) +sz1 a; 2111zJ. FE(F,j p(x,£))(2)
donde P(x,z) pertenece a Cm(JRn x}Rn) . Notemos que pj (x,8):=
gj p(x,&) coincide con una funcidén homogénea en £ de grado m+aj SO
bre {n(§)21} . Si [P,m+aj]=ﬂ , de (2.94), 1la tesis sigue aplicando
el Corolario (2.92) a pj (x,£) . En caso contrario, si [P,m+aj]#ﬂ ,
entonces a partir de (1.65) obtenemos que 0[P,m+aj] £s-1 y podemos
usar la hip6tesis inductiva obteniendo de (2.94) la conclusién desea-

da.///

(2.95) TEOREMA. Sea Le¢ Iﬂ , mMm<O0 . Entonces L es un operador in-

tegral con un niclco K(x,y) que satisface las siguicntes propicdades
(2.96)  K(x,y) ¢ C ()

(2.97) Para cada entero positivo N tal que Na, -m- lal >0 , tenc
mos

KoGy) = 5 h(x,xey) + Q2 (x,x-y) log n(x-y)1 7" + Ry (x,x-y)
[af<N '
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donde ha(x,z) y RN(x,z) pertenecen a Cm(JRnx (JRn- {oh)) , ha(x,z)
y Qa(x,z) son funciones homogéneas de grado -m-|al +a+a con res-
pecto a la segunda variable, Qa(x,z) es un polinomio en z cuyos

. . . . .. . . a
coeficientes son funciones infinitamente diferenciales de x , Q (x,z)

B

zP\N(x,z) es acotada sobre R xR" para

=0 si [P,m-acal=@ y DID
B-a<Na1-m~IaI .

Demostracién. De acuerdo a (2.85) tenemos que

Lo = 1 din [[ e THONE ey y@ o Wexey) £0) a de
0<ial<N e+0

+ I e TV E £ (x,6) W(x-y) £(y) dy dE

donde We Cz es tal que W=1 en un entorno del origen, pa(x,g) es
tien S" 2 y coincide para cada x eR" y n(€)=1 con una fun-

cién homogénea en £ , q*(x,£) , de grado m-aca vy rN(x,ﬁ) eSI]'l-S]N .
’

Por lo tanto,

L = L*+B ,
laf<N
donde L*c1™%? y Be 11"1"31 es el operador integral definido por

el nicleo
ReGo2)i= [ 728 1) dg1 W)

Como la integral es absolutamente convergente para Na, - l[al -m>0 ,
Rl:l(x,z) esta bicn definido. Ademas, Rr;(x,z) es una funcién continua
y acotada tal que DI DS R;J(x,z es acotada y continua si B-ac< NuI
-m-lal . Sca acN' fijo y denotemos por m'=m-a-+a . Como

LY (x) = Lin “ o MY %y ) Y (T_£) Wix-y) £(y) dy ds
€
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entonces integrando con respecto a y tenemos que

L% (x) = f p*x,E) e TMXE oy a

donde g(&) es la transformada Fourier de W(x-vy) f(y) con respecto
a y . En consecuencia, para complctar la prueba de (2.97) serd sufi-
ciente ver que la transformada de Fourier de pa(x,g) con respecto a

£ es una funcidn de la forma
(2.98)  h%x,2) + (x,2) log [n(2)17 + P*(x,2) ,

donde ha(x,z) y Qa(x,z) son como en (2.97) y Pa(x,z) pertenece
a Cm(]RHXJRn) . Si [P,m']J=P wusando el Corolario (2.92) se sigue

(2.98), con Qa(x,z) =0 . El caso contrario, [P,m']J#@ , resulta de
aplicar el Lema (2.93). Luego, definiendo RN=RT:1+ 7 P obtenemos

lal<N
(2.97) y por consiguiente (2.96).///
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CAPITULO III

ACOTACION EN ESPACIOS LP DE OPERADORES
PSEUDO-DIIFERENCIALES

En este capitulo estudiamos las propiedades de continuidad

de los operadores introducidos en el capitulo anterior.

Definimos primero espacios de Sobolev adecuados y considecra-
mos en (3.11) 1a acotacién en estos espacios dc los operadores pseudo-
diferenciales pertenecientes a IE 5 Luego en Teorema (3.13) obtene-

3

mos la acotacién en norma LP de operadores definidos por una ampli-

(o]
1,6

de David, Journé y Semmes (ver [DJS]), las estimaciones dadas en la

tud pertenecicnte a S . Como consecuencia de resultados recientes
prueba de (3.13) para los nicleos de estos operadores implican, en par-
ticular, que son operadores de Calderdn-Zygmund sobre el espacio de ti
po homogéneo, normal de orden allal'1 , GRn,dIal,m) (ver pag.7). Es-
to proporciona ejemplos de operadores de Calderén-Zygmund sobre espa-

cios de tipo homogéneo.
2
ACOTACION EN NORMA L~

. . 2 2
Estudiamos la acotacidn en norma L~ de los operadores per-

tenecientes a Im
p,d

cién inmediata de la dada en [C], Teorcma 6, por lo que sdlo damos a

con m<0 . La prucba de la misma es una adapta-

continuacion un bosquejo de su demostracion.

m
p,6

14

(3.1) TEORIMA., Sca L. 1 con m<0 ., Entonces L es un operi-
2
dor continuo de L2 cn L7 . Mis adn, cxisten un entcro no negativo

M y una constante positiva € tal que

“l‘r“ ‘)5C NKIX sup {lnc: I)B “I A((,y’.{“
L- laty+B]M x,v,o RY y ¢

'(]+”(E))-(m+6(u+ﬁ).“-p“.Y)}||fH LZ .
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Demostracién. Necesitaremos el siguiente lema cuya prucba

es esencialmente la misma que la dada en [C] pag. IS.

(3.2) Lema. Sea p(x,f) pertenccientc a Sz s con ané <a p<a,
! ’
y sea N>0 tal que |[p(x,&)l 52-1N para todo X,{ en R" . Enton-
ces para cada entero positivo k existe Bk en Ig 5 tal que
b

* * 2

BkBk"'L L=1IN +Rk ,
donde R, estd en I'k(a1p'an6) .
k 0,6

Demostracion del Teorema. Supongamos primero que m< -|a|

En consecuencia,

|Lf(x) ]|

|” e YN E f(x,y,8) £(y) dy de]| = l[ k(x,y) £(+) dy|

II k(x,z+x) f(x+z) dz| ,

lz]<M,
pues k(x,y) se anula para |[x-y]| 2M1 . Elevando al cuadrado, inte-
grando con respecto a x ambos miembros y aplicando luego la desigual
dad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

(3.3) [ lLf(x)l2 dx < J (I lk(x,x+2) | |f(x+z)| dz)? dx
lZIsM1

1 {z]<M

<G sup Ik(x,x+2)1? [I 1E(x+z) % dz dx
| IzIsM1
xe R

2 2
< Gy sup Ik(x,x+z)| ”f“lz

] I:Isl\lI
x« RN
Como m<-'al , tencmos
(3.4) sup [k(x,x+z)| ~ sup li\-(—lh‘il—-:—nL J (1411(£) ym Jdf,
1z] <M, X,Y,50 R (1+n(£))
X« RN
<C  sup 1AG,Y, 01

X,y 6 R (1+n(e))"
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De (3.3) y (3.4) se deduce

A -
(3.5) |L£]| 9 S CM sup n 1Ak E)ml || £]] 2
L 1 x,y,6eR° (1+n(£)) L

Usaremos ahora el Lema (3.2) para un k grande, k(al p-an_6)>-|al ,

tal que Ry satisface (3.5). Por consiguiente, para f en S sigue
* * 2 2 2 2
(3.6) (BB ErLLE, £ =N IEll 2 RED < N+ IR NIEN 5 -

Como el miembro izquierdo de (3.6) mayora a ||Lf||22 , Tesulta la acota
cion L2 . La estimacién deseada para la norma se tbtiene usando (3.3)
para R Y estimando su nicleo a través del estudio de los pasos se-
guidos en la construccidn de B, en el Lema (3.2), ver por ejemplo

[K] , Teorema 4.1, pag. 79.///

Con el propdsito de introducir espacios de Sobolev apropia-

dos, para el estudio de propiedades de continuidad de los operadores en

m

0.6 damos a continuacidn la siguiente definicién.
’

I
(3.7) DEFINICION. Dado s e¢R , definimos para toda ue S'

2.-s/2 a

BPu=F ((+n©)? )

Claramente J° es un operador continuo de S en S vy de
S' en S' . Ademis, la familia {Js}s forma un grupo, esto es JStt -
Rl L
(3.8) DEFINICION. Dado s eR , definimos

H, 2= IIS(]Rn):= (uesS': J°5 ue LZ(]Rn)}

lull,, = 1975wl ,
S L
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(3.9) PROPOSICION

(i) Si t<s , entonces Hs estd contenido continuamente en H, .
(ii) J° es un isomorfismo suryectivo de Ht en “t+s .
(iii) nH_<C” y uH_ sE'

s S s S

Demostracidon. Para ue H, , tenemos que

hall =03 Eul =135 S L= E tasn)?) T2 sy Ty
H L2 LZ LZ

t
-(s-t)/2 ,;-s "

1 (1+n(E)%) (5w uL'2

IA

13 %ull 5 = ull -,

L H,

lo cual implica (i). La prueba de (ii) es inmediata. En efecto, si

ueH, Tesulta que

oSull = TS Sup =, =

Heyo L L H,

Para demostrar (iii) s6lo debemos observar que si

;{s:= fueS': (1+1819%2 412 @Yy

entonces las siguientes inclusiones son continuas

-~

(3.10) HSarl c Hsc Hsal cll c H_Sc H-sa ’

-sa] n

para s>0 .///

(3.11) PROPOSICION. Sea L« I':: 5 2 mcIR . Entonces L es un opera-

dor continuo de fl, en H,__, para todo sk .

Demostracién. Por (5.9) (ii) scerd suficiente probar que

S=J">LJ% ecs un operador continuo de LZ cn l.2 . Si
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LE(x) = [ e 2MXE hix,E) £(E) dE
entonces
LJ% £(x) = lim ” TGN b ey (1n()D) ™S n(T, 8) £(v) dy de

>0

Por lo tanto, como en (2.49) podemos escribir

(3.12)  LJ°f(x) = LX) + Lfx)

donde L]e 12'2 y L2 es por (3.10) un operador continuo entre dos
?
espacios de Sobolev arbitrarios, en particular, es un operador acotado

de L2 en H . En consecuencia

sf = JW° L + Jmn-s L,f

Como .fm-slq es, por (3.9) (ii), continuo de 1> en L? , sblo nos

resta probar que la misma acotacidn es vélida para Jm-slq . Si

a1(x,£)e SE:§ es el simbolo asociado a L1 , entonces procediendo co-

mo en (3.11) obtenemos

s-m
2

) = [ e T 0" © o

S-m

- tin [ [ 2N E (1an(©)]) T & ,6) n(1,0)
e+0 .

f(y) dy d¢
= §,f(x) + S,f(x)

o
donde S1t.Ip s Y S2 es un operador acotado en norma L2 . Aplicando
el Tcorema (3.1) a S1 , S¢ obticne que S c¢s continuo de L2 cn L2 ,

lo QUC prucba la proposicién.///
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ACOTACION EN NORMA LP, 1<p<w .

En el préximo teorema demostramos la acotacidén en norma P

de los operadores definidos por una amplitud A perteneciente a Sc]) 5
?

1

con &§«< a, al; . En la prueba del mismos usaremos sélo una derivada de

A en las variables x e y y un nimero finito de derivadas en la va

1

riable £ , parte entera del nimero (Ial+1+an) a; . Probaremos ade-

mas, que estos operadores son operadores de Calderdn-Zygmund (ver
[DJS])-en el espacio de tipo homogéneo normal de orden a, Ial-1 ,

(Rn,d,m) , considerado en el Capitulo I.

(3.13) TEOREMA. Sea L el operador definido, en (2.23), por una am

1

0 - -
con §<a.a_ ' . Entonces L es un operador continuo

1,6 1"°n
de IP en IP , para 1<p<e ., Mids aim, L es un operador de Calde-

plitud AeS

rén-Zygmund en (Rn,é,m) .

Demostracion. Sea

fke(X.y) f(y) dy ,

Lf(x) = lim Lef(x) = lim
e+0 e+0
donde
-27i(x-v) * :

k_(x,y) = f e M fx,y,0) n(T, £) de

Usando 14 descomposicidén (2.49) y el Teorema (3.1) obtenemos
(3.14) IL_£ll 5 sC, ||£]l ,

€ LZ 1 LZ

donde C, es una constante independiente de ¢ . Probaremos ahora las

1
siguientes estimaciones

(3.15) Ik _Coy)l < G, neey 2

(3.16) 17, k(x| < Cynfey) 2 CTE

donde C2 y C, son constantes independientes de € y O<t<1 .

3
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Si suponemos que, ademis de (3.14), se satisface (3.16), en-
tonces por argumentos usuales adaptados a la teoria de espacios de ti-
po homogéneo (see [CW]), el Lema de Fatou y la proposicién (2.23) se
sigue la.conclusién del teorema. Por otra parte, el niGcleo K asocia-
do a L también satisface (3.15) y (3.16), lo cual junto a la conti-

nuidad en L2 implican que L es un operador de Calderdn-Zygmund en
®",5,m) .

Con el propdsito de probar (3.15) consideramos una funcidn
weC RY , tal que Osw<1 |, w(t)=1 si tel3/2,5/2] y w(t)=0

si t/(1,3) . Entonces si
1

¢j(E) =w(n(T _. £)) L ] w(n(T -k N,
2™J keZ 2
tenemos que Os¢>js1 , SOp (¢)={2jsn(g)s Zj 3} y } ¢j(g)=1 pa-
o je
ra £#0 . Sea wecomﬁ),05¢s1 , tal que w(E)=1 si n()<1/4
Yy $(£)=0 para n(£)>1/2 . Por lo tanto, escribiendo

Ae(xs)’:g):"— A(X’YNS) n(TE £) ’

obtenemos

17 Koy = [ TN 4 6y wie) o

) J e TV E 4 (x,y,6) (1-0(€)) o, (8) dE
J<0 J

) J e ZMY)E 4 (x,y,6) (1-0(E)) ¢:(E) dE
j=0 € J

_ J e-Zﬂi(X.Y)'E be(an9E) d¢ + Z kg(x,y) .
j20

donde

-1
b (x,,£):= A_(x,y,8) w(€) + ]

)=-3
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ooy = [ TR y,0) 050 &

En consecuencia, de (3.17) se sigue

(3.18) k. (x,y) = kl(x,y) + I K (x,y)
]2

Primero estimamos [ kg(x,y) .Para MeZ e i=1,2,...,n, tenemos

j=20

E:

M ey e [o 2Ty E M
.19 1oy ami=cife T A, (7, 6) 05(8) de

-]1C.L. Ie'z“i("'”'gns’. A_(x,Y,E) Dﬁ. 5 (6)

s+f=M E‘1 i
-£ja,
2 Lge
'jaiz -ais
s C.L. 2 _ ~ (1+n(8)) d¢ .
s+L=M 2 en(e)<233
Luego,
. -ja.M .
(3.20) I(xi—yi)M Moy scz2? pJlal

Veremos que la desigualdad
N

(3.21) 2 Ikg(x,y)l < ¢ 2llal

se cumple para todo entero Nzan a;l .

" En efecto, de acuerdo a (3.20) para M=N obtcnemos que

. 1/ai a; N j al
(23 Ixi-yil ) Ike(x,y)l < C 27

Si ZJIxi-yiluaizl , Como a; va, , (3.21) sc satisface cn cste caso.

l/:li(1

Supongamos ahora que 2! lxi-yil . La condicién N= ana]1 impli-

ca que existc un centero N' tal que
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1
(3.22) ay N' < a, N
Eligiendo M=N' en (3.20) y usando a; <ay resulta que

1/a. a_N'

@ xg-yl D eyis ¢ 21

En consecuencia, de (3.22)'obtenemos (3.21).

Por otra parte, tomando M=0 en (3.20) y aplicando (3.21)

se sigue que

ja,N n a1ai1N . lal
(1+2 L Ixg -yl ) 1K,y s C 2
i=1
Usando (1.6) tenemos

ja1N a1N . al
(3.2 (1+2 " aGey) ) Koyl sc 2

Por consiguiente, es valida la acotacidn
N a.N

. . ja
(3.28) K= 17 Weyisc § 23R g T ey
€ j20 € j=0

) '

Si a, s 1, eligiendo

N=(la] +1) 3;1 s, 0ss<1

se satisface

(3.25) aN-=lal +0 ,

1

donde O<o:=1- a;s . En caso contrario, si a,>1 tomando

1

N=(lal +1)-s , 0<ss <1 ,

se verifica (3.25) para o positivo definido por

o: (a1 - 1) lal + a1(1 -s)

Por lo tanto, podcmos cscribir (3.24) como

Kooyt s ¢ 3 213l gy v Q31 iy falvoy-d

j=0
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Sea re¢R tal que n(x-y) = 2" . Entonces

(3.26) |k§(x,y)| cc | Plal [y, pilalve) yr(ialse)y-
j=0

Para estimar la suma en (3.26) consideramos primero r=>0 . Luego, ob-

tenemos

.27 Kyl < 27T 2T 279 g gongxeyy IR
320

Si r<0 , escribimos -r=k+s con keN y 0<s<1 . Entonces

k+1 . .
(3.28) dlal [, ,illal*e) ,r(lal+o)-1
j=0
k+1 .
j=0
<c 2 lallr+s) _ n(x-y)'lal
4
(3.29) y 231l g, pi(ial*e) or(ial+o) -1
j=k+2
y 2G*ke2)1al [, 5 (3+Kk+2) (lal+0)pr(lal+o) ;-1
j=0
< 20(5-2) 2'r|a| Z z‘jU
j=0
<C2 rial C n(x-y) lal
Por consiguiente de (3.26), (3.27), (3.28) y (3.29) se sigue
que

Koy < € onleey) T2

Para obtcner (3.15) s6lo nos resta estimar k::(x,y) . Note-

mos que para todo M¢N se cumple la siguicnte acotacién
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I(xi-.yi)M k;(x,y)l CC |I C-Zui(x-Y)'E Dg‘ [Ae(x’y’g) w(E)1 dE

1

_ -1
. J CHTOINE G T A Gy,8) [T- (@] ¢ asisC.
1/4<n(£)<3/2 R

Eligiendo M conveniente y usando (1.6), sc tiene que
1 R -lal
IkE(x,y)) - C n(x-y) ,
completando la prucba de (3.15).

Con ¢l propdésito dc establecer (3.16) estimamos (xi-}'i)M

Vx ykg (x,y) como cn (3.19), obteniendo que

1/a. a.M j(|a|+an)

j } iy i j
(2 le yil ) va’y kE(x,y)l <C2

S1 a1s1 , cligimos N=(Ia|+1+an) a;1 -s con 0O<s<1 y en caso con
trario, esto es a, >1 , tomamos N= Ial+1+an-s con 0<s<1 . Para
acotar la suma en j procedemos como antes, resultando que

= i(lal+a)) j(lal+a_+o) lal+o+a_ _
W,y kg(x,y)l ¢ -zo ; T2 n(x-y) ny-
’ J=

-1
-lal (1+a_lal ") -1-
C n(x-y) n - Cn-p 2H0ETY

donde O<t:i=a_ la|-1s1 . Esto prucba (3.16) y el Teorema.///

IA

ento A. Macias
Dinecton

. Vivdand
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