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IhHRODUCCION

E1propósito de esta tesis es el estudio de los operadores

pseudo-diferenciales con homogeneidadesmixtas. E1 caso de este tipo

de operadores con la homogeneidadusual en RP fue tratado por A.P.

Calderón en [C]. En el mismose da una descripción de la transformada

de Fourier de distribuciones que coinciden fuera del origen con una

función homogénea.Luego, estos resultados se aplican para obtener una

caracterización del núcleo de distribución para la “casi-inversa” de g

peradores diferenciales elípticos. Debidoa las condiciones de homoge­

neidad los resultados en [C] no incluyen a los operadores diferencia­

les parabólicos, tales comoel operador relacionado con 1a ecuación

del calor.

En el Capítulo I se generalizan los resultados relacionados

con 1a transformada de Fourier para el caso de distribuciones que son

homogéneasen el sentido más general definido en (1.25). Esto nos per­

mite caracterizar, en Teorema(2.95), el núcleo de distribución para

la "casi inversa" de operadores diferenciales parabólicos. Coneste

fin, en el Capítulo II introducimos una clase de símbolos y 1a clase

correspondiente de operadores pseudo-diferenciales. Estas_clases son

similares a aquellas consideradas por H6rmanderen [H], pero las mis­

mas difieren en el hecho de que en 1a estimación de los símbolos se ha

lla involucrada una métrica de tipo parabólico (ver (2.5)). A continua

ción se obtienen las propiedades básicas de estos operadores con homo­

geneidad generalizada. Además,en este capítulo se definen el concepto

de amplitud y de los operadores asociados a las misnms y también se es

tudian sus propiedades. Se introducen desarrollos asintóticos, los cua

les serán junto con Teorema (1.66) una de las herramientas que nos per

mitirñ obtener la descripción de los núcleos antes mencionados. Im el



II

Capítulo III se discute la acotación en norma Lp y la continuidad

sobre espacios de Sobolev convenientes, de cierta clase de operadores

pseudo-diferenciales. Se obtienen asimismo ejemplos de operadores de

Calderón-Zygmundsobre espacios de tipo homogéneo, cuya teoría básica

es desarrollada en Capítulo I.

Introducimos a continuación la notación que'será usada a tra

vés del presente trabajo.

Si x es un punto en el espacio Euclídeo 191 escribimos

x-y==2? xiyi , el producto escalar en 151. La medida de Lebesgue

de la ¿ola unitaria les 1 es denotada por uh . Comoes usual Sn 1,

representa la esfera unitaria le= 1 , y do la medida de Haar sobre

ella. Escribimos R+= {XeR:X> 0} y denotamos por 2+ el conjunto de

enteros no negativos y con ZZI+lel conjunto de multiíndices, esto es

el producto cartesiano de n copias de 2+ . Dado anÏ , definimos

O. a G.a_ 1 2 n
x -x1 x2 ...xn

Y

0.1 O.
a _ a a nD - . .

0‘1 oLn

3x1 axn

Algunas veces, utilizaremos el símbolo DJ. en lugar de % . El ope­

rador laplaciano DJ?
indicará la distribución Delta de Dirac. Usaremosla siguiente nota­

será denotado por A . Comoes usual, (S

ción para los espacios funcionales: Cam) es el espacio de funciones

infinitamente díferenciables, definidas sobre el conjunto abierto {2,

D es el espacio C262) , de funciones en C0062) con soporte compacto,

mmido de la topología inducida por

IlfIlN= X llDafIImlalsN



III

y S es el espacio de las funciones rápidamente decrecientes dotado

de la topología definida por las seminormas

IIIfIIINM= sup max I(1+Ix|)N D“ f(x)|
’ x IaIShd

Denotamoscon 0' el conjunto de funcionales lineales y continuas so­

bre D y sus elementos serán llamados distribuciones. El espacio de

distribuciones temperadas se expresa como S' y E' denota el espa­

cio de distribuciones con soporte compacto. Escríbimos F(f)= f para

1a transformada de Fourier de la distribución f_, definida, en el ca­

so en que f es una fUnción, por

f(x) = J ezïïi’"z f(z) dz

Cadavez que consideremos funciones de varias variables, f(x,y,€) ,

escribiremos comosubíndice 1a variable con reSpecto a la cual son a­

plicados los operadores, por ejemplo D: f , Pyf ,. . . , etc.
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CAPITULO I

TRANSFORMADA DE FOURIER DE

DISTRIBUCIONES HGMOGENEAS

Para el caso de la homogeneidad usual de Rn , A.P. Calderón

obtiene en [C] una descripción de la transfomada de Fourier de distri_

bucíones que coinciden fuera del origen con funciones homogéneas. En

este capítulo se generalizan estos resultados para el caso de distribg

ciones. que coinciden fuera del origen con funciones que son homogéneas

en un sentido más general.

En 5.1 se dan 1a definición y propiedades básicas de las dis

tribuciones homogéneasen un sentido generalizado. Asimismo, se desa­

rrolla 1a teoría elemental de los espacios de tipo homogéneoque servi_

rá de herramienta para nuestro trabajo. Por último, en 5.2 se obtiene

la descripción de 1a transfomada de Fourier antes mencionada.

5.1 DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS DE FUNCIONES Y DISTRIBUCIONES

HIDGENEAS

Sea {TA:)\>0} un grupo continuo de transformaciones linea­

les sobre an , tal que TAU=TATL1 y T1= I , el operador identidad

sobre Rn . Denotaremos por P el generador ínfinitesimal de TA ,

esto es, TA: exp(P 10g A) . En este trabajo supondremos que P es u­

na matriz real diagonalizable cuyos autovalores {ai};1 satisfacen

0<a1 s .. . s an . Sean D la matriz diagonal con componentes díi= ai

y Q una matriz ortogonal tal que P=QDQ-1 . Denotaremos por a el

vector a:=(a¡,a2,...,an) y por la] la traza de la matriz P ,

ai.
"M:

Ial:=
11

Es muyconocida la existencia de una métrica d(x,y) genera

da por P , para el caso 31:1 , ver [CT]. Sin embargo, si a1 <1



puede demostrarse fácilmente que d(x,y) es una casi-distancia. In­

cluimos estos resultados en 1a siguiente proposición pues serán de

gran utilidad en todo lo que sigue; en su demostración se usan algunas

técnicas de [R].

(1.1) PROPOSICION. Sea F(x,n) =' IT _1xl , con xeR“ y ncR+.
n

Entonces, para cada x? 0 , n(x) es el único número real positivo que

satisface FCx,n(x)) =1 . Más aún, definiendo n(0) = 0 , la función

n(x) es infinitamente diferenciable fuera del origen y verifica las

siguientes propiedades.

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

donde

(1.9)

Tom:me

n(x)20 , n(x)=0 si ysólo si x=0 .

n(x+)’)SK(n(X) +n(>')) ,

n(x+>')sn(x)+n(>') .

n(T)\x)= A n(x) .

-1a n a

_n(x)15 2 lyk|1ak .
k=1

an a1n(x) s le Sn(x) ,

a1 a
n(x) s le sr10K) n ,

Demostración. Como IQxl =

ITnxl

a
=I(n 1 a

para una constante finita K .

si suponemos a1 21 .

donde (y1, . . . ,yn) = Q'1 x

si n(x)s1.

si n(x)21.
-1

IQ xl = le , tenemos que

IQ exp(D log n) Q-1 xl=lexp(D log n) Q-1xl

y1,...,n nyn): ,

()'],...-Yn) =Q-1x . Por lo tanto, sc verifica

an a]
le n = lTan>|xIn , si 0<n:1.

x='l‘ "I‘x=z, un­
Y]

cn (1.9) se tiene



‘ a1 an .
(1.10) Izl n s ITnzlsIzln , 51 n21.

La existencia de una solución n =n(x) , tal que F(x,n)= 1 , es una

consecuencia de las siguientes propiedades de 1a función F(x,*) para

unn-{0}. fijo,

(1.11) F(x,n) + 0 , cuando n-*w ,

(1.12) F(x,n) + w , cuando n-*0 ,

(1.13) F(x,n) es una función continua y decreciente de n .
a

Si n 21 , entonces de (1.9) se deduce que F(x,n) sr] 1 ÍXÍ . Y

(1.11) se satisface. Por otro lado, si n s 1 , a partir de (1.10) se
-a

obtiene que F(x,n) 2 n 1 le y (1.12) se verifica. La continuidad

de 1a función F(x,*) es clara. Veamospor último la monotonía de

F(x,*) . Si n1 n21 s 1 , entonces de (1.9) sigue que

-1a1
F(x,n2) = IT _1T _¡(x)ls(n1n2) IT -¡(x)l

n] 712 n] r11

s FCx,n1) .

La unicidad de la solución 11=n(x) se obtiene facilmente

comoconsecuencia de (1.9) y (1.10). La suavidad de la función n(x)

resulta de aplicar el Teoremade 1a función implícita. Las propiedades

(1.7) y (1.8) de n(x) son una consecuencia inmediata de (1.9) y

(1.10). De la unícidad de n(x) se deduce fácilmente (1.5). Por otra

parte, de (1.7) se sigue claramente que si n(x)==0 entonces x==0 ,

lo que prueba (1.2).

Como F(x,*) es decreciente, para demostrar (1.4) es sufi­

ciente probnr que IT _1 (X'ty)l s 1 . Sean n1 =11(x) y
("1 2

n2==n(y) , usando (1.9) toncnns que



IT _1(X+Y)I=IT _1T T _1(x)+T _1T T _1
(n1*n2) (n¡+n2) n1 n1 (n1+n2) n2 n2

SIT _1 CT_1(x))l+|T _1 CT_1(y))l+
n1(n1+n2) n1 n2 n1 nz) n2

a a

“11 n21s———IT_ (x)l+———IT_ (y)|
a1 n1 211 n1

(n1*n2) 1 (n¡*n2) 2

a a
n11+n21

s -————51 ,
a1

(n1+n2)

pues a121.

Con el propósito de demostrar (1.3), consideremos D' la
-1|

matriz diagonal cuyos elementos dii2=a1 dii , entonces

P = Q D q'1 = Q ai D' Q'1 = a1 P' ,

1

donde P':=Q D' Q- . Sean T>'\=exp(P' logA) y n'(x) la función

asociada que, en particular, satisface (1.4). Por lo tanto,

1 = IT _¡ xl = IQ exp (a1 P' 10g (n(x)'1)) Q'1 xln(x)

= IT' _a (x)l .
n(x)

a 1 a

En consecuencia, n' (x) =n(x) 1 , esto es n(x) = n' (x) 1 , lo que im

plica (1.3).

Sólo nos resta probar (1.6). Si t=n(x) , entonces

n -1 aÉI 23k 1/2
(1.14) 1 = IT _] (x)| = [ Z (t xk ) J .t k=1

3-1

En consecuencia, (1.14) implica que t'l kal k <1 para todo

k:1,...,n . Adenu’ls,como ¿lklíll de (1.14) obtenemos



1 31(31
ï _1 s (t lx I )

k=1 k

Luego

-1a n a

t 1 s X kal 13k .
k=1

///

Consideremosla función no negativa d(x,y)==n(x-y) defini­

da sobre BP x RP . De (1.2) y (1.3) se sigue que la función d(x,y)

satisface las siguientes propiedades

(1.15) d(x,y)=o siysólo si x=y,V-x,yeRn.

(1.16) d(x,y) = d(y,x) , sx” e R“ .

(1.17). Existe una constante finita K tal que

MnY)SK@&J)+dÜJÜ),
para toda terna x,y,z de elementos de RP .

Una función no negativa definida sobre RP x RP tal que sa­

tisface (1.15), (1.16) y (1.17) será llamada una casi-distancia sobre

R".

En 1a prueba de (1.3) obtuvimos que n(x) era igual a una

potencia de unamétrica, d(x,y)==n'(x-y) a1 . Más aún,Macías-Segovia,

[MS1J,demostraronque la recíproca de esta afirmación es también cier­

ta. Es decir, dada una casi-distancia d sobre Rn , existen una dis­

tancia p(x,y) y un nünwro ac (0,1) tal que

"d'(x,y) = 0600”“

es equivalente a d . Im consecuencia, d'(x,y) satisface

además que para toda terna x,y,z de elementos de Rn y para todo

r > 0 tal que d'(x,:)\ r y d'(y,:) <1', existe una constante c

tal que vale la desigualdad



(1.13) Id'(x,z) - d'(y,z)| s c r"°‘ d'(x,y)°‘

Por consiguiente las bolas en la casi-distancia d' , Bd,(x,r) =

{yzd'(x,y)< r} , son conjuntos abiertos.

En lo que sigue supondremos que [al 21 . Considernremos el

cambio de variables en RP , x->(x',n(x)) , donde X'e Sn-1 es tal

que Tn(x)(x')==x. Nbdiante un cálculo del jacobiano correSpondiente
se obtiene

IaI-1
(1.19). dx = n(x) w(x') do dn ,

donde w(x') =I’x'-x' , es una función positiva y CCIDsobre Sn-1

Una prueba de (1.19) se encuentra en [R], P. 261-262.

Si m denota la medida de Lebesgue, de (1.19) sigue fácil­

mente que existe una constante A tal que

(1.20) m(Bd(x,2r))s A m(Bd(x,r)) ,

para todo XeIRn y r>0 .

Diremos que (X,d,u) es un espacio de tipo homogéneo si d

es una casi-distancia definida sobre el conjunto X y u es una me­

dida no negativa definida sobre una o-álgebra de partes de X que con

tiene las bolas Bd y satisface (1.20). Cuandoun espacio de tipo ho­

mogéneoposee una casi-distancia con la propiedad (1.18), se dice que

es de orden a .

El espacio euclídeo .Rp dotado de 1a casi-distancia

d(x,y) =n(x-y) y de la medida de Lebesgue m , (Jin,d,m) , es un ejem­

plo de espacio de tipo homogéneode orden al

En muchoscasos, interesa especialmente una clase de espacio

de tipo homogéneopara los cuales la medida de la bola de radio r ,

es proporcional u r . Más precisamente, en [M82] se da la siguiente

definición.



Un espacio de tipo homogéneo (x,d,u) es nonmnl, si existen

cuatro constantes positivas y finitas A1,AZ, K1 y K2, K251 s Kl ,

tales que

(1.21) Aïr s u(Bd(x,r)) si r s K1 u(X)

(1.22) Bd(x,r) = x si r > K1 u(X)

(1.23) Azr 2 u(Bd(x,r)) si r 2 K2 u({x})

(1.24). Bd(x,r) = {x} si r < K2 u({x})

En [M51] se demuestra que dado un espacio de tipo homogéneo

tal que las bolas son conjuntos abiertos, si se toma.como(iistancia.entre

dos puntos diferentes el ínfimo de las medidas de bolas que contienen

a ambosy se conserva la propiedad d(x,x)==0 , se obtiene un espacio

de tipo homogéneononnal con la misma medida y topología.

En el caso del espacio de tipo homogéneo afad,m) antes

considerado, la casi-distancia nonnalizada será salvo mültiplo una

constante

Mm) = dcx,y)'a' = n(x->')Ia'

En consecuencia, GRn,6,m) es un espacio homogéneo normal de orden
-1

a1|al . En el Capítulo III trabajaremos con este último espacio y

explotaremos aún más la teoría de los espacios de tipo homogéneo.

A continuación introducimos la noción de distribución homo­

génea en un sentido generalizado.

(1.25) DEFINICION.Sen me C . Diremos que una distribución K es

homogénea de grado m con respecto a P si

m+ a

(1.26) Kun“) = Ko) .

para toda función dc prueba o .



Es claro a partir de 1a definición anterior que si

f e Cm(li1-{0}) , entonces f es una función homogénea de grado m si

y sólo si f(4>T _1) =Am+lal f(q>) , para toda wc: (Rm-{0}) .
A

Es un hecho conocido el que, para el caso de 1a homogeneidad

usual de Rn , toda distribución homogéneaes temperada, ver [D]. Con

el propósito de demostrar 1a validez de esta propiedad para distribu­

ciones que son homogéneasen el sentido más general introducido en

(1.25), construiremos una partición de la unidad adaptada a la casi­

distancia asociada a P .

(1.27) LEMA.(Lemade cubrimiento). Sea d la casi-distancia indu

cida por P . Entonces existen un número natural M y una sucesión

de puntos {xj}c an tales que

(1.28) Bd(xj,(4K)-1) n Bd(xi,(4K)-1) = fl , íi‘j , K es la constan­
te que aparece en (1.3).

_ n

(1.29) gBd(xj,1/Z)-R .

(1.30) xj(x) s M , siendo xj la función característica de

Bd(xj,1) .
Demostración. Sea U un conjunto maximal de puntos en an

con la propiedad que d(x,y) > 1/2 , V-x , yeU . Usando el siguiente

hecho en espacios de tipo homogéneo (ver [CW]p. 68), dados jr: 2+ y

Bd(x,r) cRn existe a 10 más un número finito de puntos yi en

Bd(x,r) "tales que d(yi,yk) >Lj V-ia! k , se demuestra fácilmente que

U es numerablc, esto es U= {Xj}j . Además por ser U maximal se de­

duce, claramente, que las bolas Bd(xj,I/2) cubren ¡{n . Veamosahora

que Bd(xj,(4K)_l) son dos a dos disjuntas. lïn efecto, para

Xch(Xj,(4K)-I) e iylj , se cumple
l_ -1 , x -1 - _ -1

d(x,x¡) :K d(.\j,xi) - d(xJ.,x). (2K) - (-1K} - (4K)



lo cual implica que xle(xí,(4K)-1) . Por último, si

XeBd(Xk,1)an(xj,1) con j#k , entonces

d(xj,xk) s K d(x,xj) .+ K d(x,xk) s 2K .

Por lo tanto, Bd(xj,1) ch(xk,3K2) . Por la propiedad antes menciona­

da, existirá un númerofinito y fijo de puntos dentro de Hd(xk,(3K)2)

a distancia mayorque 1/2, lo cual prueba (1.30).///

(1.31) LEMA.(Partición de la unidad). Sea {xj} la sucesión duda

por Lema(1.27). Entonces existe una sucesión {oj(x)} de funciones
Cm no negativas que satisfacen

(1.32) 50p(q>j)ch(xJ.,1) .

a .
(1.33) IID ©me s ca . v;

(1.34) ZZo.(x) =1 , Fx
j J

Demostración. Sea w(t) una función de clase C0° sobre

[0,00), tal que 05m(t)sl , m(t)=1 si Ostsï/Z y m(t)=0 pa­

ra t21 . Para cada jeN denotamos

¡bj(x) = 03(ij ' x))

Estas funciones ¡pj son no negativas, con soporte contenido en

Bd(xj,1) y, por (1.29) y (1.30), satisfacen

152wj(x)sM , VXeRn
J'

Entonces definiendo ojoc) como

oj(x) = wj(x)/% wi(x) ,

se cumple (1.34), las otras propiedades resultan cvidentes.///

(1.35) PROPOSICION.Toda distribución homogénea con respecto a una

matriz P dingonnlizahle es temporada.
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Demostración. Sea K una distribución homogéneade grado
Q1

m . Demostraremos que existe NeN tal 'que

(1.36) IK(f)I s CIIIf|I|Ñ_, ervm")

Usandola partición de la unidad construida en (1.31), podemosescrí­

bir

f=Zq>jf=_f q).f+.z dyf ,
J JeJ¡

donde J1 es el conjunto de índices j tales que el soporte de ej

está contenido en una bola fija, Bd(0,3K2) . E1 cardinal de J es
1

finito y no depende de f .

Por lo tanto, es suficiente probar (1.36) primero para fun­

ciones de prueba o con soporte contenido en Bd(0,3K2) y luego para

aquéllas cuyo soporte está contenido en una bola Bd(xo,1) con xo

"lejos" del origen.

Como Ke D'GRn) , existen una constante c1 y un entero N

tales que

(1.37) IK(<I>)I s c1 IIq>IIN s c1III<bIIIN ,

para toda función de prueba o , tal que sop o ch(0,3Kz) .

Sea ahora R>3K2 y supongamos que sop(o) ch(0,R) . En

consecuencia OTR es una función de prueba, tal que sop(oTh)ch(O,1).

Por lo tanto, de (1.25) y (1.37) se sigue

(1.38) R"“"“'IK(4>)I = IKubTR)! s c1 IIMRIIN

Además,

(1.39) IIqJTRIIN= 2 IID°‘(q>TR)I|m= Z IlRa°a(Daq>)THm
' laIsN IalsN

Nu]1
sR H0 HN
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Aplicando (1.38) y (1.39) obtenemos

Nan+m+la|
(1.40) IK(4>)I C1R II4>IIN .IA

para toda moon“) , tal que sop(q>)ch(0,R) , R>3K2 .

Sea ahora, dbe D tal que su soporte está contenido en

Bd(0,1) . Supongamosademás que existe x' en el soporte de o tal

que R=n(x') >3K2 . Por consiguiente, si x está en el soporte de

o se verifican

(1.41) d(x,0) = n(x) s K(n(x-x') + n(x')) s K(.R+2K)

Y

(1.42) n(x) 2 n(x') K" - n(x-x') 2 (¡z-21(2)K“

Por lo tanto, por (1.42) y (1.8) se tiene, para aeNn , que

_ 2 ZNa 2Na
(R-K—2K—) n ID“ Mx)! s n(x) n ID“ wm

-1Na a
s (1+le2) n 1 ID°‘«1>(x)I

a.

Luego, para un entero NzNana;1 2N y aeNn se sigue que

2 ZNa "
- 2K

(RT) “unaouws II(1+IxI2)No“ damn”

Sumandosobre aeNn con Ial sN , resulta

2 ZNa "
R - 2K c

(1.43) (——K-—) nllchN s z II(1+¡xI2)ND°‘ q>(x)ums IIIÓIIIN.IaIsN

Por otra parte, (1.41) implica que sop(q>)ch(0,K(R+2K)) . Entonces

apliczmdo primero (1.40) y luego (1.43), se tiene

Nan+m+ Ial
|K(d>)l S C] (K(R+ZK)) lltbllN

Na +m+lal _ 2 -2Na
s CI(K(R+2K)) “ (%J n IIICDIIIÑ
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¡R + 2KZxNan R + 2K2)m+IaISCk j
R - 2K2 (R - 2K2)Nan N

Como g(R) = (R+ 2K2)(R- 21(2)'1 es decreciente y R> 3K2 , obtenemos

Na 2 m+|a|

(1.44) |K(4>)l s s n R + 2K, a IIIoHIÑ ,
(R - 2K ) n

para toda del? con sop((b)ch(xo,1) tal que existe x' en el so­

porte de o con R=n(x')>3K2 .

En consecuencia, para feD

IK(f)I s Z IK(db.f)I+ X IK(q>.f)I:=X +2
j€J1 J jer J 1 2

Por otra parte, de (1.33), tenemos

“|de flllltI SC IIIfIIIÑ

Entonces, usando (1.37), podemos acotar 21 por c IIIfIII" , con c

independiente de f . En cuanto a >32 de (1.44) se deduce que

-Na
z s c 2 (R.+2K2)"‘*'a' (R. —2K2) n IIlfIII;J

2 jeJ J J ‘2

S C IllflIIÑ ,

tomando N suficientemente grande.///

(1.45) Observación. Supongamos Q-1PQ=D , D diagonal; SA=

Q-ITAQ=exp (Dlog A) y g(x) =f(Qx) . Entonces f es homogénea de

grado m con respecto a P si y sólo si g es homogénea de grado m

con reSpecto a D . En efecto,

(1.46) HTA x) = f(Q sÁ o“1 x) = g(sA Q" x) .

Por lo tanto, si f es homogéneade grado m con respecto u P ,

(1.46) implica

gtsA x) = sus, Q" Q x) = m, Q x) =x'“ f(Q x) = A'“gm .
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Recíprocamente, si g es homogénea de grado m con respecto a D ;

entonces usando nuevamente (1.46) resulta

fu"A x) = A“ gm" x) = x‘“ax) .///

La mismaconclusión se obtiene para distribuciones, por lo

que de ahora en más supondremos que 1a matriz P es diagonal.

veremos a continuación algunas propiedades de distribuciones

homogéneasque serán de gran utilidad. En vista de la Proposición ante

rior trabajaremos con distribuciones temperadas.

(1.47) PROPOSICION.Sea K una distribución homogénea de grado nl.

Entonces Dal( es una distribución homogéneade grado m-a-a .

Demostración. Para 06.3 se tiene que

D“ Kw TA_1)= (-1)'°" K(D°‘(a>TA_¡)) = (-1) '°" K(x'°‘°a (nao) T 4)A

:A'W' Am'a' (-1)'°" Ka)“ 4;)

=Am-a.a+lal D“ Kw) .///

(1.48) PROPOSICION.(Fónmula de Euler). Sea K una distribución.
n

Entonces K es homogénea de grado m si y sólo si mK= Z aj xj DJ.K .j=1

Demostración. Supongamos primero que K es homogénea de gra

do m . Sea 05.3 y consideremos 1a función f(p)==K(Ó'T _1) . Clara­

mente fe CmflR+). Por lo tanto derivando con respecto a‘Jp en (i.26)

obtenemos

-a.—1

a. o J x- D. MT -1X))= (lu|+m)o'al+m-1 KM) .
1 J J J p¡{MS

K(­
J

en consecuencia

n '21.

K(- z aj o ijnj oc'r._1x))=(IaI+m)p'a'*’“K(o),pr.
D



- 14 ­

U'sando Dj (xJ. 41)= xj DJ.o + e , obtenemos para p = 1

n
K(- X a. D-(x- 0)) + Ial K(<1>)=(Ial + m) ¡((0) o

j=1 J J J

Por consiguiente

n

Para probar la suficiencia observemosque f(p)==K(o1‘_1) satisface

n -aj-1 1 nf' =K.- . . D. T =-K - . .D. T
(o) (j; aJ o xJ ( J<1>)(p_1x)) p (jzï aJxJ J(«b p_1x))

1 n
=_K(—{ a.D.[x. MT _ x)]+ IaI MT _ x))

o ¡:1 J J J 01 p‘

Il
D|—l EM:

IaIa.x.D.K(<I:T_ ) +—K(4>(T_ DJ JJJ p‘ 0 p‘

= on+ Ial) p" f(o)

0 sea

[ f'(o) - (m+ IaIJo“ f(o) = o(1.49) <

fU) = ¡((0)

La solución de (1.49) es f(p)==pm+la| K(o) .///

5.2 DESCRIPCION DE LA TRANSFONWADADE FOURIER DE DISTRIBUCIONES QUE

COINCIDEN FUERA DEL ORIGEN CON FUNCIONES HOWOGENEAS

En esta sección se generalizan los resultados de A.P. Calde­

rón mencionadosen la introducción de este capítulo, obteniéndose una

descripción de la transfonmadade Fourier de distribuciones que coinci

den fuera del origen con funciones homogéneasen el sentido generalizg

do de la definición (1.25).
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(1.50) DEFINICION.Dado :2 , un subconjunto abierto de JR“ , dire­

mos que una distribución K es Coo sobre Q si existe una función

fe Cam) tal que K013)= f fo ,_para toda o e C362) . Esto será deno­

tado por K/Q= f .

(1.51) DEFINICION.Una distribución K será llamada de clase m ,

si es homogénea de grado m y Cm sobre an- {0} . ­

Es conocido que la propiedad de que una distribución sea de

clase m es equivalente a1 hecho de que su transformada de Fourier

sea de clase -m-lal , ver por ejemplo [NS]. En [C] se señala que si

K no es necesariamente de clase m pero coincide fuera del origen

con una función Cm y homogénea, se puede aún afirmar que K es

CQGRn-{0}) . A los efectos de facilitar la lectura de nuestra exposi­

ción incluimos su demostración, que básicamente sigue los lineamientos

de [C], adaptándolos a nuestro caso.

(1.52) Promsición. Sea K una distribución que coincide con una

función homogéneae infinitamente diferenciable sobre an- {0} . Enton

ces K es Cm sobre 1Rn- {0} . Más aún, K es de clase m si y só­
A

lo si K es de clase -m-Ial .

Demostración. Supongamos primero que K es homogénea de gra

do m y sea oeS . Entonces, como (0T _1) =Alald>TA , se tiene
A

que

12(4)¡[A-1): AIal ¡((3 TA) ___A!a| A-(m+la|) Mg)

= x(-m-la|)+|al RW)

Por consiguiente, K cs homogéneade grado -m-lal . La recíproca se

demuestra de la misma manera.

Sea f en Cmmn- {0}) y homogénea de grado m , tal que
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K/Rn_{0}=f . Sea tp perteneciente a CZCIR") y w=1 en un entorno

del origen. De donde se sigue que

K = w K + (1 - w) f

Como {DKes una distribución de soporte compacto, su transformada de

Fourier es una función Cm . Por otra parte, K1:=(1 - tp) f es CmGRn).

Además AMK1 es una suma de funciones homogéneas de grado m-a-a ,

la! =2M , fuera del soporte de w . Luego, eligiendo M suficiente­

mente grande resulta que AMK1e L1 . Por lo tanto (AMK1)A(¿) =

C IEIZMIÉIG) es continua y, en consecuencia, 121 es una función con­

tinua fuera del origen. Similamente, como ic0LK1 coincide fuera del

soporte de ¡p con una función homogénea de grado m+a-a y (xa K1):

Ca Da121 , se sigue que DaE1 es una función continua fuera del ori­

gen. Comoesta conclusión es válida para todo a en Nn , obtenemos.

que K1 es Cm fuera del origen.///

Introducimos a continuación una clase de multiíndices asocia

da a la matriz P y al grado de homogeneidad m , la que será de gran

utilidad para presentar en foma clara y ordenada la teoría que se de­

sarrolla a continuación.

(1.53) DEFINICION.Sea P una matriz diagonal y a el vector que

representa su diagonal. Dado meR , definimos

[P,m]: = {a eZZÏ: -(m + la!) = a - a}

Un enunciado equivalente a 1a próxima proposición, así como

un bosquejo de su demostración, se encuentran en [NS], página 10.

(1.54) PROPOSICION.Sen f una función homogénea de grado m , tal

que f pertenece a Cmmln- {0}) . [Entonces

(1.55) Existe una distribución Ke S’ tal que K/IRn_ {o} = f .

(1.56) Sí [P,m]#(0 y
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I 1 x'° f(x') w(x') dc = o ,s“'

V ae [P,m] ; K es de clase m y es única salvo combinaciones linea­

les de la foma Z CaDaó .
ae[P,m]

(1.57) Si [P,m]=fl , K es de clase m y es única.

Demostración. Dado que f es homogénea de grado m existe

una función Q(x) , homogéneade grado cero, tal que

f(x) = mx) n(x)m

Sea «pes , luego

C!

(1.58). 4>(x)= z LfiíglxamNm ;
IaI<N

donde

N a 1 a N-1

RN(x) = E 07x I D q>(tx) (1 -t) dtlaI=N ' 0

Sea x(x) la función característica del conjunto {n(x) s 1} ,

definimos

a

my: J 52(x)n(x)mmx) - Z 0-3919 x00] dxIaI<N

= I n(x) n(x)m RN(x) dxn(x)Sï

+ I noc) noc)“ Mx) dxn(x)>1

Claramente K coincide con f sobre an- {0} . También es fácil ver

que la segunda integral es un elemento de S' . Usando (1.58) la primg

ra integral queda muyoradupor

máx “Dacbllm Z CGI S2(x') x'a w(x') do
ÍaI=N IaI=N Sn-l
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1 m+Na1+laI-1
n dn s c IIQIIN ,0

eligiendo N suficientemente grande. De donde la primera integral es

tá asimismo en S' , quedando probado (1.55).

Sea «pes , veremos que 1a función

Icz):= f mx) n(x)z Mx) dx ,

converge absolutamente para Re(z) > -Ia| y que además, I(z) puede

ser continuada a todo IRn con una función meromorfa que tiene a lo

más polos simples en los puntos -lal-a'a . En efecto, sea

I‘(z) =f szcx) n(x)z doc) dxn(x) 1

Claramente, I(z) - 11(2) es entera. De (1.58) sigue que

11(2) = mx) n(x)z x“ dx mx) n(x)ZRN(x)dx1 n(x)51
c

IG}<N a In(x)s

Si Re(z) > -Ia| , entonces 11(2) converge absolutamente. En caso con

trario eligiendo N(z) suficientemente grande, 1a última integral con

verge absolutamente. En cuanto a las integrales para ¡al <N , tenemos

1

c (J nov) x'“ w(x') de} nz+0la+'a"‘ dnlaI<N a n-1 0

Cna

|a|<N z+a°a+lul

cuando z+a-a+lal#0 , para todo Ial <N . Por lo tanto 11(2) es una

función Ineromorfu con polos simples en los puntos z = -a-a-Ial . Si su

ponemos ln condición de anulación de los momentos impuesta cn (1.50)

entonces c¿= 0 y en consecuencia K es analítica y homogéneade gra

do m . Por otru parte, si suponemos que I_P,ml= ((1, entonces obtenemos
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1a mismaconclusión, pues en este caso mal-a-a-Ial , para todo a ,

resultando I(z) analítica en z=m .

Sólo nos resta probar 1a unicidad de la representación. Sean

K1 y K2 dos distribuciones de clase m , satisfaciendo (1.55). En­

tonces K0:=K1- K2 es una distribución de clase m soportada en el

origen. Por lo tanto, Ko=á ca Daó . Como 6 es homogénea de grado

-Ia| , por (1.47), Ko es una combinación lineal de distribuciones

homogéneasde grado -Ial-a-a . En consecuencia, si cai‘ 0 ,

-laI-a'a=m y aeEP,m] .///

(1.59) Observación. Si m> -IaI , entonces de la prueba de la prop9_
. ., . n

51c1on anterior se deduce claramente que K= f sobre JR .

Nos interesará estudiar 1a transformada de Fourier de distri_

buciones que satisfacen (1.55). En el caso de que ms -Ial y [P,m]=fl ,

aplicando (1.57) y luego (1.52) se deduce que l? es de clase -m-Ial

>0 > -Ial y, por consiguiente, I? es una función de homogeneidad pos_i_

tiva. Cuando [P,m] ¡6Ü y se cumple la condición impuesta en (1.56) sg

bre los momentos, usando (1.52) se obtiene nuevamente que E es una

función homogénea de grado -m-lal 2 0 . En 10 que sigue vamos a descri

bir la transformada de Fourier de distribuciones que verifican (1.55)

en el caso de que [P,m] i‘fl pero no se satisface la condición de los

momentosantes mencionada. En esta dirección el primer resultado que

obtenemos, cuando [P,m] = {0} , es el siguiente.

(1.60) TEORENA.Sea f una función homogénea de grado -Ia| , tal

que f pertenece a CmGRn-{0}) . Sea K una distribución que coinci

de con f sobre IRn- {0} . Entonces

Roc) = h(x) + P(x) + M 10g [n(x)]'1 ,

donde h(.\') LCum" - {0}) cs homogénea do grado coro, P(x) cs un po­
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linomío y Mz=f n_1f(x')w(x')do .
S

Demostración. Sea 52(x) una función homogénea de grado cero
-|a.I

tal que f (x) =Q(x) n(x) . Cónsideramos

-1
Q¡(x) = Mx) - M(|al un) ­

Vale que f n_191(x') w(x') do=0 . En efecto, recordando que w(x') =
S

Px'-x' , ver (1.19), se tiene que

ín_191(x')w(x')dc = M- M(|al un)" ají 1x). do .s J sn'

Usandoel Teoremade la divergencia esta integral resulta igual a

-1 _
M - M(|al un) za]. f dx - 0J lesï

En consecuencia, f (x) puede ser escrita como

-|al
f(x) = M(la| un)" n(X) + gue) ,

donde g(x) e Cmmn- {0}) , es homogénea de grado - Ial y satisface

[8114 g(x') w(x') do= 0 . Aplicando (1.56), sigue que existe K1e S' ,
de clase -Ial , única salvo un mültiplo de 6 tal que

¡(1/ = g(x)
¡an-{0}

Más aún, por (1.52), K1 es de clase O. En particular, existe h1(x) ,

Cm en an- {0} y homogénea de grado 0, tal que

fc / = h
1nan-{0} 1

Además por la observación (¡.59) hI =K1 sobre Rn .

Por otru parto, si x(x) es la función característica del

conjunto {n(x) s l} , entonces definimos

wn: mm un)" J n(x)"“' mx) - «wn x(x)'ldx
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Claramente

K2Gan-{0} _ f - g

Entonces por 1a definición de K1 y K2 resulta que K -l(1 - K2 tie

ne soporte en el origen. Por consiguiente su transformada de Fourier

es un polinomio. Sólo nos resta caracterizar ¡22 . Veamosprimero que

¡22 es una función. En efecto, sea y(x) e CmflRn) tal'que y(x) =1 en

un entorno del orígen. Como y K2 es una distribución de soporte com­

pacto, tenemos que (y K2)A e CmflRn) . Además, (1-Y) K2 e Lz GR“) y, por

lo tanto, ((1-y) ¡(2)AeL2 (JRR) . Calculamos ahora 122 . Sea d>=lï1.

Luego

ocT _1 (x)) = (A'a' w TA)” (x)
A

y, por lo tanto,

(1.61) ÉZTA_1(w)==Ï2(A'a'w1¡)==K2((A'a'w1¡)fi)==K2(oI‘,1)A

=M(lalmn)-1In(X)-Ial[ÓCTA-¡X)"Ó(0)X(T _¡x)1dxA

+ÓWHMMH%Y1JMÜ43%XÜ{1RD-XÜDtk­

Notemos que si A21

<í 0 n(x) < 10.a) xnfïun -xu)= 1 1snu)sx
IO n(x) > A

ysí A<I

[0 n(x) < A
(1-63) X(T _1(X)) - x(X) = <-1 A s n(x)51

A O n(x) >1

Para estimar ln primera integral de (1.61) uszunosel cambio de varia­



-22­

bles y=T _¡(x) y para la segunda integral el cambio de variables

(1.19), junto con (1.62) y (1.63). Luego obtenemos

iz T _1 (w) = K201») + M log A 6to) = (E2 + M log A) (w)
A

o sea,

T =K
K A4 +Mlogx , vx>oZ 2

Recordando que K es una función, tomando A: n(x) tenemos que2

ïcz(x)=ï<z(T _1 (xn + M log mod"). .
n(x)

Como KZ/ n es una función homogéneae infinitamente diferencia­R A m
ble, de (1.52) sigue que K2 es C sobre IRn- {0} , aunque no es ng

cesariamente homogénea. Consecuentemente

hzbc) = K2(T _1 y
n x)

es una función homogéneade grado cero e infinitamente diferenciable

sobre an- {0} . Por lo tanto,

K2(x) = h2(x) + M log [n(x)-1] .///

Para conseguir la descripción para el caso general [P,m] ¡4fi ,

necesitaremos un lema y la siguiente definición.

(1.64) DEFINICION.Sea [P,m] la clase de multiíndices definida en

(1.53). Si [P,m]#fl , llamaremos orden de [P,m] , O[P,m] , a1 número

s e 2+ tal que

.0[P,m] = s = máx {Ialz a c [P,m]}

En 10 que sigue, denotaremos por {ei}?=l 1a base cunónica de Rn .

(1.65) LIMA.Sea [P,mh‘fl . Entonces [P,nHai] #9) Si y sólo si

existe ou [P,m] tal que aiylo . Más aún si O[P,m]=s entonces

O[p,m+(li]SS-Ï y
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[P,m+ai] = {a - eí : a e [P,m] , aia‘O}

Demostración. El lema queda demostrado por la observación,

fácilmente verificable, de que las siguientes condiciones son equiva­

lentes

í) B e [P,m+ai]

ii) B-a=-(m+a.+lal) ,BeZn
1 +

iii) Existe (152+ con aia40 y tal que satisface a°a=

-(m+ Ial) .///

(1.66) TEOREMA.Sea fc CmGRn- {0}) , homogénea de grado m y su­

pongamosque [P,m]#0 . Sea KeS' tal que K/ n =f . Entonces
JR -{0}

Roc) = P(x) + hoc) + ch) log mm") .

donde P(x) es un polinomio, h(x) pertenece a CmGRr1- {0}) y es ho

mogénea de grado -m-lal , y Q(x) es un polinonio homogéneo de grado

-m-Ial que puede ser expresado como

aI
- I I

Q(X)= Z MJ x“y'“ f0") w(y') do
ae[P,m] ' Sn-I

Demostración. La prueba se hará por inducción sobre O[P,m] .

Si 0[P,m]=0 entonces m=-Ial y aplicando Teorema (1.60) nuestra

afirmación se cumple. Supongamosque la tesis se verifica para todo

m' elR tal que O[P,m']ss -I . Sea O[P,m]=s , s>0 . Entonces, usan

do la fórmula de Euler y reemplazando xj DJ.K por DJ.(xj K) - K , obtg
nemos

(1.67) (m+ la!) K=K0+
¡I'M:1

a.I).x.K ,
J J J(J )

donde K0 es una distribución soportada en el origen. Transfonnundo

Fourier (I .67) tenemos
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A n A

(1.68) -(m + Ial) K = P(x) + Zni X a. x.(x. K) ,

donde P(x) = - Ko es un polinomio. Estudiamos ahora cada término dc la

suma. Notemos que x}.K coincide con xJ. f sobre IRn- {0} y es por

lo tanto Cm y homogéneade grado m+aj en an- {0} . Considerare­

mos dos casos según sea [P,m+aj]=fl o [P,m+aj]#Ó .

Primer caso. [P,m+ aj] = Ü. De (1.57) sigue que XJ.f puede

ser extendida de manera única a una distribución KJ. de clase m+aj .

Entonces, usando (1.52) resulta que 12]. es una distribución de clase

-m-aj-Ial . En consecuencia, como -(m+lal) - aj =a - a- a]. > -lal , por
(1.59) se deduce que

.K.= . .KA:= .h.
xJ J XJ(XJ ) xJ J

es una función perteneciente a CmCIRn- {0}) y homogénea de grado

-m- laI .

Segundo caso. [P,m + aj] 7€fl . Usando (1.65) obtenemos que

O[P,m+aj] ss -1 . Aplicando la hipótesis inductiva a xj f resulta

(1.69) (xj K) = ij + hjoc) + QJ-(x)log mm") ,

donde hj (x) e CwGRn-{0}) es homogénea de grado -m-aj-Ial , Pj es

un polinomio y QJ.(x) es un polinomio homogéneo de grado -m-aj-Ial

que puede expresarse como

. IBI

Q-(x)= Z "By'By! w(y')f(y') do .
J BcEP,m+aj] ' Sn-I J

Dc (1.65) sigue que

,"i |al-1 a-cj (cx-ej)
Q.(x) = f LL—'(0L_C), I x y' y!w(y') f(y')do.J ac[P,m] j ° .n-I J

a. ‘
J
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En consecuencia, tenemos que

- IaI. 2111 a .a
(1.70) 2ma.x.Q. = L—)-—ot.a.J x y w(y')f(y')do.J J J(x) mmm] a! J J “-1

Denotemos

J = {jz [P,m+aj] 7‘ fl}

Usando (1 .68) , obtenemos

A- - L '
K - "Mal {P(x) + ng 2m aj xj Pj(x)}

n .

- m {3.2121riaj xj hj(x)}

_ 1 . _1

m—+¡al{ng 2m .21jxJ. Qj(x)} 10g (Mx) )

= poc) + Mx) + ro) log (JJOO-1) .

donde por (1.70)

- Ial21m a-a a va
Quo— Z . fi f x y w(y')f(>")do

aeEP,m] a’ "Mal Sn-I

. lal

= X EL} 1xay'aw(y')f(y')do.///n­
'

aeEP,m] a'



- 26 ­W
OPERADORES PSEUDO-DIFERENCIALES

CONlKIKXHIEIDAD GENERALIZADA

En este capítulo desarrollaremos una teoría de operadores

pseudo-diferenciales definidos mediante símbolos caracterizados por u­

na métrica de tipo parabólico. A fin de motivar el estudio de tales o­

peradores consideremos algunos ejemplos de operadores diferenciales

clásicos.

Sea f una función perteneciente a C0° y P(E) un polino­

mio con coeficientes constantes. Consideramosla ecuación diferencial

(2.1) P(D) h = f

Una solución fundamental es una distribución g tal que P(D)g==6 o,

equivalentemente, P(-Zni€) g==1 . Procediendo "fonnalmente" h en

(2.1) puede ser representada por

(2.2) gm = r“ (¿(554%%)* f + F" (P ) * f ,

donde x(¿) está en CzflRn) y x(€)= 1 para todo E perteneciente

a un entorno de los ceros reales de P(-2ni€) . Es fácil ver que el se

gundo término del miembro derecho de (2.2) están en CmflRn). Por lo

tanto, para obtener propiedades de regularidad de 1a solución de (2.1)

será suficiente estudiar el comportamientode [1- x(¿)] P(-2wí€);1

Así, por ejemplo, en el caso en que P(D) es un operador diferencial

elíptico dc orden m se obtiene 1a siguiente estimación, fácilmente vc­

rificablc

(2.3) IDB ¿”122113) I si CBU + IE,I)'""'BI

Cuando P(D) es cl operador del calor, esto es
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n-1 2
P(D) =D - 2 D.n ._ JJ-I

se satisface la desigualdad
1

B 1- E < -1- -'IBI
ID p -2-níg) I - CB“ 4’ 2

Usandoestas estimaciones, se puede probarque F'1[(1-x(¿)) P(-2ni¿)-1]*

es un operador integral con núcleo, k(x-y) , el cual coincide con una

función C0° fuera del origen de Ig] .

A.P. Calderón desarrolla en [C] una teoría general de opera­

dores pseudo-diferenciales. Los símbolos, P(-Zai¿) , asociados a es­

tos operadores satisfacen condiciones análogas a (2.3). Allí se obtie­

ne una descripción de los núcleos correspondiente a dichos operadores,

en el logro de la misma juega un rol fundamental la homogeneidad de

los símbolos. Esta teoría incluye a los operadores diferenciales elíp­

ticos, aun con coeficientes variables, pero sin embargono se aplica

a operadores diferenciales que poseen símbolos no homogéneos, comoes

el caso del operador del calor.

Si consideramos 1a métrica de tipo parabólica n(€) asocia­

da a la matriz diagonal cuyos elementos son dii =l , 15 i<:n , dnn==2

(ver 1.1), obtenemospara el operador del calor la siguiente estimación

(2.4) IDBP]:2nÏ¿ I s CB (1 + n(¿))'2'3'a

1 y a = 2 .donde a es el vector con componentes a1 =... =:1 nn-l _

Más aún, el símbolo P(-Zni¿) es homogéneode grado dos en esta métri

ca. Este hecho nos sugiere desarrollar una teoría general de operado­

res pseudo-diferenciales con símbolos que satisfacen desigualdades una

logas a (3.4).

En la primera sección de este capítulo se estudian las pro­
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piedades básicas de estos operadores. Definimos en (2.21) el concepto

de una amplitud. Luego, obtenemos en (2.23) bajo condiciones convenien

tes, los operadores asociados a las mismasy analizamos sus propieda­

des. En (2.49) demostramos que un operador definido por una amplitud

puede descomponerse como una suma de un operador propiamente SOporta­

do, 12,6
ver(2.62),introducimos desarrollos asintóticos. En Teorema(2.71)

(ver 2.53))run operador "bueno". En la segunda sección,

probamos que un operador en 12,6 coincide con un operador definido

por un símbolo. Se obtiene además, una expresión explícita de este sun

bolo en términos de una expansión asintótica, análoga a la dada en

[C]. En 1a última sección definimos en (2.85)la clase IE . Finalmen­

te, aplicando los resultados del primer capítulo, en particular el

Teorema (1.66), obtenemos en Teorema (2.95) una descripción explícita

de los núcleos de los operadores pertenecientes a IE , con 1n<0 .

La teoría presentada en este capítulo incluye operadores di­

ferenciales más generales tal comoel Operador parabólico dado por

' 2a.h aJ a k= —.- -A
Pm) 1 axJ axzz1 +( x‘.""’xn-2 ’n I'l"

donde k:2¿:>j 21 . Si consideramos la matriz diagonal tal que

d .=1,Isisn-2 , d =kZ'1 y drm=2kj-1 ;entonces el simi1

bolo P(-Zni¿) es homogéneode grado 2k con respecto a la métrica

n-1,n-1

asociada a esta matriz. Enparticular, si h= 0 y j=ll=k=1 obteng

mos el operador del calor. Más aun, variando los parámetros j,Z,k y

aplicando (2.95) se obtienen representaciones para el núcleo de

F-1[(l- x(¿))(P(-2ni€)Ïl]* , involucrando un término de la fonna log

(n(x—y)l) . Esta teoría incluye asimismo operadores diferenciales con

coeficientes variables.
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5.1 OPERAIDRÉS PSEUDO-DIFERENCIALES. DEFINICION Y PROPIEDADES

Los ejemplos anteriores sugieren estudiar la siguiente cla­

se de funciones.

(2.5) DEFINICION.Sean melR y 056505] . Definimos SI: 6 co­9

mo la clase de fúnciones p(x,€)e:CwGRan{5 tales que para todo par

x,€ de elementos de If) y para todo 0586]”!I existe una constante

positiva Ca B que satisface

B a m-pa-a+66-a
(2.6) IDxD¿p(x,¿)l s cum + n(€)) .

Los elementos p(x,€) pertenecientes a SÉ 6 son llamados

símbolos de orden menor o igual que m , de tipo (p,6) . Definimos

el operador pseudo-diferencial de orden menor o igual que m corres­

pondiente al símbolo p(x,€) en S: 6 por’

(2.7) Lf(x):=[e'2"í’"¿p(x,a) Ecoda ,

para toda f en S . Estudiaremos a continuación las propiedades bási

cas de estos operadores.

(2.8) PROPOSICION.Si pe S: 6 entonces L es un operador lineal

y continuo de S en S .

Demostración. Para feS y a,BeNn , tenemos

. , B B A

(2.9) x“ DE Lf(x) = x“ C.L. J e'21T1x g g 1 0x2 p(x,¿) Hg) dg
BI+BZ=B

e integrando por par­
—’ . O - l O

Usando la identidad xa e "mx g =CelDÉe zmx g

tes el seglmdo miembrode (2.5) resulta igual a

_7 ' ,. a B B a A

c.I.. I c ""1“ 5 DEIU, ‘ nxz p(x,m Dj mz) de
B¡+BZ=B ’
al+az=a
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‘ 1/an 1/a1 . .
Cano peSrg‘S y IEI sn(5)slgl para n(€)21 , 13551gu1en
tes acotaciones son válidas.

IXGDÏLflxH5CJ(1+n(E))-Ial'1(1+n(€))lal+1+u¡Dvñaldi

a;‘(|a|+1+u) v Asc sup |(1+I€I) D f(€)|
gen“

s C.L. sup IEY DA f(€)| n

mm" gen“

Idonde v multíindices y u positivo resulta de la definición de

S: 6 . La última acotación sigue de la continuidad del Operador trans­
D

formadade Fourier sobre S .///

Denotaremospor K el núcleo de distribución asociado a

L , es decir

(2.10) K(f B g):= I Lf(x) g(x) dx ,
151

para todo par de funciones de f y g pertenecientes a CZGRn). Pa­
ra estos núcleos tenemos

(2.11) PROPOSICION.Existe un único elemento de D'GRanRn) , tam­

bién denotado por K , que satisface (2.10).Más aún,

Km = 62”“: p(X.E)Fy(o(x,y)) (a) da dx ,

para toda e en CZGRanÜÜ .

Demostración. Usaremos el siguiente lema de Schwartz. Una

prueba del mismopuede hallarse en [S].

Lema. Sen B una trunsfonnución lineal y continua de D en

D' . Si B se puede definir por un núcleo K , este núcleo es único.
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veamos que K está en D'GÜIXIJÜ . Como o(x,y) e

qgaf‘xnfb , entonces Fy(o(x,y))(¿) es Coo y de soporte compacto,

E1 , como función de x uniformemente en g y pertenece a S como

función de 5 con norma acotada infiependientemente de x . Por lo
31

tanto, como pe SE 6 y n(€)s [El para n(€) 21 , tenemos que

(IaI+1+u)a;1
IK(q>)IsCE1 sup máx ¡(1+IEI) Fy(q>(x,y)) (a)!n

CGR XeE
1

-[(1+n(t))"a"‘ dt

scE sup máx |(1+lEI)MFy(d>(X,>')) (a)!
1 CGR“ XeE1

con h1>(Ial+1+u) a;1 . Sea E el soporte de o en Iglxlgl . Como

F es un operado acotado de S en S , se sigue que

¡Kun! s c máx sup Mmm“ D“ 450w)!
IaIsN (x,y)eE Y

s CE z IIDO‘ÓIIQlalsN

Por otra parte, K(o) satisface claramente (2.10) para o(x,y) =

f(x) g(y) con f y g en CZGR“) . El lema nos asegura_que K es

ünico.///

Introducimos a continuación una función Y con el propósito

de efectuar truncucioncs adaptadas a la geometría inducida por n .

Seu wi_Cm[O,m), tal que Osw(t)s1, w(t)=1 si 0sts1 y

Mt) =0 pum t #2 . Definimos

(2-12) Y(€) = W(n(€))

En lo que sigue, Q denotnrá IJ‘xH81- {(x,x):x<lf‘}. li] la

próxima proposición dmuostrurcmos que cl núcleo K definido en (2.l1)
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es Cno sobre Q en el sentido de (1.50).

(2.13) PROPOSICION.Seu p>0 . Entonces K es Cno sobre Q , es

decir, existe k(x,y) en C0062) tnl que K/Q=k .

Demostración. Para 0 < e s 1 , definimos

-2 ° - .

k€(x,y):= J e “(x Y) g p(x,€) mendez .

m n n I » . ¡si .Claramente kee C GR xR ) . Mas aun, para todo (1,85 , tenemOs

. B+a a

1)OLDBk (x,y) = C.L. Ie'2"1(x'y)°¿¿ 1D Zp(x,¿)Y(T EME.
x y E a1+a2=a x e

- ' - o — ' - r o

Usando la identidad A];e zu“ Y) E=(.41¡2¡x.y¡2)-l e ZWICX)) E , pi

ra MeN , e integrando por partes obtenemos

_=_2 _2MaB
(2-14) g¿(x,y)- ( 4" lx y! ) Dx Dy k€(X.y)

. 6 a +8 a- - o:

= c.L. {e 2m" Y) “1)¿‘(5 ‘ Dx2p(x,€))a +0. =a
1 2

|61+62I=2M

306 6
2 2

e D¿ MTe E) dE

6

Notemos ahora que el soporte de Dg2 HTC E) está contenido en

{n(€) S 2 5-1} , en consecuencia

a 6 -a-6
e ZSC(1+n(C)) 2 .

6

para todo ¿t sop([)¿‘2y('I‘€EJ) . Por lo tanto, ln función integrando

dc (2.14) está ncotnclu por

m+maix{nn,l}Ia+BI-min{n¡,l}21\1r)
Lam,“ (|+n(€)) v

donde Cu B n es unn constante imlcpomlicnt'o de 1. . Como p> 0 , elip 1‘ _

gicndo M suficientemente. grande, pmlemos npl icnr el 'l‘corcmn de ln
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convergencia dominada de Lebesque. En consecuencia, g€(x,y) conver­

ge puntualmente sobre 151x151 a una función ka,B’M(x,y) cuando e

tiende a cero. Además,procediendo de 1a mismamanerasernuebaque,pa­

ra M suficientemente grande, 1a familia {g€(x,y)}e es equicontinua.

Por consiguiente, g€(x,y) , converge uniformemente a ka’B’M(x,y) y

por lo tanto QÏD5k¿(x,y) converge uniformemente a ka,8,M(x,y)
(-4n2lx-yI2)-M sobre subconjuntos compactos de Q . Este hecho hmpli­

ca que kE converge a una función k en Cw(9) , cuando e tiende

a CCI'O .

Por otra parte, ke converge a K en D'afïxIÜÚ . En efes

to, para d>e sznlen) tenemosque

“kecxm d>(x,y)dxdy = Hum) ([e'z"í(x'”'5p(x,y) Y(T€€)da)dxdy

= e-Zflix'gphcá) r(TE e?)ci¿(x.a) dE dx

Aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, se obtig

ne 1a conclusión deseada.///

Comocorolario de esta proposición resulta que, para toda f

en CZGR”) y x fuera del soporte de f

(2.15) Lf(x) = i k(x,y) f(y) dy

Nos interesará estudiar especialmente operadores pseudo-dife

renciales que poseen 1a propiedad de no amnentar demasiado el soporte

de las funciones a que se aplican. Para precisar mejor los conceptos

introducimos la siguiente definición.

(2.10) DEFINICION.Diremos que un operador pseudo-diferencia] L

es propiamente soportado si existe una constante positÍVa M tal que
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para toda f e szn) el soporte de Lf está contenido en un M en­

torno del seporte de f .

Una condición sobre el núcleo que caracteriza estos operado­

res está contenida en la siguiente proposición.

(2.17) PROPOSICION.Sea L un operador pseudo-diferencial. Enton­

ces L es prOpiamente soportado si y sólo si existe una constante

M1>0 tal que sop Kc{(x,y):Ix-yl sM1} .

Demostración. Supongamosprimero que L es propiamente so­

portado. Sea M 1a constante que existe según definición (2.10). Con­

sideremos M1>M y q>(x,y)eC:({Ix-y| >M1}) . Fijando xean , el so­

porte de q>(x,y) está contenido en {yzlx-yl >M1} . Como M1>M ,

por (2.16) L(d>(x,*)) (x) =0 , Vxean . Por consiguiente, ¡((0) =

f L(q>(x,*)) (x) dx: 0 para toda o(x,y) perteneciente a

C:({lx-yl >M¡}) . Esto muestra que la condición es necesaria.

Para demostrar la suficiencia, consideramos f en C202“)

y Xean fuera de un M1- entorno del soporte de f , entonces por

(2.11)

Lf(x) = f k(x,y) fm dy = o

En consecuencia, sop(Lf) c M1- entorno del sop(f) .///

Dadoun operador pseudo-diferencial L quisiéramos extender

su dominio de definición :1un espacio de distribuciones. Un camino po­
- .—, . . . . . t tSlble seua encontrar el operador transpucsto L de L , tal que L

sea continuo de S en S . Suponiendo esto, definimos

(2.18) Ul(«b):=ll(l,t 45) ,

para todo Il. S' y (p. S . El operador transpuesto Lt debe satisfacer
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(2.19) [Lfoo gcx) dx = f fcx) (Ltg) (x) dx .

para todo f y gezqgaffi . Por lo tanto, a1 menos "fonnahnente" ob­

tenemos que

(2.20) Ltf(x) = lim e'2"i(x'y)'¿ pen-Elm“E 2;)fly) dy dE ,6+0

donde y(€) es la función truncación definida en (2.12).Esto sugiere

estudiar expresiones del tipo (2.20). Coneste fin se define una clase

de funciones, A(x,y,¿) , que incluye a los símbolos p(x,€) , de mang

ra tal que los operadores asociados a estas funciones, a través de

(2.20), sean del tipo (2.7) módulooperadores "buenos".

(2.21) DEFINICION.Sean meIR y Osóspsl . En lo que sigue deng

tamos con SE 6 la clase de funciones A(x,y,¿)evd”mf1xnfïxn{5 ta­i

les que para toda terna x,y,€ de elementos de Hfl y para todo

a,B;yeIHl existe una constante positiva C que satisfacea.B,Y

a B Y m-pa-Y+Ga’(a+8)
(2.22) |Dx Dy DEA(x,y,€)l s Cm,M (1+n(E))

Claramente las funciones p(x,€) que verifican (2.6) tam­

bién cumplen (2.22). Por lo que el uso de 1a misma notación para desig

nar ambas clases no introduce confusión.

Un elemento A(x,y,€) de 52 6 es llamado una amplitud de
D

orden menor o igual que m y de tipo (9,6) . Diremos que una función

A(x,y,¿) -pertenece a S-m si está en S: 6 para todo m .9

La siguiente prOposición nos ayudará a dar un sentido preci­

so a expresiones del tipo (2.20).

(2.23) PROPOSICION.Sea AGS]: 6 s Supongamos que 6<al a: . Enton’

CCS



-36­

(2.24) mx) = 11m e'2"i(x'Y)°¿A(x.y.¿) mea) fcy) dy da ,6+0

está bien definido para toda f en S y el límite es independiente

de la función w usada en la definición (2.12)de y .

Demostración. Usando la identidad

(14,4112¡“2)M e-Zni(x-y).¿ = (1_ Ay)Me-Zïri(x-y)-¿

para M:>0 , e integrando por partes en (2.24) obtenemos

JI e-Zni(x-y)-€ (1.+4n2 |¿I2)'M (1-AY)M (A(x,y,€) f(y)) Y(T€€)<brd€

B1
D A(x,y,€). B

H e'2"1("‘>’)'g —>’—7—— DY2ftv) me a) dy ds;(1+41r IEI2)M
c. .

|81+BZ l s2M

C.L. J dy (J + I )
IB1+BZI52M n(€)51 n(€)>1

La primera integral está acotada por

IDBAcx.y,¿)In+1
max sup .

IBlSzM (xms) (1+n(¿))"‘“Sal B
max sup ¡(1 + Iyl)

BD f(y)l
IBlsZM yeRn Y

1 m+óa ZM [al-1 -(n-1)

{o (1+n) n n an (1+ Izl) dz s C IllflllnH,2M
RD

Aplicando (1.8), la segunda integral está acotada por

m1 B IDBA(x,Y.E)I
C max sup I(14-Iyl) D f(y)l max SUD m+¿u.3

IBISZMchn Y IBIsZM (x,y,€) (1+n(€))

(1+¡zn'(“*” dz-Janm'maï'óan) n'°"‘ dn
¡#1 I 1

Eligiendo M suficientemente grande y teniendo en cuenta que

6<21 a-‘, la última expresión está acotadu por HIfHI . En con­1 n ' n+1,2n

secuencia, Lf está bien definido. Por otra parte, para probar que cl
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límite es independiente de la función d: , consideremos Y] y yz

definidas por las funciones w] y wz respectivamente. Entonces

. -Z1r'(x— )°E

¡33 e 1 Y Acx.y.¿) fcy) (v1(TEa) - yzrrE o) dy dal

5C máx sup I(1+Iyl)n+1
B ID3A(x,y.¿)I

D f(y) l máx
IBISZM yeR“ Y

sup _ . )
lBIsZM (una) (1+n(5))m+‘sa B

_I “HH-(m1) dz o mr nm-2v11(a1-<San)+lal-1dn= o ’n 9+0R 1/e

si M es suficientemente grande.///

De ahora en más supondremos siempre que 6 < a1 a: y p > O .

Estudíamos a continuación algunas propiedades del operador L defini­

do en la proposición anterior.

(2.25) PROPOSICION.L es un operador continuo de S en S .

Demostración. Sean feS y a,Y'eNn . Integrando por par­

tes comoen la prueba de (2.23), obtenemos

(2.26) XGDI'Lf(x)=anI' e'2"i(x'>')‘¿ (1+4n2|¿|2)'Mway)“5+0

(Acx.y,e:) fm) Y(T€'€) dy de

_ - _ . Y ._

=x°‘ lim C.L. “e 21”“ Y) 5 z»;1(1+4112I%;12)M
8*0 YI+Y2=Y'

DYZU-A)“ (Mx y a) rm) ya a) dy da
x y Í , e

Usandola identidad x“e'2"i(X'Y)'¿= cngc'3"i(x'y)'€ e integrando

por partes se obtiene que (2.26) es igual a
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. _ . _ . Y ‘a a _ Y

lim C.L. [Je 2"1(x Y) ¿g ‘ 'D¿2[(|+4n2¡g|2)“‘Dx2(1-Ay)“(A(x,y,g)
6+0 y1+Y2=Y'

a1+a2=a fm) mean de dy

= lím C.L. J dy (J + í )
8+0 Y1+Y2=Y' n(€)51 n(«‘:)>1

a1+a2=a

Usando el mismoargumento que en (2.23) resulta que 1a primera inte­

gral está mayoradapor

B Y2 w

“+1 DX A(XDY!€)II B l
C max SUP ¡(1+lyl) D f(y)l max sup _ _ O.

¡Blsflflyelvï Y lBlsZM (x,y,€) (1+n(€))m+63 (8+YZ) pa “
IYzlle'I
IwISIazl

. -(n+1)
I n (1+lzl) dz s c IlllenH,2M .
IR

Aplicando (1.8), 1a segunda integral está acotada por

B Y2 w

' ¡(1 I I)n+1 DB f( )| ' ( IDY Dx DE A(x’y’¿)l \C M + y y max . - 1.
|3|sZM y¿]UI Y ¡BlszM (1+n(€))m+(Sa (8+Y2) pa w’

IY ISIY'I

Iwfllazl

m+a IyW-a IaIp-ZM(a -óa )+|aI-1 _

- [a n n 1 1 n dn í (1+Izl) (“+1) dz
1 ¡81

s c Hllen+1’2M ,

eligiendo M suficientemente grande y teniendo en cuenta que

5<a1a¿‘ .///

Sea Lt definido por

(2.27) Lt rm = 1113 c'z""("'-Y)"’ mcg) A(y.X.-€) rm dy dcC"
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En consecuencia Lt satisface (2.19). Además,aplicando la proposi­

ción anterior, Lt es un operador continuo de S en S y, por consi

guiente, L puede ser extendido al espacio de distribuciones S' por

1a identidad (2.18). Por lo tanto, obtenemos1a siguiente proposición.

(2.28) PROPOSICION.L es un operador continuo de S' en S’ .///

Estudiaremos ahora las propiedades del núcleo de distribu­

ción asociado a estos operadores. Si K es el núcleo de distribución

de L , entonces

(mm“MhmflfiümW‘Mmommflmmawu,
5+0

para todo par de funciones f y g en CZGR“). Más aún,procediendo

comoen 1a prueba de (2.23) se demuestra que para toda oezqzuÍIXIgï

mmenEmémmwhmmnqammauwe

está bien definido y KcsD'GÏIXIJÜ . Para estos núcleos se verifica

además la propiedad análoga a (2.13), es decir.

(2.31) PROPOSICION.Existe k(x,y) ec°°(n) tal que K/Q=k .

Demostración. Para 0<ezsï , definimos

kECX.y)==I e'z"l(x'y)"E A(x,y,€) MTEE) da

Usando el mismorazonamiento que en la prueba de la proposición (2.13),

se demuestra que existe una función k tal que ke converge a k en

¿”(9) .///

Comoconsecuencia de esta proposición obtenemos, igual que

en (2.15), el siguiente colorario.
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(2.32) COROLARIO.Sea feCZCRn) y xlsop(f) . Entonces

Lf(x) = I K(x,y) f(y) dy .///

Unapropiedad importante que satisfacen los operadores definidos en

(2.23), es que los mismosno aumentan el soporte singular de 1:1distri­

bución a que se aplican. Un concepto equivalente a éste es introducido

en la siguiente definición.

(2.33)‘ DEFINICION.Diremos que un operador L es pseudo-local si

para todo Te E' tal que existe un conjunto abierto y acotado U con

la propiedad que Te CW(U) (ver (1.50)), entonces se cumple que

L(T)eC°°(U) .

Para demostrar que los operadores pseudo-diferenciales defi­

nidos por una amplitud son pseudo-locales necesitaremos construir una

partición de la unidad asociada a un cubrimiento del conjunto U .

El siguiente lema de cubrimiento está enunciado en [MSZ]

pág. 277, y su demostración está contenida esencialmente en [CW]pág

70.

(2.34) fi. (Lemade cubrimiento). Sea Uc an un conjunto abierto

y acotado. Consideremos d(x) = inf{|x-y| : y {U} . Dado c 2 1 , sea

r(x) = (2C)-] d(x) . Entonces, existen un número natural M que de­

pende de c y una sucesión {xj} cU tal que si rJ. denota r(xj) ,
tenemos que

(2.35) rj tiende a cero, cuando j tiende a on,

(2.36) las bolas B(xj,rj/4) son dos a dos disjuntas ,

(2.37) la unión UB(xj,rj) es igual a U ,j

(2.38) para todo j , B(xj,c rJ.) está contenida cn U ,
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(2.39) para todo j , el númerode bolas B(xí,c ri) cuyas inter­

secciones con B(xj,c rj) son distintas del vacío es a lo más M .///

(2.40) LENA.(Partición de la unidad). Sea Uc R" un conjunto a­

bierto y acotado. Consideramos las sucesiones {xj} y {rj} dadas en

Lema(2.34) para c=8 . Entonces, existe una sucesión {oj(x)} de
funciones no negativas satisfaciendo

(2.41) el soporte de oj está contenido en B(xj,2rj) ,

(2.42Ï 1a función oj es mayor igual que M-1 sobre B(xj,rj) y

(2.43) ÓjCX)=xU(x) , donde xU es la funcio'n característica
del conjunto U .

Demostración. Una prueba de este lema se encuentra en [MSZ]

pág. 278.///

(2.44) PROPOSICION.L es pseudo-local.

Demostración. Sean Te E' nCm(U) y das Canal) . Probaremos

que existe una función Ce CW(U) tal que

Lm (o) = cun = f cm My) dy

Sea {ej} la partición dc 1:1unidad construida en el lema anterior.

Luego, por (2.43)

o(x) = X oj(x) o(x)
J'

Veamosque esta swna es finita. En efecto, si K=sop(o) entonces

sop(d>j 4)) c B(xj,2rj) n K

Como rj=1b']d(xj) tiende u cero cuando j tiende a infinito y
chU , resulta que existe NcN tal que
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j . K =
B(xJ,rJ) n o

N

para todo ij , d>(x)=2 oj(x) Mx) . Para cada j:1,...,N , consídg'-1

ramos wj(x)e:C:(U) taquue wj(x)==1 en B(xj,4rj) . En consecuen­
cia

N N N

(2.45) L(T)(4>)= Z L(T)(<b-d>)= Z L(Tw-)(4>-4>)+Z L(T(1-w.)) 0M)
j=1 J j=1 J J j=1 J J

:zz]+ ,

Como T43 eC:(U), por (2.25) tenemos que

(2.46) Gj = oj L(T wj)

es una'función en Cm(U), por lo que X] verifica 1a propiedad reng

rida. Para estimar ZZ , notemos que 50p(1-wj) cB(xj,4rj) . Por cono;
guiente,

sepan-45)) n sopcoj o) = a

Por lo tanto, aplicando primero (2.18) y luego (2.32) obtenemos

N t N t
(2.47) EZ= 2 (1-w.)T(L M) = {mI-w.) L («wm

j=1 J J j=1 J J

N

= jZ1 Tx((1'wj(x)) I k(x,y) ijY) o(y) dy)

N

3-21 JTxm'WJ-(XD k(x,y)) ojo) om dy ,

pues T ponmutu con la integral, comoes fácilmente vcrífícable. Como

k(x,*) os Cm, resulta que

i. := ‘ 'l- .'. ' .
bJ(y) 1x(( thx)) k(x,y)) ®J(y)

-; - .m .
cs una funcxon portcncc10ntc a L (U) . Dc (2.47) sc Slguc
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C)?

N

2.48 = .(o)
c ) 22 j; J

De (2.45), (2.46) y (2.48) se deduce que

N 4

L(T) = 5;] (Gj-+Gj)=: c ,

pertenece a Cm(U).///

Con el propósito de estudiar el operador L lo descompone­

mos en suma de dos operadores L1 y L2 de la siguiente manera. Para

M> 0 , consideramos oe CZGRn) tal que q>(t) =1 si ItI sM/Z y

sopop) c{t: ItIsM} . Por lo tanto, para toda feS tenemos

(2.49) Lf(x) = 1118H e'ZT‘iCX'Y)"SA(x,y,a) «Mx-y) mas) f(y) dy daE

+ 11.18 e'2"i(x‘>’)'¿ Y(T€g) A(x,y,¿) (1- MX'YD f(Y) dydg€->

L1 f(x) + L2 f(x)

A partir de (2.17) se deduce fácilmente que L1 es un operador propia

mente soportado. Con respecto a L2 , veremos que el mismo admite una

representación integral a través de un núcleo Cm. Más aún, DaL2=

Da y DGL está acotada en morma Lp para 1<p<°° y aeNn .L2 Z

Probaremos primero que L2 es un operador integral definido

a través de un núcleo Cm. En efecto, usando la identidad

e.zni(x-y)'€ = (-4n2)N lx-Yl-2N ANe-Zn1(x-y)°¿
E

para NeN e integrando por parte obtenemos

(2-50) szm = “lg C'Z"i(x'“'5 MHZ)“A2[A(x.y,€)mean8+

2
- (1 -<b(x-y)) Ix-yI' N rm dy dr:
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- a a a-a

= C.L. lim e-2"1(x-Y).€D IA(x,y,€) D 2y(T De 2
Ia1+a2|=2N €+0 a g e

° (1 -d>(X-)')) Ix-yl'ZN f(y) dy dt: .

a

Notemos que si aziÉO , sop(D 2y(TE 5)) c{n(€) s 25-1} . En consecuen­
cia

a-a °' a
e 2sC(1+n(E)) , para toda ¿esop(D 2y(T€ ¿n .

Por consiguiente, el integrando en (2.50) está acotado por

1
pa ZN _

1 If(Y)l (1-+Ix-yIZN) ,
m­

C(1+n(€))

donde c es una constante que no depende de e . Si a2==0 , se tiene

la mismaestimación. Luego, como p:>0 , eligiendo N suficientemente

grande podemosaplicar el teorema de la convergencia dominada de Lebes

gue obteniendo

(2.51) L2 f(x) C.L. e'2"i(x'>’)°¿ ng A(x,y,g) (1 - q>(x-y))la|=2N

-1
- (1 + ¡x-yrz“) f(y) dy de

=Heúfiüv*5%uy¿)flndyü ,
donde

._ a ZN -1b (xiy’€)°_ C-I-ND A(x,Y9€) ' + lx'yl )
N |a|=2N g

pertenece a la clase SE-DÜIZN. Por 10 tanto,

th)=JM&WEU)W ,
donde

Man=[c*““”*5%da¿)a
satisface
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(2.52) ID: DS k(x.>')| s cN (1 + lic-wm)-1

Finalmente, observamos que integrando por partes DaL2= L2Da y que,

por (2.52), ambosoperadores están acotados por el operador de convo­

lución

fin+mMWHmw.

el cual es continuo sobre Lp , 1 gpsoo , para N suficientemente grande.

Conel fin de describir y estudiar las propiedades de los o­

peradores del tipo L1 , obtenido anteriormente en (2.49), damos a con

tinuación la siguiente definición, similar a aquélla considerada por

A.P. Calderón en [C].

(2.53) DEFINICION.Denotaremos por I]: 6 a la clase de operadores9

L definidos, para f en S , por

Mm=mflémmWHWMHQBWHM€.6+0

donde AES111 A(x,y,€)=0 sobre Ix-yl >M para algún M>0 , y0.5 ’

Osóan< pa1 sa1 . Diremos que un operador L está en la clase I'm ,

si éste pertenece a Ir: 6 para todo m . Por último, observemos que,I

comoen el caso del operador Ll , de (2.17) se deduce que los operado

res que están en I]: 6 son propiamente soportados.9

52. EXPANSION ASINTUI'ICA

Nuestro próximo objetivo es demostrar que un operador perte­

neciente a la clase l": o. coincide con un operador definido por un
i a

símbolo p(x,g) perteneciente a SI: 6 , comoen (2.7). Veremos que9

este símbolo puede ser expresado en ténninos de’una suma asintótica si_

milar a la obtenida por A.P. Calderón en [C]. Para ello necesitaremos
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las dos pr0posiciones siguientes. Las pruebas presentadas dc las mis­

mas son una adaptación de los Teoremas (ii), pág. 16, de [C] y 29,

pág. 147, de [H].

(2.54) PROPOSICION.Sea {pj}°j"=0 tal que ¡“sm 6J po

con la propiedad de que para todo entero no

con m. 4 -°° .
J

Entonces existe p e S
096

negativo N

(2.55) b- Z b.eSmN6
j<N J p)

Demostración. Sea we CQGR‘L) tal que 0 s Mt) s 1 , sopop) =

[1,00) y w(t)=1 para t22 . Definimos

d>(€)== W(n(€))

y consideramos

PJ-(x,>'.€) = pj(X.y,E) MTEjE) ,

donde {ej} es una sucesión decreciente de números positivos que tien
de a 0 cuando j tiende a oo . En consecuencia,

v _ . > -1
(2.56) sop¿(pj) - {L n(€) -cj }

Y

I IY Y 3°
. 7 a B Y _ = a B 1 _ _2 l

(2 5 ) Dx Dy D¿ pJ(x,y,¿) Y fiïr = Dx DYDg pJ(x,y,¿) D¿ mes) eJ1 zY

|Y2|>0

Y .

+ 0€ pj(x..V,€) MFÉJ E)

Y: . , - -1
Como sop(Dg (DÜEC))C{€.Y1(L,)>ZCj } ,

u°YZ _ -u-y,
ej s L3(1+n(ñ))] '

Y

para todo ¿H s.op(l){245('l‘C{H . Luego, como (l/prl , de (2.57) tenc­

Yz
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mos que

- - 63°(a+B)-pa°Y
a B Y ' J m3+

IDx Dy Dg Pj(x,Y,€)I s GWS,Y (1+n(€))

J. _¡ mj+1+<Sa-(0L+B)-pa'y
= e“,Y (1+n(€)) (1+n(E))

Más aún, de (2.56) se sigue que

(1+n(s))" s ej

para todo Ee sop¿(p;) y, por consiguiente, obtenemos

n - . 1+Ga' (a+B)-pa-y
a B Y J mJ+

(2.58) IDx Dy Dg pj(x,y,€)l s COL’B,Y€j(1+n(E)) ,

con ej+0 cuando j tiende a oo . Definimos

I

p(X.y.€)== 2 pj(x,y,€)
J

Como ej +0 cuando j tiende a 0° , de (2.56) es claro que

p e Cum“ lenlen) . Notemosque si

SmN
(2.59) rN = p - 2 0,6 ,p. e

j<N J

entonces

p = p. + r
ij J N
m

pertenece a Spoó . Por lo tanto, será suficiente probar (2.59). Para9

ello descomponemosa rN de la siguiente manera

z ' Mi] ' 2 ' z z zr = - + + :: + + ’
N j<N J J j=N J sz J 1 2 3

donde M>fxI, será elegido convenientemente. Estudiwnos primero

Í = X (pt- p-) (X.y,E) =
j<N J Jl ' N jJ<

1

Sea N0>0 tal quo ZcN .<.N0 . Luego
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sop¿(21) c {5:n(€) s No}

En consecuencia,

a B Y < 5 + "H-mN + mN-pa'Y+6a.(a+B)
IDnyD¿ÏII - ij ca,“ (1 nm) (1 n(€))

-pa°Y+6a°(a+B)
S C (1+nCE))mN

Lo que prueba que Z e SmN . Por otra parte como Smj cSmLN para1 p,6 ’ 0,6 p,6

todo j zN , claramente se obtiene que 22€ sp 6 . Con el propósito de, .

estudiar Z consideremos M:>O tal que
3 D

(2.60) mM + 1 s mN ,

lo cual es posible pues mj4'-m . Dados a , B y Y en If) elegimos

ej-l0 tal que para todo j 2M se cumpla

j -j
(2.61) cm’B’Y ej s 2 ,

donde c es la constante que aparece en (2.58). Por lo tanto deJ
a,B.Y

(2.58), (2.60) y (2.61) se sigue que

a B Y a B Y '
D D D l s ID D D .I

l x Y E 23 ng x y i pJ

_. m.+1+óa°(a+B)-pa-Y
s 2 2J (1+n(¿))3sz

+1+6a°(a+B)-pa-y
S C (1+n(€))mM

+6a-(a+B)-pa-y
S C (1+n(€))mN

Luego, 2 está en SZNG.///
D

3

(2.62) DEFINICION.Diromos que una función p perteneciente u
m

Spo6 es la sumausintóticu de {pj} si satisface (2.55) y 10 denota­
D
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remos por p =.Z pj .
m.

(2.63) PROPOSICION.Sea ijSpJó , j:0,1,..., tal que mj+-°° .I

Sea peCQGRnleann) y supongamosque para todo a , B y Y pertg

neciente a Nn existen c y A que dependen sólo de a , B y Y

tal que

(2.64) ID: DBDI,p(x.y,w)l s c (momAY

Si además para todo entero N20 existen CN y uN que satisfacen

.UN

(2.65) |p(x,>',w) - X p-(x,y,w)l s CN(1+n(w))
j<N J

Ino

y uN+.-m , entonces peSp’ó y p=-)j3pj .

Demostración. En 1a prueba de esta proposición necesitaremos

ellsiguiente Lema.

(2.66) Lema. Sea feC2(U) , U subconjunto abierto de an . Sean
0

K1 y K2 conjuntos compactos tales que K1cK2 cK2 cU . Entonces

Z sup IDaf(x)|z sc sup If(x)l(sup If(x)l + X sup IDa f(x)l)
lal=1 XcK xeK XEK lal=2 XeK

1 2 2 2

0

Demostración del Lema. Sea XeK1 . Como K1 cKZ , existe

ho> 0 tal que x+ Ee K2 para todo [El sho . Luego, desarrollando en

.Serie de Taylor la función f , en la dirección hJ.=hej , obtenemos

. 2 1 2

f(x+hj)= f(x) +% (x) h + 5% (x+th.) (1-t) dt
j ‘ 0 ax]. J

Esto es

1 2,

(2.67) h (x) = [f(x+h.) - f(x-)] - hzí 2% (x+th.) (1-t) dt
j J o ax]. J



-50­

Denotando C1:= sup lf(x)| y C22= X sup IDGf(x)l , de (2.68) re­
XeK2 al=2 XCKZsulta que

h1

2c2 I0(1-t)dt)2=(2C1+ 7c2)
Ihl2¡if-(xMZs-(zc'm 2.

ax]. 1

Por consiguiente, para todo Ihl sho se sigue

c
(2.68) c := z suplDaf(x)lzs n (2 —‘+ hc )23 _ h 2 2

lol-1 me

está acotado por CC2Si C2=0 ,tomando h=h0,C 1. Si C2>0,3

cons ideramos

O

Mb) =fic1 +7211,

para todo h> 0 . Esta función alcanza un mínimo en Hz: 2 (C1/C2)1/2.

En el caso de que ¡sho , eligiendo h=H en (2.68) obtenemos que
2­CssnoGï)-4nC1C2

Si H>ho , entonces C2<4C hgz . Por 10 tanto, reemplazando h por1

h en (2.68) tenemos que0

C<n(2c+h_°4Ch'2)<cc2
3‘ E1 2 10 - 1

Por lo que la conclusión del lema es obtenida.

_D_e_mostracíónde la Proposición. A partir de (2.54) se sigue
m

. 0 z

que ex1ste poc Sp"!5 tal que po gp]. . Luego, como

- -=(' )+( ' a
p ijpJ vpo po ijpJ

sofá suficiente probar que p-p c n Sm . Seu N 2 0 . Como u, + -oo ,
o m 0,6 J

cx1stc NoïN tal quo uNos'mN y mNosmN . Por lo tanto, usando
(2.65) tenemos
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lp(x)Y:w)-po(x)pr)l 5 Ip(x9y,w)' _EN (X:Y9w)l+ Ipo(x,Y:w) 'J< o

_Z pj(x,y.w)l
J<N¿

Nou mN

sc1 (1+n(w)) + c2 (1+n(w)) °

SC (1+n(w))mN .

para todo N20 . Para obtener estimaciones de D: DE,DI (p-po) aplica­

mos el Lema (2.66) a la función definida por

f(x',>",w') = (p-po) (x+x' .y+y' ,w+W') ,

donde k,y,w pertenecen a an . Si

Ki = {(x',y',w') : lx'l,ly'l,lw'| si}

con i=1,2 y 0L, B y y son multiíndices tales que |a+8+yl=1 ,

entonces de (2.64), (2.66) y (2.69) resulta que

ID? DEDE(p-po) (x+x' ,y+y' ,w+w') ¡Z = IDÏ, D5, DI. f(x' ,y' ,w') IZ

sC sup (1+n(w+w'))” sup {(1+n(w+w'))“
Iw'IsZ Iw'ISZ

+(1+n(w+w'))‘}.

donde u=mN+ -°° . Razonando por inducción sobre el orden de derivación,

supongamosque las derivadas de orden h= lu'+B'+y'I de f , están aco­

tadas por (I+n(w))u+A con u suficientemente pequeño. Sean a" , B"

y y" en. Nn tales que la"+B"+Y"I=h+1 . Consideremos a"+B"+Y"=

(0+0') + (6+B') + (YW') , donde Ia'+B'+Y'I =h y Ia+B+Yl=1 . Por lo

tanto, si

a.
DX. DS. DI. (¡v-po) (x+x'.y+'y',w+w')=: f(x'.>",w') .

aplicando el Lema (1.60) :1 f tenemos



-52­

H ÍI H ' 2 .' ' 2

(2.70) “3‘;LDE D; (p-p°)(x+x ,y+y',w+w')| = 10:. D3, DI, f(x ,y',w')l

s suplf(x',y',w')l {supIf(x',y',w')
K K

2 2

+ X sup IDÏ, DB. Dw. f(x' ,y' ,w') I}
Ia+B+YI=2 K2 Y

Usandola hipótesis inductiva y (2.64), el primer miembrode (2.70) es

tá acotado por

C (“MWDWA {1+n(w)u+)‘ + (1+n(w)))"}sC (1+n(w))U+)‘" .

donde u es suficientemente pequeño. Esto prueba que p-poe n SI: 6lTl 9

y la proposición.///

En el Teoremasiguiente caracterizamos los operadores perte­

necientes a la clase II: 6 .i

(2.71) TEORE'JIA.Sea Le Ir: 6 . Entonces existe una única función9

p(x,€) es: 6 tal que para toda feS1

Lf(x) = f e'ZT‘i’“g p(x,E) ña) da

Más aún, para todo entero N21

- -N(pa -Ga )
1 Ial 1 0L a m 1 n

- — —,—D D A S .
p(x9€) “¿LN a. y E (XIY!€)ly=x€ p’ó

Demostración. Como L es propiamente soportado entonces pa­

ra cada x en IRn fijo existe un conjunto acotado, E , tal que

A(x,y,€) =0 , para todo y¿E . Sea xeCZGRn) tal que x31 en un

entorno de E . Entonces Lf(x) =L(xf)(x) está bien definido para to­

da f en Cm . Probaremos que

eme-w uc-me'w
pcx,w):= ) (x) e 52,6
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Notemos que

p(x,w)= mg e'2"i("”')'(5'”) A(x,y,¿) mea) de dye-P

=:1im I
6+0 e

Luego, usando e1 cambio de variables u=y-x y v=€-w , obtenemos

(2.72) 1€ = ezmuw A(x,x+u,v+w) y(T€(w+v)) du dv

Denotemos b(x,u,w):=A(x,x+u,w) . Entonces b= lim bE , donde
6+0

b€(x,u,w):á A(x,x+u,w) Y(T€w)

Claramente be se anula para IuI>M y, por lo tanto, de (2.72) se

sigue que

1€ = I b€(x,v,w+v) dv ,
A

donde bE es la transformada de Fourier con respecto a la segunda va­

riable. Estimamos ahora DED: be . Para N422+ tenemos

ZN 0L" ZN B 21Ti -v
(2.73) lvl DÏDXbE(x,v,w)=IvI 0x1): e u A(x,x+u,w)y(T€w) du ,

lulsM

escribiendo {VIZNe2"1u.V=(-4n2)-I‘IAfie2mu.v y integrando por partes,

(2.73) es igual a

° . B WB C! a

c.L. Í e21ml " (D11D2 2D_1,1A)(x,x+u,w) DW2(yTew)du ,lul=2N IulsM

B¡+BZ=B

a1+a2=a

donde Di es el operador diferencial con respecto a la i-ésima varia­

ble; Como At- Srg 6 , obtenemos que9

m+óun(2N+|BI)-païlal
IvlZN IDÏDSbE(x,v,w)I s C (1+n(w)) ’
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donde C es una constante que no depende de e . Por lo tanto,

(2-74) ID: D: B€(x,y,w)| s c Ivl'“ (1+n(w))m(V,lB|,Ia|)

para todo veZ+ y m(v,l8|,Ial):=m+óan(v+IBl) -pa]|al . Si en

(2.74) consideramos lvl 21 y v suficientemente grande, entonces

m(\),IBI,IaI)A -a v
1

IDJBCD: bE (x,v,w+v)| 5 C MV) (1"! (WWD

-v(a¡-6an)+6anl BI-pa1 lal+m
sC n(v)

o (1+n(w))m(v,lBI,lal)

1 , IDBDub (x,v,w+v)| está acotadao coni íente cm <a 'Pr sgu ,ooó 1an xwe
por una función integrable en v , para v grande. E1 Teorema de la

convergencia dominada de Lebesgue garantiza que

lim J 8€(x,v,w+v) dv = í B(x,v,w+v) = p(x,w)6+0

Más aún, p(x,w) ¿Cmmann) Y

(2.75) [DED3 p(x,w)| s c (1mm)x

para AelR . En consecuencia, p(x,y,w) =p(x,w) satisface (2.64). De­

sarrollando en serie de Taylor 1a función b(x,v,*) obtenemos

A a A

(2.76) bcx,v,w+v) - Z "—.D‘;h(x,,v,w)
GI<N a.

1 A

= %N ¿T va JO (1-t)N" D: b(x,v,w+tv) dtIa= '

De (2.74) y (2.76) se sigue

A V0. a A
(L7n Ibünnwv)- 2 fi45tnLvNM

Ial<N a'

5 C IVIN-v sup {(|.+n(w+tv))m(V.0,laI)}
St<

para todo N y v perteneciente :1 2+ . Comotomamos la trunsfonnudu
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de Fourier de b con respecto a la segunda variable, tenemos que

a A . A

I hi I D; b(x,v,w) dv = I h (ZLHW' ngí (1)";lb) (x,v,w) dva, < ' a < o

' | 1

= 2 (21-11)“—(n‘;n‘;b) (x,0,w)
laI<N al

N i Ial 1 a -a= z Er (xyxyw)
J'=1 |a|=j °

Por lo tanto, escribiendo

_ i Ial 1 a a

pj _ Ia%=j (7;? ET (D3 D2 A) (xsxyw) ,

resulta que

B m-j(pa1—6an)+68°a-py°a
unx o; pj(X,w)| s c (1+n(w))

lo cual implica

(2.78) pj e SÉÉG para rnj = m - j(pa]- Gan)

Como 6an<pa1 , mj tiende a -w , cuando j tiende a w . En conse­

cuencia, si probamosque la sucesión pj satisface además (2.65), de
acuerdo a la proposición (2.63), concluimos la prueba del Teorema. Es­

timemos

a /‘
2 ¿T D b(x,v,w)} dVI(2.79) Ip - Z p.| = ¡J {b(x,v,w+v) - gj<N J la|<N

Para ello, consideremos primero el caso n(w)> 2K , donde K es la

constante que aparece en (1.3).

A partir de (2.77) se sigue que

dv

N'V] "¡(V-I10)N)

|p - Z ¡>J 5C Í _‘ lvl sup {(l+n(w+tv)) } dvj<N J n(v)<(2K) nm) 0:ch

N- , m(v2,0,N)
+-C I _¡ (¡+Ivl) “ sup {(I+n(w+tv)) }n(v)>(2K) n(w) 0<t<l

= I + I
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para todo v¡,v2¿Z+ .

Estudiemos Il . Iíligiendo v] =N , tenemos

I1 í _1' sup {(1+n(w+tv))m(N’0’N)} dvn(v)s(2K) n(w) Ostsl ’

Como <San<pal , tomando N suficientemente grande m(N,O,N) =

m+N(<San-oa1) s O . Luego, observando que

n(w+tv) 2 K“ n(w) - n(v) 2 (2K)" n(w) ,

se deduce que

11 S C (1+n(w))m(N,0,N)+Ial

Más aún,

ul}: m(N,0,N) + ¡al = N(óan-p211) + m + IaI

tiende a -°° cuando N tiende a oo .

Estímemos I 2 . Supongamos primero que 6 > 0 y notemos que,

para v2 suficientemente grande, N- v2 < 0 y m(v2,0,N) =m + 6 an v2 ­a

pa1N20 . Entonces, como lvl 2n(v) 1 para n(v)>1 , obtenemos

La1-v m(\)2,0,N)
sup {(1+n(w+tv)) } dv

0sts1

(N

Inlscj _1 (HnWDmw>am no)

Como

l+n(w+tv) s C (n(w) + n(v)) s C n(v) ,

usando nuevamente que 6 < a] un , tenemos que

Nu (1-p)-v (a -óa )+m
(1+n(V)) ‘ 2 ' “ dv

n(w)
IAII2 ¡línwhum'

Nu](I-p)-v3(ul-6nn)+m+lul
= (Í (MMM)

Eligiendo xn =v,(N) suficientemente grande, se sigue que

pÑZ=Nu|(|-p)-v¿(N) (ul-óun)+m+lul
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tiende a -°° cuando N tiende a a» .

Consideramos ahora <S=0. Como m(v2,0,N) =m-pa1 Ns 0 para

N suficientemente grande, resulta que

'v2)31(N

|12| s C I (1+n(v)) dv

Por lo tanto,

nopam4mw

(N-v2)a1+ Ial
IIZI s C (1+n(w))

Para v2 =v2 (N) suficientemente grande, tenemos que

2.­
uN.- (N- v2(N)) 31+ Ial

tiende a -°° cuando N tiende a w .

Tomando uN=min (ukuá) , hemos probado que la sucesión pj
satisface (2.65) cuando n(w) >2K .

Sólo nos resta considerar el caso n(w) s 2K . De (2.77) obt_e_

nemos

m(0,0,
'P" Í P°' 5 IvIN sup1 {(1+n(w+tv)) N3} dvC Ij<N J n(v)sl Osts

+ CJ (1+IVI)N-v SUp {(1+n(w+tv))m(V,0:N)} dvn(V)>1 Ostsl

=:I +I
1 2 '

Como m(0,0,N) =m- pa1N50 para N grande, I1 está acotado por

u
C(HMW)N.

donde ur; tiende a -°° cuando N tiende a 0° . Para acotar I2 , 0p_
, -1 .

scrvemos que l 2 (2k) n(w) . Luego, procediendo como en el caso ante

rior para la estimación de Iz , obtenemos la cota deseada. Esto es



-53­

vá

donde ui tiende :1 m cuando. N tiende a 0° . Tomando como antesl .

uN=min (pspuá) , la sucesión pj también verifica (2.65) para n(w) s
2K .///

Este Teoremanos permite introducir la siguiente definición.

(2.80) DEFINICION.E1 símbolo de un operador Le II: 6 , denotado
D

o(L) , es la función p(x,€) asociada a L , como en Teorema (2.71).

Observemosque si L es un operador pseudo-diferencial aso­

1

acuerdo a (2.49) podemos definir 0(L) módulo S-m .

ciado a una amplitud Ae SISó tal que Os 6 an< pa s a1 , entonces de7

Enunciamosa continuación algunas propiedades de los símbo­

los, o(L) , asociados a los operadores pseudo-diferenciales pertene­

cientes a Ir: 6 cuyas demostraciones pueden encontrarse en [C], pág.13.,

m!

0,6
. Además, si p=o(L) y q=o(M) , entonces para todo

(2.81) PROPOSICION.Sea LEI’“ y M61____ p5
m+m'

0,6

. Entonces L*€ II: 6’

y LMeI

¡(624

. _ m-k(pa '53 )
gw) = z (¿flag-,0: DÉp(X,€) + r(x,€) , res 1 n|al<k '

i ¡al 1 Da Da m+m'-k(pa¡—6an)= — + .
GUM) Ia%<k a: ( ( XQ) 1.09€) y r'ï 80,6

IE]. SIMBOLO PRINCIPAL

(2.32) DEI-“INHIION.Sou Lt 1': 6

lo principal de orden m de I. si p-0(L) c Srgépaï'óun) .

. Diremos que p(X,€) cs un símbo­

De (232) se. deduce que e] símbolo principal dc un operador
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en 12,6 está bien definido módulo ¿XEM-Gan) . La clase de símbo­

los principales de orden m de L será denotada por om(L) , y si p

es un símbolo principal de orden m de L , escribiremos p=om(L) .

Las siguientes propiedades del símbolo principal, son consecuencias in

mediata de su definición y de (2.81).

(2.83) Si p=0m(L) y qzomCM) , entonces

p + q = 0m(L+M) Y ñ = om(L*) .

(2.84) Sean p=0m(L) y q=om,(M) . Entonces

pq = 0mm. (1M) .

' m

5.3 LA CLASE IH

En esta sección estudiaremos una clase importante de operado

res pseudo-diferenciales. La mismaincluye a los operadores menciona­

dos al comienzode este capítulo de la forma F-1[(1-x(g))(P(-2ni€))'1]* ,

donde P(-2ni¿) es el símbolo asociado a un operador diferencial para­

bólico. Tambiénse consideran en esta clase las "casi-inversas" de ope­

radores diferenciales con coeficientes variables tales como

3
P(x' D) - -—

a ax“ a

donde P(x',D) = Xn-Ïai .(x') Di í)j esun operador elíptico de orden 2í 5:1 ' ­
con coeficientes ’C‘” en IRn 1 .

(2.85) 'DEFINICION. Sen mclR . Diremos que un operador L pertene­

cea III; , si L está en ITO yel símbolo o(l.) de L tiene un
desarrollo (¡sintético de la forma

o(L)= Z Z pa(><.€) '.
j20 Ial=j
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-a
donde pa(x,€) pertenece a ST15 y coincide para cada Xean yi

71(5) >1 con una función homogénea en E de grado m-a-a .

Notemosademás, que de (2.81) se obtiene fácilmente que las

clases IE para todo m en IR , son cerradas con respecto a 1a suma,

composición y operación de tomar adjunto.

Vamosa aplicar ahora los resultados obtenidos en el capítu­

lo anterior a los operadores pertenecientes a las clases IE , con

m< 0 . Con este propósito demostraremos una serie de lemas y luego re­

sumiremossus resultados en el Teorema (2.95). Para ello necesitaremos

la siguiente definición.

(2.86) DEFINICION.Sea melR tal que [P,m]=G . Definimos

[[P,m]] = {eLeZíl: a-a < -(m+la|)}

Diremosque O[[P,m]]=s , 552+ , si [[P,m]]#fl y s=máx{lal:

ae [[P,m]]} .

(2.86) LEMA.Si [P,m]=0 , entonces [P,m+B-a]=0 para todo

BeNn .

Demostración. Supongamosque existe Ban tal que

[P,m+B-a]#0 . Luego, existe oneZZI+1tal que -(m+B-a+lal) =a-a . Por

lo tanto, -(m+|al) = (a+B)-a y [P,m] #fl , lo que contradice la hipó­

tesis del Lema.///

(2.87) LEMA.Sen m<-Ial y [P,m]=0 . Supongamos que O[[P,m]]=N.

Entonces m+B°a>-Ia| para todo [3an tal que IBI >N .

Demostración. Supongmnosque existe [3an con IBI >N tal

que m+B-as-Iul . Como [P,m]=fl , m+B'u< -Ia| . [Enconsecuencia,

Be [[P,m]] y IBI>N, lo cual contradice lo supuesto sobre O[[P,m]].///
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(2.88) LEMA:Sea p(x,€) un símbolo perteneciente a la clase ST 0 ,
9

m< 0 , el cual coincide para cada XeRn y n(¿) >1 con una función,

q(x,¿) , homogéneaen E , de grado m . Entonces, si m>-Ial ,

¡EWÜJDu)=PUJ)+h&fl).

donde P(x,z) e CooflRnlen) y h(x,z) e CmGRnXGRn- {0})) , es una fun­

ción homogéneade grado -m-Ial con respecto a la segunda variable.

Demostración. Sea 45(5)e CZGRn) tal que Mi) =1 para

n(€) s 2 . Entonces

p(x,€) - q(x,€) = [p(X,E) - q(x,€)] o(€)

Para calcular la transformada de Fourier de p(x,€) - q(x,¿) , observe­

mos primero que p(x,¿) M5) pertenece a CmGRnlen) y tiene soporte

compacto en E , por lo tanto F¿(p(x,€) q>(g)) (z) es Cm con respec­

to a las dos variables x y z . Por otra parte, q(x,€) Mi) tiene

soporte compacto en E y es homogénea de grado m> -Ial cerca del o­

rigen, lo que implica que q(x,€) Mi) es una función integrable en

E . Por consiguiente

F¿(q(x,a) un) (z) = I 62“?Z q(x,¿) me) ds;

es una función infinitamente diferenciable en x y z . Luego, si

P(x.a):= F¿E(p(x,¿) - q(x.a)) oca] (z)= (z)' (Z))
hemos probado que PeCQCRann) . Más aún, de (1.52) y (1.59) obtene­

mos que

F¿(q(X.€)) (z) = h(x,z) .

donde h(x,z es una función homogéneaen z , dc grado -m-Ia|>-Iu| .

En consecuencia,
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F¿(P(X,€)) (Z) = h(X,Z) + P(X,Z)

Para ver que h(x,z) pertenece a Cmmnx GRn- {O})) , sólo debemos ob

servar que, en vista de (2.,13), F¿(p(x,€)) (z) es una función infini­
tamente diferenciable sobre anx GRn-{0}) .///

(2.89) LEMA.Sea p(x,€) como en (2.88). Supongamos que m<-Ia|

y [P,m]=fl . Entonces

F¿(p(X.E)) (Z) = P(x,z) + h(X.Z) ,

donde P(x,z) e CmGRnlen) y h(x,z) e CmflRnxGRn- {0})) , es una fun­

ción homogéneade grado -m-la| con respecto a la segunda variable.

Demostración. Como m< -Ia| implica que [[P,m]] #6 , proba

remos el Lemapor inducción sobre O[[P,m]] . Supongamos que

O[[P,m]]=0 . Sea q(x,€) comoen (2.88). Aplicando 1a fórmula de Eu­

ler, obtenemos para n(€) > 1

n a n a

m p(x,E) =j21 aj ¿J- ÉPCLE) —j; aj 55-j-(¿j p) (x,¿) - IaI p(X.€) .

Por lo tanto,

1 n a

p(x,€) + 7—y_milal j; aj —3¿j(EJ-p)(LE)

pertenece a Cmmann) y tiene soporte compacto sobre {n(¿)sï} .

Luego, su transformada de Fourier con respecto a a es una función in­

finitamente díferencíable de x y z , P(x,z) . En consecuencia,

_ - 1 , . . .'P(x)‘-)+W dj2111zj (Z)­
Notemos que pj(x,€):= EJ.p(x,¿) coincide con una función homogénea en

E de grado m+uj=m+ej - u . Comode (2.87) se tiene que m+ej- u> -Ia|,

podemos aplicar (2.88) :1 pj (x,€) obteniendo
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FdPUÁDCÜ=PUJ)+qñáÑTEajhí%(%ÜSÜ*PflXJD,

donde PJ.(x,z) está en CmthnXR“) y hj (x,z) pertenece a

CmflRnx(JRn- {0})) y es homogénea en z , de grado —m-|aI-aj . Por

consiguiente, nuestra afirmación se cumple en este caso. Con el fin de

completar nuestro argumento inductivo, consideremos que 0[[P,m]] = s ,

donde s es un entero positivo. Supongamosque la tesis se satisface

para todo m' <0 tal que 0[[P,m']] ss -1 . Denotando

J:= {1sj snzm+aj >-lal} , aplicando. 1a fórmula de Euler

y transformando Fourier con respecto a 5 , como en (2.90), tene­

mos que

F¿(p(x,¿))(z)= P(x,z) + [ng aj ZnizJ.F¿(€jp(x,€))(z)

+ jEJ aj Zfli zj F¿(Ej p(x,€))(2)] .

Si jeJ , entonces de (2.88) resulta

(2.91) zj_F¿(aj p(x,e))(z) = Pj(x,z) + hj(x,z) ,

donde Pj (x,z) está en CmGRHXIRn)y h].(x,z) pertenece a

CmflRnx(IRn- {0})) y es homogénea en z , de grado -m—IaI . Por otra

parte, de (2.86) se sigue que m+aj < -la| para todo jéJ . Claramen­

te 0[[P,m+aj]] s s - 1 . Por lo tanto, aplicando nuestra hipótesis in­

ductivaa ¿j p(x,g) ,1a tesis se satisface para todo j¿J .///

Resumimos(2.88) y (2.89) en el siguiente corolarío.

(2.92) COROLARIO.Sou p(x,€) como en (2.88). Si [P,m]=fl , enton

ces

F¿(p(x,€)) (Z) = P(X,2) + ll(x,1) .
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donde P(x,z) está en ¿”GÏIXHÍÜ y h(x,z) pertenece a

CmGRnxÜÍI-{0})) y es homogénea de grado -m—|al , en la segunda va­

riable.

(2.93) LEMA.Sea p(x,€) el símbolo dado en (2.88). Si [P,m]i¿fl ,

entonces

F¿(P(X.€)) (Z) = h(X,Z) + Q(X,Z) 108 [MZN-1 + P(X,Z) ,

donde h(x,z)e CDGRn><flRn-{0})) y es homogénea de grado -m-Ial ,

P(X,Z)€ ÜnGÏIXHJÜ y Q(x,z) es un polinomio homogéneo en z de grg

do -m-lal cuyos coeficientes son funciones infinitamente diferencia­

bles de x .

Demostración. Probaremos el lema razonando por inducción so­

bre 0[P,m] . Estudiamos primero el caso 0[Pnn]= 0 , esto es 1n=—|al.

Sea q(x,€) la función dada en (2.88). Definimos la distribución qx

por

qXÜI’)= J qcx,¿) ws) - wco) x(€)] da ,

donde x(€) es 1a función característica del conjunto {n(5) 51} .

Sea oezczaRn) tal que o(€)= 1 para n(¿)s 2 . Es fácil ver que la

transfonnada de Fourier de la distribución qxo está dada por

ZniZ°€
F¿(qxo)(z)=qx(eb‘íz'm = [cmo Mi) [e -x(€) de .

Claramente F¿(qxo) es una función infinitamente diferenciable de x

y z . Por otra parte, aplicando el Teorema (1.60) obtenemos que

F¿(qx)(z) = h(x,z) + M(x) ¡90(2) + M(x) log Ln(z)]" ,

donde h(x,: es unn función homogéneade grado cero con respecto u

z , M(x):= f n_¡ q(x,€') w(¿') do es una función infinitamente difereg
S
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ciablc y Po(z) es un polinomio. Por lo tanto, denotando

P1(xnz):= - (z)
tenemos que

I:¿(p(x,«5))(z)=h(x,z)+M(x)logtr1(z)"J+M(x)190m+ P1(x,z) .

Para completar la prueba en este caso, sólo nos resta ver que h(x,z)

está en CQCRnxGRn-{0})) . Esto es cierto pues de (2.13) se sigue

que E¿(P(x,¿))(z) es Cm sobre 1RnxGRn- {0}) . Sea s un entero

positivo. Supongamosque O[P,m]=s y que la tesis se cumple para to­

do m' < 0 tal que 0[P,m'] s s - 1 . Procediendo como en la prueba de

(2.89), aplicamos la fórmula de Euler obteniendo

1 n .

(2-94) F¿[P(X,€)](Z)= ¡7092)“‘Wj; aj Zlïlzj F¿(¿jP(X,€))(Z)

donde P(x,z) pertenece a CmGRnx]Rn) . Notemos que pj (x,€):=

EJ.p(x,¿) coincide con una función homogénea en g de grado m+aj sg

bre {n(€)2 1} . Si [P,m+aj]=fl , de (2.94), la tesis sigue aplicando

el Corolario (2.92) a pj(x,¿) . En caso contrario, si [P,m+aj]#fi ,

entonces a partir de (1.65) obtenemos que 0[P,m+aj] s s - 1 y podemos
usar la hipótesis inductiva obteniendo de (2.94) la conclusión desea­

da.///

(2.95) TEOREMA.Sea Le III: , m<0 . Entonces L es un operador in­

tegral con un núcleo K(x,y) que satisface las siguientes propiedades

(2.90) K(x,y)(—Cm(Q)

(2.97) Para cada entero positivo N tal que Na1- m- lal > 0 , tens

mos

K(X.Y)= Í haCX,X’Y)+hQa(X,X',V)10gïn(x-y)]-1+R\¡(x,x-y) ,
laI<N ‘
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donde ha(x,z) y RN(x,z) pertenecen a CmGRnx\(JRn- {O})) , ha(x,z)

y Qa(x,z) son funciones homogéneasde grado -m-lal +a ° a con res­

pecto a 1a segunda variable, Qa(x,z) es un polinomio en z cuyos

coeficientes son funciones infinitamente diferenciales de x , Q°(x,z)

=O si [P,m-a-a] =fl y D102RN(x,z) es acotada sobre anlen para

B-a<Na1 -m- Ial

Demostración. De acuerdo a (2.85) tenemos que

Lfcx)= X lim ¿“WWE p°‘(x,:)memo-y) fm dydaOslaI<N 6+0

+ Í e-Zïri(x-)')°€ rNoc’g) W(x-y) f()’) d)’ dí ,

donde WeC: es tal que W=1 en un entorno del origen, pu(x,¿) es

tá en Sm'o"a y coincide para cada Xean y n(¿) 2 1 con una fun­

ción homogénea en E , qa(x,¿) , de grado m-ova y rN(x,€) ¿ST-ÉÏN .I

Por lo tanto ,

L = X L + B ,
IaI<N

donde Las Im-OL.ay Be Ifl'aÏN es el operador integral definido por
el núcleo

Rr;(x,z):= [I e‘Z‘TiZ'a rN(x,¿) da] w(z)

Comola integral es absolutamente convergente para Na1- ¡al - m> 0 ,

Rr;(x,z) está bien definido. Además, Rï;(x,z) es una función continua

y acotada tal que DIDERI;(.\',2) es acotada y continua si B- a< Nal

-m-Ia| . Sea 0.an fijo y denotcmos por m' =m-a- a . Como

fax) = 11:3H e'2"í(x'Y)'¿p°‘(x,s) Y(Tc€)w(x')’)rm dyda.5-)
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entonces integrando con respecto a y tenemos que

-21rix-€
Laf(x) = Í p“(x,g) e g(€) de .

donde 80;) es 1a transformada Fourier de W(x-y)f(y) con respecto

a y . En consecuencia, para completar la prueba de (2.97) será sufi­

ciente ver que la transformada de Fourier de pa(x,€) con respecto a

E es una función de la forma

(2.9s)- h°(x,z) + Q“(x,z) log [n(z)1" + P“(x.z) .

donde ha(x,z) y Qa(x,z) son comoen (2.97) y Pa(x,z) pertenece

a CmORnlen) . Si [P,m']=l6 usando el Corolario (2.92) se sigue

(2.98), con Qa(x,z) =0 . El caso contrario, [P,m'] HD , resulta de

aplicar el Lema (2.93). Luego, definiendo RN=R]:¡+ Z Pa obtenemos
IaI<N

(2.97) y por consiguiente (2.96).///
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W
ACOTACION EN ESPACIOS Lp DE OPERADORES

PSEUDO-DIFERENCIALES

En este capítulo estudiamos las propiedades de continuidad

de los operadores introducidos en el capítulo anterior.

Definimos primero espacios de Sobolev adecuados y considera­

mos en (3.11)la acotación en estos espacios de los operadores pseudo­

diferenciales pertenecientes a 12,6 . Luegoen Teorema(3.13) obtene­
mos la acotación en norma Lp de operadores definidos por una ampli­

tud perteneciente a 8‘13,6 . Comoconsecuencia de resultados recientes

de David, Journé y Semmes(ver [DJS]), las estimaciones dadas en la

prueba de(3.13)para los núcleos de estos operadores implican, en par­

ticular, que son operadores de Calderón-Zygmundsobre el espacio de ti

po homogéneo, normal de orden a¡lal_1 , GRn,dlal,m) (ver pág.7). Es­

to proporciona ejemplos de operadores de Calderón-Zygnund sobre espa­

cios de tipo homogéneo.

7
ACOTACION EN NORMA L"

Estudíamos la acotación en nonna L2 de los operadores per­

tenecientes a I2,6 con ¡ns 0 . La prueba de 1a misma es una adapta­

ción inmediata de 1a dada en [C], Teorema ó, por lo que sólo damos n

continuación un bosquejo de su demostración.

(3.1) ' naomam. Sen 1,. 1': ó con msO . Iïntonccs L es un Opcríl­"‘--- ,
dor continuo de L2 en l.2 . Más aún, existen un entero no negativo

M y unn constante positiva (I tu] que

“H” v5 C IllilX sup {mil “B 1): A(x,y’¿)¡
L" la+y+Bl M x,y,&.n8‘ ‘ Y »

.(l+n(E))'(lll+(S((1-+fl)o;¡-p;l.Y)} .
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Demostración. Necesitaremos el siguiente lema cuya prueba

es esencialmente la misma que la dada en [C] pág. IS.

(3.2) Lema. Sea p(x,€) perteneciente a S: 6 con anó <:H DSiH' i
1

y sea N:>0 tal que lp(x,¿)ls 2- N para todo x,E en E8] . Enton­

ces para cada entero positivo k ekiste Bk en I: 6 tal que

* + * _ 2 '
Bk Bk L L - I N + Rk ,

-k(31p - an 6)
.6 'donde Rk está en I D

Demostración del Teorema. Supongamos primero que 1n<-Ia!

En consecuencia,

ILfcxn = I“ ¿“WWE A(x,y,¿) fm dy dal = I[ k(x,y) fm dyI

= I k(x,z+x) f(x+z) dzI ,

IzlsM1

pues k(x,y) se anula para Ix-ylz-M1 . Elevando al cuadrado, inte­

grando con respecto a x ambosmiembros y aplicando luego 1a desigual

dad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

(3.3) I ILf(x)I2 dx s J (J lk(x,x+z)l lf(x+z)[ dz)2 dx
lzIsM1

s q“ sup Ik(x,x+z)|z [J If(x+z)l2 dz dxIzl<M
1 IzIsMl _ 1xe R“

. . 2 2

s C“ sup Ik(x,x+z)l llf“ 2
l I.I>MI L

X1 Rn

Como |n< -!u| , tenemos

(3.4) sup Ik(x,x+z)l-- sup -uu3515i%¿-í (1+n({))m dí
Izlsh1¡ x,)',i. nv‘ (I+¡¡({))

Xt. Rn S su)
x,>'.&lk" (I+n(r,))'"
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De (3.3) y (3:4) se deduce

(3.5) ¡|qu 2 sc“ sup n '“ ¿LJ IIL 1x,y,€eR (1+n(€))

Usaremos ahora el Lema (3.2) para un k grande, k(a1 p- an«S)> lal ,

fII
L2

tal que Rk satisface (3.5). Por consiguiente, para f en S sigue

* * 2 2 2 2

(3.6) (Bkka+L Lf,f)L2=N ||f||L2+(Ika,f)LZS(N + lleIl) Ilf||L2 .

Comoel miembro izquierdo de (3.6) mayora a HLfHZ2,resulta la acota

ción L2 . La estimación deseada para 1a nonna se tbtiene usando (3.3)

para Rk y estimando su núcleo a través del estudio de los pasos se­

guidos en la construcción de Bk en el Lema (3.2), ver por ejemplo

[K] , Teorema4.1, pág. 79.///

Conel propósito de introducir espacios de Sobolev apropia­

dos,para el estudio de propiedades de continuidad de los operadores en
m

10,6 , damosa continuación la siguiente definición.

(3.7) DEFINICION.Dado s ¿IR , definimos para toda UeS'

fu:= F" comcozrs/Z u)

Claramente Js es un operador continuo de S en S y de

S' en S' . Además, 1a familia {JS}S forma un grupo, esto es J5+t=
JSJt.

(3.8) DEFINICION. Dado s ¿BR , definimos

“5:: nsaR“):= {UcS'2 J'S ug. LZGRn)}

uuuH = IIJ'SuII 2
s L
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(3.9) PROPOSICION

(i) Si tss , entonces HS está contenido continuamente en Ht .

(ii) JS es un isomorfísmo suryectivo de Ht en Ht+s .

l a n m '

(111) gHScC y gHSDE

Demostración. Para Ue HS , tenemos que

2)-(s-t)/2IIuH = IIJ'tulI = IIJS'tJ'SuII = IlF-1[(1+n(g)
2 2

Ht L L

-s A
(J u) JII

L2

= u(1+n(¿)2)'(5't)/2 -s A '
(J u) n

L2

s IIJ'SuII 2 = uuu .
L Hs

lo cual implica (i). La prueba de (ii) es inmediata. En efecto, si

u e Ht ' resulta que

IIJSull = IIJ'(t+S)JSuu 2= IIJ'tuI: 2 = llull
t+S L L Ht

Para demostrar (iii) sólo debemosobservar que si

Ész= {LleS'Z (1+IEI2)S/2LA1€L2 GRn)} ,

entonces las siguientes inclusiones son continuas
a». y

cH c-s H-sa ’(3.10) H cial-Lau
san S SJ] n'53]

para s >0 .///

(3.11) PROPOSICION.Seu Lc I‘: 6 , mclR . [Entonces L es un opera­I

dor contínuo de IIS en Herm , para todo Sr IR .

Demostración. Por (3.9) (ii) será suficiente probar que

S=Jm's LJS es un operador continuo de ¡.2 en I.Z . Si
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Lf(x) = I e'2"íx'€ p(x.€) E(€) dE .

entonces

msm) = lim ¿“10"”‘5 pcx.;) (1+n(¿)z)'5’3mas) fmdyda6+0

Por 10 tanto, comoen (2.49) podemos escribir

(3.12) LJS f(x) = L1f(x) + L2f(x) ,

donde Lïe'IE-É y L2 es por (3.10) un operador continuo entre dosi

espacios de Sobolev arbitrarios, en particular, es un operador acotado

de L2 en Hs_m . En consecuencia

sr = Jm's L1f + Jm's sz

Como Jm'sl2 es, por (3.9) (ii), continuo de L2 en L2 , sólo nos

resta probar que la mismaacotación es válida para Jm_slq . Si

a1(x,E)e 82:: es el símbolo asociado a L1 , entonces procediendo co­
mo en (3.11) obtenemos

s-m

Jm's L]f(x) = J e'z‘ïí’“g (1+n(¿)2)7 (L1ff (a) de

s-m

=11me’2"1("'”'g (1+n(€)2)2 ¿(no n(T€€)6+0 .

f(y) dy de

= S1f(x) + Szf(x) ,

donde 81‘.I; 6 y S2 es un operador acotado en norma L2 . Aplicando
' 2 2

el Teorema (3.1) a S1 , se obtiene que S os continuo de L en L ,

lo due prueba la proposición.///
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ACOTACION EN NORMALp, 1< p<°n .

En el próximo teorema demostramos 1a acotación en nonma Lp

de los operadores definidosporunaamplitudA perteneciente a 87,6

con 6<:aIaI'11 . En la prueba del mismos usaremos sólo una derivada de

A en las variables x e y y un número finito de derivadas en 1a va

riable E , parte entera del número (Ial+1+an)a;1 . Probaremos ade­

más, que estos operadores son operadores de Calderón-Zygmund (ver

[DJS]) en el espacio de tipo homogéneonormal de orden 31 lal-Ï,

051,6,m) , considerado en el Capítulo I.

(3.13) TEORHWA.Sea L el operador definido, en (2.23), por una am
0
1,5

de Lp en Lp , para 1 <p<oo . Más aún, L es un operador de Calde­

plitud Ac S con 6<:a1ar'l1 . Entonces L es un operador continuo

rón-Zygmund en agïó,m) .

Demostración. Sea

Lf(x) = lim L€f(x) = lim J k€(x,y) f(y) dy ,5+0 8+0

donde

Remy) = f e'z"i("'”'E Acx,y.¿)MTSa) da

Usando la descomposición (2.49) y el Teorema (3.1) obtenemos

(3.14) IILCfIILzsc1 nfan .

donde C1 es una constante independiente de e . Probaremos ahora las

siguientes estimaciones

. -Ia|
(3 15) Ikc(x,y)l s C2 n(x-y) .

(3.16) va,y k€(x,y)l < c3 n(x-y)'a'(-1-t) ,

donde C2 y C son constantes independientes dc e y 04<t :1 .3
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Si suponemosque, además de (3.14), se satisface (3.16), en­

tonces por argumentos usuales adaptados a 1a teoría de espacios de ti­

po homogéneo (see [CW]), el Lemade Fatou y la proposición (2.23) se

sigue la conclusión del teorema. Por otra parte, el núcleo K asocia­

do a L también satisface (3.15) y'(3.16), lo cual junto a la conti­

nuidad en L2 implican que L es un operador de Calderón-Zygmund en

m“,5,m) .

Con el propósito de probar (3.15) consideramos una función

wecmcn"), tal que Oswsï ,w(t)=1 si te[3/2,S/Z] y w(t)=0

si t¿(1,3) . Entoncessi

%8)=MMTüEDEX MMT*€DT1,2 keZ 2

tenemosque Oso-1.51,sop(q>)={2jsn(g)szj3} y Qj(E)=] pa­
oo JG

ra ¿#0 . Sea Mccain) , Osws1 , tal que w(g)=1 si n(€)s1/4

y w(E)==O para n(€)> 1/2 . Por lo tanto, escribiendo

A€(x,y,€):= A(X.y,E) r1(TE EL) ,

obtenemos

(3.17) kE(x,y) = Í e'2"i(x'”'g Aecx,y,¿) w(a) de

+ _Z I e'z"i("'”'g A€(x.y,¿) (1-w(¿)) o.(5) daJ<0 J

+ X J e'2"i(x'Y)'¿ A (x.y.¿) (1-w(€)) o-(¿) dej20 E J

= J e-Zfl1(X.Y)'E b€(x,y’¿) dg + E k¿(x’y) ,j20

donde

-1

b€(x.y,¿):= Aecx.y.¿) wcs) + _2 Ac(x,y,e) (1-w(5)) oj(¿)
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kim) = J ¿“WWE AECX.Y.€)ojos) de

En consecuencia, de (3.17) se sigue

(3.18) k€(x,y) = kgcm + jo kgm)

Primero estimamos Z kg(x,y) . Para MeZZ+e í=1,2,...,n , tenemosij
_ M J' _ -2"í(x-y)'€ M

(3.19) ¡(xi yi) k€(x,y)l -c II e D¿i(A€(x,>',€) (DJ-(5))dEl

= -2ni(x-y)-€ s Z
I C.L. [e nEi A€(x,y,¿) DEi45(5)s+i=M

-Zja.
2 1 dEl

-jai -a.s
sC.L. 2 _ . (1+n(€)) 1 de.

5*“ 235n(g)s233

Luego ,

. -ja.M .
(3.20) ¡(Xi-yi)M kg(x.y)l sc 2 1 23'3'

Veremos que la desigualdad

-1
3'31“ 3131 N j anI

Ixi-yil Ik€(x,y)l s C 2(3.21) 2

-1
se cumple para todo entero Nzana1

' En efecto, de acuerdo a (3.20) para M=N obtenemos que

. 1/ai ai N . .¡al
(2J Ixi-yil ) ¡kg(x,y)l sc 2J

Si ZJIxi-yil1/3í21 , como aÍFa] , (3.21) se satisface en este caso.
I/ni<1 O -1Supongamos ahora que 2‘1!.\'i-yil La condición N.>..nna¡ impli­

ca quc existe un entero N' tal que
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(3.22) an N' s a1 N

Eligiendo M=N' en (3.20) y usando aisan resulta que

. 1/a. a N'- . .

(2J Ixi- yil 1) n |k¿(x,y)¡s c 23'3'

En consecuencia, de (3.22) obtenemos (3.21).

Por otra parte, tomando B1=0 en (3.20) y aplicando (3.21)

se sigue que

1

ja1N n aïa; N . .Ial
(1 + 2 Z Ixi-yil ) lkJ(x.Y)l s c 2J

i=1 e

Usando (1.6) tenemos

ja1N a1N . .Ial
(3.23) (1 + 2 noc-y) ) “<ny s c 2J

Por consiguiente, es válida la acotación

N- - ja N a _

(3.24) Ik:(x,y)lz= ¡go kgcms c jo zJ'a' (1+2 1 ncx-y) ‘ ) 1 .J- 12

Si 315 1 , eligiendo

N = (¡al + 1) a;1 - s , o s s < 1

se satisface

(3.25) a1N = Ial + o ,

donde 0<:o:= 1- a1s . En caso contrario, si a >1 tomando

N = (Ial + 1) - s , 0 s s < 1 ,

se verifica (3.25) para o positivo definido por

o:= (a1 - 1) laI + a1(1 -s)

P0r_lo tanto, podemosescribir (3.24) como

Ik:(x,y)l s c z 23'al [1 + 23('a'*°) n(x-y)"""‘°]'1
j20
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Sea rsR tal que n(x-y) =2r . Entonces

(3.26) Ik:(x,y)| s c z 2j|a| [1+ ZJCI3|+CÜ2I‘CIa|+or)]-1
3’20

Para estimar la suma en (3.26) consideramos primero 1'20 . Luego, ob­

tenemos

(3.27) Ikí(x,y)l s 2'r'a' 2'r0 z 2‘J° s c n(x-y)"a'
j20

Si r<0 ,escribimos -r=k+s con keN y 0ss<1. Entonces

k+1 . .

(3.28) z leal [1 + 2J(Ía|+0) 2r(|al+o)]-1
j=o

k+1 .

S X 2Jlal = 2Ia|(k+2) [Zlal_ 1J-1
j=0

s c 2"3'(r+5) s c n(x—y)"a'

Y

(3.29) Z zjlal [1 + 2j(IaI+0) 2r(lal+o)]-1
j=k+2

= of 2(_‘i+k+2)lal [1 + Z(j+k+2)(Ial+o)2r(|a|+o)]_1
j=0

S 2o(s-2) Z-rlal z 2-jo
j=0

Por consiguiente de (3.26), (3.27), (3.28) y (3.29) se sigue

que

Ikí(x,y)l s C n(x-y)"a'

Para obtener (3.15) sólo nos resta estimar k;(x,y) . Note­

mos que para todo “(N se cumple la siguiente acotación
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l(xi-.yí)M k;(x,y)l a C ¡I C-Zuí(X'Y)'€ DÉÍ [A€(x,y’¿) w(¿)] dg

_ -1

+ J 0‘21"("'Y)Ï"¡r"¡4-__{ A€(x,y,€) [1 -w(¿)1 ®j(€)dílsc­1/4sn 5)53/Z al J=-3

Eligiendo M conveniente y usando (1.6), se tiene que

1 z ‘ -Ia|
Ik€(x,y)) - (1 n(x'Y) s

completando la prueba de (3.15).

Con el propósito de establecer (3.16) estimamos (Xi-Yi)“

Vx ykg(x,y) comoen (3.19), obteniendo que

1/a. a.M
1

. j(la|+a )
)llkykynnlscz nj _

(2 lxí yil

Si 3151 , eligimos N: (Ial+1+an)a;1 -s con Oss<1 y en caso con

trario, esto es 111>1 , tomamos N= Ial+1+an-s con 0ss<1 . Para

acotar la suma en j procedemos comoantes, resultando que

m j(lal+a ) j(|a|+a +0) Ial+o+a _
'Vx k2(wn sc z 2 n n noc-y) “1‘,Y E ._3-0

-|a|(1+anla|_1) Ia¡(_1_t)
5 C Ü(X'Y) = C n(x-y)

-1
donde 0<'t:=an HH s1 . Esto prueba (3.16) y el Teorema.///

nro A. Macías
DLnecton

. V¿U¿an¿
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