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INTRODUCCION.

Este trabajo exhibe una manera de utilizar los elementos que provee la geometria
integral permitiendo obtener algunos resultados nuevos y otros que llevan de diferen-
te manera a resultados conocidos. Est& dividido en tres partes, de acuerdo con los te-

mas en que se ha trabajado.-

La primera, que trata sobre redes de curvas planas, se refiere esencialmente a
un trabajo de R.Sulanke [11]. Se prueba una conjetura del mismo que permite ampliar
sus resultados y con la que se han podido exhibir los casos en que existe una red que
puede ser cortada por rectas (segin conjuntos de medida no nula) en ciertos nlmeros
de puntos dados, para M 5 6 (Sulanke habia resuelto el problema para M £ 5),quedando
por resolver sélo el caso {1,2,3,6},es decir, el caso de la existencia o no de redes
que pueden ser cortadas por rectas (segin conjuntos de medida no nula) en 1,2,3 6 6
puntos. Después se considera la distancia entre redes dada por Sulanke y se la compa-
ra con la distancia entre curvas definida por Steinhaus [9], obteniendo diferentes

desigualdades entre ambas distancias y observando que hay casos en que no son compara-

bles.-

La segunda se basa en un trabajo de L.A.Santalé [7] que es a su vez una generali-
zacién, con un enfoque diferente, de un trabajo de J.Bokowski [3] sobre desigualdades
para el producto de los volimenes en que un hiperplano divide a un convexo en un espa-

cio de dimensidén n. Prueba una conjetura de L.A.Santald [7] que permite generalizar



los resultados al caso de los volimenes de los cuerpos en que un convexo dado es divi-
dido por una hipersuperficie secante, en vez de por un hiéerplano. Se obtienen desi-
gualdades validas para el espacio euclideo y para el hiperbdlico. Para el caso elip-
tico hay que limitarse a cuerpos convexos de didmetro menor que m/2. Se comparan las

desigualdades obtenidas que resultan a veces equivalentes y a veces mejores que las de

Bokowski. Los resultados de esta segunda parte estdn en vias de ser publicados [4].-

La tercera trabaja sobre congruencias de rectas en el espacio de tres dimensiones,
siguiendo los trabajos de R.Sulanke [10] y W.Pohl [6]. Se dan diferentes expresiones
para la densidad de rectas en congruencias y se las compara con las conocidas. En par-
ticular se estudian dos maneras practicas de dar una congruencia de rectas, a saber:
i) Considerando una superficie que corta a las rectas de la congruencia y determinando
cada una de ellas por su punto de interseccibén con la superficie. Si las coordenadas
curvilineas sobre la superficie son u,v; la congruencia queda determinada por los co-
senos directores a(u,v), B(u,v) y Y(u,v) de cada recta, en un sistema de ejes unido a
la superficie que tomamos formado por la normal a la superficie y las tangentes a las
lineas de curvatura. La densidad para las rectas de la congruencia toma entonces la
forma explicita (III-3.4).
ii)Considerando la congruencia formada por las rectas que unen los puntos de dos cur-
vas fijas dadas. En este caso la densidad toma la forma simple (III-3.6), que se de-
muestra que equivale a la (III-3.7) de Pohl.

Se hace una generalizacién a congruencias de los espacios eliptico e hiperbdlico y se

dan algunas aplicaciones de los resultados obtenidos.-



I-REDES DE CURVAS PLANAS.

1-Introduccién.

En su trabajo " Integralgeometrie ebener Kurvennetze " [11] R.Sulanke estudia
propiedades geométricas (invariantes por movimientos) de redes de curvas planas.-

El invariante mis simple que se puede asociar a una red de curvas G es el conjun-
to de probabilidades pi=pi(G) (i=1l,...,M)de que una recta que corta a la red la corte
en exactamente i puntos; y relacionado con éste el tipo de la distribucién que es el
conjunto de naturales m, / pm.(G) > 0. Se plantea entonces el problema siguiente:

i
dado un conjunto de naturales, cuando éste es realizable por una red de curvas, es de-
cir, cuando existe una red tal que el tipo de su distribucidén geométrica coincida con
el conjunto dado. Sulanke estudia todos los casos posibles para M s 5, probando una
serie de resultados, algunos de los cuales sdlo valen para redes de segmentos. Resuel-
ve todos los casos excepto dos ( que son resueltos en un trabajo posterior de G.Hristov
[S] )y conjetura que si un conjunto es realizable por una red de curvas, también es
realizable por una red de segmentos.-

Enotra parte de swmtrabajo define y estudia una medida en el espacio de redes de
curvas planas.-

En el paragrafo 2 se dan algwasdefiniciones y algunos de los resultados obteni-
dos por Sulanke y Hristov. En el paragrafo 3 se prueba la conjetura de Sulanke. En el
paragrafo 4 se estudian lesconjuntos realizables para M=6, quedando pendiente el con-
junto {1,2,3,6} . En el paragrafo 5 se compara. la medida de Sulanke con la definida

por Steinhaus [9].



2-Definiciones y algunos resultados de Sulanke y Hristov.

r
Una red de curvas planas se define como la unién .U ki , donde ki son arcos

i=1
convexos contenidos en el plano con la siguiente propiedad:
si un punto a g kipkj ( i#j )= a es un extremo de ki y de kj' Una tal red se nota
r

G=i§l ki .-
Los extremos de los arcos se llaman nudos de la red. El grado de un nudo yG(a)
es el numero de arcos que lo tienen por extremo. Un nudo se dice trivial si YG(a)=2 .
é es la capsula convexa de una red G. G se llama una red de segmentos si se puede es-
cribir como unibén de segmentos de rectas. G se llama una red de Euler si se puede
escribir como unién de ciclos.
Definiendo en el espacio de rectas no orientadas del plano ( con densidad
dg=dp A dd ) una topologia ( los abiertos son los conjuntos de rectas que cortan a
dos segmentos de recta abiertos ), Sulanke prueba que la aplicacibén sobre este espa-
cio que a cada recta g le asigna el nimero de puntos de interseccidn que la recta
tiene con una red fija G
nG(g)= numero de puntos de Gng
es una funcién medible, por lo cual tiene sentido definir la probabilidad
p;(G/E)= prob.{ n,(g)=i / gnE # ¢} i=0,1,...
donde E es un conjunto cerrado y acotado que contiene a G. En particular podemos to-
mar E=G; llamamos entonces tipo de G al conjunto
T(G)= { m=m; < ... <m =M }={ mi/ pmi(G) >0}

Es decir, m, € T(G) si existe un conjunto de rectas de medida no nula tal que corten



a G en exactamente m, puntos.-

Por ejemplo, con dos arcos convexos se pueden generar redes con los siguientes

tipos:

e C/

{1} (2} (1,2}

N 2 AN

(1,2} (2,3} (2,4}
{1,2,3} {1,2,4} {2’3’4}
{1,2,3,4}

Se plantea entonces el siguiente problema:

dado un conjunto T= {m1 < oo < ms} de nimeros naturales, ¢ cuando existe una red G

tal que T(G)=T ?
Por ejemplo, los conjuntos {1}, {2}, (1,2}, etc. son realizables por las redes

que mostramos arriba. Entre los ejemplos de Sulanke tenemos que el conjunto {3,4} es

realizable por &

y el conjunto {1,2,3,4,5) es realizable por 'é%é;;;/’

En cambio no son realizables, entre otros, los conjuntos {3}, (1,3}, {1,2,5}.



Sulanke estudia todos los conjuntos posibles para M s 5. Para ello define:
Una recta g se llama regular respecto de G si existe un entorno V=V(g) tal que para
casi toda g’e V(g) vale nG(g')=i=cte. En tal caso se escribe nG(g) = i.

Por ejemplo,para la siguiente figura es 1 = nG(g) z 2.

A VAR,
JAN

Una recta que no es regular se llama singular.Por ejemplo

—\

donde para cualquier entorno alrededor de g algunas rectas del entorno cortan emn 2 pun-

tos y otras en 1 punto a la red.-

Sulanke prueba - entre otros resultados - que:
a. La medida de un entorno de rectas es positiva.
b. El conjunto de rectas singulares tiene medida nula.
c. pi(G) >0 siy sdlo si existe g regular respecto de G tal que nG(g) z i,
d. Si G es una red tal que é es un poligono, entonces los vértices de é son nudos (e-
ventualmente triviales ) de G cuyo grado pertenece a T(G).
e. Una red es de Euler si y sbélo si su tipo contiene sblo nimeros pares.
f. El dnico conjunto realizable que sdlo contiene nimeros impares es {1}.

g. Los Gnicos conjuntos unitarios realizables son {1} y {2}.

h. Los dnicos conjuntos binarios realizables son {1,2}, (2,3}, (2,4}, (3,4} y {4,6}.

Exhibe luego una tabla con todos los conjuntos realizables ( siempre para M s5 )



dejando sin poder determinar si son o no realizables los conjuntos {1,2,5} y {1,4,5}.
En un trabajo posterior, referido al de Sulanke, G.Hristov [5] prueba que

si T(G)= (m=mg <my < ... <m_, < mS=M} es realizable, entonces m__, 2 [le]

con lo cual descarta el {1,2,5} y exhibe una red que realiza el {1,4,5} .

Aqui tenemos otra red que realiza el {1,4,5} :

Con este ejemplo quedan completamente resueltos los casos para M 55. Los Gnicos
conjuntos realizables son:
ay, @) 0,23, 2,3, {,4}), 8,4}, 1,2,3), 0,2,4}(1,3,4}, (,4,5}), ©,3,4},
(2,3,%, ©,4,5), (3,4,5), {1,2,3,4), {1,2,3,5}, {1,2,4,5}, (1,3,4,5},{2,3,4,5},
{1,2,3,4,5}.

Un ejemplo de cada caso se puede ver en Sulanke {11].-

3-Prueba de la conjetura de Sulanke.

Cuando encara el problema de la realizabilidad de conjuntos dados como tipos de

A

una red, Sulanke [11] prueba que siempre puede tomarse la capsula convexa G de G como

un poligono, y dice que lo mejor seria poder probar que siempre puede tomarse G como



una red de segmentos.Para probar esto, utilizaremos las definiciones y
resultados de Sulanke citados en el paradgrafo 2. Observemos ademas que
el nimero de segmentos de la red de segmentos es en general mayor que el
nimero de arcos de la red de curvas con el mismo tipo.Por ejemplo, pode-
mos mostrar una red de tipo {2} formada por dos arcos, pero una red de

segmentos con el mismo tipo debe contener por lo menos tres segmentos:

o RVA D

Proposicidn:

Sea G una red que realiza el tipo T(G)= {m1 < ve. < mS} ,enton-

ces existe una red de segmentos G' tal que T(G') = T(G).

Demostracidn:

Si G es una red de segmentos, basta tomar G'=G. Si no, llamemos
k a uno de los arcos de G que no es un segmento y sean a y b sus extremos.
Si la cuerda ab € G, o si a=b, dividimos el arco k en dos subarcos (intro-
duciendo un nudo trivial en G, lo cual no modifica su tipo) y consideramos
como arco k a uno de los subarcos obtenidos.
Sea G* la red obtenida a partir de G reemplazando k por su cuerda ab. Ya
que las rectas regulares a G que cortan a k en un solo punto cortan tam-
bién a ab en un solo punto (ver fig.la, por ej. g3), s0lo pueden modifi-
carse por el reemplazo los nimeros de puntos de interseccidén de rectas re-
gulares a G que son secantes a k, de modo que valen los siguientes dos

enunciados:
(1) m ¢ T(G) = m ¢ T(G*¥) +v m-2 ¢ T(G*).

(2) me T(G¥) = me T(G) v m+2 € T(G).



fig.la
g]_ T(G)={1v293’4}
T(G*)={1,2,3]}
nG(gl) = 3 y nG*(gl) - l
gb g3 ng(8,) 2 4 y npy(gy) = 2
2

nG(g3) 2y HG*(83) = 2

i)Si después de este reemplazo resulta T(G¥*)=T(G), trabajamos con G¥*-como
antes con G- desde el principio, hasta haber reemplazado todos los arcos

de Gycomo el nimero de arcos de una red es finito, el proceso también lo

es y tomando G'=G* obtenemos la red de segmentos buscada.

Si con alguno de los reemplazos resulta T(G*)#T(G), puede suceder que

T(G) ¢ T(G*¥), o bien que T(G%*) ¢ T(G) , o ambas.

ii)Si T(G) ¢T(G*)=> dm e N / meg T(G) A m ¢ T(G*) g} m-2 ¢ T(G¥*)

(Ver fig.la,donde m=4). Sea g una recta regular a G tal que nG(g)Em,

entonces g es secante a k. Sea V un entorno rectangular de g (es decir

un entorno tal que los segmentos de recta abiertos que lo determinan son

ambos perpendiculares a g) tal que para casi toda g' ¢ V es nG(g')Em.

Pueden presentarse las siguientes dos situaciones:

En cada caso tomamos G* como la red obtenida a partir de G reemplazando
el arco k por las cuerdas indicadas en las figuras, con lo cual resulta

m € T(G¥).Si todavia fuera T(G) ¢ T(G¥*), trabajamos nuevamente desde ii)



teniendo en cuenta que ahora k serd alguno de los subarcos que reempla-

zamos por una cuerda. Como T(G) es un conjunto finito, el nimero de

reemplazos también es finito y obtenemos una red G¥* que verifica

T(G) c T(G*),

111)81 T(G*) ¢ T()=> I m e N / m e T(C*) ~m ¢ T(G) =25 m+2 & T(G)
(Ver fig.lb,donde m=1).

fig.1lb

b T(G)=(2,3,4)}

=

T(G®={1,2,3,4)}

Llamemos R al convexo determinado por k y ab, y llamemos G=G-k . Es claro
que m ¢ T(G) (pues m ¢ T(G*), m ¢ T(G) y m+2 € T(G) ).

Si alguna subred de G es interior a R , no puede tener puntos de contac-
to con k (pues k no tiene mas nudos de G que a y b).En este caso podemos
reemplazar el arco k por una poligonal de extremos a y b , contenida en

R y tal que determine con el segmento ab un conjunto convexo que conten-
ga a la subred de G interior a R.Este reemplazo sdlo puede agregar a T(G¥)
elementos de T(G), o sea aquellos que ya le pertenecen.

Si todavia m ¢ T(G*), debe existir otra subred de E, exterior a R tal

que las rectas g, regulares a G,para las que nG(g)Em+2 verifican que
ng(8)=m. Estas rectas regulares a G son secantes a alguno de los subarcos
de k que reemplazamos por cuerdas (puede haber distintas rectas para el
mismo m que corten a diferentes arcos). Para cada uno de estos subarcos

procedemos como sigue:



Sea 1 el subarco de k considerado, c y d sus extremos. Sabemos que el convexo K deter-
minado por 1 y la cuerda cd es tal que KnG=1., Sea H=G-1. Tracemos desde los nudos de

H y desde sus arcos convexos (no segmentos) todas las posibles tangentes a 1 (ver fig.lc).
Sean Cl’CZ""’Cn los puntos de contacto de las tangentes, ordenados sobre 1 de manera

que c, es el mds cercano a c.Sea d. el punto de interseccién de las tangentes por <5
i

1
y por ¢, , » para i=l,...,n-1.

Sea H la red obtenida a partir de G reemplazando 1 por la poligonal Ccldle"'dn—lCnd

(donde puede ser c=c, 6 d=cn). Afirmamos que T(H) € T(G).

- fig.lc

—

Es claro que las rectas regulares a G y secantes a 1 , para las que nG(g) = m+2 son
ahora secantes a la poligonal (entre S cn), con lo cual nH(g) = m+2 (con los mismos
entornos que para G, por ej.). Lo que debemos probar es que si existe g regular a H con
nH(g) = sy tal que gnl=¢ , entonces s € T(G). Pero si existe una recta g en estas

condiciones debe cortar a la poligonal (entre c, ¥ cn) en dos lados consecutivos , di-

gamos dld2 y d2d3 . Sea V el abierto determinado por los segmentos de recta abiertos

d d2c3 ; para casi toda g' € V es nH(g')=s (por construccidén). Sea e un punto de

€l ¥

1 entre Cy ¥y Cq ; sea V' el abierto determinado por los segmentos de recta abiertos
c e y ecy . Como V'e V, toda recta de V' es regular respecto de G y verifica nG(g) = s
(ver fig.ld). Reemplazando entonces en G¥* el arco cd por la poligonal indicada, y ha-

ciendo esto mismo para todos los subarcos de k indicados, resulta m ¢ T(G¥*). Con

este nuevo G¥ volvemos a iii).



Nuevamente, como T(G*) es un conjunto finito, el numero de reemplazos

es finito y obtenemos una red G¥ con la que volvemos a i).

Agregamos aqui un diagrama que muestra los pasos de la demostracidn y
que puede facilitar el seguimiento de la misma. Es fundamental el hecho
de que el nimero de reemplazos realizado, si bien puede ser muy grande,

siempre es finito, lo que asegura que al finalizar se obtiene una red.

A

si
P N
G-G* (G¥*)=T(G no—-<T(G) € T(G¥ p—si

reemp.ii)

reemp.iii)f

4-Resultados obtenidos para M=6.

Se desprende de los resultados de Sulanke citados en el paragrafo 2
que el Gnico conjunto para M=6 de menos de tres elementos que es realizable es el
{4,6}.- E1 conjunto {1,2,6} no es realizable por el resultado de Hristov [5].- Se
probaréd a continuacién un lema que permitiri, junto con algunos de los resultados de
Sulanke, demostrar que no son realizables los conjuntos {1,3,6},{1,4,6} y {1,5,6}.

Al final de esta paragrafo se exhiben en una tabla ejemplos de redes que reali-
zan los demis conjuntos para M=6.

Queda pendiente el conjunto {1,2,3,6}.-



Lema:
Sea G una red tal que existe un nudo a € G con Yo(a)=l y T(G) # {1} , entonces

existe m21/ my mtl € T(G).

Demostracién:
Por la proposicién, se puede considerar a G como una red de segmentos, Yy
como T(G) # {1}, debe tener por lo menos dos segmentos no consecutivos.-
Sea b el otro extremo del segmento k /a es un extremo de k con YG(a) = 1.
Sea G'=G-k #¢ y a ¢ G, entonces existe una recta g regular a G por a (segin le-
ma 4 de Sulanke [11], ver *) con nG,(g) 21i>0 ( por ser G'# ¢ ). Sea V el entorno

rectangular de g tal que para casi toda g’'e V es nG,(g') =i ( Ver figura 2 ).

¢ fig.2

V = CDEF (es el conjunto de rectas que cor-

tan a los segmentos abiertos CF y DE )

Entonces, para casi toda recta g” € CDNM es nG(g') Z i, vy para casi toda g’ € MNEF

es nG(g') Z i+l . Entonces i, i+l € T(G) como se queria probar.-

¥)Cita: Lema 4,paragrafo 3 de Sulanke [11] :

Por cada punto a ¢ G pasan a lo sumo finitas rectas singulares a G.



Imposibilidad de realizar el conjunto {1,3,6}.

Supongamos que existe una red G tal que

A

T(G) = {(1,3,6}. Por el lema, G no tiene nudos de grado 1. Como los vértices de G son

nudos de G cuyo grado pertenece a T(G) (ver par.2,d), los vértices de G tienen grado

366.
Sea a; un vértice de G del que suponemos YG(ai)=6. Sea a; un vértice de G consecuti-

A

vo de a; ; sea g una recta regular paralela al lado ai'ajde G y lo suficientemente

cerca de éste ( ver figura 3 ). Obviamente resulta nG(g) 2 YG(ai)+YG(aj)—2 2 7 (pues
a.)z 3).

Yg( J) )

fig.3

a, a,
R ¥

\ I\

Entonces, como g es una recta regular, existe en T(G) un nimero mayor o igual que 7,

lo cual es absurdo. El absurdo provino de suponer que un vértice de 5 tenia grado 6,
entonces todos los vértices de 6 tienen grado 3.-

Segin prueba Sulanke (lema 11,[11],ver *) si G tiene un nudo de grado 3, entonces exis-
te j 2 1 con j°, j'+1 € T(G) lo que es falso. Entonces G no tiene nudos de grado 3,

y por tanto los vértices de G no pueden tener grado 3, lo que es un absurdo ya que to-

dos tenian grado 3. Entonces no existe ninguna red que realice el conjunto {1,3,6}.

*¥)Cita: Lema 11, par.6 de Sulanke [11] :Sea G una red de segmentos.Si tiene un nudo im-
par con YG(a)=2j+1, entonces existen j’,j’+l1 € T(G) / j'2 j. Si G tiene un nudo no

constante con YG(a)=2j, entonces existen j’,j’+2 € T(G) / j* 2 j-1.-
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Imposibilidad de realizar el conjunto [1,4,6}.

Procediendo como en el caso anterior,

por el lema, no existe a € G / YG(a) = 1, entonces los vértices de G tienen grado 4
6. Si existiera un vértice de G de grado 6, existiria un nimero i€ T(G) con
i 2 6+4-2 = 8, 1lo cual es absurdo. Entonces los vértices de G son todos de grado 4.

A

Sean a; aj dos vértices consecutivos de G. Para que al tomar una recta g regular

A

paralela al lado de G ésta aporte al tipo de G ,T(G),un nimero no mayor que 6, cada

O~

uno de los vértices debe tener uno de sus segmentos contenido en el correspondiente
lado de G. Como ademas no existen en G nudos de grado 1, todos los lados de G deben
pertenecer a G, pero entonces 1 ¢ T(G). Entonces el conjunto {1,4,6} no es realiza-

ble.-

Imposibilidad de realizar el conjunto {1,5,6}.

Como en los casos anteriores la red que
supongo realiza al conjunto es de segmentos, y como no existen j°, j'+2 € T(G), usando
el resultado de Sulanke (ver ¥ pag.anterior) se sabe que G no tiene nudos no constan-
tes de grado par. Como los vértices de é no pueden ser nudos constantes ( un nudo se
dice constante si para cada segmento que llega a él, también le llega el segmento con-
tenido en la semirrecta opuesta respecto del nudo ),los vértices de é tienen grado 1
6 5.-

Si hubiera dos vértices consecutivos de grado 5, existiria i € T(G) / iz5+5-2 = 8, 1lo

cual es absurdo.
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Supongamos que hay dos vértices consecutivos de grado 1, entonces los segmentos que

los tienen por extremos deben ser segmentos de la misma recta. Si no lo fueran, exis-

tiria una recta regular g que corte a ambos; como 2 € T(G) ,en este caso debe incidir
A

en el correspondiente lado de G un nudo de grado 3 ( de grado 4, para obtener el o ,

no se puede ya que el nudo debe ser no constante ), pero entonces 3 ¢ T(G) 6 4 ¢ T(G)

( ver figura 4 ).

=]
(]
~
[+,7]
—
L4
|
£

=]
D
~
[0,2]
[\
~
I
w

Ademds, mas de dos vértices consecutivos de G de grado 1 no puede haber por el razona-
~

miento anterior; y como G tiene por lo menos tres vértices (pues T(G) # {l}), entonces
hay por lo menos un vértice de grado 5 seguido de uno de grado 1.

Son posibles entonces sélo las siguientes dos situaciones:

fig.5 fig.6

‘\\\va k.,
R h§\;L~7ai
/ /
/ //
/
/

/

a 341

i+l
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En el caso de la figura 5 el segmento exterior del nudo de grado 5 estad alineado con

el nudo de grado 1. Esto lleva a un absurdo razonando como en el caso de dos vértices
consecutivos de grado 1 ( ya que todo el segmento cuyo extremo es el nudo de grado 1

no puede estar alineado con el segmento citado del nudo de grado 5 ).

En el caso de la figura 6, llamemos ki al segmnento que tiene el nudo de grado 1 en uno
de sus extremos, y k al segmento exterior del nudo de grado 5. Si existe una recta g
regular que corte a ki y a k, estamos en el caso anterior. Si la continuacién de k no
corta a ki ni a ningin otro segmento de G, entonces existe una recta regular g tal que
nG(g) = 4 ( ver figura 7 ) lo cual es absurdo. Si la continuacién de k no corta a ki
pero si a otro segmento de G, entonces existe una recta regular g que corta a este seg-

mento y a k, lo cual nos lleva al caso de la figura 5.-

fig.7

Entonces el conjunto {1,5,6} no es realizable.-



Tabla de conjuntos realizables (M=6).

{4,6}

iy
>

{2,3,6} A {2,4,6}

{3,4,6) /\1[>{3,5,6}

{1,2,4,6}

{2,5,6}

9

{4,5,6} {1,2,3,6}

[N

{1,2,5,6}

{1,3,4,6} (1,3,5,6}

(2,3,4,6) <>{2,3.5,6}

v
BEY >

{1,4,5,6}

{2,4,5,6} {3,4,5,6}

{1,2,3,4,6}

{1v2,41596} A{]WB)A)S)G)}
{2,3,4,5,6} {1,2,3,4,5,6}
A

SO

{1,2,3,5,6}

¥
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5-Comparacién de las distancias de Sulanke y Steinhaus.

Sean C1 , C2 dos curvas en el plano, ncl(g) y ncz(g) el numero de puntos de
interseccidén de una recta g con C1 y C2 respectivamente.-
Steinhaus[9] define la distancia entre C1 y C2 por la integral
0*(C,\C)) =5 Ing (&) - n (&)1 o8
extendida a todas las rectas del plano.
Si la extendemos a redes, podemos compararla con la distancia definida por Sulan-
ke [11] en el espacio de las redes:
p(6,,G,) = u {g: ncl(g) # ncz(g)}

Llamando Fij =u{g: nG1(3)=i y nGZ(g)=j } resultan:

1
% = = s
P*(61:6y) = 7 ;&5 i3] Fy; 0(6).65) = 135 Fy e

Como para i#j es |i-j| 2 1 , entonces 2p¥* = i&j fi-j| Fij 2 |

Es decir, en general vale que

20% 2 p.

Lema:

Si Gl . stnnredes de Euler (es decir, se pueden escribir como unién de ciclos ),

entonces p¥ 2 p



Demostracién:
Se sabe por Sulanke (cita par.2,e) que una red es de Euler si y sbélo si

su tipo sdlo contiene nimeros pares. En este caso es |i—j| 2 2 (si i#j), entonces
1 . | i-i]
* - = - = =
e 2 igj |4 JI Fij igj 2 Fij : igj Fij P-

Entonces,
p* 2 p-

A continuacibén estudiamos todos los casos posibles siendo G1 una red de tipo uni-

tario y G2 una red de tipo unitario o binario:

a) T(G1)={1} y T(G2)={1} , entonces G1 y G2 son segmentos cualesquiera.

p=Fo1*F10 y p*= %‘ ( Fgy#F1g ) . entonces 20* = p.

Ademds podemos calcular, usando un resultado conocido [8,p.33]

Fop =21, - (L, - L) y Fp=21;-(L -L )

10

donde 11 , 12 son las longitudes de los segmentos G1 y G2 respectivamente; Le , L
son las longitudes de las cdpsulas exterior e interior respectivamente.

Entonces,

p* =p =2 11 + l2 - ( I..i - Le )].

b)T(G1)=[l} y T(G2)={2} » entonces G, es un segmento y G, es un convexo.

P=Foo+F10tF12 o*=F .+ F

F 20%=2 F

1 1
02%2 F10*2 F12 02tF10%F12
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1 1
o g = = = = = =
Entonces, g¥=p ¢ F10+F12 > (F10+F12) e 3 (F10+F12) 0 & FlO F12 0
con lo cual ninguna recta puede cortar a Gl' lo que es absurdo.
29*=;> =] F02=2 F02 = F02= 0 es decir, ninguna recta regular que corte a

62 puede cortar a G1 ,absurdo. Luego,

26% > p > o
c)T(G1)={1} y T(G2)=(1,2} , entonces G1 es un segmento.
1 1 1
p=Fo1tFpotF12*F Yy o*=Fgpty Foi¥y Fioty Fig

En general vale que 25% 2 p 2 o

25%=p = F02=() & toda recta que corte a G2 en dos puntos, necesariamente corta a Gl‘

G-
/<<::f
Ve

7/ ~-
i ——————

G- ~

Un ejemplo de este caso es

of=p & F01=F10=F12= 0, es decir: las que cortan a G1 en un punto deben cortar a G2,
las que cortan a G2 en un punto deben cortar a G1 y las que cortan a 02 en dos puntos

no pueden cortar a Gl.Un ejemplo es:

Entonces, en este caso vale

20% 2 p 2 p¥.
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)TGD={1} y T(G,)={p,a) , p 22,9 23 (2,3}, (2,4, {3,4}, {4,6})

0 =F0p+FOq+F10+F1p+F1q

#_ B q 1

=2 Fp*2F0q*2F10* 7 Fip *77 Fiq

2¢5=p FOp +q FOq + FIO + (p-1) Flp + (q-1) qu

Para que 2p%*=p deben ser en particular FOp = FOq = 0 , entonces todas las rectas regu-
lares que cortan a G2 necesariamente deben cortar a Gl' lo cual es absurdo, luego

20% > p .

Para comparar p con p* consideremos primero el caso T(G2)={2.3} .
p=Foy + Foz + Fig + F)y + Fig

3 1 1
p*=Fgy + 3 Fg3 + 3 F1p +3 +F

12 13

En los siguientes ejemplos se ve que no son comparables:

c a
a i a
Gl=ab G1=cb G1=bc
— a .  a — &
G,=ab v ade G.,=ab v ade G.,=ac v ade
e d 2 e d 2 K d 2
p*: o) p > O* Q* >p

Andlogamente se puede ver que los demds casos tampoco son comparables.-

e)T(G1)={2} y T(C2)={ 2} , entonces G1 y 02 son convexos (por ser de Euler).
p= Fo2 + on = p* , entonces siempre es = p¥*= I..1 + L2 -2 I_.i - I"e )

donde L1 ,L2 son las longitudes de los convexos; Li ,Le como antes.-



D)T(6))=(2) y T(G,)=(1,2)

o= Fop *+ Fop + Fpg + Fyy y o*= 3 F

entonces en general vale
20% 2 p 2 p¥* .

p=p¥* Fbl = F21 = 0 que es absurdo pues no habria rectas que cortan a G2 en un

punto.
p=2p% © F02 = on = 0 . Por ejemplo
b
o
G1 = dbe
G2 = abwbc
e
Entonces,
20% 2 p > p¥ ,
2)T(6))=(2} y T(6,)=(2,3)
p=Foy + Fog + Fyg + Fy3 y o*= Fy, + 2 gy + Fpp + % Fy
20% = p & Fo2 = F03 = F20 = 0 , por ejemplo
b
s
G1 = dbe
6
d e G2 = dbewv ab

O y p*¥ no son comparables. Entonces

20% 2 p.



h) T(Gl)={2} y T(GZ)={2,4}

p= FO2 + F04 + on + F24 y p¥= FO2 + 2 FOA + F20 + an
p¥= 0 &F,, = 0, por ejemplo
G1 = Kl
62 = Klu K2
)
Y como son redes de Euler, vale que
p* 2 p .
i) T(Gl)={2} y T(G2)={3.4}
3 1
P= Fo3 + Foy + Fyg + Fo3 + Fyy, y P¥= 3 Fo3 + 2 Fgy + Fyg + 3 Fp3 + Fyy

2p* = p no puede ser pues F04 y an no pueden anularse simultaneamente. P¥* y P no son
comparables, entonces

20% > 0 .

j) T(G1)={2} y T(G2)={4,6} , como son de Euler es p¥* 2 p .

o=F., +F.. +F,, +F,, +F y p¥= 2 F

04 06 24 26 20 04 06 24

p¥=p no puede ser pues FO6 y F26 no pueden anularse simultaneamente, luego es

+3F.,.+F,,6 +2F _+F

26 20

p¥* > p .
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Cuadro de comparacidén de las medidas de Sulanke (p) y Steinhaus (p¥*).

T(Gl)
{1}
{1}
{1}
{1}
{1}
{1}
{1}
{2}
{2}
{2}
{2}
{2}
{2}

T(G,)
{1}

{2}

{1,2}
{2,3}
{2,4)
{3,4}
(4,6}

{1,2}
(2,3}
{2,4}
(3,4}
{4,6}

20 =p =2 |
20% > p > p*
20¥% 2 p 2 p*

20 >p .0y
20 >p . py
20 >p . py

1. +1

1

no
no
no

no

2—(Li-Le)]

son comparables.
son comparables.
son comparables.

son comparables.

-2 ( Li - Le )

no

no

son comparables.

son comparables.
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II-DESIGUALDADES PARA EL PRODUCTO DE LOS VOLUMENES DE LA PARTICION QUE UNA SUPERFICIE

DETERMINA EN UN_CUERPO CONVEXO.

l-Introduccién.

. . . ; n
Sea K un dominio convexo en el espacio euclideo n-dimensional E  y An 1 cual-

quier superficie de dimensidén n-1 que divide a K en dos partes K, y K,. J.Bokowski [3]

1 2

probd, en el caso de ser An_1 = Ln—l un hiperplano, las siguientes desigualdades:

< (12N (n-1) +1

(1.1) VLKV (Ky) 8 S oM )
L a-2"

(1.2) V (KV (K) = 1CYSY) DV (K-K)V__,(H)

donde Vn representa el volumen n-dimensional; H = KnA A-B es el conjunto dife-

n-1 °
rencia definido por

(1.5) A-B = {x / x=a-b, a € A, b € B}

D es el didmetro de K y Kn-l es el volumen de la esfera unitaria de dimensién n-1, con

lo cual, llamando 0n al area de la esfera unitaria de dimensidén n, se sabe [8,p.9] que

2 TT(n+1)/2 On_l 2 _"n/2

n_ I'((n+1)/2)) n- n _nl(n/2)

(1.6) 0

donde ' es la funcién gama que satisface las relaciones

T(n+1)=nT'(n) ; T(n)=(n-1)! (n entero) ; ['(1/2)=/m .Asi por ejemplo

0g=2 ; 0,=27 ; O,=4t ; O om? s k=2 ;K

0 3 1 =M ; K3=(4/3)ﬂ .

2
Santald [7] dio una nueva demostracién de (l1.1), para el caso An—1=Ln—1 y dimen-

sidén n=2,3 y la generalizd a cuerpos convexos de los espacios eliptico e hiperbdlico.

.
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Para poder aplicar una demostracién similar al caso mis general de una particién de K
en dos conjuntos Kl y K2 no necesariamente convexos, separados por una curva (n=2) o

una superficie (n=3), Santald establecid la siguiente conjetura:

Consideremos en la recta real el intervalo cerrado [0,a] dividido en m+l partes

por los puntos O < a1< az< eee < am< a. Llamemos a.=0; a  ,=a y consideremos los

0 m+1

siguientes conjuntos de intervalos
T={ [0131]:[32133],[34135]1---}

™= { [a;,3,],[a3,2,],...)

Definiendo la integral

(1.3) I(a),ay,...,a_,a) = g;T £(|t-t*|)drde*
treT#

la conjetura es que ésta integral tiene un miximo para m=1 y a1=a/2 para cualquier

funcién f integrable y no negativa definida sobre el intervalo [0,a].

En el pardgrafo 2 se prueba la conjetura en el caso de ser f una funcidén no de-
creciente. De otro modo la conjetura no es cierta, como se muestra con el ejemplo
f(t)=cos t.-

Usando este resultado, en el parigrafo 3 se generaliza el trabajo de Santald [7]
al caso de curvas (n=2, planos euclideo e hiperbblico) y superficies (n=3, espacio hi-
perbdlico).-

En el parigrafo 4 una aplicacién a cuerpos convexos del espacio euclideo E" da
el siguiente resultado:

-2~ n
+

1
(1.4) VLKV k) s B2

1
DV (H)
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que mejora la desigualdad (1.1) de Bokowski para n > 2, en el caso de ser A__, = Ln—l'
se observa que (1.2) es mejor cota que (l.1) y se exhibe un ejemplo para ver que (l.2)
y (1.4) no son comparables. Se ve también que el resultado del paragrafo 2se puede a-
plicar en el espacio hiperbdlico n-dimensional (si bien el resultado no es sencillo de
expresar); en el caso eliptico una demostracién similar sblo seria posible para conve-
xos cuyo didmetro verifique D s m/2.-

En el paragrafo 5 se da una nueva demostracién de (1.2)- usando férmulas integra-

les- que vale para cualquier superficie An_1 de dimensién n-1 del espacio euclideo E"

y es , por tanto, una generalizacidén de (1.2).-

2-La conjetura.

Primero veamos que si tomamos f(t)= cos t la conjetura no es cierta. Para ello
vamos a evaluar (1.3) sobre el intervalo [0,7/2] en los casos m=l, a1=a/2 y m=3,
a1=n/8 , a2=ﬂ/4 » 83= 3n/8 y compararlas.-

I(a/2,a) = I(n/4,n/2). Aqui es T = {[0,n/4]} , T*= ([n/4,n/2]}

I(a/2,a) = fte[O /6] cos(|t-t*|) dt dt* =
t*e(n/4,n/2]

/2 /4

=J ) cos (|t-t¥|) dt ] de* =
n/4 0
/2

=J [ - sen (t*-m/4) + sen t¥* ] dt* =
/4

cos (m/2-1/4) - cos O - cos /2 + cos /4 =/2 -1 .



I(a;,a,,a4,a) = I(n/8,7/4,37/8,7/2) . T = {[0,n/8],[7/4,31/8]}
T*= ([7/8,m/4],[37/8,7/2}}
/4 /8 3m/8

cos (t*-t) dt + J cos (t-t#*) dt ] dt* +
/8 0 T/4

[

—
—

—

I(al,az,a3,a) =

/2 /8 3n/8
+J [ S cos (t*-t) dt + [ cos (t¥-t) dt ] dt¥ =
3n/8 O n/4

m/4
= [ -sen (t¥-7m/8) + sen t¥* + sen (37/8-t*) - sen (mw/4-t*) ] dt* +
/8

/2
J [ -sen (t*-m/8) + sen t* - sen (t*-3m/8) + sen (t*-m/4) ] dt¥ =
31/8

+

cos (M/4-m/8) -~ cos O - cos m/4 + cos /8 + cos (3n/8-n/4) -~ cos (3n/8-7/8) - cos O +

-+

cos (m/4-m/8) + cos (n/2-1/8) - cos (31/8-n/8) - cos /2 + cos 37/8 + cos (w/2-371/8) -

cos 0 - cos (m/2-m/4) + cos (3n/8-m/4) =

6 cos 1/8 = 3 cos O - 4 cos n/4 + 2 cos 3n/8 - cos /2 =

6 cos /8 + 2 cos 3n/8 - ( 3 +2/2).

Como cos m/8 > 0,92 y cos 3n/8 > 0,38 , entonces

I(a;,ay,24,2) > 5,52 + 0,76 - ( 3 + 2 V2 ) =6,28 - (3 +2V2) >6,28 - (3 + 2x1,42)=

= 0,44 >V2 -1 = 1(a/2,a)

Es decir,

I(al,a 3,a) > I(a/2,a)

202
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Pero si resulta cierta si pedimos que f sea ademds una funcién no decreciente como

prueba el siguiente lema:

Lema:
Sea I(al,...,am,a) definida como en (1.3). Entonces
I(al,...,am,a) < I(a/2,a) para roda funcién integrable,no negativa y no decreciente

definida sobre el intervalo [0,a].
Demostracién:
Primero observemos que el area de integracién es méxima para I(a/2,a).

El 4rea total de integracién para I(al,...,am,a) es un rectangulo de base

b=a1-ao+aa—a3+a5—a4+... y altura h=a2—a1+a4—a3+... (ver figura 1)

fig. 1 (m=4)

aj:\\\"\\\‘*;;&\\\l
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]
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\
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Es decir un rectangulo de perimetro 2a. Como de todos los recténgulos de igual peri-
metro el que tiene &rea mixima es el cuadrado, y el cuadrado cuyo perimetro es 2a
es el de lado a/2, es decir el que utilizamos al calcular I(a/2,a) como area de inte-
gracién, resulta la observacion.

Para la demostracibén procedemos por induccién sobre m:
P(1): I(a/2,2) 2 I(a;,a). Ver demostracién en Santald ([7],p 125).
P(mn) = P(m+l): debemos ver que si

I(ai,aé,...,a;,a) s I(a/2,a) = I(al,...,am+1,a) s I(a/2,a)

Para ello escribimos
a

I(al,..,am+1,a) = I(al,...,am+1) + [ f’ ’f(It-t
a t’eT

) dt’ dt
m+1

donde T=T si m es par y T<T* si m es impar.
Usando la hipdtesis inductiva sobre I(al,...,am+1) para el intervalo [O,am+1], es
I(al,...,am+1) 2 I(am+1/2, am+1).

Luego, basta pfobar que

. a
(2.1) I(a/2,a) 2 I( /2,8 1) + J S ) £(|e-t7]) dt’ de.
a

a
1 ,
m+ t’eT

m+1

Supongamos primero que a > a/2.

+1

Podemos pensar que siempre existe j(l1 s j s m) tal que a/2=aj. De no ser asi,

a/2 € (aj,aj+1) y para integrar podemos hacerlo sobre los intervalos [aj,a/2] y

[a/2,aj+1] .

Hecha esta salvedad, definimos los stguientes conjuntos de intervalos:
T = {[ai,ai+1] ¢ T y a; < a/2'} , T)eT /{ai,ai+1] €T, & a; < a/2

Tch'/ T,= {[ai,a ] € T'/[ai,a.+1] ¢ T, }.

i+l i

Llamando r=|t2—t1| podemos escribir (ver figura 2)
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a/2 a (a_ ,)/2 a a
a/2,) = f 1 £ degdey = £ ™ ™y dedey 8 S b gy
0 a/2 0 a/2 a 1 1€T; 1772
a al/2
+ [ i) f(r) dtldtz +J f(r) dt,de, .
8+l 16T (ap417/2
a (a-a +1)/2 a/2
I(a_ /2, ) + [ s f(r) dt’de = § " s £(r) dejde, +
m+l m+1 £ €T’ 0 ( Y/2 1772
qm+l an+l
(a_ ,)/2 a/2 (a_.)/2 a
o ™l s £(r) deyde, + f m+1 LR T dt,de, +
(a—am+1)/2 (am+l)/2 0 a/2
+ a a
i) S f(r) dtldt2 + J i) f(r) dt:ldt:2 .
a1 51T a1 01T
Entonces, como
a/2 a (a_.,)/2 a/2
[ £ () degaey = ™ ! £(r) dedt,
(am+1)/2 a/2 (a—am+1)/2 (am+1)/2
4+l a-an a a
ya que — - > = “m+l - S » o sea que las 4reas de integracidén son iguales
y en ambas integrales es O s r & (am+1)/2 ; nos basta comparar
a
(2.2) S i) f(r) dtldt2
a t.eT"”’
m+1 1
(a-am+1)/2 a/2 a
(2.3) f i) f(r) de,dt, + S S f(r) dt,dt, .
0 (a . .)/2 12 o Teer 172
m+1 m+1 1772

Sabemos por la observacién hecha al p

gracién es mayor en (2.2) que en (2.3

rincipio de la demostracidn que el 4rea de inte-

). Si verificamos que los valores de r también
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son mayores en (2.2) que en (2.3), entonces- al ser f no decreciente- obtendremos (2.1).

En (2.2) es ¢, / a | St,sa y t; € T con lo cual 0 St 3 a/2 . Como
a.y > a/2 resulta |t2—t1| = ty-ty y am+1-a/2 S|t2—t1|5 a .
En (2.3) es, procediendo andlogamente, am+1—a/2 Srsa y am+1—a/2 Sr sa/2.

Luego, vale (2.1).-
La demostracion en los casos am+1=a/2 y am+1 < a/2 es anadloga, quedando con

ellas probado el lema.-

3-Primeras generalizaciones.

a) n=2 . Plano euclideo.
Consideramos una curva C que divide al conjunto convexo K en
dos dominios K1 y K2 . Sea L la longitud de KanC y sean Fl' F2 las areas de KI'KZ

respectivamente.
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Utilizamos la férmula integral ([8],p.28,46)

donde dPi es el elemento de &rea del plano en el punto Pi , dG es la densidad de rec-
tas en el plano, y t;» t, son las abcisas de P1 y P2 respectivamente sobre G.-
€ K

Integrando sobre todos los pares de puntos P 1 Y P2 £ K2 , el lado izquier-

1

do da el producto de las dreas y del lado derecho obtenemos

f I(ay,...,a_,a) dG
GaC 26 m

donde I(al,...,am,a) es la definida en (1.3), y ay, ... , 8 son los puntos de inter-

seccion de GaC.

Por el lema sabemos que I(al, e am,a) s I(a/2,a) = a3/8 < D3/8 . Si usamos ade-
mas que 1) dG s fmdG =21L ([8],p.31),donde m es el nimero de puntos de GaC,
GaC=0
entonces
D3 D3
! I(al, cee ,am,a) dG s ) f dG s 8 2L .
GaCz9 GaCzd
Por lo tanto
3
D
Fl F2 s A L

b) n=2 . Plano hiperbédlico.

En el plano hiperbélico valen las formulas integrales
dP1 A sz = |sh(t2—t1)|dtlhdt26dG ([81,p.316) y S mdG=2L ([8],p.309).
Haciendo lo mismo que en el plano euclideo, aplicando el lema para f(r)=sh(r) y ope-

rando como Santaldé [7], obtenemos

F, F, s 8 sh(D/2) sh2(D/4) L .



¢) n=3 . Espacio hiperbélico.

Consideramos aqui un cuerpo convexo K y una superficie A,

que divide a K en dos dominios Kl, K2. Si G es una geodésica que corta a Az en m pun-

tos y dG nota la densidad de geodésicas en el espacio hiperbbélico, sabemos que

ImdG = mF , donde F es el 4area de AynK ([8],p.309,245/6) y que vale la férmula in-
2

tegral dP1 “ dP2 = sh |t2-t1| dtlAdtzth ([81,p.316).

Llamando Vl,V2 a los volumenes de Kl,l(2 respectivamente, evaluando como Santald (7] y

aplicando el lema para r = |t2-t1| , £(r) = shz(r) , obtenemos

V)V, s (1/8)( 4 sh®(D/2) + sh®D - D ) wF .

4-El1 espacio de dimensidn n.

Sean Pl' P2 dos puntos en el espacio euclideo n-dimensional E" y G la recta que
ellos determinan. Sean t1 , t2 las abcisas de Pl’ P2 sobre G. Si con dcn-l notamos el
elemento de volumen del hiperplano perpendicular a G en Pl’ el elemento de volumen de
E" en P1 se puede escribir

dP1 = dc‘;n_l"dt1 .

Por otro lado, el elemento de volumen en P2 puede escribirse

n-1
dP, = t dun_ladt2 donde t = |t2—t1| y du__, es el ele-

mento de 4ngulo sélido correspondiente a la direccién de G. Tenemos entonces, 1llaman-
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. n - .
do dG a la densidad de rectas en E° , la siguiente férmula integral

n-1 e
(4.1) dP) . dP, = t"7" dGadt ~dt, ([81,p.237).

Integrando sobre todos los pares de puntos P K, vy P2 £ K2 , del lado izquierdo

1 €™M

obtenemos el producto de los volimenes n-dimensionales de Kl y K7 .

Del lado derecho, procediendo como en el pardgrafo 3-a) y aplicando el lema para

r = |t2—t1| , f(r) = rn_1 , resulta
n-1 a/z a n-1
) If |t2—t1| dtldtsz s J f s |t2—t1| dtldtsz =
GnAn_lz¢ GnAn_lx¢ 0 a/2
-5 (1-2"") n+l donde a es la longitud de GaK.
n(n+l)
GnAn_1z¢

On

Como aqui es [ m dG = 0. vn-l(H) para H = An—l“ K , Oi como definido en (1.6),
1
obtenemos
1-2_" n+l

(1.4) vn(Kl) vn(KZ) s n(n+1) Kn—lD Vn—l(H) :

En el espacio hiperbdlico n-dimensional, la férmula que sustituye a (4.1) es

n-1
Como sh r es creciente, podemos aplicar aqui- operando como en el espacio euclideo E"-
el lema para r = {tz—t1| , £(r) = shn-l(r) , obteniendo
a/2 a n-1
Vn(Kl) vn(K2) s [ f f sh (|t2—t1|) dtldtsz , pero el calcu-
Gc\An_lﬁ@ 0 al/2

lo de esta integral nos deja con una cota que no tiene una expresidn sencilla.-



Pasemos a comparar las desigualdades para n 2 2 en el caso euciideo. Es vbvio que
(1.4) mejora (1.1). Pero ya (1.2) mejoraba (1.l) pues :
nz2 = (n-1)/n21/2 y V(K-K) sV (BO,D) =Kk, D" , donde B(0,D) es la bo-
la de centro O y radio D. Entonces

Vn(K-K) .

Pero (1.2) y (1.4) no son comparables, ya que:

S1 K es una esfera de radio D, V_(K-K) = k__ D" z (2/n) «__ D" * En este caso (1.4) es
mejor que (1.2).-

Si tomamos K como la interseccidén de una semiesfera n-dimensional de radio D con un

cono de vértice en el centro de la esfera y de &ngulo sdlido tal que verifique

n n-1
Vn(K) s (Kn_lD Y/h con h > nx2

Entonces Vn(K—K) s [Kn_l(ZD)n]/h < (2/n) Kn-an , con lo cual resulta que (1.2) es

mejor que (1.4).-



5-La otra desigualdad.

n ’ . .
Evaluando en E° como en el paragrafo 4, obtenemos, para el caso n-dimensional,

-n n -n a
VKDV (K) sS U208 46 U=z )y ;o™ ae g6 .
Galzo ™ n n+ GaH=zé 0O

Para calcular esta integral, escribimos como antes dG = an_lhdun_l. Tomando Pi € H

(H= An_lr\K ) tenemos dﬁp4,= sen § dPi , donde & es el angulo entre Gy H y dPi
es el elemento de volumen de H en Pi . Como Pé puede ser un punto de abcisa positiva
o negativa sobre G (para GnH = Pi ) evaluamos dos veces dun_1 , entonces

a

S ;o™ de =S [|sen € |/2 dP; dP; ya que dP) = 1y dt .

Galld 0 P{eH 2 n-1

Por otro lado, si fijamos Pi en H, considerando Pi como origen, Pé € K-K (definido en

(1.5)) y obtenemos

f J |sen €| /2 dP) dP] s (1/2)V_(K-K)V__ (H) .

PleH

Entonces,

VoK) VoK) s gy D V(K- V) (D)

que es el resultado de Bokowski (1.2), generalizado al caso de ser An_1 cualquier

superficie (n-1)-dimensional en E".-



IIT-CONGRUENCIAS DE RECTAS.

1-Introduccién.

La teoria de congruencias de rectas ha sido tratada desde distintos puntos de
vista por diferentes autores, entre ellos por W.F.Pohl [6], L.A.Santald [8] y R.Su-
lanke [10]. A partir del enfoque de Sulanke [10], que se expone brevemente en el para-
grafo 2, se hallan- en el parédgrafo 3- diferentes expresiones para la densidad de con-
juntos de rectas de una congruencia,que llamaremos densidad de congruencias, en el es-
pacio euclideo E3, que resulta ser, salvo signo, la misma que las introducidas por
Pohl [6] y por Santald ([8],cp.19).-

En el parédgrafo 4 se desarrolla una expresidn para la densidad de congruencias
de rectas en lqs espacios eliptico e hiperbdlico a partir de la densidad de geodési-
cas definida en espacios de Riemann por L.Santald ({8],p.332) y como una generaliza-
cidén de la expresidén obtenida para el espacio euclideo por W.Pohl [6].-

En el pardgrafo 5 se dan algunas aplicaciones de las expresiones obtenidas.-

. 3
2-Congruencias de rectas en E™.

. 3 . . .
Una congruencia de rectas en E” es un conjunto de rectas dependientes de dos pa-
rametros. Para obtener invariantes diferenciales ( formas diferenciales invariantes

por movimientos ) de la teoria de congruencias, R.Sulanke [10] trabaja en el espacio
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4 . ) : o
H' de rectas orientadas del espacio euclideo de la siguiente manera:

El espacio E(3) de todos los movimientos del espacio euclideo de puntos E3 (y
que tiene dimensi6én 6 ) puede pensarse como todos los triedros ortonormales
(X,el,ez,e3) del E3. En tal caso, las rectas de H4 se representan por las clases de

equivalencia de la relacidn

—’
(X*,e?) n (X,ei) © e§ = ey y XX* = a e; , aun nimero real.

Una recta g ¢ H4 determina el triedro (X,ei) donde

X es el pie de la perpendicular a g desde un origen O;

ey = e(g) es el versor direccidén de g, o sea su imagen esférica;
e)»,e, generan el plano tangente a la imagen esférica de g.-

Tenemos entonces

dX .

[}
@®
—
Q
—
+
o
N
Q
N
+
U]
w
Q
w

de, = e
(2.1) 1
de2 = -ejw, + 3w,

de3 = ejwy - ezwl

. . . 4 . . .
Las oi,wi son las formas diferenciales de primer grado sobre H ( inducidas a partir
. . 4 . . .
de las de E(3) ). Para obtener invariantes de H basta tomar combinaciones de éstas
que no dependan de la eleccibén de la esfera de referencia ni de los vectores tangen-

tes e;,e,. Las transformaciones segin las que deben ser invariantes son entonces:

’

(2.2) ei e, cos £ + e, sen £ e, = -e; sen £ + e, cos £

(2.3) X"

X + £(g) ey , con f(g) cualquier funcidn diferenciable de g.
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Por las transformaciones (2.2), las formas 01109, ¥y W, se transforman andloganen-
te y cé = Oy wé = wy + dg .

Por las transformaciones (2.3) resultan

"o "o_ _
0) =0 + f(g) wy 0y = 0y f(g) W,
"no_ "o_ s
03 = 03 + df wy = wi @i=1,2,3).
Los invariantes de thue introduce Sulanke son:
d 2 2 2 £ X .
ST =w o+ W (forma cuadratica,elemento de arco de la imagen
esférica)
b = W A W, (forma exterior, elemento de 4rea de la imagen
esférica)
(2.4) T = 0,w, + 0,Ww
171 272 (forma cuadréatica)
Yy =

01 Ay - 02 A Wy (forma diferencial exterior)

Cuando consideramos conjuntos de rectas cmlﬁ‘ que dependen de dos parametros, es de-
cir congruenciés de rectas, por la inmersidn
i: F,—» Ha
2
las formas Oi'wi inducen formas diferenciales sobre F2 (oiF=i*Oi ,wiF=i*wi) que nota-
remos Oi'wi , resultando las formas diferenciales correspondientes a las definidas en
(2.4) también invariantes sobre F2' En particular, Y sera la densidad para conjuntos
de rectas de una congruencia, o sea la densidad de congruencias. Veamos entonces que
es invariante por las transformaciones (2.2) y (2.3):
¥ = Oi ~ mé - Oé ~ mi = ( 0,cos £ + o, sen £ ) A (—w1 sen £ + w, cos £ ) -

- -0, sen E + 0, cos £) ~ ( w; cos £ + w, sen £ ) =
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—Sen £ COS £ 0y ~ wy + coszg 01 ~ Wy ~ senzg Gy ~uy * SENE COSE Co a wy *

2 2
+ Sen g COSE §) ~ w) ~ COSE Oy a Wy + SER'E G a wy — SEN § COSE Oy ~ wy =

2 2 2 2
( sen™g + cos’g ) 0] » wy = (sen"¢ + cos™g ) Og ~ W] =0] ~ Wy ~ 0y ~ W

-
|

= oT A wa - 03 ~ wY = ( o, *+ f(g) wz) Ay = ( 0y £(g) wl) ~wy =

B R I T

Para medir un conjunto de rectas de una congruencia, se toma la integral, extendida al
conjunto, de la forma ¥. Para los cdlculos conviene tener a mano algunas otras expre-

siones para VY.-

3-Distintas expresiones para la densidad de congruencias.

i) Una congruencia, dijimos, es un conjunto de rectas que dependen de dos para-
. . . . 3 .
metros. En particular, dada una superficie del espacio euclideo E™, un conjunto de
rectas tal que cada una pasa por un unico punto de la superficie es una congruencia.
Queremos escribir la densidad de congruencias ¥ en funcién de los parametros de la

superficie.
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Consideremos un punto X de la superficie y en él definido un sistema ortonormal
{el,ez,e3}. En el mismo punto definimos otro sistema ortonormal {al,az,aB} tal que
aj sea el versor direccion de la recta de la congruencia que corta a la superficie en

el punto X. Serd entonces

ae +Be,+Y e, con o? + 82 + Y2 =1

[
w
"

a, = (ey~ag)/Vl-y¥* = (¢ e, - B ey )/VI-¥

a) = a, ~ a,

Resultan
a, = QAM-y ) aye; +Bye, - (1-'Y2)e3 ]
a, = (1/4/1-v* )H[ -Be1 + de, ]
a; = qe; +Be, +ye;y .

con lo cual serén

el = ( 'Y(l/v I"Y )al - ( B/(/l"Y )32 + 0.33
e, = ( yB//I—yz )a1 + (aV1-y? )a2 + Ba3

ey = (/T:§7-)al + ya,
donde convenimos que para o+0, R+0, y+1 es ( aVIZ ) »1 , ( B//1T ) 0 .

En la superficie X=X(u,v) tenemos definidas las primera y segunda forma fundamental

2 _E du? + 2F du dv + G dv?

L du® + 2M du dv + N dv2

ds

II

Tomando como curvas paramétricas las lineas de curvatura u=cte., v=cte.,se sabe que es



F=MM=0.
El sistema {el,ez,e3} lo tomamos de la siguiente manera:
e,,e, son las tangentes a las lineas de curvatura, e5 es la normal a la superficie .

Es decir

e, = Xu / VE ey = X, / VG eq =€) ~ &

Sabemos ademas que (Blaschke [2],p.79)

Xy = &,/ 2/E)e1 - (§, / 2/63e2 + Le,

X, = (E, / 2¢@5e1 + (G, / 2/63e2

X,y = (-G, /2/E)e1 + (G, / 2/E3e2 + Neg
Escribiendo

dX = c;le1 + 02e2 + o3e3
dx-

X du+ X dv = /frdu,e + /G dv e
u v 1 2

y comparando, obtenemos

01 = vE du
02 = /G dv
3=0

Para calcular los w; hacemos de3 = d(e1 A e2) = de, « e, + e « de

1 2

de; = d(X / vVE) = (xuu//E)du - (quu/ZE/E)du + (xuv//E)dv - (quV/zawﬁbdv =
=(E,/2E)du e, - (Ev/z/fﬁbdu e, + (L/VE)du eq - (E /2E)du e) + (E /2E)dv e +

+(G, /2/EG)dv e, - (E /2E)dv e, =
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(-E_du + G dv)
de, = Y = e +-L du e
1 2/EG 2 TVE 3
Analogamente resulta
(Evdu - Gudv)

_ N
de2- e e1+;7adve3
Entonces
de3 =(L/VE)du ey €, + (N/VG)dv e ~ €5 =
=(-L/VE)du e - (N/VG)dv ey
de3 = (—L/E)Xudu - (N/G)dev .
w, = ejde, = -eyde, = —(Xv//C)[—(L/E)Xudu —(N/G)dev]
w, = elde3 wy = e2de1
Resultan
wl = (N/‘/E)dv

w, =-(L/VE)du

w

3 (-Evdu + Gudv)/Z/EE'

Escribiendo dX

0181 + 0,8y + Ogeq Y reemplazando los e, en funcidn de los a;s

o, v ozyB —018 0,
X = et AP + TIyr + iyP)ag + (0,2 + 98)ay
Como
dX = o¥a, + o*a, + O#a

171 272 373

Comparando resultan

of = (VEya/V1-y2)du + (VGYB/V1-Y%)dv
(3.1) o = (~VEB/V1-Y%)du + (VGa/V1-y?)dv
o% = vEa du + /GB dv

3
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Para calcular wT y w§ usamos las relaciones de Sulanke (2.1), seglin las cuales es
= * _ %
daz = 3)w; - 3u]
Como
ag = Ge; + Be2 + Yeq
resulta

da3 = dae1v+ dBe2 + dye3 + a(e2w3 - e3w2) + B(—elw3 + e3wl) + Y(elwz—ezwl)

Reemplazando,comparando las expresiones y operando, resultan

(/V1-y?)[Bda - adB + ayw, + Byw, - (1-Y")w,]

(3.2)
(1/V1-y%)[-dY -Bw, + aw, ]

La expresién que buscamos es

(3.3) Y = OT A w% - 03 N uﬁ

Reemplazando los valores obtenidos en (3.1) y (3.2),llegamos a
P = (VE/1-Y2)[B2du~de - aB du~dB - ay dudY ] + (VG/1-Y?)[-0B dvada +a® dvadB -
- YB dvady ] + VE( Yduaw, = B dusw,) +/G(-Y dvaw, +& dvaws).
Observemos que
- aBduadB -ay dudY = a(BdB + YdY)adu= (¥)
como ada + BdB + vdYy =0
(*)= a(-ade) ~du=e? dusda.

2

Usando que o+ B%= 1- Y y reemplazando (analogamente en el otro sumando) resulta
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¥* = /E durd a+ /G dvad B- (BG /2/G)du~dv + (@E _/2E) du~dv

pero

d a= o du + a_dv , entonces du~da = G du~dv

u v v

analogamente

dvad B= —BudUAdV.
Luego

P* = [/Ehv - /Eeu - (scu/2/63+ (eE /2/E)] dundv
(3.4) y¥ = [(a/TDv -B( /E)u] duadv.

Donde o, son los cosenos directores de ag (versor segun la direccién de la recta)
respecto de los versores el,ez(que son las tangentes. a las lineas de curvatura de la
superficie. E y G son los coeficientes de la primera forma fundamental de la super-

ficie.

A partir de la densidad para geodésicas en espacios de Riemann de dimensién n y
para n >2,Santald ([8], p.334) define como densidad de congruencias de geodésicas ( pa-
ra un conjunto de geodésicas tal que existe una superficie transversal que corta a
cada geodésica en uno y sblo un punto,)

dG1 = dp1 dx1 + dp2 dx2
donde se eligid un sistema rectangular de coordenadas de manera que las ecuaciones de

la superficie son localmente

x3=0. x4=0, .o ,xn=0
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La forma cuadritica fundamental se escribe

d52 =r£ dx 2 = L
1 8i19% y Pi= 8ii ds
El &ngulo a, de la geodésica G con la curva X4 estd dado por
cos @, = Vgii(dxi/ds);
por lo tanto tenemos
pP;= V8;; cos a .
Reemplazando obtenemos
1
(3.5) dG” = - vV8y; sen @; da;.dx; - Vg,, sen @, da,dx, +

+ [(3¢g22/3x1) cos a, - (3/311/3x2) cos al] dxl,\dx2

donde para el caso n=3, la superficie tansversal considerada tiene localmente
ecuacién x4=0.
Veamos su expresiéon en el caso del espacio euclideo E3. Para la super-
ficie es
dszé E du2 + G dv2
y comparando, como X =U, X,=V, COS @;= a , COS Q,= B, resultan
g11=E , g22=G , sen aldu1=—da , sen a, da2=—dB
con lo cual
4G'= VE dasdu + /G dBadv + [( G /2/6)B - (E /2/E )a ] dundv=
= —/E dunde -/G dvadB + ( BG /2/G ) dusdv - ( aE /2VE') dudv=
S
Es decir, la expresién (3.5) general para geodésicas de una congruencia de un

espacio de Riemann, se reduce a la densidad Y* expresada por (2.4) o por

(3.4).



11) También forman una congruencia las rectas que unen puntos de dos curvas de E3.
En tal caso, llamemos X = X(Sl) , 1 = Y(SZ) a los puntos de cada una de las curvas,
queremos expresar la densidad ¥¥ en funcién de los parametros que determinan X e Y.

La recta g de la congruencia es la que pasa por X e Y, por lo tanto tenemos

a

3 (Y-X)/r donde r =/(Y-X)? es la distancia entre X e Y.

Si llamamos C1 . C2 a las curvas, consideramos como sistema {el,ez,e3} el triedro de

Frenet para la curva C1 en el punto X, o sea

e = T1
e, = N
e3 =B

Obviamente es

T.ds

dX

y como

comparando obtenemos



01 = ds1
02 =0
03 =0

Ademds, usando las relaciones de Sulanke (2.1) seréa

dT = de1 = w3e2 - w2e3 = w3N - sz
dN = de2 = 4n3e1 + w1e3 = —usT + wlB
dB = de3 = w3e1 - wle2 = sz - wlN

Comparando éstas con las férmulas de Frenet

dT = X N ds

1
dN = - X T1 ds1 +TB ds1
dB=-T1TN ds1
Resultan
w; = T ds1
w, = 0
Wy =X ds1

donde X €S la curvatura y T es la torsidén de la curva Cl'

Reemplazando estos valores en (3.1) y (3.2) obtenemos

of = (.olya//i—yz) + C09yB/V1y?) = ( ya/V/1-y?)ds;

o} = (—018//i—yz) + ( 0pa/V1-y?) = (-8//1-y?)ds,
wf = (1//1-y2)[ Bda - adB + ayw, + Byw, - (l—YZ)w3 ]
w = (1/V1-y*)[ Bda - adB + aytds, - (1-v?)x ds; ]
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Wy = (I/17%)[-dY - Bw, + o,
w% = (-dY - BTdSl)

con esto calculamos

Y

Of ~ W - 0% ~ wF = (-¥@/1-Y?)ds ~dY + (B/1-Y*)(Bds ~d® -ads,.dB) =

(l/l—Yz)(—YOLdsladY +B2ds, ~da -Bads, ~d8)

1
y operando como antes

~yads ) .dy-Bads, ~dB= a(YdY + BdB)~ds,= 0(-0dx)rds, = @’ds ~do

1
y como g?+Bg%=1-y? , resulta

(3.6) y¥* = dslAda .
Que es una expresidén simple para la densidad de rectas de una congruencia formada

por las rectas que unen puntos de dos curvas dadas.

Para estas congruencias de rectas determinadas por dos curvas, podemos aun ob-
tener otra expresién de la siguiente manera:

a es el coseno director de aq respecto de e;,por tanto

o =[(Y-X)/r].T, = [(Y—X)//(Y—X)z].Tl

como da=(3a/3X)dX + (3a/3Y)dY vy dX=T,ds; dY=T,ds,
resulta

dslAda = (Ba/aY).T2 dsl,.ds2

dado que  (3a/3Y).T,= %[(Y;XATI).(Y;XATZ)]
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y usando que (XaY)(XlnYl) = (XXl)(YYl) - (XYI)(XIY)

resulta

14X 1-x
lAda = r[( - ATl).( .- ATZ)]dslﬁds

ds 9

Como todos los vectores son de mddulo unidad, los productos vectoriales nos dan
el seno del &ngulo entre g y Tl’ y entre g y T2 respectivamente, y el producto esca-
lar nos da el coseno del angulo entre los planos generados por [g y Tl] y por [g vy T2].
Entonces

(3.7) y% = (1/r) sen n, sen n, cos ) dsl.ds2

Comparando con el invariante dI introducido por Pohl [6] es

¥# = -dI

4-Congruencias de rectas en los espacios eliptico e hiperbdlico.

A partir de la definicién dada por Santalé ([8],p.332/4) para densidad de geodé-
sicas en espacios de Riemann n-dimensionales

dG = dpi A dxi

™MD

=1
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éste considera el caso de conjuntos de geodésicas determinados de la siguiente manera:
Dadas Cl' C2 dos subvariedades de dimensibén h tales que todo par de puntos X € Cl’
Ye C2 determina una Unica geodésica g, entonces

h h
dG = dG = ! - A e e A
(dG) X h! dp, ~dx, dp; ~dx,

il<"'<ih 1 1 h h

y podemos escribir

dGh = h!(-—l)(h—l)h/2 X dpi A...Adpi Adxi A...Adxi para lshsn

il<"'<ih 1 h 1 h
El caso que aqui nos interesa es n=3, h=1 y el espacio de Riemann de curvatu-
ra constante,que es una generalizacidén a los espacios eliptico e hiperbélico de 3ii).
Sean entonces Cl’CZ dos curvas (variedades de dimension 1) de un espacio de Riemann
de curvatura constante de dimensién 3 tales que todo par de puntos XeCl. YeC, deter-
mina una unica geodésica g. Con las mismas notaciones de 3ii), sean Sl,S2 las varieda-
des planas de dimensidén 2 que. contienen a g y a Tl’ T2 respectivamente.
Consideramos en X el siguiente sistema de coordenadas ortonormal
X, es el vector tangente a g en X
%2€5)
con lo cual queda determinado Xq.
Sea S’={XESI/ x1=0}
Determinamos g por su interseccidn con S’(es decir X).
Entonces resulta
(4.1) dG= dpz,\dx2

También con centro en X consideramos el sistema {ai} definido por



a3 = Xq
a, € T1

ta - . . 7
a; 1 que ?132 tenga la misma orientacidn que X Xge

Proyectando es
sen n; = cos (/2 - n,) = dxz/da2
0 sea que
dx2 = da2 sen n,
Por otro lado, segin Santald ([8],p.334-337) es
dp, = v8,, sen a, do, ds) = v8,, da,
y el elemento de arco correspondiente a la circunferencia euclidea unitaria de centro

X, en la direccidn tangente a g en X es

dgl (sena2 daz/cosv ) donde cosv = 1 ya que v es el angulo entre g y X3

es decir que
d;l = sen q, d°2

y reemplazando en (4.1), resulta

(4.2) dG = sen n dglhds1
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Ahora nos ubicamos en 52 (X,Y € Sz; g c 52). Consideramos el sistema ortonormal
de coordenadas {bi} en Y definido de modo que b, genere T,; b,,b, € S, y orientado

como xi,xé,xé que son los trasl-dados paralelamente de X13X5,X4 @ lo largo de g des-

de X hasta Y.

Para un punto de 82 1lamemos Ai a los angulos de las direcciones del punto res-
pecto del sistema {bl'b2} de 82’ P a la distancia de X al punto; un sistema de coor-
denadas polares en 82 con centro en X serd tal que

as? = a0* + HE(P) aM
donde H(P) es
P en el caso euclideo

sen P en el caso eliptico

sh p en el caso hiperbdlico.

En p= cte. seré db. = H dA,
i i
Con lo cual el elemento de arco en p = cte. sera

d£p= H du1
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con dui el elemento de arco de la circunferencia euclidea unitaria en la direccidn
respecto de las bi'
Como el &ngulo entre xi‘y b1 es n, (salvo*m /2) resulta
sen nz d52 = d&p
Si ademas llamamos du, al elemento de arco respecto del sistema xi sera
cos O = dul/du1
Entonces
d;l = du1 = cos 0 du1 = (cos 8 dip)/H = (cos 6 sen n, ds2)/H

Reemplazando obtenemos
(4.4) dG = (1/H) sen n, sen n, cos 6 ds,.ds,
que en el caso euclideo coincide, salvo signo, con la expresidén (3.7) obtenida para

P,

Para los casos eliptico (H= sen p) e hiperbbélico (H= sh p) se obtienen respectiva-

mente

(4.4) dG = (1/sen p) sen n, sen n, cos ) dszAds1
(4.5) dG = (1/shp ) sen n; sen n, cos G dsz,\ds1
Observaciones:

a) Un razonamiento similar da por resultado en dimensién n, para Cl’ C2 de dimensién h,

)(h-l)h/z

(dG)h = (l/Hh) h! (-1 sen n, sen n, cos 6 dV,~dV,

que generaliza la férmula de Pohl [6] a los espacios euclideo e hiperbdlico de di-

mensién n.
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b) Si trabajamos directamente con las formas de primer grado en Ha, Sulanke {[10]
define
Yy = O ~ Wy = Oy ~ W

Pohl [6] define

como Wy = de3 e = W y Wyy = de3 e, = ~w

resulta

5-Algunas aplicaciones.

i) Sabemos segin Santald ([8],p.335) que la condicién necesaria y suficiente
para que una congruencia de rectas sea normal (es decir que sus rectas sean las nor-
males de una superficie) es Y =O.

Segﬁn Blaschke ([2],p.71) la condicidén necesaria y suficiente para que un sistema sea

normal a una superficie dada es que

(Xu.a3)v = (Xv.a3)u
haciendo pasos sucesivamente equivalentes, esta condicidn es
(v/f el.a3)v = (/6 e2.'a3)u
(B, = B/

(wE) - (8/0) = 0.
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y utilizando la expresion para congruencias (3.4) esto es equivalente a la citada ¥=O0.

ii) Observando la expresién (3.6)
Y= dsr~da ‘como aqui es ¥ #0 se sigue que las rectas que unen puntos de

dos curvas del espacio no pueden formar una congruencia normal (como observa Pohl

({6],p.1327)).

iii) En el caso de ser la congruencia el conjunto de rectas secantes auna cur-
va C de longitud L, usando la expresidén (3.6) donde @ dijimos que es el coseno di-
rector de a, respecto de e, (o seaa = cos N, ), calculamos
3 1 T L 1 p
[ dl=-f ¥=-f ] dspae]= -L cosﬂll = 2L
cxC C 00 0

que es el resultado de Pohl ([{6],teorema 2).

iv) Utilizando este Gltimo resultado y una férmula obtenida por Sulanke [10]

segin la cual

In(E) dE = (n/2) [|¥|
donde n(E) es el nimero de rectas de la congruencia contenidas en el plano E;
si consideramos una curva C de longitud L del espacio euclideo, llamando N(E) al
nimero de puntos de CnE, como n(E) = N(E) ya que las rectas de la congruencia se
toman orientadas, resulta

SN(E) dE = Sn(E) dE = (n/2)| ¥ | =(m/2)2L = "L

que es una conocida férmula de la geometria integral (Santald [8],p.246).
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v) Veamos finalmente algunas generalizaciones a los espacios eliptico e hiper-
bélico de resultados obtenidos por Pohl [6].
Para ello observamos primero que tanto el resultado de Banchoff y Pohl ([1],p.183)
J')\Z N *=_ . . %
(C E,g) dG(E)AdE J( ¥ .;(xi,xj) i 1x.) dE

i,] i 73
(donde XA es el "linking number" de lacurva C respecto de la recta g; X]1Xgs e« SON

los puntos de EnC, r(xi,xj) es la distancia entre X; ¥ xj,y ix es el nimero de pun-
J
tos de interseccién de CaE en xj) como las férmulas integrales

dG(E)~dE* = dE(G)AdG (Santald [8],p.207)
y JdE(G) = 01/00 = (Santaldé [8],12.36 para el caso
n=3,r=2,q=1)

valen en espacios de Riemann de curvatura constante.
Ademas

A (C,g) = AM(CAE,g) sigeE, Cuna curva del espacio de dimension 3.
Sea B = {(E,g)/ gc E }. Queremos calcular fA?(C,g) dB
donde dB = dG(E)~dE* = dE(g)AdG
Si para ello fijamos primero g es

fA%(C,g) dE(G)dG = mfA%(C,g) dG
y por otro lado, como CaE es una variedad de dimension O en E, usando el resultado
de Banchoff y Pohl ([1],p.183) para E fijo es

SA2(C,g) dG(E)~dE* = SA2(CAE,g) dG(E)dE* = -J( 'Z'r(xi,xj)ix ix')dE*

i,] i)
Con lo cual obtenemos laférmulal de Pohl [6]

ufl 2%dG = - J (L r(x.x.)i_i_ ) dE*.
GcE? E<E® i,j *+ 3 *i¥%j
Més aln,como también vale en los casos eliptico e hiperbblico que

dE= sen’ ¢ dG(Ey) do (Santald [8],p.211)



resulta

J [ £ r(x.,x,)i i ] dE =
ECE> i,j 3 XX

fijando E tal que contemga a la recta X X4

= [r sen” $dG(Ey) db = (72) [r dG(E)
0
Obtenemos entonces que

I [ r(x.,x.,) i_ i ] dE#*= (n/2) [fr dG*(E.) = -(7n/2) [ r dI
BB i T3 Txx 0

que es el otro resultado de Pohl [6].

Observemos finalmente que también puede generalizarse la férmula de Banchoff y

Pohl ((1],p.189), obteniendo para el espacio n-dimensional

h(h-1)/2

f(l/senh_lp) cos N, cos N, cos9 dV.,~dV

-(h-1)! (-1) 2"

eliptico Isén o dGh

h(h-1)/2 cos B dV_~dV

. 2o h
hiperbdlico [sh p dG 2 2%

-(h-1)! (-1)

I(l/shh_lp) cos N, cos N

si bien la aplicacién que Pohl hace en el caso euclideo obteniendo una generalizacidn

de la desigualdad isoperimétrica no es generalizable con ellas.-
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