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Atractor caotico proveniente del modelo de Bruselas excitado por una fuerza
anarmonica, dado por las siguientes ecuaciones:

X-(A-B)x+xy-x+az
y = Bx - x%y

Z=-@U
0-wz(l=«pz2)

Siendo los parametros: A =0.4,B=12. =008, B=0.1 yw =086




Consideraciones generales

La dinamica no lineal (o caotica) es una rama relativamente joven de la
fisica que esta en continua expansion.

El primer descubrimiento fundamental en dinamica no lineal ha sido que
aun sistemas muv simples v de dimension muyv baja. como un péndulo forzado
con amortiguamiento, pueden exhibir un comportamiento temporal complica-
do. Este comportamiento complicado v no periodice fue llamado caos pues su
caracteristica mas importante 2s la impredictibilidad. Pero el caos no es ruido,
es deterministico, se produce por la evolucion temporal del sistema para valo-
res tipices de sus parametros fisicos de control.

El segundo hito fundamentai en dinamica caotica {ue la unificacién con-
ceptual de muchcs fenomenos similares observados en sistemas [isicos. quimi-
ces v binlogicos. Como eiempio se puzede destacar ias relaciones de 2scala uni-
versales para la transicion por difurcacion de periodo al caos dada por M. Fei-
genbaum {1979, 1980).

Esto sugiere la idea que el caos en los sistemas complejos puede ser ana-
lizado con meétodos simples y 1 veces intuitivos v que, en un sentido real, pue-
de construirse a partir de componentes con propiedades universales.

En otras palabras lo mds importante es que la dinamica no lineal ha es-
tablecido un mecanismo de aproximacion a uno de los grandes problemas no
resueltos: 1a turbulencia completamentedesarrollada. Un sistema turbulento es
caotico en espacio y tiempo.

De hecho, este enfoque es una nueva manera de concebir los flujos hi-

drodinamicos y puede tener consecuencias practicas importantes si se €s capaz



de determinar la dimension del sistema. Esta nos informa sobre los grados de
libertad efectivos y da un limite inferior al numero de variables que sera nece-
sario considerar si se desa una descripcion simplificada pero realista (un mo-
delo! de! funcionamiento del sistema en cuestion.

Supongamos que para un flujo dado la dimension del atractor resulta
muv aita (digamos dei crden de cien), esto significa que solamente es posible
una descripcion estadistica que haga intervenir un numero grande de grados
de iibertad. Si. por el contrario, se obtiene una dimension reducida, bastara en-
tenczs un aumero limitado de variables para modelar ei sistema. En este caso,
el problema consiste en analizar correctamente el funcionamiento del sistema
fisico. identificar los mecanismos principales, v efectuar las aprozimaciones
adecuadas. Es decir, que una dimension baja. nos da una herramienta para exa-
minar 2! desorden aparente v poder aisiar las estructuras organizadas subva-
centes. En otras palabras, en presencia de un fenémenc caotico es fundamental
determinar la dimension del atractor que lo caracteriza.

El estudio de sistemas caéticos de baja dimensionalidad puede brindar-
nos ideas para entender la turbulencia ya que nos permite adquirir experien-
cias en el tratamiento de situaciones complejas y descrdenadas con la configu-
racion de estructuras simples subyacentes.

En este trabajo discutiremos los algoritmos mas importantes para la de-
terminacion de la dimensionalidad del sistema caético y [0 aplicaremos a un
sistema biologico.

Como modelo alternativo de la dinamica cardiaca, estudiaremos un 0sci-

lador de relajacion sometido a fuerzas impulsivas de amplitud variable . La se-



cuencia que aplicaremos no es arbitraria sino que aproxima un irracional (se-
cuencia de Fibonacci), el numero de oro.

En consecuencia esta tesis esta organizada como sigue:
En el capitulo | se resumiran algunos conceptos de dinamica no lineal que se
aplicardn en todo el desarrollo.
El capitulo 2 discute los algoritmos v métodos para el analisis de la dimensio-
nalidad de los sistemas dinamicos involucrados y se mostraran resultados ex-
perimentales donde se aplican éstos métodos.
En el capitulo 3 se revisara someramente la dinamica del oscilador exactamen-
te resoluble y se analizara la formacion de burbujas caodticas v su posterior de-
saparicion al variar la disipacion del sistema.
En el capitulo 4 se estudiaran las caracteristicas del oscilador exactamente re-
soluble cuando la secuencia de excitacion se aproxima un irracional v se discu-
tiran los resultados obtenidos comparandolos con los resultados experimenta-
les an el tejido cardiaco analizado en el capitulo 2.
Finalmente se daran las conclusiones y se incluiran apéndices que facilitan la

comprension de algunos temas especificos.



Capitulo I: Conceptos de dinimica no lineal

En este capitulo daremos algunos conceptos y definiciones fundamenta-
les en dinamica no lineal usados en el transcurso de este trabajo.

En la seccion | describiremos el concepto de sistemas dinamicos, mapas
y se definira la seccion de Poincare.

En la seccion 2 se definiran y clasificaran los tipos principales de bifur-
caciones, discutiendose ademas Ics criterios de estabilidad de las soluciones.

Finalmente en la seccion 3 , aclararemos algunas nociones acerca de es-
pectros de potencia, entropia, y escenarios. Nos hemos restringido al analisis de
temas que se aplican a sistemas disipativos, por lo que no se aclarara, que re-
sultados son generales para su aplicacion en sistemas conservativos y cuales

son inherentes a sistemas disipativos.



1.1.1 Acerca de sistemas dinamicos

Los sistemas dinamicos pueden ser divididos en dos amplias categorias,
conservativos o disipativos dependiendo de que la energia se conserve o no.

Es de especial interés su comportamiento a tiempos suficientemente lar-
gos. En sistemas disipativos, éste estd controlado por atractores, lo que significa
que, comenzando con distintas condiciones iniciales, el movimiento evoluciona
en el tiempo hacia un atractor y después de un tiempo suficientemente largo
como para que los transitorios mueran, el movimiento se realizara sobre el
atractor. Los atractores pueden clasificarse en tres categorias a los que nos re-
feriremos en el curso de los siguientes capitulos.

1) Punto fijo (estable) . Es un punto, como se muestra en la figura,
que atrae hacia si mismo todas las trayectorias que estan Jdentro de {a cuenca

de atraccion.
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Punto ffjo (inestable). Dependiendo del parametro de control el punto
fijo estable pierde su estabilidad y comienza a repeler todas las trayectorias
cercanas (repulsor). Como pequerios cambios en el parametro no pueden pro-
ducir consecuencias tan drasticas como invertir la direccion de todas las lineas
de flujo en todo el espacio de fases, en la vecindad del punto fijo inestable pue-
de llegar a repeler algunas lineas de flujo mientras que permanece atractivo
para regiones mas lejanas.

La repulsion local v la atraccion global del flujo implican la formacion de
una curva cerrada alrededor del punto fijo inestable y la curva atrae todas las
trayectorias cercanas. Esta curva es l1a {lamada ciclo limite.

2) Ciclo limite: el sistema tiende a evolucionar en una curva cerrada en

el espacio de fases y corresponde al movimiento periodico del sistema.




3) Atractor exirano término acuiado por Rueile, también llamado
atractor caotico

Si se considera un mapa del movimiento se encuentra que el atractor
extrano describe un movimiento caotico del sistema en el sentido que la se-
cuencia sucesiva de puntos es aleatoria.

Las propiedades que caracterizan a los atractores extranos son:

i) Esta confinado en una regicn acotada del espacio de fases. Atrapa
las rrayectorias del sistema que hayan partido de condiciones iniciales ubica-
das en el dominio de atraccion ( cuenca de atraccion) y puede ser muy compli-
cado .

Ademas tiene la propiedad que no puede descomponerse en conjuntos
mds simples pues cualquier trayectoria atrapada por el atractor recorre todos
los puntos dei mismo si se deja pasar suficiente tiempo (es ergodico). Por el
contrario una coleccion de puntos fijos aislados no constituve un atractor ex-
trano pues las trayectorias que parten de{ dominio de atracciéon de uno de los
puntos fijos no recorren los restantes.

i) La propiedad principal que hace caotico al atractor es la sensibilidad
a {as condiciones iniciales. Esta se produce porque, a pesar de la contraccion
del volumen, las longitudes no se contraen en todas las direcciones sino que
pueden contraerse en una direccion y expandirse en otras. Esto hace que pun-
10s arbitrariamente cercanos se separen macroscopicamente para tiempos sufi-

cientemente largos.



Atractor extrafo proveniente del sistema de ecuaciones de Lorenz
( ver Apendice 1)

iii) Para que corresponda a un sistema fisico real ¢! atractor tiene
que ser estructuralmente estable y generico. En otras palabras, un pequeno
cambio en los parametros del campo vectorial cambia la estructura del atrac-
tor en forma continua (estabilidad estructural), y el conjunto de valores de los
parametros que generan el atractor extrafno no debe ser de medida nula (de lo
contrario seria no generico v por consiguiente sin significado fisico}.

iv) Todos los atractores extrafnos encontrados hasta e! presente tie-
nen una dimension de Hausdorf fraccionaria. Como veremos mas adelante, en
el capitulo 2 no se sabe aun si esa dimensién fraccionaria es consecuencia de
las condiciones i), ii) y iii) o es una propiedad adicional que debe exigirse a un
atractor para considerarselo extrano. Cualquiera que sea el caso, la dimensiéon

fraccionaria es una caracteristica esencial de los atractores extranos.




Los atractores extrafos aparecen tipicamente cuando el fiujo contrae el
elemento de volumen en algunas direcciones pero lo estira en otras. Para per-
manecer confinado dentro de una region cerrada el elemento de volumen se
pliega. Este estiramiento y plegamiento son los responsables de la estructura
compleja que adquiere el atractor.

Un aspecto fundamental es que ahora hay fuerte evidencia de que el
caos en un gran numero de sistemas puede ser descripto por atractores extra-
fios de muy baja dimensionalidad. Esto significa que en un sistema de gran (in-
clusive infinito) nimero de grados de libertad solo ailgunos pocos se manifies-
tan o se mantienen activos. Como la mayoria de las condiciones iniciales tien-
den a colapsar sobre el atractor, muy pocos grados de libertad participan acti-
vamente en el caos v el numero de estos puede ser extremadamente pequeno
en comparacion con el total. Sin embargo, el caos es real ya que puntos cerca-
nos divergen exponencialmente lo que causa que pequefios errores se encuen-
tren notablemente amplificados. Esto es lo que se llama extrema sensibilidad a

las condiciones igjciales.

Se debe acotar ademas que los atractores extranos no solamente se re-
fieren a trayectorias en el espacio de las fases, se aplican también a mapas di-
sipativos.

Los atractores caéticos tienen dimension no entera o fractal como se dis-

cutira con mas detalle en los capitulos siguientes.



1.1.2 Mapas

El tiempo es una variable continua. La paradoja de Zenon respecto de
Arquimedes y la tortuga depende de esa continuidad y para Newton, el tiempo
era el primer ejemplo de variable continua. Sin embargo, a veces es Gtil tratar
el tiempo como variable discreta. Esto es particularmente cierto para sistemas
que son afectados por condiciones que varian periodicamente con el tiempo.

Algunas veces el uso del tiempo como variable discreta no es una mera
cuestion de conveniencia, sino que es obligatorio ya que los datos no pueden
ser obtenidos para todo tiempo como por ejempio en sistemas biclogicos 0 na-
turales. La aproximacion de tratar las ecuaciones diferenciales con €l tiempo
como variable independiente como una ecuacion de diferencias también
requiere que el tiempo sea tratado como variable discreta.

Un sistema de orden n con tiempo discreto estd definido por dos propie-
dades.

1) El estado del sistema esta representado por n variables reales
b S X, O una variable vectorial real r de dimension n, las que pueden ser
consideradas como coordenadas en un espacio n- dimensional abstracto
llamado espacro de fases

2) El movimiento del sistema estd representado por una sucesion de
vectores ry que satisfacen la relacion:

i = Frgt) (1)

donde F es una funcion de r y de t.



Si se considera un sistema autonomo ( F no depende explicitamente del

tiempo ), las ecuaciones de movimiento son :
ree; = Fry (t=0,2122..) (2)

donde F es una funcion vectorial o0 "mapa” del espacio de fases en si mismo.

En sistemas dinamicos la palabra amrapa se usa en un sentido restrngido
que implica aplicacion repetitiva.

Por ejemplo de la ecuacion (2) se ve que:

r) = Flrg), ra=F(F(rg)), r3 = F(F(F(rg))) etc. (3)
Por conveniencia se usa {a notacion F(m) para m iteraciones del mapa.

Asi entonces:

S
N

F(O(c) = Flr), e, . Flml(r) = F(Flm-1)(r)) (m=2,3,..)
El indice m no Jdenota diferenciacion sino orden de iteracion.

Las transformaciones de mapas bidimensionales son los ejemplos mas
sencillos. desde ¢! punto de vista numeérico. de los fenomenos que tienen lugar
en sistemas caoticos.

Sin embargo. desde el punto de vista fisico, las oscilaciones de sistemas
no lineales tienen un significado mas claro ¢ inmediato con el inconveniente
numerico de la ientitud e inexactitud que implica integrar un sistema de ecua-
ciones diferenciales. Es por lo tanto deseable tratar sistemas nolineales que de
alguna manera puedan resolverse con la rapidez de los mapas para. de esta
forma, lograr una vision mas amplia de las caracteristicas cualitativas de sus

respuestas frente a variacion en los parametros fisicos del sistema.
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1.1.3 Seccion de Poincaré

El estudio de los sistemas dinamicos se ha simplificado mucho por la in-
troduccion de la superficie de Poincare o superficie de seccion.
La superficie de Poincaré es una superficie acotada (o un plano para sim-
plificar) tal que todo el flujo la cruza, pero solo se registra el paso de aquellos
puntcs que ia atraviesan en un sentido definido de antemano como se observa
en !a figura siguiente.

Las orbitas del sistema dinamico cruzan este plano en una secuencia de
puntos. Cada uno de estos puntcs se transforman <n si mismos por el flujo.

2 il

Podemos definir un mapa bidimensional del plano, R —R’

que 2s ¢! mapa de Fcincare de! flujo:
pn-r'z = Z (.:.’l)
0 en notacion vectorial:
Znet = 2 (Kn) con xp = (Xp . Va)

E! mapa de Poincare preserva la esencia de la dinamica del flujo y tiene

las mismas caracteristicas topoiogicas en el sentido en que el mapa es caotico si

y solo si el flujo también lo es.



T,
7T

Fig 1.2

Las orbitas periddicas corresponden a puntos [ijos de ias sucesivas ite-

raciones del mapa. El intervalo de tiempo entre dos puntos sucesivos de la sec-

cion de Poincaré no es constante excepto para sistemas dinamicos orzados con
una fuerza periddica de periodo T. En este caso el intervalo de tiempo entre
secciones sucesivas de la travecteria con el plano es el periodo T de !a fuerza

externa.

1.2.Clasificacion de las érbitas

Las drbitas en un espacio de fases del sistema dinamico pueden ser

estables o inestables ante pequefias perturbaciones.

13



Consideremos, como se ve en la figura 1.2, el punto Py que es la intersec-
cion de la orbita periodica con el plano de Poincare y un punto P, arbitraria-
mente cerca a él. Comenzando con la condicion inicial P, dejamos a la travec-
toria evolucionar bajo la accion del flujo. Si la magnitud de! vector § que conec-
ta Pg v Py crece con el tiempo. significa que las condiciones iniciales cercanas a
la orbita son repelidas bajo la accion del flujo. Es decir la oribita es ‘pesiable
Inversamente si § disminuye, la orbita es eszab/e La estabilidad global de la
orbitas esta dada por la teoria de Floquet (ver apéndice 2 ).

Si linealizamos el flujo alrededor de la 3rhita periddica xy . v !a pertur-
bamos a una nueva condicion inicial Xg - 8. el punto perturbado sera transfor-
mado por e} flujo linealizado y despues de un periodo T de la fuerza externa,
estard en x9 - M8 donde M es una matriz de 3x3. La estabilidad de la orbita
periodica se analiza estudiando los autovaiores de ia matriz M. La matriz ¢s
una matriz de Floquet v sus autovalores son los multiplicadores caracteristicos
de Floquet. M tiene siempre un autovalor igual a uno, que corresponde al des-
plazamiento a lo largo de la orbita. El significado de esto es directo. Una condi-
cion inicial sobre la orbita viajara a lo largc de la orbita y volvera al punto de
partida sin sufrir ninguna desviacion; lo que no da ninguna informaciéon acerca
de la estabilidad de las orbitas. Para esto necesitamos considerar las direccio-
nes perpendiculares a la trayectoria.

Los autovalores de M dependen de la forma de la orbita pero son inde-
pendientes de la condicion inicial x¢. Se ve intuitivamente que si todos los au-
tovalores de M caen dentro de un circulo unidad en el plano complejo de los

autovalores, entonces la orbita es estable.

14



En este caso, la magnitud de todas las componentes del desplazamiento §
perpendiculares a la orbita se reducen despues de cada periodo y la soluciéon
periodica es estable linealmente.

Si por ejemplo, al menos uno de los autovalores de M esta fuera del cir-
culo unidad, e! desplazamiento crece continuamente al menos en una direccion.
Entonces la trayectoria se mueve hacia afuera de la 6rbita periodica. s decir
que ésta es inestable.

Hay diferentes tipos de orbitas periodicas estables e inestables.

En la figura se muestra la seccion de Poincare de un nodo estable don-
de también se indican los multiplicadores de Floquet que para este caso son

menores que uno.

Nodo estable

Mientras que en un foco estable, los multiplicadores son complejos

conjugados y médulo menor que uno

15
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Y

-
N

Y

Foco estable

Las flechas de 2stos 3raficos indican el sentido en que las iteraciones su-

cesivas se transforman.

Las orbitas inestables son: nodo inestable (todos los autovalores son

reales y mayores que uno).

i

Nodo inestable
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y punto de ensilladura (ambos autovalores son reales, uno mayor que uno

y olro menor que uno

ﬁ\
¢
$

Punto de ensilladura

Las orbitas del punto de ensilladura son particular mente interesantes. Si
linealizamos alrededor de estas orbitas obtenemos dos autoespacios, uno ines-
table EI® correspondiente al autovalor mayor que uno v otro estable E®S, co-
rrespondiente al autovalor menor que uno.

El 7eorema de /a Varredad Fstable ( Guckenheimer y Holmes,1984) ga-
rantiza la existencia en situaciones no lineales, de variedades locales estables e
inestables en la mismas direcciones que los autoespacios E'® y E®*S del sistema
linealizado y tangentes a ellos en el punto fijo de ensilladura.

es :
Una variedad localemente estable W, (Xo) es el conjunto de puntos

que converge asintoticamente a la ensilladura en Xg.



n n
Wleosc(xo)= erlE(X)"Xopafan"QYZ(X)eUVn>0

donde U es un pequeno entorno del punto fijo de ensilladura en xg.
Similarmente una variedad localmente inestable se define como el con-
junto de puntos que convergen asintoticamente al punto de ensilladura en las

iteraciones inversas

i n n
w,;’c(xo) xeU|T ®-zxyparaas-29 ¥ (e UV¥n<0

A medida que cambia el parametro de control la estabilidad de las orbi-
tas periodicas pueden cambiar. Pares de orbitas estables e inestables pueden
colisionar y desaparecer, o una orbita puede ilegar a ser inestable en la crea-
cion de la orbita de periodo doble. Estos son algunos ejemplos de procesos que

pueden cambiar el comportamiento cualitativo del sistema dinamico.

1.2.2 Clasificacion de las bifurcaciones

Una bifurcacion implica la perdida de la estabilidad lineal, lo que signifi-
ca que uno o mas autovalores tienen parte real nula. En estas condiciones hay
una reduccion de la dimensionalidad. El sistema reducido puede llevarse a una
forma normal, lo que significa eliminar mediante un cambio de variable los

términos irrelevantes para la descripcion dinamica.

18



Debemos distinguir entre bifurcaciones locales y globales. Las primeras
implican un cambio en la topologia de! flujo en las cercanias de la solucion
estacionaria (punto singular) o periddica (ciclo limite)

I.as bifurcaciones globales involucran el comportamiento en todo el es-
pacio de fases o en regiones que contienen mas de una solucion singular. De tal
manera variedades =stables e inestables correspondientes a distintas singulari-
dades pueden conectarse entre si dando lugar a cambios en la dindmica del sis-

tema.

1.2.2.1 Bifurcaciones globales de puntos de equilibrio

Se clasificaran !as bifurcaciones en téerminos de ias {ormas normales. Por
forma normal de una bifurcacion entendemos al campo vectorial mas simple
solucion de una ecuacion diferencial que caracteriza la dinamica de la bifurca-
cion en las cercantas del punto critico bajo una perturbacion arbitraria. Las
mas importantes son:

a) Nodo-silla.

X =l - %2
A medida que aumenta el parametro y un nodo Y un punto de ensilladu-
ra se acercan hasta que para un valor critico p¢ se superponen.
Para valores superiores del valor critico . desaparecen las dos singulari-
dades sin que aparezca una nueva .El diagrama de bifurcacion puede verse en
la siguiente figura. Las flechas indican la direccion del flujo, la linea llena co-

rresponde a la variedad estable. mientras que la punteada a la inestable

19



b) Transcritica

X = uy — x2
Pasado el valor critico y¢, dos puntos singulares (uno estable y otro ines-

table) intercambian su estabilidad.

20



c) Horquilla (Pitchfork)

X= px — x3

Un nodo estable pierde su estabilidad para el valor critico generandose

dos nuevos nodos estables.

b4
-
-

d) Hopf: La forma normal es:

x=-y+x (- (x2+y2)
U= x+y (- (x2+y2)

Las podemos clasificar en:
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i) Bifurcacion de Hopf subcritica. Un ciclo limite inestable decrece
en amplitud hasta confundirse con un foco estable dando lugar a un foco ines-
table (figura a ). Cuando el parametro W < 0 Ia solucién va como una espiral ha-
cia el origen, mientras que ésta se aleja en forma de espiral del origen cuando

>0 ysip=0 todas las soluciones son periédicas

Y (a)

ii) Bifurcacion de Hopf supercritica: Un ciclo limite estable se gene-

ra con la pérdida simultdnea de la estabilidad de un foco estable, ( figura b).



1.2.2.2 Bifurcaciones locales a partir de orbitas perodicas

Las bifurcaciones de flujos continuos a partir de orbitas periddicas se
estudian como bifurcaciones locales (estabilidad lineal) de puntos fijos en el
mapa de Poincare. Puntos fijos de este mapa corresponden a soluciones perio-

dicas v las bifurcaciones de estos puntos fijos corresponden a bifurcaciones de

orbitas periodicas.

La péerdida de la estabilidad lineal de un punto fijo se tiene cuando

df
A= |&|x=x" =1

Se presentan los siguientes casos:

A =1 conduce a bifurcaciones analogas a las discutidas en la seccion an-
terior.

23
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i) Nodo-silla: dos orbitas (una estable y otra inestable) colisio-
nan aniquilandose en el tratamiento local. Si se tienen en cuenta las conexio-
nes globales, la bifurcaciéon nodo - silla puede dar lugar a orbitas periddicas a
partir de puntos fijos. En la figura a se muestra el diagrama de bifurcaciones
en funcién del parametro de control y en la figura b el aspecto antes y después

de la bifurcacion en el espacio de fases.

Orbita (a)
Estable

/
’
/’

"'
-
--0"‘

Inestable

Y

Parametro

Diagrama de la bifurcacién para nodo - silla



()

Diagrama para el flujo antes y después de la bifurcacion

ii) Transcritica. Se intercambia la estabilidad de dos orbitas pe-

riodicas (figuras ay b)

()

orbita

parametro

Diagrama de la bifurcacion transcritica



(v)

v

.Y

Y\ F

V V

Diagrama del flujo antes y despues de la bifurcacion

iii) Horquilla o nodo-silla simétrica. Dos orbitas estables v
una inestable colisiona dando lugar a una estable. Los diagramas correspon-

dientes se muestran en !as figurasay b.

orbita fa)

i

-

parametro

Diagrama de la bifurcacion horquilla
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U y

Diagrama del flujo antes y después de la bifurcacion

Si A =-1 Conduce a la duplicacion de periodo. Una orbita de pertodo Ty
pierde estabilidad generandose una drbita de periodo 2Ty (figuras a v b).

Este proceso puede suceder muchas veces dando lugar a una cascada de
bifurcaciones por duplicacion de periodo, que alcanza un punto de acumulacion

mas alla del cual la orbita es cadtica.



Tsrvita (@)
parémetroﬁ
Diagrama de la bifurcacion
) (b)

N
N
-

N/

\
--1 -

4
b

------- CE L]
a®

q

b ]

Diagrama cualitativo del flujo antles y después de la bifurcacion

Para autovalores imaginarios (en espacios donde la dimensionalidad del
mapa es mayor que 1). Si A3= | 0 A4 =1 se tiene las llamadas resonancias fuer-

tes que se deben tratar de manera especial (Arnold 1977). De otra manera te-
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nemos una bifurcacion analoga a la de Hopf ( llamada segunda bifurcacion de
Hopf ) que da lugar a la aparicion de una nueva frecuencia. El movimiento tie-
ne lugar sobre un toro, el que se cubre completamente por la trayectoria si las
relaciones de frecuencias son irracionales (movimiento cuasipieriodico) figuras
(ayb)

14rbita (@)

panimetro'

Diagrama de la segunda bifurcacion de Hopf

70

Diagrama cualitativo del flujo antes y después de la bifurcacion.
Las flechas indican la direccion del flujo




Para un analisis mas detallado sobre el tratamiento de la teoria de bifur-

caciones nos remitimos a Guckenheimer y Holmes (1984).

1.2.3 Estabilidad de las soluciones

1.2.3.3 Estabilidad local

El analisis de la estabilidad local de puntos singulares y ciclos limites se
efectia perturbando el sistema alrededor de una de las soluciones y resolvien-
do la ecuacion diferencial para 1a evolucion temporal de las perturbaciones
después de haber linealizado la ecuacion diferencial original.

Se pueden establecer criterios locales de estabilidad (Lyapunov 1949),
pues debemos permanecer cerca de la solucion no perturbada para que la
aproximacion lineal sea valida.Siguiendo a Lyapunov estos criterios se pueden
definir como:

Estables si las perturbaciones se mantienen acotadas cuando t—> o,
se llaman marginalmente estables.

Asinlolicamentes Fstables si la perturbacion tiende a cero cuanto t—

Inestables cuando no se cumple ninguna de las anteriores.

Para ciclos limites se define una estabilidad global que consiste en que
puntos cercanos a la orbita cerrada se mantengan préximos a la misma aunque
pueden alejarse entre si. También pueden ser marginal o asintoticamente esta-
bles y es un requerimiento mas debil ya que soluciones estables son necesaria-

mente orbitalmente estables.



Estudiar la estabilidad para los puntos singulares conduce a un sistema
de ecuaciones diferenciales lineales a coeficientes constantes. El problema en-
tonces se reduce a la diagonalizacion de la matriz de los elementos constantes.
Deter minar los autovalores y autovectores correspondientes permite estable-
cer la estabilidad y la direccion de la variedades correspondiente a cada punto
singular

Los autovalores positivos v negativos corresponden a pendientes positi-
vas y negativas respectivamente de las variedades estables e inestables aso-

ciadas al punto singular.

Recapitulando lo discutido en las secciones precedentes, se presentan
seis €asos:

a) A 2 reales y positivos, nodo inestable

b) A, reales y negativos, nodo estable

c) A real y positivo y A2 real y negativo; punto de ensilladura

d) 41,2 complejos conjugados con parte real positiva; foco inestable

e) A1 2 complejos conjugados con parte real negativa; foco estable

f) autovalores nulos o con parte real nula; el analisis lineal no decide

1.2.3.4 Estabilidad global

Para la generalizacion a estabilidad global hacemos uso de la funcion
auxiliar de Lyapunov. Resulta un método poderoso que puede extenderse a

espacios mas generales cuando se logra definir esta funcion.

Consideramos una funcion escalar V( x ) que satisface:
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1) V(%) es continua junto a sus derivadas primeras en cierta
region D alrededor del origen

2) V(0)=0

3) V(x ) es definida positiva si excluimos el origen

y si ademas /(X ) es negativa6 0 enD, V(X ) es una funcion de Lyapunov

Teorema de Lyapunov

Si existe en alguna vecindad del origen D una funcion de Lyapunov V(% )
entonces el origen es estable. Si ademas -V (x ) es también definida positiva
en D, entonces el origen es inestable. /(% ) se calcula a lo largo de una

travectoria

dxi

VE=-4v .
dt t

i
@@

[
—

1.2.3.5 Estabilidad Estructural

Andronov (1966} postulo la idea de sistemas estructuralmente estables,
que consiste en intentar clasificar los sistemas dinamicos que puedan servir
como modejos de sistemas fisicos reales.

Supuso que tales sistemas debian ser insensibles ante cambios infinitesi-
males de las funciones involucradas en su definicion. Es decir, que no deben
cambiar sus caracteristicas cualitativas ante pequenas perturbaciones.

La estabilidad estructural para flujos significa que las propiedades topo-

logica de los mismos no cambian ante perturbaciones. Es importante destacar,
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que si un sistema es estructuralmente estable, entonces todo sistema suficien-

temente cercano presenta el mismo comportamiento.

1.3.1 Espectro de Potencias

El espectro de potencias S(w) de una senal escalar u(t) esta definido co-
mo el modulo del cuadrado de su amplitud Fourier por unidad de tiempo. Mide
la cantidad de energia por unidad de tiempo ( potencia) contenida en la senal
como funcion de w.

También se suele definir S(w) como la transformada de Fourier de la
funcion de correlacion temporal < u(0), u(t) - = promedio sobre T de u(t) , uit+
1 ). Si las correlaciones de u decaen suficientemente rapido en el tiempo, las

dos definiciones coinciden y se tiene:

2
T it |~
S(w) -—l—lim 1 f dt ew u(1) |
20T T | J, |
| Toodet | v
= dte  lim —f dt u(t) u(t+1)
21 1— ooT 0 (8)

Hay que notar que el limite superior de (a) tiene sentido solamente des-

pueés de promediar sobre pequenos intervalos de (.
T

Sin este promediado la cantidad T | _[ dt elwt u(t)l2 fluctua conside-
0

rablemente (es decir, es muy ruidoso).
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El espectro de potencias indica si el sistema es periodico 6
cuasiperiodico. Si es periddico con frecuencia w, tiene picos mas o menos an-
gostos en (W y sus armonicas 2w, 3w, ..... En un sistema cuasiperiodico con fre-
cuencias basicas @y ... , Wy tiene picos en estas posiciones y también en to-
das las combinaciones lineales con coeficientes enteros. En un espectro de po-
tencias experimental los picos no son tan agudos sino que tienen un ancho lla-
mado azcho experimenta/ (2n/T) donde T es la longitud de la serie utilizada.

Sistemas que no sean cuasiperiodicos son habitualmente caodticos {pero
por lo general el espectro de potencia no alcanza para elucidar el caracter cao-
tico del sistema). Aunque el espectro de potencias puede contener picos, €s10s
son bastante anchos ( mas alld de! ancho experimental). Se presenta un fondo
ruidoso conocido como espectro de banda ancha pero que go significa que el
sistema sea infinitamente dimensional.

En general el espectro de potencias es muyv bueno para la visualizacion
de sistemas periodicos o cuasiperiodicos. Sin embargo para sistemas caoticos
no tiene mucha utilidad ya que, (debido a que son los cuadrados de los valores
absolutos) se pierde informacion de la fase, lo que es esencial en este tipo de
sistemas. La dimension del atractor ya no esta relacionada con el numero de
frecuencias independientes en el espectro de potencias v el concepto de "nu-
mero de modos” debe ser reemplazado por otros conceptos que se discutiran
en el capitulo siguiente. Sin embargo las rutas al caos por bifurcacion de peri-
odo son facilmente visualizables a través del espectro subarmonico de poten-
cias.

La aplicacion de estos conceptos se mostraran en el ejemplo que se desa-

rrollara en la seccion ( 2.4.2).



1.3.2 Entropia

Parece natural extender al campo de los sistemas dinamicos el concepto
de entropia introducido por Shannon en teoria de la informacion. Esto es asi
porque dadas dos condiciones iniciales cercanas ( diferentes pero indistingui-
bles) dentro de una cierta precision experimental evolucionara en estados dis-
tinguible después de un tiempo finito. Tal concepto determina la ganancia (o
perdida) de informacion que un observador adquiere al efectuar un experi-
mento A que admite resultados Aj=1......n con probabilidad p;.

Tal ganancia de informacion esta definida por:

n
Hipj...pn) = - 2 pi lnpi
=1

En el Apéndicel definimos la medida de probabilidad p. Entonces la en-
tropia de una particion respecto de la medida p resulta:

Hi$) - - 2 p(8) Inp(S)

se8
Se interpreta entonces a 1a entropia como la incerteza ligada a la parti-
cion sobre la ubicacion de un punto distribuido en x segun el estado p (por ubi-
cacion de un punto queremos decir en que conjunto de £ esta),
La exactitud limitada en la observacion nos obliga a considerar particio-
nes del espacio de fases y referir la dinamica a ellas. Es decir que, fijando una
particion 8 , conacer la posicion T2(x) ( el elemento de 8 en que se encuentra)

es conocer la posicion de x segun la particion T-08 .

35



36

La entropia de un sistema dinamico T referida a la particion 8 y escri-

biendo para abreviar el conjunto de todas las particiones como:

resulta:
n-1
h, (TS) - ImHT"SIVT'S)
Ne=) oo i.o

n-1

VTig-T'$§VTi8gV. VT'$
donde .g se refiere para abreviar a lo que

puede interpretarse como la incerteza promedio de las n primeras itecaciones

de T. En consecuencia definimos la entropia de la transformaciéon T como.

hp (T) = sup hp (T.S)
g

Esta es la entropia @méirica o entropra de Kolmogorov.

Una definicion alternativa de la entropia esta relacionada con los
exponentes de Lyapunov ( que se discutiran en el capitulo siguiente), pero so-
lamente es valida para aquellos casos en los que el espacio de fases es un espa-
cio métrico, es decir que esta dotado de una distancia d.

Teorema ( Ruelle, 1978). Sea f un mapa diferenciable de una variedad

de dimension finita y p una medida ergodica con soporte compacto. Entonces:

hp)s 2 A
A >0
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Este resultado se conjetura que es valido para dimension infinita aunque
aun no se ha demostrado rigurosamente.

La entropia local se puede interpretar como la velocidad de crecimiento
de un pequeno volumen en el espacio de las fases a lo largo de una orbita del
sistema dinamico. Se podria entonces aceptar como definicién de caos en un
sistema dinamico, la presencia de entropia positiva. Lo que en numerosos casos
significa sensibilidad a las condiciones iniciales, pero en el caso de sistemas di-

sipativos, las medidas invariantes son algo artificiales y convendria mas anali-

zar los exponentes de Lyapunov.

1.4.3 Escenarios

El objetivo de esta seccion es llegar a una descripcion del comportamien-
1o no transitorio del sistema dinamico clasificando sus atractores y el movi-
miento sobre ellos. En realidad, estamos interesados en describir sucintamente
las diferentes secuencias de bifurcaciones que efectua un sistema desde un ré-
gimen laminar u ordenado a otro turbulento o caotico. Si bien en principio
cualquier secuencia de bifurcaciones es posible, hay algunas pocas que ocurren
mas frecuentemente en Jos sistemas dinamicos. Estas secuencias de bifurcacio-
nes se denominan escenar/os © ruias a/ caos.

Hay tres muy importantes que discutiremos brevemente pero es de es-
perar que otros escenarios relevanies puedan encontrarse en el futuro.

El analisis para el establecimiento de un escenario siempre toma la for-
ma de s/ alguna cosa le sucede al atractor al variar el parametro enfonces es

probable que otras consecuencias aparezcan. El término probable depende del
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escenario en cuestion y en general no debe ser interpretado en términos de
medida de probabilidad.

Un sistema dindmico puede tener varios atractores. Por lo tanto, varios
escenarios podrian evolucionar en diferentes regiones del espacio de fases. En
esto no hay ninguna contradiccion puesto que la evolucion de un sistema dina-

mico depende de su estado inicial.

1.4.3.1 Escenario de Landau

El primer intento de describir la turbulencia se debe a Landau (1959).
En este escenario se presupone que al menos para un conjunto de problemas
hay una secuencia de bifurcaciones supercriticas. Después de la primera bifur-
cacion, el movimiento es generalmente periodico, después de la segunda es ge-
neralmente cuasiperiddico a dos frecuencias, y asi sucesivamente.

Sin embargo este escenario tiene una deficiencia puntualizada por Ruelle
y Takens. Existe un teorema de Peixoto (1963) en el que se afirma que la exis-
tencia de orbitas cuasiperiodicas no es una propiedad genérica de sistemas di-
namicos.

Desde el punto de vista [isico, esta afirmacion significa que si un deter-
minado sistema dindmico posee orbitas cuasiperiodicas, otro sistema que se
obtenga del anterior mediante una perturbacion pequeia, no tendra tales orbi-
tas ( en su lugar Peixoto demostro que la propiedad genérica es la de poseer

unicamente puntos fijos u 6rbitas periodicas como soluciones asintéticas).



1.4.3.2 Bscenario Ruelle - Takens - Newhouse

Como alternativa, Newhouse y otros (1978), Ruelle y Takens, (1981)
propusieron otro escenario.

Si un sistema evoluciona a través de tres bifurcaciones de Hopf, comen-
zando por una solucion estacionaria y, a medida que el parametro varia dando
lugar a la existencia de un toro tridimensional, entonces es altamente probable
que el sistema posea un atractor extrano, con sensibilidad a las condiciones ini-
ciales después de la tercera bifurcacion y que no es destruido por pequenas
perturbaciones sobre el mismo. Esta condicion, que contrasta con la no generi-
cidad de los movimientos cuasiperiodicos (teoria de Landau), parece ser uno de
los requisitos minimos para la aparicion de la turbulencia.

Sin embargo, pueden aparecer propiedades no genéricas como conse-
cuencia de consideraciones de simetria. Por ejemplo, la conservacion de la e-
nergia no es una propiedad genérica de los sistemas dinamicos.

El espectro de potencias de tal sistema exhibira dos y probablemente
tres frecuencias basicas independientes, cuando la tercera frecuencia esta por
aparecer simultaneamente se observara un espectro de banda ancha si hay
atractor extrano. Esto se interpreta como una evolucion caotica de! sistema.
Experimentos como la formacion de vortices de Taylor entre dos cilindros ro-
tantes o fa conveccion de Rayleigh - Bernard pueden ser interpretados en este
escenario. La adicion de ruido externo no destruye este escenario, en realidad

practicamente no lo afecta, por ser genérico.
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1.4.3.3. Escenario de Peigenbaum

El sistema evoluciona por bifurcaciones horquilla a medida que cambia
el parametro. Es quiza el mas difundido. Después de una cascada de bifurcacio-
nes se espera mas alla del punto de acumulacion jeo Una cascada inversa de
periodos ruidosos, entonces esta cascada de bifurcaciones conducira a un flujo
turbulento..

En el espectro de potencias se observan bifurcaciones subarmonicas. En
el punto de acumulacion se observa comportamiento aperiodico pero no un es-
pectro de banda ancha.

La duplicacion de periodo se comprobo tanto experimentaimente como
numéricamente y ocurre en muchos sistemas dinamicos ( mapa de Henon, sis-
tema de Lorenz, osciladores forzados con friccion, etc.). Experimentos con helio
liquido han confirmado las predicciones.

La adicion de ruido provoca la desaparicion de las periodicidades mas al-

tas.



1.4.3.4. Escenario de Pomeau - Maneville

Este escenario es conocido como la transicion a la turbulencia a través de
la intermitencia { Pomeau y Maneville, 1980) y esta asociado a la bifurcacion
nodo - silla.

La mayor dificultad de este escenario es que no tiene precursores claros.
Sin embargo, algunos indicios se pueden detectar, se incrementan los transito-
rios largos y estos pueden ser observados ( 6rbitas periodicas) antes que coli-
sionen dos puntos fijos, luego aparece una cascada inversa de bifurcaciones
horquilla ¥ al final de esto una transicion inter mitente hacia la turbulencia.

Se observa, en otras palabras, un flujo laminar interrumpido por aperio-
dicidades que se van incrementando hacia la aparicion del caocs. La teoria pre-
dice que la duracion promedio de los intervalos de orden disminuye segun,
IR -Rel 172,

Han sido observadas en el sistema de Lorenz y en muchos sistemas fisi-
cos Maurer y Libchaber (1980 ), Bergé y otros (1980 ), Pomeau y otros (1981),
Gonzilez (1987).

Una peculiaridad de este escenario es que no hace predicciones sobre el
espectro de potencias. En su lugar, las consecuencias cuantitativas de este mo-
delo se pueden verificar en el espacro rea/ ( terminologia de transiciones de
fase), es decir, en la evolucion de las variables de estado del sistema.

En este escenario la adicion de ruido externo tiene mucha influencia.

4]
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Capitulo 2: Caracterizacion de sistemas cadticos

En este capitulo se analizaran los atractores caoticos desde el punto de vis-
ta de sus dimensiones caracteristicas. En la seccion! daremos una introducciéon
donde se definirdn las caracteristicas basicas del calculo dimensional. Mientras
que en la seccion 2 se definiran rigurosamente y se ejemplificaran las dimensio-
nes de informacion, fractal y de correlacion dando, ademais, aigunos conceptos de
entropia métrica. El calculo de la dimension de los atractores sera tratado en la
seccion 3 conjuntamente con un analisis critico de los algoritmos mas usuales pa-
ra el mismo. Los exponentes de Lyapunov los definiremos en la seccion 4 y final-
mente en la seccion 5 se aplicara este formalismo a series temporales v en parti-

cular a un sistema altamente dimensional ( tejido cardiaco)
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2.1 Introduccion

La invariancia de escala juega un rol fundamental en muchos fenomenos
naturales v esta a menudo relacionada con formas irregulares que no pueden
ser descriptas por la geometria diferencial. Como consecuencia aparecio una
nueva clase de objetos geometricos, los fractales.

La idea fundamental consiste en la caracterizacion de la estructura de es-
cala de un objeto por medio de un indice, /2 dimension /ractal Dy que da una
idea de la "forma” (topologia) de un objeto. En realidad la dimensionalidad de
los objetos puede ser definida de varias maneras . Se puede definir la dimen-
sion topologica contando el numero de direcciones independientes en ia que es
posible moverse alrededor de un determinado punto. Por otro lado. se suele
definir la dimension fractal como una medida de " capacidad” contandc &! au-
mero N(r) de hipercubos de lado r necesario para cubrir un objete D¢ dimen-
sional cuandor = 0:

N(r) & r = D¢

La dimension fractal es un concepto puramente geometrica, solo depende
de la forma del objeto.

En general, se puede asignar a un objeto fisico una medida de probabilidad
dp . La medida du esta dada por la longitud de resolucion, lo que permite definir

una probabilidad llamada de “grano grueso™

p;(r) -f dp (r)

i

como la "masa” de un hipercubo Aj de aristar coni= 1,2, 3... N(ri.
La relacion de escala esta dada por la dimensron de m/ormacion definida

por Balatoni y Renyi (1956).
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Z pi In (pj) = Dy In (r).

Se puede ver sencillamente que Di ¢ Df donde la igualdad es valida para
una distribucion uniforme de probabilidad pj = 1/N{rje r Df para cada celda Aj.
D) es un indice mas interesante que Df, puesto que tiene caracteristicas dinami-
cas, mide la frecuencia de visita en cada celda del atractor.

Si definimos los momentos como:
N(r) ! qd
<pi(r)q/}-5 E p;(r) <r 97 (2.1.1)
=1

Las dq son las dimensiones de Renyi las cuales generalizan la dimension de
infor macion.

D1 = d; v la dimension fractal correponde a D = dy. Si el fractal es homcegé-
neo, uno puede extraer q del promedio en (2.1.1) v las dimensicnes de Renyi son
todas iguales a la dimension fractal. Por el contrario si las dq no son constantes,
se puede hablar de escala anomala y a medida que el orden q varia, !a cantidad
dq-Df da una medida (algo grosera) de la inhomogeneidad de la distribucion de
probabilidad.

Tal comportamiento se encuentra en muchos sistemas v el primero en pun-
tualizarlo fue Mandelbrot (1974) en turbulencia completamente desarroliada.
Posteriormente Frish v Parisi, (1985), Benzi y otros, (1984) introdujeron el con-
cepto de objeto multifractal en el mismo contexto considerando que los momen-
tos de los indices de escala pueden ser relacionados a la escala de la distribucion
de probabilidad de las singularidades segun Halsey y otros (1986) y Jensen y
otros, (1985). También se puede aplicar al estudio de los momentos de observa-

bles genéricas A calculadas con resolucion r. A pesar de su nombre, escala ané-
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mala, esta es una situacion muy comin, mas aun un mismo objeto puede ser mul-
tifractal con respecto a un observable y un fractal homogéneo con respecto a otro.

Hasta ahora se ha analizado la multifractalidad como la manifestacion de
fluctuaciones espaciales de los observables. Sin embargo. las caracteristicas de
escala temporal tienen gran importancia en la evolucion caotica de sistemas dina-
micos deterministicos. En estos casos generalmente se observa una fuerte varia-
cién temporal en el grado de caoticidad. Este fenomeno de intermitencia involu-
cra una escala anémala con respecto a las " dilataciones temporales” si identifica-
mos el parametro exp(-t) con el parametro r usado para dilataciones espaciales.
Una medida del grado de intermitencia, requicre la introduccion de conjuntos in-
finitos de exponentes los cuales son analogos a las dimensiones de Renyi1 v pue-
den ser relacionados a una estructura multifractal por e! sistema dinamico en un
espacio de trayectorias

Por otra parte, las caracteristicas espaciales de caos deterministico indican
que los puntos generados por la evolucién temporal cubren un conjunto extrano y
complejo con estructura de autosimilaridad Este atractor cadtico es generalmente

un objeto fractal en el espacio de fases (Mandelbrot, 19821,
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2.2 Dimensiones de atractores

Aqui vamos a discutir atractores de sistemas disipativos pero se puede
aplicar a sefales caoticas genericas, ya que, despues de un transitorio, un sistema
disipativo evoluciona en las proximidades de un conjunto atractor (como se discu-
te en el apéndicel. Eckmann y Ruelle, 1985).

El concepto de dimension es relevante para la dinamica ya que provee una
manera precisa de estimar el numero nf de variables independientes involucra-
das en la evolucion.

Explicitamente discutiremos de manera breve, puntos fijos, ciclos limites v
toros en un atractor de dimension nf.

Un ejemplo sencillo v trivial es el de un sistema dinamico con un punto fijo
estable zp, donde para tiempos suficientemente largos x(t] — xg. El atractor
tiene dimension cero es decir nf = 0. Un ciclo limite, por otra parte es un conjunto
unidimensional y nf=1 puesto que x(t) evoluciona sobre una linea. Para un movi-
miento cuasiperiodico con n frecuencias inconmensuradas el atractor es un toro
n-dimensional y nf = n .

Como ejemplo calculamos a continuacion la dimensién fractal para dos
conjuntos simples:

Ejemplo 1. A mtervalo unitario

Se considera el cilculo de la dimension para un intervalo real [0,1] .

Tomando r=2/32 como la particion del intervalo resulta N{r}=32_ Hallando el

limite para n — = resulta:
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n
Do - lim %83 _
Nn— o logsn

Eiemplo 2: & conyunio de Canior def tercio cenlraf
Se remueve el tercio central de un intervalo unitario dejando los dos in-
tervalos [0.1/3], [2/3.1]. Luego el siguiente el tercio central de cada uno de es-
tos dos intervalos dejando los cuatro intervalos y asi sucesivamente hasta infi-
nito. El resultado es el llamado conyunto de Cantor de lercio centra/. Tomando

nuevamente una cobertura de r=1/38 resulta Nir)=22 por lo cual,

n
log 27 1082 _g3nc
log 3

Do - Jim,

log 31
Es decir el conjuntio de Cantor es algo mds que un punto dimension 07 pero

algo menos que un intervalo (dimension 11}

2.2.1 Visualizacion del cilculo de la dimension fractal de un

conjunto de puntos

Desde un punto cualquiera del conjunto, se traza un circulo (una esiera o
una hiperesfera) de radio r. Como se discutio anteriormente N(r} es el nimero

de puntos en el interior de! circulo en funcion del radior.



En el caso de una linea (dimension 1): N(r) e rl.

4

«v® >0 Soe
o s W

La siguiente figura representa un conjunto de puntos distribuidcs en una

superficie (dimension 2), en consecuencia Nir} « r2.

48
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Mientras que en el caso general N(r) « rd.

Cue significa en este caso el aumera efectivo de grados de licertad {nf)?.
La dimension [ractal D¢ del atractor da una primera estimacion de nf va que se
aproxima al zntero superior mas cercanc.

Existe una diferencia entre la {lamada dimension iractal v la de Haus-
dorff Dy va que esta uitima involucra !a evaluacion de! extremo entre particio-
nes no unifcrmes diferentes en hipercubos de longitud de! orden de r . En rea-
lidad Dy < Dpaunque para los casos tipicos la igualdad se mantiene.

En lo que sigue discutiremos [os distintos procadimientos para 2! calculo de

Ds.
2.2.2 Algoritmos para el calculo de D¢

Se supone que el sistema dinamico es ergodico vV mixing v que no se pueden
extraer las propiedades estadisticas por el promedio temporal de una sola varia-

ble.
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Siguiendo la definicion de Dy , N(r ) & r -Df la manera mas directa de cal-
cular Dy es por el método de "box counting” (Russel y otros1980). Se genera una
serie xj= Xlilconi=1,2, ..., M1y sedivide la region en donde el movimiento
se desarrolla en hipercubos de lado r. N(r) es el numero de hipercubos f - dimen-
sicnales de lado r necesarios para cubrir el atractor (tales que al menos hava un
punto xj, en cada cubol, en el limite M — o0 ;

N(r)er-Df parar =0
Con esta definicion, Dy es en general la dimension (1opologica) del atractor.
El algoritmo de “ box counting ' es practicamente imposible de aplicar cuando f 23,
puesto que consume mucha memoria. Por o tanto se han desarrollado otros mé-
todes alternaiivos para 2stimar la dimension fractal de los atractores caoticos.
Grassberger 7 Procaccia (1983a) han definido la d/measion Je corralacion

considerando la escala de la integral de correlacion:

9
v
—
—

N=sow 2

Cir)-Jim - TT6(r-lzt)-xv)]) (2.
N™ i e
donde 3, es la funcion de Heaviside. C(r) es el porcentaje de los pares (xj.xj)
cuva distancia | xj- xj| ¢ryenellimiter —0 se tiene que Clr) se comporta co-
mo Clr) ~r?

Si cada caja tiene la misma densidad de puntos. v es igual a Dg. Dicho de
otra manera si 2| atractor es uniforme entonces la dimension de correlacion es
igual a la fractal. Sin embargo los atractores caoticos tipicos son fractales inhomo-
géneos, entonces se tiene v ¢ Df.

v es una magnitud mas relevante que Dy ya que esta relacionada con la probabili-

dad de distribucion sobre el atractor ( la llamada medida "natural” o "fisica” , ver

Apeéndicel) mientras que D¢ no puede tomar en cuenta las eventuales inhomoge-
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neidades en la frecuencia de visita. La dimension de correlacion v mide de hecho
las propiedades de escala de la densidad promedio de puntos aunque no da infor-
macion sobre 1a densidad de las fluctuaciones.

Se define el nimero nj(r) Je puntos en una esfera f-dimensional de radio r

centrada en xj):

nilr) = lim (1/(M-1)) 3 e( r-{xi(t) - x{()])
M— 1.

para escribir la integral de correlacion como el promedio de puntos en la estera:
Clr) = <alr)?
donde, resulta por ergodicidad que:
<{n>=lim M-IT‘?‘ alx;)
-1
Por otro lado, las fluctuaciones de nj estan reguladas por la distribucion de
probabilidad la cual puede ser reconstruida por el conocimiento de los momentos
<{n(r)9> ( Paladin y Vulpiani 1984).
Se define entonces, un conjunto completo de exponentes de escala generali-

zados.

¢ a(r)@>= lim (1/M) § nieae r D (2.2.2)

Moo

donde ¢(1)= v. En un fractal homogéneo $(q) = D¢ .q y las desviaciones del
comportamiento lineal son una medida del grado de inhomogeneidad. En la si-
guiente figura se muestra ¢(q) vs. q calculado para el mapa de Henon (Henon,

1976)
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Grafico $(q) vs. ¢ paraelatractorde Henon.a=14.0=02

Las dimensiones de Renyi pueden ser calculadas como sigue:

Si consideramos una particion uniforme del espacio de fases 21 cajas de
tamarfo r, la probabilidad pg (r) es aquella en que un punto x; cae en la caja k-
ésima.

En este caso, los momentos de py pueden estimarse sumando sobre las

cajas

N(r)
{(pir)®)= T pelc) ! o rada1 (
k-t

yo
!\J
(98]
~——
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Los exponentes dq son las llamadas dimensiones de Renyi, y resulta:

M' dq¢1 (224)

Por ergodicidad nj(r) ~ py (r) si xi pertenece a la caja k- ésima, es lo mis-
mo considerar un " ensemble” promedio (pesado sobre las cajas) o un prome-
dio "tcmporal” (sumatoria sobre la evolucion temporal).

La dimension fractal se obtiene para q --1 a partir de la relacion (2.2.4)

Dg = dg= - ¢(-1)

y la dimension de correlacion, corresponde para q - 1

v =dy= ¢(1)

Como ¢$(q) es una funcion convexa de q por un teorema general de la teo-
ria de probabilidad (Feller,1971), dgq consecuentemente decrece a medida que
q aumenta.

El calculo de las dimensiones de Renyi, debe llevarse a cabo siguiendo la
definicion dada por la ecuacion (2.2.2) en lugar de l1a correspondiente (2.2.3).

Es bastante sencillo generalizar el método de Grassberger y Procaccia con
el de los calculos de los momentos nj(r). Este procedimiento consume el mismo
tiempo de CPU que el cilculo de la dimension de correlacion v dado por la
ecuacion (2.2.1).

Hentschel y Procaccia (1983) introdujeron un conjunto infinito de dimen-

siones definiendo:

53
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Cylr) = lIim ( nGmero de n-uplas de puntos (x; x;....x; ) cuyas distancias
— 00

N 7 \
ixia- xig! sean menores que r para 10do igig ) (2.2.5)

y se debe comportar como:

Va
Calrler

siendo W2 = v . Hay que destacar que el calculo directo de vq siguiendo la defi-
nicion (2.2.5) require un mavor tiempo de CPU pues éste es aumentado por

M2 Sin embargo, se obtiene un espectro completo de dimensiones;

to
ha
O~

Vp=(n-1)dyg conn=23 4, .. (2.

La relacion (2.2.6) se obtiene por el hecho que en la i{-esima caja la distri-

bucion es uniforme, lo que implica:

¥]— o

oL . 1 S -
la i-esima caja ;X - Xjp| < [ para todo ig!ly ! 12.2.7)

por lo que resulta:
n

Cofr) o palr)" M (2.2.8)

La expresion (2.2.6) se obtiene a partir de (2.2.2), 122351 v12.2.7) pues:
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¢, (1) -gim L3¢t )
nrMLm-ﬁ'-lnr

(= -]

2.3 Exponentes de Lyapunov

Comenzaremos con el caso de los mapas unidimensionales X 5.1 = f(x )

El exponente de Lyapunov A{xg) se define como:

i (XO+E) —fN(xu) Ny af (:{g),"

€

A (xg) = Uim lim‘ilo'
(0) N— ® ¢=0 N 8

donde fN significa el mapa N veces iterado: o sea

fN = fofo N o f

notese que de la definicion surge que:

IfN (xg+ €)-IN (xo)l o ¢ eNA(xo)

Pero dN es la distancia entre los puntos obtenidos al iterar N veces e! ma-
pa partiendo de xg y xg + £. Por su parte € es la distancia entre los puntos

de partida %y v x9 + £.Es decir que € el(xo) es el factor promedio por el

cual se estira la distancia entre dos puntos muy proximos luego de cada itera-

cion.



Noétese ademas que el exponente de Lyapunov también mide la pérdida
promedio de informacion luego de una iteracion. Para ver esto apliquemos la

regla de la cadena

Xg =:—xf[f(x)] xg =f [f(xo)]r'(xo) = £'(xy) f'(x0)....

donde x|=f(xy)

N-1
AMzq) = N‘TQ N los l—fN‘onl N—rco llqlogl nf'(xi)|=
i=0
, N-1 _ l
=1 = % : £ ()i
i 2l | G

II
<

i
Un exponente de Lvapunov positivo significa que ¢l mapa en cada itera-
cion produce en promedio un alejamiento de puntos que inicialmente eran
muy proximos. Este efecto de sensibilidad de las condiciones iniciales es carac-
teristico de los atractores caoticos.
La definicion de exponente de Lyapunov puede generalizarse facilmente
a d dimensiones, donde tenemos d exponentes cada uno para una direccion es-

pacial.

Sea un mapa d dimensional
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Si 8 ) - Sx_j es la matriz jacobiana del mapa, los exponentes de

Lvapunov Al...... Ad se definen como:

[ ehivol, ghatxol, Ml ehaliad) 1T 1 dulo de tos autovalores de
N-1
H Bt <n;
=0
El algoritmo desarrollado por Eckman y otros (1986) permite determinar
para cada serie de muestras al menos el mayor de los exponentes de Lvapunov

de! mapa en cuestion.

2.4 Calculo de 1a dimension de series temporales.
Dada una serie temporal hav varias preguntas que se debean contestar.
1j La sefal mostrada corresponde a un movimiento sobre un atractor
extrano o es ruido aleatorio?
2) Si es caos deterministico, cudl es la dimension de! atractor extrano?.
31351 la seqal esta contaminada por ruido aleatorio, como se podria
separar e! caos deterministico de las componentes aleatorias?

4) Si la seqal es cadtica: cudn caotica es?

2.4.1 La idea basica

N
Se dispone de una serie temporal xi de f variables {xi);_

con xi =~ x(it)
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Los puntos podrian estar esparcidos en un atractor de dimension D ( si es
cadtico) o bien llenar el espacio f dimensional ( si es ruido)
Como en las experiencias habitualmente se mide una sola variable, se

debe proceder de acuerdo a:
Teorema de Embedding (a 1a Maié)

Sea S un compacto en un espacio de Banach B y E un subespacio de di-

mension finita tal que, dim E > dimy ( SxS) o sea. § un compacto v entonces:
dim E 22 dimy (S ) «1,
donde dimy { o bien dimy ) es la dimension de Hausdorf (referido como capaci-
dad). Entonces el conjunto de particiones [I: B — B tal que I1 resiringidoa §
es invectiva ( lo que significa relacion unc a uno en E) es denso entre todas las
proyecciones B — E con respecto a la métrica.
Es decir. si S es un conjunto de puntos de dimension D. Entonces los pun-

tos de S pueden ser parametrizados por m coordendas reales tal que m =2D-1

Teorema de Embedding (a la Takens)

Sea x = F (x) generado por un flujo d dimensional. Entonces el vector de

dimensiones n=2d+1 dado por:

-

x(t) =(x(t), 2 t+ 1), Xi(t + 2T) e xi(t+ nt)) (2.4.1)

donde x;(t) es una componente arbitraria del vector x , dando un embedding

suave para el flujo, y las propiedades métricas de ambos espacios, el d- dimen-

58



sional x(t) v el ( 2d+1) - dimensional ; (1), son las mismas en el sentido que las
distancias en x(t) y en x (t) tienen entre si la misma relacion la cual esta uni-
formente acotada a a medida que nos alejamos de cero.

En la expresion (2.4.1) las coordenadas reales pueden ser coordenadas

temporales retrasadas, siendc n la dimension de embedding y T el tiempo de

retardo.

En realidad hay muy pocos argumentos para la eleccion del tiempo T . No
debe ser muy proximo al periodo propio pues se obtendria correlacion tempo-
ral en el sistema a analizar ni demasido grande como para que no distorsione
las caracteristicas del atractor que se quiere analizar. En general se elige ¢l pri-
mer cruce por cero de la funcion de autocorrelacion o el primer minimo de ia
entropia de informacion mutua (Ver Apéndice 2 para una mayor discusion). En
nuestra experiencia. cualquiera de estos metodos, han demostradco ser utiles.
En la aplicacion que se detalla en la seccion siguiente se mostraran los resulta-
dos.

Para determinar si el movimiento del sistema se produce sobre un atrac-

tor extrano se calcula la dimension de correlacion dada por :

, . 1 i . i
C(r) - Jim — Z 20 lr-lxv-x(v))
N i i#
como se describio en la seccion (2.2 )

Clr) =r D2

Se calcula C(r) y se grafica log C(r) vs. log r calculandose por cuadrados

minimos la pendiente Do

39
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logc(r)
s Y }Og r
log Clr) vs. log r para distintos valores de la dimension de embedding s
Para pequenos r se tiene una gran dispersién debido a la poca estadisti- 3Tt
ca. hay un rango (rp.ri) de valores cuyas pendientes sen bastante constantes.
Para r mas grandes hay una importante desviacion. 2
Se grafica la pendiente de estas curva en funcion de la dimension de

embedding.
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Dimension Embedding

Grafico ilustrativo de la pendiente D2 en funcion de la dimension de
embedding para ruido aleatorio frombos) ¥ para un atractor caotico
(cuadrados)

Si esta curva no satura, la conclusion es simple: las series medidas co-
rresponden a ruido aleatorio. Si esta satura, el valcr asintético de ia pendiente
es la dimension de correlacion que nos permite determinar el minimo de gra-
dos de libertad efectivos del sistema.

La entropia meétrica es una nocion asociada a la evolucion caotica del
sistema v da una medida del grado de desorden. La "magniiud” del desorden
no viene dada por la dimension fractal. Esta, en sistemas fuertemente disipat-
vos, puede ser pequena a pesar de estar ligada a sistemas muv desordenados.
Por ejemplo, un compcrtamiento periédico es totalmente predictible, st se han
efectuado un gran numero de medidas podemos predecir el valor en que se
hallara al término de una nueva medicion. No hav informacion nueva propor-
cionada por la evolucion del sistema ( su entropia métrica es cerol.

Para el régimen caético, el conocimiento de la evolucion pasada no per-

mite llevar a cabo una prediccion segura, solo estimar una probabilidad de en-



contrar tal o cual valor. O sea que, cada nueva medicion aporia una informa-
cion suplementaria. La entropia metrica proporciona una medida de la canti-
dad de informacién nueva proveniente de la evolucién de! sistema.

El meérodo de evaluacion de !a entropia meétrica permite comprender [a
relacion de esta magnitud con e! parecido del sistema consigo mismo.

Consideremos una trayvecioria de! sistema ( llamada centralj entre los
instantes ¢y v t; v determinemos el numero de otros tramos de la trayectoria
que durante ¢! mismo intervalo se mantienen a una distancia inferior ar de la
primera. Cuando aumenta la longitud de la travectoria central, el numero de
porciones vecinas, aquellas situadas a una distancia inferior a r disminuve a
causa de ia divergencia de las travectorias proximas. La velccidad de divergen-
cia de estas travectorias fuera dei :ubo Jde radio r, promediado sobre el atrac-
tor, proporciona una ¢ota infecior de la entropia metrica.

Si la senal es muy parecida a si misma, la divergencia de las iravectorias
sera lenta v por consiguiente su entropia meirica sera pequena. La divergencia
de las traveciorias fuera del tubo de radio r, que se traduce como sensibilidad
a las condiclones iniciales, es debido a las direcciones de estiramiento del
atractor. Ello permite establecer que !a entropia metrica s menor o igual a la
suma de los exponentes positivos de Lvapuncv.

El grado de caoticidad de! sistema se puede determinar calculando la cota
inferior de la entropia metrica K7 dada por:

lim lim 1 (g C (r} ) =Ky

At-bO f—il] At cdrl(r:'
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Donde Cd (r) es la correlacion que corresponde a la dimension d de
embedding. Teniendo en cuenta que K2=0 corresponde a un mcvimiento orde-
nado. K= =~ para movimiento aleatorio y K7 finitc y distinto de Q0 para movi-
miento caotico.

Muy recientemente (Albano y otros, 1988 desarrollaron un método de
estimacion de la dimension combinandc el metodo de descomposicion singular
dado por Broomhead v King/ 1986/ con el algeritmo de Grassberger v Procaccia,
que evita las ambiguedades v problemas de ampas técnicas cuando estas se
aplican independientemente.

Brevemente resumiremos este metodo. A partir de una serie temporal
vit) se apiica la tecaica de embedding, como e describio anteriormente, para
construir un espacio M-dimensional scbre <! cual se calcularan las dimensio-
nes.

Cualquier matriz A de NxM con N * M puede ser expresada por:

A = YSUt
donde Ut es [a matriz transpuesta de U. S es una matriz diagonal MxM tai que:
Sij=0ijs(i) P= 1) 20 s .M
V es una matriz de NxM con columnas ortogonales.
(VEV) ;=83

y U es una matriz ortogonal de MxM:
(UtU) ;= (UUY ;=8
Los elementos s(i) de la matriz digonal S son conocidos como los valores
singulares de A.
Se construye una matiriz A de la trayectoria en cuvas {ilas esian los

vectores de embedding M- dimensionales provenientes de la serie temporal:
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y(1) = (v(1), v(1+%), .....v(1«(M-1}1)
yi2) = (v(1+]), vil+ J+1), ....v(1+ J+(M-1)1)

VIN) = (v 1=(N-1)J), v 1+(N-1D]ot0, oV (1= (N- 130 M- i

con T como el tiempo de retardo. o el numero de intervalos de muestres eatre
las componentes sucesivas de un vector de embedding, ] es 2l aumero de in-
tervalos de muestreo (nimero de vectores que se usa para comparar Jas dis-
tancias).

El tiempo (M - ) 1, para cada vecior de embedding, es ia "Lo;lgirud Jde ia
ventana  de embedding. T se introduce debido al hecho que 21 un sisiema 23-
perimental e! intervalo de muestreo se estabiece sin conccer las 2scalas tempo-
rales intrinsecas del sistema a estudiar.

Los tecremas debidos a Takens y Mané, que enunciamos previamente,
establecen que si la dimension de embedding M y la dimension n de la varie-
dad que contiene e! atractor satisfacen !a “desigualdad de Takens" M = 2n-1,
entonces se obtiene una dimension adecuada para el embedding excepto para
simetrias especiales. En particular, la dimension del atractor reconstruido es ia
misma que la del atractor en e! espacio de fases.

El algoritmo de Grassberger - Procaccia que discutimos en la seccion
2.2.2 requiere una cantidad muy grande de datos para que calculos con dimen-
siones de embedding suficientemente grandes (> 10) tengan significado deatro

de un rango de confiabilidad de $10%. En sistemas experimentales, donde a ve-
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ces el fendmeno a analizar no tiene la duracion suficiente para adquirir un
gran numero de datos (> 20000) v la necesidad de incrementar la dimension
de embedding para lograr saturacion ( {0 que significa que la zona de escala se
achica y a menudo desaparece! hace necesario obtener un procedimiento que
reduzca el tamanc requrido de la Jimension de embedding. El metodo de la
descomposicion singular es el que o logra y pasamos a discutirlo someramen-
te.

Con estos vectores la matriz A toma la forma:

§y(1)?

'y(2)]

I

1 H

A= —= . |
N |

i !

|

yiN)i

El embedding define un conjunto de puntos en un espacio M dimensional
el cual puede ser descripto por una distribucion multivariada cuvas variables
son las M componentes de los vectores de embedding.

La transformacion A — A’ = AU obien, yi — ¥i se rzaiza conel
objeto de ohtener la matriz de (0os componentes principales con los cuales se
realizan los calculos.

El procedimiento de Grassberger - Procaccia para comprobar la conver-
gencia puede oscurecerla pues se necesitas espacios de embhedding de dimen-
siones bastante altas. Contando ei numero de los "mayores” valores singulares
no da una buena estimacion de ia dimension de la trayectoria reconstruida. Sin

embargo, como las componentes principales de los vectores de embedding for-
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man un conjunto estadisticamente independiente de! conjunto de las variables
y las contribuciones relativas de esas variables a las distancias usadas en el
cialculo de la dimension de correlacion se miden directamente por los autovalo-
res hay ventajas obvias para combinar ambos métodos.

La combinacion se realiza como sigue: Para una dimension de embedding
dada. se realiza una descomposicion de valorss singulares que construyve la
matriz S de valores singulares y de la matriz ortogonal U. Se rota la matriz de
la travectoria para obtener la matriz de los componentes principales que son
las que se usan en los calculos de Grassberger- Procaccia.

La convergencia de los calculos ( esto significa la existencia de valcres
que nc difieran eatre si con un error del 0% en una zona Jdeterminadai, no se
realizan como en el método de Grassherger v Procaccia, centrados en una esfe-
ra de radio r sino que se hacen en subespacios del espacic de embedding a o
largo de ia direccion con el mayor valor singular. Este procedimiento considera
que la convergencia ha sido exitosa si los calculos no difieren en algunos ! po-
cos! de los mas grandes subespacios considerados.

Las ventajas fundamentales de este metodo son: a} su rapidez de calculo.
Por 2iemplo, con e! metodo tradicional en una PC de 8 MHz, se realizaba la esti-
macion de la dimension , para un caso tipico (el atractor de Lorentz, por ejem-
plojen 14 0 15 horas. mientras que para el mismo sistema y las mismas condi-

iones el tiempo de calculo es a lo sumo 2 horas: bj la seguridad de los resulta-
dos, ya que se descartan “a priori” resujtados que tengan discrepancias mayo-
res a un 10% v no depende de la pericia para determinar las zonas de escala.

La mavor desventaja es que con este procedimiento es muy critica la

eleccion de la longitud de la ventana (dimension de embedding y tiempo de re-



tardo 1). Esta debe ser muy cuidadosa, un criterio seria que {d-1) T debe ser
pocas veces mayor que el tiempo de correlacion.

En nuestro trabajo, tomando en cuenta el problema antes mencicnado,
hemos contrastado este método con los usados previamente (Grassberger v
Procaccia, 1933 , Badii y Politi,1935) y consideramos que su eficiencia es muy
supertior por lo que lo adoptamos en todos los analisis de estimacion de dimen-

sion fractal cuando tenemos datos experimentales a analizar.

2.4.2 Aplicacion

Para aclarar estos conceptos mostramos la forma de iratar problemas no
lineales de alta dimensionalidad en el marco de los sistemas dinamices.
Consideramos el problema tipico de sistemas compuestes Der Un 3ran numern
de subsistemas interaciuantes descriptos por ecuacicnes diferenciales nc iinea-
les ordinarias.

Ejemplos de este tipo son marcapasos cardiacos o neuronales que pueden
modelarse por un gran numero de osciladores no-lineales acoplados.

La dinamica de! corazon es muy compleja pues involucra millones de ce-
lulas de caracteristicas muy diferentes acopladas entre si, que afectan 2! ritmmo
y la intensidad de las contracciones. Para caracterizar ¢l comportamiento elec-
trofisiologico irregular del tejido cardiaco se selecciono un modelo experimen-
tal simple (vgmriculo del sapo) que permite reproducir caracteristicas esen-
ciales del tejido cardiaco en condiciones facilmente controlables. Se perturban
los ventriculos con pulsos eléctricos simples, periodicos 0 combinaciones de

ambos para obtener diferentes respuestas.
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Se registran en papel y cinta magnética el electrocardiograma de su-
perficie (ECG). el potencial de accion monofisico, (PAM) cbtenido median-
te un electrodo de succion vy electrograma ventricular (EGV). En una etapa
posterior se obtuvo un registro intrace!ular con microelectrodo. La senal
PAM se considera la mds apropiada para ser analizada, puesto que da in-
formacion de un 3grupo de fibras cardiacas. tiene una buena relacion senal-
ruido v es relativamente facil de obtener. Mas detalles del sistema experi-
mental que utilizamos se pueden obtener en Savino v otros, 1939,

En la figural se muesiran ejemplos de algunas sefales temporales ob-
tenidas y en la figura 2 el espectro de potencias para cada una de ellas.
Las series temporzales A v B muestran comportamientecs pericdicos de pericdos
2 v cuatro respectivamente, los especiros de poteacia correspondientes
muestran un maxtmo 2nf v {/2 para periodo 2! v £ {74, /2 v 3{/4 ¢ para
periodo 4), mientras que la sefal C describe un mevimiento irregular, en &l
espectro de patencia se observa que los maximos fueron reemplazados per una
banda de ruido 2n !as bajas frecuencias { menores que la frecuencia del marca-
pasos). La aparicion de estas frecuencias sugieren una ruta al caos via duplica-
cion de periodo.

Para determinar si este comportamiento irregular corresponde a una di-
niamica deterministica, desarrollamos para cada una de las series temporales

obtenidas experimentalmente los conceptos discutidos en las secciones prece-

dentes.
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Se reconstruy? a partir de la serie unidimensional el espacio de fases
mediante el teorema de embedding. En la figura 3 se muestra una proyeccion
en el plano x(t), x(t+%) de la evolucion. La figura (a) muestra un atractor de pe-
riodo 4. mientras que la figura (b) un atractor cadtico. Ef tiempo de retardo se
eligié considerando el primer cero de la funcion de autocorrelacion. Calculos de
las dimensiones con distintos tiempos de retardo no evidenciaron gran sensibi-
lidad a su eleccion, por supuesto manteniéndonos dentro de los limites que
fueron discutidos previamente. Es decir, que este tiempo no fuera muy peque-
o, como para evitar correlaciones temporales, ni demasiado grande para que
distcrsionara la dinamica.

En la tabla | se resumen los resultades obtenidos 2n e! tratamiento pre-
vio al calculo de las dimensiones del sistema. Hav que destacar que estas expe-
riencias se realizaron con dos iipos de veniriculcs, siete de gllos fueron rema-
vidos y mantenidos en una solucion fisiologica { perfundidos} y las Gtras eipe-
riencias fueron realizadas in situ que en la tabla se caracterizan como en vivo.

Se muestra un esquema de las sefiales PAM obtenidas en cada caso. En ta
columna llamada Espectro de Frecuencia Subarménico se describen las [re-
cuencias observadas en el espectro de potencias como fuera ejemplificado en la
figuras anteriores. También se detalla e! comportamiento de la funcion de au-
tocorrelacion de la sefial xi, se observo que esta no varia para el periodol. os-
cila alrededor de cero para los periodos 2 y 4 y decae rapidamente para el caso
no periodico.

La anteultima columna detalla el compertamiento de las proyecciones di-
dimensionales en el espacio de fases. Para los casos periédicos se observan las

orbitas separadas, para periodol se observa solo una, dos en el caso de la pri-
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Figura 1: Se muestran las series temporales obtenidas para: (a) periodo 2. (b)
periodo 4, aqui las xj sedalan las distintas amplitudes y (¢) comportamiento

caotico.
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Figura 2: Espectros de potencia de las series temporales correspondientes a [a
fig.1 las flechas indican la frecuencia fundamental f y las frecuencias subar-
monicas.
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Figura 3: Proveccion del atractor en el plano x (t+¢), x(t)

para dos situaciones: (a) periodo 4 y (b) situacién cadtica.
En ambos casos el tiempo de retardo fue de ¢ =8 seg.
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Estos procedimientos tambien fueron aplicados a otros sistemas natura-
les altamente dimensionales como por ejemplo datos solares (Kurths v Herzel,
1987, Romanelli vy otros ,1987), geomagneéticos (Figliola y Rcmanelli, 1988), ae-
ronomicos ( Romanelli y otros, 1988) y climaticos ' Nicolis ¥ Nicolis ,1985).

En el sistema tedrico que nos ocupa y que se mostrara en &i capitulo 5
en la seccion correspondiente a burbujas caoticas. que el calculo de las dimen-
siones del sistema ha sido de mucha ayuda para comprender su mecanismo de

formacion.



Capitulo 3: Oscilador de relajacion forzado

Este capitulo esta dedicado a la descripcion de las soluciones de] oscila-
dor de Smith (Smith 1961, Gonzalez v Piro 1953) forzado, cuva pecuhiaridad
consiste en una ecuacion diferencial no lineal de segundo orden con solucion
analitica.

Este modelo ha resultado particularmente interesante en el estudio de
los osciiadores de relajacion forzada.

En la seccion 3.1 se describe el comportamiento autonomo v luego bajo la
accion de una fuerza externa (sucesion periodica de deltas de Dirac) de la mis-
ma intensidad.

La seccion 3.2 trata de la descripcion de osciladores de relajacion. La ge-
neracion de burbujas cacticas en este tipo de osciladores es discutida en la sec-
cion 3.3 v su posterior desaparicion al variar la disipacion del sistema conside-

rando a ésta el parametro fundamental de ese prcceso.
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3.1 Oscilador de Smith

El sistema autonomo es una ecuacion diferencial de segundo orden.

La forma corresponde a la familia:
- . 2 2
 +f(x)x+-BE@x+wx=0 (3.1.1)
con

f(z) = (n+2) b - 2a

X
B(x) = x‘z[ (y-flyNhdy=nx"-a
0

a. b. W son parametros de la ecuacion: a controla las no linealidades, b es un
factor de escala y mes la frecuencia propia del sistema.

Para el caso particular de n=2 la ecuacién (3.1.1) toma la forma:
¥ 2 .25 3 (2 2 o
X +\4bx -2a/x+b X - 2abxy +\a +0g) X = 0 (3.1.2¢

Las caracteristicas de esta ecuacion fueron discutidas ampliamente en

Gonzalez (1987) y Piro (1984) v la solucion analitica es:

) Ny
- . [ q e2at, A“(l+a/¢ + @) cos (¢ + wtl(2a/¢ + w]) cos (¢ + wt) v 2
Xit) = cos(¢p + L) 2 :

[+2sen (p+t)-e2a( | +a/w)cosp ((2a/w) cos¢ 2 seng
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Las constantes de integracion ¢ y q se determinan a partir de las condi-
ciones iniciales:
seng = (q'2/w) (xga - X3¢ b - %)
sign (cos¢) = sign xg
donde:
q=wWw2ix2g W -ixga- x3gb- xg2)! vy,
A% (b/22)(1-22/w2)"!
considerando a, b, y @ positivos.Limitaremos nuestro analisis a cste caso.
La teoria general de sistemas dinamicos dice que las Unicas singularida-
des en dos dimensiones son puntos singulares v ciclos limites. Dada la solucion

analjtica se puede determinar simultaneamente el comportamiento asintotico

(t— 01 lo que resulta:
xit) = cos(¢ + wt)A%(1+(a/w) cos(¢ + wtj({2a/w)cos(p + mt) +2sen(p-wt)})) !/

Eliminando el tiempo entre esta expresion y su derivada llegamos a una
nueva expresion algebraica en el espacio de fases 1x , x) que describe el ciclo
limite hacia el cual tienden las solucicnes de! sistema de manera independien-

te a las condiciones iniciales.

y = % = 2ax - bx3 z (a2 - @) ((2a/b) - ¥ V2
Si se excita al sistema auténomo con una sucesién periodica de deltas de
Dirac. se preserva la existencia de la solucion exacta del oscilador v entonces el

sistema puede escribirse como :



X =y
U - -(4bx2 - 22)y + b2x5 - 2abx3 - (a2+ w2) x - Vg 2 § (t-nTp)

donde Vg es la amplitud y TE el periodo de la fuerza externa.

E! efecto de cada pulso es producir una discontinuidad en la derivada
mientras que !a sclucion analitica es valida entre pulsos. Esta caracteristica ha-
ce su estudio muy ventajoso puesto que permite obtener la solucion de! siste-
Mma sin 2rror QUMerico.

Este oscilador muestra una dinamica extremadamente compleja la cual
debido a las caracteristicas de la solucion puede ser estudiada detalladamente.

Be acuerdo a la variacion de sus parametros Vg v Tg, se presentan regio-
nes de sincronizacion y regiones cadticas (duplicacion de periodos, intermiten-
cia, ventanas de estabilidad, etc.)

En las siguientes figuras se muestran en el espacio de fase la evolucion del sis-
tema desde una situacion periodica cuando se aumenta e! periodo de la fuerza

externa. En todas ellas los parametros utilizados fueron: a= @y =1.57079 v

5 =15.7079 en la linea de Vg = 1.625 y variando el periodo de la fuerza =xter-
nalg.

Es interesante notar que estas figuras muestran la aparicion de la se-
cuencia de duplicacion de periodo a medida que aumenta Tg. Observamos pe-

riodos 2. 4 v alta periodicidad, en las figuras (a), (k) y {c) respectivamente.
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Superado el punto de acumulacion de la cascada de bifurcaciones per duplica-
cion de periodo nos encontramos con soluciones aperiodicas o caoticas.
En la siguiente figura se muestra una solucién caotica con el mapa del

primer retorno, 5.1 = f(Xg) en la linea de Vg= 1.625 v Tg= 2.51.
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Sin embargo un espectro de potencias con estas caracteristicas no es una
demostracion concluyente pues lleva a ambiguedades a veces peligrosas en la
interpretacion de la dinamica del sistema. Para evitarlo se debe calcular el coe-
ficiente de Lyapunov. Este coeficiente se muestra en la siguiente figura calcula-
do a lo largo de la misma linea de Vg variando Tg . En el punto correspondien-
te al atractor de la figura anterior (que se sospecha caotico) Tg = 2.51, éste se
hace positivo, indicando que las trayectorias vecinas se apartan exponencial-
mente, o lo que es lo mismo sensibilidad a las condiciones iniciales, lo que co-

rresponde a soluciones caoticas.

0.137079
b.137079
w. 137079

Vi 1623 ,

w

~

Estos elementos son los que nos permiten determinar el caracter de la

solucion.
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3.2 Osciladores de relajacion

Cuando la disipacion del sistema (en nuestro caso) o la inductancia (en
un circuito electronico) se hacen despreciables frente a una fuerza externa o la
capacidad segun sea e! sistema que se trate, las ecuaciones diferenciales de
segundo orden jue modelan el sistema pueden escribirse como un sistema de

ecuacicnes a primer corden.
Xi =f1( Xg.Xz)

2= XX0)

Las ecuacicnes de primer orden no pueden poseer soiuciones oscilatorias
a menos que ias funciones f; que las definen tengan singularidades. Cuando es-
to sucede, el sistema produce un tipo de soiuciones oscilaterias [lamadas de re-
lajacion (Guckenheimer y Holmes, 19831,

En muchos casos, este sistema surge de una ecuacién diferencial de se-
gundo orden, como el oscilader de Van der Pol que responde al siguiente mo-

delo:

. 2 .
=p(x-l1x+x=0

lo que 2quivale a:

1= Xy

X2=p(1-1) X5+ X,

E! parameiro que regula la no linealidad del sistema es W . Cuando Y = 0

tenemos un oscilador armonico y para j, — e un oscilador de relajacion.



Otro ejemplo de este tipo de osciladores es aquel que describe las oscila-
ciones quimicas, conocido como el modelo de Bruselas (Brusselator) dado por:
. 2
1= 0-(f-'x-3 v

Py

y=-Bx-3 v

Todos estos osciladoras presentan un c¢iclo limite atractor 'v obviamente
un punte {ijc inestable en su interior}). Debemcs hacer notar gue cualguier per-
turbacion no lineal de la fuerza restauradora en ios modelos clasicos de oscila-
dores de relajacion traera aparejada. como consecuencia la aparicion de puntos
singulares distinto del trivial para cierics valores del parameirn gque ia reguja.

Como ya fuera establecido por Gonzalez {13871 aparsnilemente existe
universalidad en el compceriamiento de jos osciiadoras de relajacicn forzados
periodicamente. En consecuencia. en e! estudic que se describira 4 continua-
cion se trabajara con el modeio de Smith (desde ahora llamado 2xaciamente
resolulzle}, descripto en la seccion anterior que iiene [a ventaja de poseer sclu-
cion anaiitica expresada 2n funciones elementales. lo cual simpiifica el proceso
computacicnal y permit2 resultados numericos con menor &rror.

En el régimen de alta refajacion. el retrato de fases para {os modeios es-
tudiados presenta dos zonas bien diferenciadas en ei espacio de los parime-
tros.

a) Zona de sincronizacion : régimen periodico o cuasiperiodico
b) Zona de comportamiento caotico : aparecen rutas de Feigenbaum al

Ca0s.
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En Ia figura siguiente se muestra el retrato de fase para el oscilador ex-
actamente resoluble en espacio de los parametros y €s muy similar para los

tres modelos estudiados.

Los numeros muestran las periodicidades en la zona de sincronizacion,
mientras que la zona marcada por CH significa situacion cadtica.

Cuando se disminuye la disipacion las regiones de duplicacion se cierran
sobre si mismas Y quedan contenidas en una region de periodo 2.
Posteriores reducciones del valor del parametro a, producen la desaparicion
sucesiva de la regiones de periodo 2°con n:1 en valores de a,. Cuando a es

mas pequeno, no existen regiones de comportamiento caotico.
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Disminuir la disipacion para cada uno de los modelos estudiados signifi-

ca:

Yan der Pol disminuir B
Bruselas aumentar (1 4
Exactamente resoiuble disminuir a

3.3 Desaparicion de las soluciones cadticas con la velocidad de

relajacion

En la seccién previa mostramos las caracteristicas del oscitador exacta-
mente resoluble. En esta seccion v utilizando dichas propiedades se trata parte
del trabajo original realizado

Es interesante observar que muchos sistemas teéricos o experimentales
(Bocko v otros, 1984, Gppo v Politi, 1984, Teitsworth y Westervelt, 1986,
Wegener v Klingshern, 1987 , Knobloch y Weiss, 1981} presentan lenguas de
resonancia que se originan en cada valor racional para la relacion de frecuen-
cias entre la fuerza externa v la frecuencia propia del oscilador.

Esquematicamente los resultados preliminares que nos llevaron a inves-
tigar los mecanismos de la formacion de burbujas cadticas y su postericr desa-

paricion se muestran en la siguiente figura.
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Retrato de fases cualitativo donde se visuaiiza ia generacian de burburnis caoticas

En el esquema anterior se observa para un valor de la disigacien fiio,
como se cierran sobre si mismas las lenguas de periodicicades. Avmenando
levemente la disipacion y !a resolucion del barrido se iogra que :a 2urbuja Je
periodicidad 16 muestire periodicidades mayocres hasta llegar a la situacion <z-
otica.

Para asegurar que los parametros del sistema fueran coherenies con es-
tos cambios. la variacion de! parametro a fue realizada en a linez de V.- cons-

tante. Siendo Vc definido coma:

' 2af 2 3)
V.C=/\’ ?\a "(.l)o

v para los valores de a = 0.79605, b = 15.7079 v wq = 1.57079 resulia enton-
ces Ve = 0.5606357793. No dehe perderse de vista que solo eX1ste €aos cuando

VE> VL Piro, 1984).



Es interesante destacar la desaparicion sucesiva de las burbujas comen-
zando por las interiores, primero desaparece el caos, luego la region de perio-
dicidad 256, luego la de 128 v asi sucesivamente a medida que disminuye el

valor de la disipacion.

i

Esquema de la desaparicidn del caons al variar la distpacion. Los rango
de este parametro son: desde 070503 (1) hasta 9.79559 (4)

En la siguiente figura se muestran dos ejemplos de las salidas numéricas

obtenidas para a= 0.79602 v para a= 0.7960!
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4154 61 64
64 64 64 Hd

Salida para a= 079502, VE ( eje vertical) variando entre 11.724457

v 0722153 en pasosde t

=~

535 210 4 v TE ( eje horizontal ) 2atre

230672 v 2.5015 en pasos de 3 41.x10 4

fia
£l
o4

nd B4 A4 94 64 64 94 34 &L G4
64 64 B4 B4 64 B2 B4 dd 34 B4 b
64 6= 04 84 64 64 64 04 04 84 04

Desaparicion de la burbuja cadtica para los mismos valores de

los parametroscon a =

0.70601. La zona sombreada indica la

periodicidad de 128 rodeada por la de 64. En el eje vertical se
indica la variacion de VE y en el horizontal la de Tg.

La burbuja caotica es la zona indicada por cerocs, rodeadas por periodici-

dades cada vez mencres como lo muestran las zonas sombreadas. Estas se van
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cerrando ¥ a medida que disminuve [a disipacion desaparece [a burbuja caoti-
a

ca como se puede observar en las figuras anteriores quedando una zon

cerrada de periodicidad 128
Los cilculos fueron realizados considerando un error en las comparacio-
Estos son solo ejemplos tipicos va que se ian

nes de las periodicidades de (-
estudiado muchas situaciones v en todas el comporiamiento fue simiiar
ado calcu-

Hemos comprobado que la burbuja se mantiene estable incluso aumen-
i emos realiza

tando o disminuyendo el error en las comparaciones, n0 LeXnGs
los con error mener a 1072 pues ya influve el error de precision de fa maquina.

t
.

ﬂ‘

3.3.1 Aproximacion unidimensionai del mapa estroboscopico

nsional se basa 2a uponer
mit2 20 ug dempo

La idea de la aproximacion unidime

sistema luego de la aplicacion de un pulso vueive al cici
UNE reCUrrencia unidi-

mucho menor que la separacidén entre pulsos

Para un oscilador cualquiera, se puede establecer
mensional que tendra que tendra !a fase de oscilacion antes de cada pulso ¢
mo variable ¥ como pardmetros ! olitud y el periodo de ia fuerza =3ter:
Do, = (P, Vg, Tg) (3.3.1.1.)
@, es la fase anies de la aplicacion de la fuerza externa. Vg v Tg la amplitud v
el periodo de la fuerza externa. Como entre pulso vy pulso el sisiema es regidc
endencia temporal de la Je

por la ecuacion autonoma, se puede separar [a dependen

la amplitud.



En el caso del oscilador exactamente resoluble el efecto del pulso, puede
ser considerado como un apartamiento violento de} sistema de su ciclo limite.
Dado que la evolucion posterior es rapidamente convergente hacia el ciclo limi-
te, el unico efectc dei pulso es {a modificacién de la fase. Como {a fase no de-
pende mas que de las condicicnes iniciales es pcsible caicular e} efecto del pul-
so en forma exacta si unc cenoce (a fase come funcion de !as condiciones inicia-
les v la evolucion a lo large de! ciclo limite.

La ventaja de este modelo artificial es que se pueden eswudiar las pro-
piedades generales (que nc dependen del tipo de fuerza! con un grado de com-
plejidad que para cualguier sisiema regueriria integracion numerica. ¢on el ¢3-
rrespondiente aumenic €0 ia capacidad de <aiculo.

La variacion de !a fase durante un pertodo de la excitacion exierna pue-

de escribirse como AL, . waTr. Eatonces ia ecuacion 3.3.1.1. resulta:

La funcion F i@y, Vz!se denemina cur:g 0 rugcion Je iransicreaca Jde
fiase iPTC) v contiene toda la informacion dinamica relevante de! sistemsa en
alta relajacién.

La iteracicn de este mapa permiie obtener el retrato de fases. Como un
cambhio en la frecuencia de la fuerza extarna no afectan la forma de! mapa de
las fases, las propiedades topologicas de 2ste se reflejaran sobre las caracteris-
ticas globales de la dinamica de! sistema modelado.

Sin embargo. la PTC que resulia muy 0til en el regimen de alta relaja-

\

cion no es valida al disminuir la disipacion. La causa es que ya no puede ase-
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gurarse que el sistema se encuentre a una distancia despreciable del ciclo limi-
te al recibir el nuevo impulso. Sin embargo, el hecho que ei retrato de fases
persiste al utilizar fuerzas de lipo sencidai parece apoyar la hipotesis de la
existencia de alguna otra apronximacion unidimensional del mapa estroboscopi-

co {Figliola v otros, 1989).

del atracter del osciladoer exactamente resofuble para los valores dende no es
vaiida la PTC. Si existiera ctro mapa unidimensiona! =l muestreo deber:a en-

contrarse sobre una variedad unidimensional.

by

En la figura siguiente se muestran los r2sultados cbienides. Debemes no-
tar que jcs puntics del muesir=0 se SnCUeNiran 36hra una SUrva. [C Jue oG-

bera 1a hipotesis de trabaja.

0 ¢ 20

® es la fase antes de la defia. @ la fase posterior. Lacurva

{lena es la PTC para el oscilador exactamente resoluble.

Los puntos son las iteraciones del mapa exacto para Vg =1 722153
2:-079302,b=157079 v wg =1.37079.



Hemos asimismo calculado el mapa del primer retorno de la burbuja

caotica y no muestra apartamiento del mapa unidimensional como se cbserva
en la figura..

xn+1 k.2 e
SN
b 4 ;J. \
5 \
. G '| i\
I E
X
\ \
]
- '
- |
- j
- 3 '
3
- 4 %
\\,..—-"'-‘-'_‘_'—
-9 -4 -3 -2 -1 0 A 2
Sulusuuliuduuiiiiiuu i LRI <
-

Mapa del primer retorno de la hurhuja castica

3.3.2 Caracterizacion de la burbuja caética

Como va discutimos anteriormenite es necesario buscar indicaderes gue
caractericen el caos del sistema a analizar. En e! caso de la burtuja caotica he-
mos calculado las dimensiones que derncminamos caracteristicas ({ractal, de in-
formacién v de correlacion! cuvos algoritmos v limitacicenes fuernon analizacos

en e} capitulo 2. El método utilizado fue el de Albano y otros (1983. Para e!
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calculo se tomé N - 10000 y m =1000 donde N es el numero de datos y m e!
numero de vectores de referencia para realizar las comparaciones.

El siguiente esquema cualitativo resultara 0til para visualizar la manera
como se analizaron los datos que se discutiran a continuacion. Los valores del
centro {en el espacio de los parametres), y de los extremos de la burbuia tipica
analizada son: cepiro VE = 07233918 vy Tr = 2.60384, daordes derscho ¢ iz-
quierdo para el periodo de la fuerza externa (Tg = 2.60672 v 2.6016) v supe-

rior e inferior para la intensidad de la fuerza (Vg = 0.724467 + 0.722163 1.

Vi

Sup  freceeeeeea A

centrg  [rosone

inf  pe-e----

Ly S,

izg centro der Tg

Esquema cualitativo para indicar los limites de fa variacion de los
parametras de la burbuja caética. Centro indica las coardenadas del
centro de la misma. Izq. y der los bordes izquierdo y derecho parala
variacion de Tg Sup e inf. los bordes superior ¢ inferior de la varia-
cion de Vg

En el siguiente grafico se muestra la variacion de las dimensicnes con la
disipacion para el borde de la burbuja. Es de notar que las dimensiones carac-
teristicas definen aceptablemente la frontera regular-caotica v que, ademas
esa definicion resulta totalmente clara independientemente de la dimension

que se mire.



I‘STC&OTICU
9 14 Y guwa®Vama,
& U ocO0Cof g
o 131 o0 0 0 ¢ ¢ o,
b ;
5 124
g 11 / regular LI error -‘ipico%‘
= )
v 102 B B
0-9 T ‘ v B [ [ i
0.7¢%¢0 075604 073643
Ao

Yariacion de las dimensiones caracteristicas con ia disipacicn Ay,
El circulo represenia la dimensian de correlacion. el cuadrado
blanco la de infermacion v 2f cuadrado negro fa dimmensién Iracwal.

La barra indica el error del calculo en tadas ias dimeasienes.

At

En las siguientes figuras se muestra la variacion de ias dimensiOnes a ia

largo de la burbuja, manteniendo el valor de la disipacion constanie 20 Ay =
0.79602. En la figura a se varia !a amplitud del pulso VE v 2! periodo de fa
fuerza externa Tren la figura b.

En el czntro de la burbuja Ve = 0.7253918 v Tg = 2.00384, e indicado

con una flecha} e! valor de la dimension es levemenie maver disminuvendo

P les ~ly m

hacia lcs bordes, como es de esperar. Estos valores se sefialan con una {lecha.
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TZ

Dimensiones cracteristicas de la burbuja caotica paraa =0 79502 . {a) en
funcion de la intensidad de la tfuerza externa YE ¥ (bi ¢n funcian del
periodo de la fuerza externa if El circulo representa ia dimension de
correlacion, el cuadrado blanco lade informacion y e! cuadrado negra [a
dimensioa fractal. La barra indica el error del calcuio en todas las dimen
siones.
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Para obiener una mayor resolucion en los calculos de las dimensiones
tendriamos que calcular momentos mayores que q = 2 (ver ecuacion 2.1.1). Re-
cordemos que g = 0 corresponde a ia dimension fractal, g = 1 a la de infforma-
cienv q = 2 a {a de correlacion. Sin embargo 2! tiempo de CPU necesario para
llevarlcs a cabo aumenta consideraclemente dade que el tiempo requerido
crece como N4 Como eiemplc basta decir que en una FC con relej de 8 MHz ca
da punip para g = 2 raquierzs {4 he. de CPU v obviamente para tedos los calcu-
los realizados fun sromedio de {0 sitvaciones para cada parametrs v ¢ada Jdi-
mension! este tiempo de CPU =stan fuera. por ei momento. de nuestras posibi-
lidades.

Se calcularen asimismo !cs coeficieniss de Lvanunev para disiinias si-

—
2
=
-
2
2]
et |
s
<
h
—y,
—
(9]
13
[q1]
)
—
L]
Ko
Q
-

tuaciones. Hemos registrago en 'as figuras sniamente ¢
moiives de claridad. En la figura sigulente xestrames & coeficienis de Loapu-

ncv para los valores que corresponden ai ceniro de la burbuja.

—
[ ]
[}

0.027 = o .

004—1 1
RIS J
9.607 -

~0.00% 4

P

-0.013 4

<4

_001')-

Lyapunov

I error ipico )

<l L
-0.032

VS, '

0.79585 0.79255 0.79605 A D795

Variacion del coeficiente de Lyapunov con la disipacién manteniendo
fijos los valoresde TE v VE ea !a linea de V¢ constante.
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La linea punteada indica el cero del coeficiente de Lyapunov (que co-
rresponde para una solucion cuasiperiodica). Los valores encontrados para a
mayores que 0.79601 resultan todos positivos indicando una situacion caotica,
mientras que los valores de a menores resultan negativos {sclucion periodica).
Estos resultados estan de acuerdo con los obtenides en el retrato de fases (ma-
pa de estabilidad) mostrado en la seccién anterior. Conviene enfatizar la exce-
lente resoiucion de la frontera regular - caotica dada per e! calculo del coefi-
cienie de Lyapunov.

Ea el caso de las figuras siguientes, tambien hemos calculado ios coefi-
cientes de Lyapunov pero manteniéndencs en un valor de la disipacion que
ncs garantizaba una burhuja caotica y variamos la intensidad de la fuerza Vg !

figurz ar o 2l periodo de la fuerza externa Tg ( figura by

OCS 3 (a)
4 -
> 0.04
©
g s
&
E 0034 §
I I error tipico l
0.02 T T T y —
0.723 g.724 VE 0725
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0.024 5
1 " (d)
0032 1 ‘\1)
1; |
g 0.020 -‘: . 1!
2 1 e
g, 0.028-
g i
P 1
gy ¢ 1
0.025 -.! l I error tipico J
4
0.C24 l —— T T : ; 1
2602 2603 ZEO4 2805 Z5C6 2507
TE

Variacion dei coericiente de Lyapuno~ en 2l ceatss de ia burbuia con

ag =0.79302 Lainterpolacion ea ambos gralicos es por motivas de clari-
dad: (a) corresponde a ia var:acion de Vo mientras que (5 correspande a
lavariacion de ir

Pe la observacion de ias figuras enconiramos que ¢j coeficiente de Lva-

punov (pesitive en todes 0s casos . como era de esperar’ resulta apreciable-

mente mavor 20 ambaos casos para fos valores de los paramsiros gue cerras-
nenden al centro de la hurhuja.
Recapitilando, de los caiculos obienidos encaontramos gue los valores de

las dimensiones para la situacion caotica en las burhujas es aigo infericr ! ~ire-
dedor de 25% ! que el valor obienido para e! atracter de moedelo exaciamente
resoluble (cuva dimensicn fractal es de 2.03), mientras que no se manifiesian
diferencias sustanciales en los coeficientes de Lvapunov {para el oscilador
exactamente resoluble es de 0.05 en un caso iipico cadtico). Diche de owra ma-
nera, los coeficientes de Lvapunov sen sumament2 utiles para determinar 2!

caracter regular o caotico de una travectoria. mientras que ias dimensiones ¢
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racteristicas constituyen una sonda mas sensible al entorno considerado en e!
espacio de jos parametros. La conjetura que surje de este resultado es que lu
burbuja "guarda memoria” de las periodicidades que la originaron y su dimen -
sionalidad baja en consecuencia. El analisis mas detallado de esta conjetura
plantea un problema abierto que va mas alla de los objetivos de este trabajo v
¢s tema actual de investigacion.

Hemos observado mecanismos de formacion de burbujas caoticas en los
modelos anteriormente mencionados (Van der Pol y Bruselas) al variar el pa-
rametro gue regula la disipacion frelajacton) del sistema. con resultados muy
similares a los expuestos anteriormente. Un ejemplo lustrativo del mecanismo
de [ormacion para el oscilador de Van der Pol se muestra e¢n la siguiente figura

para un valor del parametro y.

HVe Van der Pol H=1

26

Caos

24 2.4 ' 2.96 ?5—
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Estos calcules conjuntamente con ias evidencias experimentales anterior-
mente mencionadas nos permiie corroberar [a hipotesis de universalidad del

mecanismo de formacion de las burbujas v su posterior desaparicion.
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Capitulo 4: Oscilador forzado con excitacion variabic

En este capitulo discutiremos qué le sucede al oscilador exaciamente re-
soluble forzado. que se analizo en el capitulo 3. cuando la amplitud de ia deita
es variable. La apiicacion mas inmediata de este sistema es en el te;ido cardia-
co cuando los pulsos del marcapasos no mantienen una altura constante.

Con el obieto de analizar este comportamiernto, se excito el oscilader con
distintas secuencias que fueron elegidas de acuerdo a la secuencia de Fibona-

ci. La eleccion de esta secuencia no es arbitraria. sino que esta es la mejor
apreximacion a! numero irracional [ {5 - 1)/ 2 inumerc de orol. De manera tal
que se observe v analizo ¢! comportamiento para dos deltas, tres. cinco. oche.
trece. veintiuna v cincuenta v cinco. También se excitd al oscilader con una se-
cuencia de cincuenta v tres deltas dada por el desarrollo dinaric de los orii.
ros dieciseis digitos del nimero pi { 7).

En la seccion 1 se describe el método utilizado v se analizan los resuita-
dos obtenides. Mientras que en la seccion 2 se comparan con los obtenid¢ para

el osciiador comun y se discuten los resultados.



4.1 Forzado con deltas de amplitud variabie

El oscilador parte de ciertas condiciones iniciales y evoluciona siguiendo
una trayectoria {en el espacio de fases tridimensional) {a cual es solucion Jel
sistema. Estudiar directamente la trayectoria resulta en general complejo pues
el espacio es tridimensional. No obstante, se puede simplificar el estudio efes
tuando un mapa de Poincare (estroboscopico), en intervalos de tiempo dadus
por el periodo de la fuerza externa.

Partiendo de una condicion arbitraria e iterando el mapa estroboscopica
hasta que decaiga el transitorio, se puede determinar la periodicidad de luas so-
luciones en funcion de 1a amplitud y el periodo de la fuerza externa. El grafica
asi obtenido se denomina retrato de fase.

El retrato de fase (mapa de estabilidad) para el osciladar exactaments
resoluble excitado con una delta fue obtenido por Piro (1984) y Gunzalez

(1987) se muestra en la siguiente figura (ver capitulo 3.

| Ve
2
r ® /¢ @
! 77 @ ©)
o/ o\ e
0 Pro2 0 r 3 L T

] T
1 [}
on 174 173 172 2/3 3 NTe/ Ty
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El mismo procedimiento se Ilevo a cabo cuando el oscilador es excitado
por una secuencia de deltas de amplitud variable. Este analisis se llevé a cabo
con distintas secuencias. con el objeto de determinar si el comportamiento de-
pende ¢ no del tipo de excitacion.

Llamamos A la amglitud de una delta que mantendremaos fija (para nu-
estro analisis A toma el valor de 1.317. que corresponde a una solucion perio-
dica en el caso del oscilador excitado con una delta), mientras B toma valores
variables. Ademas la secuencias de estas deltas la hemos pansado para gue se
aproximen al numero de oro ({ i5 - 1)/ 2). Para ello elegimos la secuencia de
Fibonacci. que sc detalla en el Apendice 3.

Para el caso de dos deltas : la secuencia utilizada 2s ABAB..... , Para tres

fveron reaziizados con barridas que cubrian amplias variacicnes de jos parame-
tros. Las corridas tipicas incluyen valores de Tg variando desde 0.5 hasta 14
mientras que la variacion de Vg fue desde 0.5 hasta 4 ambos en pasos de
2310-3 El error de las comparaciones de los periodos come ea todos los
calcujos es de 10-7.

Para :ener idea de la magnitud de los archivos, basta decir que para ca-
da secuencia de deltas calculadas se barrieron 1.2x1086 puntos v el tiempo de
CPU requerido fue de 60 hs. en una PC con reloj de 32 MHz (egquivalente en

capacidad de calculo 2a una VAX 11/780).
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Figura 2: Mapa de estabilidad en el espacio de ios
parametros para !a secueacia de 3 deltas cuvas amplitudes
varian de acuerdo a la secuencia de Fibonacci. Los periodos |
2,. se miden en terminos del periodo de la secuencia de del-
tas. Laszonas 1, 2 v 3 se mostrardn ampliadasy en particuiar
esta esta dentro de Ia zona cadtica

Este mapa de estabiiidad dibujado de manera cualitativa es un ejemplo
de las otras secuencias analizadas, todas muestran mapas similares, mas aun
esie mapa se repite exactamente a lo largo del eje TE. Esta caracteristica {que
los diagramas se repitan a si mismos en una cantidad igual al periodo propio
To = 271/ ) se debe a que e decaimiento del ciclo es muy rapido de manera
que tiene lugar en intervalos menores que un periodo propio o de la fuerza
externa v una vez en ¢! cicio limite, el sistema no puede distinguir situaciones
que tengan !ugar 2n intervalos mucho meneores que un periodo propio o de la

fuerza externa.
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Las zonas sombreadas corresponden a las pericdicidades encontradas

como se indica en la figura. mientras que las zonas no sombreasas correspon-

.

den a periodo |. Posteriores ampliaciones de algunas zonas mosiraron Jue este
comportamiento es autosimiiar, caracteristica de ia fractalidad de! atracter. A
continuacion se muestran para eiemplificar algunas ampliaciones ctienidas del
retrato de fases.

Las ampliaciones referidas son salidas de ios caicuios realizados cuande
se aplicd una secuencia ABA. Ei cero indica cacs mientras gue las tras periodi-
cidades se muestraz en modulo tres va gue este 2s 2! pericdo de excliacion Jde
esta secuencia en particular, faunque resulte redundanie debemos &
que las pericdicidades estan =n unjdades de secuencias Je dajias 5 am que
en las siguientes figuras, 1a periodicidad seis, 25 2n r2aijdad unc neriodjcidad
dos, a doce le corresponde cuatra. a veinticualro ochic v 38 Jsesivaments La

figura 5 representa una ampiiacicn en ia zona: seaaiada en i~ figura 2.
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La figura >a corresponde a una ampliacion del rectangulo marcado en la
ligura 2, es interesante observar la repeticion de la estructura, lo que es in-
dicio de fractalidad (autosimilaridad ).

Las figuras 4 v 5 son ampliaciones de las zonas 2 v 3 de la figura Z

respectivamente.

A EIR I I AL

QWL g

N o

.0 O3

Figura 4 : Vg ( eje vertical)variando desde 1.3144 a 1.348 en pasos de 1.579x510°3 v
Tg (eje norizontal) desde 2.4392 a 2 4534 en pasos de 9.59x10-1
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Figura3 Ve i eje vertical; variando desde 1583241392 28
pasos de 1 439x10-3 v Tg ( eje horizontai) desde 2.9344 a 2 945S
en pasos de 1.436x10-3

Salidas como estas realizadas en gran cantidad pern. en bien de la sinte-
sis nc se muestran. Sin embarge han comprebado ampliamente las hipotesis de

auicsimilaridad.
4.2 Resultades obtenidos
En la figura 5 se muesird para ejemplificar el atractor. ohteaido de una

solucion caotica para una secuencia de 13 deitas. Los parametcos utiiizados

son: Vg = 1.317v Vg = 14conTg =29
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Figura s . (a) Atractor c'nrrespondien.eam asecuenciade |} deltas.

5) Mapa del primer reterno para ei mising aisaclor

Comparando con e! osciiador exactamente rasolvb:e figura 74 enla si-
1uacion caotica, fgque ne correspoenden 1 ¢S garametras 22 L 3 delias, puss pars
1 se caoyl 1 - Aifare e 2 A e STy TR AT at )
elics esrzgular! vemes que no hay diferencias sustancia.es =n las caracleristi-

cas del atracuor, sin embargo el mapa de! primer raterng serde su caracier

[ o=t

nidimensional. manifestandese bidimensional va para cuando (a secusncia es
de dcs deltas. Esta caracieristica se ha pedido comprobar <on l¢s dates dal 1e-
jido cardiaco del corazon del sapo discutido 2n el capituic 2. 2n esz circunstan-
cia e! mapa obtenido también presenta perdida de! caracter unidimensicnal

(Savino y otros, 1989) hecho que se detallara en las concivsiones del trabajo.
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Figura”™ Atractor dei oscilador exactamente resoluble excitads con una
deita de altura Vg =1 ¥ Tg =231 conjuntamente con el mapa del primer
rewrno

Hemos calculado las dimensiones caracteristicas de los atractores. en [a
situacion cactica v el mazime expenente de Lvapunov con las técaicas analiza-

daos en ef captulo 2
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Los resultados se resumen en la tabla siguiente:

Cantidad de deltas Dimension Lyapunov
Fractal

1 2.03 *.0005 0.45
2 2.02 *.0006 0.32
3 2.05 +.0007 0.41
5 2.07 £0004 0.43
8 2.07 £ 0002 0.42
13 2.06 +.0003 0.48
21 2.06 £.0003 0.5

55 2.07 £.0002 0.4
P1(53) 2.07 +.0002 0.48

Como se puede observar los resultados son muy similares no demostran-
do diferencias apreciables ni en {a dimension ni en el coeficiente de Lyapunov.
Hemos incluido un secuencia del nimero pi (obviamente irracional) para com-
probar la independencia de la conducta del oscilador con respecto a los detalles
finos de la excitacion. La descomposicion de pi en numeros binarios con una
precision de 16 digitos es equivalente a una secuencia de cincuenta y tres
fuerzas impulsivas.

A partir de resultados preliminares encontrados por Gonzalez y Piro
(1985) donde se analizaba la respuesta del oscilador exactamente resoluble

cuando se lo excitaba con una secuencia de deltas de signo alternado encontra-



mos que la bidimensionalidad de! mapa del primer retorno también se mani-

fiesta en este caso como se observa en la figura 8.

4 2 r‘._ ‘.“.‘
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A2l A Luuiy L L 144
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Figura $: Maoa del primer reterno del asciiador excitado con uga
secuencia de deltas de sfgno aiternado
De toco lo expueste en este capiuio podemos observar caracierisiicas

cualiiativas dependientes e independientss de [a secuencia de deltas utilizadz,

obtenideos con secuencias de de'ias de ampiitud variable. que llamaremes sim-
plemente varias deltas.

El mapa del primer retorno para una deita es unidimensional mieatras
que para variag deltas es bidimensional.

La dimensicnalidad s similar en todos ios casos asi como os coeficienies
de Lyapunov. Con estos indicadores no se puzden distinguir ia pérdida dei ca-

ricter unidimensional. Una posible alternativa seria. como discuiimos en el ¢a-



pitulo 3, calcular los momentos superiores a g = 2 lo que como ya se dijo esta
fuera de nuestras posibilidades por el tiempo de CPU requerido.

Los retratos de fase (mapas de estabilidad) son diferentes ya sea sj tra-
tamos con una delta (fig.1) como si analizamos varias deltas fig.2) aunque am-
bos presentan autosimilaridad v similares rutas al caos rbifurcacion de perio-
do, cuasiperiodicidad).

Como conclusicén general encontramos que este cscilador presenta una
conducta estable frente a cualquier tipo de excitacion impulsiva, evidenciando
solamente diferencias en e! mzpa de! primer retcrao. Esia estaniiidad ao signi-
fica que se mantenga ante otra excitacion no impulsiva pues la respuesta es

distinta.
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Conclusiones

Se observo la generacion de burbujas caoticas en el oscilador excrtado
con una delia v su posterior desaparicion cuando se disminuve el parametro
que regula la disipacion del sistema.

Se confirmo que este comportamiento es universal para osciladores de
feiajacien. slendo vaida ja aproximacion unidimensional. cuando sc io excita
con una soiuiuerza mpulsiva. Tambien se eénceniro que las dimensicnes carac-

leristicas constiiuven una sonda mas deiicada que el primer coeficiente de

Se 2spEcuia Con lu 2Xirlencia de una aparente ‘'memoria’ en las zcnas de

Cacs en ias burbujas proveniente de la curvatura de las ienguas geric jue
las originan. En cunsecuencia surgen aigunas preguntas relacionadas. por ¢jem-
pio: si depende o dimensgionalidad del orden de ias pericdicidades en 2i entor-

no de la burbuja. sf es funcion def "espesor” de cada zona periodica que la ro-
dea. eic. La comprebacion del efecto de la aparente histeresis v las cuesiiones
asociadas es un propiema avn abierto v escapa a los alcances de este trabajo.
Se anaiizo e! oscilader exactamente rescluble cuando la ampliiua de la
fuerza impuisiva es variable. Elegimos la secuencia de Fibonacei porgue es la
quE meor aprozima i numero de oro fque es el gue esta mas lejos de algun

-
'
1)

racional). Tambien se lo excilto con una secuencia definida por el numero pi v
se obIUVO que su comportamiento en términos generales es independiente de!
tipo de exzcitacion.

Se encon Cn caracter:sticas fractales lauicsimilaridad) independiente

de! upo de secuencia utiiizada.
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Se encontrd apartamiento del comportamiento unidimensional del mapa
de!l primer retorno, que es el que se observa cuando la excitacion es de magni-
tud censtante v este aspecto no se refleia en ninguna de las dimensiones ca-
ractec:sticas. quedando abterta la investigacion si las dimensiones Dy para
g > 2 dan algun indicto al respecto.

t! compertamienio didimensional de! mapa del primer rsiorac e obser-
va va cuando la excitacion periodica corresponde a una secuencia AB de delias
indicanco con A v 3 dos ampiitedes distintas Je [a fueza externa, también
cuancce se mantiene a2 misma amplitud pere los signes se alternan. fesic co-
rrespenderia a las sedales nerviosas de los marcanasos que involucran meca-
nismos de polarizacion v denclarizacion V.

se comprebo este efecio experimentalmente con los datos de!l ejido car-
diaco del veniricuic dep sapn puesto que. un Sistema auionemoe nc 2scilatorio
icoma 2i veniricule serfundider ¢ un sigiema 03CUaloric iVEnricue (0 st
pueden ser mcdeiades por el oscilador exaciamente resoluble.

Lo datos analizados muesiran que aparecen zenas de sincrenizacion fen-
ganche de fase! vransicien 2zl caos por dupiicacion de pericdo Jescripios por
ese sistema v el mapa de mazime contra mazimo (M-1 vs M) | que es equiva-
lente al mapa del primer retorno en [os sistemas experimentaies, mosiro un
comportamien!o rambien bidimensional avalando de esta manera las conclusio-

nes cualitativas 2xiraidas del oscilador exactamente resoluble
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Apéndice 1

La topologia diferencial generaliza las nociones familiares de! calculo
vectorial en espacios mas abstractos con el objeto de separar la esencia de las
estructuras investigadas a partir de las coordenadas utilizadas para describic-
las. Se necesita para describir la evolucion de los sistemas dinamicos de mane-
ra mas natural. A continuacion daremos definiciones mas rigurosas y enuncia-

dos de teoremas que se utilizaron en ei desarrollo de esta iesis.

A.1- Definiciones :

Dado un ordenamiento que permita determinar la magnitud relativa de
dos elementos de un conjunto, se define supremol sugp ) come el clementae
mdximo del mismo, mientras que ef efemento minimo se llama /z/7mof inf .

Si los elementos de un conjunto se pueden designar por enteros, el
Conjunto es pumerabk.

Interseccion: XnYesizlzeX yxe Y}

Cnion: XuYes{xIxe X.éxEY}

Parircrion de un conjunto es una coleccion de subconjuntos no nulos v
disjuntos de un conjunto cuya union es el conjunto.

/nterseccion de dos particiones A V B, es el conjunto de todas las inter-
secciones de los elementos de una particion.

Complementode un conjunto X C Y | es el conjunto de tedos los puntos
en Y contenidos en X.

Proaducto directo de dos conjuntos X e Y se define como:
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XxY-=-{xy)lze X yeY}

Dados dos conjuntos X e Y, se define entre ellos una trans/ormacion { : X - Y
que asocia cada elemento de x que pertenece a X con un Unico elemento
determinado v que pertenece a Y.
Una transformacion f: X — Yes Znea/ sif lcx +Byl = f(x)+B fIVL, ¥ yeX
v & V B constantes.

Si para cada y e f(x) existe un Gnico X tal que y = f(x), entonces se dice
que es una transformacion wvae 2 uno 6 myectiva

Sif es invectiva entonces tiene una transformacion zversa f -1 definida
obviamente como: si f(x} = y entences f -1(y) = x.

Si el rango de [ es todo el espacio X, entonces es una transformacion so-

bre ¢ survecuva,y se escripe f(X) = Y.

(V7]

i1 [ es invectiva v sobre entonces es d/yecliva.

£spacro metrico €5 un conjunto para ef cual esta definida una medida de
distancia entre los puntos vy se puede definir e! entorno de los puntcs.

La funcion distancia (métrica) d. no necesariamente debe estar relaciona-

da con !z distancia euclidea, debe satisfacer que:

d(xy}=0
d(xy)=0siix=y
d(xy)=d(yx)

d(xz)< d(xy)-d(y.z)

Una transformacion f : X — Y entre dos espacios métricos es coptinua en
T aX si para un enterno N de fix) contenidoen Y, (NC Y ) existe un entorno M
CxdeX.

Un ssomorfismo es una transformacion bivectiva.
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Un someomortismo es una transfor macion biyectiva y bicontinua (f y
f-1 son continuas): cada elemento de X esta asociado a un elemento de Y y no
hay saltos en la asociacion

Se llama var/edad m - dimensional a una superficie m - dimensional en
R2 definida por n-m relaciones entre las coordenadas.

Drmension topologrca de una variedad es la que corresponde al espacio
real ¥ se denota por dim (M)

Un subconjunto tiene medida cerosi posee un cubrimiento numerable de
esferas de volumen arbitrariamente pequefo.

A esun airactor si existe un abierto tal que en un entorno Ul de A

f3 — A cuando t— ©o
LPefinrcion operacional

Existe un conjuntc en el qgue los puntos {*x se acumulan para t grandes.

a) punto fijo arractive
Sea P un punto fijo en el sistema dinamico ;% o = © ¥+
La derivada Dp { = {i en el punto fijo es una matriz de m x @ 0 un operador

I
.

en el espacio de Hilbert. Si su espectro esta en un disco (z:} z

< o con w<l

entonces P es un punto fijo atractivo.

Cuando la evolucion temporal esta definida por ecuaciones defini-

das en Rm®, a condicion de atraccion es que los autovalores de Dp fm tengan to-

dos parte real negativa.

b) Crostas periodicas (ciclos limitess
Si existe un punto A y un T>0 tal que fTA = A peroft A= A para
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0<t - T. entonces A es un punto periédico de periodo Ty R ={ft A:0 < t< T}

es la orbita cerrada correspondiente.

La derivada DAfT tiene autovalor | correspondiente a la direccion tan-

gente aT en A.

¢} Airactor cuasiperiodico

Una orbita periodica es un sistema continuo en un circuito y el

movimiento puede ser escrito como:

$iti = ¢(0) + wt {(mod.2%;

donde w= 2n/t

Si se consideran los osciladores de frecuencias - .

@y, (sin

que hava una relacion racional entre los Wij, el movimiento de los oscilado-

res puede ser descripto por:

$ (1) = $1(0) + wit (mod. 20}  i=1,

-k

v su movimiento da lugar a k circulos (k >1) lo que corresponde a un toro k-di-

mensional Tk, Si Tk esta contenido en R™ m > k. entonces Tk es un atractor

cuasiperiodico.

A.2 - Sistema de Lorenz



Este sistema asi conocido es uno de los primeros conjuntos encontradcs
de ecuaciones diferenciales que presenta sensibilidad a las condiciones inicia-

les ( Lorenz, 1963}, y puede escribirse como:

X=0(y-x)
y=-xz+px-y
I=Xxy-pz

con G, B, P como parametros. En el espacio de fases { ver capitulo 1 se chserva
que la evolucion temporal del sistema se efectua en un subconjunto bien defi-
nidc del espacio tridimensional { atracior), con un comportamienio zleaiorio
que proviene de la manera particular en que ¢! sistema converge scnre el
atractor.

En la figura mencicnada se muestra esta evolucion en el plano v-2 con

0=10,0-8/3y p =28 como valores de los parametros.

A.3 - Medidas de Probabilidad Invariantes

La medida de probabilidad p sobre A describe cuan frecuentemente

varias partes de A son visitadas por la orbita x(t) que describe el sistema.

Operacionalmente D se define como el promedio temporal de ia defta de

Dirac en los puntos x{t)
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1 T
p= lim T £d1 0z (1)

T—‘CD

Si & es una funcion continua entonces se define

T
o i ] s
(®)= J C(dx) @ Ix)= Tl“-‘ T _[dt @ it
0

P —0

Esta medida J es invariante en una evolucion temporal {sistema dinami-
co). Para todo @ se tiene
ol =p(P)
Una propiedad de [ es que no es posible descomponerla. es decir que es
ergodica.
Las medidas invariantes i ergodicas) estan definidas por promedios tem-

porales.
A.4 - Medidas SR D

Los conjuntos atractivos. son uniones de variedades inestables. Transver-
salmente a ellas. a menudo se encuentra una estructura discontinua que cc-
rresponde a un plegado complicado de la variedad inestable sobre si mismas.
Esto evidentemente sugiere que las medidas invariantes pueden dar una de-
terminacion grosera de las densidades en las direcciones que son transversales

a dichos pliegues.
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Por otra parte, debido al estirameinto en la direccion inestable la medida
es suavizada en esa direccion.

Se llamara medida SRB (por Sinai, Ruelle y Bowen! a las medidas que
son suaves en las direcciones inestables.

La existencia de medidas SRB tiene consecuencias muy importantes va
que la mavoeria de las relaciones entrz entropia. dimensiones v exponentes ca-
racteristicos se realizan a traves de ellas.

A veces no existen medidas SRB. perc s poco claro cuan frecuentemente
esto sucede. FPar otra parte no se conocen ejemplos de sistemas fisicamente re-
levantes sin medidas SRB.

[ntuitivamente, definiremos las medidas SRB como medidas con den-
sidades suaves en la direccion de estiramiento o inestables del sistema dina-
mico cefinido por la transformacion f.

Vamos a-aclarar algunos conceptos:

1. En la Teoria Ergodica de sistemas dinamicos diferenciales no
hav distincion esencial entre sistemas de tiempo discreto y los de tiempo con-
tinuo. Es decir. que cualesquiera que sean los sistemas {continuos o discreios!
que se traten, los exponentes caracteristicos. las dimensiones, las variedades
estables e inestables y la entropia permanecen invariantes.

2.Sif es un difeomorfisme (es decir un mapa diferenciable con
inversa diferenciable) entonces nuestro sistema dinamico esta definido para
tiempos positivos v negativos. Si f ademas es dos veces diferenciable entonces
la inversa también lo es. Para lo que nos interesa es suliciente suponer que f

es dos veces diferenciable y es un dZeomcersismo o al menos que { y Df sean
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inyectivas (lo que significa que si x = fy lo que implica X =y ¥ Dgfu = DgfV en-
tonces u = v).

En los sistemas fisicos, se puede demostrar, en un gran numero de casns
que los promedios ergodicos

1 n-l
o Oxky
k=0

tienden a la medida SRB cuando n—=.
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Apéndice 2
Teoria de Floquet y estabilidad de las orbitas periddicas.

Consideremos una pequeia perturbacion de una solucion periodica en

un sistema de ecuaciones dado por:

dr

Frix (Ot
m P-}()J (A1)

donde Fu. = (F;, Fo) es periodica, x = (x. y) v W es el parametro de control del sis-

tema
Sixit) — x(t) - §x(t). Reemplazando en (A.1) tenemos
) (@500 e G- 1)
paradz — 0
d(8x) .
—— = A(1)® %)
con

AQ) - [aaL:‘} [x(t), 8x(t); - 31; [P (x + 8x) - P (¥))

como Fj. es periodica A(t) = A(t1+T)



Si consideramos dos soluciones linealmente independiente 8x; y 81, en-
tonces cualquier solucion general (A.2), 8x tendrd dada por una combinacion li-
neal de §x; y Ox,.

Por otra parte M es una matriz independiente del tiempo que transforma

Ox(t)en Sx(t+T).

Ox (t(t+ T) = Mdx (1)
Sustituyendo en (A.2)

dsx(t-T)T _

dt M

sx(0)] s (o
d i 61.(t)4 -a10) M 78x(t)] (A3

tal que si 8xi1) es solucion de A.2 entonces dx (1 +T) tambien lo es.

Sid - [8x 1.832 1 es una matriz cuvas columnas son las correspondientes a las
solucicnes linealmente independientes de (A.2). La matriz se llama matriz fun-
damental de [a solucién.

A partir de (A.3) resulta que tambien ®( t+T) es tambien matriz

fundamental de la solucion.
Consideremos @ (t}, esta matriz con valores iniciales iguales a la matriz

unidad
@ (0) -1 y por lo tanto PIT) - M.
@ (T) se llama la matriz de monodromia v se tiene :
D +T) - P D(T);
®( nT) - D(T) (A.4)

Los autcvalores A de la matriz de monodromia son llamados multiplicadores

de Floquet que satisfacen las ecuacion de autovalores
dMNHY -A(MY
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con ¥ un autovector de ®( 1) .

De (A.4) se tiene
AMT)Y - D aT) ¥ - PO TV - A TIY

tal que A (nT) =AR(T).

Si definimos el parametro de Floguet G como:

o= E+in
relacionado con el multiplicador de Floquet por :
AT =0T
y por lo tanto:
GiTi Y - e0TY

Es importante destacar que la parte real de los exponentes de Fioquet se
concce comc el exponente de Lvapunov.

[ e
ey

Si ¢ es un exponente de Floquet que pertenece a At7! enicnces también
o -(21ik/T) con k entero, es un exponente de Floquet a quien ie corresponde e!
mismo autovalor A{T).

Con el conccimiento de los multiplicadores de Floquet v de ics exponea-
tes podemos caracterizar la estabilidad de la orbitas peridédicas de nuestro sis-
tema dinamico forzado.

Si 8(t) es una perturbacion de la orbita periodica x(t) entonces si la orbi-
ta es estable 0x decrecera con e! tiempo. Mientras que si Ia drbita es inestable

aumentara.
8xr — 0 cuandot — ©% solo si:

IAT -e8T<
para todos los multiplicadores de Floquet del espectro PiT}y por lo tanto:

E-Re[AT)]<0
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Esto implica que en un sistema dindmico bidimensional una érbita es es-
table si los dos multiplicadores de Floquet correspondientes a direcciones per-
pendiculares de {a trayectoria tienen modulo menores que uno iyacen dentro
de! circulo unidad en el plano complejo de los multiplicadores de Floquet),

Por otra parte, la orbita es inestable si al menos uno de los multiplicado-
res tiene modulo menor que uno ( fuera del circulo unidad).

El proceso de desestabilizacion de una drbita se produce en ¢! cruce del
circele unidad. La manera en que el muitiplicador de Floguet cruza el circulo
unidad indica e! tipo de bifurcacion involucrada en el proceso ce desestabiliza-
cion de ia drbita.

Si el multiplicador de Floquet cruza 2! circulo unidad pasando por el va-
lor -1 tenemos una bhifurcacion n2odo - s///2 . Si pasa a traves del valor -1 tene-
mos bifurcacicn por duplrcacion de pericdo comc se describio en el Capitulo 1.

Las implicancias de la estabilidad de los multiplicadores de Floquet se
representan en la figura A en el plano complejo de los multiplicacores de Flo-

quet.



132

Ima

Inestable
Estable
—
/ -
1

Figura A. Plano complejo de los multiplicadares de
Floquet. Las drbitas periddicas que tienen todos los
multiplicadores de Floquet dentro del circulo unidad
sop estables Sial menos un multiplicador de Flaguet
esta afuera del circulo unidad la 6rbita es inestable.
Esta pierde estabilidad cuando el multiplicador cruza
el circulo unidad. En esta figura se muestra el cruce
en -1 que corresponde a una bifurcacion de perioda.

Es interesante verificar los exponentes de Floquet y lcs muitiplicadores
para bifurcacion por duplicacion de periodo.
En el valor critico de la bifurcacion p.*, el médulo del multiplicador de
Flcquet es igual a 1.
L=l Ape(T)[-efT
lo que significa que & = 0.

Por lo tanto:



Ays (T) - @ inpsT_ gwoT
con My * = W,
Si consideramos
0 <wo<2n/T
El multiplicador de Floquet es univaluado. Si tenemos Sx(t) = & 1@oT y(¢),

y la solucién es en nT entonces:

e lo(t-aT) y(p. nT) - ¢ 10T (1)
y como V(t) = V(t+nT) por lo tanto;
e @aT_ | T - 2nm ¥ wp = (m/n) (21/T)
En el caso de duplicacion de periodo (m/n) = 1/2 entonces g = /Ty
por lo tanto
Ay (T)-e 1T ooy
Lo que nos indica que una bifurcacion de duplicacion esta caracterizada

por el pasaje de un multiplicador de Floquet de valor -1.
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Apéndice 3
Informacion mutua

En este apéndice las definiciones se dan en términos de sistemas discre-
tos par simplicidad, pero pueden generalizarse a variables continuas.

Consideramos sistemas S y Q que consisten en conjuntos discretos de po-
sibles mensajes (s1,52......5a) Vv (G1.92......Qn) con las probabilidades asociadas
(Ps{sy)....Ps(sa)) v (Pqlqy)......Pq(qn)).

La entropia H(S) es la cantidad promedio de informacion ganada en una

medicion de S

H(S) -- 3 Psisi) In Ps(si)

y H(Q) se define andlogamente.
La informacion mutua de los sistemas S y Q se denotan come 1{Q,S). Dada
una medicion de S, I(Q.S) es el nimero de bits de q, en promedio, que puede

ser predicho
1(Q.S)= H(Q) + H(S) - H(S,Q)

donde H(Q) y H(S) son las entropias de los sistemas Q y S respectivamente.
H(Q.S) es la funcion entropia conjunta y es la cantidad promedio de informa-
cion ganada cuando se miden los pares (S.Q) donde la funcion distribucion de la

probabilidad conjunta Psq(sj.qj) es la probabilidad que s = sj Y q = qj



H(S,Q) = - Z z psq(Si,Qj) lnPsq(Si.q)
i

y como H(S,Q) = H(Q.S) entonces 1(Q,S) = I(5.0}

Supongamos una variable u que es investigada y tiene un tiempo de
muestreo Ts. En el contexto descripto anteriormente de sistema S y sistema Q,
s es la medicion de u en el tiempo t y q la medicion en un tiempo posterior
t+Ts

Usando estas mediciones para definir los sistemas S v Q se puede calcu-
lar la informacion mutua 1(S,Q). Es decir que esta es funcion de Ts. Para este
problema, la informacion mutua sera el niumero de bits de u(t + Ts) que pue-
dan ser predichos, en promedio cuando u(t) es conocido.

Lo deseable es elegir Ts tal que se pueda obtener la maxima cantidad de
nueva informacidén en cada medicion. Por lo tanto Ts debe ser tal que vit-Ts)
sea lo mas impredictible posible.

La mixima impredictibilidad ocurre en un minimo de predictibilidad,
esto es en un minimo de informacion mutua. Debido a la divergencia exponen-
cial de las trayectorias caoticas, el primer minimo de I ( mds que algin minimo
posterior) , seria probablemente la eleccion mas adecuada para el intervalo de

muestreo.



Apéndice 4

Secuencias de Fibonacci

En 1202 Fibonacci (conocido como Leonardo de Pisa) formuld un proble-
ma muy simple.

Supongamos que se tiene una pareja de conejos, que cuando procrean ge-
neran otro par de conejos. Este nuevo par dara origen a otro parDe manera tal
que al principio se tenia un par, luego dos pares y despues tres pares de cone-
jos. La pregunta es como continuara esta secuencia suponiendo que cada nuevo
par, después de una temporada dara origen a un nuevo par. Para simplificar el
problema se supone que los conejos no mueren.

Obviamente, el nimero de pares de conejos en la enesima temporada, se-
ra igual al numero de pares de la temporada anterior { yva que no mueren) mas
el nimero de conejos de dos temporadas anteriores puesto que todos aquellos
estan en condiciones de producir un nuevo par.

La formula de la secuencia es:

Fa = Fn-1 + Fn-2 (A.3.1)
SiFi =1 yF2-1, se tiene la siguiente secuencia:
1,1,2,3,5, 8 13,21, 34, 55......
donde cada nimero es la suma de sus dos predecesores.

Esta secuencia aparentemente trivial, tiene gran contacto con las mate-
maticas y se usa en las mas diversas aplicaciones. Por ejemplo, la relacion de
numeros sucesivos tiende al nimero deorog -~ 1,618...., y juega un rol muy
importante en caos deterministico ya que g se lo considera como el nimero

“mas irracional”.
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En 1202 Fibonacci (conocido como Leonardo de Pisa) formuld un proble-

ma muy simple.

Supongamos que se tiene una pareja de conejos, que cuando procrean ge-

neran otro par de conejos. Este nuevo par dara origen a otro parDe manera tal

que al principio se tenia un par, luege dos pares y después tres pares de cone-
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par, después de una temporada dara origen a un nuevo par. Para simplificar e}

problema se supone que los conejos no mueren.

Obviamente, el numero de pares de conejos en la enésima temporada. se-

ra igual al nimero de pares de la temporada anterior | yva que no mueren) mas

el nimero de conejos de dos temporadas anteriores puesto que todos aquellos
estan en condiciones de producir un nuevo par.

La formuia de la secuencia es:

Fn = Fa-1+ Fn-2 (A3 1
SiFi=1 yF2=1,se tiene la siguiente secuencia:
1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55.....
donde cada numero es la suma de sus dos predecesores.

Esta secuencia aparentemente trivial, tiene gran contacto con las mate-
midticas y se usa en las mas diversas aplicaciones. Por ejemplo, la relacion de
nimeros sucesivos tiende al numero de oro g ~ 1,618...., v juega un rol muy
importante en caos deterministico ya que g se lo considera como el numero

"mas irractonal”.
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1+ 45
2 (A.3.2)

g:

La relacion de numero de Fibonacci sucesivos, da un desarrollo en frac-
ciones continuas involucrando exclusivamente al entero 1, en el sentido que es

el irracional mas " alejado " de los racionales.

Ejemplo:
1 es el primero de lo numeros de Fibonacct
1-1/1 =2, es la relacion entre los dos siguientes
1/(1+1/1)= 3/2 es el resultado de los otros dos y asi

sucesivamente este proceso de: 5/3, 8/5, 13/8 ... etc. convergiendo al numero

de oro g de la ecuacion A.3.2.
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