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RESUMEN

Se establece una teoria para describir los efectos cuanticos de 1a gravedad
sobre un campo electromagnético. Este uitimo es considerado como un
campo vectorial no masivo y cuantificado en el gauge temporal, mientras
que el campo gravitatorio permanece a nivel clasico definiendo |3
geometria del espacio-tiempo.

La definicion de frecuencia positiva es establecida exigiendo la
diagonalizacion de un Hamiltoniano, el cual depende del fluido de
observadores que llena 13 variedad. Asi, en este formalismo aparece de
manera natural 1a dependencia del estado de vacio respecto del observador.
El formalismo es valido para cualquier espacio-tiempo globaimente
hiperbdlico y para cualquier fluido irrotacional de observadores, siendo
esta ultima condicion requerida para poder establecer 13 nocion de tiempo.
Si bien aparecen, en principio fotones transversales y longitudinales,
estos ultimos son eliminados a posteriori mediante la generalizacion, al
espacio curvo, de un artificio conocido de 1a electrodinamica cuantica en
el espacio de Minkowski.

La teoria es ejemplificada en diversos casos, obteniéndose vacios ya
conocidos en la literatura. A titulo ilustrativo, se detalla la obtencion de
los coeficientes de Bogolubov entre los modos electromagnéticos de
Rindier y Minkowski, en el gauge de Candelas y Deutsch, indicando que los
mismos dan lugar a que el numero de particulas detectadas por el
observador acelerado en el vacio de Minkowski, tenga una estructura
exactamente Planckiana, aunque el espectro energético, como se sabe de
trabajos anteriores, es térmico, pero no Planckiano, debido a 1a distorsion

introducida por el factor de densidad de estados reducida.



cApPiTULO 1
INTRODUCCION

I.1. Origen de 1a Teoria Cuantica de Campos en Espacio Curvo.

De las cuatro interacciones fundamentales que aparecen en la naturaleza,
tres han sido consideradas en teorias cuanticas que las describen en
acuerdo con la experiencia. En efecto, 1a interaccion electromagnética es
descripta por la electrodinamica cuantica [1), 1a interaccioén débil ha sido
unificada con la electromagnética en la teoria electrodébil (2], (3], y 1a
interaccion fuerte es representada con evidente éxito a través de la
cromodinamica cuantica (4]. Por otra parte, se han realizado intentos, con
buen resultado, de englobar a 1a interaccién fuerte en una teoria de gauge
junto con las interacciones electromagnética y débil (S}, (6].

A pesar de este proceso de unificacién cada vez mayor, la gravitacion se ha
mantenido al margen. Desde 1a presentacion de 13 Relatividad General por
Einstein [7] como un modelo de geometria Riemanniana para describir 1a
interaccion gravitatoria, los intentos de cuantificar la gravedad, iniciados
con creciente interés después de la Segunda Guerra Mundial, han conducido
al fracaso (pueden verse revisiones en las Ref. (8] y [9]).

Es que los infinitos que aparecen en el proceso de cuantificacién de la
gravedad no pueden ser eliminados con las técnicas habituales de
renomializacibn, que sf operan con éxito para las otras interacciones. El
motivo de este comportamiento reside en que 1a constante de acoplamiento
que aparece en el caso de la gravedad es dimensional, mientras que las
constantes de acoplamiento correspondientes a 1as otras interacciones no
lo son.

Mas recientemente, se han realizado esfuerzos para integrar a 1a gravedad

junto con las otras interacciones en las teorfas conocidas como



supergravedad [10], [11], [12], pero 3 pesar del entusiasmo inicial se ha
caido en el escepticismo respecto de 1as mismas.

Actualmente, las expectativas mas promisorias para incluir a la gravedad
en una teoria cuantica junto con las otras interacciones proviene de 1a
teoria de supercuerdas [13], que considera a las particulas, asociadas con
las distintas interacciones, como modos de oscilacion de un Unico
elemento extenso: una cuerda, o supercuerda si se incluyen modos
fermionicos. Sin embargo, una relacion clara de esta teoria con la gravedad
cuantica es por el momento desconocida.

De esta manera, carecemos en 13 actualidad de una teoria cuantica de la
gravedad. Por supuesto, es licito preguntarse épor qué 1a gravedad debe
estar cuantificada? Podemos pensar que asi debe ser por una cuestion de
completitud; si el resto de las interacciones obedece a la mecanica
cuantica seria extraio que la gravedad no lo hiciera. Ademas, si confiamos
en que en algun momento se tendra una teoria unificada que describa todas
las interacciones de 1a naturaleza, esta claro que tal teoria debera ser
cuantica. Pero la necesidad de cuantificar el campo gravitatorio no es una
necesidad puramente académica. Esta obvio que no hace falta la gravedad
cuantica para analizar el movimiento planetario, pero si cuando abordamos
fenomenos fisicos en donde la naturaleza cuantica del campo gravitatorio
se vuelve crucial. Aunque no disponemos de una teoria de la gravedad
cuantica, si podemos conocer la escala en que comenzaria a ser
importante. Ya fue senalado por Planck [14] que con la constante cuantica
%, la de gravitacion G y 1a velocidad de la luz c, puede construirse un
sistema de unidades fundamental, llamado hoy sistema de unidades de
Planck, en donde la unidad de longitud (longitud de Planck) es Lp =
(GR/c3)V/2= 1616 X 10-33 cm, y la unidad de tiempo (tiempo de Planck) es
tp = (Gh/c5)2 = 539 X 1074 seg.

Estos valores, muchos drdenes de magnitud por debajo de las posibilidades



experimentales de 1a actualidad, marcan la frontera a partir de 1a cual los
fendmenos cuanticos de 1a gravedad no pueden ser despreciados.

Sin embargo, aunque 1a gravedad no pueda ser tratada hoy de una manera
completamente cuantica, es posible tener en cuenta los efectos cuanticos
mediante una aproximacién semiclasica. Para ello podemos basarnos en la
experiencia de 1a aproximacion semiclasica a la electrodinamica cuantica.
En efecto, en las primeras épocas de la teoria cuantica, se traté al campo
electromagnético sin cuantificar en interaccién con 1a materia
cuantificada, y muchos de los resultados obtenidos de esta manera
estuvieron de acuerdo con los resultados posteriores de la teoria
completamente cuantificada (15, Cap.11). De modo analogo, 1a aproximacién
semiclasica a la gravedad cuantica consiste en considerar a los campos
cuantificados en interaccién con 1a gravitacion, pero conservando a esta
ultima sin cuantificar, simplemente como un marco que determina la
geometria del espacio-tiempo en el cual los otros campos evolucionan.
Puede demostrarse [16] que si se trata a la gravedad cuantica de manera
perturbativa, es decir en serie de potencias de h, la aproximacion
semiclasica equivale a considerar todos los términos hasta el 6rden &. Es
generalmente aceptado, que tal aproximacién es valida en regiones del
espacio-tiempo en 1as cuales la curvatura no supera el inverso del

cuadrado de la longitud de Planck, o mas precisamente,

Max IRyppal ¢ (I/L,,)2
de manera que 1a teoria semiclasica seria uUtil para estudiar, por ejemplo,
ciertas etapas del universo primitivo del modelo cosmoldgico del Big Bang
y regiones préximas a un agujero negro.
Los primeros intentos de considerar efectos de la gravedad sobre los

campos cuanticos se deben a Schrédinger a comienzos de la década del 30



[17]. Sin embargo, el establecimiento de un programa para realizar la
aproximacion semiclasica se deben a Lichnerowicz en 1a década del 60
[18], (19], {20] y a Parker [21], [22], quien fue el primero que seialé 1a
existencia de una ambigledad en la definicién del modelo de particula en
un espacio curvo. Posteriormente Fulling [23], y mas tarde Castagnino [24],
[25], [26], mostrd por primera vez que esta ambigiedad conduce a un
mecanismo de creacion de particulas a partir del campo gravitatorio,
aunque 1a posibilidad de la produccién de 1as mismas por 1a curvatura fue
discutida mucho antes por Schrédinger [27] y, posteriormente, por De Witt
[28]), Takahashi y Umezawa [29] e Imamura [30]. No obstante, los primeros
tratamientos completos de produccién de particulas por un campo
gravitatorio exterior se encuentran en la sequnda mitad de la década del
60 (31], (32], (33], [34], [35].

En cuanto a los fundamentos conceptuales de 13 creacion de particulas en
un espacio curvo, pueden verse las Ref. [36], [37], [38], [39], (40].

1.2. La Aproximacién Semiclasica en 1a Actualidad.

Pese a los avances realizados, subsisten todavia problemas en esta
aproximacion semiclasica a la gravedad cuantica. Uno de ellos se relaciona
con la falta de un criterio comun para definir 1o que se entiende por
soluciones de frecuencia positiva en un espacio curvo arbitrario.

Uno de los criterios mas ampiamente utilizados a tal fin ha sido el
conocido como diagonalizacion del Hamiltoniano (30), [41], [42], [43), [24],
[25], (44], [45], [46]. Aunque fuertes criticas a este procedimiento han sido
formuladas (47], [48], consideramos que las mismas fueron adecuadamente
rebatidas [49). También se ha intentado definir el modelo de particula,
generalizando al caso cuantico el principlo de equivalencia (principio de
equivalencia cuantico) [50], [S1], [52].

Aln cuando se pase por alto 1a ambigledad en el modelo de particula, el



otro gran problema que subsiste es el de la renormalizacién de las
magnitudes divergentes, tipicas de las teorias de campo, como por ejemplo
el valor de expectacion, en algun estado, del tensor energia-momento. Una
revision de las técnicas de renormalizacién en espacio curvo puede verse
en la Ref. [S3].

Un nuevo interés en estudiar esta aproximacién a la gravedad cuantica,
surgié con el descubrimiento teérico en 1975 del efecto Hawking [S4], es
decir 1a radiacion térmica de los agujeros negros, fendmeno por el cual las
particulas escapan del agujero negro por efecto tunel a través del
horizonte [S5). Siendo entonces, que un fuerte campo de gravitacion es
capaz de producir un espectro térmico, y dado que el principio de
equivalencia estipula que un campo de gravitacién equivale locaimente a
uno de aceleraciones, es razonable esperar que los observadores
acelerados vean radiacion térmica no percibida por los observadores
inerciales. En efecto, Davies en 1975 [S6] y Unruh al aio siguiente [S7]
hallaron que un observador uniformemente acelerado percibe el vacio de
Minkowski del campo escalar como un espectro térmico con temperatura
proporcional a su aceleracion, y Candelas & Deutsch arribaron a esta
conclusion en 1977 [118] para el campo electromagnético, y al aio
siguiente [120] para un campo no masivo de spin 1/2. Posteriormente,
Takagi estudi6 este fendmeno para un campo escalar [122], [123], [117] y
para uno de spin 1/2 no masivo [126] en un espacio-tiempo de n
dimensiones obteniendo, ademas del comportamiento térmico, el curioso
resultado de una aparente inversion de la estadistica para n impar.

Esta prediccion de espectros térmicos, ha sido alcanzada también para
campos de spin Oy 1/2y 1 [58], [121] en el contexto de la Ilamada teoria
del campo de radiacion del punto cero, en la cual se asume que el vacio de
Minkowski consiste en un espectro de radiacién invariante de Lorentz. Este

espectro no puede ser percibido, en consecuencia, por un observador



inercial pero si por uno que no lo es [S9], [60], (61). Un buen articulo sobre
el tema, aunque de caracter divulgativo, puede encontrarse en [62].

Los efectos térmicos asociados con los observadores acelerados han sido
considerados con gran generalidad, para campos escalares, por Sanchez
[63], y también se han estudiado posibles efectos fisicos (64], [65]). Una
excelente revisién de 1a relacion entre 1a teoria de campos en Relatividad
General y la termodinamica se puede encontrar en 1a Ref. [66].

Una buena revision general de 1a aproximacién semiclasica a la gravedad
cuantica es 1a Ref. [67].

Recientemente también han sido considerados campos en interaccion,
aunque el tratamiento se encuentra limitado principalmente a métricas de
Robertson-Walker con regiones “in-out”, donde la ambigledad en la
definicion del vacio puede ser evitada, [68]), [69], [70), [71].

También recientemente, han aparecido trabajos en donde se intenta el
establecimiento de un criterio general para definir el estado de vacio de un
campo cuantico en un campo gravitatorio arbitraro y para observadores en
general, en los casos del campo escalar (72] y del campo electromagnético
[73].

1.3. Plan de Tesis.

En esta Tesis intentaremos dar, en el marco de la aproximacion
semiclasica, una prescripcién general para obtener el modelo de particula
asociado al campo electromagnético (concebido como un campo no masivo
de spin 1) interactuando con un campo gravitatorio arbitrario, y desde el
punto de vista de observadores no rotantes. El criterio utilizado para
definir 1as soluciones de frecuencia positiva sera el de diagonalizacion del
Hamiltoniano, aunque con la peculiaridad de que el Hamiltoniano es
dependiente del observador.

Requerimos, como es generalmente aceptado para los campos no masivos,



que el formalismo sea invariante conforme. Asi, el Cap. 2 es dedicado a
introducir las nociones principales relacionadas con las transformaciones
conformes. En §2.1 se definen las transformaciones conformes en un
espacio-tiempo arbitrario, dando las leyes de transformacién de los
diversos entes geométricos de la variedad y de la densidad lagrangiana de
los campos definidos sobre 1a misma. Ademas se introducen los campos de
Wey!. La derivada conforme de los campos de Wey! es definida en §2.2 a
través de un campo vectorial de Weyl de peso 1/2 que, mas tarde, sera
asociado con el fluido de observadores. En §2.3 demostramos que las
ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos tensoriales de Weyl son las
mismas cuando se utiliza 1a derivada conforme o la derivada covariante
ordinaria, quedando claro de esta manera que se trata de ecuaciones
invariantes conformes. A través de 1a conexion conforme, se definen en
§2.4 el tensor de curvatura conforme y los tensores de rango 2 que se
obtienen de é1 por contraccidn, asf como el escalar de curvatura conforme.
La obtenciéon de las ecuaciones de campo para los campos no masivos de
spin 0, 1/2 y 1 es reservada para el Cap. 3. En §3.1 se trata el campo
escalar usando la derivada conforme y mostramos que, para cierto valor de
l1a constante de acoplamiento (llamado acoplamiento conforme en la
literatura), el observador no aparece en 1a ecuacion de campo. El caso del
spin 1/2 (neutrino) es encarado en §3.2 mediante el empleo de la conexién
spinorial. La derivada conforme es extendida al caso spinorial, aunque las
ecuaclbnes de campo obtenidas son las mismas que con la derivacion
spinorial ordinaria. En §3.3 se estudia el campo electromagnético y la
problematica de su cuantificacion en el espacio de Minkowski,
puntualizando los métodos del gauge temporal y el de Gupta-Bleuler.
Usando la derivada conforme obtenemos 1a densidad lagrangiana en espacio
curvo y mostramos que s6lo en 4 dimensiones la misma resulta

independiente del fluido de observadores. La cuantificacion de
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Gupta-Bleuler en el caso curvo es delineada brevemente en §3.4, mientras
que el caso del gauge temporal es tratado en §3.5.

La ambiguedad en l1a definicidn del modelo de particula en el espacio curvo
es abordada en el Cap. 4. En §4.1 se pasa revista al caso del espacio de
Minkowski, donde 1a descomposicidn en frecuencias positivas y negativas
aparece naturaimente (ondas planas) gracias a las simetrias de 1la
variedad. El modelo de particula en el espacio curvo es encarado en §4.2
tomando como ejemplo un campo escalar. Se explica la ambigiedad en 13
eleccion de la base de soluciones de 13 ecuacién de campo y se introducen
las transformaciones de Bogolubov que relacionan dichas bases entre si.
Las diferentes posturas que se encuentran en 1a literatura respecto de 1a
ambiguedad en el modelo de particula son comentadas en §4.3.

El Cap. 5 esta dedicado a estudiar el papel que desempena el observador en
un espacio-tiempo curvo y cémo ese papel se vuelve crucial cuando se
analizan fenémenos cuanticos. En §5.1 se pasa revista al rol jugado por el
fluido de observadores, cuando se analizan campos clasicos (no
cuantificados) en Relatividad General, mientras que en §5.2 se comenta
cual es el rol del observador cuando se estudian campos cuanticos y cémo
el estado de vacio se vuelve dependiente del observador. Finalmente, en
§5.3 se dan los elementos que caracterizan a un sistema de referencia en
Relatividad General, introduciendo los importantes conceptos de tiempo
natural y carta adaptada, que seran usados ampliamente en lo que sigue.
Como un paso previo al estudio del spin 1, en el Cap. 6 obtenemos el modelo
de particula asociado a la diagonalizacién del Hamiltoniano para el caso,
mas sencillo, del campo de spin 0. En §6.1 introducimos un Hamiltoniano
que depende del observador y lo expresamos en la carta adaptada al fluido
de observadores. En §6.2 introducimos un operador 462 autoadjunto en un
producto interno (, )5 los cuales permiten escribir el Hamiltoniano y la

ecuacién de campo de una manera muy conveniente. La diagonalizacion del



Hamiltoniano es estudiada en §6.3, mostrando que la misma se obtiene a
través de las autofunciones del operador #82, y que los datos de Cauchy de
las soluciones de frecuencia positiva se obtienen conociendo las
autofunciones y autovalores de 462. En §6.4 mostramos que el
requerimiento de minimizacion de la energia produce el mismo modelo de
particula que el de diagonalizacion del Hamiltoniano.

En el Cap. 7 abordamos la diagonalizacién del Hamiltoniano para el campo
electromagnético de manera analoga a lo realizado en el Cap. 6 para el
campo escalar. En §7.1 se introduce el Hamiltonfano dependiente del
observador y su expresion en la carta adaptada. En §7.2 se introduce el
operador (76’2)u autoadjunto en el producto interno ( , );, que permite
expresar convenientemente 1as ecuaciones de campo y el Hamiltoniano. En
§7.3 se obtienen los datos de Cauchy de la base que diagonaliza el
Hamiltoniano, 1a que queda determinada por los autovalores vy
autofunciones de (462), Ik En §7.4 se estudia el problema de 1a Ley de Gauss
y su relacidén con la transversalidad y longitudinalidad de los fotones,
arribando a la conclusiéon de que los modos con autovalor nulo son
longitudinales, mientras que los de autovalor no nulo son transversales. El
problema de la eliminacién de los modos longitudinales (no fisicos) es
encarado en §7.5, en donde, para el caso en que 1a separacion de variables
es posible, calculamos los coeficientes de Bogolubov asociados a la
creacion de fotones longitudinales a traves del tiempo, y mostramos que
puede éleglrse un parametro libre de manera tal que dicha creacidn no
ocurre.

La teoria expuesta en el Cap. 7 es aplicada a diversos casos de interés en
el Cap. 8 mostrando que, en particular, se obtienen modelos de particula ya
conocidos en 1a literatura para el caso escalar. En §8.1 se estudia el caso
en que la meétrica es tal que se pueden separar variables en las ecuaciones

de campo. En §8.2 se analiza el caso en que hay un vector de Killing, 1o cual
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incluye muchas situaciones conocidas. En §8.3 se describe el caso del vacio
conforme y en §8.4 el ejemplo, muy importante por su interés cosmoldgico,
del fluido geodésico en un universo en expansion. Finalmente, en §8.5 se
presenta el caso Rindler-Minkowski, es decir como percibe el vacio
fotonico de Minkowski un observador en movimiento uniformemente
acelerado, obteniéndose, en el gauge de Candelas y Deutsch, un espectro
exactamente Planckiano para el numero de particulas, con temperatura
proporcional a 1a aceleracion del observador, igual que para el caso del
spin cero, aunque el valor de expectacidn del tensor energia-momento es
térmico (lo cual permite definir la temperatura), pero no Planckiano,
debido a la distorsién introducida por el factor de densidad de estados
reducida. Por ultimo, ciertas demostraciones y expresiones utiles han sido
incluidas como apéndices. En el Apéndice 1 usamos el algebra de Clifford
para demostrar la unicidad de 1a variacion de 12 conexidn spinorial frente a
transformaciones conformes. El Apéndice 2 esta dedicado a describir los
principales entes geométricos que caracterizan un fluido de observadores.
También se muestra que el requerimiento de fluido irrotacional es
equivalente a que el rotor conforme del versor tangente a las lineas de
fluido sea nulo. En el Apéndice 3 se resume la expresion de la conexidn
Riemanniana en la carta adaptada, asi como la que toma la conexion
conforme. El Apéndice 4 se dedica a estudiar las propiedades de los
operadores 462 y (#62); . En §A4.1 se demuestra que el operador 452 es
autoadjunto en el producto interno (, ); y que sus autovalores son > 0. En
§A4.2 se demuestra que el operador (.?62)” es autoadjunto en el producto
interno ( , )y y que sus autovalores son 2 O. Finalmente, se dedica un
apéndice al calculo de ciertas integrales que aparecen cuando se intenta
obtener los coeficientes de Bogolubov entre las bases de Rindler y

Minkowski.
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Los aportes originales de esta tesis se encuentran, esencialmente, en los
Cap. 2, 3 y 5, en donde se introducen las principales herramientas
asociadas con el formalismo dependiente del observador, y en los Cap. 6, 7
y 8, donde se implementa la diagonalizacién del Hamiltoniano de los

campos escalar y electromagnético y se tratan diversos casos de interés.



CAPITULO 2
CAMPOS CONFORMES

Es de aceptacion generalizada en la literatura, que los campos no masivos
deben ser descriptos por teorias invariantes frente a transformaciones
conformes del espacio-tiempo. En este capitulo discutimos tales

transformaciones y temas vinculados con ellas.

2.1 Transformaciones Conformes.

Consideremos un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico C* [74], [75], de
n dimensiones (una temporal y n-1 espaciales) con tensor métrico GQup- LOS
indices griegos seran n-dimensionales (p,v,.. = 0,1,.., n-1) mientras que
los latinos seran (n-1)-dimensionales (i,},.. = 1,2, , h-1). Una
transformacion conforme es un cambio de escala local en 1a métrica [76],
{77), es decir

Qo a,w = Mx) gyy (2.1.1)

donde Mx) es una funcién de punto arbitraria no negativa 1a cual, para
evitar problemas matematicos, supondremos de clase C™.
Para preservar la propiedad Gy §W = 8"9 las componentes contravariantes

del tensor métrico deben transformarse como
g = A(x) gw (21.2)

Puesto que el cambio de escala es introducido a través del tensor métrico,

las diferenciales de coordenadas cumplen

D = (2.1.3)
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B = My, (2.1.4)

A partir de estas propiedades de transformacion pueden deducirse las
leyes de transformacion correspondientes a los distintos entes
geométricos de la variedad. Por ejemplo, se tiene para g = det(q,,), el
elemento de volumen en n dimensiones dm y el elemento de superficie en

n-1 dimensiones do,,:

3 = g (2.1.5)
dn = a2y (2.1.6)
do, = M2 do, (2.1.7)

donde

dn = Y-gdx =v/-g (1/n) € pypy ... u, A1 A2 ... dtn
do, = V-gdS, =V -g [1/(N-1 € uppp .. gy O 082 .. diia-1

En cuanto a la conexién Riemanniana, su ley de transformacion es, [77]
Tow =Ty + (1/2)(89,2, INX + 8,3,In A - g, 2 1N 1) (2.1.8)
de la cual se deduce por contraccion:
Ty, =T, +(/2) 3, In) (2.1.9)

A partir del comportamiento conforme de F#,, pueden ser obtenidas las
leyes de transformacion de otros elementos geométricos de la variedad.

Por ejemplo, para el tensor de Ricci
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Ruv = TPy = 3,0, + T 10, - TPy, T, (2.1.10)

se tiene,

ﬁ;w =Ry - 1/ ((n-2)[2V, ¥y In A - Y in A Vyin )+ gy, VeIn A Vgin M)+
+2 gy VPInA V,in 2 ) (2.1.11)

y para el escalar de curvatura R = Riy, es

R=M1R- M1 (n-1) VHV"In M+ (179)(n-2) VRIn A V',In A (2.1.12)
Un campo tensorial o spinorial ¥ es introducido a través de su accion S:

S=[X(¥, V¥) dn (2.1.13)

donde J es la densidad lagrangiana del campo y V indica la derivada
covariante. Naturalmente, para 10s campos no masivos pediremos que 1a
teoria sea invariante conforme, 1o cual se manifiesta en la invariancia
conforme de la accidn:

T=5 (2.1.14)

EntonCes, a partir de la Ec(2.1.6) aparece la siguiente ley de

transformacion para la densidad lagrangiana, (78]
Y =2y (2.1.15)

Al realizar una transformacion conforme sobre 1a métrica no sélo cambian

los entes geométricos, también deberan transformarse los campos para
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lograr el cumplimiento de la propiedad (2.1.15). Un campo tensorial o
spinorial sera llamado un campo de Weyl, [77), de peso r cuando sus
componentes covariantes se transformen frente a 1a transformacion (2.1.1)

como

V=2 (2.1.16)
Asumiremos que los campos fisicos son campos de Weyl. El peso de Weyl
de cada campo depende de su spin y puede ser obtenido a partir de las

siguientes consideraciones. Consideremos un campo tensorial de Wey! ¥ de

peso r, con m indices, es decir
¥z m = A W2 m (2.1.17)

El término cinético de X sera del tipo Vi ¥y pz pm VRPHINZ.Hm y en

consecuencia, tendremos para 1a siguiente ley de transformacion:
F=awr-m-1y (2.1.18)

y puesto que de acuerdo con la Ec. (2.1.15) deseamos que J sea un escalar

de Wey! de peso n/2, comparando con (2.1.18) tiene que ser:
r =[2(m+1)-n)/4 (2.1.19)

Asi por ejemplo, para un campo escalar (m=0) es r = (2-n)/4 y para uno

vectorial (m=1) esr = (4-n)/4.
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2.2. Derivada Conforme.

La derivada covariante de una campo de weyl ¥ no sera, en general, un
campo de Weyl. Esto se debe a que 13 conexion Riemanniana TP, N0 es un
campo de Weyl, sino que frente a transformaciones conformes se
transforma de acuerdo a 1a expresion (2.1.8). Asi por ejemplo, para un
campo de Weyl V', de peso r, la ley de transformacién de la derivada

covariante es:

(Vo)™ = WIVLV, - 722V, VInd « (r - 172) VpVin d + (172) g,V VPin A
(22.1)

Puesto que las ecuaciones de campo se construyen a partir de derivadas
covariantes del campo, esta claro que la utilizacion de la conexion
Riemanniana no es apropiada para obtener una teoria manifiestamente
invariante conforme. Para conseguir esto ultimo se hace necesario
introducir una conexion que se transforme como un campo de Weyl. Para
ello tengamos en cuenta que la ley de transformacion de una conexidn

arbitraria Q#y, frente a un cambio de carta x* -» x4 es:

0%, = (2x'#/2x7) (Ix'a/2x) (2x'#/2x%) Q% -
- (32x'/dxudxp )(Ixx/ 3 )(dxp/ dx"®) (222)

A partir de Q#,, siempre es posible obtener otra conexion Qx,, sumandole

un tensor arbitrario Ap, :
9y, = Wy + Ay (22.3)

En efecto, 1a ley de transformacion de 0Q19,, frente a cambio de carta sigue
siendo (2.2.2).
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Lo anterior fundamenta la introduccion de una conexion conforme KPyy COMO

KWyy = To, + OO, (2.2.4)

donde Q9 es un tensor definido por

Py = (172)(89, Q, + 80, Q, - g,, O ) (2.25)

siendo q, un vector. En realidad, podriamos definir 0",, a partir de mas de
un vector; sin embargo nuestro animo no es establecer una teoria standard
de 1a derivada covariante, ya que, como se vera mas adelante, @,y estara
estrechamente ligada al observador, y el fluido de observadores esta
caracterizado por un unico campo de vectores (ver Ec. (22.11-13)) y Cap. 5.
Para que KP,,, sea invariante frente a transformaciones conformes ( 'IZ'vm, =
KI’,,, ), el vector q, debe, frente a 1as mismas, sufrir una transformacion de

gauge:

Q =q -9, (2.2.6)

Teniendo 1a conexion conforme, puede construirse una derivada conforme
D,l que preserve el peso de los campos de Weyl. Esta derivada no es otra
cosa que |a derivada de gauge del grupo conforme [79]. Por ejemplo, para un

vector de Weyl V', de peso r, su derivada conforme es:
D,,V'l = QV, - K’uv Vp ¢t 1 Q,V" (2.2.7)

donde debe notarse que ademas del téermino con la derivada ordinaria y el
que contiene 1a conexion, aparece un tercero asociado al peso de Weylr. La

inclusion de este Ultimo término es necesaria para que 1a definicidén sea
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consistente [80). Para las componentes contravariantes del vector

anterior, se tiene:

DoV = 3,W + Ky Vo + (r-1)Q, W (2.2.8)

La aparicion del factor r-1 en lugar de r en la Gitima expresion se debe a
que al pasar el indice g de posicion covariante a contravariante, el peso de
Weyl disminuye en una unidad.

La derivada conforme de campos de Weyl de rango superior a | puede
obtenerse pensandolos como productos de campos vectoriales como se hace
corrientemente en los espacios de Riemann.

Contrayendo los indices en (2.2.8) se obtiene la expresion de la divergencia

conforme de un vector de Wey!:
D,V = 3,k + K, VP + (F-1) QW= TV« [r-1 + (/21 QW (229)
Para la parte antisimétrica de 1a derivada conforme se tiene:

DuVy ~ DoV = 3,Vy = 3pVy + 1 (QVy- Q,V,) (22.10)

Es interesante notar que el vector Q, no es un campo de Weyl, ya que
frente a transformaciones conformes no se transforma segun (2.1.16) sino
segUn (2.2.6). Sin embargo, Q, puede ser expresado en términos de un campo
vectorial de Wey! unitario. En efecto, llamemos U, a este campo auxiliar y

p a su peso de Weyl, es decir:

ql = »U, (22.11a)
T = i (22.11b)
U = (22.11¢)
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y asumamos, por simplicidad, que sdlo utilizaremos para construir Q a U"
y su derivada primera VyU,. En tal caso, la expresion mas general para Q,
es, [81])

Q = bW VU, + ay V,w (22.12)

siendo a y b dos parametros a ser determinados. E1 término U v,,u,, no
aparece en (2.2.12) pues es idénticamente nulo en virtud de (2.2.11c).

Utilizando 1as expresiones (2.2.1) y (2.2.11) es facil encontrar que para
satisfacer la ley de transformacion (2.2.6), deben ser p=1/2, a=-2/(n-1) y

b= 2, con lo cual queda para Q, 1a siguiente expresion:
Q, = 2W VY, - [2/(n-1)) U, Vv (2.2.13)

De este modo, aparece naturalmente asociado al vector q, un campo de
Wey! unitario de peso 1/2, el cual podria ser dotado de sentido fisico. En
efecto, como veremos, esta propiedad 1a tiene el vector unitario tangente
a las lineas de fluido del campo de observadores y en tal interpretacion 1a

derivada conforme resultaria, en principio, dependiente del observador.

2.3. Consistencia Conforme de las Ecuaciones de Campo.

Para una accion invariante conforme la densidad lagrangiana debe
satisfacer 1a Ec. (2.1.15), es decir que debe ser un escalar de Wey! de peso
-n/2. Una manera de garantizar esto es construir 1a densidad lagrangiana a
partir del campo ¥ y su derivada conforme DY en lugar de su derivada
covariante ordinaria V¥ ya que, mientras DY es un campo de Weyl V¥ no lo
es. Por otra parte, las ecuaciones de campo se obtienen a partir de las
ecuaciones de Euler-Lagrange y aparece naturaimente la pregunta de si las
variables dinamicas en J(¥,D¥) deben ser (¥,0¥) o (¥,V¥), ya que en cada

caso podrian obtenerse ecuaciones de campo diferentes. Veremos que, por
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el contrario, se obtienen en ambos casos 1as mismas ecuaciones.

Por simplicidad trabajaremos en dimension n=4 y para campos bosonicos.
Sea entonces un campo tensorial de rango m y peso r, es decir que se
transforma de acuerdo a (2.1.17). La densidad lagrangiana asociada a este

campo debera cumplir 1a condicion (2.1.15), es decir que
Y -2y (23.1)

La derivada conforme del campo ¥ esta dada por 1a conveniente

generalizacion de la Ec. (2.2.7):

Byl pm = V¥p1 om - zc’pvi Yol pi-lppitt ym +

+ Q¥ pm (23.2)

De esta ultima formula se ve que

AL/ Wy1 ym = LIV, ¥yl ym (2.3.3)

y de (2.1.17) y (2.3.1) se deduce el peso de Wey| de dZ/3D,¥,1  ,m:
(QL/D,¥1_ ym )™ = A +222/2D,¥,1 ym (23.4)

Esta ultima expresion permite calcular la derivada conforme de
a.t/ao,,v,y__ oM

m
Dy /3D, ¥y1 ym = ¥, 3L/aV,¥,1  ym - L QY AL /D, ¥y yi-Tpyitt pm

+ Q) /3D, ¥y1  ym ~(r+2) Q, 3L/3D, ¥yt ym (2.35)

22



Notando que de acuerdo con l1a definicion (2.2.5) es O, = 2Q,, la Ec. (23.5)
puede ponerse como

m
Dy 22/30,¥,1  ym =V, 32/0V, W1 ym - L QVLA2/D, %51 yi-tgpisl  ym

-1 Q, AL/AD, ¥y ym (2.3.6)

La ultima ecuacion permite relacionar los términos analogos,
Do /3D, ¥yt omy V, aF/3V, ¥,1  ym , que aparecen en las ecuaciones de
Euler-Lagrange. Ahora es preciso vincular los otros términos anédlogos que
aparecen en las mencionadas ecuaciones, a saber: dX/a¥ly calculado a
V¥ constante y aX/a¥lp calculado a D, constante. Usando la regla de

derivacion de funcion de funcion;

AL/ 3%yt ymiY = AL/ 3¥y1 ymip + (2L /Dy ¥yt omNADy ¥yt om/A¥y1  gm) =

= Z/a%,1 _  mipt(dL/AD,¥p1  m) -2 0 8,11 Byi-1,1-1 BB tgiet Bymom
i1

+r Q11 Gymgm =

m
= A/a%,1_ ymip - L QVigLdd /D, ¥yt yi-lgpitt _ym =T Q, 3L/AD, ¥yt ym
i =
(2.3.7)
Finalmente, las Ec. (2.3.6) y (2.3.7) nos permiten concluir que

D, /3D, ¥,1  ym - 3L/A¥,1 ymip = V,AZ/AV, W1 ym - dL/3¥,1  om|y
(2.3.8)
Esta ultima igualdad muestra claramente que las ecuaciones de campo

obtenidas en ambos casos estudiados son idénticas. Es decir que, siempre
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que utilizemos una densidad lagrangiana que cumpla (2.3.1), se obtienen la
mismas ecuaciones de campo utilizando 1a derivada V o 1a D, en el sentido

en que lo muestra la Ec. (2.3.8).

2.4. Curvatura Conforme.

Como hemos visto, el tensor métrico es un objeto de Weyl, pero no asi
otros elementos geométricos importantes de la variedad, como por
ejemplo 13 conexién l‘om,, el tensor de curvatura Fg,w, el tensor de Ricci
R, Y el escalar de curvatura R. Si se pretende construir ecuaciones de
campo invariantes conformes utilizando, ademdas de los propios campos,
elementos geomeétricos de la variedad, seria Util que estos ultimos se
comporten como objetos de Weyl. De esta manera dichas ecuaciones

mostrarian explicitamente su invariancia conforme.

Para el caso de 1a conexion T, hemos resuelto el problema introduciendo
1a conexion conforme Kﬂ,,, que depende del vector 0,,. Puesto que el tensor
de curvatura es obtenido a través de derivadas ordinarias de 1a conexién,
para obtener el tensor de curvatura conforme K., debera hacerse el

reemplazo e, - Ko, , es decir
K"IW = a» Kp'l‘ - bd K’“V ch K’“ - KG'ID K’W (24 l)

y claramente se sigue, de la invariancia conforme de K?,,,, que el tensor de

curvatura conforme también es invariante conforme:
Vs = Koo (2.42)

Poniendo todos los indices del tensor de curvatura conforme en posicion
covariante puede verse que se trata de un tensor de Weyl de peso 1.

Introduciendo (2.2.4) y (2.2.5) en (2.4.1) obtenemos 1a relacién entre el
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tensor de curvatura conforme y el tensor de curvatura de Riemann:

Kouvo = Rouve + (1/2)(Goy VyQy + Qe V0, - ng,O, - ng,O, - g',,‘,V‘,,Q'l +
* Qo Vo Q) + (1/4)(gpyQyQy *+ Gy Go Q™0 + GuoOyGp ~ oo G0y -
~GuoGpvQ®Qg - G0y Qy ) (2.43)

Por medio de este tensor es posible obtener 1a expresion del conmutador de

derivadas conformes de un campo de Weyl. Por ejemplo, para un vector de

Wey! de peso O se tiene:

(D Dy - Dy Dg) Ay = Khjpr Ay (2.44)

Una simple inspeccion de la expresion (2.4.3) muestra que Koyvo €S
antisimétrico respecto de 1a permutacion de los dos ultimos indices (vo),
lo cual vale para todo tensor de curvatura proveniente de conexion

simétrica. Sin embargo, K?,,, tiene menos simetrias que R9,,,4. En efecto:

Rouve = Rugpn & Rouve = ~ Rugwe © Roywo =~ Rypow (2.4.43)
Kopvr = Koopu : Kopvo # = Kypwr & Kppoo =~ Kppiow (2.4.4b)

Contrayendo 2 indices de Ry,,o puede obtenerse un Unico tensor de rango 2,
que es Ry, . Esto se debe a las propiedades (2.4.4a).
Para Ig,“w otro es el caso, ya que tiene menos simetrias y, en principio, 3

tensores pueden ser obtenidos por contraccion:

Kip = Koupy = Ry + (1/2)[V,0, - (n-1) V,.Q, - g, V0 ]+
+ [(n-2)/41(Q,Q, - g,y 0°Q,) (2.45)

Kup & Koy = Ry - (172)[ V0, + (n-3) V,Q, + g Vo] +
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+ [(n-2)/41(Q,Q, - g, CQ,) (2.46)
K & Koy = (V2)(V,0, - V,Q,) (2.47)

Sin embargo, estos 3 tensores no son independientes, ya que puede

comprobarse que estan relacionados por

K = Ky +(2/n) K%, (2.48)

Es importante distinguir entre estos tensores pues, por ejemplo, al
calcular el conmutador contraido de derivadas conformes de un vector de

Wey| de peso O es K'y, el que aparece:

(D), Dy - Dy D) Al = K7y, AB (2.49)

Contrayendo ya sea K,, 0 K'y, (K%, da O por contraccion pues es
antisimétrico) obtenemos, 10 mismo en virtud de (2.4.8), el escalar de

curvatura conforme K:
K= Ku,, = R-(n-1) [V|,()l + [(n-2)/4]) 0,.0'] (2.4.10)

La curvatura conforme K es un escalar de Weyl de peso -1, es decir

K= 21K (2.4.11)
Los elementos ilustrados previamente pueden ser utilizados para construir
ecuaciones de campo explicitamente invariantes conformes para los
campos no-masivos en el espacio curvo. En el préoximo capitulo lo haremos
para el caso de los spines 0, 1/2 y |, aunque 1a misma metodologia puede

ser extendida a spines superiores.
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CAPITULO 3
ECUACIONES DE CAMPO

En este capitulo nos dedicaremos a mostrar como a partir de los elementos
introducidos en el Capitulo | pueden ser obtenidas ecuaciones para los
Campos no-masivos en el espacio curvo, que presenten 1a invariancia
conforme de manera explicita. Nos restringiremos a los casos usuales de
los spines 0, 1/2 y 1, aunque queda claro que ecuaciones para spines mas
elevados pueden obtenerse de manera analoga. También trataremos temas
intimamente vinculados como productos internos en el espacio de

soluciones de las ecuaciones de campo ¥ condiciones de gauge.

3.1. Campo Escalar.
Consideremos un campo no-masivo de spin O, no cargado, ¢, cuya densidad

lagrangiana en el espacio de Minkowski esta dada por, [82}

2 = (1/2) ud ¢ (3.1.1)

Para describir este campo en el espacio curvo, se utiliza 1a regla habitual
de reemplazar las derivadas ordinarias a,, por derivadas covariantes V',. Si
ademas, se admite un término de acoplamiento con la curvatura, debe
incluirse un término proporcional al escalar de curvatura R. Puesto que
deseamos una ecuacion manifiestamente invariante conforme, deberemos
utilizar 1a derivada conforme D, y el escalar de curvatura conforme K
introducidos en el Cap.2. Asi, proponemos la siguiente densidad

lagrangiana:

g = (1/2) D,,¢ Dud + (1/2) éKP2 (3.1.2)
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en donde £ es una constante sin dimensiones, 1lamada constante de
acoplamiento, cuyo valor define el tipo de acoplamiento del campo con 13
curvatura (por e jemplo, £=0 es el acoplamiento minimo).

De acuerdo con la expresiones (2.1.19) y (2.4.11), ¢ y K son escalares de
Weyl de pesos -(n-2)/2y -1 respectivamente. Entonces £, dado por (3.1.2),
resulta un escalar de Weyl de peso -n/2, como debe ser de acuerdo con
(2.1.15).

La ecuacion de campo que se obtiene a partir de 1a densidad lagrangiana

(3.1.2), via 1a ecuacion de Euler-Lagrange, es:
DOed - £Ké = 0 (3.1.3)

Debera notarse que, por construccion, esta ecuacion es invariante
conforme para cualquier valor de 1a constante de acoplamiento &.
Utlizando las expresiones de 1a derivada conforme en terminos del campo

auxiliar Q,, se tienen que:
DO ¢ = V,Viéd -[(n-2)/4]( V, Q¢ + [(n-2)/41Q,Qn}¢ (3.1.4)

y usando, ademas, 1a expresion de K en términos de Q,, dada por (2.4.10), la

ecuacion de campo (3.1.3) puede reescribirse como:
V,,Vll ¢ - (RO + [£(n-1) -(n-2)/4]( V,,ou + [(n-2)/4) Q)é=0 (3.19)

Como puede verse, en general, 1a ecuacion resulta dependiente del campo
auxiliar Q,. Sin embargo, existe un valor de ¢, digamos £*, que elimina tal

dependencia:

£% = (n-2)/4(n-1) (3.1.6)
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En tal caso, 1a ecuacion de campo es, simplemente
V,Ved-¢xRé = 0 (3.1.7)

Este valor de 1a constante de acoplamiento (que para n=4 es £%=1/6) es
conocido como acoplamiento conforme, [67].

Para ortonormalizar las soluciones de 1a ecuacion de campo hace falta
disponer de un producto interno que actue entre tales soluciones. En el

espacio-tiempo plano tal producto es
CUNV > =i f(VUx-UxV)d3X (3.1.8)

puesto que U(x) y V(x) satisfacen la ecuacion de campo, este producto
resulta independiente del tiempo usado para reatlizar 1a integracion, {82].
Para el caso curvo, las derivadas temporales deben reemplazarse por

derivadas conformes:

UV > =i f(VDU*-UXD,V)dow (3.1.9)
)3

donde X es una superficie de Cauchy sobre l1a cual se realiza la integracion.
Este producto interno es, por construccion, un escalar de Weyl de peso O.

Ademas, igual que en el caso plano, el cumplimiento de la ecuacion de
campo garantiza la 2-independencia del producto interno. En efecto,

aplicando De al integrando de (3.1.9) se tiene,
Du (V D,U%-U%D, V) = V DHD, U* - U* DrD, V (3.1.10)

y utilizando la ecuacion de campo (3.1.3) se sigue,
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D8 (V D,UX-UXD,V) = VEKU* - UXEKV = 0 (3.1.11)

Pero el integrando de (3.1.9) es un escalar de Weyl de peso -(n-2)/2, y
entonces, de acuerdo con la Ec. (2.2.9), y considerando (3.1.11), tenemos

que,
D# (V D,U*-U*D,V) = Vi (V D,U%-U*D,V) = 0 (3.1.12)

y entonces, 1a nulidad de 1a divergencia covariante del integrando asegura,
por aplicacion del teorema de Gauss como de costumbre, la invariancia de
la integral por cambio de 1a superficie de integracion.

Por otra parte, 1a observacion del integrando de (3.1.9) muestra que es

independiente de 1a conexion utilizada en D,l siendo entonces:

<UV> =i f(V 3,ux-Uxg, V)dow (3.1.13)

3.2. Campo del Neutrino.

En esta seccidén consideraremos el campo asociado a una particula de spin
1/2, masa nulay sin carga (neutrino), representado por un spinor de Dirac
¥, el cyal sera también un campo de Wey| de cierto peso r a determinar.
Por simplicidad trabajaremos, en esta seccion en n=4.

Introducimos las matrices de Dirac de 4 X 4, las cuales estan definidas
por la condicion de satisfacer en todo punto del espacio-tiempo la

siguiente relacion de anticonmutacion:

46 %Y = -2g,) (3.2.1)
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donde | es 13 matriz unidad de 4 X 4. Desde esta ecuacion se concluye
inmediatamente que las matrices de Dirac deben ser, frente a

transformaciones conformes, objetos de Weyl de peso 1/2, es decir:
TLo=azy - 2w (3.2.2)

Puesto que las matrices de Dirac estan definidas por la propiedad
algebraica (3.2.1), desde las '6" es posible obtener otro grupo de matrices
ﬁ., que cumplan la misma propiedad, usando una transformacion de

similaridad:
8, = 5y5! (3.23)

siendo S una matriz no singular arbitraria de 4 X 4. La transformacion
(3.2.3) puede ser considerada como un cambio de base en el espacio de 10s
spinores (cambio de base spinorial).

Bajo un cambio de base spinorial el spinor contravariante ¥ (spinor

columna) se transforma como, [S1]
$ =Sy (3.2.49)
El adjunto de Dirac del spinor ¥, denotado por ¥, es definido por
v=v'p (3.25)

donde 1 es una con jugacion y transposicion, es decir 1a adjuncion, y 8 es l1a

matriz que realiza el siguiente cambio de base spinorial:

_x"* = qug-l (3.26)
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El spinor covariante ¥ (spinor fila) se transforma, frente a un cambio de

base spinorial como
¥ =¥S (327

En el espacio-tiempo plano, 1a densidad lagrangiana para el campo del

neutrino esta dada por
I = (/) QYWY - YHY) (3.28)

En el caso curvo, las derivadas ordinarias deben reemplazarse por
derivadas covariantes, pero, por tratarse de spinores, se hace necesario 1a
introduccion de una conexion spinorial o,, ademas de la conexion
Riemanniana.

Asi, las derivadas covariantes del campo spinorial ¥ son:

V¥ =¥+ o, (3.2.92)
V$=3%-0,¥ (3.2.9p)

Como paso previo, antes de la introduccién de la derivada conforme
spinorial, podemos postular como densidad lagrangiana para el campo del
neutrino en el espacio curvo, a la expresion (3.2.8) con las derivadas

ordinarias reemplazadas por las derivadas covariantes spinoriales (3.2.9):
I = (72 (V8¢ - YR V,¥) (3.2.10)

Las ecuaciones de campo para los campos ¥ y ¥ seran:
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V, 0273V, %) - aZ/av
V, (32/3V,¥) - aX/a%

"
o

(3.2.11a)
(3.2.11b)

"
o

Es necesario tener en consideracion el significado de las derivadas que
aparecen en estas Ultimas ecuaciones puesto que ¥ es un spinor columna y

¥ es un spinor fila. Asi d2Z/3¥ es un spinor fila, etc.

Las variables libres ¥, ¥, V,%, y V¥ pueden ser relacionadas con sus
transformadas conformes, obteniendo

¥ = ary
($) = »¥

(3.2.12)
(V)™ = * [V 9+ (¥ Ind+ A)¥)

(V9™ = * [V, 9+ 90V, Inx-A)

donde A, es la variacion conforme de 1a conexion spinorial, es decir

AN = 0y-0y (3.213)
Para preservar la propiedad

V¥ = SV ¥ (3.2.14)

es facil demostrar, usando (3.2.4) y (3.2.9a), que 1a conexion spinorial g,

debe transformarse, frente a un cambio de base spinorial, como

~

g, =S0,S! + 595! (3.2.15)
Usando las relaciones (3.2.12), obtenemos, a partir de (3.2.10) la ley de
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transformacion de 1a densidad lagrangiana:

2 = M Y2 (g - (112N + P A Y (3.2.16)
Entonces, puesto que & debe ser un escalar de Weyl de peso -2, se sigue

r=-3/4 (3.217)
(A, ®)=0 (3.2.18)

donde el simbolo (,) indica el anticonmutador

La ecuacion de campo que resulta para ¥ es
w vuv +( 1/2)(Vp'ﬂl) v =0 (3.2.19)

Sin embargo, puesto que la conexion spinorial no esta determinada
univocamente, es util imponer la condicion de que las ¥ sean

"transparentes” a 1a derivacion covariante:
V';&, =0 (3.2.20)

Con 1a conexion spinorial determinada cumpliendo (3.2.20), 1a ecuacion de

campo es, simplemente:
w v,,v =0 (3.2.21)

Por otra parte, para que la condicion (3.220) sea Util debe tener
consistencia conforme, es decir que debe ser una ecuacion invariante
frente a transformaciones conformes. Puesto que desarrollando dicha

ecuacion se llega a:
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Vi = %0t 0%, - %o, = 0 (3.222)

donde el simbolo ; indica 1a derivacion covariante de ¥, “como si fuera sélo

un vector”, arribamos a la siguiente ley de transformacion:

(V)7 = M2 (V% + A%, - %A, - (1/2)(Gop¥y ~Guo¥)VPIA]  (3.2.23)

y entonces queda claro que, para que la condicion (3.2.20) conserve su

forma bajo transformaciones conformes, es necesario que:

[AL %] = (172)(gyg¥, -Gy %) VPINA (3.2.24)

Asi, la conexion spinorial debe ser tal que su variacion frente a
transformaciones conformes satisfaga las Ec. (3.2.18) y (3.2.24).
En el Apéndice | probamos que estas dos ecuaciones determinan

univocamente a N resultando:
A = (178) [%, , %,1 Veink (3.2.25)

A partir de un trabajo de Loos [83], se sabe que 1a forma mas general de 13

conexign spinorial g, que verifica la condicion (3.2.20) es
gy = (1/24)(61-7R + BAZ - 4R3) (¥, %) + v, | (3.2.26)

donde v, es un vector aritrario y A es el siguiente operador lineal que

actua sobre las matrices A/ de 4 X 4:

AN = (VDY N W (3.2.27)
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Ahora, teniendo en cuenta las propiedades de transformacion de las

magnitudes que participan en (3.2.26) obtenemos:
G, = oy +(1/8) [%, , %1 WInk + (V, - v | (3.2.28)

Entonces, comparando esta ultima con (3.2.25) se concluye que el vector

arbitrario Vu debe ser invariante conforme:
Vo TV (3.2.29)

Quizas haya llamado la atencion la introduccion de condiciones de
consistencia conforme sobre la conexion spinorial. En efecto, 1a conexion
spinorial Oy, tal como ha sido presentada, no posee de manera explicita las
propiedades adecuadas a fin de preservar la invariancia conforme. Mas
precisamente, su ley de transformacion esta dada por 1a Ec. (3.2.28). Esta
claro, por otra parte, que el tratamiento seria mucho mas natural si
trabajaramos con una conexion spinorial conforme T,, es decir una

conexion con la propiedad:
=T (3.2.30)

A continuacion construiremos una conexion con 1a propiedad (3.2.30), a fin
de mostrar que un formalismo exp/icitamente conforme puede ser
utilizado en este caso. Sin embargo, como veremos, los resultados seran
los mismos que los ya descriptos.

La simple inspeccion de la Ec. (3.2.28) nos sugiere l1a definicion de la

siguiente nueva conexion spinorial:
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T, = 0y - (1/4) 0y, Qv (3.231)

donde Q¥ es el vector introducido en la seccion (2.2) y oy, es simplemente

la mitad del conmutador de 1as matrices de Dirac:
O = (1/2) [%,, %] (3.232)
En efecto, 1a conexion Ty, dada por (3.2.31) verifica (3.2.30).

Ahora, es posible definir la derivada conforme, Dy, de cantidades

spinoriales. Por ejemplo, para el campo ¥:
Dy = O + T, ¢ (3.2.33)

donde D,¥ indica la derivada conforme de ¥ “como si sélo fuese un
escalar”. Es interesante calcular la derivada conforme spinorial de las

matrices de Dirac:

Dl = O + Ty, % 1= V5, - (174)([0,,,%, 1-2g,,%+2g,,8,) (3.234)
pero, teniendo en consideracion 1a Ec. (3.2.20) y la relacion algebraica:
[Oyp %o 1 = 2 (Gup¥-Gpn¥y) (3.2.35)
llegamos a que
Dy = 0 (3.2.36)

De modo que la modificacién de 1a derivada spinorial, para convertiria en

conforme, sigue respetando la propiedad de “"transparencia” de las '6', .
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La densidad Lagrangiana construida con derivadas conformes sera:

Z = (1/2) [( D, ¥Ymy - ¥ W (D,¥)] (3.2.37)
1a cual, por la manera como ha sido construida, es un objeto de Wey!.
A primera vista, pareciera que 1a densidad Lagrangiana (3.2.37) depende del

campo vectorial auxiliar O'l via la derivada conforme. Sin embargo, un

breve calculo muestra que esto no es asi. En efecto:

(D) = WYY - (174) W(3g,, + 0,,) Q¥

(3.2.38)
(D)W = (V,9) % -(1/4) (3g,, - 0,,,) ¥ O®
y es inmediato probar que se cumplen las siguientes identidades:
WEgy + Iy) = 0
(3Qw - opv) W= 0 (3.2.39)

Entonces, aunque la derivacion conforme spinorial no coincide con la
derivacion spinorial ordinaria, si lo hacen las siguientes expresiones, que

son las que finalmente aparecen en la accion:

w( DY) = WY, ¥
(3.2.40)
(VW = (VP W

Asi, para el campo spinorial, 13 introduccion de la derivada conforme no
introduce modificaciones en la accion (y entonces tampoco en las

ecuaciones de campo), es simplemente una herramienta para poner de
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manifiesto 1a invariancia conforme del formalismo.
Para finalizar con este § introduciremos, al igual que para el campo

escalar, un producto interno para ortonormalizar las soluciones de las
ecuaciones de campo:

U, V> = -iijVdo,, (3.2.41)
2

La independencia de esta integracién respecto de 1a superficie de Cauchy X
se sigue en virtud de la nulidad de la divergencia covariante del
integrando, 1o cual se prueba usando las ecuaciones de campo. En cuanto a
la invariancia conforme de este producto interno se sigue de las
propiedades de transformacién (2.1.7), (3.2.2), (3.2.12) y (3.2.17).

3.3. El Campo Electromagnético y 1a Cuantificacion Canédnica.
Ahora dedicaremos nuestra atencidn al estudio del campo
electromagnético en espacio curvo, el cual sera considerado como un
campo no masivo de spin 1. La aparicion de modos de polarizaciéon no
fisicos, igual que ocurre en el espacio de Minkowski, dara lugar a
diferentes mecanismos para eliminarios.

Ya en el espacio~-tiempo plano aparecen inconsistencias al intentar la
cuantificacion del campo electromagnético, lo cual da lugar a la
implementacion de mecanismos especificos (a través de las condiciones de
gauge) para evitarlas. Veamos cuales son.

La densidad Lagrangiana clasica para el campo electromagnetico en el

espacio de Minkowski de 4 dimensiones esta dada por

I = -(1/4) Fy, Fuo (3.3.1)
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donde Fy, es el tensor campo electromagnético definido en términos del
4-potencial A\, como

Fuv = Ay~ A, (3.3.2)

Cuando se intenta la cuantificacion, A,, debe ser considerado como un

operador y también su momento conjugado m# definido como

™ = 22/2A, (33.3)
donde el punto indica la derivada con respecto al tiempo. La cuantificacion

canonica requiere que m, satisfagan las reglas canonicas de
"]

conmutacion a tiempo constante, {82]):
[ALX); m(ty)] = i, 8(X-) (33.4)

Sin embargo, las relaciones (3.3.4) no son compatibles con (3.3.1) pues se

ve inmediatamente que
m = dZ/dA, = Fo = O (3.35)

Entonces, calculando el conmutador para A, y m, tenemos, de acuerdo con
(3.3.4).

0

i§(x-y) (3.3.6)

lo cual es absurdo. Resulta entonces, que si deseamos cuantificar usando la
densidad Lagrangiana (3.3.1) debe usarse un procedimiento no candnico de

cuantificacion. Por el contrario, si se quiere utilizar el procedimiento
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canbnico de cuantificacion, entonces debe modificarse (3.3.1). Por lo
general, este ultimo caso consiste en la introduccion de condiciones de
gauge particulares, de las cuales describiremos dos que nos interesan
particularmente: (a) la cuantificacion en el gauge temporal, y (b) la
cuantificacion en el gauge de Gupta-Bleuler.

(a) La cuantificacion en el gauge temporal, [84], consiste en eliminar A,
como grado de libertad en Z. De esta manera, desaparece 1a inconsistencia
(3.3.6) y s6lo quedan 3 grados de libertad. Este método tiene la ventaja de
que los fotones temporales (no fisicos) asociados con la componente A,
son eliminados a priori por el formalismo. Sin embargo, los fotones
longitudinales (no fisicos) necesitan ser eliminados con algun artificio
adicional.

(b) E1 método de Gupta-Bleuler, ([85], (86] y también libros de texto como
(87], (88], [89] y el mas moderno [30)), consiste en modificar 1a densidad

Lagrangiana como
g = -(1/4) Fyp Fwv - (a/2)(3,AR)2 (337

donde o es una constante adimensional # 0 (ya que con =0 se recupera
(3.31)). Ahora, mediante (3.3.5) obtenemos

m .= -y F0 (3.3.8)

Asi, desaparece la inconsistencia (3.3.6). Por otra parte, los 4 grados de

libertad (de los cuales sdlo 2 son fisicos) permanecen en la densidad
Lagrangiana. Para eliminarlos se introduce la siguiente condicion de gauge

sobre los estados fisicos |Fis>:

(9, A)” IFis> = 0 (3.3.9)
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donde (a"Atl)' es la parte de frecuencias negativas del operador QAR

A partir de (3.3.9) puede demostratrse, [90], que aunque los fotones
temporal y longitudinal siguen estando presentes en el formalismo, el
valor de expectacion para el niumero de tales fotones en un estado fisico es
cero.

Para generalizar la teoria anteriormente descripta desde el espacio de
Minkowski al espacio curvo, 1as derivadas ordinarias se reemplazaran,
como de costumbre por derivadas covariantes. Sin embargo, puest'o que
también estamos interesados en preservar la invariancia conforme, las
derivadas a utilizar deberan ser derivadas conformes. A tal efecto,
tengamos en cuenta que siguiendo la expresion general (2.1.19), el campo
de Weyl A, es un campo de Weyl de peso r = (4-n)/4. Entonces con la
derivada covariante ordinaria la ley de transformacién de la densidad

Lagrangiana (3.3.1) es (después de un calculo tedioso pero simple):

Fiofbe = MV2E v+ XV2(4-n) Fy, A VR IN X +
+ (1/8)(4-N)A AR VPIn A ¥V, In ) - (1/8)(4-n)(AR ¥V, In X)2]  (3.3.10)

De modo que la densidad Lagrangiana asi construida sdlo tendria el
comportamiento conforme apropiado, dado por (2.1.15), para el caso de que
la dimegnsion fuese n = 4. Asi 1a introduccion de derivadas conformes en el
Lagrangiano es innecesaria si sSolamente nos interesa el caso
4-dimensional. Si por el contrario, deseamos un Lagrangiano conforme en
cualquier dimension, podemos definir el tensor conforme de campo

electromagnético f,, como:

Fo=DpA-Dy A (3.3.11)
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donde D,, es la derivada conforme asociada al campo auxiliar q,. La relacion

entre este tensor F,, y el tensor campo electromagnético ordinario Fuv €S

Fo = Fuo * [(4-0)/4IQA, - O A,) (3.3.12)

Introducimos 1a densidad Lagrangiana conforme & como
g = -(1/4) Fy, F w0 (3.3.13)
la cual, después d;a desarrollaria queda como

L = - (1/4) F, o - (174)(4-n)] Fyy AP Qi +
+ ( l/tB)(él-n)[A,,Atl QrQ, - (Qu A,,)21 (3.3.14)

y asi, vemos que el Lagrangiano es en general dependiente del campo
auxiliar Q,, salvo para n = 4, en cuyo caso se recupera la densidad
Lagrangiana tradicional. Por supuesto, esta misma conclusion es valida
para las ecuaciones de campo que se desprenden de |a densidad Lagrangiana
(3.3.14). En lo que sigue consideraremos para el campo electromagnético

que n = 4, salvo que se explicite lo contrario.

3.4. El Método de Gupta-Bleuler en el Espacio-Tiempo Curvo.

Como hemos visto, el método de Gupta-Bleuler para cancelar la
contradiccion que aparece a consecuencia de utilizar la cuantificacion
canonica, consiste en modificar 1a densidad Lagrangiana original
agregandole un término extra que hace que m,, el momento canonicamente
conjugado a A,, sea no nulo. A primera vista, pareciera que 1a manera mas

natural de generalizar la densidad Lagrangiana (3.3.7) es reemplazar la
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divergencia 9,A* por la divergencia covariante V,,AJI. Sin embargo, la
aparicion de este término rompe la invariancia conforme, pues en tal caso
J deja ser un escalar de Weyl. En efecto, a partir de 1a expresion (2.2.1)
deberia ser claro que VpAJl no se transforma como un objeto de Weyl; su

ley de transformacion es:
(VyA)™ = MI(V,AR + AtV In)) (3.4.1)

Entonces, 1a magnitud mas apropiada para incluir en £ no es V,,Au sino
D“Au que es l1a divergencia conforme, que se transforma como un escalar de
Wey!1 de peso -1 (asi su cuadrado se-transforma como un escalar de Wey| de
peso -2 como es requerido para no romper 1a invariancia conforme). De
este modo, la densidad Lagrangiana de Gupta-Bleuler que conserva la

invariancia conforme es:
Z = -(1/4) Fypy FW> - (ax/2)(D, A4)2 (3.42)

En cuanto a las derivadas que aparecen en F,w, 1a diferencia es irrelevante,
pues en 4 dimensiones coinciden las derivadas ordinaria, covariante y
conforme conduciendo al mismo primer término de 1a accion (3.4.2).

Por supuesto, la condicion sobre los estados fisicos (3.3.9) debe ser
también generalizada covariantemente y conservando la invariancia

conforme. En base a la discusion anterior, tal generalizacion es:
(DyAR)™ IFis> = 0 (3.43)

No continuaremos el estudio de este formalismo en esta tesis y nos

dedicaremos, en cambio al caso del gauge temporal.



3.5. E]l Gauge Temporal en el Espacio-Tiempo Curvo.

Como hemos visto, el modo en que el método del gauge temporal resueive
la inconsistencia en las relaciones canonicas de conmutacion, es la
eliminacion de A, como grado de libertad del Lagrangiano.

Para transcribir esta prescripcion al espacio-tiempo curvo en un lenguaje
covariante, es necesario tener en cuenta que A, es 1a componente temporal
del vector A‘,. Por lo tanto, la anulacion de A, es una condicion que ocurre
en una carta determinada, pero que es violada en otra; vale decir que se
trata de una condicion no covariante. Por otra parte, el concepto de tiempo
esta definido, para cada fluido de observadores por el campo de vectores
unitarios tangentes a las lineas de fluido definidas por las trayectorias
espacio-temporales de dichos observadores. Estos vectores U" son, como
ha sido sefialado en §2.2, vectores de Weyl (de peso 1/2), y entonces
podemos plantear la condicion de gauge temporal de una manera que

conserva la invariancia conforme:

WA =0 (35.1)

En una carta que utilice como coordenadas espaciales a las que
parametrizan a las lineas de fluido de observadores y como coordenada
temporal a una magnitud que es constante sobre cada hipersuperficie
ortogonal a dichas lineas (carta adaptada), el vector Wt es simplemente v

=(1,0,0,0), y 1a condici6n de gauge temporal es, en esa carta:

Ay =0 (35.2)

En cuanto a 1a densidad Lagrangiana, sigue siendo (3.3.1) donde los indices
son subidos y bajados con el correspondiente tensor meétrico de la

variedad. Las derivadas que aparecen en Fy;, son derivadas ordinarias, pero
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debe tenerse presente que, si trabajamos en una carta adaptada al fluido
de observadores, solo 3 variables dinamicas aparecen: A, Ay y As. Asi,

mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen las siguientes 3
ecuaciones de campo:

VuFk =0 (35.3)

La cuarta ecuacion, que es 1a Ley de Gauss V,,Fllo = 0, ho se obtiene como
ecuacion de campo en este formalismo, y debe ser impuesta z posteriors
mediante un mecanismo especial.

Las soluciones de (3.5.3) deben ser ortonormalizadas usando un adecuado
producto interno, invariante frente a transformaciones conformes e
independiente de 1a superficie de integracion. En 1a Ref. [73] probamos que
estos requerimientos determinan el producto interno, a menos de un factor

irrelevante, como

fig> = -if (@ D,f,* - 1,% Dygh - g,DUA,X + (X Dug)do®  (35.4)
3
donde D, es la derivada conforme.
El formalismo en el gauge temporal sera desarrollado con mayor amplitud

en el Cap. 7.



CAPITULO 4
EL CONCEPTO DE PARTICULA EN EL ESPACIO CURVO

La Teoria Cuantica de Campos (TCC) en el espacio de Minkowski toma como
base a una teoria de campos ampliamente corroborada por la experiencia
(el modelo standard) y generaliza su formalismo para describir campos
cuanticos de diferentes spines. Analogamente, 12 TCC en Espacio-Tiempo
Curvo (TCCETC) es un intento de generalizar 1a TCC en el espacio de
Minkowski para describir el comportamiento de campos cuanticos en
presencia de gravitacion.

Puesto que todavia no disponemos de una teoria cuantica satisfactoria de
1a gravedad, 1a TCCETC considera a la gravitacion como un campo clasico
descripto por la Relatividad General que provee la geometria espacio
-temporal en la cual evolucionan los otros campos cuantificados (teoria
semiclasica).

Los valores tipicos de longitudes y tiempos a los cuales la gravedad
cuantica empezaria a tener relevancia fisica estan dados por 1a longitud de
Planck L, = (Gh/c3)2 = 16 X 10733 cm y el tiempo de Planck T, =
(Gh/c5)1/2 =54 X 10744 seg y, dada 1a extrema pequeiiez de estos valores,
queda una amplia zona de accion para una teoria semiclasica.

Uno de los pilares en los que se apoya la TCC en el espacio de Minkowsi es
el de operadores de creacion y de aniquilacion de particulas, y éstos no
admiten una generalizacion univoca en el caso de un espacio-tiempo

arbitrario.
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4.1. Soluciones de Frecuencia Positiva y Negativa en el Espacio
de Minkowski.

Por razones de simplicidad consideremos el caso de un campo escalar $(x)

en un espacio de Minkowski de dimensién n, el cual obedece a 1a ecuacion
de Klein-Gordon:

(D+m2)§(x) = 0 (4.1.1)

donde m es 1a masa de los cuantos de campo y O = 1pw %3y, Siendo 1P el
tensor metrico de Minkowski.

Puesto que se trata de una ecuacidn diferencial de segundo orden, el
espacio vectorial de soluciones de (4.1.1) tiene dimensién 2. Una base de

soluciones esta dada por las familiares ondas planas
U (x) = et +ikx v sy complejo conjugado (41.2)

donde w = +(k2 + m2)1/2 | sjendo k = |k| donde k es un vector en n-1
dimensiones.

Los modos (4.1.2) tienen la propiedad de ser autofunciones del operador
a/at:

(3/3t) y(x) = -i W u(x) (4.1.3a)
(272t) yX(x) = | W Y X(x) (4.1.3b)

Los modos uy ¥ U * son llamados modos de frecuencias positivay negativa,
respectivamente.

Aunque a partir de 1a base (y,, u*} se puede construir otras bases posibies
para el espacio de soluciones de (4.1.1), las propiedades (4.1.3) hacen a

aquella privilegiada, ya que aparece asociada de una manera natural a la
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coordenada temporal. El hecho de que exista una base privilegiada,
respecto del tiempo, es una consecuencia de las propiedades de simetria

del espacio de Minkowski: 1a invariancia de esta geometria frente a

desplazamientos temporales.

4.2. Transformaciones de Bogolubov.

Consideremos un campo escalar é(x) que satisface a la ecuacién de

Klein-Gordon en espacio curvo:
[OD+m2+¢RX)]G(x) = O (42.1)

donde O = g V, V,,, m es la masa de los cuantos de campo, R(x) es el
escalar de curvatura y £ es la constante de acoplamiento del campo con la
curvatura.

Igual que en el espacio de Minkowski, podemos encontrar una base {u, u, *)
para el espacio vectorial de soluciones de la Ec. (42.1) y haceria

ortonormal en el producto interno (3.1.10):
Cu, up =8y, ¥ U =8y, L,y =0 (42.2)

donde el indice de u, representa todas las cantidades necesarias para
especificar los modos.

Cuando se cuantifica e campo, $(x) es desarrollado en la base (u, u.*],
usando como coeficientes operadores de aniquilacién (a,) y de creacion
(ah):

o(x) = X [a u(x) + at y*x) ] (4.2.3)
k

y son requeridas para los operadores a y ak* las reglas de conmutacion
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usuales:
[ak,ajfl=8”, [ak,aJ]= [ak*,aj*]=0 (42.4)
El operador nimero de particulas en el modo k esta dado por-

N =33 (4.25)

Como de costumbre, el espacio de Fock puede se construido a partir del
estado de vacio |0> por aplicacién de los operadores de creacion. El estado

de vacio cumple 1a propiedad de ser aniquilado por todos los operadores a,
3 100=0, ¥k (4.2.6)

En el espacio de Minkowski, se dispone de un criterio para elegir una base
de soluciones privilegiada (las ondas planas) de la ecuacion de campo,
entre las infinitas posibles; también es posible privilegiar una base en
espacios-tiempos que posean alguna simetria particular (concretamente,
que tengan algun vector de Killing temporal). Sin embargo, en un
espacio-tiempo arbitrario, no existen, en principio, criterios para
privilegiar alguna base respecto de otra, y entonces, en principio,
cualquier base es apropiada para desarrollar el campo. El hecho relevante
es qué el estado de vacio depende de la eleccién de esa base, como
veremos a continuacion.

Consideremos otra base ortonormal del espacio de soluciones de la

ecuacion de campo, (U, uX*):

<E'Uj>=8kj ) <_l-&*,-aj*)='8” ,(E,Uj*>=0 (42.7)
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En esta base, el campo se desarrolla como:

o(x) = L [3 4 + 3T u*x ) (4.2.8)
k
donde los opreradores a y @ verifican relaciones de conmutacion
analogas a las (4.2.4). No hay por qué suponer que el estado de vacio 10>
asociado con la nueva base sea equivalente al asociado con la base
anterior. El nuevo estado de vacio cumplira ser aniquilado por todos los

operadores 2,
3l =0, ¥k (429)

El operador numero de particulas en el modo k asociado con la nueva base
sera:

N =ala (42.10)

Puesto que ambas bases se encuentran relacionadas por una

transformacion lineal, podemos escribir:

U= Lo U + By u) (42.11)
j
donde los coeficlentes & Y By son conocidos como coeficientes de
Bogolubov y la transformacion (4.2.11) es llamada transformacion de
Bogolubov, [91] Los coeficientes de Bogolubov no son arbitrarios sino que
deben conservar la ortonormalidad de la base. Bajo esta condicién es facil

probar que, (67]:
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2 (O ¥y = By B¥y ) = By (42.12)

m

z ( akm Bjm - akm (ij ) = 0 (42 | 3)

m

Igualando los desarrollos (4.2.3) y (42.8) y utilizando (4.2.11), podemos
obtener las relaciones entre los operadores de creacion y aniquilacion

asociados con ambas bases:

& = Z(a]k '5] + B*]k .5]*) (42.14)
|

0 bien sus inversas:

a = X% a + %) (42.15)
[
Claramente, el valor de expectacion del operador nimero de particulas en
el modo k, Ny, en el estado de vacio |0> es 0. Calculemos ahora el valor de

expectacion del operador Ny en el estado |0>, haciendo uso de (4.2.14):

OINJO> = <Ola tal0>= X % Ot <'(-)|31f a,l0> +

im

+ 0% 8% <'(')|'51* 23,710 + X Bk <0la; a,[0> +

j.m m

+ L ByB¥my Ol2) 210> (4.2.16)
im
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De 1as 4 sumatorias que aparecen en el sequndo miembro de (4.2.16), las 3
primeras son nulas en virtud de la propiedad (4.2.9). Solo la cuarta

sumatoria es no nula, quedando entonces

<Ol N [0> = X |Byl2 (42.17)
i

La relacion (4.2.17) significa que el vacio [0> asociado a los modos U
contienen X | 812 particulas en el sentido de los modos u.

i
Por supuesto, no toda transformacion de Bogolubov altera el espacio de

Fock. Esto ultimo ocurre siempre que sea Bk # 0.

4.3. Creacién de Particulas a partir de 1a Curvatura.
Como hemos visto en 1a seccion anterior, diferentes bases de soluciones de
la ecuacion de campo tienen asociados estados de vacio que son, en
general, en un espacio-tiempo curvo arbitrario, no equivalentes. Aparece
entonces el problema de determinar cual es el vacio “fisico”.
Para lograr una clara comprension del problema, podemos tener en cuenta

dos posturas:

a) La hocién de vacio sblo puede ser definida en aquellos casos en los
cuales existe alguna simetria o cuando hay regiones “in" y "out”, y no en el
caso general. Claramente, se trata del punto de vista mas conservador. Se
sabe, de l1a teoria de campos en el espacio de Minkowski, que el vacio no
tiene sentido en todas las circunstancias: no podemos definir vacio en una
teoria con interacciones mientras ésta esta presente. Analogamente, no se

puede definir vacio para campos interactuantes con la gravedad, si la
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gravedad (es decir, 1a geometria) no tiene algunas simetrias particulares o
regiones “in" y "out”. Asi, el concepto de particula es de utilidad muy

restringida en el espacio-tiempo curvo [115].

b) El concepto de vacio puede ser definido para una geometria general en ia
aproximacion semiclasica a la gravedad cuantica. Por supuesto, ésta es la
postura menos conservadora. En realidad, estamos trabajando con un campo
en interaccion con 1a gravedad, pero las ecuaciones de campo se mantienen
lineales (recordemos que, usualmente, 1a teoria de campos en interaccion
no tiene ecuaciones de campo lineales). En consecuencia, existen bases de
soluciones y, alguna base particular puede relacionarse con la nocion de

vacio.

En esta tesis, desarrollaremos el punto de vista (b) usando el criterio de
diagonalizacién del Hamiltoniano, con la peculiaridad de que 1a nocién de
vacio estara asociada con el fluido de observadores considerado. Por otra
parte, dado un determinado fluido de observadores, el vacio podra ser
diferente a distintos tiempos, dando origen al fenémeno de creacién de
particulas a lo largo del tiempo. Este tratamiento, para el campo escalar,
puede ser encontrado en la Ref. [72] y en el Cap. 6 de esta tesis, mientras
que para el caso del campo electromagnético pueden verse las Ref. [92] y

[93]y el Cap. 7 de esta tesis.
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CAPITULO D

EL ROL DE LOS OBSERVADORES EN LA
TEORIA CUANTICA DE CAMPOS EN ESPACIOS CURVOS

El concepto de observador que realiza una mediciéon se encuentra en las
bases mismas de la Fisica. Sin embargo, su importancia ha ido cambiando a
lo largo del tiempo y se vuelve crucial, a nuestro entender, cuando se

estudian campos cuanticos en un espacio curvo.

5.1. Observadores y Campos Clasicos.

El papel desempefnado por los observadores en la Teoria de Campos ha ido
cambiando a medida que se fueron incorporando nuevos fendémenos y
concepciones teoricas. En la Teoria Electromagnética de Maxwell del siglo
XiX el campo eléctrico era considerado como una entidad fisica
independiente del estado de movimiento del observador que 1a mide; esto
es, se creia que el valor de intensidad de campo eléctrico, en cierto punto
del espacio, producido por una carga eléctrica en reposo no cambiaria si el
observador se moviese. Por otra parte, la velocidad de propagacién de las
ondas electromagnéticas parecia, en ese marco, como relativa a cierto
observador (fifo al l\amado éter /uminifero).

Esta situacion fue invertida a comienzos de nuestro siglo por Einstein al
analizar el campo electromagnético en el marco de l1a Teoria de la
Relatividad Especial. En esta interpretacion, la velocidad de propagacion de
las ondas electromagnéticas es la misma en relacion a todos los
observadores inerciales y los valores de intensidad de los campos
eléctricos y magnéticos dependen del sistema de referencia desde el cual
se miden. Asi por ejemplo, un observador en reposo réspecto de una carga

eléctrica percibe solamente su campo Coulombiano, pero si se encuentra en
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movimiento uniforme en relacion a la carga percibe una superposicion de
campos eléctrico y magnético, [94].

Queda claro, que en este esquema el rol del observador se vuelve mas
relevante y que existe una prescripcién para relacionar 1as mediciones de
los distintos observadores.

La introduccion de la Relatividad General para describir el campo
electromagnético clasico, no cambia cualitativamente este estado de
cosas. En el marco de la Relatividad General las ecuaciones de campo son
escritas de manera covariante respecto de las transformaciones generales
de cartas "geométricas” y las intensidades de campo dependen del sistema
“fisico” de observadores, [94]. igual que en la Relatividad Especial, en la
Relatividad General sigue existiendo una prescripcion clara para relacionar

las mediciones clasicas de los diferentes sistemas de observadores.

5.2. Observadores y Campos Cuanticos.

La introduccion de los campos cuanticos confiere al sistema de
observadores un papel mucho mas importante que en el caso de los campos
clasicos. £n efecto, en una teoria cuantica tiene particular importancia el
llamado espacio de Fock, o espacio de estados cuanticos del sistema, el
cual se construye a partir del estado de vacio |0>. Mientras uno se restrinja
a un espacio-tiempo plano y a observadores inerciales, 1a definicion del
estado de vacio no presenta inconvenietes, ya~ que se caracteriza por ser
autoestado de autovalor nulo de todos los operadores de simetria de la
teoria. Si los observadores no son inerciales, 1a teoria pierde, en general,
las simetrias y la definicion del estado de vacio se vuelve ambigua. Lo
mismo ocurre cuando se trabaja en un espacio curvo genérico.

De esta manera, dado un espacio curvo, el vacio pasa a ser un concepto
asociado al sistema de observadores en consideracion, y 10 que es vacio

para un dado sistema de observadores puede contener particulas para otro.
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Este fendmeno, conocido como relatividad del vacio, esta bien estudiado en
1a literatura para el caso de un campo escalar y de observadores en
movimiento uniformemente acelerado sobre un espacio de Minkowski: el
vacio de Minkowski es percibido por tales observadores como un bafo
térmico con temperatura proporcional a la aceleracion, [S57]. También se ha
encontrado este efecto para un campo escalar en dimension arbitraria del
espacio-tiempo, [122], [123], encontrandose un curioso efecto de inversion
de 12 estadistica para dimension impar, y para campos de spines 1/2y 1,
(116], (120}, [121], [124]

5.3. Sistema de Referencia Fisico [95).

En Relatividad General, un sistema de referencia fisico es un fluido de
observadores que se mueve libremente, de modo que el conjunto de sus
trayectorias espacio-temporales cubren todo el espacio-tiempo. Cada
observador tiene un reloj que mide x9, una funcion arbitraria del tiempo
propio, continua y creciente. Si cada observador es etiguetado con tres
numeros x!, x2, x3, que son constantes sobre cada linea de fluido, entonces
el conjunto de las cuatro cantidades (x0, x1, x2, x3) constituye una carta
geométrica particular.

Si el fluido es irrotacional, existen hipersuperficies globales ortogonales
a las lineas de fluido [96). La existencia de tales hipersuperficies induce
una foliacion del espacio-tiempo y permite redefinir el tiempo medido por
cada observador de manera que coincidan sobre cada hipersuperficie. Este
tiempo, parece el candidato mas razonable para jugar el rol de tiempo
asociado con el sistema de observadores y sera denominado ¢/empo
natural t,[72). Asi, el tiempo t aparece naturalmente asociado al fluido.
Una carta definida por (t, x!, x2, x3) sera llamada una carta adaptada.

De esta manera, el fluido de observadores (sistema de referencia fisico)

permite dar sentido a 1as nociones de tiempo y espacio en la variedad y,
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como veremos mas adelante, participa en 1a definicién del Hamiltoniano
de la teoria. La carta adaptada aparece asociada de manera natural al
fluido de observadores aunque, por supuesto, cualquier carta geomeétrica
puede usarse para escribir las ecuaciones.

Es importante notar, por otra parte, que 1a caracterizacion que hemos dado
del tiempo natural no lo define univocamente, ya que cuaiquier
transformacion del tipo t = t = F(t), que no involucre a las coordenadas
espaciales x!, x2, x3, define un nuevo tiempo natural. Ademas, la carta
adaptada admite redefiniciones de las coordenadas x!, x2, x3 que no
involucren a 1a coordenada temporal t.

El tiempo natural puede ser utilizado para caracterizar a las lineas de
fluido como x# = x (t). El vector W = dx#/dt es tangente a tales lineas, y
puede usarse para definir la “direcciéon del tiempo” en cada punto del
fluido.

En la carta adaptada, son nulas las componentes go! del tensor métrico, y el

vector V'l adopta 1a forma simple:

wi =(1,0,0,0) V'l = (Q40,0,0,0) (5.3.1)
Esta Ultima expresion muestra claramente que V" es un vector de Weyl de
peso 1. Un vector de Weyl de peso 1/2 puede obtenerse calculando el vector
unitario asociado a V" - W= W/|w|, que en 1a carta adapada se escribe:

W = ((gye) ~1/2,0,0,0) U,l = ((gye)1/2,0,0,0) (5.3.2)

con la propiedad de transformacion conforme:

q‘ = a2y, ™= 2172 (5.3.3)
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Este vector U', posee, entonces, 1a propiedad de transformacion correcta
para ser considerado como el campo de Weyl auxiliar U,l con el que se
construyd 1a conexion conforme en la seccion (2.2).

Aunque en el marco de 1a Relatividad General las ecuaciones pueden ser
formuladas en cualquier carta geométrica, la utilizacién de una carta
adaptada al fluido de observadores permite simplificar 1a expresioén de
ciertas magnitudes. Un ejemplo de esto es el caso del tensor métricoy las
ecuaciones (5.3.1) y (5.3.2). En el Apéndice 3 presentamos diversos entes

geomeétricos de interés cuando son expresados en una carta adaptada.



cAPITULO 6

DIAGONALIZACION DEL HAMILTONIANO
CAMPO ESCALAR

Debido al problema de 1a ambigledad en la definicion del estado de vacio en
el espacio-tiempo curvo se hace necesario introducir algun criterio para
seleccionar cual es el estado de vacio en cada tiempo asociado con el
sistema de observadores. Tal criterio sera requerir que el operador
Hamiltoniano tenga una estructura diagonal, tal como ocurre en el espacio
de Minkowski. En este capitulo trataremos el caso, mas sencillo, del campo
escalar, aunque nuestro interés esta centrado en el caso del campo

electromagnético, que sera motivo del préximo capitulo.

6.1. Hamiltoniano.

Vamos a considerar un campo escalar ¢(x) de masa m y acoplamiento
minimo ( £ = 0 ). El motivo de esta ultima restriccion obedece a que la
diagonalizacion para m # O s6lo resulta sencilla en ese caso, [97].

En el caso que estamos estudiando 1a invariancia conforme no es requerida
ya que se trata de un campo masivo.

La diagonalizacion del Hamiltoniano ha sido utilizada frecuentemente en 13
literatura, pero sin hacer referencia al observador, [30], [41], [42], (43],
[24), [25), [44]), [45], [46], [98). En nuestra filosofia, el modelo de particula
depende del observador, el cual participa en la propia definicion del

Hamiltoniano. Asi, definimos el Hamiltoniano del campo como:

Hz=IT,,,Vudov (6.1.1)
2

donde W es el vector tangente a Ia linea de fluido de observadoresy T, es
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el tensor de energia-momento del campo. Es importante notar que el
operador H; resulta, asi definido, invariante conforme, (99).

Segin esta definicion, el Hamiltoniano depende de 1a superficie de
integracion £ y ademas del fluido de observadores via el vector W. En una
carta adaptada al fluido de observadores WM esta dado simplemente por
(5.3.1). Si ademas se utiliza como superficie de integracion a una donde el

tiempo natural sea constante, se tiene
do¥ =(gy,!/2d2,0,0,0) (6.1.2)

donde di es el elemento de hipersuperficie asociado con la metrica

tridimensional g;;:
dz = (-det(g)]V/2 B3X (6.1.3)
de modo que, en 1a carta adaptada, el Hamiltoniano se escribe:

Hy = I Too Qoo !/2 dZ (6.1.4)
]
Es bueno aclarar que (6.1.1) es dependiente del observador a través de V,,,
pero es invariante respecto de los cambios de carta geométrica ya que esta
escrita en lenguaje covariante. Es precisamente gracias a esta covariancia
que podemos calcularlo en una carta que nos resulte comoda (1a adaptada).

La accion de un campo escalar masivo es:
S=(1/2) | 4 /g (gw 0, 8, -m242 ¢ RED) (6.1.5)

y como es usual, el tensor de energia-momento se define mediante 1a

derivada funcional de 1a accion respecto de 1a métrica, [94]:
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Ty = (2//-g) 8S/6gww (6.1.6)

El resultado de calcular esta expresion a partir de 1a accion (6.1.5) conduce
3, [67]):

Tao = [(172) - €] (9, ; €,5) + [6-(1/4)) gy, g (g ; B, - ¢ (& 4] +
+ £g,(4; 00} + [£R,y- (R/2)gyy) + (M2/2) g,,) $2 (6.1.7)

que en el caso de acoplamiento minimo (£=0, el dnico que estudiaremos) es:
Taw = (1/2) (9, ; 9,5} - (1/74) gy, g (0,4 ; 4, + (M2/2) g,, 42 (6.1.8)

En 1a carta adaptada, solo 1a componente T,, es necesaria para definir Hy, y

su expresion es:

Too = (172) $2 - (1/4) gy, gii (¥, ; ¢, + (m2/2) g,, $2 (6.1.9)
Reemplazando (6.1.9) en (6.1.4) se tiene:

Hy = (1/2) Idffﬂgoo"/?(&? - oo 01 9,5 §,; + m2g,, $2) (6.1.10)
3

donde hemos ilamado ¥ = -det(g;). Integrando por partes el segundo
término de la integral y usando el teorema de Gauss para eliminar una

divergencia, obtenemos:

Hy = (1/2) Id37ﬁgw-'/2[¢2 + V900789 3, (Vgy, ¥ gl &, )+ m2g,, $2]
I (6.1.11)
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Tal es la forma que toma el Hamiltoniano H; en 1a carta adaptada.

6.2. El Operador 482 y el Producto Interno ( , );.
La inspeccion de la expresion (6.1.11) del Hamiltoniano nos sugiere la

introduccion del siguiente operador:

22 = ¥ 900/% 3(¥goo¥gid))+ m2g,, (6.2.1)
el cual permite escribir (6.1.11) de una manera mas compacta:

Hy= (1/2) Idﬁﬁgoo-'/?(é? +& 452 ¢) (6.2.2)
3
De esta manera aparecen diferenciadas en el integrando las partes
correspondientes a la derivacion temporal, por un lado, y 1a derivacion
respecto de las coordenadas espaciales que esta tenida en cuenta por Qg?.
El operador 22 es autoadjunto (ver Apéndice 4) en el siguiente producto
interno ( , ); definido en el espacio de soluciones de 1a ecuacion de campo,
y que es semejante a aquél utilizado en la mecanica cuantica para

ortonormalizar 1as funciones de onda:

(u,v)g = Idﬁ' (¥/gge)2 u*v (6.2.3)
2

donde u y v son soluciones arbitrarias de la ecuacion de campo.
Por medio de este producto interno, 1a expresion de H; se vuelve todavia

mas compacta:
Hy = (172) (4%, )5 + (&%, 624);5) (6.2.4)

Las soluciones de 1a ecuacion de campo son ortonormalizadas mediante el
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producto interno <, > definido por (3.1.10), que en 13 carta adaptada es:

Cu,v> =i Idﬁ' (8/Gge)/2 (U% v - u% v ) (6.2.5)
)

El producto interno <, > es independiente de 1a superficie X sobre l1a cual
se realiza la integracion (asi, la ortonormalidad de las soluciones se
conserva al pasar de una superficie 3 otra). Por el contrario, el producto
interno (, ); si depende de X (de ahi 1a dependencia del Hamiltoniano con
3).

Es inmediato, a partir de sus respectivas definiciones relacionar ambos

productos internos:
cu,v>=i(u,v)y - ilu,v)s (6.2.6)

El requerimiento de que la base de soluciones (4 , u*) de la ecuacién de

campo sea ortonormal se traduce en 1as condiciones:

0 (6.2.7b)

<uknuk’)
U, U >

las que, teniendo en cuenta la relacion (6.2.6) pueden ser expresadas en

térmings del producto interno (, )5

(G, u0); - (4, s i 8y (6.2.8a)
(G*,ue)y - (u*, )y =0 (6.2.8b)

Es Gtil notar que la utilizacion de! operador #62 permite también escribir
1a ecuacion de campo de una manera en que las operaciones de derivacion

respecto del tiempo aparecen bien separadas de las de derivacion respecto
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de las coordenadas espaciales. En efecto, 13 ecuacion de campo es:

(O0+m2-£R)$ =0 (6.2.9)

1a que, utilizando 462 se escribe como,

220 = -(1/V¥7,, \V87g,, ) (6.2.10)

Asi, en el primer miembro de (6.2.10) sdlo aparecen derivadas respecto de
— k3 . 4 .

X, mientras que en el segundo miembro solo aparecen derivadas respecto
de t.

6.3. Diagonalizacion del Hamiltoniano.

Cuando se cuantifica el campo ¢, éste puede desarrollarse en una base de
soluciones ( u, , uw* ] de 1a ecuacion de campo, usando como coeficientes a
operadores de aniquilacion y creacion como lo muestra la Ec. (4.2.3). Si tal

desarrollo es reemplazado en la expresion (6.2.4) para H;, se tiene:

Hy = (/22X ata ((G, Gedp+ (u, 8240 );) + ch
kk?

(2L 3 a0 ((4X, 4o s+ (u*, #200);) +ch
kk?

(2L (G, 4 )5+ (u, 22y )5) (6.3.1)
k

donde ch. indica el conjugado hermitico de la sumatoria inmediata
precedente.

Podemos distinguir dos partes en esta expresion de H;: 1a que inCluye al
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operador ak*ak junto con 1a caracteristica Ultima sumatoria (divergente en
el espacio de Minkowski) y el resto, que incluye a los operadores del tipo
33y, ak*ak:" y los productos ak"ak: conk’ # k . La primera es analoga a la
que aparece en el Hamiltoniano que conocemos de la teoria de campos en el
espacio de Minkowski, y 1a llamaremos parte diagonal/de Hy. La segunda es
la denominada parte no-diagonalde H;y. Nuestro criterio para seleccionar
la base de soluciones que da el "buen” modelo de particula sobre cada
superficie de Cauchy 3 sera que los datos de Cauchy Wly y Gy sobre 3 de
tal base anulen 1a parte no-diagonal de Hy. A partir de (6.3.1), esto equivale

a 1as condiciones:

0 (6.3.2a)
Ak akk’ (6.3.2b)

(X, G )g + (uX, 26240 )y
(G, U )y +(u, 22u0);

donde A, es una constante sobre Z. Resumiendo, la base de soluciones
asociada a cada superficie I sera aquella cuyos datos de Cauchy sobre 2
diagonalizan H;, es decir que cumplen las Ec. (6.3.2) y que ademas
satisfacen las relaciones de ortonormalidad, es decir las Ec. (6.2.8).

Puesto que el operador 462 es autoadjunto en el producto interno ( , );
existe una base completa de autofunciones ¥,(3) ( X) definidas sobre X que
son ortonormales en el mismo. Por brevedad, 1as denotaremos simplemente
como ¥, , omitiendo 1a dependencia respecto de 1a superficie X y de las
variables espaciales X sobre dicha superficie. Estas autofunciones son
determinadas, para cada I, como solucion de la siguiente ecuacion de

autovalores:

donde (E,)2 es el autovalor (constante) correspondiente, el cual puede
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probarse que es real y definido positivo (ver Apéndice 4). Igual que para las
autofunciones, para no recargar 1a notacion no indicamos la dependencia en
I de #62y (E,)2

Tomando el complejo conjugado de 1a Ec. (6.3.3) y teniendo en cuenta que

#62 y (E,)2 son reales obtenemos:
H29.% = (E)2 9% (6.3.4)

lo cual significa que ¥, * también es autofuncion de #62 y con el mismo
autovalor que ¥,. En consecuencia, combinando linealmente las ¥, y sus
conjugadas sin violar la ortonormalidad podemos obtener una nueva base.
El indice k que rotula las funciones de 1a base puede ser elegido de manera

que sea:

VX = ¥, (6.3.5)

De esta manera, la ortonormalidad de las funciones ¥, se escribe,

simplemente:
( ‘Pk ) 'Pk')z = skk’ (636)

donde k y k’ son ahora positivos o negativos.

Intentaremos encontrar los datos de Cauchy yls y Gl; de 1a base de
soluciones de 1a ecuacion de campo que da el modelo fisico de particula
asociado a la superficie ¥, haciendo el ansatz, {100], de que dichos datos

son proporcionales a 1as autofunciones ¥, es decir:

Wly = A% (6.3.7a)
Gly = By ¥ (6.3.7b)
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siendo A, y B, constantes a determinar para que se satisfagan las
condiciones (6.2.8) y (6.3.2). Si reemplazamos 1as igualdades (6.3.7) en las
condiciones (6.2.8) y (6.3.2), teniendo en cuenta (6.3.4) y (6.3.6), obtenemos

las siguientes relaciones a satisfacer para A, y B,:

By A - AXB, = i (6.3.82)
By Ay -ABy =0 (6.3.8b)
BBy * AcAL (E)2 = 0 (6.3.8c)
B2 + IAI2(E)2 = A (6.3.8d)

Puesto que existe un factor de fase arbitrario en 1a solucidn, no se pierde

generalidad si tomamos que A es real:

AX = A (6.3.9)

Entonces, de la Ec. (6.3.8a) se abtiene:

Im (B) = -1/(2A) (6.3.10)

Introduciendo este Gltimo valor en (6.3.8b) llegamos a:

Im2 (B4) = Im2 (By) (6.3.11)
Re (By) Im (B,) = Re (B,) Im (B,) (6.3.12)

de donde se deduce que,

By = tB (6.3.13)



y gntonces, a partir de (6.3.10) se sigue que,

Ay = t A (6.3.14)
Pero en esta ultima expresion podemos elegir arbitrariamente el signo, por

ejemplo el + , ya que esta eleccion corresponde a un factor de fase

constante irrelevante. Asi, tomamos, sin pérdida de generalidad:

Por otra parte, a partir de la Ec. (6.3.8¢) se desprende que B, debe ser

imaginario puro, ya que A, y E, son reales:

B, = -i/(2A) (6.3.16)

y entonces reemplazando (6.3.16) en (6.3.8c), obtenemos:

A = 1/V2E, (6.3.17)

y entonces, desde (6.3.16) se sigue que,

B, = -i /2E, /2 (6.3.18)

Finalmente, reemplazando los valores dados por (6.3.17) y (6.3.18) en

(6.3.8d) obtenemos la relacién entre Ay y Ey:

M = K (6.3.19)

Resumiendo, los datos de Cauchy sobre Z que diagonalizan el Hamiltoniano
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H; son:

wly = (/V2E) 9 (6.3.202)
Gly = (<i /2E, /2) % (6.3.20b)

donde las funciones ¥, se determinan resolviendo 1a ecuacion de
autovalores (6.3.3). Conocidos, de esta manera, los datos de Cauchy, las
soluciones de frecuencias positivas uk(t,Y) asociadas a la superficie 2
pueden ser obtenidas resolviendo 1a ecuacion de campo.

No es hocioso recordar que, en general, 1a base que diagonaliza Hs no sera
la misma que la que diagonaliza Hy’, y puesto que X y 2’ representan dos
tiempos diferentes tendremos el fendmeno de creacion de particulas a lo
1argo del tiempo.

En cuanto al Hamiltoniano Hy, toma 13 forma,

Hy = ZE 3ta + (172 2 (6.3.21)
k k
donde reconocemos 1a estructura que nos es familiar de la teoria de
campos cuanticos libres en el espacio-tiempo plano. En efecto, 1a primera
sumatoria representa una coleccion de particulas en diferentes modos
descriptos por el indice k, y donde el autovalor E, desempeiia el rol de
energia de cada cuanto. La segunda suma, que representa una energia de
punto cero, en general divergente, puede ser eliminada mediante los
métodos de renormalizacion del tensor energia-momento explicados, por

ejemplo, en 1a Ref. [67].

6.4. Minimizacion de 1a Energia.
El Hamiltoniano es el operador cuantico correspondiente a 1a energia del

campo, y es interesante notar que 1a base de soluciones que diagonaliza el

70



Hamiltoniano es 1a misma que minimiza la energia.
Tal energia estara dada por la cantidad <0,3lHs/Z,0>, donde IZ,0> es el

estado de vacio asociado con 2. Teniendo en cuenta 1a Ec. (6.3.1),

tendremos:

©,3Hgl2,00 = (172X (( G, 4 )5+ (u , 22y )5) (6.4.1)
k
ya que s6lo contribuye a la expresion 1a tercera de las sumas de (6.3.1).
Por otra parte, consideraremos, igual que h{cimos en el proceso de
diagonalizacion de Hz, que los datos de Cauchy sobre I de las soluciones de
frecuencia positiva son proporcionales a las autofunciones de #62, es decir

que los datos de Cauchy tienen la forma (6.3.7). Entonces, tenemos:

0,3IH512,00 = (172)Z (B2 + (E)2 IAl2) (6.4.2)
k

Puesto que ahora sélo estamos interesados en 1a minimizacion de la
energia, los coeficientes Ay y B, que aparecen en (6.4.2) deberan cumplir
las Ec.(6.3.8a,b) que corresponden a 1a ortonormalizacion y no las (6.3.8¢,d)
que tienen que ver con la diagonalizacion de Hy;. Como se vié en §6.3,
podemos tomar A, real, valiendo entonces la Ec. (6.3.10) que da la parte
imaginaria de B, en términos de A,. No obstante debe tenerse en cuenta que
ya no podemos asegurar, a priori, que By, sea imaginario puro, ya que 1a Ec.
(6.3.16) se apoya en la Ec. (6.3.8¢) que ahora no podemos usar.

Por 1o tanto tenemos,

0,5Hgl5,00 = (1/2)Z {(Re B )2 + (1/4A2) + (E)2 A2} (6.43)
k

Puesto que deseamos minimizar esta expresion, queda claro que debe

tomarse,
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ReB, =0 (6.44)
Con lo que la expresion a minimizar es,

0,3HZZ,00 = (1/2)X {(1/4A2) + (E)2 A2} (6.45)
k
La expresion bajo el signo de suma tiende a +eo tanto para A,—0 como para

Ac—reo, y puede verse facilmente que tiene un minimo para:

A=t 12K (6.46)
con lo cual se obtiene para B,, a partir de (6.3.16) y (6.4.4):

B, =2 (-i /2E, /2) (6.47)

Puesto que es irrelevante el signo que elijamos en (6.46,7), ya que
corresponde a un factor de fase constante en la solucion, tomando el signo
+ obtenemos las soluciones (6.3.17,18) que son las que diagonalizan H;.
Asi, 1a base que diagonaliza el Hamiltoniano es 1a misma que minimiza la
energia, [72].

Es de notar que el vacio que diagonaliza el Hamiltoniano o minimiza 1a
energia no es siempre totalmente satisfactorio. Puede, por ejemplo,
conducir a un valor de expectacion de vacio del tensor energia-momento
Tyw = <Ol Ty, 10> que no sea renormalizable por los métodos habituales. Un

vacio satisfactorio debe cumplir también esta propiedad, [101].
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CAPITULO 7

DIAGONALIZACION DEL HAMILTONIANO
CAMPO ELECTROMAGNETICO

Este capitulo sera dedicado a 1a obtencién del modelo de particula para el
fotdn en espacio curvo, utilizando el criterfo de diagonalizar el
Hamiltoniano. La exposicion seguird, mutatis mutandi, los lineamientos
expuestos en el Cap. 6 para el caso del campo escalar. Abordamos también
el tema de la definicion de transversalidad y longitudinalidad de los
fotones en espacio curvo y cémo los fotones no-fisicos son eliminados del

formalismo.

7.1. Hamiltoniano.

Igual que para el caso escalar consideramos un Hamiltoniano Hy dado por
(6.1.1), el cual, como se ha dicho, depende del fluido de observadores
considerado a través del campo de vectores Vi que caracteriza a tal fluido.
Por supuesto, Tlm es ahora el tensor de energia-impulso para el campo
electromagnético.

Es importante tener presente que, puesto que H; es un escalar, es
invariante por cambio de carta geométrica, pero no asi por cambio de
observador. En 1a carta adaptada al sistema de observadores 12 expresion
de Hy €s 13 dada por (6.1.4), s6lo que ahora puede ser considerado que gy, =

| gracias a la invariancia conforme de la teoria. Entonces,

Hy = ITW ) (7.1.1)
1

donde el elemento de hipersuperficie dI asociado a3 la meétrica

tridimensional g;; esta dado por (6.1.3).
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Trabajaremos con el campo electromagnético en el gauge temporal (ver
§3.5), de manera que en 1a carta adaptada s6lo las componentes espaciales
del 4-vector potencial At son consideradas como variables dinamicas en la
accion, mientras que A, es eliminada como variable dinamica por la
condicién de gauge (3.5.2).

La accion del campo es:
S = -(1/4) Id“x /- Fy Fw (7.1.2)

El tensor Ty, se obtiene como derivada funcional de la accion S del campo

por medio de 1a Ec. (6.1.6), obteniéndose:

Ty = @@ [(1/4) g g, - 8,00, ] Fo, Foy (7.1.3)
de donde, 1a componente T, es,
Too = -(1/2) gil AA; + (172) (giigm - gimgki) G A GpAy  (7.1.4)

En 1a Uitima expresion el simbolo < indica la derivada covariante asociada
con 1a parte espacial de 1a métrica, Gy)- Por otra parte, 1a utilizacion de <
aqui es irrelevante pues T'm es una expresion independiente de 1a conexion,
como 19 muestra (7.1.3); sin embargo, nos sera util mas adelante.

Asi, el Hamiltoniano es,

Hg = ( u/z)Ide /=g l-gii AjA; + (1/2) (giigm - gimgki) S A TpA )
) (7.15)

Si ahora usamos 1a identidad,
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(glighm - gimgki) Gy A Ty Ay = B [(giighm ~ gimgki) AS A ] -
- (giigkm - gimgki) Ay S, S A, (7.1.6)

y tenemos en cuenta que el primer término del segundo miembro es una

divergencia, (7.1.5) se escribe:

Hy = ( 1/2)Id3x J=gl-gi AA - ASG A+ A SIGIAT (7.17)
)3

7.2. E) operador (4£2);; y el Producto Interno ( , );.
Igual que en el caso escalar, la expresion (7.1.7) del Hamiltoniano del
campo electromagnético en la carta adaptada puede ser escrita de manera

mas conveniente si introducimos el siguiente operador:
(%2 = gy 9O - 99, (7.2.1)
con el cual (7.1.7) puede escribirse como,

Hg = =( 1/2)I Bx/-glgi AA + A (JB2)ii A;] (7.2.2)
)3

También introducimos un producto interno ( , ); que es la generalizacion

natural, para el caso vectorial, del dado por (6.2.3):

(fi,g)g = -Jdﬁ'/-—g fi% g, (7.2.3)
1

con el cual, 1a expresion de Hy puede ponerse como,

Hy = (172) ([CA%, A)y + (A%, (F62)ii A)); ) (7.2.4)
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que es una expresion analoga a la (6.2.4) del caso escalar.

El operador (762)U no s6lo es Util para escribir de una manera conveniente
el Hamiltoniano del campo; también aparece de manera natural en las
ecuaciones de campo. En efecto, las ecuaciones de campo son las (3.5.3),

las que usando (?62)” se escriben como,

(FED A = - A - (InV=g) A + gmgy A (7.2.5)
Por otra parte, es facil mostrar que,

(#2)i A = S Fil = (1//-g) 3y (/-gFii) (7.26)

10 que muestra que (?62)u puede escribirse de manera que sdlo involucre
derivadas ordinarias respecto de las coordenadas espaciales. De esta
manera, en las ecuaciones de campo (7.2.5) aparecen en el primer miembro
solamente derivadas respecto de las coordenadas espaciales y en el
segundo solo derivadas respecto del tiempo.

Las soluciones de las ecuaciones de campo son ortonormalizadas mediante
el producto interno < , > dado por (3.5.4), que en la carta adaptada se

escribe:

gy = - I(gi f% - f%g)ds (7.2.7)
1

Este producto es, por supuesto, independiente de 1a superficie de Cauchy 2
utilizada para realizar la integracion, y puede ser relacionado con el

producto interno ( , )y por,

ofi,g> = i(f,,g)g-i(f,g )y (7.2.8)
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Analogamente al caso escalar, puede probarse (ver Apéndice 4) que el
operador (#62),, es autoadjunto respecto del producto interno (, ); en el

sentido de que,
( fi, (#62)ii gy )z = ( (?62)1, fy, g )z (7.29)

donde es importante notar que en cada miembro los indices de (462)
aparecen intercambiados.

Entonces, por tratarse de un operador autoadjunto, es posible encontrar
una base de autofunciones (¥(k;X)}, donde el indice k distingue entre
diferentes autofunciones, definida sobre la superficie de Cauchy I vy

ortonormal en el producto interno (, )y

(Pi(k), ¥ (K))y = & (7.2.10)
donde 1as autofunciones 'P,(kﬁ(') son autofunciones de (762)u :

(#2)i ¢ = EAK) P (7.211)

siendo E2(k) el autovalor, constante, correspondiente a 1a autofuncién ¥,(k).
La denominacion E2 obedece a que en el Apéndice 4 probamos que estos
autovalores son reales y no-negativos.

Aunque no se lo indica explicitamente, para no recargar la notacion, todos
los elementos que figuran en la Ec. (7.2.11) (el operador, 1as autofunciones
y el autovalor) estan asociados a la superficie X.

Dado que E2 y (#62)ii son reales, si (k) es autofuncion de (£62)ii con
autovalor E2, ¥;*(k) también lo es y con el mismo autovalor, y dado que es

posible elegir 1a rotulacién de 1as autofunciones de modo que sea:
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i(-k) = ¢%(k) (7.2.12)
podemos agregar, a la condicion de ortonormalidad (7.2.10):

(Pi%(k), P (k")) = (Pi(-k), ® (k")) =8y (7.2.13)
0 considerar que en 1a (7.2.10) los k son positivos y negativos.

7.3. Diagonalizacion del Hamiltoniano.

Se trata ahora de encontrar cual es la base de soluciones de 1a ecuacion de
campo {y; (kA ; x), y* (k) ; x)} que diagonaliza el Hamiltoniano (7.2.4). Los
indices k, A rotulan diferentes elementos de 1a base, pero A se ha reservado
para describir diferentes estados de polarizacion. El campo A se escribe

en términos de esta base como:

A =2 (au KA + a3,  u k) (7.3.1)
k.A

donde 3,, Y au* son los correspondientes operadores de aniquilacion y
creacion de particulas del tipo k, A, respectivamente.

Introduciendo este desarrollo en 1a expresion (7.2.4) de Hy, se tiene:

Hy = (172) 2{ 3y agy [CUit,A) , Gk, N g + (utk,h) , (62D u(k? M) )g] +
kk’Ad’

+ 3 Xy {( d'*(k,X) , l],(k’,).’) )z* (U'*(k,X) , (762)'1 Uj(k‘,x‘) )z] +Ch. +

¢ (172) 20N, Gk dp + (k) , (FBiiutkn) )y (7.3.2)
kA

La determinacion de tal base sera realizada a través de los datos de

Cauchy ul; y ul; de las soluciones de frecuencia positiva sobre la
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superficie I a la cual esta asociado el Hamiltoniano.
Siguiendo los lineamientos utilizados en el Capitulo 6 intentaremos
encontrar estos datos de Cauchy postulando que son proporcionales a las

autofunciones de (#62)ii

Uk = AN 9 (k; X) (7.3.3a)
g KAl = BN (K; X) (7.3.3b)

donde los coeficientes de proporcionalidad A(k,\) y B(k,\) deberan ser
determinados a partir de que se satisfagan las condiciones de
ortonormalidad de la base de soluciones en el producto interno <, > y la
estructura diagonal para el Hamiltoniano.

El requerimiento de base ortonormal se escribe como,

U k), 4 () = =0 By (7.3.4a)
Cu*(kA),y (k’N)> = 0 (7.3.4b)

que utilizando 1a relacion (7.2.8) puede expresarse en términos del

producto interno (, )y

CGA) L Uk A )y = (k) , G2 A) )g = i 8y S (7.352)
(g%, Uik’ A) )y - CuX(k)), uik’, ) )y = 0 (7.3.5b)

Por otra parte, el requerimiento de una estructura diagonal para Hy es,

(UM, G2 M) g+ CuX(k)) , (#62)5 uylk’,\) )y = 0 (7.3.62)
CUkA), GEK2 ) )z + (Uik,D) , (262) 4k W) )5 = Ay By S (7.3.6b)

donde Ay, es una constante sobre X a ser determinada.
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Entonces, los datos de Cauchy de las soluciones de frecuencia positiva
deben ser determinados cumpliendo las Ec. (7.3.5) y (7.3.6).

Si reemplazamos (7.3.3) en (7.35) y (7.3.6), teniendo en cuenta las
condiciones (7.2.10 a 13) se obtienen las siguientes ecuaciones para los

coeficientes Ay B:

2 Im [A%(k,\) B(k,\)] = - | (7.3.7)
A-k,\) B(K,\) - B(-k,)) Alk,\) = 0 (7.3.7b)
B(k,\) B(-k,) + E2(k,\) ACk,A) A(-k,\) = O (7.3.7¢)
B2 + E2(k,\) IAM2 = A, (7.3.7d)

Como puede verse, estas ecuaciones son idénticas (salvo por el agregado
del indice A) a 1as correspondientes para el caso escalar (cfr. Ec.(6.3.8)).

Para el caso en que E2 # 0, el tratamiento es idéntico al hecho en el caso
escalar. Asi, eligiendo el factor de constante arbitrario para que A sea

real, arribamos a (ver Ec. (6.3.9 a 20):

A = EK)) (7.3.8)

ulk,Mly = (177 2ETKRY) #(k,\) (7.3.92)
(E2 # 0)

alkMly = (=i VEK,2)72) 9,(k,)) (7.3.9b)

Tales son los datos de Cauchy buscados, pero sélo para el caso E2 # 0, lo
que queda claro observando que 1a expresion (7.3.9a) diverge para E = 0. El

tratamiento del caso E = O requiere algo mas de cuidado. En ese caso se

tiene para las Ec. (7.3.7),



2 AK) Im B(k) = -1 (7.3.10a)
Bk) = O (E=0) (7.3.10b)
B2 = A (7.3.10c)

donde hemos considerado nuevamente A(k) real. Queda claro que la Ec.
(7.3.10b) no puede cumplirse al mismo tiempo que la (7.3.10a). Lo que
ocurre en este caso, es que la diagonalizacién del Hamiltoniano no es
compatible con 1a ortonormalidad de 1as funciones de la base. Si 1a base es
ortonormal, necesariamente debe subsistir una parte extradiagonal en el
Hamiltoniano asociada con los modos que tienen E = 0. Como veremos mas
adelante, los modos con E = O corresponden a los fotones longitudinales, y
recurriremos a un mecanismo especial para eliminarlos.

Las expresiones (7.3.8) y (7.3.9) permiten escribir para H;:

Hy = ZE(kN a,ta, + (1/72) ZEk)) + Hy(E=0) (7.3.11)
kA kA
La primera sumatoria representa un conjunto de fotones con modos de
polarizacion del tipo E # 0 (transversales, ver el proximo §), siendo E(k,\)
la energia de cada cuanto. La sequnda suma es el caracteristico término, en
general divergente, que también aparece en el espacio-tiempo plano y que,
como se sabe, puede eliminarse mediante renormalizacion [67]. Ademas,
aparece un tercer término asociado con los modos E = O (longitudinales,

ver el proximo §) que sera analizado en §7.5.

7.4. Ley de Gauss. Transversalidad y Longitudinalidad de los
Fotones.

En el espacio de Minkowski, la condicion de transversalidad que poseen los

fotones es asegurada por el cumplimiento de una de las ecuaciones de

Maxwell, la llamada Ley de Gauss F,, = 0. Sin embargo, cuando
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trabajamos en el gauge temporal, la Ley de Gauss es perdida como ecuacion
de campo, y en consecuencia cabe esperar la aparicion de fotones
longitudinales (no fisicos), los que pueden ser removidos mediante un
mecanismo especial, [680].

En el espacio curvo carecemos, en general, de un criterio que nos permita
decir cuando un modo es longitudinal o transversal, ya que el
espacio-tiempo no presenta las simetrias del caso Minkowskiano. No

obstante, es razonable llamar a un modo (ransversal/ cuando dicho modo

obedezca a 1a Ley de Gauss:
po = 0 (7.41)

Consideremos l1a ecuacion de autovalores (7.2.11) para el operador (?GQ)U- y

apliquemos el operador &i a ambos miembros de dicha ecuacion,

i (H2) 9 = 2919 (7.42)
A partir de 1aEc. (7.2.1) es facil ver que,

S (2 Al = (Sidi - SiGi)F; = 2F,Ri = 0 (7.43)

donde 1a ultima expresion es idénticamente nula puesto que el tensor de

Ricci Ry es simétrico y Fy; es antisimétrico. En consecuencia, se sigue que:
E2<i = 0 (7.4.4)

De la ultima igualdad se sigue que para los modos con E # O debe ser Gi 4
= 0y para aquellos modos con E = 0 ninguna condicién pesa sobre Ui Y.

Consideremos aquellos modos con E # O, para los cuales los datos de
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Cauchy sobre X de las soluciones de frecuencia positiva estan dados por

(7.3.9) Aplicando a ambos miembros de estas ecuaciones el operador 5‘,

resuita:
Siyly = 0 (7.45a)
(E#0)
Siyly = 0 (7.45b)
y teniendo en cuenta que V#F,, = $i A/ se sigue que,
ViFyly = 0 (E#0) (7.46)

De esta manera, vemos que 1a Ley de Gauss vale, sobre X, para los modos
con E # 0, mientras que esto no ocurre para aquellos con E = 0. En este
sentido, podemos decir que los modos caracterizados por E # 0O son
transversales, mientras que aquellos con € = O son Jongitudinales.

No debe perderse de vista que 13 validez de 13 Ley de Gauss dada por la Ec.
(7.46) es sobre 1a superficie X, es decir a un tiempo dado, y puede ser
violada cuando 1a solucion evoluciona en el tiempo. En consecuencia,
aunque preparemos un estado carente de modos longitudinales en el
instante inicial, es necesario asegurar que a otro tiempo, los fotones que
eran transversales para el observador al tiempo inicial no sean
interpretados como longitudinales para el observador a otro tiempo.

La eliminacion de los modos no fisicos sera objeto del préximo §.
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7.5. Eliminacién de los Fotones Longitudinales.

Como hemos visto en §7.4 los modos con € = O corresponden a los fotones
longitudinales, los cuales son grados de libertad espureos y deben ser
eliminados del formalismo. Por otra parte, en §7.3 vimos que estos modos
presentan la patologia de no permitir 1a diagonalizacion del Hamiltoniano
ya que aparece una contradiccion con las relaciones de ortonormalidad de
dichos modos.

Para resolver estos problemas generalizaremos un artificio ya utilizado en
el espacio de Minkowski que consiste, en esencia, en introducir en los
modos longitudinales un parametro que, al final de los calculos se hace
tender a cero, cancelando asf la parte longitudinal del Hamiltoniano, [680].
Consideremos entonces las Ec. (7.3.10) que valen para los datos de Cauchy
sobre 2 de las soluciones de frecuencia positiva de los modos

longitudinales, y tomemos,

B(k) = -i & /K b(Z) (75.1)

donde el factor ¥k ha sido introducido por razones dimensionales, siendo
las unidades de k las inversas de una longitud. El factor real b(Z) es
adimensional y puede depender de 1a superficie de Cauchy a la cual esta
asociado H;. En cuanto a o, es un parametro adimensional que se hara
tender a cero al final de los calculos, de manera de recuperar la validez de
laEc. (7.3.10Db).

A partir de (7.3.10a) se tiene, teniendo en cuenta (7.5.1),

AK) = [2 0 VK b(Z)]! (75.2)

y desde (7.3.10c):
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A = 02K b2(3) (75.3)

De esta manera, la parte del Hamiltoniano asociada con los modos
longitudinales es proporcional a 02y, por lo tanto, desaparece en el limite
o-0. Este mecanismo permite, entonces, eliminar los fotones
longitudinales asociados con 13 superficie 2.

Vale la pena mencionar que el factor b(Z) que aparece en 1as ecuaciones
anteriores queda, por el momento, arbitrario, ya que ninguna condicion es
estipulada sobre él. En lo que sigue aprovecharemos esa arbitrariedad
fijando b(Z) para asegurar que si partimos de un estado sin fotones
longitudinales para el observador sobre Z, el mismo estado no presente
fotones longitudinales para el observador sobre X’.

Nos restringiremos ahora al caso en que, en 1a carta adaptada, el tensor

métrico puede descomponerse en la forma, [102}:

gyl t, X) = -f(t) A(X) (7.5.4a)

-f-1(t) AN(X) (7.5.4b)

gi(t, X)

siendo f(t) una funcioén del tiempo natural dnicamente y AU(? ) una funcién
solo de X.
Con este tipo de métrica, el operador (762).1 resulta independiente de la

superficie de Cauchy a la cual se encuentra asociado, es decir:
(;g?)u () = (xz)u (2’) (75.5)

Queda entonces claro que las autofunciones de (762)” seran esencialmente
las mismas para todo . Sin embargo, estas autofunciones son
ortonormalizadas a través del producto interno ( , ); que depende de X, y

esto introduce en las autofunciones un factor de normalizacion distinto
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para cada Z. Es facil ver que tal factor es f~1/4(x) donde T es el tiempo

correspondiente a I, asi que se puede escribir, para la ecuacion de

autovalores,

(;gz)” Pi D) = E29(D) (7.5.6a)
1a solucion,

P (X) = -1/4(1) ¢ (X) (7.5.6b)

donde las funciones ¢, (X ) si son independientes de .
Por otra parte, el ascenso del indice en ¥i introduce un factor extra
-1/1(t) y, en consecuencia, E2 también posee este factor, pudiéndose

escribir como,
£2 = p2/f(x) (75.7)

siendo p una constante.

Separando las variables en 1a forma:
A (t, X) = T() S(X) (7.5.8)

y teniendo en cuenta que,

(In/-g)
gkmdmi

(3/2)(In f) (7.5.9)
&k, (In ) (75.10)

l1as ecuaciones de campo se esciben como,
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-f(1) (62 Si = (T T+Un/T)TIS(X) (75.11)
y puesto que el primer miembro sélo depende de 3(', se sigue que,
(TN T+On/TYT] = -p2 (p = const.) (75.12)

que es la ecuacion de la parte temporal T(t) de la solucidn.

Para los modos longitudinales ( p = 0 ), 1a Ec. (7.5.12) puede ser integrada

exactamente. En efecto, parap = O es,

T+n/T)T =0 (75.13)
que puede reordenarse como,

(nT) = (Inf-12) (75.14)

y se integra elementalmente, dando
t
T30 = a ] 2t + c (75.15)
T

siendo a y c constantes de integracion a determinarse dando los datos
Cauchy-sobre 1a superficie 2.

Si ahora usamos los datos de Cauchy (7.5.1) y (7.5.2) y llamamos T al
tiempo correspondiente a la superficie Z, se obtienen los siguientes

valores para las constantes de intergracion:

-ig/k b(t) /() (75.16)
[20/ Kk b(Y)]! (75.17)

[\
n

@]
n
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De manera que 1a parte temporal de 1a solucion asociada con X es,

t

To () = [-io/Tber) 112(0) [ 172 (1) ot + [20/K (O (75.18)
T

La solucion temporal Ty (t) asociada a otra superficie 2’ tendra 1a misma
forma que (7.5.18) con el reemplazo t - <t’, siendo T’ el tiempo
correspondiente a 2’. Puesto que la parte espacial de las soluciones
asociadas a ambas superficies difieren solamente en el factor f-1/4(x) que
aparece en (7.5.6b), podemos buscar la transformacion de Bogolubov que

relaciona ambas soluciones como,
f-14(t) T (1) = o f-VA(T) Te(t) + g f-V4(T) TeXt) (75.19)

siendo o y B8 los coeficientes de Bogolubov introducidos en §4.2.

Si consideramos que el campo al tiempo T se encuentra en el estado de
vacio 10>, en particular el valor de expectacion del operador nimero de
fotones longitudinales es nulo a ese tiempo. El valor de expectacion del
operador numero de fotones longitudinales asociados al tiempo t’ en el
estado 10> esta dado por 1812 (ver Ec. (4.2.17)). Usando 1as expresiones de
T;(t) dada por (7.5.18) y la analoga para Ty«(t), un breve calculo permite

obtener:

o = [b2(’) 11/2(¢’) + b2(T) 11/2()}/2b() b(’) F1/4(T) TV/A(T’) -
‘C,
-ig2k b(tlb(t’) f1/4() f1/4(1’) I f-1/2 (1) dt (7.5.20a)
T
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By = [b2() F1/2(¢’) - b2() F1/2(x))/2b() b(*) f1/4() F1/4(’) -
1:’
-i02k b(Tb(’) f1/4(x) f1/4(¢*) I f-1/2 (t) dt (7.5.20b)
T

de donde se obtiene,

18,12 = [b2(’) f1/2(¢’) - b2(T) f1/2(T)]2/ 4b2(T)b2(T’) £1/2() £1/2(’) +
<’
+04k2 b2(1)b2(’) f1/2(x) f1/2(1?) (J -2 (t)dt )2 (7.521)
T
Esta expresion da el valor de expectacion del nimero de fotones
longitudinales en el modo k, segun el observador a tiempo €’ cuando el
campo se encuentra en el estado de vacio segun el observador al tiempo <,
es decir el numero de fotones longitudinales de modo k creados a partir del
vacio entre los tiempos T y t’. Puede observarse que la expresion (7.5.21)
es simetrica respecto de «t y T’ como tiene que ocurrir en general, y que

ademas se verifica la relacion:
logd2 - 182 = 1 (7.5.22)

de acuerdo con la propiedad (4.2.12) de los coeficientes de Bogolubov.

Observemos que en (7.5.21) se distinguen claramente dos términos de
diferente naturaleza. Uno de ellos (el segundo) es proporcional a o4, y en
consecuencia desaparece al tomar el limite g—0. El primero no depende de
O ni de k y por lo tanto no desaparece tomando 6—0 dando origen a igual
creacion de fotones longitudinales a partir del vacio para todos los valores
de k. Puesto que deseamos evitar tal efecto, es razonable elegir el

parametro b(t), hasta el momento arbitrario, de tal manera que el primer
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término sea nulo. Para que esto sea asi debe cumplirse,
b2(¢’) f1/2(x’) - b2(t) f1/2(x) = O (7521)

de manera que, a menos de un factor irrelevante independiente de X, debe

ser:
b(t) = f-1/4 (1) (7.5.22)

Con esta eleccion del parametro b() el nimero de fotones longitudinales
creados desde el vacio entre Ty T’y del tipok es:
<’
o2 = otk2 ([ 172 (1) at 2 (75.23)
T
que tiende a cero para o—0, evitando asi la aparicion de fotones
longitudinales a todo tiempo. Sin embargo, la creacién de fotones
transversales a partir del vacio puede estar presente, y el calculo de tal
creacion no puede expresarse de manera general ya que la Ec. (7.5.12) no

puede ser integrada elementalmente para p # 0.

7.6. Minimizacion de la Energia.

Igual que en el caso escalar, tiene interés mostrar, para el campo
electromagnético, que la base de soluciones que implementa la
diagonalizacion del Hamiltoniano es la misma que la que minimiza la
energia del campo.

Puesto que los coeficientes A, y B, que determinan los datos de Cauchy
obedecen a las mismas ecuaciones en los casos del spin O (ver
Ec.(6.3.8a,b)) y spin | (ver Ec(7.3.7a,b)), no repetiremos la demostracion,

la cual puede verse en §6.4 para el campo escalar.
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Si vale la pena decir que la Unica diferencia entre los dos casos es que en
el electromagnético el autovalor E, puede tomar el valor 0, que como vimos
esta asociado con los (no-fisicos) fotones longitudinales. Sin embargo,
como se mostrd en §7.5, estos modos participan en Hy con un factor 02,y
como al final de los calculos se hace 6—0 dan una contribucion nula a Hg,

por lo que su inclusion en el calculo de 1a minimizacion de 1a energia se

hace innecesaria.



CAPITULO 8
EJEMPLOS

En este capitulo aplicaremos la teoria expuesta en diversos casos
particulares que presentan interés. Concentraremos nuestra atencion en el
caso electromagnético, [92], [93] Para el caso del campo escalar puede
verse 1a Ref. [72]).

8.1. Separacion de Variables.

Como se ha dicho en §7.5, cuando 1a métrica en la carta adaptada toma la
forma (7.5.4) las ecuaciones de campo admiten la separacion de variables,
de modo que las soluciones pueden escribirse como el producto de una
funcion dependiente del tiempo por otra dependiente de las coordenadas
espaciales como muestra (7.5.8).

Por otra parte, puesto que el operador (782)u no depende, en este caso, de
2, sus autofunciones correspondientes a diferentes X sélo difieren en un

factor de normalizacion y lo mismo ocurre con sus autovalores:

@ (X)
E2

f-174 () ¢, (X) (8.1.1)
k2/f(x) (8.1.2)

siendo k una constante y T el tiempo asociado a 2.

La parte temporal T(t) de 1as soluciones obedece la ecuacion (7.5.12):

T+UnY/T)T + KU/IW]T =0 (8.1.3)

con los datos de Cauchy para las soluclones de frecuencia positiva dadas

por (7.3.9), que teniendo en cuenta (8.1.2) son
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Tkl = 14 (1) // 2k (8.1.4)
TlMly = =i F-1/4 (1) VK72 (8.1.5)

y 1a expresion del Hamiltoniano es,

Hy = f-172(t) Tk (a,Ta, + 172) (8.1.6)
k

8.2. Ve es un vector de Killing en un entorno de 3.

Cuando el vector V,, tangente a las trayectorias del fluido de observadores
es un vector de Killing en un entorno de la superficie X sobre la cual se
diagonaliza el Hamiltoniano, 1a métrica, en la carta adaptada, es
independiente del tiempo natural t, [103].

En este caso, 1a ecuacion que determina T(t), la parte temporal de la

solucion, es (8.1.3) con f(t) = |:
T+ KT =0 (8.2.1)

y los datos de Cauchy (8.1.4,5) son los mismos para todas las superficies t

= const.,
Tk = 1/ V2 (8.2.2a)
Tz = -i VK72 (8.2.2b)

lo cual significa que las soluciones de frecuencia positiva tienen la parte

temporal de 1a forma,

Tk ;t) = (1//2k)e -kt (8.2.3)
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La parte transversal del Hamiltoniano toma entonces 1a forma,

Hy = Tkagta, + 12X k (8.2.4)
7] k

En este caso, no hay creacion de fotones a lo largo del tiempo, ya que al no
tener 1a métrica una dependencia temporal, el Hamiltoniano se diagonaliza
con la misma base a todo tiempo. Tenemos, en consecuencia, una Unica
definicion de frecuencia positiva en todo el espacio-tiempo.

Este caso incluye a los observadores de Minkowski y de Rindler en el
espacio-tiempo plano, a los observadores comovientes en las métricas de
Schwarzschild [104]) y 1a de Einstein estatica [105], [98], y también a los

observadores de Killing en el espacio de de Sitter.

8.3. Vacio Conforme.

La propiedad de invariancia conforme de la teoria expuesta para el campo
electromagnético permite obtener directamente el estado de vacfo cuando
se trata el caso de una métrica que es conforme a otra cuyo vacio asociado
es conocido. En efecto, consideremos dos espacios-tiempos diferentes
tales que en cada uno de ellos hay un sistema de observadores.
Eventualmente, ambos espacios-tiempos podrian ser el mismo en donde se
consideran dos fluidos de observadores. Supongamos que, cuando se
utilizan las respectivas cartas adaptadas, los tensores métricos de ambos
espacios-tiempos, gy, Y @’up, €stan vinculados por una transformacion

conforme:
Guw (X) = Mx) gyy (x) (8.3.1)

En tal caso, podemos pensar que g’y, (x) no es la métrica de otra variedad
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sino que es 1a métrica de 1a misma variedad a 13 que corresponde Guv, A la

que se le ha practicado una transformacion conforme, es decir

Py (X) = Gy (%) (8.32)

Por otra parte, recordamos que el Hamiltoniano Hs y el potencial A; son

objetos de Weyl de peso O,
(&) = Hy o) $ -4 (8.33)

En consecuencia, si (¢(kr);*(k))) es la base que diagonaliza el
Hamiltonlano en la métrica g,,, la misma base también diagonaliza el
Hamiltoniano en la métrica g',,. Asi, el concepto bien conocido de vacio
conforme, puede ser definido en el caso del campo no masivo de spin | de

manera analoga en que se 1o hace para el caso del campo de spin 0, {63],
[106), [107]

8.4. Fluido Geodésico en un Universo de Robertson-walker.

Un caso de mucho interés en problemas cosmoldgicos, en donde puede
aplicarse la idea de vacio conforme, es el caso del universo de
Robertson-walker.

Si consideramos el fluido geodésico de observadores, en l1a carta adaptada

la métrica toma la forma:
ds? =dt2 - a2(t) [ dy2 + p2(y) (dB2 + sen20 d$2?) | (8.4.1)

donde 1a funcién p(yL) toma diferentes formas segin que la parte espacial

de 1a métrica sea cerrada, plana o hiperbdlica:
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= sen o 0§ o {2nm espacialmente cerrada (K=1)
p(){ = o 0§ o € e espacialmente plana (K=0)
= senh 0§ 9% § = espacialmente hiperbdlica (K=-1)

Aprovechando que el tiempo natural no esta univocamnte determinado,

introducimos el t/empo conforme m,

t-m: dn = a!(t)dt (8.42)

que también es un tiempo natural y, como es bien conocido, esta
transformacion permite escribir la métrica conforme a la de Minkowski o
1a del universo estatico. Como los vacios de estos espacios-tiempos son
conocidos, podemos extenderfos al caso en estudio usando el vacio
conforme.

A titulo ilustrativo, mostremos la forma explicita de la parte temporal de

1as soluciones de frecuencia positiva, dadas por

T@(K,);t) = Lal(x)/2k e ~kn (8.4.3)

donde 1as soluciones correspondientes a diferentes superficies de Cauchy
solo difieren en el factor de normalizacion. Las transformaciones de
Bogolubov que relacionan entre si tales bases no mezclan frecuencias
positivas con negativas y en consecuencia, es claro que no hay creacion de

particulas a lo largo del tiempo, es decir,

IZ,0 = (3, 0 (8.4.4)

En efecto, tenemos un Unico vacio conforme obtenido directamente desde

el vacio del espacio-tiempo plano o desde un universo estatico.
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8.5. Observadores de Rindler.

Un ejemplo importante, encontrado con mucha frecuencia en 1a literatura
[S7), [67] es el de un fluido de observadores en movimiento uniformemente
acelerado en el referencial propio, en el espacio de Minkowski, el cual es
conocido como flufdo de obsevadores de Rindler. Eligiendo en esta seccidn
las unidades de manera que G = h = ¢ = k (constante de Boltzmann) = 1, y
considerando que la aceleracion ocurre a lo largo del eje x, 1a relacidn

entre las coordenadas de Rindler (m,4,y,z) y las de Minkowski (t,x,y,z) esta
dada por, [108], [109],

t=t{shn x = tfchm (8.5.1)

con el signo superior valido para (t,x) en R* (x > |t]) y el inferior para (t,x)
en R™ (x < -|tl). Las lineas § = const. corresponden a las trayectorias de los
observadores acelerados. En coordenadas de Rindler 1a métrica toma la

forma,

ds2 = §2dm2 - dé2 - dy2 - dz2 (8.5.2)

En este caso 1a determinacidén de los modos de frecuencia positiva resulta
trivial, ya que ambos fluidos poseen vectores de Killing temporales: a/at
para el fluido de Minkowski y 3/3m para el de Rindler. Nuestro interés se
centra en determinar el contenido de particulas que los observadores
acelerados adjudican al campo electromagnético, cuando éste se encuentra
en el estado de vacio desde el punto de vista de los observadores
minkowskianos. Para ello deberemos obtener la transformacion de
Bogolubov entre las bases asociadas a ambos fluidos, y es importante
notar que, a fin de hallar tal relacion, 1as soluciones correspondientes a

ambos conjuntos de observadores deberan estar referidas a 1a misma carta
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geomeétrica y al mismo gauge. El calculo sera realizado en el gauge de
Candelas y Deutsch (GCD), que es un gauge de Lorentz con una condicion de

gauge adicional (ver condiciones (8.5.12)).

En un espacio-tiempo plano 1a ecuacién para el 4-potencial A, es,

DAs - V(T A9) = 0 (85.3)

donde O = V®V,,, y si imponemos la condicion de gauge de Lorentz,

VA% = 0 (8.5.4)

se reduce, simplemente, a,

Oat = 0 (8.5.5)

Pero 1a condicién de Lorentz (8.5.4) no especifica completamente el gauge.

En efecto, si hacemos una transformacion de gauge,

A= At VA (8.5.6)
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se sigue que,
VA= Y A+ DA (85.7)

de manera que, para no violar 1a condicidn de Lorentz, 1a funcion A debera

cumplir,

OA =0 (8.5.8)
Si convenimos en llamar a,b,c, a los indices bidimensionales que

recorren los valores (m,¢) e i,j,k, .. a los que recorren los valores (y,z),

resulta que frente a la transformacion de gauge (8.5.6) es,

VAl VA + V2A (85.9)
siendo V2 = (32/2y2 + 32/322) el 1aplaciano asociado a las 2 coordenadas no
sujetas a aceleracion. Como 1a dependencia de los modos respecto de las
coordenadas (y,z) puede ser explicitada como exp( K.X), donde T(’a(ky,kz) y
?a(y,z), se sigue que eligiendo la funcion A como,

A=1i kJAj/k2 (85.10)

obtenemaos la condicion suplementaria,

VAi=0 (85.11)

Si recordamos 1a condicion de Lorentz (8.5.4), y ademas tenemos en cuenta

que puede ser especificado el gauge agregando la (85.11), tenemos
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finalmente, las siguientes condiciones de gauge:

VAt =0 a=n,¢ (8.5.12a)
ViAi=0 j=vy,2 (8.5.12b)

Estas relaciones, implican que 1as soluciones de Rindler para Ay pueden ser

escritas en términos de dos escalares ¥y ¢, (116}, como,

Ay = € V0¥ (85.13a)
A = € VKb (8.5.13a)

donde €y, = £€;, siendo € el tensor antisimeétrico de rango 2 dado por €,, =
-€;;= |, €y, = €, = 0,y los escalares ¥y ¢ obedecen a la ecuacion de Klein

-Gordon no masiva,
Ov=06=0 (85.14)

De esta manera, las soluciones para el caso vectorial pueden expresarse

mediante las del caso escalar, 1as que tienen la forma,
b Aveitntikx Ko(ké) , con Q>0ykslK (8.5.15)

siendo K;o(ké) las funciones de Bessel modificadas de orden imaginario.

En notacion vectorial, 1as relaciones (8.5.13) son,
Ay~ (43,9, -£10,¥, -0,0, 3, 9) (85.16)

y dado que ¥ y ¢ son campos escalares independientes entre sf, dan origen,

via (8.5.16), a dos soluciones vectoriales independientes, es decir a dos
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modos de polarizacion, que podemos elegir tomando ¥=0 en uno y =0 en el

otro,
A1) ~ (0, 0, -3,4, 3,) (85.17a)
A(2) A (-£0,%, -£12,¥, 0, 0) (85.17b)

las que reemplazando 1as soluciones (8.5.15) toman 1a forma,

A1)~ (0,0, -k, ik)) e10m * 1KX Ko (k) (85.18a)
AL(2) A (82, Kig(ke), IQE Kig(k), 0, 0) e7ilm + ikcx (85.16b)

Para ortonormalizar estos modos debemos recurrir al producto interno

adaptado al gauge de Lorentz:
fu, g = -if (g V,f% - [, ¥V, gt ) dov (85.19)

y, si tenemos en cuenta que en la métrica (8.5.2) las Unicas componentes
no nulas de la conexién son TN, = ¢, I‘i,m = ¢ e integramos sobre una

hipersuperficie m = const., el producto interno toma 1a forma explicita,
<, > = =i fI(g dqf,*-THX00q,) + 2811, %ge~gyf*)Ié-1dédydz  (8.5.20)

donde si se consideran las soluciones asoctadas con 10s observadores de la
region R+, 1a integracion sobre ¢ debe hacerse entre Oy +eo.

En el Apéndice 6 pueden verse los detalles matematicos del caiculo de las
integrales que aparecen en la normalizacion de los modos. Los modos de
Rindler, ya ortonormalizados, correspondientes a los observadores

acelerados de la region R* son,
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$,(1,0,8) = i[2nk/ TATGQ) K g(kENO, 0, -k, k) eTion*iEx

$,(2,0,0- il20k/ TATGQI(£2 Kig(kd),-i0E-Kiqg(KE), 0, 0) etk x
(85.21)

Notemos que cada modo esta rotulado con tres indices: 1a frecuencia de

Rindler Q y las dos componentes del vector K. Vayamos ahora a la

obtencion de los modos de Minkowski. Si los escribimos en 1a carta de

Minkowski como,
f,(0, K, ky) = (20200301172 qyb, K k) e~ 1wt K Xk,x) (8.5.22)
donde w=s vV kZ+ k,‘f , b=1,2 describiendo los dos modos de polarizacion y Q

es un vector independiente de x#, resulta que las condiciones de gauge

(8.5.12) imponen las siguientes relaciones para q:

Kq=0 (8.5.23a)

-k, /W (8.5.23b)

q
Q
donde aes el correspondiente 2-vector en el plano (y,z). Por otro lado, las .

condiciones de ortonormalidad en el producto interno equivalen a que Q

sea unitario:
@b, Kky) qu(b, K,k,) = -1 (8.5.24)

Entonces, elegimos 1os modos de polarizactén tomando en un caso q, = O (y

en consecuencia q, = 0) y en el otro q =0, es decir:

(1, K ky)
Qu(2, K ky)

(0, 0, -n,, ny) (8.5.25a)
k=YK, , -, 0, 0) (8.5.25b)
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donde ny, n, son 1as compenentes del vactor unitario en la direccion de.
Asi, los modos normalizados de Minkowski, expresados en l1a carta de

Minkowski se escriben como,

fo(1,K, k) = [2(2nPw]1/2 (0,0,-n,,n,) e~ H(Wt-K XK, X) (8.5.26a)
1,(2,K, k) = [202m30] 172 k-1(ky,~0,0,0) e~ HWt-K XKk X)  (85.26b)

quedando rotulados por las 3 componentes del impulso (kx,_l?).

Como ya hemos mencionado, para obtener los coeficientes de Bobolubov que
relacionan los modos de Minkowski con los de Rindler, es menester que
ambos modos estén expresados en el mismo gauge y en 1a misma carta
geométrica. Pasando, los modos de Minkowski (8.5.26) a 1a carta de Rindler

en R, tenemos,

(1, K k) = (22301172 (0,0,-n,n)) e HWEKXKeX)  (85272)
fp(2,T<', k,) = [2(2m)3w]-1/2 k-1(¢k, chn-¢wshm, k,shn-wchy, O, 0)
X e-l(wt-K. x-ky.x) (8.5.27b)

Por supuesto, podriamos obtener expresfones semejamtes para los modos
de Minkowski referidos a 1a carta de Rindler en la region R™, pero no sera
necesario a fin de obtener el espectro de particulas detectado por los
observadores acelerados de R*.

Estamos ahora en condiciones de obtener 1a relacién entre los modos de
Rindler (8.5.21) y los de Minkowski (8.5.27),

a0 k) = X flogp(k' k) d,(b,K) + Byp(k’ k) ¥ k) dk  (B5.28)
b
donde, por brevedad hemos designado con ks(Q,X) al con junto de indices

que caracteriza a los modos de Rindler y con k'-(kx.?) a los
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correspondientes de 10s modos de Minkowski. En general, 10s Indices
primados corresponderan a 10s modos de Minkowski y 10s sin primar a 10s
de Rindler. Tomando productos internos en (8.5.28) obtenemos, para 10s
coeficientes de Bogolubov,

ab'b(k',k) = -<0"(b,k); f“(b',k'» (8.5.29a)
Bk’ k) = -<dX(bk); (b k')> (8.5.29b)

Claramente los coeficientes de Bogolubov seran matrices de 2X2, dado que
los indices discretos b y b’ toman valores sobre los dos posibles modos de
polarizacion independientes. Sin embargo, un breve calculo muestra que los
términos extradiagonales de estas matrices son nulos: &,:y = B+ = 0.

En virtud de la forma de los modos de Rindler y de Minkowski, el calculo de
los coeficientes de Bogolubov consiste en )a evaluacion de transformadas
de Fourier de expresiones en las que aparecen las funciones K, y potencias

de sus argumentos,

Kmn = Jdé elké g0 K q_n(kd) (8.5.30)
0

donde m y n son enteros no negativos. La evauacion de estas integrales
puede verse en detalle en el Apéndice 6. Comencemos por -y Yy 8y:y; €l

resultado de 1a evaluacion de los productos internos es,

o)y = (20T (-iNAW)172]18(K - K) (WKg o + OKg ) (8531a)
By = [20TUHANQW) /21 8K+ K) (-wKg o + QKo ) (8.5.31b)

Reemplazando los valores de las integrales,
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Ko,o = M(2wshQn)-1([(w-k,)/k]~ 182 oNQ/2 - [(w-k,)/k]I2 e~ NN/2)
Ko.1 = m(2QshQm)-!([(w-k,)/k] 182 eNQ/2 + [(w-k,)/k]IC2 -T2/ 2)

(8.5.32)
obtenemos,

&yrq = (20X 1Q/W)V2 TUA) (WK, )/k) 10 eNQ/2 §(K'-K)  (8.5.33a)
By+y = (20rNQ/W)/2 T(-i0) [(w-k, /K e-TQ/2 §(K'+K) (8.5.33b)

Vayamos ahora al calculo de los coeficientes de Bogolubov asociados con
los modos de polarizacion tipo 2, es decir &, ¥ B, La evaluacién del

producto interno entre los modos tipo 2 conduce a,

Oty = 12mk2 T(-1Q)H (w/Q)1/2 [ d¢ etked (10K, W 1-1)E194K,q +
0
+ “(xbgKm -(inkxu‘hnz){‘? Kin ‘QU{"K'Q ) (8.5.34)
donde por brevedad hemos omitido el argumento en las funciones Kiq =

Kio(ké). Las derivadas de las K;q pueden eliminarse haciendo uso de la
identidad,

ch“) (k{) = -k K,quk{) - iQ{“Km(kt) (8.5.35)
con 1o que (8.5.34) toma la forma,

App = ‘[2nk2r('|n)]—'(0/n)‘/2 [ k("‘nkxw—'* ] )K'.' + ikaKi.O +
+ QI-Q)1-k,/W)Kg 2 - Q{w-K,) Koy ) (8.5.36)

donde las transformadas K, , estan dadas por,
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Ky,1 = QI2k0Q-DINFGQNZ ( (w-k,)i(w-k,)/k]"1Q NQ/2 -
- ((,)+kx )((Q-kx )k -T2/ 2 )

Ky 0 = -1Q2wk)NTUQNZ { (w-k,(w-k,)/k]" 10 eTTE/2 4
+ (Wk, (WK, /K] ¢ T1Q/2)

Koz = [201+Q2)NTGQ)I2 ( (ik,+ Q)l(w-k,)/k]"1Q eNQ/2 4
+ (iky+ QW) [(W-k,)/K]IK2 e TIR/2)

Ko,y = (1/2ITGQIZ ( [(w-k,)/k]T1Q L/ 2 +[(w-k, )/K])IQ e~ T10/2)
(8.5.37)

de donde, reemplazando en (8.5.36), y después de algunas simplificaciones

algebraicas, obtenemos
&y = (20X 1{Q/W)12 T(AQ) [(W-k, )/K)1Q eR/2 §(K*-K)  (8.5.38a)

es decir, el mismo resultado que para «,-;. Haclendo los calculos

correspondientes, obtenemos para B,:o:
By = (20 1Q/W)V2 T(-iQ) [(w-k, )/K]IQ e-TR/2 §(K'+K) (8.5.38b)

Queda asf claro que el espectro observado para ambos modos de
polarizacion es el mismo. Vayamos ahora al problema determinar el
espectro de particulas que corresponde a los coeficientes de Bogolubov del
tipo (8.5.33). Larelacion entre los operadores de aniquilacion de particulas

de Minkowsl a,- y los correspondientes by, de Rindler es,

by = fdk'( 3 (k' k) + 2t B*(k' k) } (8.5.39)
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donde hemos omitido el indice que discrimina los modos de polarizacion a
fin de no recargar la notacién. Reemplazando las expresiones obtenidas

para los coeficientes de Bogolubov, tenemos

b(Q2, K= [ dk, d K"{(2m1(Q/ ) 2T (I Q)(w-k, )/k]- 10 eNQ/28( k'~ Kalk,, )
+ 20y H{Q/W)V2 T(-10Q) [(w-k, /K] e TQ/2 §("+ K) at(k,. )
(8.5.40)

Resulta conveniente definir el operador,

d(o,Q, K)=(2QshnQ)V2 (2n)1T(-0iQ) k-01Q [ dk, w172 (w-k,)F1Q a(k,, ¥)
- (8.5.41)

donde o puede tomar los valores +1y -1, con lo que (8.5.40) toma 1a forma,
b(R,K) = (2shnQ)-1/2 (eMQ/2 4(+,Q, K) + e TNQ/2 g*(- Q,-K)) (85.42)

Es inmediato comprobar, a partir de su definicion (8.5.41) que d(0,Q,K) es

un operador de aniquilacion de particulas de Minkowski. En efecto, aniquila

el vacio de Minkowski, y cumple 1a correcta relacion de conmutacion,

do,0,X)104= 0 , ¥0,0,K
[d3,Q,X), d*(0’,0’,K)] = §908(Q-0")6(K"-K) (8.5.43)

Es entonces sencillo calcular el valor de expectacion del numero de
particulas de Rindler, N(Q,K) = b¥(Q,K) b(Q, X), percibido cuando el campo

se encuentra en el estado de vacio de Minkowski,
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Vemos asi, que el vacio de Minkowski presenta, desde el punto de vista de
los observadores de Rindler y en el GCD, una distribucion planckiana de
particulas de spin I, en cada modo de polarizacién, y con temperatura
To=1/2m.

Puede Ilamar la atencion que 1a aceleracion del observador no aparezca en
1a expresion (8.5.44), pero debe tenerse en cuenta que 1a temperatura T, es
una temperatura global, asociada con todo el fluido de observadores. La
temperatura T percibida por el observador acelerado con aceleracion a esta

dada por 1a relacion de Tolman, {110}, [111], [112],
T=T,/V G0 = 1/201/ g, (8.5.45)

y como de (8.5.2) es g,, = £2, y la coordenada ¢ parametriza a observadores
de aceleracién a = &1, se sigue que la temperatura percibida por cada

observador es,

T=a/2n (8.5.46)

Es importante notar que Candelas y Deutsch, [116], calcularon el valor de
expectacion del tensor energia-momento del campo electromagnético
percibido por el observador acelerado, cuando el campo esta en el estado
de vacio de Minkowski y encontraron un espectro térmico, pero no

Planckiano,

TH, A -(a%/n2)[dQ Q3(1+Q-2)(e2R -1)-1diag(-1, 1/3,1/3,1/3) (8.5.47)
0
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Este fendmeno, de que 1a distribucion del valor de expectacion del numéro
de particulas tiene una forma planckiana, mientras que el del tensor
energia-momento tiene forma térmica pero no planckiana, ha sido
explicado por Takagi [117] sobre 1a base de 1a densidad de estados asociada
con el detector. En efecto, el espectro de energia se aparta, de la forma
planckiana debido a 1a apariciéon del factor (1+Q-2), denominado Ia
"densidad de estados reducida” asociada al detector, [121], [124], [66],
[125]. Por otra parte, esta diferencia entre 1as distribuciones de particulas
y de energia no es privativa del caso electromagnético; también aparece
cuando se estudia el campo escalar en dimension arbitraria n del espacio
-tiempo [122], [123], [117], en tal caso la densidad de estados reducida se

obtiene recursivamente como:

da(Q) = [1 + (/2 - 2)2Q-2) d,p(Q), N34, dp=dy = | (8.5.48)

Claramente d4(Q) = 1, pero esto no es asi para n > 4. Aparece, ademas, el
curioso fenomeno de que si n es impar el espectro del nimero de particulas
no cambia, pero el de energia se vuelve del tipo Fermi-Dirac, mientras que
para n par es del tipo Bose-Einstein {117] (con 1as correcciones debidas a
d,(Q)). Esta aparente inversion de la estadistica también ha sido obtenida
para el campo de spin 1/2 [126] En general, el factor de densidad de
estados reducida dependera del spin del campo y de 1a dimension del
espacio-tiempo. Un analisis mas detallado de 1a densidad de estados del
detector, y su relacién con la geometria de la variedad de Rindler y de
otros espacio-tiempos estaticos puede encontrarse en [127].

En sintesis, el calculo de los coeficientes de Bogolubov nos ha conducido a
un espectro de particulas planckiano, mientras que el espectro de energia

se aparta de la forma planckiana debido a la aparicion del factor de
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densidad de estados reducida.

En unidades ordinarias (8.5.46) se escribe,

T = ha/2nkgc = (4 X 10-23 °K cm-! seg?) a (8.5.49)

donde kg es la constante de Boltzmann y c la velocidad de 1a luz. Entonces,
para percibir un espectro térmico de, por ejemplo 4 °K, 1a aceleracion de)
observador deberia tener el enorme valor de 1023 cm/seg2. Por otra parte,
a partir del principio de equivalencia, esta relacién entre temperatura y
aceleracion impone un limite al descenso de 1a temperatura dentro de un
campo gravitacional. Asi, para la superficie de la Tierra, en donde la
aceleracion de la gravedad es de aproximadamente 103 cm/seg?, este
limite es de 4 X 10720 °*K que, aunque se encuentra mas alla de las
posibilidades experimentales accesibles en la actualidad, es mayor que

cero.
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CONCLUSIONES

Hemos establecido un formalismo que describe un campo electromagnético

cuantificado en interaccion con el campo gravitacional y con las siguientes

propiedades:

a)

b)

c)

d)

e)

La teoria esta enmarcada dentro de la aproximacién semiclasica a la
gravedad cuantica, es decir que el campo electromagnético esta

cuantificado pero el gravitatorio permanece clasico.

El campo electromagnético es concebido como un campo no masivo de
spin |. Como tal tiene, en principio, 4 grados de libertad, de los cuales
solamente 2 son fisicos. Los grados de libertad no-fisicos son
eliminados, uno 2 pr/or/ mediante la condicion de gauge temporal
(§3.5), y otro g posterior/ (modo longitudinal) haciendo tender a cero
un parametro introducido a tal efecto (§7.5). En consecuencia, sblo

aparecen fotones transversales.

El formalismo es invariante conforme, como se acepta generalmente
para campos no masivos, lo cual es asegurado explicitamente mediante
fa introduccién de herramientas matematicas apropiadas (derivada

conforme, producto interno, etc.).

El operador Hamiltoniano de l1a teoria depende del observador via el

vector W que caracteriza al fluido de observadores (§7.1).

La teoria estd planteada para un espacio-tiempo arbitrario y para
observadores en general con pocas restricciones: el espacio-tiempo

debe ser globalmente hiperbblico para que existan superficies de
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f)

g)

h)

Cauchy globales y el fluido de observadores debe ser irrotacional para
que existan hipersuperficies ortogonales a las lineas de fluido. Esta
ultima propiedad de) fluido de observadores es )a que hace posible

introducir 1a nocion de tiempo (tiempo natural, §5.3).

La ambigiedad en la definicién de las soluciones de frecuencia positiva,
caracteristica de la teoria cuantica de campos en espacio curvo, es
resuelta mediante el criterio de diagonalizacién del Hamiltoniano
(§7.3). Aunque este criterio ha sido utilizado muchas veces con
anterioridad por otros autores, la novedad consiste en que aqui
tratamos con un Hamiltoniano dependiente del observador. Esto hace que
1a definicion de frecuencia positiva sea dependiente del observador, y

consecuentemente el estado de vacio del campo también.

Los datos de Cauchy que determinan las soluciones de frecuencia
positiva son obtenidos resolviendo una ecuacion de autovalores para el
operador (282)” (§7.3). Puesto que este operador es en general diferente
para cada superficie de Cauchy, 1o mismo ocurre con la descomposicion
en frecuencias positivas y negativas. De esta manera, el modelo de
particula obtenido puede ser diferente tiempo a tiempo dando lugar al
fendmeno de creacién de particulas a lo largo del tiempo. El modelo de

particula depende, entonces, del observador y del tiempo.

El estado de polarizacion de los fotones no puede ser relacionado con ia
direccion de propagacion como en el espacio plano ya que en el espacio
curvo se carece, en general, de tantas simétrias. La condicion de gauge,
que elimina a priori un grado de libertad, es implementada considerando
cero la proyeccion del campo A,, sobre la velocidad del fluido de

observadores U, (gauge temporal). La teorfa pueda ser formulada



i)

J)

satisfactoriamente, y el observador juega el doble rol de definir el
Hamiltoniano y el gauge. Por otra parte, )a transversalidad debe
referirse al cumplimiento de la Ley de Gauss, y esto tiene estrecha
relacion con los autovalores, E2, del operador (362),1: E2> O corresponde
a modos transversales y E2 = 0 a modos longitudinales (§7.4).

Dado que el modelo de particula cambia instante a instante, 10 mismo
puede ocurrir con el concepto de modo longitudinal, y si el campo se
encuentra en un estado carente de fotones longitudinales al tiempo t, no
es evidente que al tiempo t’ no aparezcan fotones longitudinales. Sin
embargo, hemos calculado los correspondientes coeficientes de
Bogolubov, para el caso en que la separacion de variables es posible, y
hemos demostrado que puede elegirse el valor de un parametro

arbitrario para que 1a creacion de modos longitudinales no ocurra (§7.5).

La base de soluciones que diagonaliza el Hamiltoniano es 1a misma que
minimiza la energia, definida como el valor de expectacion del
Hamiltoniano en el estado de vacio (§7.6), tal como ocurre para el

campo escalar (§6.4).

La aplicacion de nuestro formalismo a diversos casos particulares
produce resultados ya conocidos en 1a literatura para el caso escalar.

Asf{, cuando existe un vector de Killing en un entorno de 1a superficie de
Cauchy  se obtiene como vacio asociado a X el vacio de Killing (§8.2).

Cuando 1a métrica en carta adaptada esta vinculada por medio de una
transformacion conforme a otra de la cual se conoce et vacio, se aplica
el concepto de vacio conforme (§8.3). Por ejemplo, en el universo de
Robertson-walker y para un fluido geodésico, que es conforme a la
métrica de Minkowski, 1a aplicacion del vacio conforme nos da un Unico

vacio para todo el espacio-tiempo (§8.4).
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Ademas, vimos en §8.5 que un observador uniformemente acelerado en
el espacio de Minkowski, percibe el vacio electromagnético de
Mlinkowski como un espectro energético térmico, aunque no planckiano,
de fotones con la temperatura de Unruh-Davies, T = ha/2mkc. Sin
embargo, en el gauge de Candelas y Deutsch, el espectro asociado al
numero de particulas es planckiano. La diferencia entre los espectros,
de energia y de particulas, reside en la distorsion generada por el

factor de densidad de estados reducida.

Por Ultimo, es importante mencionar que, para que una teoria de campos
cuanticos sea consistente, debe ser predictiva, en el sentido de poder
predecir los valores de magnitudes observables experimentaimente.

Como se sabe, es tipico de las teorias de campo la aparicion de cantidades
infinitas cuando se intentan calcular los valores de diversas entidades de
interés, tales como el tensor energia-momento. Estos infinitos son
transformados en cantidades dotadas de sentido fisico mediante algun
esquema de renormalizacion. Puesto que este tépico no ha sido encarado en
1a presente tesis, esta claro que deberia estudiarse si nuestro modelo de
foton en el espacio curvo conduce a una teoria renormalizable. Si esto
fuera asi, dispondriamos de un modelo consistente para estudiar la
influencia cuantica de 1a gravitacion sobre el campo electromagnético para

las regiones en donde 1a aproximacion semiclasica tiene validez.
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Apéndice 1 :
Unicidad de /‘\,l

En este apéndice demostraremos que, en 4 dimensiones, 13 variacion
conforme de la conexion spinorial queda univocamente determinada por las
condiciones (3.2.18) y (3.2.24) y esta dada por la Ec. (3.2.25).

Nos interesa entonces encontrar 1a expresion mas general de una matriz de

4 X 4 que satisface las siguientes propiedades:

(A, %) =0 (AL.1)
(AL %] = (17280 - Gup¥p)VP IN ) (A1.2)

donde [, 1y (, ) indican el conmutador y anticonmutador, respectivamentae.

Las matrices de Dirac ¥, cumplen larelacion

(%.%]) = -2gy, (A1.3)

Cualquier matriz de 4 X 4 puede ser expresada en términos de 16 matrices

de 4 X 4 linealmente independientes, por ejemplo las siguientes TA:
TA (I, %, -iwm, W, -iow)] (A=1,2 ..,16) (A1.4)
donde | es la matriz identidad de 4 X 4y okv y ¥ estan definidas como

o = (1/2) [ |, W) (A1.5)
B = (-i/ 4/ -g) e 4, %, (A1.6)

siendo etv® el simbolo de Levi-Civita totalmente antisimétrico ( €0123 =
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+1). Las matrices T'A forman )a base de un algebra de Clifford [113]y e)
desarrollo de una matriz cualquiera en esa base es conocido como

expanstén de Clifford. Asi, para una matriz M de 4 X 4 se tiene:

M=2 CyTA (A1.7)
A

donde los coeficientes C, estan dados como
Ca = (W) Tr(MT,) (A1.8)

(1as matrices T, se definen como las TA con los indices abatidos por la
métrica gy,).

Las propiedades algebraicas de las T'A se desprenden de las de las ¥ ,y
mientras no consideremos derivadas segundas de la métrica, podemos
trabajar en un sistema de coordenadas localmente inercial, obedeciendo en
tal caso las matrices de Dirac a la relacion algebraica (A1.3) pero donde
Guw €S sustituido por el tensor de Minkowski.

Algunas propiedades importantes de las T'A son:

Tr(TA) =0 ; (WA® 1)
TAT,= | (A1.9)
Tr(TATA) =4 844 |

Postulemos para A, un desarrollo de Clifford con coeficientes a

determinar:

A =gl by ¥ - 1y ¥ +d'l,’6"85-l£"”dﬂ (A1.10)

Claramente, para valuar los coeficientes de este desarrrollo introduciendo

—
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las condiciones (Al.1) y (A1.2), se hace necesario conocer los
anticonmutadores y conmutadores de las TA con las matrices de Dirac. El

calculo es en algunos casos directo y en otros bastante tedioso, y da:

(l,w)=2w

(¥, %) =2¥w
(w,®w) = -2¢gw
(WP, W)=-2gw ¥

(ow. W] =21 g,y b ¥ ¥ (A1.11)
(1,w]=0
[¥,w]=0

[, @] = 20w
(9%, ]= 2% 0P = -i g5 Qg ¥ oW
[om. %] =2 (v ¥ - g W)

Entonces, obtenemos para los coeficientes los siguientes valores:

=0 (A1.12)
Cuo &6 ~ Cue 8% + (G Gep ~ Ges Gory) 5 Gy = 0
Ee ~ Eyg® = (i74) (Ggy 2 INX - 8%, 39 IN D)

La primera observacion es que, puesto que en 1a expansion de Clifford de
/\,l el tensor Emw aparece contraido con o, sélo es relevante su parte

antisimétrica en p, v, pudiendo tomar, entonces:

Euvp = (1/8) (G 3y INX - gy 9, In D) (A1.13)
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y entonces resulta para by, de (A1.12):

b, =0 (A1.14)

Por otra parte, contrayendo sobre los indices v, ¢ en (A1.12) donde aparece

Cuw, POdemos vincular g, con dy,:

Cue = (2/3) Goy Ges @V 4 (A1.15)

de donde se deduce que Cup €S idénticamene nulo, pues g, €s simétrico

mientras que e es antisimétrico:
Gw = 0 (A1.16)
Ahora bien, 1a pentitima de 1as (A1.12) puede entonces ser escrita como
ety = 0 (A1.17)

y multiplicando esta Gltima por €gyye (habida cuenta que €gyq V¢ = -680)
se sigue que:

Gy = O (A1.18)

Resumiendo estos resultados, los coeficientes de 13 expansion de Clifford

de /\,, quedan univocamente determinados como
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% =b =0
Cw = 4y = O (A1.19)

Eupw = (1/8) (gup 3y IN A - gy 3 INX)

y reemplazando estos valores en la expansion (A1.10), tenemos:

Ay = -(1/4) Gy ¥ In X (A1.20)

con lo que queda demostrada nuestra afirmacion.
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Apéndice 2 :
Magnitudes Caracteristicas de un Fluido

y Versor Temporal

Aqui pasaremos revista a las cantidades geométricas que caracterizan el
comportamiento de un fluido, [96]. En el caso de un fluido cualquiera U,
debe ser considerado como el vector unitario tangente a las lineas de
fluido. En el caso del fluido de observadores sobre el espacio-tiempo U,
juega el rol de versor temporal, que indica la direccion del tiempo en cada
punto de la variedad.

introduciremos el vector curvatura C":
G=WwV,y (A2.1)

el tensor de Killing Ky

Kps VUt ViU, (A2.2)

y el tensor de vorticidad Ly

Qu=VyUy - VU, (A2.3)

Por otra parte, introducimos el proyector temporal T,,,, y el proyector

espacial Eyy:

Tw = U 5 B = Gw - Ul (A2.4)

Asi, la parte espacial de un tensor arbitrario A, es:
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A = E2EP Agy (A25)

de donde es facil obtener que

K
0y,

Kw - UG - LG (A26)
0, - UG - 4G

Un fluido se dice geodésico cuando G, = O e Jrrotacional si T),,,, = 0.
Ademas, puede ser probado que esta ultima condicidn es equivalente a la
existencia de hipersuperficies globales ortogonales a las lineas de fluido
si el espacio-tiempo es simplemente conexo [96).

En el caso en que Q,, = 0 el fluido es geodésico e irrotacional. Cuando Kw
= 0 el fluido se dice r/gido segun Born [114). En el caso K, = 0 el fluido
es geodésico y rigido y U, es un campo de vectores de Killing.

Cuando gl fluido es irrotacional( fl,,, = 0) existe una carta adaptada donde
xi = constante sobre cada linea de fluido y g, = O. Por otro lado, es
interesante notar que si utilizamos l1a derivada conforme definida en
términos del vector Uy, 1a parte espacial del tensor de vorticidad se

escribe simplemente como:

Quy =Dy Uy - Dy Uy (A2.7)

Entoncés, para poder dar un significado a 1a noctén de ¢/empo , el rotor

conforme de U,, debe ser nulo:

DUy - Dy U, = O (A2.8)

Otra propiedad interesante del vector u,, es que su divergencia conforme es

idénticamente nula:
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D,W =0 (A2.9)

En efecto,

O, v,,w +(3/2) Qv
Ve + @20 W20, VrU, - 2/3) U, VP Ul

3U, VI’Ull =0

(1a Ultima igualdad se sigue en virtud de la unitariedad de U,).
La expresion (A2.9) es un caso particular de la propiedad mas general

siguiente:

D (UptUy2.. Upp . Uyp) = 0 ¥n (1€p<n) (A2.10)
La demostracion de (A2.10) es mediante induccion sobre n. En efecto, la

proposicion (A2.10) vale para n = 1, por (A2.9). Ahora consideremos, sin

pérdida de generalidad, 1a expresion a probar:

Du! (Ut U2 .. Yyn) = 0 (A2.11)

la cual suponemos valida ¥ n £ h, es decir:

pr! (Ut Uy2..4p) = 0 (A2.12)

Calculemos ahora:

pr' (Ugt Up2 . Ugh Ut ) = Uyt U2 - Uph o Uphot + Ughet o (U1 U2 . Uygh)
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El segundo sumando del segundo miembro es nulo por 1a hipétesis inductiva
(A2.12), mientras que en el primer sumando se puede introducir U,1 bajo el
simbolo de derivacién dado que la afirmacion vale para n = 1. Entonces

obtenemos para este primer sumando:

Uyt Uy2 ... Uyh Dyt (U1 Uyhet)

que es nulo si asumimos que la proposicion que intentamos probar vale
paran = 2, con 1o que se completa 1a demostracion.

Por Gltimo, vale 1a pena mencionar que la validez de (A2.10) hace
imposible expresar al vector Qu, que interviene en 1a derivada conforme,
por medio de derivadas conformes de U,l Esto es asi pues si se reemplaza
en (2.2.13) las derivadas covariantes en términos de derivadas conformes
se obtiene una identidad.
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Objetos Geométricos en Carta Adaptada

Aqui daremos las expresiones que toman las componentes de diversos
entes geométricos cuando se las refiere a una carta adaptada al fluido de
observadores.

Primeramente, recordemos que 1lamamos carta adaptada a una carta en que
las coordenadas (t, x!, x2, x3) son tales que x!, x2, x3 son constantes sobre
cada linea de fluido y t, que denominamos tiempo natural, es constante
sobre cada hipersuperficie ortogonal a dichas lineas. Por otra parte, para
que tales hipersuperficies existan es necesario y suficiente que el fluido
sea irrotacional. En una carta adaptada el tensor métrico tiene 1a

propiedad:
Goi = O (A3.1)
A partir de esta propiedad pueden obtenerse las componentes de la

conexion Riemanniana Toyy, dada por (2.1.8), en términos de las

componentes no nulas del tensor métrico: g, ¥ gy,

To = (InVgg, ),

Tk = -(1/2gk gy,

oy = (2 goo)! Gy (A3.2)
T = (1/2) O™ Gy

Tig = /2 0™(Gry,f * Gmyk = Gpkom)

donde el punto " indica 1a derivada respecto del tiempo natural t.

Otras relaciones utiles, validas en carta adaptada son:
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Tk = (72 g gy = [In (4 =9/9g0) 1.0
GmT ™o = =~ (1/2) Qog (A3.3)

St ademas tenemos la condicidn g,, = | diremos que 1a carta adaptada es
unitaria. Si la teoria es invariante conforme y el fluido irrotacional,
siempre podemos trabajar en una carta adaptada unitaria sin pérdida de
generalidad. En tal carta, las componentes no nulas de 1a conexién son,
simplemente:

Tog = ~(112) G
Tk = (1/2) g™ go, (A3.4)
I"jk = (1/72) gim ( g,.*,j + gmj Xk " gjk :m)

Otro caso de interés es aquel en que 1as componentes del tensor métrico se
expresan, en la carta adaptada, como producto de una funcion dependiente

de t por otra dependiente de X (métrica descomponibie):

MON(X)
~1(t) Ay (X) (A3.5)

oo (£, X)

9ij (t, -X.)
En tal caso las componentes de la conexidn se escriben:

To, = /20nr) "

Toy = (/2(Inh),

Tk = (1/2) T Ak, (A3.6)
To = (f/2hr) Ay

Tk = 8 (In/T)’

rilk = (1/2) A‘m(A"*:J + Aﬂ'lj:k - Ajk.m)
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Finalmente, si 1a métrica es descomponible y ademas la carta adaptada es

unitaria (g, = 1), tenemos las expresiones (A3.6) perocon r=h = |:

o = (f/2) A
Ty = & (InV/T)’ (A3.7)
l'ijk = (1/2) Aim ( Aﬂ* | + Amj k Ajk :m )

En carta adaptada el versor temporal s es simplemente:
W = ((gy) "2, 0,0,0) (A3.8)

En cuanto al campo vectorial Q, definido por (2.2.13) y utilizado para

introducir 1a conexién conforme, toma en n=4 y en carta adaptada la forma:

Q, =3 [In(V-9/g,,)] )

Es atil notar que si trabajamos en una carta adaptada unitaria, de las
expresiones (A3.9) se deduce que las componentes Q, son todas nulas. En

tal carta:

Q, =13 [In(/=g)]
Q=0 (A3.10)

Consideremos ahora un vector A,, de peso de Weyl p, tal que en la carta

adaptada unitaria tiene componentes:

AR = (0, A) (A3.11)
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Las componentes espaciales de 1a derivada conforme de A seran:

donde Qk;; esta dado en términos de Gk por medio de (2.2.5):

Ok” (1/72) (8k| Qj + 8“1 Q| - g” Qx) (A3.13)

0 (en la carta adaptada unitaria)

Si ademas el peso p es O se sigue que:

El vector potencial del campo electromagnético en el gauge temporal
cumple justamente estas condiciones: tiene peso O y cumple (A3.11) en ia
carta adaptada unitaria. De modo que, para este vector, y mientras sdlo
estemos interesados en 1as componentes espaciales, 1a derivada conforme

coincide con 1a derivada covariante ordinaria.
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Apéndice 4
Espectro de los Operadores #62y (#62),

En el proceso de diagonalizacion del Hamiltoniano hemos utilizade
extensamente los operadores diferenciales 462 y (762).1 para el campo
escalar y electromagnético, respectivamente. Una propiedad que resulta
crucial en el formalismo es que estos operadores son autoadjuntos en sus
correspondientes productos internos ( , ); y que sus autovalores son no
negativos. En este apéndice abordaremos la demostracion de tales

propiedades.

A4. 1. E] operador 462.
Consideremos el operador diferencial #62 definido por 1a Ec. (6.2.1) y el
producto interno ( , )y dado por (6.2.3). Demostraremos que #62 es

autoadjunto respecto de (, )y , es decir que vale l1a propiedad
(u, #2v); = (#2u,v); (A4.1.1)

donde u y v son soluciones arbitrarias de 1a ecuacion de campa (6.2.9).

Un breve calculo usando (6.2.1) y (6.2.3) muestra que,

(U, 62V - (B2 u, )y = [B3x [u*d(VFg,, gl o) -va(V¥g,, gl 3u%)]
1

= Id3x 3 [ ¥g,, gV (U*OJV - Vblu*)] =0
)3

donde la Gitima integral es nula en virtud del Teorema de Gauss. En
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consecuencia, vale 1a propiedad (A4.1.1) y 462 es autoadjunto en ( , );.

Dado que #62 es autoadjunto, se deduce, como es sabido, que sus
autovalores saon reales y que autofunciones correspondientes a distintos
autovalores son ortogonales. Veamos que se puede decir respecto del signo
de los autovalores. Sea K un autovalor de #62 correspondiente a una

autofuncion u, entonces:

K= (u,dB2u); = [dx [uxd(V¥g,, gl 3ju + m2/¥g,, uXu)]
3

e integrando por partes el primer término del integrando y eliminando una

divergencia mediante el teorema de Gauss, tenemos
K = fd¥x /¥g,, [-gli audu + m2 u*u)) (A4.1.2)
z
Puesto que g;; es una matrica definida negativa, se sigue que

-gil U 3 0 (A4.1.3)

y dado que estamos considerando el caso m # 0, resulta que el integrando

de (A4.1.2) es positivo en cualquier punto, de donde

K>0 (A4.1.4)

es decir que los autovalores de #62 son positivos.
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A4. 2. El operador (462),.

Consideremos ahora el operador diferencial (#62),, definido por (7.2.1) y el
producto interno ( , ); dado por (7.2.3). Puesto que el operador en estudio
tiene indices tensoriales y no es simetrico, deberd tenerse especial
cuidado en el orden en que tales indices aparecen. Si f; y g, son soluciones

arbitrarias de las ecuaciones de campo, diremos que (782).1 es autoadjunto

si cumple que,
(f, (4621 gy )y = ( (62)0 fy, g )s (A42.1)

Si usamos el teorema de Gauss para eliminar los términos de superficie,

tenemos,

(fy, (@62 gy - (WM, g))5 = [ dZ[(fxgh IS g, - [xSidig -
b3

Jo que prueba que (#62)ii es autoadjunto respecto de (, ).

Siendo (#€2)i autoadjunto, es inmediato probar, como de costumbre, que
sus autovalores son reales y que dos autofunciones de diferentes
autovalores son ortogonales entre si.

Si ahora ¥, es autofuncion de (#62)ii con autovalor K, se tiene:

K= (9,829 )y = -f dZ opx(g) SmS, - $idiy, -
)3

= a3z (SieixS 9 - Sivi G e)) (A42.3)
)3

donde nuevamente usamos el teorema de Gauss para eliminar los términos
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de superficie.
Dado que el integrando es un escalar usamos, localmente, un sistema de

coordenadas (sin violar la condicion de carta adaptada) en donde %,

coincide con la derivada ordinaria 9;, y entonces,
ol pix bj ?. - 0l Pix b, ‘9] = (172)(2i P - dipi)* (bj ?l‘ b, ‘9] ) =
= 22129~ %20 (A42.4)
i

de donde se sigue que,

K20 (A4.25)

es decir, que los autovalores de (#62)!) son no negativos.
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Calculo de algunas integrales

Este apéndice es de caracter matematico y esta dedicado a tratar en
detalle el calculo de algunas integrales que aparecen en §8.5, cuando se
encara la normalizacion de los modos de Rindler y el calculo de los

coeficientes de Bogolubov que vinculan tales modos con los de Minkowski.

Consideremos los dos modos de polarizacion de Rindler (no normalizados)
descriptos por (8.5.18). Los correspondientes productos internos, a partir
de (8.5.20) son,

AR(1,0,50, A,(1,0°,K) = -2mK)AQ+QB(K-K) J(iQ,iR)  (A6.1a)

AM2,0,5), A2,0°,K» = 2rkAQ"+Q8(K-K) (Jy(iQ-1,i0"-1) +
+ [+ 260+ [04,310,i0'-1) +
+ Q'0,30°,i0-1) + 2I00°J3(0,i0"])
(A6.1b)

donde los simbolos J,(i4,v) son las integrales,

Ja,v) = fdx x4 Ky (K, (x) (A6.2)
0

Para valuar estas integrales tendremos en cuenta 1a identidad, [118],

Jdx x4 K, (0K(x) = [2-2-4/T(1-MITIC1-Mep+0)/2IT[C1-A--)/ 21X
0 X TI(1-M-p+v)/2) TI(1-A+p-v)/2] (A6.3)

donde deben interpretarse estas expresiones en el sentido de las
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distribuciones, ya que en general resultan divergentes. Comencemos con
Ji(iQ,iQ"),

J,(iQ,1Q") = 1im [2-3+€/T(€)] Tl(e+iQ+i1Q°)/2] Tl(e-iQ-1Q")/2] X

€0 X Tle-1Q+1Q")/2] T(e+i-iQ")/2] =
= 1im [2-3+*€/T(¢)) IT[(e+1Q+10°)/2)2 IT(e+iQ2-102")/2)I12
€0 (A6.4)

y teniendo en cuenta que una representacion de 1a funcion § es,
8(x) = (1/4n) lim IT{(e+ix)/2]12/T(¢) (A6.5)
€0
y que Q,Q" > 0, se sigue que,
J,(i0,iQ") = (n/2)T(Q)I28(Q-0) (A6.6)

Vayamos ahora al calculo de 1as integrales que aparecen en (A6.1b),

Ji(iQ-1,iQ'-1) = 1im [2-3+€/T(e)] T[(-2+e+i0Q+iQ")/2} T[(2+€-iQ-1Q°)/2] X
€0 X IFl(e+iQ-iQ’)/2)2 =
= (n/2)6(Q’-Q) T(-1+iQ) T(1-iQ)
y utilizando las propiedades de recurrencia de la funcién gamma,
zT(2) = T(z+1) (A6.7)

llegamos 3,

Ji(iQ-1,iQ'-1) = (n/2)iQ(1-iQ)-UriQ)2 &(Q'-Q) (A6.8)
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De manera semejante a como se ha procedido en los casos anteriores,

obtenemos,

J(iQ,iQ'-1) = (n/4)-1+iQ) T2 §(Q'-Q) (A6.9)
y de aqui se desprende, entonces,

Joifd%,iQd-1) = I (iQ,iQ'-1) (A6.10)
Por altimo, el calculo para J5(iQ’,iQd) arroja el resultado,

J3(iQ,iQ’) = (n/4)(1+Q2)-1r(iQ)12 §(Q'-Q) (A6.11)

Entonces, reemplazando los valores encontrados (A6.6,8,9,10), en (A6.1)

obtenemos,

AR(1,0,5), A(1,0°, KD = Ar(2,0,K), A,(2,0°, K =
= -nQl2nk IFGQ)IR §(K'-K) 8(Q'-0) (A6.12)

de donde se lee facilmente los coeficientes de normalizacion, que resultan
ser iguales, para ambos modos. Asi, los dos modos de Rindler toman, una
vez normalizados, la forma (85.21), a menos de factores de fase
arbitrarios.

Ahora, vayamos a l1a determinacion de las integrales K, que aparecen al
calcular los coeficientes de Bogolubov entre los modos de Rindler y
Minkowski,

Kmp = Jdx elkeX xn g o (kx) (A6.13)
0
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En Yaref. [118), pag. 712, se encuentra una expresion general para este tipo
de integrales,

Jdx e=OX -1 K, (Bx) = v 1 (28)0(0c+B)-H-PT ()T (u-v)T(us 1/2)F1 X
0

X F(p+v, v+ 172, 4+ 172, 2) (A6.14)

donde hemos llamado z & (o-8)/(cx+B). En la ref. [119], pag. 562, puede
encontrarse 1a vinculacion entre las funciones hipergeomeétricas F y las de
Legendre, P, la que con nuestra notacidn se escribe,

172 -|
F(u+v, v+ 172, p+ 172, 2) = T{p+ 1/2) ZV4-W2 (1-2)"V ~V/2 p (ax/B)
-V -1/2

(A6.15)
con 1o que tenemos,

172 |
J’ dx e~ OX xB-1 K (Bx) = (1/2p)1/2 (a2-32)1V/4-W2 T(p+v) T{p-v) P (/)
-V -1/2

(A6.16)

Para encontrar expresiones m3as explicitas de estas integrales,
consideremos 10s casos particulares que nos interesan. Comencemos Con
u=0, en tal caso (A6.16) adopta la forma,

1/2
Idx e OX x-1 K, (Bx) = (n/2p)V/2 (a2-g2)V/4T(W) T(-v) P (x/B) (A6.17)
0 -V -1/2

y en [119], pag. 334 obtenemos la expresion,
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172
P (X) = (x2- 1) VA2m) V2 ([x+(x2-]1)1/2]P +1/2 + [x+(x2-1)1/2]V -1/2)

v (A6.18)

con lo que haciendo las identificaciones « = -ik,, B8 = k, v = iQ, y después

de algunas simplificaciones algebraicas, llegamos a,

Ko.1 = (1/2) IT(IQ)I2 {eTQ/2 [(w-k, )7k~ 18 + e-TQ/2 [(0-k, )/K] Q)

(A6.19)
Para i = 1 se procede de manera semejante, siendo (A6.16),
- -1/2
Jax e~ XX K, (Bx) = (11/28)1/2 (02-82)-V4 T(1+v) T(1-v) P (0t/B) (A6.20)
0 -V -1/2

y en [119), pag. 334 encontramos el equivalente de 1a formula (A6.18),

-1/2
P (x) = (x2-1)-1/4(2/m)V2([x+(x2- 1 )1/2]V +1/2 = [x+(x2-1)V/2}V -172)/(2p+ 1)
v (A6.21)

de donde, después de algunas operaciones, se obtiene,

Ko,o = (Q/2w) ITGQ)I2 (eM42/2 [(w-k, )/K])~1€2 - e-T/2 [(w-k, )/K] 1)

(A6.22)
Ahora es necesario tomar p = -1 en (A6.16), de donde,
o 3/2
fdx e" X x-2K (Bx) = (W/2p)V2 (02-82)3/4 T(v-1) T(-v-1) P (a/B)
0 -V -1/2
(A6.23)

donde 12 funcion P con indice superior 3/2, puede expresarse en términos

de funciones P con indice 1/2, mediante la relacion (ver [119), pag. 333),
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R+l B B
P (X) = (x2-1)"V2 [ (p-i1) x P(x) - (v+la) P(X) }

v v v-1 (A6.24)

y entonces, después de un calculo algo extenso, pero sin complicaciones,
1legamos a,

Koz = [201+Q2IV IT(IQII2 [ eM€2/2 (1K, + QW) [{w-k, )/k] 18 +
+ e M8/ 2 (1K, -Qw) ((Ww-k, J/K)IR) (A6.25)

Ahora, tomemos 1as expresiones (A6.20) y (A6.21), pero con 1as
identificaciones, a = -1k,, 8 = k, v = 1Q-1. Resulta,

Kyo = (-1£2/2w) ITUQ)I2 (eM8/2 [(w-k, V/KI0+1 + e-TI/2 [(w-k, )/K]I0-1)
(A6.26)

Finaimente, para valuar K, nos servimos de (A6.17) y (A6.18) tomando

los valores a = -ik,, 8 =k, v = iQ-1, con lo que 1legamos a,

Ky y = (8/201Q- DNTOQIR2 (eM€2/2 [(w—k, /K]0 1- - T1/2 [(-k, )/K}9-1)
(A6.27)

De este modo, hemos obtenido los valores de todas las integrales
necesarias para abordar la situacién Rindler-Minkowski para el campo
electromagnético, las cuales, para comodidad de uso, listamos a

continuacion.
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Jali,v) = fdx x4 Ky (0K, (x) Knn & Jdx elKuX xn ko - (kx)
0 0

Ji(iQ,iQ") = (1/2INQ)I28Q"-Q)

Ji(iQ-1,iQ'-1) = (/21 -iQ) TR §Q'-Q)

LU0’ 1Q-1) = J0i0,iQ"- 1) = (n/A(-1+IQ)1 TGN §Q'-Q)
J3(iQ,1Q") = (/4(1+Q2) T Q)2 8(Q'- Q)

Ko,o = (R/720) ITGQIR (eT8/2 [(w-k,)/k]" 18 - ¢TI/ 2 [(w-k, )/K]I€2)
Ko,1 = (1/2) ITGAQN2 (eM82/2 [(w-k, /K]~ + e TT/2 [(w-k,)/k]IR)

Koz = [201+Q2F[TGQ)II2 (/2 (ik,+Qw) [(w-k,)/k]~ 14 +
+ e TIR/2 (ik, -Qw) [(w-k,)/K]IR)

Ky = (-1£2/2w) IFGQII2 (eMQ/2[(w-k, )/kIH0+1 + e~/ 2{()-k, )/k]i0-1)

Ky 1 = [Q/260-DITQ)IR(eTMR/ 2[(w-k, )k} -/ 2 (w-k, )/K]0-1)
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GLOSARIO

En este glosario hemos incluido los principales simbolos que aparecen a lo
largo de esta tesis. Se indica brevemente su significado y se remite a la
Ec. o § correspondiente.

o

=rg g e

>

Ak, \)

Aii(X )

A

Kym
b(Z)

Constente de integracion de los modos longitudinales, Ec.(7.5.15S). También
aceleracion propia del observedor, Ec. (8.5.46).

Coeficiente en la expansidn de Clifford de All' Ec. (A1.10).

Radio del universo de Robertson-Walker, Ec. (8.4.1).

Operador de eniquilecion de particulas escalares en el modo k, £c.( 4.2.3).

Operador de creecion de perticules escalares en el modo k, Ec.(4.2.3).

Operador de aniquilacion de fotones en modo Kk y tipo de polarizacitn A, Ec. (7.3.1).
Operador de creacion de fotones en modo k y tipo de polarizacion A, Ec. (7.3.1).
4-vector potencial del campo electromaegnético, Ec. (3.3.2).

Operador linesl que actua sobre las matrices de 4 X 4 y aparece en la expresion de
1a conex i6n spinorial, Ec. (3.2.27).

Uno de los coeficientes que determinan los datos de Cauchy de les soluciones de
frecuencia positiva pars el campo escaler, Ec.(6.3.7s).

Uno de los coeficientes que determinan los datos de Ceuchy de las soluciones de
frecuencia positiva de le ecuacién del campo electromegnético en mods k y
polarizacion A, Ec. (7.3.3.8).

Parte de Ja métrica dependiente de X' cuando éste tiene la forma ( 7.5.4).

Porte especial de un tensor erbitrario Ayy, Ec. (A2.5).

Constante no nula que aparece en el Lagrangiano de Gupta-Bleuler, Ec.(3.4.2).
Tembién coeficiente de Bogolubov, Ec. (7.5.19).

Coeficiente de Bogolubov, Ec. (4.2.11).

Fector real y adimensional dependiente de X que aparece en los modos longitudinales,
Ec. (7.5.1).

Operador de aniquilacidn de particules de Rindler, Ec. (8.5.39).

Coeficiente en la expansion de Clifford de A", Ec. (A1.10).

Uno de los coeficientes que determinan los datos de Cauchy de las soluciones de
frecuencia positiva para el campo escalar, £¢.(6.3.7b).

Uno de los coeficientes que determinan los detos de Cauchy de las soluciones de
frecuencie posilive de le ecuscion del campo electromagnético en modo k y
polarizacion A, Ec. (7.3.3.b).

Coeficiente de Bogolubov, Ec. (7.5.19).

Coeficiente de Bogolubov, Ec. (4.2.11).

Constante de integracion de los modos longitudinales, Ec.(7.5.15). Velocided de la
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uz, §1.1.

Coeficientes de la expansidn de Clifford de cualquier matrizde 4 X 4, Ec. (A1.7).
Vector curvaturas, Ec. (A2.1).

Conjugado hermitico.

Coefictente en la expansion de Clifford de Ay, Ec. (A1.10).

Elemento de volumen del espacio-tiempo, §2.1.

Elemento de superficie de una hipersuperficie de n- | dimensiones, § 2.1.
Operador de Minkowski, Ec.(8.5.41).

Factor de densidad de eslados reducida para un campo escalar en un espacio-tiempo
de n dimensiones, Ec. (8.5.48).

Coeficiente en la expansion de Clifford de /‘\‘l Ec. (A1.10).

Derivade ordinaria.

Derivada conforme de un campo de Wey!, Ec. (2.2.7).

Derivada conforme spinorial, Ec. (3.2.33).

Autovalor del operador 452, Ec. (6.3.3) o del operador (#52)!, Ec.(7.2.11).
Proyector especial, Ec. (A2.4).

Coeficiente en la expansion de Clifford de /\‘,, Ec. (A1.10).

Parte de 1a métrica dependiente de t cuando ésta tiene la forma (7.5.4).
Tensor campo electromagnético, Ec. (3.3.2).

Uno de los dos modos electromegnéticos de Minkowski, Ec. (8.5.22).

Uno de los dos modos electromagnéticos de Minkowski, Ec. (8.5.22).

Tensor conforme del campo electromagnético, Ec. (3.3.11).

Operador de campo escaler, Ec. (3.1.1). También coordenada angular de la métrica
de Robertson-Walker, Ec. (8.4.1).

Uno de los dos modos electromagnétices de Rindler, Ec. (8.5.21).

Uno de los dos modos electromagnéticos de Rindler, Ec. (8.5.21).

Autofuncién del operador #62, Ec. (6.3.3).

Autofuncion del operador (#82)1 , Ec. (7.2.11).

Determinante de g,

Tensor métrico de la var iedad.

~det(gm), Ec. (6.1.10).

Metrices de Direc, Ec. (3.2.1).

Malriz integrante del éigebra de Clifford, Ec. (A1.6).

Conexion spinorial conforme, Ec. (3.2.31).

Base del dlgebra de Clifford, Ec. (A1.4).

Conexion Riemenniane. Ec. (2.1.8).

Hamiltonlano, Ec. (6.1.1)y (7.1.1).

Operador cuyas autofunciones y autovalores implementsn la diagonalizacion del
Hamiltoniano del campo escalar, Ec. (6.2.1).

142



(#62)]

Ja(ll,D)

ST & =™
=]

Y

T
pvo

S X

4

EQ?D§*=<§3=

Operador cuyss sutofunciones y eutovalores implementsn la diagonalizacion del
Hamiltoniano del campo electromagnético, Ec. (7.2.1).

Tiempo conforme, Ec. (8.4.2). También tiempo de Rindler, Ec. (8.5.1).

Metriz identidadde 4 X 4, Ec. (3.2.1).

Integrales que aparecen al normalizar los modos electromagnético de Rindler, Ap. 6.
Parémetro que rotula los modos. También | k |, Ec. (8.5.15).

2-vector impulso en el plano de las coordenadas no aceleradas, Ec.(8.5.15).
Constante de Boltzmenn.

Escalar de curvatura conforme, Ec. (2.4.10).

Funcion de Bessel modificada de indice imaginario.

Integrales que aparecen en el calculo de los cosficientes de Bogolubov para el campo
electromagnético en la situacion Rindler-Minkowski, Ec. (8.5.30), (ver Ap. 6).
Uno de los tensores que se obtiene por contreccién de KP,uy, Ec. (2.4.5). También
tensor de Killing, Ec. (A2.2).

Uno de los tensores que se obtiene por contraccion de Ky, Ec. (2.4.6).

Uno de los tensores que se obtiene por contraccion de KPyyy, Ec. (2.4.7).

Conexi6n conforme, Ec. (2.2.4).

Tensor de curvatura conforme, Ec. (2.4.1).

Longitud de Planck, §1.1.

Densidad lagrengiona de 103 campos.

Funcibn arbitraria, definida positiva, que define una transformacién conforme, Ec.
(2.1.1).

Funcion que implementa una transformacion de gauge, Ec. (8.5.6).

Coeficiente de la perte diagonal del Hamiltoniano, Ec. (6.3.2b) y (7.3.10c).
Coeficiente de 1a parte diagonel del Hamiltoniano del campo electromagnético para el
modo k y tipo de polarizecion A, Ec. (7.3.6b).

Veriacion conforme de 1a conexion conforme, Ec. (3.2.13).

Numero de indices de un campo tensorial, Ec. (2.1.17). Tembién masa de) cuanto de)
campo escaler, Ec. (6.1.5).

Matriz arbitrariade 4 X 4, Ec. (A1.7). Funcién que realiza una transformacion de
gauge, Ec. (AS.4).

Dimension del espacio-tiempo.

Operador numero de particulas en el modo k, Ec. (4.2.5).

metriz arbitraria de 4 X 4, Ec. (3.2.27). Operador que define un gauge, Ec.(AS.1).
Derivada covarisnte con conexion Riemanniana, Ec. (2.2.1).

Derivada coverisnte asociada con 1a parte espacial de la métrica, Ec. (7.1.4).
Frecuencis de Rindler, Ec. (8.5.15).

Tensor de vorticidad, Ec. (A2.3).

Conexion erbitraria, Ec. (2.2.2).
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Conexi6n arbitraria, Ec. (2.2.3).

Funcion de Legendre, Ec. (A6.15).

Momento conjugado, Ec. (3.3.3).

Dos versores (b=1,2) cuya eleccion define 1os modos de Minkowski, Ec.(8.5.24).
Yector a través del cual se introduce la conexion conforme, Ec. (2.2.6).

Tensor que sumado & 18 conexion Riemanniana da la conexion conforme, Ec. (2.2.5).
Peso de Wey! de un campo de Weyl, Ec. (2.1.16).

Escaler de curvatura, Ec. (2.1.12).

Regitn 2 > || del espacio de Minkowski, §8.5.

Region z < -|t| del espacio de Minkowski, §8.5.

Tensor de Ricei, Ec. (2.1.10).

Tensor de curvatura de Riemann, Ec. (2.4.3).

Funcion que determina 18 topologfa de 1a métrica de Robertson-Walker, £c. (8.4.1).
Accion, Ec. (2.1.13). Tembién matriz no singuler que implementa un cambio de base
spinorial, Ec (3.2.3).

Perte dependiente de X’ de a3 soluciones de la ecuacion del campo electromagnético en
el caso de separacidn de variables, Ec. (7.5.8).

Conexion spinorial, Ec. (3.2.9a).

(1/2) [%, %), Ec. (3.2.32).

Superficie de Cauchy, Ec. (3.1.9).

Tiempo natural. Magnitud constante sobre las hipersuperficies ortogonales a les
lineas dal fluido de observadores, §5.3. Tiempo de Minkowski, §8.5.
Tiempo de Planck, §1.1.

Tiempo natural asociado a 1a superficie de Cauchy X, Ec. (7.5.6b).

Temperatura percibida por el observador acelerado, Ec. (8.5.45). .

Temperatura globat asociada al fluido de Rindler, Ec. (8.5.45).

Parte dependiente del tiempo, en el de separacion de variables, de las soluciones
de la ecuacion del campo electromagnético Ec. (7.5.8).

Tensor energia-momento, Ec.(6.1.7) y (7.1.3). También proyector temporal, Ec.
(A2.4).

Coordenada anguler de la métrica de Robertson-Walker, Ec. (8.4.1).

Integrante de la base de soluciones de la ecuacion del campo escaler, Ec. ( 422).
Integrante de )a base de soluciones de 1a ecuactdn del campo electromagnético para el
modo Kk y tipo de polerizacion A, Ec. (7.3.1).

Vector unitario tangente a las lineas del fluido de observadores, Ec. (5.3.2).

Campo de vectores que caracteriza al flufdo de observedores, §5.3.

Frecuencia de Minkowski, Ec. (8.5.22).

2-vector (y,2) en el plano de les coordenadas no sometidas a aceleracion, §8.5.
Coordenads en la direccion de 1s acelerecion, Ec. (8.5.1).
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Sistema de coordenades en n dimensiones (p = 0,1, ... ,n-1).

Coordenada radial de la métrica de Robertson-Walker, Ec. (8.4.1).

Constante de acoplamiento del campo con la curvetura, Ec. (3.1.2).También
coordenada especial aceleradede la corta de Rindler, Ec.(8.5.1).

Acoplamiento conforme, Ec. (3.1.6).

Las componantes de algin campo, en general, Ec. (2.1.13). También spinor
contravariente, Ec. (3.2.4).

Adjunto de Direc, Ec. (3.2.5).

Yacio de Minkowski, Ec. (8.5.43).

Producto interno para ortonormalizar soluciones de una ecuacion

ds campo, Ec. (3.1.9).

Productos internos dependientes de ¥ semejontes o los de le mecanica cuantica,
respecto de los cuales 462 y ( #62);; son eutoadjuntos, Ecs. (6.2.3) y (7.2.7).
Anticonmutador.

Conmutador.

Cambio de base spinorial, Ec. (3.2.3).

Del orden de. Proporcional a.

Trensformado conforme, Ec. (2.1.1).

Adjuncion.

Conjugecion compleje.

Derivada respecto del tiempo natural.

Derivacion ordinaria.

Derivada covariante Riemanniana.
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