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RESUMEN

Se establece una teoria para describir los efectos cuánticos de la gravedad

sobre un campo electromagnético. Este último es considerado como un

campo vectorial no masivo y cuantificado en el gauge temporal, mientras

que el campo gravitatorio permanece a nivel clásico definiendo la

geometria del espacio-tiempo.

La definición de frecuencia positiva es establecida exigiendo la

diagonalización de un Hamiltoniano, el cual depende del fluido de

observadores que llena la variedad. Asi, en este formalismo aparece de

manera natural la dependencia del estado de vacio respecto del observador.

El formalismo es válido para cualquier espacio-tiempo globalmente

hiperbólico y para cualquier fluido irrotacional de observadores, siendo

esta última condición requerida para poder establecer la noción de tiempo.

Si bien aparecen, en principio fotones transversales y longitudinales,

estos últimos son eliminados a posteriori mediante la generalización, al

espacio curvo, de un artificio conocido de la electrodinámica cuántica en

el espacio de Mlnkowski.

La teoria es ejemplificada en diversos casos, obteniéndose vacios ya

conocidos en la literatura. A titulo ilustrativo, se detalla la obtención de

los coeficientes de Bogolubov entre los modos electromagnéticos de

Rindler y Minkowski, en el gauge de Candelas y Deutsch, indicando que los

mismos dan lugar a que el número de particulas detectadas por el

observador acelerado en el vacio de Minkowski, tenga una estructura

exactamente Planckiana, aunque el espectro energético, como se sabe de

trabajos anteriores, es térmico, pero no Planckiano, debido a la distorsión

introducida por el factor de densidad de estados reducida.



CAPITULO l

INTRODUCCION

l.l. Origen de la Teoria Cuántica de Campos en Espacio Curvo.

De las cuatro interacciones fundamentales que aparecen en la naturaleza,

tres han sido consideradas en teorias cuánticas que las describen en

acuerdo con la experiencia. En efecto, la interacción electromagnética es

descripta por la electrodinámlca cuántica l l], la interacción débil ha sido

unificada con la electromagnética en la teoria electrodébll [2], [3], y la

interacción fuerte es representada con evidente éxito a través de la

cromodinámica cuántica [4]. Por otra parte, se han realizado intentos, con

buen resultado, de englobar a la interacción fuerte en una teoria de gauge

junto con las interacciones electromagnética y débil [S], [6].

Apesar de este proceso de unificación cada vez mayor, la gravitación se ha

mantenido al margen. Desde la presentación de la Relatividad General por

Einstein [7] como un modelo de geometria Riemanniana para describir la

interacción gravitatoria, los intentos de cuantificar la gravedad, iniciados

con creciente interés después de la Segunda Guerra Mundial, han conducido

al fracaso (pueden verse revisiones en las Ref. [8] y [9]).

Es que los infinitos que aparecen en el proceso de cuantificación de la

gravedad no pueden ser eliminados con las técnicas habituales de

renormalización, que si operan con éxito para las otras interacciones. El

motivo de este comportamiento reside en que la constante de acoplamiento

que aparece en el caso de la gravedad es dimensional, mientras que las

constantes de acoplamiento correspondientes a las otras interacciones no

lo son.

Másrecientemente, se han realizado esfuerzos para integrar a la gravedad

junto con las otras interacciones en las teorias conocidas como



supergravedad [lo], [i l], [l2], pero a pesar del entusiasmo inicial se ha

caído en el escepticismo respecto de las mismas.

Actualmente, las expectativas más promisorlas para incluir a la gravedad

en una teoria cuántica junto con las otras interacciones proviene de la

teoria de supercuerdas [l3], que considera a las particulas, asociadas con

las distintas interacciones, como modos de oscilación de un único

elemento extenso: una cuerda, o supercuerda si se incluyen modos

fermiónicos. Sin embargo, una relación clara de esta teoria con la gravedad

cuántica es por el momento desconocida.

De esta manera, carecemos en Ia actualidad de una teoria cuántica de la

gravedad. Por supuesto, es Ilclto preguntarse ¿por qué la gravedad debe

estar cuantificada? Podemos pensar que asi debe ser por una cuestión de

completitud; si el resto de las interacciones obedece a la mecánica

cuántica sería extraño que la gravedad no lo hiciera. Además, si confiamos

en que en algún momento se tendrá una teoria unificada que describa todas

las interacciones de la naturaleza, está claro que tal teoria deberá ser

cuántica. Pero la necesidad de cuantificar el campo gravitatorio no es una

necesidad puramente académica. Esta obvio que no hace falta la gravedad

cuántica para analizar el movimiento planetario, pero si cuando abordamos

fenómenos fisicos en donde la naturaleza cuántica del campo gravitatorio

se vuelve crucial. Aunque no disponemos de una teoria de la gravedad

cuántica, si podemos conocer la escala en que comenzaría a ser

importante. Ya fue señalado por Planck [l4l que con la constante cuántica

fi, la de gravitación G y la velocidad de la luz c, puede construirse un

sistema de unidades fundamental, llamado hoy sistema de unidades de

Planck, en donde la unidad de longitud (longitud de Planck) es Lp =

(Gi/CMV? = l.6l6 X ¡0-33 cm, y la unidad de tiempo (tiempo de Planck) es

tp = (Gli/c5)“2 = 5.39 X ¡0'44 seg.

Estos valores, muchos órdenes de magnitud por debajo de las posibilidades



experimentales de la actualidad, marcan la frontera a partir de la cual los

fenómenos cuánticos de la gravedad no pueden ser despreciados.

Sin embargo, aunque la gravedad no pueda ser tratada hoy de una manera

completamente cuántica, es posible tener en cuenta los efectos cuánticos

mediante una aproximación semiclásica. Para ello podemos basamos en la

experiencia de la aproximación semiclasica a la electrodinámica cuántica.

Enefecto, en las primeras épocas de la teoria cuántica, se trató al campo

electromagnético sin cuantificar en interacción con la materia

cuantificada, y muchos de los resultados obtenidos de esta manera

estuvieron de acuerdo con los resultados posteriores de la teoria

completamente cuantificada IIS, Capi l]. Demodo análogo, la aproximación

semiclásica a la gravedad cuántica consiste en considerar a los campos

cuantificados en interacción con la gravitación, pero conservando a esta

última sin cuantificar, simplemente como un marco que determina la

geometria del espacio-tiempo en el cual los otros campos evolucionan.

Puede demostrarse H6] que si se trata a la gravedad cuántica de manera

perturbativa, es decir en serie de potencias de fi, la aproximación

semiclásica equivale a considerar todos los términos hasta el órden fi. Es

generalmente aceptado, que tal aproximación es válida en regiones del

espacio-tiempo en las cuales la curvatura no supera el inverso del

cuadrado de la longitud de Planck, o más precisamente,

Má’xIRvml < (i/Lp)2

de manera que la teoria semiclásica seria útil para estudiar, por ejemplo,

ciertas etapas del universo primitivo del modelo cosmológico del Big Bang

y regiones próximas a un agujero negro.

Los primeros intentos de considerar efectos de la gravedad sobre los

campos cuánticos se deben a Schródinger a comienzos de la década del 30



[17]. Sin embargo, el establecimiento de un programa para realizar la

aproximación semicláslca se deben a Lichnerowicz en la década del 60

[18], (¡91, [20] y a Parker [2|], [22], quien fue el primero que señaló la

existencia de una ambigüedad en la definición del modelo de partícula en

un espacio cuwo. Posteriormente Fulling [23], y más tarde Castagnino [24].

[25], [26], mostró por primera vez que esta ambigüedad conduce a un

mecanismo de creación de particulas a partir del campo gravitatorio,

aunque la posibilidad de la producción de las mismas por la curvatura fue

discutida mucho antes por Schródinger [27] y, posteriormente, por DeWitt

[28], Takahashi y Umezawa [29] e lmamura [30]. No obstante, los primeros

tratamientos completos de producción de particulas por un campo

gravitatorio exterior se encuentran en la segunda mitad de la década del

60 [3|], [32], [33], [341, [35].

En cuanto a los fundamentos conceptuales de la creación de particulas en

un espacio curvo, pueden verse las Ref. [36], [37], [38]. [39], [40].

¡.2. La Aproximación Semiclásica en la Actualidad.

Pese a los avances realizados, subsisten todavia problemas en está

aproximación semiclásica a la gravedad cuántica. Unode ellos se relaciona

con la falta de un criterio común para definir lo que se entiende por

soluciones de frecuencia positiva en un espacio curvo arbitrario.

Uno de los criterios más ampiamente utilizados a tal fin ha sido el

conocido como diagonalización del Hamiltoniano [30], [4|], [42], [43], [24],

[25], [44], [45], [46]. Aunquefuertes criticas a este procedimiento han sido

formuladas [47], [48], consideramos que las mismas fueron adecuadamente

rebatidas [49]. También se ha intentado definir el modelo de partícula,

generalizando al caso cuántico el principio de equivalencia (principio de

equivalencia cuántico) [50]. [5 l l, [52].

Aún cuando se pase por alto la ambigüedad en el modelo de partícula, el



otro gran problema que subsiste es el de la renormalización de las

magnitudes divergentes, tipicas de las teorias de campo, como por ejemplo

el valor de expectación, en algún estado, del tensor energia-momento. Una

revisión de las técnicas de renorrnalizaclón en espacio curvo puede verse

en la Ref. [53].

Un nuevo interés en estudiar esta aproximación a la gravedad cuántica,

surgió con el descubrimiento teórico en ¡975 del efecto Hawking [54], es

decir la radiación térmica de los agujeros negros, fenómenopor el cual las

particulas escapan del agujero negro por efecto túnel a través del

horizonte [55]. Siendo entonces, que un fuerte campo de gravitación es

capaz de producir un espectro térmico, y dado que el principio de

equivalencia estipula que un campo de gravitación equivale localmente a

uno de aceleraciones, es razonable esperar que los observadores

acelerados vean radiación térmica no percibida por los observadores

inerciales. En efecto, Davies en ¡975 [56] y Unruh al año siguiente [S7]

hallaron que un observador uniformemente acelerado percibe el vacio de

Mlnkowski del campo escalar como un espectro térmico con temperatura

proporcional a su aceleración, y Candelas & Deutsch arribaron a esta

conclusión en i977 [ll8] para el campo electromagnético, y al año

siguiente [i201 para un campo no masivo de spin 1/2. Posteriormente,

Takagi estudió este fenómeno para un campo escalar “22], (¡231, ll |7l y

para uno de spin 1/2 no masivo (¡26] en un espacio-tiempo de n

dimensiones obteniendo, además del comportamiento térmico, el curioso

resultado de una aparente inversión de la estadistica para n impar.

Esta predicción de espectros térmicos, ha sido alcanzada también para

campos de spin 0 y 1/2 y i [58], [i211 en el contexto de la llamada teoria

del campo de radiación del punto cero, en la cual se asume que el vacio de

Minkowskiconsiste en un espectro de radiación invariante de Lorentz. Este

espectro no puede ser percibido, en consecuencia, por un observador



inercial pero si por uno que no lo es [59], [60], [6|]. Un buen articulo sobre

el tema, aunque de carácter divulgativo, puede encontrarse en [62].

Los efectos térmicos asociados con los observadores acelerados han sido

considerados con gran generalidad, para campos escalares, por Sánchez

[63], y también se han estudiado posibles efectos fisicos [64], [65]. Una

excelente revisión de la relación entre la teoria de campos en Relatividad

General y la termodinámica se puede encontrar en la Ref. [66].

Unabuena revisión general de la aproximación semiclásica a la gravedad

cuántica es la Ref. [67].

Recientemente también han sido considerados campos en interacción,

aunqueel tratamiento se encuentra limitado principalmente a métricas de

Robertson-Walker con regiones 'in-out', donde la ambigüedad en la

definición del vacio puede ser evitada, [68], [69], [70], [7|].

También recientemente, han aparecido trabajos en donde se intenta el

establecimiento de un criterio general para definir el estado de vacio de un

campo cúantico en un campo gravitatorio arbitraro y para observadores en

general, en los casos del campo escalar [72] y del campo electromagnético

[73].

L3. Plan de Tesis.

En esta Tesis intentaremos dar, en el marco de la aproximación

semiclásica, una prescripción general para obtener el modelo de particula

asociado al campo electromagnético (concebido como un campo no masivo

de spin l) interactuando con un campo gravitatorio arbitrario, y desde el

punto de vista de observadores no rotantes. El criterio utilizado para

definir las soluciones de frecuencia positiva será el de diagonalización del

Hamiltoniano, aunque con la peculiaridad de que el Hamiltoniano es

dependiente del observador.

Requerimos, como es generalmente aceptado para los campos no masivos,



que el formalismo sea invariante conforme. Así, el Cap. 2 es dedicado a

introducir las nociones principales relacionadas con las transformaciones

conformes. En S21 se definen las transformaciones conformes en un

espacio-tiempo arbitrario, dando las leyes de transformación de los

diversos entes geométricos de la variedad y de la densidad lagrangiana de

los campos definidos sobre la misma. Además se introducen los campos de

Weyl. La derivada conforme de los campos de Weyl es definida en 52.2 a

través de un campo vectorial de Weyl de peso i/2 que, más tarde, será

asociado con el fluido de observadores. En 52.3 demostramos que las

ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos tensoriales de Weyl son las

mismas cuando se utiliza la derivada conforme o la derivada covariante

ordinaria, quedando claro de esta manera que se trata de ecuaciones

invariantes conformes. A través de la conexión conforme, se definen en

52.4 el tensor de curvatura conforme y los tensores de rango 2 que se

obtienen de él por contracción, asi como el escalar de curvatura conforme.

La obtención de las ecuaciones de campo para los campos no masivos de

spin 0, i/2 y i es reservada para el Cap. 3. En 53.! se trata el campo

escalar usando la derivada conforme y mostramos que, para cierto valor de

la constante de acoplamiento (llamado acoplamiento conforme en la

literatura), el observador no aparece en la ecuación de campo. El caso del

spin 1/2 (neutrlno) es encarado en 53.2 mediante el empleo de la conexión

spinorial. La derivada conforme es extendida al caso spinorial, aunque las

ecuaciones de campo obtenidas son las mismas que con la derivación

spinorial ordinaria. En 53.3 se estudia el campo electromagnético y la

problemática de su cuantificación en el espacio de Minkowski,

puntualizando los métodos del gauge temporal y el de Gupta-Bleuler.

Usandola derivada conforme obtenemos la densidad lagrangiana en espacio

curvo y mostramos que sólo en 4 dimensiones la misma resulta

independiente del fluido de observadores. La cuantificación de

lO



Gupta-Bleuler en el caso curvo es delineada brevemente en 53.4, mientras

que el caso del gauge temporal es tratado en 53.5.

La ambigüedad en la definición del modelo de partícula en el espacio curvo

es abordada en el Cap. 4. En 54.! se pasa revista al caso del espacio de

Minkowski,donde la descomposición en frecuencias positivas y negativas

aparece naturalmente (ondas planas) gracias a las slmetrias de la

variedad. El modelo de partícula en el espacio curvo es encarado en 54.2

tomando como ejemplo un campo escalar. Se explica la ambigüedad en la

elección de la base de soluciones de la ecuación de campo y se introducen

las transformaciones de Bogolubovque relacionan dichas bases entre si.

Las diferentes posturas que se encuentran en la literatura respecto de la

ambigüedad en el modelo de partícula son comentadas en 54.3.

El Cap.5 está dedicado a estudiar el papel que desempeña el observador en

un espacio-tiempo curvo y cómo ese papel se vuelve crucial cuando se

analizan fenómenos cuánticos. En 55.! se pasa revista al rol jugado por el

fluido de observadores, cuando se analizan campos clásicos (no

cuantificados) en Relatividad General, mientras que en 55.2 se comenta

cuál es el rol del observador cuando se estudian campos cuánticos y cómo

el estado de vacío se vuelve dependiente del observador. Finalmente, en

55.3 se dan los elementos que caracterizan a un sistema de referencia en

Relatividad General, introduciendo los importantes conceptos de tiempo

natural y carta adaptada, que serán usados ampliamente en lo que sigue.

Comoün paso previo al estudio del spin l, en el Cap. 6 obtenemos el modelo

de partícula asociado a la diagonalización del Hamiltoniano para el caso,

más sencillo, del campo de spin 0. En 561 introducimos un Hamiltoniano

que depende del observador y lo expresamos en la carta adaptada al fluido

de observadores. En 56.2 introducimos un operador 282 autoadjunto en un

producto interno ( , )¡. los cuales permiten escribir el Hamiltoniano y la

ecuación de campo de una manera muy conveniente. La diagonalización del



Hamiltoniano es estudiada en 86.3, mostrando que la misma se obtiene a

través de las autofunciones del operador 76?, y que los datos de Cauchy de

las soluciones de frecuencia positiva se obtienen conociendo las

autofunciones y autovaiores de 762. En 56.4 mostramos que el

requerimiento de minimización de la energia produce el mismo modelo de

partícula que el de diagonalización del Hamiltoniano.

En el Cap. 7 abordamos la diagonalización del Hamiltoniano para el campo

electromagnético de manera análoga a lo realizado en el Cap. 6 para el

campo escalar. En S71 se introduce el Hamiltoniano dependiente del

observador y su expresión en la carta adaptada. En 57.2 se introduce el

operador (762)“ autoadjunto en el producto interno ( , )¡, que permite

expresar convenientemente las ecuaciones de campo y el Hamiltoniano. En

57.3 se obtienen los datos de Cauchy de la base que diagonaliza el

Hamiltoniano, la que queda determinada por los autovaiores y

autofunciones de (762)., . En 57.4 se estudia el problema de la Ley de Gauss

y su relación con la transversalidad y longitudinalidad de los fotones,

arribando a la conclusión de que los modos con autovalor nulo son

longitudinales, mientras que los de autovalor no nulo son transversales. El

problema de la eliminación de los modos longitudinales (no fisicos) es

encarado en 57.5, en donde, para el caso en que la separación de variables

es posible, calculamos los coeficientes de Bogolubov asociados a la

creación de fotones longitudinales a través del tiempo, y mostramos que

puede elegirse un parámetro libre de manera tal que dicha creación no

ocurre.

La teoria expuesta en el Cap. 7 es aplicada a diversos casos de interés en

el Cap.8 mostrando que, en particular, se obtienen modelos de particula ya

conocidos en la literatura para el caso escalar. En 58.! se estudia el caso

en que la métrica es tal que se pueden separar variables en las ecuaciones

de campo. En 58.2 se analiza el caso en que hay un vector de Killing, lo cual

¡2



incluye muchas situaciones conocidas. En58.3 se describe el caso del vacio

conforme y en 58.4 el ejemplo, muy importante por su interés cosmológico,

del fluido geodésico en un universo en expansión. Finalmente, en 58.5 se

presenta el caso Rindler-Minkowski, es decir cómo percibe el vacio

fotónico de Minkowski un observador en movimiento uniformemente

acelerado, obteniéndose, en el gauge de Candelas y Deutsch, un espectro

exactamente Planckiano para el número de partículas, con temperatura

proporcional a la aceleración del observador, igual que para el caso del

spin cero, aunque el valor de expectación del tensor energia-momento es

térmico (lo cual permite definir la temperatura), pero no Planckiano,

debido a la distorsión introducida por el factor de densidad de estados

reducida. Por último, ciertas demostraciones y expresiones útiles han sido

incluidas como apéndices. En el Apéndice l usamos el álgebra de Clifford

para demostrar la unicidad de la variación de la conexión spinorial frente a

transformaciones conformes. El Apéndice 2 está dedicado a describir los

principales entes geométricos que caracterizan un f luído de observadores.

También se muestra que el requerimiento de fluido irrotacional es

equivalente a que el rotor conforme del versor tangente a las lineas de

fluido sea nulo. En el Apéndice 3 se resume la expresión de la conexión

Riemanniana en la carta adaptada, asi como la que toma la conexión

conforme. El Apéndice 4 se dedica a estudiar las propiedades de los

operadores 262 y (762)” . En SAM se demuestra que el operador 362 es

autoadjunto en el producto interno ( , )¡ y que sus autovalores son > 0. En

QA4.2 se demuestra que el operador (262)” es autoad junto en el producto

interno ( , )¡ y que sus autovalores son Z 0. Finalmente, se dedica un

apéndice al cálculo de ciertas integrales que aparecen cuando se intenta

obtener los coeficientes de Bogolubov entre las bases de Rindler y

Minkowski.



Los aportes originales de esta tesis se encuentran, esencialmente, en los

Cap. 2, 3 y S, en donde se introducen las principales herramientas

asociadas con el formaiismo dependiente del observador, y en los Cap. 6, 7

y 8, donde se implementa ia diagonalización del Hamiltoniano de los

campos escalar y electromagnético y se tratan diversos casos de interés.



CAPITULO 2

cmeos conronnes

Es de aceptación generalizada en la literatura, que los campos no masivos

deben ser descriptos por teorias lnvariantes frente a transformaciones

conformes del espacio-tiempo. En este capitulo discutimos tales

transformaciones y temas vinculados con ellas.

2.1 Transformaciones Conformes.

Consideremos un espacio-tiempo globalmente hiperbólico C°° [74], [75], de

n dimensiones (una temporal y n-i espaciales) con tensor métrico gw. Los

índices griegos serán n-dimensionales (u,v,... = 0,|,..., n-l) mientras que

los latinos serán (n-il-dimensionales (i,j,... = 1,2, , n-l). Una

transformación conforme es un cambio de escala local en la métrica [76],

[77], es decir

9..» -' EL» = 3009..., (2.1.1)

donde Mx) es una función de punto arbitraria no negativa la cual, para

evitar problemas matemáticos, supondremosde clase C“.

Para preservar la propiedad gm gn" = 6"" las componentes contravariantes

del tensor métrico deben transformarse como

Ein» = l."(x) gw (2.1.2)

Puesto que el cambio de escala es introducido a través del tensor métrico,

las diferenciales de coordenadas cumplen

'd’xv = dxil (2.1.3)



'd’x,l = Mix,l (2.1.4)

A partir de estas propiedades de transformación pueden deducirse las

leyes de transformación correspondientes a los distintos entes

geométricos de la variedad. Por ejemplo, se tiene para g = det(g¡n,), el

elemento de volumen en n dimensiones d'n y el elemento de superficie en

n-l dimensiones do":

"si" = Ang (2.1.5)

a?" = xn/z d." (2. ¡.6)

'd'an = W? dd“ (2.1.7)

donde

d'n = /-_gdnx =/-_g (I/n|)e.i¡¡i2....in dxllidial2 dxlln

do" = líos" =FE ll/(h’l)l]€p¡p2...un_¡dmdxvz axila-1

Encuanto a la conexión Riemanniana, su ley de transformación es, [77]

'f‘vu, = ro“, + (i/2)(89ub¡, ln x + ,auin x - q“, ao ln x) (2.1.8)

de la cual se deduce por contracción:

'ñlm, = rn“, + (n/2) a, ln x (2.1.9)

A partir del comportamiento conforme de ro“, pueden ser obtenidas las

leyes de transformación de otros elementos geométricos de la variedad.

Por ejemplo, para el tensor de Ricci



Rm, = ¿91‘15m- ¿»roml + Top, rd", - 1‘11Wram, (2.1.10)

se tiene,

En. = Rm,- (1/4)((n-2)l2v,.v,1n x - vpm x v,1n x + g,w Voin A17,1n ¡1+

+2g,,,v91nxv,1nxi (2.1.11)

y para el escalar de curvatura R = Wu, es

ñ’= x-I R - x-I(n-1)(Vuv,,1n x +(1/4)(n-2)V1IIn x vam xl (2.1.12)

Uncampo tensorial o spinorial 4' es introducido a través de su acción S:

s=jl(v,vv) an (2.1.13)

donde J es la densidad lagrangiana del campo y V indica la derivada

covariante. Naturalmente, para los campos no masivos pediremos que la

teoria sea invariante conforme, lo cual se manifiesta en la invariancia

conforme de ia acción:

ï= s (2.1.14)

Entonées, a partir de la Ec.(2.|.6) aparece la siguiente ley de

transformación para la densidad lagrangiana, [78]:

3 = HI2! (2.1.15)

Al realizar una transformación conforme sobre la métrica no sólo cambian

los entes geométricos, también deberán transformarse los campos para
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lograr el cumplimiento de la propiedad (2.l.|5). Un campo tensorial o

spinorial será llamado un campo de Weyl, [77], de peso r cuando sus

componentes covariantes se transforman frente a la transformación (2. i .l)

como

W = W (2.1.16)

Asumiremos que los campos fisicos son campos de Weyl. El peso de Weyl

de cada campo depende de su spin y puede ser obtenido a partir de las

siguientes consideraciones. Consideremos un campo tensorial de Weylv de

peso r, con m Índices, es decir

Wang." "m = xr v, 1,2,"pm (2.117)

El término cinético de .t será del tipo Vu'l'umzuum Vil'llllmïmllmy en

consecuencia, tendremos para la siguiente ley de transformación:

Í? = xïr-m'll (2.l.l8)

y puesto que de acuerdo con la Ec. (2.1.15) deseamos que l sea un escalar

de Weyl de peso n/2, comparando con (2. l . l 8) tiene que ser.

r =[2(m* l)-n]/4 (2.l.l9)

Asi por ejemplo, para un campo escalar (m=0) es r = (2-n)/4 y para uno

vectorial (m=l) es r = (4-n)/4.



2.2. Derivada Conforme.

La derivada covariante de una campo de weyl 1' no será, en general, un

campo de Weyl. Esto se debe a que la conexión Riemanniana ro", no es un

campo de Weyl, sino que frente a transformaciones conformes se

transforma de acuerdo a la expresión (2.|.8). Asi por ejemplo, para un

campo de Weyi V¡l de peso r, Ia ley de transformación de la derivada

covariante es:

(anj' = xrlvnv, —(1/2)Vuvpln x i (r - 1/2)v,v,,in x +(1/2)g,,,v,vnn x1

(2.2. l)

Puesto que las ecuaciones de campo se construyen a partir de derivadas

covariantes del campo, esta claro que la utilización de la conexión

Riemanniana no es apropiada para obtener una teoría manifiestamente

invariante conforme. Para conseguir esto último se hace necesario

introducir una conexión que se transforme como un campo de Weyl. Para

ello tengamos en cuenta que la ley de transformación de una conexión

arbitraria no“, frente a un cambio de carta ¡al-v x'il es:

mp» = (¿xv/M)(¿xt/muevan») no” _
- (bïx‘P/bxflwaaxd/bx'umio/ax») (222)

Apartir de no“, siempre es posible obtener otra conexión0*?” sumándole

un tensor arbitrario APM:

0”.» = 0°... * Nu.» (2.2.3)

Enefecto, la ley de transformación de mu, frente a cambio de carta sigue

siendo (2.2.2).



Lo anterior fundamenta la introducción de una conexión conforme K9“,como

Kofi»= rpup+ o“,

donde OP",es un tensor definido por

op“, = mms»,l o, +60,0" - g", o») (2.2.5)

siendo q. un vector. Enrealidad, podriamos definir 0'", a partir de más de

un vector; sin embargo nuestro ánimo no es establecer una teoria standard

de la derivada covariante, ya que, como se verá más adelante, 0'", estará

estrechamente ligada al observador, y el fluido de observadores está

caracterizado por un único campo de vectores (ver Ec. (2.2| l- l3)) y Cap.S.

Para que lo“, sea invariante frente a transformaciones conformes ( 12"",=

lo“, ), el vector 0.l debe, frente a las mismas, sufrir una transformación de

gauge:

6’" = o,l - VIl Inx (2.2.6)

Teniendo la conexión conforme, puede construirse una derivada conforme

D.lque preserve el peso de los campos de Weyl. Esta derivada no es otra

cosa que la derivada de gauge del grupo conforme [79]. Por ejemplo, para un

vector de Weyl V.lde peso r, su derivada conforme es:

DW“ = 89Vll - K9“, V, + r 0,,V,l (2.2.7)

donde debe notarse que además del término con la derivada ordinaria y el

que contiene la conexión, aparece un tercero asociado al peso de Weyl r. La

inclusión de este último término es necesaria para que la definición sea
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consistente [80]. Para las componentes contravariantes del vector

anterior, se tiene:

DM = a,w + Kuww + (r-i)o,w (2.2.8)

La aparición del factor r-l e'n lugar de r en la última expresión se debe a

que al pasar el índice p de posición covarlante a contravariante, el peso de

Weyl disminuye en una unidad.

La derivada conforme de campos de Weyl de rango superior a l puede

obtenerse pensándolos como productos de campos vectoriales como se hace

corrientemente en los espacios de Riemann.

Contrayendo los índices en (2.2.8) se obtiene la expresión de la divergencia

conforme de un vector de Weyl:

puw = ¿"VII+ www + (r-l)0,,VIl = VFVIl+ lr-l * (n/2)] OFVII (2.2.9)

Para la parte antisimétrica de la derivada conforme se tiene:

DHV,- D,,Vu= auv, - anv“ + r (o,.v,- Own) (2.2.l0)

Es interesante notar que el vector q, no es un campo de Weyl, ya que

frente a transformaciones conformes no se transforma según (2. l .l6) sino

según (2.2.6). Sin embargo, Cl.lpuede ser expresado en términos de un campo

vectorial de Weyl unitario. En efecto, llamamos U,la este campo auxiliar y

p a su peso de Weyl, es decir.

tg = ¡nun (2.2.lla)
ü. = Wu. (2.2.llb)

uuu: = l (2.2| lc)
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y asumamos, por simplicidad, que sólo utilizaremos para construir 0n a U,l

y su derivada primera V,u,,. En tal caso, la expresión más general para q,

es, [8|]:

0,, = bU9V,U¡,+ a upv,uv (2.2.12)

siendo a y b dos parámetros a ser determinados. El término Uv Vpug no

aparece en (2.2. i2) pues es idénticamente nulo en virtud de (2.2.1 lc).

Utilizando las expresiones (2.2i) y (2.2.! i) es fácil encontrar que para

satisfacer la ley de transformación (2.2.6), deben ser p=i/2, a=-2/(n-l) y

b= 2, con lo cual queda para (l,I la siguiente expresión:

0,l = 2 Uo V¡,U¡l - [2/(n- i )] UllV,U° (22,13)

De este modo, aparece naturalmente asociado al vector q, un campo de

Weyl unitario de peso 1/2, el cual podria ser dotado de sentido fisico. En

efecto, como veremos, esta propiedad la tiene el vector unitario tangente

a las lineas de fluido del campo de observadores y en tal interpretación la

derivada conforme resultaría, en principio, dependiente del observador.

2.3. Consistencia Conforme de las Ecuaciones de Campo.

Para una acción invariante conforme la densidad lagrangiana debe

satisfacer la Ec. (2.l.i5), es decir que debe ser un escalar de Weylde peso

-n/2. Unamanera de garantizar esto es construir la densidad lagrangiana a

partir del campo ‘i’ y su derivada conforme DWen lugar de su derivada

covariante ordinaria W ya que, mientras DWes un campo de Weyl VWno lo

es. Por otra parte, las ecuaciones de campo se obtienen a partir de las

ecuaciones de Euler-Lagrange y aparece naturalmente la pregunta de si las

variables dinámicas en ¿(9,09) deben ser (9,0?) o (TNT), ya que en cada

caso podrian obtenerse ecuaciones de campo diferentes. Veremos que, por
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el contrario, se obtienen en ambos casos las mismas ecuaciones.

Por simplicidad trabajaremos en dimensión n=4 y para campos bosónicos.

Sea entonces un campo tensorial de rango m y peso r, es decir que se

transforma de acuerdo a (2.l.i7). La densidad lagrangiana asociada a este

campo deberá cumplir la condición (2. i. 15), es decir que

C?= H: (2.3.1)

La derivada conforme del campo W está dada por la conveniente

generalización de la Ec. (2.2.7):

I'l’l

Qva'...vr“ = vpvv'...v‘“ ' z (,¡Mvv' vai‘” *
i=l

+ r quvi ...,m (2.3.2)

Deesta última fórmula se ve que

naomi“ ,m = az/avuwm ,m (2.3.3)

y de (2.1.17) y (2.1|) se deduce el peso de Weylde bÍ/bvavim 1,m:

(bi/80.331". ,m )" = Hr +2)az/aouwm ,m (2.3.4)

Esta última expresión permite calcular la derivada conforme de

alt/¿Dunk ,m:

m

0,,ax/aouwm ,m=i?libJ/bvanim ,m—Z ovina/¿DW ,me M.

+ou” aer/303w ¡,m-(r+2) o,l bÍ/bDu’Pplm¡,m (2.3.5)
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Notandoque de acuerdo con la definición (2.2.5) es o!” = 2 0,, la Ec. (2.3.5)

puede ponerse como

m

o,laz/annw,¡___,m=V.lamount" ,m- Z ovina/ame“ ,me mw
i =l

- r q. az/aouwm ,m (2.3.6)

La última ecuación permite relacionar los términos análogos,

Dual/30,991.” ¡,my Vn az/avum” ¡,m, que aparecen en las ecuaciones de

Euler-Lagrange. Ahora es preciso vincular los otros términos análogos que

aparecen en las mencionadas ecuaciones, a saber: az/avlv calculado a

Vall!constante y ¿1/8le calculado a D"? constante. Usando la regla de
derivación de función de función:

¿1/313an = amour” ,an i (bl/¿DHWPIMpm)(bD"’Vplm,m/W,I___pm)=

m

=aJ/awm pm|D*(bl/bDI¿Wplmpum-20'“ ¿»brasa-1‘94 6,56,,i+i,¡+i___w
¡:1

4’roll ¿»‘9'... ¿»mom =

I'I'I

= aJ/awm MD - Z ovina/anual ,¡—¡,,m___,m-r 0,,az/anuwm ,m
¡:1

(2.3.7)

Finalmente, las Ec. (2.3.6) y (2.3.7) nos permiten concluir que

Dual/anual.” ,m - bilbvvim ,m") =vpaJ/avuw,a___¡,m- allow". ,mw
(2.3.8)

Esta última igualdad muestra claramente que las ecuaciones de campo

obtenidas en ambos casos estudiados son idénticas. Es decir que, siempre
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que utilizemos una densidad lagrangiana que cumpla (2.1|), se obtienen la

mismas ecuaciones de campo utilizando la derivada V o la D, en el sentido

en que lo muestra la Ec. (2.3.8).

2.4. Curvatura Conforme.

Como hemos visto, el tensor métrico es un objeto de Weyl, pero no asi

otros elementos geométricos importantes de la variedad, como por

ejemplo la conexión row, el tensor de curvatura Fam, el tensor de Ricci

P“, y el escalar de curvatura R. Si se pretende construir ecuaciones de

campo invariantes conformes utilizando, además de los propios campos,

elementos geométricos de la variedad, seria útil que estos últimos se

comporten como objetos de Weyl. De esta manera dichas ecuaciones

mostrarian explícitamente su invariancia conforme.

Para el caso de la conexión r9“, hemos resuelto el problema introduciendo

la conexión conforme K9“, que depende del vector 0". Puesto que el tensor

de curvatura es obtenido a través de derivadas ordinarias de la conexión,

para obtener el tensor de curvatura conforme Km” deberá hacerse el

reemplazo ro", —oK9", , es decir

Ko”, = a, K9", - a, Ko", K0", lo“ - KC“,lo“ (2.4. l)

y claramente se sigue, de la invariancia conforme de lo”, que el tensor de

curvatura conforme también es invariante conforme:

[Koma = K’pw (2.4.2)

Poniendo todos los índices del tensor de curvatura conforme en posición

covariante puede verse que se trata de un tensor de Weyl de peso l.

lntroduciendo (2.2.4) y (2.2.5) en (2.4.1) obtenemos la relación entre el
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tensor de curvatura conforme y el tensor de curvatura de Riemann:

mw =Ram +W2><ngnov ngvqr survvop-MVA-govvcfiu *

*amm.» (¡/4iigp»0«%* Mama * sumo, - SIMO»­

-g¡,,gp,0fl0¡ - 9,,»0409) (2.4.3)

Por medio de este tensor es posible obtener la expresión del conmutador de

derivadas conformes de un campo de Weyl. Por ejemplo, para un vector de

Weyl de peso 0 se tiene:

(D, 0,, - D, Dc) A. = K9“WA, (2.4.4)

Una simple inspección de la expresión (2.4.3) muestra que K9“W es

antisimétrico respecto de la permutación de los dos últimos indices (vo),

lo cual vale para todo tensor de curvatura proveniente de conexión

simétrica. Sin embargo, ¡(om tiene menos simetrias que Rouw.Enefecto:

wa=wa;wa=-R.W;wa=-mn (2.4.4a)
mwinmflsuwi-IQWHSMPKWW (2.4.4b)

Contrayendo 2 indices de ¡{mw puede obtenerse un único tensor de rango 2,

que es RW. Esto se debe a las propiedades (2.4.43).

Para lg”, otro es el caso, ya que tiene menos simetrias y, en principio, 3

tensores pueden ser obtenidos por contracción:

Ku» a wap» = pvp * (|/2)[ Vnov - (n-l) 1,0" - gw V901] +

i [(n-2l/4] (0,.0. - g", 00,) (2,4,5)

K'm, s Kvop, = RW, - (i/2)[V¡,0,+ (n-3)V,0¡,+ g“, V,0I>] +
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+ i(n-2)/41(o,,o,-g,,,oo,) (2.4.6)

K*,,, a Ko”, = (n/2)( vpo, -v,o,,) (2.4.7)

Sin embargo, estos 3 tensores no son independientes, ya que puede

comprobarse que están relacionados por

Km, = K’“, + (2/n)K*,,, (2.4.8)

Es importante distinguir entre estos tensores pues, por ejemplo, al

calcular el conmutador contraído de derivadas conformes de un vector de

Weyl de peso 0 es K’m,el que aparece:

(0,, D, - o, 0,.) NI = Kg", All (2.4.9)

Contrayendo ya sea lg“, o K’m, (Kim, da 0 por contracción pues es

antisimétrico) obtenemos, lo mismo en virtud de (2.4.8), el escalar de

curvatura conforme K:

K= Ku": R-(n-l) (vpo! +l(n-2)/4]0,.0|l (2.4.10)

La curvatura conforme Kes un escalar de Weylde peso - l , es decir

iZ= x-l K (2.4.11)

Los elementos ilustrados previamente puedenser utilizados para construir

ecuaciones de campo explícitamente invariantes conformes para los

campos no-masivos en el espacio curvo. En el próximo capitulo lo haremos

para el caso de los spines 0, I/2 y l, aunque la misma metodologia puede

ser extendida a spines superiores.
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CAPITULO 3

ECUACIONESDE cmeo

Eneste capitulo nos dedicaremos a mostrar cómo a partir de los elementos

introducidos en el Capitulo l pueden ser obtenidas ecuaciones para los

campos no-masivos en el espacio curvo, que presenten la invariancia

conforme de manera explicita. Nos restringiremos a los casos usuales de

los spines 0, l/2 y l, aunque queda claro que ecuaciones para spines más

elevados pueden obtenerse de manera análoga. También trataremos temas

íntimamente vinculados como productos internos en el espacio de

soluciones de las ecuaciones de campo y condiciones de gauge.

3.|. CampoEscalar.

Consideremos un campo no-masivo de spin 0, no cargado, o, cuya densidad

lagrangiana en el espacio de Minkowski está dada por, [82]

l = (l/2)án06"0 (3.|.l)

Para describir este campo en el espacio curvo, se utiliza la regla habitual

de reemplazar las derivadas ordinarias a" por derivadas covariantes V“. Si

además, se admite un término de acoplamiento con la curvatura, debe

incluirSe un término proporcional al escalar de curvatura R. Puesto que

deseamos una ecuación manifiestamente invariante conforme, deberemos

utilizar la derivada conforme D.l y el escalar de curvatura conforme K

introducidos en el Cap.2. Asi, proponemos la siguiente densidad

lagrangiana;

.t = (1/2) ono DIO +(i/2)¿Ko2 (3.I.2)
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en donde á es una constante sin dimensiones, llamada constante de

acoplamiento, cuyo valor define el tipo de acoplamiento del campo con la

curvatura (por ejemplo, ¿=0 es el acoplamiento minimo).

De acuerdo con la expresiones (21.19) y (2.4.1 l), o y K son escalares de

Weylde pesos -(n-2)/ 2 y -l respectivamente. Entonces .2, dado por (3. ¡.2),

resulta un escalar de Weyl de peso -n/2, como debe ser de acuerdo con

(2.1.!5).

La ecuación de campo que se obtiene a partir de la densidad lagrangiana

(3. l .2), via la ecuación de Euler-Lagrange, es:

DHDIÓ - ¿K0 = 0 (3.l.3)

Deberá notarse que, por construcción, esta ecuación es invariante

conforme para cua/qw'er valor de la constante de acoplamiento á.

Utlizando las expresiones de la derivada conforme en términos del campo

auxiliar se tienenque:

num = v,Vno -[(n-2)/41iv,,ou + final/410.0110 (3.1.4)

y usando, además, la expresión de Ken términos de 0,, dada por (2.4.!0), la

ecuación de campo (3. ¡.3) puede reescribirse como:

anv 0 - ¿R0 * l¿(n- l) -(n-2)/4][ Vuat + [(n-2)/4] 0,000 = 0 (3.l.5)

Comopuede verse, en general, la ecuación resulta dependiente del campo

auxiliar 0,, Sin embargo, existe un valor de á, digamos ¿*, que elimina tal

dependencia:

¿* = (n-2)/4(n- l) (3,1.6)
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En tal caso, la ecuación de campo es, simplemente

vm o - ¿me = o (3.1.7)

Este valor de la constante de acoplamiento (que para n=4 es ¿*=l/6) es

conocido como acoplamiento conforme, [67].

Para ortonormalizar las soluciones de la ecuación de campo hace falta

disponer de un producto interno que actúe entre tales soluciones. En el

espacio-tiempo plano tal producto es

<u,v >= i I(vú*-u*\'/)d3ï (3.1.8)

puesto que U(x) y V(x) satisfacen la ecuación de campo, este producto

resulta independiente del tiempo usado para realizar la integración, [82].

Para el caso curvo, las derivadas temporales deben reemplazarse por

derivadas conformes:

<u,v >= i ¡(v D,U*-U*D.,V)dov (3.1.9)
I

donde 2 es una superficie de Cauchysobre la cual se realiza la integración.

Este producto interno es, por construcción, un escalar de Weylde peso 0.

Además, igual que en el caso plano, el cumplimiento de la ecuación de

campo garantiza la X-independencia del producto interno. En efecto,

aplicando DI al integrando de (3.1.9) se tiene,

DI(V DFU*-U*D¡¡V)= VDIDHU*-U*DID"V (3.i.l0)

y utilizando la ecuación de campo (3. ¡.3) se sigue,
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DI (V D“U*-U*D¡¡V) = V¿KU* - U*¿KV = 0 (3.1.l l)

Pero el integrando de (3.1.9) es un escalar de Weyl de peso -(n-2)/2, y

entonces, de acuerdo con la Ec. (2.2.9), y considerando (3.1.! I), tenemos

que.

mv pum-wow) = VII(Vpum-wow) = o (3.1.12)

y entonces, la nulidad de la divergencia covariante del integrando asegura,

por aplicación del teorema de Gauss como de costumbre, la invariancia de

la integral por cambio de la superficie de integración.

Por otra parte, la observación del integrando de (3.l.9) muestra que es

independiente de la conexión utilizada en D", siendo entonces:

<u,v >= i I<v a,u*-u*a,,V)dau (3.|.|3)

3.2. Campo del Neutrino.

Enesta sección consideraremos el campo asociado a una partícula de spin

l/2, masa nula y sin carga (neutrino), representado por un spinor de Dirac

v, ei cual será también un campo de Weylde cierto peso r a determinar.

Por simplicidad trabajaremos, en esta sección en n=4.

Introducimos las matrices de Dirac de 4 X 4, las cuales están definidas

por la condición de satisfacer en todo punto del espacio-tiempo la

siguiente relación de anticonmutación:

¡"muy =-2g,,,l (3.2i)
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donde l es la matriz unidad de 4 X 4. Desde esta ecuación se concluye

inmediatamente que las matrices de Dirac deben ser, frente a

transformaciones conformes, objetos de Weylde peso l/2, es decir:

fi = w? ¡F , ‘lín = HI? un (3.2.2)

Puesto que las matrices de Dirac están definidas por la propiedad

algebraica (3.2|), desde las X“es posible obtener otro grupo de matrices

X" que cumplan la misma propiedad, usando una transformación de

similaridad:

il, = suas-l (3.2.3)

siendo S una matriz no singular arbitraria de 4 X 4. La transformación

(3.2.3) puede ser considerada como un cambio de base en el espacio de los

spinores (cambio de base spinorial).

Bajo un cambio de base spinorial el spinor contravariante 'll (spinor

columna) se transforma como, [5 ll

y = s w (3.2.4)

El adjunto de Dirac del spinor v, denotado por ï', es definido por

Ti" = v" o (3.2.5)

donde * es una conjugación y transposición, es decir la adjunción, y B es la

matriz que realiza el siguiente cambio de base spinorial:

49* = BM!" (3.2.6)
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El spinor covariante 7P(spinor fila) se transforma, frente a un cambio de

base spinorial como

w = ï' s (3.2.7)

En el espacio-tiempo plano, la densidad lagrangiana para el campo del

neutrino está dada por

z = (1/2) (¿fi ¡n w - WI en?) (3.2.8)

En el caso curvo, las derivadas ordinarias deben reemplazarse por

derivadas covariantes, pero, por tratarse de spinores, se hace necesario la

introducción de una conexión spinorial o , además de la conexión

Riemanniana.

Así, las derivadas covariantes del campo spinorial v son:

q 'e l
u _ by.” * ou? (3.2.93)

¿"v - o,l v (3.2.9b)€­ ll

Como paso previo, antes de la introducción de la derivada conforme

spinorial, podemos postular como densidad lagrangiana para el campo del

neutrino en el espacio curvo, a la expresión (3.2.8) con las derivadas

ordinarias reemplazadas por las derivadas covariantes spinoriales (3.2.9):

.t = (1/2)(vuïxuv - ïmvuv) (3.2.¡0)

Las ecuaciones de campo para los campos Wy ï' serán:

32



ll OWai/¿WW - aJ/aw
V,(az/avg) - aJ/aï

(3.2.1 la)

(3.2.1 lb)ll O

Es necesario tener en consideración el significado de las derivadas que

aparecen en estas últimas ecuaciones puesto que 'l' es un splnor columna y

ï! es un spinor fila. Asi ell/av es un spinor fila, etc.

Las variables libres W,W, Vw, y Vfi pueden ser relacionadas con sus

transformadas conformes, obteniendo

'G" = Are

(W)"= xrï»

(3.2.12)

(vuvr' = xrivuw (rv, inx+Au)“
(Vfir = xrlvnïnïurv,l ini-Ap]

donde A,l es la variación conforme de la conexión spinorial, es decir

Au = Op ' ap (3.2.l3)

Para preservar la propiedad

vuw = sv"? (3.2.14)

es fácil demostrar, usando (3.2.4) y (3.2.9a), que la conexión spinorial o.l

debe transformarse, frente a un cambio de base spinorial, como

on = S o,l 5-1 + S a,l S" (3.2.!5)

Usando las relaciones (3.2.l2), obtenemos, a partir de (3.2.l0) la ley de
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transformación de la densidad lagrangiana:

.t - ¡2’ *3’?[.2 - ( uzfimms" +vw) v1 (3.2.¡6)

Entonces, puesto que l debe ser un escalar de Weylde peso -2, se sigue

r =-3/4 (3.217)

(Au,v1= o (3.2.l8)

donde el simbolo [,l indica el anticonmutador

La ecuación de campo que resulta para Wes

¡li V"? * (l/2)(V"‘6ll) ‘l? = 0 (3.2.l9)

Sin embargo, puesto que la conexión spinorial no está determinada

univocamente, es útil imponer la condición de que las ‘01 sean

'transparentes' a la derivación covariante:

Vu}, = 0 (3.2.20)

Con la conexión spinorial determinada cumpliendo (3.2.20), la ecuación de

campo es, simplemente:

ww = 0 (3.2.2l)

Por otra parte, para que la condición (3.2.20) sea útil debe tener

consistencia conforme, es decir que debe ser una ecuación invariante

frente a transformaciones conformes. Puesto que desarrollando dicha

ecuación se llega a:
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vu!» = x92}!* du!» "nop = 0 (3.2.22)

donde el simbolo ; indica la derivación covariante de ‘6, 'como si fuera sólo

un vector", arribamos a la siguiente ley de transformación:

(vam =w2 [vuxp Apu-mAF-(uzxgw‘a,—g,.,x,)v9inxl (3.2.23)

y entonces queda claro que, para que la condición (3.2.20) conserve su

forma bajo transformaciones conformes, es necesario que:

IA,l .‘ówl = (I/2)(g,,,‘4f,l3.915,)me (32,24)

Asi, la conexión spinorial debe ser tal que su variación frente a

transformaciones conformes satisfaga las Ec.(3.2.18) y (3.2.24).

En el Apéndice l probamos que estas dos ecuaciones determinan

univocamente a A", resultando:

I‘\¡l= (1/8) (¡wlulvvlnx (3,225)

A partir de un trabajo de Loos [83], se sabe que la forma más general de la

conexión spinorial o“ que verifica la condición (3.2.20) es

o" = (I/24)(6I-7n + en? - 4n3)(‘6,¡u*6v)+ vul (3.2.26)

donde v,l es un vector aritrario y ll es el siguiente operador lineal que
actúa sobre las matrices Jr” de 4 X 4:

n JV’ = (1/4) x, .I/‘v (3.2.27)
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Ahora, teniendo en cuenta las propiedades de transformación de las

magnitudes que participan en (3.2.26) obtenemos:

3,, = o" + (1/8) ra, , 1,1 vvinx + (0;, --v,,)| (3.2.28)

Entonces, comparando esta última con (3.2.25) se concluye que el vector

arbitrario v.ldebe ser invariante conforme:

N
vn - v.l (3.2.29)

Quizás haya llamado la atención la introducción de condiciones de

consistencia conforme sobre la conexión spinorial. En efecto, la conexión

spinorial o", tal como ha sido presentada, no posee de manera explicita las

propiedades adecuadas a fin de preservar la lnvariancia conforme. Más

precisamente, su ley de transformación está dada por la Ec. (3.2.28). Está

claro, por otra parte, que el tratamiento seria mucho más natural si

trabajaramos con una conexión spinorial conforme l‘ , es decir una

conexión con la propiedad:

ï‘u = r,l (3.2.30)

A continuación construiremos una conexión con la propiedad (3.2.30), a fin

de mostrar que un formalismo exp/¡bilammte conforme puede ser

utilizado en este caso. Sin embargo, como veremos, los resultados serán

los mismos que los ya descriptos.

La simple inspección de la Ec. (3.2.28) nos sugiere la definición de la

siguiente nueva conexión spinorial:
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rn a o“ - (1/4) o“, o» (3.2.3i)

donde0° es el vector introducido en la sección (2.2) y a", es simplemente
la mitad del conmutador de las matrices de Dirac:

o” = (1/2) Iii, , 3"] (3.2.32)

Enefecto, la conexión l“,ldada por (3.2.3 l ) verifica (3.2.30).

Ahora, es posible definir la derivada conforme, SD", de cantidades

spinoriales. Por ejemplo, para el campo W:

SD"? = D"? + r"? (3.2.33)

donde D"? indica la derivada conforme de W "como si sólo fuese un

escalar". Es interesante calcular la derivada conforme spinorial de las

matrices de Dirac:

50"}, = 1;an * l l‘“ , ¡p l = VJ, - ( i/4)([d 36, l-2g,,,x,+2g,,t,.) (3.2.34)

pero, teniendo en consideración la Ec.(3.2.20) y la relación algebraica:

low}, l = 2 (g,,,x,-g,,x,.) (3.2.35)

llegamos a que

50"}, = o (3.2.36)

De modo que la modificación de la derivada spinorial, para convertirla en

conforme, sigue respetando la propiedad de 'transparencia' de las tu.
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Ladensidad Lagrangiana construida con derivadas conformes será:

.t = (¡/2) [( 50,33):st - ïv m s¡0,401 (3.2.37)

la cual, por la manera como ha sido construida, es un objeto de Weyl.

Aprimera vista, pareciera que la densidad Lagrangiana (3.2.37) depende del

campo vectorial auxiliar via la derivada conforme. Sin embargo, un

breve cálculo muestra que esto no es asi. Enefecto:

’01( sDni!) = III V"? - (¡/4) W259“, + o”) o»

(3.2.38)

(soflm = (vfim- (1/4)(39,,- 0,”)!!! dv

y es inmediato probar que se cumplen las siguientes identidades:

¡“(3%, + Om) = 0

(39m ' op») ul = 0 (3.2.39)

Entonces, aunque la derivación conforme spinorial no coincide con la

derivación spinorial ordinaria, si lo hacen las siguientes expresiones, que

son las que finalmente aparecen en la acción:

msm) =¡Mm
(3.2.40)

(sofim = (vfim

Asi, para el campo spinorial, la introducción de la derivada conforme no

introduce modificaciones en la acción (y entonces tampoco en las

ecuaciones de campo), es simplemente una herramienta para poner de
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manifiesto ia invariancia conforme del formalismo.

Para finalizar con este S introduciremos, al igual que para el campo

escalar, un producto interno para ortonormalizar las soluciones de las

ecuaciones de campo:

<u,v> = -iIÜ%IIVdo¡, (3.2.40
I

La independencia de esta integración respecto de la superficie de Cauchy2

se sigue en virtud de la nulidad de la divergencia covariante del

integrando, lo cual se prueba usando las ecuaciones de campo. En cuanto a

la invariancia conforme de este producto interno se sigue de las

propiedades de transformación (2. ¡.7), (3.2.2), (3.2. ¡2) y (3.2. l 7).

3.3. El CampoElectromagnético y la Cuantificación Canónica.

Ahora dedicaremos nuestra atención al estudio del campo

electromagnético en espacio curvo, el cual será considerado como un

campo no masivo de spin l. La aparición de modos de po|arización no

fisicos, igual que ocurre en el espacio de Minkowski, dará lugar a

diferentes mecanismos para eliminarlos.

Ya en el espaciovtiempo plano aparecen inconsistencias al intentar la

cuantificación del campo electromagnético, lo cual da lugar a la

implementación de mecanismos especificos (a través de las condiciones de

gauge) para evitarlas. Veamos cuáles son.

La densidad Lagrangiana clásica para el campo electromágnetico en el

espacio de Minkowski de 4 dimensiones está dada por.

.t = -(|/4) Fm,an (3.3.1)
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donde Fm,es el tensor campo electromagnético definido en términos del

4-potencial A»como

Fin»= ' (3.3.2)

Cuando se intenta la cuantificación, Av debe ser considerado como un

operador y también su momento conjugado ml definido como

mn = aJ/aÁI, (3.3.3)

donde el punto indica la derivada con respecto al tiempo. La cuantificación

canónica requiere que A, y ¡1.l satisfagan las reglas canónicas de

conmutación a tiempo constante, [82]:

lA,,(t,ïZ);muy” = ¡s»,,5(ï<‘-7) (3.3.4)

Sin embargo, las relaciones (3.3.4) no son compatibles con (3.3.!) pues se

ve inmediatamente que

no = al/aÁ, = F00= o (3.3.5)

Entonces, calculando el conmutador para Aoy ¡1otenemos, de acuerdo con

(3.3.4):

o = i6(ï— y) (3.3.6)

lo cual es absurdo. Resulta entonces, que si deseamos cuantificar usando la

densidad Lagrangiana (3.3. l) debe usarse un procedimiento no canónico de

cuantificación. Por el contrario, si se quiere utilizar el procedimiento
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canónico de cuantificación, entonces debe modificarse (3.3.i). Por lo

general, este último caso consiste en la introducción de condiciones de

gauge particulares, de las cuales describiremos dos que nos interesan

particularmente: (a) la cuantificación en el gauge temporal, y (b) la

cuantificación en el gauge de Gupta-Bleuler.

(a) La cuantificación en el gauge temporal, [84], consiste en eliminar Ao

como grado de libertad en l. Deesta manera, desaparece la inconsistencia

(3.3.6) y sólo quedan 3 grados de libertad. Este método tiene la ventaja de

que los fotones temporales (no fisicos) asociados con la componente A‘J

son eliminados a priori por el formalismo. Sin embargo, los fotones

longitudinales (no fisicos) necesitan ser eliminados con algún artificio

adicional.

(b) El método de Gupta-Bleuler, ([85], [86] y también libros de texto como

[87], [88], [89] y el más moderno [90]), consiste en modificar la densidad

Lagrangiana como

.t = -(i/4)F¡w Fuv -(or/2)(a¡,All)2 (3.3.7)

donde or es una constante adimensional at 0 (ya que con or=0 se recupera

(3.3 i )). Ahora, mediante (3.3.5) obtenemos

¡1° -cxal,» a: o (3.3.8)

Asi, desaparece la inconsistencia (3.3.6). Por otra parte, los 4 grados de

libertad (de los cuales sólo 2 son fisicos) permanecen en la densidad

Lagrangiana. Para eliminarlos se introduce la siguiente condición de gauge

sobre los estados f isicos IFis>:

(aum- |Fis> = o (3.3.9)
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donde (¿FAM' es la parte de frecuencias negativas del operador ¿"Alt

A partir de (3.3.9) puede demostratrse, [90], que aunque los fotones

temporal y longitudinal siguen estando presentes en el formalismo, el

valor de expectación para el número de tales fotones en un estado f isico es

cero.

Para generalizar Ia teoria anteriormente descripta desde el espacio de

Minkowski al espacio curvo, las derivadas ordinarias se reemplazarán,

como de costumbre por derivadas covariantes. Sin embargo, puesto que

también estamos interesados en preservar la invariancia conforme, las

derivadas a utilizar deberán ser derivadas conformes. A tal efecto,

tengamos en cuenta que siguiendo la expresión general (2.l.l9), el campo

de Weyl A“ es un campo de Weyl de peso r = (4-n)/4. Entonces con la

derivada covariante ordinaria la ley de transformación de la densidad

Lagrangiana (3.3.l) es (después de un cálculo tedioso pero simple):

fifa» = HW Fmruv + HW (4-n)[ Fu, AvVu ln x +

+ (MMM-nm» Vvln x Vp ln x - ( l/8)(4-n)(Al‘ Vuln M2] (3.3.10)

De modo que la densidad Lagrangiana asi construida sólo tendria el

comportamiento conforme apropiado, dado por (2.l.15), para el caso de que

la dimensión fuese n = 4. Asi la introducción de derivadas conformes en el

Lagrangiano es innecesaria si solamente nos interesa el caso

4-dimensional. Si por el contrario, deseamos un Lagrangiano conforme en

cualquier dimensión, podemos definir el tensor conforme de campo

electromagnético Fm,como:

¡»Walk-Dm (3.3.11)
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dondeD"es la derivada conforme asociada al campo auxiliar La relación

entre este tensor fu, y el tensor campo electromagnético ordinario Fm,es

fm, = F,m + l(4-n)/4l(q,A., - 09/3.) (3.3. ¡2)

lntroducimos la densidad Lagrangiana conforme l como

.t = -( l/4) ¡“rw (3.3.13)

la cual, después de desarrollarla queda como

.t = - ( l/4) F", Fil» —(i/4)(4-n)[ Fm,Av al +

+ (MMM-MINA" dvd, - (oil A,.)2] (3.3.14)

y asi, vemos que el Lagrangiano es en general dependiente del campo

auxiliar o", salvo para n = 4, en cuyo caso se recupera la densidad

Lagrangiana tradicional. Por supuesto, esta misma conclusión es válida

para las ecuaciones de campo que se desprenden de la densidad Lagrangiana

(3.3.14). En lo que sigue consideraremos para el campo electromagnético

que n = 4, salvo que se explicite lo contrario.

3.4. El Método de Gupta-Bleuler en el Espacio-Tiempo Curvo.

Como hemos visto, el método de Gupta-Bleuler para cancelar la

contradicción que aparece a consecuencia de utilizar la cuantificación

canónica, consiste en modificar la densidad Lagrangiana original

agregándole un término extra que hace que no, el momento cánonicamente

conjugado a Ao,sea no nulo. A primera vista, pareciera que la manera más

natural de generalizar la densidad Lagrangiana (3.3.7) es reemplazar la
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divergencia ¿"NI por la divergencia covariante VuNI. Sin embargo, la

aparición de este término rompe la invariancia conforme, pues en tal caso

.‘l deja ser un escalar de Weyl. En efecto, a partir de la expresión (2.2.1)

deberia ser claro que VuAilno se transforma como un objeto de Weyl; su

ley de transformación es:

(VnAllY' = H( VuAiI + AllVuln X) (3.4.1)

Entonces, la magnitud más apropiada para incluir en J! no es VnAiIsino

0,,» que es la divergencia conforme, que se transforma como un escalar de

Weyl de peso -l (asi su cuadrado se-transforma como un escalar de Weyl de

peso -2 como es requerido para no romper la invariancia conforme). De

este modo, la densidad Lagrangiana de Gupta-Bleuler que conserva la

invariancia conforme es:

.t = -(i/4) F", Fu» -(o</2)(D,,Ail)2 (3.4.2)

En cuanto a las derivadas que aparecen en Fw, la diferencia es irrelevante,

pues en 4 dimensiones coinciden las derivadas ordinaria, covariante y

conforme conduciendo al mismo primer término de la acción (3.4.2).

Por supuesto, la condición sobre los estados físicos (3.3.9) debe ser

también generalizada covariantemente y conservando la invariancia

conforme. Enbase a la discusión anterior, tal generalización es:

(DHNIT |Fis> = 0 (3.4.3)

No continuaremos el estudio de este formalismo en esta tesis y nos

dedicaremos, en cambio al caso del gauge temporal.



3.5. El Gauge Temporal en el Espacio-Tiempo Curvo.

Como hemos visto, el modo en que el método del gauge temporal resuelve

la inconsistencia en las relaciones canónicas de conmutación, es la

eliminación de A0como grado de libertad del Lagrangiano.

Para transcribir esta prescripción al espacio-tiempo curvo en un lenguaje

covariante, es necesario tener en cuenta que Aoes la componente temporal

del vector A“. Por lo tanto, la anulación de A, es una condición que ocurre

en una carta determinada, pero que es violada en otra,- vale decir que se

trata de una condición no covariante. Por otra parte, el concepto de tiempo

está definido, para cada fluido de observadores por el campo de vectores

unitarios tangentes a las lineas de fluido definidas por las trayectorias

espacio-temporales de dichos observadores. Estos vectores U.lson, como

ha sido señalado en 52.2, vectores de Weyl (de peso 1/2), y entonces

podemos plantear la condición de gauge temporal de una manera que

conserva la invariancia conforme:

unosI = o (3.5.1)

En una carta que utilice como coordenadas espaciales a las que

parametrizan a las lineas de fluido de observadores y como coordenada

temporal a una magnitud que es constante sobre cada hipersuperficie

ortogonal a dichas lineas (carta adaptada), el vector UI es simplemente ut

= (l,0,0,0), y la condición de gauge temporal es, en esa carta:

Ao = o (3.5.2)

En cuanto a la densidad Lagrangiana, sigue siendo (3.3.1) donde los indices

son subidos y bajados con el correspondiente tensor métrico de la

variedad. Las derivadas que aparecen en Fm,son derivadas ordinarias, pero
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debe tenerse presente que, si trabajamos en una carta adaptada al fluido

de observadores, sólo 3 variables dinámicas aparecen: A¡, A2 y A3. Asi,

mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen las siguientes 3

ecuaciones de campo:

VuFllk= 0 (3.5.3)

La cuarta ecuación, que es la Ley de Gauss VuFIIO= 0, no se obtiene como

ecuación de campo en este formalismo, y debe ser impuesta apostar/bn"

mediante un mecanismo especial.

Las soluciones de (3.5.3) deben ser ortonormalizadas usando un adecuado

producto interno, invariante frente a transformaciones conformes e

independiente de la superficie de integración. En la Ref. [73] probamos que

estos requerimientos determinan el producto interno, a menos de un factor

irrelevante, como

<ru,g,,> = -¡j' (gl D,f,,* - tu 0,9: - g,our,.* + r,* niguna? (3.5.4)
I

donde D.les la derivada conforme.

El formalismo en el gauge temporal será desarrollado con mayor amplitud

en el Cap. 7.



CAPITULO4

EL CONCEPTO DE PARTICULA EN EL ESPACIO cunvo

La Teoria Cuántica de Campos (TCC)en el espacio de Minkowski toma como

base a una teoria de campos ampliamente corroborada por la experiencia

(el modelo standard) y generaliza su formalismo para describir campos

cuánticos de diferentes spines. Análogamente, la TCCen Espacio-Tiempo

Curvo (TCCETC)es un intento de generaHzar la TCC en el espacio de

Minkowski para describir el comportamiento de campos cuánticos en

presencia de gravitación.

Puesto que todavia no disponemos de una teoria cuántica satisfactoria de

la gravedad, la TCCETCconsidera a la gravitación como un campo clásico

descripto por la Relatividad General que provee la geometria espacio

-temporal en la cual evolucionan los otros campos cuantificados (teoria

senflclásical

Los valores típicos de longitudes y tiempos a los cuales la gravedad

cuántica empezaría a tener relevancia fisica están dados por la longitud de

Planck Lp = (Gfi/cï'i)”2 = ¡.6 X ¡0‘33 cm y el tiempo de Planck Tp =

(an/ c5)'/12= 5.4 X 10’44 seg y, dada la extrema pequeñez de estos valores,

queda una amplia zona de acción para una teoria semiclasica.

Unode los pilares en los que se apoya la TCCen el espacio de Minkowsi es

el de Operadores de creación y de aniquilación de particulas, y éstos no

admiten una generalización univoca en el caso de un espacio-tiempo

arbitrario.
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4.l. Soluciones de Frecuencia Positiva y Negativa en el Espacio
de Hinkowski.

Por razones de simplicidad consideremos el caso de un campo escalar Mx)

en un espacio de Mlnkowski de dimensión n, el cual obedece a la ecuación

de Klein-Gordon:

(D+m2)0(x) = 0 (4.|.|)

donde m es la masa de los cuantos. de campo y [J I 1p" ¿"am siendo 11Wel

tensor metrico de Mlnkowski.

Puesto que se trata de una ecuación diferencial de segundo orden, el

espacio vectorial de soluciones de (4.l.l) tiene dimensión 2. Una base de

soluciones está dada por las familiares ondas planas

uk(x) = e40“ i ¡l y su complejo conjugado (4. I.2)

donde u = +(k2 + mÍ’WÍ’ , siendo k a Ikl donde k es un vector en n-l

dimensiones.

Los modos (4.l.2) tienen la propiedad de ser autofunciones del operador

b/bt:

(a/bt) u¡(x) = -i o u¡(x) (4.1.3a)

(a/at)u¡*(x) = im uk*(x) (4.l.3b)

Los modos uky uk" son llamados modos de frecuencias positiva y negativa,

respectivamente.

Aunquea partir de la base [uk, u¡*l se puede construir otras bases posibles

para el espacio de soluciones de (4.l.l), las propiedades (41.3) hacen a

aquella privilegiada, ya que aparece asociada de una manera natural a la
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coordenada temporal. El hecho de que exista una base privilegiada,

respecto del tiempo, es una consecuencia de las propiedades de simetria

del espacio de Hinkowski: la invariancia de esta geometría frente a

desplazamientos temporales.

4.2. Transformaciones de Bogolubov.

Consideremos un campo escalar Mx) que satisface a la ecuación de

Klein-Gordon en espacio curvo:

[El+ m2 + t R(x)10(x) = 0 (4.2.!)

donde El = gw anv , m es Ia masa de los cuantos de campo, R(x) es el

escalar de curvatura y á es la constante de acoplamiento del campo con la

curvatura.

Igual que en el espacio de Mlnkowskl, podemos encontrar una base (uk.08‘]

para el espacio vectorial de soluciones de la Ec. (4.2.l) y hacerla

ortonormal en el producto interno (3. l . l0):

<w , U1)= , <tk", UJ*>= 'ókj , <w , (11*)= 0

donde el indice de uk representa todas las cantidades necesarias para

especificar los modos.

Cuando se cuantiflca el campo, Mx) es desarrollado en la base (uk, uk*],

usando como coeficientes operadores de aniquilaclón (ak) y de creación

(af):

Nx) = Z lakuk(x) + af uk*(x)l (4.2.3)
k

y son requeridas para los operadores ak y af las reglas de conmutación
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usuales:

[ak,afl=8u, lak,a,l= lak*,afl=0 (4.2.4)

El operador número de particulas en el modo k está dado por.

Nka agak (4.2.5)

Como de costumbre, el espacio de Fock puede se construido a partir del

estado de vacio l0> por aplicación de los operadores de creación. El estado

de vacio cumple la propiedad de ser aniquilado por todos los operadores ak

ak l0> = 0 , V k (4.2.6)

Enel espacio de Minkowski, se dispone de un criterio para elegir una base

de soluciones privilegiada (las ondas planas) de la ecuación de campo,

entre las infinitas posibles; también es posible privilegiar una base en

espacios-tiempos que posean alguna simetría particular (concretamente,

que tengan algún vector de Killing temporal). Sin embargo, en un

espacio-tiempo arbitrario, no existen, en principio, criterios para

privilegiar alguna base respecto de otra, y entonces, en principio,

cualquier base es apropiada para desarrollar el campo. El hecho relevante

es que el estado de vacio depende de la elección de esa base, como

veremos a continuación.

Consideremos otra base ortonormal del espacio de soluciones de la

ecuación de campo, [Uh TV]:

<Ubíj>=8kj , <Ií,3*,íj*>=-8kJ ,<—uk,íj*>=0 (4.2.7)
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Enesta base, el campo se desarrolla como:

Mx) = Z [Ski-w) + 33’wa (4.2.8)
k

donde los opreradores 3,!" y 3k verifican relaciones de conmutación

análogas a las (4.2.4). No hay por qué suponer que el estado de vacio IÜ>

asociado con la nueva base sea equivalente al asociado con la base

anterior. El nuevo estado de vacío cumplirá ser aniquiiado por todos los

operadoresáL

3k|6> = o , Vk (4.2.9)

El operador número de particulas en el modo k asociado con la nueva base

será:

Nk¡3,33 (4.2.10)

Puesto que ambas bases se encuentran relacionadas por una

transformación lineal, podemosescribir.

’uk= HornoJ + auuf‘) (4.2.ll)
J

donde¡los coeficientes a” y a“ son conocidos como coeficientes de

Bogolubovy la transformación (4.2.li) es llamada transformación de

Bogolubov, [9|]. Los coeficientes de Bogolubovno son arbitrarios sino que

deben conservar la ortonormalidad de la base. Bajo esta condición es fácil

probar que, [67]:
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Z ( am, afin, - am Mm) = su (4.2.12)
I'l'l

Z ( Cka 31m' 3kmfilm) = 0 (4.2.Í3)
m

lgualando los desarrollos (4.2.3) y (4.2.8) y utilizando (4.2| l), podemos

obtener las relaciones entre los operadores de creación y aniquilación

asociados con ambas bases:

ak= Maní, + 3*“ 31*) (4.2.14)
j

o bien sus inversas:

3k = Z (ctm a, + 6*” af) (4.2.!5)
i

Claramente, el valor de expectación del operador número de particulas en

el modo k, Nk,en el estado de vacio l0> es 0. Calcuiemos ahora el valor de

expectación del operador Nken el estado ¡6), haciendo uso de (4.2.14):

<6|Nk|6>= (Basada) = z aaejkamkñfif 3mm) +
jm

* 2 CX'x'JkB'x'M(ñlíf Em‘tlñ)* Z una“ (6'31 4’
i.m un

* Z 81mm (6'31 3.11í'6) (4.2.IÓ)
i.m
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De las 4 sumatorias que aparecen en el segundo miembro de (4.2.l6), las 3

primeras son nulas en virtud de la propiedad (4.2.9). Sólo la cuarta

sumatoria es no nula, quedandoentonces

<6INkl5> = 2 lola? (4.2.17)

j

La relación (4.2.17) significa que el vacio IÜ) asociado a los modos Uk

contienen Z I aki? particulas en el sentido de los modos uk.
l

Por supuesto, no toda transformación de Bogolubov altera el espacio de

Fock. Esto último ocurre siempre que sea pik at 0.

4.3. Creación de Partículas a partir de la Curvatura.

Comohemos visto en la sección anterior, diferentes bases de soluciones de

la ecuación de campo tienen asociados estados de vacio que son, en

general, en un espacio-tiempo curvo arbitrario, no equivalentes. Aparece

entonces el problema de determinar cuál es el vacío 'fisico".

Para lograr una clara comprensión del problema, podemos tener en cuenta

dos posturas:

a) La noción de vacio sólo puede ser definida en aquellos casos en los

cuales existe alguna simetría o cuando hay regiones 'in' y “out”, y no en el

caso general. Claramente, se trata del punto de vista más conservador. Se

sabe, de la teoria de campos en el espacio de Minkowski, que el vacio no

tiene sentido en todas las circunstancias: no podemos def inir vacío en una

teoría con interacciones mientras esta está presente. Análogamente,no se

puede definir vacio para campos lnteractuantes con la gravedad, si la
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gravedad (es decir, la geometria) no tiene algunas simetrias particulares o

regiones 'in' y "out". Asi, el concepto de partícula es de utilidad muy

restringida en el espacio-tiempo curvo [i i5].

b) El concepto de vacio puede ser definido para una geometria general en la

aproximación semiclasica a la gravedad cuántica. Por supuesto, ésta es la

postura menos conservadora. Enrealidad, estamos trabajando con un campo

en interacción con la gravedad, pero las ecuaciones de campo se mantienen

lineales (recordemos que, usualmente, Ia teoria de campos en interacción

no tiene ecuaciones de campo lineales). En consecuencia, existen bases de

soluciones y, alguna base particular puede relacionarse con la noción de

vacio.

En esta tesis, desarrollaremos el punto de vista (b) usando el criterio de

diagonalización del Hamiltoniano, con la peculiaridad de que la noción de

vacio estará asociada con el fluido de observadores considerado. Por otra

parte, dado un determinado fluido de observadores, el vacio podrá ser

diferente a distintos tiempos, dando origen al fenómeno de creación de

particulas a lo largo del tiempo. Este tratamiento, para el campo escalar,

puede ser encontrado en la Ref. [72] y en el Cap. 6 de esta tesis, mientras

que para el caso del campo electromagnético pueden verse las Ref. [92] y

[93] y el Cap. 7 de esta tesis.
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CAPITULO5

EL ROL DE LOS OBSERVADORES EN LA

TEORIA CUANTICA DE CAMPOS EN ESPACIOS CURVOS

El concepto de observador que realiza una medición se encuentra en las

bases mismas de la Fisica. Sin embargo, su importancia ha ido cambiando a

lo largo del tiempo y se vuelve crucial, a nuestro entender, cuando se

estudian campos cuánticos en un espacio curvo.

5.]. Observadores y Campos Clásicos.

El papel desempeñado por los observadores en la Teoria de Campos ha ido

cambiando a medida que se fueron incorporando nuevos fenómenos y

concepciones teóricas. En la Teoria Electromagnética de Maxwell del siglo

XIX el campo eléctrico era considerado como una entidad fisica

independiente del estado de movimiento del observador que la mide; esto

es, se creia que el valor de intensidad de campo eléctrico, en cierto punto

del espacio, producido por una carga eléctrica en reposo no cambiaria si el

observador se moviese. Por otra parte, la velocidad de propagación de las

ondas electromagnéticas parecia, en ese marco, como relativa a cierto

observador(fijo al llamado éter ¡um/m'fero).

Esta situación fue invertida a comienzos de nuestro siglo por Einstein al

analizar el campo electromagnético en el marco de la Teoria de la

Relatividad Especial. Enesta interpretación, la velocidad de propagación de

las ondas electromagnéticas es la misma en relación a todos los

observadores inerciales y los valores de intensidad de los campos

eléctricos y magnéticos dependen del sistema de referencia desde el cual

se miden. Asi por ejemplo, un observador en reposo respecto de una carga

eléctrica percibe solamente su campo Coulombiano,pero si se encuentra en
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movimiento uniforme en relación a la carga percibe una superposición de

campos eléctrico y magnético, [94].

Queda claro, que en este esquema el rol del observador se vuelve más

relevante y que existe una prescripción para relacionar las mediciones de

los distintos observadores.

La introducción de la Relatividad General para describir el campo

electromagnético clásico, no cambia cualitativamente este estado de

cosas. En el marco de la Relatividad General las ecuaciones de campo son

escritas de manera covariante respecto de las transformaciones generales

de cartas "geométricas" y las intensidades de campo dependen del sistema

“fisico” de observadores, [94]. Igual que en la Relatividad Especial, en la

Relatividad General sigue existiendo una prescripción clara para relacionar

las mediciones clásicas de los diferentes sistemas de observadores.

5.2. Observadores y Campos Cuánticos.

La introducción de los campos cuánticos confiere al sistema de

observadores un papel mucho más importante que en el caso de los campos

clásicos. Enefecto, en una teoria cuántica tiene particular importancia el

llamado espacio de Fock, o espacio de estados cuánticos del sistema, el

cual se construye a partir del estado de vacio |0>.Mientras uno se restrinja

a un espacio-tiempo plano y a observadores inerciales, la definición del

estado de vacio no presenta inconvenietes, ya"que se caracteriza por ser

autoestado de autovalor nulo de todos los operadores de simetría de la

teoria. Si los observadores no son inerciales, la teoria pierde, en general,

las simetrias y la definición del estado de vacio se vuelve ambigua. Lo

mismo ocurre cuando se trabaja en un espacio curvo genérico.

De esta manera, dado un espacio curvo, el vacio pasa a ser un concepto

asociado al sistema de observadores en consideración, y lo que es vacio

para un dado sistema de observadores puede contener particulas para otro.

56



Este fenómeno, conocido como relatividad del vacio, está bien estudiado en

la literatura para el caso de un campo escalar y de observadores en

movimiento uniformemente acelerado sobre un espacio de Minkowski: el

vacio de l‘1inkowski es percibido por tales observadores como un baño

térmico con temperatura proporcional a la aceleración, [57].También se ha

encontrado este efecto para un campo escalar en dimensión arbitraria del

espacio-tiempo, l ¡221, “23], encontrándose un curioso efecto de inversión

de la estadistica para dimensión impar, y para campos de spines 1/2 y l,

[l ¡61, ll20], [l2l], [124].

5.3. Sistema de Referencia Fisico [95].

En Relatividad General, un sistema de referencia fisico es un fluido de

observadores que se mueve libremente, de modo que el conjunto de sus

trayectorias espacio-temporales cubren todo el espacio-tiempo. Cada

observador tiene un reloj que mide x0, una función arbitraria del tiempo

propio, continua y creciente. Si cada observador es etiquetado con tres

números xl, x2, x3, que son constantes sobre cada linea de fluido, entonces

el conjunto de las cuatro cantidades (x0, xl, x2, x3) constituye una carta

geométrica particular.

Si el fluido es irrotacional, existen hipersuperflcies globales ortogonales

a las lineas de fluido [96]. La existencia de tales hipersuperficies induce

una foliación del eSpacio-tiempo y permite redefinir el tiempo medido por

cada observador de manera que coincidan sobre cada hipersuperficie. Este

tiempo, parece el candidato más razonable para jugar el rol de tiempo

asociado con el sistema de observadores y será denominado tiempo

natural, t, [72]. Asi, el tiempo t aparece naturalmente asociado al fluido.

Unacarta definida por (t, x', x2,x3)será llamada una carta adaptada.

De esta manera, el fluido de observadores (sistema de referencia fisico)

permite dar sentido a las nociones de tiempo y espacio en la variedad y,
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como veremos más adelante, participa en la definición del Hamiltoniano

de la teoria. La carta adaptada aparece asociada de manera natural al

fluido de observadores aunque, por supuesto, cualquier carta geométrica

puede usarse para escribir las ecuaciones.

Es importante notar, por otra parte, que la caracterización que hemos dado

del tiempo natural no lo define univocamente, ya que cualquier

transformación del tipo t -o Ï = F(t), que no involucre a las coordenadas

espaciales x', x2, x3, define un nuevo tiempo natural. Además, la carta

adaptada admite redefiniciones de las coordenadas x', x2, x3 que no

involucren a la coordenada temporal t.

El tiempo natural puede ser utilizado para caracterizar a las lineas de

fluido como xv = x11(t). El vector VII= din/dt es tangente a tales lineas, y

puede usarse para definir la "dirección del tiempo" en cada punto del

f luido.

En la carta adaptada, son nulas las componentes 90'del tensor métrico, y el

vector V,ladopta la forma simple:

Vu= (i,0,0,0) V.l= (gw,0,0,0) (5.3. l)

Esta última expresión muestra claramente que V.les un vector de Weyl de

peso l. Unvector de Weylde peso l/2 puede obtenerse calculando el vector

unitario asociado a Vn: U! s VII/le, que en la carta adapada se escribe:

UI = ((goo)“/2,0,0,0) U,l= ((goo)'/2,0,0,0) (5.3.2)

con la propiedad de transformación conforme:

m = ¡1/2 Uu ’üa = x-I/2un (5.3.3)
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Este vector UIlposee, entonces, la propiedad de transformación correcta

para ser considerado como el campo de Weyl auxiliar Un con el que se

construyó la conexión conforme en la sección (2.2).

Aunque en el marco de la Relatividad General las ecuaciones pueden ser

formuladas en cualquier carta geométrica, la utilización de una carta

adaptada al fluido de observadores permite simplificar la expresión de

ciertas magnitudes. Unejemplo de esto es el caso del tensor métrico y las

ecuaciones (5.3.!) y (5.3.2). En el Apéndice 3 presentamos diversos entes

geométricos de interés cuando son expresados en una carta adaptada.



CAPITULO 6

DIAGONALIZACION DEL HAMILTONIANO

CAMPO ESCALAR

Debidoal problema de la ambigüedad en la definición del estado de vacio en

el espacio-tiempo curvo se hace necesario introducir algún criterio para

seleccionar cúal es el estado de vacío en cada tiempo asociado con el

sistema de observadores. Tal criterio será requerir que el operador

Hamiltoniano tenga una estructura diagonal, tal como ocurre en el espacio

de Minkowski.Eneste capitulo trataremos el caso, más sencillo, del campo

escalar, aunque nuestro interés está centrado en el caso del campo

electromagnético, que será motivo del próximo capitulo.

6.|. Hamiltoniano.

Vamos a considerar un campo escalar Mx) de masa m y acoplamiento

minimo ( á = 0 ). El motivo de esta última restricción obedece a que la

diagonalización para m ¡t 0 sólo resulta sencilla en ese caso, [97].

Enel caso que estamos estudiando la invariancia conforme no es requerida

ya que se trata de un campo masivo.

La diagonalización del Hamiltoniano ha sido utilizada frecuentemente en la

literatura, pero sin hacer referencia al observador, [30], [4|], [42], [43],

[24], [25], [44], [45], [46], [98]. En nuestra f ilosof ia, el modelo de partícula

depende del observador, el cual participa en la propia definición del

Hamiltoniano. Asi, definimos el Hamiltoniano del campo como:

afín“,de (6.l.l)
I

donde VlIes el vector tangente a la linea de fluido de observadores y Tu, es
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el tensor de energia-momento del campo. Es importante notar que el

operador Hzresulta, asi definido, invariante conforme, [99].

Según esta definición, el Hamiltoniano depende de la superficie de

integración 2 y además del fluido de observadores via .el vector W. En una

carta adaptada al fluido de observadores VIIestá dado simplemente por

(5.3.1). Si además se utiliza como superficie de integración a una donde el

tiempo natural sea constante, se tiene

dall =(goo'|/2d2,0,0,0) (6.l.2)

donde d): es el elemento de hipersuperfjcie asociado con la métrica

tridimensional g”:

dz = [-det(g.J)]'/2 dñ'x’ (6. l .3)

de modo que, en la carta adaptada, el Hamiltoniano se escribe:

H¡ = I Toogm'l/2 dE (6.1.4)

z

Es bueno aclarar que (6.l.l) es dependiente del observador a través de V ,

pero es invariante respecto de los cambios de carta geométrica ya que está

escrito en lenguaje covariante. Es precisamente gracias a esta covariancia

que podemos calcularlo en una carta que nos resulte cómoda (la adaptada).

La acción de un campo escalar masivo es:

s = (1/2) Ia4x J_-g (gw o... 0,, - m202 + ¿RM (6. LS)

y como es usual, el tensor de energia-momento se define mediante la

derivada funcional de la acción respecto de la métrica, [94]:
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Tu» = (2//-_g ) (SS/(591m (6.l.6)

El resultado de calcular esta expresión a partir de la acción (6.1.5) conduce

a, [67]:

T", = [( 1/2) - ¿1 (o... .-0.9] + [HI/4)] g“, g"! [0.a ; 41,] -¿ (<1; Om] +

+ ¿envió ; De} + [KRW (R/2)g¡¿.,) + (m2/2) g,,,l o? (6.|.7)

que en ei caso de acoplamiento minimo (¿=0, el único que estudiaremos) es:

Tu, = ( 1/2) [0... .' 0m] - (1/4) g", quitó,“ ; 0,11 (m2/2) gm,02 (6.1.8)

En la carta adaptada, sólo la componente Tooes necesaria para definir H¡, y

su expresión es:

T00= (1/2) ó? - (1/4) gm gil m ; 0,1] + (m2/2) g0002 (6.1.9)

Reemplazando (6. 1.9) en (6. 1.4) se tiene:

H¡= (1/2) Id37ÑgW"/2(Óz - googil"M 0,, + m2g00o?) (6.1.10)
z

donde hemos llamado ’6 a -det(gu). Integrando por partes el segundo

término de la integral y usando el teorema de Gauss para eliminar una

divergencia, obtenemos:

Hz= (1/2) Id3ïlïgW-l/2IÓ2 1 J gnc/‘60 a. (J g“! 9110,,)+mïgoo02]

I (6.|.I l)
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Tal es la forma que toma el Hamiltoniano HI en la carta adaptada.

6.2. El Operador X2 y el Producto Interno ( , )¡.

La inspección de la expresión (6.l.l I) del Hamiltoniano nos sugiere la

introducción del siguiente operador.

gg? a J gon/ii ¿.(J gw! giiaj ) + mi’goo (6.2|)

el cual permite escribir (6. l .l l) de una manera más compacta:

H¡= (1/2) IME/í gon-VM? +o 262 0) (6.2.2)
I

De esta manera aparecen diferenciadas en el integrando las partes

correspondientes a la derivación temporal, por un lado, y la derivación

respecto de las coordenadasespaciales que está tenida en cuenta por ¡gl

El operador 3g? es autoadjunto (ver Apéndice 4) en el siguiente producto

interno ( , )¡ definido en el espacio de soluciones de la ecuación de campo,

y que es semejante a aquél utilizado en la mecánica cuántica para

ortonormalizar las funciones de onda:

(u,v)¡ = IdSY (ii/gm)"2 u*v (6.2.3)
z

donde u y v son soluciones arbitrarias de la ecuación de campo.

Por medio de este producto interno, la expresión de H: se vuelve todavia

más compacta:

H¡=(¡/2)[(Ó*,Ó)¡+(0*,7620)¡] (6.2.4)

Las soluciones de la ecuación de campo son ortonormalizadas mediante el
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producto interno <, > definido por (3.1.10), que en la carta adaptada es:

<u , v > = i Id3ï (¡i/gm)"2 ( ú*v - u* 6) (6.2.5)
z

El producto interno < , > es independiente de la superficie E sobre la cual

se realiza la integración (así, la ortonormalidad de las soluciones se

conserva al pasar de una superficie a otra). Por el contrario, el producto

interno ( , )¡ si depende de 2 (de ahi la dependencia del Hamiltoniano con

E).

Es inmediato, a partir de sus respectivas definiciones relacionar ambos

productos internos:

<u,v>=l(ü,v)¡-i(u,\;)¡ (6.2.6)

El requerimiento de que la base de soluciones (uk, uk") de la ecuación de

campo sea ortonormal se traduce en las condiciones:

<Uk, Uk,> = ' 8“!

< u¡*, uk! > = 0 (6.2.7.b)

las que, teniendo en cuenta la relación (6.2.6) pueden ser expresadas en

términos del producto interno( , )¡:

(de); - (Uhúk'); ió“: (6.2.8a)
(¿chupa - (only); = o (6.2.8b)

Es útil notar que la utilización del operador 3‘62permite también escribir

la ecuación de campo de una manera en que las operaciones de derivación

respecto del tiempo aparecen bien separadas de las de derivación respecto
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de las coordenadas espaciales. Enefecto, la ecuación de campo es:

(Ü+m2-¿R)4>=0 (6.2.9)

la que, utilizando 262 se escribe como,

262o= -(l//m)(v/‘6_/gíÓ)' (6.2.l0)

Asi, en el primer miembro de (6.2.l0) sólo aparecen derivadas respecto de

Y, mientras que en el segundo miembro sólo aparecen derivadas respecto

de t.

6.3. Diagonalización del Hamiltoniano.

Cuandose cuantif ica el campo o, este puede desarrollarse en una base de

soluciones [ uk, uk" l de la ecuación de campo, usando como coeficientes a

operadores de aniquilación y creación como lo muestra la Ec. (4.2.3). Si tal

desarrollo es reemplazado en la expresión (6.2.4) para H¡, se tiene:

HI = (i/2)Zak*ak»[(uk,u¡')¡+(uk,362w)¡] * ch.
kk!

*(i/2)Zaka¡’((uk*,mL»)¡+(uk*.362uk»)¡l +c.h.
kk!

+(I/2)Zl(úk,ú¡)¡+(w,762q)¡l (6.3.!)
k

donde ch. indica el conjugado hermitico de la sumatoria inmediata

precedente.

Podemos distinguir dos partes en esta expresión de Hz: la que incluye al
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operador afa,Kjunto con la caracteristica última sumatoria (divergente en

el espacio de Minkowski) y el resto, que incluye a los operadores del tipo

aka“ , afakt" y los productos afag con k’ :3 k . La primera es análoga a la

que aparece en el Hamiltoniano que conocemos de la teoria de campos en el

espacio de Minkowski, y la llamaremos parte magma/de H1.La segunda es

la denominada parte no-a'lágona/de H¡. Nuestro criterio para seleccionar

la base de soluciones que dá el "buen" modelo de partícula sobre cada

superficie de Cauchy Z será que los datos de Cauchy tm y ukl¡ sobre 2 de

tal base anulen la parte no-diagonal de H¡.A partir de (6.3.l), esto equivale

a las condiciones:

(¿mdp ¿«(1.3.262 uk,)¡ = o (6.3.28)

(tipus); +(u,,?¿?u,»)¡ = m6“. (6.3.2b)

donde AK es una constante sobre Z. Resumiendo, la base de soluciones

asociada a cada superficie 2 será aquella cuyos datos de Cauchy sobre 2

diagonalizan H¡, es decir que cumplen las Ec. (6.3.2) y que además

satisfacen las relaciones de ortonormalidad, es decir las Ec.(6.2.8).

Puesto que el operador 262 es autoadjunto en el producto interno ( , )¡

existe una base completa de autofunciones 'fim (3?)definidas sobre '23que

son ortonormales en el mismo. Por brevedad, las denotaremos simplemente

como TK, omitiendo la dependencia respecto de la superficie 2 y de las

variables espaciales ï sobre dicha superficie. Estas autofunciones son

determinadas, para cada 2, como solución de la siguiente ecuación de

autovalores;

3629k = (Ek)29k

donde (lïk)2 es el autovalor (constante) correspondiente, el cual puede
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probarse que es real y definido positivo (ver Apéndice 4). Igual que para las

autofunciones, para no recargar la notación no indicamos la dependencia en

2 de 362 y (E02.

Tomando el complejo conjugado de la Ec. (6.3.3) y teniendo en cuenta que

.762y (Ek)2son reales obtenemos:

32 apps = (E02 vkie (6.3.4)

lo cual significa que ‘Pk’ttambién es autofunción de 362 y con el mismo

autovalor que WK.En consecuencia, combinando linealmente las fl y sus

conjugadas sin violar la ortonormalidad podemos obtener una nueva base.

El índice k que rotula las funciones de la base puede ser elegido de manera

que sea:

De esta manera, la ortonormalidad de las funciones 9k se escribe,

simplemente:

( 'i’u. Vw): = ¿w (6.3.6)

donde Ky k’ son ahora positivos o negativos.

lntentaremos encontrar los datos de Cauchy uk]; y (¡II de la base de

soluciones de la ecuación de campo que dá el modelo f isico de partícula

asociado a la superficie Z, haciendo el ansatz, [100], de que dichos datos

son proporcionales a las autofunciones 9k, es decir:

Uklï=Akvk
Cid; = 8ka (6.3.7b)
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siendo N y BKconstantes a determinar para que se satisfagan las

condiciones (6.2.8) y (6.3.2). Si reemplazamos las igualdades (6.3.7) en las

condiciones (6.2.8) y (6.3.2), teniendo en cuenta (6.3.4) y (6.3.6), obtenemos

las siguientes relaciones a satisfacer para At y Bk:

apt Ak - Ak* ak = i (6.3.83)

Bk AJ‘ - Ak3* = o (6.3.8b)

¡3kB_¡ i AkM (E02 = o (6.3.8c)

IBKIÍ’+ IM? (Ek)? = AK (6.3.8d)

Puesto que existe un factor de fase arbitrario en la solución, no se pierde

generalidad si tomarnos que AKes real:

Api = Ak (6.3.9)

Entonces, de la Ec. (6.3.83) se obtiene:

Im (Bk) = -|/(2A¡) (6.3.IO)

lntroduciendo este último valor en (6.3.8b) llegamos a:

Im2(B_k) = lmNBk) (6.3.ll)

Re (Bi) |m(B_k) = Re (By) |m(B¡) (6.3.12)

de donde se deduce que,

8* = 1 EiIl (6.3.l3)



y entonces, a partir de (6.3.l0) se sigue que,

A_¡K= 1 At (6.3.l4)

Pero en esta última expresión podemoselegir arbitrariamente el signo, por

ejemplo el + , ya que esta elección corresponde a un factor de fase

constante irrelevante. Asi, tomamos, sin pérdida de generalidad:

A4, = Ak BJ, = e,K (6.3.15)

Por otra parte, a partir de la Ec. (6.3.80) se desprende que BKdebe ser

imaginario puro, ya que At y Ekson reales:

E1k= -1/(2A.,) (6.3.16)

y entonces reemplazando (6.3.l6) en (6.3.8c), obtenemos:

Ak = 1/!21-1k (6.3.17)

y entonces, desde (6.3. ¡6) se sigue que,

13,, -¡ (/25, /2 (6.3.l8)

Finalmente, reemplazando los valores dados por (6.3.17) y (6.3.l8) en

(6.3.8d) obtenemos la relación entre AKy Ek:

A1 = Ek (6.3.19)

Resumiendo, los datos de Cauchy sobre 2 que diagonalizan el Hamiltoniano
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Hz son:

du; = (-i J ‘25"k/2) 9., (6.3.20b)

donde las funciones 9., se determinan resolviendo la ecuación de

autovalores (6.3.3). Conocidos, de esta manera, los datos de Cauchy, las

soluciones de frecuencias positivas ML?) asociadas a la superficie 2

pueden ser obtenidas resolviendo la ecuación de campo.

Noes hocioso recordar que, en general, la base que diagonaliza H¡ no será

la misma que la que diagonaliza Hg, y puesto que 2 y 2’ representan dos

tiempos diferentes tendremos el fenómeno de creación de particulas a lo

largo del tiempo.

En cuanto al Hamiltoniano H¡, toma la forma,

H; = XEkafak + (¡mis (6.3.2l)
k k

donde reconocemos la estructura que nos es familiar de la teoria de

campos cuánticos libres en el espacio-tiempo plano. En efecto, la primera

sumatoria representa una colección de particulas en diferentes modos

descriptos por el indice k, y donde el autovalor Ek desempeña el rol de

energia, de cada cuanto. La segunda suma, que representa una energia de

punto cero, en general divergente, puede ser eliminada mediante los

métodos de renormalización del tensor energia-momento explicados, por

ejemplo, en la Ref. [67].

6.4. Minimización de la Energia.

El Hamiltoniano es el operador cuántico correspondiente a la energia del

campo, y es interesante notar que la base de soluciones que diagonaliza el
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Hamiltoniano es la misma que minimiza la energia.

Tal energia estará dada por la cantidad <0,IIH¡II,0>, donde |2,0> es el

estado de vacio asociado con 2. Teniendo en cuenta la Ec. (6.3.1),

tendremos:

<0,2|H¡I2,0> = (¡mi [( ú, . dk i; + ( uk, 762 uk)¡l (6.4|)

k

ya que sólo contribuye a la expresión la tercera de las sumas de (6.3. l ).

Por otra parte, consideraremos, igual que hicimos en el proceso de

diagonalización de H¡, que los datos de Cauchy sobre 2 de las soluciones de

frecuencia positiva son proporcionales a las autofunciones de 362, es decir

que los datos de Cauchy tienen la forma (6.3.7). Entonces, tenemos:

<O,Z|H¡|2,0>= (i/2)Z(IB¡|2 +(ww?) (6.4.2)
k

Puesto que ahora sólo estamos interesados en la minimización de la

energia, los coeficientes AKy Bkque aparecen en (6.4.2) deberán cumplir

las Ec.(6.3.8a,b) que corresponden a la ortonormalización y no las (6.3.8c,d)

que tienen que ver con la diagonalización de H2. Como se vió en 56.3,

podemos tomar Ak real, valiendo entonces la Ec. (6.3.10) que dá la parte

imaginaria de 8,, en términos de Ak.Noobstante debe tenerse en cuenta que

ya no podemos asegurar, a priori, que Bksea imaginario puro, ya que la Ec.

(6.3. i6) se apoya en la Ec. (6.3.8c) que ahora no podemos usar.

Por lo tanto tenemos,

<0,2|H¡I2,0> = (¡mi l (Re la.)2 + (l/4Ak?) + (En? AB} (6.4.3)

k

Puesto que deseamos minimizar esta expresión, queda claro que debe

tomarse,
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Re Bk= 0 (6.4.4)

Con lo que la expresión a minimizar es,

<0.EIH¡IX.0>= (¡mi i (l/4Ak2) + (¡ski2A3} (6.4.5)

k

La expresión bajo el signo de suma tiende a +ootanto para At-vo como para

Arm, y puede verse fácilmente que tiene un minimo para:

Ai = t |/‘/2_Ek (6.4.6)

con lo cual se obtiene para Bk,a partir de (6.3.!6) y (6.4.4):

Eik= z (-i fïÉï/2) (6.4.7)

Puesto que es irrelevante el signo que eli jamos en (646,7), ya que

corresponde a un factor de fase constante en la solución, tomando el signo

+ obtenemos las soluciones (6.3. ¡7,18) que son las que diagonalizan HI.

Asi, la base que diagonaliza el Hamiltoniano es la misma que minimiza la

energia, [72].

Es de notar que el vacio que diagonaliza el Hamiltoniano o minimiza la

energia no es siempre totalmente satisfactorio. Puede, por ejemplo,

conducir a un valor de expectación de vacio del tensor energia-momento

T", = <0IT", |0> que no sea renormalizable por los métodos habituales. Un

vacio satisfactorio debe cumplir también esta propiedad, [lO l l.
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CAPlTULO7

DIAGONALIZACION DEL HAMILTONIANO

CAMPO ELECTROHAGNETICO

Este capitulo será dedicado a la obtención del modelo de partícula para ei

fotón en espacio curvo, utilizando el criterio de diagonalizar el

Hamiltoniano.La exposición seguirá, matar/3 mula/¡07; los lineamientos

expuestos en el Cap. 6 para ei caso del campo escalar. Abordamos también

el tema de la definición de transversalidad y iongitudinalidad de los

fotones en espacio curvo y cómo los fotones no-fisicos son eliminados del

formalismo.

7.i. Hamiltoniano.

Igual que para el caso escalar consideramos un Hamiltoniano H2dado por

(6.i.|), el cual, como se ha dicho, depende del fluido de observadores

considerado a través del campo de vectores Vilque caracteriza a tal fluido.

Por'supuesto, Tu, es ahora ei tensor de energia-impulso para el campo

electromagnético.

Es importante tener presente que, puesto que Hz es un escalar, es

invariante por cambio de carta geométrica, pero no asi por cambio de

observador. En la carta adaptada ai sistema de observadores ia expresión

de H¡ es la dada por (6. i .4), sólo que ahora puede ser considerado que g00=

i gracias a la invariancia conforme de la teoría. Entonces,

H¡ = [Too dz (un
I

donde el elemento de hipersuperficie dE asociado a la métrica

tridimensional g” está dado por (6. i .3).
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Trabajaremos con el campo electromagnético en el gauge temporal (ver

53.5), de manera que en la carta adaptada sólo las componentes espaciales

del 4-vector potencial NI son consideradas como variables dinámicas en la

acción, mientras que A0 es eliminada como variable dinámica por Ia

condición de gauge (3.5.2).

La acción del campo es:

S = -( 1/4) Id4x J -g Fm,FIW (7.1.2)

El tensor T“, se obtiene como derivada funcional de la acción S del campo

por medio de la Ec. (6. ¡.6), obteniéndose:

Tu, = win/0999,.” - 6360,] FWFW (7.1.3)

de donde, la componente T0°es,

Too = -( 1/2) gÍÍ Á,ÁJ + ( 1/2) (gügkm —gimgki) ¿un ¿mAJ (7.1.4)

En la última expresión el simbolo é indica la derivada covariante asociada

con la parte espacial de ia métrica, g”. Por otra parte, la utilización de 5

aquí es irrelevante pues T“, es una expresión independiente de la conexión,

como lo muestra (7.1.3); sin embargo, nos será útil más adelante.

Así, el Hamiltoniano es,

H¡ = ( I/2)Id3x FE [-gÜ AA, + (¡/2) (gÍJ'Q‘W- gimgki)ékA. ¿mAjl

I (7.1.5)

Si ahora usamos la identidad,
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(gijgkm' 9"“9“) ékAt ¿mAj = ¿k ¡(gijgm' ‘ gimgkj)Ai'émAj] ’

- (gügkm- gimgkim1 ¿k5mAj (7. i .6)

y tenemos en cuenta que el primer término del segundo miembro es una

divergencia, (7.1.5) se escribe:

HI = <l/2)Jd3x J-_g [-gü AA, - A¡€7N¿mAÍ+ AiéjéiAjl (7.1.7)
I

7.2. El operador (IDH- y el Producto Interno ( . )¡.

Igual que en el caso escalar, la expresión (7.1.7) del Hamiltoniano del

campo electromagnético en la carta adaptada puede ser escrita de manera

más conveniente si introducimos el siguiente operador:

‘i
(762)”- = 913m3,“ - v¡v¡ (7.2.!)

con el cual (7.1.7) puede escribirse como,

HI = -( ¡mI a3? J-_g igü Á.Á,+ A.(¡Mi A, 1 (7.2.2)
I

También introducimos un producto interno ( , )¡ que es la generalización

natural, para el caso vectorial, del dado por (6.2.3):

(ri , g. )¡ = Jam/79 f¡*g¡ (7.2.3)
2

con el cual, la expresión de Hzpuede ponerse como,

H¡ = (1/2) i( Ái*, Á. )¡ + (A.*,(.‘4Tui’2)¡i;6iJiz} (7.2.4)
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que es una expresión análoga a la (6.2.4) del caso escalar.

El operador (362)” no sólo es útil para escribir de una manera conveniente

el Hamiltoniano del campo; también aparece de manera natural en las

ecuaciones de campo. En efecto, las ecuaciones de campo son las (3.5.3),

las que usando (762)., se escriben como,

(762).,AJ = —'A'. —(in/75H. + gkmdm. Ák (7.2.5)

Por otra parte, es fácil mostrar que,

(762m, = ¿mi = (l//-_g)a,(f-_gHi) (72,6)

lo que muestra que (262)“ puede escribirse de manera que sólo involucre

derivadas ordinarias respecto de las coordenadas espaciales. De esta

manera, en las ecuaciones de campo (7.2.5) aparecen en el primer miembro

solamente derivadas respecto de las coordenadas espaciales y en el

segundo sólo derivadas respecto del tiempo.

Las soluciones de las ecuaciones de campo son ortonormalizadas mediante

el producto interno < , > dado por (3.5.4), que en la carta adaptada se

escribe:

(“5,ql)=’i f-¡*'f¡*
Í

Este producto es, por supuesto, independiente”de la superficie de Cauchy 2

utilizada para realizar la integración, y puede ser relacionado con el

producto interno ( , )¡ por,

<f¡,g¡>= ¡(r'.,gi)¡-i(r.,gii)z (7.2.8)
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Análogamente al caso escalar, puede probarse (ver Apéndice 4) que el

operador (762)” es autoadjunto respecto del producto interno ( , )¡ en el

sentido de que,

(f., (762mm )¡ = ((362),.fhgj )¡ (7.2.9)

donde es importante notar que en cada miembro los índices de (762)”

aparecen intercambiados.

Entonces, por tratarse de un operador autoadjunto, es posible encontrar

una base de autofunciones (‘9¡(k;ï)], donde el indice k distingue entre

diferentes autofunciones, definida sobre la superficie de Cauchy 2 y

ortonormal en el producto interno ( , )¡:

( 'OÍ(k), V.(k’) )¡ = 8”» (7.2.10)

donde las autofunciones V¡(k;ï) son autofunciones de (762)” :

(261mm, = E2(k) vi (7.2.1 l)

siendo E2(k)el autovalor, constante, correspondiente a la autofunción iP¡(k).

La denominación E2 obedece a que en el Apéndice 4 probamos que estos

autovalores son reales y no-negativos.

Aunqueno se lo indica explícitamente, para no recargar la notación, todos

los elementos que figuran en la Ec. (7.2.l l) (el operador, las autofunciones

y el autovalor) están asociados a la superficie 2.

Dado que E2 y (262)¡i son reales, si iP¡(k) es autofunción de (762W con

autovalor E2,'0¡*(k) también lo es y con el mismo autovalor, y dado que es

posible elegir la rotulación de las autofunciones de modoque sea:
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‘9¡(-k) = V¡*(k) (7.2.l2)

podemos agregar, a la condición de ortonormalidad (7.2.10):

(9¡*(k) , 9. (k‘)) = (VK-k) , 9. (k’)) = 8.“, (7.2.13)

o considerar que en la (7.2.10) los k son positivos y negativos.

7.3. Diagonalización del Hamiltoniano.

Se trata ahora de encontrar cuál es la base de soluciones de la ecuación de

campo lu. (k). ; x) , u¡* (k) gx)] que diagonaliza el Hamiltoniano (7.2.4). Los

indices k, x rotulan diferentes elementos de la base, pero li se ha reservado

para describir diferentes estados de polarización. El campo A. se escribe

en términos de esta base como:

A, :2 [auu.(k,X) + an" u¡*(k,).)} (7.3.!)
u

donde a“ y ab.“ son los correspondientes operadores de aniquilación y

creación de particulas del tipo k, x, respectivamente.

lntroduciendo este desarrollo en la expresión (7.2.4) de H¡, se tiene:

H1= (¡12) abrak‘a’ ¿“KM . (¡.(k'A') )¡ * (WWA). (762)“ (1100)”) )z] *
kk'M‘

+ akaam» u diam) , ¿.(kw) )¡+(ww , (762m www) )¡}+c.h.+

+(¡/2) Eu dim,» , 6.o,» )2+(u¡(k,).), (¡Mi u,(k,x) )¡} (7.32)
u

La determinación de tal base será realizada a través de los datos de

Cauchy u¡l¡ y u¡|¡ de las soluciones de frecuencia positiva sobre la
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superficie 2 a la cual está asociado el Hamiltoniano.

Siguiendo los lineamientos utilizados en el Capitulo 6 intentaremos

encontrar estos datos de Cauchy postulando que son proporcionales a las

autofunciones de (362W :

u.(k,x;x)lz = A(k,x)v.(k;ï<') (7.3.3a)

u¡(k,).;x)|¡ = a(k,x)v.(k;ï) (7.3.3b)

donde los coeficientes de proporcionalidad A(k,x) y B(k,).) deberán ser

determinados a partir de que se satisfagan las condiciones de

ortonormalidad de la base de soluciones en el producto interno < , > y la

estructura diagonal para el Hamiltoniano.

El requerimiento de base ortonormal se escribe como,

( Ui , U¡(k'A’)> = ’ókk’óü’

( U“ (RA) , U. (ICN) > = O (7.3.4b)

que utilizando la relación (7.2.8) puede expresarse en términos del

producto interno ( , )¡:

(6.-(k,i>,ui(k',w>-)¡ — (U¡(k,x),u¡(k’,¡’))¡ = ¡away (7.3.521)

(64*(k,ii),ui(k',x') )z - ( u.*(k,x),úi(k',x') )z = o (7.3.5b)

Por otra parte, el requerimiento de una estructura diagonal para HI es,

mmm), ¿.(kw) )¡ + (u¡*(k,X),(xz)¡iuj(k’,x’))¡ = o (7.3.63)

( úi(k,x), ú¡(k',x') )¡ + (u¡(k,x) , (362)ii uJ-(kw) )2 = Au su» 8M: (7.3.6b)

donde Au es una constante sobre 2 a ser determinada.
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Entonces, los datos de Cauchy de las soluciones de frecuencia positiva

deben ser determinados cumpliendo las Ec. (7.3.5) y (7.3.6).

Si reemplazamos (7.3.3) en (7.3.5) y (7.3.6), teniendo en cuenta las

condiciones (7.2.10 a ¡3) se obtienen las siguientes ecuaciones para los

coeficientes A y B:

2 lm [A*(k,k) B(k,X)l= -l (7.3.78)

A(-k,x) B(k,X)- B(-k,).) A(k,¡) = 0 (7.3.7b)

B(k,X)B(-k,k) * E2(k,Á)A(k,X)A(-k,)l) = 0 (7.3.70)

|B(k,X)I2 + E2(k,X)|A(k,).)I2 = Au (7.3.7d)

Como puede verse, estas ecuaciones son idénticas (salvo por el agregado

del indice A)a las correspondientes para el caso escalar (cfr. Ec.(6.3.8)).

Para el caso en que E2:t 0, el tratamiento es idéntico al hecho en el caso

escalar. Asi, eligiendo el factor de constante arbitrario para que A sea

real, arribamos a (ver Ec. (6.3.9 a 20):

A” = E(k,).) (7.3.8)

u¡(i<,x)iz= (i/J—2E(k_5,).wm.) (7.3.9.2)

(E2360)

6.04)», = (-i Jslkïrx ¡2)v.(k,x) (7.3.9b)

Tales son los datos de Cauchy buscados, pero sólo para el caso E2:t 0, lo

que queda claro observando que la expresión (7.3.93) diverge para E = 0. El

tratamiento del caso E = 0 requiere algo más de cuidado. En ese caso se

tiene para las Ec. (7.3.7),



2 A(k) Im B(k) = -| (7.3.l0a)

B(k) = 0 (E =0) (7.3.10b)

|B(k)|2 = Ak (7.3.IOC)

donde hemos considerado nuevamente A(k) real. Queda claro que la Ec.

(7.3.10b) no puede cumplirse al mismo tiempo que la (7.3.l0a). Lo que

ocurre en este caso, es que la diagonalización del Hamiltoniano no es

compatible con la ortonormalidad de las funciones de la base. Si la base es

ortonormal, necesariamente debe subsistir una parte extradiagonal en el

Hamiltoniano asociada con los modos que tienen E = 0. Como veremos más

adelante, los modos con E = 0 corresponden a los fotones longitudinales, y

recurriremos a un mecanismo especial para eliminarlos.

Las expresiones (7.3.8) y (7.3.9) permiten escribir para Hz:

Hz = >ZE(I<,i.)a,,,.*a.,,l+ (¡miami + H¡(E=0) (7.3.11)

lul lul

La primera sumatoria representa un conjunto de fotones con modos de

polarización del tipo E :6 0 (transversales, ver el próximo S), siendo E(k,x)

la energia de cada cuanto. La segunda suma es el característico término, en

general divergente, que también aparece en el espacio-tiempo plano y que,

como se sabe, puede eliminarse mediante renormalización [67]. Además,

aparece un tercer término asociado con los modos E = 0 (longitudinales,

ver el próximo S) que será analizado en 57.5.

7.4. Ley de Gauss. Transversalidad y Longitudinalidad de los
Fotones.

En el espacio de Mlnkowski, la condición de transversalidad que poseen los

fotones es asegurada por el cumplimiento de una de las ecuaciones de

Maxwell, la llamada Ley de Gauss NF” = 0. Sin embargo, cuando
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trabajamos en el gauge temporal, la Ley de Gauss es perdida como ecuación

de campo, y en consecuencia cabe esperar la aparición de fotones

longitudinales (no fisicos), los que pueden ser removidos mediante un

mecanismo especial, [680].

En el espacio curvo carecemos, en general, de un criterio que nos permita

decir cuando un modo es longitudinal o transversal, ya que el

espacio-tiempo no presenta las simetrias del caso Ninkowskiano. No

obstante, es razonable llamar a un modo transversal cuando dicho modo

obedezca a la Ley de Gauss:

Consideremos la ecuación de autovalores (7.2.1 l) para el operador (762),,-y

apliquemos el operador ¿Í a ambos miembros de dicha ecuación,

¿i (5'62).Jw = E2¿i v. (7.4.2)

A partir de la Ec. (7.2. I ) es fácil ver que,

él (36:2).JAJ = (661 - 61605., = 2 Fu Rii a o (7.4.3)

donde la última expresión es idénticamente nula puesto que el tensor de

Ricci Rues simétrico y Fu es antisimétrico. Enconsecuencia, se sigue que:

De la última igualdad se sigue que para los modos con E a! 0 debe ser ¿i 'fi

= 0 y para aquellos modos con E = 0 ninguna condición pesa sobre ¿i 9. .

Consideremos aquellos modos con E ¡fi 0, para los cuales los datos de
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Cauchy sobre 2 de las soluciones de frecuencia positiva están dados por

(7.3.9) Aplicando a ambos miembros de estas ecuaciones el operador 5‘,

resulta:

¿ionz = o (7.4.53)

(Eato)

¿i ú.I¡ = o (7.4.Sb)

y teniendo en cuenta que VHF“, = ¿Í se sigue que,

VHF“; = 0 (E i 0) (7.4.6)

De esta manera, vemos que la Ley de Gauss vale, sobre 2, para los modos

con E at 0, mientras que esto no ocurre para aquellos con E = 0. En este

sentido, podemos decir que los modos caracterizados por E ¡t 0 son

transversales, mientras que aquellos con E = 0 son longitud/balas.

No debe perderse de vista que la validez de la Ley de Gauss dada por la Ec.

(7.4.6) es sobre la superficie E, es decir a un tiempo dado, y puede ser

violada cuando la solución evoluciona en el tiempo. En consecuencia,

aunque preparemos un estado carente de modos longitudinales en el

instante inicial, es necesario asegurar que a otro tiempo, los fotones que

eran transversales para el observador al tiempo inicial no sean

interpretados como longitudinales para el observador a otro tiempo.

La eliminación de los modos no fisicos será objeto del próximo 5.
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7.5. Eliminación de los Fotones Longitudlnales.

Como hemos visto en 57.4 los modos con E = 0 corresponden a los fotones

longitudinales, los cuales son grados de libertad espúreos y deben ser

eliminados del formalismo. Por otra parte, en 57.3 vimos que estos modos

presentan la patología de no permitir la dlagonallzación del Hamiltoniano

ya que aparece una contradicción con las relaciones de ortonormalidad de

dichos modos.

Para resolver estos problemas generalizaremos un artificio ya utilizado en

el espacio de Minkowski que consiste, en esencia, en introducir en los

modos longitudinales un parámetro que, al final de los cálculos se hace

tender a cero, cancelando asl la parte longitudinal del Hamiltoniano, [680].

Consideremos entonces las Ec. (7.3.10) que valen para los datos de Cauchy

sobre 2 de las soluciones de frecuencia positiva de los modos

longitudinales, y tomemos,

B(k)=-¡ o Jïbm (7.5|)

dondeel factor ¡Í ha sido introducido por razones dimensionales, siendo

las unidades de k las inversas de una longitud. El factor real b(2) es

adimensional y puede depender de la superficie de Cauchy a la cual está

asociado Hz. En cuanto a o, es un parámetro adimensional que se hará

tender a cero al final de los cálculos, de manera de recuperar la validez de

la Ec. (7.3. lOb).

A partir de (7.3.l0a) se tiene, teniendo en cuenta (7.5. l ),

A(k)= [2 o Jï b(z)l-l (7.5.2)

y desde (7.3.10c):
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Ak = 02kb203) (7.5.3)

De esta manera, la parte del Hamiltoniano asociada con los modos

longitudinales es proporcional a o? y, por lo tanto, desaparece en el limite

040. Este mecanismo permite, entonces, eliminar los fotones

longitudinales asociados con la superficie 2.

Vale la pena mencionar que el factor b()3)que aparece en las ecuaciones

anteriores queda, por el momento, arbitrario, ya que ninguna condición es

estipulada sobre él. En lo que sigue aprovecharemos esa arbitrariedad

fijando b(2) para asegurar que si partimos de un estado sin fotones

longitudinales para el observador sobre 2, el mismo estado no presente

fotones longitudinales para el observador sobre 2’.

Nos restringiremos ahora al caso en que, en la carta adaptada, el tensor

métrico puede descomponerse en la forma, [|02]:

g.,( t, Y) = -r(t)A.,(ï) (7.543)

gÍJ'(t, Y) = -f-'(t)AiJ(ï<°) (7.5,4o)

siendo f(t) una función del tiempo natural únicamente y AUC?) una función

sólo de Y.

Con este tipo de métrica, el operador (782)” resulta independiente de la

superficie de Cauchya la cual se encuentra asociado, es decir:

(262)” =(262)”

Ouedaentonces claro que las autofunciones de (362)” serán esencialmente

las mismas para todo ‘23.Sin embargo, estas autofunciones son

ortonormalizadas a través del producto interno ( , )¡ que depende de 2, y

esto introduce en las autofunciones un factor de normalización distinto
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para cada 2. Es fácil ver que tal factor es f"/4(1:) donde 1: es el tiempo

correspondiente a 2, asi que se puede escribir, para la ecuación de

autovaiores,

(ggz)u 91(2) = Ez9.a) (7.5.6a)

la solución,

wm?) = f-ï/4(1:) o. (ï) (7.5.6b)

donde las funciones 0. (7) si son independientes de 2.

Por otra parte, el ascenso del índice en Wi introduce un factor extra

-l/f('c) y, en consecuencia, E2 también posee este factor, pudiéndose

escribir como,

E2 = p2/f(‘l1) (7.5.7)

siendo p una constante.

Separando las variables en la forma:

A¡(t, Y) = T(t) 3,62) (7.5.8)

y teniendo en cuenta que,

(In/-_g )' = (3/2)(lnf)' (7.5.9)

9*de 6k.(ln r)’ (7.5.10)

las ecuaciones de campo se esciben como,
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-f(t) (¡4162).JSi = f(t) T“[ 'T'+ (ln JT )'T' l sfi) (7.5.l l)

y puesto que el primer miembro sólo depende de Y, se sigue que,

ru) T“[ 'T'+(ln JTST' 1 = -p2 (p = const.) (7.5.l2)

que es la ecuación de la parte temporal T(t) de la solución.

Para los modos longitudinales ( p = 0 ), la Ec. (7.5.12) puede ser integrada

exactamente. Enefecto, para p = 0 es,

'T'+(In/T)'T' = o (7.5.13)

que puede reordenarse como,

(ln T')’= (ln r-W)’ (7.5.14)

y se integra elementalmente, dando

t

T¡(t) = aIr-vut) dt + c (7.5.15)
1:

siendo a y c constantes de integración a determinarse dando los datos

Cauchylsobre la superficie 2.

Si ahora usamos los datos de Cauchy (7.5.l) y (7.5.2) y llamamos 1: al

tiempo correspondiente a la superficie 2, se obtienen los siguientes

valores para las constantes de intergración:

a = -io/ïb('c)/f(1:) (7.5.16)

Dalí b(1:)l" (7.5.17)O ll
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Demanera que la parte temporal de la solución asociada con i es,

t

T1(o =i-¡o/ï b(1:)fl/2(1:)] I r-I/2 (t) dt +(20/? b(1:)l" (7.5.¡8)
1:

La solución temporal Ty (t) asociada a otra superficie 2' tendrá la misma

forma que (7.5.18) con el reemplazo 1: -> 1:‘, siendo 1:’ el tiempo

correspondiente a 2’. Puesto que la parte espacial de las soluciones

asociadas a ambas superficies difieren solamente en el factor f"/4(1:) que

aparece en (7.5.6b), podemos buscar la transformación de Bogolubov que

relaciona ambas soluciones como,

f“/4(1:)T¡(t) = af‘l/4('C’)T¡»(t) + Bf"/4(1:’)T¡»*(t) (7.S.|9)

siendo or y B los coeficientes de Bogolubov introducidos en S42.

Si consideramos que el campo al tiempo 1: se encuentra en el estado de

vacio l0>, en particular el valor de expectación del operador número de

fotones longitudinales es nulo a ese tiempo. El valor de expectación del

operador número de fotones longitudinales asociados al tiempo 11’en el

estado |0> está dado por IISI2(ver Ec. (4.2.i7)). Usando las expresiones de

T¡(t) dada por (7.5.18) y la análoga para T¡I(t), un breve cálculo permite

obtener:

(xk = [b2(1:‘)f'/?(1:’)+ b2(1:)fl/2('c)]/2b('c)b(t’)fl/4(1:)f|/4(1:’)—

¡cl

—io2k b(1:)b(1:‘)r|/4(1:) fI/4(1:') I f-I/2 (t) dt (7.5.202)
1:
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pk = [b2('c')r|/2(1:’) -b2(1'.)f‘/2(1:)]/2b(1:)b(1:’)f'/4(1:)f'/4(1:’)­

lc,

-i02k b(1:)b(1:’)f1/4(1:) f|/4(1:’) I r-I/2 (t) dt (7.5.20b)
1:

de donde se obtiene,

IBKI2= [b2(1:’)f'/2('c’)- b2(1:)f1/2('c)l?/4b2(t)b2(t‘)fl/2(1:)f'/?(1:’)+

.c.

+04 k2 b2(1:)b2(1:’)f'/2(1:) f‘/2(1:’) (J f'V2 (t) dt l? (7.5.21)
1:

Esta expresión dá el valor de expectación del número de fotones

longitudinales en el modo k, según el observador a tiempo 1:’ cuando el

campo se encuentra en el estado de vacio según el observador al tiempo 1:,

es decir el número de fotones longitudinales de modokcreados a partir del

vacío entre los tiempos 1:y 1:'. Puede observarse que la expresión (7.5.2l)

es simetrica respecto de 1: y 1:’como tiene que ocurrir en general, y que

además se verifica la relación:

Iorkl2 - Ilikl2 = l (7.5.22)

de acuerdo con la propiedad (4.2. ¡2) de los coeficientes de Bogolubov.

Observemos que en (7.5.21) se distinguen claramente dos términos de

diferente naturaleza. Unode ellos (el segundo) es proporcional a 04, y en

consecuencia desaparece al tomar el limite d-vo. El primero no depende de

o ni de k y por lo tanto no desaparece tomando d-bo dando origen a igual

creación de fotones longitudinales a partir del vacio para todos los valores

de k. Puesto que deseamos evitar tal efecto, es razonable elegir el

parámetro b(1:),hasta el momento arbitrario, de tal manera que el primer
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término sea nulo. Para que esto sea asi debe cumplirse,

b2(1:’)fl/2(1:’) - b2(1:) fl/2(1:) = 0 (7.5.2l)

de manera que, a menos de un factor irrelevante independiente de 2, debe

ser:

b(1:) = f-I/4 (1:) (7.5.22)

Con esta elección del parámetro b(1:)el númerode fotones longitudinales

creados desde el vacio entre 1:y 't’ y del tipo k es:

1:.

lau? = 04k? (I r-I/2 (t) dt )2 (7.5.23)
13

que tiende a cero para 040, evitando asi la aparición de fotones

longitudinales a todo tiempo. Sin embargo, la creación de fotones

transversales a partir del vacio puede estar presente, y el cálculo de tal

creación no puede expresarse de manera general ya que la Ec. (7.5.12) no

puede ser integrada elementalmente para p 710.

7.6. Minimizaclón de la Energía.

Igual que en el caso escalar, tiene interés mostrar, para el campo

electromagnético, que la base de soluciones que implementa la

diagonalización del Hamiltoniano es la misma que la que minimiza la

energía del campo.

Puesto que los coeficientes AKy Elk que determinan los datos de Cauchy

obedecen a las mismas ecuaciones en los casos del spin 0 (ver

Ec.(6.3.8a,b)) y spin l (ver Ec.(7.3.7a,b)), no repetiremos la demostración,

la cual puede verse en 56.4 para el campo escalar.
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Si vale la pena decir que la Únicadiferencia entre los dos casos es que en

el electromagnético el autovalor Ekpuede tomar el valor O,que como vimos

está asociado con los (no-fisicos) fotones longitudinales. Sin embargo,

como se mostró en 57.5, estos modos participan en H¡ con un factor 0?, y

como al final de los cálculos se hace 0-»0 dan una contribución nula a H¡,

por lo que su inclusión en el cálculo de la minimización de la energia se

hace innecesaria.



CAPITULO 8

EJEMPLOS

En este capitulo aplicaremos la teoria expuesta en diversos casos

particulares que presentan interés. Concentraremos nuestra atención en el

caso electromagnético, [92], [93]. Para el caso del campo escalar puede

verse la Ref. [72].

8.|. Separación de Variables.

Como se ha dicho en 57.5, cuando la métrica en la carta adaptada toma la

forma (7.5.4) las ecuaciones de campo admiten la separación de variables,

de modo que las soluciones pueden escribirse como el producto de una

función dependiente del tiempo por otra dependiente de las coordenadas

espaciales como muestra (7.5.8).

Por otra parte, puesto que el operador (762)” no depende, en este caso, de

I, sus autofunciones correspondientes a diferentes 2 sólo difieren en un

factor de normalización y lo mismo ocurre con sus autovalores:

NI) (Y)

E2

r-I/4 (1:)o. (Y) (8.l.l)

¡(z/rm (8.l.2)

siendo’k una constante y 1: el tiempo asociado a 2.

La parte temporal T(t) de las soluciones obedece la ecuación (7.5. ¡2):

'T'+ (ln/TH + lk2/f(t)l T = 0 (8“)

con los datos de Cauchy para las soluciones de frecuencia positiva dadas

por (7.3.9), que teniendo en cuenta (8. L2) son
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T(k,).)|¡ = rI/4 (1:)NW (8.|.4)

T'(k,x)lz = -¡ r-I/4 (1:) J- k72' (8.1.5)

y la expresión del Hamiltoniano es,

Hz = r-I/2 (1:)2k(ak¿*ak¿ + 1/2) (8.1.6)

k

8.2. Viles un vector de Killing en un entorno de X.

Cuandoel vector V", tangente a las trayectorias del fluido de observadores

es un vector de Killing en un entorno de la superficie 2 sobre la cual se

diagonaliza el Hamiltoniano, la métrica, en la carta adaptada, es

independiente del tiempo natural t, [|03l.

En este caso, la ecuación que determina T(t), la parte temporal de la

solución, es (8.|.3) con f(t) = I:

'T'+ k2T = o (8.2.l)

y los datos de Cauchy(8.1.45) son los mismos para todas las superficies t

=const.,

T(k,x)¡¡= I/J‘áï (8.2.2a)

T'(k,x)¡¡ = -¡ Jk/2 (8.2.2b)

lo cual significa que las soluciones de frecuencia positiva tienen la parte

temporal de la forma,

T(k,).; t) = (l/ J 2k )e “m (8.2.3)
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La parte transversal del Hamiltoniano toma entonces la forma,

H; = 2k akfan + (¡/2) X k (8.2.4)
u k

Eneste caso, no hay creación de fotones a lo largo del tiempo, ya que al no

tener la métrica una dependencia temporal, el Hamiltoniano se diagonaliza

con la misma base a todo tiempo. Tenemos, en consecuencia, una única

definición de frecuencia positiva en todo el espacio-tiempo.

Este caso incluye a los observadores de Minkowski y de Rindler en el

espacio-tiempo plano, a los observadores comovientes en las métricas de

Schwarzschild [i041 y la de Einstein estática llOS], [98], y también a los

observadores de Killing en el espacio de de Sitter.

8.3. Vacio Conforme.

La propiedad de invariancia conforme de la teoria expuesta para el campo

electromagnético permite obtener directamente el estado de vacio cuando

se trata el caso de una métrica que es confórme a otra cuyo vacio asociado

es conocido. En efecto, consideremos dos espacios-tiempos diferentes

tales que en cada uno de ellos hay un sistema de observadores.

Eventualmente, ambos espacios-tiempos podrian ser el mismo en donde se

consideran dos fluidos de observadores. Supongamos que, cuando se

utilizan las respectivas cartas adaptadas, los tensores métricos de ambos

espacios-tiempos, gm, y g’m, están vinculados por una transformación

conforme:

g‘u, (x) = Mx) g“, (x) (8.3. i)

En tal caso, podemos pensar que 9’", (x) no es la métrica de otra variedad
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sino que es la métrica de la misma variedad a la que corresponde gw, a la

que se le ha practicado una transformación conforme, es decir

93., (x) = 3;, (x) (8.3.2)

Por otra parte, recordamos que el Hamiltoniano H¡ y el potencial A, son

objetos de Weyl de peso 0,

'Ffz ['61] = Hz [0.1 '6’. = o. (8.3.3)

En consecuencia, si (0.(k,x);0¡*(k,x)] es la base que diagonaliza el

Hamiltoniano en la métrica gm, la misma base también diagonaliza el

Hamiltoniano en la métrica g’w Asi, el concepto bien conocido de vacio

conforme, puede ser definido en el caso del campo no masivo de spin l de

manera análoga en que se lo hace para el caso del campo de spin 0, [63].

l ¡061, [107].

8.4. Fluido Geodésico en un Universo de Robertson-Walker.

Un caso de mucho interés en problemas cosmológicos, en donde puede

aplicarse la idea de vacio conforme, es el caso del universo de

Robertson-Walker.

Si consideramos el fluido geodésico de observadores, en la carta adaptada

la métrica toma la forma:

ds2 = dt2 - a2(t) l di? + 92(1) (de2 + sen26 db?” (8.4.1)

donde la función pu) toma diferentes formas según que la parte espacial

de la métrica sea cerrada, plana o hiperbólica:
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OS ‘X.S2“ espacialmente cerrada (K=l)

pu) = i OS 1€ S oo espacialmente plana (K=0)

OS ‘í. S oo espacialmente hiperbólica (K=-l)

Aprovechando que el tiempo natural no está univocamnte determinado,

introducimos el {le/77,00 conforme 'n,

t-wn: d'n = a"(t)dt (8.4.2)

que también es un tiempo natural y, como es bien conocido, esta

transformación permite escribir la métrica conforme a la de Minkowskio

la del universo estático. Como los vacios de estos espacios-tiempos son

conocidos, podemos extenderlos al caso en estudio usando el vacío

conforme.

A titulo ilustrativo, mostremos la forma explicita de la parte temporal de

las soluciones de frecuencia positiva, dadas por

T(¡)(k,x ; t) = J a(1:)/2k e ‘ÍK'II (8.4.3)

donde las soluciones correspondientes a diferentes superficies de Cauchy

sólo difieren en el factor de normalización. Las transformaciones de

Bogolubov que relacionan entre si tales bases no mezclan frecuencias

positivas con negativas y en consecuencia, es claro que no hay creación de

particulas a lo largo del tiempo, es decir,

IE, 0> = li’, 0> (8.4.4)

En efecto, tenemos un único vacio conforme obtenido directamente desde

el vacio del espacio-tiempo plano o desde un universo estático.
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8.5. Observadores de Rindler.

Un ejemplo importante, encontrado con mucha frecuencia en la literatura

[57], [67] es el de un fluido de observadores en movimiento uniformemente

acelerado en el referencial propio, en el espacio de Hinkowski, el cual es

conocido como fluido de obsevadores de Rindler. Eligiendo en esta sección

las unidades de manera que G = fl = c = k (constante de Boltzmann) = l, y

considerando que la aceleración ocurre a lo largo del eje x, la relación

entre las coordenadas de Rindler (n.€.y.z) y las de Minkowski(t,x,y,z) está

dada por, [l08], [|09],

t= ¿{sh'n x = tách'n (8.5.1)

con el signo superior válido para (t,x) en R’ (x >Itl) y el inferior para (t,x)

en R’ (x < -ltl). Las lineas á = const. corresponden a las trayectorias de los

observadores acelerados. En coordenadas de Rindler la métrica toma la

forma,

ds2 = tïd'n2 - dá? - dy2 - dz2 (8.5.2)

Eneste caso la determinación de los modos de frecuencia positiva resulta

trivial, ya que ambos fluidos poseen vectores de Killing temporales: a/at

para el fluido de Minkowski y b/a'n para el de Rindler. Nuestro interés se

centra en determinar el contenido de particulas que los observadores

acelerados adjudican al campo electromagnético, cuando este se encuentra

en el estado de vacío desde el punto de vista de los observadores

minkowskianos. Para ello deberemos obtener la transformación de

Bogoluboventre las bases asociadas a ambos fluidos, y es importante

notar que, a fin de hallar tal relación, las soluciones correspondientes a

ambos conjuntos de observadores deberán estar referidas a la misma carta
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geométrica y al mismo gauge. El cálculo será realizado en el gauge de

Candelas y Deutsch (GCD),que es un gauge de Lorentz con una condición de

gauge adicional (ver condiciones (85,12)).

Enun espacio-tiempo plano la ecuación para el 4-potenclal A”,es,

DAu —Vn(V¡,A°) = o (8.5.3)

donde El= VVV, , y si imponemos la condición de gauge de Lorentz,

v,» = o (8.5.4)

se reduce, simplemente, a,

EIAll = 0 (8.5.5)

Pero la condición de Lorentz (8.5.4) no especlf ica completamente el gauge.

Enefecto, si hacemos una transformación de gauge,

Au" Py + VM (8.5.6)
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se sigue que,

vu»: -» vn» +[lA (8.5.7)

de manera que, para no violar la condición de Lorentz, la función A deberá

cumplir,

DA = 0 (8.5.8)

Si convenimos en llamar a,b,c, a los indices bidimensionales que

recorren los valores (11,9 e i,j,k, a los que recorren los valores (y,z),

resulta que frente a la transformación de gauge (8.5.6) es,

siendo V2 a (¿fl/ay2 + 32/82?) el laplaciano asociado a las 2 coordenadas no

sujetas a aceleración. Como la dependencia de los modos respecto de las

coordenadas (y,z) puede ser explicitada como exp(Ï¿.ï ), donde ÏÉ=(ky,k¡)y

ï¡(y,z), se sigue que eligiendo la función A como,

A = l kJAj/k2 (8.5.l0)

obtenemos la condición suplementarla,

Si recordamos la condición de Lorentz (8.5.4), y además tenemos en cuenta

que puede ser especificado el gauge agregando la (8.5.11), tenemos
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finalmente, las siguientes condiciones de gauge:

VnAl = 0 a = 1|, á (8.5.123)

VJAÍ = 0 j = y, z (8.5.l2b)

Estas relaciones, implican que las soluciones de Rindler para lg, pueden ser

escritas en términos de dos escalares Wy 0, [l ¡61, como,

A. = em vw (es. l 3a)AJ=e"
donde ed, = ¿er siendo 61kel tensor antlsimétrico de rango 2 dado por sw =

-eu = l, eyz = ely = 0, y los escalares 1' y o obedecen a la ecuación de Klein

-Gordon no masiva,

EN = DO = 0 (8.5.i4)

De esta manera, las soluciones para el caso vectorial pueden expresarse

mediante las del caso escalar, las que tienen la forma,

o N e’m‘n " lk-X.Km(k¿) , con n>o y k-IÏÉI (8.5.l5)

siendo'Km(k¿) las funciones de Bessel modificadas de orden imaginario.

Ennotación vectorial, las relaciones (8.5. i 3) son,

A“N _¿-'aflwn-620;

y dado que wy o son campos escalares independientes entre si, dan origen,

vía (8.5.16), a dos soluciones vectoriales independientes, es decir a dos
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modos de polarización, que podemos elegir tomando 9:0 en uno y 0:0 en el

otro,

M l) N (o, o, -azo, aye) (8.5.l 7a)

(2) N (-¿b T, -¿-Ia W,0, 0) (8.5.l7b)Av e n

las que reemplazando las soluciones (8.515) toman la forma,

M l) N (o, o, -ik¿, lky)e-mn * IÍÏÏKmM) (8.5.!83)

A,.(2) m —(¿a¿Km(k¿), —in¿-I Km(k¿), o, 0) e-ion * ¡ÍÏÏ (8.5.18b)

Para ortonormalizar estos modos debemos recurrir al producto interno

adaptado al gauge de Lorentz:

un, g") = 41 (ql v,r“* - f"*V,gl )do'” (8.5.19)

y, si tenemos en cuenta que en la métrica (8.5.2) las únicas componentes

no nulas de la conexión son ¡“nm = t", Rm = á e integramos sobre una

hipersuperficie 'n = const., el producto interno toma la forma explícita,

<f".9.9 = -ÍIl(9‘ ¿nfu*-f"*bng..) + 2¿"(fn*g¿-gnf¿*)l¿"dádydz (8.5.20)

donde si se consideran las soluciones asociadas con los observadores de la

región R+,la integración sobre t debe hacerse entre 0 y +oo.

Enel Apéndice 6 pueden verse los detalles matemáticos del cálculo de las

integrales que aparecen en la normalización de los modos. Los modos de

Rindler, ya ortonormalizados, correspondientes a los observadores

acelerados de la región R+son,
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du 1.0,?) =¡[2nk/fizrunn-IKmmtxo, o, -k¿,ky)e-mnflïï

0,,(241,TZ):¡[znklfiir(in)l-l(¿a¿ Km(k¿),-in¿-IK.g(k¿),o, 0) e-iomiïï
(8.5.2!)

Notemos que cada modo está rotulado con tres índices: la frecuencia de

Rindier n y las dos componentes del vector T5.Vayamos ahora a la

obtención de los modos de Minkowski. Si los escribimos en la carta de

Minkowski como,

f“(b,Ï<°,kx) = [2(2n)5o]‘¡/2 q¡(b,'iï,kx) e-l(wt-Ï<Ïï-k..x) (8.5.22)

donde wa J k7+kxï , b=l ,2 describiendo los dos modos de polarización y qIl

es un vector independiente de xv, resulta que las condiciones de gauge

(8.5. l2) imponen las siguientes relaciones para q":

¡.6 = o (8.5.233)

qa = -kqu/u (8.5.23b)

donde Ïíes ei correspondiente 2-vector en el plano (y,z). Por otro lado, las .

condiciones de ortonormalidad en el producto interno equivalen a que q¡l

sea unitario:

admin) q.(b,ï<‘,k,)= -l (8.5.24)

Entonces, elegimos los modos de polarización tomando en un caso qo = 0 (y

en consecuencia q, = 0) y en el otro Tí= 0, es decir:

q,( l ,Tá,k,)

q,(2,ï¿,k,)

(0, 0, -nz, ny) (8.5.25a)

k“(kx, -o, o, 0) (8.5.2Sb)
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donde ny, nz son las componentes del vector unitario en la dirección deÏÉ.

Así, los modos normalizados de Minkowski, expresados en la carta de

Minkowski se escriben como,

r..( 1,ï, xx) = I2(2n)3o1-1/2 (o,o,-n,,ny) e-i(wt-ï<°.ï<'-k..x> (8.5.26a)

r,(2,ï<’,k,) = [2(2n)3u]"/2 ¡«Imp-0,0,0) e-Kwt-Ïï-ï-kxx) (8.5.26b)

quedandorotulados por las 3 componentes del impulso (kmï).

Comoya hemos mencionado, para obtener los coeficientes de Bobolubovque

relacionan los modos de Minkowski con los de Rindler, es menester que

ambos modos estén expresados en el mismo gauge y en la misma carta

geométrica. Pasando, los modos de Minkowski (8.5.26) a la carta de Rindler

en R‘, tenemos,

r“( 1,ïz, m = [2(2n)3w]"/2 (0,0,-n¡,ny) e-I<wt-ï<Ïï<‘-k,.x) (8.5.273)

f“(2,Ï<°,k,) = [2(2n)3oI-|/2 ¡("(¿kxch‘n-¿wshn kxsh'n-uch'n, o, o)

x e-¡(wt- k. X-kx-X) (8.5.27b)

Por supuesto, podriamos obtener expresiones semejamtes para los modos

de Minkowski referidos a la carta de Rindler en la región R“, pero no será

necesario a fin de obtener el espectro de "particulas detectado por los

observadores acelerados de R+.

Estamos ahora en condiciones de obtener la relación entre los modos de

Rindler (8.5.21) y los de Mlnkowski (8.5.27),

r,(b',k')= Z Ilorb-b(k',k)o,(b,k) + Bb-b(k',k)0,¡*(b,k)]dk (8.5.28)
b

donde, por brevedad hemos designado con ¡«(dió al conjunto de indices

que caracteriza a los modos de Rindler y con k'-(kx.Ï(°) a los
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correspondientes de los modos de riinkowski. En general, los indices

prlmados corresponderan a los modos de Mlnkowski y los sin primar a los

de Rindler. Tomando productos internos en (8.5.28) obtenemos, para los

coeficientes de Bogolubov,

ab'b(k',k)="<W(b,k);fu(b.,k.)>

MNK) = -<0“*(b.k); f,.(b',k')> (8.5.29b)

Claramente ios coeficientes de Bogolubovserán matrices de 2x2, dado que

los indices discretos b y b' toman valores sobre los dos posibles modos de

polarización independientes. Sin embargo, un breve cálculo muestra que los

términos extradiagonales de estas matrices son nulos: «2-, = 02', = 0.

Envirtud de la forma de los modos de Rindler y de Minkowskl, el cálculo de

los coeficientes de Bogolubovconsiste en la evaluación de transformadas

de Fourier de expresiones en las que aparecen las funciones Kmy potencias

de sus argumentos,

KW,a Idt eikxt ¿m¡(“mdp (8.5.30)
o

donde m y n son enteros no negativos. La evauación de estas integrales

puede verse en detalle en el Apéndice 6. Comencemos por oz“ y o“; el

resultado de la evaluación de los productos internos es,

a“ =[2nr(-¡n)(no)i/2l-Is(ï'-ï<’) (ono),0+me“) (8.5.3la)

o... = [2nl‘(in)(nw)"21" 6(Ï<"+Ï<°)(-0K0_o+ okm) (8.5.3lb)

Reemplazandolos valores de las integrales,
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¡(0.o="(Qushnn)"{[(m-kakl'm eflfl/ 2 - [(u-k¡)/kl¡9-run/2]

Km =11(2nshnn)"(l(u-kx)/k]"0 afin/2 +[(o-kxyklln run/2}
(8.5.32)

obtenemos,

oz“ =(2n)"(n/w)‘/2 run) [(w-kkal'm enfl/2 ¿(Té-TZ) (8.5.333)

o... = (2n)"(n/w)‘/2 r(-in) [(w-kaklm e-fl0/2 6(T<°'+T<°)(8.5.33b)

Vayamos ahora al cálcqu de los coeficientes de Bogolubovasociados con

los modos de polarización tipo 2, es decir «2-2 y 32.2. La evaluación del

producto interno entre los modos tipo 2 conduce a,

«2.2 = ¡[2nk2l‘(-in)l"(w/n)'/2Id¿ eikxí [(inkxufi- l )¿"b¿Km+
o

*¡kxb‘Km‘(Ínka4‘nzM-2Km-00¿"Kml

donde por brevedad hemos omitido el argumento en las funciones Km s

Km(k¿). Las derivadas de las Km pueden eliminarse haciendo uso de la

identidad,

¿(Km =‘k ’i0{"K¡g(k¿)

con lo 'que (8.5.34) toma la forma,

«2'2= Ik(-i0kxm"+l)K¡_¡4’"(kaLO*
+ n(i-0)(|-kx/U)Ko_2 - n(o-k,)K0_‘ 1 (8.5.36)

donde las transformadas Kmnestán dadas por,
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Km =0 (2k(in—l )l-¡Ir(in)|2 [(o-kx)l(U-kx)/k]-ln gun/2 _

—(0+kx)((w-k¡)/k]m run/2 1

Km =-ifi(2t.)k)"|l‘(ifi)|2 {(U-kx)l(u-kx)/k]-ln ona/2 +

+(0+kx)[(m-kx)/k1m e-nQ/Z ]

Ko;= I2(I+o2)l-1Ir(iml2 l(ik,+ no)l(o-kx)/k]‘¡9 ella/2 +

+ (ikx+no) [(m-kkalln e-nfl/Zl

Km =(I/2)Ir(in)I2 i [(u-kxl/kl‘lfi eïlfl/2 +l(o-k,)/kll9 e-nn/2 1

(8.5.37)

de donde, reemplazando en (8.5.36), y después de algunas simplificaciones

algebraicas, obtenemos

«2.2 =(2n)"(0/o)‘/2- run) [(o-kx)/k]"-Q afin/2 ¿(Té-T2) (8.5.383)

es decir, el mismo resultado que para or“. Haciendo los cálculos

correspondientes, obtenemos para 62-2:

un =(2n)"(n/m)¡/2 r(-¡n) [(w-kaklm e-nn/ 2 6(T¿'+T¿)(8.5.38b)

Queda'asi claro que el espectro observado para ambos modos de

polarización es el mismo. Vayamos ahora al problema determinar el

espectro de particulas que corresponde a los coeficientes de Bogolubovdel

tipo (8.5.33). La relación entre los operadores de aniquilaclón de particulas

de Minkowsi ak:y los correspondientes bkde Rindler es,

bk = Idk’l ak; or(k',k) + akn‘ o*(k',k)l (8.5.39)
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donde hemos omitido el indice que discrimina los modos de polarización a

fln de no recargar la notación. Reemplazando las expresiones obtenidas

para los coeficientes de Bogolubov,tenemos

b(n,ï)=jdk,aï<"{(2n)ri(n/o)I/2r(in)l(o-k,,Vid-¡0 eno/28(í'-T<‘)a(k,,ï<’)

+(2n)"(0/o))'/2 r(-ln) [(o-k,)/k]lfl e-fln/Z ¿(ï'+ï<‘)a*(k,,.ï<°)}

(8.5.40)

Resulta conveniente definir el operador,

d(o,n,ï)=(2nshnn)1/2 (211)"r(—a¡n) k-Oln I dkxo'Í/z (u-kxwm a(k,,,T¿)

*- (8.5.41)

donde o puede tomar los valores +l y - l, con lo que (8.5.40) toma la forma,

b(n,ï<°)= (mmm-V2 {ella/2 d(+,n,ï<‘)+e-m/2 d"(-,n,-ï<‘)1 (8.5.42)

Es inmediato comprobar, a partir de su definición (8.5.41) que d(d,n,Ï<°) es

un operador de aniquilación de partículas de Mlnkowski. Enefecto, aniquila

el vacio de Minkowski,y cumple la correcta relación de conmutación,

a(o,n,ï<‘)|o,1>= o , V0.0,Ti

id(o,n,ï<°), d"(o',n',ï¿‘)l = 6006(n-n')8(ï¿'-ï¿) (8.5.43)

Es entonces sencillo calcular el valor de expectación del número de

partículas de Rindler, N(O,Ï(°)= b*(n,Ï<°)b(0,ÏZ), percibido cuando el campo

se encuentra en el estado de vacío de Hinkowski,

¡07



Vemos asi, que el vacío de Minkowski presenta, desde el punto de vista de

los observadores de Rindler y en el GCD,una distribución planckiana de

partículas de spin l, en cada modo de polarización, y con temperatura

To=l/2n.

Puede llamar la atención que la aceleración del observador no aparezca en

la expresión (8.5.44), pero debe tenerse en cuenta que la temperatura T0es

una temperatura global, asociada con todo el fluido de observadores. La

temperatura T percibida por el observador acelerado con aceleración a está

dada por la relación de Tolman, [l iO], [l l l], [l 12],

T = To/J goo = 1/211! g00 (8.5.45)

y como de (8.5.2) es g00= ¿2, y la coordenada á parametriza a observadores

de aceleración a = ¿4, se sigue que la temperatura percibida por cada

observador es,

T = 3/2“ (8.5.46)

Es importante notar que Candelas y Deutsch, [l 16], calcularon el valor de

expectación del tensor energía-momento del campo electromagnético

percibido por el observador acelerado, cuando el campo está en el estado

de vacío de Minkowski y encontraron un espectro térmico, pero no

Planckiano,

Tu, N -(a4/n2)Idn n3( l+n-2)(e219--l)"diag(-l, 1/3, 1/3, 1/3) (8.5.47)
o
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Este fenómeno, de que la distribución del valor de expectación del numero

de particulas tiene una forma planckiana, mientras que el dei tensor

energia-momento tiene forma térmica pero no planckiana, ha sido

explicado por Takagi [i 17] sobre la base de la densidad de estados asociada

con el detector. En efecto, el espectro de energía se aparta, de la forma

planckiana debido a la aparición del factor (1+n'2), denominado ia

"densidad de estados reducida" asociada al detector, [I2i], [124], [66],

[125]. Por otra parte, esta diferencia entre las distribuciones de particulas

y de energia no es privativa del caso electromagnético; también aparece

cuando se estudia el campo escalar en dimensión arbitraria n del espacio

—tiempo[122], [123], [i 17], en tal caso la densidad de estados reducida se

Obtiene recursivamente como:

d,,(n)=i1 + (n/2 - 2)2n-2] dn_2(n), n24, a2 = dz,= 1 (8.5.48)

Claramente dm) = l, pero esto no es así para n > 4 Aparece, ademas, el

curioso fenómeno de que si n es impar el espectro del número de partículas

no cambia, pero ei de energía se vuelve del tipo Fermi-Dirac, mientras que

para n par es del tipo Bose-Einstein [l ¡7] (con las correcciones debidas a

dn(n)). Esta aparente inversión de la estadística también ha sido obtenida

para el campo de spin 1/2 [126]. En general, el factor de densidad de

estados reducida dependerá del spin del campo y de la dimensión del

espacio-tiempo. Un análisis más detallado de la densidad de estados del

detector, y su relación con la geometria de la variedad de Rindler y de

otros espacio-tiempos estáticos puede encontrarse en [127].

Ensintesis, ei cálculo de los coeficientes de Bogolubovnos ha conducido a

un espectro de partículas planckiano, mientras que ei espectro de energia

se aparta de la forma planckiana debido a la aparición del factor de
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densidad de estados reducida.

Enunidades ordinarias (8.5.46) se escribe,

T = ña/2nkbc = (4 X 10-23 ’K cm-l seg?) a (8.5.49)

donde k5 es la constante de Boltzmann y c la velocidad de la luz. Entonces,

para percibir un espectro térmico de, por ejemplo 4 'K, la aceleración del

observador deberia tener el enorme valor de ION cm/segï. Por otra parte,

a partir del principio de equivalencia, esta relación entre temperatura y

aceleración impone un limite al descenso de la temperatura dentro de un

campo gravltacional. Asi, para la superficie de la Tierra, en donde la

aceleración de la gravedad es de aproximadamente ¡03 cm/segï, este

limite es de 4 x ¡0'20 'K que, aunque se encuentra más alla de las

posibilidades experimentales accesibles en la actualidad, es mayor que

cero.
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CONCLUSIONES

Hemosestablecido un formalismo que describe un campo electromagnético

cuantificado en interacción con el campo gravitacional y con las siguientes

propiedades:

a)

b V

VC

d v

e)

La teoria está enmarcada dentro de la aproximación semiclásica a la

gravedad cuántica, es decir que el campo electromagnético está

cuantificado pero el gravitatorio permanece clásico.

El campo electromagnético es concebido como un campo no masivo de

spin i. Comotal tiene, en principio, 4 grados de libertad, de los cuales

solamente 2 son fisicos. Los grados de libertad no-fisicos son

eliminados, uno a priori mediante la condición de gauge temporal

(53.5),y otro a posteriori (modolongitudinal) haciendo tender a cero

un parámetro introducido a tal efecto (57.5). En consecuencia, sólo

aparecen fotones transversales.

El formalismo es invariante conforme, como se acepta generalmente

para campos no masivos, lo cual es asegurado explícitamente mediante

la introducción de herramientas matemáticas apropiadas (derivada

conforme, producto interno, etc.).

El operador Hamiltoniano de la teoria depende del observador via el

vector Vilque caracteriza al fluido de observadores (S71).

La teoria está planteada para un espacio-tiempo arbitrario y para

observadores en general con pocas restricciones: el espacio-tiempo

debe ser globalmente hiperbólico para que existan superficies de
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Cauchyglobales y el fluido de observadores debe ser irrotacional para

que existan hipersuperficies ortogonales a las lineas de fluido. Esta

última propiedad del fluido de observadores es la que hace posible

introducir la noción de tiempo (tiempo natural, 55.3).

La ambigüedad en la definición de las soluciones de frecuencia positiva,

caracteristica de la teoria cuántica de campos en espacio curvo, es

resuelta mediante el criterio de diagonalización del Hamiltoniano

(57.3). Aunque este criterio ha sido utilizado muchas veces con

anterioridad por otros autores, la novedad consiste en que aqui

tratamos con un Hamiltoniano dependiente del observador. Esto hace que

la definición de frecuencia positiva sea dependiente del observador, y

consecuentemente el estado de vacio del campo también.

Los datos de Cauchy que determinan las soluciones de frecuencia

positiva son obtenidos resolviendo una ecuación de autovalores para el

operador (262)” (57.3). Puesto que este operador es en general diferente

para cada superficie de Cauchy, lo mismo ocurre con la descomposición

en frecuencias positivas y negativas. De esta manera, el modelo de

partícula obtenido puede ser diferente tiempo a tiempo dando lugar al

fenómeno de creación de particulas a lo largo del tiempo. El modelo de

partícula depende, entonces, del observador y del tiempo.

El estado de polarización de los fotones no puede ser relacionado con la

dirección de propagación como en el espacio plano ya que en el espacio

curvo se carece, en general, de tantas simétrias. La condición de gauge,

que elimina a priori un grado de libertad, es implementada considerando

cero la proyección del campo Ag,sobre la velocidad del fluido de

observadores U,l (gauge temporal). La teoria pueda ser formulada
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satisfactoriamente, y el observador juega el doble rol de definir el

Hamiltoniano y el gauge. Por otra parte, la transversalidad debe

referirse al cumplimiento de la Ley de Gauss, y esto tiene estrecha

relación con los autovalores, E2,del operador (382)”: E2>0 corresponde

a modos transversales y E2= 0 a modos longitudinales (57.4).

Dadoque el modelo de partícula cambia instante a instante, lo mismo

puede ocurrir con el concepto de modo longitudinal, y si el campo se

encuentra en un estado carente de fotones longitudinales al tiempo t, no

es evidente que al tiempo t’ no aparezcan fotones longitudinales. Sin

embargo, hemos calculado los correspondientes coeficientes de

Bogolubov,para el caso en que la separación de variables es posible, y

hemos demostrado que puede elegirse el valor de un parámetro

arbitrario para que la creación de modos longitudinales no ocurra (57.5).

La base de soluciones que diagonaliza el Hamiltoniano es la misma que

minimiza la energía, definida como el valor de expectación del

Hamiltoniano en el estado de vacío (57.6), tal como ocurre para el

campo escalar (56.4).

La aplicación de nuestro formalismo a diversos casos particulares

produce resultados ya conocidos en la literatura para el caso escalar.

Asi, cuando existe un vector de Killing en un entorno de la superficie de

Cau'chy2 se obtiene como vacio asociado a Z el vacio de Killing (88.2).

Cuando la métrica en carta adaptada está vinculada por medio de una

transformación conforme a otra de la cual se conoce el vacio, se aplica

el concepto de vacio conforme (88.3). Por ejemplo, en el universo de

Robertson-Walker y para un fluido geodésico, que es conforme a la

métrica de Mlnkowski, la aplicación del vacio conforme nos dá un único

vacio para todo el espacio-tiempo (58.4).
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Además, vimos en 58.5 que un observador uniformemente acelerado en

el espacio de Mlnkowski, percibe el vacio electromagnético de

Mlnkowski como un espectro energético térmico, aunque no planckiano,

de fotones con la temperatura de Unruh-Davies, T = fia/2nkc. Sin

embargo, en el gauge de Candelas y Deutsch, el espectro asociado al

número de particulas es planckiano. La diferencia entre los espectros,

de energia y de particulas, reside en la distorsión generada por el

factor de densidad de estados reducida.

Por último, es importante mencionar que, para que una teoría de campos

cuánticos sea consistente, debe ser predictiva, en el sentido de poder

predecir los valores de magnitudes observables experimentalmente.

Comose sabe, es tipico de las teorias de campo la aparición de cantidades

infinitas cuando se intentan calcular los valores de diversas entidades de

interés, tales como el tensor energia-momento. Estos infinitos son

transformados en cantidades dotadas de sentido físico mediante algún

esquema de renormalización. Puesto que este tópico no ha sido encarado en

la presente tesis, esta claro que deberia estudiarse si nuestro modelo de

fotón en el espacio curvo conduce a una teoría renormalizable. Si esto

fuera así, dispondriamos de un modelo consistente para estudiar la

influencia cuántica de la gravitación sobre el campo electromagnético para

las regiones en donde la aproximación semiclásica tiene validez.
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Apéndice l :

Unicidad de A,l

En este apéndice demostraremos que, en 4 dimensiones, la variación

conforme de la conexión spinorial queda unívocamente determinada por las

condiciones (3.2. I8) y (3.2.24) y está dada por la Ec. (3.2.25).

Nos interesa entonces encontrar la expresión más general de una matriz de

4 X 4 que satisface las siguientes propiedades:

(Aunanho (A1.!)

[Aufópl = (1/2)(x,,g,,-g,,,x,)v9 ln). (Al.2)

donde [ , ly [ , ] indican el conmutador y anticonmutador, respectivamente.

Las matrices de Dirac tu cumplen la relación

“¡36,1 = -2gm, (Al.3)

Cualquier matriz de 4 X 4 puede ser expresada en términos de l6 matrices

de 4 X 4 linealmente independientes, por ejemplo las siguientes I‘A:

l‘A [l , ‘65,4191, 19135,-ile] (A=l,2,...,16) (Ai.4)

donde l es la matriz identidad de 4 X 4 y al" y '85están definidas como

on” = (1/2) [tu ,‘M (ALS)

¡5 =(-i/ 4IFE)GMPXFX,'S¿‘69 (Al.6)

siendo envioel simbolo de Levi-Civita totalmente antisimétrico ( 60'25 =
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+1). Las matrices PA forman la base de un álgebra de Clifford [l ¡3] y el

desarrollo de una matriz cualquiera en esa base es conocido como

expansión de Clifford. Asi, para una matriz Mde 4 X 4 se tiene:

r1 = Z cA ¡“A (A1.?)

A

donde los coeficientes CAestán dados como

CA = (1/4) Tr (M I‘A) (Al.8)

(las matrices FA se definen como las I‘Acon los indices abatidos por la

métrica gw).

Las propiedades algebraicas de las l‘Ase desprenden de las de las 9| , y

mientras no consideremos derivadas segundas de la métrica, podemos

trabajar en un sistema de coordenadas localmente lnercial, obedeciendo en

tal caso las matrices de Dirac a la relación algebraica (Al.3) pero donde

g.mes sustituido por el tensor de Minkowskl.

Algunas propiedades importantes de las ¡“Ason:

Tr(|‘A)=0 ;(VA#I)

TATA= I (A19)

Tr(rAl‘A)=46A5|

Postulemos para An un desarrollo de Clifford con coeficientes a
determinar.

A" = a“ + “¡human +d¡_,‘MS-|Emow (ALIO)

Claramente, para valuar los coeficientes de este desarrrollo introduciendo
>­
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las condiciones (All) y (A|.2), se hace necesario conocer los

anticonmutadores y conmutadores de las PAcon las matrices de Dlrac. El

cálculo es en algunos casos directo y en otros bastante tedioso, y da:

[|50|] = 21m

[35,9] =23515l|

(¡null = -2gw
(¡"35,vl=-2gw‘65

(comun) =2lg‘_,¿ev°ll°‘60'65 (AHI)

ll ,vl = 0

[35,39] =0

[x959] = 2aml

[IPS-5,9% 23509» =-ig¡¡¿g"e>'“om
law.xv1=2(gvvxc-ng)

Entonces, obtenemos para los coeficientes los siguientes valores:

dl = (Al.l2)

CHAN-cuán “ganga-9.59,.) GWdW=O

Emu-Eu,»= (i/4)(g,, ¿»ini-manu l.)

La primera observación es que, puesto que en la expansión de Clifford de

A.l el tensor E”, aparece contraído con 09°, sólo es relevante su parte

antisimétrica en p, v , pudiendo tomar, entonces:

EN, = (l/8)(g,.,b,lnx-g¡wapln).) (A113)
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y entonces resulta para b", de (Al . l 2):

Du =0 (Al.14)

Por otra parte, contrayendo sobre los indices v, o en (Al.i2) donde aparece

CW,podemos vincular c,m con qm:

cm=(2/3)g,,g.¿ew'6dw (ALIS)

de donde se deduce que c", es idénticamene nulo, pues g" es simétrico

mientras que0M es antisimétrico:

Cp» = 0 (Al.l6)

Ahorabien, la penúltima de las (Al.l2) puede entonces ser escrita como

e»,,d,,, = o (Al.l7)

y multiplicandoesta última por en“ (habidacuenta queen“ om = -689,)

se sigue que:

dm; = 0 (Al.l8)

Resumiendoestos resultados, los coeficientes de la expansión de Clifford

de A.| quedan univocamente determinados como
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3u=bu=°

cp» = d.» = 0 (A|.|9)

Em= -(i/8)(gw,b, Inx-g¡m a, ln A)

y reemplazando estos valores en la expansión (Al.l0), tenemos:

A,l = -(1/4) o", av ln ). (A120)

con lo que queda demostrada nuestra afirmación.
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Apéndice 2 :

Hagnitudes Caracteristicas de un Fluido

y Versor Temporal

Aquipasaremos revista a las cantidades geométricas que caracterizan el

comportamiento de un fluido, [96]. En el caso de un fluido cualquiera U,l

debe ser considerado como el vector unitario tangente a las lineas de

fluido. En el caso del fluido de observadores sobre el espacio-tiempo U.l

juega el rol de versor temporal, que indica la dirección del tiempo en cada

punto de la variedad.

lntroduclremosel vector curvatura C":

c,l a u» v, un (A2.!)

el tensor de Kill/ng K1":

Ku, a V,l U, + V, U,l (A22)

y el tensor de vortícia’ao' nm:

nm, s V,l u, - V, u,l (A23)

Por ot'ra parte, introducimos el proyector temporal T“, y el proyector

espacial En:

Tpv= i En»=gin-uuu»

Asi, la parte espacial de un tensor arbitrario A“, es:
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Au» = En“ Ev’ A” (A25)

de donde es fácil obtener que

¡un Is... - upc, - Uyq. (A26)

ñ’pv=n11»' '

Unfluído se dice geodésico cuando C¡l= 0 e ¡TrotaCI'ona/ si ñ", = 0.

Además, puede ser probado que esta última condición es equivalente a la

existencia de hipersuperficies globales ortogonales a las líneas de fluido

si el espacio-tiempo es simplemente conexo [96].

Enel caso en que o", = 0 el fluido es geodésico e irrotacional. CuandoEn,

= 0 el fluido se dice rígido según Bom [l 14].Enel caso ig", = 0 el fluido

es geodésico y rigido y U¡les un campo de vectores de Killing.

Cuandoel fluido es irrotacional( ñ", = 0) existe una carta adaptada donde

xi = constante sobre cada línea de fluido y go. = 0. Por otro lado, es

interesante notar que si utilizamos la derivada conforme definida en

términos del vector U", la parte espacial del tensor de vorticidad se

escribe simplemente como:

THHDuUr Dqu (A27)

Entonces, para poder dar un significado a la noción de tiempo , el rotor

conforme de U.ldebe ser nulo:

pum-muwo (A28)

Otra propiedad interesante del vector U.|es que su divergencia conforme es

idénticamente nula:
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ohui = 0 (A29)

En efecto,

DHL!l= Vuul ‘(3/2) 0,.un

= Vuun i (3/2) UIIZ‘UPWUll - (2/3) UFVo Up]

= 3u,unVou" ¡ o

(la última igualdad se sigue en virtud de la unitariedad de U").

La expresión (A29) es un caso particular de ia propiedad más general

siguiente:

Dlp(U"|U"2...Uup...Uun)=0 Vn (iSpSn) (A2l0)

La demostración de (A210) es mediante inducción sobre n. En efecto, la

proposición (A210) vale para n = l, por (A29). Ahora consideremos, sin

pérdida de generalidad, ia expresión a probar.

un'(Upi Uu2Uun) = o (A2ll)

la cual suponemos válida V n S h, es decir.

ui'(U¡,i Un2Uuh) = 0 (A212)

Calculemos ahora:

Dp‘ ( Uni Upz UuhUvm ) = Uul Uuz Uuhun‘ Uvm * Uuh+i“¡(Uul Unz .. Uuh)
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El segundo sumando del segundo miembro es nulo por la hipótesis inductiva

(A2. i 2), mientras que en ei primer sumando se puede introducir URIbajo el

simbolo de derivación dado que la afirmación vale para n = i. Entonces

obtenemos para este primer sumando:

Uni Uu2 UuhDui (Uni Unir“)

que es nulo si asumimos que la proposición que intentamos probar vaie

para n = 2, con lo que se completa la demostración.

Por último, vaie la pena mencionar que la validez de (A2.i0) hace

imposible expresar al vector” o“, que interviene en la derivada conforme,

por medio de derivadas conformes de Esto es asi pues si se reemplaza
en (2.2.I3) las derivadas covariantes en términos de derivadas conformes

se obtiene una identidad.
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Objetos Geométricos en Carta Adaptada

Aquí daremos las expresiones que toman las componentes de diversos

entes geométricos cuando se las refiere a una carta adaptada al fluido de

observadores.

Primeramente, recordemos que llamamos carta adaptada a una carta en que

las coordenadas (t, x', x2, x3) son tales que x1, x2, x3 son constantes sobre

cada linea de fluido y t, que denominamos tiempo natural, es constante

sobre cada hipersuperficie ortogonal a dichas lineas. Por otra parte, para

que tales hipersuperficies existan es necesario y suficiente que el fluido

sea irrotacional. En una carta adaptada ei tensor métrico tiene la

propiedad:

gol = 0 (A3. l)

A partir de esta propiedad pueden obtenerse las componentes de la

conexión Riemanniana fvw, dada por (2.|.8), en términos de las

componentes no nulas del tensor métrico: gooy g“

roo"=(In/fin
“¿o -(1/2)g” 900.]

rokJ = -(2 gw)" (ju (A32)

no] = (1/2) 9”“ dm]

I‘Íjk = (1/2) g¡m(gm¡.J " 9m“ ‘ 91xvm)

donde el punto ' indica la derivada respecto del tiempo natural t.

Otras relaciones útiles, válidas en carta adaptada son:
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Thu = (1/2)glimgm“,l = [ln(J -g/g°°)],p

gkml‘moo = -(¡/2) g00 ,k (A13)

Si además tenemos la condición gm = i diremos que la carta adaptada es

unitaria. Si la teoria es invariante conforme y ei fluido irrotacional,

siempre podemos trabajar en una carta adaptada unitaria sin pérdida de

generalidad. En tai carta, las componentes no nulas de la conexión son,

simplemente:

r0” = '(1/2) (ju

rioJ . (1/2) gim dm, (A34)

T'jk (1/2) gi'“ ( gnt ¡j * gm] ¡k - gjk am)

Otro caso de interés es aquel en que ias componentes del tensor métrico se

expresan, en la carta adaptada, como producto de una función dependiente

de t por otra dependiente de 3?(métrica descomponible);

goo(t,ï) = r(t)h(ï<°)

gIJ (t, 3€) = -r(t)A.,('x’) (A35)

Ental caso las componentes de la conexión se escriben:

rom = (i/2)(|n r).

T0“ = (i/2)(ln h),¡

¡“K00= (v2) rAki hd (A16)

roM = (f/2hrmM

no, = ¿min/TV
ri1k = (1/2)Aman.“J + Am“ - Alu“)
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Finalmente, si la métrica es descomponible y además la carta adaptada es

unitaria (goo= I), tenemos las expresiones (A16) pero con r = h = l:

T0”=
rio, = 6m ln JT)’ (A17)

I‘ÍJK = (1/2) Aim( Md 4' ,k ‘ Ajk,m)

Encarta adaptada el versor temporal un es simplemente:

un = ( (gay-"2 , 0,0,0) (A18)

En cuanto al campo vectorial 0,. definido por (2.2.13) y utilizado para­

introducir la conexión conforme, toma en n=4 y en carta adaptada la forma:

CJo= (-1/3) l ln (J -g/goo)l °

Es útil notar que si trabajamos en una carta adaptada unitaria, de las

expresiones (A39) se deduce que las componentes 0k son todas nulas. En

tal carta:

0o =(—I/3)lln(/Tgí)l'

ok'= o (A3.|0)

Consideremos ahora un vector A1|de peso de Weyl p, tal que en la carta

adaptada unitaria tiene componentes:

A" = (o, ’Á) (A3.! I)

125



Las componentes espaciales de la derivada conforme de Avserán:

donde 0k” está dado en términos de 0k por medio de (2.2.5):

0k”= (ll?)(8h 4’ 0¡' g”
= 0 (en la carta adaptada unitaria)

Si además el peso p es 0 se sigue que:

El vector potencial del campo electromagnético en el gauge temporal

cumple justamente estas condiciones: tiene peso 0 y cumple (A3.! l) en la

carta adaptada unitaria. De modo que, para este vector, y mientras sólo

estemos interesados en las componentes espaciales, la derivada conforme

coincide con la derivada covariante ordinaria.
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Apéndice 4:

Espectro de los Operadores 362y (762)”

En el proceso de diagonalización del Hamiltoniano hemos utilizado

extensamente los operadores diferenciales 762 y (762)” para el campo

escalar y electromagnético, respectivamente. Una propiedad que resulta

crucial en el formalismo es que estos operadores son autoadjuntos en sus

correspondientes productos internos ( , l; y que sus autovalores son no

negativos. En este apéndice abordaremos la demostración de tales

propiedades.

A4. l. El operador 762.

Consideremos el operador diferencial 26? definido por la Ec. (6.2.l) y el

producto interno ( , )¡ dado por (6.2.3). Demostraremos que 762 es

autoadjunto respecto de ( , )¡ , es decir que vale la propiedad

(u, 32v); = (762mm; (A4.l.l)

donde u y v son soluciones arbitrarias de la ecuación de campo (6.2.9).

Unbreve cálculo usando (6.2.1) y (6.2.3) muestra que,

(u , 262 v); - (762 u , v); = Id3x [u*a¡(J ¡geo gil ajv) -vb¡(J ¡geo g'l aju*)]
z

= I ‘15"al W ¡geo 9“ (0*ij - va,u*)] = 0
I

donde la última integral es nula en virtud del Teorema de Gauss. En
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consecuencia, vale ia propiedad (A4.l . l ) y 782 es autoad junto en ( , )¡.

Dado que 262 es autoadjunto, se deduce, como es sabido, que sus

autovalores son reales y que autofunciones correspondientes a distintos

autovalores son ortogonales. Veamosque se puede decir respecto del signo

de los autovalores. Sea K un autovalor de 262 correspondiente a una

autofunción u, entonces:

K = (u , 762 u )¡ = Id3x [u*a¡(J 'iigoo gil' aju + m2 J Xgoou*u)l
E

e integrando por partes el primer término del integrando y eliminando una

divergencia mediante el teorema de Gauss, tenemos

K = 1de J ¡gon [-g'i a.u*aju + m2 u*u)] (A4.l.2)
2

Puesto que g” es una métrica definida negativa, se sigue que

-gu a.u*a,u z o (A4. ¡.3)

y dado que estamos considerando el caso m at 0, resulta que el integrando

de (A4.1.2) es positivo en cualquier punto, de donde

K > 0 (A4. L4)

es decir que los autovalores de 7€? son positivos.
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A4. 2. El operador (362)”.

Consideremos ahora el operador diferencial (782)” definido por (7.2.1) y el

producto interno ( , )¡ dado por (7.2.3). Puesto que el operador en estudio

tiene indices tensoriales y no es simetrico, deberá tenerse especial

cuidado en el orden en que tales indices aparecen. Si f. y g. son soluciones

arbitrarias de las ecuaciones de campo, diremos que (782)” es autoadjunto

si cumple que,

( f¡ , (762)” gl )¡ = ( (762)“ f. , g] )¡ (A4.2.|)

Si usamos el teorema de Gauss para eliminar los términos de superficie,

tenemos,

<r.,(7¿2)üg, )¡ - ((262)11r.,gJ )¡ = j azi(r.*gu¿m¿mg,- f¡*515¡gj­
I

-gj gij¿m¿mf¡* +gjéléi f¡*)] = 0 (A422)

lo que prueba que (762W es autoad junto respecto de ( , )¡.

Siendo (362W autoadjunto, es inmediato probar, como de costumbre, que

sus autovalores son reales y que dos autofunciones de diferentes

autovalores son ortogonales entre si.

Si ahora v. es autofunción de (762W con autovalor K, se tiene:

K = (9.,(262m e, l; = -I dE‘9¡*(gii¿mom-¿16m =
2

= I dz ( 61.99%”. - ¿i W 6. v, ) (A423)
I

donde nuevamente usamos el teorema de Gauss para eliminar los términos
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de superficie.

Dado que el Integrando es un escalar usamos, localmente, un sistema de

coordenadas (sin violar la condición de carta adaptada) en donde fi

coincide con la derivada ordinaria bh y entonces,

ai W" a, 'fi - ai "09*a, v, = (i/2)(aJ' Wi- ¿wm (a, 9.- a. 9, ) =

=("1”vab. I2z0
¡J

de donde se sigue que,

K z o (A425)

es decir, que los autovalores de (262)” son no negativos.
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Cálculo de algunas integrales

Este apéndice es de caracter matemático y está dedicado a tratar en

detalle el cálculo de algunas integrales que aparecen en 58.5, cuando se

encara Ia normalización de los modos de Rindler y el cálculo de los

coeficientes de Bogolubovque vinculan tales modos con los de Minkowski.

Consideremos los dos modos de polarización de Rindler (no normalizados)

descriptos por (8.5.!8). Los correspondientes productos internos, a partir

de (8.5.20) son,

(Num), «(1,03?» =-(2nk)2(n'+n)s(ï¿'-ï<‘)J,(¡n,in') (A6.la)

<Au(2,n,ï<°),Manz?» = (2nk)2(n'+mó(ï<°'-ï<‘)[J¡(in-l,in'- l) l

t li+2(n'+n)-|l [m2(ln,iO'-l) +

+Q'J2(in',in-l) +2inn'J3(in,in')ll
(A6.lb)

donde los simbolos J¿(u,v) son las integrales,

J¿(u,v) a J dx x-a K,,(x)K,(x) (A62)
o

Para valuar estas integrales tendremos en cuenta la identidad, [l le],

Idx x-aKu(x)K,(x)= [TH/H l-X)ll“l(l -Mu*v)/2]l‘l( l -).-p-v)/2]X

0 X TKl -A-p*v)/2] TKl -X+p-v)/2l (A63)

donde deben interpretarse estas expresiones en el sentido de las
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distribuciones, ya que en general resultan divergentes. Comencomos con

J,(in,in'),

J¡(i0,i0’) = lim [2‘3"€/l‘(€)]“(6+ ¡0+¡OO/2] Tl(€-ÍQ-i0')/2] X

€-'0 x rl(e-in+in')/2l rl(e+in-¡n')/2l =

= lim [2‘3+€/l‘(e)]Irl(e+in+in')/2ll2 Il‘l(e+in-in‘)/21I2

e-vo (A64)

y teniendo en cuenta que una representación de la función 6 es,

6(x) = (l/4n) lim |l‘l(€+ix)/2]I2/l‘(€) (A65)

€-’0

y que n,n' >0, se sigue que,

J¡(in,i0') =(n/2)|l‘(in)|26(n’-n) (A6.6)

Vayamosahora al cálculo de las integrales que aparecen en (A6.lb),

J¡(in-i,in’- l) = lim [2-3*€/l‘(e)]l‘l(-2+e+in+in')/2] l‘l(2+e-in-i0')/2] X

€-'0 x ll‘l(e+in-¡n')/2ll2 =

=(n/2)6(n’-n) l‘(-l+in) l‘(i-in)

y utilizando las propiedades de recurrencia de la función gamma,

zl‘(z) = l‘(z+ l) (A6.?)

llegamos a,

J¡(in- l,in'- l) =(n/2)in( i-in)"|l‘(in)|2 ¿(rr-n) (A68)
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De manera semejante a como se ha procedido en los casos anteriores,

obtenemos,

J2(i0,in'-l) =(n/4)(- I+¡n)-|Ir(in)l2¿(rr-n) (A69)

y de aqui se desprende, entonces,

J2(ln',in-l) =J2(ln,in'-l) (A6.l0)

Por último, el cálculo para J3(in’,in) arroja el resultado,

J3(in,in') =(n/4)( l+02)-|lr(in)l2 ¿(rr-n) (A6.ll)

Entonces, reemplazando los valores encontrados (A6.6,8,9,i0), en (A6.l)

obtenemos,

<Au(i,n,ï<°),A,,(i,n',ï<°')>= <Au(2,n,ï<°),Manz?» =

=-nn[2nk ¡mmm ¿(Té-iz)¿(m-o) (A6.l2)

de dondese lee fácilmente los coeficientes de normalización, que resultan

ser iguales, para ambos modos. Asi, los dos modos de Rindler toman, una

vez normalizados, la forma (8.5.2l), a menos de factores de fase

arbitrários.

Ahora, vayamos a la determinación de las lntegrales KW,que aparecen al

calcular los coeficientes de Bogolubov entre los modos de Rindler y

Minkowski,

KW, a j dx elkxx X'" K¡g_m(kx) (A6. ¡3)
o
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En ia rer. [i 16]. pag. 712. se encuentra una exprestdn general para este tipo

de integrales,

Idx e'ax in-i Kpmx)= JTI (2B)”(on+B)'ll‘”r(p+v)l‘(u-v)ll‘(u+ 1/2)l‘l X
o

X F(u+v, v+1/2 , 11+1/2, z) (A6.i4)

donde hemos llamado z a (ct-p)/(or+p). En la ref. [119], pág. 562, puede

encontrarse la vinculación entre las funciones hipergeométricas F y las de

Legendre, P, la que con nuestra notación se escribe,

1/2 -p
F(u+v, v+ 1/2 , 11+1/2, z) = I‘(u+ 1/2) 2‘“ "W? (i-z)"’ ‘1/2 P (cx/B)

-v -1/2

(A6. 15)

con lo que tenemos,

.. 1/2 -u
[dx e’ax xlH K,(Bx)= (11/28)"2 (az-B2W4'il/2 l‘(u+v) I‘m-v) P (oc/B)
0 -v -1/2

(A616)

Para encontrar expresiones más explicitas de estas integrales,

consideremos los casos particulares que nos interesan. Comencemos con

u=0,-en tal caso (A616) adopta la forma,

«- 1/2

Idx e‘O‘Xx" K.,(Bx)= (11/23)"? (az-02)“ I‘(v) ¡“(-v) P (oc/B) (A617)
0 -v -1/2

y en [i 19], pág. 334 obtenemos la expresión,
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l/2
p (x) = (x2-l)"/4(2n)"/2 [lx+(x2—iw21vHI2 + lx+(x2-¡)v2rv “¡2]
v (A618)

con lo que haciendo las identificaciones o: = -ik,(, B = k, v = in, y después

de algunas simplificaciones algebraicas, llegamos a,

Km =(1/2)Irun)"2 [9"9/2 ¡(o-kkal-¡fl +e-Iïfl/2 ¡(m-kX)/k]'91

(A6. ¡9)

Para u = i se procede de manera semejante, siendo (A616),

.. -u2
J'dx e‘00<K,(Bx)= (ii/28)"2 (od-MTV“ l‘(l+v) ¡“(l-v) P (or/B) (A620)
0 -v -i/2

y en [l 19], pág. 334 encontramos el equivalente de la fórmula (A618),

-l/2
P (x) = (XQ-l)"’4(2/n)"2[[x+(x2-l)"2]" "/2 - [x+(x2-l)'/2]-” "’2]/(2v+l)
v (A6.2|)

de donde, después de algunas operaciones, se obtiene,

Ko_o=(n/2w) Immll? law/2 [(w-kx)/kl'm - e-"0/2[(w-k,)/k1‘0]
(A622)

Ahora es necesario tomar u = -i en (A6.i 6), de donde,

.. 3/2

Idx e’00<x-2K,(Bx)= (Ii/28)"? (az-Bm“ ¡“(v-i) l‘(-v-l) P (or/B)
0 -v -|/2

(A623)

donde la función P con índice superior 3/2, puede expresarse en términos

de funciones P con indice 1/2, mediante la relación (ver [i 19], Pág. 333),
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im il il
P (x) =(x2-l)"/2 [(v-u) x P(x) - (wn) P(x)]
v " "" (A624)

y entonces, después de un cálculo algo extenso, pero sin complicaciones,

llegamos a,

K0; = l2(lmm" Iriinili2 i eng/2 (ikxtnw) [(w-kxllkl‘m +

+e-"9/2 (¡xx-nm)[(w-kkalml (A625)

Ahora, tomemos las expresiones (A620) y (A6.2l), pero con las

identificaciones, a = -ik,,, a =K,v = in-i. Resulta,

Km =(-in/Zw) Il‘(i0.)ll2[Nm/2 l(w-k,,)/k]"0*' +e'ïïn/2 [(w-kxl/klm'fl

(A626)

Finalmente, para valuar K“, nos servimos de (A6.i7) y (A618) tomando

los valores or = —ik,,,B = k, v = in-i, con lo que llegamos a,

KU=[n/ziin-i )lIriimll2 tem/2 [(w-kkal‘mfl- e-"9/2 [(m-kkalm'fl
(A627)

De este modo, hemos obtenido los valores de todas las integrales

necesarias para abordar la situación Rindler-Minkowski para el campo

electromagnético, las cuales, para comodidad de uso, listamos a

continuación.
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J¿(u,v) = Idx x-J Kv(x)Kv(x) KW, a Idx e‘KxXx-n K¡n_,n(kx)

o o

J,(¡n,¡n') =(n/2)Il‘(io)l2s(n'-n)

J,<¡n-¡,¡n'- l) =(n/2)¡n( l-¡n)-‘Ir(¡n)l2¿(rr-n)

¿(in'm- 1)=J2(i0,in'- l) =(n/4)<-¡+m)-Ilr(in)I2¿(rr-n)

J3(In,¡n') =(n/4)( l+02)-|Ir(tn)I2¿(rr-n)

K0_o=(f1/2t.))lï‘(in)ll2(eN/2 [(w-kx)/k]'¡n - e-"0/2 ¡(u-¡(xmifll

Ko_¡= (1/2) Il‘(in)|]2 (cm-W2[(w-kx)/k]’¡n * 9410/2 [(u-k,()/kl¡9-1

Ko; = [2(¡+02)]"|l‘(in)|]2(eng/2(Ikx+nw)[(w—kx)/kl"n +

+e-"0/2 (ikx-nw) [(o-kx)/klml

Km =(-In/2u)ll‘(in)l12[eng/2[(U-kx)/k]"°” +e-m/2{(o-k,)/klm-Il

K._¡=[0/200- l )]Il‘(in)|]2[e"Q/2[(w-kxVid-¡0+1-e‘"n/2[(u-kx)/k]¡0"]



GLOSARIO

Eneste glosario hemos incluído los principales simbolos que aparecen a lo

largo de esta tesis. Se indica brevemente su significado y se remite a la
Ec. o 9 correspondiente.

m

=eeefiege

,2»

A(k,A)

Aut 32 )

Au»
(X

(¡km
b(Z)

bk

by

Bk

B(k,)l)

3km

Constante cb integración tb los modos longitudinales, Ec.(7.5. IS). Ïambián

aceleración propia del observacbr, Ec.(8.5.46).

Coeficiente en la expansión tb Clifford m A", Ec. (Al . IO).
Radiodel universo (b Robertson-Walker. Ec. (8.4. l ).

Operamr deaniquilacióndepartículas lares en el modok, Ec.(-1.2.3).

Operador m creación de particulas esmlares en el modok. Ec.(4.2.3).

Operuhr de aniquilación de fotonesen mod) k y tipo de polarizmión A, Ec. (7.3.1).

Operador de creación de fotones en modok y tipo de polarización A. Ec. (7.3.1).

4-vector potencial dal campoelectromagnético, Ec. (3.3.2).

Operador lineal que actúa sobre laa matrices da 4 X 4 y apa‘ace en la expresión cb

la conexiónspinorial, Ec.(3.2.27).

Uno de los coeficientes que determinan los datos de Cauchy de las soluciones de

frecuenciapositivaparael campolar, Ec.(6.3.7a).

Uno de los omiicientes que determinan los datos de Cauehy de las soluciones cb

frecuencia positiva de la ecuación del mmpo electromametico en modo k y

polarizmión A, Ec.(7.3.33).

Parte da la métrica dependientede Y cuancbésta tiene la forma ( 7.5.4).

Parte espacialdeun tensor arbitrario A”. Ec.(A25).
Constante no nula que aparece en el Lag‘angimo de Oupta-Bleuler, Ec.(3.4.2).

También coeficiente (b Booolubov. Ec. ( 7.5. ¡9).

Coeficiente da Bogolubov, Ec. (4.2.1 l).

Factor real y adimensional dependiente de 2 que aparece en los modos longitudinales,

Ec.(7.5.1).

Operadordeaniquilación de particulas de Rindler, Ec. (8.5.39).

Coeficiente en la expansión da Clifford de A", Ec. (A l. IO).

Uno de los coeficientes que determinan los cbtoa de Cauchy de las soluciones de

frecuencia positiva para el campoescalar, Ec.(6.3.7D).

Uno de los coeficientes que determinan los datos de Cauchy de las soluciones (b

frecuencia positiva (b la ecuación dal campo electromupétioo en mod) k y

polarización A, Ec. (7.3.3.b).

Coeficiente de Bogplubov, Ec. ( 7.5. i 9).

Coeficiente(b Bomlubov. Ec. (4.2. i i).

Constante(b intagrmión tb los matbs longitudinales, Ec.(7.5.15). Velmitm tb la
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rm
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fn(2)

362

luz, El. i.

Coeficientes de la expansion tb Clifford de cualquier matriz de 4 X 4, Ec. (Ai .7).

Vector curvatura, Ec. (A2. l ).

Conjugado hermitíco.

Coeficienteen la expansióndeCliffordde Ec.(Ai . lo).
Elementode volumendel espacio-tiempo, 521.

Elementode superficie do una hipersuporficie da n- l dimensiones, 5 2. i.

Operador (b Minkowski,Ec.(8.5.4l).

Factor de densidadde estados reducida para un campo escalar en un espacio-tiempo

de n dimensiones, Ec.(8.5.48).

Coeficienteen la expansióndeCliffordde Ec.(Al . l 0).
Derivadaordinaria.

Derivada conforme de un campo de Weyl, Ec. (2.2.7).

Derivadaconformespinorial. Ec.(3.2.33).

Autovalordel operador 262, Ec.(6.3.3) o del operamr (¡gm , Ec.(7.2. i l ).

Proyector espacial, Ec. (A24).

Coeficiente en la expansión de Clifford cb A“, Ec. (Ai . i 0).
Parte de la métrica dependiente de t cuandoesta tiene la forma

Tensor compoelectromognétioo, Ec. (3.3.2).

Unode los dos modoselectromagnéticos de Minkowski, Ec. (8.5.22).

Unotb los ms modoselectromagnéticos 03 l'iinkowski, Ec. (8.5.22).

Tensor conforme del campo electrunagnétioo. Ec. (3.3.1 i).

Operador de campo escalar, Ec. (3. l . i ). También coordenada angular da la métrica

cb Robertson-Walker, Ec.(8.41).

Unode los ms modoselectromagnéticos m Rindler, Ec. (8.5.2i ).

Unocb Im dos modoselectromagnétims de Rindler. Ec. (8.5.21).

Autofuncióndel operador .762, Ec. (6.3.3).

Autofuneióndel operador («762W , Ec. (7.2.1 l).

Determinante deqm
ïensor métrico de la variedad.

-dot(q(m). Ec.(6. i.l0).

Matrices de Dirac, Ec. (3.2. i ).

Matriz integrante del álgebra de Clifford, Ec. (Ai .6).

Conexiónspinoriel conforme, Ec.(3.2.31).

Base (bl álgebra de Clifford, Ec. (Al .4),

Conexión Riemanniana. Ec. (2. i .8).

Hamiltoniano,Ec.(6.1.I)Y (7.1.1).

Operubr cuyas autofunciones y autovalores implementan la diagonalización ml

Hamiltonionodel campo escalar , Ec. (6.2.1).

(7.5.4).
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Operamr cuyas autofunciones y autovalores impiementm la diagmalizaciún del

Hamiltonianodel campoelectranamético, Ec. (7.2. i ).

Ïieinpo conforma, Ec. (8.4.2). Ïambién tiempo cb Rindler, Ec.(8.5. i ).

Matriz itbntidfi tb 4 X 4, Ec.(3.2.1).

Integrales que aparecen al normalizar los mama electromagnético de Rinoler, Ap.6.

Parámetro querotula los morbo.TambiénIÏI, Ec.(8.5. ¡5).

2-vector impulsoan al planochlas ooortbnahs nomierda Ec.(8.5. i 5).
Constante de Boitzmann.

Escalar de curvatura conforme, Ec.(2.4.10).

Funcion de Bessel modifican de indice imaginario.

lntaqaies que aparecen en el cálculo cb los coeficientes da Bomlubav para el campo

electranagnético en la situmión Rindlu-Minkowski, Ec.(8.5.30). (ver Ap. 6).

Unooe los tensores que se obtiene por contracción m Kin, Ec.(2.4.5). ïambién
tensor de Killing, Ec.(A22).

Unocb los tansores que se obtiene por contrwción da K9.l , Ec. (2.4.6).

Unode los tensores que se obtiene por contracción de KPH“, Ec. (2.4.7).

Cmexión conforme, Ec.(2.2.4).

Tensor de curvatura conforme, Ec. (2.4. l ).

LongituddePlanck, 51.1.

Densidad lagrangiana de loa campos.

Funciónarbitraria, cbflnida positiva, que define una transfummión conforme, Ec.

(2.1.1 ).

Función que implementa una transformación m gauga, Ec. (8.5.6).

Coeficiente de la parte diagonal del Hamiltoniano, Ec. (6.3.2b) y ( 7.3. l Oc).

Coeficientedela parte diagonal (bl Hamiltoniano(bl campo electromapétlco para el

mom k y tipo cb polarización A, Ec. (7.3.6b).

Variaciónconformade le With conforme.Ec.(3.2.13).

Número cb índices de un campo tensorial, Ec. (2.1.17). También masa del cuanto del

campolar, Ec.(6.1.5).
Matriz arbitraria da 4 X 4, Ec.(Al .7). Funciónque realiza una transformmión de

mmmmn
Dimensión del espacio-tiempo.

Operazbr número de partículas en el muchk, Ec. (4.2.5).

matriz arbitraria (b 4 X 4, Ec.(3.2.27). Operahr quedefineunm, Ec.(A5.l ).

Derivah covariante mn conexiónRiemanniana, Ec. (2.2. i ).

Derivath covariante asociadacon la parte espacial de la métrica, Ec. (7. i .4).

Frewencia de Rindler, Ec.(8.5.15).

Ïensor devorticidad, Ec.(A23).

Conexiónarbitraria, Ec.(2.2.2).
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5,60

U¡(k,Á)

í;

xx16

Conexiónarbltrerta, Ec.(2.2.3).

Función tb Legendre, Ec. (A615).

Momentooonjugado, Ec. (3.3.3).

Dosversores (b-l ,2) cuya elección define los morbode Minkowski, Ec.(8.5.24).

Vectoratravés del cual se introduce la cmextón conforme, Ec. (2.2.6).

Tensor que sumadoa la conmtiónRiemmniana da la camión conforme. Ec. (2.2.5).

PeeodeWeyl deun eempocbWayl, Ec.(2.116).

Escalar cbcurvatura, Ec.(2.1.!2).

Región z > |t| del espmlo de Mlnkowskl, 58.5.

Región 2 < —|t| del espacio de Hinkowski, 58.5.

Tensor de Ricci, Ec. (2.1.10).

Tensor decurvatura de Riemann, Ec. (2.4.3).

Functónque determina la topologíam la métrica m Robertson-Walker, Ec. (8.4.1 ).

Acción, Ec. (2. l. 13). También matriz no singular que implementa un cambio de base

spinorial, Ec(3.2.3).

Parte cbpendientedeïde los soluciones de la ecuacióndel campoelectrunagnétloo en

el casode separación de variables, Ec. (7.5.8).

Conexiónspinorial, Ec. (3.2.9a).

(1/2) [15.6"] . Ec.(3.2.32).

Superficie deCauchy,Ec.(3.1.9).

Tiemponatural. Hagnttud mutante sobre las htpersuperftcles ortogonales a las

lineas dal fluido de observadores, 55.3. liempo (b Minkowski, 58.5.

Tiempochlanck, 51.1.

Tiempo natural asociadaa la superficie de CauchyX, Ec. (7.5.6b).

Temperatura percibida por el observamr acelerado, Ec.(8.5.45). ,

Temperatura globalmiedo al fluidodeRindler, Ec.(8.5.45).

Parte dependientedal tiempo, en el ch separación cb variables, de las soluciones

de la ecuación del campoelectranagnétioo Ec. (7.5.8).

lensor energla- momento, Ec.(6. t .7) y (7. t .3). También proyector temporal, Ec.

(A24).

Coordenadaangular de la métrica de Robertson-Walker, Ec.(8.4.1).

Integrante de la base de soluciones de la ecuación del campo escalar, Ec. (4.2.2).

Integrante de la base de soluciones de la ecuaclón del campo electromagnético para el

mom k y tipo de polarización A, Ec. (7.3. l ).

Vector unitario tangente a las lineas (bl fluido (b observadores, Ec. (5.3.2).

Campode vectores que caracteriza al fluido da observadores, 55.3.

Frewencla de l'llnkowskt, Ec.( 8.5.22).

2-vector (y.z) en el plano de las unrdenadas no sometidasa aceleración, 58.5.

Coordenadaen la dirección de la aceleración, Ec. (8.5. l ).
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Sisieinaoeooordenaoosenndimensioms (u = 0,1 , ,n- I ).

Coorcbnadaradial de la métrica tb Robertson-Walker, Ec. (8.4. l ).

Constante de acoplamiento del campo con la curvatura, Ec. (3.1.2).Tambián

coordenadaespacial acelerarth la corto (b Rindler, Ec.(8.5. l ).

Aooplamienioconforme, Ec. (3.1.6).

Las oompmmies de claim campo, en general. Ec. (2. I. ¡3). ïambién spinor

oontraveriante, Ec.(3.2.4).

Adjunto de Diroc, Ec. (3.2.5).

Vmiom Hinkowski, Ec. (8.5.43).

Promcto interno para ortonormalizar soluciones de una ecuación

do campo, Ec. (3. i .9).

Productos internos dependientes de E semejantes e los de lo mecánico cuántico,

respectodelos cuales762 y (762)” mn wtoodjunios,Ecs.(6.2.3) y (7.2.7).
Antioonmutulor.

Conmutador.

Cambiode base spinorial, Ec. (3.2.3).

Del orden Cb.Proporciona! o.

Iransiormatb conforme,Ec.(2.1.1).

Adjunción.

Conjugpción complejo.

Derivadorespecto ml tiempo natural.

Derivación ordinaria.

Derivada oovarionte Riemanniona.
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