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LINTRODUCCIÓN

En el siguiente trabajo se proponen métodos robustos para estimar el parámetro de

regresión en los modelos de regresión logistica binomial y multinomial. La motivación para

este tipo de estimadores surge del hecho de que el método de máxima verosimilitud es muy

sensible a la presencia de datos anómulos en la muestra.

Es bien conocido que en el modelo lineal el método de máxima verosimilitud puede ser

muy ineficiente cuando la hipótesis (le normalidad se cumple sólo aproximadamente. Esto

condujo a la búsqueda de otros procedimientos, llamados robustos, que fueran estables min

cuando la suposición de normalidad se verificase sólo aproximadamente.

Consideremos el modelo de regresión binomiaL Supongamos que observamos una

variable dependiente Bernoulli Y, que sólo toma valores 0 ó 1, que está relacionada con q

variables X1, X, por medio de una función de enlace H. De manera tal que, si con X

notamos a (X¡, ..., X,)'. dado x E Eli'tenemos que

PÜ' = llx = x) = H(X'É0), (1.1)

para algún go G lR’, que es el vector de parámetros desconocidos que nos proponemos

estimar.

Supondremos que H es una función de distribución continua y estrictamente creciente.

Por ejemplo, H puede ser la función logistica

_ exp(t) l
H“) _ l +exp(t) (1.2)

o la función probit (Mi) que corresponde a la función cledistribución normal standard.

Bajo el modelo dado por (1.1), la función de frecuencia de Y dado X = x es

flylx’éo) = exp(yln(H(x'¿ïn)) + (1 —v)ln(1 - Htx'éom (1.3)

El procedimiento clásico para estimar a En es el método de máxima verosimilitud.

Si Zl = (X'I, '¡)',....Z,, = (XL,Y,.)' es una muestra aleatoria que.satisface (1.1), donde
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X.- = (X;1,.... X.-,)', í = l,...,n,el estimador de.máxima verosimilitud (E.M.V.) de es

el valor fi que maximiza

L(Z¡, a) = L(Z,É)=;1;ZI(Y.-,X}É), (1.4)í=l

donde ((y, 0) = ln f (y, 0). Este método provee un estimador asintóticamente eficiente para

estimar [10,pero como ya dijimos es extremadamente sensible a la presencia de respuestas

atipicas o puntos de.diseño extremos que. llamaremos de. alto "Ieverage"’.

Pregibon (1981ly Cook y Weisberg (1982) ejemplificaron esta sensibilidad mediante

el análisis de datos reales. Estos autores estudiaron conjuntos de datos reales (que. anal

izamos en la Sección 6) con el fin de mostrar que la estimación del parámetro por máxima

verosimilitud puede estar altamente influenciada por una única observación. Esto revela

la falta de robustez del método y por lo tanto la necesidad de encontrar técnicas que nos

protejan de las observaciones atipicas que pueden ser altamente influyentes.

Se puede hallar en la literatura distintos métodos propuestos para la identificación

de aquellas observaciones que son influyentes y también diversos estimadores robustos del

parámetro.

Pregibon (1981) mostró los beneficios de los métodos de diagnóstico para medir el

efecto de las observaciones anómalas sobre el estimador de máxima verosimilitud. Al

gunos de estos métodos son generalizaciones de las técnicas de diagnóstico empleadas para

minimos cuadrados en el modelo lineal, mientras que otras están basadas en la medida de

discrepancia introducida por Cook ( 1977]y en la ”deviance.”. Esta última fue definida por

Nelder y Wedderburn (1972) como

Il n

D43402323) = Xd.- (1.6)
'=I ':I

donde las componentes d; de la ”deviance” a su vez están definidas por

.1.-= —2{1(y.-.xsg) —uymïn}
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donde 5; es el estimador de 0 = x1. basado en la observación y; solamente.

Pregibon (1982) propuso un estimador alternativo al de máxima verosimilitud basado

en la deviance. Como el E.M.V. equivale al estimador que se obtiene de minimizar D.

Pregibon sugiere minimizar una función "deviance” modificada, menos sensible que la

original D. Considera una función robusta de las componentes d(0,-y), por ejemplo cualquier

función de pérdida robusta utilizada en regresión lineal. La desventaja de estos estimadores

es que en general no son consistentes.

Con el fin de realizar diagnóstico, Cook y W'eisbergdefinieron una medida de influen

cia, que llamaron ”distancia entre las verosimilitudes”, como

LD.-= 241423) —“23m”

donde Em es el E.M.\". que se obtiene cuando se excluye de la muestra la observación i.

Esta medida da una idea de cuanto se deteriora la función de verosimilitud cuando no se

considera la observación i y por lo tanto de cuanto influye esta observación en la estimación

de
Johnson (1985) propuso identificar las observaciones influyentes midiendo el efecto de

una observación sobre la estimación de las probabilidades y la clasificación de un individuo

en una de las dos clases.

Por otra parte, Stefanski, Carroll y Ruppert (1986) presentaron una clase de esti

madores robustos para el modelo lineal generalizado. extendiendo los resultados obtenidos

por Krasker y W'elsh(1982) para el modelo lineal. Ellos aplican estos estimadores al caso

particular de regresión logistica. Obtienen estimadores óptimos de influencia acotada del

tipo de los de Hampel, minimizando cierto funcional de la matriz de comrianz-a asintótica.

Con la misma idea de hallar estimacionesque minimizan un funcional de la matriz de co

varianza asintótica sujetos a una cola. en la medida de sensibilidad, KiinschEStefansfi y

Carroll (1987) hallan estimadores de influencia acotada, que a diferencia de los anteriores

4
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son consistentes en el sentido de Fisher cuando se los condiciona a X. Estas dos clases de

estimadores son computacion almente complejos de calcular y además requieren el cómputo

de la matriz de covarianza de las X para su cálculo. aunque los propuestos por Künsch

et al. son algo más sencillos y están menos afectados por la estimación de la matriz de

comrianza.

Sin embargo, es sabido que en el caso del modelo lineal los estimadores óptimos de

influencia ncotadn no son muy robustos cuando la dimensión q es grande. Por ejemplo.

su punto (le ruptura tiende a. 0 cuando q es grande,como lo probaron Maronna, Bustos y

'ohai (1979). Varios estimadores de alto punto de ruptura han sido propuestos para el

modelo lineal. como por ejemplo Siegel (1982). Rousseuw(1982), Rousseuw y Yohai (1984).

Yohui (1987) y Yohai y Zamar (1988). Excepto el primero, todos los estimadores no tienen

función de influencia acotada y a pesar de est-o,cuando q es grande son más robustos que

los estimadores de influencia acotada. Esto muestra que la curva (le influencimque mide

la sensibilidad del estimador bajo contaminaciones infinitesimajes puede no ser adecuada

para medir los efectos de una contaminación positiva, aunque pequeña. Los est-imarlorm

propuestos por Yoliai (1987) son M-estirnadores con función de pérdida acotada y escala

conveniente. Esto nos sugiere estudiar M-estimndores con función (le pérdida ncotnclapara

estimar bajo el modelo(1.1).

Veamoscomo podemos definir los estimadores que proponemos a partir de los máxima

verosimilitud. Si llamamos

Yu = Ya, Yu = 1 -—Y.-, H1: H. H2 = 1 — H

y cambiamos de signo en (1.4), el E.M.V. puede definirse como aquel que minimiza

1 n 2

¡EEK-j (-Inmjmgm. (1.6)
¡:1 j=1

Se propone la siguiente clase (le M-estimadores como una robustificación natural del
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E.M.V.: se define como aquel valor de ¿que minimiza

l n 2- - - '-" 1 H- Kia . '1.’
n a)?!” pt Inumxgm + Ct ,( .._))1 ( «i

donde p es unn función ncotada, no decreciente con derivada 11'y

r

G(t)=/ L-"'(-lnu)du. (1.8)0

Como veremos en la Sección 2 la elección de G en (LS) hace que el estimador resulte

consistente en el sentido de Fisher.

En la Sección 2 estudiamos ln consistencia del M-estimador que ¡minimiza (1.7). La

Proposición 2.1 prueba la,consistencia en el sentido de Filter del estimador y a partir de

ella se deduce ln consistencia fuerte en el Teorema 2.1.

En la Sección 3 analizamos la distribución asintótica del método propuesto. En el

Teorema. 3.1 probamos que el estimador converge (lebilmente a una distribución normal en

el caso en que la función de enlace Il es de la forma (1.2) y en el Teorema 3.2 probamos

un resultado análogo para funciones de enlace II generales.

En la Sección si presentamos dos familias de funciones p y calculumos nnmericamente

la eficiencia asintótica del M-estimador para estas dos familias y para diversos valores del

parámetro. —

En la primera parte de la Sección 5 calculamos numericamente el sesgo asintótico del

procedimiento que proponemos y en la segunda parte comparamos los valores asintóticos

obtenidos con los correspondientes al estimador propuesto por Kiinsch, Stefnnski y Carroll

(1987).

En la Sección 6 se presenta un estimador inicial para el cómputo del M-estimudor que

minimiza (1.7) y se ilustra el comportamiento del. estimador con dos ejemplos de datos

reales.



En la Sección 7 se extienden los M-est-imadores al modelo de regresión mult-inomial.

Se prueba la consistencia en el sentido (le Fisher del estimador, se calcula su matriz de

comrianza Mintótica y se ejemplificael comportamiento del estimador extendido por medio

de ejemplos simulados y reales.



2. CONSISTENCIA

En ln.presente sección demostmremos ln consistencia en el sentido de Fisher de los

M-estiinudores definidos por (1.7) y ln consistencia fuerte de los mismos.

Se harán las siguientes hipótesis sobre p

Al. p(t) es acotado. con derivada acotado th en [0. ac). Notaremos K = Bup,p(t) y

L = sup, Mi)

A2. 0,5102 0 y existe c > —[11%tal que ¿'(t) > 0 para todo 0 < t < c

A3. p(o) = o

A1 y A2 aseguran que las funciones y"utilizadas son redescendientes y que si se anulan

a partir de algún punto, éste debe ser lo suficientemente grande como para que nl acotar

(- ln p) ¡mediante p cn (1.7), el h'I-estinmdor een consistente en el sentido de Fisher (ver

Lema 2.1).

Ejemplos.

En las.secciones siguientes se considerarán dos familias de funciones p que satisfacen

Al a A3. Estas son

t-(t’/2c) siogi <c
pc“) = .

c/2 srt 2 c

p;= T BitZ0
donde c y A son constantes positivas. Es claro que cuando c tiende a oc ln. función pg

converge a la identidad y que lo mismo ocurre con p; cuando Atiende n 0. Por lo tanto. bajo

estas condiciones los M-estimadores correspondientes convergen al estimador de máxima

verosimilitud.

Serán necesarias las siguientes hipótesis sobre II:

Bl. ¡{(t) es una función estrictmnente creciente.

B2. lim¡_.oo HU) = l.

B3. lim,_._c.o HU) = 0.



B4. ll(t) es continua.

3-5. ll(l) es dos veces (liferenciable.

En esta sección se supondrá que H satisface las hipótesis Bl a B4.

Ejemplos.

Las funciones logistica y probil de la sección anterior son ejemplos de funciones de

enlace que satisfacen el conjunto B de hipótesis.

Para simplificar la notación, se definirá para y E [0. l]. x G EE", E ER"

2

¿(5:13) = Ey,- p(—1n(H,-(x'gm+ Gua-«x2», (2.1)¡:l

donde Y]; H,- y G fueron definidas en la Sección 1.

La proposición 2.1 probará la consistencia en sentido (le Fisher del estimador definido

por (1.7). Se probará primero el siguiente lema.

LEMA2.1. Sen Y unn variable Bernoulli tal que P(Y = 1) = pu. luego

LleI’) = Ep.,(Yp(—ln p) + GlP)+(1 - Y) p(-ln(l -p))+ G(1 —p)) (2-2)

. , . f .
tiene LI" UNICO"HDIIHO en p = po.

DEMOS’I‘RACIÓN:

Es suficiente mostrar que

0 |M < 0 paralodo p < po (2.3)
P

y

8L . . .M > o para.todo p > po. (2.4)
8p

Dado que

¿(1)o.p)=pop(-lnp)+ Gm + (1 —po)p(-ln(l - p)) + G'(1- p).
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se tiene que

¿7L(po,p)_ po 1 “P0 - _ _ - _
8—p _ —ïn,(-lnp) + v,(-lnp)+ l_ p {IN-¡“(1 13)) ‘r( ¡“(1 1’”

= (p —pnu'l'rh‘“ + '-"<""<‘- 1’”). (2.5)
p 1 - P

Como por A2 existe c > —In :Ï;tal que y’les estrictamente positiva si 0 < t < c. entonces.

) ¿'(— ln p) ee positivo o rb(—ln(l —p)) lo es. En consecuencia.

l u'(-lnp) + u'(-|n(1-P)) > 0
p 1 - p

i y de (2.5) se obtiene que el signo de C7L(po,p)/8p depende solamente de la diferencia

I (p —pu), verificándose (2.3) y (2.4).
PROPOSICIÓN2.1. Sea p una función satisfaciendo AI a A3. Si para todo g G 3?”,g ;É O.

se cumple que P(X'g = 0) < l. entonces para todo e 31‘", 96á”

Eguwuíxngon < E¿o(¿>(r.x.gn.

DEMOSTRAClÓN:

Tomando esperanza condicional con respecto a.X, es inmediato que

Eiowuzqu)

= E(H(x'go)n(—¡“(mx'gm + (1 —11(X'go))p(—¡nu —mx'gm

+ G’(H(X'É))+ (:(1- 11(x'gm i

= E(L(H(x'gn),Iitx'gn).

donde L fue definida en (2.2). Por el Lema 2.1. se tiene que L(H(X'Éol, HOCÉJ) alcanza su

mínimo en INK?) = HOUÉÚ)y dado que H ee estrictamente creciente, esto ee equivalente

a afirmar que L nlcnnzu el mr‘nimopara tal que X'fi = X'go.
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Dndo e 93°se define el conjunto AE = {x e ER": x'g = Por hipótesis

[’(.-i¡9)< l. Sea Px es ln función de distribución de X, entonces por el Lema 2.] se tiene

que

15,3(ó(Y,X.¿)')) =f L(H(X’¿'Z0').H(X'É0))dPx+Í L(H(X’¿)).H(X'Én)) dPx‘U A¿ A;

< La L(H(x'go),n(x'¿)) dPx +fAe L(H(X'¿),H(X’;_9)) dPx_ i

= Efio(ó(Y.X.fi)),

donde A; es el complemento (le -45, de donde se obtiene el resultado de la Proposición.

A continuación se estudiará la consistencia de los M-estimadores propuestos.

Sea. Z, = (X'l, '¡)', ....Z,, = (XL, Y,,)' una muestra de. vectores aleatorios en ÏRHI inde

pendientes e identicamente distribuidos tales que Z,- tiene distribución PZ = ny que

satisface

P(}’ = 1|x = x) = ¡{(1630).

Se supondrá. además

Cl. P(X'g= 0) = 0 pam todo g.

Se probará que la sucesión de M-estimadores É" basados en Z¡ , Z,l que se obtiene

de minimizar (1.7) convergee en caei todo punto.

La demostración de la consistencia del M-estimador sigue en lineas generales el Lema

l y el Teorema 1 de Huber (1967). La diferencia esencial radica. en que lu hipótesis A5 del

Lema. mencionado no se cumple en el presente caso. Por medio de esta hipótesis Huber

prueba. que. la sucesión de estimadores yace ultimamente en un compacto en casi todo

punto. Se probará esta propiedad en forma independiente en la Proposición 2.2 y a partir

de ella se podrá deducir la consistencia en el Teorema 2.1..

Los siguientes lemas prueban algunos resultados pmvios que serán necesarios.
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LEMA 2.2. Sen p una función que satisface las hipótesis Al a AJ. entonces ó(y.x.g)

definida en (2.1) cumple

i) ó(y,x,fi) > 0, para todo y G [0,1], x E ER"y G 3%"

ii) Existe ¡.1!> 0 tai que á(y,x. < A!

iii) ó(y, x, es continua en cada uno de sus argumentos.

DEMOSTRACIÓN:

i) Como por A2 y,"es una función no negativa, se tiene que si 0 < t < 1

r

GU) =/ y’»(—ln a)dao

también lo es.

Además, como por Al p es positiva, por lo menos alguno (le los términos que involucra

a p también lo es. con lo que queda demostrado i).

ii) Por A1 se verifica que G’(l) = tp(—ln ¿0da S L, luego

ó(y,x, 5 yK + (l —y)K +2G(l) 5 K + 2L

de nmnera que busto tomar M = K + 2L para que.se cumpla ii).

iii) ó(y, x, es continua por ser composición de funcionencontinuas.

LEMA2.3. Si p satisface AI a .43, entonces dado t E 329tal que = 1 Y '\ e se

E¿o(>‘llu;ao(i.X.M)) = E¿o(o(i,X./\t)) = ¿20(xllngoE(o(i.X.,\t)|X)).

DEMOSTRACIÓN:

Como por el Lema 2.2 ¿(Y,X,fi) es una función acotada y continua. el Teorema (le

Convergencia R'Iayornda.implica la tesis.

LEMA2.4. Sea X un vector aleatorio en ER?satisfaciendo la condición CI. Luego, dados

t E Eït‘qtal que = l. y 6 > 0, existen números positivos e y A tales que.

P(|X't| > e y < A) > 1—6.
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DF\|OS‘1'RACIÓN:Dado t G W. se define B,1 = {x : |x’t| > para", G No y

B r"-{x : Ix'tl > 0}. Como los conjuntos Bn forman una sucesión creciente de conjuntos

en 53" Lulque H“ Ï B y X satisface la condición C1. se tiene que

lim P(X E B") = P(X€ B) = l."-CO

Por lo tanto. dado 6 > 0 existe e > 0 tal que

. Ó

P(|X't| > e)> 1- 5

Por otra, parte, dado «9> Oexiste A > 0 tal que

6
<A)>l—

De (2.6) y (2.7) resulta la tesis del Lema, pues

P(IIX'tll>e y uxu<m=1—mux'tusc ó lellzm
. b“

21- PHIX’tIIs e)—P(|IX||2A)>1- 5 —
lOICr.

(2.6)

(2.7)

LEMA2.5. Sean t G 9?? ta] que = 1 y z\ G 3?. Si p cumple las hipótesis AI a A3 y X

es un vector aleatorio que cumple Cl, entonces

Y,X, — X. >Ü.
DEMOSTRACIÓN:

Por el Lema 2.3 se tiene que

Ep ( lim ó(Y,X. M)) = E( lim E(g’>(Y,X,,\t)|X))
—Í'J ,\-—.c\:, .\-OO

Por ot-ro lado, se obtiene que

¿"(Mi X,MIX) =

= 11(x'gn)p(—¡"(mr/un) + (1 —11(x'¿,))p(— ln(l —H(X'At))_)

+ G(H(X'At))+ au —mx'm)

= L(H(x'L_aD),Hux'm.

13



siendo L la función definida. en (2.2). El Lema 2.1 y ln hipótesis Bl implican que L alcanza

su único minimo en X'fin.

En virtud de B2, B3 y C1 se tiene que

1 si x'l: > 0

0 si x't < 0

con probabilidad uno. En consecuencia, como L es una función continua. por (2.3) y (2.4)

\lim [{(Ax't) = {

resulta que

lim E(ó(Y,X‘z\t)|X) = L(H(X'13 ), lim Ii(AX't))
A-voo ‘ —0' A-voo '

> L(H(X'Éo), INX'ÉOH = E(<;5(Y.X,ÉD)IX) (2.9)

con probabilidad uno. Finalmente, dudo que X cumple C-l, de (2.8) y (2.9) se tiene que

E'Én(l\lingoÓ(l",X.,\t)) > E(E(Ó(Y.X.¡_30)|X) = Efio(a(i',x,go))
f

como se queria probar.

Dados g 6 3T"y e > 0. definimos B(g,e) = G w : —_c¿||< e}.

LEMA 2.6. Sen X E El?”es un vector aleatorio que cumple la condición CI. Si p es una

función que satisface las hipótesis Al n A3, entonces

lim E( inf ¿(li X,_¡3)—ó(l'. X‘ = 0.
(-‘0 ¿68(QIQI _

DEMOSTRACIÓN:

Por ser 95unn función positiva cumple que

o s ¿(Kano —9 int young) s ¿(32:22) < M_E 34.2,!

siendo ¿'lí ln.constante del Lema 2.2 parte ii). Dado que ó es unn función continua de sus

argumentos. el Lema se obtiene aplicando el Teonema (le Convergencia Mayorada.

LEMA 2.7. Sea p unn función que cumple las condiciones AI a A3 y X € 3?" un vector

aleatorio que satisface la hipótesis CI. Dado t: e El?”t-nlque. = l . existe e > 0 tal que :

EÉÜ(lur_1’L2f.Ebn(l;c)o(l,X.As))> E¿o(ó(l,X.g0)).
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DEMOS’I'RACIÓN:

Sen.t e 33"ml que = l. Dudo 6 > O, por el Lema 2.4. existen e > 0 y A > 0 tales

que

P(|X't| > e y “x” < A) > 1 —a.

y sea

o, = {x : ¡x'q > e y ||x|l < A}.

Tomando n = 6/211, se verá que si x G C5 y s e B(t,1)) se cumple que

sg(x't) = ag(x's) y Ix'sl > c/2 (2.10)

donde con sg(r) notamos el signo de r.

Si x G C'ó y s G 30,17) entonces

e
Ix't —x's| 5 ||x||||t - s|| < Av)< A——- 6/2.2.-1 ’

Por lo tanto

x't —6/2 < x's < x't + 6/2

y queda demostrado (2.10).

En virtud (le que “mi-” ó(y,x, At) sólo depende del signo de x't, dado x G C5 por

(2.10) resuan que

limiul' inf é(i’,x,,\s) = lim é(Y,X,,\t). (2.11)
Á—0K>5630"") .\—oo

Como Ó es unn función positiva. utilizando la igualdad (2.11) se deduce que

52.,0'1121‘«31%,,»°“ ’x' "5” =

=/ liminf inf ó(}',X,/\s) dny+f Iiminf inf ¿(MIL/Ms)dny(v4 Bltny) (v: .\—-oo 5680.17).\—oo se

2/ limiuf inf 45(Y,X,r\s)dny :f lim ó(Y.X.At) dny (2.12)(v6 ,—-oc ¡EHHJÚ ' C6 .\—-oo .
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Tomando 6 < D/flf. donde M es la constante del Lema 2.2 y

D = Ei,_n(li1n,\_.ooó(Y,X.,\t)) —E¿0(ó(}',x,üo)) > 0 por el Lema 2.5. usando que Q5es

positiva se obtiene que

Ed Iim ó('l".x.z\t))=f lim ó(Y.X.At) der +f lím ¿JUZX‘AUdny

5/ limótY.X.At)) dny +111] dny
Ca .X-vDO (v:

SÍ xlim05(Y.X‘At) dny +516Cad . “DO

<f \lim a3(Y.X.At) ¿Rh- + D (2.13)C5 ' ‘60

De (2.13) resulta que

E¿)(gb(}’.Xt,-’30))< f xlim ótY.X.At) dny (2.14)—' Ca . —-oo

Finalmente. de (2.12) y (2.14) se tiene que

E3 (liminf inf ¿(H X.As)) > Ep (¿(Y. X430”
'-‘J ,\—oo 9680,") "0

l
COHIOse quema probar.

PROPOSICIÓN2.2. Si se cumplen ¡as hipótesis AI a A3 y C1. la sucesión de estímudores

ii" que se obtiene de ¡minimizar(1.7) yace ultimamente en un compacto en casi todo punto.

DEMOSTMCIÓN:

Sea. S = {t e Üïq : = 1}. Dado t G S, por el Lema 2.7 y el Teorema de

Convergencia ñ'layoradn. existen números positivos 6,. 1;,y 5V, tales que

E¿o('\1>r¿¿”6¿r(1¿dou.x. As)) > E,3_o(o(}.X.fiD))+3m.

La Ley (le los Grandes Números implica que existe m tal que si n 2 "g. entonces

ll
_ . 1 " , 1. .

¡nf ¡nf —;ÓH‘¡.X¡./\s)2;z ¡nf.\>.-U.geB(|_¿,)n ‘ r )d)()'¡.X¡./\s)
n

\>M[ F€B(t.€'¡:I I

> E¿o(¿a(}'.x.fin)) +2y,,.
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cn cnsi todo punto.

Sean B(t¡. su) 1 S i í N un subcubrimiento finito del compacto S. Sean ¡1/! =

ninx(¿1Í1,....:ïíN). nf = max(n1, ....n,-v). e = min(e'1,...eN) y 1)= min(1)¡.....v)¡v).Luego, si

n 2 n:

inf inf l Ïó(i'}.X,-.,\s) > E5 (ó(Y.X. .3 i) + 21) (2.15)
.\>M ses n ¡_1' —o '-°

en casi todo punto.

Por otro lado. por la Ley de los Grandes Números existe n; tal que si n 2 n;, entonces

l n . ' 7 _

¡260%th <Egeo .x‘gon+n (2.16)
en casi todo punto. En consecuencia tomando n' = mnx(nï, "3) y

C. = {g e 2h“!: Ilfill 5 M}, por (2.15) y (2.16) se obtiene

1 " I , ’ _ 1 n r

ZE‘PÜÜXhfio)<áïg:;;ó(i¡.xhái
en casi todo punto. Por lo tanto

A
o . a . v _P(3n .nZn d GC1)—1

y la proposición queda demostrada.

TEOREMA2.1. Si se satisfacen Al a A3 y Cl , entonces la sucesión de cstimadores ii“

que se obtiene de minimizar (1.7) convergea en casi todo punto.

DEMOSTRACIÓN:

En virtud (le la Proposición 2.2, existe un compacto C7tal que

P(3n*:n2n' ,3 €C)=l.

Sea U un entorno abierto de Dado que EÉOMÜ',X,É)) es unn función continua en ¿2.

ésta alcanzo en infimo en el compacto C' —U. Como por la Proposición 2.1, dado 96

EÉOMH'.X.fi)) < EMMY, X.g)), entonces existe 1)> 0 tal que

fielgfl,530W} .X.fil) = ¿2330 F3500 , Xfii) > Egfiflhkfl )) + 411- (2-17)
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El Lema 2.6 implica que dado Q_6 C - U existe a“ tal que

El; ( inf ¿(iixfln > 5.a (muxa) —n. (2.18)
-° ¿enigma - -<'

(2.17) y (2.18) implican que si g e C —U, entonces existe su tal que

Ex; ( inf )Ó(Y,X.fi)) > EÉÜMÜÍX '3 ))+377. (2.19)Lo ¿ein-¡{fio ’ ‘—|)

Dada In compncidml de C' —U, existen B(Q_1,s(.¡),. . ., B(g_,\n,ez“) que cubren a C —U.

Por ln.Ley de los Grandes Números para, casi todo punto se puede encontrar "j , j = 1....., ¿Y

(al que si n > n,
fl

-l-Z inf ó(Y.', X.',_5) > Ed (l inf al)", X._¡3)) —1). (2.20)
fl BEB(g¡.c.¡| _ "-0 ÉEB(QJ.€QI) -'¡:1

De (2.19) y (2.20) se deduce que si n > nj,j = 1. ..., N, entonces

1 7| 1 n
. f _ 1., h > _ . , ,ü h:

Emigr‘wanióu x É)_ lizaeaigimnou x a)

> EÉÜÉEBÍEÏJGNó(Y,X._¡:1))—1)> ELMUZX, + 27) (2.21)

en casi todo punto.

Por otro lado. usando lu Ley (le los Grandes Números con probabilidad 1 existe no tal

que n 2 no implica

. 1 n r 1 n f 7‘ l r . .

¡grí ¿(L-x“ g) 5 í ¿(h x¡.¿)) < LZWWO,xgnn + n, (2.22)_ t: ‘=

Si nf = math. nl. . . . , uN). de (2.21) y (2.22) se tiene

l H 1 'l‘ _ 'r'. .5 ' ’. .. - s' _ . 9°
¿Elg_1f_¿.";o>(1.,x..á)>E¿,(o().,X.,¿,)) + zu2 ¡Er gw..th + n (-.23)

. 7* _. . . r .

en casi todo punto. para todo n 2 nï. Luego. El“ é D para. n >_>n; unphcana que en cam

todo punto e (.7- U. es decir

l n _,\ l H

5 zouhxhgn) > .grí zo(}’¡.X.-.¿3_)+ u.¡:1 '- I=l

absurdo que.provmo de suponer que é (-3
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3. NORMALIDAD ASINTÓTICA

En esta sección se estudiará la distribución nsintótica del M-estimwdot pmpuesto. Se
u l c - , I . n

anallzaran dos casos. en el primero supondremos que H es la l'unuon loglehca, es decu'

exp(l)MFW
y en el segundo se considerarán funciones de enlace H más generales.

En esta sección se supondrá

C2. PfX'É: d) = 0. de ER.¿e 3?".

Se define el vector de dimensión q de derivadas parciales de dicon respecto a

a a. .
Wang) =r%¿—))'

y la matriz (le q x q de derivadas parciales segundas

0’ó(y.x.g)_ Hung)
ag? _ ag

J(y.x...-'_3) =

Por A5 u"será derivnble salvo a lo sumo en un número finito (le puntos. Podemos definir tj"

arbitrariamente en estos puntos para que esté definida por lo menos formalmente en todo

punto (aunque no Bea la. derimdn de los mismos) y analtambién J(y,x_.¿'Z)estará definida

formalmente en todo punto.

En esta sección se supondrá que la función de enlace H satisface las hipótmis BI n



3.1 Caso logistica.

Se harán las siguientes hipótesis sobre 1,":

A4. ¡H- lnp) es una función lipschitziana de p G (0. 1) de constrmte K".

A5. u“tiene derivada ej", salvo a lo sumo en un conjunto finito de puntos q, l S i _<_k

y ü" es ucotmln y continua en [0.q), (t‘;,c;+¡), l 5 i < k y (chao).

Ejemplos.

Las familias pc y pl". /\ Z l definidas en la sección anterior satisfacen A4 y A5. En

el cnso de pc, se tiene que k = 1 pues c es el único punto donde p no es derivabie. mientras

que la derivada (le p; existe en todo punto.

Los resultados obtenidos sobre la distribución nsintótien se hallan en el Teorema, 3.].

Será necesario probar previamente los siguientes resultados.

LEMA 3.1. Si c'-sntisfnce AJ, entonces

qtym) = (p - y)[t"’t—ln 1))(1- p) + u>(- |n(l - php] (3-1)

definida para y, p E (0, l) es Iipschitziana de p independiente de y.

DEMOSTRACIÓN:

Se quiem mostrar que existe una constante ¿”q tal que

lqtym) - qty.p')| < MqIP-P'l si m)‘ e (0. 1). (3-2)

Se tiene que

Iqtym)- qty,p’)| S

S Iytl —P)u"(—lnp) - y(1-1)')v>(-lnp‘)|

+ lptl-1))'¿'(-lnp)-P'(1-P')wt-lup')l

+|y1m"(-ln(1-p))— yp‘H- lntl - p'UI

+ lp’oá-(—Inn —p)) - (1)‘)2v.1"(-|n(l —p'n| (3.3)
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En lo que sigue se acoítm cndn uno (le los términos que figura en el miembro derecho de

(3.3).

Como ¡M—lnp) es lipschitziana de constante 1x". entonces

ILH- lnp) - E’(—!!!p.)l 5 Ií'Lv —p"!. (3.4)

i)Sumando y restanclo y(l —p')t;"(—lnp) resulta

|y(1- p)v‘=(-—luv) - y(l -I)')L”(-1"I")l S

S lylll —p’|l¿'(- lnp) - t-¡’(—l|lI-’.H+|¿'(—lllp)“y“(l-1))-(1‘P')¡

SK'Ip-P‘I+L|v-v'l=(K’+L)|p-p‘l (3.5)

donde L es la constante (le Al.

ii) Sumando y [estando p’(] —p')t;"(-—ln p) se obtiene que

|P(1 - P)Uï‘(-ln?) - p'tl —P' )¿'(- lnp'H S

S |P(l -1))¿'(-|np) -p'(1 —1)')t'>(—|np)|

+ |p’(l - ¡I'M-luv) —1)’(1-v’)u‘>(-|np')|

S l¿'(- lnp)llp —192-p‘ + (P'VI + |P'(1 —pWIIIM-lnp) —w(-ln1>')|

S ¿(Ip‘ -pl + Hp")2- pzl)+1/4K'Ip - P'I

= ¿(lp - p'l + |p - P'IIP+p°|) + 1/4K'Ip —p‘l

S (3L+K'/4)|P-P'I (3.6)

donde l.-es la constante de A1.



iii) Dado que S l, sumando y restando 1)'t_.l'r(—ln(l —p)) se obtiene que

lypu'r(-|n(1-p)) - yp'tí'(—ln(1- P'))l S

5 Iptj)(—ln(l —p)) -p'1_[»(—ln(1 —pnl

+ Ip'u'!(—|n(l.-—p))—p'tp(—ln(1-p'))|

S I'M- ¡n(1- PHHP- P'I + IP'HM- l"(l - Pl) - ú’(-1n(l- P‘))|

S Llp —p'] + K'Ip —p'I = (L + I\")|p —p'l (3.7)

iv)Nuevamenle sumando y restmulo conwenientmicnte se tiene que

|1)2u"(—ln(l —11)) —(p’)21_[r(—|n(l —p’))| 5

S |p21í=(-|n(.1-PD - (p‘)2Ií=(-ln(l - pHI+ ¡(1"W'í- ln“ - P3)- (P')21¡=(-1"(1- p'Hl

= |u’=(-ln(l-IJ))IIP2- (p')2| + Ip‘|’|¿'(- ln(1 -p)) - IM- ¡"(1 - P'Hl

S le —p'llp +1)'|+ K’lp - p’l S (2L + K’Hp - p‘l (3-8)

De (3.5). (3.6), (3.7) y (3.8) se obtiene que

Mim!) - q(y.p‘)| í (2(L+ ÍC') + (3L + Í\"/4l + (2L + K'MIP-1)'|,

(le maneta que hasta LomnrM, = °( L+ K' )+ (3L + K'/4) + (2L + K‘) para que se.cumpla

(3.2).

PROPOSICIÓN3.1. Si X E 3?" es un vector aleatorio que cumple Ia condición C2, entonces

E3 (J(Y.X,;’3 H es una matriz ini'ertíble.
-_o —0

DEMOSTRMJÓN:

Sen.

v _ r I
u _ E¿’(J(ï,x,_qn)). (3.9)

'I‘onmnrloespernnzu condicional se tiene que

2.-}= E(,\’.-X¡H(X’¡_3¿))(1—11(x'gonuwmx'gom,
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donde

'4'(1))=u"(-lnp)(1- P)+ ¿'(-|n(l - 10))1)> 0, p E (0,1)

Se define T = (Th ....Tq) por

= .\'.-[H(X’,_Z")(l—¡{(x'gn'mwmx‘gflpp“.

Luego. se tiene que

2,; = ¿“(72'13)

Se pmbará que E es no singular. con lo que quedará. demostrada la tesis.

Dudo l E r'R".l 7': 0. se tiene

q 9

E((l'T)2)= 22145531213) = 1'21> 0
i=1j=l

n menos que P(l'T = 0) = 1..

Dado que p(1 —p)W(p) > 0 si O< p < l y X cumple ln hipótesis C2, se verifica que

P(I'T = 0) = P(I’X[H(X'L30)(l—[{(X'ÉÜHIW[{(X’Énml/‘l:0): P(I'X = O)= 0

En consecuencia, S es definida positiva. con lo que la proposición queda demostrada.

TEOREMA 3.1. S'upóngase que se verifican las condiciones AI a .45 y son X un vector

aleatorio en SR”tai que E(||X|I3) < oo y satisface C2. Si es una sucesión de estimadores

definidos por la minimización de (1.7), entonces x/Ñg“ — converge en distribución n

un vector normal multidimensionalcon media 0 y matriz de comrianza C'( dada por

(11'20)= E(J(Y. X.¡20))"E(\F(Y. X.ÉO)W(Y,X.¡20)')(E(J(Y. X.,’_30))’¡)'.

DEMOSTRMJÓN:

Sean Mg) = E(‘II(Y,X,É)) = E(Xq(Y, [{(X'ÉD). Siendo q(y.p) la función definida

en (3.1) y

¿'(y‘X.i_3.d)= B“P ||W(y.x.fi)-‘F(y.x.z)ll
"L-EIIS"
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De acuerdo con el Teorema 3 de Huber (1967) y su Corolario. es suficiente probar que

existen números positivos a, b, c, do tales que

(í) UME)" 2 GIIÉ- ¿20Hsi ¡Ig -ÉD|| S do

(ii) E(U(Y,X,g_, (1))S b.d

(iii) E((..-’?(Y,X,É,d)) 5 (1d

y que E(J(Y,X.g0)) es no singular.

Se comenzaráprobandoque M] es diferencialfleen = y que

ama)—-—.— = El»)
8,2 3:3 4

-— —o

,ÉÜD = E. (3.10)

Por el Lema 3.1 existe .Mqtal que para todo y

|q(y.P)-q(y,P’)l < Mqlp-p'l- (3.11)

Si ny es la distribución conjunta del vector aleatorio (XY). se tiene que

¿Lx-(g)_ “m ,\.-(g+e¡h) —Mg)
8,3,- h-U h

.H x' ¡3+e-h — ,H ¡('13 . _

= ¡im[film ( (._ J ))) q(y ( ._))l CIP”. (3.12)7.-.0 h

donde con el“ . .._eq notamos la base canónica de 3?". Dado que con probabilidad l el

integrando de (312) converge a Ü‘I’¡(y,x,fi)/Üjïj, y q(y.p) es lipschitziana en p y H es

lipschitziana de constante 1 y E(||X|I2) < oo. el Teorema de. Convergencia. Dominada.

implica que

ÜMÉ) . [<1(y.¡{(115 + ejhm - q(y, ¡{(X'fim'—. = hm¡Ei clnyh-O h

Por lo tanto existen las derivadas pamiales en un entorno de En

Parademostrarladil'erenciabilidadde ) en = go, es suficiente ver que (‘7A¡(_._'Z)/t9j3¡
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es continuaen g = Se tieneque

0,3,

= f ria-¡{miga —Hu'gnw- ln(H(x'¿)))(l—mx'gn
+ m- Inu - H(x’g)))H(x'g)1+(H(x'¿)—¡"H-¿"(-InUnx'gnm - mx'gn’

- w(—ln("(x'fi)))H(x'g)(1 —¡{(x'án + é-’(- ln(1- ¡{(x’fiwlflx’fin?

+ n.'1'(-|n(l- mx'gnmix'gm —mx'gnl} ¿Pm

_ f awiiMLÉ)
(1P v. ¡3.13

¿mi X) ( )

En virtud de [ns hipótesis Al, A5 ,B’e y C2, el factor entre llaves de (3.13) es neouulo y

continuo en casi todo punto. Aplicando el Teorenm (le Convergencia Dominada se deduce

que ¿Mmm/05,. es continua en Por lo tanto se puede intercambiar la diferenciación

con la integración. con lo qne queda demosiradu la igualdad (3.10).

La diferenciabilidnd(leAimplicaque MME)— — = o(||é — Comopor

la Proposición 3.1 2 es invertible. se obtiene que

IIMgHI 2 ¡mi - go)" —otllá - 134,")2 IIS“ ll" "(e —go)" —o(l|.'1—20H). (3.14)

donde. con IIAIIse nota el módqu del máximo autovalor (le .»le 3?”?

Por otm parte, existedo > 0 ml que si — < doentonces

. l _ _ .
0(|IÉ- En”) < SHE lÍI [Ilá- ágil- (3.10.)

Tomando a = %|IE"II’1, de (3.14) y (3.15) se obtiene i). ya que

UME)"2 1/2IIB“I|“II2- fio" = "-IIE- EDIL

Para demostrar ii) y iii) se ucotnrá U(Y,X, g, d).
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De acuerdo con (3.11) se tiene que

Utngd): sup leqt'yJflI'ÉD-I<I(y,H(x’1))l|
IIL-állsd

S sup MqIIXIIIIH(X'fi.)- H(I'T_)||
llL-EllSd

Dado que H(t) también es lipschitziana. en t de constante l se verifica

(¡(y. 13,11) 5 Mq||x||2cl. (3.16)

Eligiendo b = E(¡1Í,||X||?), se obtiene ii).

Finalmente. como IHI < 1

U(y,x,g,d) s sup llxlqulHu'fi)—H(x'1)l52Mq||x|| (3.17)
llL-fillsd

Tomando c = "(Mq)7E(IIXI|3) de. (3.16) y (3.17) resulta iii), ya que.

garza; XM» s 2M9E(IIXII”)d

Observaciónz.

Si ¡,11es una. función derivable en todo punt-o, entonces se puede relajar la hipótesis C2,

ya que en este caso el integrando de (3.12) cotwerge en todo punto.



3.2 Caso H general.

En esta sección se demostrará. la normalidad Mintóticu del Ett-estimador propuesta

para el caso en que ll es una función de enlace general. El resultado. cuya demostración

es análoga, a la del caso I. se encuentra en el Teorema, 3.2.

Se necesitarán las siguientes hipótesis sobre H y y’l

D]. H'(t) está acotado. por una constante CH: y es una función lipschitziana de

constante ¿”un

D2. ¡,4'es una función derivable salvo en un número finito (le puntos q. 1 5 i 5 k, con

derivado 11'"continua en [0, cl ).(c.-,c.-+¡ ),í 5 í < k y (ch, ac).

D3.t_b(—In p)/p es una función acotada y lipschitziana. Se llamará Cut,a la constante

que acota a ú(—ln p)/p y :‘lw a la constante de Lipschitz.

D-t. Sea

, ., _ l, . _ t;"(—lnH(z)) '¿’(—In(1—H(:)))
1(y.;)— H (..>(H(.) v)[ HM + 1_ HM 1

definida para y G (0,1). z E ÏR‘entonces E(||XI|2I0¡'(y‘ :)/(‘)z|;=x/¿|) < oo.

Ejemplos.

Si se toma HU) = (Mi). donde con ‘Dse nota la función de distribución normal

standard y p perteneciente a lu.familia pc de la sección anterior. se satisfacen las condiciones

D1, l)2._ D3 y D-t.

Serán necesarios los siguientes resultados previos.

LEMA3.2. Bajo la hipótesis DLH'(:)H(:) es una función Iipschitziana.
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DEMOSTRACIÓN:

Se tiene que

|H'(z_)H(:)—H'(:‘)H(:')| 5

5 |H'(:)H(:) —H'(z’)II(z)| + III'(2')H(2) —H'(:‘)H(:')|

S|H(1)IIH'(=)- H'(z')l + IH'(2')IIH(=)- H(=')|

Como H' está ucotndn, H es lipschitziana con constante que se denominará MH. Luego.

(Imloque H está ncotndn por l, H' por C I y ambas son lipschitzianns se obtiene que

—H'(Z.)H(Z.)| _<_(111":+C'HIÁÍHH:—Z‘I,

de manera que basta tomar constante de Lipschitz M,” = JV”: + CH:MH para. probar

el Lenin.

LEMA 3.3. Si se satisfacen las hipótesbs DI a D3, entonces r(y.z) es una función lips

chitzínna en z independiente de y.

DEMOSTRAClÓ-N:

Se quiere probar que existe 2V, tal que

|r(y,z)—r(y,3‘)| (ALL-HI 1,2' 63? (3.18)
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Como

Irtyw’)- r(y,2’)l = (3.19)

= umuma - MPH-¿“(fm + ¿'(’1"‘_“H’(g"))1

—H'(=')(H(z‘) —film-¡3232" D Mïlnílflíï: n}!

s IH'(z)(H(z)—ylllflmïïju) —¿(123;qu

+ |n'(z)(n(=)—ylllM-ÏLÜÁÏÚ) - ¿“Elba 55;”):

I'M-fi:.—f{g"”nH'(zxmz) —y) —H'u‘umz') —yn

+IWIWMWL’) —y)—manana) —y)|
Dado que |H'(:)(H(:) —y)| S 2|H'(:)| 5 2 'HI. llamando ("V a la cota de ¡j’(—-lnp)/p.

(3.19) se acotn por

4C7H:¡1Í.,-.|If(z)—H(:')I + 2C.¡.|H'(2)H(:) —H'(:')H(:')I + 2Cw|IÍ'(z) —H'(z')| (3.20)

Por D1 H tiene derivado. ncotada, luego es lipschitziana con constante que se denominará

MH y en consecuencia Bepuede acotar (3.20) por

[4034!" 1V”.+ 2C'wflfyry + 2Cv.:l’1¡p”: —z'l.

Finalmente. lomnndo 1'”, = 4CHIMHAÍV. + QCV'J‘JHII]+ 2(.".¡,M”: se cumple (3.18).

TEOREMA3.2. Supóngnse que se cumplen las hipótesis Al a A4, C2, D1 a D4. Sea X un

vector aleatorio en ÍR"tal que E(||X||”). Snpóngase además que

í) ¿7r(y,z)/Ü: es continua salvo en aquellos puntos donde 1!"no exist-e.

íí) EÉÜ(J(Y.X,fio)) es no singular. '

Luego. si es una sucesión de estímadores definidos como aquel valor de que

minimiza (L7). entonces JNE“ —— converge en distribución a un vector normal multi

dimensional con medía Oy matriz de comrianzn C'(;‘_30)dada por

C1112“):E(.I(Y.X.fiol)—lEl\I’(Y.X.fi0)‘l’(l', X.fi(,)')lE(.Ï(l". X.g0))_¡)'.
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DEMOSTRACIÓN:

Sean Mg) y U(y, x._¡_3,d)definidas como en el Teorema 3.1. En este caso se verifica

que Mg) = E('II(Y. = E(Xr(Y,X'fi)), siendor(y,:) la'funcióndefinidaen D4.

Nuevamente, de acuerdo con el Teorema 3 de Huber (1967) y BuCorolnrio. basta probar

qne existen números positivos a, b, c, do tales que

(i) una)” 2 ana- ¿II si ug —gon s do

(ii) E(U(Y,X,É,d)) 5 b.d

(iii) E(l.=’2(i', X, É, (1)) 5 c.d

y que E(J(Y, X.go)) es no singular.

Severáque) esdiferenciableen = y que

mi) _E “xa _v 321)
0g 3“)- ÉL)((' ‘-_o”"" ('.

L-Ln

Por el Lema 3.2 existe .M, tal que

Iv'(y,z) - r(y. 2’)! < Mrlz —z'l (3.22)

Si PXy es la.distrubución conjunta del vector aleatorio (XY), se tiene que

ama) _ l. Manila —mg)__fi
lm

013" h-oO ','3 —','.¡3 .
= ¡im/tilda x (._+e¡ l)) 1(y X._)l¿ny (3.23)h—.o h

donde con el, . . . . eq se nota la base canónica de SR".Dado que r(y, z) es lipschitz-iana de

z, se tiene que

. ' ¡3 -h — , "la“ x +elh’)r‘yx S _ SM'|rí”:j|.
Dado que con probabilidad l el integrando de (3.23) converge a Bin-(mx, ¿”0,1%, el Teo

rema de Convergencia Dominada. implica que

Mié) f r W H(X’(á+e¡h)n- mmx'ám-.— = im .13; ¿pxy
0,6," h—o0 h
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Por lo t-nnto. se puede intercambiar la diferenciación con la integración y de esta manera

queda demostrada la igualdad (3.21).

Parademostrarladiferenciabilidadde) en = essuficienteverque8A;(/83,

es continua en {3= Se tiene que

Ü,\¡(É) (9r(y,x'á)
0,8] —/c,m¡—ï——dpxy3

Como 8r(y, z)/Ú:|,=x:¿ ee continua en casi todo punto por C2,D2 y BI a B5 y además

por D4 EUIXIIQIÜrU',X'fiyós)“ < oo, aplicando el Teorema de Convergencia Dominada.

se.deduce que ¿7,\¡(__¡Z)/fij3¡es continua en

ComoladiferenciabilidaddeAimplicaque — — = — ypor
ln hipótesis ii) E es invertible. resulta que

una)" 2 uma- fio)" —ofllá —20") 2 IIE"II"IIU_3- ¿30m—aun - ¿ur (3.24)

donde como en el Teorema 3.1 con IIAIIse nota la norma del máximo autovnlor (le .4.e 3M“.

Por otra parte, existe {lo> 0 tal que si — < (lo,entonces

l _ _ .
(’(ilá- En“) < 5“: lIl ‘IIÉ- ÉDH- (3-15)

Si se elige a = %|IE"|I’1 de (3.24) y (3.25) usando que

"MQHIZ1/2IIE"|I"II(fi-fioill= allá - En“

resulta i).

Se ucotnrán (’(i'. X,j_3,r1)para probar ii) y iii).

Dado que r(y. z) es lipschitziana en : de constante ¡U,.se tiene que

"temía: 5"!) llxr(y-X'I3)-xr(y.x'1)ll
_ IIL-¿ZIISI' —

5 sup ¡i[,||x||||x'ü - x'r)” 5 M,d||JIr||2 (3.26)
¡IL-¿IIS? _ —
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Eligiendo b = E(¡’|Í,|IX||2), se obtiene ii).

Por otra parte, por las hipótesis B’s, D1 y D3 |r(y, 2)] está acotada y a al correspon

diente cota se la llamará Cr. Luego! se tiene que

l-’(y-X,É_'d)=sup lefly-I'fi-XrlyJ'üll52||X|IsuP|"(y,z)lSïllxllCr (3-27)
¡IL-¿“Sd z

De (3.26) y (3.27) resulta que

(U(y._x._¿(1) )2 5 2..V,C,dux||3.

de manera. que hasta tomar c = 251,63 EUIXIP) para. obtener iii)

Observaciónz. (.‘omo en el Teorema 3.1 cabe observar que si qíres continua, se puede

relajar hipótesis C2. ya que en este caso el integrando de(3.23) converge en todo punto.



4. EFlClENClA: RESULTADOS NUMÉRICOS

En esta sección se calcula numericnmente la eficiencia nsintóticn del M-estimudor

cuando p pertenece a las familias

f- (t7/2c) si o g i < c
Pc“) ={ . I .c/Z sHZc (4.1)

Observación.
o . . f .

Cuando A = l ó 2 p} da orlgen a un estunador equwnlenle al de cuadrados lllllllïllOB.

es decir nl estimador que se obtiene de minimizar

1 fl
- .r. _ g -- 2

; 20. ¡imán|=

l)B.\iOSTR.-\ClÓN:

Si ,\ = 1, se tiene que

pfll) = l —c:p(—t). ¿{(13)= e::I-p(—t),

(le manera que

' l' n 2 ' 0' I "I I:

Infim¡ZZÜ'ü-pd- ln ¡GDL-2))+ (_1(H¡(X¡á))]- ¡:1j:l
- l n r o I I

manu3 ¡guipu- InHDL-2))+ Gtmxign

+ (1 —Y.-)p;(—ln(1 - ¡“Ki-¿"III + Gu —¡mii-2))!

= "Enigm- —2y.‘H(XÉÉ)+ (11(xggn’ + á] (4.3)

Como y.-= 1 ó 0. (-1.3) equivale a

. 1 " , H l I l

"guían?_2}¡ÍÍ(X¡É))+(H(X¡É))2+5].
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que es equivulente n.
l 'fl

min — Y- - H Xlíï 2.g-" ¡ (
como se queria probar.

Cuando ,\ = 2 la demostración es análoga.

Es interesante observar que en el modelo de regresión binomial el estimador (le minimos

cuadrados da origen n un estimador robusto, n diferencia de lo que ocurre en el modelo

de regresión normal. Esto se debe a que bajo el modelo que estudiamos los residuos

(y —H (x'fi” permanecen acotados, mientras que en el modelo de regresión normal esto

no sucede. 

El cómputo de la eficiencia asintótica se realizó considerando que H es la función

logistica y que X tiene distribución normal rnult-ivariada de medio. 0. Dudo que el M

estimador es afin invarianle, se puede suponer que X es qu. I). Como en este caso la

distribuciónde X'áo depende solamentede se puede suponer que ¡30;= 0,í Z 2.

Los valores de [3mfueron elegidos de manera tal que

Punx'g) > 0.95ó 11(x'¿)< 0.05)= u'

para distintos valores de 0'.

La Tabla l muestra. los valores de ¡3mobtenidos para los distintos valores de a fijados.
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Tabla 1

0.10 1.795

0.20 2.300

0.50 4.394

La constante c de la familia pc fue elegida como c ==—lnp” para p" = 0.025, 0.05, 0.10,

0.15 y en el caso de la familia p; se tomó /\ = 1 y 1.5. Si bien otros valores de A_fueron

considerados sólo se presentan los resultados que corresponden a A = 1 y /\ = 1.5, ya que

otros valores dan resultados similares o poco interesantes desde el punto de vista de la

robustez.

El estimador de máxima verosimilitud (le en el caso en que H es la función logistica.

es asintoticamente normal con matriz de covurianza.(lada por

“¿J = E¿(H(X'ÉO)(1 - H(X'¿9_0))XX')"1.

La eficiencia se definió componente a componente como el cociente entre las varianzas

usintóticas del estimador (le máxima verosimilitud y la,del M-estimador, es decir

e'o—M
¡J CHI-[349;],

dondeC es la matriz dada por el Teorema3.1.
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Bajo lus hipótesis consideradas todas las componentes diferentes de la primera tienen

ln misma eficiencia.

La Tabla 2 muestra las eficiencins de lu. primera. y segunda componentes de los M

est-imadores para la familia pc y ln.Tabla. 3 muestra las correspondientes a ln familia px.

Se observa que la eficiencia nsintótice del lll-estimador disminuye cuando a crece. Esto es

esperable ya que cuando a crece la probabilidad de que H(X'éo) ó l —H(X' go) tomen

valores cercanos n n.1 ó 0 crece y a la vez, el M-esl-imador da menos peso que el estimador

de máxima verosimilitud a las observaciones con probabilidad de éxito pequeña. Esta

pérdida de eficiencia disminuye cuando p' y A decrecen dado que aumenta. el peso de las

observaciones con probabilidad de éxito pequeña.
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Tabla 2. Eficiencias Asint-óticas del M-estimadog con p_ mp.

0.025 0.05 0.10 0.15

¡3m effil efg; effil 91.32 (¿[11 eta; effi, ¿32

1.314 0.918 0.977 0.853 0.961 0.745 0.925 0.688 0.892

1.502 0.888 0.970 0.808 0.949 0.693 0.907 0.643 0.71

1.795 0.841 0.958 0.746 0.931 0.628 0.382 0.587 0.844

2.300 0.770 0.941 0.661 0.906 0.550 0.850 0.522 0.810

4.394 0.622 0.901 0.513 0.856 0.423 0.792 0.414 0.753



Tabla 3 Eficiencias asintóticas del M-estimador con p;

{31 91'31 eta, eii ¿.32

1.314 0.8.66 0.951 0.846 0.943

1.502 0.836 0.940 0.813 0.930

1.795 0.793 0.924 0.767 0.913

2.300 0.733 0.902 0.704 0.889

4.394 0.613 0.860 0.581 0.844
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5. CALCULO DE- LOS VALORES ASINTÓTlCOS BAJO CONTAMINACIONES

5.1. Sesgos asintóticos.

En esta sección se estudia la sensibilidad de los M-estimndores propuestos cuando la

distribución de las observaciones presenta contaminación .

Sea P0 = Pg“ la distribución verdadera de (XJ') y sea Pf la distribución

Pe =(1 —€)Po+€6,_v (5.1.)

donde con 6,, ee nota la distribución de la masa puntual en (1',y).

Se estudiará lu sensibilidad del M-estimudor analizando cómo varian los valores asintó

ticos del estimador suponiendo que la distribución subyacente es P,. El caso limite, cuando

e tiende a 0, corresponde al análisis basado en la curva (le influencia introducida por

Hampel. Sin embargo, analizando el caso en que la contaminación de tamaño e es positiva

da. una. evaluación más realista (le la robustez del estimador.

Se considerará el caso en que q = 1. X tiene distribución N(0, l). II es la función

logistica, Hg= 9.300 y {30= 4.394 (que corresponden a o: = 0.20 y (y = 0.50 respectivamente

(le la 'l‘obla l de la sección anterior). Se consideraron los valores ¡JUusados en la Tabla 1.

pero sólo presentamos estos 2 casos. ya que representan el comportamiento del estimador

para los otros valores del parámetro verdadero.

El siguiente lema será útil para limitar el tipo de contaminaciones que se estudiarán.

LEMA5.1. Si P: = (l —t‘)Po+ 66,50para z > 0 y P: = (l —elPo + 66-“. entonces si H

es la función logistica

Ep; (at Y.x. mi = Ep; (¿sudx. 3)).

DEMOSTRAClÓ-N:

Se tiene que

E'p,-(ó(Y.X..3H= (1-6)EP.,(41(Y'X,;'3))+€[p(-ln(l-H(IÜ)))+G(H(N3))+G(1-H(=r!3))l

(5-2)
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Dudo que H es la función logistica 110113)= 1 —"(l-rw), reemplazando en (5.2) se

obtiene que

Ep;(en: x, 3)) =

= (1'_ G)E”°(ó”r‘x"3”+ ¿lpl‘ "Mill-tlf?” + GUM-unan + cu _ ¡ru-nan]

= EP;(ó(Y, X. 3))

como se queria demostrar.

Este lema permite restringir el estudio n contuminaciones puntuales con y = 0,1: > O.

Las tablas que siguen muestran el valor estimado del parámetro ,90obtenido al mini

miznr

Enusozx. ai)

para distintos valores de e utilizando las funciones p que pertenecen a las familias (4.1) y

(4.2) de la sección anterior.

Las Tablas 4, 5, G y 7 muestran los valores estimados obtenidos para ¡3 = 2.300.

c = 0.10 para el lll-estimador propuesto cuando se emplean las familias de funciones p dudas

por (4.1) y (-1.2)con c = -Inp", p’ = 0.10.0.05 y ¡\ = 1.1.5 respectivamente. Las tablas

muestran que el estimador se comporta en forma similar en los cuatro casos considerados.

El rulor estimado desciende en general hasta el 50 por ciento del valor del parámetro

¿30para conlaminacionee cercanas al punto medio del intervalo [0,3] y luego ee. recupera

progresivamente hasta que el valor asintótico coincide con {30para contaminaciones de

masa puntual uno en a: > 3,51 = 0. En la Tabla 4 se observa que el máximo sesgo es

mayor que en los demás casos. De la lectura de las Tablas 4 y 6 puede comprobarse que el

lll-estimador basado en pï y el basado en p- ¡“0.05tienen un comportamiento similar. La.

ventaja del primero es que su máximo sesgo es menor que el del lll-estimador con p-1no os.

mientras que ln.ventaja. de éste es que el sesgo tiende más rapidamente a cero a medida

que ¿r crece.
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La misma,observación se puede hacer sobre los estimadores basados en p- ¡“0m y pia.

De los cuatro estinmdorcs estudiados. el M-estimador con p_ ¡now es cl de menor

máximo sesgo.

Las Tablas 8 y 9 dan el vnlor asintótico para [3.)= 4.394 y c = 0.10 y 0.15 para el

INI-estimadorcon ¡14.10.10 Para ¡30= 4.394 el comportamiento del M-est-imndor conserva

las características observadas en el caso en que ¡'30= 2.300.

El comportamiento del M-estimndor basado en p- mans, pï y ¡7:5 es semejante nl que

revelan las Tablas 8 y 9.

También se analizaron el resto de los valores del parámetro dados enla Tabla 1,

obteniéndose resultados similares a los aquí presentados. 

Bajo las suposiciones realizadas. puede notarse en los casos estudiados, que cuanto

mayor es el valor absoluto del parámetro, mayor será el porcentaje (le contaminación que

resista el M-estimndor.
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Tabla. 4 Valores Asintóticos cuando e = 0.10, fl = 2.300. p- ¡“gm

z contaminante

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Estimador 2.054 1.863 1.710 1.585 1.481 1.392 1.315 1.248 1.189 1.136

z contaminante

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

Est-imador 1.089 1.046 1.007 0.971 0.938 0.908 0.880 0.355 2.094 2.130

a: contaminante

2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0

Estimador 2.160 2.185 2.206 2.223 2.237 2.249 2.258 2.266 2.272 2.278



Tabla 5 Valores Asintóticos cuando e = 0.10, [3= 2.300. p- ¡“mo

a:contaminante

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Estimador 1.997 1.784 1.626 1.503 1.404 1.322 1.255 1.197 1.148 1.108

a:contaminante

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

Bstimador 1.073 1.046 1.027 1.020 1.726 1.780 1.839 1.903 1.969 2.028

a: contaminante

2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0

Estimador 2.077 2.119 2.152 2.180 2.203 2.221 2.236 2.248 2.258 2.265
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Tabla 6 Valores Asintóticos cuando e = 0.10, ,Ü= 2.300, p:

¡Bcontaminante

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Bstimador 2.047 1.850 1.694 1.569 1.467 1.381 1.309 1.247 1.193 1.146

z contaminante

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

Estimador 1.104 1.068 1.037 1.009 0.986 0.967 0.953..) 0.942 0.938 0.946

z contaminante

2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0

Estimador 0.973 1.073 1.690 1.899 2.009 2.081 2.131 2.169 2.197 2.218
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Tabla 7 Valores Asintóticos cuando e = 0.10, ,6 = 9.300, ph,

a:contaminante

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

2.033 1.830 1.674 1.550 1.450 1.367 1.297 1.238 1.187 1.143Estimador

z contaminante

1.] 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

Estimador 1.106 1.074 1.048 1.026 1.010 1.000 1.000 1.007 1.035 1.113

z contaminante

2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0

Estimador 1.427 1.775 1.934 2.030 2.095 2.142 2.177 2.203 2.222 2.239



Tabla 8 Valores Asintóticos cuando c = 0.10, [3= 4.394, p'_¡nomo

a:contaminante

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Estimador 3.192 2.663 2.345 2.132 1.964 1.867 1.795 1.761 3.021 3.297

a:contaminante

l.l 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

Estimador 3.611 3.876 4.060 4.176 4.251 4.299 4.331 4.352 4.366 4.375

a:contaminante

2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0

Bstimador 4.382 4.386 4.389 4.391 4.393 4.394 4.394 4.394 4.394 4.394
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Tabla 9 Valores Asiutóticos cuando e = 0.1.5, fi = 4.304. p'_ ¡nn ¡o

—

decontaminante

0.1 0.2 0.3 0.4 0.-5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Estilnarlor 2.852 2.316 1.991 1.766 1.600 [.471 1.366 1.280 1.207 1.145

z contaminante

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

Eslimarlm' 2.667 3.217 3.704 3.937 4.141 4.232 4.325 4.343 4.364 4.374

a:contaminante

2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0

Estimador 4.374 4.381 4.385 4.383 4.390 4.392 4.393 4.393 4.394 4.394



5.2 Comparación de sesgos asintóticos.

En esta sección se enlenlmi los valores nsintóticos pum los M-estimmdores propuestos y

se comparan con los estinmdores conclicionalmente inscsgados (le influencia acolada (CHA

estinmdor) obtenidos por KllIlHCll.Slefnnski y Carroll (1937) cuando la distribución sub

yacente es Pc (lncln por (5.1).

Bajo el modelo (1.1) Kíinsch el ul. (1987) propusieron estimar ¿Jo mediante la re

solución del siguiente sistema

Elú’rand(ysx. = 0

Ellfii'cm'idlyzxaQuema“:x1 =

donde d'wndly, x, = (l —cx)1n.ín.l/2( l, 62(1—(WB-lll —11)).l)es una. constante a elegir

convenienlmnente. l = l(y,x,¿’i) = (y —H(x'¡_3))x. H es ln función logislica y

u.H('0)/(l—[Hall-11(0) si0<0 a<l-H(0)
c=c(0.u)= l—H(0)—a(l-H(0))/H(_0) si0>0 a< ¡{(0)

0 caso contrario

Este estimador tiene la propiedad (le minimizar la. lr(l'(d=)l"‘(wm,.¿)) entre todos

los est-imadores definidos por

E(e;"(Y,X.g)) = o

con ¡5'que satisfacen

Emocxgnnx) = o

sup IC'Llull ¿'COMJICÚS b2
(yx)

donde con Vltí') y IC'É.se nota la matriz de cox’nrinnza nsintólicn. y la curva. de influencia

respeclivamente del estimador.

El cálculo de los valores asintóticos fue realizado suponiendo las mismas hipótesis que

en lu part-e l.



En la Tabla 10, se clan los valores asintóticos para distintos estimadores

suponiendo que la distribución subyacente es Pe para e = 0.10_y {30= 2.300. Los esti

madores considerados son el M-estimador con p en la familia pc. c = —ln 0.10 y en la

familia p; con A = 1 y 1.5 y el CHA-estimador con b = 0.075. Este valor de b da la misma

varianza asintótica que el M-estimador con p- ¡n040.

En la Tabla 11 se dan los mismos result-ados para ,Üo= 4.394 reemplazando p- ¡n(“o

por p_ ¡nom en el lid-estimador y b = 0.037 para el CHA-estimador. ya que para estos

valores las eficiencias asintót-icas se asemejan.

Las Tablas 10 y 11 muestran que el máximo sesgo del CHA-estimador es más pequeño

que el correspondiente al lll-estimador. Sin embargo, una ventaja del M-estimador es que

cuando el valor contaminante a:es grande su sesgo es muii pequeño o nulo mientras que el

CHA-estimador se estabiliza en su minimo valor (que corresponde al máximo sesgo) para

:r grande.
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Tabla 10. Valores asintóticos cuando e = 0.10 y 301 = 2.30

:r cont nmínnnte

Est ímmlor Vnr. Asin .

0.1 0.:) l 1.5 2 2.5 3 5

P-ln 0.10 1.99 1.40 1.11 1.73 2.03 2.20 9.27 2.30 38.4

p: 2.05 1.47 LIS 0.99 0.95 2.01 2:22 2.30 28.8

pis 2.03 1.45 1.14 0.81 0.82 2.10 2.24 2.30 30.0

(711.100,15 1.54 1.34 1.34 1.34 1.34 1.34 1.34 1.34 38.4

Tabla 11. Valores asintóticas cuando e = y’01=

a: contaminante

Estimndor Var. Asi".

0.5 l 1.5 2 2.5 3 5

p-1ng,o5 2.10 1.67 4.30 4.38 4.39 4.39 4.39 169.9

p: 2.12 1.78 4.03 4.35 4.39 4.39 4.39 142.2

py, 2.09 1.34 4.13 4.36 4.39 4.39 4.39 150.0

CII/10.037 2.27 2.27 2.27 2.27 2.27 2.27 ".27 [69.9



6. EJEMPLOS

En esta sección ilustramos el comportamiento del M-estimador propuesto usando el

modelo logistica para dos conjuntos de datos reales.

En ambos ejemplos se computó un estimador inicial por un procedimiento "stepwise”

(paso a paso). que se describe en la parte. I y el estimador final se obtuvo utilizando el

método Downllill Simplex propuesto por Neldcr y Mead (196-5).

I. Estimador Inicial.

El estimador inicial se computa por un procedimiento paso a paso que ajusta un

modelo de una covariable cada vez. La minimización se lleva a cabo utilizando una grilla

inicial y el método Golden Section Search. Se selecciona el modelo que minimiza (1.7),

luego se fija el coeficiente correspondiente a la primera covariable seleccionada y se ajusta

un nuevo modelo de dos variables como en el caso de un sola variable. Se continua de esta

manera hasta ingresar todas las covariables.

El procedimiento realiza los siguientes pasos.

Supongamos que X, la matriz de.diseño, es tal que X = (xmxh ..., xq-” E Sim”, donde

x0 es un vector columna de l’s.

Paso 1.

Las columnas X¡, 1 5 q —1 son estandarizadas de manera robusta (por ejemplo.

tomando la mediana y Ia desviación mediana absoluta). Para simplificar la notación lla

maremos x.-a las columnas transformadas.

Paso 2.

Se consideran los q modelos

PlY = 1IX.'= ál'il= H(=l'¡í3¡). ÜS í S q -1,

se estima .3; por el M-estimador y se selecciona la variable que minimiza(1.7). Sin pérdida
u f . . q

de generalidad podemos suponer que l es el indice de la covariable elegida.



Paso 3

Antes de entrar una nueva variable se ortogonalizan robuslameute las (q-l) columnas

rest-antes x.- con respecto a la columna x1, seleccionada en el paso anterior. Nuevamente,

por razones de simplicidad, llamamos x.- a las columnas transformadas.

Paso 4

Se considera los siguientes (¡-1 modelos

Pn' = 1|(Xl= :1, X.-= 2.-»= 11(1le zafis)

donde. con {Z notamos el estimador de. la componente ¡61estimada en el Paso 2. Se estima

ü; por el M-eslimador propuesto y se selecciona la.variable i que minimiza (1.7) para este

modelo.

De aqui en más, las variables restantes entran una a una, una vez que han sido

orlogoualizadas mbustament-e con respecto a la última variable que ingresó al modelo y se

elige la nueva variable ent-rante fijando los coeficientes de las covariables ya Seleccionadas

y minimizando (1.7) para el modelo correspondiente como en el Paso 4.

En los ejemplos que siguen este procedimiento fue aplicado iterativamente y se com

probó que est-eestimador inicial converge al estimador final.

(.1 ¡»J



II. Ejemplo: datos de Cook y Weisberg.

Estos datos fueron considerados por Cook y W'eisberg (1982, Cap 5. pag.193) y John

son (1985) con el fin de ejemplificar la identificación de. observaciones influyentes.

Los datos. presentados en la Tabla 12, corresponden a 33 pacientes que padecen de

leucemia. La variable de respuesta vale l cuando el paciente sobrevive más de 52 semanas

y las dos covariablcs observadas son

WBC = número de glóbulos blancos

. . . f o . ,
AG = presencra o ausenma de Cierta caracteristica morfológica en los globulos

Cook y Weisberg detectaron que la observación correspondiente a un paciente con

WBC=100.000 que sobrevive más de uu año, es muy influyente cuando se estima el

parámetro por el método de máxima verosimilitud. Ellos notamn que al excluir esta obser

vación del conjunto de datos, el estimador de máxima verosimilitud basado en el resto de

la muestra. permite un mejoramiento del ajuste y que las probabilidades de sobrevida esti

madas de aquellos pacientes con valores de WBC pequeños aumentan significativamente.

En la Tabla 13 se dan los coeficientes estimados correspondientes a.

i) Estimador de máxima verosimilitud basado en la muetra completa (E ¿VV33).

ii) Estimador de máxima verosimilitud basado en la muestra sin la observación in

fluyente (E'Ml'm).

iii) M-estimador con p- ¡no¡o usando la muestra completa

y las probabilidades ajustadas correspondientes.

La Tabla 13 muestra que los coeficientes obtenidos aplicando el M-estimador a la

muestra completa son muy parecidos a los que se obtienen por máxima verosimiltud

después de excluir la observación influyente. Las probabilidades estimadas a partir de estos

dos estimadores son muy parecidas y mejoran notablemente el ajuste basado en EM V33.



Tabla 12. Datos de Cook y Weisberg

obs. WBC AG Respuesta

l 2300 1 l
2 750 l l
3 4300 l l
4 2600 l 1
5 6000 1 0
6 10500 1 l
7 10000 l 1
8 17000 1 0
SI 5400 l 0

10 7000 1 J
11 9400 l l
12 32000 1 0
13 35000 1 0
14 52000 1 0
15 100000 1 1
16 100000 l 0
17 100000 l 0
18 4400 0 1
19 3000 0 1
20 4000 0 0
21 1500 0
22 9000 0 0
23 5300 0 0
'24 10000 0 0
25 19000 0 0
26 27000 0 0
27 28000 0 0
28 31000 0 0
29 26000 0 0
30 21000 0 0
31 79000 0 0
32 100000 0 0
33 100000 0 0



Tabla 13. Datos de Cook y Weisberg: coeficientes y probabilidades estimados.

Estimador

310.10
constame -1.30 0.21 / 0.10

WBC —-3.18x 10“5 «2.35 x 10“ —1.83x 10“l
AG 2.26 2.56 2.36

obs._\' Prob.Est. .Prob.Est. Prob.Est.

l 0.707 0.903 0.885
l (¡.717 (1.930 0.911
l 0.694 0.853 0.841
l 0.705 0.897 0.879
0 0.682 0.796 0.795
l 0.650 0.575 0.630
l 0.654 0.603 0.651
0 0.602 0.227 0.341
0 0.686 0.818 0.813
l 0.675 0.755 0.764
l 0.658 0.637 0.676
0 0.484 0.009 0.032
0 0.460 0.004 0.019
0 0.332 0.000 0.001

.. . l 0.097 0.000 0.000
0 0.097 0.000 0.000
0 0.097 0.000 0.000

h“ l 0.190 0.305 0.331
l 0.197 0.379 0.390
0 0.192 0.326 0.347
0 0.205 0.465 0.457
0 0.169 0.130 0.175
0 0.186 0.262 0.295
0 0.165 0.105 0.150
0 0.129 0.014 0.033
O 0.103 0.002 0.008
0 0.100 0.002 0.006
0 0.092 0.001 0.004
0 0.106 0.003 0.009
0 0.122 0.009 0.023
0 0.021 0.000 0.000
0 0.011 0.000 0.000
0 0.011 0.000 0.000
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6.3 Ejemplo: Datos (le Finney.

Est-osdatos fueron originalmente presentados por Finney y analizados por Pregibon

(1981) y Kiinscli, Stefanski y Carroll (1987) en el contexto de regresión logistica binomiul.

En este ejemplo se estudia el efecto (le ln velocidad y volumen (lcl aire inspirado sobre

unn vasoconstrirrción pasajera. en la piel de los dedos. La variable de respuesta. vale l

cuando se produce unn. vnsoconstricción. Las observaciones se hallan en la Tabla H.

El modelo considerado es

ln ïL = ¡30+ ¡31lnh'olumen) + ¡3,|n(velocídad)- P

Pregibon observó que si se estima el parámetro por el método de máxima vorosimilitucl

las observaciones 4 y 18 no son bien ajustadas y diagnosticó que ambas son nltnmcnete

influyentes en ln determinación (le los coeficientes. También notó que si estas. observaciones

sc extraen (le ln muestra es posible una perfecta (liscrirninnrión de los datos restantes.

En ln Tabla. 15 se dun los coeficientes y probabilidades estimadas por el estimador de

máxima verosimilitud (BMV), el lll-estimador con p_¡no.¡(,.(¿l[0.1(,)y el CHA-estimador

obtenido por Küsnchet ul. (1937)con b =

La Tabla 15 muestra que M-estimador (ln estimaciones (le los coeficientes mucho ma

yores que los pmvistos por los otros métodos, lo que es consecuencia. (le la perfecta discri

minación que es posible realizar si las observaciones 4 y 18 son eliininmlns (le In.muestra.

Esto muestra. que. el M-estimmlor no es influenciado por la presencia de estos datos. Por

otra parte, también se observa en la Tabla que el ajuste provisto por el N'l-estimnrlorque

proponemos es perfecto salvo en las. (los observaciones influyentes y en ln. 2-1,que no es

bien ujustndn por ninguno de los tres procedimientos.



Tabla 14. Datos de Finney

obs. Volumen Velocidad Respuesta.

1 3.7 0.825 1
2 3.5 1.09 1
3 1.25 2.5 1
4 0.75 1.5 1
5 0.8 3.2 1
6 o 7 3.5 1
7 o 6 0.75 o
8 1 1 1.7 o
9 o 9 0.75 o
1o o 9 0.45 0
11 0.a 0.57 o
12 0.55 2.75 o
13 o 6 3.o o
14 1 4 2.33 1
15 o :5 3.75 1
16 2 3 1.64 1
17 3 2 1.6 1
18 o ss 1.41.5 1
19 1 7 1.06 o
20 1.8 1.8 1
21 0.4 2 o o
22 0.95 1.36 o
23 1.35 1.35 o
24 1.5 1.36 u
25 1.6 1.78 1
26 0.6 1.5 0
27 1.8 1.5 1
28 0.95 1.9 o

29 1.9 0.95 L}
30 [6 0.4 o '
31 2.7 0.75 1
32 2.35 0.03 o
33 11 1.83 - o
34 1.1 2.2 1
35 1.2 2.o 1
36 0.8 3.33 1
37 0.95 1.9 o
38 0.75 1.9 o
39 11.3 1.625 1



Tabla 15. Datos de Finney: coeficientes y probabilidades estimados.

Estimad or

EMV ¡Hum CHA

Bu -2.92 -655 -6.41
f3, 5.22 1113 9.98
¡32 4.433 85 9 8.85

obs._\' ProbEst. ProbJSst. Prob.Est.

l 0.953 l 0.993
1 0.982 l 0.999
1 0.923 l 0.981
1 0.073 0 0.003
1 (¡.786 l 0.840
1 (¡.735 J 0.753
0 0.001 0 0
0 0.509 0 0.318
0 0.008 0 0
0 0.001 0 0
0 0.001 0 0
0 0.205 0 0.032
(I 0.378 0 0.114
1 0.940 l 0.988
l 0.845 l 0.918
l 0.976 l 0.998
1 0.995 l l
1 0.103 0 0.007

- 0 0.530 0 0‘355
l 0.946 l O.991
0 0.01 l 0 O
0 0.146 O 0.015
0 0.509 ' 0 0.319

«a O 0.650 l 0.589.
1 (¡.901 l 0.967
0 0.024 0 0
1 0.883 l 0.955
0 0.446 0 0‘224
1 0.584 l 0.387 
0 0.009 0 0
1 0.718 1 0.722
0 0.017 0 0
0 0.593 0 0.472
1 (¡.773 l 0.820
1 0.776 J 0.824
1 0.815 1 0.882
D 0.446 0 0.224
0 (¡.190 0 (¡.027
1 0.668 l 0.624



7. EXTENSIÓN .-\L-MODELO DE REGRESIÓN MULTINOMIAL

El M-estimmlor propuesto para el modelo de regresión binominl puede extenderse en

forma natural nl modelo de regresión multinomiul.

Snpóngase que se obserm un vector de respuestas Y = (Y), YL.)'con distribución

multinmnial, donde Y; = 0 ól y, 2:13} = 1‘ que. está. relacionado con e] vector de.

comrinbles X = (X1, .... -\'.¡)'. De mnnern tnl que (lado x G 31‘”

Htx'fij)= =X)= =IÍ)-'(X.Bn) =l
1+2):l Hung)

. lP(}’¡.=1X=x)=—.+=ll'.(x,l3)si'=k. (7.1)
i l+z?;li ¡“xq-32,) k __u J . .

donde E ÉR’lJ'= l,....k —l. son los (k-l) parámetros a estimar y donde. go =

(¿gt ....¿’;"’)' e mew-11‘.

De aqui en más se supondrá que H verifica las siguientes hipótesis

DI. UU) es una función continua

D2. HU) es estrictamente creciente

D3. linu..oc HU) = ac

IM. lim,_._°:, HH) = 0

En particular. cuando ¡[(t) = exp(t) resulta el modelo logistico multinominl y se tiene

que

_ ex )(x',3¡)Puj-=IIX=x)= Sij=l""'k"l
1+ 2:1 exptxífig)

1P(Yk=llx=x)= sij=k. (7.1")
1+ z¡=¡ exp(x’,2(")

Sen Z¡ = (’Y{,X'l )’, ...,Z,, = (Yf.,X:_)' una muestra de n observaciones indepemlientes.

donde X,- = (.X'¡¡,....X¡q)' y Y,- = (Hh....Y,-k)', 1'= 1. ...,n_. satisfacen el modelo (7.1).

. . . . . _ k . . c .

Losestimadoresde máxnna verosinnlitlnl(le2'). se obtienen de nnnlnnzar
n 1'

l 7.. .
í‘E:z:},¡t—lntlí¡ HLB)”

A=lj=l



Los M-estimmloree(le ...,g:;" pueden definirse nnalogameute al caso binomial

minimizando
i“ " . . . . ,
zzzinm-humxem+anH;(x.gn, (7.2)

¡:1 j=l

donde las funciones G,- eslán definidas en (1.8).

En (7.2) se ha considerado una función p,-para cada clase j. En particular. se podrian

Iomnr todas IM funciones p,- iguulee entre si, pero si liubiem una clase mucho más pequeña

que los demás o alguna evidencia de que en unn clase liny aigún tinto ntipieo podria ser

conveniente considerar distintas funciones p.

En las secciones que siguen se probará la consistencia, se calculará ln matriz de cova

rinnm aeintótim de los M-estimudorea definidos por la minimización (le (7.2) y se estudiará

el emnportnmiento del M-estimador n través de ejemplos reales y simulados.
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7.1 Consistencia en el sentido (le Fisher.

I'Ïn esta SPr‘CiÓllse probará la consistencia en el sentido (le Fisher del M-estimador

definido por la minimización de (7.2).

San p una función que satisface las siguientes condiciones

Dl. p unn. función acotada con derivada. "colada y continua y”:

D2. p(0) = o

D3. p es una función creciente y ii' satisface alguna (le las siguientes condiciones

D3.l Mi) > 0 para todo t 2 0

D32 u':(t) > 0 si 0 S t < c y t,‘“(l)= 0 sit 2 C, para C= —lnp'

Se necesitará el siguiente lema para probar el resultado.

LEMA 7.1. Sea p una función que satisface las hipótesis DI a D3 y sea Y una variable

aleatoria de Bernoulli de parámetro po. Supóngnse que ii!= p' cumple 03.1 ó D12 con

p‘ < pu. Luego. si se define

MAIL P0) = fl(—l" MENU") + GÜ’) I) É (¡L 1). (7'3)

, . f . .. . .
entonces 1\l,(p,pn) alcanza su unico minimo en p = po. Si en cambio 1.-"cumple D32 con

p" _>_pn. ¿\l,,(p.pg) alcanza su minimo en torlo el intervalo (l),p'] .

DBAIOSTRACIÓN:

Dudo que 

Mptihpo)=non(-|II1))+G(p) (7-4)

se tiene que

¿)¿1[p(p. po) pr) . _—_- = .¿-(—ln ¡m —— 7.5
8p l p l ( l

De (7.5) resulta que ¿7Mp(p,¡ng/Hp se anula si y sólo si ij'(—ln p) = 0 ó p = po.
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Si cumple l)3.l. 0:11,,(1),po)/r9p se anula sólo si p = pu y como

7:1Lfigifl<0áp<my nm
8P

9;” _M >0sip>po (7.7)
0p

. f .

resulta que ¡”Aupa alcanza su minimo en p = po.

Si tp cumple D32 con c = —Inp' > —ln po se obtiene que

9M ), J , .
í"Ü(+'O)<051p <p<p0
Üñlptp,po) >Osipo<p<ll.

m2

luego por la continuidad de Mp se cumple que M,,(p0.po) < Mp(p, po) si p e [p'. l). Como

s‘!,,(p.pn) es constante en (0.p’]. resulta que la.función tiene un único minimo en p = po.

Finalmente. si y’rsatisface 03.2 con c = —lnp’ S —lnpo se tiene que

9 H . , .1Ll’)-I)Ul>0lïvl])<))&'1 (7.8)
ÜP

MAmnfl=fl%WÏnflfiü<vSv' (1m

De (7.8) y (7.9) se obtiene que .Mp(p.po) nlcnnzn su minimo en todo el intervalo (0.1)'].

Con el fin (le simplificar la notación, se notará

k

«MY,x, m = 21";mt-In(H,-'(x.gm+ G,-(H,-'(X._E¿n.
5:1

PHOPOSICIÓN7.1. Sean p¡.j = 1,1: funciones satisfaciendo las condiciones DLDZ. 03.1

y supóngase que

mxís = 0) <1 ,9e w.

Luego. para todo g 96En, se. tiene que

YIx) < xv
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DEMOSTRMJÓN:

Dado ll e fiiqik“) se define el conjunto

mg) = nLlix =1136913.)= Human}.

Dmlo que

Ilf(x.13_)= ¡{(x'a‘)ll;(x.g). si me k

Hung) = 1/(1+Ï ¡{H/3"».
¡:1

x G ¡“2) si y sólo si

11(x',3‘)= ¡{(x’jïá). z: 1. k —1.

que como H es estrictamente creciente es equivalente a

x'(;3" —533,)= o, í: l,....k —1.

Luego, como Mg) = (WL-1'{xz XML?"—¡38) = 0}. se tiene que PLNBH < 1.

Por otro lndo, tomando ospernnza condicional con respecto n X. se tiene que
k

ragiaswx. BMX=‘x) = Hz Yjp,-(—anfi-‘(LEH + ajustarán)
jzl

k

= z Mp,(Íl¡-'(x._B_).H,’(_x.Eo))
i=l

y en consecuencia
k.

EgJflszyfin = HZ: ¡1Íp,(”,-'(X,E),wagon) (7.10)
Í=l

donde ¡ns funciones ¿'ij fueron definidas en (7.4). De (7.10) se tiene que

EEJMYIJAM: (7.11)
k k

:f ZMPJ(H¡’(X.QO),I1¡’(X.Qn))dlïx +f Z:¿Vp’UÍj’ULQÜLH;(X,_B_o))d17\r
Ji!) ¡:1 ¡15(2)-j:

kk

= f ZMPA/gun),¡1;(x,g(,)_)dpx + / XM,,,(11;(X.g,).1{;(x.1_34,))dpx
11‘!) ¡:1 ' Act-.3.)¡:1
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Como P(A"(_fl)) > 0, por el Lema 7.1 y por (7.11) se tiene quex! =
k I:

<f z Mpj(_H¡’(X,g).H;(x,1_3(,))de +f Z M,,¡(H¡’(X.g).H¡'(X.l_3_(,))dPxMau-:1 ¡"(8) ,_¡
=¿(«alejan

como se queria probar.

Dado g e 93‘7‘-""'1)se definen los conjuntos

CAB) = {11 HF(X.B)# HHLBM} n [{x =Hf(x.B.) > p7}U {X=HHK'Bo) > PH]

donde p: está (lado por D32 para cada, p¡.

PROPOSICIÓN7.2. Sean que p,-,j = 1, ..., k funciones que cumplen las condiciones D1, D2,

D3.2 y snpóngase que dado _B_E ÉR'U'") existe i tal que

“CAB” > 0

Entonces, para todo fi 96En, se tiene que

Ego(ó(Y.X,_B_n)i< Ego(Ó(Y.X.

DEMOSTRACIÓN:

Dadog E 33M" ). considéreseel conjunto C'¡ que por hipótesis tiene probabilidad

positiva. Luego. por el Lema 7.1 se tiene que

Egowmmnx, 13.0),Hugo» = (7.12)

—/ Mp¡(H,-'(_X.BD)JIF(X.BO))dPx+/ MP,(H,-‘(_X.20').H¡"(X._BD))JPXCd!) B)Cn

_ f ¡wp¡(H¡'(x.animan”)de + f Mp¡(H,-'(X‘g).11;(x. l_3_(,'))dPx.Cai!) CHE)
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Dado que P(C',-°(B)) > 0, por el Lema 7.1 y por (7.12) se tiene que

E(‘MP¡(H:(X!EO)IHÏÜLQoN

</ ¿{p.(HF(X,!),H!(X,Bo))dPx 4-] MmtÏL-‘(KfihH¡'(X,Eo))<13xG.1!) É)CH

= Ego(Mp.-(H¡’(X,E), HF(X,20))- (7.13)

Finalmente! como por el Lema 7.1

E(-' p¡(H,’(X,!o).H,-'(X,Bo))l S E(1"{p,-(H,’(X,B).1750930)!) ¡9€ í,

de (7.10) y (7.13) se obtiene que

k

Egoww,x120» = Z E(M,,('H;(X.go),Huxeo'm
i=1

¡a

< z E(M,,.(H;(x, a), H;(x._1.3.o)))= EMMY. x, gn
¡:1

f
como se queria demostrar.

A partir de. la consistencia en el sentido de. Fisher del estimador, se podria demostrar

la consistencia del M-etimador siguiendo Lastécnicas empleadas en la Sección 3.
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7.2 Matriz (le covm'ianza nsintótica.

En esta. sección se calcula la matriz (le covnrinnza asintóticu (le los ll-l-estimmlores

definidos a partir de la minimización de (7.2).

Sea Z1 = (Y'l, '1)', Z" = (YLXíll' una muestra de vectores en 33”” independi

entes, donde X.- = (.Ï,-¡,....X,'q)' y Y¡ = (lfil.....l'}¡)', í = l,....n, satisfacen el modelo

(7.1). Sean B" la sucesión de.estimadores basados en Z1, Z,1 que. se.obtienen (le mini

misz (7.2). Con las técnicas usarlas en la Sección 3 se.podria demostrar que JNE" —_13_(,)

tiene distribución asintótica normal multidimensional con matriz de covan'anza asintótica

("(go) (lada por

8‘Y.X.B 6‘Y.X.B ' ,
cmo)= E(J(Y.X.B.,))“E(WL(W—_L) )(E(JlY‘sto)l—l)

donde

_,_ marxg)J‘Y'X'ml-
En el caso de particular de regresión logistica multinominl, es decir cuando 11(1)= exp(t).

("(20) tiene una expresión relntimmente sencilla.

Por razones (le simplicidad. se notará

expt'x'fij )

1+ ECC exptx'á‘)
1

1+ 2.:: exptx’fi')

n,—= sij=1....,k—1

lll. =

3; í = l, k —1, vectores (le parámetros‘ _ .
y ll'; cuando las ll¡ cumplen (¡.l-l) con ¿’3'= Lu,

verdaderos.

Dada B1, componente l-ésinm de g. si I = m + qth —1). m E {1.2....,q}, h E

{1. lr.—1}. se tiene que B; corresponde n ln m-ésima componente del vector fi”.

En estas condiciones. si l: m + q(h —l) se tiene que

¿gi_ {-XmIIJ-[Ih sihyéjÜB,— ¿{mmm-n,» sih=j
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Luego. derivando con respesto a Eh se obtiene que

ÜÓ(Y.JL; , . , . r
—_ÜBI )= ¿"JE [Ihwj(—lnllj)(},-—115)+(l - nhlwh(—hlnh)(nh- Ïh”¡#h

Por lo tanto. si l = m + q(h —l.) y r = n + q(v —1) se tiene que

nó'Y,x,B (MY,X,B ' , .
EQ“ .( 0B .4.) ( ÜB .0) ),r=13¿¡(_\m,x,,L.,w).

donde

Liu= Z X "finam- InIIS-’w- InHE’WM'UE,m
¡#h ¡#0

_ 115:“_ ¡12)Z m.- InHSM-(- In"Suomi-(YuYu)
ut).

k

- II?“ —[12.)Z'Í’Iii-ln H9,)1.i'¡(-l" “900003, Yin)
¡#0

+ ¿-,,(—lnII‘,;'):¿'.,(—lnIIS)C"ov(H..Ki)“—"2)(1-ÍI‘3)- (7-16)

De manera. que '

Mmmm aa<v,x,go>' _ , . ,
E(_ 0g ¿B- )— Buiczaxx),

siendo L la nmh'iz de componentes L1”,dudas por (7.16) y 3 es el producto de Kronecker.

Por otra parte, si I: m + (¡(h—l). r = n.+ q(v-1)eetiene que

l) ¡1;! v

W = (717)
03,03, . - _

= X,,,_X',,{ Z 112mm;- —ng?)[¿-;.(—ln II?) — u's,-(—ln 1159)]+ w,-(—1nn;?)n;?}
¡#hw

— II‘,’,{(Y..— n2)[vx,f.(—ln 11?.)(1 —[13) + ¿'..(— ln nïm‘fi.) + u‘=.,(- In nïm'fiu — 112)}

—118m; —n2)[.p;,(—lung)“ —H2)+ m- ln112m2]+ m- Inabrigo-113)}

Si se define para. h fi v

k

Ty”. = 1121151z nj’w,-(—ln "EU-(l —H8)t_á'.,(—lnIIED-(l —IIS:)1_¡.'-',,(—ln1151)}, (7.18)
¡#bm
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tomando esperanza condicional en (7.17) resulta que

E(J(vavg0)lr = E(4X_m-\rnThv)-

2) h = v

own: xa) _ —.- W")
= X," A342 Hgm",- —[we-35(- ln 11;?m2 + ¿»,-(—ln ng’x 1 —112)]+ d.'¡(—ln ngflmyng}

¡#h

+ (l - H2){(Yh - IIÏ)[1¡E;,(—In H2)“ —H2) + gi)¡,(—ln H2)Hg] + I/’h(- In Hïfilgfl —{12)}.

Luego. si se define

Ir

1T“.= ("2)? X U}'I,'Ï=¡(—lnIl?) + "En —2H2)éh(— ln 112) (7.21)
j=l

tomando esperanza condicional en (7.19) se tiene que si h = u

E(J(stvgo)lr = E(-\'InlïnThh)- (7'22)

Finalmente. de (7.19) y (7.22) se obtiene que. _

E(J(Y.X.BO)= r;th xx').

siendo T la matriz- de componentes Th...dadas por (7.18) y (7.21).

68



7.3 Ejemplos.

En esta secciónse ilustra el comportamiento del M-estimadór propuesto para el modelo
. Í . . . , . . .

de regresrón logistica multmormal a. traves del análiaie de datos reales y srmulados.

7.3.1 Datos Simulados.

Con el fin de analizar el comportamiento del lll-estimador se generaron muestras de

vectores (Y,X) que siguieran el modelo (7.1) y se las contaminó con un porcentaje de

observaciones anómalas. En general, se observó que el lll-estimador resiste ln presencia. de

los datos atipicos. mientras que los estimadores obtenidos a partir del método de máxima

verosimilitud pueden ser seriamente afectados.

El siguiente es uno de los ejemplos analizados.

En este ejemplo se generó una muestra de tamaño 150 de vectores (Y.X) donde

Y = (Yl. '2,Ya), X = (Xl. X2,.\'3) cumplen

le = x w ¡11(1.H¡’(x._B_").H;(x.g°),H;(x,1_3"n

donde.H; está" dadas por (71") y BO= (ÉT,É:), con = (l, —2.5) y = (-1. —l,—3).

El vector X se generó de manera tal que XL [nera l, X2 siguiera una distribución expo

nencial (le parámetro ,\ = 1 y X3 tuviera distribución normal standard independientes.

La muestra original fue contaminado con un 5 por ciento de datos utipicos. Estas

contaminaciones se hicieron según cuatro criterios distintos. En la contaminación 1 la

componente .123fue.elegida de manera. tal que. H {(x. go) fuera. por lo menos 0.90 y a pesar

de esto la observación correspondiente fue clasificada en la clase 3, es decir se tomó ya = 1.

En contaminaciones 2, 3 y 4 se tomó un 5 por ciento de observaciones con 23 = 3,5 y 10

respectivamente y aún cuando para todas estas observaciones H{(x, go) E l se las clasificó

en ln clase 3 y no en Ju l.

Las tablas qne siguen dm: los mcflcícntee eetimmlospor el método (Ir-1116.th vemelmh

Iitud (EMV) y por el M-eetimndor usando p,- = p,_con c = —In0.05 (M- ¡“005) para los
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datos originales y los contaminados. Las tablas muestran que el estimador de máxima
. . . . . f . .

verosimilitud es eensnblemente afectado por la preeencra de los datos atlplcoe. mientras

que el M-estimador resiste la presencia de los mismos. En este sentido. el estimador

de máxima verosimilitud cambia notoriamente a medida que la componente :3 de los
. . Ao _

datos contaminados aumenta. Por ejemplo, la tercera componente de vector El. es decrr

(.393).cuando es estimado por máxima verosimilitud, disminuye progresivamente hasta eer

negativa. Sin embargo, en las tres últimas'contaminaciones los valores estimados por el

M-estimador coinciden y son próximos a. los parámetros verdaderos.

Tabla 16 Coeficientes estimados para los datos originales

Parámetros E M i ' M- ¡na 05

(1, —2,5) (0.22,-1.38,4.69) (0.53, —2.l3,5.91)

(-1,—1,—3) (-1.13,—1.00.—3.13) (-1.19,—1.23,—3.25)



Tabla. 17 Coeficientes estimados para la.contaminación l

Parámetros E .4!\ " M- ¡“0.05

(1, —2,5) (-0.33, —0.47,2.26) (0.29. —1.89,5.67)

(-1, —1,—3) (-1.34. —o.99.43.33) (-1.12. —1.22,—3.1o)

Tabla 18 Coeficientes estimados pam la contaminación 2

Parámetros E3“ ' M- ¡no05

(1. —2,5) (0.05. —Ü.30.0.73) (0.39, -1.99, 5.80)

(-1,—1,—3) (-1.11,—1.02,—3.52) (-1.24.—1.17,—3.17)



Tabla 19 Coeficientes estimados pura. ln.contaminación 3

Parámetros E21“ ' M- ¡no 05

(l, —2,5) (0.33. —0.32.0.18) (0.39. —1.99,5.80)

(-1, —1,—3) (-0.94, —1.07,—3.71) (-1.24, —1.17,—3.17)

Tabla 20 Coeficientes estimados para la.contaminación 4

Parámetros E .4!i ' M- ¡[10.05

(1, —2,5) (0.60, —0.39, —0.07) (0.39, —1.99, 5.80)

(—1,—1,—3) (—0.77,—l.15,-3.84) (—1.24,-1.17,—3.17)



7.3.2 Datos (le Lubischew.

En este ejemplo se muestra una aplicación del modelo de regresión logistica multino

miul al problema de discriminación, en el que se desea clasificar a un individuo en una de

k clases distintas en funciónde q mediciones31,39.

En el present-ecaso se desea clasificar 74 escarabajos muchos de tres especies distintas

en sus correspondientes especies según dos variables:

X1 : máximo ancho del nedeagus en la parte delantera

X2 : ángulo frontal del aedagus

Se considerará que el vector Y = (Yl, '2,Y3) es tal que Y.-= l si la observación

pertenece a la clase i y que

Y|x = x w Mu. ¡1;(x. g” ).11;(x._1;”i, Hgm, g” n

donde H: están dadas por (71*), X = (1,3].Xg) y _B_('= es el vector de

parámetros a estimar.

La regla de asignación es la siguiente: un nuevo individuo será clasificado en la clase

¡si [1:(x.g) 2 H;(x,g) para todoj.

Con el fin de estudiar la resistencia. del M-estimndor propuesto, se contaminó la mues

tra de manera tnl que Gescarabajos de la especie 3 fueron clasificados como pertenecientes

a la clase 1. 

Los parámetros fueron estimados por el método de máxima verosimilitud (EMV) y

por el M-estimador propuesto con pj = pc con c = —ln0.05 (11-an0“). En la Tabla 21

se dan los valores estimados por ambos métodos.

Se puede observar que el estimador de máxima verosimilitud es muy sensible a la

presencia de los datos alterados, ya que los valores estimados por este método cambian
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notoriamente cuando se contamina la muestra. Por otro lado, el M-estimador no cambia

ante al contaminar la muestra. Un comentario similar se puede hacer sobre las probabili

dades estimadas, ya que en el caso de las estimadas por máxima verosimilitud conducirian

en muchas de las observaciones a una clasificación errónea de las mismas. mientras que las

estimadas por el lll-estimador tienen un ajuste practicamente perfecto. De hecho, cuando

se clasifica a part-ir de las probabilidades estimadas por máxima verosimilitud. un 10 por

ciento de los individuos (que no coinciden con los que fueron mal asignados inicialmente)

son mal clasificados. También se observa que las probabilidades estimadas de la clase 3

en los individuos pertenecientes a la misma (que son aproximadamente un tercio de la

muestra) descienden a valores próximos a 1/2, mientras que cuando no hay contaminación

estas probabilidades valen practicamente uno.

Tabla 21 Coeficientes estimados

Datos Eílfl _ M- nulos

Originales (-209.73, 0.90,6.89) (-209.83, 0.92, 6.80)

(59.35, —o.99,5.32) (58.54. —0.98,5.33)

Contaminados (-26.21, 0.15.0.45) (-209.83, 0.92,6.80)

(99.73, —o.91, 1.58) (58.54, —0.93,5.83)
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