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prólogo

Por mediode eliminación parcial de incógnitas,sistemas lineales

asociados a la discretización de ecuaciones elipticas, pueden ser

transformados en sistemas equivalentes,para los cuales los proce

dimientos iterativos numéricos de resolución clásicos convergen

más rápidamente que para los sistemas originales.

En este Trabajo se trató de extender este tipo de resultados a sis
temas no lineales.

En el Capitulo 3 se prueba que,bajo hipótesis adecuadas,si se elimina

una de las variables,los métodositerativos no lineales de Jacobi y

Gauss-Seidel,convergen más rápidamente que para los sistemas origina
les.

Aqui también se analizó la eliminación en el caso del método de

Newton-Raphson. Los experimentos numéricos han sugerido que,si se

comienza con el mismovalor inicial,las iteraciones de Newton-Raphson

generadas por el sistema original y el reducido,no sólo convergen en

general con la mismarapidez a la raiz,sino que los términos princi

pales del error son,componente a componente,semejantes entre sl.

Esto será justificado en el Teorema3.14 .

En el Capitulo 4 se obtuvo una expresión general del error para los

métodos Secantes,pero no ha sido posible comparar los órdenes de

convergencia entre las iteraciones generadas por el sistema original

y el reducido.



El beneficio computacional de la eliminación parcial está vinculado

a la eventual facilidad de dicha eliminación, la reducción del número

de operaciones y la aceleración de la convergencia .

Este Trabajo de Tesis ha sido realizado mientras su autora era becaria

del CONICET .



WSILISLD I

¿NTRÜDUCCIÜH

Sea F:D c Rn + Rn una {unción con dominio y rango en el espacio

vectorial real R“. Se desea "computar" soluciones del sistema de n
ecuaciones en n variables

F(x) = 0 (1)

Esto involucra,al menos,dos problemas =

o El análisis de la existencia de soluciones.

o El estudio de métodos adecuados para determinar soluciones computables.

Claramente, las respuestas a estos problemas ¡dependen

esencialmente de las propiedades de la función F en cuestión.

En el contexto del primer problema mencionado, surgen naturalmente las

siguientes preguntas:

o Si existen soluciones de (l) en un conjunto Doc D.

O Cuántas soluciones hay en Do.
O Cuál es la influencia de cambios especificos de la función F en las

soluciones.

Simples ejemplos muestran que (l) puede no tener solución,o tener una

cantidad finita o infinita de soluciones. Además,aúnen casos sencillos

comolos de los polinomios en una variable,no se dispone de una teoria

algebraica general que permita determinar sus raices en un número

finito de pasos .
Los resultados más conocidos sobre la existencia de soluciones de (1) se

basan en los Principios de Contracción y sus generalizaciones,como asl

también en el Teorema de punto fijo de Brouwer.

En este trabajo se supone que la ecuación (l) tiene soluciones,y



nuestro principal interés es el estudio y examende algunos métodos

clásicos para aproximarlas, modificados por eliminaciones parciales de

incógnitas . En casos especiales,como los sistemas lineales,los métodos
directos para resolver (l) no siempre son adecuados en la práctica;

es por esto que se aplican también los métodos iterativos.

En el caso de sistemas no lineales generales,sólo se dispone de
métodositerativos.

Los principales problemas asociados a un proceso iterativo para resolver
(1) son:

O Si la iteración converge a una solución de 11).

o Si el proceso esta bien definido,es decir,si puede continuarse

hasta lograr un resultado satisfactorio.
O Cuál es el costo computacional de las iteraciones aplicadas.

Existen tres tipos de resultados de convergencia:

OTeoremasgg convergencia local: suponen la existencia de una solución

particular x*,asegurando la existencia de un entorno u de x. tal que,
comenzandocon cualquier valor inicial en u,la iteración queda bien

definida y converge a x‘ .
OTeoremasgg convergencia semilocal: no requieren conocimiento de la

existencia de una solución, y afirman que para ciertos datos iniciales,

usualmente bajo condiciones estrictas, hay convergencia a alguna

solución x. ,generalmente próxima al valor inicial.
Los teoremas de este tipo incluyen en general estimaciones computables

del error xk- x‘ .
OTeoremasgg convergencia global: afirman que,comenzando con cualquier

valor inicial en el dominio del operador,la convergencia a una solución



x. está asegurada.

Los teoremas de convergencia que demostraremos son de carácter local.

En lo referente al costo computacional de un proceso,los principales
puntos a tener en cuenta son dos :

O Cuál es el "costo" en cada paso de un proceso iterativo.

O Cuán rápido converge la sucesión.

El interés por determinar implementacionescomputacionales eficientes,y

minimizar el costo de un determinado proceso iterativo,sugirió la idea de

efectuar eliminación parcial , primeramenteen sistemas lineales,
mediante la cual el sistema original es transformado en un sistema

equivalente .

El Dr. Hilaszewicz probó, dentro del contexto lineal,y bajo ciertas

hipótesis,que los procesos iterativos clásicos de Jacobi y Gauss-Seidel

asociados al nuevo sistema convergen más rápidamente que para los

sistemas originales.
Másprecisamente,los principales resul t.ados obtenidos por él fueron

los siguientes ( ver [l] ) :
Sea el sistema

x = Bx + b (1.1)

donde B=(bU) ,bue R , bUZ0 V i,j (ISi,an) ;n22
nb e R

Se supondrá además que bü= O V i , IS i S n .

Sea p(B) = radio espectral de B.

Si fijamos k, ls k S n ,y consideramos el siguiente sistema,obtenido a

partir de (1.1) por eliminación de xk :



x =B'x + b' (1.2)

con B’=(b’ü) , b’ =(b’t) definidos asi :

bü+ bik! bkj si J z k , 15 i,j Sn
b'..=

H
0 51 J= k , 1< i S n

5 = < <
b bi + bikt bk 1- 1 ._ n

Se obtiene una relación entre p(B) y p(B’), que proviene de un resul tado

logrado por Francois Robert (Ver [3]):

Lema1.1 : Una y sólo una de de las siguientes condiciones se cumple:

t) p(B) = O = p(B’)

ii) p(B) = 1 = p(B’)

iii) 0 < p(B)2 S p(B’) S p(B) < l

iv) 1 < p(B) s p(B’) s pda)2

Nota 1.1 : No es dificil veriiicar que si p(B) < 1 ,entonces los sistemas

(1.1) y (1.2) son equivalentes.

El tema 1.1 y la lbu11.1 sugieren que,cuando p(B) < 1,el método iterativo

de Jacobi convergerá asintóticamente más rápido a la solución de (1.1)

cuando es aplicado al sistema (1.2) ,que cuando se aplica al sistema

original.
El siguiente Teorema ( ver [l] ), mejora la afirmación iii) del
remn.1.1 cuando B es irreducible:



Teorema 1.2 : Si p(B) < 1 y B es irreducible,entonces p(B’) < p(B).

ITERACIONES QE GAUSS- SEIDEL

Se desea establecer ahora la rel ación existente entre los radios de

convergencia de las iteraciones de Gauss-Seidel asociadas a los sistemas

(1.1) y (1.2) , cuando p(B) < 1 .

Sean L , U , L’ , U’ tales que

B = L + U

B’ = L’ + U’ ,con L y L’: matrices triangulares inferiores estrictas.

U y U’: matrices triangulares superiores.

Entonces las matrices de Gauss-Seidel asociadas a B y B’

son,respectivamente=

H = (I-L)"u y H’ = (I-L’Ï‘U’.

El Teoremay Corolario siguientes fueron también probados en [1] :

Teorema 1.3 :

Si B es irreducible y si existen i,j, tales que but bh; 0,con:
i) k < j < 1 ,ó

ii) j < i < k ,ó

iii) i < k < j

Entonces p(H’) < p(H).

Corolario 1.4 : Vale siempre p(H’) S p(H).

Se trató de extender este tipo de resultados a sistemas no lineales.



n n

Francois Robert consideró funciones contráctiles F :¿D‘ Xt + tg‘ xk,con

xt: espacio de Banach, i=1,2,...n, y probó el siguiente resultado,
basando su demostración en el Teorema de Stein-Rosenberg ( ver [2] ):

Teorema 1.5 = Sea F una aplicación de un producttn finito x de espacios

de Banachen si mismo, y contráctil respecto de la norma vectorial

canónica sobre X (confrontar Definición 2.7).

Entonces F admite un único punto fijo ( de X ,y el método iterativo de

Gauss-Seidel no lineal asociado a F converge a (.l

Bajo las hipótesis utilizadas en el contexto lineal en [1],

se demuestra, en el Capitulo 3,una generalización al caso no lineal

para los Métodositerativos de Jacobi y Gauss-Seidel.

Estos resultados motivaron el interés por otros métodositerativos
clásicos,tales comolos de Newton-Raphsony Secantes,con el fin de

determinar resultados análogos.

Este Trabajo de Tesis se puede resumir en los términos siguientes:

Dadoun sistema no lineal de ecuaciones,y empleando para su resolución los

métodositerativos clásicos,en caso de ser aplicables,se trata de ana
lizar cómoes afectada la convergencia si el sistema original es
modificado mediante eliminación de una de las variables.

Los resultados analiticos obtenidos son los siguientes:

Sea F: D c R" + R" una función cuyo dominio D contiene un punto x. tal

que F( x.) = 0 .Supongamos que:



t) F es diferenciable en un entorno de x.e D.

ii) 0+; (x*) z 0 , V i=1,2,...n ; ft = i-ésima coordenada de F.
ax

'L

Entonces:

a) En iteraciones funcionales de puntt: fijo,si 1a matriz Jacobiana

es irreducible y no negativa,el sistema reducido converge

estrictamente más rápido.

b) Si además F tiene segunda derivada continua en un entorno de x.,

con F"(x.) hh z 0 V h e Rn- {0} , F’(x.) es no singular y la
condición ii) se satisfaCe solamente para algún i( ISiSn ),entonces

el método iterativo de Newton-Raphsonasociado al sistema reducido

converge igual o más rápido que la iteración de Newton-Raphson

asociada al sistema original .

REFERENCIAS
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CQNXESUEÉ) II

DEFINICIONES 1 RESULTADOS BASICZQS

2.1 Sea x=(x1,x2,...,xn)lun vector en Rh;se definen las siguientes normas
vectoriales:

n p 1/px =( x, ) 1 S S m (norma l )
¡Ilg igi ¡tu p p

"x" = máx {lx l) (norma L )
m ¿Sign t w

2.2 Teorema de equivalencia de Nbrmas: Sean "a" y ".u’ dos normas en R".

Entonces existen constantes c22c1>0 tales que:

n
c‘uxu s uxu* s czuxn Vxen

8.3 Nbrma de operadores lineales: Dadas dos normas H." y ".H' en Rn y Rm

respectivamente,y Aeï(Rn,Rm),la norma de A respecto de H." y ".H’ se
define por:

IIAIl= SUP |le II’
le II=*

2.4 Sea Aex(Rh,Rm) donde Rn y Rmestán normados por alguna de las normas

H,con i=1,m. Entonces,si A=(av):
m

||A||‘= máx ( E lau')
1 zSan i:

n

"Aumf ‘máx ( Bilaül )SiSm t:

10



2.5 H A H: = A ; A = máximo autovalor de AtA

2.6 Lemade Perturbación: Sean A,C 62(Rn);supongamos que A es invertible,

con "A_‘"S a .Si "A-C" S fi y fia < 1,entonces C es también invertible

y "c"“ s a/(1—afi); a,fi e R.

2.7 Teorema de Stein-Rosenberg: Sea la matriz de Jacobi nxn B = L + U

no negativa con elementos diagonales nulos; con L = matriz triangular

inferior, U = matriz triangular superior, y sea 31: (l - L).1 U ,la
matriz de Gauss-Seidel.

Entonces,una y sólo una de las siguientes relaciones se cumplen:

i) p(B) = p(r‘) = 0

ii) 0 < p(r‘) < p(B) < 1

iii) 1 = p(B) = p(x‘)

k

2.8 Definición: Sea el espacio producto x =igt Xi, X5: espacio de

Banachcon norma "."i,i=1,...,k. Unelemento x e x es, por definición,

una k-upla x=(x‘,x2,...,xk“}xtexiJoa siguiente aplicación de X en Rk:
t -—x=(x‘,x2,...,xk) a p(x)—("x1"‘,"x2“2,...,"xk"k)

se llamará " la norma vectorial canónica sobre x ".

2.9 Definición: Sean x,y eRk;se dice que x s y si xt S yt , V i=l,2,...,k.
Una matriz K kxk se dice no negativa si sus coeficientes son no negativos.

k

8.10 Definición: Una función F=¿g‘xi 4 tg‘xi ,X{=espacio de Banach se dirá

contráctil respecto de la normavectorial canónica sobre x ,si

existe una matriz K kxk no negativa de radio espectral p(K) < 1 tal que:

11



p(F(x)-F(y)) S K p(x-y) , Vx,ye X

2.11 Definición: Una aplicación F: D c R" + Rmes diferenciable Frechet

(o F-diferenciable) en x e int(D) si existe A e xtk",lz"‘) tal que

lim fl F(x+h)-F(x)-Ah u = o
h-OO

II h II

2.12 Teorema del Valor Medio: Sea F: D c R" + R F-diferenciable en cada

punto de un conjunto convexo Do c D. Entonces,

V x,y e Do, 3 t e (0,1) tal que

F(y)-F(x) = F’(x+t(y-x)) (y-x) l
Es importante destacar que el Teoremano vale en general para funciones

F: Dc R" + Rm ,con m > 1. Comoconsecuencia inmediata del Teorema,

aplicado a cada coordenada de F,se puede afirmar lo siguiente:

Si F: D c R" + Rmes F-diferenciable en un conjunto abierto convexo

Do c D, y si x,y eDo,entonces:
F(y)-F(x) = B(x,y) (y-x),

donde B(x,y) e 2(R",Rm) se construye a partir de las componentes

f1,fz,...,fm de F.Hásprecisamente,3 t‘,t2,...,tm e (0,1) tales que:

{‘(x+t1(y-x))
B(x,y) = .

fm(x+tm(y-x))

2.13 Si F:[a,bJ c R + R es continua en [a,bJ y si i’ existe y es

integrable Riemannen (a,b),entonces:

Iab F’(t) dt = F(b)-F(a)

12



Para una aplicación G:[a,b] c R + Rm,se define la integral de G en

términos de sus componentes9‘,gz,...,gm asi:

f: g (t) dt
la...y: G(t) dt

b
¡a gm(t) dt

y se dice que G es integrable Riemannen [a,bJ si cada componente es

integrable Riemann .Si ahora F: D c R" + Rmes F-diferenciable en cada

punto del intervalo [x,yJ c D,entonces cada función coordenada

gi(t) = f¿(x+t(y-x)) es continua para t e [0:1] ,i=1,2,...,n .Si
además,las g'i(t) son integrables Riemannen t e [0,1],se tiene:

91(1) —gim) = ¡0‘ g’(t) dt ,i=l,2,...,n
1 , -_

Por lo tanto, usando la definición (t) se puede escribir:

F(y) —F(x) = ¡0‘ F'(x+t(y-x)) (y-x) dt
8.14 Si G:[a,bJ c R + Rmes continua en [a,bJ ,entonces:

b b
|| ¡a (su) dt ¡Is ¡a neu) || dt ,

. npara cualquier norma en R .

2.15 Definición: Sea F: D c R" + RmF-diferenciable en cada punto de un

conjunto abierto Do c D. Si la aplicación F’:Doc R" + .E’(R",Rm)
- (F’)’(x) se llamará "laes F-diferenciable en x e D°,entonces F"(x)

F-derivada segunda de F en x”. Notar que F"(x) e ¿(Rn,r(Rn,Rm))

y,por definición,

H F’(x+h) —F’(x) - F"(x)h Hlim
h+0 ||h ||

13



2.16 Notar que la aplicación B: Rnx R" + R'" definida por:

B(h,k) = C F"(x)h] k es bilineal.

2.17 Representación de F"(x) en términos de las derivadas parciales de

las funciones coordenadas f‘,fz,...,fm de F: Si f: Dc Rn+R es tal que

f"(x) existe,entonces se define la matriz Hessiana nxn H‘(x) asi:

0 a {(x) ..... 0 a {(x)11 nt
Hf(x) = I0 a {(x) ..Z.. a 0 {(x)

1 n n n

02f(x)
donde 0.0} (x) =

‘ J «nox.
t J

Entonces,si f¿“(x) existe Vi=l,2,...,n,

[F"(x)th = (k H‘(x) h‘,k Hz(x) h‘,...,k Hm(x) h‘)
donde H (x),H (x),...,H (x) son las matrices Hessianas de f ,f ,...,f

1 2 rn 1 2 m

en x respectivamente,y h,k e Rn.

2.18 La norma F"(x) en el espacio 2(Rn,2(Rn,Rm))se define de la manera

natural,es decir,V h e R",

H F"(x)h H = sup { H F"(x)hk H, keRm,HkH=1 }

y, por lo tanto,

H F"(x) H = sup { H F"(x)h H } = su H F"(x)th },su p C
IIh I|=1 IIh Il=1 IIk II=1

donde hemos utilizado las normas que corresponden en cada caso.

2.19 La continuidad de F" se define en términos de la norma ,o sea, F" es

continua en x sii HF"(x) - F"(y) H + 0 cuando y + x.

Es bien sabido que F" es continua en x sii todas las derivadas parciales



segundas de las funciones coordenadas de F son continuas.

2.20 Si F! D c Rn + Rm tiene F-dorivadn segunda en x,entonces F" es

simétrica,es decir, F"(x)hk = F"(x)kh V h,|< e R".

n n n

2.21 Definición: Sea R" = R ‘ x R 2 x...x R p,donde n=n‘+n2+...+np ;
n.

denotemos los elementos de R" por x = (x‘,x2,...,xp),con xte R L,i=1,..p
Sea F: D c R“ + R'",y dado x e D,sea

n.
_ LDi—(yeR / (x“...,xi_‘,y,xifl,...,xp)ED}

. rn _ D
Se define Fi. Di. + R por Fi(y) - F(x‘,...,y,...,xp) , y e Dt.

n.

Entonces F tiene F-derivada parcial 0¿F(x) = F’i(x) en x respecto de R t,

si xi e int(D_L)y Fi. tiene F-derivada en xt.

2.22 Teorema de la Función Implictta: Sea F: D c R" x Rp + Rn continua

en un entorno abierto Doc D del punto (xo,yo) para el cual F(xo,yo) = 0.

Supongamos que O‘F existe en un entorno de (xo, yo),y que además es

continua en (x°,yo) y 0‘F(xo,yo) es no singular.

Entonces existen entornos abiertos S‘ c Rn y 82 c RPde xo e yo

respectivamente tal que,V y e 52,1a ecuación F(x,y) = 0 tiene única

solución x = H(y) e 5‘ y la aplicación H: 82 + R" es continua.

Másaún,si OzFexiste en (xo,y°),entonces H es F-diferenciable en yo y

H’(yo) = -[ 0‘F(xo,y°)J-‘02F(xo,yo)

2.23 Definición: Una familia de operadores {GR},Gk:ch ( R")hp -o R",

k = O,l,.. define un proceso iterativo 3' = ({Gk},D’,p) con p puntos

15



-p+tiniciales y dominio D.c D,si 0.1 9 y si V (xo....,x ) e D.,la sucesión

083:):1 generada por: xk“: Gk(xk,...,x 'P") , k=0,1,..

existe,es decir, si (xk....,x_P“) e Dk, V k2 0.
lt

Un punto x tal que ¿ig x = x. es llamado "punto limite del proceso"t

y el conjunto de todas las sucesiones (x137;1 generadas por J‘que

convergen a x. será denotado por 8(J}x.) .

km
2.24 Definición: Sea (x }k_‘ c R" una sucesión convergente a X.
Las cantidades:

o si xk=x*,Vk salvo cantidad finita
k _ —

Qp”x }) _ ¿ig ( "xku-x."/“xk-i "9) si xkzx’,V k salvo cantidad finita
m en otro caso

definidas para p e [1,a9,son llamadas" los factores de convergencia

cocientes" (ó Q-factores) de {xk}?1 respecto de la nDrma H." en Rn;y
_ k k m

QP(J;X.) —sup C Qp((x }) / {x }k=i e 8(73x.) } , 15 p < m

son "los Q-factores de J’en x.",respecto de la normacon la cual

se calcula Qp({xk}).

2.25 Lema: Sean Qp(ï;x.), p e [1,m) los Q-factores de un proceso
iterativo J‘respecto de alguna normafija en R".Entonces vale una y sólo

una de las siguientes posibilidades:

a) Qp(7,x.) = 0 V p e [1,m)

b) Qp(J}xt) = m V p e [1,m)

c) 3 po e [1,m) tal que Qp(7;x.) = 0, V p e [1,po) y



thJyx.) = m V p e (po,m) .

Demostración: Ver [5], pág.282

2.26 Definición: Sean J; y J} dos procesos iterativos con punto limite x.,

QP(J;,x.) y QP(J;,X*) los correspondientes Q-factores computados con

la misma norma en R".Entonces J; es Q-más rápido que J; si 3 p e [1,m)

tal que Qb(31,x.) < Qb(7;,x.) .

tha: El concepto de Q-rapidez depende de la norma en Rn,y es posible que

en alguna norma,el proceso iterativo J; sea Q-másrápido que el proceso

J; ,mientras que en otra norma, J; puede ser Q-másrápido que J}.
Sin embargo, el siguiente concepto es independiente de la normautilizada:

8.27 Definición: Sean Qp(73x.), p e (1,0) los Q-factores de un proceso
iterativo J‘con punto limite x. respecto de alguna normaen R".
Entonces:

m si Qp(33x.) = 0 V p e [1,m)0 (33x.) =
q inf{pe[1,m) / QP(J;x.) = m } en otro caso

se llama "el Q-orden de J'en x.".

2.28 Observación: Sean J; y J; dos procesos iterativos con limite x..

Si 0q(J;,x.) > 0q(3;,x.),entonces 3; es Q-másrápldo que 3;,para
. ncualquler norma en R .
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El G-orden de J'en x“Ies independiente de la normautilizada,por lo
cual utilizaremos esta definición sistemáticamente.

Nota: si Ch(7;x.)=0, se dice que la convergencia es Q-superlineal.

si 0<Q‘LT,x.)<1, se dice que la convergencia es Q-lineal.

si QtLT,x*) Z 1, la convergencia es Q-sublineal.

si 0<Q2(ng.)<m ,la convergencia se dirá Q-cuadrática.

si Q¡(J;x.) = 0, la congergencia se dirá Q-supercuadrática.

si C%(Jnx*)= m, la convergencia será Q-subcuadrática.

)

m
k}2.29 Definición: Sea {x k_‘ una sucesión que converge a x. .

Los números:

i/kII,k .tm x -x 51 p=1

19({xk}) = {’ENo n "'k l/pk
3 u x —xt H si p>1

son llamados "los factores radicales de convergencia",y
_ k k m

Rb(33x.) - sup { 2b({x }) l {x }k___1e 8(73x.) }, ls p < m

son los "eractores de J’en x.".

2.30 Lema: flb({xk}) es independiente de la norma en R", V p e [1,m).
Demostraciógi Ver [5], pág. 298

2.31 Lema:Sea J’un proceso iterativo con limite x..Entonces una y sólo
una de las siguientes condiciones se cumple:

a) 3.(Ï,x ) = 0 V p e [1,m)p i
b) 3.(J;x ) = 1 V p e [1,m)p i

c) 3 po e [1,m) tal que fib(7,x.) =_0 V p e [1,po) , y

18



3b(33x.) = 1 V p e (p°,m).
Demostraci : Ver [5], pág. 289

2.32 Definición: Sean J; y J; dos procesos iterativos con limite x..

Entonces J; es firmas rápido que J; en x.,si 3 p e [1,w) tal que

39(7‘,x*) < apaga.) .

2.33 Definición: Sea J’un proceso iterativo con limite x..
La cantidad:

D

m si ¡.(Jyx ) = 0 V p e [1,m)O(J‘x)= P "'
r ' I in{{pe[1,m)/ fib(73x.)=1) en otro caso

se llama "el arorden de J’en x.".

tha: si 0<JH(J}x.)<1,se dice que la convergencia de J'es flrlineal.

si Jü<33x.)=1 ,se dirá que la convergencia de J‘es flrsublineal.

si Jatáyx.)=0 , se dice que la convergencia de J’es firsuperlineal.

si 0<3}(73x*)<1, se dirá que la convergencia es fircuadrática.

8.34 Teorema:Sea J’un proceso iterativo con punto limite x..Entonces:

0q(73x.) S or(73x.)
Demostraciógi Ver [5], pág. 296

2.35 Teorema:Sea J’un proceso iterativo y 8(J;x.) el conjunto de sucesio

nes generadas por J’que convergen a x..Supongamos que 3 p e [1,m) y una

constante c2 tal que para cualquier {xk}:’_te B(J}x*),

19



" xk+1_ x. II S C2 II xk_ x. "p, y k2k°=ko((x“}) (1)

Entonces 0r(73x.) 2 Oq(J}x.) > p
13mPor otro lado, si 3 una constante c‘>0 y alguna sucesión {x k_‘ 68(33x.)

tal que:
k+1_ k p - k

H x x. H 2 c; fl x - x, u > o, Vk2k0—ko({x }) (2)

Entonces 0q(7;x.) S 0r(J;x') S p

Por lo tanto, si se cumple (1) y (2),entonces:0q(73x.) = Or(73x.) = p .l

Demostraciógi Ver [5], pág. 297

Convergencia loca; 1 radio gg convergencia gara ¡tecaciongs gg La forma:

x**‘ = G(Xk), k = o,1,...

2.36 Definición: Sea G: D<:Rn + R".Entonces, x es punto de atraccióni
de la iteración xk*‘= G(xk), k=0,1,... si existe un entorno S de x“I

tal que S c D y, V xoe S,la iteración {xk}:ï‘ permanece en D y converge
ax..

2.37 Teorema de Ostrowshi: Supongamos que G: D S Rn + R" tiene un punto

fijo x. e int(D) y que es F-diferenciable en x..

Si el radio espectral de G'(x*) satisface p(6’(x.)) = a < 1,entonces
¡(+1x"l es un punto de atracción de la iteración x = G(xk), k=0,1,... l

Demostraciógi Ver [5], pág. 300

2.38 Teorema de convergencia Lineal: Si G: D S R" + R" tiene un punto

fijo x. e int(D), es F-diferenciable en x. y p(G’(x.)) = o < 1,entonces

20



R‘(.7',x.) = p(G’ (x.)). Más aún,si p(G’ (x.)) > 0 , entonces:

Or(33x.) = 0q(33x.) = 1 l

DemostracióQL Ver [5], pág. 301

2.39 Teorema: Sea G: D S R" + R" con punto fijo x*eint(D). Supongamos que

G es continuamente diferenciable en alguna bola abierta S = S(x.,ó) c D.

Si G'(x‘) = 0 y G es dos veces F-diferenciable en x.,entonces:
x. es punto de atracción del proceso J’: xku= G(xk), k=0,1,... y

0r(3',x.) 2 0q(J',x.) 2 2 ’
Si además G"(x.)hh z 0 , V h e R", h z 0 ,entonces:

or(73x.) = oq(J;x.) = 2 l

Demostración; Ver [5], pág. 304

2.40 Teorema de atracción de waton: Sea F: D S Rn + R" F-diferenciable

en un entorno abierto Soc D de un punto x.e D para el cual F(x.) = 0.

Supongamosque F’ es continua en x. y F'(x.) es no singular.

Entonces x. es punto de atracción del proceso iterativo de Newton:
3* : x"*‘= x"—F’ (xkf‘th’S , k=0,1,...

y Ja(73x.) = Ch(73x.) = 0 .
Si además existen constantes a < my p e (0,1] tales que

I _ D _ p
H F (x) F (x.) H S a H x x. H , V x e So

Entonces o (73x ) 2 O (33x ) Z 1+ p .
I‘ Ú q fl

Finalmente,si F es continuamente diferenciable en So y la segunda

F-derivada existe en x. y satisface :

F"(x.)hh zo , v h e R", h zo

Entonces 0r(7;x.) = 0q(73x*) = 2 l
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Demostraciógi Ver [5], pág. 312

2. 41 Teorema: Sea GI D c R" -o Rn con punto fi Jo xm e int (D).Bupongamo¡

que G es F-diferenciable en x. y que G’0€.) = 0.Entonces x“l es punto
de atracción del proceso iterarivo xkfl= Emu), k=0,1,..-. y

31(3",x*) = Q1(J',x.) = O. Más aún, si en alguna bola S = S(x.,r)
la estimación

_ _ P"G(x) G(x.)||Sa||x x’u, VxeS
se cumple para algún p > 1,entonces Or(.7",x.) Z 0q(J",x') 2 p .
Si además,la estimación

pHGM)-G(x*) ||>_‘{i||x-xnl ||, VxeS

se satisface para algún fi > 0,entonces Or(J‘,x.) - 0q(3',x.) - p .

Demostración_: Ver [5], pág. 303

2.42 Teorema: Sea J” un proceso iterativo y 8(3‘,x.) el conjunto de sucesio

nes generadas por J" que convergen a x..Sean yo,7‘,...,ym constantes no

negativas.Si,para cualquier {xkflï1 e 8(3‘,x*),existe k 2 mtal que
ku k m k-j o"x _x."s"x_x."z'yj"x —x."’ szko’

J=°

entonces 0r(.7",x.) 2 'r, donde 1' es la única raiz positiva de
tM‘Ol _ tm _ 1 = o

Si además, existe B > 0 y alguna sucesión DJ)?“ e 8(.7",x.) tal que,

para algún ko 2 m,
k1 k k||x’ -x.||23||x -x.||||x "‘-—x.||>o, Vkao,

22



entonces o (73x ) = Tr Ó

Demostraciógi Ver [5], pág. 291
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WSZKUQD I I I

ANALISIS QE LOS METODOSITERATIVOS QE JACÜBI, GAUSS-SEIDEL, 1

NEWTÜN-RAPHSÜN.

En el presente capitulo se prueba que,para iteraciones de punto fijo,

si la matriz Jacobiana asociada al sistema original es no negativa,

entonces la eliminación de una variable mejora o a lo sumo no empeora
.

la convergencia.

Másaún, si dicha matriz es no negativa e irreducible,el sistema

reducido converge asintóticamente más rápido.

Estos resultados son un corolario del trabajo realizado por el Dr.J.P.
Hilaszewicz dentro del contexto lineal.

Esta idea será examinadaen la última parte del Capitulo,para el

caso del método Newton-Raphson .

Veremosque esta idea es fructlfera,bajo ciertas hipótesis.

En el Capitulo 5 se exhibirán ejemplos ilustrativos.
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1 METODO N_ÜLINEAL D_E JACOBI.

Surge comouna extensión del método lineal de Jacobi:

Sea el sistema lineal de ecuaciones:

Ax = b ,

donde A = (ati), aüzo ; b = (bi) , i,j = 1,2,..,n
k k k k l.

Supongamosque la k-ésima iteración x = (x1 ,x2 ,..,xn ) ha sido

determinada. Entonces,par a obtener la próxima componente xtk“,se

resuelve la siguiente ecuación lineal en la variable xt:

. . . k 1. .

La soluc16n de dicha ecuac16n será x: ,es dec1r,

n kk+1_1(-Ea_,x. +b.)
x — - _ u J 1.

EL. J=1
iiiLL

o escrito en forma compacta, si

A = D — L - U

donde D, L, U son matrices diagonal,estrictamente triangular inferior

y triangular superior respectivamente,entonces

x“ = D"(L + U) x" + D"b , k=0,1,..

25



Sea ahora el sistema no lineal F: D c Rn + Rh con componentes

f‘,fz,..,{n :
F(x) - 0

Suponiendoque la k-ésima iteración xk = ( xÏ,x:,..,xk)tha sido calñ

culada,entonces,de maneraanáloga al caso lineal,la i-ésima componente
k+1 . . . . . .de x se obtiene resolv1endo la i-éSima ecuación en la variable x_:

\.

l:
,..,xn) = o (3.1)f (xk xk x xki 1"" ua’ v i+1

k+1i ,es decir,La solución de dicho sistema será x

k k k k .

o escrito en forma compacta,

k1 kx*=G(x ) , G=(g‘,gz,..,gn)

Nota: Para poder resolver la ecuación (3.1) ,V i=l,2,..,n ,supondremos

que F es diferenciable en un entorno de x. e‘D,donde x.I es raiz de F,y

Odï(x.) z 0 , V i=1,2,..,n .En consecuencia, G resulta F-diferencia

ble en x. .

Quedaasi planteada la ecuación de punto fijo:

x = G ( x ) , G = ( 9‘,gz,..,gn) (3.2)
’IIdonde gt = gi(x‘,..,xbú,x¿*1
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Definición: a G’( x.) se la llamará “la matriz Jacobiana asociada al
sistema (3.2) ",donde :

l n9‘o...= III-I...
1 ngn .... 9"

con gi: - aj 95x.) , y x. es la raiz de F o el punto fijo de (3.2) .

Obviamente, G’( x.) tiene ceros en la diagon’al,y supondremos que

gi 2 o v 1,1 =1,2,..,n

Eliminación de una de las variables:

Si fijamos m, 15 m S n ,y consideramos el siguiente sistema obtenido

de (3.2) por eliminación de xm =

x = G(x) , (3.3)

donde:

G= ( g‘,...,gn)
y, Vi=1,2,..,n , gi= gi} )(‘,..,xm_‘,gm(x),x"w,..,xn)I.

El método no lineal de Jacobi asociado a (3.3) será :

N
x"“= su") , k =o,1,..

27



Resulta entonces:

J

«J a { ol + QT o; :1 J z m . 1 s 1.1 s n
g,'- 0.9.04 ) 

L J L i
M p M Jo si J = m , 1

Por lo tanto, G’(x.) y G’(x‘) satisfacen las mismashipótesis que las
matrices B y B’ del Capitulo 1.

En consecuencia,valen los siguientes Lemasy Teorema:

Lema3-1 : Una y sólo una de las siguientes condiciones se cumple:

i) p(G’(x.)) = 0 = p(G’(x.))

ii) p(G’(x.)) = 1 = p(6’(x.))

iii) o < p(G’(x’))z s p(G'(x.)) s p(6’(x.)) < 1
' ’ N, ’ z
LU) 1 < p(G (x.)) s p(G (x.)) s p(G (x.))

Teorema3,2 : Si p(G’(x*)) < 1 y G’(x.) es irreducible,entonces

p(G’(x.)) < p(G’(x.))

Lema3.3 : Sea G;(x.) la matriz de orden (n-l) obtenida a partir de

6’(x.) ,eliminando la m-ésima fila y columna. Entonces E’(x.) es

reduc1ble y p(G (x.)) = p(G;(x.)) .

Demostraciógi análoga al Corolario 3.5
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2- METODOug LINEAL QE GAUSS-SEIDEL.

Al igual que el método no lineal de Jacobi,este método II una exten
sión del método lineal de Gauss-Seidela

Sea el sistema lineal de acuaciones:

con A = (an) , bu (bi) , i,j = 1,2,..,n , y aüz OV i=1,2,..n

Supongamosque la k-ésima iteración xk= (xï,..,x:)ty las (i-l) compo
k+1 k+1 ¡(+1nentes x ,..,x_a L-i

de la iteración x han sido determinadas.
l: 1 .

Entonces, para obtener la componentexi’, se resuelve la ecuaCIÓn

lineal en la variable x5

" kE a. X. +a..X.+ E a X. =b.
. LL L . .
J:1 J=L+1 J

La solución de dicho sistema será xï“,es decir,

¡"-1 ¡1+1 n kku 1( - a_.x, - a..x.+b.)
= LJ J z ‘vJ J "3-1 j=i+t

o escrito en forma compacta,si

A = D - L - U ,

con D, L y U matrices diagonal,estrictamente triangular inferior y
estrictamente triangular superior respectivamente,entonces
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¡(+1 1 kx — (D —L)“ u x + (o - L)“ b ,k = 0,1...

Sea ahora el sistema no lineal F: D c Rn + R" con componentes

f‘,f2,..,fn .

F(x) H O

Suponiendoque la k-ésima iteración xka (x:,..,x:)ty las (1-1) compo
k+1 k 1 k#1

nentes x ,..,x;; de la iteración x han,sido determinadas,
k .

entonces,para obtener la componentexgn, se resuelve la i-éSIma ecua
ción no lineal en la variable x 

¡1+1 ln! k k _ft( x1 ,..,x¿_‘ ,xvxiflpqxn ) - 0

La solución de dicha ecuación será xï“ ,es decir,

xlu-i _ ( xk“. xica-I. xk xk )‘L gi. 1 "" 1-1 ’ tu’." n

Para escribirlo en forma compacta, definimos la función V = (v‘,..,vn)
tal que :

k __ k+1_ l: k k
v‘( x ) - x1 - g‘( x‘, xz ,.., xn )

l: _ ku _ k k l:
v2( x ) - xz —gz( v‘(x ), xz ,..,xn )

k _ ku _ k k k k
v¿( x ) —xi —g¿( v‘(x ),..,vb1(x ),xL ,..,xn )

k _ k+1 _ k k k
v ( x ) —xn —gn( v‘(x ),..,vwú(x ),xn )

30



Por lo tanto,
x""=wx") , k=0,1,..

Quedaasi planteada la ecuación de punto fijo =

x = V(x) , (3.4)

con V = (v ,v ,..,v ) definida asi :
1 2 n

v‘(x) = g‘(x‘,xz,..,xn)

vi(x) = gt(v‘(x),..,vbú(x),x¿,..,xn) , i _ 2

El siguiente Lemaprueba que V’(x.) es la matriz de Gauss-Seidel

asociada a G’(x.) =

Lema3.4 : Si x. es raiz de F (o punto fijo de (3.4)),entonces

wm.) = (1 - L)" u = (I + L + ..+ Ü") u ,con L y u tales que
2 no a......g‘

1 o o 9 nL = 92 U = g2'” g2ouan....o
o a n c c .

1 "-1 o ogn...- gn

Es decir, L y U son la parte triangular inferior y triangular

superior respectivamente de la matriz G’(x.)

Demostraciógi

Se probará por inducción sobre i, que

aj vt(x*) = [ (1 —L)" u Jtj , v j = 1,2,..,n
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Para i = 1,

a_v(x ) =U,=[U+LU+L2U+...+Ln_1UJ,=
J 1 i 11 1)

2 n-l. -1 .=[ (I+L+L +...+L )UJ“=[ (I-L) U)“, VJ=1,2,..,n
Supongamosque, V k = 1,..,i-1 ,se cumple

-1 .
aj vk(x.) = t (I —L) u ka , v J = 1,2,..,n
veamos para i:

vi(x) = g¿(v‘(x),..,v¿_1(x),xi,..,xn)
si j < i ,

i-s t-a _‘
dj vi(x.) = E 0k 9‘04.) üj vk(x.) = z Luc [ (I - L) U ka =k=1 (1) k=t

n -4 -1=:L.[(I-L) U].=[L((I-L) U)J..=
(2) k=4 ú h H

= E L (I + L + L2 +..+ L'“) u JU= t (L+Lz +..+ l.’H +1.") u JU:

=t (L+L‘+..+L"") UJ, +U,=|: (I+L+..+L“") u: 
LJ U ' U(a)

= l: (I - L)" u ]__
LJ

Si j Z i ,

1.-1 _‘Udj vi(x*) = dj gi(x.) + z 0k gi(x.) ój vk(x.) = [L(I - L) Jij-O-Uü=k=1 (4)

=[L (I-L)"UJ._+U_,=[L (I+L+..+L“") UJ._+U,=
¡.3 LJ ¡.3 LJ
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[ (L + I.z +..+ L'H + L" ) u J + utj = [<1 + L +..+ Ü") ¡Jth =U

= t (I -L)"

Nota: (1) y (4) valen por hipótesis inductiva.

(2) vale pues L es triangular inferior estricta.
(3) vale porque U es triangular superior.

Eliminación de una de las variables

Si fijamos m, 1 S m S n, y , como se hizo antes,se considera el

siguiente sistema obtenido de (3.2) por eliminación de xm ,

x = G(x) , G = ( g‘,gz,..,gn ) (3.3)

9. = 9¿(x‘!--9xm_‘!gm(X)!xm !--!xn) ! i = 192!--!n+1

Entonces,el método no lineal de Gauss-Seidel asociado a (3.3) será:

k+1_" k_"' k
xi —91(x1,..,xn) v (x )

ku _ N N k N k k k _ *xi —gi(v‘(x ),..,vbú(x ),xi,..,xn) - v (x )

k+1._ * * k N k k _ * k
xn - gn(v‘(x ),..,vn_1(x ),xn) vn(x )



Quedade esta forma planteada la ecuación de punto fijo:

N N N N "I

x = V(x) , V = (v‘,vz...,vn)
con

v‘(x) = g‘(x)
= ' >vi(x) gi(v1(x),..,vbú(x),xt,..,xn) , 1 _ 2 .

El siguiente Lemaprueba que V’(x.) es la matriz de Gauss-Seidel

asociada a G’(x.) :
" U’ ,dondeLema 3.5 V’(x.) = ( I - L’ )

L’ = parte triangular inferior estricta de G’(x.)

U’ = parte triangular superior de G’(x.) ,es decir, U’ = G’(x*) - L’.

Demostraciógi

Al igual que en el Lema3.4, se prueba por inducción sobre i,que:

j i ¡l (I-L’)" U’ JU , Vj=1,2,..,nq. < ï II ,..

= = + = ’ =
aj v‘(x*) aj g‘(x*) ój 9104.) 0m g‘(x.) dj gm(x.) U tj

= l: (I + L’ + L’2 + .. + L’"-‘) u’ J”, = [ (I —U)" u' Ju .
Supongamosque, V r = 1,..,i-l ,

a. v (x.) = [ (1 - U)" u' J . , v j = 1,2,..,n
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Veamos para 1 :

vi(x) = gt(v‘(x),..,vb4(x),xt,..,xn)
Si j < i ,

N t' 1 N N t-t

aj vi(x.) = y; ar gía“) aj vr(x.) = ¡3 L ¿r t (1 - L )r=1 (5) r=t
"u’ 1,:

TJ

h
= ¡3 L'. [ (I-L')"U’ J_=[L’ (I-L’)"u' J__=

Lr I‘J ¡nl(6) rat

[(L’ + L” + .. + L'"" + L'") U'Jü - [(L,’ + .. + L'"")U'J.+ u',
(7) . ¡.j |.J

=l:( I +L’ +.. +L'“") U’J =t (I-L'f‘u' J
u tj '

Si j Z i la demostración es análoga al Lema3.4 l

Nota: (5) vale por hipótesis inductiva.

(b) vale pues L’ es triangular inferior estricta.
(7) vale porque U’ es triangular superior.

Corolario 3.5 : Sea V’m(x.) la matriz de orden (n-l) obtenida de

V’(x.) , eliminando la m-ésima fila y columna.

Entonces V’(x.) es reducible y p(V’(x.)) —p(V’m(x.)) .

Demostraciógi

V’(x.) tiene su m-ésima columna nula pues :



como U’un = 0 ,V s = 1,2,..,n ,entonces

-1
Lo

n
-1 , E _ vu 1m zu L)0mV‘(x‘) al: (I-L') t ni

U' =0.
om

Por lo tanto, existe una matriz de permutación P tal que =

N N N N
ó‘vm(x.) . . . am_‘vm(x.), amflvmu.) , . . , anvmm.)N, -"_PV(x.)P 

O"OO

vaiamente,de aqui resulta lo que se quiere probar . l

Los Lemas 3.4 y 3.5 afirman que V’(x.) y V' (x.) satisfacen las mismas
hipótesis que las matrices H y H’ del Capitulo 1 .

Por lo tanto,se tiene :

Teorema 3.6 : Si G’(x.) es irreducible y si El1.1 tales que gl" 9:; z 0.
CDI'l

a) m < J < i , o

b) j < i < m , o

c) i < m < J

entonces p( V’ ha.) ) < p( V’ (x.) ) .

Corolario3.6 : p( V’bc.) ) S p( V’(x.) )
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Notaciógi
Llamamos:

LI1 proceso iteratlvo generado por el método de Jacobi no lineal.
q1 proceso iterativo generado por el método de Jacobi no lineal,

eliminando la variable x .
m

2 proceso iterativo generado por el método de Gauss-Seidel
no lineal.

«¡e2 proceso iterativo generado por el método de Gauss-Seidel

no lineal,eliminando la variable xm.

Los Lemas y Teoremas enunciados anteriormente,pueden resumirse en el

siguiente =

Teorema 3-7 : Si p( G’(x*) ) < 1, entonces una y sólo una de las

siguientes condiciones se cumple:

i) 33:11,“) = 33%,“) = 31(5‘1,x*)= acia-2,“) = o

u) o < 3332,“) s 31(3)“) < 31(3)“) < 1 , y

o < 33:11,“): s 3161,“) .<_ain'th < 1

iii) o = R‘(}2,X.) < R‘(J'2,x*) < R‘(.7",x.) < 1 , y

z N
0 < JE(J;,X.) S Ja(31,x.) < Ja(31,x*) < 1 .
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Si ademásG’(x.) satisface las hipótesis del Teorema3.6,entonces

o s 51372,“) < asa-2,“) < 1301,“) , y

z N
o < 3371,“) s R‘(J",x.) < a‘m‘m.) < 1 .

Demostración_:Por el Teorema de convergencia lineal (Teorema 2.38),

se sabe que :

JH(3;,X.) = p( G'(x.) )

Ja(33,x.) = p( V’(x.) )

3331,“) = p( E’(x.) )

JH(;;,X.) = p( ;'(x.) )
Por el Teorema de Stein-Rosenberg (Teorema 2.7) y Lema3.4,una de las

siguientes condiciones se satisface :

a) JH(J;,x.) = 1H(J},X.) = O ó

b) 0 < 5H(J;,X.) < Ja(71,x*) < 1
y,del Lema3.1,una y solo una de las siguientes condiciones se satis
face :

i) 0 = 93(71,x.) = Ja(3;,x.)

it) 0 < Ja(31,x.)2 S Ja(;;,x.) s JH(3;,X.) < 1
Las demás desigualdades se desprenden inmediatamente del Corolario

3.6 y Teoremas 3.2 y 3.6 l

Observaciógí El Teorema 3.7 Tormaliza el hecho que,cuando G’(x.) es

irreducible y p(G’(x.)) < 1,1a iteración no lineal de Jacobi conver
gerá asintóticamente más rápido cuando es aplicado al sistema (3.2),

que cuando se aplica al sistema (3.1).
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Análoga conclusión vale para el método no lineal de Gauss-Seidel.

Cabe preguntarse qué relación existe entre Ja(3;,x*) y JH(31,X.) .

Del Teorema3.7 se puede concluir que,si p(G’(x.)) < l,entonces
N 2 N

Ja(7;,x.) S Ja(3;,x.) .
Sin embargo,esta expresión puede mejorarse si se aplica el siguiente

Teorema, probado por el Dr.J.P.Milaszewicz (ver [5]) :

Teoremade Stein-Rosenberg generalizado :

Sea B(X) el espacio de operadores lineales y acotados en X,donde x es
un espacio de Banach real .

Sean L y U e B(X) positivas, U completamente continua, p(L) < l y

H = (l - Lfú U . Entonces una y sólo una de las siguientes condicio

nes se cumple :

t) p(L + U) = 0 = p(H)

ii) p(L + U) = 1 = p(H)

iii) 0 S p(U) s p(H) < p(L + U) < 1

iv) 0 < p(U) = p(H) = p(L + U) < 1

v) p(U) < p(L + U) y 1 < p(L + U) < p(H)

mi) p(U) = p(L + U) y 1 < p(L + U) s p(H)

Corolario : Si p(6’(x.)) < 1 , entonces 31(J;,x.) S JH(31,x.) .

Demostraciógi inmediata del Teorema anterior ,Lema 3.1 y Lema3.5 .



Lema 3.8 : Si 0 < p(G’(x.)) < 1 ,entonces:

0q(J;,x.) = 0r(J;,x.) = 0q(31,x*) = 0r(71,x*) = 0q(3;,x.) =

= 0r(3;,x.) = 1 S 0q(J;,x.) S 0r(3;,x*) .

Demostraciógi como 0 < p(G’(x.)) < 1,entonces 0 < Ja(31,x.) < 1 ;

Teorema 3.7 implica que 0 < JH(J},X.) < 1 y 0 < JH(J},X;) < 1 .

Por lo tanto, las igualdades surgen inmediatamente del Teoremade

convergencia lineal. Además,puede verificarse que V (xk) e 8(7;,x.),
x‘"‘- x < ( Ü'u > + > x"—x V k>k =k ({x")) c=cte >oIl o" " n o H e u o“ ’ ' o o ’ y '

En consecuencia,las desigualdades se obtienen del Lema2.35 .l

El siguiente Lemamuestra que la afirmación del Teorema 3.6 puede no

ser cierta si se eliminan las hipótesis a) , b) y c)

Lema3.9 : Sea la ecuación de punto fijo (3.1); si G = (g‘_92,_.gn)
es tal que :

g;= g‘(xz)

gt: gi.(xi-i’xi.u) ' i=2v--.n-1

gn: gnh‘ n-i.)
Entonces:

¡DSi se elimina la variable xvutilizando la primera ecuación, en las

ecuaciones 2 a rn ,y se comienza con el mismovalor inicial,

resulta = xl:= Z: , v i=1,2,..,n , k=0,1,...
donde:

{xt}:a = iteración de Gauss-Seidel sin eliminación.
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k
(xt fi“ = iteración de Gauss-Seidel obtenida por eliminación de x‘ .

¡111)Si p(6’ (x.)) < 1 ,entonces p(V’ (x.)) = p(G’ (x.)) .

Quantum. ' N- y ón; L) Notar que qz 9‘ | g: 92(Q‘(x2),x8) , y

g¿(x) = gi(x) , i=3,..,n
Se probará el Lemapor inducción sobre el paso iterativo k :

_Para k = 1,

o “'o . . . .
notar que x,L= xt , 1=1,2,..,n ¡pues se toma el mismovalor in1c1al.
“' k a "' "' ¡(-1 3 k-i k
x‘ g‘( xz ) 91m2 ) = x‘

k-l. “' k-l"' k "' __ k-l. k-l.
x = gz( g‘(x2 ), xs ) —92(43‘“2 x

k lc-l. lt)'==t.3z(x‘,xa )=x2;h
Si 3 _<_i .<_n ,teniendo en cuenta que se fue probando que

x_k —x_k , si j < i ; y que gi = gi ,resulta entonces =
W“: (>Ï" ;k")- (xk xk")—x"

í. gi i.-1 ’ tu gt t-s ’ ¿+1 i. ’
"' k _ “' k _ k _ k
xn —gn( xnú ) - gn( xhd ) - xn .

Supongamos que vale para k,veamos para I<+l :
N

"' k+l_ N k _ N k _ k = luz _
x1 - 9‘( xz ) — g‘( x2 ) — g‘( x2 ) x‘ ,
" k+i_ “'k "'k _ k k _ ku k _ ku. _
x2 - gz( 9‘04: ), x8) - gz( 91(x2), x8) —gz( x1 , xa ) - xz ,
si 3 S i S n , la demostración es análoga al caso k = 1 .

ii) Por i) ,resulta 72 = 3': ,en consecuencia .R‘(J'2,x.) = R‘(J'z,x.) .

Comop(G’ (x.)) < 1 , el Teorema de Stein-Rosenberg y Corolario 3.6

implican que p(V’ (x.)) S p(V’ (x.)) < 1 ; por lo tanto,por el Teorema

de convergencia lineal,resu1ta =

R‘(J'2,x.) = p(V’ (x.)) , y 31(Tz,x.) = p(V’ (x.))

asi, p(V’(x.)) = p(V' (x.)) . l
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S-EETODO QE NENTQN-RAPHSDN

Descripción gel método

Sea f una función rea1,de variable real,continuamente diferenciable

con una raiz x. tal que f’tx.) z 0 .
Suponiendo que la k-ésima iteración xk ha sida calculada,el método

consiste en aproximar f por la función lineal .

[(x) = f’(xk)(x-xk) + +(xk)

1 kentonces xk* se define como la raiz de l ,donde suponemos que x está

lo suficientemente cerca de x. comopara que f’(xk) z 0 .
Este método puede extenderse a funciones de n variables .

Sea F: D c R“ + R" ; x* e int(D) .Para obtener la (k+1)-ésima

iteración a partir de xk , cada componente {i de F es aproximada
por la función afin :

+2 (xk)(x-xk) + +¿(xk) (3.5)

1a cual describe el hiperplano tangente de fi en xk .
Entonces xk“ se toma comola itersección de los n-hiperplanos (3.5)

en En“ con el hiperplano x = 0 .Es decir,

xM = xk —F’<xkf* F(xk) , k=0,1,..
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Para que el método quede bien definido y converja a x.,

se supondrá que F es que es Fontinuamente diferenciable en un

entorno de x. ,y det(F’(x*)) z 0 .

Eliminacióg gg una gg las variables

Sea F: D c Rn + R" ; y sea x. e int(D) tal que F(x*) - 0 .

Fijemos k, 1 S k S n ,y supongamos que z

a) F es dos veces continuamente F-diferenciable en un entorno de x. .

b) Ok-fifx.) z 0 , para algún 1 .

Se desea eliminar del sistema la variable xk .Por el Teoremade la

Función Implicita (Teorema2.22) ,existen entornos abiertos S1 c R ,
“-1 fl fl i l I t .

S2 c R de xk y (x‘,..,xkú,xk",..,xn) respectlvamente y una
aplicación diferenciable:

h: S2 + 5‘ c R tal que
a a u u a

xk = h( x‘,..,xk__‘,xkfl_,..,xn ) , y

,..,xn),x ,..,xn ) = 0 ,¡(+1
.. x{Ü x ’ ’ k-z’xku

t
V (x‘,..,xk_1,xk+t,..,xn) e 82 .

Resulta asi un nuevo sistema a resolver a

F(;)=o ,donde

N N _‘ _1 N N N N N
F: D c R" + R" , F = ( f‘,..,fi_1,f_u1,..,fn) , y

fj(x) = “mi,..,xk_1,h(x),xkfl,..,xn) , V J z 1 ;
Q = (x x x x )t1" " k-a’ k+1"" n
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Observaciones:

o Para que F quede bien definida,pediremos que 5‘ x n(D) c D,donde

Rn -> ¡Zn-1; n(x1,..,xn) = (x‘,..,x
tn: .. .k-¿’xk+1’ ’xn)

N
o F es también dos veces continuamente diferenciable en un entorno de

m m ux = ( x ,...,x al 1, 3' _. 1 k__1,xku,...,xn) y F (x.) es no Singular, como se
verá en el Lema 3.11.

Asi, F satisface las hipótesis del Teoremade atracción de Newton,

y por lo tanto ï. es punto de atracción de la iteración de
Newton-Raphson generada por F .

o Si F"(x.) = o , entonces F"(;*) = o .
Esto es una cosecuencia inmediata de la Nota ii) (pág.46).

O Sin pérdida de generalidad, se supondrá que i = k = l.

Asi, 0‘4‘0“) zo , y F = ( f2,...,fn) ; donde

fi(x2,...,xn) = ft(h(xz,...,xn),x ,...,xn) , i=2,...,n .



Notaciógi

o Si A es una matriz n x n con columnas A1,...,A ,entoncesn

det A = det(A‘,...,An) ; y (A‘,...,Ar...,An) es la matriz que
resulta de eliminar la j-ésima columna de A.

o Dada P : R" + Rm , Se dice que P(x) = o( H x-x*"r) r > 0 '

. ) - PLunL =o , dondeP.= lim P(x)
X'OX l‘ x-ox

* l|>< - X..." ' *

— _ m lo L - _ t
O Llamaremos x. —(x2,..,xn) y x —(x2,..,xn).

N _
Las matrices jacobianas F’(x.) y F’(x*) serán 

f f 4"
1 1 N _ 2 2Pm.)= F'(x_)= ,4 H‘ + 4"

n h

H=aj+t(x.) ;i,j=1,2,..,n - y
49=a.+,(;) ;i,j=2,..,n

L J I. i

o fi" = a: {.(x*) ; 5,1,3“ = 1,2,..,n ; y

4:1: of),45;.) ; 5,1,5 = 2,..,n

o det(5,k) = determinante de la matriz que se obtiene eliminando la

fila "s" y columna "k" de F’(x.) ; 1 < 5,k S n
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det(s,k)

fila (5-1) y columna (k-l) de F’(;.) ;
O Si n - 2 , entonces det(2,2) = l

Notas

i) como4 (h(;),x ,..,x ) = o
1 2 n

a 4 ( h(;),x ,..,x ) a h(;)—"1 2 n —
ax 6K. 0X.

4 J J

Por lo tanto,

a f‘(h(;),xz,..,xn)

determinante de la matriz que se obtiene eliminando la

2 s s,k s n .

V ; e S2 , entonces , V J = 2,..,n ;

= 0 (1)

a h(;.) = —4j / 4‘ (2)‘—-— 1 1
a x_

J

y, derivando (1) respecto de xt , ( iz 2 ) resulta :

az h(;.) [— (4‘)2 4‘j + 4‘ 4"j 4‘ + 4‘ 4“ 4j —4“4‘ 4j J/ (4‘)a (3)—- 1 1 I. 1 1 t 1. 1 1 1 1 1

am,ax,
‘v .I

ii) comofk(;) = fk(h(;),xz,..,xn) para k 2 2, usando (2) y (3)
resulta =

4‘j = (4“ 4‘45/(4‘)z — (4‘j 4‘/ 4‘) + (4‘t-(4‘)z 4tj + 4‘ 4‘j 4‘
k 1 1 1 k 1 1 k 1 1 1 1 1

+ 4‘ 4“ 4J —4“ 4L 4J J/ (4‘)’) — (4“ 4J / 4‘ ) + 4‘J
1 1 1 1 1 1 1 k 1 1 k

iii) h(x) - h(x.) = h’(x.) (x - x.)

R(x) = h(x) - h(x.) - h’(x.) (x 
diferenciabilidad, V c > 0 ,3 ó > 0

entonces | R(;) | < c " í - í." .

Por lo tanto, R(ï) = o(" í —2.“) ;
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Q.) 1 pero,por la definición de

tal que, si " ; - ;." < ó ,

asi ,



n
- fl — L 1 m —_ = — _ + .

0th(x.) (xt xt) + R(x) Ezfii / {1 )(xt xt) R(x)h(x) - lux.) =t¿MJ

Los experimentos numéricos han sugerido que,si se comienza con el mismo

valor inicial,las iteraciones de Newton-Raphsongeneradas por F y F,

no sólo convergen en general con 1a mismarapidez a x. y í. respecti
vamente,sino que los términos correspondientes a E son semejantes a

los de F; además hay casos en los que la convergencia de las iteraciones

generadas por F es claramente mejor que la, de las iteraciones asociadas

a F. Esto será justificado en los Teoremas3.14 y 3.17 .

Previamente se demostrarán los siguientes Lemas:

Lema3.10: Si xi = h(xz.,,.xn) ,entonces, V k =1,2,..,n =

, -1 n _ _ 1 n o+kE F 0€.) F (x.)(x x*)(x - x.) J ——-—— z (-1) det(s,k) C
k detF’ (x ) ¡:1fl

u‘ j
o 4

11
{e n . 2 n n f

{ 1¡"t-22€ (Xi-Xt)) -2.E._z
un) L- L=2 1-2

(x-xf)(x-xf)+‘ l tj .If
a

+h n4”( -*)( -')}+ (-)
‘E.2 . x,t x,L x‘i x‘i qu ,
L=2 1:2

donde (¡kb-É) = o(|| Q — x. "2)

Demostrac i ón_:

h h
u _ _ = ¡,j _ su _ n

Recordando que t F (x...)(x x.) (x x.) J. ¡3:1f. (xi. xt) (xj xj)
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0+]:
Y IF, (xa-1] _ (-1) dnt(l.k). ‘ , vs,k=1,2,..,n

detF’(x‘)

entonces, V k =1,2,..,n se tiene
D -‘ n _ _ 1 n _ .‘k[F (x...) F ht.) (x x.) (x - xm)]k — —— E< 1) det(s,k) {

detF’ (x.) 0:1

n n _, . .{E 2 fu (x.-x.)(x.—x.)}
. ._ o t t J Jt=t J-í.

Pero, teniendo en cuenta Nota iii),

ftn n .. n _
z z f"(x —x‘)(x - x') = 4“ ( - g ._1 (x —x’) + R(x) )z +

. . o t L J J o t v.
L=1 1:4 t=z +1

t 1
n ñ ‘F+2}:f“(x,-x'Ï')(-24(x-x')+R(x))+

_ o v. I. t t\.=2 t=2 1
f1

n n n ft
¡J _ II _ G = 11 1 _ G z __+Ir. t f. (xi x¡_)(xJ xj) f. [( z (xt xt) )

1:2 1:2 1.:2 {1 t
_ n 4: . _ z n ¿1 . n f .-2R(x) E (x-x ) + (R(x)) 1-22 f (x,-x_) [E (x-x )J +

t t , a I. I. t. t¡:2 l. 1.:: 1.:: 1f f
1 1

n n n
_ ¿i h ¡J Ó G+ _ _ _

2 R(x). z f. (XL xt) Ei 2 f. (xt xt) (x xj ) a
¡32 1:2 L=2

u ti 5
f n n n f ‘F

= ' (gfímt-pr-z: ¡3 ' ‘(ut—x:’)(xJ-x‘;)+
(f1) 2 ¡.22 i.=2 j=2 {1

1 1

n tj fl i _
+.E_ E fa (x,L- xl)(x'i - xj) + p.(x) , con

L=2 J’—2



-2 4“ n— _ _ _ n t

p_(x) = ' R(x) z ¡int-xt) + +:‘[R(x)J2 + 2 R(x) ir, {rut-xt)
fl. l=2 L=z

1

_ ’- _ . - _ z n
resulta entonces. p.04.) - 0 , y , 51 Vf1||2—||(1‘1,..,1“)“2 ,

l 11- a - - - - u - z
|p9(x) [S2 V4! ||2 x -xm"2 | R(x) |+ I {el |R(x) | +

l ‘1 l1

- 12 1 - 
+ 2 | R(x) | u (f.,..,f.") "z "x —un: ;

como R07) = o( ; - ï." ) , entonces, para 3?suficientemente cerca

de Q. ,

4 u- - o - - - 2 u z - - 2
I P.(x) - p.(x.) | S 2 e ‘ "V f‘uz "x -xm||z + | {ul c "x -xm||2 +

l“ l
12 1 - - 2

+ 2 c || (4° ,..,+.") "2 || x - xm "2

Por lo tanto, p.(;) = o( u í —¡.uz) , v s = 1,2,..,n
A51, V k = 1,2,..,n ;

c F’(x.)-‘ F"(x.)(x —x*)(x —x.) J = _1__ E; (-1) ""det(s,k) c
" detF’(x.) ¡:1

f“ n _ * n n f‘if: i. .< ° (gf‘ (x_—x.))2—2z z: °_(xt-x¿)(x.-x_) +
H ,2 ¿:2 ‘ ‘ L ¿:2 j=z f1 J J

1
n n

¡j m m - )( - ) + ( ) } '
:5 F2}: f. (xt xi x.i xj pax ,
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n

definiendoqk(x) = 1— ¡3 (-1)'*" det(5,k) p.(;)detF’(x ) ¡:1h

queda probado el Lema. l

Lema 3.11 det F’ (x ) = 4‘ det FH; )
fl 1 fl

Demogtrggiógi

I

Sean F} = columna j-ésima de F’(x.) ; j = 1,..,n

gil: columna(j-1)-ésima de F'(;.) ; j = 2,..,n

Éj= columna j-ésima de F’(x*),pero eliminando 1a primer
coordenada ; j = 1,..,n

Iv _ Iva. a.
A51, F’(x.) = (F‘,F2,..,Fn) y F’(x.) = (F2,Fa,..,Fn)

comofi(;) = fi(h(;),;) , para i=2,..,n ,resulta :

‘i = __ï * + ‘8 u Si i.J=Z,--on a entonces Ej = g 1 + F
1

4’ f
l.

para j=2,..,n .

Por lo tanto,desarrollando det F'(x-) por la primer fila.

I — — ‘ - - _det F tx.) —det(F‘,F2,..,Fn) —fl det(Fz,F°,..,Fn) +

n A
1 - — -— .

2}; (-1) ’J +1 det (F‘,F2,..,Fj,..,Fn) a



2- — .
1 N 1 Fl N ‘18,: "' ‘in F1

=f1 det(F2+ , Fs+ f1 ,..., 2+7) +
I. l. l2- __

n , , _ N f F A N f" F
+ ¡g (-1)m +1 det(F, F + # ,..., _, F +._‘___‘_) =

._ 1 1 2 l. Lugar) n tJ'z F f
1 l.

:4‘detu'5 ¡“5 ñ>++‘n uta?!“5 {‘JE‘ "
1 2’ 9"" n 1 EL: e 2’ 9"" ¿.1- ""Fn) +

1

Gon Lugar de EJ-b

n A

+ y; (-1)"J +1 dettF1,Fz,..,Fj,..,Fn) s 4: det F’ G.) +
.i=2 ,

n ¡a N y «¡n Lugar-do + N
+ _ _ _ , +

fi ‘ det (F2,Fa, , F1 , , F")
3' 1 4- Lugar (j-n +

A

+ t (-1)“ 4: deuñmzuuguqrn) = e: det F’a.) +

n . . tu 2 N_ J’2 J _
23;; < 1) ¡1 det(F‘,F2,..,FJ,..,Fn) +

A

+h (-1)‘*j+jdttí É F fi -+‘dt;'c"‘_ e 1! a!"! Jlr-¡Fn’ i .9 a.) l
1:2

Lema3.12 : det(s,k) = 4: 'de't'(s,k) ¡ 5,k 2 2 .

ngostracx _:
Sean,para s ,j Z 2 ,

OF, = columna j-ésima de F’ (x.),pero eliminando la coordenada s-ésima .
J
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En
J = columna j-ésima de F’(x*),pero eliminando la primer y s-ésima

coordenada .

En
J = columna (j-1)—ésima de F’(;*),pero eliminando la coordenada

(s-l)-é51ma .

Entonces resulta:

“o _{ij. 1.:: -eFj=T+Fj,SÍS,j22;
1

det(s,k) = dett F:,F;,..,F:,..,F:) ;

d'et(s,k) = det( F:,F;,..,F:,..,F:)
por lo tanto,desarrollando det(s,k) por la primer fila,

det(s,k)
A A

1 - - -e 
= det( F:,F:,..,F:,..,F: > = 4‘ det( F:,F;,..,Fk,..,F:) +

A
n _ A

1 _ — — .0 
+ g (-1) ’J f: det( F:,F;,..,F:,..,F:,..,F: > =

5:2
jik _ A _ _

{2 F“ N 4k F91 ,h 43: F:

=f F;+"L—".--'F:+ .OOC’F:+ )+
1 i 1

2 -*s 5 "s /\ k -s
n ¿fl j o N f1 F1 "o ‘1 F1 “o ‘1 F1 ‘_ .

+.Ez + L’IIU’FJ t’lll' + ‘1,.-I.Fn+J:
. 1 1 1Jlk



n- A J-l
f Fn f‘F‘n

1 1 _ 1 *- ‘o "o 1 "o
+ {‘ )— +1det( 1=2,..,1=k,..,1=n) + 4‘ Ez det(Fz,.., T' 11

Hugo: (j-t) ->

“a “a n 1)) ' -n "o :0 :0 ”
,..,Fk,..,Fn) + ¡3 (-1) 4: det( F‘,F2,..,FJ,..,Fk,..,F:) =

J=2
¡un

n 5 A Ar ._ _ A. N N '\

= +1det(s,k) + +: g (-1)” ‘L det( F:,F:,..,F:,..,F:,..,F:) +
j=2 {
jm: ‘

ñ 1*. . _ N 0: 2 N ' 1 _
+ z; (-1) J {i det( F:,F;,..,F:,..,F:,..,F: ) = +1det(s,k) +¡:2

jzk

n j j -e "a Ce :0 "o
2-22, (-1) 4‘ det( F1,Fz,..,Fj,..,Fk,..,Fn) +

iz):

n h. _ .. 1: c .. 1
+ y; (-1) J (t: det( F:,F:,..,F:,..,F;,..,F: ) = 4‘ det(s,k) |¡:2
ja:

a+k+tn

Lema 3.13.- 91 k _>_2,entonces (-1)"*‘det(1,k) = ¡3 (-1) 4: det(s,k)6:2

Demostraciógi
_ _ - t

Desarrollando det(l,k) por la primer columna, si Fi= ( f1,..,fnd ),

- - : - n_‘ 105 - -e+1 -n+1
det(1,k) = det( F",F2,..,Fk,..,Fn ) = Ei (-1) fe det( Fz ,Fa ,..,a:

A "-1 A
—a#1 - +1 _ __ 1+0 1 - +1 —e+1 - +1 - +1 =

..,Fk ,..,F: )(¡) 2‘ (1) (¡m det(F: ,Fs ,..,F: ,..,F: )(2)n:
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A
‘ _ _ _ .

= Pa (-1)‘ 4. dat(F:,F;,..,F:,..,F:) g

n IF“; A‘k ’I ¡n FI
o 1 “o 1 “o l t “o 1 4- .2 {a ,3..,Fk+ 1’-.-,Fx ) 

°'z 1 g 1

A 5 —- A
n m N w n N f F N N

= E {1€dEt(F.¡..,F;'..¡F,) + n det‘F‘.... e.qo.F;’¡”’:.) ) Q.=2 I t n j=z z h
jm: ‘

(8)

n 1 -— n 1 n +'-2 {si ' -s "o 2' 25 "'o
= g (-1)"{a det(s,k) + z {e ¡3 (-1)° J det(F1,F2,..,F=,..,Fk,..,Fn) =

0:2 o=2 J=2
jzk ‘

5 1 A A
n 1 n n ¡0' {:1 a -a - -a -a:2 (-1)°+ ae't(s,k)+2 ¡:<-1) ‘— det(F,..,F‘,..,F,..,F) =

¡:1 . 0:2 j=2 1. 1' j k njzk

h
_ _ o 1‘) 2 ( 1) f. deï(5,k) l

I=2

Observaciones:

(1) vale pues la i-ésima coordenada de Et es 1a coordenada (i+1)-ésima

de Fi ,para i=1,..,n-1
(2) se hace cambio de variable = 5 = 5+1

(3) aparece en el lugar (j-l),en lugar de FÏ
n n +' f'i f1 - 2 2 J 

<4)y; z (-1)"J 1 odet(F:,..,F;,..,F:,..,F:) =o pues:
¡:2 j=2 f1

jzk 1

notar que :



A A

o - deutïcí‘puiï,..,Ek,..,?) nJ

n-z A¡+1 - -a+1 -+1 - 1 - t
¡3 (-1) fi det“?! ,..,F'; ,..,F;’.--,F:'>

n_‘ A A
= _ I+ 1 l. -.+l -.+1 -.+1 --+1L'( 1) 4.“ dettF‘ ,..,Fj ,..,Fk ,..,Fh)0:4

n I :l. -o :0 :9 -o
ig (-1) 4. det(F‘,..,Fj,..,Fk,..Fn)

Por lo tanto,

n n un" {11‘01 "o :0 :0 -E . z —í- F‘,..,Fj,..,Fk’._,Fn) =
¡:2 1:2 f1ja

n _ f: n 1 _ 2 2 _= ¡3 (-1)J z (-1)‘ 4 det( F‘,..,F',..,F',..,F° ) a
. 1 o l. j k n
1:2 fi 0:2
¡21:

n fl A A. i _ _ _ _ _ _
:3; (-1)’ 7‘- det( F‘,F‘,F2,..,Fj,...Fk,..,Fn) a o .

¡ak ‘

flota gl Lema3.13:

Como det(s,k) = 4: ae_t-(s,k) ,si s,k 2: 2, entonces :

1.
¡Hut o

Ldet(s,k) . l
1

Int n(-1) det(1,k) = 2 (-1)
.=2

El siguiente Teoremacompara el término principal del error del
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método de Neuton-Raphson generado por F, y el generado por F =

Teorema3.14 : Si x‘ = h(x2,..,xn) , entonces, para i 2 2,

I: F’(x )" F"(x) (x-x )(x-x n = [ F’ÓÏ )" FH; )(;-; “2-; n +
n m u r i n m n u i

+ qit ; ) , dunde

m me,= (x .. x ). 2! Onq¡( g ) = o(“ ; - ;;"2) ; ; = (xz,..,xn)t,y x

Demostracióg;

Si k 2 2, como
n

a." _ ____ ___ = «¡tj - . - .
E F (x.)(x x.)(x x.) J. f. (xLxi)(xj xj) , y

¿sm p
En.

4 9+]:— *, 1h: (-1) det(s,k)/ detF u.) ,[F’ (x...)

entonces,por Nota ii) y Lamas3.11,3.12 y 3.13,

y, — ’1 wn _ —__ —_—[F (x.) F (x.)(x x.)(x x.)Jk 8

n _ n n N.
= 1—__ ( z; <—1>""det(s,k) z: z #1 (xt-xZerx'Ï) ) a

dEtF’ (x.) ¡:2 ¡:2 ¿:2 . J J

11 i.n n n f f 9‘_ ' Ó Ó
= —.1.—_(z; (-1)""det(s,k){ g g °__‘_‘ “¡,iner 

detF’(x.) ¡:2 ¡:2 m (ft): J
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(-1: (-1:

n
( z (-1)°”‘

detF’ ht.) ¡:2

¡tj L
a l.

4:1
1.

1 ‘Fija

1

4‘ f“ 4‘ 4°
1 1

( (-1)'*"

{tj {FG

n n
_ ú _ h 1 11 _ I

(x,txinj xj) + 2 E E f. f‘ fi (xt x¡)(x

(x,-x'_')(x,—x") } )
t L J J

_ no _ n» ¡,j _ r _(Xi.x¿)(x.xj) +2 z f. (x_txl)(xjx

a» no

(Ki-xt) (¡.j-xj) + 2 E

(X_—X_.)(x,-x.) } )
t L J .i

h
(x -x.) (x -x.) + Z 2 fu (x -x?) (x -x.) 

L a J J a l t J J

fi-x_) 
JJ

')
J

a»(x.-x. ) (xrx?) 
'- '- J J

¡_ _h _. ¡.j _. _.
(xi xi)(xj xj) + E z f. (xt xi.)(x‘i xj) } +



n n n4‘¡“
+ z (-1)""" det(s,k) c z; z '—‘ (x.—xÏ)(x.-x'.')

0:2 j:2 ¿:2 {Í t " 3 J

n n f: f: . . n n {A ‘F‘: {L {J . .-2 g —— (x,—x,)(x,—x,)+ z; g ;——‘—— (x,-x,)(x,—x_)})=
¡:2 1:2 (4:1)z " " ¡:2 La: (¡:9 " ‘ J J

11f nl n
= (-1)"" det(s,k) c ' ( z; 5‘ (x -xÏ') F —

detF’(x.) ¡:2 (4:): m ‘ ‘

n n f? í: * * n n '.. . .- 2 z 2 — (x_-x_)(x_-x_)+ g ¡4” (x_-x_)(x-x ) } +
j=z i=z f: t L J j=z {,82 ° ‘ ‘ j J

1n f h h ..
+ z (-1)°*"" ' det(5,k) { g ¡3 4:3 (x_—x'_')(x.—x'.')

¡:2 1:2 L=2 ‘ ‘ ’ J1

¿j i un n f n ,

‘2 E 2'.—: ‘ (x.-x'.'Hx.-x'Ï')+ ‘ ( z ¡“(x-x?) )’ } ) =
¡:2 ¡:2 f ‘ ‘ J J (4*)l ¡:2 ‘ ‘

1 I.

ll.n f n
=1—— ( g (-1)"" det(s,k) c ' ( z; 4 (x_—x',")F 

detF’(x.) ¡:2 (fi): ¡:2 ‘ ‘

¿j 1n n f f n n ..
" 2 r, E o (X.‘X..) (Xfx...) + E E f” (aL-x?) (x,-x.) } +

j=2 i=2 fi L t J J j=2 t=z . L ‘ J J1

¡(+1 n n i,‘ t t
+ (-1) det(1,k) c g r, 4" (xt-xt)(x —x) 

j=2 t=z j J



1!
n n f‘ i . * f n _ .

- 2 z; z — (x.-xt)(x.-x ) + ‘ z< z; +‘ (x,-x¿) )2 ) ) =
j=2 ¿:2 4‘ ‘ J J (ft) 1:2 ‘ ‘

tin f n
- —1— ( z (-1)"" dot(l,k) c I (g f (xt-xt) )z detF’(x ) “1 («r )‘ L=z. 1

si í.n n ‘F f n n Ü
—2 ¡3 ¡3 '—‘ (x,-x'_")(x_-x"_')+ ¡3 ¡3 4“ (x.-x',")(x -x ) } ) .

._ -_ fl ‘v t J J . a \. L j j3-2 L-2 t 1:2 {:2

1
Teniendo en cuenta la expresión de E F'(x¿) F"(x.)(x-x.)(x-x.) Jk
en el Lema3.10,queda probado el Teorema. l

El siguiente Teoremacompara los órdenes de convergencia entre la

iteracim de Neuton-Raphsongenerada por F,y la generada por F .

Previamente se demostrará el siguiente:

Lema 3.15 : Sea F = D c R" -o R" dos veces continuamente diferenciable

en un entorno de x. e int(D) , para e). cual Fm.) - 0 y F' ht.)
es no singular .

Si se define la función de Newton :
i.G(x) = x - F' (x)- F(x) , entonces

¡1) G’(x) = F’ (x)_‘ F"(x) l: F’ (xr! F(x) J , V x e S = entorno de x.
.. n __ s -‘ IILt)G(X.)-F(X.) F(x.) .
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ngostraci _¿

1‘.)Sea r3 = |1F’(x.)_‘ || , y sea e tal que o < s < (29)"; elijamos

6 > O tal que =

nHy) —F04.) || < c ,

"F’(y)-F'(x*) "Se, (1)
"F"(y) - F“(x.) u< s , v y e s = B(x.,ó)

lPor Lemade Perturbación 2.6, F’(y)' existe V y e S , y además

"s_fi_<2n <2)
(1-139)

n F'(y) u

Sea ahora x fijo, x e S; como F’ y F"(x) son continuas en x , podemos

suponer que 6 ha sido elegido lo suficientemente pequeño para que, si

u x - y u < 6, entonces :

uF'(y) -F’(x) u< s (3)

u F’(y) - F’(x) - F"(x)(y - x) n < e n y - x u (4)

F(y)=F(x)+F’(x)(y-x)+R(y),con|¡R(y) u<cny-x¡ (5)
Por (5) ,

F’ (y)" F(y) = F’ (y)"F(x) + F’ (y)"F' (x)(y-x) + F’ (y)"R(y) ,

por lo tanto,

G(y) = y —F'(y)"F(y) = y —F'(y)"F(x) - F’ (y)"F' (x) (y-x) 

- F’ (y)"R(y) g entonces,

G(y) —G(x) n y —F'(y>"F(x) - F'(y)"F'(x)(y-x> - F’ (y)"R(y) —x +
i.+ F’(x)"F(x) = c1 - F’ (y)"F*<x)J (y —x) + [F’(x)-- F’ cy)": th) —

- F'(y)"R(y) = F' <y)"[F' (y) - F’ (x)J(y —x) + [F’ (x)"- F’ ty)": F(x)
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—F’ <y)“R(y) g

pero, usando la simetría de F“(x) , resulta
l.[F’(x)_ —F’ ty)": F(x) - F'<x)"F"(x)tF'(x)"F<x)J(y - x) a

-.l.F’(x) [F' (y) - F’(x)] F'(y)"F(x) - F’(xf‘Futan' (x)"F(x)J(y - x) =

F’ (x)"[F' (y) - F’ (x) —F"(x)(y - x) + F"(x)(y - x)] F' (y)"F(x) 

- F'(x)"F"(x)tF'(x)"F(x)J(y —x) =

= F’(x)"u='(y) - F’ (x) - F"(x)(y - x)] F’ (y)"F(x) +
+ F'(x)"F"(x)(y - x)F'(y)"F(x) - F'(x)"F"(x)tF'(x)"F(x)J(y - x) :

= F'(x)"[F' (y) - F'(x) - F"(x) (y - x)JF’(y')_‘F(x) +

+ F'(x)"F"(x)[F'(y)"F(x>J(y —x) —F’ (x)"F"(x)tF' (x)"F(x)J<y - x) =

= F’(x)-‘[F’ (y) - F’ (x) - F"(x)(y —x)JF'(y)"F(x) +

F’(x)"F-(x)tF' (y)“F(x) —F’ (_x)"F(x)J(y —x) =+

==F'(x)"u=' (y) - F’ (x) - F“(x) (y —x)JF'(y)"F(x) +
l.F'tx)"F"(x)[F'(y)' -F'(x)“:| F(x)(y - x) =+

= F’(x)-‘[F’(y) —F’ (x) - F"(x) (y —x)JF'(y)“F(x) +

+ F’(x)-‘F"(x)F’ (y)“tF' (x) - F’ (y)]F' (x)"F(x)(y - x)

por lo tanto, usando (1)-(5) ,

new) - son —F'(x)"F"(x)tF'(x)"F(x)J(y - x) || s 2m "y —x u +

+ "F’(x)“| lsZBnF(x)||“y - x“ + "F’ (x)-‘||“F"(x)“2(?e||F' (x)-‘“"F(x)|| "y - xl] +

+26: uv-x "22m ¡Iv-x II+4n‘IIF«x>ue¡Iv-x ¡1+
en” "F00" ||F"(x)|| e "y - x" =+

(2ra; + 4623 "Fon" + 89’s ||F(x)|| lF"(x)")||y - x" <

< (2m: + 45‘s“ + en’cz<e + ||F"(x.)") ) | y —x u .

comoe es arbitrario y fi , "F“(x.)| son cantidades fijas, se ve que
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G es F-diferenciable en x y vale t) .

ill) Por ¡1) , resulta G”bc.) = 0 .

Sean fi y ó como en t) ¡ además,como G es F-diferenciable V x e S,

supondremas que ó satisface también que

|G(x) - mx.) |= u (son - Gm.) - G’(x.)(x —x.) |< e l x - x." ,
V x e 9 . Por lo tanto,

G’(x) - G’tx.) - F' (x.)"¡="(x.) (x —x¿) S'F'(x)_1F“(x)[F’(x)_‘F(x)J 

- F’ (x.)_‘F"(x.) (x —x.) = F’ (x)"F"(x)tF' (x)"F(x) -x + x - x. + x.) 

- F’(x.)"F"(x.> (x - x.) = - F'tx)"F-(x)t x - F'(x)"F(x) - x.] +

+ F’ (x)“F"(x)(x —x.) - F’ (x.)-‘F"(x.) (x vu.) s

= - F’ (x)"F"(x)tx - F’ (x)"F(x) - x‘J + F’ (x)"F"(x)(x - x...) —

—F’ (x¡)"F'-(x) (x_- x.) + F’ (x_)“F"(x) (x —x.) —F’ (x.)-‘F"(x.) (x - x.)=
1= -F’(x)“F"(x)tx - F’ (x)"F(x) —x.J + [F’(x)_ - F'(x.)"JF"(x)(x-x.) +

g 'Í» u _ _ u _ ._+ F (x.) [F (x)(x x.) F (x.)(x x.)] —

- F’ (x)"F"(x)t Gtx) —G(x.)J +
+ F’ (xf‘tF’ (x...) —F’ (an’ (x.)-‘F"(x) (x - x.) +

+ F'(x.)"[F"(x) (x - x.) —F"(x_) (x - x.)J
Por lo tanto,

u G’(x) - F’ (x.)-‘F"(x.) (x —x.) || < 2ra (e + ||F"(x.)||) e "x - x." +
, -1. n a -1 _

+ 263 “F (x.) n (e + u F (x.)u) “x - x." + “F (x.) u e lx - x." —

= < 21? (c + ||F"(x*)||) a: + 2m: ||F’(x.)"|| (e + ||F"(x.)") +

+ a "F'(x.)-‘||) "x —x." ;

comoe es arbitrario y "F’(x.)_‘|| y "F"(x.)|| son cantidades fijas,
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queda probado ii) . l

Lema 3.16: Sean F y G definidas como en el Lema 3.16 . Entonces:
1 s '1' n __ _x. - E(x) = --—-F (x.) F (x.)(x x.)(x x.) + R(x) ,
2

con R(x) = o(H x - x H2) .i

Demostraciógi

Sea R tal que
_ 1 ll _ .

G(x) - G(x') +-;-G (x*) (x x.)(x x.) + R(x) .
Por el Lemaanterior, G es diferenciable en un entorno de x'.

En consecuencia, R también lo es y, siendo G’(x*) = 0, resulta =

R (x) = G’(x) - G"(x.)(x - x.) = G’(x) - G’(x.) - G"(x‘)(x - x.) ,

V x e S= entorno de x..

Por definición de G"(x.), V e > 0 3 ó) 0 / si Hx - x. H< ó , a

H G’(x) - G’(x.) - G"(x*)(x - x.) H < e H x - x. H ;

por lo tanto, H R’(x) H < e H x - x. H

Por el Teorema de Valor Medio generalizado ,

HR(x) || = ¡l R(x) - R(x*) || = || f; R’(x*+ t (x —x.“ (x -x.) dt || s

s y; u R’(x.+ t (x —x.“ (x -x*) ¡Idt Se u x - a": .

Asi, R(x) = o(H x - x.Hz) y,como G(x.) = x. y G"(x.) = F’(x.)'ú F“(x.),

queda probado el Lema . l
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Teorema 3.17 : Sea F = D c R" a R" dos veces continuamente diferen

ciable en un entorno So c D de x. , para el cual F(x.) = O y F’(x.) es
no singular. Supongamosque :

0 fiom.) í o
6k.

Jo

a)

b) VxeR“—{0}, F"(x.)xx10.
Sean

7‘ a xk“ - xk- F’(xk)_‘ Fm“) , k - 0.1,...

3-2 = x"“ = x" —F’ <x")" ch") , k = o,4,...
las iteraciones generadas por el Métodode Newton-Raphsonsin

eliminación, y eliminando la variable xJ a partir de la io-ésimao
componente de F, respectivamente.

Entonces:

i) OP(J;,X.) 2 Oq(J;,x.) 2 2 = 0q(31,x.) = Or(71,x.)

it) Si además, V x e Rn- {0}, [F’(x.Y4F“(x.)xxJ¿ z O ,para algún i z jo,
entonces:

O (3;,x ) = 0r(3;,x ) = 2 = 0q(31,x.) = 0r(71,x.) .

Dgggstraggógi

i) Sin pérdida de generalidad,5upondremos que io = jo = i .

Por el Teorema2.39, resulta or(7;,;¿) 2 Oq(J;,;.) Z 2 g y ,por el
Teoremade Atracción de Neuton,(Teorena 2.40),resulta
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0q(31,x.) = Or(31,x.) = 2 .

tt) Sólo hay que probar que 0q(.7"z,x.) 5 Or(3"z,x.) S 2 .
Übsérvese que la hipótesis ii) implica la hipótesis b) del Teorema.

— - "' - -1 "' — - - o.
Sea G(x) = x —F’ (x) F(x) ; = (x2,..,xn) ; G = (92,”,gn)

_ _ - N, _ —‘Nu _ -__ __- _
Por el Lema 3.16, G(x) —x. + F bc.) F (x...) (x x.) (x x.) + R(x) ,

Q

_L

con R(x) = o(||x - x.||) .

Por lo tanto, si R = (R2,...,Rn) , Vs > 0 3 ó > 0 / si fix - x. ||°o<ó,

.. | até) ¡< e ¡1; - Q. n; , i = 2,...,n,.
Entonces, V i 2 2 , usando el Teorema 3.14 , si

x = (h(x2,..,xn),xz,..,xn)t,
_ * 1 N7 — _" yn _ _ — _ - .

|g_‘(x)-xt|= |-—2-[F(x...) F (x*)(x-x.)(x-x.) Jt+Ri(x) |_>_

1 N, _ _‘ Nu — _ _ - - - _
2-2-I [F (x...) F (x*)(x x.)(x - x.) Ji l - I R¿(x) [Z

1 N, _ _‘ N" _ _ — — — — — 2 _
>34 [F (x.) F(x*)(x-x.)(x—x*)lil-ellx-x. noo

_ 1 , _" n _ _ - _ 2
-ÏI [F (x.) F (x*)(x x.)(x-x.) Ji-qt(x) [-5 "x-xilllmz

> 1 | c F’(x Y“ F"( )( - )( — ) J - 1 t' ' ' 2_—2- * x. x x“l x x“l ¿l q,Lx) [-9 llx-xJIw

como qi(;) = o( Q —a. "2) ,podemos suponer que ó ha sido elegido

lo suficientemente pequeño para que, si 3: - Q. ||m<ó ,entonces

|qi(;) |< 2; || Q - í. ":0, v 1 = 2,..,n ; por lo tanto,
1 - - - z

__2._|qi(x) | >-c "x-x. "m.
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A51 ,
2

‘ F"(x.) (x - x.) (x - x.)]t| - 28 - ;.||m|g.‘(ï) - x: | 2.12.“ F’u.)

En consecuenci a,

u G(;) - 1307.) Ilo 2%." n< F’ ou)" F"(x.) (x —x.)(x —x.“ "o 

-2c||;-;. ,donde
h 71" o.

n = R -o R es tal que n(x‘,..,xn) - (x2,..,xn) .
SeaS‘={xeR"/||x||=1};comolafunción
H - S1 -oR , H(x) = «(F' (x*)—‘F"(x.)x x) ,toma valores positivos y
es continua sobre un compacto, alcanza un minimopositivo. Sea entonces

c = min n(F’(x.)_1F"(x*)yy) "tJo ; por lo tanto,
“VII”;1

- - 1 z - - z
“Bud-Gm.)"023€IIx-x*||m-20||x-x.||m 2

> 1 - __- 2 _ - - z _ 1 - - z_ïc"x x.||m 2e||x-x.||m—(—c-23)"x-xllw;

tomando c =í , queda :
B

||E(;)—G(;)||2í||;—; ||z VxeS=B(; 5)
h a) 4 ú a) ’ 1’

Por el Teorema 2.41, resulta entonces Oq(3’2,;.) .<_Or(.7"2,x
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OnsscxesinnsnL

O Nótese que si F es una función lineal,en cuyo caso F"(x.) x x = 0 ,
entonces

0q<3¿.X.> = 0r(7;.X.> = m n 0q(31,x.) - Or(71,x*) .

o Si se elimina la hipótesis ¡111)del Teorema 3.17,puede ocurrir que

las iteraciones de Newton-Raphsongeneradas por el sistema reducido,

tengan orden de convergencia mayor que 2,como lo muestra el siguiente

ejemplo:

Sea F: 2‘ + R2 , F= (+1,42) definida por:
f(x,x)=2xs+x-5/B112 2 i.
f (x ,x ) = 2 x2 + 2 x —41/3221.2 1 2

Raiz: x.= ( 3/B,1/2 ) .

1 1.5

1.5 2

F"(x.) x x z 0 V x =(x‘,xz) z 0 pues :

F' (x.)

2 z U a
t. E ‘F‘ xtxj 6 xa

F"(x ) x x = i=‘j=‘ = z 0
l. 2 2 ii a .

LE ¿a fa xtxJ 4 x‘
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Por lo tanto, por el Teorema de Atracción de Newton.(Teorema 2.40),

resulta:

Oq(J;,x.) = Or(31,x.) = 2 .

Si se elimina x‘ a partir de ft, se obtiene el nuevo sistema =
F : R * R , F(x) = 2 (5/8 - 2 x”)z + 2 x —41/32 .

- N _
Se verifica que , si x.= 1/2 , entonces F"(x.) = 0 . (t)

‘ F(x) , resulta ,Si se define G a R » R por (son: x - F'(x)'

por (t) y el Teorema 2.41 =

0372,“) 2 0q(7'2,x.) 2 3 .
En consecuencia,

_ > _ > = =
Or(J;,x.) _ 0q(7},x.) _ 3 > 2 0q(31,x.) 0r(31,x*) .

Notar además, que

z
v 'i n _ -B 6 2 _ 2 2

[F tx.) F (x.) x x]z - [ [ 6 _4 J [ z ] ] - 36 x2 -16 x1 ;
4 x1 2

por lo tanto,

[F’(x.)-‘F"(x.) x xJ =o sii x a tí x .
3



CONCLUSION:

Eliminar una variable de un sistema no lineal dado,en caso de ser

posible,es conveniente analiticamente,pues la iteración de Newton-Raphson

generada por dicha eliminación no sólo converge al menos con la misma

rapidez que la iteración de Newton-Raphsonobtenida sin eliminación,

sino que ademáslo hace sin modificar los valores de las iteradas
sucesivas (Teorema3.14).

Además,comose verá en los ejemplos,la eliminación de incógnitas puede

conducir a economizar tiempo de computacion,pues el número de operaciones

puede disminuir notablemente.
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METODOS SECANTES

En este capitulo continuaremosnuestro análisis de la eliminación
en el caso de los Métodos Secantes .

Si bien se obtuvo para estos métodos una expresión general del error,

no ha sido posible comparar los órdenes de convergencia entre las

iteraciones generadas por el MétodoSecante sin eliminación, y el
I

obtenido mediante eliminación de una de las variables del sistema.

Descripción gg; fifiggg2¿

Aunqueel método de Newton-Raphsones teóricamente atractivo,puede en

algunos casos,ser dificultosa su implementaciónpráctica.

Esto se debe a que en cada paso iterativo es necesario computar las n

componentes de F(xk); además hay que calcular los nz coeficientes de

F’(xk) ; a menosque las derivadas parciales Ofi(xk) , i,j = 1,2,..,n
tengan una forma funcional simple,dicho cálculo puede incrementar

excesivamente el tiempo de resolución.

Conel fin de evitar el cálculo explicito de las derivadas, surgen

los MétodosSecantes . Para ello se aproxima üjfi(x) por un cociente
de diferencias. Esto puede ser ventajoso, aún cuando se cuenta con

programas de diferenciación automática.

Másprecisamente, si f es una función real de variable real, con raiz

x. , entonces definimos :
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i(x“+ hk) - {(xk)
hk ] {(x ) , k = 0,1...[

donde hk e R es tal que ¿53 hk - o (h‘ z 0) .
. kLa forma más conocida de Método Secante se obtiene definiendo h = x

Geométricamente, xk“ es la solución de la ecuación linealizada

{(xk+ hk) —¡(xk)
h]:l(x) = [

donde l es una aproximación a la recta tangente

] (x - x‘) + ¡(xk) - o ,

lt(x) = f’(xk) (x - xk) + {(xk)

o también puede verse comouna interpolación lineal de f entre ios
k kpuntos x y x + hk .

Generalizando a n dimensiones, si F : D c Rn * R" F = (f‘,..,fn),
el MétodoSecante consiste en reemplazar la derivada F’(xk) por una

matriz J(xk,Hk) , cuyos coeficientes son cocientes de diferencias
que aproximan a los coeficientes de F’(xk) . Másprecisamente,

Definición: Sea el operador J: D‘ c R" x t(R") a x(R") definido por
J(x,H) ( F(x+ He‘)-—F1x),...,F(x+ He") —F(x) ) H“ , donde

e‘,...,en son los vectores canónicos, y

D1 { (x,H) / x+ Hei e D , 181...,n a H no singular } .
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Recordemosque, dados (n+1) vectores x°,...,xn en R", se dice que

están en posición general si xJ—xo, j=1,..,n son linealmente

independientes.

Entonces, si xh°,...,ka son (n+1) vectores en posición general

próximos a xk, con xk'o = xk,el Método Secante general se expresa

en forma compacta asi 

x "“= x"—J(x ",Hk>"F<x") , k= o,1,...

H k: ( xk’k- xk,..., kaL-xk')

Geométricamente, la grá+ica de cada componentefi,i = 1,...n ,es

reemplazada por un hiperplano en RN" que interpola fi en los (n+l)
(n+1) puntos xkni,J = 0,1,..,n .

Es decir, un vector «:1‘ty un escalar at deben encontrarse de manera tal
que la función afin

Li(x) = ca + < x , aL > satisfaga

L¿( x"'j ) = f¿( xk'j) , j = 0,1,..,n

Entonces, la iterada xk“ se obtiene comola intersección de esos

n hiperplanos en RW"con el hiperplano x = 0 ; o sea , xk" es la

solución del sistema lineal

Li( x ) = O , 1 = 1,..,n

De acuerdo a 1a elección de los puntos de interpolación xkd,j = 0,..,n ,

surgen los distintos MétodosSecantes.
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Nencionaremos y trataremos dos de los más conocidos:

O METODO SECANTE L

Se toma xk"i = ( a?" - xl; ) Dj

En este caso, Hkes la matriz diagonal

¡J ' 1...!"

k-t l: k-t k
Hk diag ( x‘ x1 ,..,xh xn )

de{iniendo h]; = xÏ-i - x: , j = 1,..,n , entonces

F(x k+ hke‘) - Fm“) th"+ ¿“e ) —Fo’Í)
k 1 n

J(x ,Hk)= [[ ],.., [ ]]
¡'1‘ 6‘

1 n

o HETDDD SECANTE g

¡(,1 l: J k-t k i. .Se toma x =x + E (xt -x¿)e , J=1,2,..,n
t=1

x, ""— x_" si i s j
( H ). = ‘ ‘k u 0 si 1 > J

y, definiendo h: = xÏ-t - xl: , entonces
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J(x ,H) =
k k 1 k " k' k n" k‘

= (¿t F(x"+hke‘) - F(x")J,..., —[ F(x + g he") - F(x + g hje’n )
hu ‘ hk ¡:1 J ¡:1

1 n

En lo que sigue,se supondrá también que F : D c Rn + Rn es dos veces

continuamente diferenciable en un entorno So c D para el cual F(x*) = 0

y F’(x.) es no singular.
En esta sección se hallará primeramente una expresión del error para

el MétodoSecante, y luego se analizará la convergencia cuando se

elimina una de las variables del sistema, tanto para el MétodoSecante l

como para el Método Secante 2.

Lema 4.1: Sea G(x,H) = x - J(><,H)-1 F(x) . Entonces

x. —G(x,H) = [J(x,H)"— F’ 04.34] F(x) +¿F' (x*)_‘F“(x.) (x-x’.) (x-x’.) +
+ R (x) ,

1

_ 2
donde R‘(x) — o( u x - x. H )

Demostraciógi

ComoF(x.) = 0 y F tiene segunda derivada continua, resulta
— ’ 1 II

F(x) - F (x.)(x - x.) +-;-F (x.)(x - x.)(x - x.) + R(x) ,

con R(x) = o( Hx - x."2 ) ; por lo tanto,
r _‘ _. _ 1 r _" n __ __ ‘

F (xfi) F(x) - x x“l +Ég-F (x*) F (x*)(x x*)(x ¿*) + R1(x) ,

, -1 _ z
donde R‘(x) = F (xá) R(x) ; o R‘(x) —o( " x - x“I u ) ;
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entonces,
1x -x +F'(x )" F(x) =

Ü . 2
'1 Il _ _ oF'(x.) F (x.)(x x.)(x x.) + R‘(x) ,

por lo tanto,
t l 1

x. - x + J(x,H)' F(x) —J(x,H)' F(x) + F'(x.)- th) =
=¿F'(x )" F"(x )"(x —x )(x - x ) + R (x)

G a n n g2

asi,

1‘ , -l ¡ ' u _ _
—F m.) J th) +ÉF u.) ‘F (x.)(x x.)(x x.) +x. - G(X,H) :- tJ(x,H)‘

+ R (x) ,
1

con lo cual queda probado el Lema .l

Definición:

Sea R(x) tal que
, _ L Il _ _

F(x) a F (x.)(x x.) + 2 F (x.)(x x.)(x x.) + R(x) 3
R1(x,H) = ( Rl(x,He‘),...,R1(x,He") ) , donde

R1(x,Hei') = R(x + He‘) —R(x) , i = 1...,n;

P = (F“(x.) He‘He‘,...,F-(x.) He“He")

Lema 4.2 : Sea G como en el Lema 4.1 . Entonces,

J(x,H) = F’ u.) +¿P H" + F"(x.)(x - x.) + R1(x,H) H" ,
2

con

“m HR1(x,H) u = o

’“" <le - al + IIH ll)2
"filao



ggmggscesifini

F(x + Hek) = F’(x )(x + Hek- x ) +-1-F"(x )(x + an- x )(x + Hek- x ) +
Ü . 2 ‘ Ó Ó

+ R(x + He“) g

_ a _ L n _ _.
F(x) - F (x.)(x x.) + 2 F (x.)(x x.)(x x.) + R(x)

por lo tantn,teniendo en cuenta la bilinealidad y simetria de F"(x*),

F(x + He“) - F(x) = F'(x.) Hek +-¿-F"(x.) Hek He“ + F"(x.)(x - x.) Hek +
2

+ R(x + Hek) - R(x) =

= F’(x.) Hek +-¿-F"(x ) Hek Hek + F“(x )(x - x ) Hek + R1(x,Hek) .2 . U .
Entonces,

( F(x + He‘) - F(x),...,F(x + He") - F(x) ) =

= F’(x.) H +-l-P + F"(x )(x —x > H + R1(x,H)2 fl I
por lo tanto,

1 _ _
J(x,H) = F’(x.) +ïP H‘ + F"(x.)(x - x.) + R1(x,H) H‘ .

Sea c > 0 g 3 ó > 0 / si n x - x. l1< 6 y l H |‘< ó g

l R1(x,Hek) "‘s n R(x + Hek) uí+ n R(x) ¡ts e a x + Hek - x. n: +
2 k1+2eux-x.muw L+sux-x.“ÏS2c||x-x.||Ï+cflHek||

52€"x-x.uÏ#2"H“Ï+2cflx-x."‘"H"‘S
Sth-xJÏ+hHHHÏ+%Hx-X.LHHu1=
= 2 e ( n x - x; l‘ + n H n )z s

por lo tanto,

l R1(x,H) u‘ < 2 e ( u x — x. u! + n H u‘ )2.

Comoc es arbitrario, queda probado al Lema . l
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Lema 4.3 : Sea G(x,H) como en el Lema 4.1 . Supongamos que :

|| R1(x,H) H" ||
a) ¿im I=

x+x. < ux - x.“ + u H u >

|l"||*°

b) H P H_1 H S a H H H ; a: constante.

Entonces, existe un entorno S = B(x.,ó) de x. tal que, V x e S y

H H H < ó , se cumple :

-1 1

c) amm)" = E 1 -21— F’ (x.)_‘ P H —F'(x*)- F"(x.)(x —x.) 

—F’(x.)-‘ R1(x,H) H" + T(x,H) J F’ (xa-1 ,

donde T(x,H) es tal que
2 2

ll NM“) II 5 a! II x “ x..." + “2 II H II + a, II x ’ X." II H Il s W"

o&,a2y aa constantes positivas que dependen de a,HF’(x.)_1H,HF"(x*)H y ó.

.. 1 -1 -1
LL) x. - G(x,H) =-—-F’(x.) [ P H (x*.- x ) - F"(x*)(x* —x)(x* - x)] +2

N(x,H) ,

donde
H N(x,H) H

lim 2 =
x*x. < ux-x.u + an ux—x.u >

II" I|*°

Demostraciógi

Ii) Por el Lema 4.2,
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J(x,H) - F' (x‘) t 1 -% F' (x.)_‘ P H" + F' (x.)-‘F“(x.) (x - x.) +

1
+ F’(x.)- R1(x,H) H“ J

Porlahipótesisa), 361>0lsl [lx-x."<ó‘y "H|]<ó1 ->
|R1(x,H)H"|¡< [lx-x.||+IHu.
Sea entonces

ó<min[ó, ü I ]‘ (uF’(x*) ¡l (2+a/2+|]F"(x.) ¡ln

Por lo tanto,

th,H)" ==I: I -_1_F'<x.)" P H" - F'(x_)"F"(x.)(x —x.) —
2

- F'(x.)_‘ R1(x,H) H“ + T(x,H) J F'(x.)" g siendo

n 1 -1 -1[ — F’ (x )
2 Q

a:
T(x,H) = z; (-1)

h=
a '1' n ,_PH +F 0€.) F (x.)(x x.) +

+ F' (x.)" R1(x,H) H4 J" a entonces,

O

HT(x,H) "s g |2¿F4x*)" P H" + F'(x.)-‘ F"(x.)(x-x.) +:2

cn

R1(x,H) H“ u" s ¡3 < :||F'(x.)"||(1+ al 2)] n H n +n-i
, -1

+ F (x.)

+ (¡F' (x.)-1"(1+ IF"(x.)||)J n x —x." )“ .

Por lo tanto,
v -‘ v -1 n

llamando c‘= "F (x...) “(l-tal 2) y c2: IF (x.) ||(1+||F (x...)u) ,
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m -z

|T(x,H) u _<_zz; (c‘an +czux-x.")n n—-————— n:
2

(cilHn + czux-x.“)

m un u u" m ó“ ‘=gtcH+cx-x)<:((c+c))=——,
n=o ‘ 2 . n=o ‘ 2 l-(c‘+cz)ó

con lo cual queda probado que
2 2|T(x,H)"Sa‘ |x-x.fl +012IIHII +a,llx'x.ll“u

ii) Por i),

J(x,H)" —F'(x.)-‘ = [ —É1F'(x.)_‘ P H" - F' (xa-1 F"(x.) (x —x.) —

-1 -1 -1.
- F’(x.) Rl(x,H) H + T(x,H) J F’ u.)

por otro lado, F(x) ==F’ bc.) (x - x.) + D( lx - I'l) a
asi,
t th,H)" - F’(x )" J F(x) = t -¿F'(x )"P H"-F'(x )"F"(x )(x-x ) —

Ü 2 Ü Ü . .

- F'(x.)-‘ R1(x,H) H" + T(x,H) J [(x - x.) + o< ¡lx - x." ) J =

1 , " “1 _ _ v -‘ — —
7; F (x.) P H (x x.) F (x.) F“(x.)(x x.)(x x.) +

, —1 -1
+ E -F (x.) R1(x,H) H + T(x,H) J t (x - x.) + D( "x - x." ) J +

1 , ’i ‘1 -1 u _ _ —
+ t --; F (x.) P H - F’(x.) F (x.)(x x.) J D( "x x." ) 
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=¿F’(x.)-‘ P H"( x; x ) - F’un)" F"(x.)(x - x.)(x - x.) + Gl(x,H),
2

donde 0(x,H) es tal que, por las hipótesis a), b) y la acotación de

T(x,H) =

"mmm H
lim = 0
x-ox 2

i ( “x-x.“ + “x-x." "H" )
Hnlao

Por lo tanto,
t th H)" —F’(x )" J th) +¿Fux )" F"(x )(x - x )(x - x ) =

’ u 2 n u n t

=¿F'(x )" P H"(x —x) -¿F'(x )" F"(x )(x - x )(x - x ) +
2 I Ú Ó fl Ó I

+ G(x,H) ;

usando el Lema4.1. resulta n
1

x. - G(x,H)=—;-F’(x.)- t P H" u.- x) - F"(x.)(x.- xux; x) J +

+ N(x,H) ,

donde mmm) = GI(x,H) + R‘(x) , siendo R‘(x) = o(|]x —xiu‘)

Por lo tanto, queda probado it) . l

Qgggrvagión

El Lema4.3 it) generaliza la expresión del error del MétodoSecante

para el caso n = 1 pues:



si f = D c R + R , entonces

Hk = x“"-— xk P = +"<x.)(xk'ï- x*)(x“*- xk) ;
asi,

—1 k u _ k _ k n k-1_ k _ k _
P Hk (x.- x ) —f (mexmI x )(x. x ) = f (x.)(x x )(x. x )

n _ k _ k _ n _ k ha _ k _ k =- f (x.)(x. x )(x. x ) —f (x.)(x. x ) E x x x.I + x J

_ u _ k _ ¡(-1—- f (x.)(x. x )(xnI x )

por lo tanto,
k+1 _ k+1 _ 1 , -1 , k k-n k

E —x.— x = ¡í f (x.) -f'(x') E E + “(x ,Hk) , (4.1)

con “(xk,Hk) tal que

n "(xk,Hk) n¿im g o
m < uE"n‘+ Ix““- x"nur? u >

(4.2)

Notar que 3 K / V k 2 K , "Ekuu s c n Eh" , c= constante positiva

pues:

como E“, o , a k / v k 2 k , u ek" < 1.o o

Por (4.2),3 k‘I V k2 k1, se cumple que
k k 2 k-1 k k k 2 -1 kuw<x.Hk>u<nE¡1+le -xnuE uszne n +us"uueu

Sea K > máx( k°,k‘) ; entonces, por la expresión del error en (4.1),
resulta, V k 2 K,

k*1 1 -1 ,, k k-z . k z k-z k _

IE Il S; ||*"x.’ ll ||* Wall IIE ll llE Il * 2 IIE II + IIE Il IlE II 

1 , -1 n k-1 k k-1 k

=(—2 ¡1+ m.) n ¡1+ wn IIE II + 2 uE Il + IIE u ) II e n <
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< (3 +—1-||f’(x.)"|| ||f’(x.)||) HE“ u -c HEku .
2

A51,szl< ,
k- k k k k- k-t k _IIE'ÏIz‘IIx“x ||||E ¡|52=||'5|||1'51||*||E ||||E |I

= (1+2c) "E" n "5"“ u.
Por lo tanto, V k Z K , resulta:

"W(xk,Hk) n || N(x",Hk) u

(IIE"II’+ II>«""—»«“IIIIE“H> una) "12"" "EH"

en CDDSECUEHCÍa,

¡l “(xk,Hk) u
lim k k_‘ = O . Entonces,pudemos concluir de( 4.1) que
km II E II Il E Il

E“: x. - x“ .2; ——1-r (xa-1 wm.) E" Ek".2



METODO SECANTE L

Puede veri{icarse que, por la estructura de la matriz Hk , k 8 0,1,.. ,

que las hipótesis a) y b) del Lema4.3 se satisfacen V k Z ko .
Por lo tanto,vale la expresión del error del Lema4.3 , tt) .

De la misma forma que se hizo para el Método de Neuton-Raphson, si

suponemos que

0J {t (x’) IO00
se puede eliminar la variable xj a partir'de la componenteo

io-ésima de F .Sin embargo, el Método Secante 1 generado por el nuevo

sistema F puede converger más lentamente que el Método Secante l

generado por el sistema original ,como lo evidencian los siguientes

ejemplos, en los que se trabajó con doble precisión :

EJEMPLOS

Ejemplo 1

Sea F = R2 . R2 ; F = (4‘32)

f (x ,x ) = - 3 + 2 x + xi 1 z 1 z

f (x ,x ) = - l + x x2 1 2 s z

Raices = (1,1)‘ y ( 1/2,2)‘.

i) Si se elimina x1 a partir de f‘ , con raiz (1,1)ty se toman los
siguientes valores iniciales :

para el sistema sin eliminación : xhn= (x;_”,x;-”)t= (3.5,0.S)t
a3°é=(x‘°flx‘°5‘= (3.,0.)‘

1 2

para el sistema reducido = h”- 0.5 , x“»= O.
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Entonces, si llamamos E;lo - x. - x‘lo
se obtienen los siguientes resultados a

“(lo ID
! Y E x2

k E;k) E;k)

1 0. 6666667 0. 199999988

2 0. 1904761904 9. 0909063816 E-2

3 2. 6272577996 E-2 1. 4084517955 E-2

4 6. 5578977838 E-4 1. 1587738990 E-3

5 4 . 2949691 408 E-7 1. 6093254089 E-5

til) Si se elimina x! a partir de f‘, con raiz (1/2,2.)", con los
si guientes valores ini ci al es:

x“”= (x"” x“")‘= (-3.5,4.5)t
1 ’ 2

(0) (0) (x = ( x ,x °’)‘= (-3.,4.)t
1 2

N _ Nx‘”= 4.5 , x“”= 4.

“'(k)
k 5;“
1 1.4

2 0.5157894736

3 0.13095173166

4 1.358927724 E-2

5 1.7979223499 5-4

6 3.2310034491 E-B

7 1.1657341758 5-15

0. 90909099578

0 . 4651 1626243

0 . 17809438705

5. 04102706909 E-2

7. 30800628662 E-3

3. 48329544067 E-4

2. 6226043701 1 E-6
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Fic-‘mnlo
2 2

F : R a R ; F = (* .* )

f (x .x ) = x - x2
1 1' 2 1 z

f (x ,x ) = x + senha )
2 1 z z 1

Raiz : (0.,0.)‘

Si se elimina x1 a partir de f1 con valores iniciales :
(-1) (-1) (-1) t tx = ( x , x ) = (1.5,1.5)

1 z
(0) (0) (0) t l.

x = ( x1 ,x ) = (1.,2.)
"(-1) “(0)
x = 1.5 , x = 2.

Los resultados obtenidos figuran en la siguiente tabla :

k Ego Edo

1 0. 1944016 2. 600651

2 8.9671910 E-2 1.589577

3 0. 4848810 O.8545079

4 3. 2483220 E-2 0. 6598232

5 1.0858631 [3-2 l .576225

6 3.6621375 F34 0.359846!)

7 4.0115847 E--6 2.2146255 E-2

(3 l. 4683 792 E-9 1. 1983935 E-2

9 5.8841820 E—15 2. 6272982 E-4
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METODO SECANTE g

En este caso,como se vio al principio de este capitulo, la matriz Hk es

tal que, si k = 0,1,..

xk_‘-xk siiSJ
l.(Hk)._= ‘‘J o sii>j

Lema4.4 Para k = O,l,.. , se tiene

(x’_‘"—x'f)" si J=i
_1 J J

(HI-2) = k1 k 1‘J -(xj-xJ) sij=i+1
0 en otro caso

Demostracióg

Notar que, dados (n + 1) vectores ro,r1,..,rn e Rn , se tiene
( r - r r - r ... r - r ) G = ( r - r r —r ... r —r )

1 o’ z o’ ’ n o 1 o’ 2 1’ ’ n n-1 ’

con Q matriz n x n definida asi =

1 -1 0
u: Í‘.

' . '-1
° 1

. . . k k k
por lo tanto, s1 escr1b1mos Hk= ( h‘,h2,..., n ) . can

k . . I<

hi = columna 1-é51ma de Hk , y ro = 0 , rt = hl 1 = 1,...,n ,
se tiene

k k k _ k k _ k k _ k( h‘,h2,...,hn ) G - ( h‘, hz h‘ ,..., hn hn_1) a

Bb



Hk = ( h ’ h _ ,uun’ hn — hn_‘ ) G á

4 _ I: _ k k k -¡ _
Hk —u ( h‘ , h2 hí ,...,h h,H

1 -1 o (x""-x")" o
1 1

1 -1 .
= '_ '_ - a

o 1 -l o (xk-1_xk)-1
1 n n

con lo cual queda probado el Lema l

Se verá a continuación que el error en el paso k-ésimo puede escribirse

comoen el Lema4.3 LL) . Para ello verificaremos las hipótesis

a) y b) de dicho Lema 2

fligótesis ¿Li

R1(xk,Hk) = ( R(x" + hÏ) —Rtx"),...,R(x" + ht) - mx“) ) ,

donde Hk= ( hÏ,...,h: ) , y si Rthc) = i-ésima coordenada de R(x),
entonces, usando el Lema 4.4 y el Teorema del Valor Medio,

n
l: R1(x",H) H" J,_ = y; t R.(x" + h") - Rm") J t H"J,, =

k k LJ ht L l. L k LJ

= tR,(x" + h'f) - R,(x")J t H"J_. + [R_(x" + h'.‘ _=
L J L k JJ L J'1,J

) —R.(x")J [ H")
J-i L k

= [R_(x" + h'Ï) —R_(x")J 1 - [R_(x" + h',‘ ) —R.(x")J 1— =
I. J L k_1 k L J" L k_‘ k(x_ - x_) (x. - x_)

J J J J

=—1—[R,(x"+h'f) —R_(x"+h'f) J=
L J L 3-1-1(x - x )
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= ——__¿_____ Rï<xk + h? + t (h? —h? )) (h? - h? ) =
k t J-I J J'1 J J-1(x.1- x )
J

k- k= 1 Rf(xk + h + t (hÉ - h? )) ( o,...,o, x ‘—x, ,o,...,o ) =
k_‘ x -1 J 1-1 J Jx. - x )
J

= a,R.(xk + h? + t (h? —h? )) , con t e (0,1) .J " J“ J J“

Por lo tanto, comoR’(x) = F’(x) - F'(x.) - F“(x*)(x - x‘) a

R'(x) = o( "x - x.“ ) Q dado c > O , a B = B(x.,ó) a entorno de a.

tal que , V xk e S , se cumple que

| [ R1(xk,Hk) H;‘ Jü | s e u xk + h:_‘ + t (h: - h:_‘) - x. u s

s c ( H xk —x. n + n hifi + t ( h: - hïú) n ) s

Stc<||><k-><.|I+IIH,(II)=
entonces,

H R1(xk,Hk) ||1 S n e c1 ( H xk —x. u‘ + " Hk n‘ ) , con c,c1 constantes

comoc es arbitrario y n , c1 son cantidades fijas, queda probado que

klim n Rl(xk,Hk) n = o“x. k——*
"HR" *° ("x ’ x." + H “kH’

Higótesis QL
_ Il k k Il k k

P — ( F (x_) hi h! ,..., F (x.) hn hn ) , con
k-n k

x — x
1 . 1

k k-t' kh_ = x, - x,
J J J



por lo tanto,
.i J ml. k-s k k-i k= — x )( x - x )

Pij mE LE ‘t ( "L L rn

a n a 1 -1’ = ’ ) = P ( H‘) . . ). _ 
(P Hu ’ij E_1Pi.n ( Hk ej u k n t,J-1 k 3-1,, ’

J j k k-1 k- L (x - x )(x - x )
Pt ( Hk‘ u = z z 4'“ l. m m =

J m=1 1:1 ka. k(x. x_)
J J

J j-l. __ k l< 1_ . _

= 2 ( E fïnl (x xl) (xrn x ) 4: ¡tu (x:1_ xk ) )
m=1 L=t " k_‘

(x_ - x )
J

J 1-1 -1_ -1_ j .
= fïnl (x x ) (x x ) + 2 {1:1 (x:1_ x

m=1 L=1 t ¡(-1 "¡:1(x. - x )
J

k-1 k k-t k
3-1 J 1 (x x ) (x - x ) 3-1 _

= E vanI. l. l. rn m * z {JL (xk t_ xt) +
rn=1 1:1 t k-l ¡3‘(x_ - x )

J

j . ki k j-a j-t l (x kú- xl‘3(xk‘-xk)
+ 1: H” (x — x > = z fÏ" "‘

m=1 L m m=1 [:1 t k-t(x. - x )
J

j" l k-n " ¡(-1 k+2 Efij(xl-x)+{:“(x.—x)=
[:1

-1 j ‘ |.' k-t " ¡(-1=-..( ..+ [i’m —x)++_“(x_—x);
L,J-1 k 3-1,) bi L L l.

por lo tanto,
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( P H" )__ = 2 ¡3 4," (xk"— x") + a“ (x‘f"— x )
l: tj L L L1:1

_‘ _“PHk“Sa||Hk||.,cona—cte l

Entonces, si llamamos

Edo: error en el Método Secante 2 en el k-ésimo paso

__ k
x.l x

resulta asi , V k 2 ko ,

E‘kfl=¿F’(x.)-1 t P H" E""- F"(x ) E‘k’E‘k’J + H(x",H )
2 k fl k

donde

_ UI k k u k k
P - (F (x...) h1 h1 ,..., F (X.) hn hn)

k-i k- x
1 . a

= k k — .
Hlt (h1 ,..., hn) hi — x152 x

t o
6

. k

y [un “N01 ,Hk) ==O
u z k‘llx' *.I1+||H,Jl IIK"“.I’
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Eliminacióg gg una gg las variables

Supongamosque F = (f‘,fz,...,fn) es tal que , para algún io,jo ,

0,4,(x ) z 0
J L *0 0

si se elimina la variable xj a partir de la componenteio-ésima de F ,o

entonces, comoya vimos, resulta un nuevo sistema a resolver :

N N n_1 "-1 N N N N NF : D c R a R F = ( f .. f f .. f )
’ 1’ ’ i. -1’ i. +1, ’ n ’o o

N

F( x1,..,xj__‘,xjfl,..,xn ) = 0 , donde , V i z io ,o o
N —
f ( x .. x x .. x ) = f (x .. x h(x) x .. x )i. 1’ ’j-i’ju’ ’n ¡.1’ ’j-i’ ’ju’ ’n ’o o o o

- t
con x —( x‘,..,xj_‘,xj*1,..,xn ) ,o o

h es la función definida, comose hizo para el caso del Método de

Newton-Raphson , por el Teorema de la Función Implicita (Teorema 2.22) .

Sin pérdida de generalidad , se supondrá que io = jo = 1 ; asi ,

F = ( fz,...,fn) , ó‘f1(x*) ¡IO y
N
f (Q) = 451103,?) , i = 2,..,n ;>7 = (x¡,...,x )‘

Übservaciógi Es fácil verificar que

F satisface las hipótesis del Teoremade Discretización de Newton

(Ortega-Rheinboldt , pág. 360) . Por lo tanto, ;‘= (x;,...,x:“es
punto de atracción de 1a iteración generada por el MétodoSecante 2

que resulta de eliminar la variable x1 .
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El siguiente Teorema , a semejanza del Teorema 3.14 , compara el

término principal del error del MétodoSecante 2 generado por F ,

y el generado por F .

Teorema 4.5

Si xi = h(x2,...,xn) , entonces, V k 2 2 , se cumple

1 , —1 -1 n _ _ _

[-E-F (x.) [ P H (xfl- x) - F (x*)(x. x)(x* x) J 3k —

_ 1 N, _ -1 N "-1 _ — _ N" _ _ _ _ - _ _
—[-E-F (x*) [ P H (xi- x) F (x*)(x. x)(x* x) J Jk +

n n j_‘ k. fi m n u — —
+ Z E z 01.. E (x.— x.)(x.-— y.) - (x.- y.)(x.- x.) J + t (x,y)

_ . LJ L L J J l. L J J kn=2 J=9 L=2

donde :

—- t - fl fi L
x —(x2,...,xn) x*- (x2,...,xn)

t fi fl L
x = (x2,...,xn) , x* = (x‘,...,xn)

H = (h‘,...,hn) con

Y; ’í

I _ - - _ t
ht - vi; x.L , y1 - h(Y2!---!Yn) . y - (Y29---!Yn)

0

H = (h2,...,hn) con

Y — X _ _

N 2. 2 tk(x,y)
h. = yF-x_ lim = O V k

|- L l. — — — — - — _ _ _
f’ mv". HX. xII le. YII
O
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P = (F"(x.) hih‘,...,F“(x.) hnh“) ,

P = (F m.) hzhz,...,F m.) unn“) y

1 1 i j 1 n '

k._ FHM"! det(s,k) E- +9 #1 +141 + 25° 41 +41 +
ii _ , a 1 2

detF tx.) ({1‘) (+1)

4“ r“ 4". 2 4“ +1
+ —.—2_ _ __.——1—J

(4‘) +
1 I.

Demostraci al

Un simple cálculo muestra que la m-ésima componente de
_1 II _ _ .PH (x1.-x) -F (x.)(x. x)(x. x) es .

h 9-1 h
La i 4|! oo * *_ 7 _ _ _ _ _

._ E E fm (xL yt) (xla xo) E fm (x.a ya) (x9 xa)
9:1 L=1 ¡:1

por lo tanto, si k 2 2
1 1 -1 _‘ u _ _ _

[—2F 04,) C PH (x.- x) -F (x*)(x. x)(x* x) J —k

n n J.“ -- ú
= —-—1—— z (-1)°"‘ det(s,k) c 2 z z: {y (xï- y¿)(x.-x_) +

2 detF’(x.) .=1 ¿.2 e. J J

n ..
+ E f” (x*-y)(x.-x) J y

e .i J J Jj=s

1 N, _, -‘ NN-i- _ N" _ -__ ___ _
[—2—F(a...) [ PH (xq.- x) -F (x.)(x* x)(x* x) J JR
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1 n 9+k-—- n j" "¡j Iv t
= ———— 1: (-1) det(s,k) [ 2 ¡3 1: 4. (xt- yt)(xj— xJ.) +

2 detF’ 04.) .22 j-a i=2

n N" fl á+ 4“ (x.- ,)(x,- y.) J
FE e J yJ J J

usando los Lemas3.11 - 3.13 , y la expresión de f? , 5,i,j = 2,...,n

en términos de 4;) y f; , 5,1,3" = l,2,...,n , resulta :

c—l—F'<x)"tPH"(x—x)-F"(x)(x—x)(x-x>JJ =
2 fl I ú I Ü k

1 n ,k n 4 ‘41“(4‘1): 4 41LL
= ——— < ¡3 (-1)“ det(s,k) [ z (- ° 1 a — “1 +

2detF' (x‘) .=2 ¿:2 (4 > 4l. I.

2 4: 4‘: 4“ 4 “(41)2 ._ 2 4“ 4L q. *
+ 1 2 ' 2 4“ — ' 1 >(x.- y_)(x.— x_) +

(4 > (4 ‘> ° 4 ‘ ‘ ‘ ‘
O 1

n n 4‘ ¿:41‘4“ 2 4 4" 4L 2 4‘ 4‘J 4“ 4'L 4’
+ E E ( _ D + n 1 D 1 1

jcn 4-: (45° (4‘ f" 4‘ (4‘?
l 1 1 1

1) L 1 11 t
2 4. 41 U . _ n ,4 4D 41 4i 4

— ‘ + 2 4 >(xi- yi)(x.- x.) + ¡3 < +
'F J J 1:9 L=2 (f1) sl. t

2 4: 4‘1‘4’1 4B“ 4‘1 4J 2 4 “4 J . *
+ 12 + 2 — Í ‘ )(x.— x.)(x.- y.) J}+(4) (4‘) 4 ‘ ‘ J J

1 1 L

_ _ tkáfy)
'0' tk(x,y) , CDI’Itk tal que _lEm_ —T_—-—:-_—— = O

"w". llx-X." lIY-X..."
además,
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i(:H I'l'11ff11_tF
(A‘X)¡;+[('x—'X)(‘A—'X)—(Á-X)(X—X)][——————+

--—IIIIauIIï33ï3
9115}Ze}33'"i

‘I17‘?“dv!)==16=F(‘xnsnapzz:
*x3o+,,,.—J3Z‘_,M(I—)3—=

ci¡,5‘iZtj.¡J'ni’iI-‘u(>15);apu

z :1=c[(5—'5)(5—'¿<)('>_<)..;I—(53x)HdJ(End-J—
“¡'Mtu!

Z ’l-cl:(x—‘xux-"x)('x)":1-(x—'x),_Hd],_('x).¿¡—J

‘oque;o1JOd

—_‘I!I+
‘F‘

+e(¡nz(a)
ÜÏF'IU

.f.f1A1.

{E(X—.x)(—‘xuhi+

'‘ ¡(1%)2:16:!+¡—TT‘*“——‘7-."“v:o’3‘3Z*
1|}C12"ïi‘”}‘-u

‘BI
aEh‘“zgHI} 1.1.1A1.

+(x-‘X)(-.x)(u}+O‘IO 3ït
¡(Inn}.,+fin}¡iz1,;g

ï(1,,¡:12:6<"'><)‘¿napz
———————)3J(>I‘snap¡"HH3)—¡——=

1+1;zz(1+)uiuu

z="ct(5—‘p(¿g35)('5)..;|-<5—'x)HdJ_('x).¿TJ
a.n.-a. _3-,“'I



con lo cual queda demostrado el Teorema. l

Sean 3- : x =x —J(x",Hk)“ Mx") , y

= x —J(xk,Hk)-‘ th")

las iteraciones generadas por el MétodoSecante (l o 2) obtenido sin

eliminación , y eliminando la variable x.i a partir de la io-ésimao

componente de F,respectivamente .
N _

Entonces , si Ekfl: x —xk“ y 5k“: x _ ;k+1I Ú ,y teniendo en cuenta 1a

expresión del error en el MétodoSecante (Lema4.3 ii), podemosconcluir
queak eN/Vka ,

O O

¡(+1 k 2 k k-1
u E “1 S a! x - xt“! + a2 x _ x*|l¿ IIx _ xt"! ’

“ku "' “le - 2 "' "'k - "lc-1 
u E "1 s a1 x _ xúll1 + a2 x — XÚII1 “x _ x*"¿ ’

donde

l , -s , 4
cn1= (:(nF tx.) "1a + “F 0€.) "‘"F“(x.)u)+ 2)

l -1a=(—||F’(x) ||a+1)
2 "’ ‘

a = (¿(n F’(;.)"||‘ Z + ¡lF'(;.)""‘I¡F"(>ï.)¡|t)+ 2)2

9? II 9 +
¡no

1 "', - —4
(—— F (x.) ||12
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N
a y a son constantes tales que

-1
“PHk

N ¡v- N

II s a II HR II u P Hk‘u s Z u Hku . donde

= n k k u k k "'_ “u - "k "'k "'u - “k "lo:P (F (x.) ht h‘ ,..., F (x.) hn hn ) , P- (F (x*)h2 h2,...,F (x*)hn hn)

_ k k _ "'k "'kHk"(h"ooo’ IIa, ’ Y

o o
_ n. ll. _ Nh? = xgi-xF hF = x&‘-x* (Método Secante 1)

l. l. l. l. L l.

o o
ó ó

k-1 "k-i “kx -x x -x

hL — kz‘ k ht = «kit «k (Método Secante 2)
x. -x X. ‘X.

L l. l. l.

9 9
o o

No ha sido posible por el momento,comparar los órdenes de convergencia

entre las iteraciones generadas por el sistema original y el sistema
reducido.

Por el Lema2.42, sólo se puede concluir que

0r(3‘2,x*)21=(1+1‘5)/2 ,y
0(.7",x)?.'r=(1+v‘5)/2r1.
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WSEUQD V

El conjunto de ejemplos de este capitulo tiene por objeto ilustrar

los desarrollos teóricos de los Capitulos anteriores, asi comolas

dificultades que puede plantear la implementación computacional de la

eliminación parcial.En todos los ejemplos se ha trabajado con doble

precisión. El ejemplo 5 del método de Newton-Raphson,pone en evidencia

la necesidad de evaluar previamente el costo computacional antes de

efectuar cualquier eliminación.

METODOS QE JACDBI 1 GAUSS-SEIDEL HQ LINEALES

Ejemplo L

Sea F : ¡zz + R1 ; F = (4‘32) definida asi :
f (x ,x ) = -3. + 2. x - x

1 i z 1 2

f (x ,x ) = -1. - x x
2 1 2 1 2

Las raices son : r1 = (1.,-1.)t ; r2 = (0.5,-2.)t
Quedaplanteada la ecuación de punto fijo :

x - (x1,xz) G(x) ( g‘(x),gz(x) ) , donde

91(x) = (3. + xz)/2.

92(x) = - 1./x!

G’(x)
0 0.5

2 ; asi, G’(x)2 0 e irreducible.
l/x1 0

Conlos valores iniciales (2.,1.)l, converge a r1= (1.,-1.)t
k“ " | s 0.5 1o"°, 1:1,2Criterio de convergencia utilizado : | x, - x.
L L
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Los resultados están resumidos en la siguiente tabla :

METODO JACDBI N0 LINEAL METODO G-SEIDEL ND LINEAL

Sin eliminación : 66 iteraciones
o .N de operac1ones

por iteración : 2

Sin eliminación : 34 iteraciones
o .N de operac1ones

por iteración : 2

eliminando x1: 34 iteraciones
o .N de operac10nes

por iteración : 2

elimihando x‘: 34 iteraciones
o .N de operac10nes

por iteración = 2

eliminando x2: 34 iteraciones
o .N de operaCIones

por iteración : 2

eliminando x2: 33 iteraciones
o .N de operac1ones

por iteración : 3

Ejemglo g = El siguiente ejemplo ilustra la afirmación del Lema3.9 .

Sea 1a ecuación diferencial

x"(t) = -1.
con las condiciones de contorno

- sen(x'(t))

x(0) = 0 , x(1) = 1. , t e [0,1]

Sea n = C xo: 0, x‘,...,xn, xnfl= 1.} una particián de [0,1] ; con
n = 19 ; h = x, - x,= 0.05 ; asi,

la?! l.
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x =_— , i =1,...,n

Medianteel Hétodnde Diierencias Finitas, se obtiene el siguiente
sistema no lineal :

x(0) = 0.

x(n+1) = 1.

Para i = 1,...,n ,

x. + x,_i — 2. x. x.fl - ><._1F_= L“ " " + 1. + «_-'.en(—t " ) = 0
L

h2 2h

Resulta asi la siguiente ecuación de punto fijo a
t t

x = (x‘,...,xn) = G(x) = (91,...,gn) , donde , para i = 1,...,n ,

1 z X.“ - x._‘
x. = emma“) =—[ x.m+ x.H+ h (1. + sent.‘_—‘>) J‘ 2 2h

Por lo tanto, coinciden las iteraciones generadas por el Métodode

Gauss-Seidel obtenido sin eliminación,y eliminando la variable x1
respectivamente.

Notar que

i) G’(x) es irreducible pues su grafo es fuertemente conexo :

m m m.......... OO O
1 2 3 n-l n

ii) G’(x) 2 0 pues

100



. . . o .Valores in1c1ales : x, = l. V 1
l.

Criterio de convergencia : | x,
L

k+1_ X

l,...,n
k
i ¡s 0.5 1o" , v i = l,...,n

METODO JACDBI N0 LINEAL METODO G-SEIDEL ND LINEAL

Sin eliminación: 579 iteraciones
o .N de operac10nes

por iteración: 57

Sin eliminación: 279 iteraciones
o .N de operacnones

por iteración: 57

eliminando x‘: 526 iteraciones
o .N de operationes

por iteración: 57

eliminando x‘: 279 iteraciones
o .N de operac1ones

por iteración: 57

eliminando x2: 512 iteraciones
o .N de operaCiones

por iteración: 57

eliminando x2: 278 iteraciones
o .N de operaCiones

por iteración: 60

eliminando x : 548 iteraciones
h

o .N de operacnones

por iteración: 57

eliminando x": 279 iteraciones
o .N de operac1ones

por iteración: 60
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Resultados numéricos obtenidos: los correspondientes valores para los

distintos sistemas reducidos son esencialmente iguales a los de la tabla
siguiente:

xi JACÜBI ND LINEAL,SIN G-SEIDEL ND LINEAL,SIN

ELIMINACIÜN ELIMINACIÜN

i Node iteración: 579 Node iteración: 279

1 9.4468989577257 E-2 9.447637512027 E-2

2 0.1840284153360276 0.184041329950202

3 0.26862106132431 ¡0.2686401457549371

4 0.34822062754137 0.3482420490602

5 0.4228152637247 0.4228411270902

6 0.49243150528869 0.4924565112893769

7 0.557104213687149 0.557131815608366

8 0.61690977097755 0.61693387075054

9 0.6719257583375 0.6719508445565068

10 0.7222699898709724 0.7222898760287221

11 0.7680546365319661 0.76807437236323

12 0.8094271665055979 0.80944112384468

13 0.8465241556048604 0.846537382295459

14 0.8795100959851 0.87951802853835

15 0.90853580579185 0.90854292746355

16 0.9337714026902698 0.93377454010055

17 0.95537324028096 0.95537583410948

18 0.97350810639414 0.97350850973536

19 0.9863312583673 0.98833153879316

102



Ejemglo g

Sea F : k‘ + R‘ , F = “132,433” ,deunida así 
tsi x = (x ,x ,x ,x ) , entonces

1 z a 4

+ (x) = 5. x - exp((x -2.)/ 2.) —xz - 3.75 = o
1 1 2 3

f (x) = 2. x - 1./ 3.sen((x -1.)/ 2.) - x2 / 5. —xz / 5. - 3.9 = O
z z 1 s 4

4 (x) = 7. x - log((x —1.)z) + cus((x -1.)/ 2.) —4. x - 2.5 = oa a 2 1 4
z zf (x) = B. x - x - x - x + 1.5 = 0

4 4 1 2 9

Unaraiz es r = ( 1.,2.,0.5,0.5 )t.Se obtiéne la siguiente ecuación

de punto fijo = x = G(x) , G = (9‘,gz,gs,g‘) , donde :

g =—1—(exp((x-2.)/2.) +xz+3.75)
1 2 35

g =—1(—1(sen((x-1.)/ 2.))+x2/5. +x2/5. +3.9)
2 2 3 1 B 4

g =-L-( log((x -1.)‘) - cos((x -1.)/ 2.) + 4. x + 2.5)
9 7 2 i 4

g=L(x’+xz+x-1.5)
6 8 1 2 9

i) G’(r) es no negativa pues :
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0 _L_exp((xz-2)/ 2) 2 xs10 3

1 cos((x -1)/ 2) 0 x
Tí * —’5

G’(x) =
1 sen((x‘-1)/ 2) 2 0
1 7(x -2)z

x‘ x2 1x4 4 9

Por lo tanto,

0 0.1 _¿_ 0
3

G,(r) = 1 0 0.1 0.1

O 2 0 ¿L_
7 7

0.25 0.5 _¿_ 0
B

ii) G’(r) es irreducible pues su grafo es fuertemente conexo

04.'iÓp ¿.H.N‘\sc___,z¿r

Valores iniciales tomados (1.5,2.5,1.,1.)‘
lui.Criterio de convergencia _t: lx -x’_:|so.51o""’,v1=1,..,4
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METODO JACDBI ND LINEAL METODO G-SEIDEL ND LINEAL

Sin eliminación: 48 iteraciones
o .N de operac1ones

por iteración: 16

Sin eiminación: 29 iteraciones
o .N de operaCiones

por iteración: lb

eliminando x‘: 44 iteraciones
o .N de operationes

por iteración: 16

eliminando x1: 26 iteraciones
o .N de operac1ones

por iteración: 22

eliminando x2: 39 iteraciones
o .N de operac1one5

por iteración: 16

eliminando x2: 26 iteraciones
oN de operaciones

por iteración: 2B

eliminando x3: 36 iteraciones
o .N de operac1ones

por iteración: 16

eliminando x3: 22 iteraciones
o .N de operac10nes

por iteración: 24

eliminando x4: 34 iteraciones
o .N de operationes

por iteración: 16

eliminando x‘: 20 iteraciones
o .N de operaCIDnes

por iteración: 22

Algunos resultados numéricamente obtenidos:



xt JACOBX,SIN ELIMINACIDN G-SEIDEL,SIN ELIMINACIDN
i iteración: 4B iteración: 29

x‘ 1.000000000000231 1.000000000000108

xz 2.000000000000206 2.000000000000076

x3 0.5000000000005337 0.5000000000001554

x4 0.5000000000004123 0.5000000000000841

Ejemglo i

Sea la ecuación diferencial de segundo orden :

y"(x) + 0.5 exp( y’(x) - 2.) - 0.5 H O

con la condición de contorno z

y(0) = -2.

y’(1) = 2.

Obviamente, la solución es y(x) = 2 x - 2

Mediante el Métodode diferencias finitas , se obtiene el

siguiente sistema no lineal :

Para i = 1,...,n ,

Y + y. - 2 y.
_ t+t L-t |- __ ._ — =

FL_ 2 + 0.5 exp((y¡“ yt_‘)/(2h) 2) 0.5h
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De aqui resulta la ecuación de punto fijo :
t l

y = (y‘,...,yn) = G(y) , G = (g‘,gz,...,gn) , donde :

Para i = 1,...,n ,

_ 1 _ 2 _ _ _
g¿-——;[ y“1 + yF4 h (0.5 0.5 exp((yid1 yb1)/(2h) 2 )J

Tomamos h = 0.2 , n = 5

i) G’(y) 2 0 pues =

[ 1 - h 0.5 exp((yL“-ybú)/(2h) - 2 ) J si j=i-1
mln N

[ 1 +_%_0.5 exp((yü4-yb4)/(2h) - 2 ) J 51 J=1+1

ONh‘L

ii) G’(y) es irreducible pues su grafo es fuertemente conexo.

en el resto

Valores iniciales tomados : yt = -2. , V 1 = 1,...,5

Criterio de convergencia : I yïn- y: | S 0.5 10-7 , V i .
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JACOBI ND LINEAL G-SEIDEL ND LINEAL

Sin eliminación: 276 iteraciones
0 .N de DpEl’ac 1ones

por iteración: 20

Sin eliminación: 180 iteraciones

No de operaciones

por iteración: 20

eliminando x‘: 264 iteraciones
o .N de operac1ones

por iteración: 20

eliminando x‘: 180 iteraciones
o .N de operac10nes

por iteración: 20

eliminando x2: 234 iteraciones
o .N de operacnones

por iteración: 20

I

eliminando x2: 172 iteraciones
o .N de operationes

por iteración: 24

Algunos resultados obtenidos

JACDBI,SIN ELIMINACION G-SEIDEL,SIN ELIMINACION

yi iteración: 276 iteración: 180

V1 -1.6000003395753 —1.60000023650372

yz -1.2000006143ó2113 -1.20000041511307

ya -0.BOOOOOBO42734 -0.8000005314308103

y4 -0.4000008992457 -0.400000586681735

y5 —B.992457323706E-7 -5..866817359215237 E-7
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METODO gg NENTDN-RAPHSÜN

Ejemglo L : (Ver [7],pág.80)

Sea la ecuación proveniente de la reacción quimica de una partícula

catalitica porosa :

d e = B Da (1 —y ) exp( 6/(1+6/r) ) —n (e —ec) = R‘(6,y)

(1)

d y = Da <1 - y ) exp( 6/(1+6/y) ) = R2(9,y)

donde :

6 = medida de la temperatura

y = conversión

Da = número de Damkóler

r = medida de la energia

fi = medida del coeficiente de transferencia de calor

6C= medida de la temperatura del medio refrigerante
A = radio del reciclo

x e [0,1]

Las condiciones de borde son :

6(0) = (1 - A) 9(l)

y(0) = (1 - A) y(1)
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Construyendo una malla uniforme en [0,1] con puntos de la iorma

i / n , con n = 2 , i = 0,1,2 ;y si B = 4. , Da = 0.1 , y = 20. ,

X = 0.5 , fi = 0. , se obtiene la siguiente aproximación de (1) :

llamamos

e = 0.375 x + 0.75 x —0.125 x
1 1 s s

9 = -0.125 x + 0.75 x + 0.375 x
2 1 s 5

entonces , resulta el sistema no lineal = F(x) = 0 , F = (f‘,...,f6) ,
t

x = (x‘,...,x6) , donde

f = -2x + 2x - 0.4 (1-0.375x -0.75x +0.125x ) exp(20 e /(20+9 ))
1 1 s 2 4 6 1 1

f = -2x + 2x -0.1 (1-0.375x -0.75x +0.125x ) exp((20 9 /(20+6 ))2 z 4 2 4 6 1 1

f = -2x + 2x - 0.4 (1+0.125x -0.75x -0.375x ) exp(20 6 /(20+6 ))a s 5 2 4 o 2 2

f = -2x‘ + 2x6 - 0.1 (1+0.123na—0.75x‘-0.375x6) Bup‘iZO Gz/(20+62))

f = -x + 0.5x
a 5

f = -x + 0.5x
2 a

Las componentesdel vector x representan los siguientes valores :

x1 = 6° a 9(0) x‘ = y1 a y(0.5)

x2 = yo 2 y(0) x5 = 92 a 6(1)

x9 = 61 a 6(0.5) x6 = yz 2 y(1)
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Si se elimina x a partir de f6 ,se obtiene el nuevo sistema 'a .
‘V _ _ _ _ t Iv N m
F (x) —O , x —(xi,...,x5) , F = (f‘,...,fs) , donde

f = —2x + 2x - 0.4(1-0.125x -0.75x ) exp(20 e /(20+6 ))
1 1 a z 4 1 1

{2 = -2x + 2x - 0.1(1-0.125x -0.75x ) exp(20 9 /(20+6 ))z 4 2 4 1 4

f = -2x + 2x —0.4(1-0.625x —0.75x ) exp(20 6 /(20+6 ))s 9 5 2 4 2 2

f = -2x + 4x - 0.1(1-0.625x -0.75x ) expÏZO 6 /(20+8 ))4 4 2 2 4 2 2

f = -x + 0.5x
5 1 5

Resultados obtenidos

Criterio de convergencia utilizado:
-5 _ -5

x'.‘"- x'.‘ s 0.5 10 v 1 || F || < 0.5 1ol. L ’ 2

NENTDN-RAPHSON SIN ELIMINACIÜN

Itorocton x 1 Xz x a

o 0. 7259 0. 1.15 1. 052°

1 o. 9554667424 o. 2308666066 1. 9767094‘42

2 o. 964050249327 0. 241012562885 1. 309760745939

9 o. 9640460661445 o. 241011716961 l. 309759194954

4 o. 964046306443 o. 2410117165359 t. 809759194956
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“oracion x‘ x5 xa

0 0. 2690 1. 4519 O. 9a1

1 0. 944177954219 1. 910999494950 0. 47779997921

2 0. 94744019fi5 1. 9291004995a 0. 4920251247705

9 0. 947499799799 1. 929099792299 0. 492029499072

4 0. 947499799799 1. 929099792297 0 . 492029499071

o . . .N do operactonoa por Ltoruton: 186

NEHTDN-RAPHSDN ELIMINANDO X6 A PARTIR DE f6

¡{oracion X x x
1 2 9

0 0. 7259 0. 1915 1. 0520

1 0. 955491992497 0. 299970459792 1. 976726190921

2 0. 96405029904 0. 24101255979 1. 99976074017

9 0. 9640469661444 0. 24101171®961 1. 999759194954

4 0. 964046966149 0. 2410117165959 1. 999759194954

X X X4 5 6

0 0. 2690 1. 4519

1 0. 944191546056 1. 91096966497 0. 477740917594

2 0. 94744019509 1. 929100479094 0. 49202511959

9 0. 947499799799 1. 929099792299 0. 492029499072

4 0. 947499799799 1. 929099792297 O. 492029499071

o . . .N de oporactonoa por LloracLon : 185
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Sin eliminación: converge en 4 iteraciones.

Eliminando x6 a partir de f6: converge en 4 iteraciones.
Nota

En el Método de Newton-Raphsonobtenido de eliminar x6 a partir de
k

6 2f , se calculó, V k, x: a partir de f6, es decir, x: = 2 x ,
aunque este cómputo no es tenido en cuenta cuando se calcula el

númerode operaciones efectuadas en cada iteración.

Ejemglo g: (Ver [7J,pág. 93)

La difusión no isotérmica y la reacción química de primer orden

de una partícula catalitica porosa son descriptas por una ecuación

diferencial de segundo orden

dzy + _3_ d = 43 y exp(yfi(1-y)/(1+fi(1-y))) (2)
dx2 x dx

con las condiciones de contorno

si x = 0 , y’(x) = 0

si x = 1 , y = 1

donde :

y = concentración del componente reactivo

a , fi , o = parámetros x e [0,1]

Sea fl = { x1 , x2 ,..., xn , x”u = 1 } una partición de [0,1] ,
con x, = (i - 1)/ n , h = 1/ n .

L

Si a = o. , y = 20. , n = 0.05 , w = 1. , n = 10 , h = 0.1 ,

entonces resulta la siguiente aproximaciónde diferencias finitas de (2)
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y(0) = y(2)

y(n+1) = 1.

Para i = l,...,n ,

l - y._________¿____
(1 + 0.05(1-y))

L

f. = Y. - 2yi + y“1 - 0.01 yt exp(6) = 0l. L-i

Las incógnitas son y1 , y , ..., y"; además, yo = y(0) e y"M = y(n+1) .

Si se elimina y2 a partir de f‘ , resulta el siguiente sistema :

2y‘ + o.o1yt exp((l-y‘)/(l+0.05(1-y‘)))
2

f = y - 2a + y - 0.01a exp((l-a)/(l+0.05(l-a))) = 0
l. 9

" = _ + — . — + . 5(1— ))) = of a 2y9 y4 0 Olys exp((1 y9)/(1 0 0 ys

yn+i = 1.

Para i = 4,...,n ,

e = (1 - ya
1+0.05(1-y8

_ ï.‘ = Vid -2y¡’ + ym - 0.01y.t exp(6) = 0
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Las incógnitas son y‘,y9,...,yn .
En cada paso de la eliminación, se calcula también

k k k k
k 2y1 + 0.01y1 exp((1 y1)/(1+0.05(1-y1)))

2

Dicha expresión es obtenida a partir de f‘,pero no es tenido en cuenta,

al eliminar yz, cuando se calcula el númerode operaciones efectuadas en
cada iteración.

Criterio de convergencia: k+1_ k
vil s 0.5 10'5 v i , y u F ||z< 0.5 10‘5.

Se ha tomado yï=l uni‘ormemente,en primer lugar y luego y?L

NEWTÜN-RAPHSDN SIN ELIMINACIÜN

Itoracton X = 0. X = 0. 1 X = O. 2
1 2 3

0 1. 1. 1.

1 0. 5 0. 505 0. 520

2 0. 55136-4825 0. 5556599 0. 560559276

9 O. 55219152091 0. 556459007155 0. 56992605646

4 0. 55219171351 0. 556460077289 0. 569926297627

x = 0.3 x = 0.4 x = 0.5
4 5 6

O 1. 1. 1.

1 0. 545 0. 580 0. 625

2 0. 590163394 0. 620600“2 O. 66007723“

9 0. 590870991318 O. 621239870005 0. 660616183761

4 0. 590071158292 0. 6212890104904 0. 660616265578
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NEWTON-RAPHSDN SIN EL I MI NACI DN

“oracion = 0.6 X = 0.7 X = 0.8
7 o o

0 1. 1. 1.

1 0.ano 0.745 0.020

2 0.7007705659 0.76690105408 0.0347454665

s 0.709216625020 0.76726926104 0.0849672407

4 0.709216720010 0.76726399094 0.09496790000

x = 0.9 x = 1
10 11

o 1. L

1 0.905 1.

2 0.94290400344 1.

s 0.9K2505019609 1.

4 0.9u250503967 1.

o . . .N de opoructonoo por ¡.toramon 155

NEHTÜN-RAPHSON ELIMINANDO X2 A PARTIR DE f1

natacion

0. 4997547272

0. 5519499467

0 . 552101511059

0 . 55210171951

0 . 50902552259

0 . 555a4664177

0 . 556459074005

0 . 556460077202

0 . 51970197970

0 . 5605459019

0 . 569926047

0. 56992m7ü7
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NEWTDN-RAPHSDN ELIMINANDD X2 A PARTIR DE fl

lloracion = 0.3 x = 0.4 x = 0. 55 6

o 1. 1. L

1 0.54400923231 0.5790064040 0.6240607070

2 0.59015097519 0.6205979229 0.66006I2009

9 0. 5900709005 o. 62120006321 0. 66061910001

4 0. 590071150202 o. 62120900104 o. 66061626557

x = 0.6 x = 0.7 x = 0.8
7 0 9

o 1. 1. L

1 o. 6790909090 o. 7449102424 0. 01994549

2 o. 7007713156 o. 7669264000 0. 0047410319

a 0.70921602030 0.76726325754 0.0349072404

4 0.709216720010 0.76726000091 0.00490700000

x = 0.9 x = 1.
1o 11

o 1. L

1 O. 9049727474 L.

2 0.:5239290507 1.

9 0.90250501240 1.

4 o. 91250503967 1.

o .N do operaciones por Marceton : 136

Sin eliminación: converge en 4 iteraciones.

Eliminando xz a partir de f1: converge en 4 iteraciones.
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NENTDN-RAPHSDN SIN ELIMINACION

“oracion = 0. X = 0. 1 X = O. 2
2 9

0 4. 4. 4.

1 0. 7266745614 0. 7294990124 O. 737724699

2 0. 54900171995 0. 5474074927 0. 56065097002

9 0. 55215675719 0. 5564955079 0. 569902902143

4 0. 552191719996 0. 5564600771 0. 56992629745

5 0. 55219171951 0. 5564600772 0. 56992a976

x=0.3 x=0.4 x=0.5
4 5 6

0 4. 4. 4.

1 0. 75152957095 0. 770916900166 0. 7955772167

2 0. 5929051995 0. 619990264009 0. 6549599442

9 0. 59094952712 0. 6212197499 0. 66059979924

4 0. 5909711591 0. 62129901995 0. 660616264

5 0. 5909711592 0. 62129901949 0. 660616255

x=0.6 x=0.7 x=0.8
7 9 9

0 4. 4. 4.

1 0. 92579994474 0. 961964a77 0. 902909fi4956

2 0. 704086411021 0. 7a956006009 0. 9329415999

9 0. 70920992705 0. 7672591999 0. 994960514

4 0. 70921672279 0. 7672699999 0. 9949679007

5 0. 70921672901 0. 7672a99991 0. 9949679009
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NEWTON-RAPHSÜN SIN ELIMINACION

“oracion = 0.9 x _ 1.
10 11

0 4. 1.

1 o. 9495959209 1.

2 o. 9111999944 1.

3 o. 9125024426 1.

C o. 912505339 1.

5 o. 912505339 1.

o . . .
N do OPOI‘CCLOHODpor Llei-actor: : 155

NEWTDN-RAPHSÜN ELIMINANDD Xz A PARTIR DE f‘

“oracion = 0. x = 0. 1 X = 0.2
1 2 3

0 4 . 4 . 4 .

1 0. 7266971432 0. 731455066759 o. 7377440251

2 o . 5‘29‘906700 0. 54719920051 O. 56060377954

3 o. 552156243“ 0. 556484514304 o. 56930293“

4 o. 552101719327 o. 55646007+09 o. 569326297‘

5 o. 552101713517 0. 5564600772 o. 5699262376

x=0.3 x=0.4 x=0.5
C 5 Ó

o Ó. C - ‘ .

1 0. 75154124796 o. 7709816963 O. 7955099112

z 0. 53276455207 o. 613965000“ 0. 35488003465
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9 o. 59004911174 0. 62121900005 0. 6605904790

4 0. 590071150119 o. 62129901094 o. 6606162654

5 O. 590071150202 O. 62129901084 O. GÓOÓIÓZJB

x = 0.6 x = 0.7 x = 0.8
7 0 9

0 4. 4. 4.

1 0. 02570956046 0. 0619722015 0. 90290079646

2 0. 7040694054229 o. 7699900910 o. 0929901165

9 0.70920900904 0.7672590155 0.0949609919
g .

4 0.709216727909 0.70720999009 0.0949679007

5 I 0.70921672001 0.7672699909 0.0049679000
1

i

l x - 0.9 x - 1.
1o 11

0 . 4. L
i

1 - 0.9405904794 1.

2 0.9511096499 1.

8 0. 91250201 1..

4 0.90250509965 1.

5 0.91250509967 1.

o . . .N do opel-001,071.0 por Llorcunon: 186

Sin eliminación:

El i minando x2 a partir de {1

converge en 5 iteracicmes.

converge en 5 iteraciones.
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Ejemglo Q :(Ver [7J,pág. 95)

Sea la ecuación diferencial

y"(x) = -1 - sen(y’(x)) (3)
con las condiciones de borde:

y(0) = o. , y(1) = 1. , xe [0,11

Sea n = { x°= 0,x1,...,xn,x"“= 1 } una partición de [0,1] ,
donde

xi= i/ (n+l) , i= l,...,n
Tomando h=0.05 y n=19 , mediante el Hétbdo de diferencias finitas

se obtiene el siguiente sistema no lineal :

yo= y(0) = 0.

y 1: y(n+1) = 1.71+

Para i = 1,...,n ,

Y +Y._ -2y . -Y._
f = L0! ¡.1 1. + 1 + sen( LH. L1) = o

‘ h2 2h

Si se elimina y! a partir de f1 , resulta el siguiente sistema :

( yz + hz + hzsen( y2/(2h) )
mln

2 ¿z(ys+a-2g)+1+sen((X-a)/(2h))=0
h

y i= y(n+1) = l.hi»

í' Para i = 3,...,n ,
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"' + N 2 N N N
; = Yin Y¿—1 Yi. + 1 + ser“ Yin 1-1 ) = o

‘ h‘ 2h

Valores iniciales tomados : 1. , V i = 1,...,n

Criterio de convergencia = el mismoque en el ejemplo anterior.

Confrontar los resultados con el Ejemplo 2 de los Métodos no

lineales de Jacobi y G-Seidel.

NEWTÜN-RAPHSDN NEWTDN-RAPHSON

¡1004010141 Sin el imnación El iminando yia partir de f‘
' N

x. Y. Y.
L l. l.

0. 01 0. 1197570696 o. 10729029710499
o. 1 o. 20979999 0. 19417777779
o. 15 o. 29071799 0. 20497902951
o. 2 0. 900059567 0. 96774275696
o. 25 o. 456555207 o. 4446001741
0. 90 o. 526119952 0. 5152694240
o. 95 o. 509051099 o. 50005297021
O. 40 O. 6400349569 O. 6992361471
0. 45 o. 7009415519 o. 6990990050
0. 50 0. 740020312170 O. 74100599901
o. 55 o. 7919401007 o. 7050570019
o. 60 0. 09050906609 o. 0252461906
0. 65 0. 0647591472 0. 0602741690
0. 70 0. 094090707009 0. 0911544424
0. 75 o. 92112901972 o. 910009995620
0. 00 0. 94964070099 0. 94127190692
0.05 0. 96261590164 o. 9600094257
0. 90 0. 97022596001 o. 97709909114
0. 95 o. 990694067 o. 99000616779
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ITERACION 2 Sin eliminación Eliminando y1 a partir de f1
N

Xi Yi. Yi.

0. 05 9. 454049969 E-z 9. 450929230204 ¡2-2
o. 1 o. “¡40971544 0. 10404059241
0. 15 0. 268675876 0. 26963197276
0. 20 0. 348254944 0. 349211401037
0. 25 0. 4220933074 0. 422768061605
0. 30 o. 4924324687 o. 49290409079
O. 55 o. 55709622009 o. 55704467045
0. 40 0. 61609105602 o. 616037150806
0. 45 0. 6719049075 0. 671949339151
o. 50 0. 722242594 0. 722107914679
o. 55 0. 7ÓBOZOSNÓ o. 76797551999
0. 60 0. 009390109 0. 909940967102
o. 65 0. 94649057202 0. 04645313018
0. 70 0. 079404945 o; 9794441517
0. 75 o. 9095150036 O. 908430704301
0. BO 0. 93375272215 o. 93372499239
0. 95 0. 95536017196 0. 9559392570
O. 90 0. 9794907445 0. 9734940004
0. W 0. 9003270971 0. “982016”
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NEWTDN-RAPHSDN NENTÜN-RAPHSON

¡TERACDONs Sin eliminación Eliminando y‘a partir de f‘
N

x i. yt VL

0.05 9.44495052 E-z 9.4443504207019 E-z
0.10 0.193976997379 0.1930769066060
0.15 0.269546425649 0.26954642499
0.20 0.94912219199 0.349122190607
0.25 0.4226990276 0.42269902693
0.90 0.49229665260 0.492296651779
0.95 0.5569590969 0.5569590960
o. 4o o. 6167533769 o. 61675397605
o. 45 o. 671767715 o. 671767714
0.50 0.7221090942 0.72210909953
0.55 0.7679005709 0.76790057004
0.60 0.009279506 0.909270505
0.65 0.846399573 0.946399572
0.70 0.9793090029 0.079390002091
O. 75 0. 909432961 0. 909432960763
0. 90 0. 933696191 0. 9336961909991
0.05 0.955309949 0.9559099479
0.90 o.cn346524 0.9W3465249
0.95 0.909310490 0 . 999310430264

¡TERACION 4 Eliminando yia partir de f1
M

Xi. Yi, Y'L

0. 05 9. 444350339 E-2 9. 44435032154 E-Z
O. 10 0. 19397G9539 0. 19397a9539
O. 15 O. 2a54642364 0. 26954642364
0. 20 0. 3491221994094 0. 349122199409
0. 25 0. 4226990256775 O. 4226990256
0. 30 0. 492296650“ 0. 49229665065
0. 35 0. 55695909494 0. 55695909494
O. 40 0. 61675337501 O. 61675337501
0. 45 0. 67176771341 0. 67176771341
0. 50 0. 722109092421 0. 722109092421
0. 55 0. 767900569131 0. 76790056913
0. 60 O. 9092795047 0. 9092795047
0. 65 0. 9463995716 0. 9463995716
0. 70 O. 97939900130 0. 97939900130
0. 75 0. 909432960125 O. 909432960125
0. 90 O. 93369619045 0. 93369619045
O. 95 0. 9553099475 0. 9553099475
0. 90 O. 973465249431 O. 9734652494
0. 95 0. 99931043011 0. 99931043011

o
N oporoc. p/tt:513 O .N oporac. p/le479
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Sin eliminación: converge en 4 iteraciones.

Eliminando y‘ a partir de t! : converge en 4 iteraciones.

Ejemplo 1 :(Ver [7],pág.9ó)

La difusión de masa y la reacción quimica de primer orden en una

partícula isotérmica catalitica porosa, teniendo en cuenta la
dependencia de concentración del coeficiente de difusión,puede ser

descripto mediante una ecuación diferencial de segundo orden :

x = 0 , d 9 = 0 x = l , 9 = 1. , x e [0,1]
d x

Sea n = C x1 = 0 , x2 ,..., xn , xw“ = 1 } una partición de [0,1] ,

con h = 0.25 , n = 4 y xt = (i-1)/ n , i = 1,...,4 .
Si Ó= 1 , resulta la siguiente aproximación de diferencias finitas

de (4) :

yo = yz

yn“: y(n+1) = 1
Para i = 1,...,n ,

Y. +y. -2Y. y. -y.
fi ___ LH 1.1 n. + 1 ( uz x-t ,2 _ y¡(1_ yt, = o

h2 i-X; 2h

incógnitas = yi ( z 9(xt) ) , i = 1,...,n
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Si se elimina y2 a partir de f1 , resulta un nuevo sistema :

2y1 + hzy‘u- y‘)a =
2

.. y + y - 2a Y - y
¡2: 9 ‘ +1 (9 ‘)z—a(1—a)=o

hz l-a 2h

” z
= + — — — — =

f9 _1_é( y4 a 2y9) + 1 ((y4 a)/(2h)) ya (1 ya) 0
h l-y9

yn*‘ = 1.

Para i - 4,..,n ,

.. Y. + Y. - 2V y. - y.¡+1 x-n 1 L+1 n-s z= + . - " =
fi 2 ( ) yi(1 yi) 0

h 1—>;. zh

En cada paso se calculó también =

Y2 _1_( 2y: + hay: (l-yÏ) ) , fórmula que es obtenida a partir de fl.2

Resultados obtenidos

NEWTÜN-RAPHSDN SIN ELIMINACIÜN

¡TERACION x = 0 x = 0.25 x = 0.50 x = 0.75
1 z a 4

o o. o. o. o.
1 0.9207132330 0.94949552675 1.03760066006 1.19056583627
z 0.99952260130 0.99979160401 0.99996890549 0.99991157157
a 0.99999961022 0.99999962952 0.99999979990 0.99999904549
4 0. 99999999044 0. 99999999049 O. 99999999866 O. 99999999160

o _ . .N do oporacuonoo por LlorQCLon: 60
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NENTÜN-RAPHSDN ELIMINANDO Y A PARTIR DE f‘2

¡TERACION x = 0 x = 0.25 x = 0.50 x = 0.75
n z a 4

o o. o. o. o.
1 0. 9207132380 0. 92299449966 1. 03760066096 1 . 19051593627
2 0.9994210267 0.99949909421 1.00000422972 0.99999011264
e 0.9999999996 0.99909999672 0.99900997490 1.00000025991
4 1.ooooooooos 1.oooooooossza\ 1.ooooooooo47 0.90999999794

o _ . .
N de OPOI‘QCLOHOBpor LtOrdCLOh : 62

El criterio de convergencia utilizado, es el mismoque en el ejemplo

anterior.

Sin eliminación: converge en 4 iteraciones.

Eliminando y2 a partir de fi: converge en 4 iteraciones.

Ejemglo Q :(Ver [7],pág.97)

La combinación de calor y transferencia do masa dentro y fuera de

una partícula catalitica porosa, y la reacción quimica de primer
orden,pueden ser descriptas por una ecuación diferencial no lineal:

d y = 432y exp( (m(z—y)/(1+ nte-yn) > (5)

con las condiciones de contorno::

x=0,dz=0. x=-1,-dy=Sh(y-1) xe[0,1]
d x d x

donde

E = ( 1- Sh/Nu ) y(l) + Sh/Nu
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Seay=2o..n=o.1,9h=3o.,Nu-1o.,4>=o.2;
n = 5 , h = 0.25 , xi= (i-1)/ n , i = 1,...,5

Medianteel Métodode diferencias finitas, se obtiene la siguiente

aproximación de (5) =

o z

yn+t= yn“ - 2h 30 (yn-1)
Para i = 1,...,n ,

_ -4 y1+ ó - 2yip _
1.3 + 0.2y‘- 0.1yi

_ _ _ z =fi —yü1+ ybd 2yi 0.04 h yi exp(y) 0

Incógnitas: yt ( a y(xi) ) i = 1,...,n

Si se elimina yn a partir de {N4 , resulta el nuevo sistema =

Yo = Y2

Para i = 1,...,n-2 ,

-4 y1 + 6 - 2yi

1.3 + 0.2y‘- 0.1y,‘

—2y¿ —-0.04 hzyt exp(u) = o

—- _ 2 _ _ _
A - y + 2yn_1+ 0.04 h ym1 exp(( 4y1+6 2yn_1)/(1.3+0.2y‘ 0.1yn_1)) (z y“)
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4 = 2yn_1-2h300\-1) —27\-0.04hz)\ exp((-4y‘+6-2)\)/(l.3+0.2y‘-0.1k))= on

Resultados obteni dos

NEWTDN-RAPHSDN SI N EL I MI NACI DN

ITEIACION x = 0 x = 0. 25 x = 0. 50
0 1 2

o 5. 5. 5.
1 0. 9999901700 0. 9999902000 0. 9999906010
2 o. 9770940715 0. 97040015001 o. 90246094520
0 o. 977000460900 0. 970070016202 o. 902420400669
4 o. 97703046046 0. 970070015749 o. 90242040027

ITEIACION x = 0. 75 x = 1 '
0 4

0 5. 5.
1 0. 9999991360 o. 9999990050
2 0. 909102130512 o. 990570507105
0 o. 909152020102 0. 990566600009
4 o. 90915201909 o .99056660047

o . . .N de operactono0 por Hoz-001.00:128

NEWTON-RAPHSDN ELIMINANDÜ Yh A PARTIR DE fnú

ITERACION x = 0 x = 0. 25 x = 0. 50
o 1 2

0 5. 5. 5.
1 0. 99999019904 o. 999990006009 o. 999999062700
2 0. 977120727011 o. 970472660401 o. 902500001707
0 o. 977000696105 o. 970070542092 o. 902420620705
4 o. 977000469275 0. 970070016552 o. 902420401069

ITERACION x = 0. 75 x = 1
0 4

o 5. 5.
1 0. 999999162026 1. 002490475679
2 o. 909215514054 o. 990609567100
0 o. 909152507960 0. 990566049254
4 0. 909152020665 o. 990566609207

o _ . .N de oporactomn por LtoraCton: 130
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Sin eliminación: converge en 4 iteraciones.

Eliminando yn a partir de fwú: converge en 4 iteraciones.
El criterio de convergencia que se utilizó ,fue el mismoque en el

ejemplo anterior.

En el Método de Newton-Raphsonobtenido de eliminar y", se calculó
también
¡yk ¡uk mk z ¡yk «k mk mk «¡k= ' + - - . . —.1 ))Yn qu 2 ywú+ 0.o4r¡ yrH exp(( 4 y‘+6 2 yW4)/(l 3 + o 2 y1 o y,H

Esta expresión se obtiene a partir de f“ , pero no se 1a tuvo en-1

cuenta al contar el númerode operaciones por iteración.
I

Ejemglo Q: (ver [8])

Sea F : R2 + R2 , F = (4‘,{2) definida asi =

f (x ,x ) = x2 - x - l.
1 l. 2 1 2

2 2f (x ,x ) = (x - 2.) + (x - 0.5) - 1.2 l 2 1 2

Este sistema no lineal tiene por raices

r1 2 (1.546342BB,1.39117631)t

r2 a (1.06734609,o.139227667)‘

VALORES INICIALES NEWTON-RAPHSÜN ND DE OPERAC.P/ITERACIÜN

(0.1,2.)t Sin eliminación: Sin eliminación: 13

converge a rz en 24 it.

(0.1,2.)t Eliminando x2 a partir Eliminando x2 a partir

de fl:converge a la la de f1: 8

comp. de rz en 7 it.

Criterio de convergencia: xïfl- xïl S 0.5 ldús y “ F uz< 10ús
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Ejemglo Z; (ver [8])

Sea F : Rz a R? , F = (f‘,f2) definida asi
f (x ,x ) = -13 + x + ( (— x + 5 ) x - 2 ) x

1 1 Z 1 Z Z z

f (x ,x ) =z 1 2

5.,4,)l
-29 + x

1
+ ( (x + 1) x - 14 ) x2 z z

VALORES INICIALES NEWTON-RAPHSÜN ND DE 0P. P/ ITERACION

t(15.,-2.) Sin eliminación: Sin eliminación: 13

converge en 43 it.

(15.,-2.)t Eliminandox‘a partir Eliminandox‘a partir

de f‘:converge en 43 it. de f z 9
1

Criterio de convergencia:

Ejemglo g;

Sea F =

_ 1 _ _l_
f¿(x‘,...,xn) — ¡o Tt(z) dz n

donde las Ti : R +

T (z) = 1o

T (z) = 2 z - 1
1

T. (z) =
+1L

R

2 ( 22 - 1 ) T (z) — T.
\. L

(Ver [8])

(f‘,...,fn) definida por:

TJx_)
1 ‘ J.¡313

7 i=1!--9n

‘(z) , i

131

el mismoque en el ejemplo anterior.

= 1,...,n

están definidas asi :

= 1.2,...



N VALORES INICIALES NENTON-RAPHSDN ND DE OP. P/ IT.

2 xt= i/(n+1), i=1,.,n S/eliminación: S/eliminación:
converge en 3 it. 11

2 xt= i/(n+1), i=1,..,n Eliminando x‘a Eliminando x‘a

partir de {tu a partir de {J
converge en 3 it. 6

3 xi= i/(n+1), i=1,..,n S/eliminación: S/eliminación:
diverge 54

3 Xi: i/(n+1), i=1,..,n Eliminando x;a Eliminando xia

partir de f1: partir de f1:
converge en 6 it. 38

Criterio de convergencia: lx
L

k+i k
, - x.|t

- 1.

Ejemglo 2

Sea F = (fl,fz) deiinida por
f (x ,x ) = 10000 x xa 1 z 1 2

f (x ,x ) =z i z

Raiz :
Criterio de convergencia: lx

2 (0.1099 10“, 9.0% )
exp(-x‘) + exp(-x2) - 1.0001

k+i_
i

k
xJ s 0.5 10""

s 0.5 10", y n F l]: < 10"

, v u F n,< w"°

VALORES INICIALES NENTDN-RAPHSDN NODE DP. P/ ITERACIÜN

(0.,1.)t S/eliminación: S/eliminación:

converge en 12 it. 11

(0.,1.)‘ Elim.x‘a partir de Elim.x1apartir de
f = en 10 it.

1
conv.
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EEIQQQ SE ANTE 2

EjemQIDL

Sea F = (f‘,f2) tal que
«F(x,x)=-3+2x+x112 1 2
f(x,x)=-1.+xx212 12
Raices: (1.,1.)‘ y (0.5,2.)‘
Sea R = (rurz)t una raiz del sistema a definimos

k k “'k _ "'k _
E_t - | xt r,t | , Ei — | x,L r,L | , i- 1,2

a) Eliminandox‘ a partir de fi, con valores iniciales
( x'fi x" )‘= ( 3.5,o.5 )t , ( x°, x° )‘= ( 3.,0. )‘1 2 l 2

0 I. t< x , x ) = ( 0.5,0. )2 2

El MétodoSecante 2 converge, sin efectuar eliminación, a la raiz

(1.,1.)3
Los resultados obtenidos figuran en la siguiente tabla =

k "’kITERACION k E E
2 2

0 1. 1.
1 o. 71423571 0. 2
2 o. 5 9. 0909123 E-z
3 o. 1612903225 1. 4094637 2-2
4 4. 85496899 ¡2-2 1. 1507143 E-s
5 6. 47165415 E-B 1. 1597148 ¡1-5
a 2. 9777573 E-4 1. 6033649 e-s
7 1. 914143905 liz-0 1. 9605443 E-o

NODE OPERACIONES POR ¡TERACION

sin iluminacion: 6

Eliminando x10 partir de f1: ó
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b) Eliminandox‘a partir de fi, con valores iniciales
tx", x" )‘= ( -3.5,4.5 )‘

1 2

o o t_ _ l _ "-1 "o 1: t( x‘ , x2 ) - ( 3.,4. ) , ( xa , xa ) ( 4.5,4. )

El métodoconverge, sin eliminación, a la raiz (0.5,2.)t

k "kITERACIÜN k E E
2 2

0 2. 2.
1 1. 45454545 0. 9090910
2 1. 070929076 0. 4651 169
9 0. 44356495 0. 17809499002
4 0.10952075 ' 5.041027: E-z
5 5. 14759780 8-2 7. 9080069 E-9
6 7. 86129455 E-9 9. 4892954 E-4
7 9. 81998098 E-4 2. 8610229 E-ó
8 2. 9784249 E-d 8. 79444517 2-10

No DE OPERACIONES P08. ITERACION

Sin el iminacion: 6

Eliminando x16 partir do IL: 6

c) Eliminando xz a partir de f: , con valores iniciales
(x,x )=(3.:5.o.15)t , (xï,x:)‘=(3..o.)‘
(x", x‘: )‘= ( 3.5,3. )‘
El métodoconverge, sin efectuar eliminación, a la raiz (1.,1.)l

k NICITERACIÜN k E E
1 1

0 2. 2.
1 0. 95714285 0. 2499999
2 0. 25 7. 6923019 E-2
3 8. 064516129 E-z 1. 1363626 E-2
4 2. 42718446 E-z 7. 4189941 É-4
5 9. 29592707 E-9 8. 2254410 E-d
Ó 1. 488979671 E‘4 6. 096691699 E-9
7 9. 57071 952 E- 7 5. 01820807 [-14

No DE OPERACIONES POR ITERACION

sin iluminacion: 6 E l. i.minando x2: 6
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Ejemglo g: (ver [9])

Sea F = (fffz) definida por
f(x,x)=x2-x -1.112 1 2
4 (x ,x ) = ( x — 2. >z + ( x - 0.5 )z - 1.

2 1. 2 1 2

Raices = r1 z ( 1.546342BB,1.39117631 )‘
( l . 06734608580669 , 0. 1392276668868 )t1 R

Conlos siguientes valores iniciales:
l. o o l. t(x,xz)=(0.1,2.),(x‘,xz)=(0.1,2.)

( x , xÏ ) = ( o.2,o.1 )‘,

la iteración converge a rz ; y si se elimina x2 a partir de f1 ,
el método obtenido por dicha eliminación converge a la primera

componente de r2 .

l: "le
ITERACION k E‘ E‘

o 0. 967946 0. 967946
1 2. 2517210959 9. 611099994 ¡2-2
2 o. 19490010104 9. 995904442 I:-2
9 1. 194491662999 5. 599596792 t-9
4 7. 944121725 5-2 2. 90227715 E-4
5 1. 006579999 12-2 2. 17729649 ¡:-6
6 9. 59995699 ¡:-9 9. 66956291 5-10
7 9. 90591912 9-4 z. 41479507 ¡:-15
9 4. 15299247 E-6 o
9 2. 79260020 2-9 0
10 2. 77278200 ¡2-14 O

ON DE OPERACIONES POR ITElACION

sin Eliminacton: 11

Eliminando x2 a partir do f1: 8
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Conel siguienfie criterio de convergencia .
k ' E =|x -r;|<0.510‘2,i=1,2 donderz=(r;,ra)v
'L

Sin eliminación t el método converge en 10 iteraciones

Eliminando x2 a partir de {‘ = converge en 7 iteraciones .

Ejemglo 3;: (ver [8])

Sea F = (f1,fz) definida por
f(x,x)=10.xx -1.112 12
fz(x‘,xz) = exp(- x‘) + exp(- xz) - 1.0001

Raiz - r = (rut-¡#2 (2.784448663 1o'z,3.591375244)‘

(x;‘,x';)‘= (0.01,2.)‘, (x°,‘x°)t= (0.,1.)tValores iniciales: 2

a) Si se elimina x2 a partir de f2 , con valores iniciales
( A xo )"= (0.01,0.)"y el criterio de convergencia

k“ | < 0.5 10-“, V i, y F ||z< 1045, los resultados
obtenidos son los siguientes .

k "k
ITERACIÜN k x x

4 1

o o. o.
1 9. 7947663069 E-Z 2. 17993454909 E-z
2 4. 5946667994 [-2 z. 60763847910 E-z
9 1. 6396090904 E-z 2. 77696992202 ¡z-z
4 2. 909747796 liz-z z. 79495704959 E-z
5 z. 969667624 E-z z. 79444961797 E-z
6 z. 799799659 ¡z-z z. 79444966344 5-2
7 z. 7844320981 E-z z. 704440663443 E-z
9 z. 7944499007 t-z 2. 7944496694495 ¡az-z
o z. 79444966949 5-2 2. 7944496694495 ¡z-z
10 2. 79444966944 E-z 2. 7944496694495 ¡2-2
1i z. 7944496694495 5-2 2. 7944496694495 E-z

ON D E O PERACIONES POR ITERACION

Sin Eliminacion: 14 Eliminando x2: 6
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Sin Eliminación: converge en 11 iteraciones

Eliminando x2 a partir de {2 : converge en B iteraciones.

b) Si se elimina xi a partir de fi , con el mismocriterio de
. . . . "-1 “o t t

convergenCia que en a) y valores iniciales (x2,x2) = (2.,1.) ,
los resultados son los siguientes .

k Nk
ITERACIÜN k x x2 2

0 1 . 1 .
1 2. 2052336931177 ' 2. 4644840634®6
2 2. 517306920053 2. 755467060979
3 3. 1867383634 8. 222355928804
4 8. 418123760083 3. 4529793198433
5 8. 5372030a9907 3. 564824731489
6 3. 885508972187 3. 58930921822283
7 3. 591222579446 3. 59134338077W2
8 3. 591374717119 3. 5913752062036
9 3. 591375244a29 3. 5m375244ao7
10 3. 5m375244a9505 3. 591375244a9504
11 3. sonnucouosos 3. 591375244039505
12 3. 591375244a9505 3. 591375244a9505

No DE OPERACIONES POR ITERACION

sin Eliminacton . 14

Eliminando x1 : 6

Sin Eliminación: converge en 11 iteraciones .

Eliminando x‘ a partir de 4‘: converge en 12 iteraciones .

Ejemplo i

El mismo Ejemplo 1 del Método de Newton-Raphson .
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Sin eliminación , los valores iniciales son :

xÏ‘ = 0.5 , i=1,...,ó
L

x? = 0.7259 ; x: = 0.1815 ; x: = 1.0520 ; x3 = 0.2630
x° = 1.4510 ; x° = 0.36315 6

Eliminando x6 a partir de {o , los valores iniciales son =
x, = 0.5 , i=1,...,5

L

xÏ = 0.7259 ; x: = 0.1815 ; x: = 1.0520 ; x: = 0.2630
x° = 1.4519

5

Criterio de convergencia : xï‘t- x: | S 0.5 10-5 , y u F “2 < 10-5
Resultados Dbtenidos

METODO SECANTE 2 SIN ELIMINACIÜN

Iteración x= 9 x = y x = 81 0 2 0 0 1

o 0. 7259 0. 1015 1. 0520
1 o. 9050920274504 o. 2262700097005 1. 0076620426109
2 o. 9629055949406 0. 240726005925 1. 007007706019
0 0. 9640470090594 o. 2410110496122 1. 009757064527
4 0. 9640470011500 0. 2410117725619 1. 0097594506544

Iteración x = y x = 6 x = y4 1 5 2 6 2

o o. 2600 1. 4510 0. 0601
1 0. 026915696245 1. 0101046502114 o. 452546161170
2 0. 0469519150054 1. 9250111006791 o. 401452792527
0 0. 047409277629 1. 920094772406 0. 4020207200002
4 o. 0474090749120 1. 9200941560046 0. 4020205061066

ON DE OPERACIONES POR ITERACION 2 150
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HETDDÜ SECANTE 2 ELIMINANDO X6 A PARTIR DE f 6

Iteración x = 9 x = y x = 91 0 2 o s 1

o 0.7259 0.1015 1.0520
1 0.0510112044009 0.2127520100000 1.2473105425459
2 0.9010544220532 0.2402605000170 1.3052401035902
3 0.9040502300900 0.2410145570340 1.3097590004047
4 0.9640469235760 0.2410117002004 1.0097592474777
5 o. 0640400200006 0. 2410117064068 1. 0007500701120

Iteración x = y x = 9 x = y4 1 5 2 6 2

o 0.2630 1.4510
1 0.0110203064905 1.702022405702 0.42550562019
2 0. 8468120200244 l. 022100887952 0. 4005271706856
0 0.0474097543075 1.920116455564 0.40202011406001
4 0.3474390140561 1.920090040921 0.4020234004069
5 0.0474307710645 1.020090650545 0.4020294120120

N DE OPERACIONES POR ITERACION t 477

Sin eliminación: CDI'IVEFQE en

Eliminando x6 a partir de f6
Nota

Al igual que para el Método

Método Secante obtenido por

x = 2 xk ;6 2

4 iteraciones.

: converge en 5 iteraciones.

de Newton-Raphson, se calculó, en el
. . . keliminaCIÓn, x6 a partir de {6, es decir,

pero este cómputono es tenido en cuenta cuando se calcula

el númerode operaciones efectuadas en cada iteración.

Ejemglo Q

El mismo Ejemplo 3 del Método de Newton-Raphson,

Valores iniciales : x. =

9 .

Criterio de convergencia :

pero en este caso,

v i=1,...,n

10 , y ¡l F ¡|2< 10's.
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METODO SECANTE 2 SIN ELIMINACIDN

Iteración 0.1 0.2 0.3

“¡UMPC

1.
0. 16497760694
0. 1026715156409
0. 104092405017
0. 1040714509091
0. 104071462709

1.
0. 00790900699
0. 046405042515
0. 04002000610
0. 040200150601
0. 040200160757

1.
0. 40770725519
0. 490006066141
0. 4925455965
O. 49250095446
0. 4925009654

Iteración 0-4 0.5 0.6

uauNn-o

1 .

0. 5545006790
0. 61479499704
0. 61702015665
0. 61690697095
0. 61690690201

a.
0. 65960547622
0. 72022703310
0.72237415450
o. 72234070540
0. 7223407950

1 .

0. 750491762495
0. 007601016269
0. 009517472000
0. 00940000227
0. 00940004160

Iteracién 0.7 0.8 0.9

uAuna»o

1.
0. 00024450004
0. 0700546504
0. 0795006090
0. 0795590016
0. 0795590094

1.
O. 09022906500
0. 90275020005
0. 90002510490
0. 90000007495

0. 90000000067

1.
0. 95472060065
0. 9729047202
0. 97050701667
0. 97052079110

0. 97052079427

o
N DE OPERACIONES POR ITERACION 2 010
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METODO SECANTE 2 ELIMINANDD X1 A PARTIR DE f!

Iteración 0.1 0.2 0.3

u4uNho

0. 166'715195203
0. 183394210985
0. 184082116389
0. 184071458060
0. 184071461985

1.
0. 31343045a0
0. 34692229923
0. 348309660103
0. 34828816084

0. 3482881G757

1.
0. 442439469707
0. 49089478389
0. 49253364778
0. 49250895704

0. 4925089654

Iteracién 0.4 0.5 0.6

(¡banano

1 .

0. 5585149565
0. 61527522906
0. 6170113173995
0. 616986973708
O. 61698698201

1 .

0. “19a86951
0.720m215
O. 72236312927
0. 72234078826
0. 7228407958

1 .

0. 753081923228
0. 807970947404
0. 80950789038
0. 809488335043
0. 80948834163

Iteración 0.7 0-8 0.9

utmNno

L
0.832163766008
0.878308071692
0.67957599209
0.97955999410
0.6n55umo4

1.
0. 89949314702
0. 93291602048
0. 93381983284
0. 93880807688
0. 93380808067

1.
0. 95534807948
0. 9730a40a6
0. 9735351284
O. 97352879225
0. 9735287942

ON DE OPERACIONES P08 ITERACION: 255

Sin eliminación:

Eliminando x1

Ejemglo Q

converge en 5 iteraciones.

a partir de f1:

Sea F = (f‘,fz) de{inida por
f (x ,x ) = -13 + x + ((—x + 5) x -2) x1 1 2 1 z 2 z

f (x ,x ) = —29 + x + ((x + 1) x -l4) x2 1 2 1 z 2 z
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Raiz = (5.,4.)‘

Valores iniciales : (x;1,x;1)t=(B.,-l.)t ; (xï,x:)t= (7.,1.)t

Criterio de convergencia : | xÏ“— x: | S 0.5 10-5, y u F "z < 10
5

Se eliminó x a partir de f‘, con valores iniciales :
N N-4 o t

( x ,x ) =2 2

Algunosde los resultados obtenidos {ueron los siguientes .

1

(-1.,1.)‘

k “kITERACIDN k x x
2 2'

0 1. 1.
Z4 9 . 9726970156146 3 . 9785181837952
25 4. 0015098042107 4. 0014350564062
26 9. 999994089156 8. 99990527049
27 9. 999999998189 8. 99999999196085
28 4. 00000000011293 4. 000000000000046

No DE OPERACIONES POR ITERACION

sin eliminacion: 15
Eliminando x‘: 10

MétodoSecante 2 sin eliminación: converge en 28 iteraciones

MétodoSecante 2 obtenido de eliminar x‘ a partir de {1:
converge en 2B iteraciones .

Ejemglo Z

El mismo Ejemplo 2 del Método de Newton-Raphson, pero en este

caso :

h = 0.2 y n = 5

Valores iniciales : xÏ‘ —0.5 , i , V i=l,..,n
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Criterio de convergencia = | x - x: | S 0.5 10-5, y F n < 10-5.

Se eliminó yz a partie de f1.

METODO SECANTE 2 SIN ELIMINACIDN

Iteración x = 0 x = 0.2 x = 0.4
1 2 3

0 1. 1. 1.
1 o. 507659106749 0. 5944499639513 0. 63506746976447
2 0. 550437335190 0. 5676655149795 o. 61992091973573
3 0. 552492075994 o. 5690093063765 o. 0214492754523
4 0. 552492293119 0. 5696001402951 0. 62144061414715
5 o. 552492297192 o. 5696001347241 0. 02144060957591

Iteración x = 0.6 x = 0.8
4 5

o 1 . 1 .
1 0. 720260639591 o. 9413116217057
2 0. 709175693430 o. 9344059369924
3 o. 709329705699 0. 9349951361302
4 0. 709323330259 0. 9349924056961
5 o. 709323327099 o. 9349924040940

o
N DE OPERACIONES POR ITERACION: 185

METODO SECANTE 2 ELIMINANDD Yz A PARTIR DE ft

Iteración x = 0. x = 0.2 x = 0.4
1 2 3

o 1. 1.
1 0. 566992124969 o. 5942157916219 o. 6344979971190
2 o. 550471216779 0. 5675595975612 0. 6199497399437
3 0. 552491959924 0. 5696099471995 0. 6214490999939
4 0. 552492293597 0. 5696001412323 0. 6214406143711
5 0. 552492297224 0. 5696001347667 0. 6214406096274
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Iteración x = 0.6 x = 0.8
4 5

o 1. 1.
1 0.719991553421 0.9411254639957
2 0.709196672666 0.9944167192947
9 0. 709920579109 0. 0949950675551
4 0. 709929390400 0. 0949924057651
5 0.709323327123 0.9349924041110

O
N DE OPERACIONES POR ITERACION: 99

Sin Eliminación : converge en 5 iteraciones.

Eliminando y2 a partir de f1 : converge en 5 iteraciones.
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