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ESTIMADORES BASADOS EN RANGOS PARA MODELOS ARMA

RESUMEN

En este trabajo se introduce una nueva familia de estimadores robustos para modelos ARMA.

Estos estimadores pueden ser definidos reemplazando en las ecuaciones de mínimos cuadra

dos las autocovarianzas muestrales de los residuos por autocovarianzas basadas en rangos.

Se demuestra la normalidad asintótica de estos estimadores. Se estudian sus propiedades

de eficiencia. y robustez. Con una adecuada elección de las funciones de peso se obtienen

estimadores altamente eficientes bajo normalidad y robustos en presencia de observaciones

anómalas. Las funciones de peso también pueden elegirse de manera que los estimadores
resultantes sean asintoticamente tan eficientes como los estimadores de máxima verosimilitud

para una distribución dada.

Se realizó un estudio de Monte Carlo para observar las propiedades de robustez de los

estimadores propuestos.



1. Introducción.

Sea (21,“ .,ZT) la serie observada de un modelo ARMA (p, q) estacionario e invertible,

es decir,

(1-1) Óo(B)(Z1- #0) = 90(B)U1

donde U1son variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas (i.i.d.) con

distribución F, no es la media de Z¡, ¿43(8) y 00(3) son polinomios dados por

45009)= 1 - 45103" "' 451;on

00(3) = 1 —9103 - - - —eqqu

y B es el operador definido por BZ, = Z1-1.

Box y Jenkins (1970) propusieron estimadores (BJ-estimadores) para los parámetros del

modelo ARMA (p, q) que son asintoticamente equivalentes a los estimadores de máxima.

verosimilitud bajo normalidad. El enfoque clásico de cuadrados mínimos consiste en mini

mizar la suma de cuadrados de los residuos (CM-estimadores). Es bien conocido que los

BJ- y los CM-estimadores son asintoticamente equivalentes y eficientes cuando las variables

U, tienen distribución normal. Sin embargo ninguno de los métodos es robusto pues ambos

son muy sensibles ante la presencia de algunas observaciones anómalas.

Se han propuesto varias clases de estimadores robustos para modelos ARMA. Denby y

Martin (1979), Martin (1980) y Bustos (1982) han estudiado M-estimadores generales (GM

estimadores); Bustos y Yohai (1986) definen estimadores basados en las autocovarianzas de

los residuos (RA-estimadores) para modelos ARMA; Martin (1981) propone los estimadores

de máxima verosimilitud aproximados (AM-estimadores). Como revisión de la estimación

robusta se sugiere ver Martin y Yohai (1985).

En este trabajo se introduce una nueva familia de estimadores basada en rangos. Estos es

timadores se definen mediante argumentos similares a los utilizados para los RA-estimadores.

La idea. básica consiste en reemplazar en la expresión de los CM-estimadores las autocovar

ianzas muestrales de los residuos por autocovarianzas basadas en rangos. Los estimadores
resultantes serán llamados RAR-estimadores.



Estos estimadores también pueden ser pensados como asociados a los estadísticos in

troducidos por Hallin y Puri (1988) para definir tests óptimos basados en rangos. Se ha

demostrado que los RAR-estimadores tienen la misma eficiencia asintótica que los tests cor

respondientes y por lo tanto las funciones de peso o scores pueden elegirse de manera que los

estimadores resultantes sean asintoticamente tan eficientes como los estimadores de máxima

verosimilitud para una distribución F dada.

En la Sección 2 se introducen los RAR-estimadores. En la Sección 3 se establecen las

suposiciones necesarias para probar los resultados asintóticos. En la Sección 4 se muestra la

normalidad asintótica de los RAR-estimadores y su eficiencia asintótica. En la Sección 5 se

dan los resultados de un estudio de Monte Carlo en el cual se comparan los CM-, los RA

y los RAR-estimadores bajo el modelo AR(1).

2. Estimadores- basados en las autocovarianzas de los rangos de los residuos.

2.1 Definición de lo: RAR-estimador“.

Sea A = (ó, 0) (43= (451,. . . , qSP), 0 = (61, . . . ,6,» el vector cuyas componentes son todos

los parámetros autoregresivos y promedio móviles y sea X0 el vector cuyas componentes

son los correspondientes parámetros verdaderos. También, sean 3;.(45), “(0) y gh(ó,0)

(0 5 h < oo) los coeficientes del desarrollo en serie de los operadores ¿“(3), 0—1(B) y

0—1(B)4>(B)respectivamente.

Sean

1-1

(2-1-1) UNAM) = 251i“, 0)(Zí—i—fi), P+ 1 S t S T
¡:0

T

Mim) = Z: U:(Á,u)U1_.-(X,u), 1 _<_i S T-p- 1
f=p+1+i

Bustos y Yohai (1986) han observado que las ecuaciones de cuadrados mínimos para los

parámetros autoregresivos y promedio móviles son asintoticamente equivalentes al siguiente
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sistema de ecuaciones

T-j-p-l
Z: ah(ó)n+,-(A,p)=0. 151510,
h=0

T-j-p-l
(2.1.2) Z me) wifi-(Am)= 0. 1s j s q,

¡3:0
T

z atom) = o.
í=p+1+i

Bustos y Yohai (1986) propusieron una clase de estimadores basada en las autocova

rianzas de los residuos (RA-estimadores) que están definidos reemplazando en (2.1.2) las

autocovarianzas 'y¡’spor autocovarianzas robustas de los residuos de la forma

É "(U1(Á,#)’U1_¡(Á.u)) ’f=p+1+í 5 3

donde n(u,v) es una. función acotada y s es un estimador de la escala de las innovaciones.

Hay dos formas canónicas de elegir n : del tipo Hampel-Kraaker : 17(u,v) = ¡11(11v) y (ii)

del tipo Mallows : 17(u,v) = ¡“uN/(v), donde 1pes una función impar y acotada.

Considérense ahora dos funciones generadoras de scores J,- : [0,1] -> R i = 1,2 que

satisfacen ¿(l-u) = -J.-(u) y sea R10) el rango de U¡(Á,u) entre UP+1(A,p),. . . ,UTM,u)

(nótese que R10) no depende de y). Las autocovarianzas de orden í de los rangos de los

residuos 7: (A) se definen por

. T R A R _.- A .

(2.1.3)van/roo)¡agan J;, 1szsT-p—1
donde RT(¡\) = (31.4.10), . . . , RT(X)).

Luego losRAR-estimadores se definen en forma similar a. los RA-estimadores reem

plazando en las dos primeras ecuaciones de (2.1.2) los 'n’s por los 73’s dados por (2.1.3).

La. lista siguiente muestra algunas elecciones interesantes de funciones generadoras de

scores J] y .72.

(i) Jl = J2 = Q”, donde Q es la. función de distribución normal estandar. Los RAR

estimadores basados en estas funciones son óptimos bajo normalidad.
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(ii) J¡(u) = 2u —1, J2(u) = Zn(u/(1 — Los RAR-estimadores basados en estas funciones

son óptimos cuando F es logística.

(iii) J¡(u) = sign(u - 1/2), J2(u) = F6‘1(u), donde Fe es la función de distribución doble

i exponencial. Los RAR-estimadores basados en estas fuciones son óptimos cuando F .= Fe.

(iv) J] (u) = J2(U) = 211— 1.

(v) J1(u) = Jg(u) = sign(u - 1/2).

Se introduce la siguiente notación:

WT(RT(/\))ÓI = (WT,1(RT(A)1Ó)0)J' ' -)WT,p+q(RT(A))Ó;)

donde

T-j-p-l
WT.¡(Ra(A),ó,a)=(T—j—p)-1 Z 75+¡(RT(A))3,.(4),IsJ'sp,

b=0

(2.1.4)
T-j-p-l

WT.p+j(R-TÜ);Ó;0)=(T-Í-p)"l Z 1í+¡(RT(Á))th(6),1519;.
h=0

Luego los RAR-estimadores de Ao,ÏT, se definen como una, sucesión que satisface

(2.1.5) Tll’Wq-(RTÓT), 3,31.) = o.

Como R40) no depende de y el procedimiento propuesto permite obtener solamente

estimadores para ¿o y 00 pero no para. po. Una vez que ¡T ha sido calculado utilizando

(2.1.4), un estimador de po puede obtenerse eligiendo el ¡IT tal que Loc(U¡(ÏT,ZïT = 0

donde Loc define un estimador de locación, por ejemplo, puede utilizarse un R-estimador
de locación.

2.2. Interpretación de lo: RAR-euimadores como CM-ests'madore: iterados.

En el caso ¡enque J] = Jn, los RAR-estimdores pueden interpretarse como CM-estimado

res iterados. Sea.¡7° el RAR-estimador, se definen residuos modificados UI, p + 1 5 t s T,

por

o _ RÁXT)

(2.2.1) Ut —Jl (T—-_p + 1
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y sea Z,’ una observación del modelo ARMA (p, q) con parámetro , T-correspondiente a los

residuos modificados, es decir,

í-p-l
(2-2-2) 2: = Z 9¡(4’,9)Ui’_h(íT)

h=0

donde 97.01),9) son los coeficientes del desarrollo en serie del operador ó_1(B)6(B).

Luego, los residuos del proceso Zf, U,”(ÏT), satisfacen

Uma» = U: .

Como ¡T satisface las ecuaciones (2.1.5), por (2.2.1) y (2.2.2) también se puede escribir

T í-i-p-l A A
Z Z me»). U:(AT)U:.,.-,-(AT)= o. 1 Si s p,

í=p+1+j 5:0

T í-j-p-l A A
z th(0)-UiorlUÏ-h-¡(Árl = 0, 1 Si _<.q,

t=p+1+j ¡1:0

(2.2.3)

y por lo tanto puede pensarse a ¡q' como el CM-estimador del proceso Z,’.

Esto sugiere el siguiente procedimiento iterativo para calcular los estimadores RAR:

(a) Se parte de un estimador 370)).

(b) Suponiendo que ¡2) ya ha sido calculado, se define Z,’ por (2.2.1) y (2.2.2), con ¡3) en vez
A A(¡+1)

de AT. Luego X,

como solución de (2.2.3).

es el CM-estimador asociado a la serie (Zï, . . . , Zï.), éste se obtiene

Si la sucesión ¡2) converge a ÏT, este será el RAR-estimador. El algoritmo es similar al

descripto en Bustos y Yohai (1986) para. los RA-estimadores. No se ha podido probar su

convergencia, por esta razón no fue utilizado en el estudio de Monte Carlo.

3. Suposiciones básicas y notaciones.

Las siguientes suposiciones serán necesarias para probar los resultados sobre consistencia

y normalidad asintótica.

Suposición A.



(i) U1 tiene momentos finitos hasta orden 3, con media B(Ut) = 0 y varianza E(U,2) = 02.

(ii) F es simétrica y continua.

(iii) F(a:) tiene una densidad f(.¡:) que es una función no creciente de |z|, estrictamente decre
W

.ciente para pequeños valores de -.v,uniformemente continua y j f3(a:)d:v < oo.—oo

(iv) f es derivable en c.t.p. y su derivada j' satisface: / |f'(;v)|da: < oo.
(v) f tiene información de Fisher I(f) finita; es decir, f es absolutamente continua. sobre

oo

intervalosfinitosy 0 < I(f) =/ (f'(a:)/f(:r))2f(-.r)dz < oo.
(vi) Sea F'1(u) = inf{z : 2 u}, 0 < u < 1 y <p(a:)= —j'(:v)/f(:r), a:e R. Supóngase

que 90(3)is derivable en c.t.p. y su derivada cp'(:c)es Lipschitziana en c.t.p. y de cuadrado
1

integrable: lzp'(a:)—zp'(-y)|< Klz' - yI y j 99"(F’1(u))du < oo.o

Suposición B. Las dos funciones generadoras de scores J.-, i = 1,2, satisfacen

(i) ji |J,-(u))|‘du < oo.
(ii) |;¡J¡(u)/du¡| 5 K(u(1 - u))’¡"1/4+5‘, j = 0,1,0 < u < 1 para algún 6; > 0, l: 1,2.

(iii) J¡(1 —u) = —J,-(u).

(iv) J.-(F(v)) son continuamentediferenciablesy |J¡ 5 K|v|"‘ donde m puede ser 0 o
1.

(v) J¡(F(v)) tiene derivadas acotadas.

(vi) E(J1"(U17É 0 y E(J2(F(U1))U¡) 760, donde Jl”(v) = 8J1(F(v))/8'u.

(vii) |J,'(u) - J¡(v)| _<_K|u —v|, 0 < K < oo

OBSERVACIÓN3.1. Sea RP“, el rango de Up“, entre Up“, . . . , UT. De la suposición B(ii)

se obtiene que

TlííneoEU-MFWHID- Jilïïpfiïnü = 0

La. demostración de este resultado está. dada. en la Proposición 7.1 del Apéndice B.

OBSERVACIÓN3.2. Las suposiciones B(iv) y B(v) se satisfacen, por ejemplo, si J.-(u) =

Q’Wu) y F es normal; también si J.-(u) = 2u— 1 y F es normal o logística; lo mismo ocurre
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si J.-(u) = ln(u/(1 —u)) y F es logística, i = 1, 2.

4. Normalidad y eficiencia asintóticas.

En esta sección se establece la normalidad asintótica de los RAR-estimadores y se da. su
matriz de covarianza asintótica.

Sea C la matriz simétrica de (p + q) x (p + q) dada por

Cw'= z Sultana-¡(00), ¡51's p,
¿:0

OO

c.—,,+,-= Emma--440), is p, j s q, ¡51",
E=0

(4.1)
OO

62,”,- = Z 3E(Óo)tk+j—i(00)» is p. j s q, j s i.¡:0

Cp+i.p+¡ = z t¡(‘90)tk+¡-¡(45o), i S J' S q,
E=0

y sea n el escalar dado por

= E(J1°(F(U1)))E(J3(F(U1))l
E2(J1“(U1))E2(J2(F(U1))U1)i

(4.2)

El siguiente teorema establece la normalidad asintótica de los RAR-estimadores.

TEOREMA4.1. Sean Z¡,. ..,ZT observaciones correspondientes a un proceso AR(p) esta

cionario y supóngase que A y B son válidas. Si además, la- es una sucesión de estimadores

que satisface

(4.3) T1’2W1(R(ÏT),3T,3T) L o, cuando T —>oo

y tal que T1/2(ÏT - lo) está acotada en probabilidad, entonces

T1/2(ÏT - lo) —D—'N(0,nC'1), cuando T -—>oo.

La.demostración de este Teorema está dada en el Apéndice A (Sección 6).
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OBSERVACIÓN4.1. Se ha podido probar el Teorema 4.1 solamente en el caso AR(p); se

conjetura que el resultado también es válido en el caso general del modelo ARMA(p, q). El

único resultado demostrado para el caso AR(p) solamente es el de la Proposición 6.2.4. Esta

proposición da la equivalencia asintótica uniforme entre el sistema de ecuaciones de un RAR

estimador y otro sistema correspondiente a un RA-estimador. Sin embargo, el resultado vale

en general para un modelo ARMA(p, q) sin la condición de uniformidad (véase la.Proposición

6.2.3).

OBSERVACIÓN4.2. La suposición B(vii) del Teorema 4.1 es muy restrictiva. Esta suposición

es satisfecha. por las funciones generadoras de los scores de Wilcoxon, J,-(u) = 2u - 1, pero

no por las función generadora de los scores normales,J¡(u) = <1)“1(u). Esta suposición es

utilizada también solamente en la.demostración de la Proposición 6.2.4. Teniendo en cuenta

los resultados de Monte Carlo se conjetura que el Teorema 4.1 vale bajo suposiciones más

débiles que incluyan J¡(u) = J2(U) = 6-104).

OBSERVACIÓN4.3. El Teorema 4.1 requiere que TV2(ÏT —lo) sea acotado en probabilidad.

La Proposición 6.2.4 muestra la existencia de una sucesión que satisface (4.3) y la condición

de acotabilidad.

Como C'1 es la matriz de covarianza de los CM-estimadores, la matriz de covarian

zas asintótica de los RAR-estimadores difiere de la de los CM-estimadores en el factor

escalar n. Luego, la eficiencia asintótica relativa de los RAR-estimadores respecto a los

CM-estimadores, cuando la distribución de las innovaciones es F, está dada. por

E2(Ji(U1))E2(J2(F(Ul))Ul)
(4-4) “(RAR LS) = E(Jf(F(U1)))E(Jg°(F(U1))) '

Hallin, Ingenbleek y Puri (1985), y Hallin y Puri (1988), encontraron la misma eficiencia

asintótica para tests basados en los estadísticos WT. También encontraron que las funciones

de peso óptimas están dadas por

(4-5) Ji = (MF-1); Jz =F-l,

donde cpestá definida en la suposición A(vi). Los RAR-estimadores, con estas funciones de

peso, tienen la misma eficiencia asintótica que los estimadores de máxima verosimilitud. En
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la Sección 2 se han introducido los scores o funciones de peso, óptimos, correspondientes a

F normal, logística o doble exponencial. En particular cuando los scores están dados por

(4.5) y F es normal tenemos ep(RAR, CAI) = 1.

La Tabla 1 muestra. los valores de ep(RAR. CM) para varias funciones de peso y varios

tipos de densidades. Se han considerado funciones de peso óptimas de la forma (4.7) para.

las distribuciones normal, logística y exponencial. También se han considerado funciones de

peso de la. forma

(4.6) .I1 = J2 = 90(F‘1).

Los RAR-estimadores basados en funciones de peso de esta forma son un poco menos

eficientes que los óptimos dados por (4.5). Sin embargo, en el caso en que F es la distribución

logística o doble exponencial, las funciones dadas por (4.6) son acotadas y esto las hace, como

se verá más adelante, más robustas. Más aun, cuando estas funciones son de la forma (4.6)

se podría utilizar el algoritmo de cálculo dado en la Sección 2.2. En el caso en que F es

normal las funciones dadas por (4.5) y (4.6) son las mismas.

La Tabla. 1 ilustra la.ganancia en eficiencia que se obtiene cuando se utilizan los estimadores

RAR.

TABLA 1. Valores de eF(RAR,CM)

Funciones Generadoras Tipos de Densidades

de Scores

Jl, Jg Normal Logística Doble Exponencial

J1(u) = J2(u.) = <I>-1(u) 1 1.0389 1.2263

J1 = 2u -—1, Jg(u) = ln(u/(1 —u)) 0.9472 1.0966 1.4833

J1 = J2 = 2a —1 0.9109 0.9976 1.2656

J¡(u) = J2(u) = sign(u —á 0.4053 0.4305 1

J1(u) = sign(u —%), J2(u) = Fe‘1(u) 0.6131 0.3133 2
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5. El Estudio de Monte Carlo.

5.1. Deuripción del Estudio.

En esta sección se muestran los resultados de un estudio de Monte Carlo en el que se

comparan los CM-, RA- y RAR-estimadores para el caso AR(1) sin outliers (puramente

Gaussiano) y también se consideran dos tipos de outliers u observaciones anómalas (ver

Denby Martin 1979): i

(a) Outlíers en la: Innovaciones. Las Uí tienen una distribución normal contaminada F; es

decir,

F(17)=(1- 06(3) + “NI/T)

donde Q es la distribución normal estandar, e es chico y 1'2 1.

En este caso, Z¡ es un proceso ARMA (p, q) perfectamente observado. El caso Gaussiano

original corresponde a e = 0.

(b) Outlier: Adita’vos.El modelo AR(1), con outliers aditivos (ARCA) utilizado en este estudio

de Monte Carlo, supone que las observaciones (Z1, . . . , ZT) satisfacen

Zt=Wí+VI 15‘51".

donde W, es un modelo AR(1) Gaussiano, es decir,

Wi=ÓWt-1+U1 IS‘ST,

donde las Ut son variables aleatorias i.i.d. con distribución N(0,1). Las variables Vu 1 5

t 5 T son i.i.d. y tienen distribución

H = (1 —e)6o + e N(0,1"),

donde 60 es la distribución que asigna probabilidad 1 al origen . Luego una fracción 1 —e

de las veces Z1 coincide con el modelo AB.(1) Gaussiano Wí y el resto de las veces Z, es

igual a W, más algún ruido Gaussiano V,. El caso Gaussiano puro corresponde a e = 0.

En el estudio de Monte Carlo se han considerado RAR-estimadores con .11 = J; = J;

para tres funcionesJ: (i)J(u) = ¿”(11), (ii) J(u) = 214-1, (iii) J(u) = sign(u—1/2). Estos
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estimadores son comparados con los RA-estimadores del tipo Mallows basados en la familia

de Huber

103,601)= sign(-u) min(|u|, c).

Se han considerado 3 valores de las constantes c de calibración: 1.345, .99 y el caso límite en

el cual c —>0, que es equivalente a tomar Mu) = sign(u). Estos valores de c fueron elegidos

de manera que los RA-estimadores correspondientes tengan aproximadamente la misma

eficiencia asintótica bajo el modelo Gaussano puro que los RAR-estimadores seleccionados

Para cada estimador se obtienen los estimadores de Monte Carlo de la.media (Media), el

error cuadrático medio (ECM), la eficiencia relativa del estimador con respecto al estimador

de CM (Ef), esto es, el cociente entre el ECM_del CM- estimador y el ECM del correspon

diente estimador. Se tomó una muestra de tamaño 100 y se realizaron 300 replicaciones.

Más aun, para cada estimador se obtuvo una estimación de su valor asintótico (VA) bajo el
modelo con outliers aditivos calculada utilizando una muestra de tamaño 10000.

Se tomaron dos valores para 4510:0,5 y 0,8.

Se utilizaron varias rutinas dadas en Press, Flannery, Teukolsky y Vetterling (1986):

RANl (generador de números al azar), GASDEV (generador de la distribución normal

estandar), RANK (ordenamiento de un vector) and ZBRAK (acotación de una raiz). Los

programas fueron escritos en FORTRAN y procesados en una computadora VAX 11, 750

del centro de cómputos de la FCEyN de la UBA.

5.2. Discusión de los resultados.

La Tabla 2 muestra los resultados del estudio de Monte Carlo bajo un modelo AR(1)

Gausiano. Las Tabla 3 y 4 muestran los resultados del estudio de Monte Carlo bajo un

modelo AR(1) Gausiano con outliers en las innovaciones para e = 0.05 y 1' = 10 ó e = 0.1

y 1' = 3. Se observa que los resultados están de acuerdo con el hecho de que los CM

estimadores no son muy sensibles ante la presencia de outliers en las innovaciones.

Las Tablas 5, 6, 7 y 8 dan los resultados bajo el modelo AR(1) Gausiano con outliers

aditivos (AROA) para e = 0.05 ó 0.1 y 1' = 3 ó 10.

Se observa que los RA- y los RAR-estimadores son mucho más robustos que los CM
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estimadores en presencia de outliers aditivos. Sin embargo, a igual eficiencia bajo un modelo

AR(1) Gausiano perfectamente observado, los RA-estimadores se comportan en forma más

robusta que los correspondientes RAR-estimadores. El RAR-estimador basado en J = 6‘]

es más sensible ante la.presencia de outliers que los otros dos; esto se explica. por el hecho de

que Q“ no es acotada. Sin embargo este estimador tiene un comportamiento más robusto

que el CM-estimador.

La Tabla 9 muestra los valores asintóticos estimados, bajo el modelo AROA con e = 0.05

ó 0.1 y r = 3 ó 10. Aquí corresponden comentarios similares a los hechos para las Tablas 4

y 5.

Los resultados de Monte Carlo precedentes llevan a la conclusión que, para outliers adi

tivos, los RAR-estimadores tienen buenas propiedades de robustez para. el modelo AR(1)

cuando las funciones de peso son elegidas adecuadamente.

Debido a que las eficiencias que se obtuvieron para el tamaño de muestra 100 presentan

diferencias significativas con las asintóticas de la Tabla. 1, también se realizó un estudio

de Monte Carlo con 500 replicaciones y muestras de tamaño 500 para. el modelo AR(1)

Gausiano. Las eficiencias relativas de los RAR-estimadores con respecto a la de los CM

estimadores obtenidas en este estudio se muestran en la Tabla 10 y son similares a las

eficiencias presentadas en la Tabla 1.

TABLA 2. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano

Ó“)= Ó-¡o=

Estimadores Media. ECM Eficiencia. Media. ECM Eficiencia

CM 0.48 0.83 1.00 0.78 0.49 1.00

RA (c=l.345) 0.48 0.91 0.91 0.78 0.51 0.96
RAR (J(u)=@-1(u)) 0.48 0.93 0.39 0.78 0.52 0.93

RA (c=0.990) 0.48 1.00 0.83 0.78 0.56 0.87
RAR (J(u)=2u —1) 0.48 0.97 0.86 0.78 0.61 0.80

RA (W(u) = sign(u)) 0.47 1.92 0.43 0.78 1.02 0.48
RAR (J(u)=sign(u —%)) 0.47 1.96 0.42 0.79 0.94 0.52
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TABLA 3. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano
con outliers en las innovaciones

¿>10 = 0.5

5:0.10 1:3 c=0.05 r=10

Estimadores Media. ECM Ef Media. ECM Ef

CM 0.47 0.87 1.00 0.48 0.67 1.00

RA (c=1.345) 0.47 0.85 1.02 0.48 0.58 1.15
RAR(J(u)=<I>-1(u)) 0.47 0.35 1.02 0.48 0.50 1.32

RA(c=0.990) 0.47 0.96 0.90 0.48 0.69 0.96
RAR(J(u)=2u-l) 0.47 0.89 0.97 0.43 0.63 1.06

RA (T(u) = sign(u)) 0.46 1.73 0.50 0.48 1.49 0.45
RAR(J(u)=sign(u-%)) 0.46 2.44 0.35 0.43 1.43 0.47

TABLA 4. Resultados de Monte Carlo para. el modelo AR(1) Gausiano
con outliers en las innovaciones

(¡>10= 0.8

e=0.10 r=3 5:0.05 1:10

Estimadores Media. ECM Ef Media. ECM Ef

CM 0.77 0.50 1.00 0.78 0.38 1.00

RA (c=1.345) 0.77 0.53 0.94 0.79 0.35 1.08
RAR(J(u)=aé-1(u)) 0.78 0.57 0.37 0.79 0.38 0.99

RA(c=0.990) 0.78 0.56 0.89 0.79 0.41 0.91
RAR(J(n)=2u-1) 0.78 0.63 0.32 0.79 0.45 0.32

RA (‘I(u)=sign(u)) 0.78 1.06 0.47 0.79 1.67 0.22
RAR(J(u)=sign(u--;-)) 0.78 1.98 0.25 0.79 1.89 0.20



TABLA 5. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano
con outliers aditivos

4510 = 0.5

5:0.10 T=3 5:0.05 r=10

Estimadores Media ECM Ef Media. ECM Ef

CM 0.30 5.29 1.00 0.14 14.11 1.00

RA (c=1.345) 0.39 2.51 2.10 0.40 2.28 6.17
RAR(J(u)=<I>‘1(u)) 0.35 3.42 1.54 0.32 4.60 3.06

RA(c=0.990) 0.40 2.28 2.31 0.39 2.01 6.99
RAR(J(u)=2u-1) 0.36 2.93 1.77 0.37 3.21 4.38

RA 03(3) = sign(u)) 0.40 4.12 1.28 0.41 3.16 4.46
RAR(J(u)=sign(u-%)) 0.41 3.30 1.60 0.41 3.14 4.48

TABLA 6. Resultados de Monte Culo para el modelo AR(1) Gnusiano
con outliers aditivos

¿>10= 0.5

3:0.05 1:3 e=0.10 r=10

Estimadores Media. ECM Ef Media ECM Ef

CM 0.38 2.76 1.00 0.07 19.00 1.00

RA (c=1.345) 0.44 1.40 1.97 0.31 5.26 3.60
RAR(J(u)=<I‘1(u)) 0.41 1.80 1.53 0.22 9.76 1.94

RA (c=0.990) 0.45 1.40 1.96 0.34 4.38 4.33
RAR(J(u)=2u-1) 0.44 1.48 1.86 0.26 7.29 2.60

RA (¡I'(u) = sign(u)) 0.43 3.31 0.83 0.33 4.71 4.03
RAR(J(u)=sign(u-%)) 0.44 2.81 0.98 0.35 4.82 3.93



TABLA 7. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano
con outliers aditivos

(2510= 0.8

5:0.10 1:3 ¿:0.05 1:10

Estimadores Media. ECM Ef Media ECM Ef

CNI 0.59 5.83 1.00 0.34 24.60 1.00

RA (c=l.345) 0.71 1.91 3.04 0.77 1.83 13.44
RAR(J(u)=í>‘1(u)) 0.72 2.79 2.08 0.76 2.86 8.59

RA(c=0.990) 0.69 3.54 1.64 0.68 2.38 10.33
RAR(J(u)=2u-1) 0.69 2.33 2.50 0.69 2.41 10.18

RA(‘I(u)=sign(u)) 0.74 1.74 3.35 0.73 1.84 13.36
RAR(J(u)=aign(u-%)) 0.70 2.53 2.29 0.72 1.92 12.79

TABLA 8. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano
con outliers aditivos

fio=
5:0.05 T=3 6:0.10 1:10

Estimadores Media. ECM Ef Media. ECM EI

CM 0.67 2.81 1.00 0.20 37.77 1.00

RA (c=l.345) 0.74 1.72 1.63 0.75 3.41 11.08
RAR (J(u)=Q'1(u)) 0.75 1.76 1.59 0.77 5.49 6.87

RA (c=0.990) 0.74 1.68 1.67 0.61 4.92 7.67
RAR (J(u)=2u - 1) 0.73 1.46 1.91 0.58 7.25 5.20

RA(‘I'(u)=sign(u)) 0.75 1.40 2.00 0.70 3.61 10.46
RAR(J(u)=sign(u-%)) 0.73 1.71 1.64 0.66 3.73 10.12



TABLA 9. Resultados de Níonte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano
con outliers aditivos y tamaño de muestra 10000

Ólo= Ólo=

1' = 3 r = 10 r = 3 T = 10

Estimadores e = 0.05 e = 0.10 e = 0.05 e = 0.10 e = 0.05 e = 0.10 = 0.05 e = 0.10

CM 0.35 0.28 0.07 0.04 0.67 0.59 0.24 0.15

RA (c=l.345) 0..45 0.40 0.41 0.32 0.77 0.73 0.76 0.70
RAR (J(u)=Q’1(u)) 0.40 0.33 0.30 0.17 0.73 0.67 0.68 0.52

RA (c=0.990) 0.45 0.41 0.43 0.35 0.78 0.74 0.77 0.72
RAR (J(u)=2u —1) 0.44 0.38 0.39 0.27 0.76 0.72 0.75 0.65

RA (Mu) = sign(u)) 0.47 0.42 0.46 0.39 0.79 0.76 0.79 0.75
RAR (J(u)=sign(u - J5)) 0.47 0.42 0.46 0.38 0.79 0.76 0.78 0.74

TABLA 10. Resultados de Monte Culo para el modelo AR(1) Gausinno
con tamaño de muestra 500

451°= 0.5 431° = 0.8

Estimadorea Media ECM Ef Media ECM Ef

CM 0.497 0.174 1.000 0.796 0.081 1.000

RAR (J(u)=q-1(u)) 0.497 0.179 0.972 0.796 0.084 0.964
RAR (J(u)=2u —1) 0.497 0.195 0.392 0.796 0.092 0.880

RAR (J(u)=sign(u —9) 0.497 0.410 0.424 0.796 0.202 0.400



6. Apéndice A.

6.1. Notación y Definiciones. Sin pérdida de generalidad se puede suponer ug = 0.

Dado fl = (61, . . . , flh) e ER", fl(B) denota el operador polinomial ,B(B) = 1 -fl¡B —---—

.353", donde 1 es el operador identidad y B es el operador "backward shift”.

Sea

R’I' = {fi e FR": MB) tiene todas sus raices con valor absoluto > 1} .

Como Z¡ es estacionario «toe R” y como es invertible 00 e R’q.

Dados dae R" y 0 e R" sea g¡ definido como al comienzo de la Sección 2.1, es decir,

por

0“(B)#B) = 29.14, om" .

En general se indicará con K a las constantes mientras no sea.fuente de confusiones.

Es fácil probar que las fuciones g,- son continuamente diferenciables para ó e R” y

6 e R". Más aun, dados los conjuntos compactos 01 C R” y C9 C R’q, existen K > 0 y

0 < b < 1 tales que

(6.1.1) sup {|g,-(Ó,0)| : Ó e C], 0 6 Cg} 5 K1)"

|69¡(é,0)l, .'
(6.1.2) sup{ agb! .ÓEC1,aECg}SKb, 151519

ai ,0 ri
(6.1.3) sup{l—g;;—)l'zóecl,ae€g}ghb, 1515:}.

Dado A = (4,0), se definen los residuos de orden k por

k

(6.1.4) Uf‘)(,\) = zg¡(Ó,0)Z1_¡ , 1 5 k 5 oo.
¡:0

Nótese que de (2.1.2) y de (6.1.4) resulta inmediatamente

mo) = UÍ“"(A), p + 1 s t s T.

UTM) = (Up+1('\), -- - ,UTÜD,
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T-J-P-l T
Wï'.j(UT(A).Ó,0)=(T-P-j)_1 z z Jl(F(Ui(x)))J2(F(Uí—b-i(A)))3b(Ó)

¡3:0 =p+l+h+j

paraISJ’Spy

T-j-p-l T
W5.p+j(UT(¡)’Ó»9)=(T-P-i)'l Z z JI(F(Ut(A)))Jn(F(m-h-j('\)))‘b(9)

¡1:0 í=p+1+h+j

para 1 5 j S q. Finalmente se denota

Ó} = (W5,1(UT(A))Ó;0)1'°' vWï',p+q(UT Ó;

Obsérvese que las ecuaciones de los RA-estimadores con n(u, v) = J¡(u)J2(v) se pueden
escribir como

Www), 4a,a) = o.

Sea Rj, el rangode U¡, p+ 1 51' S T, entre U,+¡, ...,UT, luegosea qu = (R,+¡,...,RT)

y UT = (U,+¡,...,UT) También, sean A1 E RP, A3 e R“ y A = (A1,A2) E 32"”. En lo

que sigue se considerán Á= lo + T‘l/ZA, Ó= ¿o + T‘V’Al y 0 = 00 + T-IIQAQ.

6.2. Distribución aaíntótica de lo: RAR- estimador“. Primero, en la. Proposición 6.2.1,

se muestra que T‘/’(WT(qu, 135,0)— ;.(UT,á,0)) converge en probabilidad a 0 cuando

T —>oo. Luego, mediante la noción de contiguidad (Proposición 6.2.2), se prueba en la

_Proposición 6.2.3, que T1’3(WT(RT (A),ó, 0) —W}(UT(¡\), 4,0» converge in probabilidad

a 0 cuando T -> oo. En la Proposición 6.2.4 se muestra la equivalencia as'mtótica uniforme

de TIIZWT(R/¡u(¡\),45,0) y TVZWHUTQ), ó, 0) cuando S Ao, para cualquier Ao > 0 .

Finalmente se concluye la normalidad asintótica de los RAR-estimadores y se obtiene su

matriz de covarianza asintótica aplicando los resultados sobre la normalidad asintótica de
los RA-estimadores.
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LEMA 6.2.1. Sea.aT(í,j) una. función de dos variables reales dada definida. sobre NT_, x

N72, donde NT_, = {1, 2, . . . ,T —p} y sea.

T

c.—=Z a(m,m_¡),15i5T-p—1,
f=p+1+a

entonces

(i)

Var((¡) = (T - P - t') Var(aT(RP+1+i1Rp+1))

+ 2(T - P - 2‘) C°V(GT(Rp+1+i»Rp+1)r GT(Rp+2:+1,Rp+1+i))

+ [(T - P - ¡XT - P - i- 3) + 2‘] C°V(GT(Rp+1+hR-p+1)yGT(Rp+3-'+1»Hp+2i+1))1

(ü)

Var((i) S 3(T - P - Í) V¿r(aT(Rp+2»Rp+l))

+ T(T - P - a')C°V(GT(Rp+4»RPM). aT(Rp+?» Rp+1))»

(iii)

IC°V(aT(Rr+1+nRr+l)y 0T(Rp+ai+1»Rp+2-'+1))I

S KT E[a%(Rp+1+.-,Rp+1)1,

donde KT es 0(T"1) cuando T -+ oo.

DEMOSTRACIÓN:

Demostraciónde

Var((.-)=(T - p - i)Var(aT(Rp+1+i.Rp+1))+
T T

Z: Cov(aT(m,m-¡),aT(Ru,R«-¡)).
í=p+l+i ífi' í’=p+1+l'

Para. acotar la. doble sumatoria se consideran los valores de los índices que dan lugar a.

diferentes covarianzas:
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(a) t- í = t', t' —í = t. Absurdo.

(b) t- í = t’. Resulta

COV(0’T(RÜRí-i )I07(R1'vRÍ’-¡)) = C°v(a'T (RP+1+?ÜRP-H-H)! aT(R1+l+i) Rr+1))'

Hay (T —p —21') covarianzas de esta forma.

(c) t = t' —í. Por lo tanto

C°V(0/I‘(Rth-i)» 4T(Rí',Rt'-i)) = C°v(aT(RP+l+i)RP+1),aT(RP+1+3i:RP+1-H))'

Existen (T - p —21') covarianzas de esta forma.

(d) tyét', t' #t-í, tgét'—i. En estecaso

C°V(a'I'(Rth-i)n GT(Rí';R1'-i)) = Cov(aT(Rp+l-H)Rp+l)ya‘T(Rp+l+3th+1-|-2i))

Existen (T —p —i)(T -—p —í —3) + 21' covarianzas de esta. forma.

Luego

T T

z COV(GT(RI;Rí-i)a«¡MRW¡lv-0) =
í=p+1+i ¡#t’ t'=p+l+i

T

z C°V(GT(Rth-i);0T(Rt-¡,Rt—ai))+
t=p+1+2i

T

z Cov(aT(R.I-.-,Rw-a.-),aT(R«,R«-¡))+
f'=p+1+2i

T T

z Cov(aT(Rt,R¡-.-),camerino)
=p+1+2i t;ét't';é1-n;et'—i í'=p+l+¡

= 2(T - P - 2¡)C°V(0T(Rp+1+2hRp+1+i)»aT(RP+1+ÜRP+1))

((T - P - ¡XT - P -¡ - 3) + 2¡)C°V(GT(31+1+¡»31+1):“(Rp+l+3bRp+l+2i))°

Demostración de (ii). La. cota. de la. varianza de (¡ se obtiene inmediatamente de (i),

lC°V(a/1’(Rp+l+2í;R1+1+i))aT(Rp+l+¡1RP+l))l
1 2

_<.(Var(aT(Rp+1+2th+1+-'))VM(GT (Rp+1+an+1))) l

= Var(aT(Rp+1+th+1))
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(T-p-i)(T-p—i—3)<T(T-p—í)

Demostración de (iii). Para. demostrar el resultado correspondiente a este inciso es nece

sario ver primero que

(6.2.1)

E(aT(RP+1-H,Rp+l)) =
T- —2 T- —3

%E(GT(RP+LH¡Rp+1)iRp+1+3¡)nRep+1+2i))

5%(E(GT(RP+I+3¡I RP+1)IRP+I+3¡)Hp+1+2i
+E(GT(Rp+1+i,Rp+1+a¡)|Rp+1+3th+1+2i ))

+E(GT(RP+1+2i»Rp+1)|Hp+1+aivRw+1+2i))

+E(GT(Rp+1+i »Rp+1+2i )IRp+1+3h Rp+1+2. )))
1

+WWWT (Rp+1+a-'»Rp+1+2¡)|Rp+1+3i,Rp+1+2i))
+E(GT(Rp+1+2i »Rp+1+3i)|31+1+3i , Rp+1+2i)))

Se procederá a.demostrar (6.2.1).

E(aT(Rp+1+¡,Rp+1))= ((T - PXT- P - 1))-1 z
T-p T-p

[(aram)
Í| :1 ¡1#¡g ¡a:1

El conjunto de índices I sobre los que se extiende la.doble sumatoria, puede escribirse como

unión de los siguientes 7 conjuntos disjuntos.

Il = {(51,¡2)I (¡1,35) G Í ,¡1 fi Rp+1+3h ¡a ïé Rp+1+2¡}

¡2 = “51,15” (¡1,13) G Í ,¡1 = Rp+1+ai, ¡2 7€Rp+1+2i}

¡a = {(¡1»¡2)| (¡1,52) G I y¡1 3‘ Rp+1+2h ¿a = Rp+1+ai}

¡4 = {(i1,i2)l (¡1,52) e 1.1.1 96Rp+l+3h ¡2 = Rp+l+2i}

¡a = {(¡1,¡2)I (¡1,52) E I , ¡1 = Rp+l+2h ¡2 9ÉRp+l+2í}

Is = {(¿1.52)I (¡1,15) E Í ,ÍJ = Rp+1+3iy ¡2 = Rp+1+2¡}

¡7 = {(¡1,¡2)| (¡1,52) E 1,3'1 = Rp+1+2iy ¡2 = Rp+1+a¡}
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Dado un conjunto A cualquiera se denota por #A al cardinal de dicho conjunto. Es fácil

ver que

#11=(T-p—2)(T—p_3)

#12= #13 = #14 = #15: (T-p—2)

#IG = #I7 = 1.

Luego

#I=(T-P-2)(T-P-3)+4(T-P-2)+2=(T-P)(T-P-1)

Ademáscomo

T- —2 . .
E(a’I’(Rp+l+i¡Rp+l)lRp+l+3th+1+3í))=T—_%_—3z: zaflïníz)mi: n

E(a'1’(Rp+1+3i»RP+1)IRP+1+3¡!RP+1+3í))= (T - P -;)‘1):Z):EI z 01'01, ¡2)

E(0/r(31+1+n31+I+as‘)IRp+1+anRp+1+2¡))= (T - P - 2)‘1h.zz):; Z aT(í1.¡2)

E(Ü'T(RP+1+I"Ry+1+2i)|Rp+1+3-'»Rp+1+2i))= (T - P - 3)"l :hhlzzfi: z 01(¡1»52)

Ewwfim,HT+I+¡)IR,+1+3¡,R,+1+2¡)) = (T —p —2)“ (“2236;z ar(‘1:¡2)

E(a/r(Rp+1+snRp+1+2i)|Rp+1+snR,+1+2¡))= (I 2):“ Z: a7}; ia;

E(a’1'(‘RP+l+3¡I‘RP+1+3¡)IRP+1+3ÜRP+1+2¡))17122)); 2 0T(¿1»¡2)»

se obtiene (6.2.1).

Como

E(GT (RP+1+I'»Rr+1)aT (Rp+1+3h Rp+1+2i ))

= E(E(0T(Rp+1+in Rp+1)aT(Rp+1+3i»Rp+1+2ul(R1»+1+3i,Rp+1+2-)))

= E(ar (Rp+1+3¡,Rp+1+2¡)E(0T(Rp+1+i,Rp+1)|(Rp+1+ath+1+2¡))),
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reemplazando E(aT(R,+¡+¡,R,+1)|(R,+1+3¡, RP+1+2.'))por la.expresión dada. en (6.2.1) re
sulta.

E(0T (Rp-H-H,Rp+1 )GT(Rp+1+3¡ ,Rp+1+2¡

= Hififlw (Rp+1+3¡.Rp+1+2¡)E(aT(R,+¡+,-,RT+1)))

_ ïh(E(GT(R’+1+3"RP+1+’¡)E(GT(31+1+:5¡,Rp+1)|Rp+1+a¡,Rp+1+2¡))
+ E(GT(R'+1+3"R’+‘+" )E(C‘T(RP+1+"vRr+1+3i )|Rp+1+a. , Rp+l+2i))

+ E(aT(RP+1+3¡’ RP+1+")E(GT(R?+1+3iv Rp+1)|Rp+1+3¡, Rp+1+2¡))

+ E(aT(R’+1+3¡’R’+‘+9‘ )E(GT(R?+1+v,Rp+1+2¡)lRp+1+anRp+1+2i)))

+57mm” (RP+1+3"'Rr+1+2a')
x E(aa'(Rp+1+ai, R;+1+g¡)lR,+¡+_-,,,RP+1+9¡))

+ E(GT(RP+‘+3¡'RP+1+9')E(ÚT(Rr+1+2nRp+1+a¡)|Rp+1+a¡,Rp+1+2¡)))

Luego

E(GT(Rp+1+i1Rp+1)aT(Rp+1+ath+1+2¡))_W a . _
_ (T _ p _ 2)(T _ p _ 3)E2( T(Rp+1+3nRP-H+2¡))

—1+1”(E(GT(RP+1+3I' yRp+1+2i)°T(Rp+1+ai,Rp+1))
+ E(GT(B?+1+3¡} Rp+1+3¡)aT(R1*+1+i , Rp+1+3i ))

(5-2-2) + E(GT(Rp+1+3-',Rp+1+2i)01'(31+1+2i, Rp+1))

+ E(a'T(R-p+1+3í;Rp+1+2i)aT(Rp+l+hRr+l+2i))

- (T—_p)'(T¿_—ï)_—I)E(GÉ(Rp+l+3¡’Rp+1+2i))

+ E(aT(RP+1+3¡JRp+l+3¡)aT('RP+1+2¡1RP+1+3¡))'
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5 = - T—_;—_3(E(GT(RP+1+3¡)RP+1+2¡)aT(Rp+1+ath+1))

+ E(GT(Rp+1+ai, Rp+1+2i)GT(Rp+1+¡,Rp+1+3i))

+ E(aT(RP+1+3HRP+1+2¡)GT(RP+1+3¡1RP+1))

(6-23) + E(0T(Rp+1+ai» Rp+1+m)GT(Rp+1+¡»Rp+1+2¡))

- WWE/Ta? (Rp+1+si,Rp+1+2i))
+ E(0T(Rp+1+a¡»31+I+2i)aT(Rp+1+2th+1+ai ))

Por lo tanto, de (6.2.2) y (6.2.3) se tiene

lC°V(aT(Rp+1+i:Rp+1), 0T(Rp+si+1»31+2i+1))|
4(T " P) " 6 2<————E - .

_ (T _ p _ 2)(T _ p _ 3) (aT(Rp+1+nRp+1)) + ISI

Teniendo en cuenta que para. cualquier par X, Y de variables aleatorias identicamente dis

tribuidas, vale, |E(X, Y)| 5 E(X’) se obtiene facilmente que

4 2 \ 2 2
ISIS mE(aT(Rp+l+iva+l)/(T _ p _ 2)(T_ p _ 3)E(GT(R1»+1+¡»Rp+1))

_ 4(T-p)-6
_ (T-p-2)(T-p-3) 3013*(Rp+1+i»Rp+1))'

Por lo tanto

|Cov(aT(R,+¡+.-, R1,.“ ), aT(RT+a¡+1,Rp+2¡+1))¡
2(4T — 6) 2 .5WWE (“T(R'+‘*"R'“”

= ¡{TE2(GT(RP+1+¡IRP+1))'

Donde KT = (2(4T — —p.—2)(T —p —3)) es O(T‘1).

Queda asi demostrado el Lema 6.2.1. |
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PROPOSICIÓN6.2.1. Supóngase que valen B(1'), B(Íí) y B(¡íi) luego

sup T1/2|W7(Rq-, 43,0)—W}(UT,4a,0)| 1» 0, cuando T —>oo.
¡IA-Aousr-Uuo

DEMOSTRACIÓN:Para. probar la proposición es suficiente mostrar que para 1 S j 5 p + q

(6.2.4)

sup T1/2|(WT,¡(R,,_,4.,o) —w;¿¡(UT, 4,0» L o, cuando T _+ oo.
¡IA-AousT-I/Mo

Primero se considera.1 Sj g p.

Sean

_ T-p T-p 1

JT=[(T—P)(T—P-1)1-g ¡fi ;J1(T_p+1)-72(T_p+l)
Y

_. T T
MUT) = [(T- pr -p - 1)]“ Z) Z: J1(F(Ut¡))-Ï2(F(Un))

h =p+l 11#12 iz=p+1

Luego se tiene que

T1/2(WT.1'(R4‘,450:00)— W%,j(UT, Óo’90)) =
T-p-j-l T

T1/2((T-P-í)—lZ Z m R‘ wm“ mo»)h=0l=p+1+h+j 1 1
T-p-j-l T

- (T- p-j)-‘ Z: E J1(F(Uí))Ja(F<Uí-r.-,-)>sh(ó)
5:0 í=p+l+h+j

T-p-j-l T
= T‘WT —p-j)-1 [J < R' )J ( RH"

h=0 í=pgh+j lT-p+1 2T—p+1
—11(F(U1))J2(F(Uí_h-,-)) - 7T + Ema->13» (45)

T-p-j-l
+T‘”(T-p—j)-‘[7T—7;(UT)1Z) (T-p-h 4mm.

b=0

Se define

_ T-p-j-l
AT.¡.1=T‘"(T -p—j)-‘[JT —7;»(UT)1 Z (T -p— h amo»)

h=0
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T
R! Rt—h—'

2 w >J2< ’ )
í=p+1+h+j T—p+1 T—p+1

T-p-j-l
am = T‘WT-p—j)-‘

0h:

-J1 (F(U1))J2(F(U¡—h—¡))- 7T + 7;(UT)]3I¡ (4*)

Primero se muestra. que sup"¡\_l\oll'<T_¡,,Ao AT,“ 1» 0 cuando T —>oo.

Por hipótesis B(iii) se tiene que J1(1 —u) = J] (u) y Jg(1 - u) = Jg(u), luego

T-p T-pJ — = J —— =0.
¡2:21(T—p+1) 2(T-p+1)

Entonces
T-p .

z

7T=[<T-p)<T-p-1)1-‘ Z) JI<T_;+1)J2(T_p+1)
yporlotanto

T-P ¡a ‘— _ _ _ _ —1
IJTI-l[(T pr p 1)] ;J1<T_p+l)J2(T_p+1>l

T- ' T- '

¡:1PJï(r;,:ï)11,2[Z.-=fJflfiïh 1/2S(T-p’1)-l[z T_p T_p
Además, como

zii" Jï<—T" > 1
T _p Taco o l( )

21:: J3(—T_;+1>" —> J2 u du < oo,T_p M, o ,( )
resulta que existen To y K tales que si T > To entonces

— KJ <——.
I Ti ._ T_p_ 1

Luego, aplicando (6.1.1) a. Ish se tiene

_ 'T-p-j-l
SUP iT1/2(T-P-j)_1JT z (T-P-h-J'MWN

¡lA-AolIsT-l/uo h=o

TV’K ,,
—)0,cuandoT-aoo.
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También se verifica

T-p-j-l
suP T1’2<T-p-j)-‘7;- E (T-p—h—i>sh<ó>-'*°

uA-AousT-V’Ao h=°

cuando T —>oo.

En efecto

T T

TWIÏÉI s T"'-’[(T- pr - p - 1)]“ll Z Z) 11(F(U«1))J2(F(Un))l
Í1=p+112=p+1

T

+I z J1(F(Ul))J2(F(Uí))|]
í:p+l

T T

(6-2-5) =[|(T-10)"’2 z -’1(F(U1))|][l(T-p)'l z J2(F(Ut))|]
í=p+1 í=p+l

_ 1/2 1/2 T

x [Tig-plïll + T Ïp _ Nail Z J1(F(Ut))J2(F(Ut))I]I=p+1

Por el Teorema Central del Límite el primer factor del primer sumando de (6.2.5) tiende

en distribución a una normal con media cero y varianza E(JÏ(F(U,+¡))) finita por hipótesis

B(i). Por la Ley de los Grandes Números el segundo factor del primer sumando tiende en

probabilidad a 0 y el segundo factor del segundo sumando al módulo de la esperanza de

J¡(F(UP+¡))J2(F(U,+¡)) que es finito por hipótesis B(i). Por lo tanto

Tl/nj; ¿r 0 cuando T —>oo.

Luego, aplicando nuevamente (6.1.1) a |.s¡.(ó)| se tiene

T-p-j-l
¡TI/“(T—p—j)-‘JT 2 (T —p- h -J')sh(ó)l

h:0
l oo

s T"“KI7'TIZ b".
h=0

De aqui es inmediato ver que

p
sup Aira-,1 -> 0

lll-AOIIST'V'M
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cuando T —roo. Por lo tanto, para. obtener (6.2.4) alcanza con mostrar que

lim E [ sup A3332] = 0 ,
T"°° ¡IA-AousT-Uuo J

Sea U“ = (Um, . . . ,U(T_¡,)) donde UU), 1 5 i g T-p , es el estadístico de orden i-esimo.

Se define

IL IL-i
T—p+1)J2(T-p+1)a(R‘IRÍ-¡JU(R1)!U(R1—í))=J1( -

y

SHE/1',U(-))= z a(RnRt-i»U(R1)vU(Ri-.))- (T -P - ÜUT - JT(UT))»
í=p+l+í

paralSíST-p-l.
Luego se tiene

T-j-p-l
ATJfi = T1/2(T- P - j)-l z: 5;+Í(Rq', U(.))3¡¿(Ó).

¡3:0

Por lo tanto

T-j-p-l _
El sup A%,,-_215T(T—p—j)’° Z) E[(Sá+’(Ra,U<->))’

¡IA-lousT-‘Iuo ¿:0
x Sup ¿(40

¡IA-AoIIsT-Vuo

T-j-p-l T-Í-P-l , b, .
+ z 2 IE[(sá‘»+’<Ra,U(.)))<sT“(mmmI

h=0 kfih' h'=0

x sup la“)! ¡SNOW1
¡IA-AousT-UMo

Se verá. primero que

T-j-p-l i
(6.2.6) lim T(T —p —j)-2 z E[(s;‘.+'(Ra«, U(.)))°] sup ¿(4o) = 0 .

T"°° h=o ¡IA-AousT-Uuo
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Sea,para15i5T-p-1,
T

= z a(R()Rí-Í)U(Rí),U(Ri-1))’
l=p+l+i

Luego

EKSHRT, U(.)))2] = E[E[(S%‘(Rzr.U(-)) - (T - p - ÜÜT - 7;“(UT )))2| U(-) 1].

Se mostrará ahora que

(6.2.7) E(S;‘(Rq, Um IUm ='(T -p -«')(7T-7;(UT)).

En efecto,

I T

E(SI}'(RT, U0) IU(.)) = E( z a(R¡, R4_.¡,U(R‘),U(Rí_¿))|U(.))
t=p+1+i

T
_ Rt Rl-s'

—MÉEJAT _ + 1)J2(T_p+ 1)—J1F(U(m))
><J2(F(U(m_.-)))| U(-))

Como U,+¡, . . . ,UT son variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas, los

vectores (R,+1,. ..,RT) y (U(¡),...,U(T_,)) son independientes. Luego

R:
T—p+1

R1-i
T—p+1E(-’1( )Jz( )| U(-)) =7T

E(JIF<U(RO))J2(F(UW.mlU0) =TT<UT>

Luego vale (6.2.6). Por lo tanto

E([s;‘(Rq, U(.)) —(T —p —¿)(7T —7;(UT)]°)¡ U0)

E([S%¡(R/I', U(-))]2| U(-)),

E[V31'(SEÏ(R/1*.U(-))I U(.))]

y entonces

E ([S%‘(RT,U(-))]2) =E (ElVar(55»‘(RT, U0) IU(-))])
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Como los vectores Up“, . . . , UT y (R,+1,.. .,RT) son independientes, el Lema 6.2.1 puede

aplicarse con varianza condicional. Luego

www, UmIUm
S 3(T - P - ‘)Var(°‘(Rr+1+hRv+1’U(R,+l+.)»U(R,+l))Wo)

+ T(T "' P -5)KTE[(0(31+1+¡,R1’+1,U(R,+¡+.),U(R,+1)))2|U(-)]

S 3(T —P - i)137[(01(Rp+1+¡,R;»+1.U(R,+u,.),U(R,+¡)))2 IUM]

+ T(T - P - ¡)KTE[(“(Rp+1+¡,Hw+1’U(R,+¡+¡),U(n,+l)))2IUm]

S T(3 + TKT)1'-‘7[(<1’I(Í'Ïp+1+¡,RMI»U(1=z,,+.+.).U(R,,+¡)))2I U(-)]

Tomando esperanzas se obtiene

E(Var(S?(RT, U(-))| Um) S T (3 + TKT)E[(0(R7+1+¡» RP+11U(R,+¡+.»)»U(R,+1)))21

Es decir

EKÉHR/r, U(-))2] S T(3 + TKT)E[(a(RP+1+ÜRP+1’ U(R,+1+.-)’U(R,+1)))2]

Como (U(R’+¡+¡),U(RH¡)) = (U,+¡+.-,U,+¡), es fácil ver que

E [(a(R,+1+¡,Ry+1, U(R,+¡+.-)pU(R,+¡)))2]

= E[<J1(TÏ’“ )J2(T Í?“ ) - J1(F(Up+1))J2(F(Up+2)))2]p+1 +1

= E[(JÏ(F(UP+1))[J2(ï1É-’;'fi)— J2<F<U,+2>)1°]

+ E[[J1<T—Ï';“fi) - J1(F(U,+1))rwz(1—.%gfi) —12(F<U,+2))12]

+ 2E[(J1(F(U,+1))UI(TÏ'—;11)—11(F(U,+1))1[J2(5.%> - 12(F(Up+2))]2]

+ E[(13(F(Up+2))[JI(T—IÏ¿;h) - 11(F(Up+1))]2]

+ 2E[JI(F(U,+1))J2(F(U,+2))IJI(%%) - 11(F(U,+1))1

Ikki-{15375) - J2(F<U,+2)>1]
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+ 2E[12<F(U,+2))[J1(T—Ï;*—‘+—1)- J1(F(U,+1))12
R

x [J2(T—_”ï,+:—1)—J2(F(U,+2))1].

1

De la. desigualdad de Schuartz y del hecho que E(J.-(F(U¡))) = / J¡(u))du < oo yo
. R . . . .

TleooE((J¡(F(Up-fi-l))- ¿(fi-NY) = 0 para.z = 1,2, se obtlene Inmedlatamente
que

(6.2.8) [(a(R,+1+¡,RP.“,U(R'+l+'),U(R'+¡)))2]= 0.

Por lo tanto por (6.1.1) se tiene que

T-j-p-l I
m —p —jr” Z: E[(5;'+’(Ran U(.))>’1si(4>

h=0

S (3 + T'KT)(2p + 1)E[(a(RP-Hv RIM-2!U(R,+1)IU(R,+2)))2] K Z: b2h'
b=0

Luego, de (6.2.8) y del hecho que KT es O(T‘¡) resulta. (6.2.6) o sea.

T-j-p-I I
T131;T(T -p -j)-° 2 EKSF’m/r, U(.)))’1 sup 32(4)= o.

h=0 Ill-AOHST'V’AO

Se mostrará. ahora que

T-¡-p-1 T—j-p-1 , I _
T1320T(T-p-j)-° Z) 2 IE[54‘»+’(RT,U(.)>sá+’<RT,U(.,>1I

h=0 ¡gw h'=0

(6.2.9) x sup ¡shw>llsh'<ó)l=o.
¡IA-AousT-Uuo

En efecto, como

¡EtsMRn Umsá “(Rm Um]I
. , . 1/2

s [Etsát+1(Ra-,U(.)>12Etsá“(Rmvmfl
S T(3 + TKT )E[(°l(Rp+1,Rp+2, 5+1, Up+2))2],
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de (6.1.1) resulta

T-i-p-l T-i-P-l
T(T_p_j)-2 z Z: |E[S;.+¡(RT,U(.))S¿';I+¡(RT.U(-))]3h(4)8hI(Ó)I

¿:0 h#h' ru=o

S (3 + TKT)(2P + 1)E[(Q(RP+1’RP+9IUP+1!UP+2))2]Kz lblh.
h=0

donde 2,20 Ibl" < oo.

Por lo tanto vale (6.2.9) y en consecuencia (6.2.4). Esto completa la demostración de la

proposición para 1 _<_j5 p.

Se considerará. ahora p +1 51' + p S p + q

T1’2(WT,,-+,(RT, es,a) —W5-,,-+,(UT, e»,0)) =
T-p-j-l T

T"’((T-p - j)" z Z J1(
h=0 I=r+1+k+j

T-p-j-l T
- (T- p- j)” Z Z J1(F(Uí))J2(F(Ut-b-,-mw),

h=0 t=p+l+h+j

R!
T—p+1

Rí-h-j
T—p+l)J2( )th (o)

Esta expresión es idéntica a la correspondiente al caso 1 S j 5 p, salvo que aquí aparecen

los “(0) en vez de los a), Luego vale (6.2.4). Esto completa la demostración de la

proposición. I

COROLARIO 6.2.1.

T '-i-p—1 R‘ Rí-hfl.

mw] sh(ó)Jl(T—_pH)J,(T___p+1)
T ‘-i-p—l

Z: ’h(Ó)J1(F(U¡))J2(F(U,_,,_¡))|
í=[T¡/9] 13:0

sup T1,2
I 1¡IA-AousT-‘Iuo T“? “j

1

T-p-j
¿r 0 cuando T -> oo.

En lo que sigue se utiliza la noción de contigüidad introducida por LeCam(1960). Una

buena introducción a esta noción se puede encontrar en el Capítulo VI de Hájek y Éidák

(1967)
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Supóngase que [TI/8] 2 p + 1. Sea u = (U[Ti,'s],...,UT) y por abuso de notación sea

UT = (Unam-1,. . .,UT) luego, sea

T

mu) = H mu)
un" n]

la función de densidad de probabilidad conjunta de UT y qT(u) a la función de densidad de

probabilidad conjunta de UTM) = (UlTi/alfl), . . . ,UT(A)).

PROPOSICIÓN6.2.2. Supóngase que la suposición A se satisface. Entonces las densidades

qu son contiguas a las densidades pq».

OBSERVACIÓN.La elección de los vectores (U[T1/s],...,UT) y (UHl/!](A),...,UT(.A)) es

esencial para la demostración de la Proposición 6.2.2 cuando q ¡é 0. En el caso q = 0 se

puede demostrar la contigüidad directamente considerando (U,+¡, . . . ,UT ) y (U,+1(X), . . . ,

UT(¡\)).

Sean 6M = 1 y 6,30= 0 si i 2 q, luego, para todo j = 0,. . . , q —1 , se definen

Chloe) =9j+n

min(í-1,q)

cc,j(90) = z: 0¡,oc1-¡,¡(00)+ 91+j,o. P+ 2 S t S T
¡:1

También, sean 30(45)= 1, para todo Ó y to(00) = 1.

En la demostración de la Proposición 6.2.2 se utiliza el resultado dado en el siguiente

lema.

LEMA 6.2.2. Sea (Z¡,...,ZT) la. serie observada de un modelo ARMA(p, q), es decir,

óo(B)Z¡ = 00(B)U¡ donde U1 son variables aleatorias i.i.d. y sea U1(¡\), p + 1 5 t 5 T,

el residuo dado por (2.1.2). Entonces,

para t = p + 1

q-l p

Ut = Ut(/\)+ Z: Ct-p,j(90)Up—j+ T4]? z .414-ka
¡:0 E=í—p
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paratodop+2gth

q-l
UtO) +-z ct-p.¡(9o)Up—j

j:0
t-l min{p.t-i} mith-J'}

+T-1/2z U,-(A)( 2 A1,.8:-¡-¡(Ó)- z mamon)
j:p+1 ¡:1 ¡:1

1-2 min{p,t-j-l} mm{q+i,t—k-1+i}

+T’l z U,-(I\) z Am z: A2.!z-i
j=P+1 ¡:1 b=i+1
t-L

Ut= 1 x z sr(ó)tí-r_,(0o)
r=0

p min{p,f—p-1} min{f-p-l-i.k—i}

+T-1/2Z Zk( z A1,¡ z Óp-k+1+j
k:1 ¡:1 j=0

í-P-l-H'Í
x Z Jt-p-x-¡+¡-r(é)tr(00)

r=0
min{E-l,í-p-2} p

i + Al,p—l+l+jtf-p—l-j(00))+I[O,oo)(2p_t) z ZkAm-l:
¡:0 k=í—p

DEMOSTRACIÓN:. El resultado se obtiene a partir de (1.1) y de la definición de los residuos

dada por (2.1.2). |

DEMOSTRACIÓN DE LA PROPOSICIÓN 6.2.2:

Con el objetivo de que la demostración resulte más clara se considerarán por separado los

casos ARQ), M A(q) y ARM 44(1),q)

Caso ARlp).En este caso q = 0, esto permite trabajar con ó en vez de A.

Denótese por q}(u|21,. ..,z,) a la función de densidad de probabilidad condicional con

junta de UTM) dado que las observaciones Z¡,...,Z, permanecen fijas en los valores

21,...,z,.

Primero se demostrará que las densidades q}(.|21, . . . , 5,) son contiguas a las densidades

pT para todo z;,...,z,. i
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Considérese el cociente de verosimilitud dado por

4%(ulzz,---.5p)/Pr(u) sim(u)>0

LT’Ó(u,zl,...,z,)= 1 sipT(n)=q;.(u|z1,...,z,)=0
0 sipT(u)= 0< q}(u|zl,....z,).

De acuerdo al primer lema de contigüidad de LeCam (véase por ejemplo Hájek y Éidák

(1987)) para establecer que {q;.(.|zl, . . . , zp)} es contigua. a {pp}, es suficiente mostrar que

log LT’Ó(U, 21,. . . , 2,) es asintoticamente normal con media —J3/2 y varianza dz.

Del Lema. 6.2.2 se tiene que

parat=p+1
p

Ut =U1(Ó)+T-1/2 z AIJ-kzk
E=t-p

Y

para.p + 2 5 t 5 T

t-l M¡n{P1‘_j}

Udó)+ T’“2 z U¡(Ó) z Al,¿3í-í-í(Ó)
j=p+1 ¡:1

p min{p,í—_p—l} min{i—p-1—i,k—i}

Ut = +T'"l’a z ZL z Am z: Óp-k+1+j31—p—1—i+j—r(Ó)
k=1 ¡:1 j=0

p

+I[o,oo)(2p—t) Z zm,“
h=t—p

Sea.

min{k.p}

(6.2.10) ¿4441): z A1,.s¿_.-(4a)
¡:1

y 64(6) = = 3-p+1(ó)= 0 para p 2 1

Entonces reagrupando los coeficientesde U se tiene:
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parap+25t5T
f-p 1

Um +T-“2 Z dk(Ó,A1)Ut-b(45)
k=1

min{p.i—p—l} min{t-p—1—i,k-i}P

(j! = +T_1/22 zh z A1,! z Óp-b+1+j32-p-l-I+j—r(Ó)
b=1 ¡:1 j=0

r

+I[0,oo)(2p-t) z ZkAm-k
E=t-p

Sea

p

ha',t(Up+1(Ó),---,Ut-1(Ó),Zn --'1 Zp»Ó,A1) = 11-1” Z 1114-ka Si t: P + 1
E=i-y

y

hT,í(Up+1(ó)1 - ' ' yUf-1(Ó)) Z1) ' ' '1 ZP! Ó)A1)
l-p-l

T-V’ 2 «w, A1)U«_¡(ó)
k=1

p min{p,í-p-1} min{í-p—1-i,k-¡}

= +T'l/22 zh z Am z Óp-k+1+j31—p—1—¡+j—r(Ó)
E=l ¡:1 ¡:0

p

+I[0,oo)(2p_t) z ZhAl,í-h
h=t-p

si p + 2 g t 5 T.

Luego

U1: + hT,í(Up+1(Ó))' °' lU‘-1(Ó)lZ1)-' ' )ZP:Ó)

Se ve facilmente que el Jacobiano de la. transformación de (UI-rm], . . . ,UT) en (U[T¡/a](ó),

.. .,UT(Ó)) es 1. De este resultado se obtiene inmediatamente que

T

qí'(ulz1)"'izp)= H +hT,í(uP+1)"'Juí-l)z1)"’)zPIÓ)A1))'
í=[T‘/9]

han = hT,í(Up+1)- --,U1-1,21, - --,Zp,Ó,A1);
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luego
T

q;(Uq-Izl,...,z,)= H ¡(t/amm).
uuu/v]

Como
T

logqa-(UTIz1,...,z,)= Z log¡(U‘+hT,t),
í=[T‘/']

utilizando un desarrollo de Taylor se tiene:

T

logq;(UT|z1,...,z,)= z logf(U1)
í=[T‘/’]

(6.2.11)
T T

— z cp(U¡)hT,¡- 2'l z cp'(U¡+ f hT¡f)(hT’()2 c.s., cuando T —>oo
*=[T‘/°] [TV’]

donde = yg=¿(UTI21)' ' 'y3p) e [0!
Se verá. ahora que el término de primer orden en (6.2.11) es asintoticamente normal con

media 0 y varianza

¿{2= 021(f) Eldj(ÓO) A1)?
j=1

En efecto si [TI/s] 2 2p + 1 se tiene

T T í-p-l T

Z ‘P(Ut)h'r,1=T-"’ z «>(Ut)Z: diu»,A1)U«-¿+ T-W z somo
1.-.[1'1101 í=[T1/°] h=1 t=[T‘/']

p p m¡n{t—p—i—l,p—k+l—í}

x z z Ahí z Óh+j3í-p-i-¡-1(Ó)zp+1-k
¡:1 ¡:1 j=0

Como E(|U¡I) < oo , E(I<p(U1)I)< oo y Ó = do + T'1/2A1 está en un compacto cuando

A] está fija, resulta que

T p p min{í-p—i—l,p-h+1-i}

TH]? z “Hoz z: A1". z: ¿Hi ’í-r-i-i-1(Ó)3p+1—k
t=[T‘/'] k=1¡=1 ¡:0

tiende en probabilidad a 0 cuando T —->oo.
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Por lo tanto para obtener la distribución asintótica de Z‘T=[Tl/Q]tp(U1)hT¿ basta con

hallar la de T-W Erwin] <p(U021:1“ dm, A1)U1_k

Se introducen ahora las variables auxiliares YTO'T_¡(óO)definidas por

To

meo) = Z di(óo,A1)so(U‘)Ut-i
k=1

que son To —1 dependientes con E(YT0,T,¡(ÓO)) = 0 v

To

Vartymmo» = ¡(na’ 2 dl(ÓO»A1)2= dá,
¡:1

Luego del Teorema 6.7.5 de Anderson (1971) se obtiene inmediatamente que

T

(T—[T"‘1+1)-"’2 mmm)
t=[T‘ lo]

tiende en distribución a YTo con YToN N(0, ¿3.o

Del hecho que

T í-p-l T To

T-‘l’ Z Wi) 2 di(4,A1)Uf-t=T-‘/° 2 so(Ut)zdi(ó,A1)U1-i
“(TI/0] ¡:1 ¡=[Tt/a] h=l

T i-p-l
(62-12) +T-1’” z NU!) Z) di(4s,A1)Ut_k,

uuu/a] k=To+1

donde p < To < [T1]8] y que los dos últimos sumandos de (6.2.12) tienden en probabilidad

a 0 es fácil ver que Ve > 0

T t-p-l
im lim P(|T’1/’ z (p(U¡) z d¡(4S,A¡)U,_¡,l

TrwooT—un
t=[T1/G] Ic=1

T

- (T -[T1"1 + IW“ Z YTo.T.t(Óo)|2 e) = o
t=H"/q
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Luego como YTOtiende en distribución a Y cuando To -> oo donde Y N N(0, dz) , por el

Teorema. 4.2 de Billingsley (1968 pag 25) se tiene que

T

(6.2.13) z cp(U¡)hT'¡3 N(0,d2)
1=[T‘/°]

cuando T —>oo.

Se demostrará que el término de segundo orden de (6.2.11)

T

-2-1 Z: ‘P'(Ut+¿hT.t)(hT.í)2
t=[T‘/']

converge en probabilidad a. —d°/2.

De la. hipótesis A(vi) se ¡obtiene que

|‘P'(Ua+0173) - 90'(Ut)lS Kílhml.

por lo tanto

T T T

l Z: v'(Ut+¿hT.t)(ha-.t)’- Z v'(U:)(hT.n)’ISKf z Ihmls
í=[T1/’] 1411/0] mui/v]

También, como las variables U1 tienen momentos finitos hasta orden 3 de (6.1.1) se

obtiene que la.cota superior
T

K»: Z Ihml" '
t=[’1"/"]

converge en probabilidad a. 0 cuando T —>oo. Luego

T T

(6.2.14) -2-‘ z sp'(U¡+¿hT,,)(hT,,)”=-2-‘Z so'wtthuob
1=[T1/'] í=[Tl/B]

donde 01 1» 0 cuando T —>oo.
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Sea. To 5 [TI/3] —p— 1, entonces de la. expresión de ha“ , se obtiene

T T To

“3-1 z ‘P'(Ut)(hT,t)2=‘(3T)—1 z 99'(Uí)[zdl(Óo)A1)Ut-kig
i=[Tl/’] uuu/a] k=i

T i-p-l
—(2Tr‘ Z «wal Z ¿ÁÓ’AÜUi-k]?

gun/o] k=To+1
T To í-p-l

—T-l 2 tp'(Un)[zdk(Ó,A1)Ut-il[2 ¿(“num
t=[T1/9] ¡:1 k'=To+l

(6.2.15)
T To To

—(2T)-12 so'(Ut)[(2di(ó,A1)Ut-n2—(zdiwoAnUhml
í=[T¡/’] ¿:1 k:1

T p p min{í—p—i—1,p—h+l—i}

-(2T)" z «¡MHZZAM Z: 45h+j¿mp-¡q-1(<¡5)t3p+i-I:]2
¡:[Tl/O] k=1¡=1 ¡:0
T í-p-l

—T-‘2 Manz «(matan
¡:[Tl/O] k=1

min{1—p—i—l.p—h'+l—s}P P

x [z z Am z Ólt'+i"í-P-i-í-l(Ó)3P+l-l=']
L’=1¡=1 j=0

Sea.
To

du, = 031002 dïwo,A1)
j=1

Se demostrará que el primer sumando de (6.2.15) tiende en probabilidad a —cfio/2 y que
los demás tienden a 0.

Sean Y}°_T,, las variables To - 1-dependientes definidas por:

To

Yéfl,‘ = —(1/2)<p'(U:)[2 di(óo,A1>U,-i12.
¿:1

Entonces

T To 1 T

‘(2T)_1 z ‘P'(Ut)(zdk(ÓoyA1)Ut—k)2= '27; z Yacht:
¡=[T1/a] ¿:1 17471/51
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Pero E(Y7'.0‘T',)= 413.0/2, por lo tanto, por el Teorema. Ergódico

T To

—(2T>-‘ 2 HUMZ d¿(4>o,A1)U._e1’
í=[T‘/’] ¡2:1

converge en probabilidad a -dá.o [2 cuando T —>oo.

Luego, como lima»qu ¿ia/2 = d2/2 , se puede concluir que VE> 0

T To

T331;T1320P(I- (zm-1 want; «wo, A1)U1-k]2+ d’l2l2 e)= o.

Ahora se consideran los restantes sumandos de (6.2.15).

Para. el segundo sumando de (6.2.15) se tiene:

T í-p-l
E(|(2T)-1 z ‘P'(Ut)[ z dk(Ó»A1)Ut-h]2|)

uuu/v] k=To+1

50’E(Iw'(Ut)I)E(UÏ)2 ¿72(er
k=To+1

+0’E(l<p'(Ut)|)E2(lU:l)( Z ldb(ó,A1)l)’
E=To+1

Como BETO“ ¿(#110 < oo y 22:1 |d¡,(Ó,A¡)| < oo, Ve> 0 3To’talque VTo2 TO'

oo 2 E/2

k=;+1db(Ó’A1) < 02E(IP'(U1)I)E(UÏ)

°° 2d ,A 9<———€/. .
(h=Tzo-HIkw 1)“ 02E(I‘PI(U1)I)E2(IU1|)

Luego Ve > 0 3T5 tal que VTo 2 T5

í-p-lT

E(I(2T)“ 2 «'(Utn Z dk(«»,A1)U,-¡.12|)<e.
1=To+1 E=To +1

Mediante un razonamiento análogo, facilmente se obtiene una.acotación similar para. el tercer
sumando.
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Para. el cuarto sumando de (6.2.15) se tiene
T To To

E(l(2T)“ 2 vivangdimmuhnz-(2di(óo,A1)U,-i)’1I)«:[Tl/o] ¿:1
T oo

s (zm-1 2 Ewomz Idïw,A1)—dï(40,A1)E(U3)
¡:{Tuq k=1

+ z Idk(4>.A1)dk'(Ó,A1)- dk(4'o.A1)dlc'(Óo,AINEQUUtDI
E=1 ¿#k’h'=1

s E(Iw'(U1)I)[E(ldÏ(ó,A1)(dÏ(Ó.A1) —dim, A1))I
k=1

+ ¡dim Anuïm A1)- dim, A1))I)E(U?)

+ Z E(ldk(Ó:A1)(dk'(ÓyA1)-di'wo; An)!
¿:1 ¿#L'E'zl

+ Idk'(Óo,A1)(dlz(ÓyA1) - dem A1))I)E2(iUíl)]'

Luego de la definición de d¿(ó, A1) , del Teorema del valor medio (6.1.1) y (6.1.2) se obtiene

que
T To To

E (¡(2T)'l Z ¿(UME dm. A1)U¡—L)2- (z dk(Óo,A1)U¡_h)2]I)TÍ” o.
i:[T1/’] L=l k=1

Para. el quinto sumando de (6.2.15) se tiene:
p min{í—p—i—l,p—k—1—i}T

300,11)“ z: ‘PI(U1)[Z Am z ó¿+¡sí_p_.-_¡_1(ó)2p+1_h]2I)
1=[T‘/1'] ' ¡":0

NI

h :1 l

p P p-hP-E

Z: Z: Z z |A1,¡A1,.'Ók+j<bhl+j'
i=1i'=1j=0j':

T

x Zp+1—kzp+1—k'| z |‘P'(Ut)31—p—i-j—231—p-i'—j'-2I)
mui/v]

p p p p p-kP-E _' l,
S(2T)‘1A‘E(I<p’(Up+1)I)Z2 Z) z Z z Ib“"" -J "An-Al,“

¿:1 E’=1í=1i'=1j:0j'=0

s (2T)'1E(
"Mu

MuElh'l

m

x(IÓo,I=+¡l+|A1,I=+jll)(lóo.h'+j'|+|A1,I='+¡'|)¡Zp+1-I=Zp+1—k'l z: I’m-P)
1471/8]
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Como

p p r p _ _ l, _,

É Z Z Z Ib""" " “AMA”,
' 0j':0
X (lÓo.h+¡I+ lA1,h+jl)(lÓOJ:'+j'l + |A1,k'+j'|)llp+1-k2p+1—hll

II" II l-l n ll H ...
ll

... -.
a ||

H 5
ll

es constante y la serie °Í bw") < oo resulta uet-2p+1 q

T p p min{f—p-i-l,p-h+l—¡}

EUÚT)"l z ‘P'(U1)lz ZA“ Z: ÓHJ31-p—¡—¡—1(45)2p+1—hl2|)
mua/o] ¿:1 ¡:1 j=0

tiende a 0 cuando T -> oo.

En forma similar para el sexto sumando de (6.2.15) se tiene

T i-p-l
EU-T'1 2 so'wnlz dh(Ó,A1)U1—-k]

í=['1'1/9] ¿:1

min{í—p-i-l,p-h'+1-i}P P

x z Z: A“ Z: Óh'+j-’í—p-i-j-1(ó)zp+l—h’l)
k‘=1i=1 j=0

tiende a 0 cuando T —>oo.

Por lo tanto

T

(6.2.16) —2-1 z qo'(U¡+ ¿ hT_¡)(hT,,)° 34 —d2/2
‘=[7’l/O]

Finalmente, como

T

logLT’¿(U,z¡,...,z,) = logqfiUTIzl, ...,z¡,) - z logf(U¡)
1=[T1/!1

T T

=- Z mmm-2" Z so'(U«+¿hT.t)(hT.«>“
uuu/v] t=[T‘/']

c.s., cuando T —>oo de (6.2.13) y (6.2.16) se puede concluir que log LTÓ(U,21,...,zP)
es asintoticamente normal con media —d2/2 y varianza d'z. Esto prueba que las densidades

q}(.|z1,...,z,) son contiguas a las densidades pq- para todo z;,...,zp. Sean PT y QT
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las medidas de probabilidad asociadas con las densidades pT y qT respectivamente. Consi

dérese una sucesión de Borelianos AT e RT'P tales que PT(.-1T) —>0. De la. contiguidad

de q}(.|z1,...,zp) a pT tenemos que QT(AT|z¡,...,z,) —,0 para todo z¡,...,z,. Luego u

sando Teorema. de convergencia dominada se tiene que QT(AT) —>0. Esto prueba que las

densidades qT son contiguas a las densidades pq»en el caso AR(p).

Caso MAMI. En este caso p = 0 y db= 0 permite trabajar con 0 en vez de A

Sea ET(u|uq, . . . ,u1_q) la función de densidad de probabilidad conjunta de UT(0) dado

que las variables U0, . . . ,U1_q permanecen fijas en los valores 110,.. . ,u¡_q.

Se utilizará. un procedimiento análogo al realizado en el caso AR(p) y se comenzará de

mostrando que las densidades ïT(.lu0, . . . ,u¡_q) son contiguas a las densidades pT para todo

uo,...,u¡_, fijo.

Sea el cociente de verosimilitud dado por

Er(uluo,---,u:—q)/Pr(u) sipr(u)>0

ir,o<u,uo,...,u1-,) = 1 sim-(II)= ÍT(‘1on.---.U1-q)= o
0 sipT(u)=O<ïT(u|uo,...,u1_q).

Sean

y min{q,l}
(6.2.17) 4,090,A,) = z A2,,-t,-,-(ao).

¡:1

Y

fi m N

(6.2.18) ¿2 = 091m z ¿{(90,A2)
I=1

Se verá que log ET 0(u, uo, . . . ,u1_q) es asintoticamente normal con media —(ïz/2y varianza.
33.

Sea

q-l
hT,t(U1(9),---,Ut-1(9),Uo,. --,U1-q;oo,A2) = z 61.j(90)U—¡

j:0
i-l

_ 11-1”z ¿(00,Aaa-¡(0),
(:1
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si1<t5T.
Del Lema (6.2.2) se tiene que

U1: Ut“) +ET,1(U1(0)» - - - .Ut—1(9),Uo, - - -1U1—q¡00¡A-2)

Es inmediato ver que el Jacobiano de la. transformación de (U[Tua],...,UT) en

(U[T1/B](a),.. es1. Por10tanto

T

7fi=(uluo,.-.,u1-q)= H mu+hr.i(u1,...,ui-1,uo,...,u1-q,oo,Aa).
t=[T‘/'1

¡7,1 = zT,í(Ul) °- - yU'Í-li uOI' ' °iul-1100)A9)1

luego,
T

5T(UT|uo,...,u¡_,)=H ¡(muuy
1=[t|/P]

Igual que en el caso AR(p), utilizando un desarrollo de Taylor se obtiene

T

logET(UT|uo,...,u¡_,)= 2 logf(U¡)
:[TI/v]

(6.2.19)
T N T N _'

— E 4p(U¡)hT,¡—2"l z <p'(U¡+th,¡)(hT_¡)2 c.s., cuando T -> oo
mui/v] t=[T‘/']

donde a:= ¿(UT,oo,A2) e [0,11.

El término de primer orden de (6.2.19) se puede escribir como

T T' q-l

- z ‘P(Uf)hT,í= - z ‘P(Ut)z ct,¡'(9o)‘“-j
t=[T\/°] I=[T‘/°] j=0

T 1-1 H

(6.2.20) —T-1/2 z “voz dl(00,A2)Ut-l
1=[T‘/'] (:1
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y luego la esperanza del valor absoluto del primer sumando de (6.2.20) se acota por

T 9-1

Ea Z «cami: Ct.j(90)"-j|)
¡471/91 ¡:0

q-l oo

(6.2.21) S KbrTU’]_qu‘p(Up+l)lz Iu-ji z bt
'=O ¡:0

Como 0 < b < 1 y E(|<p(U,+1)|) < oo resulta que (6.2.21) tiende a cero cuando T —>oo.

Realizando en este caso una. descomposición análoga a. la de (6.2.12) para. el caso AR( p),

se tiene que el segundo sumando de (6.2.20)

T 1-1

(6.2.22) —T‘1” z <p(U¡)zd¡(00,Ag)U¡_¡3N(o,d2).
1=[Tl/l'] 1:1

Por lo tanto de (6.2.20), (6.2.21) y (6.2.22) resulta

T

(6.2.23) — z p(U,)ZT,,3N(o,J*).
1=[T1/"]

Considérese ahora. el término de segundo orden de (6.2.19).

En forma. análoga a (6.2.14) se tiene

T T

(6.2.24) —2-l z so'(U¡+ ¿Moon-,1)? = -2‘1 z so'(U:)(hT,:)2+ 02»
unn/v] ¡:[Tm]

donde 02 1» 0 cuando T —>oo.
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De la expresión de hn se obtiene inmediatamente que

T y T q-l
-2_1 z ‘P'(Ut)(hï'.r)r“’=-2_l z ‘PI(Uf)[ch.i(90)u—j]2

mui/a] í:[T|/3] ¡":0

T q-I 1-1 N
+T‘1” Z «VG/¡MXaduana-xxdl<oo,A2)Ut-«)1

t=[T'/°1 ¡:0 ¡:1

T 1-1 y

(6-2-25) ‘(2T)-1 z ‘PI(Ut)[ z dl(00»A2)Uí—l]2
¿[TI/G] l=To+l

T To N f-l N

—(T)" Z) so'(Ut)[(zdl(0mA2)Ut—l)( Z di(90,A2)Ut-l')]
í=[T1/l'] l=l l’=To+1

T To

-(2T)-1 z so'(Ut)[ZjZ,(oo,Ag)Ut-¡1’.
¡qa-ua] 1:1

Llamando
To y

¡iio= «21m: ¿(00.112)
l=1

se tiene para el último sumando de (6.2.25)

T To N

-(2T)*' 2 «#medz(eo,An)U1_¡(o)12
í=[T‘/.] [:1

(6.2.26) L 43.3.0/2 cuando T -> oo.

Ademaá

(6.2.27) 23.0 -> db cuando To —>oo

Los restantes sumandos de (6.2.25) tienden en probabilidad a 0 cuando T -> oo.

Por lo tanto, como

(6.2.28)

logíT,a(uo,uo,.. . ,u¡_,) = logífluluo,.. .,u¡-q)- Z:
uuu/v]

c.s., cuando T —+oo,
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de (6.2.19), (6.2.23) (6.2.26) y (6.2.27) resulta que log ÏJT¿(um U0,. . . ,u1_.,) es asintotica

mente normal con media —Ï"/2 y varianza 32.

Esto concluye la demostración para el caso MA(q).

Caso ARMA

Sea áT(u|zl,...,zp,u,, . . . , 'u,+¡_q) la función de densidad de probabilidad condicional

conjunta de UTM) dado que (Z1, . . . , Z,, UP, . . . , Up+¡_q) permanece fijo en el valor (21, . . .,

2,, up, . . . , u,+1_q).

De manera anaioga a lo realizado en los casos AR(p) y MA(q), se demostrará que las

densidades cïT(.|zl,...,z,,u,,..., u,+¡_q) son contiguas a las densidades pT para todo

(21,”.,z,,u¡,,...,u,+¡_q) fijo.

Considérese el cociente de verosimilitud dado por

ÍIT'A(u,zl,...,z,,u,,...,u,+¡_,)

áT(u|z¡,...,z,,u,,...,u,+¡_q)/pT(u) sipT(u)> 0

= 1 sipvr(n)=dT(u|zl,...,z,,u,,...,u,+¡_,)=0

0 sipT(u)=Ó<éJ-(ulzl,...,z¡,,u,,...,u,+¡_q).
Sea

(6.2.29) Ji(ó,ao,A) = dio, A1)—¿(0042),

donde d¡(ó, A1) y ¿(00,Ag) están definidos en (6.2.10) y (6.2.17) respectivamente.

Sea

(6.2.30) J” = 021m z di(óo,00,A).
¡:1

Se demostrará que log LT A(u, z], . . . ,z,,u¡,, . . . , u,+,_q) es asintoticamente normal con me

dia —d2/2y varianza

Sea para. t = p + 1

LT,,(U,+,(A), . . . ,U,_-¡(,\), z], . . . , z,,U,, . . . ,U,,+1_,,4», ao, A)

9-1 P

= Ct-p_¡(9o)Up—j+ T’m z Ant-1:21:
¡:0 h=t —p
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yparatodop+2gt5T
hT.í(Up+l(A))' ' 'lLrí-1(A)1Z1}' ' 'IZP)LrP)' ' ' ;Up+1-q¡Ó,00,

1q

í Z cí-pu'(00)Up-ij=0
¡-1 mm{p,i-j} m¡n{9:Ï-Í}

+T’1/2 z U¡(I\)( z A1..St-j-¡(Ó)- z A2,.tt—¡—¡(ao))
j=p+1 ¡:1 ¿:1

1-2 min{p,t-j—1} min{q+i,í—k—1+i}

+T-l z U,-(A) 2 A“ Z: Au-.
j=p+l 1:1 E=i+1
(-E

= 4 x Z: sr(4s)n_h—r(ao)
r=0

p min{p,t-p—l} min{t—p-l—i,k—¡}

+T_1/zzzk( z Am z Óp—k+1+j
k=1 ¡:1 j=0

í-p-l-i-H'

x z Jt-p-l-i+i-r(4*)tr(90)
r=0

min{L-l,í-p—2}
_ p

k + 12-; A1.p-l=+1+jtt—p—1—¡(00)) + ¡[o'oo)(2p —t) IFE“, Z1:A1,1—k

Del Lema (6.2.2) se tiene que para p + 2 S t 5 T

Uí = mu) + hT_,(U,+,(A), . . . , U¡_¡(A), z], . . . , z,,U,, . . . , U,+1_,, 43,00,A)

Es inmediato ver que el Jacobiano de la. transformación de (U[T¡/o],...,UT) en

(U[T¡/e](9),. . . , UT es 1. Por lo tanto

óflulzh...,z,,u,,...,u,+¡_,)
T

= II +ÁT,f(up+1)--'¡ui-llet'“)zp)up1'"3up+l—q)Ó)00)A))'
t=[T‘/°]

BT” = ÁT’1(UP+1,. . . ,U1_1, 21, . . ., ,. . . , up+1_q,Ó,00,

luego
T

¿T(UT|z1-,.. .,z,,u,,, . . . , u,+¡_.,,4s,ao,A) = H ¡((1, + 7m).
mui/v]
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Igual que en el caso AR(p), utilizando un desarrollo de Taylor se obtiene

T

logq’T(Uleh"‘)zp)up,"'iup+1—q)á1001A))=z log
í:[T‘/’]

(6.2.31)
T T

_ z (p(U¡)’tT’¡—2'1 Z: <p'(U¡+ {7273064302 c.s., cuando T —>oo
f=[Tl/’] í:[T‘/°]

dondeí = ¿(Unam A) e [0,11.

El término de primer orden de (6.2.31) se' puede escribir como

T T 9-1

- z ‘P(Ut)ÏFT,t= - z W(Ut)zci-p,j(00)“P-i
í=[T‘/’] í=[T‘/'] ¡:0

T í-p-l
4-"? z so(U:)z: Ji(q>.ao,A)U.-i

1471/3] ¡:1
T {-2 min{p,I-j—1} min{q+i,l—k—l+i} b

‘Td Z: 90(Ut)Z: Uj z A1.." z A2,h-¡zsr(Ó)31—h-r(ao)
f=[T1/F] j=p+1 ¡:1 k=i+l r=0

(6.2.32)
T p min{p,í-p-l} min{t-p-1-i,b-i}

-T-1/2 2 ‘P(U1)zzb( z Am z Óp—k+1+j
¡=[Tl/01 b:1 ¡:1 j=0

f-p-1—i+i

x z 51-p-1—i—j(Ó)tr(0o)
r=0

min{k—1,f—p} P

+ z A1,p-k+1+jtt-p—1-i(90))+I[0.oo)(2P-t)z HAM-Ic
j=0 E=í—p

Acotando la; esperanza de forma. análoga. a. lo realizado en (6.2.21) para. el caso 1MA(q) se

obtiene que el primer sumando de (6.2.32)

T 4-1

(6.2.33) — z sp(U1)z c:-,,,'(90)Up—¡
¡=[T1/e] j=0

tiende en probabilidad a. 0 cuando T —>oo.
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También en forma similar al caso AR(p) se obtiene que el segundo sumando de (6.2.32)

T f-p-l
(6.12.34) _'.I’-¡/2 z MU.) z J.(4,90,A)U,_,, BN(O,J¡)

uuu/e] h=1

Del hecho que

EUUíl) = E(|Up+1|) < 0°,

E(l‘P(U1)|) = E(|<P(Up+1)l) < 0°,

|t,—(00)|5 Kb‘, ó = ¿o + T‘V’Al está. en un compacto C para todo A, fijo y por

lo tanto supóec |3,-(4>)|5 KH, resulta. que los restantes sumandos de (6.2.32) tienden en
probabilidad a 0 cuando T —>oo.

Por lo tanto se tiene que

T

— Z: <p(Ug)Ï¡7-,¡Bmw”)
gun/v]

En forma análoga a. (6.2.14) resulta que

T T

(6.2.36) —2-l z WI(UI+€XT,I)(BT,1)2=_2-l Z: 90'(Ut)(ÉT,1)2+03»
i=[T¡/’] ¡=[Ti/a]

donde 03 1» 0 cuando T —>oo. De la. expresión de ¡rm , se obtiene facilmente que

TT

"2-1 W'(Ut)(hT,t)2=-(2T)-1z WW!)
i=[T‘/'] «471/61

To

(6.2.37) x [z ¿(45, ao,A)U¡_¡]’ + 0..
¡:1

donde 04 3+ 0 cuando T -> oo.

La. demostración se concluye como en el caso AR(p) a.partir de (6.2.15). |
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PROPOSICIÓN6.2.3. Supóngase que las suposiciones A, B(i), B(ii), B(iii) y B(viii) se satis

facen. Sea A e 32"” y A = Ao+ T'l/QA entonces

T"°<WT(RT(A),4>,0)—W;<UT<A),«»,0))i» o. T —»oo.

DEMOSTRACIÓN:Sea 1 5 j 5 p,

Tl’QIWMRrrO),4,0) —Www), as,en
[T'l']—1t-i-r-|1 Ro) 34-5-00

STI/4mm?“ l; “MAG-tw1)J°(T-PJ+1)I
1 [:r‘l']—1t—j—p—1

¿ri/“Im z z s}.(4»).¡1(F(U1(z\)))J2(F(Ut-h-¡(I‘mlí=p+1+j 5:0
T í-j-p-l

1 R¡(Á) R¡_h_¡(;\)(6.2.38) +Tll2— z : z : “(40.11——— J2 —
lT-p-J‘=[TU!] to (T—p+1) (T—p+1)

1-j-p-lT

__1__J._ z z 3,.(m<F<Ut<x)>)J2(F<Ut-h-j(xml.T _p uuu/v] h=o

Se acotará ahora. el primer sumando de (6.2.38)

T1]?ïjïz[TQ-lt-Ï-13h(Ó)JI(M)J2(M)I=p+l+j ha T—p+1 T—p+1
1/, __._ _l [T1/o]_1

¿rm [T 1 ' ' RM) 1/2(6.2.39) 5 ——-. z Ish(Ó)| z J? —
T-p-J [3:0 [í=p+1+h+j(T-p+1)]

[T‘/’]-1
Hub-¡(3) 1/2x z .122——

“FHM” (T —p+ 1

De la hipótesis B(ii) resulta. para i = 1, 2

J” .- 1/4-5———- <I\ T- +1 .
p+1)|_ ( p )(6.2.40) IJ.'2(T _maxISIST-r
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Luego de (6.1.1), (6.2.39) y (6.2.40) resulta que para todo "A- Ao" 5 Ao/x/Ï

[T‘/']—11-j-p-1
l 1 R (A) Rf—h—'(z\)

T1 giT-P-J'ÉPZFEH ¿2:208h(Ó)JI(T—‘p+1)J2(T—p’-l-1)l

TV3 _ oc

(6.2.41) S _p+1)1/45bzbh:0
7/3S _,oT-p-J

cuando T —>oo.

Para acotar el segundo sumando de (6.2.38) se procede de la. siguiente manera. Por el

Lema 3.4 (ii) de Bustos, Fï'aiman y Yohai (1984), existe eo tal que

[TI/'l-H-j-P-l
11' ___ U A F U_ _' A

Tálmoo",\_ïfi;s,o[TI/s]_p_jí=Pz+l+j ¿0: 3h(Ó)J1(F( t( )))J2( ( 1 b 1( )))

(6-2-42) ‘E(Jl(F(Uí°°(A)))J2(F(Ut°3h-j(AD) = 0

Además

(6-2-43) sup IE(J1(F(Uf°(Á)))12(F(U1°Íh-¡(l)))| < oo
¡IA-Aous-o

Luego de (6.2.42) y (6.2.43) se tiene que

[T"’1—1í-i-r l

TV2——L—1 z: 2:.nWMMFGMMDbUWM-hKMDIT_p-J í=p+l+j 5:0
(6.2.44)

<T”%W“fl—p—h, EJIFU,“A JFU:3_¡A cob"T_p_J “Airis” ( (( ()))2(( la (mi;
—>0 cuando T —>oo

Finalmente del Corolario 6.2.1, de la Proposicion 6.2.2 y de la. definición de contigüidad
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resulta
T í-j-p-l

I 1I2_1_ ___Rv(*>,, Mi
T |T-p-ji=[Tm] ¿:0 8h(Ó)J1(T—p+1)J'(T—p+1)

(6.2.45) T ‘ _ 1_,_,_

— z a.(w.(F(U.(A)))J2(F(U._h-¡(xml
i=[T‘/°] h=o

1'->0 cuando T —>oo.

Para. 1 Sj 5 p, la.proposición resulta. de (6.2.38), (6.2.41) y (6.2.45).

La demostraciónpara. p + l gj S p+ q es idéntica. |

LEMA6.2.3. Supóngase que las suposiciones A, B(i) B(ii),B(iii) y B(viii) se satisfacen. Sean

A = (A1, A2) e 32"”, e = (chez) e RP“ y Ao > 0. Notemos por - la.norma Euclídea.

usual. Entonces, si

SUP llT""WT(Ra»(Ao+ T-WA), ¿o+ rumba. + T-Ilug)
IIAllsAoJlelIsco

(6.2.46)

—TI/ZWMRTÜO+ T-Wm + nm + T-1/’(A1+ n), 90+ T-1’2(A2+ en)" 1» o,

Y

su ||T‘/’W;.(UT(,\0 + T’l/QA), 43°+ T'1/°A¡,00 + T'l/QAg)
"AHSAMII‘IISI’o

(6.2.47)

—T1”W;»(UT(A0+T'1”(A+‘)).óo +T-1’°<A1+n),oo +T-1“(A2 “mu 1» o,

cuando T —>oo y eo —>0, también vale

(6.2.48) sup "TI/2(WT(RT(Ó)y 4.0) —WHUTM), Ó,9))" L 0
IIAIISAO

DEMOSTRACIÓN:De (6.2.46) y (6.2.47) se obtiene que dado 6 > 0 existen eo y T1 tales que,

si T > T1 entonces

P( sup IITI’QWflRa-(z‘o+ WWA + e», eso+ T‘1’2(A1 + el), oo + ¿Fl/“(A2 + 22))

—Tl/ZWT(RT(AO+ T‘ll’A), 4.0+ T‘1/2A¡, 00+ T‘1/2A2)||>ó/4)g 5/4
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P( sup IIT""’W5»(UT(Ao+ T“”(A + 6)), 460+ T“’2(A1 + el), 90 + 'T‘1”(A2 + 22))
C <2

¡[421400

—T1/2W;(Ur(io + T‘1’2A),4so+T-1/2Ahao +T‘1’2A2)“ > 6/4) s 6/4

Sea A = {A / 5 Ao}. Considérese un cubrimiento finito de A por k bolas de radio eo

y centros a1, . ..,a¿, que se denota B(a¡,eo), V1 Sj 5 k.

Por la Proposición 6.2.3 existe T2 tal que si T > T2 entonces

P(T‘/2||WT(Rq-(Ao+ T-1/2a¡), ¿o + T'1/2a1‘¡,00 + CIM/2%)

- WHUTOO + T‘1’2aj), Óo+ T_1/2a1.j,00 + T‘1’2a2,,-)|| > 6/2) s 6/2k, 1 51' 5 k

Además

P( "¡la IIT‘/’(WT(R4—(A),4.0) - WMUTO). «s,0))" s ó)_ o

= P max sup IIT"*(WT(R4<A),M) —WMUTm, M)" s ó)
ISJSkAEB(A¡',I’o)

Z 1 —P “La-X SUP "TI/2WT (R000 + Ibi/ZA), Óo+ T_l/2A1,00 + T—1/2A2)
1515* Aes(._.,.o)

—T‘/2WT(RT(,\0 + T-Wal), 4.o+ T-1/2a1,,-,ao + CPI/9%)" > 5/4

U ( max sup IITI’QWHUM/‘o+ T‘1/2A),4o + T-1/2A1,oo + 114/2112)
1515* AEB(nj,to)

—TIIQWHUTQO + T-I/Qal), ¿o + T'1/2a¡,¡,00 + T-1/2a,_,-)|| > 5/4)

U ( max sup
1515* AEB(l,‘,to)

- WHUTÜO+ T-I/gaj)»Óo+ I'd/"¡Lima + ¿Pd/23%)" > 6/2)]

T1/3¡|WT(m(Ao + T‘1/2a¡),óo + T'l/2a1,,-,90 + T-1/9a,,,-)

Pero, dado ó > 0 , existen eo y T1 tales que, si T > T1 entonces

P( max sup ||T1/2WT(RT(A0+ T‘l/QA), 430+ T'1/2A¡,00 + T’V’Ag)
1515* AEB(A,‘,to)

-T‘/=’WT(R«(AO+ "ri/“alma + T_1/231.j,00+ T'1’2a2.¡)ll > 6/4)

S P( max suP "TI/zwflR-TÜO + T-IIQA),Ó0 + T-1/2A1; 90+ T_l/2A2)
1513* AEB(Q,‘,to)

IIAIISAOJICIISEO

—T"2WT(RT(Ao + T-‘l‘ïA +e)), 450+T-1’2(A1 + como + T-1/°(A2 + 22))" > 6/4)

5 6/4.
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Analogamente, dado ó > 0 , existen eo y T1 tales que, si T > T1 entonces

P( max sup IIT1’2W%(UT(A0+T-1’2A), 450+T-1/2A1.a0 +T-1/2A2)
1515i9.539,”)

—Tl/QWHUTOO + T“1/2a¡), ¿o + ¿rd/2.11.” oo+ T-1/2a2‘j)u> 5/4) 5 5/4.

Ademas' existe T3 tal que si T > T3 entonces

P( max sup T"2IIWT(Ra(Ao + T""-’a,-), Óo+ T-1”a1,,-, oo+ T'1’2a2,,-)
1515*Aes(.,,.o)

- WE-(UTÜO+ T'maj), Óo+ T'1/2&1.j»90+ T_1/232,i)ll > 5/3)

= P(Ú T"°qu-(Ra-(Ao + I’d/2a,), do+ T-1’2a1,,-,ao+ T-"°a2,,-)
¡:1

—W;(UT(,\0 + T-Waj), ¿o + T’1/2a¡,¡, ao + T‘1/2a3_¡)|| > 6/2)

5 6/2.

Luego, para. todo ó > 0 3 T1 ,Tg tales que si T > max{T¡,T2} entonces

MME“ IIT1’2(WT(Ra-(A),4>,a) - WMUTO), 4,49))" s ó) 2 1 —ó.

Esto completa la.demostracion del lema. I

PROPOSICIÓN6.2.4. Supóngase que (Z1, . . . , ZT) es un proceso AR(p) estacionario y ergó

dico y que las suposiciones A y B se satisfacen. Sea,A e RP y Ao > 0 y Ó = ¿o + T’1/2A.

Denótese por . Ia norma.Euclidea usual. Luego

(i) SUPHAung IIT1”(Wa-(RT(4»),4>,0>— W5=(Ur(ó), 4, 0))" 1» o, cuando T —»oo.

(ü) Existe una.sucesión de estimadores 3T tales que T1/2(3T —óo) es acotado en probabilidad

Y

TI/QWT(Rq(31-),;T,O) 1» 0, cuando T -> oo.

DEMOSTRACIÓN:Por el Lema. 6.2.3 para. probar es suficiente probar

IITI’QWflR/rwo + T-1/2A1),oso+ T-V’AI, o)sup
IIAIISAosllellsto

(6.2.49)

- T‘/°WT(Rz-(óo+T-1/2(A1+ como +T-1/2(A1+ emo)" 34 0.
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cum "TI/QW;( IT'“r ll‘ " 1\
IIAIISAoJICIISto

(6.2.50)

—Tl/ZW}(UT(ÓO + T_1/2(A1 + 81)), Óo+ T_l/2(A1 + ‘1)v0)|| L 0 ’

cuando T —>oo y Eo —' 0

Para simplificar la.notación, en lo que sigue se reemplazará A] y :1 por A y t.

Primero se mostrará que vale (6.2.49).

Para. 1 Sj Sp sean

T-j-p-l T
51.1”(T,A23) = Tl/2(T -Í - P)-1 2 l8h(Óo+ T'1/2(A + c))|

h=0 Z:i=P+1+h+i
R- _- +T'1/2A+e R +T‘1/2A+e R +T'1/2A

IJ2( ‘” M; ( )))llJ1( 4% ( )))-J1(—‘-“’—°————)),—p+1 T—p+1 T—p+1

T-i-r-l T
Sa,¡(T,A,e)=T"2(T-j-p)-1 Z Ish(Óo+T"’2(A+t))| 2

h=0 t=p+1+h+j

+ T‘WA
)

Rr-h-¡(Óo+ T"/'-’(A + e)) _ ¿440% + T-1/2A)
T’P'“ mm T-p+1 ) M T-p+1 I

y
T-i-r-l

Sa,¡(T,A,e) = T"’(T—J’ -p)“ 2 ¡“(460+ T“/2A) —“(4.0 + T‘1/2(A + e))|
¡3:0

XT: ¡MEM “rd/2A)
RFI“. ó +T-1/2A)

T_ +1 )l|J2( ’( °=p+l+h+i p T—p+1

Luego

IT1’2WT,¡(RT(<60+ T-WA), Óo+ I‘d/mo)

- T1,2WT,¡'(R’I’(Ó0+ T-1/2(A + 3)), 4.o+ T‘1/2(A + e), 0)|
(6.2.51)

S Sad-(T,AJ) + 52,j(T.Am) + 53,j(T,AJ).
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Dado X e 32" y 1: E R se notará. por F}.(X,.1:) a. la. función de distribución empírica

determinada. por X es decir

h _

Fh(X.17)= —__—z'=1¡(hX'S I)

donde I(B) denota la.función indicadora. del suceso B. Como

T-r
R440 + T'I’QA) = Z ¡(Up+.(óo+ T-WA) s U1(4’o+ T‘1/’A))

¡:1

es inmediato que

(6-2-52) M490+ T-I’QA) = (T —P)Fr—p(UT(óo+ T‘WA), Wo + T-WA».

De (6.2.52) juntamente con la.hipótesis B(vii) se tiene que

R440 +T'1/’(A+e) R¡(4>0+T-1/2A
w Lp“ )—Jl( ¿KPH )I

s %%IFT-,(UT(% +T-"°(A +e»,wo +T-‘WA+e»
(6.2.53)

- FT-p(UT(¿o + T-I/QA): U1(Óo+ T-IIQA)”

Por lo tanto, aplicando la desigualdad de Schwartz y (6.2.53) a. SM (T, AJ) se tiene

T-j-p-l
S:,¡(T,A,e)s(T(T-p))"’(T-j-p)“ Z) Isn(óo+T"’2(A+€))|

h=0

T . —1/2

><[ ZZ ¡Jam-“Mg.” 1(A+e)))l2/(T-p)]1/2K(T—p)"2(T—p+1)"
í=p+1+k+i _p+

T

x [ z ((T - P)1/2|FT—p(UT(Óo+ T-‘WA + e», me + T-‘WA + e»
f=r+l+h+j

—Fr-p(UT(óo + T-mA), two + T-1/2A))I)2]"2 ,

Pero
T-p j 1
ZÍ-Ï2(m)]2/(T "107:;o j; 12(u)du=K < co.j=l
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Como además la sucesión («to+ T'1/’(A + 6)) está en un compacto para ||A|| 5 Ao y

g eo , de (6.1.1)resulta que

sup ISMÓO+ T'1/2(A + 5 Kbh
llAIISAth'IIS'o

con 22:0 bh < oo.

Luego

sl,,-(T,AM) s KT1’2(T -Í —p)“
(6.2.54)

T

x [ Z [(T—P)1/2IFT-P(UT(Ó0+ T-"2(A + e», Um + T'I’RA + e»)
t=p+1+b+j

—FT-,(UT<40+ T-‘I’Amwo + T-V’A))n“] 1"

Sean

01(T,A,e)=(T - p)1”IFT-,(UT(4so+ T-WA + e», Um, + T-‘WA + e)»

- FT-,(UT(40),two + T-‘WA + e»)!

(T - p)‘“IFT-,(UT(4>o+ T-ll’A), Um + T-"°A))

—FT-,(UT(40),Um + T“”A))I

02m Am) =(T —p)1’°IFT-,(UT(óo),two + T-WA + e»)
p

- FT-p(UT(Óo);Ut(Óo+ T-IIZA» - 71-1]?Z: Eizt—if(Ut-¡(4’o))l
¡:1

03(60)=€o Z: ¡zi-¡Í(Ut(Óo))|
¡:1

04(T,Ao) = su];t (T —p)1/°IFT—p(UT(eso+ T-"°A),x) —IPT-Amon), w)!
IIAIlsAo

Es fácil ver que

(6.2.55) sup 01(T, A,e) 5 04(T, Ao + eo) + 04(T, A0)
1 ¡(T

IIAIISJÏoÏÍICIISto
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Además por el Teorema. 2 de la. Sección 1 de Koul(1989) se tiene que

(6.2.56) 0401,10 + eo) L 0 y 04(T, .40) l. o

cuando T -+ oo.

Por otro lado, usando la fórmula 5 de Koul( pag 18,1989), se tiene

12‘51»(T - p)1/2¡FT-9(UT(Ó0),Ut(Óo+ rw.»
"HIS-Ao

p

“ ¡"T-“UTM, ’Wo + T’1’2A))—'T"” Z A¡Z¡—¡Í(Ut—¡(4’o))lL o
¡:1

suBT (T —p)1/2¡FT_,(UT(¿O), (¿(4,0 + T-1/2(A + e)»Is
IIAIISAOÏI‘IIS'O

P

- FT_,(UT(460),two + T-WA» —T-‘l’ Zu.- + =¡)Z:_.-f(U:—¡(óo))|1»o
¡:1

cuando T —>oo.

Sea.

(6.2.57) 05(T, Ao,eo) = sup 02(T, AJ)

IIAIISlÏooÏl‘IIS'o

entonces

(6.2.58) 05(T, Ao, eo) 1» 0 cuando T —>oo

. Luego de (6.2.54), (6.2.55) y (6.2.57) se obtiene

( sup S1,j(T)A,e) > ó) g P(KT1/2(T —j _ p)-1
"AIISAMH‘IISCO

(6.2.59)

x [ z WT, A° + 8°) + 04(T»Ao) + os(T, 140,50)+ 0:1(Eo)]2]1/2> ó)
f=r+1+b+j
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De (6.2.56) y (6.2.58) resulta,

T

P((KT1/2(T —j _ p)-1)2 z («(11110+ eo)
t=p+1+h+j

(6.2.60) + 0401.40) + 05a: Ao,son? > 52/3) 1. o

cuando T —>oo.

Del hecho que E(|Z¡_.-|) S K < oo y que E(|f(U,)| = [:0 f2(u) du < oo resulta.

sopK
(6.2.61) _ W.

De (6.2.56) y (6.2.61) resulta. que

T

P(2(KT‘/2(T -j —p)-1)’ z (04(T,Ao+ eo) + 04(T,Ao)
f=p+1+h+j

(6.2.62) 05(T, Ao, 60))o3(60) > 62/3) l» o

cuando T -+ oo.

Del hecho que E(|Z¡_.-|’) 5 K < oo y que E(|f2(U¡)| = f3; f3(u) du < oo resulta,

P(03(eo)> 63/3)5 Mi)
¿2/3

< eng
- ¿sz/3‘

Luego

T

(6.2.63) P((KT‘/’(T —j —p)'1)2 z og(eo)> 62/3) .9 o
t=p+1+h+j

cu'ando T —>oo. Por lo tanto de (6.2.54), (6.2.59), (6.2.60), (6.2.62) y (6.2.63) resulta

(6.2.64) S¡,¡(T,A,e) L, 0, cuando T —>oo, eo —>0.sup
IIAllsáo’llflIS‘o
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Sea

T-j-p-l T
52.j(T,A.e)=T"’(T—j—p)-‘ Z; Ish(4o+T-‘/?(A+e)>l Z)

h=0 f=p+1+h+j

R, +T-1/2A R- -I +cz"-1/2A R _ _- T-1/2AIJ1(—————("°))IIJ2(‘ " '(‘° ( +‘”)-Jz(———‘" “4’” )I.T—p+1 T—p+1 T—p+1

De (6.2.53) junto con la. hipótesis B(vii) se tiene que

Rt-h-¡(Óo+T’1’2(A+‘) Rt-h-¡(Óo+T'1’2A
W T-p+1 )’J2( T—p+1 )'

5 gfilFT-ÁUTM + T“"’(A + 6)),Ut-h-i(Óo+ T“/°(A + s)))
(6.2.65)

—FT-,(UT(460+ T-WA), U1-h-j(Óo + T“’2A))I

Por lo tanto, aplicando la.desigualdad de Schwartz y (6.2.65) a. Sgd'(T, A, e) se tiene

T-p . l

sad-(nm) s (T—p+ 1)-‘(T—p)K[z[11<—¿—)12/(T - m] nT—p+1
T-j-p-l

x T"2(T—j —p)-‘ Z ¡amo +T-1'2(A+c>)¡
h=0

(6.2.66)
T

x [ z [(T- P)"’|FT-p(UT(Óo+ T-WA + e». Ut-á-¡(Óo+ T-ll’m + e)»
í=r+1+h+j

—FT—,(UT(40+ T-"“A),U1-»-,-(wo + T-“zAnnfl "2

De (6.2.66) se obtiene inmediatamente una expresión similar a. (6.2.54 Por lo tanto

procediendo de igual manera que para. S¡,¡(T, A, c) resulta

(6.2.67) sup Sad (T, A,e) 1» 0, cuando T —>oo, eo -> 0 .
IIAIISAOJIGIIS'o

Sea.

T-j-p-l
semanas) = url/“(T-j - prl z ¡“(+0+ T-WA) —smc + T-Wm +em

h=0
T +T‘1/2A

x z ¡J.(R«——<°;e_p+1>
R1_h—¡(Óo+ T-1/2A)J

MIA T_p+1t=p+1+h+j
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Aplicando la desigualdad de Schwartz y (6.1.2) a 53,1(T,A,€) se tiene, si T 2 2p + 1

oo T-p . le

Sad-(TA, t) sua + 1)KeoZ bh[Z[J1(T—_JpT)12/(T —20)]1h:0 j=l

T" j 1/2
x [;[J2(m)lz/(T - 10)]

sup Sa'¡(T,A,:) L) 0, cuando T -> oo, eo —>0.
IIAIISAo'IICIIS'o

Finalmente, (6.2.49) resulta. de (6.2.51), (6.2.64), (6.2.67) y (6.2.68).

Se demostrará ahora (6.2.50).

Sean, para. 1 Sj g p,

T-i-p-l T
5:.¡(T,A,e)= TIP-KT-J' -p)-‘ 2- mm + T-‘WA + e)» z

[3:0 í=p+1+lz+j

|J2(F(U1-h—j(Óo+ T'1’2(A + e))))||J1(1"(U1(4'*o+ T'1’2(A + e))))

- J1(F(Ut(4>o+ T'II’A)))I ,

T-j-p-l T
5;.¡(T,A,c)=T"2(T-j—p>-‘ Z Isn(óo+T"’2(A+t))| Z

[3:0 í=p+1+h+j

IJ1(F(U1(%+ T’l”A)))IIJ2(F(U(:-a—¡(«to+ T*"2(A + a)»

—J2(F(Ut—h—j(Óo+ T"’°A)))I

y
T-j-p-l

53,¡(T,A,€) = T1/2(T-.1'-p)'l z I8h(Óo+ T‘1/2A) —3,,(¿0+ T-1/2(A + ¿»I
h=0

T

x z |J1(F(U¡(óo+T-IIZA)))||J2(F(U,_h_¡(¿o + T-1/2A)))¡_
í=p+1+h+i
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Luego

¡TI/2wi,j(UT(Óo + T-WA), ¿o + T‘1’2A,0)

- T1’2W%.¡(Ur(óo+ T“"’(A + 2)),Óo+ T-‘WA + e),0)l
(6.2.69)

S 5?.¡(T»Am) + 55,,-(T,A. e) + s;_,-(T, A,e).

Se acotará. ahora Si]. (T, A, e).

De (6.1.1) resulta.

T

5?,¡(T,A, t) s T"’(T —J’—p)"K Z IJ2(F(U1—h—j(ÓO+ T-1/’(A + .))))|
t=p+1+h+i

x |J1(F(U1('Óo+ T’1/2(A + c)))) —¿(mmm + T-1/°A)))| ,

Del Teorema. del Valor Medio y de la hipótesis B(v) se tiene

IJ1(F(Uí(4>o+ T'1’”(A + e))))-J1(F(Ut(óo + T“”A)))I

s KIUMO+ T-‘/’(A + e» —Um + T‘1’2A)I.

Por lo tanto

IJ1(F(U1(óo+ WWA + t))))-J1(F(Ut(4*o+ T-V’Aw
P

s KT-Wz Ita-zi-»
¡:1

De la.hipótesis B(iv) se tiene

|J2(F(Ut-h-j(Óo + T'1/2(A + e))))l s KIUt—h-j(Óo+ T-l”(A + em

Además

P

¡veis-(eso + T-‘WA + em s T-m z: l(A.-+ e¡)zí-,._,--.-|+ IUMfl-I.
¡:1
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Luego

SUP S;,j(T,A,€)SK(T—p_1)"1¿O Z: (T—1/250
IIAIISMvII‘IISro í=P+1+h+j

P

IZí-IA-j-iZt-ll+ z IUtZt-ll)
1 (:1

M...xÉ
=1l

Entonces

P( sup Sï,j(T,A,e) > ó)g (E(K(T_p_ 0-150 z (TH/,60
IlAllsAoJltllsro f=P+1+h+j

p p p

(6.2.70) Xz lzí-h-j-izf—ll + Z: IU:Z1—li))/ó¡:1 ¡:1 (:1

Como E(]Z1_;._¡_¡Z¡_¡|) 5 K y E(|U¡Z1_¡]) S K se tiene

p p p

E(K(T -p —1)-1eo z (cr-1M;0z 2 ¡z._,._,-_,-z,_¡¡+ z |U,z,_,|) 5 50K.
í=p+1+h+j ¡:1 ¡:1 (:1

Luego de (6.2.70) resulta.

(6.2.71) sup SLI-(T, A,e) —'->0, cuando T —>oo, eo —->0 .
IAISAopl‘ISfo

Analogamente se obtiene

(6.2.72) sup S;’¡(T, A,e) L 0, cuando T —>oo, EO—+0 .
¡AISAOJI‘IS'O

Argumentos similares y (6.1.2) llevan a.

(6.2.73) 5;,¡(T,A,e) L. 0, cuando T —+oo, eo —>0 .sup
IAISAoJ‘IS'o

Finalmente de (6.2.69), (6.2.71), (6.2.72) y (6.2.73) se obtiene (6.2.50). Esto completa la

demostraciónde la.parte

Se demostrará ahora (ii).

De los Teoremas 3.1 y 4.1 de Bustos Fraiman y Yohai (1984) resulta. que existe una sucesión

3T tal que T1/2(3T - 560) está acotada. en probablídad y

T1/2w;(UT(3T),3T, 0) 1+o cuando T _> oo.
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Por lo tanto de se tiene que

TI/QWT(un(¿T),¿¡, 0) 1) 0 cuando T —>co.

esto completa. la.demostración de la.Proposición. I

DEMOSTRACIÓNDEL TEOREMA 4.1: De acuerdo con la. Proposición 6.2.4 se tiene

T1/2W}(UT(37),3T,0) 1» 0, cuando T —>oo.

Luego ¿T satisface el sistema de ecuaciones correspondiente a. los RA-estimadores con

17(u,v) = J1(F(u))J2(F(v)) entonces el teorema resulta de Bustos, Fraiman y Yohai (1984;

Teorema. 4.1). |

7. Apéndice B.

PROPOSICIÓN7.1. Sea J una función ta} que

(7.1.1) |d¡J(u)/du¡| g K(u(1 —u))-Í-1/3+‘, j = 0,1 ,0 < u < 1

para algún ó > 0

entonces

(7.1.2) TlgnwE([J(F(U,+¡))—J(rï*h)]‘) = o

DEMOSTRACIÓN: Sea

AT=E([J(F(Up+1))- ¡(g-1%)”

=E(E([J(F(U(n,+.>)) - J('T—Ï’p—Ï-1)14'RP+1))
T-p ’

=(T —pri g E([J(F(U(¡>))—J<T—_;n>1‘)

En (7.1.1) se considerará el caso en que 0 < 6 5 1/8; si ó > 1/8 la.demostración resulta.

comparativamente más simple. Sea. 61 tal que

(7.1.3) 0 < 61 < ó.
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También sean T1 = [(T —p)5‘] y T2 = T —p —[(T - p)6‘]. Se definen

T1 ‘

147,1=(T - pr“ z E([J(F(Um)) - J<T—_’—p+1>1‘)

T2

AT,2=(T—p>-"°Z E([J(F(Um))-J(—J—)]‘)FTP“ T-p+1

/ T” jA =T_ —7s r. _ ——— 4 .
m ( p) j=g+1E([J(F(L(,))) J(T_p+1)l)

Luego, como

AT = (T —p)"’°(AT.1 + Am + Am)

para. probar (7.1.2) alcanza con demostrar que existe To tal que

¡AT,1|+ IAT,2I+ IAT,3Is K si T > To

De (7.1.1) resulta.

IJ(u)Is K(u(1- url/“‘

Luego, existe T1 tal que, si T > T1 entonces

|J( j )I< K (( j )(1 j ))‘l’w¡SIPsaIJ'C-pT—p+1 — 15???» T—p+1 T-p+1
(7.1.4) g K(T—p+ 1)‘/3-‘.

Sea. ‘I’(y) la. función de distribución de J(F(U¡ )), por lo tanto ‘I”(y) = \II(y) —\I'(—y) es

la.función de distribución de |J(F(U¡ . También de (7.1.1) resulta que si 1 5 k g 4

(7.1.5) f y2k+6d‘I”(y) < oo.o

Luego, para 1 s k 5 4

m“ p'E<J‘(F(Um>))ll+"°*s E( m“_,|1‘(F(U¡))I‘+"“)IgsT- 1<iST

S (T - 19/000 31"(”"""‘)(‘I"(31))7"”’1d‘I"(y)
°° /

s (T -10)(/0 yz"+"al‘1”(y))1a

x (Í (ü'(y)>2<T-P-”damn"?o

s K(T - p)”2 si T > T2 para algún T2,
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esto implica que

(7-1-6) 1{tngo},|1'3'(J"(I*"(U(¡))))|5 [{(T —¡af/(“+0 si T > T2.

Como

T1 . J

lAmls—-(T_ mm 1 E([J(F(U,))—J(T-——_p+ 1>1‘)

5(T-p)‘\-7/8( max lJ(——J—)“I+4 max IJ(J—>3Ilsy'sTi T-p+1 lsjsTi T—p+1
J' 2 2J U- 6 —— 'IE( (F((,))))|+lJ(T_p+1) IE(J (F(U(J))))I

J. .+4 max |J(¡Mi m)?! 1 IE(J3(F(U(¡))))I+ ¡max|E(J‘(F(Um)))|),SÍSTI

de (7.1.4) y (7.1.6) resulta

IAT’II S(T _ p)61—7/3K((T _ p)1/2—46+ 4(T _p)3/3—36+1/(2+6)

+ ¿(T _ p)1/4-26+2/(4+6)+ 4(T __p)1/8-6+3/(6+6)+ (T _ pri/(8+0).

Luego, si T > max{T¡,Tg} resulta IATJI 5 (T —p)"°' con a > 0 y en consecuencia

existe T3 tal que si T > T3 entonces IAT,1| 5 K.

La, cota de A133 se obtiene en forma. idéntica. a. la anterior pues

A <T- ‘1-7/3 EJFU- —J——j—‘
I mu p) “¡gg-¿H (l < < ,)) <T_p+1>1)

Para. obtener la.cota. de |AT,3| se necesitan los siguientes resultados.

Sedefine,para.0<t<s<1

(7-1-7) 9.(t)= {(3-t)/s}'{(1-3+t)/(1-3)}1"

Luego

(7.1.8) sup g,(t) = g,(17)donde 0 < g.(17) < 1 para todo 0 < s < 1,
0<n_<_i

y

(7 19) supooqI9.(s/2)(2/61”)’- 1| __ o
. . n "#0 .
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También, a partir de las expresiones de la.función de distribución y de la.función de densidad

del estadístico de orden i para el caso de N v.a.. uniformes, se tiene

(7.1.10) [o u‘-1(1—uy“ du= u¿(1—uo)N".

Por lo tanto, del Teorema 1 de Hoefi'ding (1963), resulta.

(7.1.11) sup {(7) u° Wu —a)“ du} s [9(¡/N)(t)]NuoSi/N-í

De (7.1.7), (7.1.8) y (7.1.11) resulta.

"o . .

(7.1.12) sup sup / u"1(1—u)N" du}5 [p(e,n)]N,0<c<i/N nosi/N-i ‘ o

donde 0 < p(e,n) < 1 y de (7.1.7), (7.1.9) y (7.1.11)

(7.1.13) sup sup j u¡'l(1 —u)N-¡du}5 [p‘(e)]N‘l,N¡Si_<_Ncu05¡/(2N) 1 o

donde 0 < p’(e) < 1 para. todo e > 0. Además, para. todo k fijo

(7.1.14) me. n>1"/N-* —»o y tp°<e>1"“/N-* —>o.

cuando N —>oo.

"Finalmente, por la. continuidad de J'(u) en el intervalo ¿bierto (0,1), se tiene que para.

todo €>0 yn>_0existe'y<e talque

(7.1.15) sup sup |J'(u + v) —J'(u)| < 17.
(<u<l-c'u|<7

Sean

[(T-PM J.
AT,2,1=(T- p)‘7’° z E([J(F(U(i)))- WWW)

Í=T1 +1

Tz-KT-PM-l .
A,. =<T-p)-7/a E [J(F<U,-))-J(+)r

Tn í=[(Tz-;)e]+1 ( U 71-? +1 )
T2 .

Am =(T’P)'7" ZZ E [J(F(U(¡)))—J(——’ )14.
Í=T2-[(T-p)c] ( T - p + 1 )
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Luego

(7.1.16) A132 = «4731.2+ AT.2,2 + 147.33.

Se considerará. ahora T1 + 1 Sj S [(T - p)e].

Sea.

ul = j/2(T —p)

y sean

Dj,1=ÁulLulu)— (T P)uj—1(1_ u)T-p—jdu
4'11 . _- ' .

Dj,2=/ [Ju)-J(ï1_:-;_+_ï)]4j(Tj P)u¡—1(1_u)qv_,,_Jdu
(7.1.17)

Dm=j“ mu)—«¡Tíïn‘j (T;p)uÍ-1(1-u)T-H' du.

Se observa. que

ID-_1Is [IJ(u)I+ IJ(,_7_’—;H—1)|]4J'(Tí?) uma _ “yr-H ¿u

s M |J(u)l‘j (T JTP)ui-1(1 _ "wn-:- ¿u

+4"1 IJ(u)l3IJ(——j—)IJ'(T;P)ui-‘(1 - u)T-'-" duT—p+1

(7.1.18) +6jo“ |J(u)|2|J(1#1-)|2j (Típ)uÍ-1(1 —u)T-P'Ídu

+4"1 mamá»? (T17?)Wu —10”” du

+ Á“! |J(T—_‘;Ï)I4j (Típ) uÏ'1(1 —u)T"’“j du.

De (7.1.7) y (7.1.8) se tiene que

._ __. 1 j-1 1 Í“ 1 ¡"1 ———1FH,1 _ TpJ< _—— — "'__—
u (1 u) -(2T-p-1+2(T-P)) (1 ZT‘P‘I WP“)

=(ïr‘i;_1—1)j—l(1“fiffl-ÏgfiGfi‘ïñnT-H
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Luego

1 1 T-p-l
|D¡.1IS(T-P)[9r¿;—‘_r(ET—p—1_2(T-p))]

1 . 14 J— 3
x(/o mu» du+4IJ(T_P+1)I/O IJ(u)I d"

. 1 ’J 3 2 3
+6|J(T___p+1)|Á|J(u)|du+4iJ(T_p+1)l

x/1|J(u)|du+|J(-—j—)|‘)o T—p+1

Del hecho que g,(t) es una. función decreciente de t, de (7.1.4), (7.1.9) y de (7.1.14) resulta.

que existe T4 tal que si T > T4 entonces

(7.1.19) |D¡.1ls K(T - p)“"°

Analogamente se obtiene

(7-120) ¡Dm!s K<T-p)“’°

Se acotará ahora Dm. Del teorema. del Valor Medio se tiene que existe 0, 0 < 9 < 1 tal

que

_ J )I4T—p+1 p+1

x j(T; )u¡'1(1 —u)T-’"¡ du.

ID',2!S/ ¡(u —¿—)‘IJ'(eu+(1-0)T+

Además de (7.1.1), para u] s u g 4u1 se tiene

lJ'(6'u+(1—afin g((9u+(1—(afin —au—(1—e)
sum - inn-9"“ s u;°’°+‘.

j ))—9/8+5T—p+1

Luego

j —9/2+46
(7.1.21) ¡Dial s (2 )(T-P) E((F(UU>)‘E(F(U(¡))))4)
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Como

- o . _ . 4 » . Í
(nl-“2) E((F(U(¡)) E(F(U(¡)))) )S A (T_p+ 03,

de (7.1.19), (7.1.20) y (7.1.21) resulta

¿46-5/2A <K K-————

puede hacerse arbitrariamente pequeño con tal de tomar e pequeño y T suficientemente

grande. Analogamente

lAT,2,3I T300 0

Se acotará. ahora A1333.

Sean ul = T—__{_+—1— n y ug = T—_¡p+—¡+ 17, por (7.1.15) se puede elegir 17 tal que

1

SUPIN“)- Nm)! <n.Ii<u<u¡

Sean

l _ ui . T_p 1.- ——j
D¡,1—./0[J(u)—J(m)]4J( )u 1(1_u)Tp du

Digg=/ [J(u)—J(fi)]4j(T;P)uj—l(1_u)T_,_j du

02.3=:mu) - nfiñn‘j (TJ?P)ui-‘<1—zum-1'du

Luego, se demuestra exactamente como en (7.1.19) que para T suficientemente grande

(7.1.23) ID},1|s K(T —pr“

Y

(7.1.24) ¡Dm 5 K(T —pr”8
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Más aún.

82 ‘ ' , .
Di </ ————¿——*J'e 1—a——i——J' P.P1 — TW”l .21_u1(u T_p+1)l (u+( >T_p+1n J. u (1 u) du

í 4 ” ' .T- ._ __./ 1(1_u)TP¡du
31

on—Jxï:%:ïflf+ sup
tuSus!“

u; ___J_.4' T_p j-l _ T_,_¡
x al (u T-p+1)J( L)“ (1 u) du

+4P%——L__)T-p+1 upS

ul Saga;
uz 

J 4- 11"?) ¡'—1 T-p-'
x u——— . u 1- ¡d

+ .7)2 J¡(u)_T-P+1 T—p+1

“0’ “afifila

sup
01514551

u: 

x/¿u T_p+l),( J. )u (1 u) du

+4Pw—4L_g3T-p+1 J'(")-J'(1+I;+l)lsup
‘156502

a: __J 4' T_p Í-l _ T-P-Í
x/u1 (u T_p+1)J( J, )u (1 u) du

J _ —

SKEÜFWD‘ï:;:ïYMfl=m+IW’“+w“+qT—p+nV3M3

+ 6(T —p + 1)1/4—26n2+ ¿(T _p + 1)3/a—35]_

De (7.1.22) resulta

__j [(T-P+1P

(7.1.25) + 6(T _ p + 1)1/4_25n2+ 4(T _ p + 1)3/8-36] .
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Finalmente de (7.1.23), (7.1.24) y (7.1.25) se tiene

T: -[(T -P M“ 1

IAr.2,2IS(T-P)-7la 2 ID'-,1|+|D},2I+ID},3I
[(T-r)<]+l

T-v<K2 T- 1'3/2 L
_ ( +( p+ ) ;T_p+1
_<_K(2+(T-p+1)“”).

Queda. así concluida la.demostración de la.Proposición. |
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