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RESUMEN

Hemos estudiado algunos aspectos de la cuantificación de la gravedad. Utilizando

la teoría de concomitantes, encontrarnos un teorema que generaliza el teorema de Weyl,

resolviendo rigurosa y unívocamente el problema del lagrangiano de las teorías semiclásicas.

Estudiamos, también haciendo uso de la teoría de concomitantes, expresiones para el

valor renormalizado del campo escalar al cuadrado en cuatro y seis dimensiones.

Finalmente nos ocupamos de las modificaciones que producen los cambios de topología

en la teoría de campos. Hallamos las soluciones de la ecuación de campo, las funciones de

Green y el valor renormalizado del tensor de energía-impulso, para el caso de observadores

acelerados cualesquiera en un espacio-tiempo en el que se han realizado identificaciones

antipodales. Relacionamos el problema de la norma nula de los elementos de la base de

Fock con la presencia de horizontes de eventos y la periodicidad de las funciones de Green

con la existencia de simetría esférica.



CAPÍTULO I

INTRODUCCIÓN

Una de las paradojas de la física moderna es que dos de las teorías más exitosas tanto

para la descripción de los fenómenos como para su comprensión: la Relatividad General

(RG) cuando se trata de construir una imagen cosmológica y la Mecánica Cuántica (MQ)

cuando se estudia el mundo microscópico, no encuentran manera de conciliarse para dar

cuenta adecuadamente del dominio en el que ambas tienen que participar: el dominio de

validezde la gravedadcuántica Noexiste una teoría unificada, valedecir,que en un

mismo marco describa cuánticamente a las cuatro interacciones conocidas y ni siquiera una

teoría que, aún renunciando a esta pretensión de simplicidad y unidad de enfoque, permita

obtener predicciones cuánticas con sentido (no divergentes) para el campo gravitatorio en

presencia de materia. El fracaso en la reunión de las dos teorías dificulta la comprensión

de problemas tales como la descripción de los primeros instantes del universo, del final

catastrófico de los colapsos estelares o de las explosiones de agujeros negros. En una

palabra, de todos aquellos procesos de muy alta energía o para los que la RG predice la

ocurrencia de singularidades en el espacio-tiempo (ET), singularidades cuya estructura o

aún cuya existencia misma podría. estar condicionada por aspectos cuánticos desconocidos.

También fenómenos cuánticos más elementales como la producción de pares requieren una

explicación para el caso en que ocurren en un ET de fondo aún clásico pero curvo.

Uno de los primeros problemas que aparecen al intentar la unificación de la RG con la

MQ es la gran diferencia tanto conceptual como de estructura entre ambas: en cualquier

teoría cuántica de campos -formuladas todas ellas como es sabido en el marco de la Re

latividad Especial- el campo se propaga sobre un fondo espacio-temporal fijo: el ET de



Minkowski. En la RG, en cambio, el campo que se propaga y el fondo sobre el cual lo hace

están representados ambos por el campo gravitatorio ya que, debido a su rol de tensor

métrico del ET, es él a] mismo tiempo el intermediario encargado de propagar una fuerza

—lafuerza gravitatoria- y de especificar la geometría del fondo sobre el cual esa fuerza se

propaga. Esto en cuanto a la diferencia de estructura entre ambas teorías.

En lo que se refiere a los problemas conceptuales, que son muchos, baste como ejem

plo mencionar el siguiente: aún teniendo una formulación matemática satisfactoria para la

GQ, a ella le caben por lo menos dos interpretaciones. La primera es la interpretación de

partícula, muy en consonancia con la MQ habitual y que supone toda la teoría de observ

ables. En ella, la métrica 9,“,(3) se descompone en un “fondo” de Minkowski representado

por la métrica plana 11,“,más una “desviación” de la geometria a partir de esta métrica

plana representada por el tensor h“,,(z). Así,

9"”(2) = 77“"+ wz)

Esta descomposición permite recuperar la existencia de un fondo plano con todas las

simetrías del grupo de Poincaré que son útiles para la MQ relativista (de Relatividad

Especial) y con ellas, la existencia de marcos de referencia privilegiados y, en consecuencia,

una adecuada definición de partícula a partir de hu,(:c).'wSin embargo, puede hacerse

gran número de objeciones a esta descomposición. Entre ellas, qué nos asegura que la

variedad tenga propiedades métricas parecidas al ET de Minkowskicomo para que admita

semejante descomposición, ya que la cuantificación así propuesta supone que h,,,,(:c) es una

perturbación a la métricas plana. Más aún, al hacer un tratamiento perturbativo como

éste, las potencias de la constante de Newton que aparecen en el desarrollo implican la

pérdida de predictividad de la teoría. Este tema será tratado en el capítulo II. Por otro

lado, para poder hacer la descomposición en la práctica es necesario que la variedad tenga

propiedades topológicas semejantes a la del ET plano. Pero la topología es algo totalmente

indeterminado en RG. De este tema nos ocuparemos en el capítulo IV.

Si no se hace esta descomposición pero se insiste en considerar a la métrica como

representante de alguna clase de partícula y entonces el gravitón —lapartícula no masiva



de spin 2- se considera interactuando consigo misma en el caso de la gravedad libre en

la forma habitual en que interactúan las particulas en teorías no lineales, el hecho de no

contar a priori con un grupo de simetrias que juegue el rol del grupo de Poincaré sabotea

la elección de un único tiempo con lo que se pierde la definición natural de frecuencias

positivas y negativas para la descomposición del campo y, en consecuencia, la unicidad

de los operadores de creación y aniquilación. Distintos conjuntos de estos operadóresa

implican en general distintas definiciones para el vacío y los estados de partícula y, por lo

tanto, distintos espacios de Fock.

Por otra parte, la otra interpretación posible para g#.,(z), la interpretación de campo,

proviene de la generalización al caso de infinito número de grados de libertad y métrica

no necesariamente euclídea para las hipersuperficies de tipo espacial del planteo de la

MQ ordinaria para un sistema de número finito de grados de libertad. En la formulación

de Schródinger de la MQ se busca una representación de las relaciones de conmutación

canónicas sobre operadores hermíticos en un espacio de Hilbert y se trata de resolver la

ecuación de Schródinger para el Vectorque representa al estado del sistema. Las soluciones

son funciones complejas de cuadrado integrable respecto de la medida de Lebesgue y la

función de onda se interpreta de tal forma que, si el sistema está en el estado ‘I’(q,-),

entonces la integral de su módulo al cuadrado I‘I’(q¿)|2da la densidad de probabilidad de

que una medición hecha sobre la configuración del sistema resulte q¡.

La teoría de campos se obtiene generalizando esto mismo [1] : se elige un conjunto

normal de funciones {e.-}que sea base de R3. Se desarrollan en ella el campo (Mit) y

su variable conjugada II(:ï:',t), se imponen luego las infinitas relaciones de conmutación

canónicas y se obtiene al final una función ‘11de infinitas variables que satisface la ecuación

de Schródinger. Pero los vectores de estado serán funcionales de los elementos del espacio

de configuración clásico (que ahora son funciones) y los cambios de la MQ ordinaria a la

teoría cuántica de campos (TQC) serán fundamentalmente los reemplazos de variables por

funciones, de funciones por funcionales y de derivadas parciales por derivadas funcionales.

Habrá, en consecuencia, también una interpretación probabilística. Sin embargo, esta

ingenua generalización adolece de graves problemas. Para comenzar, todo su proceso



matemático no está bien definido: no hay un análogo para infinitas dimensiones de la

medida (le Lebesgue, no está claro cuáles son las funciones de Ra que pueden formar parte

del espacio de configuración clásico, no se tiene un producto interno definido en el espacio

de configuración que se conserve durante la evolución del sistema [2]. Peor aún: dado que

no hay una elección única del tiempo, ¿cómo se podría saber cuál es el producto interno

que hay que definir para que se conserve durante la evolución temporal?. Por su parte, la

falta de un producto interno definido positivo indica‘que no siempre es definido positivo

el cuadrado de la norma de la función de onda y por tanto, tampoco la probabilidad es

una función definida positiva, con lo que todo pierde sentido. Si se intenta además escribir

el lagrangiano de Einstein en forma explícita, se observa inmediatamente que la teoría

involucra en realidad a dos tensores y no a uno: nos referirnos a gw, y 9"”, uno el inverso

del otro, lo que convierte a la teoría en no polinórnica salvo que se admita la descomposición

en un fondo y una perturbación o alguna forma de parametrización [a] .

Nos encontrarnos además con el problema de que tratar a la materia en RG es esen

cialmente distinto a tratarla evolucionando sobre un fondo plano (Minkowski) fijo como

hace la TQC habitual. Cuando el fondo es curvo, los aspectos cinemáticos y dinámicos se

confunden, por lo que resulta que no está claro qué es lo que hay que cuantificar ni a qué

nivel hay que hacerlo. Se dispone, para comenzar, de un conjunto de puntos. Estos puntos

matemáticos deben ponerse en relación con los eventos físicos del ET. Este conjunto debe

estar dotado de alguna topología. Y debe estar dotado además de una estructura diferen

ciable que lo haga una variedad diferenciable. Si se trata de gravedad libre, se definirá un

tensor métrico sobre esta variedad de tal forma que satisfaga las ecuaciones de Einstein [1].

Si además hay campos de materia, como es deseable en toda cosmología, habrá que decidir

cómo se realiza el acople entre materia y gravedad. A estos temas nos referiremos en los

capítulos II y III. La primera cuestión es, entonces, ¿a qué nivel habrá que cuantificar?. Lo

que habitualmente se hace -en el caso de gravedad libre- es fijar todo salvo la métrica: se

dice cuál es :u-variedad (en general riemanniana y con topología trivial) y el tensor métrico

se considera como un operador definido sobre ella.



Casi todas las opiniones coinciden en que este procedimiento es demasiado grosero

y que la cuantificación debería realizarse a un nivel más fundamental: J. Wheeler insiste

en la necesidad de cuantificar la topología —queconsecuentemente se convierte en una

variable [4]- y R. Penrose en que es el ET mismo el que debe ser cuantificado para lo

que trabaja con twistores [5'61. Sin embargo, ademas de considerar a estas posibilidades,

sería deseable obtener el máximo de información de las vías ya exploradas: la métrica es

clasica y descripta por la RG (de nuevo una variedad riemanniana con topología trivial)

y la fuente de las ecuaciones de Einstein es el tensor de energía-impulso de los campos

cuánticos de materia elegido con algún criterio. ¿ Cuándo vale esta aproximación? Es

sencillo ver que es un buen límite en las regiones en que el tensor de curvatura RF”, es

tal que cualquiera de sus componentes cumple

ma:(IR’;:,' ) < c3/167rGñ E [,72

siendo c la velocidad de la luz, G' la constante de Newton, h la constante de Planck y

l, N 10-32cm la longitud de Planck. Esta es la teoría cuántica de campos en el ET curvo

o teoría semiclásica, aceptada como límite de la “buena” teoría cuántica completa.

Podríamos resumir brevemente todos los problemas diciendo que la cuantificación fra

casa porque no sabemos qué hay que cuantificar: si sólo la métrica, si también la topología

o el ET, ni a qué nivel hay que hacerlo; o porque no usamos la acción correcta aunque

sepamos que la acción de Einstein es la adecuada para describir los fenómenos clásicos;

o porque no tenemos una teoría unificada para describir a la vez materia y gravedad. O

a nivel semiclásico, porque habiendo fijado todo y tratando de estudiar sólo las modifica

ciones que la materia provoca sobre la métrica de fondo —backreaction—,nos encontramos

con una constante dimensional en la acción que complica las cosas.

El propósito de esta tesis es brindar una modesta colaboración en la comprensión de al

gunos de estos problemas: cuál es el lagrangiano correcto, por lo menos a nivel semiclásico,

cómo tratar a la constante gravitatoria que tiene dimensiones; cuáles son algunas de las

posibles modificaciones a la topología y qué relaciones tienen estas modificaciones con el

observador; cuál es la adecuada fuente cuántica para las ecuaciones de Einstein al estudiar
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la influencia de la fuente sobre ls geometría, cuál es el valor de expectación de vacío del

campo fuente al cuadrado. La tesis está organizada como sigue: en el capítulo II estu

diamos bajo hipótesis muy generales la forma de la acción gravitatoria para las teorías

serniclásicas. En el capítulo III, nos ocupamos de la forma de la fuente a las ecuaciones de

Einstein. El capítulo IV está dedicado a las modificaciones introducidas por los cambios

en la topología. El capítulo V resume los resultados obtenidos.



CAPITULO II

LA ACCIÓN GRAVITATORIA DE LAS TEORÍAS SEMICLÁSICAS

II.1 Introducción

La RG brinda una descripción clásica consistente de los fenómenos gravitatorios y

existe gran acuerdo entre sus predicciones y los resultados experimentales. Pero presenta

grandes problemas cuando se trata de cuantificarla. Estos problemas, que ya aparecen en

la cuantificación del campo gravitatorio sin fuentes, se tornan críticos al intentar acoplar

los campos de materia a la RG libre: en este caso aparecen divergencias aún a primer orden

en el desarrollo en potencias de la constante de Planck h. Se culpa generalmente por estos

problemas a la constante de acople con dimensiones por la que es necesario multiplicar

al lagrangiano lineal en la curvatura para conseguir que la acción sea adimensional. Se

culpa también al tratamiento diferente que se hace de los campos de materia y del campo

gravitatorio, o sea, la falta de una teoría unificada.

II.2 Las teorías geométricas de campo unificado

La RG relaciona la estructura métrica del universo con su contenido de materia. El

campo gravitatorio, que tiene como fuente a la materia, es a su vez el que determina la cur

vatura del ET. Al formularla en presencia de fuentes, la RG es una mezcla de descripción

geométrica para el campo gravitatorio y descripción fenomenológica para el campo elec

tromagnético y los campos de materia. Surge entonces inmediatamente la cuestión de si es



sólo la gravedad la que puede describirse en términos geométricos o si esto es también posi

ble para la materia. El mismo Einstein, al describir al electromagnetismo en el marco de

la RG, comenta que el acoplamiento mínimo no resulta teóricamente satisfactorio porque

“sería preferible una teoria en la cual el’éampo gravitatorio y el electromagnético no se

introdujeran como estructuras lógicamente distintas”, haciendo particular referencia a los

trabajos de Weylm.

Las teorías de campo unificado tal como fueron formuladas originalmente, o sea, sin

incluir a las interacciones débiles y fuertes, pretenden salvar la heterogeneidad en las des

cripciones de la gravitación y el electromagnetismo reuniendolo en un solo campo cuyas

ecuaciones representan las nuevas condiciones impuestas sobre la geometria. Pero los diez

coeficientes independientes de la métrica son necesarios y suficientes para describir, en

una variedad riemanniana de cuatro dimensiones, al campo gravitatorio. Si queremos

agregar, entonces, al electromagnetismo, es necesaria la presencia de mas parametros, ya

sea ampliando la definición de la métrica, permitiendo cualquier conexión para flexibilizar

la definición de desplazamiento paralelo de un vector a lo largo de un contorno cerrado

infinitesimal, aumentando el número de dimensiones de la variedad como se hace por

ejemplo en las teorías estilo Kaluza-Klein m o a través del agregado de otros campos para

describir a la gravedad que se ligan geométricamente con los campos de materia, tal el

ejemplo de las teorías de supergravedad (SG) [o].

Numerosos han sido los intentos realizados en la dirección de unificación. Podemos

mencionar como ejemplos representativos clásicos a la teoría generalizada de la gravitación

de Fïuatein [1°]que utilizaba una métrica de componentes complejas para describir con

juntar "‘e a la gravitación y el electromagnetismo relacionando a la parte antisimétrica

de la mctúca, es decir guy], con el tensor de Maxwell. Sin embargo, se puede mostrar

que glwl no puede representar fotones y que es más bien un campo auxiliar del estilo de

los que frerucntcmente aparecen en SG [11'12].Una propuesta alternativa es la teoría de

Weyl que amplía la conexión para contener al electromagnetismo [13]. Así se agrega. a la

idea de arbitrariedad en el sistema de coordenadas establecida por la RG otra propuesta

referida a l: relatividad de la medida, idea que diera origen a las teorías de gauge. Pero los



resultados que predice la teoría de Weyl no son independientes de la historia del sistema

(Ml. Por ejemplo, las líneas de los espectros de emisión de dos átomos dependen, según

ella, de sus ubicaciones y trayectorias previas, lo que se contradice con que estas líneas

son muy bien definidas y no varían para fuentes con historias muy diferentes. Surge así la

pregunta de si es posible sólo con el campo gravitatorio y el electromagnético construir una

teoría que sea satisfactoria, tanto a nivel clásico como cuántico. Ejemplo de intentos más

cercanos de incorporar al electromagnetismo a nivel de la conexión en teorías no métricas

son los trabajos de N. Batakis {15'16}.Pero para hacerlo debe agregar, además, un campo

escalar con unidades tales que restaure las correctas unidades a la conexión y esto a su

vez hace imposible que ese campo tenga término cinético en el lagrangiano. Esta crítica

es extensiva a todas las teorías que tratan de extender la conexión más allá. de la de Weyl:

es sencillo mostrar que si se pide que el campo escalar pueda tener término cinético en el

lagrangiano, lo que es imprescindible si estamos pidiendo que todos los campos compartan

un nivel de igualdad de roles, la conexión afin más general sin constantes dimensionales

que puede escribirse con la métrica, el vector electromagnético y el campo escalar tiene

como parte simétrica a la conexión de Weyl.

El tener presentes a estos problemas que mencionamos y que históricamente aparecieron

al intentar describir en forma unificada y geométrica al campo gravitatorio y los campos

de materia, sugiere que la búsqueda de la forma en que se combinan debe hacerse direc

tamente a nivel de la densidad lagrangiana. Más aún, si sólo se suman los lagrangianos

individuales imponiendo la clase de acople en el lagrang’iano (o equivalentemente en las

ecuaciones de movimiento) se está. imponiendo también la trayectoria: hemos mostrado

en trabajos independientes de esta tesis que acoplar mínimamente por ejemplo campos

escalares o de spin 1/2 es obligar a las partículas a recorrer geodésicas [17'18].

¿Qué sucede si se olvida por un instante el origen geométrico de la RG y se pretende de

scribir a la gravitación como a una interacción cualquiera, o sea, se piensa en tratar a todos

los campos en igualdad de condiciones pero sin privilegiar a los argumentos geométricos?

Lo primero que se observa es que, de las tres pruebas clásicas de la RG que por supuesto no

pueden dejarse de lado —valedecir: corrimiento al rojo, precesión del perihelio de Mercurio
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y deflexión de la luz al pasar cerca de un cuerpo masivo como el sol- se sigue que la fuerza

gravitatoria es de largo alcance, obedece a la ley de la inversa del cuadrado de la distan

cia, es atractiva y acopla con igual intensidad a cualquier tipo de materia (principio de

equivalencia débil). Utilizando un lenguaje de diagramas de Feynman, puede buscarse con

estas hipótesis cual es la partícula mediadora de la interacción gravitatoria que responde

a estas características y se encuentra que es una partícula no masiva de spin 2 [n'zo'n].

S. Weinberg ha mostrado también que al armar los diagramas de interacción gravitatoria

entre partículas deben existir vértices gravitón-gravitón —osea, la teoría es necesariamente

no lineal-. Más aún, se puede ver que esta clase de intercambio implica al principio de

equivalencia débil [22]. Dado que estos vérticejaexisten necesariamente, puede intentarse

construir la teoría puramente gravitatoria a partir de ellos. El resultado [2’]es que a nivel

árbol, o sea a nivel clásico, sin sumas sobre energías virtuales arbitrariamente altas, se

obtiene una suma infinita de términos que describen la autointeracción del campo de spin

2, cada uno multiplicado por su correspondiente potencia de n que al sumarlos resultan

en el lagrangiano de Einstein ["1 (nz = 81rG',G la constante de Newton). Sumar todos los

posibles diagramas a nivel árbol da un resultado único y que ademas coincide con la RG.

La RG debe entonces ser el límite clásico de la gravedad cuántica. (Este resultado no es

trivial. Vale como anécdota recordar la apuesta que Wheeler y Penrose perdieron en 1971

contra A. Salam por asegurar que M. Dufl' —quienestaba por entonces calculando la suma

de diagramas de Feynmam- no podría con ella reobtener la solución de Schwarzschjld y

sus singularidades [3].) Contando con una única acción clasica y observando que ella entra

en la categoría de las teorías de gauge no abelianas -la RG es invariante por el grupo de

cambio general de coordenadas (c.g.c.)- es posible aplicarle los métodos usuales de cuan

tificación para esas teorías: cuantificación covariante, ruptura de la simetría de gauge y

su restauración vía los campos fantasmas. Luego habría que prestar atención a la zona

de muy altas energías, zona de interés de la gravedad cuántica. Como es bien sabido, el

resultado de este programa no es para nada satisfactorio. Nuestra pregunta es entonces

concretamente: ¿cual es la correcta acción cuántica que tiene como límite de bajas energías

a la RG y que no presenta sus problemas en la etapa de cuantificación?.



Dado que el enfoque del problema de la gravedad libre desde los puntos de vista

“particulista” y geométrico conduce al mismo lagrangiano clásico y dado que también

la materia puede ser descripta adecuadamente en forma geométrica -siendo sus distintos

multipletes representaciones adecuadas sobre los operadores de los grupos de simetrías

que incluyen a las partículas y a los campos mediadores de sus interacciones- nos parece

adecuado enfocar desde la geometría la búsqueda de la densidad lagrangiana correcta o,

por lo menos, aproximaciones a ella.

II.3 El problema de la constante con dimensiones

La densidad lagrangiana de Hilbert-Einstein es

1

L= 5/793

donde 9,“, (p,u,... = 0,..,3) es el tensor métrico, g su determinante y R el escalar de

curvatura. Puede sumarse a ella el término —(Á/2)\/—_gpara incluir a la constante cos

mológica. Este lagrangiano necesita ser multiplicado por una constante con dimensiones

para que la acción que con él se construya resulte adimensional. La RG, por su parte, pre

scribe cuál es la constante correcta: es la inversa de nz, siendo K2= 81rG, G la constante

de Newton. Estamos trabajando en el sistema natural de unidades en el que vale

c=h=1, [n2]=l_2

donde lindica unidades de longitud. La aparición de una constante con dimensiones en

la acción dificulta la construcción de una teoría cuántica predictiva —valedecir, finita o

renormalizable- de la gravitación por la acción descripta [25].

El problema de la constante con dimensiones está relacionado con el ya mencionado el

problema de que en la acción gravitatoria participan dos tensores y no uno. El tratamiento

perturbativo del campo implica su descomposición en una métrica plana de fondo 17“”más
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una perturbación h” que debe ir multiplicada por la constante n para que la suma tenga

unidades adecuadas. O sea, la descomposición es

guv = "¡w + Khuv

Pero entonces la inversa g", y también el determinante g, se convierten en una suma

infinita de potencias de n:

9M = mw'“ “huy + “zhpah: + 00'")

en donde ahora no tiene importancia la posición de los índices ya que ellos suben y bajan con

mw. Construidos con estos elementos los diagramas de Feynman para la autointeracción

entre los gravitones representados por h“, y restituída la unitariedad de la matriz de

acattering que se pierde por la invariancia de gauge de la teoría -por ejemplo, en el gauge de

coordenadas armónicas h“, cumple que a)“; —áóáh) = 0 con h E 112-,se encuentra que

el número de divergencias es ilimitado. Esto se debe a la dependencia cuadrática respecto

del momento en las funciones de vértice de los gravitones, que a su vez provienen del hecho

de que el lagrangiano de Einstein es cuadrático en las derivadas primeras del campo. En

la sección II.5 mostraremos que cabe culpar por esta divergencia superficial aparente a

las dimensiones de l2 de la constante de Newton que hace que una amplitud adimensional

de orden G“ diverja como anz": más vértices y loops presentes en el diagrama implican

mayor grado de divergencia. La forma de evitar el crecimiento del número de términos

divergentes sería contar con una constante de acople con dimensiones de (masa)" con

a _>_0 lo que debe ser descartado ya que, para la gravedad, la constante de acoplamiento es

necesariamente la de Newton [2°]. La invariancia de gauge reduce el grado de divergencia

en algunos casos, por ejemplo en la electrodinámica cuántica, pero no en el caso de la

gravedad libre.

Este no es el único ejemplo en que la presencia de una constante con dimensiones

arruiua el proceso de renormalización que elimina las divergencias de la teoría. Otro caso

’- - n c::.;ucld0es el de la teoría de Weinberg-Salam para las interacciones débiles: a energías

.u-noresde 100 GeV en el sistema centro de masa, su acción puede aproximarse por una
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“acción efectiva” con un término de cuatro fermiones que interactúan en un vértice cuya

constante, la constante de Fermi Gp N 1,02310’5mzmtón, tiene dimensiones de 12. A esta

“acción de Fermi” utilizada para bajas energías en lugar de la acción completa de Weinberg

Salam corresponden resultados perturbativos en potencias de Gp no renormalizables. En

vista de las similitudes formales entre los problemas de la acción de Fermi y la de Einstein,

S. Adler propuso que, al igual que la teoría de Fermi puede ser considerada como una

“teoría efectiva” en la que se ha integrado sobre los bosones intermediarios a la verdadera

teoria que contiene constantes adimensionales, otro tanto ocurriría con la acción de Einstein

que podría ser considerada como la “acción efectiva” de la verdadera teoría desconocida.

Este proyecto de principios de la década del ’80 no prosperó, sin embargo, debido a que

no fue encontrada la acción microscópica que condujera a la RG con la correcta constante

de Newton, al contrario de lo que si sucedió con el lagrangiano de Fermi, cuya constante

pudo ser escrita en función de los parametros de la teoría de las interacciones débiles como

GF = x/í g/BMW con g = e/aenüw

donde 0w es el ángulo de Weinberg, e la carga del electrón y MW la masa del bosón

de gauge W. El resultado de Adler para la gravedad conducía, por el contrario, a que la

interacción gravitatoria era repulsiva. [27]

El hecho de que los vértices con gravitones —enlos que se encuentra la constante con

dimensiones- provoquen divergencias ultravioletas, estropea todos los cálculos también

en los diagramas en los que intervienen los campos de materia, ya que la interacción

gravitatoria y en consecuencia las correcciones radiativas si se está. cuantificando, está

siempre presente cuando hay dos partículas. Una manera de intentar eludir el problema es

utilizando teorias alternativas a la RG, pero que la incluyan ya que esta teoria es el buen

límite de bajas energías, y que no contengan constantes dimensionales.

La forma más conocidad de escribir a la RG sin constantes dimensionales es al modo

de Brans-Dicke [25'29].La teoría de Brans y Dicke está basada en la idea de Mach de que

el fenómeno de la inercia debe provenir de aceleraciones respecto de la distribución general

de masa del universo. Las masas inerciales de las partículas elementales no serían así
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constantes fundamentales sino más bien representarían la interacción de las partículas con

cierto campo cósmico. Pero las masas de las partículas se miden por sus aceleraciones en el

campo gravitatorio —proporcionalesa la constante de Newton G- por lo que puede pensarse

que es G la que debe estar relacionada con el valor medio de un campo que represente de

alguna forma la influencia de toda la materia presente en el universo. Brans y Dicke

propusieron que ese campo fuera un campo escalar sin masa cp: los otros campos de spin

entero sin masa conocidos, vale decir la métrica gm, y 'el vector potencial electromagnetico

A“, transmiten interacciones de largo alcancc por lo que puede esperarse que otro tanto

haga p. La ecuación covariante más simple que puede escribirse para ese campo escalar es

Üp = 41rAT:M (1)

donde Aes una constante de acoplamiento y Tlf; el tensor de energía-impulso de toda la

materia. TK; incluye todo menos gravedad y campo (p. Brans y Dicke sugirieron que la

forma correcta de las ecuaciones de Einstein se obtiene reemplazando ¡lc-1por (p donde go

cumple (1) y agregando un tensor de energía impulso T" del campo p a las fuentes delM W)

' mupo gravitatorio. Así,
1 y y

RF" — —g,,.,R = —302Tfu + T"2 (w)

Esta ecuación de Einstein modificada es derivable de una densidad lagrangiana

z: = —«——g[—se:R+ 4w9””v.uv>.ul (2')

donde w es una constante.

Dado que una constante con dimensiones trae dificultades al intentar cuantificar

cualquier teoría, teniendo presente la idea de Brans y Dicke y observando que, por ejemplo

en el caso del decaimiento beta, el reemplazo de la constante de Fermi con dimensiones por

un campo mediador convirtió a la teoría en renormalizable, en nuestro intento de aproxi

marnos a un correcto lagrangiano para la gravedad sin fuentes por métodos geométricos, M

permitiremos la pl ' de constantes con dimensiones Para reobtener a la RG bastará

hacer luego 902= rc” al estilo Brans-Dicke.
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II.4 La teoría de concomitantes y el análisis dimensional

Para la construcción de densidades lagrangianas resulta natural recurrir a la clásica

teoría de concomitante; que‘estudia la forma general de los entes matemáticos que depen

den de las variables de campo y sus derivadas y unir a ellas el análisis dimensional. Esto

es así porque las ecuaciones de movimiento para los distintos campos que intervienen en la

formulación lagrangiana de una teoría pueden obtenerse aplicando un principio variacional

a la acción construida con la densidad lagrangiana correspondiente, que es función de los

campos y sus derivadas. El resultado de la aplicación del principio variacional son las

ecuaciones de Euler-Lagrange y se ha mostrado [3°]que esas expresiones son operadores

tensoriales de concomitancia.

La teoría de concomitantes

La teoría de concomitantes surge con el teorema de Weyl [la] que establece que la

densidad lagrangiana más general que puede escribirse con la métrica y sus derivadas

hasta el segundo orden y que es lineal en ellas es

C = CLM-gli+ bV-g

vale decir, el lagrangiano de la RG.

La noción intuitiva de concomitantes tensoriales es sencilla de exponer en los casos

elementales: decimos que un tensor es concomitante de otros tensores si existe una relación

funcional independiente del sistema de coordenadas que vincula las componentes del ten

sor en cuestión con las componentes de los otros tensores. Por ejemplo: si A” son las

componentes de un vector covariante y B" las de un vector, entonces,

L = AuB"

es un escalar concomitante del vector y del covector. Esto quiere decir que existe una

función f de 211variables (n la dimension del espacio)

L = f(Bl , ..., B", A1,..., An)
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que en este caso es

f(:i:1 , ...z”,y1,...y”) = «311,11+ :c’y2 + + zny"

Es claro que esta función no depende del sistema de coordenadas elegido.

Para la construcción de densidades lagrangianas nos interesaran los escalares que sean

concomitantes de los campos y sus derivadas. Mostraremos el procedimiento general con

algunos ejemplos sencillos:

i) Supongamos que L es un escalar concomitante de un tensor simétrico, no singular, de

componentes gw, es decir

L = Bmw) (3)

Si hacemos un cambio de coordenadas

z" = :c'p(:c") (4)

como L es un escalar, será

¿(91M = ¿(gn-I) (5)

02“ 62"
(fi az—,agnv)= ¿(and (6)

Llamando
61:"

BL‘= 52.7 (7)

podemos escribir

¿(BSBZSÏHÜ= ¿(yu-J (8)

Considerando todos los cambios de coordenadas posibles es claro que las Bm, recorren

todas las matrices invertibles. Podemos entonces derivar la ec. (8) respecto de Bop,

con lo cual se obtiene k

az: BC
M653" y

391,, ° " "g" + 391,,
355%ng = 0 (9)a



ii)

ya. que el segundo miembro de la ec. (8) no depende de Bs. Haciendo

Bs = ¿s

en la ec. (9) resulta:

ac g + ac _0
agflty aa agp/39m:

(10)

ecuaciones llamadas identidades de invariancia [31]..Por la simetría del tenaor gm, esto

se reduce a
ÜC2— aa=0

¿”09 ( )
y como ga, es invertible,

6L _ (12)
695, _

de donde se deduce que el escalar concomitante del tensor métrico es una constante.

Supongamos ahora que L es también concomitante de las primeras derivadas parciales

de guy:

(13)L = ¿(gm/v 9mm!)

Procediendo igual que en el caso anterior

¿(BZBEgMÜBZpBEgnV+ BZBEngV + BZBEnguup) = ¿(maligna/,0) (14)

donde

B" 322:"
a” = 82'“ 61:"

Derivando la ec. (14) respecto de BZ, y haciendo

(15)

Bz=6z

resulta

ÜLÏ

aga/3.9

V1 1' T

55,5(5369 + 65699” = o
1

6:5(¿g6; + 539659“ + —— (16)6
agaflop

es decir
16L 1613 165 1013
539“; gw + 589w; gw + 589,.” gm + 539;",6gm = 0 (17)
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iii)

que por razones de simetría se reduce a

8L 6L

maya + mal-1., —0 (18)

o sea, como y,” es invertible
3L ÜC

= 19
69611.7 9711.6 ( )

Cambiando indices en la ec. (19) podemos escribir

6L ac
= 20

9116,1' agrów ( )

ac 6L
= 0 21

696139 gunó ( )

y haciendo ec. (19) + ec. (20) - ec. (21) resulta

6C

ayunó
(22)

o sea C no depende de gm“. Como tampoco dependía de gm, resulta que el escalar

concomitante del tensor métrico y sus derivadas primeras es también una constante.

Si ahora consideramos derivadas de orden dos, entonces los resultados anteriores ya

no valen. Por ejemplo, podemos escribir

L = R= g'wR‘w= gnszya

donde Rafi,y es el tensor de curvatura. Y este es un escalar del tipo

C = ¿(yuumwmwuwd (24)

Este no es, obviamente, el único escalar que puede escribirse con la métrica hasta sus

derivadas segundas. Más aún, la forma.general de los escalares como los de la ec. (24)

no es conocida.
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El analisis dimensional

En el caso de las teorías físicas hay una condición adicional que puede pedirse sobre

los concomitantes: que por un cambio de escala se transformen de manera adecuada. S.

J. Aldersley ha estudiado [32]las condiciones bajo las cuales el analisis dimensional puede

aplicarse a teorías gravitatorias formuladas en condiciones muy generales, suponiendo que

el ET es una variedad diferenciable. El resultado que obtuvo —yque nosotros aplicaremos

al estudio de invariantes que pueden construirse con todos los campos bosónicos- es que

las cantidades físicamente relevantes de una teoria relativista de la gravitación deben ser

invariantes por un grupo uno-paramétrico de transformaciones de escala. Sus argumentos

están basados en las premisas del analisis dimensional: cualquier teoría debe ser dimen

sionalmente consistente y las variables físicas de la teoría deben estar dimensionalmente

en concordancia con los observables a que se refieren.

Para aplicar el analisis dimensional a la RG hay que tener en cuenta que en las

teorías relativistas los conceptos de espacio y tiempo están ligados debido al tratamiento

cuadridimensional que es geométricamente inevitable: la idea de longitud de arco

evento2

longitud de arco = j dseventol

es fundamental y la coordenada temporal y las espaciales pueden intercambiar sus roles si

se realiza un cambio general de coordenadas (por ejemplo una transformación de Lorentz).

Esto diferencia a las teorías relativistas de las que no lo son. El factor de proporcionalidad

que interviene en las transformaciones es la velocidad de la luz c y es razonable, en conse

cuencia, elegir c = 1 para relacionar las dimensiones que se asignan a las longitudes y al

tiempo. Esta elección no es compulsiva, pero simplifica todo el tratamiento ulterior. Con

c = 1, las unidades de longitud ly de tiempo t son las mismas, por ejemplo, unidades de

longitud. Para elegir las unidades de masa tenemos dos opciones: relacionar las unidades de

masa con las de longitud a través de la constante gravitatoria G (unidades geometrizadas)

o a través de la constante de Planck h (unidades naturales). Aldersley utiliza en su tra

bajo G=I por lo que las unidades de masa son proporcionales a las de longitud, [m]=

Por razones que se aclararán en su momento, nosotros preferimos las unidades naturales
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(ñ = 1) para las que [m] = [l'l]. Elegidas las unidades de longitud, tiempo y masa, todas

ellas en función de las de longitud, sólo resta decir qué regla usaremos para nuestras medi

ciones, lo que equivale a elegir una escala, una elección particular de unidades de longitud

en términos de la cual haremos nuestras mediciones. Necesitamos luego algún observable

que relacione a la teoría con las cantidades medibles y, tal como Aldersley señala, en una

teoría gravitatoria la elección natural es el intervalo que, en términos de la métrica y las

coordenadas locales, se escribe

ds2 = gwdz'fliz"

Ahora tenemos distintas posibilidades: asignar unidades a la métrica o a las coordenadas.

Si bien en principio esa elecciónes arbitraria, el asignar unidades a la métrica y dejar [2”] =

1° complica innecesariamente los cálculos. Por ejemplo, en coordenadas de Schwarzschild

(t,r, 0, 45),la métrica es —enunidades geométricas

gm, = dia._q[—(1—2m/r),(1 —2m/r)'1,r2,rzsen20]

Entonces,

[911] = [922] = 1, [933] = [944] :12

Conviene, pues, asignar unidades a las coordenadas. Esto no quita generalidad al tratamiento:

es sencillo probar [32]que dada cualquier carta (U, z) sobre una variedad espacio-temporal

es siempre posible realizar una transformación de coordenadas a una nueva carta (U,g) tal

que todas las coordenadas g" tengan unidades de longitud y, en consecuencia, todas las

componentes del tensor métrico sean adimensionales.

Elegida la escala de medición, podemos transformarla en una nueva escala con sólo

multiplicarla por un número real positivo A. Tal transformación de escala induce una

transformación sobre las cantidades d) con dimensiones presentes en la teoría: si = 1°

y hacemos un cambio de escala Á, entonces ¡b se transforma en Aug/2.La posibilidad de

cambiar de escala indica. simplemente que podemos elegir cuál regla patrón usamos para

nuestras mediciones. La autoconsistencia de la teoría respecto del análisis dimensional

expresa que las relaciones entre sus variables serán las mismas no importa con que' regla

hayamos medido. Éste es el grupo uno-paramétrico de transformaciones por el cual la teoría
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es invariante. Y la invariancia de la teoría ante este grupo es de fundamental utilidad en

la reducción del número de concomitantes posibles que interVendrán en el lagrangiano.

Para satisfacer los requerimientos del análisis dimensional sólo se admitirán como fun

ciones posibles :‘e las cantidades físicas las que se comporten ante una transformación de

escala de razón Á siguiendo la siguiente relación: si 1/11,1p3,...,ún tienen dimensiones

l"',l"’,...,l°" las funciones f(q/)1,1,bz,...,1bn)de dimensiones = l“ que con ellas

puedan formarse cumplirán:

Aafüfilsd’Zr--aún) = f(Aalú11Aa’ú2v°°sAa.ún)

Esta es la única restricción que se impone. Ella impide la presencia de constantes con

dimensiones en la teu-ría, tema sobre el que volveremos inmediatamente. Un monomio

satisface esta propiedad, también una suma de'monomios.

Aldersley demuestra en su trabajo los siguientes dos teoremas:

H Sea A“ un tensor de clase C2 concomitante de la métrica y sus derivadas hasta

cualquier orden

A“ = A“y(9afii9aflni °' °i9afi.‘1¡---'v.) con a > 1

tal que sus dimensiones son [A'W]= l’2 y sea que se satisface la condición (25) —queen

verdad es un axioma de la teoría-. Entonces, para una variedad de cuatro dimensiones

vale que

A” = GG” + 59”]? con Gm"= fi
c4 T’w y a,b constantes

R es el escalar de curvatura y T’"’ es tal que 613/59,“, = 81rG/c4‘/—gT’“’ con L el

lagrangiano.

N) Sea L una densidad escalar de clase Cz concomitante de la métrica y sus derivadas

hasta cualquier orden

C = ¿(gaiewapm -- - igafl.'7¡---'1.) con a > 1
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tal que sus dimensiones son [L] = l’2 y sea que se satisface el axioma (25) . Entonces,

en una variedad de cuatro dimensiones vale que

C = av —gR con a = constante

Aldersley utiliza para ambas demostraciones argumentos como los hasta aquí descrip

tos más el teorema de Lovelock ¡”1: Si A“ = A“”(gpa;gpa,a;gpa,ap) es un concomitante

tensorial que satisface Ali,"= 0, entonces —enuna variedad de cuatro dimensiones

A'w = aG"” + bg”

Si se hubiera permitido la presencia de constantes con dimensiones en C, por ejemplo fi

con [fl] = l”, dado que no existen propiedades de diferenciabilidad de L con respecto a

fi —ylo mismo vale para cualquier tensor, no sólo para la densidad C- hubiera resultado

imposible realizar todo el análisis que hemos mostrado al comienzo del presente párrafo.

Si en lugar de elegir dos constantes universales con dimensiones que relacionan lon

gitudes, tiempos y masas tal como ha hecho Al’dersleyutilizando c y nz, o como haremos

nosotros con c y ñ. , se considerara que existen tres constantes universales, por ejemplo c,

nz y N con [N] = 1°,a 9€0, esto conduciría a que la escala de longitud les proporcional a

sí misma, cumpliéndose la relación

l = fiNll-a

donde ,6 es una constante sin dimensiones, un c-n_úmero. Si quisiéramos hacer N=1, de

beríamos fi'ar la escala de lon itudes ue se convertiría así en una escala absoluta.
7

La restricción de evitar constantes con dimensiones en la teoría, salvo las mencionadas

dos y no más constantes universales que relacionanJas unidades de longitud, tiempo y masa

recién rlescripta, no interfiere para nada en nuestro tratamiento del problema de encontrar

ad.“ .. .rias densidades lagrangianas para los campos bosónicos, ya que —porlas razones

¡1ra. Í,.ias en II.2- no permitiremos constantes con dimensiones en nuestro lagrangianof
23



y consideraremos a la constante gravitatoria como una variable que sólo podra hacerse

constante en casos particulares.

Obtención del lagrangiano de Einstein _ l,

Como ejemplo sencillo del uso de la teoría de concomitantes unida al analisis dimen

sional, mostraremos el cálculo del lagrangiano de Einstein. Usando las unidades habituales

de RG que hacen c = n = 1 y admitiendo que el lagrangiano se debe obtener a partir del

escalar de la ec. (24) resulta que ese escalar debe tener dimensiones de ¡"2. Esto significa

que, por un cambio de escala de razón A, debe ser

¿(gun/i Against;Azguvmp) = "2L(9uuiguv,ai gun/pp)

Derivando la ec. (26) respecto de A obtenemos

gun/,0+ guyfip=
p694W.” agI-‘Vva

y derivando la ec. (27) otra vez respecto de A

325 62€

aguvmagafin gw'agapn + 2Aaymaaagaflnó
(925

aguvyapagafln

guvpgaflnó

aC
+ 2_—9uv.vp + 2A gymapgafln

pagyup
625+4A2—

aguvmpagaflnó
gflvmmgafinó = 2L:

Haciem'lo Á —>0 en la ec. (28) resulta

625 0C———_ ua a , +2_— , =
aguy'a agaflry g” I g fl 'Y aguy'apgl‘y ap

Usando un sistema de coordenadas normal, o sea, un sistema en el cual

gun/,0 = 0
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l
gpvmp= _5(Ruaup+ Rvapp)

resulta en la ec. (29) que

2L= 2A"””"(gap)Rpupa

do:;-_leA“"’”(gap) son todos los tensores de tipo (4,0) concomitantes del tensor métrico.

Estos tensores están calculados [3°]y son

AflVPÜ= “91‘ng + bgflpgl’a + chÜIgVP+ d uvpa
‘/__e (33)

donde a, b, c y d son constantes. Usando en la ecuación (32) las simetrías de estos tensores

y las identidades de Bianchi, resulta en definitiva que

C = aR

siendo a una constante numérica. En conclusión, la densidad lagrangiana mas general que

puede construirse con el tensor métrico y sus derivadas hasta segundo orden es la densidad
a

lagrangiana de Einstein.

11.5 Construcción de la densidad lagrangiana lineal en la curvatura para los

campos bosónicos

En una etapa introductoria hemos considerado densidades lagrangianas sólolineales en

la curvatura, aunque para cualquier dimensión del ET y sin imponer restricciones físicas

sobre el tipo de acoplamiento entre los campos, pensando siempre en que las restric

ciones aparecieran luego por consideraciones geométricas. Dentro de este contexto nuestras

hipótesis son:

i) La densidad lagrangiana C depende de la métrica gw, del vector potencial electro

magnético A" y de un campo escalar go. Este último jugará al final distintos roles

y sólo se le impone que en el sistema de unidades que estamos usando tenga dimen

siones inversas de longitud para hacer posible la presencia de su término cinético en el
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lagrangiano. Eventualmente p podrá representar una constante para que reaparezca

la constante gravitatoria cuando sea necesario como en la teoría de Brans-Dicke.

ii) No permitiremos constantes dimensionales debido a que, como se ha dicho, conducen

por lo general a teorías no renormalizables.

iii) La densidad lagrangiana L debe contener sólo las derivadas que aparecen en la ec.

(34) y debe ser, en esta primera etapa, lineal en las derivadas segundas de la métrica

por razones de simplicidad.

En el párrafo II.7 se admitirán potencias de cualquier grado del campo gravitatorio y sus

derivadas. Permitiremos sólo derivadas primeras de A“ y gopara que resulten ecuaciones

de campo de segundo orden para ellos y segundas derivadas de gm, porque naturalmente

queremos que la RG esté incluída en este tratamiento y porque, como se ha visto en el

párrafo anterior no es posible construir un concomitante que no sea una constante con sólo

la métrica y sus primeras derivadas parciales. De todas formas, la acción de Hilbert es

degenerada y en consecuencia las ecuaciones para el campo gravitatorio que de ella derivan

son de segundo orden aunque la densidad lagrangiana es del mismo orden.

iv) Unidades: usamos unidades naturales c = h = 1. La acción es así adimensional y se

puede construir con ella la funcional generatriz sin agregar constantes con dimensiones.

Las unidades correctas de goy de Ay se obtienen observando las unidades de sus términos

cinéticos en el lagrangiano:

[ÜMÜWI= [FMI-“"1 = l"

con Fm, = ÜVA“- anAu y [3”]: [Ü/Üz"] :1-1

Con esto:

= 1’ [gm/l= 1, = 1-4

[so]= [Au] = 1-1, [K] = V1
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Con estas hipótesis, sea L la densidad lagrangiana concomitante del tensor métrico,

del potencial electromagnético (o sea, en un lenguaje preciso, un covector), de un campo

escalar y de sus derivadas hasta el orden indicado en la ec. (34)

C = ¿(Enviguvmiguvmai Au; AMV;v; i’m) (34)

Usando la condición iii) y las dimensiones de los campos que se señalan en iv), se ve que

al hacer un cambio de escala de razon Á en C se obtiene:

¿(amóAguila;AzgpuppV‘AuW‘zAmu;1‘80;A280”;) = A4L
= ¿(guvigumaigumafiiAni A”; (msm)

Derivando cuatro veces respecto de A, haciendo tender A —>0 y aplicando el teorema

de reemplazo [3‘], se obtiene

L = Ai‘yWRuvpa‘Pz+ AiwpaaRuvpaAaV’ + AgypaaRul/paq’u!

+ AÏ””°BR,WP,A.,A,3 + A;”"°°”R,.,,,,Amp + A1904+ AÏAW’

+ A590250,“+AáwAMqup2 + AgyAmytpz + Aïugacp,”A, (36)

+ AÏVV’m‘Pw+AivauAvApP + AgypAnAth"

+ AgvaAflAuA-pAa + AglVPU’AyAPAu;a+ AÏVPUA"¡VAP;U

donde A¡" = A¿"(g,,,,) son densidades tensoriales [3°] , R2” es e] tensor de Riemann y ;

indica. derivación covariante respecto de la.conexión de Christofl'el. Los concomitantes del

tensor métrico en el caso general son conocidos [35'36].Teniendo en cuenta esto obtenemos

el siguiente

TEOREMA: si L satisfacc la ec.(34) y también las hipótesis i) a iv), entonces para

dimensión real de la variedad n > 2 la densidad lagrangiana general es:
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L = A1923 + AïypaaflanpaAaAfl + AgupaafianpaAafi + A294

+ AfyfiozAuAv + AgupzAuw + Aïy‘PpmAv + Aïypmsow (37)

+ AÏWPV’AuA-Iw+ Aï‘”"°A,.AuApAa + Aï””°A,.AvAp;a + Aï””"AWAma

donde

MW“ .- Hlae 9“”9"".q"“B+ aa .«1“"g”".<1"“a+ a4 9“"9”"9"”l

Aïmafl = \/—_9[05g““”9""g"’3+ aïpgwg'm + a7 g"°9”°g”fl

+ as y“”9°"9"” + ao y“"9"°f‘° + alo «52‘¿“way”?

A1: 01V“ ; AÏW= “12Vil?”

A2 = 011 V- 3 A?” = “13 V‘gg'w

Ag“, “14 H9”; AÍWP= “16 ¿"up 6:

AÏ" —“15x/ïïg‘”; MW” = un Hawaii"

A?” = \/-_g[ala 9"”9‘” + 41199”!"0]

AQ‘W’”= \/-_g[azo 9""9” + 021 gwgw + “22 ngup] + 023 6.? EMP”

at indican constantes numéricas.
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II.6 Análisis de la densidad lagrangiana obtenida.

Eligiendo adecuadamente el valor de las constantes at en la ec. (37) podemos obtener

inmediatamente los lagrangianos de las teorías clásicas para los campos bosónicos acopladas

en distintas formas -arbitrarias— a la RG.

Relatividad General: Basta tomar a] = —1en la ec. '(37), los demás coeficientes nulos y

pedir que el campo p tome el valor go= ¡9-1 para obtener el lagrangiano de Einstein de la

RG.

La teoría de Brans-Dicke: El lagrangiano de esta teoría, que fuera mencionada en la sección

11.2, se obtiene eligiendo a2 = —1, als = —4wcon w=constante y los demás coeficientes

iguales a cero.

Maxwell —Einstein: Es inmediato que {la expresión obtenida (37) no cumple con el re

querimiento de invariancia ante transformaciones de gauge del vector A“. Por supuesto es

posible hacer aparecer al lagrangiano de Maxwell sumado al de RG sencillamente eligiendo

a1 = —1/2, a” = —21r/137, (pz = -K,_2 y todos los demás a,-= 0. Pero ésta debe ser una

imposición adicional. Volveremos sobre este tema en la sección II.8 en la que mostraremos,

para una teoría más general, que pedir invariancia de gauge de las ecuaciones de campo

obligará al lagrangiano mismo a tomar una forma invariante. La imposición extra de que

todos los a,-deben ser nulos no es la única dificultad con que nos encontrarnos. La siguiente

es que resulta poco probable que la utilización de un lagrangiano como el de la ec. (37) vaya

a resolver los problemas cuánticos del acoplamiento materia-gravedad. Esto está sugerido

por el hecho de que si queremos reobtener las teorías que necesitamos por razones físicas,

como es el caso del electromagnetismo recién mencionado, el acople se vuelve mínimo y la

ec. (37) , para este caso, se convierte en

C = ¡(zw-gli + ez\/—gF,wF"”
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y, como vemos, aparece una constante dimensional. En la sección II.6 resumiremos breve

mente el conocido problema de la divergencia de la teoria de Maxwell-Einstein, uno de

los primeros problemas de la cuantificación de la gravedad, utilizando precisamente este

ejemplo para aclarar las motivaciones de la búsqueda de una densidad lagrangiana muy

general y los resultados a los que fuimos llegando.

La teoria de Weyl: Esta teoría fue descripta brevemente en la sección II.2 y también fueron

mencionados sus inconvenientes. Sin embargo, se verá en II.7 que puede solucionar -por

lo menos en primera aproximación- algunos problemas de la renormalización. La teoria de

Weyl utiliza para describir la estructura métrica del ET una forma cuadrática g,..,dx"dx"

como la RG pero utiliza, ademas, una forma lineal óudx" y, en consecuencia, cuenta con

dos tensores de curvatura. Uno es el habitual, construído ahora con la conexión

1 a A a
Psp = ig" (augpa + apgva —augup) + 59” (gvaóp + gpaéu _ gvpóa)

otro es el tensor de “curvatura de distancia”y

fpv = allá". _ auqsv

La acción que Weyl propone es cuadrática en ambos tensores —esla primera teoría de

gauge- y fm, puede identificarse con el tensor de intensidad de campo electromagnético si

d)“ corresponde al potencial vector A”. Si se fija la unidad de medida —osea, se elige un

gauge- antes de variar la acción para obtener las efiuaciones de campo, el lagrangiano que
se obtiene es [la]

1 A

C = 5GB + CV‘9Fqu'w + EV_9(1_ 3AuAfl) (38)

donde c es un número complejo y Á es la constante cosmológica. Esto no es más que la

teoría de Maxwell-Einstein escrita en unidades gravitatorias: [c] = [rc]= 1, [A]= 1-2,

salvo por un término cosmológicoque el lagrangiano de Einstein puede contener como se ha

visto en 11.3. Para obtener este lagrangiano a partir de nuestra ec. (37) debemos cambiar

las unidades a aquéllas en las que la ec. (37) está escrita, o sea, [c] = [ñ] = 1, [K]= [A]= l.
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Como el vector potencial electromagnético tiene dimensiones de l‘l en unidades naturales,

es necesario hacer el cambio A" —>Au/n y de nuevo lc N 9-1 para evitar constantes

dimensionales. Con esto, la ec. (38) se escribe

1 2 pu A 4 3 2
E = Esov-gR + av-ngyF + ¡x/Ïw - ¡Asox/ÏyApA“

y se obtiene de la ec. (37) haciendo

1 A 3

01:5 G11: 5 C¡'12= -5Á 0-21= —022= 20

y los demás coeficientes iguales a cero. Luego volveemos sobre la acción de Weyl completa,

es decir, la acción cuadrática en la curvatura.

El campo escalar: La densidad lagrangiana que se elige generalmente para el campo escalar

sin masa autointeractuante en el ET curvo es

Cp = ¿Esz + guusomow+ Av‘ (39)

habiendo dos valores de fi particularmente interesantes:

u acoplamientoconforme.g { 0 acoplmiento minimo;
= 1

4 n-l

Tomando en la ec. (37)

O

011=A (¡15:1 a¡={ ¿“-2 y los demás a..-= 04n-1

se obtiene CW. Si se permitiera la.presencia de otro campo escalar en la teoría —lageneral

ización es inmediata- podríamos utilizarlo para escribir la constante gravitatoria como en

Brans-Dicke y así sumar R/2n2, o sea la RG, al campo escalar p.
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II.7 Renormalizabilidad de la teoría

Al intentar extraer conclusionesde una teoría cabe esperar que los resultados que ella

brinda tengan sentido físico sin necesidad de realizar correcciones. Si esto no ocurre en

forma directa, queda todavía la posibilidad de intentar la interpretación de resultados sólo

aparentemente sin sentido. En teoría cuántica de campos esto quiere decir que, o bien se

obtienen resultados finitos para el calculo de los elementos de la matriz de scattering, o

bien se obtienen resultados infinitos pero que pueden-renormalizarse. Queda una tercera

posibilidad y es que se obtengan resultados infinitos de los que no se pueda extraer ninguna

coclusión por no poder aislar las divergencias que presentan.

Es condición necesaria para que una teoría sea renormalizable que el número de

términos en su desarrollo que presentan interacciones primitivamente divergentes sea finito.

La divergencia de un término de interacción, representado por sus correspondientes diagra

mas de Feynman, se puede analizar de la siguiente manera [37]:consideremos un diagrama

con V vértices, E líneas externas e I líneas internas y sólo campos bosónicos. El número

de momentos internos independientes es el número de lazos cerrados, (loops), L del dia

grama. Los I momentos internos satisfacen V-l relaciones entre ellos (-l porque hay una

conservacióndel momento total). Entonces, L=I-V+1. Esta relación permite una primera

evaluación de la potencia a la que aparecen los momentos en el integrando de cada dia

grama y da el grado superficial (aparente) de divergencia D4: si d es la dimensión de la

variedad,

- hay L integraciones independientes, una por cada loop y cada una en d dimensiones,

d potencias para los momentos

- hay I momentos internos y cada uno aporta un propagador con dos potencias inversas

de los momentos.

Así, D4 = d.L -—2I. Estas relaciones permiten expresar a D4 como

1 1

D4 = d — 5(.1 —2)E —Vn[d —¿(a —2)N]
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y, como es condición necesaria aunque no suficiente para que un término de interacción

brinde información coherente que el número de sus diagramas divergentes sea finito, en d

dimensiones

d—%(d—2)Nzo

Cuando el diagrama es reducible, hay que pedir que D4 —>0 y también para todos los

subdiagramas. En particular, para una teoría formulada en cuatro dimensiones, la con

clusión es que no pueden aparecer productos de más de cuatro bosones en cada término

de interacción.

Teniendo en cuenta todo esto es que observamos que el lagrangiano de la ec. (37) para

los tres campos bosónicos, debido al doble papel desempeñado por gw, al ser al mismo

tiempo la métrica del ET y el campo de spin dos, presenta infinito número de términos
Imph” ' ‘ diverlentes Ellos provienen de la serie que aparece para ‘/—g y para el

tensor contravariante g“ll al hacer el desarrollo habitual

guv = nuv + ¿hay

para obtener gravitones. En efecto, al hacer el tedioso pero trivial reemplazo resulta que

en todos los términos aparecen productos de más de cuatro campos. Asi, la densidad

lagrangiana general de ec. (37) corresponde a una teoria no renormalizable.

Queda aún la. posibilidad de obtener un resultado con sentido físico al evaluar los

diagramas por cancelación de los infinitos de la forma que ello ocurre, por lo menos hasta

cierto orden en el desarrollo en potencias de h, en teorías como la supergravedad. Sin

embargo, usando el método de los campos de fondo y regularización dimensional ha sido

demostrado [3°]que los contratérminos que que es necesario agregar al L para otorgarle

sentido predictivo son todos positivos a primer orden en el desarrollo en potencias de h de

modo (¡wcno pueden cancelarse. Para el caso particular de la teoría de Maxwell-Einstein,

los contriïhirminos son 1gME _ _ uu
AC — 60 \/ gR Rm,6
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mientras que la contribución del fotón en la métrica de fondo resulta

1 I,AL” = ——
610

y la del gravitón
1 7 5

All" = —— —
«[20]2 + 141°]

donde
I 1

I0 = /¿‘:,/_—gR’ I2 = /d‘:,/——9(R,WR"" —51'22)

No pudiendo estas contribuciones ser absorbidas para vestir constantes desnudas en el

L original debido a que son proporcionales a términos que en aquel L no aparecen (por

ejemplo R2, RMR'”) y que su suma no puede dar cero porque todos son positivos, se ve

que la teoría no resulta renormalizable ni finita.

El argumento de contar potencias, sin embargo, no es siempre absolutamente confiable.

En la electrodinámica cuántica, por ejemplo, la invariancia de gauge de la teoría reduce el

[37]. Pero, aunque esto funciona en la electrodinamica, la adecuadagrado de divergencia

aplicación de las identidades de Ward al caso de la gravedad no soluciona nada: términos

que no pueden agregarse en la electrodinámica porque darían masa al fotón corresponden

al término cosmológico en el lagrangiano de Einstein, término que está permitido y no

viola ninguna de las invariancias de la teoría.

Nuestra búsqueda de un lagrangiano general que contuviera a la RG como teoría de la

gravitación estuvo orientada hacia la búsqueda de acoplamientos generalizados que hicieran

aparecer nuevos términos para. generar contratérminos de distinto signo y cancelar las

divergencias conocidas. Tal es el caso, por ejemplo, de los contratérminos generados por el

gravitino en la SG N=2 que cancelan la divergencia de ACMEPero la inspección de nuestro

lagrangiano muestra que si queremos conservar a las teorias físicamente aceptables debemos

desechar a todos los sumandos que no son, por ejemplo en el caso del electromagnetismo,

invariantes de gauge. Y eso nos devuelve al lagrangiano de Maxwell- Einstein con sus

conocidas e irresolubles dificultades.
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Los mismos comentarios que acabamos de hacer son válidos para el acoplamiento de un

campo escalar libre o autointeractuante (es fácil ver que aparece naturalmente en nuestro

L de ec. (34) el término A94 como única autointeracción para teorías con constantes adi

mensionales) ya sea acoplado en forma mínima o conforme a RG [3°]. Más aún, teniendo en

vista los ejemplos provistos por la SG, es dable afirmar que la búsqueda geométrica de una

densidad lagrangiana que contenga al lagrangiano de Hilbert como descripción del com

portamiento de la métrica debe realizarse incluyendo necesariamente campos espinoriales

de spin mayor que 1/2 [4°].

¿Por qué caminos debe orientarse entonces nuestra búsqueda? Analicemos primero

el caso en que se agregan campos de spin semientero sin modificar el lagrangiano de Ein

stein. Este es el camino seguido por las teorías de SG con los conocidos resultados que

podrían resumirse groseramente diciendo que todo funciona bien hasta ocho loops y que,

de todas las posibilidades estudiadas por las SG, sobrevive el interés por la SG N=l ya

que resulta ser un límite de las teorías de supercuerdas. La enorme dificultad que acar

rea el trabajo con concomitantes espinoriales y las escasas posibilidades de obtener una

generalización de la SG que eluda sus dificultades nos sugiere orientar en otro sentido el

análisis geométrico de los posibles lagrangianos para el campo gravitatorio. Para ello,

debemos preguntarnos cuáles premisas son irrenunciables y cuáles son los inconvenientes

que históricamente se fueron presentando y que habria que salvar. Está claro, ante todo,

que esperamos que el campo gravitatorio sea cuantificable —aunqueno tal vez a nivel de

la métrica, pero éste constituye un primer estudio neceiario—tal corno lo son los demás
campos y, en lo posible, en el marco de una teoría unificada. Renunciar a la pretención

de que sea cuantificable sería admitir que el campo gravitatorio no satisface el principio

de incerteza. En ese caso, el principio mismo perdería vigencia ya que podríamos diseñar

experiencias, usando a la gravedad, que lo violaran. Es también ineludible, por todo lo que

se ha dicho en las secciones anteriores, que el lagrangiano de Einstein sea el límite de bajas

energías del lagrangiano que se proponga para el campo gravitatorio. Por otra parte, al

observar los contratérminos correspondientes a Maxwell-Einstein o al campo escalar, nos

encontramos con que ellos dependen del cuadrado del tensor de Ricci y el cuadrado del

35



escalar de curvatura. Sabemos además que las teorías de gauge, que tienen buen compor

tamiento cuántico, dependen del cuadrado de sus “tensores de curvatura” si sus tensores

de intensidad de campo son pensados en forma geométrica. El agregado de términos R2

y RWR‘” a la acción de Einstein permite absorber los contratérminos que acabamos de

mostrar y, a la vez, no son contradictorios con los argumentos relativos a la construcción del

lagrangiano de Einstein a partir de los diagramas de árbol de una partícula que cumpla con

los requerimientos de la fenomenologia a nivel clásico: En efecto, los términos cuadráticos

en la curvatura son sólo relevantes cuando ella misma es muy alta y estamos, en conse

cuencia, escapando del nivel clásico al cual el nivel arbol describe. Es motivados en estas

observaciones que la primera generalización que propondremos será.permitir que aparezca

en el lagrangiano cualquier potencia del campo gravitatorio y sus derivadas.

II.8 El lagrangiano de las teorías semiclásicas

El teorema de Weyl establece que la densidad lagrangiana más general que puede con

struirse con la métrica y sus derivadas hasta segundo orden y que es lineal en las derivadas

segundas es el lagrangiano de Einstein. Por todo lo expresado en el párrafo anterior 

vale decir, los problemas de renormalizabilidad en ausencia de términos cuadráticos en la

curvatura y el buen comportamiento cuántico de las teorías de gauge, cuadráticas en el

tensor de intensidad de campo- pensamos que es interesante generalizar de alguna forma

el teorema de Weyl. Sabemos, ademas, que un lagrangiano cuadrático para la gravedad

conduce, al menos a nivel semiclásico, a teorias que resultan renormalizables en presencia

de fuentes [41].

El propósito de este párrafo es, entonces, mostrar cómo podemos obtener, en forma

rigurosa, los lagrangianos que habitualmente se usan/ en las teorias semiclásicas de la

gravedad o, eventualmente, lagrangianos más generales: no les pediremos a, priori que

sean cuadráticos en el tensor de Riemann. Para esto usaremos argumentos como aquéllos

utilizados para demostrar el teorema de Weyl y la teoria de concomitantes a que él dio
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origen, haciendo uso de la unicidad del tensor de Einstein demostrada por E. Cartan [42].

Pretendemos también demostrar cuál es la forma de los lagrangianos para los demas cam

pos acoplados al gravitatorio, o sea, encontrar cúal es el acoplamiento de cada uno con

la gravedad ya que, como se ha dicho, imponer la forma del acoplamiento es imponer la

trayectoria de las partículas correspondientes. Teniendo en cuenta todo lo ya mencionado

sobre las constantes con dimensiones, pediremos que todas las constantes sean adimen

sionales. Luego, si es necesario, igual que en el párrafo anterior, algunos de los campos

podrán convertirse en constantes dimensionales como en la teoría de Brans-Dicke.

Las ecuaciones de campo que se obtengan al variar la densidad lagrangiana deberán

ser invariantes de gauge por el grupo que corresponda. Mostraremos que no es necesario,

sin embargo, imponer dicha invariancia al C ya que si esta imposición se hace sobre las

ecuaciones de campo (que son las que tienen sentido fisico) resulta la invariancia del la

grangiano rmsmo. Y esto a su vez restringe sirveramente la forma de sus termmos. Por

razones de simplicidad nos ocuparemos de los campos bosónicos.

La expresión rigurosa de estas hipótesis es la que a continuación se resume:

i) La densidad lagrangiana que queremos construir debe ser función de la métrica gw,

el vector potencial electromagnético A fl y un campo escalar 9p.Este último podrá. ser

un campo ordinario y aún una constante.

ii) No se admiten en el lagrangiano constantes dimensionales porque ellas provocan pro

blemas y conducen por lo general a teorías no renormalizables.

iii) El lagrangiano contiene las derivadas que aparecen en la ec. (40). Permitimos

derivadas primeras de los campos Ap y goporque queremos que sus ecuaciones de

campo sean de segundo orden y derivadas primeras y segundas para la métrica porque

el lagrangiano de la RG debe estar incluido. No imponemos algún grado máximo al

campo gravitatorio en el lagrangiano para que resulte una teoría tan general como sea

posible.

iv) Unidades: sea c = h = 1 y S la acción. Entonces,

[S] = 1 lguvl = 1 [C] = 1-4
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[n] :1.l nz = 81rG

v) Pedimos invariancia U(1) a las ecuaciones de campo.

Sea, entonces, C el lagrangiano concomitante del tensor métrico, del potencial electro

magnético (un covector), de un campo escalar y de sus derivadas hasta el orden indicado

en la ecuación (40)

C = ¿(guvigumaigumapiA“; AW; wwe) (40)

A partir de la condición iii) y usando las dimensiones de los campos expresadas en

iv), por un cambio de escala z\en L, tenemos

¿(gpu;z\gpy,a;A’gww; AA“;VAN; Ay);m7,)

= A4L(9uvigym; gump; Ag; A”; so;soc)

Derivando cuatro veces con respecto a A, haciendo A —+0 y aplicando el teorema de

reemplazo [34],obtenemos

L = Aï”P”R,w,,.,p’ + AÏW’WRWWAago

+ A;""°°R,.y,,aso.a+ Aï"""*‘RM,AiAa

+ AWWRWAM + Am‘ + AïAM + As‘sa’m+ Arsa’AflA,

+ AïyAmutpz + A'awwp,pA., + Aá‘”90,,i30,u+ AfypcpAuAyAp (41)

+ Aïw’goAqup + A;"P°A,,A,A,,A, + Ag”P°A,¿A,A,,¡,

+ AÏVPUAMI/Apia+ Aiwpaafivónuvpanaflwó

donde A519”) son densidades tensoriales y ; significa derivación covariante respecto de

los símbolos de Christofl'el Pfip.
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Las densidades A519“) han sido encontradas recientemente para. cualquier orden

[35'36].De acuerdo con esos resultados y admitiendo que la dimensión del ET sea n = 4,

se muestra que

i) A = constante,

ii) A“ = 0,

iii)N” = añg’”,

iv) 2/11; es una combinación lineal de glwgpal y ¿""9" donde [ ] indica el conjunto

formado por las permutaciones de los índices incluídos en [ Por ejemplo,

g‘""9“"’l= {9""g”°,9"”9”°,9'“’y””},

v) AW" = 0,

vi) AW" = o,

Auvpaafivii) es una combinación lineal de nggWgafil y g[""e’”°fil,

viii) “minha es una combinación lineal de glwgpagafig'lól y glm’gpaeafl'lól.

Así es como obtenemos la siguiente expresión para la acción:

S =/Cd‘z =/\/:—g[a1tsz +azRA"A,¿
+ aaR'wAuAy + aqu'Amll + a5p4 + aepzA’Ul“

+ awva" + assomtp'"+ asA“-Á"A,¿;u+ aloF'wFuu (42)
+ auAMVAW' + ¿11sz + alaRWpaRWP"

+ aHRWWRWW+ (¡ISR-MR“+ amewwnzfnmp

+ al-¡EWWRuaupRSE+ una divergencia total] dq:

Volvemos ahora a la cuestión de la invariancia de gauge. Pediremos que todas las

ecuaciones de campo, que son las que deben tener sentido fisico, sean invariantes ante las
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transformaciones locales del grupo U(1). Así, supongamos que E(L) = 65/630es invariante

de gauge. Entonces,

amm/Mp = o

y esto implica que:

4assoAu9” —a7P2,9”“ + avcpgafig'wgpm = 0 (43)

Derivando la ec. (43) con respecto a A, resulta inmediato que ag = 0. Contrayendo luego

la ec.(43) con gm. y derivando respecto de gm.) se ve que

0794€”: - y“? +swf] = 0

Multiplicando por ga; y contrayendo p con 1', obtenemos que a7 = 0.

Supongamosahora que E"(L) = 65(L)/6A,, es invariante de gauge. Entonces ÜE"(C)/ÜAF =

0, que significa que:

zazRgup + 2a3RuP+ zasvzgup + “[Aafigaugfip

—21‘25Aygm’9’3“- 21‘25Ay9‘"9”" - 2I‘LpArg‘wyfi”

—r:,A¿gP"g°‘ —FLAVgWg” - AMW‘"

+ Aaymgmgóagapfl + Aygmgwsyafiapp (44)

+ A69’°9‘flg”"yap.a + Aug”"g"pg”"9ap,al

+ a11Í2PZfiP:¿g°"gfló+ 2P:,I":¿gp"g°6 + 2Pï6'ag’w96"

- 2P569P°9”fl9"69aa.a- 2Pï¿9"”9"°g“’yap.a] = 0

Dcrivando la ec. (44) con respecto a. gafing, tomando en el punto en consideración

una base donde g,.,=diag(-1, 1, 1, 1) y haciendo p. = a = B = 7 = 1,p = 6 = 2 resulta

que a“ 0 Tomando luego p. = 7 = 2, p = a = 3 y fl = 6 = 4 se obtiene que a3 = 0. Y

haciend05-7=1,p=p=a=fi=2resulta a2:0.
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Derivando la ec. (44) con respecto a Aang y teniendo en cuenta que a2 = a3 = a“ = 0,

es

aolg“"9”” - 9”"9"”] = 0

Y haciendo ahora a = fi = l,p = y = 2 podemos ver que a9 = 0.

Supongamosfinalmente que E’” = 65/69“, es invariante de gauge. Entonces vale que

(9E'“’(¡C)/ÜAp = 0. Lo mismo sucede con

¡w

aE—(L4) = 0 donde L4 = a4\/—gR"”AF.,
3A, ’

Como L4 es lineal en gym”, no aparecen derivadas de cuarto orden en E""(L4).

Por último, derivando ÜE“"(AC4)/ÜApcon respecto a 9049,75;y contrayendo luego con

góflgfigh se obtiene luego de cálculos tediosos pero sencillos que a4 = 0. De esta forma

hemos probado el siguiente

TEOREMA: Si L',es una densidad lagrangiana de la forma

C = ¿(guugumgumm A»;A”; so;m)

que satisface las hipótesis i) a v), entonces, la invariancia de gauge asociada a las ecuaciones

de Euler-Lagrange implica la invariancia de gauge del lagrangiano que se convierte en

E = luv-913302+ bzv-yso‘ + ¿sv-9v.w.u9“"

+ (¡HF-gw”an + bm/ïgn2 + ¿MF-gwmnm, (45)

+ b7RwR‘”

Los términos bs‘/—gR2, b6‘/—9RWWR""”" y b1‘/—gRMR‘“’ pueden relacionarse, en n =

4, a través del teorema de Gauss-Bonnet.
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II.9 Análisis del lagrangiano cuadrático en la curvatura

La teoría cuántica de campos en el ET curvo tiene en cuenta las propiedades cuánticas

de la materia, incluyendo eventuales perturbaciones de la métrica debidas a back reac

tion, pero no cuantifica a la geometría de fondo que es considerada de esta forma como

un campo clásico externo. Este procedimiento para tratar a la materia acoplada con la

gravedad se conoce como teoría semiclásica. Los resultados a partir de él obtenidos —

aunque incompletos- representan el límite de la teoría completa que se espera tener al

encontrar una forma adecuada de cuantificar también la geometría. Por lo menos, este

límite describe adecuadamente a los fenómenos físicos en las regiones en que las longitudes

típicas son mucho menores que la longitud de Planck.

Los términos puramente gravitatorios del lagrangiano de la ec (45), haciendo la iden

tificación 111502con n” y 62304con A, A la constante cosmológica, son los habitualmente

usados por la teoría cuántica de campos en el ET curvo. Su acción para la gravitación es:

R 2 pu ¿4Sa = v—g[(Ñ -2A)+GR +fiRIWR ] 1:

que se obtiene de la ec (45) eligiendo bl = 1, bz = a, b1 = B y haciendo uso del teorema de

Gauss-Bonnet. Este lagrangiano fue sugerido por primera vez por DeWitt y Utijama [4’].

La acción gravitatoria es, como se ve, suma del lagrangiano de Einstein (o de Brans-Dicke)

y de términos de Weyl (cuadráticos en la curvatura). La materia se admite como acoplada

mínimamente y, en el caso del campo escalar sin masa, también en forma conforme como

veremos "'25adelante. Contando potencias en forma ingenua se ve que los contratérminos

AC son proporcionales a C y la teoria es asi formalmente renormalizable. Esto ocurre

porque la.prcsvvwiade los términos de Weyl implica que el propagador del gravitón brinda

4 en vez del comportamiento p’2 del lagrangiano de Einsteinuna contribución tipo p

[22].Se han mentionado ya los problemas en la zona clásica de los términos de Weyl. Pero

estos términos son evitables, sin embargo, si despreciamos su contribución a bajas energías,

contribución que es realmente pequeña.
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Es importante resaltar que nuestro lagrangiano resulta cuadrático en el campo gravita

torio aún cuando no fue una de las hipótesis, como así también que se obtienen los posibles

acoples de la materia con la gravedad sin necesidad de que esto sea una imposición adi

cional; sólo hemos pedido que el lagrangiano no contenga constantes dimensionales. Más

aún: hemos mostrado que no es necesario pedir invariancia de gauge al lagrangiano para

que la tenga ya que ella deriva del requerimiento de invariancia hecho a las ecuaciones de

campo. Es a ellas a las que debe, por otra parte, haterse este requerimiento ya que son

las que deben tener sentido fisico. La invariancia resultante del lagrangiano excluye, por

su parte, un conjunto de términos representativos de interacciones que estarían permitidas

si se hubiera tenido en cuenta nada más que el cálculo de concomitantes y el análisis di

mensional. Además, puede pensarse como una generalización de la RG en lo que respecta

a la naturaleza geométrica de la gravitación: se construye con argumentos geométricos y

cumple con el requerimiento de invariancia de gauge ya que es invariante por el grupo de

c.g.c.

Las ecuaciones de campo que de esta acción pueden obtenerse agregando con acoplamiento

mínimo una fuente de materia descripta por su lagrangiano LM son:

G,” = —T,,.,

C011 1 1

G,” = ¡(Ruy - ¿Raw + 2M,"
+ a(-R’g,,., + 43m, —4g,..,DR+ 4V,,a.,R)

+ ¡(K-2011,.” —RPaRP°gw + 4RW0RP"

—gWDR + 2V,,a.,R)

y

5/\/—g CMd‘x E ¿[V-g T,” 69""

El maya: contraste entre esta acción cuadrática y la gravedad de Einstein reside en

los problemas de estabilidad, tal como se refleja. en la energia del sistema. La energía es
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definida positiva en SG ¡“l y se anula en el caso conforme [45]pero es indefinida cuando

se suman los términos en R y los términos de chl. Sin embargo, mientras se carezca de

una teoría completa de la que ésta sea el límite, los términos en R2 son inevitables.

El lagrangiano obtenido presenta nuevos inconvenientes cuánticos. El propagador para

el gravitón (p2 + a.:¡:2p_‘)-l viola los requerimientos de unitariedad al menos a nivel árbol

z —(zz/a + p2)_1 y en consecuencia tiene un polo en —z’/aya que es de la forma p

que corresponde a la presencia de un fantasma. Cabe esperar, a pesar de esto, que la

unitariedad pueda ser restituída al continuar el desarrollo para incluir las correcciones

cuánticas ¡“1. Por otra parte, la teoría cuadrática en la curvatura -cuya unicidad al igual

que la de los posibles acoples con la materia acabamos de demostrar con la extensión

del teorema de Weyl- parece ser la única que se corresponde, por lo menos en el límite

serniclásico, con un tratamiento perturbativo de la gravitación sin apartarse del marco

original de la RG. Los términos puramente gravitatorios de la acción están en condiciones

de acoplarse a modelos gran unificados para la materia, ya que estos términos tienen la

propiedad de ser asintóticamente libres [44‘].

Sehan discutido, por supuesto, otras varias posibilidades para una descripción cuántica

de la gravitación, incluyéndose entre ellas a la cuantificación canónica que conduce a la

ecuación de Wheeler-deWitt para la función de onda del universo, a las teorias super

simétricas y las teorías de supercuerdas. Justamente a partir de esta última se reobtiene,

en el limite de bajas energías, la acción de Einstien más los términos de Weyl de la ecuación

(45) [47].En efecto, S. Deser ha obtenido esa acción a partir de las supercuerdas cerradas

bosónicas, heteróticas y supersimétricas, con distintos coeficientes en cada caso para los

términos en R2 y RWR‘”.

idem-5': d"- I-agrangiano de las teorías semiclásicas, la ecuación (45) nos permite encon

tra: ' miclásicas conocidas mediante una adecuada elección de las constantes:
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Relatividad general: La RG es un caso particular de la ec. (45) si admitimos que ella puede

escribirseevitandolas constantesdimensionalesal estilo Brans-Dicke El lagrangiano

de esta última teoría puede obtenerse a partir de nuestra ecuación eligiendo bl = —1/2,

b —3 = 4m y todos los demas coeficientes iguales a cero. Posteriormente, la RG se obtiene

haciendo la identificación 902= le".

Maxwell -—Einstein: El campo electromagnético se acopla mínimamente al campo gravita

torio haciendo el reemplazo usual de las derivadas parciales que aparecen en su formulación

en el espacio de Minkowski por derivadas covariantes. El electromagnetismo así acoplado

a RG se obtiene a partir de la ec. (45) haciendo bl = —1/2, b4 = 21r/137 , todos los otros
2 2b¿= 0 y pensando nuevamente en rc como go- .

Los lagrangianos para el campo escalar: Como se ha dicho, el lagrangiano para el campo

escalar autointeractuante sin masa en el ET curvo está descripto por (39) . Vemos así

que debemos tomar bl = C,bz = A,ba = 1 y los demas coeficientes nulos para obtener este

lagrangiano a partir de la ec.(45). Haciendo uso de dos campos escalares podemos también

agregar el término ¡(N-gli correspondiente al lagrangiano de la gravedad libre.

Es posible recuperar además otras teorías que, aún siendo cuadráticas en la curvatura

como el modelo de Strominger ["1 sin fantasmas para límites asintóticamente planos, son

estudiadas por sus propiedades en el límite clásico . En n = 4, basta elegir Fm, = 0, blcpz=

J: ¡72/2 y los demás l).-= 0.

En co....lusión podemos afirmar que la extensión del teorema de Weyl destinada a

obtener ¡ind th ¿sidad lagrangiana para todos los campos bosónicos nos ha permitido de

mostrar, -' ¡:r '. rigurosa, cuál es el lagrangiano que deben usar las teorías semiclásicas

sin necesid ' l "* ‘Tacerimposiciones sobre su invariancia de gauge. Hemos visto también
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que esta extensión engloba a las teorías usualmente aceptadas por la literatura como así

también prohíbe la inclusión de términos que representen otros acoples que no sean el

mínimo o conforme ya que esto no podría hacerse sin la aparición de constantes dimen

sionales o rompiendo la invariancia de gauge de las ecuaciones de campo.
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CAPÍTULO III

LA TEORÍA DE CONCOMITANTES EN EL CÁLCULO DE < «p?>35"

III.1 Introducción

La invariancia conforme juega un rol muy importante en las teorías de campos no

masivos. Es bien sabido que en el dominio cuántico, esta invariancia es violada debido a

la presencia de divergencias que deben ser eliminadas en el proceso de renormalización.

Entre los ejemplosmás importantes de estas anomalías encontrarnos a la anomalía de traza

que proviene de los valores no nulos que toma el tensor de energía impulso renormalizado

< T'; >"" en las teorías invariantes conformes.

El estudio de estas anomalías no es, en general, un problema sencillo ni siquiera en las

geometrías más simples [4°]. Podemos mencionar como ejemplos de los numerosos inten

tos realizados en esta línea al trabajo de Page en 1982 [5°]para encontrar una expresión

aproximada del < T” >"" en el caso en que la. fuente sea un campo escalar invariante

conforme y la variedad un ET de Einstein estático (vale decir, con un vector de Killing ¿{o

tal que ¿("06"= 6g). También al trabajo de 1985 de Brown y Ottewill en que propusieron

una aproximación algo diferente -trabajando con la ambigüedad en la elección del factor

conforme; al considerar el problema de la polarización de vacío cerca de un agujero negro

estático. Utilizaron campos de spin 0, 1/2 y 1 y reprodujeron los resultados de Page para

[51'52]. Sin embargo, éstas no son mas que aproximaciones. Usando métodosel spin 0

numéricos, Candelas y Howard mostraron en 1984 que el < T“ >"" de Page es adecuado

en la métrica de Schwarzschild con fuente de campo escalar no masivo [53'54].Pero ha sido

mostrado que, para el campo electromagnético, la.aproximación de Page, Brown y Ottewill
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da el signo equivocado para < T'“’ >"" a grandes distancias de la fuente mientras que da

el valor exacto en el horizonte [55'56].En 1987, Frolov y Zel’nikov propusieron un método

alternativo para la construcción del < T’” >"" en ET estáticos cualesquiera y cam

pos invariantes conformes como fuentes [57]. Ellos construyeron un tensor con cantidades

geométricas: la curvatura, un vector de Killing y sus derivadas covariantes hasta cierto

orden. Independientemente, nosotros trabajabamos en esta línea pero con pretensiones

más generales. Construímos un tensor con las caracteísticas adecuadas para ser fuente de

las ecuaciones de Einstein utilizando cantidades geométricas: la métrica y sus derivadas

covariantes hasta cierto orden y un vector adimensional cualquiera y sus derivadas covari

antes, para que luego jugara el rol de vector de Killing, de Killing conforme o simplemente

el de indicador de una dirección privilegiada. Estos cálculos resultaron muy largos y com

plicados y no parecian brindar información de interés.

Es por eso que decidimos que en una primera aproximación convenía considerar una

versión más modesta del problema y discutir el comportamiento de la cantidad < 992>""
1/4que describe las fluctuaciones cuánticas del campo. De acuerdo con la teoría clásica, g go:

es invariante ante transformaciones conformes mientras que 91/4 < 992>""‘ no lo es.

Para encontrar las adecuadas leyes de transformación a las que deben ser sometidos los

campos es conveniente considerar el comportamiento del procedimiento mismo de renor

malización ante las transformaciones conformes. Estos cálculos fueron efectuados por Page

[5°]en el ET de cuatro dimensiones pero cuando se trata de repetirlo en dimensiones mas

altas el sencillo procedimiento por e'lutilizado se convierte en extremadamente complicado.

3 Los términos que deben sumarse a gl/4 < 902>"n para restituirle su invariancia con

forme tienen carácter local y en consecuencia deben ser construidos a partir de la métrica y

sus derivadas. El orden máximo de derivación que. debe considerarse puede ser fácilmente

definido a partir de argumentos del análisis dimensional. En otras palabras, ante una

transformación conforme (TC)

- _ 2
gun _* guv — w 9m!
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la transformación del valor de expectación de vacío (v.e.v.) renormalizado del cuadrado

del campo < (,02>"" debe ser de la forma

“25 < sa2>ren _ < S‘32>ren= f(guu,V,w)

donde fi = 1 —n/2, n es la dimensión del ET y .7: una función escalar arbitraria.

La teoría de concomitantes descripta en el capíitulo II se revela aquí también como

una herramienta poderosa para obtener la estructura más general de la función IF. En

este capítulo mostraremos pues, la aplicación de la teoría de concomitantes al problema

particular de estudiar las anomalías conformes de los campos sin masa en seis dimensiones

y encontraremos los términos que las representan junto a vínculos que ellos deben cumplir.

Comenzaremos con un breve resumen de las propiedades de los espacios y transformaciones

conformes, plantearemos el problema en forma rigurosa y mostraremos que su solución

para el caso de cuatro dimensiones coincide con los resultados de la literatura. Luego

encontraremos los términos que intervienen en .7:y las condiciones que los coeficientes que

los acompañan deben cumplir para que .77pueda representar a < 302>.

III.2 Espacios conformes, transformaciones conformes y teorías conformes

Dos espacios Vn y Vn se dicen espacios conformes si sus tensores métricos gm, y fi”,

están relacionados de la siguiente manera:

ÜIWÜ’)= w2(z)9uv(z) (46)

donde w es una función escalar [5°]. Suponemos que Vn y 1-7,,son espacios globalmente

hiperbólicos n dimensiones, una temporal y (n —1) espaciales. Suponemos también que

las métricas y el factor conforme wz son C°'°.

P313.preservar la relación guvg” = 6p”,las componentes contravariantes de la métrica

deben rurnplir que

57"”(2)= w_2(z)9'“'(z) (47)

49



Por su parte, los símbolos de Christofl'el satisfacen la relación

fito = Fiia i'm-lag“! + 55‘01,_ gpaguuwv) (48)

donde con w, hemos indicado aut/az". Con 11:, definimos Ü, la transformada. conforme
de la. derivada covariante:

ÜuAy = VflAy- w_1(5:wy+ 6:0)“_ gpugxawa)

Ü"A., = V“A., - («J-“51(0)”+ 55W)- yxugwwa) (50)

Las derivadas covariantes indicadas con ; o V (usamos la notación más conveniente en

cada caso) están determinadas por la métrica no transformada guy.

El cálculo del tensor de Rjemann de gw, da.

[#QV]' v _ -2 u
R" Pa _ w R" p, +6“, a] (51)

donde Q"; es por definición

S = 4“’_1(“_1);fl‘19°7 _ 2“;21w;19”°58'

y [ ] indica antisimetrización:
1

[ab] = _ ab _ ba
T 2(T T )

El caso n = l carece de interés. En dos dimensiones, cualquier métrica. es reducible

a ¡\[(d:l:l)2:i: (¿1:2 Esto significa que cualquier V2es conforme al espacio plano en dos

dimensiones. Por lo tanto, supondremos que n > 2. Entonces el tensor de Ricci de la

métrica transformada. es

É‘L = w'ZR'L + (n - 2)w_l(w'l);ua9°" - (n - 2)_1w_"(w"—2);pa9”°55 (52)

y su escalar de curvatura

R = w-ZR —2(n —nui-www - (n —Ixn —4)w-*w¡,.wwg"" (53)
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Utilizando estos tensores podemos definir otro tensor:

cap, =Rrpa + (n —2)-‘(6::Rw —en” + ¿"una —gun", (54)
+ (n —1)_1(n —2)_1R (559,, —6:9”)

que resulta invariante ante TC

ó" = C"upa vpo

Este tensor se llama tensor de curvatura conforme o tensor de Weyl y puede probarse que

para n > 3 cualquier espacio con tensor de Weyl nulo es conforme al espacio plano.

Es posible definir campos con propiedades especiales de transformación ante TC. Esos

campos se llaman campos de Weyl. Cuando se está trabajando en teorías de campos no

masivos, la acción S debe ser invariante conforme: 5' = S. La acción S es

s = /L(\P,VW)dn

donde L es la densidad lagrangiana, ‘I' el campo y

dr]= \/—_gd"z= ¿ÑemmnfindzmdzM...dz""

Como fi = wzng, entonces dñ = w"dn. Entonces, C satisface

É = w'”fi (55.)

Este requerimiento es el que permite definir a los campos de Weyl: sea ‘11un campo

tensorial. ‘I' se dice un campo de Weyl si satisface que ‘ÍI= (wz)"ll, o sea,

_ 2v
‘I’muz-uum —“J Tiana-um

Diremos además que tiene peso r cuando es sometido a una TC y que tiene m índices.

Observamos que en la densidad lagrangiana tenemos un término cinético de la forma

quflflpflflmvn‘ymmmum

por lo tanto, la ec. F(55) dice que

É = (w2)2r-m—1¿ (56)
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Teniendo en cuenta a las ec. (55) y (56) vemos que un campo de Wey] satisface

r=2(m+1)—n fi
4 5 (57)

Para nuestro trabajo estamos interesados en los campos escalares. En consecuencia

tenemos que m = 0 en (57), vale decir

- 5 . n
cp=wgp With fi=1—5 (58)

Necesitamos considerar al propagador G, siendo G

G(=,=') =< 80(=)P(=') > (59)

donde < > significa v.e.v.. Es inmediato a partir de (58) que G se transforma según

Ó(z,z') = wfi(z)G(z,z')wfi(z') (60)

o brevemente

Ó = wflGw'fl

III.3 Planteo del problema

Utilizaremos herramientas geométricas para la discusión de las propiedades del valor

medio renormalizado del cuadrado del campo escalar < (,02>. El valor medio al cuadrado

< (pz> está relacionado con el propagador a través de

G(:I:,z') =< 99(z)tp(z') > (61)

Cuando se toma el limite de coincidencia a: —>z', < (,92> generalmente resulta divergente

y debemos hallar su expresión renormali3zada

< S02>ren=< P(novo?!)>ren= Gren
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Gr" se obtiene restando los términos divergentes Cab."al propagador completo G

Gren= G_ Gdiv

Al realizar una TC (56) sobre la métrica del ET, el campo escalar se transforma como

indica la ec. (58). Por lo tanto, el Ó'“ transformado será.

Óren= Ó_ Ódiv

Combinando (63) and (64) y recordando que Ó = wzflG se obtiene que el valor trans

formado < 932>'"‘ debe satisfacer:

“26 < P2 >3ren _ < ¿2 >ren= G'div_ MZBGdivE f-

Pero los términos divergentes son objetos geométricos, por lo tanto .7:debe ser una función

de solamente objetos geométricos, precisamente .7: debe ser una función de los objetos

geométricos relevantes del ET: la métrica y el factor conforme, más sus derivadas, porque

estamos trabajando con una teoría conforme. Debemos tomar derivadas hasta el orden

necesario como para dar a .7:las unidades correctas.

Tomando en cuenta todo lo que hemos dicho acerca de las reglas de transformación

de < «,02>, vemos que .7: debe satisfacer

Hamaca) = —w"’f(aw,\'7,a) (66)

donde jm, está definida en (46), Ü en (49) , (50) y JJ = l/w. La ec. (66) representa una

transformación “anticonforme” ya que el término multiplicativo es negativo.
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III.4 < «pz> en cuatro dimensiones

3 Consideremos primero el caso sencillo en cuatro dimensiones. En este caso, las

únicas funciones de (gw,v,,,w) con las correctas unidades son el escalar de curvatura R

(este es el teorema de Weyl [la] ) y las contracciones de dos derivadas (cada una brinda

un 1-1):VwVw y VVw. Recordemos que estamos trabajando en unidades naturales y que

hemos elegido

[guy] = l por lo que [w] = 1.

Pidiendo que la acción S sea adimensional tal como es usual, resulta que [pz] = 1”" que

en n = 4 da [302]:1‘2.

Si pedimos que .7: satisfaga la condición (66), que es lo mismo que pedir que sea

anticonforme, .7: resulta
V V"

f“) = a_"_u73_w (67)

con a algún coeficiente que debe obtenerse de la comparación con algún ejemplo conocido.

2 [50].Este es el resultado correcto para .7: y a es 1/481r En efecto, en el método desa

rrollado por Page para obtener < Tuy >"n que mencionáramos en III.1, debió calcular

< go:>. Para ello utilizó la aproximación gaussiana para la función de Green en el espacio

conformemente relacionado con el de Einstein estático y obtuvo

<‘Pz>g=48170520-2—

Si hubiéramos pedido a .7: que satisficiera la condición de transformarse conforme

mente, hubiéramos obtenido

Vuv‘üu
ws

I V“wV,¿w
“,4fl“) = ¿[w-za _ 3 1+ a (68)

'Js coeficientes arbitrarios. Pero no es el caso ya que debe satisfacerse nece

ec. (66) .
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III.5 Los concomitantes en seis dimensiones

Resulta interesante trabajar en seis dimensiones no sólo porque es la primera general

ización en dimensión par sino también porque las relaciones entre el grupo conforme y el

grupo ortogonal en n = 4 y n = 6 han permitido entender varios resultados. Por ejemplo,

para encontrar la acción que corresponde al supergrupo de Poincaré se hace su inmersión

en tina teoría superconforme, se imponen restricciones cinemáticas sobre la torsión y la

curvatura del grupo en seis dimensiones y esto induce la ruptura de simetría maxima] que

lleva a la acción correcta en n = 4. Otro tanto sucede en teorías estilo Kaluza-Klein y en

la búsqueda de simetrías que en n = 4 están rotas y son difíciles de identificar (“simetrías

ocultas”

Por ello, en esta sección encontramos la expresión para la función .7: en seis dimen

siones. Las condiciones que requerimos que ella cumpla son:

- La función .7:dependerá sólo de objetos geométricos, vale decir, de la métrica y”, del

factor conforme w y de sus derivadas.

- Igual _queen los capitulos anteriores utilizamos unidades naturales y asignamos dimen

siones de longitud a las coordenadas del ET. Por lo tanto, [gw] = [w]= 1. Pedimos

también que la acción S sea adimensional por lo que —enn dimensiones- [C] = 1-” y

[pz] = l('"+z). En seis dimensiones, [902]= [G(z,z')] = l".

Buscamos entonces una función .7:

f = f(gflV79IW'P1 vgtwmiP71- ' ' vguv.pi.pz.---.p,a“’v“’m v- ' ' ku1.---.#q) (69)

que tiene dimensiones de 1-4. Debido a sus dimensiones, por un cambio de escala de razón

,\ en f, traemos que

"1,. 2 P q
'- . vwAguvmw A gitvmnp: v' ' ' vA 9MV.m.pz..--.pp i“! AMM v' ' ' v" “unn-mg)

(70)
, 4

'“ A ¡(guvaguvmngummpz v- - - igflvm: .P2.---.ppv“’a“’m v' ' ' 7wÍ‘II--'I“q)
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Siguiendo los mismos procedimientos del capítulo II, derivamos (70) cuatro veces respecto

de A y hacemos A —v0+. Así obtenemos

_ pvpaafi'yó pupaafi‘yó
.7-'_ A1 A,gwmvgaflnó + gwmawafiwmó

+ Agvpaafió Aáwpaóafigflvmvwafió + guvmdwmfi

+ Agvpaafiór + Agupaafiów“,ywpvawa'fiw¿', wu'ywppwa'pó (71)

+ Ai‘vpmpwuwwppafl + Agypaafiwuwpwmafl

+ Agypaawuwwa + Ai‘dlpaórguvmaór+ -

Los . indican términos que contienen a gw”, y Ag"son escalares concomitantes de gw,

y w“. Aplicamos luego el teorema del reemplazolsq lo que nos permite reemplazar a gm“,

por cero, a las derivadas de gw, por adecuadas simetrizaciones del tensor de curvatura y

sus derivadas covariantes, y a las derivadas parciales de w por sus derivadas covariantes.

Por otra parte, los Ag"han sido calculados recientemente [35].

Reemplazando todo esto en (71) y realizando y llevando a cabo cálculos semejantes a

los del ccapítulo II obtenemos:

f = a1(w“w“)2+ az(w"")2+ aaRz + (141?!wa

+a.stpr +agRquw, + awa‘ju+ ast'Wp

+ agwflwaw,+ amwwww+ anw""w"w,+ 0.12

+ ala-Ruta)“ + a'l4RuypaR-uvpa + ¿lisa-’30,,+ alflwflapwa

+ anw'ww + hamaca),

w'wp significa VPV" V"w
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III.6 Las propiedades de los concomitantes ante transformaciones anti-conformes

Necesitamos repetir ahora, en seis dimensiones, el programa que hemos presentado en

la secciónIVA para obtener -entonces en cuatro dimensiones- la expresión para < 302>"".

Para ello debemos primero transformar conformemente a cada uno de los concomitantes

hallados en la sección anterior. El resultado de ese tedioso pero sencillo cálculo es el

siguiente:

(tïfl‘tï’u)2= ¡"(WMV

(GWHY== —w-4Üw —(n —4)w'5wflw"

I-Ïz = w'4R2 + 4(n —1)2u,v_"(w“u)2 + (n —1)2(n —4)2w_°(u.:"u.)c,)2 —4(n —-1)w_5Rw“"

—2(n —1)(n —4)w'°Rw°w, + 4(n —1)2(n —4)u.:‘7cu““u.1"u.ic,r

É’WÉ“, = w_4R"”R,,., —240-st”, - 2(n —2)w'5R“”ww + 4(n —2)w-°R"”wuwy

—2(n —3)w’°Rw"w, + (n —2)2w_°w"”ww —4(n —2)2w_7w"”w“w.,

+ (311 — 4)u.’_°(u.!°".,)2 + (4112 — 2011 + 20)w_7w”aw“fl + (n3 — 6712 +1311. — 8)(..J_°(u.:"'c.«.:.,)2

Éwpalïlwpa = CW’WCM,” + 4(n —2)_1w—2R‘"’R,w —Sw'sR"”w,,., + 16w_°R""w,,w.,

—4w'6Rwaw, + 4(n —2)w’°w’“’w,w + 8(n —.‘2)’lu.J"°(u.!".,)2—16(n —2)w'7w""w“w,

+16(n —3)(n —2)-lw'7wppw°wa —2(n —1)_1(n —2)_lu.:_‘]-Z2

— [217.3—3411,2+1281: —144](n —2)_1u.!_°(w"wc,)z

(3%", = —w_°w"u", —2(n —4)w_7w'°wpa + 4ta.:_7(u.:°'a)2—(n, —10)w'7w°w"w

—2(n. —4)w'7w,w‘“’u + (911 —48)u.1“¿mvamtuawcr— 2(n —4)(n —12)w_°w""w,,w.,

+ 5(n - 4X" —3)w"°(w"uhr)2

ÉWGJW = —w"°R’“’w,w —w'TRuawa + (n —2)w-7wuuw"” + (¿J-701.32)2+ 4w—7R""w#w,

- 6(n —2)w_aw""w,¿wu + [(‘n —2) + (n —3) + (n —4)]w‘acuc'uaaua”p

+ l6(n —2) + (n - 3)(n —4)lw“’(w"w")2

Rwanda = w‘°R"”w,.wu + (n -1)w"‘°(w"w,.)2 —w-°w°,w"w,. —(n —meu-wwwqu
_ _ -7 a —7 a 2 —a a

Raw” = —-wGRAN;—(n-4)w Ru wa +2(n —1)w (w a) +3(n—1)(n —4)w w aw’w,

+ (n —l)(n —4).)“;’"(ua"u.1¡,)2
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ÉEJHDF= (¡J-“Rufina. —2(n —1)w_°w”wpw"u - (n —1)(n - 4M!""(mpmp)2

á)" 43’52, = —w'1°w"“w°w, - (n —4)w‘“(ufl’u.vp)2

¿DWÜW= w”w""w,w —8m"w""wuwy + 2w_°w”pw"w,+ (n - 8)U_10(ana)2

¿Jul/¿"(3”= _w-10wukuwv + 3w—ll(wawa)2

III-É = w_‘ÜR -—244.75%”, + (n —6)«2_5w“R¡n —2(n —1)u.:_5c..r”p"¡l—2(n - 5)w'°Rw°w,,

+ 6(n —1):...v_°(«.u"¡¡,)2—2(n2 —9n + 8)w_°w"w”pu —2(n —1)(n - 4)w—°w""w,w

—2(n —1)(n —4)w'°w"°uw, + 2(5112- 31n + 26)w_7w”pw"w,

—2(n —lxn —4)<n —10)w’7w"”wuwy + 4(n —1)(n —4)(n —7)w-°(w°wa)’

Éwú” = —w_°R“‘w,, + 240-7Rwaw, + 2(n —1)w_7w”p"w“ —6(n —1)w_'w”w,w:

+ 2(n —1)(n —4)w_°w°“waw,, —4(n —1)(n —4)w"’(w"u.vc,)2

apaga,” = w-Bwuauwa _ sw-Dwuuwawa + (n __6)w—9wpuwuwy_ (4” _19)w-10(wpwu)2

61"” = —w—°w“”#, —2(n —6)w"7w"w”w + 5w—7w"w”w —(n —6)w-7w“"wu,pu

—1 2 -l a 2 -0 II
+ 5m (wa) + 9(n —6)w w"pw w, -—(n —21n + 80)w w"w wm,

+ (n —8)(4n —19)m'°(u.1"w,,)2

Camada, = w”°w“u"wa + 2(n —4)w-°w“w"wp., —4w_°w"uw"w, —5(n —4)t.a.v‘1°(w"w,.)2

Imponiendo la. condición de que una combinación lineal con coeficientes permitidos

por la ec. (72) -por ejemplo un número por un coeficiente de de w, vale decir Awa- debe ser

antisimétrico con respecto a. su correspondiente transformada conforme y también que la

combinación lineal debe estar multiplicada por wz'" para. satisfacer la.ec. (66), se obtiene

una. expresión como



wm”, + bmw“, + aviva), + ¿Muay + ¿(cum2+ fw""w,,,,

+ gusta;wa+ hw"”w,.w.,+ ij'; + kR’www+ lme“

+ me’üv“ + nR'wwuwy+ p(w"u.v,¿)2+ qÜR + st

+ tR'WR“, + u[C"””"C,W,, —4(n —2)“R"”R,w + 2(n —1)-‘(n —2)”);21

= —w(2_")[—w°—°w"fl”u—. . . —Imp-waw —. . . + cw"_°w“ww" + . . .

+ ¿nó-“wwuwy + . . . + ew“_°(w“”2 + . . . + fw"_°w'“'w,w + . . . (73)

——gw”_1°w'w,w"u + . . . —¡uva-lowwwflwy + .. . —jUA-GRUZ + kw“_°R“"ww + . ..

—(wo-Gme" + . .. + mw”‘°Rw"w,, + . . . + nw"°R""w"w, + . .

+ w"_12(w"w,,)2 + qw‘b-4ÜR + . . . + ¿wc-41'22+ . . . + tw”_4R"”R,w + . . .

+ 11.(¿)"C"""""Cm,W + . . .

Reuniendo alos coeficientesque multiplican a cada.concomitante se obtiene el conjunto

de ecuaciones que deben satisfacer los coeficientes y los exponentes de w. Pero de su simple

observación se ve que existen muchos posibles conjuntos de soluciones, por ejemplo:

2

función .7-'= g wl‘lwaw", + Safina] (74)

5

función .7"= a wmw‘ï", + bwmwwflv + {-241 —Eb —51]w°w“u"wa

É
4

7

+ [2a + 501. —6)b]w°w""wuu + g w14w"#w”w, + h t...)l44.4.:Mwfltta,l

+ [—2a + (n —6)b]u.v9uflí’m.‘r+ [—2a — gb + (n —6)b —5j]m”(l:lu.a)2

+1"u1°R(Dw)+ k www“ +1w1°wau + 3(n—6)bJRquw, (75)

+ [j —1- 2m —6)b1w°Rw"wt+ (g —gmwmw

+ {-341 +217 —%(n —6)b —101+ 51'-15k]w13(u.1"w,¿)2

+ [2a(n —6) + b(n —6)2 - 4b(n —6) = O]

donde hemos escrito en todos lados n=6 conservando sólo explícitamente “n” donde aparece

“(n-6)”.
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Podríamos también haber admitido coeficientes del tipo Au)"ln w. Esto nos hubiera

brindado otro conjunto de ecuaciones y su respectivo conjunto de soluciones. Más aún,

podríamos pedir que los coeficientes fueran de otro tipo que Aw" o Aw" lnw .

III.7 Discusión

En este capítulo hemos encontrado el conjunto completo de concomitantes de la

métrica, una función escalar y sus derivadas. No hemos impuesto arbitrariamente el orden

de derivación admitido sino que éste ha resultado de consideraciones dimensionales. Luego

hemos estudiado las propiedades de los concomitantes ante transformaciones conformes y

anticonformes y hemos obtenid:- .secuaciones que deben satisfacer los coeficientes de sus

combinaciones lineales. Hemc: mostrado también posibles conjuntos de soluciones a estas

ecuaciones.

Hemos encontrado que —aunquelos coeficientes para la función 17(4)que da los términos

divergentes de < 302> en cuatro dimensiones pueden ser calculados en forma sencilla

(sección IV.4)- ése no es el caso cuando el problema se plantea en seis dimensiones. La

comparación con los resultados encontrados para distintos ejemplos particulares en la li

teratura [57'59]no permite elegir un conjunto de soluciones para los coeficientes que los

determine completamente. Ésta es una primera aproximación al problema de encontrar

una expresión única para < T'” > o < (,02> aunque sus aplicaciones no son inmediatas

debido a que encontrar vínculos sobre < TW > y < 502> en cualquier geometría prove

nientes de otros requisitos físicos -como por ejemplo, el valor correcto para la anomalía de

traza- involucran cálculos extremadamente largos.



CAPITULO IV

LA TEORÍA CUÁNTICA DE CAMPOS Y LA IDENTIFICACIÓN ANTIPODAL

III.1 Introducción

Las ecuaciones de Einstein que describen la evolución del campo gravitatorio son ecua

ciones puramente diferenciales. Su resolución fija la geometría local pero no la topología

global del espacio-tiempo Una variedad M dotada de una métrica g que satisfaga

las ecuaciones de Einstein admite, en principio, que se le asocien distintas topologías. Sin

embargo, salvo especificación contraria, toda la literatura se refiere a variedades de Haus

dorfl' conexas, paracompactas C°° sin bordes. [6°]. En variedades como éstas es que está

desarrollada la teoría cuántica de campos (TQC) en el ET curvo. Sin embargo, es claro

que aún en el caso más simple en el que de las ecuaciones para el campo gravitatorio re

sulta una variedad completamente plana (es decir, con tensor de Rjemann nulo en todo el

espacio) la topología no es necesariamente euclídea. Esto es sencillo de ver en un ejemplo

en dos dimensiones: si se enrolla una hoja de papel para obtener un cilindro, la geometría

sigue siendo localmente plana. No cambian las geode'sicas que podíamos haber dibujado

sobre la hoja antes de enrollarla ni las distancias entre sus puntos próximos. Sí habrá

cambiado la geometría extrínseca: no es lo mismo un plano que un cilindro cuando los

miramos como inmersos en la 3-geometría exterior. Pero los observadores que vivian sobre

la superficie del papel no habrán notado cambios salvo los habitantes cercanos a los bordes

ahora identificados. Toda. la geometría que ellos ven es la misma, independiente de la

topología. El único dato topológicamente interesante es la identificación de los puntos del

plano que permite formar el cilindro.
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¿Por qué nos interesa estudiar las consecuencias de los cambios de topología? En la

búsqueda de explicaciones al problema de la cuantificación de la gravedad, se ha propuesto

que las divergencias con que está plagada la teoría estén relacionadas con la posibilidad

de que al acercarse a longitudes características del problema comparables con la longitud

de Planck, las fluctuaciones de la geometría del ET revelen que la topología “en pequeño”

no es la trivial. No se pueden descartar, por ejemplo, cambios en la conectividad del ET:

cabe que lo que “mirado en grande” parezca simplemente conexo presente, a escala de

Planck, manijas o cavidades de gusanos (wormholea) constantemente apareciendo y desa

pareciendo [61].Wheeler sostiene como ejemplo que alguien que no haya oído jamas hablar

de la electricidad podría predecir la existencia de la carga eléctrica y la ley de Coulomb con

sólo admitir la posibilidad de que el espacio fuera múltiplemente conexo. Encontrándose

luego con que la electricidad existe, esto sería tomado como una confirmación de la teoría.

Wheeler sustenta con este ejemplo su propuesta de pensar a la topología como algo primor

dial, anterio —encuanto a fundamental- a la geometría. El concepto de que la electricidad

puede relacionarse con “líneas de fuerza atrapadas en espacios múltiplemente conexos”

había sido propuesta por Weyl en 1924, antes de la MQ [62]. Luego la MQ predijo que

las líneas de fuerza que tienen su origen en fluctuaciones del campo se enhebran'an en un

wormhole de longitud caracteistica L llevando un flujo del orden de

_. h 1/2

/E.díw ( Z), .L2N (ner/2

Entonces,¿por qué no pensar al espacio como algo que tiene una estructura agujereada,

como una espuma, con cargas positivas y negativas de orden de

q N (hey/2 N lOe_

continuamente creándose y aniquilándose? Nada se ha dicho respecto de que estas cargas

deban estar asociadas con partículas elementales, son previas a ellas. Más aún, las escalas

de longitud relevantes para las fluctuaciones son veinte órdenes de magnitud menores que

las dimensiones nucleares. Estas cargas estarían en todos lados y no sería necesario que

estuvieran cuantificadas.

62



De igual forma que su puede predecir topológicamente la existencia de la carga

eléctrica, se puede también predecir usando el concepto de wormholea, la inexistencia

de monopolos magnéticos: sea B = VxA o, en lenguaje de formas, B = dA. Si se reviste la

boca del wormhole con una superficie cerrada S provista de la topología de una 2-esfera,

su borde ÜS es cero. Entonces, el polo magnético p asociado con esa boca está dado por

41rp=/B=/dA=/AEOS S OS

Wheeler destaca con esto el carácter previo de la topología, anterior al concepto mismo

la integral del flujo

de partícula, aunque ella no pueda explicar por qué las cargas están relacionadas con las

particulas elementales ni por qué están cuantificadas. Sostiene que de haber admitido

tácitamente que el concepto de espacio tiene sentido a distancias muy pequeñas se sigue

tener que imaginar a la carga eléctrica como algo mágico e inexplicable y tener que asociarla

con un punto en el espacio donde las ecuaciones de Maxwell no valen y la densidad de

energía es infinita. Si en cambio pensamos en líneas de fuerza atrapadas en wormholea,

la existencia de cargas y la inexistencia de monopolos son predicciones de la teoría. Su

existencia e inexistencia respectivamente se convierten luego en una corroboración de que

las fluctuaciones de la geometría son suficientemente importantes como para provocar

cambios en la topología, si es que queremos seguir sosteniendo que el concepto mismo de

geometría puede ser utilizado a distancias del orden de la longitud de Planck.

Cabe así esperar que los cambios en la topología producidos no ya sólo por las fluctua

ciones de vacío del vector potencial electromagnético sino por las del tensor métrico mismo,

brinden una guía para encarar las divergencias que aparecen en la gravedad cuántica y aún

en los problemas relacionados con su misma explicación. En este sentido, Wheeler afirma

que el hecho de que abandoranar el postulado de que la. topología es euclídea explique la

existencia de la.carga eléctrica y prohíba la de los monopolos magnéticos, le da razón para

tornar seriamente predicciones para topologías no euclídeas a pequeña escala de colapsos

y expansiones gravitatorias ocurriendo en todos lados y a cada instante [62]. Por todo

lo dicho, pensamos que la necesidad de encontrar una interpretación coherente para la
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gravedad cuántica y, más modestamente, para la TQC en el ET curvo sostiene la impor

tancia de analizar topologías alternativas a la trivial que habitualmente se sobreentiende.

Y la topología puede determinarse indicando cómo se han identificado ciertos puntos de la

variedad.

La primer alternativa a la topología trivial que fuera tenida en cuenta es aquélla rela

cionada con la modificación sólo de la topología de la hipersuperficie espacial. Es el caso en

que se provee de contornos (espejos) al espacio, lo que modifica la parte espacial de la base

de soluciones de frecuencias positivas y negativas de las ecuaciones de campo y el valor de

la energía de vacío (efecto Casimir) (“Ml . Para estudiar una modificación más profunda de

los resultados del caso euclídeo conviene modificar, en cambio, la topología global del ET.

En un lenguaje preciso, se dice que una variedad M’dotada de métrica g es localmente

idéntica a la variedad M con métrica g pero con topología diferente al mirar su estructura

a gran escala si M’ se obtiene de M como el espacio cociente M ' = M/I‘ donde I‘ es un

grupo discreto de isometrías sin puntos fijos. O sea, M’ -que resulta no singular- se obtiene

a partir de su cubrimiento M identificando aquellos puntos que son equivalentes por las

transformaciones que pertenecen al grupo P.

Para nuestro trabajo, nos interesa el grupo de las isometn'as que identifican a las

antipodas. Así, una transformación J con J E I', será.

J : P(x) —+P'(x')

La antípoda P’ de un punto P se define como aquel punto P’ cuyo cono de luz tiene

intersección nula con el cono de luz de P. Fue Schródinger el primero en proponer la idea

de reunir o "pegar" a las antípodas para hacerlas representar al mismo evento y llamó

interpretación elíptica a su propuesta. Recientemente se ha vuelto a esta vieja idea en la

búsqueda de una mejor comprensión de la TQC en el ET curvo. Se han estudiado las

consecuencias de la interpretación elíptica para la TQC en agujeros negros y en el espacio

de de Sitter [65'60'67]. Aquí nos proponemos extender esa investigación estudiando las

consecuencias de la identificación antipodal para la TQC en el ET de Rindler, lo que nos
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permite comparar y dar una descripción general de la interpretación elíptica en espacios

con y sin horizontes de eventos.

IV.2 El espacio de Rindler y su extensión

Desde el descubrimiento realizado por S. Hawking [es] relativo a la evaporación de los

agujeros negros se han investigado los efectos térmicos y las particularidades del estado de

vacío no sólo en el ET curvo sino también para la TQC descripta desde sistemas de coorde

ki ¡“'70'71'72]. Los resultados son bien conocidos: lonadas no inerciales del ET de Minkows

que un observador considera como estado fundamental en un sistema de referencia puede

aparecer como un estado excitado en otro sistema; un estado puro en un sistema puede

ser un estado mezcla en otro. El estudio de observadores no inerciales aborda un impor

tante problema relativo a la vinculación entre la RG, para la cual la elección del sistema

de coordenadas es completamente arbitraria, y la MQ, cuya formulación completa es sólo

conocida en el espacio de Minkowski desde sistemas inerciales. El sistema de referencia no

inercial más estudiado es el sistema de Rindler (observador uniformemente acelerado) que

brinda un espectro de vacío puramente planckiano. Se acepta en general que la aparición

de esa temperatura se debe a la existencia de horizontes de eventos, para el observador
acelerado.

La generalización del estudio del espacio de Rindler a sistemas de coordenadas con

aceleraciones no uniformes puede hacerse a través de la adecuada definición de funciones

analíticas de las coordenadas, luego de haber realizado una continuación analítica formal

de la variable temporal del ET de Minkowski. Las relaciones entre la estructura del ET y

los efectos térmicos se estudian entonces utilizando estas funciones, como así también se

estudian utilizando esas funciones magnitudes tales como el número de partículas creadas,

las densidades de energía y momento y todas las propiedades y cantidades relevantes de

la TQC. En particular, la temperatura está relacionada con el mapa analítico [7°]y nos

referiremos a esas funciones en este mismo párrafo.
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En primer lugar resumiremos las características de los sistemas acelerados ¡"1. El

observador acelerado es muy importante porque es visualizable en forma sencilla y porque

presenta analogías matemáticas y físicas con el diagrama de Kruscal para la máxima ex

tensión de la métrica de Schwarzschild [75],métrica que describe adecuadamente el exterior

de un agujero negro. Supongamos a un observador que viaja con movimiento acelerado

por una región suficientemente alejada de cualquier fuente como para que pueda ser consi

derada plana. Para este observador, todo sucederá como si estuviera sometido a un campo

gravitatorio, un campo gravitatorio muy especial, ya que en él sí pueden encontrarse sis

temas de referencia preferenciales respecto de los cuales definir el estado de vacío, problema

que -como es bien sabido- es fundamental en la TQC en el ET curvo. La descripción del

movimiento de este observador puede hacerse respecto de un sistema inercia] (t,z,y,z)

(ET de Minkowski) o respecto del sistema de referencia comoviente que es, instante a in

stante, un sistema con tiempo propio t'. Supongamos que la aceleración respecto de ese

sistema es constante y vale a y que elegimos los sistemas de coordenadas de tal forma

que desde el sistema Minkowski las coordenadas y, z sean irrelevantes, por lo que haremos

y = z = 0. Desde el sistema en reposo, la cuadrivelocidad v satisface v2 = —1y, como la

aceleración a.es constante, se cumple que a.v = 0. Entonces, en el sistema acelerado,a° = 0

y a."= dzzl/dtz. Allí, las ecuaciones de movimiento del observador acelerado son:

——-= v ' — = v — = a — = a
dt' ’ dt' ’ dt' ’ dt'

Usando

vflv" = —1 una" = a,2

v“a.,, = —v°a,o+ via; = 0

se encuentra que
dv° dvl0 _ _ 1 1 __ _ o

— Ñ —av a — '37 —av

y entonces
ex az' , ex az'

t = —p(—)sinh(a,t') :I:= AJ cosh(at')a a
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Es inmediato que —:I:2+ t2 = a.2 por lo que las trayectorias del observador acelerado en

el ET de Minkowski son hipérbolas. (Fig. I). Todo este tratamiento es coherente para

sistemas realmente locales donde (en unidades de c = 1) las distancias tipicas sean mucho

menoresque a'l. Pero aún cumpliendo con esta restricción, se ve de la figura que

los observadores del cuadrante III no pueden enviar ni recibir señales de la cuña I, los

de la cuña II no pueden enviar señales al observador en I y, en cambio, los de la IV no

pueden recibir sus señales, siempre admitiendo la topología trivial. (En la sección IV.4

estudiaremos las consecuencias de los cambios en la topología que produce la identificación

antipodal.)

Para definir sus coordenadas locales, observamos que cualquier punto del hiperplano

'r =constante se escribe

z = z'e¡('r) + y'e2('r) + z'ea('r) + f(T)

Haciendo entonces t' = 1' primer coordenada, {t',z',y',z'} son las coordenadas relativas

al observador acelerado.

Para generalizar el observador de Rindler a un observador con movimiento acelerado

cualesquiera pueden utilizarse transformaciones analíticas [73]que permiten estudiar todas

las propiedades de los observables de la teoría de campos en función de ellas, como se

vera en IV.3. (La otra extensión posible, la del observador de Rindler a un observador

uniformemente acelerado en un ET curvo cualquiera, fue realizada por Rindler [74]a través

de una generalización de las características de la hipérbola regular del plano.) Supongamos,

para simplificar por el momento la notación, que consideramos un ET de dos dimensiones.

Sean (x,t) las coordenadas de Minkowskide este ET. Realizamos una continuación analítica

de la variable t que la convierte en imaginaria: t —+i-r. Luego buscamos las funciones reales

analíticas

u = f(u') (76)

que establecen un mapa entre los puntos u. = a:+ i‘r del plano ahora euclideo y los puntos

u' = z' + ir' del plano transformado. Las transformaciones (76) son conformes
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- Por ellas, las figuras pequeñas en un entorno de cierto punto ui, del plano (z',‘r') se

aplican en figuras también pequeñas y semejantes en el plano (2,7) y aumentan o

reducen su área en un factor |f'(u{,)|2. Las distancias cortas en un entorno de uz, en

(z',r') seaumentanoreducenen

- El argumento de la transformación arg f'(u{,) indica el ángulo en que rotala figura.

- Los puntos para los cuales f'(u') = 0 son los puntos críticos y la transformación no es

conforme en ellos.

La métrica se escribe en las cow 'enadas sin primar de la siguiente forma:

dsz = dar:2+ d'r2

mientras que en las coordenadas primadas adopta la expresión:

da’ = If'(u')l’(d=" + dr")

Estas transformaciones nos dan toda la información sobre la estructura del ET:

- los puntos críticos reales de la transformación conforme determinan los horizontes

de eventos en el ET de Minkowski. Esto es así porque las dos familias de líneas

características a: i t = cte = c se unen vía la euclideanización en los puntos (c,0).

Vale decir, el eje real del plano euclídeo. En particular, las fronteras del cono de luz

van a unirse en el origen.

- en el ET de Minkowski, el mapa a::izt = f(z' :l:t') representa físicamente una transfor

mación desde un sistema de referencia inercia] (z,t) a uno acelerado (z',t'). El mapa

define a z' y t' como funciones par e impar de t.

los valores constantes de 2' definen las líneas de universo de los observadores acelerados

en el plano (z,t). La velocidad de esos observadores es

v = f'(:' +t’) —¡"(2' —t')
fl(zl + t!) + fl(zl _ t!)
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y su aceleración propia está dada por

a = -—l——3,,r ln A(z',t')
A(z',t')

con A(a:','t') = f'(a:' + t') - f'(z' —t') y donde f' indica la derivada de f respecto de

su argumento.

Estas transformaciones incluyen una clase muy grande de movimientos acelerados para

el observador. El sistema de referencia de Rindler, en particular, se obtiene haciendo

¡(u')= (77)

que describe aceleración uniforme. Todas las transformaciones bilineales del grupo O(2,1),

o sea, las transformaciones que son combinación de traslaciones, rotaciones, dilataciones e

inversiones, I

f(u') = 321+?

con a -ó —fl -7 9€0 siendo a,fi,7, 6 parámetros reales, describen aceleraciones uniformes.

Pero mientras que la función (77) mapea el semieje Reu > 0 sobre todo el eje u', esto

no es así para cualquier transformación bilineal. En los sistemas acelerados cuyos mapas

analíticos no cubren todo el eje 2' aparecen problemas relacionados con la hermiticidad de

las ecuaciones de campo y con la completitud y ortogonalidad de sus bases de soluciones.

Se puede ver que la cuantificación es posible en aquellos sistemas acelerados definidos por

funciones analíticas que llevan en una correspondencia uno a uno a un intervalo [u_,u+]€

Re u en el eje real completo u'. En estas condiciones esta garantizada la ortogonalidad y

completitmi de las soluciones de la ecuación de campo como así también que la ecuación

de campo sea autoadjunta. Así, las funciones a las que nos referiremos cumplirán

f(+°°) = 11+
78

¡(-oo) = u- ( )
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donde uno ó ambos u+ ó u- pueden valer infinito. Para ui finitos, la condición (78)

implica que

[fl(u')iu’=:tm= 0

o sea, los puntos críticos de f son los extremos del eje real u'. Un sistema acelerado definido

a partir de las ecuaciones (76) y (78) cubre una región

u- < Is::t tl < u+ (80)

del espacio de Minkowski y u_,u+ representan dos horizontes de eventos (los lados del

rombo). Son las fronteras del dominio del ET en el cual las coordenadas (z',t') estan

definidas. Ningún evento que ocurra fuera de este dominio puede estar causalmente conec

tado con los observadores acelerados que estan definidos por esas coordenadas. Haciendo

uso de las transformaciones bilineales se puede modificar la posición y el número de hor

izontes. Por ejemplo, las transformacines que tienen a - 6 —fl °7 > 0 y 5/7 > 0 llevan

del sistema acelerado definido en el intervalo [0,oo) E Reu al sistema definido en el inter

valo [fl/6,a/7] E Reu. Se puede ver que todos los marcos de referencia relacionados por

las transformaciones del grupo O(2,1) tienen distinta aceleración pero definen el mismo
I I I

espectro de vac10cuantlco.

I'V.3 La teoría cuántica de campos en sistemas de referencia acelerados

Los efectos térmicos y la ambigüedad en la definición del estado de vacío no son carac

terísticas exclusivas del ET curvo. Estas mismas características propias de la arbitrariedad

en la elección del sistema de coordenadas que se corresponde con la RG aparecen también

cuando estudiamos la teoría de campos en el ET plano pero vista por observadores acel

erados. Lo que un observador considera como estado de vacío (estado fundamental) es

considerado, en general, como un estado excitado por otro observador. Resumimos aqui

brevemente el caso en que el sistema acelerado es el de Rindler. Luego, el formalismo de las
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transformaciones analíticas descripto en III.2 permitirá extender el estudio a una amplia

clase de sistemas de referencia que incluyan al de Rindler como un caso particular.

Sean (t,z) las coordenadas de Minkowski en donde ds2 = —dt2+ da:2 y (má) las

coordenadas de Rindler. Vale —comose ha dicho- que

t=a_1e“¿sinhan -oo<€,17<oo

z = ade“ cosha1] a.= cte,a > O

con ds2 = 62"¿(—d1¡2+ dáz). Si se consideran conjuntamente las cuñas derecha (R) e

izquierda (L) accesibles cada una para observadores acelerados (siempre con topología

trivial) se puede ver que dz”/dn son vectores de Killing en todo la doble cuña y que las

superficies 1]= constante son superficies de Cauchy ortogonales a las trayectorias de los

observadores. Tenemos así un fluido de vectores de Killing —loque sugiere una elección

preferencial para el estado de vacío, el vacío que llamaremos de Ríndler IOR> para djs

tinguirlo de IOM>, el estado que considera como fundamental un observador inercia] de

Minkowski-. Considerando las dos cuñas R y L, el eje z del espacio plano es una superficie

de Cauchy salvo en un punto también para el observador de Rindler. Con esto se tiene

un punto de partida para resolver las ecuaciones de campo en el sistema acelerado. Sin

embargo, la formulación e interpretación usuales de la MQ y de la TQC está realizada

en sistemas inerciales. En ese contexto, el observador y sus instrumentos de medición son

objetos clásicos ajenos que no son descriptos por la TC. Se postula sólo que las magnitudes

por ellos detectadas son los autovalores de los operadores del sistema cuántico. Pero si la

TQC se estudia en sistemas acelerados, el estado de movimiento del observador aparece

incluído en la teoría. Entonces, la interpretación de los resultados que él obtiene debe

hacerse teniendo en cuenta también la descripción cuántica del propio observador. Unruh

[72]ha estudiado detectores cuánticos para los sistemas uniformemente acelerados. Y este

estudio ha sido extendido [7°]para los observadores definidos por las transformaciones del

grupo O(2,1).
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¡
Aceptando entonces que las leyes de la MQ pueden ser usadas —contal de cuidar

adecuadamente la interpretación que se haga de los resultados- en sistemas de referencia

descriptos por las transformaciones bilineales, describiremos muy brevemente la cuantifi

cación de un campo escalar sin masa ga en los marcos de referencia no inerciales por

estas transformaciones descriptos. Esto nos servirá. de introducción con la que luego com

pararemos nuestros resultados obtenidos cambiando la originaria topología trivial que los

sistemas acelerados suponen. Para el ejemplo continuaremos considerando dos dimensiones

para el ET y mostraremos al final la extensión a cuatro dimensiones.

La ecuación que describe la evolución del campo 99es

Ütp = 0 (81)

que, dado que está escrita en un ET de dos dimensiones, es invariante conforme y, en

consecuencia, el conjunto completo de sus soluciones esta dado,como en Minkowski, por la

base {mmi} ["1 1I: eiAu'M“) 2m
. I 1 —¡'Av'= 82

SOA”) 2me ( )

con u' = fi —n, v' = 6 + 1;, A> 0. La función de Green puede construirse a partir de ellas

haciendo

G'(31a32) =< 0|?(31),SP(32)I0 >

donde < , > indica el producto interno

< ¿1,492>=i/q61[\/_-gg""áy —¿wa/791m dz"

y a partir de la función de Green se obtienen las cantidades físicamente relevantes < 302>

y < TW > (cfr. cap III).
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La base {cp,\(u'),qp;(v')} se corresponde con e] vacío de Rindler. ¿Qué pasa cuando el

observador de Rindler mide el número de partículas presentes en el vacío de Minkowski?

Para el observador de Minkowski, la base es {u.,(u),u;(v)} con

1

u1(u)=fi

Para el observador de Rindler es necesario especificar soluciones para las cuñas derecha e

etica-¡ut donde 72 = _w2 + k2

izquierda. Así, la base {sax(u'),go;(v')} se escribe explícitamente como:

R
A 41m1

{ 1 eikf —iw11 en R
(¡o

en L

l ¡kE-#11411

vá, = { 4“me en Len R

y ,\2 = —w2+ k2. Se ve que 1]es un “buen tiempo” en la. cuña R y —1]lo es en la L. Los

operadores de creación y destruccción que con esta base sean definidos cumplirán

afl03>= af IOR>= 0

El operador número de partículas que construye el observador de Rindler es N? = a; a;

y, evaluado en el vacío de Minkowski, resulta que

M R M _
<0 IN IO >— Chu/a _1

O sea, los observadores de Rindler ven partículas en el estado de vacío de Minkowski. Es

más, ven un espectro térmico (llamado así porque no puede ser desarrollado en potencias

de w alrededor de w = oo) con una temperartura T = a/21rchommnn.

El observador de Rindler no es, sin embargo, más que un ejemplo sencillo. Con las

transformaciones (78) definidas en el párrafo anterior, el operador NA puede ser gener

alizado y —utilizando los coeficientes de la transformación de Bogoliubov que cambia de

la. base de Minkowski a la base acelerada- pueden calcularse la densidad de energía y de

momento que mide el observador acelerado en función de las transformaciones analíticas

[73]_
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Los ET de dos dimensiones en los que hasta aquí hemos resumido el formalismo

pueden ser considerados como inmersos en un ET de cuatro dimensiones M. Si M admite

dos campos de vectores de Killing, estas variedades de dos dimensiones pueden pensarse

como fibras de M, considerado M como un espacio fibrado adecuado. Esto permite obtener

extensiones analíticas maximales en las que valen los mapas (76) con las condiciones de

contorno (78) [73]y todo el formalismo vale.

Hemos descripto hasta aqui qué sucede a los observadores acelerados en el espacio

de Minkowski suponiendo que la topología es la trivial. En nuestro trabajo, cambiara

mos la topología realizando identificaciones antipodales (con y sin singularidad cónica).

Utilizaremos transformaciones conformes para describir a los observadores acelerados y

ejemplificaremos con el ET de Rindler cuando corresponda.

IV. 5.El observador acelerado y la identificación antipodal

Vamos a considerar ahora a un conjunto amplio de sistemas no inerciales haciendo

uso ¿e las herramientas previamente descriptas. Sean, pues, los observadores acelerados

que se mm'ven en el ET de Minkowski descriptos por la familia de funciones analíticas

u = f(u') (83)

Las coordenadas de Minkowski son aquí (t,z,y,z). Elegimos el eje z paralelo a la acel

eración y definimos las coordenadas minkowskianas nulas en el plano t —z

u = :c —t (84)

v a: + t (85)

Cada observador acelerado está descripto por las coordenadas (t' = 11,23'= ¿,y',z') y por

las coordenadas nulas

w=¿—n wo



v’=€+11 GU

Con esto, la ecuación (83) se escribe

=+t=ffi+n)

z-t=fl€-fi
y el sistema de referencia de Rindler se obtiene como un caso particular haciendo u = ea“,

yf=9
Nos interesan las transformaciones monótonas que llevan el intervalo u- 5 u 5 u+

del eje real u. en el eje real u' completo. Para ellos, la función f(u') cumple

f(—°°) = u- (88)

f(+°°) = u+ (39)

Para distintos valores de u_,u+ reconocemos distintos casos:

i) Si u- = 0, u+ = +00, se cubre la cuña derecha del ET de Minkowski y tenemos un solo

horizonte.

ii) Si u+ = +oo y u_ = —oo,no hay horizontes.

iii) Si u_ = a y u+ = b con —oo< a. < b < oo, tenomos dos horizontes.

Vamos a estudiar primero las consecuencias de aplicar la transformación antipodal J

en el caso de sistemas acelerados pero no rotantes

J : (u,v,y,z) —>(-u,—v,—z,—y) (90)

que no tiene singularidad cónica para el observador de Rindler y de la transformación J,

-tambiér para sistemas no rotantes

Jo z (uyvsyaz)_’ (—u1—v!_y1_z)
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que es una reflexión en la cual las coordenadas y, z no van a sus antípodas sino sólo (u,v)

y, en consecuencia, tiene una singularidad en el origen u = v = 0. Otro tanto haremos

luego para observadores rotantes:

JR : (u,v,0,go) —+(—u,—v,1r—0,1r+<p) (92)

JR, i (“1010,50)_’ (_u” _v70’90)

Para estas dos últimas transformaciones se entiende que

u = 1'- t = srl-t, (94)

v = r +t = e'J'H' (95)

0 = 0' (96)

(,0= 90' — Qt' (97)

donde (r, 0,9) son coordenadas esféricasy fl: cte es el parametro de la rotación.

Contrariamente a lo que sucede con la variedad de Schwarzschild-Kruskal, el espacio

de Rindler no es esféricamente simétrico. Si se exige la condición de simetría esférica no

puede mantenerse la condición de estacionario (O = cte). Pero la variedad esféricamente

simétrica que se obtiene a partir de las transformaciones del parrafo anterior -que no tiene

aceleración uniforme- se convierte en Rindler en las regiones asintóticas, vale decir, en el

horizonte o en el infinito.
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IV.5 El campo escalar en el espacio de Rindler con identificación antipodal

La ecuación para el campo escalar gode masa m

(El-mm: =0 (98)

en un sistema acelerado puede escribirse

[-63, + a: + A093. + af, —m’)]v = o (99)

A ya fue definido en la sección III.3 y, para el caso de Rindler vale A = l’a’e’“. Haciendo

la sustitución
1 . l y

P = 276.0“ +ÁazMGM) _ oo 5 A2,,“ 5 oo (100)

se ve que se separan variables y se obtiene

[-33 + ÜÉ- AMzWám) = 0

M2 = A; + A; + m2 (101)

La ecuación (101) debe resolverse para cada una de las distintas condiciones de contorno:

uno, dos o ningún horizonte de eventos, mencionadas en i), ii), iii) del párrafo anterior.

Nos ocuparemos principalmente del caso en que hay un solo horizonte u_ = 0,11...=

+oo (los otros se obtienen de forma análoga). Para este caso, la masa efectiva AM2

de la ecuación (101) vale cero en el horizonte y vale infinito en el infinito. Una base

“entrante”(“in”) completa que sea solución de la ecuación (101) satisface [ver ec. (82)]

eiAnL'lim 43‘"— 1
v’d-oo A1_ 2\/1r/\1

¿wii =° (103)

Con estas condiciones de contorno, encontrarnos que la solución total (100) está dada

por
1 ‘- I z:

w = 274M“ Mmm) (104)
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donde _
(lM/2)—a)¡/ae-il¡t

WWW-¿AMM K
siendo K, una función de Bessel modificada.

ÓÁ1(¿17Ï)= -íA¡/a(lMeat) (105)

Obtenidas las soluciones de las ecuaciones de campo en el ET con topología trivial,

consideremos ahora a los campos en el ET con puntos identificados, que sea simétrico o

antisimétrico por la acción del operador de identificación antipodal. Para esto definimos

1

P15,“ = ¿[PM i PUSH (106)

Así, haciendo la identificación J, obtenemos

‘PJS,JA(Z)= á[SC‘(A¡y+A31)e(iA1/2)(”-“)K_h(lMe%(u+v))' “ 107

i Se-¡(X3y+lzz)eiÁ¡/2(v—u)K_i¿1(lMe_%(u+v))] ( )

donde S vale .
_ (lM/2)“"‘/°'

_
y hemos dejado de usar las “primas” ya que no cabe confusión.

Si la identificación se hace en cambio via la transformación Jo, los resultados que se

obtienen para el campo con comportamiento simétrico o antisimétrico ante la identificación

SOI)

1 ' A A z) —i—1‘\(v-u) -1(u+v)
80Jos.JoA (3) = -[S€'( "'+ ° e = K_,-,\ a [Me 2

i Se-í(Á¡+Agz)eí%1(v-u)K_iA!/a(lMe-%(u+v))]

Hemos así obtenido los conjuntos de soluciones para la ecuación de campo que corres

ponden a los cambios de topología propuestos. El cálculo de la norma de estas soluciones

usando el producto habitual de Klein-Gordon da cero.
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IV.6 Las funciones de Green y sus propiedades ante la identificación

Fx!este párrafo analizaremos las propiedades euclídeas (o sea, habiendo extendido el

timnpv .1una variable imaginaria) de las funciones de Green bajo la acción de la identi

ficación antipodal. Los valores medios serán obtenidos en una base sin las simetrias de

identificación. Esto no trae problemas ya que las simetrías de la teoría (en este caso, la

identificación de las antípodas) no tienen por qué ser compartidas por la base de Fock.

Mostraremos que las nuevas funciones de Green tienen el mismo período fi = 21r/a que

las funciones de Green para observadores de Rindler ordinarios, o sea. sin identificar

las antipodas (a es en este caso la aceleración constante del observador de Rindler). Esta

propiedad resulta asi —tantopara la transformación J como para la J°—a pesar de que en la

variedad de Rindler el tiempo imaginario es periódico en fi/2 y no en fi. Esto diferencia las

propiedades de la identificación en las variedades de Rindler y de Schwarzschild-Kruskal:

en esta última, la función de Green euclídea que se obtiene al hacer la identificación a

través de la transformación Jo resulta ser períodica en fi/ 2 igual que el tiempo imaginario

[65].Por último, mostraremos en este párrafo nuevas propiedades encontradas para las fun

ciones de Green en la variedad de Rindler con antípodas identificadas que no se satisfacen

en el caso ordinario.

La función de Green G(x1,x2) =< 90(x1)cp(x2)> para el campo escalar en el ET de

Minkowskise escribe en función de las transformaciones f, g y de las coordenadas y, z (para

m=0) como
1 1 1 1= — = —— 1

41r2Af - Ag + (Ay)2 + (A7.)2 41r2 A ( 09)
(“31,22)

< > es el valor de expectación de vacío del espacio de Fock ordinario y

AÍ'AQ = (f1 —f2)(91-92)

Ay=y1-yz

Az=z¡—-zz
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La forma que adOptan las funciones de Green simétrica y antisimétrica ante el cambio de

topología producido por las transformaciones J (y también Jo) es:

1

GJS'JA(XI,X2)= 5[G(X1,X2) i G(JX1,X2) :i: G(X1,JX2) + G(JX¡,JX:)] (110)

que, en términos de las coordenadas de Rindler, pueden ser escritas como:

1 1

Goth”) _47 2lze°(51+53)[coshaAf —corshozA17]+(Ay)z+ (A25)2

G(J x ) 1 1x , =—
l 2 41r22lze"°A¿[cosh a(f1 + E2) —cosh 01(1),+ 112)]+ (21 + y; )2 +(y1 + zz):

G( J ) 1 1z , z =—
1 2 41r2lee‘chosh 01(¿1+ ¿2) -—cosha(171 + nz + (yl + zz)2 + (21 + yz)z

1 1
G(JX1,JX:) =

Z1; 212e“'(¿1+¿=)[coshaAf —cosh aAn] + (Ay)2 + (Az)2

recordando que

u = ¡(un = ¡(z' —t') = te“ = tem-ü

v = y(v') = 9(a:' + t’) = tem“ = ze°<€+v>

donde hemos llamado

A¿=¿1-Cz Afl=711-fl2

Entonces, en total,

GJs(x1,xz) = [(2B + 2A cosh azAE)(C2+ D2 + 2CD cosh aAá)

+ (2D + 20 cosh azAE)(A2+ B2 + 2AB cosh aAf)] (111)

X 1/81r2
(A2 + B2 + 2AB cosh c:zA.€)(C2+ D2 + 20D cosh aAfi)

donde

A(¿,q) = 212[cosh¿mg —cosh aAq)]

B(y,z) = (Ay)2 + (A2?

C(¿,n) = 21’lcosh 04€: + ¿2) - cosh «¡(171+ 112)]

D(yaz) = (1/1+ 1/2)2+ (21 + zz):
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En el caso en que la transformación realizada sea Jo (ecuación (91) ), la función de

Green es análoga a la de ec. (110) y los correspondientes resultados en coordenadas de

Rindler son:

1 1
G Jo a =—

( x1 x2) 41r2 212e—°A5[cosh a({¡ + E2) —cosh (¡(111+ 172)]+(y1 + yz )2 + (21 + zz)2

G( J ) 1 1x ox =—
1 2 41r2 2lze°A¿[cosh a({¡ + {2) —cosh (¡(171+ 172)+(y1 + yz)2 + (21 + z¡)2]

1 1

_4? 2128_°‘(¿1+€I)[coshaAf —cosh aAn] + (Ay)2 + (A2)2
G(JOX1J°X2)

Con esto, la función de Green con identificación Jo resulta

GJU(X1,X2)=¡(we-"MH + K)(212e°A6H+ K)(2l’e’°‘(‘1+¿’)F + N)

+ (212e°'(¿‘+¿’)F+ N)(2z=e°A¿H+ K)(2l’e"'(¿‘+¿’)F + N)

+ (212e<=<€r+€=>F+ N)(21=e-°A€ H + K)(212e‘°(¿‘+¿”F + N)

+ (212e°‘(¿‘+")F + N)(2126’°A¿H + K)(2z=e°A¿H + K)]

x l/81r2
(212e°‘(¿1+¿’)F+ N)(212e-°A¿H + K)(212e°=A€H+ K)(212e-a<tn+€=)F + N)

con

F = cosh aA€ —cosh «¡A1,

N = (Ay)z + (A2?

H = 60511046 + ¿2) —C0511“('11 + le)

K =(y1 +312)2 + (21 + 22)”

Como es habitual, estudiamos las propiedades térmicas de las funciones de Green en

tiempo euclídeo: 11—>i-r. La versión euclídea de las transformaciones J y Jo dadas por las

ecuaciones (90) y (91) es:

J: (—€!T)yiz)_’ (_¿1T + ¡gi-21"!”
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Jo: (—¿,r,y,z)a(-¿,r+"ï”,y,z)

donde fl = 27r/a. La función de Green ordinaria, dada por la ecuación (109) , no cambia

si hacemos

‘r-wr+ifi

Lo mismo sucede con G15 y GJA:

GJs,JA(E,m,rI2+ ¿fin/,2) = GJs,JA(€,m,nz,y,z) (112)

pero es sencillo ver que las funciones de Green hecha ya la identificación antipodal no son

periódicas con periodo 5/2

GJs,JA(€,’71,TI2+ ¡16/2452) 7ÉGJS,JA(¿1’71H72ava)

Esta misma propiedad (112) vale para las funciones de Green simétrica y antisimétrica

por la transformación Jo. Entonces, a pesar del hecho de que en la variedad en que se ha

efectuado la identificación (J ó Jo) el tiempo euclídeo 1' es periódico en fi/ 2, las funciones

de Green G15,“ (ó GJos'JoA)son periódicas en fi. Esto contrasta con lo que ocurre en la

variedad de Schwarzschild-Kruskal en la cual GJOS'JOAson periódicas en fl/2. Esta es la

propiedad más relevante de las funciones de Green en el espacio cociente y está. relacionada

con la falta de simetría esférica en la variedad de Rindler. Volveremos sobre este tema en

IV.10.

Hemos encontrado también que las funciones de Green, aunque

GKXIIXZ)’a] 7€Gi(x17x2)!_a)]v

satisfacen que

G[(X1,Xz),a] = G[(JX1,JX2), —a)]

G[(Jx1,xz),a] = G[(x1,sz), —a)].
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Entonces, en total:

GJs,JA[(X1,X2),a] = GJs,JA[(X1,X2),-al

Sólo en el espacio de Rindler con identificación antipodal no hay distinción entre las acel

eraciones a y —a.

IV.7 Comportamiento del tensor de energía-momento ante la identificación

antipodal

Las funciones de Green en la variedad sobre la que se ha llevado a cabo la identificación

antipodal que estudiamos en el párr-v'ï.)anterior, nos permiten evaluar la densidad de

energia. para esos casos. En efecto, -.a.lorde expectación de vacío de la componente 00

del tensor de energía-impulso es

< Too>JS,JA= A Di,2GJs,JA(Xi,X2) (113)

donde el operador 'DLz actuando sobre G(x1,xz) está dado por:

zAl—,,r2[fífé(Ay)’+gígá(Af)’] + á %_ my)? + (M21) (114)D1,2G(X1,12)= 

A,Af,Ag,Ay,Az significan lo mismo que en la ecuación (109) , A vale 1201282“para el

observador de Rindler y, en general,

A = fl . gl

f’, g’ indican las derivadas primeras de estas funciones respecto de sus argumentos y los

subíndices 1,2 señalan en qué punto de la variedad deben ser evaluadas. La expresión (114)

se hace divergente al tornar el límite en que el punto 1 tiende al punto 2 pero nos interesa

obviamente calcular su parte finita. Para ello, tomamos primero Ay —>0 y A2 —>0. Así

obtenemos

_¿1,fífé gígá]A 1_
21r=Ang(Af)2 (Ag)2 2141302039)”
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Si hacemos actuar ahora al operador 'Dm sobre G(Jxl,xz) obtenemos

l l2 [2=_¡2r:-2__ 2 2::—2__ 2
D12G(JXI,12) 4", (2 flfzfl [gl 92] + 21919291 [f1 f2]

1
+ MKII + yz)(y1 + zz)“ a 2

[GT —f2) ¡1,7‘92) + (11 + yz)2 + (3/1+ 12V]a
(116)

Haciendo otro tanto con D1,2G(x¡,Jx2) y luego tomamos el límite completo en los dos

casos para 1 —>2, obtenemos que la contribución de estos dos términos es finita y vale

D12G(JX1,JXz)= D12G(Xl,sz)
1 I _ _ _ _

mlzlzfzzfz 292¡(1’ “ 571%)2+ 21292.5292202 _ (117)
1

+ 8A(zz+yz)?][fi(p _ f3)“; _ gg)+ 2032+y2)z]3

Para los restantes términos tenemos

DlzG(Jx1,sz) = 4-}¿l—¡;¡;rr=¡;’l°(g;1 172-2)”-l’91939ï29ï2(ff1 - f2”)2

_ 4A(A=y+Azz)]x [vfrlfïzuïl _g:_1+ ¿231+ A22], (118)
1 2A

47 [“(ff‘ —¡{1)(gï‘ —g;1)+ A’y + A242

Así, quitando las divergencias con el mismo procedimiento que el usado en [77],la

parte finita de < Too>15,“ resulta:

< Too>JS.JA= A Dichs,JA(Xi,Xz)
119)fzgz fzgz 12 L (= T . ..__

< oo>+4l4 <Too>+Al21rl4(E H):E1r2M

donde

< Too>= ¿{un}? + (b- %)A+(c - 15)]

a=%[!Ï'-_%(ÍF)2] b=(1;)1[!f—'_4f_f1fa__+9('fLr)3]
V II ¡V "2 I" HI

c = ¿al? —3L},- +2z(% (17,) —(f,—.)=)
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B=A2-B; Ó=2AB—C; D=B’—2AC—D

A=%['--’-l B=%[',T+’7r-%¿p€:-]
IV IV II HI- H III

_ ¿[17' - ¡7,-- 2(LETI,4_I_)]
v v IV IV " "

D= ¿[(57+Lr-É(Í¡—,—'T)(Íyr—’g—,)+g-°Íïfi,—

E = #[flzggfl + ffllglz + glzflz+ fgfllgH]
II Il I l,2

%flgl12 L: %_ 197+8A(y2+22)2H =

M = [fy + 2(y + 2):?

Podemos ver entonces que al valor de < Too > sin identificación antipodal se le agregan

nuevos términos que dependen para cada clase de observador de sus respectivos mapas

analíticos f y g. En el caso particular del observadorde Rindler = le““;g = le”) para

el que la densidad de energía que corresponde a un espectro planckiano con temperatura

T = a/21r es
1r2T4T =

< oo > 30

tenemos que

< Too >Slsil'ïl‘i"=< Too > + < Too >
2 4 2 120

= 1' T + «2T4e4°€[¿ + 3Ae3°€i ———————128(y+ z) ( )
30 120 [ezae+ 21-:(y + 2):]:

El valor de < Too >JUS'JUAtambién puede ser calculado mediante un procedimiento

análogo, resultando, en el caso en que f, g corresponden a un observador de Rindler, que

640€ 4

( 7'-A-> nos.“ =< Too > + < Too > +;—We°"¿(32 —e“)

i 4L” ¿ac 1‘sinh’ aa —n) + 1*sinh’ ao: + n) + 412w + zz)
1r2 [41zsinh a(€ —17)sinh a({ + 1]) + 4(y2 + 22)]a

(121)
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IV.8. Propiedades térmicas de las funciones de Green para observadores de
Rindler rotantes

Mencionamos, por último y brevemente, los resultados para el caso del observador

de Rindler rotante. En la sección IV.4 hemos definido [ecs. (92), (93), (94), (95), (96) y

(97) ] la transformación antipodal para un observador que rota con velocidad angular Q.

Usando dichas ecuaciones encontramos las expresiones para. cada uno de los sumandos de

la función de Green con identificación antipodal completa. Ellos son:

G'_1(x1,xz)= e°(‘“+"‘) + e°(“=+"=)_ ¿“(u1+vz)_ ¿a(v¡+uz) + ¿(chun + 82a!“ + zea(u¡+v1))

(cos201+ sin201sin2[(pl+ %(e""1 —em" + ken“ + 62°” + 28"(“’+"))

(cos2 02 + sin2 02 sinz[goz+ %(e°"’ —e°°’)]) —á(e°‘("‘+"’) + ¿“("‘+”’)

+ e°("‘+"’) + e°(”‘+"’))(sin 01sin 02sin[pl + %(e°"“ —-ea" sinlgoz

+ %(e°"' —ea” + cos 01cos02)

G—1(thx2) = e-a(u¡+v¡) + ea(u¡+v¡) _ ea(—u¡+v¡)_ ea(—v¡+uz)+ 393-2“; + 8-20.”

+ .‘).e""("‘+"‘))(cos201+ sin201sinzhpl + {gh-"W —e”°‘")]) + 2032"” + en"

+ 2e"‘("’+"’))(cosz 02 + sin2 02sin2[<p2+ 202m" —e‘"’)]) —á-(e‘flufiu‘)

+ e°(°’_"‘) + e°(_”‘+"’) + e°(_"‘+"))(- sin 01sin 02sin[9p1+ %(e_°"‘ —e_°"'
fl

sinlgoz + 5-(eau’ - em")] —cos 01 cos 02)

G—l(x1,Jx2) = ea(u¡+v¡) + e—a(u¡+va)_ ¿afin-va) _ ea(v1-u¡)+ Ï'ï(62au¡ + 82a!”
fl

+ 2c2"'("‘+"‘))(cos2 01 + sin2 01sinzhal + 502°”1 —e‘"‘)]) + [14(e'za‘“ + e_2°”’

-a(u +11) 2 - 2 - 2 n —au —av l a(u —u )
+2e ’ ’ )(cos 02+sm 028111[502+5(e ’—e ’)])—5(e ‘ ’

Q

+ e°('“_") + e°(”‘_"’) + e°(°‘_”’))(—sin 01sin 02sin[<,ol+ ï(e°“' —e°"‘
Q

sin“); + 5(€-au’ —e'm” —cos01cos 02)
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a—1(Jxl,Jx2)= e-a(u¡+v1)+ e-a(u,+vz) _ e-a(u¡+v¡) _ e—a(v¡+u,)+ _:_(e—2au¡+ 6-2111"

+ 2e""‘("‘+‘"))(cos2 01 + sin201sin2[go¡+ 2034"“ —e"‘"‘)]) + ¿ae-zm” + e’zav'

+ .‘Ze"'(""""’))(cos202+ sin202sinzhaz+ 2024"” —e_°"” —¿(e’ah‘fiufl

+ e_°‘("‘+”’)+ e_“(”‘+"’) + e_°‘("‘+”’))(sin01sin 02sin[gol+ g(e'°u‘ —e’”l
fl

sin[goz+ ï(e—°"" —e'“"’)] + cos 01cos 02)

Reemplazando t —+ir en cada uno de los sumandos resulta:

G_1(xl,xz) = en" + 62°" —2e32"""+"zcosaA-r + ¿anna + cos 20:71)

{cos2 01 + sin2 01sin2[«p¡+ ¿Oezar‘ sin 0171]}+ ¿cuna + cos 20:72)

{cos2 02 + sin2 02 sin2[ga2+ inch" sin 4172]}—62(a"+")

[cosa(-r¡ + 1-2)+ cos aAT]{sin 01sin 02sinkol + ifl(e°"" sin an

sinltpz + ifl(e°‘" sin (172)]+ cos 01 cos 02}

1

G—1(Jx1,x2) = e_2‘"'l + en" —2t22""'_"1cos a(-r¡ + T2)+ 5e_2°" [1 + cos(—2a'r¡]
. . . _ . 1

cos 1 a l 1 ’e 2{ 2 0 + sm2 0151n2[(,01+tfle 2 '1 s na‘r + 2 2C""(1+ cos2a‘r)

{cos202 + sin2 02sinzhaz + inch" sin 0112]}—ez(_‘"‘"’)

[cos{—a(‘r¡ + 12)} + coa(—aA1')]{—sin 01sin 02sin[zp¡ + i0(e""" sin[—a1'¡])]

sin[goz + i9(e°" sin 0112)]—cos 01 cos 02}

l
G_1(xl ,sz) = en”l + e'zm’ —2eza"_" cosaA‘r + 5e2°'"(1 + cos20:71)

1

{cos201 + sin2 01sin2[tp¡ + inch" sin 0171]}+ Ee_2°"(l + cos{—2a‘rz})

{cos202 + sin2 02sinzlgoz+ inc-2°" sin(—a‘rg —e2"'("1’r’)

[cos 01(1'1+ T2) + cos aAT]{— sin 01sin 02sin[cp¡ + ifl(e2°" sin(a‘r¡

sin[cpz+ ¿Qe-2°" sin(—a'rz —cos 01cos 02}
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1

G_1(Jx1,Jx2) = e’za" + e’za‘" —2e_2°‘("+") cos(—aA'r) + Ee_2°r‘(l + cos[—2a‘r¡])
. . . _ . 1

{cos201+ sin2 01sin-zw] + ¡De a" s¡n(—a-r¡ + 56-2a"(1 + cos[—2a'r2])

{cos202 + sin2 02sin2[pz + ifle—°" sin(—orrz —e_°'("+")

[cosa(‘r¡ + 12) + cos(—aA‘r)]{sin 01sin 02sin[cp¡ + inc-a" sin(-—a-r¡

sin”); + inc-a" sin(—a'rz)]+ cos 01cos 02}

Se ve entonces que el periodo de la función de Green identificada GJS'JA sigue siendo

fi = 21r/a (el mismoque para la función de Green ordinaria) y no Esto se debe a las

exponenciales en r1 y r2 que aparecen multiplicando a las funciones periódicas en 1'. Lo

mismo vale para la transformación Jo.

Si se escribe el operador D12 en las coordenadas del sistema rotante

2 cos 01 sin gol

ul+v11212= aman, + 6,16,, + ga; sin0, sinWayne“) +
2cosqpl 1 , _ 2cos02 singaz—————8- 0 6.. 1, —

(u1+vl)sin01 Pinza“ 251n92( zan)+ u2+v2 2
2coszp2 1 2sin01

mami) +[5008191qu+3m)- “1+1”al]
1 25h] 02

[-2-COS02(6u, + a”) — u2—+v2 9:]

y se aplica a GJSJA se obtiene < Too >JS'JA. No transcribimos la expresión resultante

debido a que no presenta particularidades novedosas. El único resultado interesante para

el observador rotante es que las funciones de Green tienen período fi y no -com0 en la

variedad de Schwarzschild- período (3/2.
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IV.9 Conclusiones

La formulación de la TQC en ET curvos o desde sistemas acelerados viene con

tribuyendo desde hace mucho tiempo a mostrar aspectos no esperados en principio de

la teoría de campos en el espacio de Minkowski: la posibilidad para una dada teoría de

tener distintos estados de vacío relevantes y bien definidos y la presencia de características

estadísticas propias, intrínsecas, comotemperatura y entropía, que provienen de la estruc

tura no trivial del ET. Pero se ha conjeturado más recientemente que los cambios en la

topología podrían modificar los resultados ya establecidos y aclarar su interpretación. La

modificación de la topología de la parte espacial del ET ha sido estudiada profundamente

y se sabe que sólo influye en la parte espacial de la base de frecuencias positivas y negativas

de soluciones de la ecuación de campo y en el valor de la energía de vacío (efecto Casimir).

Pero la modificación de la topología del ET produce cambios más drásticos. En particular,

la modificaciónproducida al identificar las antípodas ha sido estudiada en agujeros negros,

en e] ET de deSitter y en el ET de anti deSitter.

En el primer caso, se ha encontrado [65]que, contrariamente a lo que sucede en el

agujero negro eterno de la geometría de Schwarzschild-Kruskalen la que cada masa puntual

produce una separación del universo en dos regiones —elmundo real y su copia especular

inaccesible-, la identificación antipodal elimina el wormhole pero al precio de tener una

base de soluciones para la ecuación de campo cuyos elementos tienen norma nula. La

función de Green antipodal simétrica resulta tener, haciendo t —>i'r, el mismo período

fi (fi = 81rM, M la masa fuente en Schwarzschild) que la función de Green usual. La

antipodal con singularidad cónica es, en cambio, también periódica en B/2. Sin embargo,

si bien es posible estudiar las funciones de Green aunque no exista una base “sin problemas”

ante la simetría discreta de identificación (no es necesario que el vacío cuántico respete las

simetrías de la teoría clásica, que en este caso son las simetrías de la variedad) no es posible

dar una interpretación térmica en la variedad identificada ni por J ni por Jo (funciones

análogas a nuestras ecuaciones (90) y (91) ) debido a la norma nula de los autovectores.

La identificación antipodal en el ET de deSitter [6°]da funciones de Green periódicas en

fi y en 5/2 tanto para la transformación J comopara la Jo -para deSitter, fl es ,6 = 21r 3/A
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con A la constante cosmológica—.También aquí está prohibida la interpretación térmica ya

que se repiten los problemas del caso anterior al intentar construir un espacio de Fock con

simetría antipodal. Si se calcula el valor de < 452> con una base sin esta simetría, resulta

diferir en un factor 2 de su valor ordinario. Por su parte, las modificaciones introducidas

al < TW > por la identificación se anulan para campos invariantes conformes.

Contrariamente a lo que sucede en el ET de deSitter y para agujeros negros, la trans

formación J en el ET de anti-deSitter —queno tiene horizontes- preserva la orientación

temporal. Como consecuencia de esto, es posible definir en este caso bases de frecuencias

positiva y negativa habiendo realizado la identificación ya que la funciones de onda no

resultan de norma nula ["l.

En nuestro trabajo, hemos estudiado el espacio de Rindler que, tanto como la variedad

de Schwarzschild-Kruskal, tiene horizontes de eventos. En términos de los mapas analíticos

podemos decir que las singularidades reales del mapa determinan las regiones asintóticas

del ET. Cada singularidad real tiene una temperatura asociada [n] y, en particular, los

puntos críticos determinan los horizontes. Para cubrir todo el espacio de Minkowski son

necesarias cuatro cartas de Rindler tal como son necesarias cuatro cartas de Kruskal para

cubrir todo el espacio de Schwarzschild. En la interpretación usual, los puntos antipodales

P y P’ son físicamente distintos; son eventos causalmente desconectados. Tal como en el

ET de un agujero negro la topología es la de un wormhole, en Rindler también tenemos

el “mundo real” que corresponde a IuI > 0 y su imagen reflejada que resulta inaccesi

ble. En la interpretación elíptica, en cambio, las antípodas están identificadas y resulta

haber un solo mundo tal como sucede en la interpretación de Schródinger de la métrica

de Schwarzschild. Pero igual que en esa variedad, el precio que debe pagarse por esto es

la pérdida de la distinción global entre pasado y futuro en la región interior al horizonte

(en todos los ejemplos, los problemas ocurren dentro del horizonte). Como consecuencia,

sobre las superficies globales de tipo espacial la orientación del tiempo está. invertida en la

cuña izquierda respecto de la orientación local en la cuña derecha. Entonces, igual que en

las otras variedades en las que se ha realizado la identificación y que tienen horizontes es

tudiadas en la literatura, los campos simétricos frente a la transformación antipodal tienen
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norma cero con respecto al producto interno de Klein-Gordon sobre secciones globales.

Pero tienen norma positiva no nula sobre el semiespacio con tiempo dirigido hacia el hori

zonte futuro y norma negativa no nula sobre el semiespacio dirigido hacia el pasado. Así,

las partículas y antipartículas pueden definirse sin problemas sobre cada semiespacio con

roles conjugados en uno respecto del otro. Recordemos que la elección de una topología

se traduce en la elección de las condiciones de contorno para los campos sobre el hori

zonte y, en consecuencia, en su definición sobre la variedad global. Nuestras condiciones

de contorno simétricas frente a la transformación antipodal corresponden, así pensado, a

una elección particular de las condiciones de contorno. Como hemos señalado en la sección

IV.2, no hacer la identificación conduce a una teoría que admite campos de frecuencia pos

itiva en una mitad del espacio de Minkowski y que son nulos en la otra y viceversa. Pero

son también admisibles otras elecciones de prolongación analítica a través del horizonte

que dan en cada caso condiciones de contorno distintas y, en consecuencia, espacios de

Fock diferentes. La identificación antipodal J y la reflección Jo que aquí hemos tratado

son ejemplo de ello; en presencia de horizontes, el vacío que respeta la simetría resulta de

norma nula. Cuando los horizontes no existen (u... = +00; u- = —-oo,sección IVA) puede

verse que la transformación antipodal revierte la orientación espacial pero no invierte el

sentido del tiempo por lo que éste puede ser definido globalmente sobre la variedad elíptica

y no aparecen elementos del espacio de Fock con norma nula. Lo mismo ocurre en la

variedad de anti-deSitter, que tampoco tiene horizontes. Relacionarnos así los problemas

para la construcción de una base de Fock que respete las simetrías discretas de la variedad

con la presencia de horizontes.

Nuestra simetría discreta puede implementarse sin problemas a nivel de los operadores

de campo tomando como estado fundamental al vacío habitual no simétrico ya que, como

se ha dicho, no es necesario que el vacío cuántico tenga las simetrías del ET. En el caso de

un agujero negro, debido a la simetría esférica de la variedad de Schwarzschild, resultaban

funciones de Green que —ademá.sde ser periódicas en tiempo imaginario con período fi =

81rM- lo eran también con período 5/2. En la variedad elíptica de Rindler, hemos visto

que debido a la falta de simetría esférica, las funciones de Green GJ y G50 simétricas ante

91



la transformación antipodal y reflexión J y Jo respectivamente, tienen ambas e] mismo

período fl = 21r/a igual, por otra parte, al período de la función de Green ordinaria.

Relacionamos entonces la periodicidad en fi/Z con la simetría esférica de la variedad. Pero

hemos encontrado una nueva propiedad de la función de Green: en la variedad de Rindler

identificada, la función de Green simétrica que corresponde el observador con aceleración

a coincide con la que corresponde al observador que lleva aceleración —a, al contrario de

lo que sucede con la función de Green ordinaria y en el espacio sin identificar.

Finalmente, usando la base de Fock ordinaria, hemos calculado los términos que se

agregan, al cambiar la topología, al valor de expectación de vacío renormalizado del tensor

de energia-impulso.
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CAPÍTULO v

CONCLUSIONES

Utilizando métodos de la geometría diferencial hemos encontrado densidades lagran

gianas que -bajo hipótesis muy generales y evitando las constantes con dimensiones

pueden dar cuenta del comportamiento del campo gravitatorio y que contienen a la Re

latividad General. En nuestra extensión del teorema de Weyl, demostramos la unicidad

del lagrangiano de las teorías serniclásicas y cuál es la forma en que deben acoplarse en

forma clasica los campos bosónicos de materia. Mostramos que no es necesario pedir que el

lagrangiano del electromagnetismo en un fondo curvo sea invariante de gauge por el grupo

U(l) ya que esta invariancia se deriva de la de las ecuaciones de campo. Hemos realizado

también un estudio de las propiedades cuánticas de los lagrangianos obtenidos.

Nos hemos ocupado luego, también con métodos geométricos, de la forma de las

fuentes cuánticas para las ecuaciones de Einstein. En particular, del valor de expectación

de vacío del campo escalar al cuadrado. Hemos reencontrado con nuestros procedimientos

los resultados para cuatro dimensiones de la literatura y los hemos extendido al caso de

seis dimensiones (como ejemplo de la forma general para dimensiones pares) hallando una

variedad de nuevos elementos para representar las propiedades de la materia en regiones

de alta curvatura. Las complicaciones matemáticas que aparecieron en este desarrollo

impidieron una aplicación mas concreta de los resultados obtenidos.

Por último, Hemosestudiado las consecuencias de los cambios de topología sobre la

Teoria Cuántica de Campos. En particular, hallamos las soluciones de las ecuaciones de

campo, ias uncinnes de Green y el valor de expectación de vacío del tensor de energía

impulso renormalizado para la teoria de campos vista desde un sistema de referencia con
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aceleraciones cualesquiera (en cuatro dimensiones) al realizar distintas identificaciones an

tipodales. Comparando con otros casos estudiados en la literatura pudimos relacionar

el problema de la norma nula de los elementos de la base de Fock con la presencia de

horizontes de eventos en el espacio tiempo. Encontramos también que la periodicidad

de las funciones de Green en variedades sobre las que se habia realizado la identificación

antipodal está relacionada con la existencia o no de simétría esférica. Otra propiedad en

contrada relaciona a los observadores de Rjndler con aceleraciones contrarias en espacios

identificados, cosa que no ocurre en los espacios sin identificar.

La continuación del programa aquí desarrollado nos lleva a buscar la inclusión de

campos de spin semientero entre los elementos con que deben construirse las densidades

lagrangianas si queremos que tanto la gravedad como la materia sean tratadas en igualdad

de condiciones y con métodos geométricos. En este sentido, la supergravedad ha sido un

intento y en la actualidad, las teorías de supercuerdas siguen el camino de la unificación.

Si en cambio nos mantenemos dentro del marco de las teorías semiclásicas, se podria

proponer repetir el cálculo expuesto en el capítulo III para < s02>"", pero ahora con el

< T‘” >"", esperando que las complicacionesmatemáticas no sean agobiantes. En lo que

a la topología se refiere, ya estudiados los efectos de las modificaciones por identificación

en variedades curvas, el paso siguiente se orienta en el sentido de considerarla una variable

que debe también ella ser cuantificada.
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FIGURA

Fig. l. Línea de mundo del observador de Rindler con aceleración a=constante y cuadrivelocidad u. I=R

es la cuña derecha, III=L en la cuña inquierda.
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