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RESUMEN

Hemos estudiado algunos aspectos de la cuantificacién de la gravedad. Utilizando
la teoria de concomitantes, encontramos un teorema que generaliza el teorema de Weyl,

resolviendo rigurosa y univocamente el problema del lagrangiano de las teorias semiclasicas.

Estudiamos, también haciendo uso de la teoria de concomitantes, expresiones para el

valor renormalizado del campo escalar al cuadrado en cuatro y seis dimensiones.

Finalmente nos ocupamos de las modificaciones que producen los cambios de topologia
en la teoria de campos. Hallamos las soluciones de la ecuacion de campo, las funciones de
Green y el valor renormalizado del tensor de energia-impulso, para el caso de observadores
acelerados cualesquiera en un espacio-tiempo en el que se han realizado identificaciones
antipodales. Relacionamos el problema de la norma nula de los elementos de la base de
Fock con la presencia de horizontes de eventos y la periodicidad de las funciones de Green

con la existencia de simetria esférica.



CAPITULO 1

INTRODUCCION

Una de las paradojas de la fisica moderna es que dos de las teorias mas exitosas tanto
para la descripcion de los fenémenos como para su comprensiéon: la Relatividad General
(RG) cuando se trata de construir una imagen cosmoldgica y la Mecanica Cuantica (MQ)
cuando se estudia el mundo microscépico, no encuentran manera de conciliarse para dar
cuenta adecuadamente del dominio en el que ambas tienen que participar: el dominio de
validez de la gravedad cuéntica (GQ). No existe una teoria unificada, vale decir, que en un
mismo marco describa cudnticamente a las cuatro interacciones conocidas y ni siquiera una
teoria que, ain renunciando a esta pretension de simplicidad y unidad de enfoque, permita
obtener predicciones cudnticas con sentido (no divergentes) para el campo gravitatorio en
presencia de materia. El fracaso en la reunion de las dos teorias dificulta la comprensién
de problemas tales como la descripcion de los primeros instantes del universo, del final
catastrofico de los colapsos estelares o de las explosiones de agujeros negros. En una
palabra, de todos aquellos procesos de muy alta energia o para los que la RG predice la
ocurrencia de singularidades en el espacio-tiempo (ET), singularidades cuya estructura o
aln cuya existencia misma podria estar condicio.r.l;iltda por aspectos cuanticos desconocidos.
También fenémenos cuénticos mas elementales como la producciéon de pares requieren una

explicacion para el caso en que ocurren en un ET de fondo aun clasico pero curvo.

Uno de los primeros problemas que aparecen al intentar la unificacion de la RG con la
MQ es la gran diferencia tanto conceptual como de estructura entre ambas: en cualquier
teoria cuantica de campos —formuladas todas ellas como es sabido en el marco de la Re-

latividad Especial- el campo se propaga sobre un fondo espacio-temporal fijo: el ET de



Minkowski. En la RG, en cambio, el campo que se propaga y el fondo sobre el cual lo hace
estan representados ambos por el campo gravitatorio ya que, debido a su rol de tensor
métrico del ET, es €l al mismo tiempo el intermediario encargado de propagar una fuerza
~la fuerza gravitatoria— y de especificar la geometria del fondo sobre el cual esa fuerza se

propaga. Esto en cuanto a la diferencia de estructura entre ambas teorias.

En lo que se refiere a los problemas conceptuales, que son muchos, baste como ejem-
plo mencionar el siguiente: aun teniendo una formulac'ic')n matematica satisfactoria para la
GQ, a ella le caben por lo menos dos interpretaciones. La primera es la interpretacién de
particula, muy en consonancia con la MQ habitual y que supone toda la teoria de observ-
ables. En ella, la métrica g,,(z) se descompone en un “fondo” de Minkowski representado
por la métrica plana 7,, mas una “desviacion” de la geometria a partir de esta métrica

plana representada por el tensor h,,(z). Asi,
9*(z) = 1*" + h**(2)

Esta descomposicion permite recuperar la existencia de un fondo plano con todas las
simetrias del grupo de Poincaré que son utiles para la MQ relativista (de Relatividad
Especial) y con ellas, la existencia de marcos de referencia privilegiados y, en consecuencia,
una adecuada definicién de particula a partir de h,,,,(z).'wSin embargo, puede hacerse
gran numero de objeciones a esta descomposiciéon. Entre ellas, qué nos asegura que la
variedad tenga propiedades métricas parecidas al ET de Minkowski como para que admita
semejante descomposicidn, ya que la cuantificacién asi propuesta supone que h,,(z) es una
perturbaciéon a la métricas plana. Mas aun, al hacer un tratamiento perturbativo como
éste, las potencias de la constante de Newton que aparecen en el desarrollo implican la
pérdida de predictividad de la teoria. Este tema sera tratado en el capitulo II. Por otro
lado, para poder hacer la descomposicion en la practica es necesario que la variedad tenga
propiedades topolégicas semejantes a la del ET plano. Pero la topologia es algo totalmente

indeterminado en RG. De este tema nos ocuparemos en el capitulo IV.

Si no se hace esta descomposicion pero se insiste en considerar a la métrica como

representante de alguna clase de particula y entonces el gravitén -la particula no masiva



de spin 2- se considera interactuando consigo misma en el caso de la gravedad libre en
la forma habitual en que interactian las particulas en teorias no lineales, el hecho de no
contar a priori con un grupo de simetrias que juegue el rol del grupo de Poincaré sabotea
la eleccion de un tnico tiempo con lo que se pierde la definicién natural de frecuencias
positivas y negativas para la descomposicién del campo y, en consecuencia, la unicidad
de los operadores de creacion y aniquilacién. Distintos conjuntos de estos operadc;resa
implican en general distintas definiciones para el vacio y los estados de particula y, por lo

tanto, distintos espacios de Fock.

Por otra parte, la otra interpretacion posible para g,.(z), la interpretacion de campo,
proviene de la generalizacion al caso de infinito numero de grados de libertad y métrica
no necesariamente euclidea para las hipersuperficies de tipo espacial del planteo de la
MQ ordinaria para un sistema de namero finito de grados de libertad. En la formulacién
de Schrodinger de la MQ se busca una representacion de las relaciones de conmutacién
candnicas sobre operadores hermiticos en un espacio de Hilbert y se trata de resolver la
ecuacion de Schrodinger para el vector que representa al estado del sistema. Las soluciones
son funciones complejas de cuadrado integrable respecto de la medida de Lebesgue y la
funcién de onda se interpreta de tal forma que, si el sistema estd en el estado ¥(g;),
entonces la integral de su médulo al cuadrado |¥(g;)|> da la densidad de probabilidad de

que una medicion hecha sobre la configuracion del sistema resulte g;.

La teoria de campos se obtiene generalizando esto mismo [}] : se elige un conjunto
normal de funciones {e;} que sea base de R®. Se desarrollan en ella el campo ¥(Z,t) y
su variable conjugada II(Z,t), se imponen luego las infinitas relaciones de conmutacién
canénicas y se obtiene al final una funcion ¥ de infinitas variables que satisface la ecuacion
de Schrodinger. Pero los vectores de estado seran funcionales de los elementos del espacio
de configuracién clésico (que ahora son funciones) y los cambios de la MQ ordinaria a la
teoria cuantica de campos (TQC) serdn fundamentalmente los reemplazos de variables por
fiinciones, de funciones por funcionales y de derivadas parciales por derivadas funcionales.
Habré, en consecuencia, también una interpretaciéon probabilistica. Sin embargo, esta

:ngenua generalizacion adolece de graves problemas. Para comenzar, todo su proceso



matematico no esta bien definido: no hay un andlogo para infinitas dimensiones de la
medida de Lebesgue, no esta claro cuales son las funciones de R® que pueden formar parte
del espacio de configuracion clasico, no se tiene un producto interno definido en el espacio
de configuracién que se conserve durante la evolucién del sistema (2 . Peor atn: dado que
no hay una eleccion unica del tiempo, jcémo se podria saber cudl es el producto interno
que hay que definir para que se conserve durante la evolucién temporal?. Por su parte, la
falta de un producto interno definido positivo indica ' que no siempre es definido positivo
el cuadrado de la norma de la funciéon de onda y por tanto, tampoco la probabilidad es
una funcién definida positiva, con lo que todo pierde sentido. Si se intenta ademas escribir
el lagrangiano de Einstein en forma explicita, se observa inmediatamente que la teoria
involucra en realidad a dos tensores y no a uno: nos referimos a g,, y g*", uno el inverso
del otro, lo que convierte a la teoria en no polinémica salvo que se admita la descomposicién

en un fondo y una perturbacién o alguna forma de parametrizacién 13 .

Nos encontramos ademas con el problema de que tratar a la materia en RG es esen-
cialmente distinto a tratarla evolucionando sobre un fondo plano (Minkowski) fijo como
hace la TQC habitual. Cuando el fondo es curvo, los aspectos cinematicos y dindmicos se
confunden, por lo que resulta que no esta claro qué es lo que hay que cuantificar ni a qué
nivel hay que hacerlo. Se dispone, para comenzar, de un conjunto de puntos. Estos puntos
matematicos deben ponerse en relaciéon con los eventos fisicos del ET. Este conjunto debe
estar dotado de alguna topologia. Y debe estar dotado ademéas de una estructura diferen-
ciable que lo haga una variedad diferenciable. Si se trata de gravedad libre, se definira un
tensor métrico sobre esta variedad de tal forma que satisfaga las ecuaciones de Einstein [1] .
Si ademas hay campos de materia, como es deseable en toda cosmologia, habra que decidir
cémo se realiza el acople entre materia y gravedad. A estos temas nos referiremos en los
capitulos II y III. La primera cuestion es, entonces, ;a qué nivel habra que cuantificar?. Lo
que habitua!lmente se hace —en el caso de gravedad libre- es fijar todo salvo la métrica: se
dice cudl . iu variedad (en general riemanniana y con topologia trivial) y el tensor métrico

se considera como un operador definido sobre ella.



Casi todas las opiniones coinciden en que este procedimiento es demasiado grosero
y que la cuantificacion deberia realizarse a un nivel més fundamental: J. Wheeler insiste
en la necesidad de cuantificar la topologia —que consecuentemente se convierte en una
variable (Y] — y R. Penrose en que es el ET mismo el que debe ser cuantificado para lo

que trabaja con twistores (5.6)

. Sin embargo, ademas de considerar a estas posibilidades,
seria deseable obtener el maximo de informacién de las vias ya exploradas: la métrica es
cldsica y descripta por la RG (de nuevo una variedad riemanniana con topologia trivial)
y la fuente de las ecuaciones de Einstein es el tensor de energia-impulso de los campos
cuanticos de materia elegido con algun criterio. ; Cuando vale esta aproximacién? Es

sencillo ver que es un buen limite en las regiones en que el tensor de curvatura R, ,, es

tal que cualquiera de sus componentes cumple
maz(|RAY|) < ¢*/167Gh = 1*

siendo ¢ la velocidad de la luz, G la constante de Newton, A la constante de Planck y
l, ~ 107*2¢cm la longitud de Planck. Esta es la teoria cuantica de campos en el ET curvo

o teoria semiclasica, aceptada como limite de la “buena” teoria cuantica completa.

Podriamos resumir brevemente todos los problemas diciendo que la cuantificacion fra-
casa porque no sabemos qué hay que cuantificar: si sélo la métrica, si también la topologia
o el ET, ni a qué nivel hay que hacerlo; o porque no usamos la accién correcta aunque
sepamos que la accion de Einstein es la adecuada para describir los fenémenos clasicos;
o porque no tenemos una teoria unificada para describir a la vez materia y gravedad. O
a nivel semiclasico, porque habiendo fijado todo y tratando de estudiar sélo las modifica-
ciones que la materia provoca sobre la métrica de fondo —back reaction—, nos encontramos

con una constante dimensional en la accion que complica las cosas.

El propésito de esta tesis es brindar una modesta colaboracion en la comprension de al-
gunos de estos problemas: cual es el lagrangiano correcto, por lo menos a nivel semiclasico,
como tratar a la constante gravitatoria que tiene dimensiones; cudles son algunas de las
posibles modificaciones a la topologia y qué relaciones tienen estas modificaciones con el

observador; cual es la adecuada fuente cuantica para las ecuaciones de Einstein al estudiar
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la influencia de la fuente sobre la geometria, cual es el valor de expectacién de vacio del
campo fuente al cuadrado. La tesis esta organizada como sigue: en el capitulo II estu-
diamos bajo hip6tesis muy generales la forma de la accién gravitatoria para las teorias
semiclasicas. En el capitulo III, nos ocupamos de la forma de la fuente a las ecuaciones de
Einstein. El capitulo IV esta dedicado a las modificaciones introducidas por los cambios

en la topologia. El capitulo V resume los resultados obtenidos.



CAPITULO II

LA ACCION GRAVITATORIA DE LAS TEORfAS SEMICLASICAS

I1.1 Introduccién

La RG brinda una descripcion clasica consistente de los fenémenos gravitatorios y
existe gran acuerdo entre sus predicciones y los resultados experimentales. Pero presenta
grandes problemas cuando se trata de cuantificarla. Estos problemas, que ya aparecen en
la cuantificacion del campo gravitatorio sin fuentes, se tornan criticos al intentar acoplar
los campos de materia a la RG libre: en este caso aparecen divergencias aun a primer orden
en el desarrollo en potencias de la constante de Planck k. Se culpa generalmente por estos

problemas a la constante de acople con dimensiones por la que es necesario multiplicar

al lagrangiano lineal en la curvatura para conseguir que la accion sea adimensional. Se

culpa también al tratamiento diferente que se hace de los campos de materia y del campo

gravitatorio, o sea, la falta de una teoria unificada.

I1.2 Las teorias geométricas de campo unificado

La RG relaciona la estructura métrica del universo con su contenido de materia. El
campo gravitatorio, que tiene como fuente a la materia, es a su vez el que determina la cur-
vatura del ET. Al formularla en presencia de fuentes, la RG es una mezcla de descripcion
geométrica para el campo gravitatorio y descripcién fenomenoldgica para el campo elec-

tromagnético y los campos de materia. Surge entonces inmediatamente la cuestion de si es



s6lo la gravedad la que puede describirse en términos geométricos o si esto es también posi-
ble para la materia. El mismo Einstein, al describir al electromagnetismo en el marco de
la RG, comenta que el acoplamiento minimo no resulta tedricamente satisfactorio porque
“seria preferible una teoria en la cual el*‘campo gravitatorio y el electromagnético no se
introdujeran como estructuras logicamente distintas”, haciendo particular referencia a los

trabajos de Weyll"),

Las teorias de campo unificado tal como fuer;pn i.'ormulada.s originalmente, o sea, sin
incluir a las interacciones débiles y fuertes, pretenden salvar la heterogeneidad en las des-
cripciones de la gravitacion y el electromagnetismo reuniéndolo en un solo campo cuyas
ecuaciones representan las nuevas condiciones impuestas sobre la geometria. Pero los diez
coeficientes independientes de la métrica son necesarios y suficientes para describir, en
una variedad riemanniana de cuatro dimensiones, al campo gravitatorio. Si queremos
agregar, entonces, al electromagnetismo, es necesaria la presencia de mas parametros, ya
sea ampliando la definicion de la métrica, permitiendo cualquier conexion para flexibilizar
la definicién de desplazamiento paralelo de un vector a lo largo de un contorno cerrado
infinitesimal, aumentando el numero de dimensiones de la variedad como se hace por
ejemplo en las teorias estilo Kaluza-Klein [*] o a través del agregado de otros campos para
describir a la gravedad que se ligan geométricamente con los campos de materia, tal el

ejemplo de las teorias de supergravedad (SG) [*.

Numerosos han sido los intentos realizados en la direccién de unificacion. Podemos
inencionar como ejemplos representativos clasicos a la teoria generalizada de la gravitacion
de M .stein (1% que utilizaba una métrica de componentes complejas para describir con-
juntar -‘s a la gravitacion y el electromagnetismo relacionando a la parte antisimétrica
de la mdi.ica, es decir gj,,], con el tensor de Maxwell. Sin embargo, se puede mostrar
que g(,,] o> puede representar fotones y que es més bien un campo auxiliar del estilo de

(1112)  Una propuesta alternativa es la teoria de

los que frer::ent2mente aparecen en SG
Weyl que aiaplia la conexién para contener al electromagnetismo ['3]. Asi se agrega a la
idea de arbitrariedad en el sistema de coordenadas establecida por la RG otra propuesta

referida » ir r~!ntividad de la medida, idea que diera origen a las teorias de gauge. Pero los



resultados que predice la teoria de Weyl no son independientes de la historia del sistema
(141, Por ejemplo, las lineas de los espectros de emisién de dos atomos dependen, segiin
ella, de sus ubicaciones y trayectorias previas, lo que se contradice con que estas lineas
son muy bien definidas y no varian para fuentes con historias muy diferentes. Surge asi la
pregunta de si es posible s6lo con el campo gravitatorio y el electromagnético construir una
teoria que sea satisfactoria, tanto a nivel clasico como cuantico. Ejemplo de intentos mas
cercanos de incorporar al electromagnetismo a nivel de la conexion en teorias no métricas

son los trabajos de N. Batakis [15:1€],

Pero para hacerlo debe agregar, ademas, un campo
escalar con unidades tales que restaure las correctas unidades a la conexién y esto a su
vez hace imposible que ese campo tenga término cinético en el lagrangiano. Esta critica
es extensiva a todas las teorias que tratan de extender la conexion mas alla de la de Weyl:
es sencillo mostrar que si se pide que el campo escalar pueda tener término cinético en el
lagrangiano, lo que es imprescindible si estamos pidiendo que todos los campos compartan
un nivel de igualdad de roles, la conexién afin mas general sin constantes dimensionales

que puede escribirse con la métrica, el vector electromagnético y el campo escalar tiene

como parte simétrica a la conexion de Weyl.

El tener presentes a estos problemas que mencionamos y que histéricamente aparecieron
al intentar describir en forma unificada y geométrica al campo gravitatorio y los campos
de materia, sugiere que la busqueda de la forma en que se combinan debe hacerse direc-
tamente a nivel de la densidad lagrangiana. Mas ain, si s6lo se suman los lagrangianos
individuales imponiendo la clase de acople en el lagrangiano (o equivalentemente en las
ecuaciones de movimiento) se estd imponiendo también la trayectoria: hemos mostrado
en trabajos independientes de esta tesis que acoplar minimamente por ejemplo campos

escalares o de spin 1/2 es obligar a las particulas a recorrer geodésicas (1781,

i Qué sucede si se olvida por un instante el origen geométrico de la RG y se pretende de-
scribir a la gravitacion como a una interaccion cualquiera, o sea, se piensa en tratar a todos
los campos en igualdad de condiciones pero sin privilegiar a los argumentos geométricos?
Lo primero que se observa es que, de las tres pruebas clasicas de la RG que por supuesto no

pueden dejarse de lado —vale decir: corrimiento al rojo, precesion del perihelio de Mercurio
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y deflexion de la luz al pasar cerca de un cuerpo masivo como el sol- se sigue que la fuerza
gravitatoria es de largo alcance, obedece a la ley de la inversa del cuadrado de la distan-
cia, es atractiva y acopla con igual intensidad a cualquier tipo de materia (principio de
equivalencia débil). Utilizando un lenguaje de diagramas de Feynman, puede buscarse con
estas hipdtesis cual es la particula mediadora de la interaccion gravitatoria que responde
a estas caracteristicas y se encuentra que es una particula no masiva de spin 2 [19:29:21],
S. Weinberg ha mostrado también que al armar los diagramas de interaccién gravitatoria
entre particulas deben existir vértices graviton-gravitén —o sea, la teoria es necesariamente
no lineal-. Mads aun, se puede ver que esta clase de intercambio implica al principio de
equivalencia débil 2], Dado que estos vérticesexisten necesariamente, puede intentarse
construir la teoria puramente gravitatoria a partir de ellos. El resultado (2% es que a nivel
arbol, o sea a nivel cldsico, sin sumas sobre energias virtuales arbitrariamente altas, se
obtiene una suma infinita de términos que describen la autointeraccion del campo de spin
2, cada uno multiplicado por su correspondiente potencia de x que al sumarlos resultan
en el lagrangiano de Einstein [?4] (x? = 8xG, G la constante de Newton). Sumar todos los
posibles diagramas a nivel arbol da un resultado inico y que ademas coincide con la RG.
La RG debe entonces ser el limite clasico de la gravedad cuantica. (Este resultado no es
trivial. Vale como anécdota recordar la apuesta que Wheeler y Penrose perdieron en 1971
contra A. Salam por asegurar que M. Duff —qyien estaba por entonces calculando la suma
de diagramas de Feynmam- no podria con ella reobtener la soluciéon de Schwarzschild y
sus singularidades [*).) Contando con una tinica accién clasica y observando que ella entra
en la categoria de las teorias de gauge no abelianas —la RG es invariante por el grupo de
cambio general de coordenadas (c.g.c.)- es posible aplicarle los métodos usuales de cuan-
tificacion para esas teorias: cuantificacion covariante, ruptura de la simetria de gauge y
su restauracidn via los campos fantasmas. Luego habria que prestar atencién a la zona
de muy altas energias, zona de interés de la gravedad cuantica. Como es bien sabido, el
resultado de este programa no es para nada satisfactorio. Nuestra pregunta es entonces
concretamente: ;cual es la correcta accidon cuéntica que tiene como limite de bajas energias

-

a la RG y quc ao presenta sus problemas en la ’etapa de cuantificacion?.
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Dado que el enfoque del problema de la gravedad libre desde los puntos de vista
“particulista” y geométrico conduce al mismo lagrangiano clasico y dado que también
la materia puede ser descripta adecuadamente en forma geométrica —siendo sus distintos
multipletes representaciones adecuadas sobre los operadores de los grupos de simetrias
que incluyen a las particulas y a los campos mediadores de sus interacciones- nos parece

adecuado enfocar desde la geometria la busqueda de la densidad lagrangiana correcta o,

por lo menos, aproximaciones a ella.

I1.3 El problema de la constante con dimensiones

La densidad lagrangiana de Hilbert-Einstein es
1
L= 5\/—_9R

donde g,, (g#,v,... = 0,..,3) es el tensor métrico, g su determinante y R el escalar de
curvatura. Puede sumarse a ella el término —(\/2),/—g para incluir a la constante cos-
molégica. Este lagrangiano necesita ser multiplicado por una constante con dimensiones
para que la accién que con él se construya resulte adimensional. La RG, por su parte, pre-
scribe cual es la constante correcta: es la inversa de k2, siendo k2 = 87G, G la constante

de Newton. Estamos trabajando en el sistema natural de unidades en el que vale

c=h=1, [n2]=l_2

donde ! indica unidades de longitud. La aparicién de una constante con dimensiones en
la accion dificulta la construccion de una teoria cuantica predictiva —vale decir, finita o

renormalizable- de la gravitacién por la accién descripta (2%,

El problema de la constante con dimensiones esta relacionado con el ya mencionado el
problema de que en la accion gravitatoria participan dos tensores y no uno. El tratamiento

perturbativo del campo implica su descomposicién en una métrica plana de fondo n** mas
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una perturbacion h*¥ que debe ir multiplicada por la constante « para que la suma tenga

unidades adecuadas. O sea, la descomposicion es
g*¥ = n** + kh*¥

Pero entonces la inversa g,, y también el determinante g, se convierten en una suma

infinita de potencias de «:
Guv = Muw — Khyy + thuah: + 0('53)

en donde ahora no tiene importancia la posicién de los indices ya que ellos suben y bajan con
Nuv- Construidos con estos elementos los diagramas de Feynman para la autointeraccion
entre los gravitones representados por h,, y restituida la unitariedad de la matriz de
scattering que se pierde por la invariancia de gauge de la teoria —por ejemplo, en el gauge de
coordenadas armonicas h,, cumple que Bx(hs - %63h) = 0 con h = h3-, se encuentra que
el nimero de divergencias es ilimitado. Esto se debe a la dependencia cuadréatica respecto
del momento en las funciones de vértice de los gravitones, que a su vez provienen del hecho
de que el lagrangiano de Einstein es cuadratico en las derivadas primeras del campo. En
la seccién 11.5 mostraremos que cabe culpar por esta divergencia superficial aparente a
las dimensiones de [? de la constante de Newton que hace que una amplitud adimensional
de orden G™ diverja como G™p®™: mas vértices y loops presentes en el diagrama implican
mayor grado de divergencia. La forma de evitar el crecimiento del nimero de términos
divergentes seria contar con una constante de acople con dimensiones de (masa)® con
a > 0 lo que debe ser descartado ya que, para la gravedad, la constante de acoplamiento es

6], La invariancia de gauge reduce el grado de divergencia

necesariamente la de Newton
en algunos casos, por ejemplo en la electrodinamica cudntica, pero no en el caso de la

gravedad libre.

Este no es el unico ejemplo en que la presencia de una constante con dimensiones
arrniua el proceso de renormalizaciéon que elimina las divergencias de la teoria. Otro caso
.. aceaocido es el de la teoria de Weinberg-Salam para las interacciones débiles: a energias

-wnores de 100 GeV en el sistema centro de masa, su accion puede aproximarse por una
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“accion efectiva” con un término de cuatro fermiones que interactian en un vértice cuya

2

2 rotén tiene dimensiones de 2. A esta

constante, la constante de Fermi Gg ~ 1,02310"5m
“accién de Fermi” utilizada para bajas energias en lugar de la accién completa de Weinberg-
Salam corresponden resultados perturbativos en potencias de Gr no renormalizables. En
vista de las similitudes formales entre los problemas de la accion de Fermi y la de Einstein,
S. Adler propuso que, al igual que la teoria de Fermi puede ser considerada como una
“teoria efectiva” en la que se ha integrado sobre los bosones intermediarios a la verdadera
teoria que contiene constantes adimensionales, otro tanto ocurriria con la accién de Einstein
que podria ser considerada como la “accién efectiva” de la verdadera teoria desconocida.
Este proyecto de principios de la década del '80 no prosperd, sin embargo, debido a que
no fue encontrada la accion microscépica que condujera a la RG con la correcta constante

de Newton, al contrario de lo que si sucedié con el lagrangiano de Fermi, cuya constante

pudo ser escrita en funcién de los parametros de la teoria de las interacciones débiles como
Gr=v2g/8Mwy con g=e/senfw

donde 8w es el dngulo de Weinberg, e la carga del electron y My la masa del boson
de gauge W. El resultado de Adler para la gravedad conducia, por el contrario, a que la

interaccion gravitatoria era repulsiva. (27)

El hecho de que los vértices con gravitones —en los que se encuentra la constante con
dimensiones— provoquen divergencias ultravioletas, estropea todos los célculos también
en los diagramas en los que intervienen los campos de materia, ya que la interaccién
gravitatoria y en consecuencia las correcciones radiativas si se estda cuantificando, esta
siempre presente cuando hay dos particulas. Una manera de intentar eludir el problema es
utilizando teorias alternativas a la RG, pero que la incluyan ya que esta teoria es el buen

limite de bajas energias, y que no contengan constantes dimensionales.

La forma mas conocidad de escribir a la RG sin constantes dimensionales es al modo
de Brans-Dicke [2%?°). La teoria de Brans y Dicke esta basada en la idea de Mach de que
el fenomeno de la inercia debe provenir de aceleraciones respecto de la distribucion general

de masa del universo. Las masas inerciales de las particulas elementales no serian asi
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constantes fundamentales sino mas bien representarian la interaccion de las particulas con
cierto campo césmico. Pero las masas de las particulas se miden por sus aceleraciones en el
campo gravitatorio —proporcionales a la constante de Newton G- por lo que puede pensarse
que es G la que debe estar ielacionada con el valor medio de un campo que represente de
alguna forma la influencin Ge ioda la materia presente en el universo. Brans y Dicke
propusieron que ese campo fuera un campo escalar sin masa ¢: los otros campos de spin
entero sin masa conocidos, vale decir la métrica g,, y el vector potencial electromagnetico
A,, transmiten interacciones de largo alcance por lo que puede esperarse que otro tanto
haga ¢. La ecuacion covariante mas simple que puede escribirse para ese campo escalar es

Op = 47T}, (1)
donde A es una constante de acoplamiento y T}, el tensor de energia-impulso de toda la
materia. T}, incluye todo menos gravedad y campo ¢. Brans y Dicke sugirieron que la
forma correcta de las ecuaciones de Einstein se obtiene reemplazando x~! por ¢ donde ¢
cnmple (1) y agregando un tensor de energia impulso T/, del campo ¢ a las fuentes del

“~.upo gravitatorio. Asi,

v 1 v v
R* - Zgu R = " Thy + T(,)

Esta ecuacién de Einstein modificada es derivable de una densidad lagrangiana

L= —V=gl-¢ R+ 4wg" v up.)] (2)

donde w es una constante.

Dado que una constante con dimensiones trae dificultades al intentar cuantificar
cualquier teoria, teniendo presente la idea de Brans y Dicke y observando que, por ejemplo
en el caso de] decaimiento beta, el reemplazo de la constante de Fermi con dimensiones por
un campo mediador convirti a la teoria en renormalizable, en nuestro intento de aproxi-
marnos a un correcto lagrangiano para la gravedad sin fuentes por métodos geométricos, no

permitiremos la presencia de constantes con dimensiones. Para reobtener a la RG bastara

hacer luego ¢? = k™2 al estilo Brans-Dicke.
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I1.4 La teorfa de concomitantes y el analisis dimensional

Para la construccion de densidades lagrangianas resulta natural recurrir a la clasica

teoria de concomitantes que’estudia la forma general de los entes matematicos que depen-
den de las variables de campo y sus derivadas y unir a ellas el analisis dimensional. Esto
es asi porque las ecuaciones de movimiento para los distintos campos que intervienen en la
formulacion lagrangiana de una teoria pueden obtenerse aplicando un principio variacional
a la accion construida con la densidad lagrangiana correspondiente, que es funcién de los
campos y sus derivadas. El resultado de la aplicacién del principio variacional son las
ecuaciones de Euler-Lagrange y se ha mostrado (%) que esas expresiones son operadores

tensoriales de concomitancia.

La teoria de concomitantes

La teoria de concomitantes surge con el teorema de Weyl [13] que establece que la
densidad lagrangiana mas general que puede escribirse con la métrica y sus derivadas

hasta el segundo orden y que es lineal en ellas es

L =ay/—-gR+by/—g
vale decir, el lagrangiano de la RG.

La nocién intuitiva de concomitantes tensoriales es sencilla de exponer en los casos
elementales: decimos que un tensor es concomitante de otros tensores si existe una relacion
funcional independiente del sistema de coordenadas que vincula las componentes del ten-
sor en cuestion con las componentes de los otros tensores. Por ejemplo: si A, son las

componentes de un vector covariante y B* las de un vector, entonces,
L=A,B"

es un escalar concomitante del vector y del covector. Esto quiere decir que existe una

funcién f de 2n variables (n la dimension del espacio)
L =f(B',..,B" A,,...,An)
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que en este caso es
f(zt, 2™yt ) =2y 4 22 4+ 2y

Es claro que esta funcion no depende del sistema de coordenadas elegido.

Para la construccion de densidades lagrangianas nos interesaran los escalares que sean
concomitantes de los campos y sus derivadas. Mostraremos el procedimiento general con

algunos ejemplos sencillos:

i) Supongamos que L es un escalar concomitante de un tensor simétrico, no singular, de

componentes g,,, es decir

L= L(guv) (3)

Si hacemos un cambio de coordenadas

z'? = z'?(z7%) (4)
como L es un escalar, sera
L(9,,) = L(guv) (5)
oz# 0z"
‘C(m 62—,,9#!') = L(gpuv) (6)
Llamando
oz*
B:" = azlp (7)
podemos escribir
C(B::B;g#l') = C(g“.,) (8)

Considerando todos los cambios de coordenadas posibles es claro que las B,,, recorren
todas las matrices invertibles. Podemos entonces derivar la ec. (8) respecto de B,g,

con lo cual se obtiene -

oL , oL ,
39’ 55553,9,,, + By’ B;;aasgg,,, =0 (9)
po po
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ya que el segundo miembro de la ec. (8) no depende de Bj. Haciendo

Bg = &g
en la ec. (9) resulta:
oc oc
72— Y9ac t 37— 9pa =0 10
890 0gus™" (19)
ecuaciones llamadas identidades de invariancia [*!]. Por la simetria del tensor g,, esto
se reduce a
oc
2 ac =0 11
899, 7 (11)
y como ga. es invertible,
oc
=0 12
995, (12)

de donde se deduce que el escalar concomitante del tensor métrico es una constante.

Supongamos ahora que £ es también concomitante de las primeras derivadas parciales
de g,.:
L =L(guv+Guv,o) (13)

Procediendo igual que en el caso anterior
[‘(BzBEgpv;B:pBEg;w + B;nggpv + BgBﬁBagpv a) = £(guu;guu,a) (14)
donde

0%zk

Bap = oie e (15)

Derivando la ec. (14) respecto de By, y haciendo

Bj =&
resulta
ac T T 6£ lll T T
Boa 2(565 +6288)659u + Bos et 5(65%; +8365)9u =0 (16)
es decir
1 9L 1 9cC 1 8L 1 oL

Juvt 53— 9ur=0 (17)

- Gt m—— Gy + = ——
2 6961/,1’ §v 2 agru,é I 2 agué,r 2 6gur,6
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iii)

que por razones de simetria se reduce a

oc oc

8950 ™+ Bgrss ™™ 7" 18)
o sea, como g,, es invertible
oc oc
696v,r Grv,é ( )
Cambiando indices en la ec. (19) podemos escribjr
oc oc
gvs,r 6gr6,v ( )
oL ocC
ag6r,v Gvr,é ( )
y haciendo ec. (19) + ec. (20) - ec. (21) resulta
oc
2 =0 22
agvr,6 ( )

o sea L no depende de g,, .. Como tampoco dependia de g,, resulta que el escalar

concomitante del tensor métrico y sus derivadas primeras es también una constante.

Si ahora consideramos derivadas de orden dos, entonces los resultados anteriores ya

no valen. Por ejemplo, podemos escribir

L=R=g"R,, =g¢"RS (23)

pra

donde foﬁ_y es el tensor de curvatura. Y este es un escalar del tipo

L= C(guv;guv,p;guv.pa) (24)

Este no es, obviamente, el unico escalar que puede escribirse con la métrica hasta sus
derivadas segundas. Mas aun, la forma general de los escalares como los de la ec. (24)

no es conocida.
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El analisis dimensional

En el caso de las teorias fisicas hay una condicién adicional que puede pedirse sobre
los concomitantes: que por un cambio de escala se transformen de manera adecuada. S.
J. Aldersley ha estudiado [*? las condiciones bajo las cuales el analisis dimensional puede
aplicarse a teorias gravitatorias formuladas en condiciones muy generales, suponiendo que
el ET es una variedad diferenciable. El resultado que obtuvo -y que nosotros aplicaremos
al estudio de invariantes que pueden construirse con .todos los campos bosénicos— es que
las cantidades fisicamente relevantes de una teoria relativista de la gravitacion deben ser
invariantes por un grupo uno-paramétrico de transformaciones de escala. Sus argumentos
estan basados en las premisas del analisis dimensional: cualquier teoria debe ser dimen-
sionalmente consistente y las variables fisicas de la teoria deben estar dimensionalmente

en concordancia con los observables a que se refieren.

Para aplicar el analisis dimensional a la RG hay que tener en cuenta que en las
teorias relativistas los conceptos de espacio y tiempo estdn ligados debido al tratamiento

cuadridimensional que es geométricamente inevitable: la idea de longitud de arco

evento2

longitud de arco = / ds

eventol

es fundamental y la coordenada temporal y las espaciales pueden intercambiar sus roles si
se realiza un cambio general de coordenadas (por ejemplo una transformacién de Lorentz).
Esto diferencia a las teorias relativistas de las que no lo son. El factor de proporcionalidad
que interviene en las transformaciones es la velocidad de la luz ¢ y es razonable, en conse-
cuencia, elegir ¢ = 1 para relacionar las dimensiones que se asignan a las longitudes y al
tiempo. Esta eleccion no es compulsiva, pero simplifica todo el tratamiento ulterior. Con
¢ = 1, las unidades de longitud [y de tiempo t son las mismas, por ejemplo, unidades de
longitud. Para elegir las unidades de masa tenemos dos opciones: relacionarlas unidades de
masa con las de longitud a través de la constante gravitatoria G (unidades geometrizadas)
o a través de la constante de Planck h (unidades naturales). Aldersley utiliza en su tra-
bajo G=1 por lo que las unidades de masa son proporcionales a las de longitud, [m] = [l].

Por razones que se aclararan en su momento, nosotros preferimos las unidades naturales
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(h = 1) para las que [m] = [I!]. Elegidas las unidades de longitud, tiempo y masa, todas
ellas en funcion de las de longitud, sdlo resta decir qué regla usaremos para nuestras medi-
ciones, lo que equivale a elegir una escala, una elecciéon particular de unidades de longitud
en términos de la cual haremos nuestras mediciones. Necesitamos luego algin observable
que relacione a la teoria con las cantidades medibles y, tal como Aldersley senala, en una
teoria gravitatoria la eleccion natural es el intervalo que, en términos de la métrica y las

coordenadas locales, se escribe

ds* = g,,dz"dz"

Ahora tenemos distintas posibilidades: asignar unidades a la métrica o a las coordenadas.
Si bien en principio esa eleccion es arbitraria, el asignar unidades a la métrica y dejar [z#] =
I° complica innecesariamente los calculos. Por ejemplo, en coordenadas de Schwarzschild

(t,r,0,¢), la métrica es —en unidades geométricas—-
9y = diag[—(1 — 2m/r),(1 — 2m/r)" ' % r?sen?d)

Entonces,

[911] = [g22) =1, [93s]) = [944]) = I

Conviene, pues, asignar unidades a las coordenadas. Esto no quita generalidad al tratamiento:
es sencillo probar [*?] que dada cualquier carta (U, z) sobre una variedad espacio-temporal
es siempre posible realizar una transformacién de coordenadas a una nueva carta (U, z) tal
que todas las coordenadas z* tengan unidades de longitud y, en consecuencia, todas las

componentes del tensor métrico sean adimensionales.

Elegida la escala de medicion, podemos transformarla en una nueva escala con sélo
multiplicarla por un numero real positivo A. Tal transformacion de escala induce una
transformacién sobre las cantidades 3 con dimensiones presentes en la teoria: si [p] = [®
y hacemos un cambio de escala A, entonces 1 se transforma en A®y. La posibilidad de
cambiar de escala indica simplemente que podemos elegir cual regla patron usamos para
nuestras mediciones. La autoconsistencia de la teoria respecto del andlisis dimensional
expresa que las relaciones entre sus variables seran las mismas no importa con qué regla

hayamos medido. Este es el grupo uno-paramétrico de transformaciones por el cual la teoria
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es invariante. Y la invariancia de la teoria ante este grupo es de fundamental utilidad en

la reduccion del numero de concomitantes posibles que intervendran en el lagrangiano.

Para satisfacer los requerimientos del analisis dimensional sélo se admitirdn como fun-
ciones positler <= las cantidades fisicas las que se comporten ante una transformacién de
escala de razon A siguiendo la siguiente relacion: si ¥;,¥%;,...,¥, tienen dimensiones
{21 1=z ... 1% las funciones f(%1,¥2,...,¥n) de dimensiones [f] = [® que con ellas

puedan formarse cumpliran:

Aaf(‘d’l ’¢27 vee )'/’n) = f(’\a"d)l ) Aa"/’Z’ s )Aa"'/’n) (25)

Esta es la unica restriccion que se impone. Ella impide la presencia de constantes con
dimensiones en la t¢..-ia, tema sobre el que volveremos inmediatamente. Un monomio

satisface esta propiedad, también una suma de monomios.

Aldersley demuestra en su trabajo los siguientes dos teoremas:

1 Sea A" un tensor de clase C? concomitante de la métrica y sus derivadas hasta

cualquier orden

A*Y = A" (gapigap,vi- -3 9apy..va) COD a>1

tal que sus dimensiones son [4**] = I~2 y sea que se satisface la condicién (25) —que en
q

verdad es un axioma de la teoria—. Entonces, para una variedad de cuatro dimensiones

vale que

87G
A*Y = aG*" 4+ bg""R con G"' = :—4T‘“' y a,b constantes

R es el escalar de curvatura y T*" es tal que 6£/8g,, = 87G/c*/=gT"* con L el

lagrangiano.

2 Sea L una densidad escalar de clase C? concomitante de la métrica y sus derivadas

hasta cualquier orden

L = L(gap;9ap,vi---39apm..qn) CON a>1
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tal que sus dimensiones son [£] = [~2 y sea que se satisface el axioma (25) . Entonces,

en una variedad de cuatro dimensiones vale que

L =ay/—gR con a = constante

Aldersley utiliza para ambas demostraciones argumentos como los hasta aqui descrip-
tos mas el teorema de Lovelock 3%: Si A*Y = A*"(g,0; 9po.a;dpe,ap) €5 un concomitante

tensorial que satisface A’ = 0, entonces —en una variedad de cuatro dimensiones-
AP = aG*¥ + bg*¥

Si se hubiera permitido la presencia de constantes con dimensiones en £, por ejemplo 8
con [B] = I°, dado que no existen propiedades de diferenciabilidad de L con respecto a
B -y lo mismo vale para cualquier tensor, no sélo para la densidad £- hubiera resultado

imposible realizar todo el analisis que hemos mostrado al comienzo del presente parrafo.

Si en lugar de elegir dos constantes universales con dimensiones que relacionan lon-
gitudes, tiempos y masas tal como ha hecho Aldersley utilizando ¢ y x2, o como haremos
nosotros con ¢ y ki , se considerara que existen tres constantes universales, por ejemplo ¢,
k2 y N con [N] =1?,a # 0, esto conduciria a que la escala de longitud [ es proporcional a

si misma, cumpliéndose la relacion
l = pBNI'~=

donde 8 es una constante sin dimensiones, un c-numero. Si quisiéramos hacer N=1, de-

beriamos fijar la escala de longitudes, que se convertiria asi en una escala absoluta.

La restriccion de evitar constantes con dimensiones en la teoria, salvo las mencionadas
dos y no mas constantes universales que relacionanles unidades de longitud, tiempo y masa
recién descripta, no interfiere para nada en nuestro tratamiento del problema de encontrar
ad... .das densidades lagrangianas para los campos bosénicos, ya que —por las razones

dre. 1. .tas en II.2- no permitiremos constantes con dimensiones en nuestro lagrangiano

23



y consideraremos a la constante gravitatoria como una variable que sélo podra hacerse

constante en casos particulares.

Obtencion del lagrangiano de Einstein P

Como ejemplo sencillo del uso de la teoria de concomitantes unida al andlisis dimen-

sional, mostraremos el calculo del lagrangiano de Eins{.ein. Usando las unidades habituales

de RG que hacen ¢ = k = 1 y admitiendo que el lagrangiano se debe obtener a partir del

escalar de la ec. (24) resulta que ese escalar debe tener dimensiones de [~2. Esto significa

que, por un cambio de escala de razén A, debe ser
L(9uv; Auv,os /\zg,,,,',,,,) = z\zﬁ(g“,;gpy',;g“y',p)

Derivando la ec. (26) respecto de A obtenemos

oc oc
v,o + 2A - v,op — 2AC
ag“”la g“ agl“’vap g“ ?

y derivando la ec. (27) otra vez respecto de A

0*C +2) 8L
aguv,a aguﬁ,‘y JuvroJady aguv,o’ agaﬂ,-y6
oc 8*L

2 Gt DA
ag#ﬂ.vp Hhoe agumﬂpagaﬂﬂ

g“ylagapl-yd

Guv,op9ap,y
8L

+ 422
agpv,apagaﬂ,‘yé

Juv,op9ap,v6 = 2L

Haciendo A — 0 en la ec. (28) resulta

6*L oc
g v, ya ) + 2 g v,o = 2£
agw.aagaﬁ.'v urioJapy 69#V.ap ol

Usando un sistcma de coordenadas normal, o sea, un sistema en el cual

Juv,e = 0
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1
Guvop = _E(R#ﬂw + va#p) (31)

resulta en la ec. (29) que

2L = ZA“VPa(gaﬁ)vapa (32)

dou:te A#YP?(g,s) son todos los tensores de tipo (4,0) concomitantes del tensor métrico.

Esios tensores estan calculados 3% y son

APYPT = ggh¥ gP + bgtPg“’ + cgua'gvp + ehveo (33)

d
v—39
donde a, b, c y d son constantes. Usando en la ecuacién (32) las simetrias de estos tensores

y las identidades de Bianchi, resulta en definitiva que
L =aR

siendo a una constante numérica. En conclusién, la densidad lagrangiana mas general que
puede construirse con el tensor métrico y sus derivadas hasta segundo orden es la densidad

-~

lagrangiana de Einstein.

I1.5 Construccién de la densidad lagrangiana lineal en la curvatura para los

campos bosénicos

En una etapa introductoria hemos considerado densidades lagrangianas s6lo lineales en
la curvatura, aunque para cualquier dimensién del ET y sin imponer restricciones fisicas
sobre el tipo de acoplamiento entre los campos, pensando siempre en que las restric-
ciones aparecieran luego por consideraciones geométricas. Dentro de este contexto nuestras

hipétesis son:

i) La densidad lagrangiana £ depende de la métrica g,,, del vector potencial electro-
magnético A, y de un campo escalar . Este ultimo jugara al final distintos roles
y s6lo se le impone que en el sistema de unidades que estamos usando tenga dimen-

siones inversas de longitud para hacer posible la presencia de su término cinético en el
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lagrangiano. Eventualmente ¢ podra representar una constante para que reaparezca

la constante gravitatoria cuando sea necesario como en la teoria de Brans-Dicke.

ii) No permitiremos constantes dimensionales debido a que, como se ha dicho, conducen

por lo general a teorias no renormalizables.

iii) La densidad lagrangiana £ debe contener solo las derivadas que aparecen en la ec.
(34) y debe ser, en esta primera etapa, lineal en las derivadas segundas de la métrica

por razones de simplicidad.

En el parrafo II.7 se admitirdn potencias de cualquier grado del campo gravitatorio y sus
derivadas. Permitiremos solo derivadas primeras de A, y ¢ para que resulten ecuaciones
de campo de segundo orden para ellos y segundas derivadas de g,, porque naturalmente
queremos que la RG esté incluida en este tratamiento y porque, como se ha visto en el
parrafo anterior no es posible construir un concomitante que no sea una constante con sélo
la métrica y sus primeras derivadas parciales. De todas formas, la accion de Hilbert es
degenerada y en consecuencia las ecuaciones para el campo gravitatorio que de ella derivan

son de segundo orden aunque la densidad lagrangiana es del mismo orden.

iv) Unidades: usamos unidades naturales ¢ = A = 1. La accién es asi adimensional y se

puede construir con ella la funcional generatriz sin agregar constantes con dimensiones.

Las unidades correctas de ¢ y de A, se obtienen observando las unidades de sus términos

cinéticos en el lagrangiano:
[Bupd*p] = [Fu, F*] =174

conF,, =8,A,-08,A, y|(8,)=[0/0z*] =17

Con esto:

(S]1=1, [gu]=1, [L]=1"*

ol = [A) =170, [w)=17"
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Con estas hipotesis, sea £ la densidad lagrangiana concomitante del tensor métrico,
del potencial electromagnético (o sea, en un lenguaje preciso, un covector), de un campo

escalar y de sus derivadas hasta el orden indicado en la ec. (34)

L= L(guvi Guv,pi Guvipoi Api A i 03050 ) (34)

Usando la condicién iii) y las dimensiones de los campos que se sefialan en iv), se ve que

al hacer un cambio de escala de razon A en L se obtiene:

E(g,w; '\gpv,a; Azguv,aﬁ;AAp; ’\zAp,u; ’\‘P; '\z%p ) =ML (35)
= L(guv; Juv,ai Juv,api Aui A,y PiP.u)

Derivando cuatro veces respecto de A, haciendo tender A — 0 y aplicando el teorema

de reemplazo (34, se obtiene

L= A" Rupop” + A" RuypoAap + A3 Ruypopia
+ AP PRy o AaAp + AS P PRy o Aais + Mgt + ALA LY
+ A0 0 AT ALA QT + ATV AL 0 4+ ATV pp,, A, (36)
+ A e +ATPALALA o + AFPA LA 0
+ASTALALALA, + NS ALA LA, + AYPOA LA,

donde A;* = A;*(guy) son densidades tensoriales %) | RZ,  es el tensor de Riemann y ;

indica derivacidon covariante respecto de la conexion de Christoffel. Los concomitantes del

tensor métrico en el caso general son conocidos [353¢], Teniendo en cuenta esto obtenemos

el siguiente

TEOREMA: si L satisface la ec.(34) y también las hipétesis i) a iv), entonces para

dimensién real de la variedad n > 2 la densidad lagrangiana general es:
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L=Me’R+ AfypmﬁRuvaaAﬂ + A;v”aﬁRuvaa;ﬁ + Azt

+AYOTALA, + A OPA L + A pp AL+ A L0,

+ A;‘yP‘PAyAv;p + A;WWA;LAVAPAU + ASWPUA#AVAP;U + AgypaAl‘;"AP;"

donde

APP7P = \/=gla; 9"°g"" 9™ + ay g"*g"" g% + a4 gPg*2g7F)
AP = \/=glas §"°9""9°° + 059" g*? + ar g*°g"7g"F
+ a5 9*9°°9"P + a5 g*°9V*g7P + ay0 67 P gH*]
Ay = a14/-g; A;w = a32 v/—99*"
Ay = any \/_——; A;w = a3 \/_——99“”
ALY = a14 /—99"*"; AYYP = a1 €#V° b3
ALY = a5 V/=99*"; AP = ay7 /—g9*¥ g
AYYP = /—glais 9*¥ 9" + a1p g*Pg"°]
AS"P7 = y/=glaz0 9""9"7 + az1 g"°g"7 + a2z g"7 "] + azs 67 €4VP°

a; indican constantes numéricas.
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I1.8 Analisis de la densidad lagrangiana obtenida.

Eligiendo adecuadamente el valor de las constantes a; en la ec. (37) podemos obtener
inmediatamente los lagrangianos de las teorias clasicas para los campos bosénicos acopladas

en distintas formas —arbitrarias- a la RG.

Relatividad General: Basta tomar a; = —1 en la ec. (37), los demas coeficientes nulos y

pedir que el campo ¢ tome el valor ¢ = k™! para obtener el lagrangiano de Einstein de la

RG.

La teoria de Brans-Dicke: El lagrangiano de esta teoria, que fuera mencionada en la seccion

I1.2, se obtiene eligiendo a; = —1, a;5 = —4w con w=constante y los demas coeficientes

iguales a cero.

Maxwell — Einstein: Es inmediato que la expresién obtenida (37) no cumple con el re-

querimiento de invariancia ante transformaciones de gauge del vector A . Por supuesto es
posible hacer aparecer al lagrangiano de Maxwell sumado al de RG sencillamente eligiendo
ay = —1/2, az3 = —27/137, > = —k~? y todos los demds a; = 0. Pero ésta debe ser una
imposicion adicional. Volveremos sobre este tema en la seccion I1.8 en la que mostraremos,
para una teoria mas general, que pedir invariancia de gauge de las ecuaciones de campo
obligara al lagrangiano mismo a tomar una formea invariante. La imposicion extra de que
todos los a; deben ser nulos no es la unica dificultad con que nos encontramos. La siguiente
es que resulta poco probable que la utilizacion de un lagrangiano como el de la ec. (37) vaya
a resolver los problemas cuanticos del acoplamiento materia-gravedad. Esto esta sugerido
por el hecho de que si queremos reobtener las teorias que necesitamos por razones fisicas,
como es el caso del electromagnetismo recién mencionado, el acople se vuelve minimo y la

ec. (37) , para este caso, se convierte en

L=xk"2%/—gR + e*\/~gF, F*"
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y, como vemos, aparece una constante dimensional. En la seccién I1.6 resumiremos breve-
mente el conocido problema de la divergencia de la teoria de Maxwell-Einstein, uno de
los primeros problemas de la cuantificacion de la gravedad, utilizando precisamente este
ejemplo para aclarar las motivacicnes de la busqueda de una densidad lagrangiana muy

general y los resultados a los que fuimos llegando.

La teoria de Weyl: Esta teoria fue descripta brevemente en la seccion I1.2 y también fueron

mencionados sus inconvenientes. Sin embargo, se vera en I1.7 que puede solucionar —por
lo menos en primera aproximacion- algunos problemas de la renormalizacion. La teoria de
Weyl utiliza para describir la estructura métrica del ET una forma cuadratica g,,dx*dx"
como la RG pero utiliza, ademas, una forma lineal ¢,dx" y, en consecuencia, cuenta con
dos tensores de curvatura. Uno es el habitual, construido ahora con la conexién

1 A .
I‘::p = Eg‘w(avgpa + apgva - aagup) + 59“ (gva¢p + gpa¢u - gyp¢a)

y otro es el tensor de “curvatura de distancia”

fuv = 6v¢p - aﬂ¢v

La accién que Weyl propone es cuadratica en ambos tensores —es la primera teoria de
gauge- y f,, puede identificarse con el tensor de intensidad de campo electromagnético si
@, corresponde al potencial vector A,. Si se fija la unidad de medida —o sea, se elige un
gauge— antes de variar la accion para obtener las ecuaciones de campo, el lagrangiano que

P>
se obtiene es (13

1 A
L= 5\/—_912 + ¢y —gF#,,F‘“' + 5\/ _9(1 - 3ApA#) (38)

donde ¢ es un numero complejo y A es la constante cosmoldgica. Esto no es mas que la
teoria de Maxwell-Einstein escrita en unidades gravitatorias: [c] = [x] = 1, [A] = 7%,
salvo por un término cosmoldgico que el lagrangiano de Einstein puede contener como se ha
visto en I1.3. Para obtener este lagrangiano a partir de nuestra ec. (37) debemos cambiar

las unidades a aquéllas en las que la ec. (37) esta escrita, o sea, [c] = [h] = 1, [x] = [A] = L.
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Como el vector potencial electromagnético tiene dimensiones de [~! en unidades naturales,
es necesario hacer el cambio A, — A,/x y de nuevo k ~ p~! para evitar constantes

dimensionales. Con esto, la ec. (38) se escribe
1 2 v A 4 3 2
L=2¢"V—gR+aV/=gF . F* + Zv/=gp" — SAp*V=gA,A*
y se obtiene de la ec. (37) haciendo
1 A

3
@ =5 an=g ap=-7) an=-ap=2a

y los demas coeficientes iguales a cero. Luego volveemos sobre la accion de Weyl completa,

es decir, la accién cuadratica en la curvatura.

El campo escalar: La densidad lagrangiana que se elige generalmente para el campo escalar

sin masa autointeractuante en el ET curvo es

Lo=Ep*R+ guvipup, + Ap? (39)

habiendo dos valores de ¢ particularmente interesantes:

% acoplamiento conforme.

¢ { 0 acoplmiento minimo;
=31
4 n—-

Tomando en la ec. (37)

n—2 y los demas a; = 0

n—1

N =]

a; =2A a5 =1 a,={

se obtiene L. Si se permitiera la presencia de otro campo escalar en la teoria -la general-
izacién es inmediata— podriamos utilizarlo para escribir la constante gravitatoria como en

Brans-Dicke y asi sumar R/2x?, o sea la RG, al campo escalar (.
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I1.7 Renormalizabilidad de la teoria

Al intentar extraer conclusiones de una teoria cabe esperar que los resultados que ella
brinda tengen sentido fisico sin necesidad de realizar correcciones. Si esto no ocurre en
forma directa, queda todavia la posibilidad de intentar la interpretacién de resultados sélo
aparentemente sin sentido. En teoria cuantica de campos esto quiere decir que, o bien se
obtienen resultados finitos para el calculo de los elefientos de la matriz de scattering, o
bien se obtienen resultados infinitos pero que pueden renormalizarse. Queda una tercera
posibilidad y es que se obtengan resultados infinitos de los que no se pueda extraer ninguna

coclusion por no poder aislar las divergencias que presentan.

Es condicion necesaria para que una teoria sea renormalizable que el nimero de
términos en su desarrollo que presentan interacciones primitivamente divergentes sea finito.
La divergencia de un término de interaccion, representado por sus correspondientes diagra-
mas de Feynman, se puede analizar de la siguiente manera 37); consideremos un diagrama
con V vértices, E lineas externas e I lineas internas y s6lo campos bosénicos. El nimero
de momentos internos independientes es el numero de lazos cerrados, (loops), L del dia-
grama. Los I momentos internos satisfacen V-1 relaciones entre ellos (-1 porque hay una
conservacion del momento total). Entonces, L=I-V+1. Esta relacién permite una primera
evaluacion de la potencia a la que aparecen los momentos en el integrando de cada dia-
grama y da el grado superficial (aparente) de divergencia Dy: si d es la dimensién de la

variedad,

- hay L integraciones independientes, una por cada loop y cada una en d dimensiones,

d potencias para los momentos

- hay I momentos internos y cada uno aporta un propagador con dos potencias inversas

de los momentos.

Asi, Dy = d.L — 2I. Estas relaciones permiten expresar a Dy como

1 1
Dy=d—5(d-2)E - Vald— 5(d - 2)N]
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y, como es condicion necesaria aunque no suficiente para que un término de interaccion
brinde informacion colierente que el numero de sus diagramas divergentes sea finito, en d

dimensiones

d—%(d—Z)N >0

Cuando el diagrama es reducible, hay que pedir que Dy — 0 y también para todos los
subdiagramas. En particular, para una teoria formulade en cuatro dimensiones, la con-
clusién es que no pueden aparecer productos de mas de cuatro bosones en cada término

de interaccion.

Teniendo en cuenta todo esto es que observamos que el lagrangiano de la ec. (37) para
los tres campos bosonicos, debido al doble papel desempenado por g,, al ser al mismo
tiempo la métrica del ET y el campo de spin dos, presenta infinito nimero de términos

superficialmente divergentes. Ellos provienen de la serie que aparece para /—g y para el

tensor contravariante g** al hacer el desarrollo habitual
g* =" + kh*

para obtener gravitones. En efecto, al hacer el tedioso pero trivial reemplazo resulta que
en todos los términos aparecen productos de mas de cuatro campos. Asi, la densidad

lagrangiana general de ec. (37) corresponde a una teoria no renormalizable.

Queda ain la posibilidad de obtener un resultado con sentido fisico al evaluar los
diagramas por cancelacion de los infinitos de la forma que ello ocurre, por lo menos hasta
cierto orden en el desarrollo en potencias de %, en teorias como la supergravedad. Sin
embargo, usando el método de los campos de fondo y regularizaciéon dimensional ha sido
demostrado 138 que los contratérminos que que es necesario agregar al £ para otorgarle
sentido prediclivo son todos positivos a primer orden en el desarrollo en potencias de k de
modo q::w o pueden cancelarse. Para el caso particular de la teoria de Maxwell-Einstein,

los conti»!‘rmiinos son

1137
ALME = ;E\/ —gR‘wR“v
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mientras que la contribucién del fotén en la métrica de fondo resulta

y la del graviton

1.7 5
ALh = —[— =
£ =Clggha + 1ghl

donde
: 1
Iy = /d‘z\/—ng I, = /d‘z\/—g(R“,R“" - §R2)
No pudiendo estas contribuciones ser absorbidas para vestir constantes desnudas en el
L original debido a que son proporcionales a términos que en aquel £ no aparecen (por

ejemplo R?, R, ,R**) y que su suma no puede dar cero porque todos son positivos, se ve

que la teoria no resulta renormalizable ni finita.

El argumento de contar potencias, sin embargo, no es siempre absolutamente confiable.
En la electrodinamica cuantica, por ejemplo, la invariancia de gauge de la teoria reduce el

(37], Pero, aunque esto funciona en la electrodindmica, la adecuada

grado de divergencia
aplicacion de las identidades de Ward al caso de la gravedad no soluciona nada: términos
que no pueden agregarse en la electrodinamica porque darian masa al fotén corresponden
al término cosmoldgico en el lagrangiano de Einstein, término que esta permitido y no

viola ninguna de las invariancias de la teoria.

Nuestra busqueda de un lagrangiano general que contuviera a la RG como teoria de la
gravitacién estuvo orientada hacia la busqueda de acoplamientos generalizados que hicieran
aparecer nuevos {érminos para generar contratérminos de distinto signo y cancelar las
divergencias conocidas. Tal es el caso, por ejemplo, de los contratérminos generados por el
gravitino en la SG N=2 que cancelan la divergencia de ALME Pero la inspeccién de nuestro
lagrangiano muestra que si queremos conservar a las teorias fisicamente aceptables debemos
desechar a todos los sumandos que no son, por ejemplo en el caso del electromagnetismo,
invariantes de gauge. Y eso nos devuelve al lagrangiano de Maxwell- Einstein con sus

conocidas e irresolubles dificultades.
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Los mismos comentarios que acabamos de hacer son validos para el acoplamiento de un
campo escalar libre o autointeractuante (es facil ver que aparece naturalmente en nuestro
L de ec. (34) el término Ap* como tnica autointeraccién para teorias con constantes adi-
mensionales) ya sea acoplado en forma minima o conforme a RG (%], Mas atin, teniendo en
vista los ejemplos provistos por la SG, es dable afirmar que la bisqueda geométrica de una
densidad lagrangiana que contenga al lagrangiano de Hilbert como descripcion del com-
portamiento de la métrica debe realizarse incluyendo necesariamente campos espinoriales

de spin mayor que 1/2 [49],

iPor qué caminos debe orientarse entonces nuestra busqueda? Analicemos primero
el caso en que se agregan campos de spin semientero sin modificar el lagrangiano de Ein-
stein. Este es el camino seguido por las teorias de SG con los conocidos resultados que
podrian resumirse groseramente diciendo que todo funciona bien hasta ocho loops y que,
de todas las posibilidades estudiadas por las SG, sobrevive el interés por la SG N=1 ya
que resulta ser un limite de las teorias de supercuerdas. La enorme dificultad que acar-
rea el trabajo con concomitantes espinoriales y las escasas posibilidades de obtener una
generalizacién de la SG que eluda sus dificultades nos sugiere orientar en otro sentido el
analisis geométrico de los posibles lagrangianos para el campo gravitatorio. Para ello,
debemos preguntarnos cuales premisas son irrenunciablf_s y cuales son los inconvenientes
que histéricamente se fueron presentando y que habria que salvar. Esta claro, ante todo,
que esperamos que el campo gravitatorio sea cuantificable —aunque no tal vez a nivel de
la métrica, pero éste constituye un primer estudio neceiario— tal como lo son los demas
campos y, en lo posible, en el marco de una teoria unificada. Renunciar a la pretencion
de que sea cuantificable seria admitir que el campo gravitatorio no satisface el principio
de incerteza. En ese caso, el principio mismo perderia vigencia ya que podriamos disenar
experiencias, usando a la gravedad, que lo violaran. Es también ineludible, por todo lo que
se ha dicho en las secciones anteriores, que el lagrangiano de Einstein sea el limite de bajas
energias del lagrangiano que se proponga para el campo gravitatorio. Por otra parte, al
observar los contratérminos correspondientes a Maxwell-Einstein o al campo escalar, nos

encontramos con que ellos dependen del cuadrado del tensor de Ricci y el cuadrado del
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escalar de curvatura. Sabemos ademas que las teorias de gauge, que tienen buen compor-
tamiento cuantico, dependen del cuadrado de sus “tensores de curvatura” si sus tensores
de intensidad de campo son pensados en forma geométrica. El agregado de términos R?
y R, R*¥ ala accién de Einstein permite absorber los contratérminos que acabamos de
mostrar y, a la vez, no son contradictorios con los argumentos relativos a la construccién del
lagrangiano de Einstein a partir de los diagramas de drbol de una particula que cumpla con
los requerimientos de la fenomenologia a nivel clasico. En efecto, los términos cuadraticos
en la curvatura son sdlo relevantes cuando ella misma es muy alta y estamos, en conse-
cuencia, escapando del nivel cldsico al cual el nivel arbol describe. Es motivados en estas
observaciones que la primera generalizacién que propondremos sera permitir que aparezca

en el lagrangiano cualquier potencia del campo gravitatorio y sus derivadas.

I1.8 El lagrangiano de las teorias semiclasicas

El teorema de Weyl establece que la densidad lagrangiana mas general que puede con-
struirse con la métrica y sus derivadas hasta segundo orden y que es lineal en las derivadas
segundas es el lagrangiano de Einstein. Por todo lo expresado en el parrafo anterior -
vale decir, los problemas de renormalizabilidad en ausencia de términos cuadraticos en la
curvatura y el buen comportamiento cuantico de las teorias de gauge, cuadraticas en el
tensor de intensidad de campo— pensamos que es interesante generalizar de alguna forma
el teorema de Weyl. Sabemos, ademas, que un lagrangiano cuadratico para la gravedad
conduce, al menos a nivel semiclasico, a teorias que resultan renormalizables en presencia

de fuentes [41],

El propdsito de este parrafo es, entonces, mostrar cémo podemos obtener, en forma
. L4 . /- 7 . ’ .
rigurosa, los lagrangianos que habitualmente se usan en las teorias semiclasicas de la
gravedad o, eventualmente, lagrangianos mas generales: no les pediremos a priori que
sean cuadraticos en el tensor de Riemann. Para esto usaremos argumentos como aquéllos

utilizados para demostrar el teorema de Weyl y la teoria de concomitantes a que él dio
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origen, haciendo uso de la unicidad del tensor de Einstein demostrada por E. Cartan [42],
Pretendemos también demostrar cual es la forma de los lagrangianos para los demds cam-
pos acoplados al gravitatorio, o sea, encontrar ctial es el acoplamiento de cada uno con
la gravedad ya que, como se ha dicho, imponer la forma del acoplamiento es imponer la
trayectoria de las particulas correspondientes. Teniendo en cuenta todo lo ya mencionado
sobre las constantes con dimensiones, pediremos que todas las constantes sean adimen-
sionales. Luego, si es necesario, igual que en el parrafo anterior, algunos de los campos

podran convertirse en constantes dimensionales como en la teoria de Brans-Dicke.

Las ecuaciones de campo que se obtengan al variar la densidad lagrangiana deberan
ser invariantes de gauge por el grupo que corresponda. Mostraremos que no es necesario,
sin embargo, imponer dicha invariancia al £ ya que si esta imposicion se hace sobre las
ecuaciones de campo (que son las que tienen sentido fisico) resulta la invariancia del la-
grangiano mismo. Y esto a su vez restringe séveramente la forma de sus términos. Por

razones de simplicidad nos ocuparemos de los campos bosénicos.
La expresion rigurosa de estas hipotesis es la que a continuacion se resume:

i) La densidad lagrangiana que queremos construir debe ser funcién de la métrica g,,,,
el vector potencial electromagnético A, y un campo escalar p. Este ultimo podra ser

un campo ordinario y aun una constante.

ii) No se admiten en el lagrangiano constantes dimensionales porque ellas provocan pro-

blemas y conducen por lo general a teorias no renormalizables.

iii) El lagrangiano contiene las derivadas que aparecen en la ec. (40). Permitimos
derivadas primeras de los campos A, y ¢ porque queremos que sus ecuaciones de
campo sean de segundo orden y derivadas primeras y segundas para la métrica porque
el lagrangiano de la RG debe estar incluido. No imponemos algin grado maximo al
campo gravitatorio en el lagrangiano para que resulte una teoria tan general como sea

posible.
iv) Unidades: sea c = h =1y S la acciéon. Entonces,
Sl=1  [owl=1 [£]=17"
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(k] =17' k? =8xG
v) Pedimos invariancia U(1) a las ecuaciones de campo.

Sea, entonces, L el lagrangiano concomitante del tensor métrico, del potencial electro-
magnético (un covector), de un campo escalar y de sus derivadas hasta el orden indicado

en la ecuacién (40)

L= L(gpv;g;w,a;guv,ap; Au; Au,u; ¢;¢a) (40)

A partir de la condicién iii) y usando las dimensiones de los campos expresadas en

iv), por un cambio de escala A en L, tenemos

ﬁ(g“u;f\y,w.a; Azguv,ap; ’\Au; Azlxp.u; ’\¢; ’\zwa)

= ML(9uviGuvio; Juviop; Api Apni 03 Po)

Derivando cuatro veces con respecto a A, haciendo A — 0 y aplicando el teorema de

reemplazo 34}, obtenemos

L= A" Ruvpep® + A" Ruspo Aap
+ AL P Ry pop i + AP N Ry o ArA
+ AL PRy 0 A + At + APALR® + AL 0L + ALY P ALA, 41
+ A AL P+ A oo pA, + AL a0 + AYPPA LA LA, ()
+AYPoA LA, + AT ALALA A, + AT ALALA

+ AiwpaAvap;a + A;wpaaﬁ%R#vpaRaﬂ'M

donde A;*(g,.) son densidades tensoriales y ; significa derivacion covariante respecto de

los simbolos de Christoffel '} .
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Las densidades A;*(g..) han sido encontradas recientemente para cualquier orden

[35:38] De acuerdo con esos resultados y admitiendo que la dimensién del ET sea n = 4,

se muestra que
i) A = constante,
ii) A* =0,

iii) A* = ay/~gg*",

iv) % es una combinacién lineal de gl**g??l y ¢#¥#? donde | ] indica el conjunto

formado por las permutaciones de los indices incluidos en | ]. Por ejemplo,
g** 9Pl = {g"* g%, g"7 g7, g"° g**},

v) A#YP =0,

vi) A#veoe =0,

uvpoafl

vii) A7q— es una combinacién lineal de gl#¥g?? gf) y gloveroab]

Anvpvoﬂ16

: ia4n I {uv p00 jaB 78] 8y 4p0 LaB~6)
viii) S~y — esuna combinacién lineal de g!*¥ g7 g%  g7°l y glt¥ gP%¢ .

Asi es como obtenemos la siguiente expresion para la accién:

S =/Cd‘z = /\/_——g[alsozR+azRA“A,,
+ asRPYA LA, + asR* A, + asp? + agp?A*A,
+ a10p ,A* + asp up™ + @ A* A" A, + a1 0F*'F,, (42)
+ a1 AL, A¥Y 4 a1, R? + a;3R,,, 0  R*P7
+ 614Ru oo R 4 a5 R R* + 0166 R%PR ,50p

M

+ a”e“””R“a.,pR':f + una divergencia total] diz

Volvemnos ahora a la cuestion de la invariancia de gauge. Pediremos que todas las

ecuaciones de campo, que son las que deben tener sentido fisico, sean invariantes ante las
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transformaciones locales del grupo U(1). Asi, supongamos que E(L) = §S/6y es invariante
de gauge. Entonces,

8E(L)/BA, =0

y esto implica que:
4agpA,g"" — arT3,9"" + a109°P 9" gg, 0 = 0 (43)

Derivando la ec. (43) con respecto a A, resulta inmediato que ag = 0. Contrayendo luego

la ec.(43) con g,, y derivando respecto de g,, ) se ve que
arplg” 85 — ¢°767 + ¢767] = 0

Multiplicando por g, y contrayendo p con T, obtenemos que a7 = 0.

Supongamos ahora que E#(L) = §S(L)/8A , es invariante de gauge. Entonces 8E*(L)/8A , =
0, que significa que:

20, Rg"* + 203 R*? + 2060%g** + 09[Aapg™* 9°°
— 2T0 A, g% ¢P* — 2T A, g% ¢P? — 2T 5 A g™*gP?
—I7,A59™9%° —T7,A,97 97" — As0g™g"
+ A597°9"° 9% 9ap .0 + Arg®*9"P 9" 9ap .o (44)
+ A6gaag5ﬁgpugap'a + Avgaag#ﬁgpvgaﬁ'a]
+ 011 (201759 9% + 207, T}50% 97 + 2T} .9 9%

— 2T%9°°9"P 9% gap,0 ~ 214597 9°°9°P gap o) = 0

Derivando la ec. (44) con respecto & gag,46, tomando en el punto en consideracién
una basc dende g,,=diag(-1,1, 1, 1) y haciendop = a =0 =79 =1,p = § = 2 resulta
que a;; " Tomandoluegop=y=2,p=a =3y =& =4seobtiene que a3 =0. Y

haciende § —v =1,p = p = a = = 2 resulta a; = 0.
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Derivando la ec. (44) con respecto a A,.g y teniendo en cuenta que a; = a3 = a;; = 0,

es
a9 PP — g**g°F] = 0
Y haciendo ahoraa = = 1,p = g = 2 podemos ver que ag = 0.

Supongamos finalmente que E#¥ = §5/6g,,, es invariante de gauge. Entonces vale que
OE**(L)/8A, = 0. Lo mismo sucede con

OE*¥ (L

OE*(Ls) =0 donde Ly = ag/—gR" A,
BAP 4]
Como L, es lineal en g,.;p,, no aparecen derivadas de cuarto orden en E*¥(Ly).

Por ultimo, derivando 0E#¥(L4)/0A , con respecto a gog 452 y contrayendo luego con
9589x+9ra 8¢ obtiene luego de calculos tediosos pero sencillos que a3 = 0. De esta forma

hemos probado el siguiente

TEOREMA: Si L es una densidad lagrangiana de la forma

L= L(guvi Guvips Guv,oos Aps Api 390,u)

que satisface las hipdtesis i) a v), entonces, la invariancia de gauge asociada a las ecuaciones

de Euler-Lagrange implica la invariancia de gauge del lagrangiano que se convierte en

L = bi/=gRp? + by/—gp* + bsv/~gp,up 9"
+ biv _'yFl'wva + bSV —9R2 + bev —QR“"”vapa (45)
+ bR, R

Los términos bs/—gR?, be/—9R e R*¥P7 y b7 /—gR,, R*" pueden relacionarse,en n =

4, a través del teorema de Gauss-Bonnet.
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I1.0 Anilisis del lagrangiano cuadratico en la curvatura

La teoria cuantica de campos en el ET curvo tiene en cuenta las propiedades cuanticas
de la materia, incluyendo eventuales perturbaciones de la métrica debidas a back reac-
tion, pero no cuantifica a la geometria de fondo que es considerada de esta forma como
un campo clasico externo. Este procedimiento para tratar a la materia acoplada con la
gravedad se conoce como teoria semiclasica. Los resultados a partir de él obtenidos -
aunque incompletos— representan el limite de la teoria completa que se espera tener al
encontrar una forma adecuada de cuantificar también la geometria. Por lo menos, este
limite describe adecuadamente a los fenémenos fisicos en las regiones en que las longitudes

tipicas son mucho menores que la longitud de Planck.

Los términos puramente gravitatorios del lagrangiano de la ec (45), haciendo la iden-
tificacion by con k=2 y byp?* con A, A la constante cosmoldgica, son los habitualmente

usados por la teoria cuantica de campos en el ET curvo. Su accion para la gravitacion es:
Sg= [V R 2A)+aR? + AR, R*)d*
o= [ Vol 5~ 20) + aR? 4 FR,R¥|d's

que se obtiene de la ec (45) eligiendo b; = 1, b, = a, b; = B y haciendo uso del teorema de
Gauss-Bonnet. Este lagrangiano fue sugerido por primera vez por DeWitt y Utijama [43],
La accién gravitatoria es, como se ve, suma del lagrangiano de Einstein (o de Brans-Dicke)
y de términos de Weyl (cuadréticos en la curvatura). La materia se admite como acoplada
minimamente y, en el caso del campo escalar sin masa, también en forma conforme como
veremos s adelante. Contando potencias en forma ingenua se ve que los contratérminos
AL son pr. orcionales a £ y la teoria es asi formalmente renormalizable. Esto ocurre
porque la presiiicia de los términos de Weyl implica que el propagador del gravitén brinda

% en vez del comportamiento p~2 del lagrangiano de Einstein

una contribucida tipo p~
(22), Se han mencionado ya los problemas en la zona clasica de los términos de Weyl. Pero
estos términos son evitables, sin embargo, si despreciamos su contribucion a bajas energias,

contribucién que es realmente pequena.
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Esimportante resaltar que nuestro lagrangiano resulta cuadratico en el campo gravita-
torio aun cuando no fue una de las hipotesis, como asi también que se obtienen los posibles
acoples de la materia con la gravedad sin necesidad de que esto sea una imposicién adi-
cional; s6lo hemos pedido que el lagrangiano no contenga constantes dimensionales. Mas
aun: hemos mostrado que no es necesario pedir invariancia de gauge al lagrangiano para
que la tenga ya que ella deriva del requerimiento de invariancia hecho a las ecuaciones de
campo. Es a ellas a las que debe, por otra parte, hacerse este requerimiento ya que son
las que deben tener sentido fisico. La invariancia resultante del lagrangiano excluye, por
su parte, un conjunto de términos representativos de interacciones que estarian permitidas
gi se hubiera tenido en cuenta nada mas que el calculo de concomitantes y el analisis di-
mensional. Ademads, puede pensarse como una generalizacion de la RG en lo que respecta
a la naturaleza geométrica de la gravitacion: se construye con argumentos geométricos y
cumple con el requerimiento de invariancia de gauge ya que es invariante por el grupo de

c.g.c.

Las ecuaciones de campo que de esta accion pueden obtenerse agregando con acoplamiento

minimo una fuente de materia descripta por su lagrangiano Ly son:

Gu =-Tp
con 1 1
Gy = F(Rpu - ERg'“’ +2)g,,
+ a(-R%*9,, + 4RR,, — 49,,0OR + 4V 0, R)
+B(-20R,, - R,,R”g,, + 4R, R*
-~ 9.,,0R+2V,8,R)
y

1
6/\/—5] Ly dix = 5/\/—9 T, 6g"

El may: : contraste entre esta acciéon cuadratica y la gravedad de Einstein reside en

los problemas de estabilidad, tal como se refleja en la energia del sistema. La energia es
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definida positiva en SG 144 y ge anula en el caso conforme (48] pero es indefinida cuando
se suman los términos en R y los términos de Weyl. Sin embargo, mientras se carezca de

una teoria completa de la que ésta sea el limite, los términos en R? son inevitables.

El lagrangiano obtenido presenta nuevos inconvenientes cuanticos. El propagador para
el graviton (p? + az?p~*)~! viola los requerimientos de unitariedad al menos a nivel érbol

2 — (z?/a + p?)7! y en consecuencia tiene un polo en —z2/a

ya que es de la forma p~
que corresponde a la presencia de un fantasma. Cai)e esperar, a pesar de esto, que la
unitariedad pueda ser restituida al continuar el desarrollo para incluir las correcciones
cudnticas 48], Por otra parte, la teoria cuadratica en la curvatura —cuya unicidad al igual
que la de los posibles acoples con la materia acabamos de demostrar con la extensién
del teorema de Weyl- parece ser la tinica que se corresponde, por lo menos en el limite
semiclasico, con un tratamiento perturbativo de la gravitacion sin apartarse del marco
original de la RG. Los términos puramente gravitatorios de la accion estén en condiciones

de acoplarse a modelos gran unificados para la materia, ya que estos términos tienen la

propiedad de ser asintéticamente libres 44,

Se han discutido, por supuesto, otras varias posibilidades para una descripcion cuéntica
de la gravitacion, incluyéndose entre ellas a la cuantificacion candnica que conduce a la
ecuacion de Wheeler-deWitt para la funcién de onda del universo, a las teorias super-
simétricas y las teorias de supercuerdas. Justamente a partir de esta ultima se reobtiene,
en el limite de bajas energias, la accién de Einstien mas los términos de Weyl de la ecuacién
(45) [47) En efecto, S. Deser ha obtenido esa accién a partir de las supercuerdas cerradas
bosénicas, heterdticas y supersimétricas, con distintos coeficientes en cada caso para los

términos en R? y R, R*".

Adeats ¢ lagrangiano de las teorias semiclasicas, la ecuacién (45) nos permite encon-

tra: ' miclasicas conocidas mediante una adecuada eleccion de las constantes:
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Relatividad general: La RG es un caso particular de la ec. (45) si admitimos que ella puede

escribirse evitando las constantes dimensionales al estilo Brans-Dicke ((2) ). El lagrangiano
de esta ultima teoria puede obtenerse a partir de nuestra ecuacién eligiendo b, = —1/2,
b — 3 = 4w y todos los demas coeficientes iguales a cero. Posteriormente, la RG se obtiene

haciendo la identificacién ¢? = k=2,

Maxwell — Einstein: El campo electromagnético se acopla minimamente al campo gravita-

torio haciendo el reemplazo usual de las derivadas parciales que aparecen en su formulacién
en el espacio de Minkowski por derivadas covariantes. El electromagnetismo asi acoplado

a RG se obtiene a partir de la ec. (45) haciendo b; = —1/2,b; = 27 /137 , todos los otros

2 2

b; = 0 y pensando nuevamente en x* como ¢~ °.

Los lagrangianos para el campo escalar: Como se ha dicho, el lagrangiano para el campo

escalar autointeractuante sin masa en el ET curvo esta descripto por (39) . Vemos asi
que debemos tomar b, = £,b; = A, b3 = 1 y los demas coeficientes nulos para obtener este
lagrangiano a partir de la ec.(45). Haciendo uso de dos campos escalares podemos también

agregar el término k~%,/—gR correspondiente al lagrangiano de la gravedad libre.

Es posible recuperar ademas otras teorias que, aun siendo cuadraticas en la curvatura
como el modelo de Strominger (4] sin fantasmas para limites asint6ticamente planos, son
cstudiadas por sus propiedades en el limite clasico. Enn = 4, bastaelegir F,, = 0, b,p? =

1. .72/2 y los demas b; = 0.

En co...lusién podemos afirmar que la extension del teorema de Weyl destinada a
obtener 4 [ .isidad lagrangiana para todos los campos bosénicos nos ha permitido de-

e

mostrar, ¢ ::7 - rigurosa, cual es el lagrangiano que deben usar las teorias semiclédsicas

sin nece:id ' ' '~ Lacer imposiciones sobre su invariancia de gauge. Hemos visto también
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que esta extension engloba a las teorias usualmente aceptadas por la literatura como asf
también prohibe la inclusion de términos que representen otros acoples que no sean el
minimo o conforme ya que esto no podria hacerse sin la aparicion de constantes dimen-

sionales o rompiendo la invariancia de gauge de las ecuaciones de campo.
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CAPITULO 111

LA TEORIiA DE CONCOMITANTES EN EL CALCULO DE < ¢? >REN

II1.1 Introduccién

La invariancia conforme juega un rol muy importante en las teorias de campos no
masivos. Es bien sabido que en el dominio cuédntico, esta invariancia es violada debido a
la presencia de divergencias que deben ser eliminadas en el proceso de renormalizacion.
Entre los ejemplos més importantes de estas anomalias encontramos a la anomalia de traza
que proviene de los valores no nulos que toma el tensor de energia impulso renormalizado

< T‘:‘ >T¢" en las teorias invariantes conformes.

El estudio de estas anomalias no es, en general, un problema sencillo ni siquiera en las

(%], Podemos mencionar como ejemplos de los numerosos inten-

geometrias mas simples
tos realizados en esta linea al trabajo de Page en 1982 (5% para encontrar una expresién
aproximada del < T#” >"" en el caso en que la fuente sea un campo escalar invariante
conforme y la variedad un ET de Einstein estatico (vale decir, con un vector de Killing {&)
tal que {&)6,. = 0;). También al trabajo de 1985 de Brown y Ottewill en que propusieron
una aproximacion algo diferente —trabajando con la ambigiiedad en la eleccién del factor
conforme- al considerar el problema de la polarizacion de vacio cerca de un agujero negro
estatico. Utilizaron campos de spin 0, 1/2 y 1 y reprodujeron los resultados de Page para
el spin 0 (81521 Sin embargo, éstas no son méas que aproximaciones. Usando métodos
numéricos, Candelas y Howard mostraron en 1984 que el < T#” >"*" de Page es adecuado

[53,54]

en la métrica de Schwarzschild con fuente de campo escalar no masivo Pero ha sido

mostrado que, para el campo electromagnético, la aproximacion de Page, Brown y Ottewill
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da el signo equivocado para < T#* >"" a grandes distancias de la fuente mientras que da
el valor exacto en el horizonte [55:5¢], En 1987, Frolov y Zel’nikov propusieron un método
alternativo para la construccion del < T#* >7°" en ET estéticos cualesquiera y cam-
pos invariantes conformes como fuentes [°7). Ellos construyeron un tensor con cantidades
geométricas: la curvatura, un vector de Killing y sus derivadas covariantes hasta cierto
orden. Independientemente, nosotros trabajabamos en esta linea pero con pretensiones
mas generales. Construimos un tensor con las caracteisticas adecuadas para ser fuente de
las ecuaciones de Einstein utilizando cantidades geométricas: la métrica y sus derivadas
covariantes hasta cierto orden y un vector adimensional cualquiera y sus derivadas covari-
antes, para que luego jugara el rol de vector de Killing, de Killing conforme o simplemente
el de indicador de una direccion privilegiada. Estos célculos resultaron muy largos y com-

plicados y no parecian brindar informacion de interés.

Es por eso que decidimos que en una primera aproximaciéon convenia considerar una
versién mas modesta del problema y discutir el comportamiento de la cantidad < ¢? >™*"

1/4

que describe las fluctuaciones cuénticas del campo. De acuerdo con la teoria clésica, g!/4¢?

es invariante ante transformaciones conformes mientras que g'/4 < ¢? > no lo es.

Para encontrar las adecuadas leyes de transformacion a las que deben ser sometidos los
campos es conveniente considerar el comportamiento del procedimiento mismo de renor-
malizacion ante las transformaciones conformes. Estos calculos fueron efectuados por Page
(50] en el ET de cuatro dimensiones pero cuando se trata de repetirlo en dimensiones mas
altas el sencillo procedimiento por él utilizado se convierte en extremadamente complicado.
3 Los términos que deben sumarse a g'/* < ? >"" para restituirle su invariancia con-
forme tienen caracter local y en consecuencia deben ser construidos a partir de la métrica y
sus derivadas. El orden maximo de derivacion que debe considerarse puede ser facilmente
definido a partir de argumentos del analisis dimensional. En otras palabras, ante una

transformacion conforme (TC)

- .2
Guv 2 Guv = W Guv
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la transformacion del valor de expectacion de vacio (v.e.v.) renormalizado del cuadrado

del campo < p? >"" debe ser de la forma
w2ﬂ < V,Z sren _ ¢z Sren_ ]_-(g“v’v’w)

donde # =1 —n/2, n es la dimension del ET y F una funcién escalar arbitraria.

La teoria de concomitantes descripta en el capiitulo II se revela aqui también como
una herramienta poderosa para obtener la estructura mas general de la funcion F. En
este capitulo mostraremos pues, la aplicacion de la teoria de concomitantes al problema
particular de estudiar las anomalias conformes de los campos sin masa en seis dimensiones
y encontraremos los términos que las representan junto a vinculos que ellos deben cumplir.
Comenzaremos con un breve resumen de las propiedades de los espacios y transformaciones
conformes, plantearemos el problema en forma rigurosa y mostraremos que su solucion
para el caso de cuatro dimensiones coincide con los resultados de la literatura. Luego
encontraremos los términos que intervienen en F y las condiciones que los coeficientes que

los acompanan deben cumplir para que F pueda representar a < 2 >.

II1.2 Espacios conformes, transformaciones conformes y teorias conformes

Dos espacios V,, y V, se dicen espacios conformes si sus tensores métricos g,, y guv

estan relacionados de la siguiente manera:

Guv(2) = W (2) g () (46)

donde w es una funcién escalar [*8]. Suponemos que V, y V, son espacios globalmente
hiperbélicos n dimensiones, una temporal y (n — 1) espaciales. Suponemos también que

las métricas y el factor conforme w? son C™.

I'=.a preservar la relacion g,,g"” = 6%,, las componentes contravariantes de la métrica
deben cnmnlir que

§*(z) = w™?(z)g"" () (47)
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Por su parte, los simbolos de Christoffel satisfacen la relacion
I-";, =T, +w (6hw, + 8bw, — 909" w,) (48)

donde con w, hemos indicado w/8z°. Con I-‘ﬁ, definimos V, la transformada conforme

de la derivada covariante:
vuAu =V,4A, - w_l(ssz + 6:“’# - guvg)‘a“’v) (49)

V"A,, =V*4, - w'1(6f\‘w., + szx - gAvg“a“-’a) (50)

Las derivadas covariantes indicadas con ; o V (usamos la notacién mas conveniente en

cada caso) estin determinadas por la métrica no transformada g,,.

El calculo del tensor de Riemann de §,, da

[PQ”]

D uv =2 v

p (51)
donde 13 es por definicion

0F = 4w (w1 )ipy9™ — 2w w977 63

y [ ] indica antisimetrizacion:

T[ab] — %(Tab _ Tba)

El caso n = 1 carece de interés. En dos dimensiones, cualquier métrica es reducible
a A[(dz!')? + (dz?)?]. Esto significa que cualquier V; es conforme al espacio plano en dos
dimensiones. Por lo tanto, supondremos que n > 2. Entonces el tensor de Ricci de la

métrica transformada es
R* =w ?R* + (n—2)w M (w )agd™ — (n — 2) lw ™ (w"™2),,,97° 8¢ (52)
y su escalar de curvatura
R=w?R-2(n - 1w 3w,,¢*" — (n - 1)(n — v *w,,w, g*" (53)
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Utilizando estos tensores podemos definir otro tensor:

Cloo =Rl +(n = 2) () Ruo — 8Rup + guo R, — g1 RY, 54
que resulta invariante ante TC

Ct =C*

vpo vpo

Este tensor se llama tensor de curvatura conforme o tensor de Weyl y puede probarse que

para n > 3 cualquier espacio con tensor de Weyl nulo es conforme al espacio plano.

Es posible definir campos con propiedades especiales de transformacién ante TC. Esos
campos se llaman campos de Weyl. Cuando se esté trabajando en teorias de campos no

masivos, la acciéon S debe ser invariante conforme: § = §. La acciéon § es

S = /E(‘I’,V\Il)dr]

donde L es la densidad lagrangiana, ¥ el campo y
dnp = /—gd"z = 1%\/—96“1“,,._“"d:c“‘d::“’...dz“"

Como § = w?™g, entonces dij = w™dn. Entonces, L satisface
L=w"L (55.)

Este requerimiento es el que permite definir a los campos de Weyl: sea ¥ un campo

tensorial. ¥ se dice un campo de Weyl si satisface que ¥ = (w?)™¥, o sea,
v

1
priatm =@ Wi,

Diremos ademas que tiene peso r cuando es sometido a una TC y que tiene m indices.

Observamos que en la densidad lagrangiana tenemos un término cinético de la forma
VoW, s, VEEsIE
por lo tanto, la ec. F(55) dice que

L= (w2 ™'L (56)
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Teniendo en cuenta a las ec. (55) y (56) vemos que un campo de Weyl satisface

_2(m+41)-n _p
T= 2

4

(57)

Para nuestro trabajo estamos interesados en los campos escalares. En consecuencia

tenemos que m = 0 en (57), vale decir

¢ =uwPyp with ﬂ=l—§ (58)

Necesitamos considerar al propagador G, siendo G
G(z,2') =< p(z)p(z') > (59)
donde < > significa v.e.v.. Es inmediato a partir de (58) que G se transforma segin
G(z,z') = wP(z)G(z,z" )P (z') (60)

o brevemente

G =uwPGu'®?

II1.3 Planteo del problema

Utilizaremos herramientas geométricas para la discusion de las propiedades del valor
medio renormalizado del cuadrado del campo escalar < o2 >. El valor medio al cuadrado

< ¢? > esta relacionado con el propagador a través de
G(z,z') =< p(z)p(z') > (61)

Cuando se toma el limite de coincidencia z — z', < ¢? > generalmente resulta divergente

y debemos hallar su expresién renormali3zada
< s02 >ren=< 9’(1)80(3') >ren= Grcn (62)
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GT" se obtiene restando los términos divergentes G%* al propagador completo G

Gre® = G - Gdiv (63)

Al realizar una TC (56) sobre la métrica del ET, el campo escalar se transforma como

indica la ec. (58). Por lo tanto, el G™*" transformado serd

ércn = é _ édiv (64)

Combinando (63) and (64) y recordando que G = w??G se obtiene que el valor trans-

formado < $? >"*" debe satisfacer:
w2ﬂ < so! >8ren —-< ¢2 >rcn= G-div _ w2ﬁGdiv = f (65)

Pero los términos divergentes son objetos geométricos, por lo tanto F debe ser una funcién
de solamente objetos geométricos, precisamente F debe ser una funcién de los objetos
geométricos relevantes del ET: la métrica y el factor conforme, mas sus derivadas, porque
estamos trabajando con una teoria conforme. Debemos tomar derivadas hasta el orden

necesario como para dar a F las unidades correctas.

Tomando en cuenta todo lo que hemos dicho acerca de las reglas de transformacion

de < ¢? >, vemos que F debe satisfacer
.7‘-(9,,.,, Vv“’) = _“-’zﬁf(guwv":’) (66)

donde §,, estd definida en (46), V en (49) , (50) y @ = 1/w. La ec. (66) representa una

transformacion “anticonforme” ya que el término multiplicativo es negativo.
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IIL.4 < ¢? > en cuatro dimensiones

3 Consideremos primero el caso sencillo en cuatro dimensiones. En este caso, las
tinicas funciones de (g,,,V,,w) con las correctas unidades son el escalar de curvatura R
(este es el teorema de Weyl [13] ) y las contracciones de dos derivadas (cada una brinda
un [7!):VwVw y VVw. Recordemos que estamos trabajando en unidades naturales y que
hemos elegido

[9uv) =1 porlo que [w]=1.

Pidiendo que la accion § sea adimensional tal como es usual, resulta que [p?] = I>™ que

enn =4da [p?] =172,

Si pedimos que F satisfaga la condicién (66), que es lo mismo que pedir que sea

anticonforme, F resulta
“
F4) = a_“__a_w (67)

w

con a algin coeficiente que debe obtenerse de la comparacion con algin ejemplo conocido.

2 [50]

Este es el resultado correcto para F y a es 1/48w En efecto, en el método desa-

T¢" que mencionaramos en III.1, debié calcular

rrollado por Page para obtener < T,, >
< 2 >. Para ello utilizé la aproximacién gaussiana para la funciéon de Green en el espacio

conformemente relacionado con el de Einstein estatico y obtuvo

< >,= (x*Q°2 - Q73VVQ)

48n2
Si hubiéramos pedido a F que satisficiera la condicion de transformarse conforme-

mente, hubiéramos obtenido

V.Vt

] 1 'V“ V
}-(4)=a[w—2R—3T]+ﬂM

wi

(68)

o8 coeficientes arbitrarios. Pero no es el caso ya que debe satisfacerse nece-

ec. (66) .
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II1.6 Los concomitantes en seis dimensiones

Resulta interesante trabajar en seis dimensiones no s6lo porque es la primera general-
izacion en dimension par sino también porque las relaciones entre el grupo conforme y el
grupo ortogonal en n = 4 y n = 6 han permitido entender varios resultados. Por ejemplo,
para encontrar la accién que corresponde al supergrupo de Poincaré se hace su inmersién
en una teoria superconforme, se imponen restricciones cinematicas sobre la torsién y la
curvatura del grupo en seis dimensiones y esto induce la ruptura de simetria maximal que
lleva a la accién correcta en n = 4. Otro tanto sucede en teorias estilo Kaluza-Klein y en
la bisqueda de simetrias que en n = 4 estan rotas y son dificiles de identificar (“simetrias

ocultas”).

Por ello, en esta seccidon encontramos la expresion para la funcion F en seis dimen-

siones. Las condiciones que requerimos que ella cumpla son:

- La funciéon F dependera sélo de objctos geométricos, vale decir, de la métrica g,,,, del

factor conforme w y de sus derivadas.

- Igual que en los capitulos anteriores utilizamos unidades naturales y asignamos dimen-
siones de longitud a las coordenadas del ET. Por lo tanto, [g,,] = [w] = 1. Pedimos
también que la accién § sea adimensional por lo que —en n dimensiones- [L] =1"" y

[¢?] = I(=™*2), En seis dimensiones, [p?] = [G(z,z')] = [7*.
Buscamos entonces una funciéon F
F = F(GuvrGuv,o1sGuv,orp31- - - 19uv,p P21 Ppt Py Wiy y e o ""m.u-.uq) (69)

que tiene dimensiones de [-4. Debido a sus dimensiones, por un cambio de escala de razon

A en F, tcnemos que

Tl n 2 P 9
oy AGurp1y A Gurorpar -y AP G, P2y sPp Iy W AWy .oy Awy, '---.uq)

14
A F(Guvr Guviprs Guvprpas -+ s Juv,p1 10310105 1 W Wiy y - - - v“"m,-.-.uq)
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Siguiendo los mismos procedimientos del capitulo 11, derivamos (70) cuatro veces respecto

de X y hacemos A — 0. Asi obtenemos

— AbvpoaByb pvpoafyé
F = A Al

9uv,po9ap 6 T Juv,poWa gWy,8

] )
+ A:ypaaﬂ Juv,poWa,gs + A:wpa aﬂﬂw.pd“’a.ﬁ

pvpoafb

]
+ Agvpaaa Tw“)"wpvawalpwavf + AG w#'yw‘,.awa.ﬂé (71)

pvpoaf uvpoaf

+ A7 WupWpoap + Ay Wyu,vpWo,af
pvpoa pyvpobr

+ Ay Wywpoa + Alg Guv,posr + ( . )

Los (...) indican términos que contienen a g, , y A;" son escalares concomitantes de g,,,

¥y w,. Aplicamos luego el teorema del reemplazol®!! lo que nos permite reemplazar a g,, ,

por cero, a las derivadas de g,, por adecuadas simetrizaciones del tensor de curvatura y
sus derivadas covariantes, y a las derivadas parciales de w por sus derivadas covariantes.

Por otra parte, los A;* han sido calculados recientemente 3% .

Reemplazando todo esto en (71) y realizando y llevando a cabo cilculos semejantes a

los del ccapitulo II obtenemos:
F = ay(w*w,)? + a.z(w““)2 + asR? + a4R*'R,,
+asRywy + asRY w0, + a.-,Rw““ + ag Aw*w,
+ apu¥ ,Www, + ayowtw,, + anw*wtw, + a0R (72)

vpo o o
+ alSR;uw“ + a'HR“ P R;.wpa + alsw““ o + alﬂw“ Weo

m
+ a0t + a180", wo

w*¥ , significa V,V*V¥w
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II1.6 Las propiedades de los concomitantes ante transformaciones anti-conformes

Necesitamos repetir ahora, en seis dimensiones, el programa que hemos presentado en
la seccién IV.4 para obtener —entonces en cuatro dimensiones- la expresién para < p? >™*",
Para ello debemos primero transformar conformemente a cada uno de los concomitantes
hallados en la seccion anterior. El resultado de ese tedioso pero sencillo calculo es el
siguiente:

(@*@,) = w (W w,)?

(@*,) == —w 0w — (n - 4)w Pw, w*

RP=wR*+4(n- l)zu.:“(w“”)2 +(n-1)*(n - 4w *(ww,)? — 4(n — 1)w °Ruw*,
—2(n—1)(n - 4)w Rw’w, + 4(n —1)%(n — 4)w ™ Tw* ww,

R*'R,, =w 'R*R,, — 2w °Rw’, —2(n - 2)w *R*w,, +4(n - 2w *R*w,w,

— 2(n - 3™ R, + (n — 2~ W — 4 — 20~ 0 w0,

+(3n — 9w (w%,)? + (4n? — 20n + 20)w"7w"aw“p 4+ (n® —6n? +13n — 8)w*(Ww,)?
ﬁ.""””ﬁu.,p, = CHMP°CLypo + 4(n — 2)—1w_zR‘“’R,w - Sw“sR“"w“v + 16w_°R‘"’w“w,,

-~ 4w Rww, + 4(n — 2w w*w,, + 8(n — 2) lw¢(w%,)? - 16(n — 2)w~ W w,w,
+16(n — 3)(n — 2) o WP w w, — 2(n — 1) (n - 2)"'w*R?
— [2n% — 34n? + 128n — 144)(n - 2) w4 (W w, )?
@t = —w Wk —2(n - D T wee + 4w (w%)? ~ (n - 10)w W Wk,
- 2(n — o Tw,wh?, + (In — 48w W% W w, — 2(n — 4)(n — 12)w PW P w,w,
+5(n - 4)(n - 8~ (w7w, )’
R*G,, = —w " R*w,, —w T Ru’w, + (n — 2w Tw,w* +w (0% )? + 40~ TR w,w,
— 6(n — 2w M ww, + (1 - 2) + (1 = 3) + (1 — Do W wew?,
£16(n = 2) + (n = 3)(n — 40" (W7 w")?
R*©,0, = 0 R w,w, + (n — Do (w*w,)? — v Pwfwhe, — (n - 2w v w,w,
Rk, = —w™ Rt — (n - 4w~ Row, +2(n — w7 (0%)? + 3(n — 1)(n — 40—,

+(n-1)(n- 4)%}_“(w"w,,)2
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Ro*&, = w™* Rwbw, — 2(n — Dw™wfw,wh, — (n - 1)(n — 4w 1% (wlw,)?

Wh 0D, = —w 0wk W, — (n — w1 (wPw,)?

—uvs =8 -0 -9 -
ey, =w twtw,, - BTt w,w, + 2w WP W W, + (- B)w T (W W, )?

o* o0, = —w Pt w,w, + 3w (W w,)?

OR = w™*0OR - 207 Rw’, + (n — 6)w SwR,, — 2(n — 1w Pwf k ~ 2(n - 5)w ™ Rwuw,

P K

+6(n - 1w (w?)? - 2(n? — 9n + B)w *whw’,, — 2(n — 1)(n — 4w w*w,,

—2(n—1)(n — 4)w " w* Jw, + 2(5n° - 31n + 26)w WP, W W,
-2(n=1)(n—4)(n - 10)w Tww,w, + 4(n - 1)(n — 4)(n — Tw (v w,)?

R*o, = —w ™ R*w, + 207" Rw’w, + 2(n — 1w w? *w, — 6(n — 1w ww,w?

+2(n-1)(n - 4w twPw,w, — 4(n - 1)(n — v (W w,)?
OB = w W wo — Bw T Wk WoW, + (R - Blw TP wF wLw, — (4n — 19)w T (wrw, )?
—mv

-8 -1 -1 -1
o, = —w W, = 2(n - 6w W, + 5w Wk’ — (n - 6)wT W w,,

-7 2 -8 2 -8
+ 507 (W) +9(n - 6)w T W Ww, ~ (n® - 21n + 80)w T wWHwrw,,

+ (n - 8)(4n — 19)u:"’(u.v“a.v,‘)2

WD, = w Ttk W, 4 2(n — 4w wrw ey, — T wE W W, - 5(n — 4)w 10 (whw,)?

Imponiendo la condicién de que una combinacién lineal con coeficientes permitidos
por la ec. (72) —por ejemplo un nimero por un coeficiente de de w, vale decir Aw™- debe ser
antisimétrico con respecto a su correspondiente transformada conforme y también que la
2—-

combinacién lineal debe estar multiplicada por w? ™™ para satisfacer la ec. (66), se obtiene

una expresion como



aw“p"a + bw“"“,, + cw““"wy + dw“"#w,, + e(w““)2 + fw*w,,
+ gwiw'w, + Ww*wuw, + jRWY, + kR* w,, + IR, 0"
+ mRw*w, + nR* w,w, + p(w*w,)? + ¢gOR + sR?
+IR*"R,, +u[C*"?Cyps —4(n—2)'R*R,, +2(n - 1) (n - 2)7'R?

= —w ™[0 Pawh Y, — . PR e Rk

v
BV py ‘“,w + ...

+dw’ Pt o, et T W Lt ot TRy, 4
— g W wwt, + .. — hw” T WP waw, + .. — jwr T RwE + kw T R* W, + ..
- lwo—eR;uUp +... + nw"_BRw"wp +...+ WG—BR“V"’#“’V +...
+ P‘""uu(tu“‘tmu)2 + Qw"""DR +...+sw'R24+ ..+ twv_4R“uRuv +...
+ uwXC**° Cpppo + ...

Reuniendo a los coeficientes que multiplican a cada concomitante se obtiene el conjunto

de ecuaciones que deben satisfacer los coeficientes y los exponentes de w. Pero de su simple

observacién se ve que existen muchos posibles conjuntos de soluciones, por ejemplo:

. -4 2 v
funcion F = ¢ w“[w““w o+ Zw ,.u] (74)

3

5
funcién F = a w'%w® %, + b0, + [-2a - §b - 5ljw’w*, “w,

=20+ (n - 6)bjw Wk w, + [~2a — gb + %(n — 6)b — 5j]w®(Ow)?

+ [2a + g(n — 6)bJw’w Wy, + g wHwh W W, + h wHiu w,w,

+j w®R(Ow) + k w!'’R*"w,, + | v’ R*w, + 3(n - 6)b ’"R* w,w, (75)
4151 5(n — 6)8] w* Rk, + (g = 3 ) (whu,)

5
2
+ [2a(n — 6) + b(n — 6)% — 4b(n — 6) = 0}

65
+[-3a+ -b- T(n —6)b— 10l + 55 — 15k]w?(w*w,)?

donde hemos escrito en todos lados n=6 conservando s6lo explicitamente “n” donde aparece

“(n-6)".
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Podriamos también haber admitido coeficientes del tipo Aw*Inw. Esto nos hubiera
brindado otro conjunto de ecuaciones y su respectivo conjunto de soluciones. Mas aiin,

podriamos pedir que los coeficientes fueran de otro tipo que Aw® 0 Aw®Ilnw .

I11.7 Discusién

En este capitulo hemos encontrado el conjunto completo de concomitantes de la
métrica, una funcion escalar y sus derivadas. No hemos impuesto arbitrariamente el orden
de derivacién admitido sino que éste ha resultado de consideraciones dimensionales. Luego
hemos estudiado las propiedades de los concomitantes ante transformaciones conformes y
anticonformes y hemos obtenid:. ; ecuaciones que deben satisfacer los coeficientes de sus
combinaciones lineales. Hemc: mostrado también posibles conjuntos de soluciones a estas

ecuaciones.

Hemos encontrado que —aunque los coeficientes para la funcién F{4) que da los términos
divergentes de < ? > en cuatro dimensiones pueden ser calculados en forma sencilla
(seccion IV.4)- ése no es el caso cuando el problema se plantea en seis dimensiones. La
comparacion con los resultados encontrados para distintos ejemplos particulares en la li-
teratura 575%) no permite elegir un conjunto de soluciones para los coeficientes que los
determine completamente. Esta es una primera aproximacion al problema de encontrar
una expresion tnica para < T*¥ > o < ¢? > aunque sus aplicaciones no son inmediatas
debido a que encontrar vinculos sobre < T#* > y < ¢? > en cualquier geometria prove-
nientes de otros requisitos fisicos ~-como por ejemplo, el valor correcto para la anomalia de

traza- involucran calculos extremadamente largos.



CAPITULO IV

LA TEORIA CUANTICA DE CAMPOS Y LA IDENTIFICACION ANTIPODAL

II1.1 Introduccién

Las ecuaciones de Einstein que describen la evolucién del campo gravitatorio son ecua-
ciones puramente diferenciales. Su resolucion fija la geometria local pero no la topologia
global del espacio-tiempo (ET). Una variedad M dotada de una métrica g que satisfaga
las ecuaciones de Einstein admite, en principio, que se le asocien distintas topologias. Sin
embargo, salvo especificacion contraria, toda la literatura se refiere a variedades de Haus-

[80), En variedades como éstas es que esta

dorff conexas, paracompactas C* sin bordes.
desarrollada la teoria cuantica de campos (TQC) en el ET curvo. Sin embargo, es claro
que aun en el caso mas simple en el que de las ecuaciones para el campo gravitatorio re-
sulta una variedad completamente plana (es decir, con tensor de Riemann nulo en todo el
espacio) la topologia no es necesariamente euclidea. Esto es sencillo de ver en un ejemplo
en dos dimensiones: si se enrolla una hoja de papel para obtener un cilindro, la geometria
sigue siendo localmente plana. No cambian las geodésicas que podiamos haber dibujado
sobre la hoja antes de enrollarla ni las distancias entre sus puntos préximos. Si habra
cambiado la geometria extrinseca: no es lo mismo un plano que un cilindro cuando los
miramos como inmersos en la 3-geometria exterior. Pero los observadores que vivian sobre
la superficie del papel no habran notado cambios salvo los habitantes cercanos a los bordes
ahora identificados. Toda la geometria que ellos ven es la misma, independiente de la

topologia. El tunico dato topologicamente interesante es la identificacion de los puntos del

plano que permite formar el cilindro.
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iPor qué nos interesa estudiar las consecuencias de los cambios de topologia? En la
busqueda de explicaciones al problema de la cuantificacion de la gravedad, se ha propuesto
que las divergencias con que esta plagada la teoria estén relacionadas con la posibilidad
de que al acercarse a longitudes caracteristicas del problema comparables con la longitud
de Planck, las fluctuaciones de la geometria del ET revelen que la topologia “en pequeno”
no es la trivial. No se pueden descartar, por ejemplo, cambios en la conectividad del ET:
cabe que lo que “mirado en grande” parezca simplemente conexo presente, a escala de
Planck, manijas o cavidades de gusanos (wormholes) constantemente apareciendo y desa-
pareciendo (81}, Wheeler sostiene como ejemplo que alguien que no haya oido jamas hablar
de la electricidad podria predecir la existencia de la carga eléctrica y la ley de Coulomb con
solo admitir la posibilidad de que el espacio fuera multiplemente conexo. Encontrandose
luego con que la electricidad existe, esto seria tomado como una confirmacion de la teoria.
Wheeler sustenta con este ejemplo su propuesta de pensar a la topologia como algo primor-
dial, anterio —en cuanto a fundamental- a la geometria. El concepto de que la electricidad
puede relacionarse con “lineas de fuerza atrapadas en espacios multiplemente conexos”
habia sido propuesta por Weyl en 1924, antes de la MQ 182, Luego la MQ predijo que
las lineas de fuerza que tienen su origen en fluctuaciones del campo se enhebrarian en un

wormhole de longitud caracteistica L llevando un flujo del orden de
Lo (hc)l/z
/E.ds ~ T—.L’ ~ (ke)'/?

Entonces,;por qué no pensar al espacio como algo que tiene una estructura agujereada,

como una espuma, con cargas positivas y negativas de orden de
g ~ (he)*/? ~ 10e”

continuamente creandose y aniquilandose? Nada se ha dicho respecto de que estas cargas
deban estar asociadas con particulas elementales, son previas a ellas. Mas aun, las escalas
de longitud relevantes para las fluctuaciones son veinte 6rdenes de magnitud menores que
las dimensiones nucleares. Estas cargas estarian en todos lados y no seria necesario que

estuvieran cuantificadas.
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De igual forma que su puede predecir topolégicamente la existencia de la carga
eléctrica, se puede también predecir usando el concepto de wormholes, la inexistencia
de monopolos magnéticos: sea B = VxA o, en lenguaje de formas, B = dA. Si se reviste la
boca del wormhole con una superficie cerrada S provista de la topologia de una 2-esfera,
su borde 35 es cero. Entonces, el polo magnético p asociado con esa boca esté dado por

la integral del flujo

41rp=/B=/dA= A=0
S S 8s

Wheeler destaca con esto el caracter previo de la topologia, anterior al concepto mismo
de particula, aunque ella no pueda explicar por qué las cargas estan relacionadas con las
particulas elementales ni por qué estan cuantificadas. Sostiene que de haber admitido
tacitamente que el concepto de espacio tiene sentido a distancias muy pequenas se sigue
tener que imaginar a la carga eléctrica como algo magico e inexplicable y tener que asociarla
con un punto en el espacio donde las ecuaciones de Maxwell no valen y la densidad de
energia es infinita. Si en cambio pensamos en lineas de fuerza atrapadas en wormholes,
la existencia de cargas y la inexistencia de monopolos son predicciones de la teoria. Su
existencia e inexistencia respectivamente se convierten luego en una corroboracién de que
las fluctuaciones de la geometria son suficientemente importantes como para provocar
cambios en la topologia, si es que queremos seguir sosteniendo que el concepto mismo de

geometria puede ser utilizado a distancias del orden de la longitud de Planck.

Cabe asi esperar que los cambios en la topologia producidos no ya sélo por las fluctua-
ciones de vacio del vector potencial electromagnético sino por las del tensor métrico mismo,
brinden una guia para encarar las divergencias que aparecen en la gravedad cudntica y ain
en los problemas relacionados con su misma explicacion. En este sentido, Wheeler afirma
que el hecho de que abandoranar el postulado de que la topologia es euclidea explique la
existencia de la carga eléctrica y prohiba la de los monopolos magnéticos, le da razén para
tomar seriamente predicciones para topologias no euclideas a pequena escala de colapsos
y expansiones gravitatorias ocurriendo en todos lados y a cada instante [®2). Por todo

lo dicho, pensamos que la necesidad de encontrar una interpretacién coherente para la

63



gravedad cudntica y, mas modestamente, para la TQC en el ET curvo sostiene la impor-
tancia de analizar topologias alternativas a la trivial que habitualmente se sobreentiende.
Y la topologia puede determinarse indicando c6mo se han identificado ciertos puntos de la

variedad.

La primer alternativa a la topologia trivial que fuera tenida en cuenta es aquélla rela-
cionada con la modificacion sdlo de la topologia de la hipersuperficie espacial. Es el caso en
que se provee de contornos (espejos) al espacio, lo que modifica la parte espacial de la base
de soluciones de frecuencias positivas y negativas de las ecuaciones de campo y el valor de

la energia de vacio (efecto Casimir) [*3%4). Para estudiar una modificacién més profunda de

los resultados del caso euclideo conviene modificar, en cambio, la topologia global del ET.

En un lenguaje preciso, se dice que una variedad M’dotada de métrica g es localmente
idéntica a la variedad M con métrica g pero con topologia diferente al mirar su estructura
a gran escala si M’ se obtiene de M como el espacio cociente M' = M/T donde I' es un
grupo discreto de isometrias sin puntos fijos. O sea, M’—que resulta no singular- se obtiene
a partir de su cubrimiento M identificando aquellos puntos que son equivalentes por las

transformaciones que pertenecen al grupo I'.

Para nuestro trabajo, nos interesa el grupo de las isometrias que identifican a las

antipodas. Asi, una transformacién J con J€ I, sera
J:P(x) - P'(x')

La antipoda P’ de un punto P se define como aquel punto P’ cuyo cono de luz tiene
interseccion nula con el cono de luz de P. Fue Schrodinger el primero en proponer la idea
de reunir o "pegar” a las antipodas para hacerlas representar al mismo evento y llamé

interpretacién eliptica a su propuesta. Recientemente se ha vuelto a esta vieja idea en la

busqueda de una mejor comprensién de la TQC en el ET curvo. Se han estudiado las
consecuencias de la interpretacion eliptica para la TQC en agujeros negros y en el espacio
de de Sitter [858:8T)  Aqui nos proponemos extender esa investigacién estudiando las

consecuencias de la identificacion antipodal para la TQC en el ET de Rindler, lo que nos
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permite comparar y dar una descripcién general de la interpretacién eliptica en espacios

con y sin horizontes de eventos.

IV.2 El espacio de Rindler y su extension

Desde el descubrimiento realizado por S. Hawking [®®) relativo a la evaporacién de los
agujeros negros se han investigado los efectos térmicos y las particularidades del estado de
vacio no sélo en el ET curvo sino también para la TQC descripta desde sistemas de coorde-
nadas no inerciales del ET de Minkowski [#%:7%:71:72, Los resultados son bien conocidos: lo
que un observador considera como estado fundamental en un sistema de referencia puede
aparecer como un estado excitado en otro sistema; un estado puro en un sistema puede
ser un estado mezcla en otro. El estudio de observadores no inerciales aborda un impor-
tante problema relativo a la vinculacion entre la RG, para la cual la eleccién del sistema
de coordenadas es completamente arbitraria, y la MQ, cuya formulacién completa es sdlo
conocida en el espacio de Minkowski desde sistemas inerciales. El sistema de referencia no
inercial mas estudiado es el sistema de Rindler (observador uniformemente acelerado) que
brinda un espectro de vacio puramente planckiano. Se acepta en general que la aparicién
de esa temperatura se debe a la existencia de horizontes de eventos para el observador

acelerado.

La generalizacion del estudio del espacio de Rindler a sistemas de coordenadas con
aceleraciones no uniformes puede hacerse a través de la adecuada definicién de funciones
analiticas de las coordenadas, luego de haber realizado una continuacién analitica formal
de la variable temporal del ET de Minkowski. Las relaciones entre la estructura del ET y
los efectos térmicos se estudian entonces utilizando estas funciones, como asi también se
estudian utilizando esas funciones magnitudes tales como el nimero de particulas creadas,
las densidades de energia y momento y todas las propiedades y cantidades relevantes de
la TQC. En particular, la temperatura esta relacionada con el mapa analitico " y nos

referiremos a esas funciones en este mismo parrafo.
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En primer lugar resumiremos las caracteristicas de los _sistemas acelerados "4, El

observador acelerado es muy importante porque es visualizable en forma sencilla y porque
presenta analogias matematicas y fisicas con el diagrama de Kruscal para la maxima ex-
tension de la métrica de Schwarzschild ("), métrica que describe adecuadamente el exterior
de un agujero negro. Supongamos a un observador que viaja con movimiento acelerado
por una region suficientemente alejada de cualquier fuente como para que pueda ser consi-
derada plana. Para este observador, todo sucedera como si estuviera sometido & un campo
gravitatorio, un campo gravitatorio muy especial, ya que en él si pueden encontrarse sis-
temas de referencia preferenciales respecto de los cuales definir el estado de vacio, problema
que —como es bien sabido- es fundamental en la TQC en el ET curvo. La descripcién del
movimiento de este observador puede hacerse respecto de un sistema inercial (f,z,y,z)
(ET de Minkowski) o respecto del sistema de referencia comoviente que es, instante a in-
stante, un sistema con tiempo propio t'. Supongamos que la aceleracion respecto de ese
sistema es constante y vale a y que elegimos los sistemas de coordenadas de tal forma
que desde el sistema Minkowski las coordenadas y, z sean irrelevantes, por lo que haremos
y = z = 0. Desde el sistema en reposo, la cuadrivelocidad v satisface v2 = —1 y, como la

aceleracion a es constante, se cumple que a.v = 0. Entonces, en el sistema acelerado,a® = 0

y @' = d%z*/dt?. Alli, las ecuaciones de movimiento del observador acelerado son:

- i ws i wm awe
Usando
vt = -1 a,a* = a?
vhae, = —v%q +v'a; =0
se encuentra que
dv® dv!?
0 _ S T R .0
a = W = av a = -at—' = av
y entonces
exp(az') . , exp(az') ,
t = ——— sinh(at’) z = ——— cosh(at')
a
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Es inmediato que —z2 + t2 = a? por lo que las trayectorias del observador acelerado en
el ET de Minkowski son hipérbolas. (Fig. I). Todo este tratamiento es coherente para
sistemas realmente locales donde (en unidades de ¢ = 1) las distancias tipicas sean mucho

menores que a”l.

Pero atn cumpliendo con esta restriccion, se ve de la figura ... que
los observadores del cuadrante III no pueden enviar ni recibir senales de la cuna I, los
de la cuna II no pueden enviar senales al observador en I y, en cambio, los de la IV no
pueden recibir sus senales, siempre admitiendo la topologia trivial. (En la seccién IV.4
estudiaremos las consecuencias de los cambios en la topologia que produce la identificacién

antipodal.)
Para definir sus coordenadas locales, observamos que cualquier punto del hiperplano
T =constante se escribe
z=z'e)(7) + y'ex(7) + Z'es(7) + f(7)
Haciendo entonces t' = T primer coordenada, {t',z',y',z'} son las coordenadas relativas
al observador acelerado.

Para generalizar el observador de Rindler a un observador con movimiento acelerado

cualesquiera pueden utilizarse transformaciones analiticas [73] que permiten estudiar todas

las propiedades de los observables de la teoria de campos en funcién de ellas, como se
vera en IV.3. (La otra extensién posible, la del observador de Rindler a un observador
uniformemente acelerado en un ET curvo cualquiera, fue realizada por Rindler (7 a través
de una generalizacion de las caracteristicas de la hipérbola regular del plano.) Supongamos,
para simplificar por el momento la notacién, que consideramos un ET de dos dimensiones.
Sean (x,t) las coordenadas de Minkowski de este ET. Realizamos una continuacién analitica
de la variable t que la convierte en imaginaria: ¢ — ¢7. Luego buscamos las funciones reales

analiticas

u= f(u') (76)

que establecen un mapa entre los puntos © = z + i7 del plano ahora euclideo y los puntos

u' = z' + i7' del plano transformado. Las transformaciones (76) son conformes
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- Por ellas, las figuras pequefas en un entorno de cierto punto uy del plano (z',7') se
aplican en figuras también pequenas y semejantes en el plano (z,7) y aumentan o
reducen su area en un factor |f'(uy)|?. Las distancias cortas en un entorno de uj en

(z',7') se aumentan o reducen en |f'(ug)|.
- El argumento de la transformacién argf’'(ug) indica el déngulo en que rotala figura.

- Los puntos para los cuales f'(u') = 0 son los puntos criticos y la transformacion no es

conforme en ellos.

La métrica se escribe en las cco: “-nadas sin primar de la siguiente forma:
ds? = dz? + dr?
mientras que en las coordenadas primadas adopta la expresion:
ds? = | (W) (de" +dr")

Estas transformaciones nos dan toda la informacidén sobre la estructura del ET:

- los puntos criticos reales de la transformacion conforme determinan los horizontes
de eventos en el ET de Minkowski. Esto es asi porque las dos familias de lineas
caracteristicas 2 & ¢ = cte = c se unen via la euclideanizaciéon en los puntos (¢,0).
Vale decir, el eje real del plano euclideo. En particular, las fronteras del cono de luz

van a unirse en el origen.

- en el ET de Minkowski, el mapa 2+t = f(z' & t') representa fisicamente una transfor-
macién desde un sistema de referencia inercial (z,t) a uno acelerado (z',t'). El mapa

define a z' y t' como funciones par e impar de t.

- los valores constantes de z' definen las lineas de universo de los observadores acelerados

en el plano (z,t). La velocidad de esos observadores es

L _fE ) - (e - 1)
F@+ )+ f(z 1)
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y su aceleracion propia esta dada por

a= -—1——6:, In A(z',t')
A(z',t'")

con A(z';t') = f'(z' + t')- f'(z' —t') y donde f' indica la derivada de f respecto de

su argumento.

Estas transformaciones incluyen una clase muy grande de movimientos acelerados para

el observador. El sistema de referencia de Rindler, en particular, se obtiene haciendo
fa') = e (77)

que describe aceleracion uniforme. Todas las transformaciones bilineales del grupo O(2,1),
o sea, las transformaciones que son combinacion de traslaciones, rotaciones, dilataciones e

inversiones,
!
n_ au' + B
f(u ) - ‘Y‘U.' + 6

con a-§ — (-4 # 0 siendo a,f,7,6 pardmetros reales, describen aceleraciones uniformes.
Pero mientras que la funcién (77) mapea el semieje Reu > 0 sobre todo el eje u', esto
no es asi para cualquier transformacion bilineal. En los sistemas acelerados cuyos mapas
analiticos no cubren todo el eje ' aparecen problemas relacionados con la hermiticidad de
las ecuaciones de campo y con la completitud y ortogonalidad de sus bases de soluciones.
Se puede ver que la cuantificacion es posible en aquellos sistemas acelerados definidos por
funciones analiticas que llevan en una correspondencia uno a uno a un intervalo [u_,uy]€
Re u en el eje real completo u'. En estas condiciones esta garantizada la ortogonalidad y
completitrd de las soluciones de la ecuacion de campo como asi también que la ecuacién

de campo <,a autoadjunta. Asi, las funciones a las que nos referiremos cumpliran

f(+00) = uy

78
f(~o0) = u_ (7®)
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donde uno 6 ambos u4 6 u_ pueden valer infinito. Para uj finitos, la condicién (78)
implica que

[f'(v)w=to = 0 (79)

o sea, los puntos criticos de f son los extremos del eje real u'. Un sistema acelerado definido

a partir de las ecuaciones (76) y (78) cubre una regién
- <|ztt|<uy (80)

del espacio de Minkowski y u_,u; representan dos horizontes de eventos (los lados del
rombo). Son las fronteras del dominio del ET en el cual las coordenadas (z',t') estan
definidas. Ningin evento que ocurra fuera de este dominio puede estar causalmente conec-
tado con los observadores acelerados que estan definidos por esas coordenadas. Haciendo
uso de las transformaciones bilineales se puede modificar la posicién y el numero de hor-
izontes. Por ejemplo, las transformacines que tienen a-6§ — -9 > 0y §/4 > 0 llevan
del sistema acelerado definido en el intervalo [0,00) € Reu al sistema definido en el inter-
valo [3/6,a/v]) € Reu. Se puede ver que todos los marcos de referencia relacionados por
las transformaciones del grupo O(2,1) tienen distinta aceleracién pero definen el mismo

espectro de vacio cuantico.

IV.8 La teoria cudntica de campos en sistemas de referencia acelerados

Los efectos térmicos y la ambiguedad en la definicion del estado de vacio no son carac-
teristicas exclusivas del ET curvo. Estas mismas caracteristicas propias de la arbitrariedad
en la eleccién del sistema de coordenadas que se corresponde con la RG aparecen también
cuando estudiamos la teoria de campos en el ET plano pero vista por observadores acel-
erados. Lo que un observador considera como estado de vacio (estado fundamental) es
considerado, en general, como un estado excitado por otro observador. Resumimos aqui

brevemente el caso en que el sistema acelerado es el de Rindler. Luego, el formalismo de las
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transformaciones analiticas descripto en III.2 permitira extender el estudio a una amplia

clase de sistemas de referencia que incluyan al de Rindler como un caso particular.

Sean (t,z) las coordenadas de Minkowski en donde ds?> = —dt? + dz? y (5,£) las

coordenadas de Rindler. Vale ~como se ha dicho— que

t =a 'e**sinhan —o00<§,n< o0
z =a 'e* coshay a=cte,a >0
con ds? = e2%¢(—dn? + d¢?). Si se consideran conjuntamente las cuiias derecha (R) e

izquierda (L) accesibles cada una para observadores acelerados (siempre con topologia
trivial) se puede ver que dz*/dn son vectores de Killing en todo la doble cuna y que las
superficies = constante son superficies de Cauchy ortogonales a las trayectorias de los
observadores. Tenemos asi un fluido de vectores de Killing -lo que sugiere una eleccion
preferencial para el estado de vacio, el vacio que llamaremos de Rindler |0® > para dis-
tinguirlo de |0 >, el estado que considera como fundamental un observador inercial de
Minkowski-. Considerando las dos cunas R y L, el eje = del espacio plano es una superficie
de Cauchy salvo en un punto también para el observador de Rindler. Con esto se tiene
un punto de partida para resolver las ecuaciones de campo en el sistema acelerado. Sin
embargo, la formulacién e interpretaciéon usuales de la MQ y de la TQC esta realizada
en sistemas inerciales. En ese contexto, el observador y sus instrumentos de medicién son
objetos clasicos ajenos que no son descriptos por la TC. Se postula s6lo que las magnitudes
por ellos detectadas son los autovalores de los operadores del sistema cuantico. Pero si la
TQC se estudia en sistemas acelerados, el estado de movimiento del observador aparece
incluido en la teoria. Entonces, la interpretacion de los resultados que él obtiene debe
hacerse teniendo en cuenta también la descripcidon cuantica del propio observador. Unruh
[72) ha estudiado detectores cuénticos para los sistemas uniformemente acelerados. Y este

estudio ha sido extendido ["®) para los observadores definidos por las transformaciones del

grupo O(2,1).
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Aceptando entonces que las leyes de la MQ pueden ser usadas —con tal de cuidar
adecuadamente la interpretacion que se haga de los resultados— en sistemas de referencia
descriptos por las transformaciones bilineales, describiremos muy brevemente la cuantifi-
cacion de un campo escalar sin masa ¢ en los marcos de referencia no inerciales por
estas transformaciones descriptos. Esto nos servira de introduccion con la que luego com-
pararemos nuestros resultados obtenidos cambiando la originaria topologia trivial que los
sistemas acelerados suponen. Para el ejemplo continuaremos considerando dos dimensiones

para el ET y mostraremos al final la extension a cuatro dimensiones.

La ecuacion que describe la evolucién del campo ¢ es
Op=0 (81)

que, dado que estd escrita en un ET de dos dimensiones, es invariante conforme y, en

consecuencia, el conjunto completo de sus soluciones esta dado,como en Minkowski, por la

base {pa, 03} 4
1

pa(u') = Wt

iu’

1 . !
(! —iv
w = — 82
A(v 9 fjxe ( )

conu'=§f—n, v =€+1n, A > 0. La funcion de Green puede construirse a partir de ellas

haciendo

G'(z1,22) =< 0|p(z1), p(22)I0 >

donde < , > indica el producto interno

<biydy>=i / b1(v/=99"*, — 8,9"*/=g)é2 dZ,

y a partir de la funcién de Green se obtienen las cantidades fisicamente relevantes < ¢? >

y < T,y > (cfr. cap III).
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La base {pi(u'),p5(v')} se corresponde con el vacio de Rindler. ;Qué pasa cuando el
observador de Rindler mide el nimero de particulas presentes en el vacio de Minkowski?

Para el observador de Minkowski, la base es {u,(u),u>(v)} con

1
uq(u) = ﬁ

Para el observador de Rindler es necesario especificar soluciones para las cufias derecha e

eikz—iwt donde 72 — _wz + k2

izquierda. Asi, la base {pa(u'),p3(v')} se escribe explicitamente como:

1 tkf—iwn
‘)"f — { me en R
enL
1 tké+iwn
sai, = { me en L
en R
y A2 = —w? + k2. Se ve que 7 es un “buen tiempo” en la cuna Ry —n lo es en la L. Los

operadores de creacion y destrucccién que con esta base sean definidos cumplirédn
al 0R>=af 0”R>=0

El operador mimero de particulas que construye el observador de Rindler es N f = ai a

y, evaluado en el vacio de Minkowski, resulta que

1.
MiynmRqM  _
< 0TINT|0™ >= Ty P

O sea, los observadores de Rindler ven particulas en el estado de vacio de Minkowski. Es
mas, ven un espectro térmico (llamado asi porque no puede ser desarrollado en potencias

de w alrededor de w = 00) con una temperartura T = a/27kBoitsmann-

El observador de Rindler no es, sin embargo, mas que un ejemplo sencillo. Con las
transformaciones (78) definidas en el parrafo anterior, el operador N, puede ser gener-
alizado y -utilizando los coeficientes de la transformacién de Bogoliubov que cambia de
la base de Minkowski a la base acelerada- pueden calcularse la densidad de energia y de

momento que mide el observador acelerado en funcién de las transformaciones analiticas

[13)
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Los ET de dos dimensiones en los que hasta aqui hemos resumido el formalismo
pueden ser considerados como inmersos en un ET de cuatro dimensiones M. Si M admite
dos campos de vectores de Killing, estas variedades de dos dimensiones pueden pensarse
como fibras de M, considerado M como un espacio fibrado adecuado. Esto permite obtener
extensiones analiticas maximales en las que valen los mapas (76) con las condiciones de

contorno (78) ["* y todo el formalismo vale.

Hemos descripto hasta aqui qué sucede a los observadores acelerados en el espacio
de Minkowski suponiendo que la topologia es la trivial. En nuestro trabajo, cambiare-
mos la topologia realizando identificaciones antipodales (con y sin singularidad cénica).
Utilizaremos transformaciones conformes para describir a los observadores acelerados y

ejemplificaremos con el ET de Rindler cuando corresponda.

IV.4 El observador acelerado y la identificacién antipodal

Vamos a considerar ahora a un conjunto amplio de sistemas no inerciales haciendo
usc Jc las herramientas previamente descriptas. Sean, pues, los observadores acelerados

que se mneven en el ET de Minkowski descriptos por la familia de funciones analiticas

u = f(u') (83)

Las coordenadas de Minkowski son aqui (t,z,y,2). Elegimos el eje =z paralelo a la acel-

eracion y definimos las coordenadas minkowskianas nulas en el plano t — z
u=zx—1 (84)

v=zc+1t (85)

Cada observador acelerado esta descripto por las coordenadas (' = n,z' = £,y',2') y por

las coordenadas nulas

v'=¢—17 (86)



v =€+ (87)

Con esto, la ecuacion (83) se escribe

z+t=f(€+n)

z-t=g(&—n)

y el sistema de referencia de Rindler se obtiene como un caso particular haciendo v = e=*'
yf=g

Nos interesan las transformaciones monétonas que llevan el intervalo u_ < u < uy

del eje real u en el eje real u' completo. Para ellos, la funcién f(u') cumple
f(=o0) = u_ (88)

f(+00) = uy (89)

Para distintos valores de u_,u; reconocemos distintos casos:

i) Siu_ =0, uy = 400, se cubre la cuiia derecha del ET de Minkowski y tenemos un solo
horizonte.

ii) Si uy = +o0o y u_ = —o00, no hay horizontes.

i) Siu_ =ayuy =bcon —oo <a<b< oo, tenomos dos horizontes.

Vamos a estudiar primero las consecuencias de aplicar la transformacion antipodal J

en el caso de sistemas acelerados pero no rotantes
J : (v,v,y,2) = (—u,—v,—z,~y) (90)

que no tiene singularidad conica para el observador de Rindler y de la transformacién J,

—-tambiér n~=ra sistemas no rotantes—

Jo : (u,v,y,z) - (—u,—v,—y,—z) (91)
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que es una reflexion en la cual las coordenadas y, z no van a sus antipodas sino sdlo (u,v)

Yy, en consecuencia, tiene una singularidad en el origen v = v = 0. Otro tanto haremos

luego para observadores rotantes:
Jr : (u:v)01¢) - (_u'r —v, T — 0;"' +90)

JRo : ("'1'"101‘1") - (—u,—v, 0’90)

Para estas dos ultimas transformaciones se entiende que

p=¢p -t

donde (r,8,¢) son coordenadas esféricas y {l= cte es el parametro de la rotacion.

(92)

(93)

(94)
(95)
(96)

(97)

Contrariamente a lo que sucede con la variedad de Schwarzschild-Kruskal, el espacio

de Rindler no es esféricamente simétrico. Si se exige la condicion de simetria esférica no

puede mantenerse la condicién de estacionario (2 = cte). Pero la variedad esféricamente

simétrica que se obtiene a partir de las transformaciones del parrafo anterior —que no tiene

aceleracion uniforme- se convierte en Rindler en las regiones asintoticas, vale decir, en el

horizonte o en el infinito.
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IV.5 El campo escalar en el espacio de Rindler con identificacién antipodal

La ecuaciéon para el campo escalar ¢ de masa m
(O-m?)p=0 (98)
en un sistema acelerado puede escribirse
(-82 + 8 + A8 + 8% —m®)jp =0 (99)

A ya fue definido en la seccion I11.3 y, para el caso de Rindler vale A = [2a2e2¢. Haciendo
la sustitucion
1

o= ;e«hv'“"'w(e,n) — 00 < Ag,A3 < 00 (100)

se ve que se separan variables y se obtiene
(-85 + 8 — AM?]¢(¢,7) =0

M*=2+2}+m’ (101)

La ecuacién (101) debe resolverse para cada una de las distintas condiciones de contorno:

uno, dos o ningiin horizonte de eventos, mencionadas en i), ii), iii) del parrafo anterior.

Nos ocuparemos principalmente del caso en que hay un solo horizonte u_ = 0,u; =
400 (los otros se obtienen de forma andloga). Para este caso, la masa efectiva AM?
de la ecuacién (101) vale cero en el horizonte y vale infinito en el infinito. Una base

“entrante”(“in”) completa que sea solucién de la ecuacién (101) satisface [ver ec. (82)]

im 8% = g™ (102)
lim ¢ = (103)

Con estas condiciones de contorno, encontramos que la solucion total (100) esta dada

por

1 i ! zl
o= e (Qav'+2a=g, (£,7) (104)
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donde . _
_ (IM/2)—1A|/ae—:A|¢

éx,(6m) = VI (=il /a)

siendo K, una funcién de Bessel modificada.

K_ix, ja(IMe¢) (105)

Obtenidas las soluciones de las ecuaciones de campo en el ET con topologia trivial,
consideremos ahora a los campos en el ET con puntos identificados, que sea simétrico o

antisimétrico por la accion del operador de identificacion antipodal. Para esto definimos

1
p1sa = 5le(z) + o(J2)) (106)
Asi, haciendo la identificacion J, obtenemos

(PJS,JA(z) = %[Sei'(lle-laz)e(iAg/2)(v—u)K.h (lMeg(“““’))
; . e (107)
+ Se"(““*“")e"“/’(""‘)K_,-aax(lMe-%(u+v))]

donde S vale .
. (IM/2)““1/°
~ VENT(=i) /a)

y hemos dejado de usar las “primas” ya que no cabe confusién.

Si la identificacion se hace en cambio via la transformacion J,, los resultados que se
obtienen para el campo con comportamiento simétrico o antisimétrico ante la identificacién

son

1 G eiay+aaz) —i%h (v—v) ~2(utv)
051,40y (2) = Z[SePavtren) =T | (IMeF v+
(3.5.3,4)(%) 2[ A /al ) (108)

+ Se—i(A,+A;z)eii’L(v—u)K_‘_A!/a(lMe—%(u+v))]

Hemos asi obtenido los conjuntos de soluciones para la ecuacién de campo que corres-
ponden a los cambios de topologia propuestos. El calculo de la norma de estas soluciones

usando el producto habitual de Klein-Gordon da cero.
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IV.6 Lus funciones de Green y sus propiedades ante la identificacién

"1 este parrafo analizaremos las propiedades euclideas (o sea, habiendo extendido el
tietn; o 2 una variable imaginaria) de las funciones de Green bajo la accién de la identi-
fcacidn antipodal. Los valores medios seran obtenidos en una base sin las simetrias de
identificacién. Esto no trae problemas ya que las simetrias de la teoria (en este caso, la
identificacion de las antipodas) no tienen por qué ser compartidas por la base de Fock.
Mostraremos que las nuevas funciones de Green tienen el mismo periodo § = 2n/a que
las funciones de Green para observadores de Rindler ordinarios, o sea. sin identificar
las antipodas (a es en este caso la aceleracién constante del observador de Rindler). Esta
propiedad resulta asi —tanto para la transformacién J como para la J,— a pesar de que en la
variedad de Rindler el tiempo imaginario es periédico en /2 y no en 3. Esto diferencia las
propiedades de la identificacion en las variedades de Rindler y de Schwarzschild-Kruskal:
en esta ultima, la funcién de Green euclidea que se obtiene al hacer la identificacion a
través de la transformacion J, resulta ser periodica en 3/2 igual que el tiempo imaginario
[85] Por wltimo, mostraremos en este parrafo nuevas propiedades encontradas para las fun-
ciones de Green en la variedad de Rindler con antipodas identificadas que no se satisfacen

en el caso ordinario.

La funcién de Green G(x;,x2) =< ¢(x;)p(x2) > para el campo escalar en el ET de
Minkowski se escribe en funcién de las transformaciones f, g y de las coordenadas y, z (para

m=0) como
—_— = A 0
G(:B],:Bz) 47r2 Af-Ag+(Ay)2 +(Az)2 4,r2 A (1 9)

< > es el valor de expectacion de vacio del espacio de Fock ordinario y

Af-Ag = (fi — f2)(g1 — 92)

Ay =y — vy

AZ':ZI—Zz
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La forma que adoptan las funciones de Green simétrica y antisimétrica ante el cambio de

topologia producido por las transformaciones J (y también J,) es:

1
GJs'JA(xl,xz) = 5[G(X],X2) :f G(JX],X:) :E G(xl,sz) + G(Jx,,sz)] (110)

que, en términos de las coordenadas de Rindler, pueden ser escritas como:

1 1
G(xhxz) _41I’2 2[2ea(€1+f=)[cosh aAf — cosh 0A17] + (Ay)2 + (Az)2
G(@J ) = 1
(Jx1,x " 472 2l2e~=8¢[cosh a1 + €2) — cosha(m + 12)] + (21 + ¥2)? + (1 + 22)2
1 1
G(zl,J22)

T 4n? 22e>B¢(cosh a(€; + &) — cosha(my + 7)) + (91 + 22)° + (21 + 92)?

G(Ix1, Ixz) = 1
X1 0X2) = 2 g e-alen +€3)[cosh a A€ — cosh aAn] + (Ay)? + (Az)?

recordando que

v=fu') = f(z' —t') = le™* = lealé~™)
v=g(v')=g(z'+1) = le®® — Jea(é+m)
donde hemos llamado
Af=&L-& An=m-—-n
Entonces, en total,

Gis(x1,x2) = [(2B + 2A cosh aA¢)(C? + D? + 2C D cosh aAf)

+ (2D + 2C coshaA¢)(A? + B? + 2AB cosh aA¢)) (111)
1/8n2

* (A% ¥ B? + 2AB coshaA£)(C? + D? + 2C D cosh aAf)

donde

A(¢,7) = 212[cosh aA¢ — cosh aAn)]

B(y,z) = (Ay)* + (A2)*

C(¢,n) = 2l%[cosh a(éy + &2) — cosha(m + 72)]

D(y,z) = (11 + 12)* + (21 + 22)°.
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En el caso en que la transformacion realizada sea J, (ecuacién (91) ), la funcién de
Green es analoga a la de ec. (110) y los correspondientes resultados en coordenadas de

Rindler son:

1 1
Glox1,%2) " 4n? 212e~B8¢[cosh a(¢; + €2) — cosha(m + 72)] + (¥1 + ¥2)? + (21 + 22)?
Glxdoxs) = 1 1
¥190%2) T 4n? 22 eBE{cosh al€; + £2) — coshal(m + m2) + (v1 + %2)? + (21 + 22)7)
1 1
G(J°X1J012) =

472 212e~2(&1+6)[cosh a A€ — cosh aAn) + (Ay)? + (Az)?

Con esto, la funcion de Green con identificacion J, resulta

Gy, (x1,%X2) = [(212e™2¢H + K)(212e*2¢H + K)(212e~(&a+&) F | N)
+ (212e2(&H D | N)(22e*2¢H + K)(212e e+ F 4 N)
+ (2P 1t F L NY(212e 44 H 4+ K) (2126116 F 4 N)

+ (224 +EIF L N)(20%e 24 H + K)(21%e*2¢H + K))
g 1/8n2
(2L2ex(61+&)F 4 N)(212e—28¢H + K)(22e=8¢H + K)(212e-(61+&)F + N)

con
F = coshaA¢{ — coshalAn

N = (Ay) +(A2)?

H = cosha(¢; + £2) — cosha(n +12)

K =(y1 +v2)* + (21 + 22)?

Como es habitual, estudiamos las propiedades térmicas de las funciones de Green en
tiempo euclideo: n — i7. La version euclidea de las transformaciones J y J, dadas por las

ecuaciones (90) y (91) es:

J: (“’fa‘ryyaz) - (—ﬁaT + %’_21 —y)
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8
Jo: (=&1y,2) = (=€, 7+ ?ayaz)
donde § = 2n/a. La funcién de Green ordinaria, dada por la ecuacién (109) , no cambia
si hacemos

T—oT1+10

Lo mismo sucede con G35 y Gja:

Gis,aa(é,m,m2 +1B,y,2) = Gis 3a(&,m,n2,v,2) (112)

pero es sencillo ver que las funciones de Green hecha ya la identificacion antipodal no son

periédicas con periodo §/2

Gisaa(&,m,n2 +10/2,y,2) # Gis,3a(&,m,72,9, 2)

Esta misma propiedad (112) vale para las funciones de Green simétrica y antisimétrica
por la transformacién J,. Entonces, a pesar del hecho de que en la variedad en que se ha
efectuado la identificacion (J 6 J,) el tiempo euclideo T es periddico en /2, las funciones
de Green Gjs A (6 G3,5,3,4) son periddicas en 3. Esto contrasta con lo que ocurre en la
variedad de Schwarzschild-Kruskal en la cual Gj_ s j o son periédicas en /2. Esta es la
propiedad mas relevante de las funciones de Green en el espacio cociente y esta relacionada
con la falta de simetria esférica en la variedad de Rindler. Volveremos sobre este tema en

IV.10.

Hemos encontrado también que las funciones de Green, aunque

G[(X] 1x2)’ a] # G[(x17x2)a —C!)],
satisfacen que

Gl(x1,x2),a] = G[(Ix1,Ix2), —a)]

G[(Ix1,x2),a] = G[(x1,Ix2), —a)].
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Entonces, en total:

Gisaal(xi,x2),a] = Gis aal(x1,%2), — ]

Sélo en el espacio de Rindler con identificacién antipodal no hay distincion entre las acel-

eraciones a y —a.

IV.7 Comportamiento del tensor de energia-momento ante la identificacién

antipodal

Las funciones de Green en la variedad sobre la que se ha llevado a cabo la identificaciéon
antipodal que estudiamos en el pérr-io anterior, nos permiten evaluar la densidad de
energia para esos casos. En efectc, .alor de expectacién de vacio de la componente 00

del tensor de energia-impulso es
< Too >13534= A }1_3 D1,2G3s,34(x1,%2) (113)

donde el operador D, ; actuando sobre G(x;,x;) estd dado por:

A A

D12G(x1,%2) = — 555 i f2(89) + 9102(A )]+ —5(5 — [(A9)* +(A2)%)) (114)

2A3 2

A,Af,Ag,Ay, Az significan lo mismo que en la ecuacién (109) , A vale I2a?e2*¢ para el

observador de Rindler y, en general,
A - f' . g!

f’, ¢’ indican las derivadas primeras de estas funciones respecto de sus argumentos y los
subindices 1,2 senalan en qué punto de la variedad deben ser evaluadas. La expresion (114)
se hace divergente al tomar el limite en que el punto 1 tiende al punto 2 pero nos interesa
obviamente calcular su parte finita. Para ello, tomamos primero Ay - 0y Az — 0. Asi

obtenemos

1 1 fllle’ 9192 ] 1

lim Dy 2G(x1,%2) = — 53 Ang[(Af)2 (Ag)? 21r(Af) (Ag)?

(115)
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Si hacemos actuar ahora al operador D;; sobre G(Jx;,x;) obtenemos

D12G(Ixy,x2) = an 2( lzfxfzfl z[_ —92] + 212919291 2[— - fz]2
1

[(}_’, - £2)(; ; —g2) + (21 + 2)* + (11 + 22)*)°
(116)

+ 2A[(z1 + y2)(n2 + 22)])

Haciendo otro tanto con Dj 2G(x,Jx3) y luego tomamos el limite completo en los dos

casos para 1 — 2, obtenemos que la contribucién de estos dos términos es finita y vale
11111; DHG(JXI y JX:) = hm D]zG(X] 3 JX:)

[lefz 29 P - g3 + 20203 ;%92 (P - 13 ) (117)
1
(7 (2 = £2)(? = 63) + 2(22 + %2)?)

4
+ 8A(z2 + ¥2)?)

Para los restantes términos tenemos

1 o 1 e g1
DnGUan)=;;FﬁﬁL’ﬁ”%m‘—hzf—ﬂﬁﬁmﬁh%ﬁ’—A’V

1
— 4A (A% + A?
( y Z)] X [l4f1—lf2—2(gl—l _g.;l + A2y+ Azz]S (118)
1 2A
an? ((f7 - £ )0t — 95 1) + A%y + A%)?

Asi, quitando las divergencias con el mismo procedimiento que el usado en "7, la

parte finita de < Tyo >js,54 resulta:

< Too >3s,3A = A lll_lg Dy2Gis 3a (x1,x2)

242 I, A 242 - 2L (119)
i <To> Az (BN 55

=< Tpo > +
donde
< Too >= 55l(ag)B + (b~ )4 +(C - D))
a= 34 - 3Ly b=m),[f, — 4L oLy

¢ = (i - 38 vl (L) - (L))
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B=A2-B; C=2AB-C; D=B*-24AC-D

ne "t n on

A=}t - L) B=}[ + L - 358
C=,‘?[ﬂyT f,— (f—f—ﬂ—f—,,', )]

v v v " " e mn
D= sfsllfy + f = 45 — ) - )+ B A7)

" on

E=7tnlfeg +ff 9 +92f*+ fof'q]

2 a
Loa D=L 0] LgA( 422

= [fg+2(y +2)°P

Podemos ver entonces que al valor de < Ty > sin identificacién antipodal se le agregan
nuevos términos que dependen para cada clase de observador de sus respectivos mapas
analiticos f y g. En el caso particular del observador de Rindler (f = le®*; g = le®") para

el que la densidad de energia que corresponde a un espectro planckiano con temperatura

T =a/2x es

w2 T4
T =
IR T
tenemos que
< 1Bo:>§g:ﬂr” =< Too > +'<:j}o >
2m4 2 120
_rT 4+ 2T 4a£[ + 3Ae%¢ 4 128(y + 2) (120)
30 120 [e2e + 21-2(y + z)?)3

El valor de < Ty >j,5,3,ao también puede ser calculado mediante un procedimiento

analogo, resultando, en el caso en que f, g corresponden a un observador de Rindler, que

e4a£

4

a
T > =< T - 8af(q9 _ S2a¢
< oSJ.A =< 1go > + 2 <100>+161re (3 ‘%)

4atl? J2at 14 sinh® a(¢ — ) + I*sinh? a(¢ + 1) + 41%(y? + 2?)
72 [41? sinh a(é — n)sinh a(é + ) + 4(y? + 22))3

(121)
+
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IV.8. Propiedades térmicas de las funciones de Green para observadores de

Rindler rotantes

Mencionamos, por tdltimo y brevemente, los resultados para el caso del observador
de Rindler rotante. En la seccién IV.4 hemos definido [ecs. (92), (93), (94), (95), (96) ¥y
(97) ] la transformacién antipodal para un observador que rota con velocidad angular .
Usando dichas ecuaciones encontramos las expresiones para cada uno de los sumandos de

la funcion de Green con identificacion antipodal completa. Ellos son:

1
G"‘(xl,xz) = e(v1te) | e(vatva) _ ca(uites) _ a(vitua) + Z(eh:u, + 2™ 4 26°("‘+”‘))

) 1
(co:;2 6, + sin’ 6, sin’[tpl + — (e — €e%"1)]) + = (e?™¥? 4 e?v2 4 2e°(“’+"))

2 4
(cos? 8, + sin® 8, sin®[p, + %(e‘“" —e*™)]) - %(e"(“‘““") + e(v1tv3)

Q
+ e2(1+3) 1 ea(*1472))(5in 4, sin 6, sinfp; + 3 (€% — )] sinpy

+ %(e‘“" — €%"?)} + cos 6, cos b;)

G"’(Jx;,xz) — e—a(u1+v|) + ea(u;+v;) _ ea(—u,+u,) _ ea(—v1+uz) + %(8—20141 + e—2am
+ 2e—"‘("‘+"‘))(cos2 6, + sin? 6, sin® [e1 + g—(e—‘“1 —e %)) + %(ez‘“" + e2avs
+ 2e(#3+93))(cos? 0, + sin? 8, sin’[p, + %(e‘"" — e""?)]) — -;—(e"(“’_“‘)
+ e(va—w1) 4 ga(—vitua) 4 e°(—"+"’))(— sin 6, sin @, sin[p; + Q(e—""' — e "))

2

sinfps + s—;—(e‘"" — €e*?)] — cos 6, cos 6;)

GV (xy,Txp) = ex(v1tvr) 4 e~ o(vatva) _ eax(vi—va) _ galvi-ui) 4 1(ez"““ + 2o
+ 2e"'(""*""))(cozs2 6, + sin? 6, sinz[ga, + %(e‘"“ —e™)]) + }1(6_2‘“’ + e~ 2avs
+ 2e_':”(“’+’”))(cos2 0, + sin’ 8, sin®[p, + %(e—‘"" — e ")) — %(e"(“'_"’)
4 e(v1mva) 4 ealvi—ua) 4 e"("—"’))(— sin 0, sin 8, sin[p; + %(e"""‘1 — e“"))
sin[p2 + %(e—au’ — €7 %"?)] — cos 6, cos 6,)
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G“I(Jxl,sz) = e~2(v1tn) 4 o-a(uates) _ o—a(uitvi) _ —a(vi+ua) + -1—(6_20“‘ + e~2am

0 1
+ 2e7(m1+91))(cog? §; + sin® 6, sin’[p; + E(e_‘"“ —-e ")) + 4—(e_2‘"‘z + e~ %am

2

0
4 e7o(vatma) 4 gmalvatua) 4 e_°‘("‘+"’))(sin 6, sin 6, sin[p, + E(e"‘"“ — e "))

+ 2e—a(uz+vz))(cos2 02 + sin2 6, Si!‘lz[(pz + g(e—au; — e~ V3 )]) _ %(e—a(u;+u,)

Q
sin[pz + E(e_‘“’ — €7 7?)] 4 cos 0, cos 0;)

Reemplazando t — i7 en cada uno de los sumandos resulta:
1
G (x1,x3) = €297 4 €™ — 229"V cosaAT + §e2‘"‘ (1 + cos 2ar;)
2 . 2 . 2 e 2ary ¢ 1 2ar

{cos* 6, + sin® 6, sin®[p; + iQe* sinaTy]} + 3¢ (1 + cos2ar,)
{cos? 8, + sin? 8, sin®[p; + i€’ sin aty]} — e2(aritra)
[cos a(m1 + T2) + cos aAT]{sin b, sin 0, sin[p; + (e sin ar, )]
sinfpy + 12(e®" sin aty)] + cos ) cos b, }

1
G (JIx;,xz) = e72%™ 4 29T _ 2¢O cos a1y + T2) + Ee_zc"‘ [1 + cos(—2am]

{cos® 8; + sin® 8, sin’[p; + ie "2 sinan |} + %ezc"’(l + cos 2aT;)
{cos? 8, + sin? 8, sin®[p, + iNe?*"? sinar,]} — e¥(~e1~T3)
[cos{—a(m1 + T2)} + cos(—aAT)]{— sin b, sin 82 sin[p, + 1(e™ " sin[—ar])]

sin[p, + t(e*™ sin ary)] — cos 6, cos 6,}

1
G (x,Jxz) = €29 4 e72am _ 9201712 s a AT + Eeh" (1 + cos2am)

{cos? 8, + sin? 8, sin®[p, + iNle’*" sinan |} + %e—z"""(l + cos{—2at;})
{cos? 8, + sin? 8, sin®[p; + 1Ne 2" sin(—aT;)]} — e2a(ri—ra)
[cos a(Ty + T2) + cos aAT]{— sin 6, sin 8; sin[p; + 10(e2*™ sin(a™; )]

—2ar;

sinfp, + ifle sin(—ar;)] — cos 8 cos 6, }
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G~ 1(Jx;,Jx;) = e729M 4 e72am2 _ 2e~2a(n+m3) oo _aAT) + %e_zarl(l + cos[—2am])
. . v —ary - 1
{cos? 8, + sin’ 8, sin’[p; + ile™ " sin(—am, )]} + 56_2‘”’(1 + cos[—2am;])
{cos? 0, + sin® 0, sin®[p; + ile™ " sin(—aT, )|} — e~ (172
[cos a(m1 + T2) + cos(—aAT)]{sin b, sin 8, sin[p; + ile™ " sin(—an, )]

sin[p, + iQe ™" sin(—aT;)] + cos 6, cos 6, }

Se ve entonces que el periodo de la funcion de Green identificada Gjs ja sigue siendo
f = 2n/a (el mismo que para la funcién de Green ordinaria) y no 3/2. Esto se debe a las
exponenciales en r; y r» que aparecen multiplicando a las funciones periédicas en 7. Lo

mismo vale para la transformacion J,.

Si se escribe el operador D;; en las coordenadas del sistema rotante

Diz = B4, O, + By, B0, + %([% sin 6 sin (04,0, ) + -2%510_’::)—1:%601
s oty Bl 08 sin (@, 80,) + B,
(oot o)ty ool + [ eoe a0+ 00) = S0
(3 eos0(0n, +8,) ~ 25202

y se aplica a Gjs ja se obtiene < Ty >jys3a. No transcribimos la expresién resultante
debido a que no presenta particularidades novedosas. El tnico resultado interesante para
el observador rotante es que las funciones de Green tienen periodo 8 y no —como en la

variedad de Schwarzschild— periodo §/2.
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IV.9 Conclusiones

La formulacién de la TQC en ET curvos o desde sistemas acelerados viene con-
tribuyendo desde hace mucho tiempo a mostrar aspectos no esperados en principio de
la teoria de campos en el espacio de Minkowski: la posibilidad para una dada teoria de
tener distintos estados de vacio relevantes y bien definidos y la presencia de caracteristicas
estadisticas propias, intrinsecas, como temperatura y entropia, que provienen de la estruc-
tura no trivial del ET. Pero se ha conjeturado mas recientemente que los cambios en la
topologia podrian modificar los resultados ya establecidos y aclarar su interpretacion. La
modificacion de la topologia de la parte espacial del ET ha sido estudiada profundamente
y se sabe que s6lo influye en la parte espacial de la base de frecuencias positivas y negativas
de soluciones de la ecuacion de campo y en el valor de la energia de vacio (efecto Casimir).
Pero la modificacion de la topologia del ET produce cambios mas drasticos. En particular,
la modificacién producida al identificar las antipodas ha sido estudiada en agujeros negros,

en el ET de deSitter y en el ET de anti deSitter.

En el primer caso, se ha encontrado [%%) que, contrariamente a lo que sucede en el
agujero negro eterno de la geometria de Schwarzschild-Kruskal en la que cada masa puntual
produce una separacion del universo en dos regiones —el mundo real y su copia especular
inaccesible—, la identificacién antipodal elimina el wormhole pero al precio de tener una
base de soluciones para la ecuacion de campo cuyos elementos tienen norma nula. La
funcién de Green antipodal simétrica resulta tener, haciendo ¢ — i7, el mismo periodo
B (B = 8rM, M la masa fuente en Schwarzschild) que la funcién de Green usual. La
antipodal con singularidad coénica es, en cambio, también periddica en 3/2. Sin embargo,
si bien es posible estudiar las funciones de Green aunque no exista una base “sin problemas”
ante la simetria discreta de identificacion (no es necesario que el vacio cuantico respete las
simetrias de la teoria clasica, que en este caso son las simetrias de la variedad) no es posible
dar una interpretacion térmica en la variedad identificada ni por J ni por J, (funciones

andlogas a nuestras ecuaciones (90) y (91) ) debido a la norma nula de los autovectores.

La identificacién antipodal en el ET de deSitter [®®] da funciones de Green periédicas en

By en §/2 tanto parala transformacion J como parala J, —-para deSitter, F es 8 = 27/3/A
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con A la constante cosmologica~. También aqui esta prohibida la interpretacion térmica ya
que se repiten los problemas del caso anterior al intentar construir un espacio de Fock con
simetria antipodal. Si se calcula el valor de < ¢? > con una base sin esta simetria, resulta
diferir en un factor 2 de su valor ordinario. Por su parte, las modificaciones introducidas

al < T,, > por la identificacion se anulan para campos invariantes conformes.

Contrariamente a lo que sucede en el ET de deSitter y para agujeros negros, la trans-
formacién J en el ET de anti-deSitter —que no tiene horizontes— preserva la orientaciéon
temporal. Como consecuencia de esto, es posible definir en este caso bases de frecuencias
positiva y negativa habiendo realizado la identificacién ya que la funciones de onda no

resultan de norma nula (78]

En nuestro trabajo, hemos estudiado el espacio de Rindler que, tanto como la variedad
de Schwarzschild-Kruskal, tiene horizontes de eventos. En términos de los mapas analiticos
podemos decir que las singularidades reales del mapa determinan las regiones asintéticas
del ET. Cada singularidad real tiene una temperatura asociada (™3 y, en particular, los
puntos criticos determinan los horizontes. Para cubrir todo el espacio de Minkowski son
necesarias cuatro cartas de Rindler tal como son necesarias cuatro cartas de Kruskal para
cubrir todo el espacio de Schwarzschild. En la interpretacion usual, los puntos antipodales
P y P’ son fisicamente distintos; son eventos causalmente desconectados. Tal como en el
ET de un agujero negro la topologia es la de un wormhole, en Rindler también tenemos
el “mundo real” que corresponde a |u| > 0 y su imagen reflejada que resulta inaccesi-
ble. En la interpretacion eliptica, en cambio, las antipodas estdn identificadas y resulta
haber un solo mundo tal como sucede en la interpretacion de Schrodinger de la métrica
de Schwarzschild. Pero igual que en esa variedad, el precio que debe pagarse por esto es
la pérdida de la distincién global entre pasado y futuro en la region interior al horizonte
(en todos los ejemplos, los problemas ocurren dentro del horizonte). Como consecuencia,
sobre las superficies globales de tipo espacial la orientacion del tiempo esta invertida en la
cuna izquierda respecto de la orientacién local en la cufia derecha. Entonces, igual que en
las oiras variedades en las que se ha realizado la identificacion y que tienen horizontes es-

tudiadas en la literatura, los campos simétricos frente a la transformacion antipodal tienen
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norma cero con respecto al producto interno de Klein-Gordon sobre secciones globales.
Pero tienen norma positiva no nula sobre el semiespacio con tiempo dirigido hacia el hori-
zonte futuro y norma negativa no nula sobre el semiespacio dirigido hacia el pasado. Asi,
las particulas y antiparticulas pueden definirse sin problemas sobre cada semiespacio con
roles conjugados en uno respecto del otro. Recordemos que la eleccion de una topologia
se traduce en la eleccion de las condiciones de contorno para los campos sobre el hori-
zonte y, en consecuencia, en su definicién sobre la variedad global. Nuestras condiciones
de contorno simétricas frente a la transformacion antipodal corresponden, asi pensado, a
una eleccién particular de las condiciones de contorno. Como hemos senalado en la seccion
IV.2, no hacer la identificacion conduce a una teoria que admite campos de frecuencia pos-
itiva en una mitad del espacio de Minkowski y que son nulos en la otra y viceversa. Pero
son también admisibles otras elecciones de prolongacién analitica a través del horizonte
que dan en cada caso condiciones de contorno distintas y, en consecuencia, espacios de
Fock diferentes. La identificacién antipodal J y la refleccion J, que aqui hemos tratado
son ejemplo de ello; en presencia de horizontes, el vacio que respeta la simetria resulta de
norma nula. Cuando los horizontes no existen (x4 = +00; u_ = —o0, seccién 1V.4) puede
verse que la transformacion antipodal revierte la orientacion espacial pero no invierte el
sentido del tiempo por lo que éste puede ser definido globalmente sobre la variedad eliptica
y no aparecen elementos del espacio de Fock con norma nula. Lo mismo ocurre en la
variedad de anti-deSitter, que tampoco tiene horizontes. Relacionamos asi los problemas
para la construccién de una base de Fock que respete las simetrias discretas de la variedad

con la presencia de horizontes.

Nuestra simetria discreta puede implementarse sin problemas a nivel de los operadores
de campo tomando como estado fundamental al vacio habitual no simétrico ya que, como
se ha dicliu, no es necesario que el vacio cuantico tenga las simetrias del ET. En el caso de
un agujero negro, debido a la simetria esférica de la variedad de Schwarzschild, resultaban
funciones de Gicen que —ademas de ser periédicas en tiempo imaginario con periodo § =
8w M- lo eran también con periodo 3/2. En la variedad eliptica de Rindler, hemos visto

que debido a la falta de simetria esférica, las funciones de Green G; y G;_ simétricas ante
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la transformacién antipodal y reflexién J y J, respectivamente, tienen ambas el mismo
periodo 8 = 2x/a igual, por otra parte, al periodo de la funcién de Green ordinaria.
Relacionamos entonces la periodicidad en /2 con la simetria esférica de la variedad. Pero
hemos encontrado una nueva propiedad de la funcién de Green: en la variedad de Rindler
identificada, la funcion de Green simétrica que corresponde el observador con aceleracién
a coincide con la que corresponde al observador que lleva aceleracion —a, al contrario de

lo que sucede con la funcion de Green ordinaria y en el espacio sin identificar.

Finalmente, usando la base de Fock ordinaria, hemos calculado los términos que se
agregan, al cambiar la topologia, al valor de expectacion de vacio renormalizado del tensor

de energia-impulso.
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CAPITULO V

CONCLUSIONES

Utilizando métodos de la geometria diferencial hemos encontrado densidades lagran-
gianas que —bajo hipotesis muy generales y evitando las constantes con dimensiones-
pueden dar cuenta del comportamiento del campo gravitatorio y que contienen a la Re-
latividad General. En nuestra extensién del teorema de Weyl, demostramos la unicidad
del lagrangiano de las teorias semicldsicas y cual es ]la forma en que deben acoplarse en
forma clasica los campos bosénicos de materia. Mostramos que no es necesario pedir que el
lagrangiano del electromagnetismo en un fondo curvo sea invariante de gauge por el grupo
U(1) ya que esta invariancia se deriva de la de las ecuaciones de campo. Hemos realizado

también un estudio de las propiedades cuanticas de los lagrangianos obtenidos.

Nos hemos ocupado luego, también con métodos geométricos, de la forma de las
fuentes cuaénticas para las ecuaciones de Einstein. En particular, de] valor de expectacién
de vacio del campo escalar al cuadrado. Hemos reencontrado con nuestros procedimientos
los resultados para cuatro dimensiones de la literatura y los hemos extendido al caso de
seis dimensiones (como ejemplo de la forma general para dimensiones pares) hallando una
variedad de nuevos elementos para representar las propiedades de la materia en regiones
de alta curvatura. Las complicaciones matematicas que aparecieron en este desarrollo

impidieron una aplicacién mas concreta de los resultados obtenidos.

Por 1iltimo, hemos estudiado las consecuencias de los cambios de topologia sobre la
Teoria Cuantica de Campos. En particular, hallamos las soluciones de las ecuaciones de
campo, !as funciones de Green y el valor de expectacion de vacio del tensor de energia

impulso renormalizado para la teoria de campos vista desde un sistema de referencia con
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aceleraciones cualesquiera (en cuatro dimensiones) al realizar distintas identificaciones an-
tipodales. Comparando con otros casos estudiados en la literatura pudimos relacionar
el problema de la norma nula de los elementos de la base de Fock con la presencia de
horizontes de eventos en el espacio tiempo. Encontramos también que la periodicidad
de las funciones de Green en variedades sobre las que se habia realizado la identificacion
antipodal esta relacionada con la existencia o no de simétria esférica. Otra propiedad en-
contrada relaciona a los observadores de Rindler con aceleraciones contrarias en espacios

identificados, cosa que no ocurre en los espacios sin identificar.

La continuacion del programa aqui desarrollado nos lleva a buscar la inclusiéon de
campos de spin semientero entre los elementos con que deben construirse las densidades
lagrangianas si queremos que tanto la gravedad como la materia sean tratadas en igualdad
de condiciones y con métodos geométricos. En este sentido, la supergravedad ha sido un
intento y en la actualidad, las teorias de supercuerdas siguen el camino de la unificacién.
Si en cambio nos mantenemos dentro del marco de las teorias semiclasicas, se podria

proponer repetir el calculo expuesto en el capitulo III para < ¢? >""

, pero ahora con el
< TH¥ >Te" esperando que las complicaciones matematicas no sean agobiantes. En lo que
a la topologia se refiere, ya estudiados los efectos de las modificaciones por identificacion
en variedades curvas, el paso siguiente se orienta en el sentido de considerarla una variable

que debe también ella ser cuantificada.
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Fig. 1. Linea de mundo del observador de Rindler con aceleracion a=constante y cuadrivelocidad u. I=R

es la cuiia derecha, III=L es la cuiia isquierda.
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