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Introduccidon

G. Corach, H. Porta y L. Recht estudiaron en detalle el conjunto de proyectores y
el conjunto de elementos inversibles, autoadjuntos de un dlgebra C*, desde el punto de
vista de la geometria diferencial, ([1], [2]).

Por otro lado Man-Duen Choi estudié, en [7], la nocién de cocuadrado de un ele-
mento inversible del espacio L(H), donde H es un espacio de Hilbert. Si a € L(H) es
inversible, su cocuadrado se define como a~'*a. Es facil ver que a es normal si y sélo
si su cocuadrado es unitario.

El conjunto de proyectores {p € A : p> = p} se puede ver, mediante la aplicacién
p — 2p—1= ¢, como el conjunto de reflexiones de A, {¢ € A : €2 = 1}, es decir
como el conjunto de raices cuadradas de la identidad. También si a es inversible y
autoadjunto, el cocuadrado de a, a~!*a, es igual a la identidad y entonces el conjunto
{a€ A:a*=ay a esinversible} es el conjunto de las co-raices de la identidad.

Aqui se generalizaran los resultados obtenidos en [1] y [2], estudiando los conjuntos
Q={s€cA:s =0}y N,={a€A:a'a =0}, donde A es un ilgebra
C*, y o es un elemento inversible de A. observemos que para ¢ = 1 estos son los
conjuntos estudiados por G. Corach, H. Porta y L. Recht en [1] y [2], (ver Apéndice).
Adaptando las técnicas desarrolladas en los trabajos mencionados, obtenemos una serie

de resultados que describiremos sucintamente.

Fijado o € A inversible consideramos
Q={secA:s’=0}), A, ={ac A: a0 =o0a}

y G, el grupo de inversibles de A,. @ esta contenido en A, , donde trabajaremos de
aqui en adelante. Notemos que o pertenece al centro de A,. Podemos desde ahora

suponer, sin pérdida de generalidad, que o pertenece al centro del dlgebra. Se define

1. que resulta diferenciable y

una accién a izquierda L, de G, en @, Lys = gsg™
localmente transitiva.

Fijado un s € Q, definimos una aplicaciéon p : G, — Q, como

p(g) = Lys = gsg™".



La érbita de s, p(G,), resulta abierta y cerrada, y p admite secciones locales. Se
prueba que Q es una variedad diferenciable.
El grupo de isotropia de s, I, = {g € G, : Lys = s}, es un subgrupo cerrado de

G,. I, operaen G, por traslacion:

R:I,xG, — G,
(t,9) — Ru(g) = gt.

Esta operacién no tiene puntos fijos. (G,,Q,p) resulta un espacio homogéneo de
Banach, a fortiori, un fibrado principal localmente trivial, con grupo estructural I,.
Se define un complemento natural de J, ,( el dlgebra de Lie de I, ), H,, que verifica:
i) A, =J,0H,
i) tH,t"!' =H, vtel,
iii) (Tp)ily, : Hs — (TQ), es un isomorfismo.

Resulta (G, ,Q,p) un espacio homogéneo reductivo.
A partir de H,, se define una distribuciéon de subespacios horizontales en G, : si

g € G, definimos
Ha,g =gH,

y el espacio de vectores verticales en g como
Vo ={X € A, : (Tp)y(X) = 0}.

Se verifica que V; =gJ, y V,®H, , = A, .

La conexion asi definida es diferenciable e I, -equivariante:
Hogi=Hog Vi€l

Se demuestra entonces la existencia de levantadas horizontales de curvas en Q:
si v es una curva en Q la levantada horizontal de v, T', que verifica I'(0) = 1 es la
solucion del problema . 1

{ L() = 5t (BT(2)
ro)=1

(“ecuacién de transporte asociada a v”).



La existencia de levantadas horizontales nos permite definir la derivada covariante
de un campo en una direccién tangente y de un campo a lo largo de una curva, transporte
paralelo y geodésicas. Se prueba que si X € (T'Q),, y v es una curva en Q, v es

geodésica si
-1
y(t) =X s,

Ademis ésta es la tnica geodésica tal que y(0) =s y 7(0) = X .

Como Q C G, , cada s € Q admite una descomposicion polar
s=A%p

con A >0 y p unitario. A partir de aqui consideramos ¢ unitario. Se verifica entonces
quesi s € G, y 8 = A%p es su descomposicién polar, entonces s € Q siy sélosi p?> = o
y pPA=2"1p.

Consideremos el conjunto P = {p € Q : p* = p~'}, de elementos unitarios de Q.

Teniendo en cuenta la proposicion anterior podemos definir la aplicaciéon
T:Q— P m(s)=p

donde s = A%2p, con A >0 y p unitario.

Si consideramos una representacion de A en el espacio de operadores L(E), con
E un espacio de Hilbert, cada p € P determina una forma bilineal:

B,(z,y) = (pz,y) =z,y€E
La fibra de p, Q, = m~(p), se caracteriza como
Q,={AA' : A >0y B,-unitario}.
El espacio tangente a Q) en p es
(TQ), = {X € 4, : Xp=—pX}

que se descompone como
(TQ), =(TP),® N,
donde
N,={X€e(TQ), : X" =—-o"'X}.
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La aplicacién exponencial & del fibrado tangente (T'Q) en Q es
8(s,X)=¢e¥"""s s€Q, Xe(TQ),

y se verifica que ® es un difeomorfismo de N sobre Q y @, = ®(p,N,).

Se estudia a continuacién el grupo de elementos B, -unitarios y se caracteriza su
accion sobre la fibra Q,.

Se define una métrica de Finsler en Q de la siguiente forma: si X € (T'Q),
X1, = [IAT XA

donde s = A%p con A > 0.

La norma || ||, es una norma natural de operadores para los elementos de A4, ,
definiendo en FE el producto interno

(z,9)s =(A"'z,A7'y) z,y€E.

Si @ € A, , la norma de a como operador con el producto ( , ), coincide con ||al|,.
Ademas la métrica de Finsler es invariante para los elementos B, -unitarios.

Se demuestra que la aplicacion tangente de m no aumenta las normas
I(T=),(X)Il, < lIX[l, X €(TQ),-
Se obtiene un resultado adicional en la demostracion de este hecho:
2|T|| < ||STS + S7'TS7|

donde T es un operadoren L(H) y S es la parte positiva de un operador de cuadrado
unitario. Esta desigualdad se generaliza y vale

2||T|| < ||STS + S~1*TS~*||

con T € L(H) y S inversible, ([13]).

Finalmente se define la longitud de una curva 4 en Q como

L(v) = / 11 dt

4



y se estudian las propiedades métricas de las geodésicas.

Tenemos los siguientes resultados: Dados py y p1 en Q, existe una tnica geodésica
contenida en Q, que los une. Ademas si s € Q,, la geodésica que une s y p esla
curva mas corta en Q que une estos puntos,y dados s y r en Q, de todas las curvas
contenidas en @, que unen estos puntos la mads corta es la geodésica de extremos s y
.

Estos resultados se detallan en los capitulos 2 y 3. En los capitulos 4 y 5 se estudian
propiedades similares para las co-raices de ¢, con ¢ un elemento unitario de A. En
el capitulo 1 se exponen resultados generales sobre espacios homogéneos reductivos de
Banach.



CAPITULO 1

Espacios homogéneos de Banach

En este capitulo se detallaran resultados generales sobre espacios homogéneos de
Banach. A denotara un ilgebra de Banach con unidad y G el grupo de elementos
inversibles de A. Consideraremos una variedad C*, @, modelada en espacios de
Banach. Se puede probar que G resulta un grupo de Lie. (3.14 de [8]).

Definiremos a continuacién la nocién de espacio homogéneo de Banach. Supon-
dremos dada una accién a izquierda L,de G en Q:

L:GxQ—Q
(9’5)_’1195

de clase C*°, que satisface:
i) Ly =Idg 9,9 €G,
ii) LgLy = Lgg ,
i) L es localmente transitiva, es decir que para todo ¢ € @, existe un entorno U de

g tal que si ¢' € U, existe g € G con Lyg=¢'.

Observemos que de la propiedad iii) se deduce que la 6rbita de cada ¢ € Q,
{Lyeg € G}, es abierta.

Parae € Q,I, denotara el grupo de isotropia de ¢
I, ={9€G:Lje=c¢}.

I, resulta un subgrupo cerrado de G y supondremos ademas que I, es subvariedad
de G. Si € = Lye, entonces resulta I, = gI,g~!. J, indicara el espacio tangente a

I, en la identidad. J, resulta cerrado por el corchete [a,b] = ab— ba, a,b € J,, que
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convierte a 7, en un algebra de Lie. Mas ain pediremos que J, sea una subalgebra
de A, con grupo de inversibles I, .

(G, Q) es un espacio homogéneo de Banach.

Como ejemplo de esta estructura tenemos las reflexionesen 4, Q = {e € A:¢e? =
1} y la accién sobre Q dadapor L:Gx A — A, L,(¢) = geg™' . Q se puede pensar

v . . . . 1
también como el conjunto de proyectores en A, mediante la aplicacion ¢ — ‘; ,

que manda cada reflexién en un proyector. Este ejemplo fue estudiado detalladamente
en (1] y [2].

Reductividad

Fijado ¢ € Q, definimos la aplicacién p : G — Q dada por p(g) = Lse . La
imagen p(G) = Q. es la orbita de ¢, que resulta ser una variedad pues es un abierto
de Q.

De aqui en adelante consideraremos ¢ fijo y trabajaremos en Q. , que, por abuso
de notacion, llamaremos Q.

I, opera a derecha en G, por traslacién:

R:I,XG—;G
R(i,g)=Ri(g)=gi i€l ,g€eG.

Esta operacion no tiene puntos fijos y luego la accién es libre.

I, es simplemente transitivo en p~!({e'}).

En efecto p~({e'}) = gI. ,donde Lye =¢' : p7}({e'}) ={h € G: Li(c') = ¢'}.
Si h € p~*({¢'}) : Lu(e) =¢'. Entonces Ly(e) = Lge y luego L,-1,6 = &. Tenemos
entonces g~ 'h € I, o bien h € gI,.

Reciprocamentesi h € gI, entonces g~'h € I, ,luego L,-1,6 =€ obien Lye =¢'.

Haremos ahora la siguiente hipétesis :
H) Existe un subespacio cerrado H, tal que :

i) A=J.®&H,,
i) M2 =M, para todo i€ I,

iii) (Tp)ily, :M.— (TQ). es un isomorfismo vectorial topolégico.
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OBSERVACION : Siempre vale que J, estd contenido en ker(Tp), puessi X € 7.,
considerando 7(t) una curva en I, tal que ¥(0) =1 y ¥(0) = X y como p(7(t)) =€
para cualquier t, derivando en t = 0, obtenemos (T'’p);(X) = 0. La condicién iii)

garantiza la igualdad.

TEOREMA 1.1 : Para cada ' € Q existe una seccién local de p en €', es decir existe
P

un entorno U de ¢' y una aplicacién C*®, § , § : U — G tal que pb|ly = idy .

Demostracién : Construiremos una seccién local en un entorno de ¢, a partir de la

cual se deducen las demas.

(Tp.); es un epimorfismo directo ya que es una aplicacién sobreyectiva. El com-
plemento de ker(Tp.), es H.,y (Tp.)1 : He — (T'Q). es un isomorfismo. Aplicando
II 5.6 de [8], se deduce la existencia de una seccién local §, en un entorno de ¢, U,
§ : U — G con pély = idy, pues como p(1) = ¢ y (Tp); es un epimorfismo di-
recto, existen entornos U, de 1, U; C G, Uy de 0 y V, de ¢ y un difeomorfismo
€ : Uy xV, — U, tal que pf(z,y) = y para todo (z,y) € Uy x V., con £(0,¢) = 1.
Tomando § = £(0,y), & es un difeomorfismo, § : V, — U, tal que pé(y) = y para
todo ye V., y 8(e) = £(0,e) = 1.

Sea ahora ¢’ = Lge y l; : G — G es la multiplicacién a izquierda por g.

Se verifica que

p=Lgopoly
o bien

poly=Lgop

pues Ljopol,_1(h) = Lgop(g~*h) = LyLy-14(c) = Lp(e) = p(k). Tomemos U, = LU
como entorno de ¢' y

§'=1lgob0oLy
Entonces §' : U,y — G es una seccién local de p en €', tal que §'(¢') = g, pues si
7 €Uy, r=L4(s'),con s' €U y p§'(r) =polyoboLys (r)=Lygp8L,-1(Lys') =
Lypb(s')=Lys' =71y &'(e') =138 Ly-1(e') =1, 8(e) = Lyl = g.

OBSERVACION: Notemos que dado g € G, tomando Lye = ¢', podemos construir una
seccién local § de p, en un entorno de €' con §(¢') =g.

Denotaremos

K. = (Tp)ily,) "

8



Resulta K, : (TQ). — H..
CoRrOLARIO 1.2: (G,Q,I.) es un fibrado principal.

Demostraciéon: Sabemos que I, actia libremente sobre G, a derecha, Q resulta ser
el cociente G/I, y p es diferenciable. Veamos que G es localmente trivial.

Sea ¢' € Q tal que ¢' = Lge. Llamemos §, a la seccion definida en 1.1, con
b : U — G, bg(¢) = 1, U entorno de ¢, y en general §; : LU — G con
64(Lgye) = g. Definimos la siguiente aplicacion:

Y :p Y (Uy) — U x I, con Uy =L,U
h — (p(h), (6,p(g)) " R)

(64 p(h)) "'k € I pues de p(6gp(h)) = p(h) se deduce Ls pn)e = Lpe o bien
Lis, piap-re =€

¥ es inyectiva: si ¥(h) = ¥(h'), p(h) = p(h') y luego h = h'. 1 es sobreyectiva y
su inversa es la aplicacién definida por ¥~! : (¢",i) — 69(5") 1. Pues aplicando 3 y
%! sucesivamente, obtenemos h — (p(h), (8, p(h)) "'h) —> &, p(h)(é,p(h)) 'k =
h.

Ademas si lamamos ¢ a la segunda coordenada de 3, ¢ verifica ¢(hi) = @(h)i
para h € G,i € I, : @(hi) = [6,(hi)] 'hi = (6, Ly Lie) 'hi = (6,p(h)) *hi =
B(h)i.

Luego (G,Q,I.) es un fibrado principal. (cf. [9], pag. 50).

OBSERVACION: Dado ¢' = Lge se verifican

I, = gIeg_l

Ter = gjeg_1°

Veamos la primera igualdad: si h € I», entonces Lpe' =¢', 0 sea LyLge = Lye,
o bien L,-1,,6 =€ es decir g~'hg € I,, con lo cual vimos la inclusién g~'I..g C I, .
Anailogamente se deduce la otra inclusion.

LEMA 1.3: (Tp.), : gH.g7' — (TQ). es un isomorfismo.

9



Demostracién: Sea Autg : G — G la aplicacién definida por Autg(z) = gzg~t.

Tenemos que

Lyop, = po o Autg.
Diferenciando obtenemos
(TLy),(Tpe), = (Tpe), Autg

(TL,),(Tp.), Autg™" = (Tper),.

1

Restringiendo a gH,.g~! se sigue el resultado.

Teniendo en cuenta el lema 1.3, definimos M, = gH. g~ ! y

K, : (TQ)e’ — H,

K. = ((Tpe’)1|7-¢‘,)—1°

Observemos que K, = AutgK.(TLg-1),. Resulta entonces la siguiente

PROPOSICION 1.4: Dados €' y €' en Q. se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Autg
H, ——— H.

(TQ)e —— (TQ).r
(TLy),:

donde €" = Lge'.

Demostracién: El resultado se deduce del lema 1.3.

10



Conexién en @

Definimos a continuacién una conexién en (G,Q,I.) dando una distribucion de

subespacios horizontales en G: para cada g € G definimos
He.g =gH.

y V, ={X € A : (Tp)y(X) = 0} el espacio de vectores verticales en g. Tenemos

entonces
PROPOSICION 1.5: V,=9J, y A=H,,®V,.

Demostracion: Consideremos nuevamente el diagrama 1.1. Se verifica que

polgngop

o bien
p=Lgply-1.

Diferenciando en g obtenemos
(Tp)g = (TLy) (Tp)rly-1
de donde se deduce que V; = gI, yluego A=H, ,®V,.

PROPOSICION 1.6: La conexidn definida es diferenciable e I, -equivariante:
(Tri)y(He,g) = Heygi para todoi € I,
donde r; : G — G es la multiplicacion a derecha por .

Demostracién: Si T es la proyeccion sobre H, , paralela a V,, entonces la proyeccion

sobre H, ,, paralela a V,, estd dada por l; T'ry-1, que varia de manera diferenciable

con g.

11



Veamos la condicién de equivariancia: sea ¢ € I, entonces
(Tri)g =1
luego
T.’(th) = He'g‘l..

Pero por la condicién ii) de H) H, = iH,i~!, o bien M,z = iH, . Luego

H‘ogz = zH‘!Q = He,gi'

Recordemos que dada v : [—¢,6] — Q una curva C*, una levantada de v es
una curva I' : [—¢,6] — G, C* a trozos, que verifica p(I'(t)) = v(t), t € [—¢,€].
Como consecuencia de la existencia de secciones locales para p se deduce la exis-

tencia de levantadas de curvasen Q.

DEFINICION 1.7: Sea I' una levantada de v : [—e,6] — Q. T es una levantada
horizontal si T'(t) € Her(e) -

En el caso general, si (P ,M ,G) es un fibrado principal de proyeccién = : P — M
y conexién H , dada v : [0,1] — M una curva C® y p € 7~ !(v(0)) se demuestra
que existe una tnica levantada horizontal T, de v, que cumple I'(0) = p, (Ver [10]).

Ecuacién de transporte

A continuacién deducimos la ecuacion de transporte para una curva diferenciable
en Q.

Dada v : [—¢,6] — Q una curva diferenciable y I' su levantada horizontal tenemos

p(C(t)) = ~(2).

Diferenciando obtenemos

(TP)rey T(t) = 4(2).

12



Por otro lado, como vimos en 1.5

(TP)r(r) = (TLr(y), (TP)rlpe)-1-
Por consiguiente
(TLp(t))t(Tp)llp(t)-xF(t) = ‘)‘(t)

o bien
(TLry),(Tp) T ()T(E) = 4(2)

(Tp): T ())L(2) = (TLrey),” 7(D)-
Como I' es horizontal I'(t) € He,r(t), es decir ['~1(t)I'(t) € H. ; resulta entonces

I~ (8)D(t) = K(T L), 4(2)

pero por 1.3
K'y(t) = Autl‘(t)Ke(TLl"(t))e_
luego obtenemos la ecuacién

I(t) = Ky (7(1)T(2).

Reciprocamente, veamos que una solucién de esta ecuacién es horizontal. Tenemos

que

POT () = Ky(3(t) € Hogy = DML (1)

luego

F(t) € F(t)H, = Hc,I‘(t)-

Hemos obtenido la ecuacién de transporte asociada a ¥

(1) D(t) = Ky(1()T().

OBSERVACIONES: i) La ecuacién de transporte es una ecuacién diferencial ordinaria,
con coeficientes C™ . Luego fijada una condicién consistente existe una tinica solucién.

ii) Si para c € [—¢,¢] I'(c) € G entonces I'(t) € G para todo t € [—¢,¢]. Para ver
esto consideremos la ecuacién
A =-AC(t)
A(0) =T(¢)!

13



con C(t) = K.)(¥(t)). Entonces si A = AL resulta A=0.Luego A=A(0)=1y
entonces A =T,

TEOREMA 1.8: Dada v : [—¢,e] — Q una curva tal que v(0) = ¢ la solucién I' de
(1) tal que T'(0) = 1 verifica

Demostracién: Las curvas p(I'(t)) y «(t) verifican

)
{(P(I‘(t))) ¥(?)
(v(0)) = ~(0)

Luego coinciden para todo t € [—¢,¢].

Derivada covariante

La existencia de levantada horizontal nos permite definir la derivada covariante de
un campo en una direccién dada. Si X € (TQ)., e Y es un campo tangente C*, en
un entorno de ¢, procedemos de la siguiente manera.

Ajustamos una curva a X: consideramos v : [—e,6] — Q con 4(0) = ¢ y
¥(0) =

Resolvemos la ecuacion de transporte asociada a v. Tenemos asi Lp(ye = v(t).
Fijado un ¢, la aplicacién Lp(y) : @ — @ es un difeomorfismo y entonces

(TLr@y), : (TQ)e — (TQ)()

es inversible.
Consideremos Y (t) = (TLp(t))e_IY.,(,), entonces Y : [—¢,e] — (TQ), es difer-
enciable pues la conexién lo es, y luego podemos derivar Y (t).

Este procedimiento nos lleva a la siguiente definicién:

DEFINICION 1.9: Dado Y un campo en un entorno U de ¢ y X € (TQ), un vector

tangente, definimos la derivada covariante del campo Y en la direccién X como

d -1
DXY — 5(11.[/1"(t))¢ Y‘Y(t)|t=0
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donde v : [—e,e] — Q es una curva tal que ¥(0) =¢ y 4(0) = X,y T' es la tnica
levantada horizontal de v tal que T'(0) =1.
Observemos que DxY € (TQ). .

LEMA 1.10: La definicién de DxY no depende de la curva v considerada.

Demostracién: Para ver esto calculamos K,(DxY).

Sea z = K.X y seala aplicacién y : U — A definida por y = K./ (Y./).

Tenemos que

K. (TLr) ™ (Yar) = Autr-1 Ko Ya(r)
=T )y L'(2)-

Luego

K.(DxY) = %(F_l(t)yq(of‘(t))lt=0
=T(0)y. +y.[(0) + X -y
=X y+yez—zy,
=X y+[ve,7

pues F(O) = K.X =z;( X -y denota la derivada de la funcién y en la direccién X).

Hemos obtenido entonces

K.(DxY)=X-K(Y)+ K.Y, ,K.X]

de lo cual se deduce que la definicién de DxY no depende de la curva ~.

Observemos que el primer término de la expresiéon anterior corresponde a una
derivacion ordinaria de una funcidn con valores en A, y depende de los valores del
campo en un entorno del punto. Mientras que el segundo es de caracter tensorial.

Es facil ver que DxY verifica las propiedades que caracterizan a una derivada
covariante.

Definimos a continuacién la derivada covariante de un campo a lo largo de una

curva.
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DEFINICION 1.11: Sea v : [—¢,e] — Q una curva e Y; un campo tangente a lo
largo de v, es decir Y, € (TQ)~(r)- La derivada covariante de Y a lo largo de v es el

campo EY que verifica

d

D
KE(3Y) =4

KA(Y) + [Ko(Y), K5(3).

Transporte paralelo y geodésicas

DEFINICION 1.12: Sea vy una curvaen Q e Y un campo a lo largo de v. Decimos
que Y es paralelo a lo largo de v si

D

PROPOSICION 1.13: Y es paralelo a lo largo de v si y sélo si
Y= (TLI‘(t))eYO

donde I' es la inica levantada horizontal de vy tal que I'(0) =1 y ¢ = +(0).

Demostracion: Comprobemos primero que W, = (TLr(t))‘YO es paralelo a lo largo de

v . Teniamos que

Kyt)(TLr), = AutpKe.

Luego
d d
E(K—r(t)(TLr(t)),(Yo)) = d—t(Autr(t)Ke)
d

7 (TOKI ™ (1)Yo)

= T(t)K,.YoI'"(t) — T(t) K. Yo~} (t)[()T 7 (2)

= Ky(o(Y(1))T() K YoT ~1(2) — D(t) K. YoT =" (8) K (1) (7(t))
= K )(7(8)) Ky()(TLr(r)) Yo — Ky(1)(T Lr(yy) , Yo Ky (1)(7(t))

= —[K.Y(t)(TLp(g))eyo ) Ky(t)(‘.Y(t))]
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y por lo tanto

D
7 (TLp(t))eYo) =0.

La otra implicacién se deduce de la unicidad de solucién para una ecuacién ordinaria

con condicién inicial.

DEFINICION 1.14: Una curva v en Q se llama geodésica si ¥ es paralelo a lo largo
de v. Es decir si v verifica

& (Kyol) = o

TEOREMA 1.15: Sea vy una curvaen Q, v : [—¢,e] — Q; v es geodésica si y sélo
si
‘y(t) = L,x.(x)¢

donde e € Q y X € (TQ)..
Mas ain ésta es la tinica geoésica tal que v(0) =¢ y ¥(0) = X .

d
Demostracién: Tenemos E(K.y(t)("y(t))) = 0. Luego resulta K (;)(7(t)) = constante =
Ky0)(7(0)) = Ke(X).

Obtenemos la ecuacién de transporte

L(t) = K.(X)T(t)
r(o) =1

cuya solucién es I'(t) = e¥«(X) y (¢) = Lp(,ye de donde resulta el teorema.
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CAPITULO 2

El espacio de los elementos de cuadrado o

Q como espacio homogéneo de Banach

Sea A un algebra de Banach con 1 y G el grupo de inversibles de A. Fijado o
notaremos con A, a la subalgebra cerrada de los elementos de A que conmutan con

0, A, ={a € A:a0 = 0a} y G, al grupo de elementos inversibles de A, .

Sea Q el conjunto de elementos de A, de cuadrado igual a o, Q = {s € 4 :

1 1

2 =80 "y

s* = 0}. Todo elemento de Q es inversible y conmuta con o, pues s~

30 = 3% = 0s. Luego Q esta contenido en G,. Notemos que cuando o es la identidad

Q resulta el espacio de reflexiones de A, que también puede pensarse como el espacio
de proyectores de A. Este espacio ha sido estudiado en los trabajos [1] y [2] . Definimos

una accion a izquierda L, de G, en Q

L:G,xQ—Q
L(g)s) = Lg's =939_1 g€ Gcn s € Q

PROPOSICION 2.1: L es diferenciable y verifica
i) L =Idg,
ii) LyLy = Lyy 9,9 €G,,
i) L es localmente transitiva, es decir dado s € Q existe un entorno U, de s tal que

si 8' €U,, existe g € G, tal que Lys =s'.
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1+ 07 1ss'
Demostracion: Veamos iii) : sean s y ' € Q ysea g = ————, g € A,. Se

2
!
verifica que gs' = ste _ sg . Si s y s estin préximos g resulta inversible :

2
. Y n l+o7lss ,
consideremos la funcién ¢ : Q@ — A, dada por ¢(s') = — P continua

y ¢(s) =1 € G,. Dado V un entorno de 1, en G,, existe un entorno U, de s, en
1407 tss

2 es inversible. Resulta

Q, tal que ¢(U,) C V. Luego para s' € U, g =

entonces, g~'sg = s', o bien L,-1s=s'.

Fijado s € Q, definimos la aplicacion p : G, — @ como

P(9) = P(9) = Lgs = gsg™".
La érbita de s, p(G,), es abierta pues L es localmente transitiva: si s' € p(G,), existe
un entorno U de s' tal quesi r € U, existe g € G, tal que Lys' = r . Suponiendo
que 8' = Ly s, resulta 7 = LgLg 8 = Lggs y por lo tanto r € p(G,). Luego U estd
contenido en p(G,).
p(G,) es también cerrada: observemos que Q es la unién disjunta de las orbitas
y por lo tanto p,(Go) =@ — W, ¢,.(6,)Ps'(Go) es cerrada.

Tenemos entonces el siguiente
COROLARIO 2.2: La drbita de s, p(G,) es abierta y cerrada.

PROPOSICION 2.3: p admite secciones locales: dado s' € p(G,) existe un entorno U
de s' y una aplicacién § : U — G, tal que poé =1idy .

Demostracién: Observemos que este resultado es otra consecuencia de la transitividad

local de L : sabemos que existe un entorno U de s tal que si 8' € U existe g € G,

1 -1_.!
tal que Lys = s', o bien p(g) = s', con g7 = #; definiendo § : U — G,

como §(s') = g tenemos pé(s') = s', para s' € U. Si sy € p(G,) existe h € G,
tal que s = Lps. La aplicacion Lj : @ — Q es un isomorfismo. Luego, tomando
V = Ly(U), como entorno de 3¢ , [46L,-1 es una seccién local en un entorno V de
30, donde I, : G, — G, es la multiplicacién a izquierda por h: sea t € V = L,(U),
t = hs'h™! con s' € U, entonces p(I8Ly-1)(t) = plpé(s') = hé(s')sé8(s') 'h™1 =
Lpp(8(s')) = Lps' =1t.
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TEOREMA 2.4: Q es una variedad diferenciable.

Demostracién: Dado s € Q consideremos la aplicacién p, : G, — A, dada por
Ps(9) = Lgs = gsg™!. Calculemos la aplicaciéon tangente a p, en 1 : notemos que
(TG,); se identifica con 4, y por lo tanto (Tp,); : 4 — A,. Tomando g¢(t)
una curva en G,, con ¢g(0) = 1 y g(0) = X, se verifica p,(g(t)) = g(t)sg(t)™*.
Derivando, en t = 0, obtenemos (Tp,),(X) = [X,s] = Xs — sX. Calculando el
nicleo y el rango de (T'p,), obtenemos que ker(Tp,); = {X € A, : Xs = sX}
y rango(Tp,);, = {X € A, : X3 = —sX}. Verifiquemos la dltima igualdad: si
Y € rango((Tp,),), entonces existe X € A, tal que ¥ = Xs—3sX ,luego Ys = Xs? —
sXs = —(sXs—0X)= —sY. Reciprocamente, si Y es tal que Ys = —sY , tomemos
X = 1Ys7!, entonces (Tp,),(X) =Y, 0sea Y € rango((Tp,),). Ambos subespacios
son complementados, mas atn A, = ker((Tp,),) ® rango((Tp,),): si X € A,, X se

puede escribir como X = X, + X,, con X; € ker((Tp,),) y X2 € rango((Tp,),), ¥y
X +sXs™? X —sXs™!
—_—, Xy = ——.

2 2

Se verifica ademas que la aplicacién p, : G, — @, es abierta ( donde Q, =

resulta X; =

Ps(Go) esla orbita de s). Esto se deduce de la existencia de secciones locales: sea g €
G, y W un entorno de g; queremos ver que p(W) es un entorno de p(g) = gsg=! = s'.
Sabemos que existe un entorno U de s tal que § : U — G, es una seccion local en
8,8(s) =1y lg8Ly-r : Ly(U) — G, es una seccién local en s',y 1;6L,-1(s') = g.
Usando la continuidad de lgﬁL_;l, dado W entorno de g, existe V entorno de s',
V C Ly(U), tal que l6L;}(V) C W yluego V = po (l,6L;')(V) C p(W) como
queriamos.

Se deduce, aplicando la proposicién 1.5 de [3], que @, es una subvariedad de A, .

Resulta entonces que Q = 4),co @, es una variedad.

Podemos ahora calcular el espacio tangente a @, en s, y la aplicacién tangente a
p:G, — Q.
(TQ), ={X € A, : Xs=-sX}.

Para ver esto consideremos una curva ¥(f) en Q, tal que v(0) = s y 4(0) = X;
derivando en ¢ = 0 la expresién v(t)? = o, obtenemos Xs +sX = 0. Reciprocamente,
“iXt

si X € A, y Xs = —sX, tomando la curva y(t) = se’ , se verifica v(0) = s,

4(0) =X y y(t)? = se? ' XtgeeT Xt _ 2.7 Xt a7 Xt _ o
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La aplicacién tangente a p en 1 esta dada por

(Tph : Ao — (TQ), (TP = [X, ).

Llamemos I, al grupo de isotropia de s, es decir I, = {g € G, : Lgs =s8}. I, es
un subgrupo cerrado de G, . El dlgebra de Lie de I, es J, ={X € A, : Xs =sX}.

Is operaen G, por traslacion:

R:I,xG, — G,
(t,g) — Rt(g) = gt te In g € Ga-

Esta operacién no tiene puntos fijos : si R,(g) = g entonces gt = g. Luego t =1.

(G4, Q, p) resulta un espacio homogéneo de Banach, a fortiori, un fibrado principal
localmente trivial, con grupo estructural I,.

Reductividad

A continuacién definimos un complemento natural de 7, , que convierte a (G,, @, I,)
en un espacio homogenéo reductivo. Sea H, el subespacio definido por

H,={X €A, : Xs=-3X}.
Tenemos entonces:

PROPOSICION 2.5: Se verifica
1) Ao = Ja 57 Hl ’
i) tH,t™! =X, para todot€ I, ,

iii) (Tp)ily, : Hs — (TQ), es un isomorfismo.

Demostracién: Vimos la parte i) en el teorema anterior. Veamos ii): si X € H,,
t € I, resulta tXt7's = tXt 1stt™! = tXst™! = que tH,t™! estd incluido en H,,
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para cualquier ¢ € I,. Reciprocamentesi X € H,, X = tt"'Xtt™!, con t™' Xt € H,,
luego X € tH,T7?.

Para verificar iii) recordemos que (Tp);(X) = Xs — sX y que ker(Tp); = J,.
Luego si X € H, resulta (Tp);(X) = 2Xs. Entonces (Tphly, : H, — (TQ), es
biyectiva : es inyectiva pues s es inversible y si Y € (TQ),, tomando X = %Ys‘l ,
(Tp)i(X) =Y, pues como Ys=—-3sY, Xs=—sX.

Llamamos K, = ((Tp)lu‘)_l, K, : (TQ), — M, y K,(Y) = 3Ys7!. Resulta

entonces (G,,Q,I,) un espacio homogéneo reductivo.

Conexién en Q

Definimos ahora una conexién en @, dando una distribucién de subespacios hori-
zontales en G, : si g € G,

H,q =gH,.

Notemos que H,, = H,.

Definimos el espacio de vectores verticales en ¢ como

V, ={X € A, : (Tp),X = 0}.

LEMA 2.6: Vy=9J, y Vi®H, s =A,.
Demostracién: Se verifica que
Lgopolg_1 =p g€ G,
(recordemos que l; : G, — G, es la multiplicacién a izquierda por g) pues Lyopo

lg-1(h) = Lgyop(g~'h) = Ly(g~'hsh™g) = g(¢9” ' hsh~1g)g~! = hsh™! = p(h).

Diferenciando en g, obtenemos

(TLy),(TPhilg-+ = (Tp)g
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de donde se deduce que V, = ker(Tp); = g-Js ya que (TL,), es un isomorfismo; de
esto se obtiene que V, y M, , son complementarios.

PROPOSICION 2.7: La conexién definida es diferenciable e I, - equivariante. Esto es
(TT,‘)g (HJ.Q) = Ha.gi = Ha,gi Vi e I.

donde r; denota la multiplicacion a derecha por 1.

Demostracién: Teniendo en cuenta que V, = gJ,, si T es la proyeccién sobre M,

paralela a V), entonces la proyeccién sobre H, 4, paralela a V,, esta dada por lgoT o
ly-1, que varia de manera C*con g¢.

Veamos la condicién de I, -equivariancia:

M, gt =gH,i.Sitel, H,= iH,i"!, entonces gH,i = giH, = H, 4.

Levantada horizontal, derivada covariante y geodésicas

Como ya vimos, al ser (G,,Q,I,) un fibrado principal, dada v una curvaen Q y
g un punto en p~!({7(0)}) existe una unica levantada horizontal I' tal que I'(0) =gq.
Daremos a continuacion la ecuacién explicita de la cual I' es solucién.

TEOREMA 2.8: Dada v C @ una curva diferenciable, la levantada horizontal de v,
I', que verifica I'(0) = 1 es la solucién del problema

. 1, -1
" { f(t) = 53(th) T

ro) =1

Demostracién: Diferenciando la expresién p(I'(t)) = v(t) obtenemos

(Tp)rnI(t) = #(t).

Por otro lado sabemos que

(TP)r(ey = (TLr(yy), (TP)1 Ir(y)-1 (ver 2.6)
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luego
(TLryy), (TP)1 lpey-1 T(t) = 4(¢)

(TLry), (Tp) T(H) T D(t) = 4(2).

Como I'(t) es horizontal, I‘(t) € H,r@) = I'(t)H, . Luego F(t)‘lf‘(t) € H,, entonces

I(t)'I(t) = K,(TLre),  4(2)

I'(t) = T(t)K,(TLr(y), ' 9(t).

Por otro lado tenemos

Lyop, =p, o Autg

donde Autg : G, — G, estd definido por Autg(h) = ghg~! y p, :

ps(h) =hsh™l,y s' = g lsg.

Diferenciando obtenemos
(TLg).(TPa)1 = (Tp,), Autg

(TLyg),(Tp,), Autg™ = (Tpy),

luego
K, = Autg K,(TL,),”".

Reemplazando obtenemos
I'(t) = Ky (7(1))L(2)

o bien 1
£(t) = 33(0)v()) ' T().

Reciprocamente una solucién de esta ecuacion es horizontal:
[T~ = K,(7) € TH, T
(debido a la expresion calculada antes).Luego
I'e M, =H,r.
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Llamaremos a (1) ecuacién de transporte asociada a 7. Observemos que es una
ecuacién diferencial ordinaria con coeficientes C*® y por lo tanto, fijada una condicién
inicial consistente, existe una tnica solucién. Ademads si I'(0) € G5 entonces I'(t) € G
para t € [—¢,¢], donde v : [—¢,6] — Q.

Como sabemos, la existencia de levantadas horizontales nos permite definir la
derivada covariante de un campo en una direccién dada: si Y es un campo en un

entorno U de s y X € (TQ),, la derivada covariante de Y en direccion X es

d -1
ny = E(TLI"(t)), Y‘Y(t)lt=0

donde ¥(t) es una curvaen Q, v : [—¢&,6] — Q tal que y(0) =s , ¥(0) =X y I' es
la inica levantada horizontal de v tal que I'(0) = 1. Como vimos, la definicién de D
no depende de la curva considerada. Podemos también definir la derivada covariante de
un campo a lo largo de una curva, y si Y; es un campo a lo largo de v(t), una curva
en @, como vimos resulta

d

D .
K‘Y(E) = ﬁK'r(y) + [K‘v(’Y)’K‘v(Y)]-

TEOREMA 2.9: Sea vy una curva en Q; v es una geodésica si y sélo si
L -1 t -1 -1
7(t)=L¢¢K.(X)S=e3x’ 3ezx' =etXa s.

Ademas ésta es la tnica geodésica tal que ¥(0) =s y 4(0) = X .

Demostraciéon: Como vimos en el capitulo 1, v es geoésica si y sdlo si verifica

2 (Kyoi(®) = 0.

Luego debe ser K.,(¥(t) = constante = K. )¥(0) = K,(X).

Obtenemos entonces la ecuacion de transporte

f(t) = K,(X) (2
{ F(O) =1
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cuya solucién es T'(t) = et¥+(X) = e3Xe™" | Luego 4(t) = Lp(ys = L ¢x.,-1s. Como

X es tangente a Q en s se verifica Xs = —sX, o bien Xs™! = —s7!X. Luego
tXs ! -tXs!

y(t) =e =gse .

Exponencial en @

Recordemos que la aplicacién exponencial de la conexién esta dada de la siguiente
manera: sea s € @, X € (T'Q), , definimos exp : (TQ), — @, como exp,(X) = v(1),

donde () es la inica geodésica tal que y(0) = s y ¥(0) = X, es decir «(t) = X,

Resulta entonces

exp(X) = X s =se X,

Podemos definir también la aplicacién
¢ :TQ — Q

®(s, X) = exp,(X).

EIJEMPLO: Consideremos el espacio de matrices M,(C). Toda matriz inversible es

semejante a una de las siguientes matrices:

0 1
A=(g b)’ Bz(; a),cona,bEC,nonqus.

Calculemos entonces el conjunto de raices cuadradas de A y B.

at L —a3 -1
_ 2a} 2a}
QA {( 0 za% >,( 0 —20,% >}

En el segundo caso, si a # b,

ai 0 —ai 0 —ai 0 ai 0
QB={(0 b%)’( 0 b%)’( 0 -b%)’<o —b%)}'

Si a =b Qp resulta un conjunto con infinitos elementos, semejante al conjunto

de reflexiones.
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CAPITULO 3

Descomposicién polar en Q

Sea ahora A un algebra C* con 1 y fijemos ¢ € A unitario. Consideremos
nuevamente A,,G,, y @ como antes. Como sabemos @ estid contenido en G, .
Podemos entonces, para s € @, considerar su descomposicién polar:

s=2A%p
donde ) es positivo y p es unitario.

PROPOSICION 3.1: Si s € G y s = A%p es su descomposicién polar, entonces s € Q
si y sélo si

i pP=0y

i) pA=X"1p (o bien A\7!' = pAp~1).

Demostracion: Sea p = A2, como s2 =0 y 0~! = ¢* tenemos

(uoup)™! = (korp)*

p e T = p T e

p o tp = pp
p=%=p" s

1

Tomando raiz cuadrada positiva obtenemos p=! = p~up,y A~ = p~*Xp, o bien
P

pA~! = Ap, lo que prueba (ii). Como o = s?, 0 = ppup = p?. Reciprocamente,
usando i) yii) s2 = A%pA%p =p’=0.

Sea P={p€Q : p* =p'} el conjunto de elementos unitarios de Q. Teniendo
en cuenta la propiedad anterior podemos definir la siguiente aplicacidn:
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T:Q— P (s)=p

donde s = A%p, con X positivo y p unitario. Llamaremos Q, a la fibra de p, Q, =

= ({e}).

Si consideramos una representacién de A en el espacio L(E) con E un espacio de
Hilbert, cada p € P determina una forma bilineal:

B,(z,y) = (pz,y) z,y€ E.

B, es no degenerada pues p es inversible y A es B,-unitario: B,(Az,y) = (pAz,y) =
(A~ 1pz,y) = (pz,A7'y) = B,(z,A"'y), luego, si lamamos A? al adjunto de A con
respecto a la forma B, resulta, A? = A7!.

OBSERVACION: B, es simétrica si y sélosi o = 1.
Para a€ A, a® = pa*p~!.
Algunas de las siguientes demostraciones son adaptaciones de los resultados respec-

tivos correspondientes al caso o =1 (cf. [1]).

PROPOSICION 3.2: Sea s € Q, p € P. Son equivalentes
i) o7lsp > 0.

i) =m(s)=p.

iii) s = ApA~! con A >0 y B, -unitario.

1

Demostracién: i)=> ii): 0 <o lsp=s0"1p=35p"1 = A% luego s = A%p y n(s) = p.

ii)=> iii): Si m(s) =p, s=2A%Zp con A >0y Ap=pr71; luego s = ApA~! con
A >0 y B,-unitario.

iii)= i): o7lsp =s71p = Ap7!A"1p = A? > 0 pues ) es B,-unitario. Podemos
entonces caracterizar la fibra:

Q= {AA' : A>0 y B,-unitario}.

Calculemos el espacio tangente a P en p, (TP),: si ¥+ C P es una curva tal
que 7(0) = p y 4(0) = X derivando v%(t) = o se verifica pX + Xp = 0. Por
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otro lado ¥*(t) = v~ !(t), derivando en t = 0 resulta X* = —p~1Xp™! = p72X =
0~ 1'X = Xo~!. Reciprocamente tomando la curva v(t) = pe?” ' Xt se verifica ¥(0) = p,

() =77}(t) ¥ 72(t) = . Luego (TP),{X € (TQ), : X* =o' X = Xo~1}.
Sea N, ={X € (TQ), : X* = —o~'X}. Tenemos entonces
(TQ)p=(TP),®N,.
Explicitamente, si X € (T'Q), se tiene X = X; + X, con X, € (TP), y X, € N,,
X_X+UX' X_X—a’X"
1= 75 y A2 = 9
Sea N =(UN,,P).
TEOREMA 3.3: Sea & : N — Q@ la restriccion a N de la funcién exponencial:
®(p, X) = exp,(X) = ex"_lp con p€ P, X € N,. Entonces:

i) ® es un difeomorfismo de N sobre Q.
ii) para cada p€ P Q, = ®(p,N,).

Demostracién: Si s € @, s = A%p con A >0 y p unitario, sea ¥ =logh; ¥ =Y*

y como pA = A7lp, plogA = —logAp, pY = —Yp. Tomemos Y = [Y,p] = 2Yp,
entonces Y* = 2p71Y = 2071pY = —¢712Yp = —0"'Y , luego Y € N,y &0, Y)=
e?p" 2log A

p=e¥p=e p = A%p = s. Luego la funcién s — (w(s),[log A, 7(s)]) esla

inversa de ®. Esto prueba i).
1

Veamos ii): si X € N,, ®(p,X ) =eX?" p.

_SXp'l)' = pX* = —po7'X = —p7'X = Xp~!, pues X € N,. Resulta entonces
eX?” >0y m(®(p,X)) = p y entonces ¥(p,X) € Q,. Reciprocamentesi s € Q,,
s = A%p, tomando Y = log A, pori) resulta ¥ = [Y,p)e N, y &(p,Y)=s.

El grupo de B,-unitarios

Estudiaremos ahora la accién del grupo de B,-unitarios sobre la fibra Q,: sea
p € P fijo y lamemos U, = U(B,) al grupo de elementos B, -unitarios de A,, es
decir
Up={u€d, : v’ =u"'}={u€d,:pu’p ! =u"'}.
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U, opera por automorfismo interior sobre Q,: si s € Q, y s = A%p entoncessi u € U,

usu~! = ud?pu”! = ud2p?urp! = udutop! = ullutp y uru* > 0.

Definimos la aplicacién k : U, — Q,, k(u) = upu~!. Llamemos Up(o) a la fibra
k~1({p}) y V, alos elementos positivos de U,. Si u €U p(o) , deducimos de la cuenta
anterior que uu* = 1, pues k(u) = uu*p. Esto muestra que U p(o) es el conjunto de los

elementos B,-unitarios y unitarios a la vez.

El dlgebra de Lie del grupo U,, (TU,),, es
L:{XGAU H XP=_X}

pues si v es una curvaen U,, con v(0) =1 y §(0) = X, tenemos py(t)*p~! = y~1(¢),
derivando en ¢ = 0 obtenemos pX*p~! = —X, o bien X? =-X.

L se puede descomponer como £ = Lo @® L;,con Lo = {X € L : Xp = pX}
y Ll ={X€L : Xp=—p.X}.(Si X=X1+Xz, XGL, Xl ELo, Xz EACI,CS

X +pXp? X —pXp!

X1=—2p yX2=_’;p )
Resulta ademads que £y = (TU,,(O))I y £, =(TV,),: si 7 es una curva en U,,(o) ,
con 7(0) =1, 4(0) = X, X € L y ademas derivando yp = py en t = 0 resulta
Xp = pX. Analogamente si v es una curva en V, que se ajusta a X € L, derivando
pvp =71 en t =0, resulta pXp~! = —X,0sea pX = —Xp.
TEOREMA 3.4: 1)Sean p : V,x Up(o) — U, la aplicacién dada por p(v,uq ) = vu,,
p1: Vo xU p(o) — V,, la proyeccion sobre la primera coordenaday v : V, — Q, la
restriccion de k a V,. Entonces p y v son difeomorfismos y el siguiente diagrama es

conmutativo:

v,xU,® —~ , y,

P k

— 9

Mais aiin, la inversa de p es la descomposicion polar.

2)La aplicacién X — eX es un difeomorfismo de £, sobre V,.
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Demostracidn: u es inyectiva por la unicidad de la descomposicién polar. Calculemos
1

=u"!. Si u= Ay, con A >0 y up unitario,

= p(Aug)*p™! = puo I Ap7! = puppTlpAp 7.

pA~1p  pugp~! y por unicidad de la descomposicién polar tenemos

su inversa: sea u € U,, pu*p~

tenemos u~! = pu*p! Luego u =

pA pT =\ y pugp~ ! = u.
Esto dice que A € V, y ug € UP(O). Resulta p inversible, diferenciable y de inversa
diferenciable.
También v es un difeomorfismo debido a la caracterizacion de Q,. Verifiquemos

que el diagrama conmuta:

k(1(v,u0)) = k(vue) = vugpuglv ™! =vpv~! =2%p
V,Uo )

v(p ( ) !

Para ver 2) sea X € £;,de X? = —X y Xp = —pX tenemos pX*p~! = —-X, 0

sea pX*=—-Xp=pX,luego X* =X y eX > 0. Por otro lado, de pXp~! = - X
1 X

=v?p.

v(v)=vpv~

obtenemos peXp~! = =X, Luego e* es B,-unitario. Reciprocamentesi a € V,,

loga € £, puesde pap™ = a~! sededuce ploga = —logap y como (loga)* =loga,
(loga)? = —log .

Meétrica de Finsler
Definiremos ahora una métrica en Q:

DEFINICION 3.5: Sea X € (TQ),, definimos la norma || X||, como

X 1s =127 X
donde s = A%2p, A > 0.
(@,|l |ls) es un espacio de Finsler.
Observemos que || ||, es una norma de operadores natural para los elementos de

A, ; podemos definir el siguiente producto interno en E:
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(z,y)‘z(A_l:c,A_ly) z,yGE.

O equivalentemente

(2,9)s = 5(By(s7'2,3) + Byrs(2,57'y))

= LB o0) + Byon9)

Pues B,(z,sy) = (pz,\py)= (pz,pA7%y) = (A7!'z,A7ly) y andlogamente
Bys(s2,9) = (A2, A y)

3
Notaremos |z|, = (z,z),? .
Para a € A, la norma de a como operador con el producto ( , ), coincide con

llall, :

- 1
lalls = 1A~ a]| = sup{(az ,az),? : [z|, =1}

Pues sup{|az|,” |z|, = 1} = sup{(A\~laz,A\"laz) |[z|, = 1}: para |z|, =
(A 1z,A71z) =1 sea y = A"'z, luegoly| = 1.
Entonces |a||, = sup{(A"'ady, A tady) : |yl =1} = [|A"ta)|.

Llamemos a' al adjunto de a, con respecto al producto ( , ),. Observemos
que a¥ = A\2a*272,

PROPOSICION 3.6: La métrica de Finsler es U,-invariante, en el sentido que
luzl, = [z|-
donde s=urv™!, ueU,, s,r €Q,, z€E.

Demostracién: B,(uz,suz) = (puz,suz) = (puz,urv'uz) = (puz,urz) =

By(uz ,urz) = B,(z,rz) pues u es B, -unitario.

Analogamente B,-1(suz,uz) = B,-1(rz,z). Luego |uz|, = [z|,.

Calculemos la aplicacién tangentea 7, 7 : @ — P. Sea s € @, tal que n(s) =p,
Ze(TQ)s, Y =(Tn),(2) € (TP),.
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Supongamos que §(t) es una curva en Q tal que §(0) = s, §(0) = Z. Llamemos
v(t) = m(6(¢)); entonces ¥(0) = p y ¥(0) = Y. Existe una curva A(t), positiva y
B.,(z)-unitaria tal que §(¢) = A(t)y(t)A(t)~'. Sea I'(t) la levantada horizontal de ~(t)
y definamos u(t) = I'(t)"!A(¢)['(¢). Resulta u(t) € V, y u(0) = A\(0). En general si
a es B,-unitario y t es unitario, tat™! es By p¢-1 -unitario; en nuestro caso A(t) es
B.,(y)-unitario y I'(t) es unitario (pues verifica la ecuacién (I'*T')’ =0 con I'(0) =1 ).
Ademis T'(t)~!y(t)['(t) = p. Luego u(t) es B,-unitario. También es positivo, por ser
['(¢) unitario. Luego u(t) € V,.

Derivando § = AyA™!, en t = 0, obtenemos

Z =AY 4+ ApA7 4 Ap(=A1ANTY)

Z=2Y2" 4+ Ap27 = apatAn !

Z=AY2" 4 A0 — pAT AN
(1) Z=AYATL 4 AT A

Derivando u = ')A’ en ¢t = 0 obtenemos
w=A-—TA+ A=)+ AT
Multiplicando por A~! = «~1(0) = A71(0)

v o= A"+ A, T
AT =vw e —w A, T

Como T' verifica I' = %"y‘y‘lI‘, en t = 0 resulta I‘(O) = %Yp‘1 .
Luego [A\,I'] = X, 3Yp 1 = 32Yp71 - 2Yp I,
Reemplazando A1) en (1) obtenemos:
-1 . 1 -1 1 -1 -1 -1
Z=2YX"T"+ AuT e — EYP + 5/\ Yo~ ' A, p)A
Z =YX A, p AT - %)‘[Yp_1 =27y AT p !
1
Z =AY 4 A, o)A - %)\2 Yal4 EA()‘"IYA_I +AYA)A!

Z = Aut4,p) A7t + %)\(A‘IYA“ +AY )AL
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O bien

(2) Z =ufu ", plut + -12-11.(u_1}"u'1 4+ uYu)u™l

PROPOSICION 3.7: Sea Z € (TQ),,si Z=2,+ Z, es la descomposicién de Z como
una suma de un elemento Z,, jo~* -simétrico y un elemento Z,, §o ! - antisimétrico,
entonces:

Z, = %u(u"lYu—1 +uYu)u™!

Z, =ulu"tu,plul.

Demostracion: Veamos que Z," =072,y Z.," -0 1Z,.

zZ,} = uf(u ) (uTYu uwYu) utu~? = lue  (uYu+u Yu Jul = 071 Z,

yaque Y* =¢"1Y.

Anilogamente Z,' = u[u~la,p]* u~l.

[ula,p]* = (v lup — pu™l4)* = p7liu"! —4u"lp~?! pues u* = u y como
u(t)p = pu(t)~!, derivando en ¢ = 0 resulta up = —uptu~!,es decir v~ lup = —pun~?.
Finalmente [u™!u,p|* = p~lau™! —du"lp™! = -0~ u"14,p].

TEOREMA 3.8: i)En cada p € P la aplicacién tangente (Tr), : (TQ), — (TP),
estd dada por (T'w),(W) = W, la parte 0~! -simétrica de W en(TQ),.

i)En cada s € Q, s = ApA~!, con A € V,, el siguiente diagrama conmuta:

(TQ), —— (TQ),
(Tx), (Tx),

(@), —— (TP,

donde N,(Z) = A"1ZX, K,(Y) = 1(A"1¥ A1 + AY)).
iii) N, es una isometria de (T'Q), con la norma || ||, sobre (TP), con la norma

=1
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Demostracién: Si s = p entonces A=1y Z, =Y, lo que pruebai).

Para ver ii) tenemos ||N,(X)|, = [N, (X)|| = |A7'X)|| = || X||,. Ademads N,
1 1

preserva las partes o~ ! -simétrica y o~!- antisimétrica. Luego tenemos K,(T7),(Z) =
K,(Y) = A"!(parte 0~ !-simétrica de Z)A\ = N,( parte 0 ~!-simétrica de Z)\ = parte
o~1-simétrica de N,(Z) = (Tm,),(No(2)).

TEOREMA 3.9: i)K, : (TP), — (TP), es inversible y verifica
1Yl < I K.(Y).

ii)La aplicacién tangente de m : @ — P no aumenta las normas,

I(T7)s(2)ll, < [121ls-

Demostracién: Si vale i) tenemos, por el teorema anterior que (T'r), = K,”(Tr), N, .

X+oX* X +oX*
S Tl = 1=

Como (T'r),(X) = parte 0~ ! -simétricade X = I
1
< SUXI+ Neliilx=l) = x|
Entonces |[(Tm),(2)l, < I(Tm),N.(2)],, -

Veamos iii): K, es sobreyectiva pues el diagrama anterior conmuta. Por otro lado
IKs(Y)|| = llpKs(Y)|| pues p es unitario. Luego ||K,(Y)|| = [|[pA7" Y A" + pAY )| =
[ApY A2 + XA=1pY A|| > 2|[pY|| = 2||Y||. En el paso anterior fue usada la desigualdad

2T S (ISTS P+ 87T S|

que vale para todo operador simétrico inversible S y todo operador T ( [4]).

OBSERVACION: Hemos demostrado que para todo operador S, que sea la parte posi-
tiva de un operador conormal , (o equivalentemente, para todo s positivo tal que existe
p unitario tal que sp = ps~! ) y todo T vale

2T < ST S + S7ITS71Y.

Se puede generalizar esta desigualdad para operadores T € A y S inversible. Se verifica
siempre
2T < ISTS + 87T s 7}.
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Ver [13].

Geodésicas en Q

Estudiaremos a continuacién, algunas propiedades de las geodésicas de Q. Calcu-
laremos la longitud de las curvas de la manera usual, referida a la métrica de Finsler

definida antes. Asi si v es una curva en @ su longitud es

L(+(t)) = / 5(®)llace dt.

TEOREMA 3.10: Dados py y p; en Q, existe una tnica geodésica contenida en @,

que los une.

Demostracion: Sea q € Q,. Usando la aplicacion exponencial existe una unica geodésica

que une ¢ con p, ya que N, es difeomorfo a Q,. Sean ahora ¢ y s en @Q,, arbitra-
rios. Tomemosen E el producto ( , ), y sus conceptos correspondientes: el espacio
P(( , ),) de s-unitarios, el adjunto a’ de un elemento a, dado por a! = A\2a*)\~2,
la s-descomposicion polar y las s-fibras Q,(( , ),). Claramente s € P(( )s): si
s=A%p con Ap=pA7}, st = 2A2p 1NN 2 = \2p7t = pINT2 = 5L,

Tenemos la siguiente identidad: Q,(( , )i)s = Qx(s)- @, C Q. =Q.(( , )»)
puessi € Q, g=a’p, a>0, ap=pa?, luego ¢ = a’?A72A%p = a?A~%s. Ademais
a’X s =alp=pr7iNa7? = s(ozz)\'z)_1 .

Tenemos (a?A72z,z) = (A7 1a®?A"2z,A71z2) = (a®A"%22,272z) > 0 pues a > 0.
Luego q € Q,.

Reciprocamente si ¢ € Q,, ¢ = a
a?X?p; a®A%p = a’s = sa™? = pA72a"? = p(a?A?)"!. Como a? >, 0 a2 >, 0;
luego (a~2z,z), > 0, (A\"'a"2z,27'z) > 0 y entonces (A\"2a"2z,z) > 0, o sea
A72a7% > 0, o bien a’A? > 0.Luego g€ Q,.

2

2s=,as=sa"'y a>,0, entonces ¢ = a’s =

Esto reduce el caso general al caso anterior.

PROPOSICION 3.11: Sea ¢ € Q, y u(t) una curva que une ¢ y p de longitud L.
Entonces existe una curva contenida en QQ, que une q y p de longitud menor o igual

que L.
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1
Demostracién: Si u(t) estal que u(0)=p y u(l)=qy L= [ ||@|.dt, sea v(t)
m(u(t)) en P, y I'(t) la levantada de v; es decir I'(¢)pl'(¢)~! = v(t). Sea ()
T(t)"'u(t)T'(t), 7(t) C Q, pues como I' es unitario n(r(t)) = I'(¢)" m(u(t))T(2)
T(t) v(t)T(t) = p.

Veamos que L(r) < L(u) = L: observemos que si w(t) = Z + W es la de-

scomposicién de %(t) en las partes o~! -simétrica y o~! -antisimétrica, con respecto a

o~

( 'y )u(e), entonces:
[Wllucey < Nle()lluce

pues W = 1(i — i) y [[Wiluc < 3(lillyqey + 168 llugey) = llillucy- Adems se verifica

que “r(t)”r(t) < “w“u(t):
calculemos 7

#= L' IT %l + Il + el

1 1
= F_l(—ﬁt}v_lu + Eui)v_l + u)l'

=4 - %[iw"1 u])l

= 71 - lfo, 7] )T

Entonces u — %[[iz yv™1],u] es 0~ -antisimétrico con respecto al producto ( , )u(1),
pues es el conjugado por el elemento unitario ' de #, que es o~ -antisimétrico con
respectoa ( , )r(z). (Esto ultimo vale pues si X € (TQ,), entonces sea a = ap y
7(t) tal que ¥(0) =a y ¥(0) = X, v C Q,, 7(t) = a(t)p.

Entonces X = ap y X* = p'a. Como ademas a(t)p = pa(t)~! derivando
obtenemos é&p = —pa~laa~!. Luego X = —pa~lpp~laa! = —caX*a™! y entonces
Xt = aX*a"! = —0g71X).

Llamemos Y = [[v,v7!],u], tenemos

»

Y*=((v0v! —v M )u —u(vv! - v~ 19))

= u"(v0* —v"v) — (v0" — ¥ V)u"

= u*(—vv v 4o v o) — (vo oo™ + v 0"

w*(=vv7 ! + 07 19) — (dv7! v o)t
= [u*,[0,v71]].
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Por otro lado

1 — v

vV = —[v v, v (B
= —[v7'(A%) v,v7 o — 907
= —[c7 u,[v7!,9))
= -0 u,[v?,9]]
= -0 ([5,077],4]

= —g7'Y.

Como ademds Y € (TQ),) vY = —Yu. Resulta entonces Y¥ = A?Y*)~2 =

-1 1

wvY*vu"! = —ue”'Yu"! = 071Y. Luego Y es o~!-simétrico con respecto al

producto ( , ),. Tenemos entonces
W=1u- [[i”v_l ), u]

Z = [[i),'v_l],'u,].

Como 7 = I'"?WT resulta, al ser I' unitario, que las normas se preservan:
I#ll~ = ITT*WTlp-14r = [|W|l..

Para terminar notemos que r(t) C Q, y L(r) < L(u) por lo anterior. Tomemos
entonces la curva I'(1)r(¢)['(1)~! = B(t), que tiene la misma longitud que r y estd
contenida en Q,. [B(t) satisface lo pedido:

B(0) = T(1)r(0)I(1)™* = T(1)pL(1) " =
B(1) = T(1)r(1)0(1) ™" = T(T(1) u(1)TN(1) ™" = ¢.
PROPOSICION 3.12: Sea s € Q,. Entonces la geodésica de extremos s y p es la curva

mas corta en Q que une s y p.

2
et log A

Demostracién: La geodésica que une s y p es y(t) = p, donde s = a?p =
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apa~! con a > 0. Entonces

1
50 = [ Wil a
' ~4loga’ 2 tloga® 4$loga®
=/ le”27°8 loga®e" '8 pe3 8 ||dt
0
L —tlogal 2 tloga® ,— 4 loga?
=/ [[e”3°°8* loga®e" '8 73798 % p||dt
0
1
= log o || dt
[|log
0
= ||log o||.

Por otro lado si w(t) es una curva en Q tal que w(0) = p y w(l) = s, podemos

suponer que w(t) C Q,, por 3.11.
Entonces w(t) = a?(t)p = a(t)pa(t)™?, con a(t) > 0, ?(0) =1 y a?(1) = a?.
Calculemos L(w):

1) = [ o0l
= [ 1@y phucod
_ /0 e~ (4)(e2 (1)) pa(t)]dt
= /01||a—1(t)(az(t))‘a“(t)plldt
= /D 1 e~ (t)(a?(2)) @ (2)||dt.

Esta dltima expresién corresponde a la longitud de la curva a(t), pensada en el
espacio de elementos autoadjuntos inversibles: a(t) estd contenida en la fibra del 1.
Por lo visto en 6.3 de [6], L(a) > ||loga?| .

COROLARIO 3.13: Dados s y r en Q,, de todas las curvas contenidas en Q, que
unen s y v, la mas corta es la geodésica de extremos s y r.

Demostracién: Supongamos que s = a?p y » = B%p. Entonces la geodésica que
- 2a-
une p = ~'rB con B1sf es y(t) = et'8P P p = (3-1a2B71)"p pues B1sf =
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B la’pB = B71a?B7p con B 1a?B7! > 0. Luego Lgy = ByB~! es la geodésica
que une s con r: como ¥(0) = p y ¥(1) = B 'af resulta Lgy(0) = BpB~t =7y
Lgy(1) = BaPB~! = a y ademds Lgy es solucién de E(E) = 0 con las condiciones
€(0)=by (1) =BXB7! con X =logB~ a8 1p.

Luego si lamamos geo(s,r) a la geodésica que une s con r resulta
geo(s,7) = Lgy = Lggeo(B~sB,p) = Lggeo(Lg-1s,Lg-17).

Observemos ahora el siguiente hecho: como 8 >0 y Bp = pB~! [ resulta B,-
unitario pues B° = pB*p~! = pBp~! = f~1. Aplicando 3.6 tenemos que

1BzllL,s = llzlls conz € E.

(Recordemos que (z,z), = (e~ 2z,z) = (a"!z,a7!z)). Entonces la aplicacién
B : E, — EL,, es unaisometria.

Consideremos ahora la aplicacién T = (TLg), : (TQ), — (TQ)L,,- T resulta
una isometria: si Y = TX entonces Y = 3X3~! Entonces

1
IYllz,s = sup [[Yolr,e= sup (Yy,Yy)p,,* =
"V"Lpn=1 "y"Lﬂs=l

1

sup (BXB'y,BXB'y)1,. = sup ((Ba?B) ' BXB~'y,BXBy)’

"V"Lp::l "V"Lﬂt:l

1
= sup (a”:XB7'y,XB'y)’.

||1!||L‘,.=1

Llamando z = 371y resulta

1
"Y”Lpa = sup (a_ZX:c,Xz)’

"Bz"LPJSl
1
= sup ”X‘sllo’
"3“0=1
= [ Xl,-

Luego ||LgX|z,s = [ X1, -
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Entonces si y(t) = geo(8~1sf,p) tenemos que

1
L(geo(s,r)) = / 1BY(HB™) 15,44t
- /0 18487 |1,

1
- / |Lal1z,vdt

1
- / il dt
0

= [[log 87’871
Sea w(t) una curva contenida en @, que une s y r, entonces w(0) =7, w(l) =s
y w(t) = a%(t)p con «ft) > 0.

Consideremos la curva Lg-1w = f7'wf = f~'apf B~'af~'p, que une p con

B~'sB. Por lo visto antes
L(Ly-1w) > L(geo(8~38, ) = L(geo(s,)).
Ademads como w(t) C Q, se verifica:
|Lp-stbllz, ,w = [[5]u-

Luego

1
L(Lp-vw) = / 18~ 0B) llp-1 wpdt

1
- [ 18~ 5 p-rupdt
0

1
= [ Il
0

= L(w).

Luego L(w) > L(geo(s,r)) como queriamos.
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CAPITULO 4

El espacio N, de elementos de cocuadrado unitario

A denotara un algebra C* con unidad y G su grupo de inversibles. Dado a € A
x—1

definimos el cocuadrado de @ como a¢* " a.

Se verifica que a es normal si y sdlo si su cocuadrado es unitario [7]. Fijado o € 4,
unitario, sea A, la subalgebra cerrada de los elementos de A que conmutan con o y
G, el grupo de inversibles de A, . Definimos el conjunto N, formado por los elementos

de A, de cocuadrado igual a o,
N,={a€A:a ta=0}.

Observemos que N, C G,: por definicién si a € N,, a debe ser inversible.

=—1

Ademais como a es normal aa* = a*a, de donde a, a*,a" ! y a conmutan; luego

x—1

a y o conmutan ya que ¢ =a* "a.

Cuando o es la identidad, resulta N;y = {a € G : a = a*} el espacio de elementos

autoadjuntos inversibles de A. Este espacio ha sido estudiado en [6].

Definimos una accién a izquierda L, de G, en N, :

L:G,xN, — N,
L(g,a)=Lja=gag" g€ Gy, a€ N,.

PROPOSICION 4.1: L es diferenciable y verifica
i) Ly =1Idg,
ii) LgLy = Lyy para g,9' € Go,

iii) L es localmente transitiva.
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Demostracion: Veamos iii): sea a € N, y consideremos la funcién ¢ : N, — N,

dada por ¢(b) = b 'a, como ¢(a) =1,y ¢ es continua, existe un entorno U de a tal
1
que si b€ U, b~!a estd cercano a 1y tiene sentido entonces considerar (b~'a)? . Vale

que
1
2

a=(ab?) b(b_la)%.

En efecto, como b(b='a)"b~! = (ab~!)", con n entero positivo, se deduce que para
todo polinomio p, bp(b~'a) = p(ab!)b y luego b(b~'a)i = (ab~')3b. Entonces de
(ab=1)3#(ab~!)F = ab~!, se tiene (ab~!)3(ab~!)3b =a, o bien (ab~!)ib(b~la)} =a.
Ademis (b~!a)}" = (a*b™1*)i = (ac~1ob 1)} = (ab~1)3 .
Luego a = (ab~!)3b(ab™?)3".

Entonces para g = (ab_l)% y Lgb=a o bien b= L,-1a.

Fijado a € A, , definimos la aplicacién
p: G, — N, p(g) = Lya = gag”.

La orbita de a, p(G,), es abierta debido a la transitividad local: si a' € p(G,), existe
un entorno U de o' tal que si b € U, existe g € G, tal que Lgya' =b.

Suponiendo que a' = Ly,a, resulta b = LyL,a = Lyg,a y por lo tanto b € p(G,).
Luego U C p(Go). p(G,) es también cerrada: observemos que N, es la unién disjunta

de las orbitas, y por lo tanto es cerrada. Tenemos entonces
COROLARIO 4.2: La érbita de a, p(G,), es abierta y cerrada.

PROPOSICION 4.3: p admite secciones locales, es decir, dado a' € p(G,) existe un
entorno U de a' y una aplicacién § : U — G, tal que po § =1idy .

Demostracion: Esto también se deduce del hecho que L es localmente transitiva:

sabemos que existe un entorno U de a tal que si a' € U, existe ¢ € G, tal que
Lya = d', o bien p(g) = a', con g7! = (a,a'_l)%; definiendo § U — G,
como §(a') = g tenemos que pé(a’') = a', para a' € U. Si ap € p(G,) existe
h € G, tal que a9 = Lpa. La aplicacién L, : @ — Q es un isomorfismo. Luego
tomando V = Li(U), como entorno de ag, l,6Ly-1 es una seccién local en un en-
torno V de ay puessi t € V = Ly(U), con t = ha'h™!, con a' € U, entonces
P(Ih8Ly-1)(t) = plad(a’) = hé(a')aé(a") " h~! = Lyp(8(a’')) = Lpa' =1t.
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TEOREMA 4.4: N, es una variedad diferenciable.

Demostracién: Fijado a € N, consideremos la aplicacién p : G, — 4, p(g) =
Lja = gag* . Calculemos la aplicacién tangente a p en 1 (Tp);: (TG,), se identifica
con A, y asi(Tp); : A, — A,. Para X € A,, consideremos g¢(t) una curva
en G, tal que g(0) =1 y ¢(0) = X, derivando g(t)ag(t)*, en t = 0, obtenemos
(Tp)1(X) = Xa + aX*. Calculemos el niicleo y el rango de (T'p); :

ker(Tp), ={X € A, : Xa=-aX"}
rango(Tp); ={X €Ay : X =X"0}={X €4, : X* =071 X}.

Veamos esta ultima igualdad: si X € rango(Tp), existe Y € A, tal que X =Ya +
aY*. Luego X* = a*Y* +Ya* = a0”'Y* + Yao™! = ¢71(aY* + Ya) = o71X.
Luego rango(Tp); C {X € A, : X* = 07 1X}. Reciprocamente si X € A, es tal
que X* = 07'X, consideremos ¥ = ;Xa~'. Entonces aY* = aa™!*3 X" = 1X =
3Xaa™! =Ya y entonces (Tp),(Y)=2Ya=X.

Ambos subespacios son complementados en A, y sus complementos son respec-
tivamente {X € A, : Xa =aX*} y {X € A, : X = —X*0} pues en el primer

caso si X € A,, X = X; + X5, con X; € ker(Tp)y X, € {Xa = aX*} y re-
_ -1 * _—1

I £ TS £ O
X_X‘ *

X=X,+X; con X; = TU € rango(Tp), y X, = X+TXU

Se verifica ademas que la aplicacién p : G, — p(G,) es abierta (recordemos que
a fue fijado y p(h) = po(h) = hah*). Esto se deduce de la existencia de secciones

locales: sea ¢ € G, y W un entorno de g; queremos ver que p(W) es un entorno

. En el segundo, X se escribe como

€{X =-X"o}.

de p(g) = gag* = a'. Sabemos que existe un entorno U de a tal que § : U — G,
definida como en 4.3, es una seccién local en a, §(a) =1y l;6L -1 : Ly(U) — G,
es una seccion local en a' y [ 8l,-1(a’') = g. Usando la continuidad de [;6L,-1, dado
W entorno de g existe V entornode a', V C Ly(U) tal que l;6L,-1(V) C W, luego
V = p(lgéLy-1)(V) C p(W) como queriamos. Se deduce, aplicando la proposicién 1.5
de [3] que p(G,) es una subvariedad de A, . Resulta entonces que N, = |, n. Pa(Go)
es una variedad.

Calculemos ahora el tangente a N, en a, y la aplicacién tangente a p : G, —
N, , en 1. Resulta:
(TN,), ={X €4, : X*=0"'X}.
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Para ver esta igualdad consideremos una curva ¥(t) en N, tal que ¥(0) = a y
7(0) = X . Derivando y~'*(t)y(t) = o, o equivalentemente v(t) = v*(t)o,en t =0,
obtenemos X = X*o,0bien X* = Xo~!. Reciprocamentesi X € A, es tal que X* =

Xo~!, consideremos la curva y(t) = ae® Xt Resulta ¥(0)=a y ¥(0) = X . Ademas

- - — o _—1e - - -1_=1e — —a-1 -
71-(t)=al:eXa t— g l1*e=Xo7 0™t _ 4-1x,-a X‘;yluego‘y“”y:a;por

lo tanto (t) estd contenida en N, .

La aplicacion tangente a p en 1 esta dada por
(Tp)y : A; — (TN,),
(Tp)1(X) = Xa+aX".
El grupo de isotropia de a es
I, ={g€G, : gag" = a}

I, es un subgrupo cerrado de G, y resulta un grupo de Lie (ver 1.4 de [3]). El dlgebra
de Liede I, es J, ={X € A, : Xa= —aX*}. I, operaen G, por traslacion:

R:I,xG, — G,
(t,g) —’R’l(g)zgt teIa’QEGa-

Esta operacion no tiene puntos fijos.
(GoyNo,p) resulta un fibrado principal localmente trivial, con grupo estructural
I,.

Reductividad

A continuacién definimos un complemento natural de J,. Sea H, el subespacio

cerrado definido por

Ho ={X €A, : Xa=0aX"}.

Tenemos entonces

PROPOSICION 4.5: Se verifica
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i) Ao =T, ®H,
i) tHqat™! = H, paratodo t €I,
iii) (Tp)ily, : Ha — (T'N,), es un isomorfismo.

Demostracién: Vimos la parte i) en el teorema anterior. Veamos ii): sea X € H, t €
I, tXt7la = tXt la(t™!)"t* = tXat* = taX*t* = at™*X*t* = a(tXt™!)". Luego
tXt™! € H,. Probamos que tH,t~™! C M, para cualquier t € H,. Reciprocamente
si X € Hyy, X = tt71Xtt7!, con t7 !Xt € H,, luego X € tH,t™'. Para probar
ili) recordemos que (Tp);(X) = Xa+ aX* ysi X € H, resulta (Tp);(X) = 2Xa.
Entonces (T'p)1]y, : Ho — (T'N,), resulta biyectiva: esinyectiva pues a es inversible
ysi' Y € (TN,),, tomando X = %Ya,‘l, resulta Xa = %Y, y eX* = a%a_l"‘Y'
=3007'Y = 1Y = Xa,luego X € H, y (Tp)i(X)=Y.

Llamamos Ko = ((Tp)1ly,) "5 Ka : (TNs), — Mo y Ko(Y) = %Ya‘l.

Conexién en N,

Definimos ahora una conexién en N, , dando una distribucién horizontal de sube-

spacios en G, .Para g € G, definimos

Ha.g = gHa-

Notemos que H,; = H,.

Definimos el espacio de vectores verticales en g como

V, = {X € 4, : (Tp)y(X) =0}.

LEMA 4.6: Vy=9J, y Ao =H,g®YV,.

Demostracion: Se verifica que

Lyopoly-r=p g € G,.
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Pues Lypl,-1(h) =L, p(g71h) = Lg(g'lhah_lg) = g9~ 'hah~1gg~! = hah™! = p(h).

Diferenciando en g obtenemos

(TLg)a(TP)llg-‘ = (TP)g

de donde se deduce que V, = gJ, pues (TL,), es inversible y luego V, ® H, g = A, -

PROPOSICION 4.7: La conexion definida es diferenciable el, -equivariante:

(Tri)g(Ha,g) =Hagt =Hogi para todo i€ 1,

donde r; es la multiplicacion a derecha por 1.

Demostracion: Teniendo en cuenta que V, = gJ,, si T es la proyeccion sobre H,,

paralela a V), , entonces la proyeccion sobre H, 4, paralelaa V,, esta dada por [; T'l -1,
que varia de manera C™ con g¢.

Veamos la condicién de I, -equivariancia:
Hogt = gHat. Si 1€ I, Hy = tH,i~? y entonces gHqi = giH, = Ha i -

Levantada horizontal, derivada covariante y geodésicas

Como ya vimos, al ser (G, ,N,,I;) un fibrado principal, dada 4 una curva
en N,, v : [~¢,e] — N, y ¢ un punto en p~!(y(0)) existe una inica levantada
horizontal I', de v tal que I'(0) = q. Daremos a continuacion la ecuacién explicita de

la cual T es solucion.

TEOREMA 4.8: Dada v : [—e,e] — N, una curva, la levantada horizontal de v, T',
que verifica T'(0) = 1 es la solucidn del problema

. 1.,
1) { I(t) = St (OT()
r(0) = 1.

Demostracién: Diferenciando la expresién p(I'(t)) = v(t) obtenemos
(TP)rT(t) = 4(t).
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Por otro lado sabemos que

(TP)ry = (TLI‘(t))a(TP)llI‘-l(t) (ver 4.6)

luego
(TLpeyy),(TP)1lp-10yL(2) = 4(2)
(TLy(p),(TPUT T (B)L(E) = ().

Como TI'(t) es horizontal I'(t) € Hor(r)y = T(t)Ha. Luego r-1()I(t) € Ha,
entonces

P (H)I(t) = Kuo(TLrgyy), ' 4(t)
I'(t) = T(¢)Ka(TLpey), ' 4(2).

Por otro lado tenemos
Ly po = par Aut g

donde Autg : G, — G, estd definida por Autg(h) = ghg~! y p. : G, — N,
Pa(h) = hah* y o' = g*ag.

Diferenciando obtenemos
(TLy )G(Tpa)l = (Tpa’ )1 Autg

(TLg)a(Tpa)lAut g = (Tpar),-

Luego
K, = Autg K,(TL,).".

Reemplazando obtenemos
I(t) = Ky0)(7(t))T(2)

o bien

(1) = Z3(hy ™ (OT().

Reciprocamente una solucién de esta ecuacién es horizontal
I'T™! = K,(¥) € TH, !

(debido a la expresién calculada antes).
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Luego
'eTH,=H,r.

Llamaremos a (1) ecuacién de transporte asociada a v. Es una ecuacién diferencial
ordinaria con coeficientes C* con una condicién consistente; existe una tnica solucion.
Ademas si I'(0) € G, entonces I'(t) € G, para t € [—¢,¢].

Como sabemos, la existencia de levantadas horizontales nos permite difinir la
derivada covariante de un campo en una direccién dada: si Y es un campo en un
entorno U de s y X € (TN,),, la derivada covariante de Y en direccion X fue
definida como

d

DxY=a

(TLrey), Yool,_,

donde «(t) : [—¢,6] — N, es una curvaen N, tal que v(0)=a¢ y 4(0) =X,y T
es la inica levantada horizontal de v tal que I'(0) =1

Como vimos la definicién no depende de la curva v considerada. Podemos también
definir la derivada covariante de un campo a lo largo de una curva: si Y; es un campo

a lo largo de 7(t), v una curva en N, , se define

D d

Ky(5Y) = S Ky(Y) + [Kq(1), K4(Y)).

LEMA 4.9: Sea v una curvaen N,. v es geodésica si y sélo si

¥(t) = Laxoxra = eX¢ g
donde a € N,, X € (TN,),. Ademads ésta es la tinica geodésica tal que ¥(0) =a y
¥(0) = X.

Demostraciéon: Como vimos en el capitulo 1, v es geodésica si y sélo si se verifica

%(K,("y)) = 0 luego debe ser K.(4)(¥(t)) = Ky(0)(7(0)) = Kuo(X). Tenemos entonces

la siguiente ecuacion de transporte para vy

I'(t) = K.(X)L(t)
{ r'(0)=1
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cuya solucién es T'(t) = etKe(X) = ¢iXa™"  Luego

1) = L_yrura = eS X o(edXe™)",

Como X = X*0 = X*a'"a, Xa™! = X"a™* o bien a7 *X* = a7'X. Ademas

1 -1 3 -1 -1
ae3® X =e3X2" g de donde resulta y(t) = e** a.

Exponencial en N,

Como vimos la exponencial de la conexion esta dada de la siguiente manera:

a€N,, X € (TN,),, definimos
exp, : (T'N,), — N, exp,(X) =v(1)
donde (t) es la tnica geodésica tal que ¥(0) = a y ¥(0) = X . Resulta entonces
Xa~!

exp,(X) =e a.

Definimos también la aplicacion ® : TN, — N, dada por

®(a, X) = exp,(X).
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CAPITULO 5

Descomposicién polar en N,

Como vimos N, C G, , luego, para cada a € N, , podemos considerar su descom-
posicién polar: a = A2p donde ) es positivo y p es unitario.

PROPOSICION 5.1: Sea a inversible, a = A%p con A > 0 y p unitario, entonces:
a € N, siy solo si

i) pP=0y

i) Ap=pA.

Demostracién: Si p2 = o y Ap = p) tenemos a™!*a = (A2p)"1*A%2p = A"2pA%p =

p? =0. Luego a € N, .
Reciprocamente si @ € N, entonces a es normal, luego A y p conmutan (en

—1=

realidad esta propiedad caracteriza a los elementos normales). Luego ¢ = a7 '*a =
A"2pA%p = p?.

Observemos que p € N,, pues para los elementos unitarios el cuadrado y el

cocuadrado coinciden.

Sea U, = {p € N, : p* = p~'} el conjunto de elementos unitarios de N, .
Teniendo en cuenta la proposicién anterior podemos definir la siguiente aplicacidn:

m: N, — U, ym(a) =p

donde a = A%p con A >0 y p unitario. Llamaremos F, a la fibra de p, es decir F, =
7~1(p). Si consideramos una representacién de A en el espacio L(E) con E un espacio

de Hilbert, cada p determina una forma bilineal:

B,(z,y) = (pz,y) =z,y€E.
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B, es no degenerada pues p es inversible y A es B,-autoadjunto ya que A? =
pA*p~! = X dado que p y A conmutan. Podemos entonces caracterizar la fibra de la
siguiente forma:

PROPOSICION 5.2: Sea a€ N,, p € U,. Son equivalentes:
i) o7lap>0.

i) w(a) =p.

iii) @ = ApA con A > 0 y B,-autoadjunto.

1

conmutan entre si. (a~!*a

1

Demostraciéon: Observemos primero que a, a*, 0 y 0~

es unitario si y sélosi a es normal. Ademdsde a~!*a = o, tenemos a o = a"'a"1*a =

1

a”!* yluego a”lo =ga™?).

! entonces a = A%p y

i)= i) 0 < o7 lap = a0~ !p =ap!. Llamemos A\? = ap~
m(a) =p.

ii)= iii) Si 7(e) = p, a = XNp y Ap = pA. Luego a = XpA con A > 0 y
B, -unitario.

iii)= i) o7lap=ac lp=ap™! = ApAp~1 = A2 > 0.
COROLARIO 5.3: F, = {MpA : X >0 y B,-autoadjunto}.
Calculemos el espacio tangentea U, en p, (TU,),: sea 7(t) una curvaen U, , con

v(0) = p, 4(0) = X, como v%(t) = o derivando en t = 0, obtenemos Xp + pX =0,

ademads de y(t) = ov*(t) resulta X = X*o. Tenemos entonces

(TU,),={X € (TN,), : Xp=—pX}.

Definimos
P,={X €(TN,), : Xp=pX}.
Entonces
(TN,),=(TU;), ® P,.
_ -1
Explicitamente para X € (TN,),, X = X1+X; con X, = % € (TU,),
X +pXp™?

y Xy = aATpPrP P,
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Sea P =(U,P,,Us).

TEOREMA 5.4: Sea ® : P — N, la restriccién de la funcién exponencial a P.
®(p,X) =exp,(X) = ex”_lp con pe U, y X € P,. Entonces
i) @ es un difeomorfismo de P sobre N, ,

ii) para cada p € U,, F, = ®(P,).

Demostracién: Sea a € N,, a = A2p. Entonces log A? verifica (log A\?)* = logA? y
logA2p = plogA%. Sea Y =logA2p. Resulta Yp=pY y Y* =p~llog)? =o"1Y.
Luego Y € P,. Entonces la funcién (A\?,p) — (p,(logh?)p) es la inversa de $ pues
&(p,Y)=e¥?"'p = A2p = a. Esto prueba i).

Paraverii)sea X € P, ®(p,X) = eXr™'p. Como (Xp~ 1) = pX* = pXo~1Xp !,
entonces eX?”' > 0. Veamos que es B,-autoadjunto. X € P, luego p conmuta con
eX¢™' . Entonces ®(p,X)€ F, y ®(P,) C F,. Reciprocamente si a € F,, a = A\?p
con A = pAp~!, entonces ®(a) = (p,(log \?)p) € P, pues (log A2 p)" = p~llog A2 =
(log A2 p)o~! y (log A%)p conmuta con p.

El grupo de los B,-unitarios

Fijado p € U, definimos G, = {g € G : gp = pg}, que resulta un subgrupo de
G . Definimos a continuacion una accién de G, sobre la fibra F,

G,xF,— F,
(9,a) — gag”.

Si a € F,, a = A\?p, entonces gag* = gA\?pg* = gA\’g*p, donde gA%¢g* > 0 y
B,-autoadjunto. Luego gag* € F,.

Sea k : G, — F, definida por k(g) = gpg* = gg*p.

Llamemos Gp(o) a la fibra k™!(p) y V, a los elementos positivos de G,. Si
g€ G,V gpg* = p, o bien g¢* = 1,0 g}
unitarios de G,.

= ¢g*. Resulta GP(O) el conjunto de

1 1

= g. Luego V, consiste en los

Notemos que si g € V,, g* = pg*p™" = pgp~

elementos positivos B, -autoadjuntos.
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El dlgebra de Liede G,, (TG,), es L ={X € A, : Xp=pX}. L se descompone
como L =Ly® L; con
Lo={XeL: X"=-X}

Ly={X€eL: X" =X}

y resulta Ly = (TGE,O))1 y £y = (TV,),: si 4(t) es una curva en GE,O) ,con v(0) =1
y ¥(0) = X, derivando v*(t) = v~!(¢) y ¥(t)p = pv(t), en t = 0, resulta lo pedido.
Anailogamente si 7(t) C V,, es una curva por 1 que se ajusta a X , derivando v* = v
Yy 70 = py resulta X € L y X = X*. (Reciprocamentesi X = X* y Xp = pX
tomamos y(t) = X >0 ).

TEOREMA 5.5: i) Sea p : V, x GE,O) — G, la aplicacion dada por p(v,u) = vu,
p1: Vo x Gg’) — V,, la proyeccion sobre la primera coordenaday v :V, — F, la
restriccion de k a V,. Entonces p y v son difeomorfismos y el siguiente diagrama

conmuta:

»

V,xG¥ — @

Ve — F,
v

Ademas la inversa de p esta dada por la descomposicién polar.

X es un difeomorfismo de L, sobre V,.

ii) La aplicacion X — e

Demostracién: i) Sea ¢ € G,, ¢ = Au y v unitario. Afirmamos que p~(g) =

A2 ,u). Verifiquemos que A2 €V, y u € G . Sabemos que gp = pg; o sea Nlup =
2 )

o= pA%p7lpupT!, con pA%pT! > 0y pup™!

unicidad de la descomposicién polar resulta

pA2u, ANu = pAup~ unitario. Por

-1 1

pPX’p~l =Ny pup™ =u.

Es decir pA? = A2p y pu = up. Asi p resulta un difeomorfismo y su inversa la

descomposicion polar.
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También v es un difeomorfismo, teniendo en cuenta la caracterizacion de F,.

El diagrama conmuta:
k(p(v,u0)) = k(vug) =vugpuy 'v* =vpv =2%p
v(p1(v,up)) = v(v) = vpv = v?p.

Veamos ii). Sea X € £;,como X = X* y Xp = pX resulta eX >0y peX =eXp
y luego eX € V,. Reciprocamente si v € V, tomamos logv =X y X € £;.

OBSERVACION: G, es el grupo que preserva la fibra F, actuando como definimos
antes: vimos que si g € G,, gag* € F,, si a € F,. Reciprocamente si existe un grupo
G tal que preserva la fibra, entonces G C G, (149, [6]).

Métrica de Finsler en N,

Definiremos ahora una métrica de Finsler en N, .

Sea a € N, , definimos la siguiente forma bilineal:

(z,y)a = (Azz’y) = ()‘Z,Ay) z,y€ E

donde a = A%2p con )\ > 0.

Esta métrica produce una norma de Finsler en el fibrado M = N, x V de formas
bilineales (V' es el espacio de formas bilineales conjugadas sobre E).

Si e M,
”ﬂ”a = sup{lﬂ(z,y)l : (z,z)a <1 ,(y, y)a < 1}-

Esta norma se puede trasladar al fibrado tangente, si pensamos a cada b € A,
como la forma bilineal

Bo(z,y) = (bz,y) =z,y€E.

Resulta entonces

IBlle = 118sll, = A~"6277|

pue€s ”.Bb”a. = 3up{lﬂb(zvy)| : (zyz)a < 17(yiy)a < 1} = SUP{|(53: y)l : (sz A2:) <
1,(My, A\y) <1}.
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Llamando z' = Az, y' = Ay, resulta z = A"1z', y = A1y, y

18sll, = sup{|(BA 22" A1), (',2") < 1,(¢',9') < 1)
= sup{|(A A2, )], Il < 1,1l < 1}
= [A~1BA7Y.

Observemos que la aplicacion

(TN,,)P — (TN,),
X — X))

es una isometria para las normas | ||, =| || y || |la) donde a = A?p.

DEFINICION 5.6: Si X € (TN,), y a=A%p,con A >0 y p unitario,

Xl = 1A XX,
(No,|l |la) es un espacio de Finsler.

TEOREMA 5.7: La aplicacién tangente (T'r), : (TN,), — (TN,), no aumenta

normas, es decir

I(Tm)a (X < 11X la-

Demostracién: Sean a = A%p = vp, v = A2 > 0 y p unitario y a(t) una curva en
N, tal que a(0) = a, a(0) = X . Sea p(t) = m(a(t)) y sea [I'(t) la levantada de p(t),
es decir T'(t)pI'*(t) = p(t). Sea ay(t) = I'(t)al*(t), X1, = a;(0) y X, = X - X, =
a(0) — a,(0).

Observemos primero los siguientes hechos:

I'(t) es unitario ya que verifica (I'T*)" =0 y I'(0) = 1.

n(a(t)) = m(ay(t)) pues a;(t) = ['(t)al*(t) = T(t)vpl' ~1(t) = T(t)vI~1(t)p(t) y
['(t)vT'~1(t) > 0 pues I es unitario.

(Tr)a(X) = (Tr)a(Xs) , implica que X € ker(T)a: (Tm)a(X) = (n(a(t)))],_q =
(m(a1(2))) le=o = (Tm)a(X1).

ker(Tr), = T(F,). Esto se deduce del siguiente hecho general: si ¢ es una
sumersién, T(¢~1{z}), = ker(T¢), para p € ¢~ {z}. Ver [8].
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Calculemos X,

Xy = ix(0) = (D)l ()] mo = 5(07"a + 0") =
= 2o~ up +v%") = 3(pv + v ) =
= %(pv + vp).
Por otro lado [[Xyfla = [A'X3A1 = 3\ a0A™1 + A7 wpat| = (250 +

ApAT 2 1Al
Esta ultima desigualdad vale pues

ISTS™! +S~'TS| > 2||T||

para cualquier operador inversible simétrico S y cualquier operador T (Ver [4]).
Luego tenemos || Xi||, > [I4ll = |(T7).(X)||. Bastaria ver que ||X;||, < || X||a-

Pero X = X; + X, donde X,p = —pX,;, pues pp = —pp,y Xop = pX, y las mismas

relaciones valen para A™1XA7! = A7 XA £ A1 X507 pues A7 lp = pA7l.

Entonces ||A7'X A7 < ||ATIXATY|, es decir || X;]|, < || X|la, (Pues en general

X -pXp!
si X =X,4+X; con Xjp=—-pXy, Xop=pXy,es X; = # y entonces

21X, = I1X — pXp~!|| < IX]| + loXp|| < 211 X|| ya que p es unitario).

Geodésicas en N,

Estudiaremos a continuacién algunas propiedades de las geodésicas de N,. Cal-
cularemos la longitud de las curvas de la manera usual, referida a la métrica de Finsler

definida: si 4 es una curva en N, , su longitud es

L(y) = / () lo dt.

PROPOSICION 5.8: Dados a y b € F, existe una tnica geodésica que los une.
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Demostracién: Supongamos primero que b = p. Usando la inversa de ®,si a = A%p,
sea X = logA?p € P,. Sea 7 la tnica geodésica tal que v(0) = p y 4(0) = X.
Entonces v(t) = eX?" p con ¥(0)=p y v(1) =a.

En el caso general, usando un g € G, conveniente se reduce el problema al primer
caso: si b = AZp, tomamos ¢ = A~!. Entonces A~!bA~! = p y tomamos la geodésica

que une p con A~ lal"l,

PROPOSICION 5.9: Para toda curva a(t), que una a € N, , con 7(a), existe una curva
mads corta contenida en la fibra de a, Fy(,), con los mismos extremos.

Demostracion: Sea p(t) = m(a(t)), a(t) = v(t)p(t), v(t) >0, a(0) =a, a(l) =p, ¥y
p(0) = p; sea I'(t) la levantada horizontal de p(t). T' verifica: I'(¢)pI'*(t) = p(t).
Definamos ¢(t) = I'"!(¢)a(t)['(t). Como I'(t) es unitario, £(t) = I~!(¢)v(¢t)['(t)p,
con T'~!(t)v(t)I(t) > 0 y luego m(&(t)) = p, 0 bien €(t) C F,. Ademias £(0) = a(0) = a
y €(1) = p(1) = p.
Afirmamos que ||€||, < |lal|, .

Calculemos ¢:
é =T 'IT'al 4+ I'al’ + 14T
1 1
=T (-56p7 ' D) et azpp™" +a)l
1,1, .
=T 1(E(vp + po))T.
Luego
lélle = T ATIT)er = A74)r|
1
= SIT7* A7 (pv + 9p)A™'T|
1, 1, 0 0 =
= S (o +2p)A7Y.
Por otro lado, como a = vp = pv, tenemos
N VI 1. .
@ = 3(pv +19p) + S (pv + vp)

y luego
. | T ~1y Ny —
lalla = ZIAT (9 +9p)A™ + A7 (v + vp)A 1.
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pY + vp pv + vp

Sea X, = y X, = entonces X;p = pX; y Xop = —pX,, (pues
pp = —pp y v conmuta con p). Luego A7?X; A7 + A71X,A7! es la descomposicién

de A7'ax~! y entonces |A71X;A71|| < |{|A"taA7!|, que prueba lo pedido.

PROPOSICION 5.10: Dados a y p = m(a) en N, la geodésica que los une es la curva

mas corta de extremos a y p.

Demostracién: La geodésica que une a y p es y(t) = e“°5°2p donde a = a?p y

a > 0. Entonces

1
L) = [ Tl

1

=/ ”e—a}loga’ logQZCtloga’e—%loga’” dt
0
1

= [ g™
0

= ||log &”||.

Por otro lado si w(t) es una curva en N, tal que w(0) = p y w(l) = a, por

5.10,podemos suponer que w(t) C F,. Entonces w(t) = a®(t)p con a(t) > 0, a?(0) =
1y a?(1) = a?. Calculemos L(w):

L(w) = / 5(2) gy
_ / 1(22(t)) plly e dt
= / la~ (t)(e?(t)) e~ (1) dt

Esta ultima expresién corresponde a la longitud de la curva a(t) pensada en el espacio
de elementos autoadjuntos inversibles: a(t) esta contenida en la fibra del 1. Por 6.3 de
(6], L(a) > ||log o?||.

COROLARIO 5.11: Dados a y b en F,, de todas las curvas v contenidas en F,, que
unen a con b la mas corta es la geodésica de extremos a y b.
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Demostracién: Supongamos que a = a?p y b = $%p, entonces la geodésica que une
p=pB"18"1 con B 1af! =B 1a?B1p es (t) = etlog(ﬂ"a’ﬁ"l)p — (ﬂ"lazﬂ"l)tp
pues B 'a2B8~! > 0. Luego Bv(t)B es la geodésica que une a con b; como ¥(0) = p
y 7(1) = 7 'aB7! resulta Bv(0)8 = b y Bv(1)8 = a y ademds By es solucién de

a(e) = 0 con las condiciones iniciales €(0) = b y (0) = XS con X =log(B~'a?B87)p.
Luego si llamamos geo(a,b) a la geodésica que une a con b resulta
geo(a,b) = B(B'a*B™")'Bp = Bgeo(8 aB™",p)B =
= Lggeo(Lg-1a,Lg-1b)
o sea

geo(a,b) = Lggeo(Lg-1a,Lg-1b).
Observemos ahora el siguiente hecho: dado § > 0 tal que # conmuta con p la

aplicacién ' : E, — Er,, es una isometria: IIH‘I:I:IILM2 = (Ba?BB 'z, 12)

con z € E pues Lga = Baff = Ba’pf = Po?Bp y BB > 0. Luego ||ﬂ“1:c||1,ﬂa2 =
(a?2,2) = |lz]12.
Entonces
187 2l Lya = lI]la-
O bien
lyllzse = l1BYlla-

Consideremos la aplicacion T = (TLg), : (TN,), — (TNU)L,a . T resulta una
una isometria: si ¥ = TX, entonces Y = X3, o bien pensandoa X y a Y como
formas bilineales, By (z,y) = (Yz,y) = (8Xfz,y) = (XBz,By), z,y€ E.

Luego || Byl = supyz, . =iyiiz,o=1 (Y22 9)| = suPyy,  —pyiry,0=1 (X B2, BY)].

Como ||z||L,a = [|Bz]lo resulta

| By || = sup  |(XBz,By)| = || Bx]|
IBzlla=lIBylla=1
pues [ es inversible.
Luego
[ Xlle = 1Y l2ge = 1L X|IL,a

y entonces

1
L(geo(a, b)) = / 1(Bgeo(BaB™, )Y geo(s-1ap-1,575 dt-
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Llamando v = geo(8~'af7?, p) tenemos

L(geo(a,b)) / 1(BY(£)B) 1| g(t)s dt
= / 18408 llgycop dt

1
- / ILoIL, dt

/ 1]l dt

= L(geo(B~ aﬂ ,P))
= ||log 87 a8 7||.

Sea w(t) una curva contenida en F, que une a y b: entonces w(0) = b, w(l)=a
y w(t) = a?(t)p con a(t) >0.

Consideremos la curva S~ 'w(t)~! = f~'a?(t)3~'p. Entonces S~ wB~! une p
con B~ 'aB~!. Por lo visto antes

L(Lg-1w) > L(geo(B~*aB ™, p)) = L(geo(a, b)).

Ademds como w(t) C F, se verifica
ILg-1ll, _, . = @llw-
Luego
1
L(Lg-rw) = [ 1B 08 Y llg-rup-s d
0

1
- / 18758 g 1ups dt

1
_ / 1Lg-r0ol, ., dt

/ 0] d

= L(w).
Luego L(w) > L(geo(a,b)) como queriamos ver.

61



Apéndice

i) Daremos a continuacién un ejemplo de un elemento unitario ¢ en un algebra
C*, tal que ninguna de sus raices cuadradas pertenece al doble conmutante de o, [o]".

Este hecho prueba que no es posible, en general, reducir el problema

al problema

haciendo el cambio de variables y = za~!, donde a es una raiz particular de o, tal
que a € [g]".
Consideremos en H = l;(N) el operador Shift dado por

S:H—H

S(z1,22y. -y Zpy...) =(0,21,Z2,...,Zn,...)

y tomemos la clase de S, s, en el dlgebra de Calkin A = L(H)/K(H), donde K(H)
es el ideal bilitero formado por los operadores compactos de L(H). Entonces s es
unitario, de indice —1. Ademds s no tiene raices cuadradasen A puessi z € A es tal
que z? = s, entonces existe X € L(H) y K € L(H) tales que S+ K = X2. Luego,
tomando indices resulta —1 = () = i(S + K) = {(X?) = 2i(X).

Sea A, la subdlgebra cerrada de A dada por

A, ={a€ A : as = sa}

0

) es inversible y
3

y consideremos el dlgebra B = M,(A,). El elemento o = <;
pertenece al centro de B, C(B).

Sin embargo ninguna de las raices cuadradas de o pertenece aC(B): si existiera

una raiz de ¢ en C(B) deberia ser de la forma

= (5 2)
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pero entonces z2 = s en A,y ya vimos que s no tiene raices cuadradasen A.
0 1
Por otro lado el conjunto de raices cuadradas de o es no vacio ya que p = ( s 0
verifica p? = 0.

ii) En este ejemplo caracterizamos los conjuntos Q en el caso en que A = M,(C).

Si X € A es inversible, entonces es similar a una de las siguientes matrices de

a 1 a 0
n=(5.) x=(; )

con a y b no nulos. Es decir existe T inversible tal que

Jordan

X=TX,T! o X=TX,T'.

Luego el conjunto de raices cuadradas de X y @, esisomorfoa Q; o Q,, las raices
cuadradas de X; y X, respectivamente, mediante la aplicacién

Q—Q
Y —-TYT!

Calculando entonces los conjuntos @, y Q, resulta

r 1 g} Tt
0 a3 0 —a?

1 ,
donde a? es una de las raices cuadradas de a.
Si a # b resulta

ai 0 ai 0 —at 0 —at 0
Q’={(o b%)’(o —b%)’(o b%)’( 0 —b%)}‘
Sia=10
Q2={a%X : X2 =1},

Es decir Q. tiene infinitos elementos y es isomorfo al conjunto de reflexiones de A4,
Q, , mediante la aplicacion

Q1 — Q2
X — a%X.
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Observemos el siguiente hecho: si tomamos una curva de matrices

1= )

tal que a(t) y b(f) tienden a un mismo limite a cuando ¢ tiende a 1, con a #0 y

a(t) # b(t), los conjuntos Q. tienen cuatro elementos y Q tiene infinitos.
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