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Introducción

G. Corach, H. Porta y L. Recht estudiaron en detalle el conjunto de proyectores y
el conjunto de elementos inversibles, autoadjuntos de un álgebra C" , desde el punto de
vista de la geometríadiferencial,([1],

Por otro lado Man-Duen Choi estudió, en [7], la noción de cocuadrado de un ele
mento inversible del espacio L(H) , donde H es un espacio de Hilbert. Si a E L(H) es
inversible, su cocuadrado se define como a’l‘a. Es fácil ver que a. es normal si y sólo
si su cocuadrado es unitario.

El conjunto de proyectores {p E A : p2 = p} se puede ver, mediante la aplicación
p —> 2p —1 = e , como el conjunto de reflexiones de A, {e E A : ¿2 = 1}, es decir
como el conjunto de raíces cuadradas de la identidad. También si a. es inversible y

1"a, es igual a la identidad y entonces el conjuntoautoadjunto, el cocuadrado de a, a,
{a E A : a‘ = a y a, es inversible} es el conjunto de las co-raíces de la identidad.

Aqui se generalizarán los resultados obtenidos en [1]y [2],estudiando los conjuntos
Q = {s E A : 32 = a} y N, = {a E A : a’l’a = a}, donde A es un álgebra
C‘, y a es un elemento inversible de A. observemos que para. a = 1 estos son los

conjuntos estudiados por G. Corach, H. Porta y L. Recht en [1] y [2], (ver Apéndice).
Adaptando las técnicas desarrolladas en los trabajos mencionados, obtenemos una serie
de resultados que describiremos sucintamente.

Fijado a' E A inversible consideramos

Q={s€A : 32:0}, A,={aEA : aa=aa}

y G, el grupo de inversibles de A, . Q está contenido en A, , donde trabajaremos de
aquí en adelante. Notemos que a pertenece al centro de A, . Podemos desde ahora
suponer, sin pérdida de generalidad, que a pertenece al centro del álgebra. Se define
una acción a izquierda. L, de G, en Q, Las = gay-1, que resulta diferenciable y
localmente transitiva.

Fijado un s E Q, definimos una aplicación p : G, —> Q , como

p(9) = Lg" = gay"



La órbita de s, p(G,), resulta abierta y cerrada, y p admite secciones locales. Se
prueba que Q es una variedad diferenciable.

El grupo de isotropía de s , I, = {g E G, : Las = 3}, es un subgrupo cerrado de
G,. I, opera en G, por traslación:

R: I, x G, ——>G,

(t19)—' Rt(g) = gt

Esta operación no tiene puntos fijos. (G, ,Q, p) resulta un espacio homogéneo de
Banach, a fortiori, un fibrado principal localmente trivial, con grupo estructural I , .
Se define un complemento natural de .7, ,( el álgebra de Lie de I, ), 'H, , que verifica:

i) Aa = J, 63Ha

ii) tH,t-1 = H, Vt e I,

(Tp)1I.H_: H, —> (TQ), es un isomorfismo.

Resulta (G, ,Q ,p) un espacio homogéneo reductivo.

A partir de H“ se define una distribución de subespacios horizontales en G,: si
g E G, definimos

Hag = gHa

y el espacio de vectores verticales en g como

V, = {X E A, : (Tp)g(X) = 0}.

Se verifica que V9 = g], y v9 63HM = A, .

La conexión así definida es diferenciable e I , -equivariante:

Hmi = 'Hmi ViE I,.

Se demuestra entonces la existencia de levantadas horizontales de curvas en Q:
si 7 es una curva en Q la levantada horizontal de 7, P, que verifica I‘(0) = 1 es la.

solución del problema _ 1

{I‘m= ¿wn-¡(wnI‘(0) = 1

(“ecuación de transporte asociada.a 7”).



La existencia de levantadas horizontales nos permite definir la derivada covariante
de un campo en una dirección tangente y de un campo a lo largo de una curva, transporte
paralelo y geodésicas. Se prueba que si X E (TQ), , y 7 es una. curva en Q, 7 es
geodésica si

—1

7(t) = etx' s.

Además ésta es la única geodésica tal que 7(0) = .s y "y(0)= X .

Como Q C Ga, cada s E Q admite una descomposición polar

s = Azp

con A > 0 y p unitario. A partir de aquí consideramos a unitario. Se verifica entonces
que si 3 E G, y s = Azp es su descomposición polar, entonces 3 E Q si y sólo si p2 = a
y pz\ = A’lp.

Consideremos el conjunto P = {p E Q : p‘ = p-l} , de elementos unitarios de Q .
Teniendo en cuenta la proposición anterior podemos definir la aplicación

1r : Q —> P 1r(3) = p

donde 3 = Azp, con /\ > 0 y p unitario.

Si consideramos una representación de A en el espacio de operadores L(E), con
E un espacio de Hilbert, cada p G P determina una. forma bilineal:

Bp(=,y) = (muy) 3,3!E E

La fibra de p, Qp = 1r_1(p), se caracteriza como

Qp = {ApA_1 : /\ > 0 y BP-unitario}.

El espacio tangente a Q en p es

(TQ). = {X G Aa =Xp = -PX}

que se descompone como

(TQ)p = (TP)p e NP

donde

Np = {X E (TQ)p : X' = —a_1X}.
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La aplicación exponencial (I) del fibrado tangente (TQ) en Q es

mx) = e""‘s s e Q, X e (TQ).

y se verifica que (I) es un difeomorfismo de N sobre Q y QP = <I>(p,N p).

Se estudia a continuación el grupo de elementos Bp-unitarios y se caracteriza su
acción sobre la fibra QP.

Se define una métrica de Finsler en Q de la siguiente forma: si X E (TQ),

“Xlla =||Á_1XÁII

donde .9= Ázp con A > 0.

La norma , es una.norma natural de operadores para los elementos de A, ,
definiendo en E el producto interno

(z’y)0 =(A-lzaA-1y) z ay e E

Si a E A, , la norma de a. como operador con el producto ( , ), coincide con Ha“, .

Además la métrica de Finsler es invariante para los elementos Bp-unitarios.

Se demuestra que la aplicación tangente de 1r no aumenta las normas

||(T7r)a(X)II,, S IIXII. X E (TQ)..

Se obtiene un resultado adicional en la demostración de este hecho:

2IITIIS II5T5+ 5-1194“

donde T es un operador en L(H) y S es la parte positiva de un operador de cuadrado
unitario. Esta desigualdad se generaliza y vale

2||T|| 5 ||STS + S’“TS‘1*||

conTG L(H) y S inversible,
Finalmente se define la longitud de una. curva 7 en Q como

L(v)= Hill-¡dt
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y se estudian las propiedades métricas de las geodésicas.

Tenemos los siguientes resultados: Dados po y p] en Qp existe una única geodésica
contenida en Qp que los une. Además si s G Qp, la geodésica que une 3 y p es la
curva más corta en Q que une estos puntos, y dados s y 1' en Qp de todas las curvas
contenidas en QP que unen estos puntos la más corta es la geodésica de extremos s y
r.

Estos resultados se detallan en los capítulos 2 y 3. En los capítulos 4 y 5 se estudian
propiedades similares para las co-raíces de a, con a' un elemento unitario de A . En
el capítulo 1 se exponen resultados generales sobre espacios homogéneos reductivos de
Banach .



CAPITULO 1

Espacios homogéneos de Banach

En este capítulo se detallarán resultados generales sobre espacios homogéneos de
Banach. A denotará un álgebra de Banach con unidad y G el grupo de elementos
inversibles de A. Consideraremos una variedad C°°, Q, modelada en espacios de
Banach. Se puede probar que G resulta un grupo de Lie. (3.14 de

Definiremos a continuación la noción de espacio homogéneo de Banach. Supon
dremos dada. una acción a izquierda L, de G en Q:

L:GXQ—>Q
(9’5)_’L95

de clase C°° , que satisface:

i) L1=IdQ g,g'€G,
ü) Lng' = ng' i

L es localmente transitiva, es decir que para todo q E Q, existe un entorno U de
q tal quesi q'EU,existe gEG conquzq'.

Observemos que de la propiedad iii) se deduce que la. órbita de cada. e E Q,

{Lgeg G G}, es abierta.

Paras E Q ,I, denotará el grupo de isotropía de e

I,={g€G:Lge=e}.

I, resulta un subgrupo cerrado de G y supondremos además que I, es subvariedad

de G . Si e' = Lge, entonces resulta IC; = gI,g’1 . .73 indicará. el espacio tangente a
Ie en la. identidad. .7, resulta cerrado por el corchete [41,b] = ab —ba, a,b G J, , que
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convierte a .7, en un álgebra de Lie. Más aún pediremos que .7, sea una subálgebra
de A, con grupo de inversibles I, .

(G, Q) es un espacio homogéneo de Banach.

Como ejemplo de esta estructura tenemos las reflexiones en A, Q = {e E A : 62 =

1} y la acción sobre Q dada por L : G XA —> A , Lg(e) = gcg'1 . Q se puede pensar

también como el conjunto de proyectores en A, mediante la aplicación e —> ":1 ,
que manda cada. reflexión en un proyector. Este ejemplo fue estudiado detalladamente
en[1]y

Reductividad

Fijado e E Q, definimos la aplicación p : G —> Q dada por p(g) = Lge . La
imagen p(G) = Q, es la órbita de e, que resulta ser una variedad pues es un abierto
de Q .

De aquí en adelante consideraremos e fijo y trabajaremos en Q, , que, por abuso
de notación, llamaremos Q .

IC opera a derecha en G , por traslación:

R:I,XG—>G
R(i,9)=Ri(9)=9i ieIugeG

Esta operación no tiene puntos fijos y luego la acción es libre.

IC es simplemente transitivo en p’1({e'}).

En efecto p-1({e'}) = gI, , donde Las = e' : p_1({€'}) = {h E G : Lh(e') = 5'} .
Si h E p_1({e'}) : Lh(e) = 6'. Entonces Lh(e) = Las y luego Lg_¡hs = e. Tenemos
entonces 9-1}; G I, o bien h e gIe .

Recíprocamente si h e gIe entonces g_1h E I, , luego Lg_¡hs = e o bien Lhe = s' .

Haremos ahora la siguiente hipótesis :
H) Existe un subespacio cerrado 'H, tal que :

i) A = J, e Hg,
¿Hg-1 = H, para. todo iE I, ,

iii) (Tp)1|,í‘ : H, —> (TQ), es un isomorfismo vectorial topológico.
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OBSERVACIÓN : Siempre vale que J, está. contenido en ker(Tp)1 pues si X e Je,

considerando 7(t) una curva en I: tal que 7(0) = 1 y 7(0) = X y como p(7(t)) = e
para cualquier t, derivando en t = 0, obtenemos (Tp)1(X) = 0. La. condición
garantiza. la igualdad.

TEOREMA1.1 : Para cada 6' e Q existe una sección local de p en 5', es decir existe
un entorno U de e' y una aplicación C°°, 6 , 5 :U —> G tal que pólu = idU .

Demostración : Construiremos una sección local en un entorno de e , a partir de la
cual se deducen las demás.

(Tp¿)1 es un epimorfismo directo ya que es una aplicación sobreyectiva. El com
plemento de ker(Tp,)1 es 'H, , y (Tp,)1 :H, —> (TQ), es un isomorfismo. Aplicando
II 5.6 de [8], se deduce la existencia de una sección local 6, en un entorno de e , U ,
6 : U —> G con pólu = idu, pues como p(1) = e y (Tp)1 es un epimorfismo di
recto, existen entornos U1 de 1, U1 C G, U0 de 0 y V, de e y un difeomorfismo

fi :Uo x V, —» U1 tal que p{(z,y) = y para. todo (2,31) E U0 X Ve, con ¿(0,5) = 1.

Tomando 6 = ((0,31), 6 es un difeomorfismo, 6 : Ve —> U1tal que p6(y) = y para
todo y G V, y ¿(6) = {(0,5) = 1.

Sea ahora 5' = Las y lg : G —->G es la multiplicación a izquierda por g .

Se verifica que

p = L9 o p o 19-1

o bien

p o lg = Lg o p

pues Lgopolg_¡(h) = Lgop(g‘1h)= Lng_¡h(e) = Lh(e) = p(h) . Tomemos Ue;= LgU
como entorno de s' y

6'=lgoóoLg_1

Entonces 6' : Ue: —> G es una. sección local de p en 6' , tal que 6'(c') = g, pues si

r E Ue:, 'r = L9(s'), con 3' E U y p6'(r) = po lg 060 Lg_¡ (1') = Lgp6L9_¡(Lgs') =
Lgp6(s') = Lgs' = r y 6'(s') = lg6Lg_1(e') = lg¿(5) = L91= g.

OBSERVACIÓN: Notemos que dado g E G , tomando Las = 5' , podemos construir una
sección local 6 de p, en un entorno de 6' con 6(e') = g .

Denotaremos

K, = «I‘mllmr‘.
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Resulta Ke : (TQ), —> 71,.

COROLARIO1.2: (G ,Q,I,) es un fibrado principal.

M111611511: Sabemos que I, actúa. libremente sobre G, a derecha, Q resulta ser
el cociente G/I, y p es diferenciable. Veamos que G es localmente trivial.

Sea 6' E Q tal que s' = Lge. Llamemos 60 a la sección definida en 1.1, con
60 : U ——>G, 60(6) = 1, U entorno de e, y en general 69 : LgU —> G con

69(Lge) = g . Definimos la siguiente aplicación:

ú :p_l(U¿I) —> U" XI, con Ue! = LgU

h —> (p(h), (59p(9))_1h)

(¿gp(h))_1h E I, pues de p(ógp(h)) = p(h) se deduce L¿'p(h)e = th o bien
¡«mm-15 = €

gb es inyectiva: si 1Mh) = 1/)(h'), p(h) = p(h') y luego h = h'. tb es sobreyectiva y

su inversa es la aplicación definida por 1/71 : (5" ,i) —> 69(5") i . Pues aplicando 1,1)y

1/)“1 sucesivamente, obtenemos h -—>(p(h),(óg p(h))_lh) —» 69p(h)(6g p(h))_1h =
h.

Además si llamamos d) a la segunda coordenada de «p, d) verifica qb(hz') = d>(h)i

para h e G,i e I, : d;(hi) = [6,(hi)]_1hi = (óthL.-e)_1hz' = (man-Im =
¿(Mi

Luego (G ,Q ,L) es un fibrado principal. (cf. [9], pág. 50).

OBSERVACIÓN: Dado s' = Lge se verifican

Iz' = 9I29_1

Ju = 9.729”

Veamos la primera igualdad: si h E Ig; , entonces Lhe' = 5' , o sea Lths = Las,
o bien Lg—1hge= e es decir g’lhg E I, , con lo cual vimos la inclusión g’lIerg C Ie .
Análogamente se deduce la otra inclusión.

LEMA 1.3: (Tpcl)1 : g'l'teg-1 —> (TQ),: es un isomorfismo.

9



Demostración: Sea Auig : G ——>G la aplicación definida por Aut g(:z:) = gczzg-l.

Tenemos que

Lg opa = pe: o Autg.

Diferenciando obtenemos

(TL9)¿(TP2)1 = (Tpe’)1 Autg

(TL_,,)‘(Tp,,)1Autg_1=(Tp,I)1.

Restringiendo a. ¿{Hay-1 se sigue el resultado.

Teniendo en cuenta el lema 1.3, definimos He: = g‘HCg-1 y

Ke: : (TQ)¿: —> He:

Kc' = ((Tpe’)1 Iu‘, )-1

Observemos que K¿r = Aut gK¿(TLg_1)e . Resulta entonces la siguiente

PROPOSICIÓN1.4: Dados e" y e" en Qe se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Autg11,, —. H,“

(TQ):I —> (TQM
(Tí/ab

donde e" = Lge'.

Demostración: El resultado se deduce del lema 1.3.

10



Conexión en Q

Definimos a continuación una conexión en (G,Q ,I,) dando una distribución de
subespacios horizontales en G: para cada g E G definimos

Hay = HH:

y V9 = {X G A : (Tp)g(X) = 0} el espacio de vectores verticales en g. Tenemos
entonces

PROPOSICIÓN1.5: v, = 9.7, y A = HM 63v9.

Demostración: Consideremos nuevamente el diagrama 1.1. Se verifica que

p o lg = Lg o p

o bien

p = Lg p 19-1.

Diferenciando en g obtenemos

(TP)9 = (TL9)3(TP)119"

de donde se deduce que Vg = gI, y luego A = H,_g e Vs7.

PROPOSICIÓN1.6: La conexión definida es diferenciable e I, -equivariante:

(Tr¿)g('H,'g)= thi para todoi E I,

donde ri : G —> G es Ia multiplicación a derecha por i.

Demostración: Si T es la proyección sobre 'H, , paralela a v1 , entonces la proyección

sobre He'g, paralela a V9, está. dada por lgTrgq , que varía de manera diferenciable
con g.
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Veamos la condición de equivariancia: sea i E Ig entonces

(Tr¿)g = r,

luego

T¿(H¿'g) = He'g‘l.

Pero por la condición ii) de H) 'H, = ¿Hei’l , o bien 'H¿i = i'He . Luego

HM: = 171m = Hemi.

Recordemos que dada 7 : [-6,6] —> Q una curva C°°, una levantada de 7 es
una curva I‘ : [-6,6] —> G, C°° a trozos, que verifica p(P(t)) = 7(t), t E [-6,6] .

Como consecuencia de la existencia de secciones locales para p se deduce la exis
tencia de levantadas de curvas en Q .

DEFINICIÓN1.7: Sea I‘ una levantada de 7 : [-6,6] —> Q. I‘ es una levantada

horizontalsi E Hem“).
En el caso general, si (P , M , G) es un fibrado principal de proyección 1r : P —> M

y conexión H, dada 7 : [0,1] —> M una curva C°° y p E 7r_1(7(0)) se demuestra

que existe una única levantada horizontal I‘, de 7, que cumple I‘(0) = p, (Ver [10]).

Ecuación de transporte

A continuación deducimos la ecuación de transporte para una curva diferenciable
en Q .

Dada 7 : [-€,€] —> Q una curva diferenciable y P su levantada horizontal tenemos

p(P(t)) = 7(t)

Diferenciando obtenemos

(TP)r(t) PU) = fit)

12



Por otro lado, como vimos en 1.5

(TP)I‘(t)= (TLr(t)),(TP)1ÏI‘(t)"'

Por consiguiente

(TLr(t)),(Tp)lzr(t)-1I‘m = W)

o bien

(TLr(t)),(Tp)1r“(t)F(t) = W)

(TP)1F"1(i)Ï‘(t)= (TLr(t)),_li(t)

Como I‘ es horizontal E Hem“), es decir I"1(t)Í‘(t) E 'H,; resulta.entonces

I“1(t)Í‘(t)= manage-wa)
pero por 1.3

Km) = AutI‘(t)Ke(TLP(t))¿_

luego obtenemos la. ecuación

Í‘(i) = K1(t)("7(i))r(i)

Recíprocamente, veamos que una solución de esta ecuación es horizontal. Tenemos
que

FMF-IU) = K7(z)("7(t))E HM) = “WMP-IU)

luego

PU) E I‘(t)H¿ = Hem“).

Hemos obtenido la. ecuación de transporte asociada. a. 7

(1) I"(t) = K1(t)(i(i))Ï'(t)

OBSERVACIONES:i) La ecuación de transporte es una ecuación diferencial ordinaria,
con coeficientes C°° . Luego fijada una condición consistente existe una única solución.

ii) Si para, c G [-5,5] 1"(c)E G entonces I‘(t) E G para todo t E [-6,6] . Para ver
esto consideremos Ia ecuación

A = -—AC(t)

A(0) = P(c)_l

13



con C(t) = K7(¿)(fir(t)). Entonces si A = AP resulta = 0. Luego A = A(0) = 1 y
entonces A = F’l .

TEOREMA 1.8: Dada 7 : [-6,6] -—>Q una curva tal que 7(0) = 6 1a solución I‘ de

(1) tal que P(0) = 1 verifica
P(F(i)) = 7G)

Demostración: Las curvas p(I‘ y 7(t) verifican

{(P(1‘(i)))' = W)p(7(0)) = 7(0)

Luego coinciden para todo t E [-6,6].

Derivada covariante

La existencia de levantada horizontal nos permite definir la derivada covariante de
un campo en una dirección dada. Si X E (TQ),, e Y es un campo tangente C°° , en
un entorno de 6 , procedemos de la siguiente manera.

Ajustamos una curva a X: consideramos 7 : [-6,6] —> Q con 7(0) = 6 y
‘7(0) = X 

Resolvemos la ecuación de transporte asociada a 7. Tenemos así Lp(t)€ = 7(t) .
Fijado un t, la aplicación Lp“) : Q —> Q es un difeomorfismo y entonces

(TLr(t)), = (TQ): —*(TQ)»1(:)

es inversible.

Consideremos Y(t) = (TLp(t))e_1Y.,(¿), entonces Y : [-6,6] —> (TQ)e es difer
enciable pues la conexión lo es, y luego podemos derivar Y(t) .

Este procedimiento nos lleva a la siguiente definición:

DEFINICIÓN1.9: Dado Y un campo en un entorno U de 6 y X E (TQ), un vector
tangente, definimos la derivada covariante del campo Y en 1a dirección X como

d _
DXY = a(TLM)e 1Y7(t)|t=o
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donde 7 : [-5,5] —> Q es una curva tal que 7(0) = e y 7(0) = X, y F es 1a única
levantada horizontal de 7 tal que I'(0) = 1 .

Observemos que DXY e (TQ), .

LEMA1.10: La definición de DXY no depende dela curva 7 considerada.

Demostración: Para ver esto calculamos K¿(Dx Y) .

Sea. :c = K,X y sea la aplicación y : U —> A definida por ye: = K,:(Y,:) .

Tenemos que

Ke (TLI‘(t))_1(Y-y(t))= AutI“¡(t)K7(t)(Y7(t))

= P_1(t)y7(t)r(t)'

Luego

Kc(DXY)= ¿(F-l(t)y’ï(t)r(t))lt=0

= Í(0)ye + yel"(0)+ X 4/

:X-y+y,z —:¡:ye

= X °y + [ya,2]

pues = K,X = :c;(X -y denota la.derivada de la función y en la dirección X
Hemos obtenido entonces

K:(DXY)= X ' + [KenaKeX]

de lo cual se deduce que la definición de DXY no depende de la curva 7 .

Observemos que el primer término de la expresión anterior corresponde a una
derivación ordinaria de una función con valores en A, y depende de los valores del
campo en un entorno del punto. Mientras que el segundo es de caracter tensorial.

Es fácil ver que DXY verifica las propiedades que caracterizan a una derivada.
covariante.

Definimos a continuación la derivada covariante de un campo a lo largo de una
curva.
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DEFINICIÓN 1.11: Sea 7 : [-5,5] ——>Q una curva e Y, un campo tangente a Io

largo de 7, es decir Y, e (TQ).Y(,). La derivada covaríante de Y a Io largo de 7 es el

campo —Y que verificadt

¡&<rw=%me+m4anwn

Transporte paralelo y geodésicas

DEFINICIÓN1.12: Sea 7 una curva en Q e Y un campo alo largo de 7. Decimos
que Y es paralelo a Io largo de 7 si

D

PROPOSICIÓN1.13: Y es paralelo a 10 largo de 7 si y sólo si

Y: = (TLP(t)),Yo

donde I‘ es 1a única levantada horizontal de 7 tal que F(0) = 1 y e = 7(0) .

Demostración: Comprobemos primero que W, = (TLP(t))‘Y0 es paralelo a.lo largo de
7 . Teníamos que

K7(t)(TLI‘(t))¿= Autmflfi

Luego

d d
¿(KfltflTLruflÁÏ/o» = ¿(Animo-Ke)

=gamKJ4mn)
= Í‘(t)K,YoI"1(t)— 1‘(t)K,Yor'1(t)1"(t)r-1(t)

= Kw(t)("r(t))l‘(t)KeYol"l(t) - I‘(i)K=Yol“"(t)K1(t)(*r(t))

= 7(t)("7(t))K7(t)(TLI‘(i)),Yo- Kw<t)(TLr(t)),%K«(t)(‘?(t))

= _[K7(t)(TLP(t))¿Y0 ,K1(t)(*'r(t))]
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y por lo tanto
D
d—t((TLp(t))‘),0) = 0.

La otra. implicación se deduce de la. unicidad de solución para. una ecuación ordinaria
con condición inicial.

DEFINICIÓN1.14: Una curva 7 en Q se flama geodésica si 7 es paralelo a, Io largo
de 7 . Es decir si 7 verifica

¿(Km-m») = o.

TEOREMA 1.15: Sea 7 una curva en Q, 7 : [-6,6] ——->Q; 7 es geodésica si y sólo
si

7(t) = L¿¡K.(X)€

donde e E Q y X E (TQ),.

Más aún ésta es la única geoésica tal que 7(0) = e y 7(0) = X .

d
Demostración: Tenemos a(K.,(t)(7(t))) = 0 . Luegoresulta. K7(t)(7(t)) = constante =
K7(0)("7(0))= K2(X)'

Obtenemos la ecuación de transporte

Ï‘(t) =Ke(X)I‘(i)

r(o) :1

cuya solución es I‘(t) = e‘K‘O‘) y 7(t) = Luoe de donde resulta. el teorema.
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CAPITULO 2

El espacio de los elementos de cuadrado a'

Q como espacio homogéneo de Banach

Sea A un álgebra de Banach con 1 y G el grupo de inversibles de A. Fijado a
notaremos con A, a la subálgebra cerrada de los elementos de A que conmutan con
a, A, = {a G A : aa = aa} y G, al grupo de elementos inversibles de A, .

Sea Q el conjunto de elementos de A, de cuadrado igual a a, Q = {s E A :
1 12 :317’ ys = a}. Todo elemento de Q es inversible y conmuta con a, pues s

sa = 33 = a's . Luego Q está. contenido en G, . Notemos que cuando 0' es la identidad
Q resulta el espacio de reflexiones de A , que también puede pensarse como el espacio
de proyectores de A . Este espacio ha sido estudiado en los trabajos [1]y [2] . Definimos
una acción a izquierda L , de G, en Q

L : G, X Q —> Q

L(ga3)= I’g's:939_1 g e Ga, 3 e

PROPOSICIÓN2.1: L es diferenciable y verifica

1') L1 = IdQ,

ü) Lng’ = ng’ 9,9, e Ga y
L es localmente transitiva, es decir dado 3 E Q existe un entorno U, de s tal que
si 3' E U“ existe gE G, tal que Lgszs'.
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., , 1+ a’lss'
Demostraaon: Veamoslll) : sean s y s E Q y sea g = —2—-, g e A,. Se

I

verifica que gs' = 3:8 = sg . Si .9 y s' están próximos g resulta inversible :
1+ a’lss'

consideremosla función go: Q ——>A, dada por cp(s')= T- . goes continua
y tp(8) = 1 E G,. Dado V un entorno de 1, en G,, existe un entorno U, de s, en

1 + 0-133'
2Q, tal que qp(U,) C V. Luego para 3' E U, g = es inversible. Resulta

entonces, g’lsg = 3' , o bien Lg_1.9= 3'.

Fijado s e Q, definimos la. aplicación p : G, —> Q como

19(9)= Mg) = Lgs = 989"

La órbita de s , p(G,), es abierta pues L es localmente transitiva: si 3' E p(G,), existe
un entorno U de s' tal que si r e U, existe g E G, tal que Lgs' = r . Suponiendo
que s' = Lgos, resulta 1' = Lngos = Lagos y por lo tanto r E p(G,) . Luego U está
contenido en p(G,) .

p(G,) es también cerrada: observemos que Q es la unión disjunta de las órbitas

y por lo tanto p,(G,) = Q —ua, EP_(Ga)p,I(G,) es cerrada.
Tenemos entonces el siguiente

COROLARIO2.2: La órbita de s, p(G,) es abierta y cerrada.

PROPOSICIÓN2.3: p admite secciones locales: dado s' E p(G,) existe un entorno U
de 3' y una aplicación 6 : U —> G, tal que po 6 = idu .

Demostración: Observemos que este resultado es otra consecuencia de la transitividad
local de L : sabemos que existe un entorno U de s tal que si 3' E U existe g E G,

1 -1 I
tal que Las = s', o bien p(g)= 3', con g’1 = u; definiendo6 : U —>G,
como 6(s') = g tenemos p6(s') = 3', para s' E U. Si so E p(G,) existe h e G,
tal que 30 = th. La aplicación Lh : Q —->Q es un isomorfismo. Luego, tomando
V = Lh(U) , como entorno de so , lhóLh_1 es una sección local en un entorno V de
so , donde [h : G, —> G, es la multiplicación a izquierda por h: sea t 6 V = Lh(U),
t = hs'h’l con 3' E U, entonces p(lh6Lh-1)(t) = plh6(s') = h6(s')36(s')_1h’1 =
th(6(s')) = th' = t.



TEOREMA2.4: Q es una variedad diferenciable.

Demostración: Dado .9 e Q consideremos la aplicación p, : Ga —> Acr dada por

p,(g) = Las = gsg-1 . Calculemos la aplicación tangente a p, en 1 : notemos que
(TG,)¡ se identifica con A, y por lo tanto (Tp,)1 : A, —> Aa. Tomando g(t)
una curva en Ga, con g(0) = 1 y = X, se verificap,(g(t)) = g(t)sg(t)_1.
Derivando, en t = 0, obtenemos (Tp,)l(X) = [X,s] = X3 —3X. Calculando el
núcleo y el rango de (Tp,)1 obtenemos que Íc:e'r'(Tp,)1 = {X G A, : X3 = 3X}
y 1‘ango(Tp,)1 = {X E A, : X3 = —3X}. Verifiquemos la última igualdad: si
Y e rango((Tp,)1) , entonces existe X G A, tal que Y = X3 —3X , luego Ys = X32 —
3X3 = —(3Xs —0X) = —3Y. Recíprocamente, si Y es tal que Ys = —.sY, tomemos

X = %Y3'1 , entonces (Tp,)1(X) = Y, o sea Y E rango((Tp,)1) . Ambos subespacios
son complementados, más aún A,r = ker((Tp,)1) 63rango((Tp,)1): si X E Aa, X se
puede escribir como X = X1 + X2, con X1 E ker((Tp,)1) y X2 E rango((Tp,)1), y

‘1 X- X-1
resultaX1=%—, X2=¿.

Se verifica además que la aplicación p, : Ga —> Q, es abierta ( donde Q, =
p,(Ga) es la órbita de s Esto se deduce de la existencia de secciones locales: sea. g E
G,r y W un entorno de g; queremos ver que p(W) es un entorno de p(g) = gsg'1 = 3' .
Sabemos que existe un entorno U de s tal que 6 : U —> Gcr es una sección local en

s, ¿(3) = 1 y lgóLg—1: Lg(U) —> Ga es una sección local en s', y lgóLg_¡(.s') = g.

Usando la continuidad de lgóLJI, dado W entorno de g, existe V entorno de 3',
V C Lg(U), tal que lgóL;1(V) C W y luego V = po (lgóL;1)(V) C p(W) como
quenamos.

Se deduce, aplicando la proposición 1.5 de [3],que Q, es una subvariedad de A, .

Resulta entonces que Q = UÉQ Q, es una variedad.

Podemos ahora calcular el espacio tangente a Q, en s , y la aplicación tangente a
p : G, —> Q .

(TQ), = {X E A, : X3 = —3X}.

Para ver esto consideremos una curva 7(t) en Q, tal que 7(0) = s y "y(0) = X;
derivando en t = O la expresión 7(t)2 = a , obtenemos X s + 3X = 0 . Recíprocamente,
si X G A, y X3 = —3X, tomando la curva 7(t) = 38-1)“

= X y 7(t)2 _____sea-‘thea‘1Xt = 328-0"Xtea'1Xt = ¿L
, se verifica 7(0) = s,
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La aplicación tangente a p en 1 está dada por

(Tp)1 : A, —> (TQ), (Tp); = [X,s].

Llamemos I, al grupo de isotropía de 3, es decir I, = {g E Ga : Las = s} . I, es
un subgrupo cerrado de G, . El álgebra de Lie de I, es J, = {X E A, : X3 = 3X} .

I5 opera en G, por traslación:

R : I, X Ga —> Gcr

(L9) —> ¡31(9) = gt t E 1., g e Ga.

Esta operación no tiene puntos fijos : si Rt(g) = g entonces gt = g . Luego t = 1 .

(Ga, Q, p) resulta un espacio homogéneode Banach, a fortiori, un fibrado principal
localmente trivial, con grupo estructural I , .

Reductividad

A continuación definimos un complemento natural de J, , que convierte a (Ga, Q, I ,)
en un espacio homogenéo reductivo. Sea 'H, el subespacio definido por

'H, ={X E A, : X3 = —3X}.

Tenemos entonces:

PROPOSICIÓN 2.5: Se verifica

1') Aa = .7. e Hu

ii) tH,t-l = H, para todot e I, ,

(TP)1I-H. 1H, —> (TQ), es un isomorfismo.

Demostración: Vimos la parte i) en el teorema anterior. Veamos ii): si X E H, ,
t E I, resulta tXt'ls = tXt’lstt’1 = tXezt'1 = que t'H,t‘l está.incluídoen H“
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para cualquier t E I, . Recíprocamentesi X E H, , X = tt’1Xtt’1 , con t’1XtE 'H, ,
luego X E t'H,T_1 .

Para verificar recordemos que (Tp)1(X) = X3 —3X y que ker(Tp)1 = J, .

Luego si X E H, resulta (Tp)1(X) = 2X3. Entonces (Tp)1|,H' : H, —> (TQ), es
biyectiva : es inyectiva. pues 3 es inversible y si Y e (TQ),, tomando X = %Ys_1,
(Tp)1(X) = Y, pues como Ys = —sY, X3 = —3X.

Llamamos K, = ((Tp)1u‘)_1, K, : (TQ), —> 'H, y K,(Y) = %Y3’1. Resulta
entonces (Ga, Q,I,) un espacio homogéneo reductivo.

Conexión en Q

Definimos ahora una conexión en Q, dando una distribución de subespacios hori
zontales en Ga: si g E G,

HM, = 971,.

Notemos que H,_1 = H,.

Definimos el espacio de vectores verticales en g como

v, = {X e A, : (Tp)gX = o}.

LEMA2.6: v, = 9.7, y v, 637%,, = Aa.

Demostración: Se verifica que

Lgopolg_¡=p gEGa

(recordemos que lg : G, —> G, es la multiplicación a izquierda por g) pues Lg o p o
lg_¡(h) = Lg op(g’1h) = Lg(g_1hsh_lg) = g(g’1h,.9h,’lg)_(,7'1= hash,-l = p(h) .

Diferenciando en g , obtenemos

(TLg),(TP)llg- 1 = (Tp)g
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de donde se deduce que V9= ke'r(Tp)g = g_Js ya que (TLH)a es un isomorfismo; de

esto se obtiene que V9 y HM son complementarios.

PROPOSICIÓN2.7: La conexión definida es diferenciable e I, - equivariante. Esto es

(Tri)g (II-{8.9)= 715.311.:Hggi E I,

donde r,- denota 1a multiplicación a derecha por i.

Demostración: Teniendo en cuenta que V9 = 9.7,, si T es la proyección sobre H,
paralela a V1, entonces la proyección sobre HM , paralela a V5,, está dada por ls7o T o
l -1 ue varía de manera C°'°con .
g ’

Veamos la condición de I , -equivariancia:

H,’gi = g'H,i . Si ie I, 'H, =i'H,i_1 , entonces g'H,i = gi'H, = H,,g¡.

Levantada horizontal, derivada covariante y geodésicas

Como ya vimos, al ser (G, , Q ,I,) un fibrado principal, dada 7 una curva en Q y
q un punto en p-1({7(0)}) existe una única levantada horizontal I‘ tal que I‘(0) = q .
Daremos a continuación la ecuación explícita de la cual I" es solución.

TEOREMA2.8: Dada 7 C Q una curva diferenciable, 1a levantada horizontal de 7,
1", que verifica I‘(0) = 1 es 1a solución del problema

(1){ Pot) = ¿mm-1ra)r(0) =1

Demostración: Diferenciando la expresión p(l"(t)) = 7(t) obtenemos

(TP)r(t)Ï‘(t) = "7“).

Por otro lado sabemos que

(TP)P(t) = (TLr(t)), (TP)1 ¡rm-1 (ver 2-6)
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luego

(TI/I‘m), (T101¡rm-I PU) = "70)

(TI/I‘m), (TP)1l‘(t)'1í‘(t) = ’70)

Como I‘(t) es horizontal, e Hals“) = I‘(t)'H, . Luego I‘(t)_1Í‘(t) E 'H, , entonces

I‘M-IF“) = Ka(TLr(t)),_1"r(t)

tu) = r(t)K,(TLP(t,);1-y(t).
Por otro lado tenemos

Lgop, = p,: oAutg

donde Autg : G, —> G, está definido por Autg(h) = ghag‘1 y p, : G, —> Q,
p.01) = hs h’1,y 8' = 9’139

Diferenciando obtenemos

(TLg),(TPa)1 = (TPa' )1 Aut 9

(TLy),(TPo)1Aut9_1 = (Tpa')1

luego

K,, = AutgK,(TL9),“.

Reemplazando obtenemos

Í‘(t) = K»,(t)("ï(i))Ï‘(t)

o bien

m) = ¿«wo-1ra).
Recíprocamente una. solución de esta ecuación es horizontal:

Í‘I‘“ = Km) e I‘HJ‘"

(debido a la expresión calculada. antes).Luego

1'"e PH, = Hd.
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Llamaremos a. (1) ecuación de transporte asociada a 7. Observemos que es una
ecuación diferencial ordinaria con coeficientes C°° y por lo tanto, fijada una condición
inicial consistente, existe una única solución. Además si P(0) E G5 entonces I‘(t) E G5

para t E [-5,5], donde 7 : [-6,6] —>
Como sabemos, la existencia de levantadas horizontales nos permite definir la

derivada covariante de un campo en una dirección dada: si Y es un campo en un
entorno U de .9 y X 6 (TQ), , la. derivada covariante de Y en dirección X es

d _
DxY = ¿(Thom 1Y-y(t)|,=0

donde 7(t) es una curva en Q, 7 : [-6,6] —> Q tal que 7(0) = .9 , 7(0) = X y I‘ es
la única levantada horizontal de 7 tal que I'(0) = 1 . Como vimos, la definición de D
no depende de la curva considerada. Podemos también definir la derivada covariante de
un campo a lo largo de una curva, y si Y, es un campo a lo largo de 7(t) , una curva
en Q, como vimos resulta

d
= ¿K1(Y)+[Kq(*r),K-1(Y)J.mg)

TEOREMA2.9: Sea 7 una curva en Q; 7 es una geodésica si y sólo si

—1 1 —1 —1X3 863Xa =etXa 8.7(t) = LCIK,(X)3 = 8%

Además ésta es Ia única geode'sica tal que 7(0) = s y 7(0) = X.

Demostración: Como vimos en el capítulo 1, 7 es geoésica si y sólo si verifica

¿(K-Ater = 0

Luego debe ser K.,(¿)7(t) = constante = K7(0)7(0)= K,(X).
Obtenemos entonces la ecuación de transporte

Í"(i) = K,(X)1‘(t)

{1m = 1
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cuya solución es P(t) = e‘K'UI) = eix‘rl . Luego 7(t) = Lp(,)s = Le%x¡—13.Como
X es tangente a Q en s se verifica X3 = —sX, o bien Xs’l = -3"1X. Luego

= eth'1 ___8e-tXa’1.

Exponencial en Q

Recordemos que la aplicación exponencial de la conexión está. dada de la siguiente

manera: sea 3 G Q, X E (TQ), , definimos exp : (TQ), —> Q, como expa(X) = 7a),
donde 7(t) es la única geodésicatal que 7(O)= 3 y = X , es decir 7a) = ¿tx.-18_
Resulta entonces

exp(X) = ex'_ls = 3e_X'_1.

Podemos definir también la.aplicación

(I) : TQ —> Q

(Hs,X) = exp,(X).

EJEMPLO: Consideremos el espacio de matrices M2(C) . Toda matriz inversible es
semejante a una de las siguientes matrices:

0 1A: a , B: a ,con a,bEC,nonulos.
0 b 0 a

Calculemos entonces e] conjunto de raíces cuadradas de A y B.

% 1 _% _1

0 as 0 —a¡

En eI segundo caso, si a 96b,

Q _ { (1% 0 —a,% 0 —a% 0 ¿1% 0 }
B _ o b% ’ o b% ’ o —b% ’ o —b% '

Si a = b Q3 resulta un conjunto con infinitos elementos, semejante al conjunto
de reflexiones.
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CAPITULO 3

Descomposición polar en Q

Sea ahora A un álgebra C“ con 1 y fijemos cr E A unitario. Consideremos
nuevamente Aa, Ga, y Q como antes. Como sabemos Q está contenido en Ga.
Podemos entonces, para .9E Q, considerar su descomposición polar:

3 = A2p

donde A es positivo y p es unitario.

PROPOSICIÓN3.1: Si 3 G G y s = Ázp es su descomposición polar, entonces 3 G Q
si y sólo si

Í) pz = a y

ii) pÁ= A‘lp (o bien /\-1= pAp’l).

Demostración: Sea p, = A2, como sz = a y a’l = 0* tenemos

(mmm-1 = (WMV

p'1#"p"#’1 = p’lnp’lfl
It-1P-1fl-1 = ¡up-ln

M’z = P_1#2P

Tomandoraíz cuadrada positivaobtenemos p'l = p-lpp, y Á-l = p-lAp, o bien
pA‘l = Ap, lo que prueba (ii). Como a = .92, a = pppp = p2 . Recíprocamente,
usando i) y ii) 32 = Aszzp = p2 = a.

Sea P = {p E Q : p" = p‘l} el conjunto de elementos unitarios de Q . Teniendo
en cuenta la propiedad anterior podemos definir la siguiente aplicación:
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1r:Q-—>P 1r(s)=p

donde s = Azp, con /\ positivo y p unitario. Llamaremos Qp a la. fibra de p, QP =
"’1({p})

Si consideramos una representación de A en el espacio L(E) con E un espacio de
Hilbert, cada p E P determina una. forma. bilineal:

Bp(z,y) = (pay) 2,31E E

BP es no degenerada pues p es inversible y /\ es BP-unitario: BP(/\:c,y) = (pAz,y) =
(Á'lpz,y) = (pz,z\-1y) = BP(2,Á_1y), luego, si llamamos AP a.l adjunto de A con
respecto a. la forma BP resulta, A” = /\_1 .

OBSERVACIÓN: BP es simétrica si y sólo si a = 1 .

Para a E A, a” = pa,"p-1 .

Algunas delas siguientes demostraciones son adaptaciones de los resultados respec
tivos correspondientes a1 caso a = 1 (cf. [1

PROPOSICIÓN 3.2: Sea 3 G Q , p E P . Son equivalentes

i) a'lsp > 0.
ii) «(3) = p.

s = ApÁ-l con Á> 0 y BP-unitario.

Demostración: i) => ii): 0 < d’Isp = str-lp = sp"1 = A2, luego 3 = Ázp y «(3) = p.

ii)=> Si 7r(.s)= p, .9= Azp con /\ > 0 y Ap = p/\_1; luego 3 = ApÁ’l con

A > o y BP-unitario.

iii) => i): d‘Isp = s-lp = Ap’lÁ-Ip = A2> 0 pues /\ es Bp-unitario. Podemos
entonces caracterizar la.fibra:

Qp = {APA-1 : A > 0 y Bp-unitario}.

Calculemos el espacio tangente a. P en p, (TP),,: si 7 C P es una. curva tal
que 7(0) = p y '°y(0)= X derivando 72(t) = a se verifica pX + Xp = 0. Por
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otro lado 7*(t) = 7'1(t), derivando en t = 0 resulta X" = —-p-1Xp-1= p’2X =
-1 _

a'lX = Xa-l . Recíprocamentetomandola curva 7(t) = pep x‘ se venfica 7(0) = p,
7'(t) = 7_1(t) y 72(t) = 0'. Luego (TP),,{X E (TQ), : X‘ = cr-IX = Xa_1}.

Sea NP = {X E (TQ),, : X’ = —a"1X}. Tenemos entonces

(TQ)p = (TP)p e Np'

Explícitamente, si X E (TQ), se tiene X = X1 +X2 con X1 E (TP),a y X2 E NP,
X+UX" X-a'X"

X1=—2—"yX2=
SeaN=(UN,,,P).

TEOREMA 3.3: Sea (I) : N —> Q 1a restricción a N dela función exponencial:

<I>(p,X)= expp(X) = exp-1p con p E P, X E NP. Entonces:

1') (I) es un difeomorfismo de N sobre Q.

ii) para cada p E P QP = ‘I’(p,NP).

Demostración: Si .9E Q, s = Azp con /\ > 0 y p unitario, sea. Y = log)‘; Y = Y"

y como p/\ = A-Ip, plogz\ = -log/\p, pY = —Yp. Tomemos í’ = [Y,p] = 2Yp,
entonces I.” = 2p’1Y = 20-1pY = —a-12Yp = —a-1}-’, luego Í’ E NP y 'I)(p,}-’) =
sim-tp = ezyp = e21” "p = Azp= s. Luego la función s —> (1r(s),[logz\,1r(s)]) es la
inversa de <I>. Esto prueba i).

Veamos ii): si X E NP, <I>(p,X) = exp-1p.

(Xp-l)‘ = pX" = —pa_1X = —p-1X = Xp-1 , pues X e NP. Resulta entonces
ex’f1 > 0 y 1r(<I>(p,X)) = p y entonces <I>(p,X) E Qp. Recíprocamente si s E Qp,
s = Azp, tomando Y = logz\, por i) resulta Ï’ = [Y,p] E NP y <I>(p,}-’)= s.

El grupo de BP-unitarios

Estudiaremos ahora la acción del grupo de BP-unitarios sobre la fibra Qp: sea.
p E P fijo y llamemos Up = U(B,,) al grupo de elementos BP -unitarios de A, , es
decir

Up = {u E Acr :u” = 1171}= {u E A, :pu."p_1 = 1171}.
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Up opera por automorfismo interior sobre Qp: si s E Qp y s = Ázp entonces si u E Up
usa-1 = uA2p1f1= 'u.)\2p2u*p’1= quu'ap_1 = quu‘p y quu" > 0.

Definimos la aplicación k : Up—v Qp, = up‘u.‘1. Llamemos Up“) a la fibra
k_1({p}) y Vp a los elementos positivos de Up . Si u E U¡,(0), deducimos de la cuenta

anterior que uu." = 1 , pues k(u) = uu’p. Esto muestra. que Upm) es el conjunto de los
elementos Bp-unitarios y unitarios ala vez.

El álgebra de Lie del grupo Up, (TUP)1 , es

L={X€A, : X”=—X}

pues si 7 es una curva en UP, con 7(0) = 1 y 7(0) = X , tenemos p7(t)"p-1 = 7_1(t),
derivando en t = 0 obtenemos ,0X"p_1 = —X, o bien Xp = —X.

L se puede descomponer como L = Lo 69El , con Lo = {X E L : Xp = pX}yEl Z X=X1+X2, X1Eco,X2€51,68
X+pX ’1 X — X ‘1

X1=TP yX2=—pL )_
Resulta además que Lo = (TUP(°))1 y L1 = (TVP)1: si 7 es una curva en Up”),

con 7(0) = 1, = X, X E L y además derivando 7p = p7 en t = 0 resulta
Xp = pX . Análogamente si 7 es una curva en VP que se ajusta a X e L, derivando
p7p-1= 7-1 ent: 0, resulta po’1 = —X,o sea pX = —Xp.

TEOREMA 3.4: 1)Sean [.L: VPx Up“) —> Up Ia aplicación dada por p(v ,uo ) = vuo ,

pl : Vp ><UP“) —> VP 1a proyección sobre 1a primera coordenaday V : VP —> Qp Ia

restricción de lc a Vp. Entonces p y u son difeomorfismos y e] siguiente diagrama es
conmutativo:

VpxUP(°)L» Up

—T’Q»

Más aún, Ia inversa de p es Ia descomposición polar.
X

2)La aplicación X —> e es un difeomorfismo de El sobre VP.
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Demostración: u es inyectiva por la unicidad de la descomposición polar. Calculemos

su inversa: sea u E Up, pu.“p-l = u-l. Si u = Aug, con A > 0 y uo unitario,
1 = ¡0(/\uo)"»0’1= puo’lkp" = Pito-1P-1PAP-1- Luego u =

pA’lp‘1p1Lop_1 y por unicidad de la descomposición polar tenemos

tenemos u’1 = pu‘p

¡DA-1p” = /\ y puop" = uo.

Esto dice que A E Vp y uo e Up“). Resulta y. inversible, diferenciable y de inversa
diferenciable.

También u es un difeomorfismo debido a la caracterización de Qp. Verifiquemos
que el diagrama conmuta:

k(p(v,uo)) = k(vun) = vuopuglvd = vp'tf1 = vzp

V(P1(vauo)) = V(”) = "FW-1 = "2P

Para ver 2) sea. X E L1, de XP = —X y Xp = —pX tenemos pX*p_1= —X, o
sea pX" = —Xp = pX, luego X“ = X y ex > 0. Por otro lado, de po’1 = —X
obtenemos pexp’l = e‘x . Luego ex es Bp-unitario. Recíprocamente si a E VP,
loga E L1 pues de pazp_1= 02-1 se deduce ploga = —logap y como (log a)‘ = loga,
(loga)” = —loga.

Métrica de Finsler

Definiremos ahora una métrica en Q:

DEFINICIÓN3.5: Sea X E (TQ),, definimos Ia norma “XII, como

IIXIIs=I|/\_1X/\||

donde s = Azp, Á > 0.

(Q , es un espaciode Finsler.
Observemos que II, es una norma de operadores natural para los elementos de

A, ; podemos definir el siguiente producto interno en E:
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(Ivy)a=(’\_lza’\-ly) zvyGE

O equivalentemente

(2,31).= ¿(Bm-1m) + IBP-¡(afan

= ¿(3,003,33!)+ Bp"(u ’y

Pues Bp(z,sy) = (pz,/\2py)= (pz,p/\_2y) = (A-lz,/\_1y) y análogamente
lap-¡(32,31)=(A-lz,A-1y).

1
Notaremos |23|, = (1:,1: ),’ .

Para a E A, Ia norma de a como operador con el producto ( , ), coincide con
Ilallat

_ 1
IIaIIa= ||/\ l«All = sup{(az ,az ).’ = Izla = 1}

Pues sup{||a,:z:||,2 |12|, = 1} = sup{(/\_1az,z\_1a:c) |13|, = 1}: para |12|, =
(A‘lz,)\_1:c) = 1 sea y = A_lz,1uego|y| = 1.
Entonces “a”, = sup{(z\_1az\y,Á-1az\y) : IyI= 1} = ||/\-1a/\|| .

Llamemos a" al adjunto de a, con respecto al producto ( , ), . Observernos
que an = Aza‘Á_2 .

PROPOSICIÓN 3.6: La métrica de Finsler es Up-1'nva.r1'a.nte,en e] sentido que

qula = Izlr

dondes =uru’1,u€ Up, 3,1' E Qp, 2€ E.

Demostración: Bp(uz ,suz) = (pu: ,suz) = (puz ,uru’luz) = (puc:,urz) =
Bp(uz,urz) = Bp(a:,rz) pues u es BP -um°ta.rio.

Análogamente Bp-1(3u:c ,uz) = Bp_1(rz ,1: ) . Luego qul, = |23|,.

Calculemos la.aplicación tangente a. 1r, 1r : Q —> P. Sea 3 G Q, tal que 1r(3) = p,

Z E (TQ), , Y = (T1r),(Z) e (TP)p.
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Supongamos que 6(t) es una.curva en Q tal que ¿(0) = s, = Z . Llamemos
7(t) = 1r(6(t)); entonces 7(0) = p y 31(0)= Y. Existe una curva z\(t), positiva y
Bío-unitaria. ta.l que ó(t) = /\(t)'y(t)A(t)’1 . Sea. I‘(t) la.levantada. horizontal de 7(t)
y definamos u(t) = I‘(t)-1/\(t)l‘(t). Resulta u(t) E Vp y u(0) = /\(0). En general si
a. es BP-unitario y t es unitario, tai-1 es Btprpunitario; en nuestro caso /\(t) es
By(t)-unitario y I‘(t) es unitario (pues verifica la ecuación (F'T)' = 0 con l"(0) = 1
Además I‘(t)_17(t)I‘(t) = p. Luego u(t) es BP-unita.rio. También es positivo, por ser

I‘(t) unitario. Luego u(t) E VP.

Derivando 6 = ¡MIA-1, en t = 0, obtenemos

z = AYA" + ÁpA-l + Ap(—A-1ÁA-1)

z = AYA“ + ÁpA-l —ApA‘lÁA‘l

z = AYA-1 + A(A-1Áp —pÁ_1Á)/\-l

(1) z = AYA-1+ A[A’1Á,p]A’1.

Derivando u = F‘IÁI‘ en t = 0 obtenemos

ú:Á-Í‘A+AÍ‘=Á+[A,Í‘].

Multiplicando por A-l = 11.-](0)= /\_1(0)

u_1ú = /\_1Á+ u_l[/\,Í‘]

A_1Á=u_lú —u'l[/\,Í‘].

Comol" verifica = áïy'y’ll",en t= 0 resulta, = áYp’1 .
Luego [Á,Í‘] = [/\,%Yp_1] = %/\Yp_l -%Yp’1/\.

Reemplazando Á’IÁ en (1) obtenemos:

-1 —1. 1 —1 1 -1 —1 —1

Z =AY/\ +/\[u u- íYp + 5A Yp A,p]/\

Z = AYA-1+ /\[u_1ú,p]>\_1 —áMYp'I —A_1Yl'lp_1,p])\_1

Z = AYA-1 + /\['u.'112,,o]A_1—¿A2 YA-1 +%A(A"1YÁ-1+ AYA)/\-1

Z = A[u_1ú,p]A_1+%z\()«_1YX'1+ AYAM-l.
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O bien

(2) Z = u[u_11'1,,p]u_1+ á-u(u_1Yu-1 + uYu)u_1.

PROPOSICIÓN3.7: Sea Z E (TQ), , si Z = Z, + Za es 1a descomposición de Z como
una suma de un elemento Z, , [ia-1 -simétrico y un elemento Zu , iia-1 - antisimétrico,

entonces: 1
Z, = 5u(u_1Yu_1+ uY‘u)u_1

Za = u[u_1ú ,p]u_1.

Demostración: Veamos que Z,‘l = 0-1Z, y Zu" = —a_1Za .

Z," = ¿uan-l)"‘(u_1Yu"1 + 11,1r"u.)1'u."'11._2= %ua'1(uYu+u’lYu_1)u—1 = 0-1Z,
ya que Y' = a’lY .

Análogamente Zu" = u[u’lú ,p]‘ 1171.

[u_1ú,p]* = (u’lúp —pit-Iii)‘ = p_l’ú’u_1—'ú.u'1p’l pues u“ = u y como
u(t)p = ¡ou(t)‘1 , derivando en t = 0 resulta zip = -'u.pú:u,_1,es decir u-lúp = -—p'ú.u-1.

Finalmente [u-lú,p]* = p’lúu’1 —{Lu-1p"1= —a_1[u_1ú,p].

TEOREMA3.8: i)En cada p e P Ia aplicación tangente (T1r)p : (TQ),, —> (TP),,
está dada por (T1r)p(W) = W, 1aparte a'l -simétrica de W en(TQ)p.

ii)En cada s E Q, s = ApÁ‘l , con AE VP, el siguiente diagrama conmuta:

N.
(TQ): __’ (TQ)p

(Tr), (T105,

(TP)p (TP)p

donde N,(Z) = A-IZA, K,(Y) = %(/\_1Yz\_l+ AYA).

N, es una isometn'a de (TQ), conIa norma II, sobre (TP),, con 1anorma
II ||p= II II
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Demostración: Si s = p entonces /\ = 1 y Z, = Y , lo que prueba i).

Para ver ii) tenemos ||N,(X)||p = ||N,(X)" = ||/\_1X/\||= Además N,
preserva las partes o“l -simétrica y 0-1 - antisimétrica. Luego tenemos K,(T1r),(Z ) _
K,(Y) = z\’1(parte a-l-simétrica de Z)/\ = N,( parte 0-1-simétrica de Z)/\ = parte

a’l -simétricade N,(Z)=(T1r,)P(N,(Z)).

TEOREMA3.9: i) K, : (TP)p —> (TP)p es inversible y verifica

IIYII S HKa(Y)II

ii)La aplicación tangente de 1r : Q —> P no aumenta las normas,

|I(T7r).(Z)II,, S IIZII..

Demostración: Si vale i) tenemos, por el teorema anterior que (T1r), = K,_1(T1r)p N, .
X + aX" X + aX'
T, II(T1r)p(X)II=“TuComo (T1r)p(X) = parte 0-1 -simétrica de X =

1

S ¡(“XII + II0||||X*II) = “XII

Entonces ||(T7r)a(Z)||p S ||(T7r)pNa(Z)H,,
Veamos iii): K , es sobreyectiva pues el diagrama anterior conmuta. Por otro lado

||K,(Y)|| = ||pK,(Y)|| pues p es unitario. Luego ||K,(Y)|| = ||p/\'1Y/\‘1 + p/\Y/\|| =
IIApYA-1+ Á‘leAII 2 2||pY|| = 2||Y|| . En el paso anterior fue usada la desigualdad

2||T|| g “STS-1 + S’ITS ||

que vale para todo operador simétrico inversible .S'y todo operador T (

OBSERVACIÓN: Hemos demostrado que para todo operador S , que sea 1a parte posi

tiva de un operador conorma! , (o equivalentemente, para todo s positivo tal que existe
p unitario tal que sp = ps’1)y todo T vale

2||T||5 “STS + s-lTs-ïn.

Se puede generalizar esta desigualdad para operadores T E A y S inversible. Se verifica
siempre

2||T|| 5 “STS + s*-1T 9-1“.
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Ver [13].

Geodésicas en Q

Estudiaremos a continuación, algunas propiedades de las geodésicas de Q . Calcu
laremos la longitud de las curvas de la manera usual, referida a la métrica de Finsler
definida antes. Así si 7 es una curva en Q su longitud es

L(7(t)) = “¡NÚM-Koa

TEOREMA3.10: Dados po y pl en Qp existe una única geodésica contenida en QP
que Ios une.

Demostración: Sea q € Qp. Usando la aplicación exponencial existe una única geodésica
que une q con p, ya que NP es difeomorfo a Qp. Sean ahora q y s en Qp, arbitra
rios. Tomemos en E el producto ( , ), y sus conceptos correspondientes: el espacio
P(( , ),) de s-unitarios, el adjunto aII de un elemento a, dado por a." = XM’A-z,
la s-descomposición polar y las s-fibras Qw(( , ),) . Claramente s G P(( ),): si
.9= Ázp con Ap= p)?l , a" = Azp’lkzÁ-z = Azp-l = p-IA-2 = 3-1 .

Tenemos la siguiente identidad: Q,(( , ),), = Q,(,). Qp C Ó, = Q,(( , ).)
pues si q E Qp q = azp, a > 0, ap = pcz’1, luego q = aZA'zÁzp = azÁ-zs . Además
ORA-23= azp = p/\‘2)\2oz’2 = 3(a2)\_2)_1 .

Tenemos(au-213,2)=(/\_1a2/\’2z,/\’lz) = (az/V22:,A’zz) Z 0 pues a > 0.
Luego q E Ó, .

Recíprocamente si q E Q.” q = azs = , a3 = .soz’1 y a >, 0, entonces q = c123=

azAzp; azAzp = 0:23 = SCI-2 = p/\"2oz’2 = p(a2/\2)_1. Como 02 >, 0 of2 >, 0;
luego (oz-22,2), 2 0, (A’1a_2z,)\_lz) 2 0 y entonces (A’2a-2z,z) 2 0, o sea
A4114 > 0,0 bien 0:2/\2> 0.Luego q E Qp.

Esto reduce el caso general al caso anterior.

PROPOSICIÓN3.11: Sea q E Qp y u(t) una curva que une q y p de longitud L.
Entonces existe una curva contenida en Qp que une q y p de longitud menor o igual
que L.
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1

Demostración: Si u(t) es tal que u(0) = p y u(1) = q y L =/ “úlludt, sea v(t) =
1r(u(t)) en P, y P(t) la. levantada. de v; es decir l"(t)pI‘(t)’1 = v(t). Sea r(t) =
I‘(t)_1u(t)I‘(t), r(t) C Qp pues como F es unitario 1r(r(t)) = I"(t)-11r(u(t))I‘(t) =
I‘(t)-1v(t)I‘(t) = p.

Veamos que L(r) S L(u) = L: observemos que si 12(t) = Z + W es la. de
scomposición de ‘ú(t) en las partes 0-1 -simétrica. y 0-1 -antisimétrica, con respecto a.

( , )u(¡),entonces:

IIWIIu(t) 5 Ilú(t)“u(t)

pues W = ¿(ú —ú") y nwuum s ¿(Ilúllum + Ilú"llu(t))= Mana”). Además se verifica
que Ilr'(í)llr(z) S “wllu(t):

calculemos 1"

1"= —I‘_1Í‘I‘_1uI‘+ I‘_1uÍ' + r-lúr

= P_1(—%i)v_lu + ¿aim-1 + 12)I1

= r-lm —¿[1312”u])I‘

= F“(ú -illú,v-11,u1)r.

Entonces ú- i-[[i7,v'1] ,u] es 0-1 -antisimétrico con respecto al producto ( , )u(¿),
pues es el conjugado por el elemento unitario I‘ de 1", que es 0-1 -a.ntisimétrico con

respecto a ( , ),.(¡). (Esto último vale pues si X E (TQp)a entonces sea. a = ap y
7(t) tal que 7(0) = a. y c'y(0)= X, 7 C Qp, 7(t) = a(t)p.

Entonces X = áp y X‘ = p’lá. Como además a(t)p = ¡ooz(t)_1derivando
obtenemos ¿xp= —pa-1áa-1 . Luego X = —po¿’1pp’lózoz_1= —aaX"a_1 y entonces
X“ = (XXVI-1= —o"1X).

LlamemosY = ,v’l] ,u], tenemos

Y" =((iw_1— v'lú)u —u(iw_1- 17113))1‘

= u‘(vi)' —Ó'v) —(vó' —Ó'v)u'
—1

= u‘(—vv_1i)v_1 + v_1i)v_lv)— (vu-lúv_1 + 12-1131)v)u'

= u"(—i)v_1+ v'lú) —(im-l + v_ló)u'

= [u‘,[i) ,v_1]].
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Por otro lado

v_1Y"v = —[v_1u"v,v_l(i)v'1 —v_1i))v]

= —[v"1()\2v)‘v ,v_1i2 —i'm-1]

= —[<7_1u,['v_l ,13“

= -<7_1[u,[v_l #31]

= —a_1[[i),v_1],u]

= —a_1Y.

Como además Y E (TQ)u(t) uY = —Yu. Resulta entonces Y“ = ¡VI/“4 =
litv-IY‘vu-1 = —ua_1Yu'1 = 0-1Y. Luego Y es a’ -simétrico con respecto al

producto ( , )u. Tenemos entonces

W = ú _ )v_l lau]

Z =[[Óav_1]aui°

Como 'r"= P’1WI' resulta, al ser I" unitario, que las normas se preservan:

IIT'IIr= IIÏ‘_1WÏ‘IIr—Iur = IIWIIu

Para terminar notemos que r(t) C Qp y L('r) S L(u) por lo anterior. Tomemos
entonces la. curva I‘(1)1'(t)I‘(1)_l = BU), que tiene la misma longitud que r y está
contenida en Qp . ,8(t) satisface lo pedido:

fi(0) = 1‘(1)1'(0)1‘(1)_1 = I‘(1)¡0Ï‘(1)_1 = p

fi(1)= I‘(1)7‘(1)1‘(1)_l = I'(1)1‘(1)_lu(1)Ï‘(1)1"(1)’1 = <1

PROPOSICIÓN3.12: Sea 3 E Q, . Entonces 1ageodésíca de extremos s y p es 1a curva
más corta en Q que une s y p.

Demostración: La.geodésica que une s y p es 7(t) = etl°5Pp, donde s = agp =
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arpa-1 con a > 0 . Entonces

1

L(7)= ¡Hum
1 _ll 3 2 tl 3 ll 2

=/ IIe 7 °5° loga e °5°' peï °5° “dto

1 ‘1 7 2 :1 ’ '1 3

=/ He-ï °‘°’ loga e °‘°' e‘ï °3°‘plldto

1

= lo a2 dtII g
o

= “108612”

Por otro lado si w(t) es una curva. en Q ta.l que 10(0) = p y 10(1) = s, podemos
suponer que w(t) C Qp, por 3.11.

Entonces w(t) = a2(t)p = a(t)pa(t)-1, con a(t) > 0, «12(0)= 1 y ¿12(1)= a2 .
Calculemos L(w):

1

L(w)= want“) dt
1 n

= “(aganpumas:
1

= ua-l(t)(a’(t))pa<t)ndt
1 c

= Ila’1(t)(a’(t))a’1(t)plldt
1

= lla-‘(t)(a2(t))a’1(t)lldt

Esta. última expresión corresponde a la longitud de la. curva. a(t) , pensada en el
espacio de elementos autoadjuntos inversibles: a(t) está contenida en la fibra. del 1.
Por lo visto en 6.3 de [6], L(a) Z log a2“ .

COROLARIO3.13: Dados s y r en Qp, de todas las curvas contenidas en Qp que
unen s y r , la más corta es 1ageodésica de extremos s y r .

Demostración: Supongamos que s = azp y 1° = fizp. Entonces la geodésica. que
— z —1

une p = fl-lra con fl-lsfl es 7(t) = cms" ‘°'fi p =(B‘1a2fi‘1)'p pues fl-lsa =
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B’1a2pfi = fi-1a2fl_1p con fl‘lazfl'l > 0. Luego Lp'y = [HB-1 es la geodésica
que une .9 con r: como "¡(0) = p y 7(1) = fl-lafl resulta. L57(0) = fipfl’l = r y

Lp'y(1) = ,Bafi_1 = a. y además Lp'y es solución de —(é) = 0 con las condiciones

¿(0) = b y ¿(1): flXfi’l con X = logfl‘1a2fl_1p.

Luego si llamamos geo(s,1') a la. geodésica. que une 3 con 1‘ resulta

geo(.s,r) = Lp'y= Lpgeo(,B-13fl,p) = Lageo(Lp-¡s , LB-”

Observemos ahora el siguiente hecho: como fi > 0 y fip = pfi’l fl resulta. BP
unitario pues ,39 = p,[ï"p_1= pfip’1 = fi’l . Aplicando 3.6 tenemos que

“fizIILpa= “sus con: G E.

(Recordemos que (3,2), = (oz-212,2)= (a‘lz,a’lz) Entonces la aplicación

fl : E, —> EL”, es una isometría.

Consideremos ahora la aplicación T = (TLp), : (TQ), —> (TQ)LB, . T resulta
una isometría: si Y = TX entonces Y = fiXfl‘l Entonces

1

IIYIILps= SUP “Ya/III“. = sup (Yy,Yy)L,,.’ =
lll IL55=1 IIVIILpS=1

sup (flXfi’ly,fiXfl’1y)L,.% = HIsup ((flazflYIflXfi’lz/fixfl‘ly);"yuLpa=1 y Lpl=1

= Sup (a’zXfi'lyJfl’lz/V
IIyIILpa=1

Llamando :c= fi’ly resulta

1

IIYIILM: sup (a_2Xz,Xz)’
"BzILPI=l

1

= sup HXsII,ï
||=||.=1

=||X||a

Luego “LflXIILpa = “XHa °
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Entonces si 'y(t) = geo(fi_lsfl ,p) tenemos que

l

L<geo(s,r))= Il(fi7(t)fi’1)'llmdi
1

= [o ¡law-lllmdt
l

= IILmumdt
1

= j u-yuth0

= Illosfi'lazfiflll.

Sea. w(i) una. curva. contenida. en Qp que une s y r , entonces 10(0) = r, w(1) = .s
y w(t) = a2(t)p con a(t) > 0.

Consideremos la curva. LB_¡w = fl’lwfl = fi’lapfl ,B-lafi‘lp, que une p con
fl’lsfl . Por lo visto antes

L(L5-1w) 2 L(geo(fl_13fl,p)) = L(geo(3,r)).

Además como w(t) C QP se verifica:

IILp-IÚIIL,-1w = Ilíbllw

Luego

1

Lua-u»): I|(fl"wfl)'||p-1wpdt
l

= / Ilfl’ltbflllp-prdt0
1

= j uwuwdt0

= L(w).

Luego L(w) 2 L(geo(s,r)) como queríamos.
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CAPITULO 4

El espacio N, de elementos de cocuadrado unitario

A denotará. un álgebra C" con unidad y G su grupo de inversibles. Dado a E A
definimos el cocuadrado de a como a’_1a.

Se verifica que a es normal si y sólo si su cocuadrado es unitario Fijado a E A ,
unitario, sea A, la subálgebra cerrada de los elementos de A que conmutan con cr y
G, el grupo de inversibles de A, . Definimos el conjunto Na formado por los elementos
de A, de cocuadrado igual a a ,

No = {a E A : a"_1a = a}.

Observemos que No C Ga: por definición si a E Na, a debe ser inversible.t-l
Además como a es normal aa" = a‘a, de donde a, a“, a’l y a. conmutan; luego
a. y a conmutan ya que 0' = a*'1a.

Cuando cr es la identidad, resulta NM = {a E G : a = a‘} el espacio de elementos
autoadjuntos inversibles de A. Este espacio ha sido estudiado en

Definimos una acción a izquierda L , de G, en Na:

L : Ga ><Ncr ——+N,

L(g,a)=Lga=gag* gEGmaENa.

PROPOSICIÓN4.1: L es diferenciable y verifica

i) L1 = IdQ ,

L9L9'= ng' para 9,9, E Ga,
L es localmentetransitiva.
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Demostración: Veamos iii): sea a, E N, y consideremos la función 45 : No —> N,

dada por qb(b)= b’la, como qb(a.)= 1, y d) es continua, existe un entorno U de a tal
l.

que si b E U, b’la está. cercano a 1 y tiene sentido entonces considerar (6-10.)ï . Vale
que

a,=(ab‘1)%b(b’la)%.

En efecto, como b(b-la,)nb_1 = (ab’1)n, con n entero positivo, se deduce que para
todo polinomio p, bp(b‘la,) = p(ab_1)b y luego b(b_1a)%= (ab’lfib. Entonces de
(ab-1)%(ab_1)% = (lb-1 , se tiene (ab-1)%(ab_1)%b = a, o bien (ab-1)%b(b_1a)% = a.

Además (za-la)? =(a*b-1*)% = (aa-Iab-1)% = (ab-1)}.

Luego a = (ab-1)%b(ab-1)%’.

Entonces para g =(ab_1)%, Lgb = a o bien b = Lg-1a,.

Fijado a, e Aa, definimos la aplicación

p : G, —->N, p(g) = Lga. = gag".

La órbita de a,, p(Ga) , es abierta debido a la transitividad local: si a' E p(G,), existe

un entorno U de a.’ tal que si b e U, existe g G G, tal que Lga' = b.

Suponiendo que a' = Lgoa, resulta b = Lngoa = Luca. y por lo tanto b E p(Ga) .
Luego U C p(G,) . p(Ga) es también cerrada: observemos que N, es la unión disjunta.
de las órbitas, y por lo tanto es cerrada. Tenemos entonces

COROLARIO4.2: La órbita de a, p(G,,), es abierta y cerrada.

PROPOSICIÓN4.3: p admite secciones locales, es decir, dado a' E p(G',,) existe un
entorno U de a' y una aplicación 6 : U —> Ga tal que po 6 = idu.

Demostración: Esto también se deduce del hecho que L es localmente transitiva:
sabemos que existe un entorno U de a. tal que si a' E U, existe g E G, tal que

Lga, = a', o bien p(g) = a', con g-l = (aa'_1)%; definiendo 5 U —> G,
como 6(a.') = g tenemos que p6(a') = a', para a' E U. Si ao E p(G,) existe
h E Ga tal que a0 = Lha. La aplicación Lh : Q —> Q es un isomorfismo. Luego
tomando V = Lh(U), como entorno de ao, “6th es una sección local en un en
torno V de a0 pues si t E V = Lh(U), con t = ha'h’1, con a' E U, entonces
p(lhóLh_1)(t)= plh6(a') = h6(a,')cu5(a.')_1h,‘1= th(ó(a,')) = Lha,’= t.
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TEOREMA4.4: N, es una variedad diferenciable.

Demostración: Fijado a E N, consideremos la aplicación p : G, ——>A, p(g) =
Lga. = gay" . Calculemos la aplicación tangente a p en 1 (Tp)1 : (TG,)1 se identifica
con A, y así(Tp)1 : A, —> 11,. Para X E A,, consideremos g(t) una curva
en G, tal que g(0) = 1 y = X, derivando g(t)a,g(t)*, en t = 0, obtenemos
(Tp)1(X) = Xa + aX" . Calculemos el núcleo y el rango de (Tp)¡ :

ker(Tp)1 = {X E A, : Xa = —a.X"}

rango(Tp)1 = {X e A, : X = X‘cr} = {X E A, : X’ = 0-1X}.

Veamos esta última igualdad: si X e rango(Tp)¡ existe Y e A, tal que X = Ya.+
aY". Luego X‘ = a’Y’ + Ya" = aa‘lY’ + Yaa-1 = a_1(aY‘ + Ya) = a’JX.
Luego rango(Tp)1 C {X E A, : X” = a-lX}. Recíprocamente si X E A, es tal

que X‘ = a'lX, consideremos Y = %Xa'1. Entonces aY“ = aa-1*%X* = áX =
¿Xerez-1= Ya y entonces (Tp)1(Y) = 2Ya = X.

Ambos subespacios son complementados en A, y sus complementos son respec
tivamente {X E A, : Xa = aX‘} y {X E A, : X = —X"‘a} pues en el primer
caso si X E A,, X = X1 +X2, con X1 E ker(Tp)1 X2 E {Xa = aX'} y re

x_ Xi -l nn-1
sultaX1= # y 2= w. Enelsegundo,X seescribecomo

X-X‘ X X"
X =X1+X2 conX1= Ta Erango(Tp)1y X2= % E{X= —X"a}.

Se verifica además que la aplicación p : G, —> p(G,) es abierta (recordemos que
a fue fijado y p(h) = p,(h) = hah‘ Esto se deduce de la existencia de secciones
locales: sea g E G, y W un entorno de g; queremos ver que p(W) es un entorno
de p(g) = gag" = a'. Sabemos que existe un entorno U de a. tal que 6 : U —> G,
definida como en 4.3, es una sección local en a, ¿((1) = 1 y lgóLg_¡ : Lg(U) —> G,

es una sección local en a' y 19619-1(a')= g . Usando la continuidad de 15,5qu , dado
W entorno de g existe V entorno de a', V C Lg(U) tal que lgóLg_1(V) C W , luego
V = p(lgóLg_¡)(V) C p(W) como queríamos. Se deduce, aplicando la proposición 1.5
de [3]que p(G,) es una subvariedad de A, . Resulta entonces que N, = UaeNop,(G,)
es una variedad.

Calculemos ahora el tangente a N, en a, y la aplicación tangente a p : G, —>
N, , en 1. Resulta:

(TN,)a = {X E A, : X' = 0-1X}.
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Para ver esta igualdad consideremos una curva 7(t) en N, tal que 7(0) = a y
"y(0)= X. Derivando 7’1’(t)7(t) = a, o equivalentemente7(t) = 7’(t)a, en t = 0,
obtenemos X = X‘a,obien X" = Xcr’1 . Recíprocamentesi X E A, es tal que X“ =
Xa-l , consideremos la curva 7(t) = aca-1)“ . Resulta “¡(0) = a. y "y(0)= X . Además

_ _ _ o -lo _ _ —l —lo _ _ —1 _71*(t)=alteXa t=a1te Xa a t=ahea Xt;yluego71*7=a;por
lo tanto 7(t) está contenida en Ncr.

La aplicación tangente a p en l está dada. por

(TP)1 3 Aa —’ (TNa)a

(Tp)1(X) = Xa + aX".

El grupo de isotropía de a. es

Ia={gEGa :gag'=a}

Ial es un subgrupo cerrado de G, y resulta un grupo de Lie (ver 1.4 de El álgebra
de Lie de Ia es Ja = {X e A, : Xa = —aX"}. Ia opera en Ga por traslación:

R:I¿,><Gc,—>G,:r

(ha) —> Rz(9) = gt te 14,9 E Ga°

Esta. operación no tiene puntos fijos.

(G,,N.,,p) resulta un fibrado principal localmente trivial, con grupo estructural
Ia .

Reductividad

A continuación definimos un complemento natural de Ja . Sea. Ha el subespacio

cerrado definido por
Ha = {X E A, : Xa=aX"'}.

Tenemos entonces

PROPOSICIÓN 4.5: Se verifica
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i) Acr= Ja e Ha

ii) t'HaFl = Ha para todo t E Ia

(Tp)1|.Ha : Ha —> (TN,)a es un isomorfismo.

Vimos la parte i) en el teorema anterior. Veamos ii): sea X E 'Ha t EDemostración:

LuegoIa, tXt-la = tXt-1a(t-1)‘t* = tXat‘ = taX‘t’ = at-I‘X‘t‘ = a(tXt-1)‘.
tXt’1 E Ha . Probamos que t'Hat“1 C Ha para cualquier t E Ha . Recíprocamente
si X E Ha, X = tt-lXtt-l, con t’1Xt e Ha, luego X E {Hat-1. Para probar
iii) recordemos que (Tp)¡(X) = Xa + aX‘ y si X E 'Ha resulta (Tp)1(X) = 2Xa.

Entonces (Tp)1|.H° : Ha —> (TN,)a resulta biyectiva: es inyectiva pues a es inversible
y si Y E (TN,)a, tomando X = áchl, resulta Xa = %Y,y aX" = aáa-I‘Y"
= %aa’1Y = %Y= Xa, luego X e Ha y (Tp)1(X) = Y.

Llamamos Ka = ((Tp)1|u°)_l; Ka : (TN,)a —» 'Ha y KG(Y) = ¿Ya-1.

Conexión en N,

Definimos ahora una conexión en N, , dando una distribución horizontal de sube
spacios en Gcr.Para g E Ga definimos

Ha.g = gua

Notemos que Ha‘l = 'Ha .

Definimos el espacio de vectores verticales en g como

v9 = {X e A, : (Tp)g(X) = o}.

LEMA4.6: v9 = gJa y A, = HM 63v9.

Demostración: Se verifica que

Lgopolg_¡=p gEGa.
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Pues Lgplg_1(h) = Lgp(g_1h) = Lg(g_1hah_lg) = gg'dha,h,_1gg,7_1= hah-1 = p(h) .

Diferenciando en g obtenemos

(TLg).,(Tp)1lg-1 = (T109

de donde se deduce que V9 = 9.7., pues (TLg)a es inversible y luego V9e Ha’g = A, .

PROPOSICIÓN4.7: La conexión definida es diferenciable eL1-equivariante:

(Tr¿)g('Ha,g) = Ha’gi = Halgi para. todo i E Ia

donde r,- es Ia multiplicación a derecha por i.

Demostración: Teniendo en cuenta. que V9 = gJa , si T es la. proyección sobre Ha ,

paralela a V1, entonces la.proyección sobre H.“ , paralela. a. V9, está. dada. por lg T 19-1 ,
que varía. de manera. C°° con g .

Veamos la. condición de Ia -equiva.ria.ncia.:

'ngi = g'Hai. Si i G Ia, Ha = {Hai-1 y entonces g'Hai = gi'HCL= Haw- .

Levantada horizontal, derivada covariante y geodésicas

Como ya. vimos, al ser (Gcr,N, ,Ia) un fibrado principal, dada 7 una curva
en No, 7 : [-6,6] —> a y q un punto en p‘1(7(0)) existe una única levantada.
horizontal I‘ , de 7 tal que I‘(0) = q. Daremos a. continuación la ecuación explícita de
la. cual I‘ es solución.

TEOREMA4.8: Dada 7 : [-5,6] -—>N, una curva, Ia levantada horizontal de 7, I‘,
que verifica I‘(0) = 1 es 1a.solución del problema

. 1 o _1

(1){1"(i) = 57(07 (t)1‘(t)r(0) = 1.

Demostración: Diferenciandola.expresión p(I‘ = 7(t) obtenemos

(TP)r(t)Í(t) = ¡7(t)
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Por otro lado sabemos que

(TP)I‘(t) = (TLP(t))a(TP)1lp-1(t) (ver 4.6)

luego

(TLr(t))a(TP)1lr-¡(t)Ï'(t) = W)

(TL1(:))G(TP)1I"1(i)Ï'(t) = 70)

Como F(t) es horizontal E Ham“) = I‘(t)'Ha. Luego F’1(t)Í‘(t) G Ha,
entonces

P-‘(t)í‘(t) = Ka(TLp(t)).,-‘"y(t)

I"(t) = P(i)Ka(TLr(t)).._l"r(i)

Por otro lado tenemos

Lgpa = parAutg

donde Autg : Ga —> Ga está definida por Autg(h) = ghg’1 y pa : G, —> N,
pa(h) = hah’ y a' =9"a9

Diferenciando obtenemos

(TLg )a(TPa)1 = (Tpa' )1Aut 9

(TLg)a(TPa)1Aut 9-1 = (Tpa' )1

Luego

Ka: = Autg Ka(TL,);‘.

Reemplazando obtenemos

Í‘(t) = K-y(t)(;7(t))11(t)

o bien

tu) = ¿wn-Hora).
Recíprocamente una solución de esta ecuación es horizontal

IT-l = K,(—'y)e I‘HGI‘"

(debido a.la expresión calculada antes).
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Luego

1'“e I‘Ha = Ham.

Llamaremos a (1) ecuación de transporte asociada a 7. Es una ecuación diferencial
ordinaria con coeficientes C°° con una condición consistente; existe una única solución.
Además si I‘(0) E Ga entonces I‘(t) G Ga para t E [-6,6] .

Como sabemos, la existencia de levantadas horizontales nos permite difinir la
derivada covariante de un campo en una dirección dada: si Y es un campo en un

entorno U de s y X E (TN,)a, la derivada covariante de Y en dirección X fue
definida como

d _

DxY = ¿(TI-inox, 1Y7(t)lg=o

donde 7(t) : [-6,5] ——>NCres una curva en N, tal que 7(0) = a. y 7(0) = X, y P
es la única levantada horizontal de 7 tal que I‘(0) = 1

Como vimos la definición no depende de la curva 7 considerada. Podemos también
definir la derivada covariante de un campo a lo largo de una curva: si Yi es un campo

a lo largo de 7(t) , 7 una curva en No , se define

¿Km + [K1(i),K-1(Y)]
D

LEMA4.9: Sea 7 una curva en Na . 7 es geodésica si y sólo si

7“) = Le'Ko(x)a= ¿xa-1a

donde a. E NCr, X E (TNa)a. Además ésta es 1a única geodésica tal que 7(0) = a y
"7(0) = X

Demostración: Como vimos en el capítulo 1, 7 es geodésica si y sólo si se verifica
d
E(K.,(7)) = 0 luego debe ser K7(t)(7(t)) = K1(o)(7(0)) = Ka(X) . Tenemos entonces
la siguiente ecuación de transporte para 7

Ï‘U) = Ka(X)P(t)

{r(o) = 1
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cuya.solución es I‘(t) = e‘K°(x) = ¿xa-1 . Luego

¿Xa
7“) = LeÉxa-la= 6’ áxa-l)"1a.(e

Como X = X‘a = X‘a-l‘a, Xa’1 = X‘a’l" o bien a’1“X" = a-IX. Además
¿ —1 L —1 -1aez“ x=e=xa a,dedonderesulta 7(t)=e‘x“ a.

Exponencial en No

Como vimos la exponencial de la conexión está dada de la siguiente manera:

a E No , X E (TN,)a, definimos

expa : (TN,)a —> N, expa(X) = 7(1)

donde 7(t) es la. única. geodésica. tal que 7(O) = a. y "7(0)= X . Resulta entonces

expa(X) = ¿xa-1a.

Definimos también la. aplicación <I>: TN, —> N, dada por

€1>(a,,X)=expa(X).
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CAPITULO 5

Descomposición polar en N,

Como vimos N, C G, , luego, para. cada a E N, , podemos considerar su descom
posición polar: a = Azp donde A es positivo y p es unitario.

PROPOSICIÓN 5.1: Sea a. inversible, a = Azp con /\ > 0 y p unitario, entonces:

a, E N, si y sólo si

i) pz = cr y

ii) /\p = pA .

Demostración: Si p2 = a y /\p = pÁ tenemos a_1’a = (Azp)’1*/\2p = A’zpÁzp =
p2:0. Luegoa6 Na.

Recíprocamente si a E N, entonces a. es normal, luego /\ y p conmutan (en
realidad esta. propiedad caracteriza a los elementos normales). Luego a = d‘I‘a =
A'szzp = p2.

Observemos que p e No, pues para los elementos unitarios el cuadrado y el
cocuadrado coinciden.

Sea U, = {p E Na : p" = p‘l} el conjunto de elementos unitarios de No.
Teniendo en cuenta la proposición anterior podemos definir la siguiente aplicación:

1r:N,—>Ua ,1r(a,)=p

donde a. = Ázp con /\ > 0 y p unitario. Llamaremos Fp a la fibra de p, es decir Fp =
1r’1(p) . Si consideramos una representación de A en el espacio L(E) con E un espacio
de Hilbert, cada p determina una forma bilineal:

Bp(z,y) = (¡92,31) 2,31 E E
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BP es no degenerada pues p es inversible y A es BP-autoadjunto ya que A” =
p/\"p_l = A dado que p y /\ conmutan. Podemos entonces caracterizar la fibra de la
siguiente forma:

PROPOSICIÓN5.2: Sea a E N, , p E Ua. Son equivalentes:

i) a‘lap > 0.
ii) 1r(a) = p.

a = /\p/\ con A> 0 y Bp-autoadjunto.

Demostración: Observemos primero que a, a‘ , a y 0-1 conmutan entre sí. (¿z-“a,
es unitario si y sólo si a es normal. Además de a’1"a. = cr, tenemos ¿1‘10 = (fila-“a =
a’l‘ y luego ¿1‘10= aa-l

i) => ii) 0 < a’lap = aer-1p = «¡p-1. Llamemos A2= ap’l , entonces a = Ázp y
1r(a) = p.

ii)=> iii) Si 1r(a) = p, a = Azp y /\p = p/\. Luego a = ApA con A > 0 y

Bp-unitario.

iii) => i) 0-10p = aer-1p = a,p-1 = /\p/\p_1 = A2> 0.

COROLARIO 5.3: FP = {ApA : A > 0 y Bp-autoadjunto} .

Calculemos e] espacio tangente a U, en p, (TU,)p: sea 7(t) una curva en Utr, con
7(0) = p, = X , como 72(t) = a' derivandoen t = 0, obtenemos Xp + pX = 0 ,
además de 7(t) = 07"(t) resulta X = X‘a . Tenemosentonces

(TU,)p = {X E (TN,)p : Xp = —pX}.

Defim'm os

Pp={X E (TN,)p : Xp=pX}.

Entonces

(TN,)P = (TU,)p eaPp.

_ —1

Explícitamentepara X E(TN,)P, X = X1+X2conX1= % E (TU,)P
X + X ‘1yX2=# epp.
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Sea P=(UPPP,UU).

TEOREMA 5.4: Sea (I) : P —> N, la. restricción de la función exponencial a P.

<I>(p,X) = expp(X) = exp-1p con p E U, y X E PP. Entonces
i) <I>es un difeomorfismo de P sobre N, ,

ii) para cada p E Ua, FP = <I>(Pp).

Demostración: Sea. a E N, , a. = Agp. Entonces log A2 verifica (log A2)* = log A2 y

log Azp = plog A2. Sea. Y = log Azp. Resulta Yp = pY y Y' = p-1 log A2 = U-IY.

Luego Y E Pp . Entonces la función (A2,p) —> (p,(log)\2)p) es la inversa. de ‘I’ pues

‘I>(p,Y) = eY"-1p = Ázp= a. Esto prueba i).

Paraver ii) sea X E Pp <I>(p,X)= exp-lp. Como(Xp-lr = pX" = an'_1Xp_1,
entonces exp-l > 0. Veamos que es BP-autoadjunto. X E Pp luego p conmuta. con
exp-1 . Entonces <I>(p,X) E FP y Ó(Pp) C FP. Recíprocamente si a E FP, a, = Ázp

con /\ = p/\p_1 , entonces Q-1(a) = (p, (log A2)p) E Pp pues (log A2p)’ = p’1 log A2 =
(log A2p)a’1 y (log A2)p conmuta. con p.

El grupo de los Bp-unitarios

Fijado p e Ucr definimos Gp = {g E G : gp = pg}, que resulta. un subgrupo de
G, . Definimos a. continuación una. acción de GP sobre la. fibra Fp

Gp x FP —» FP

(9,41)->9a9’

Si a E FP, a = Azp, entonces gag' = gÁng“ = gz\29*p, donde gAzg" > 0 y
BP-a.utoa.djunto. Luego gag' E FP.

Sea. k : Gp —> FP definida por k(g) = gpg" = gg’p.

Llamemos Gp”) ala fibra. k—1(p) y VP a los elementos positivos de Gp. Si
g e Gp“), gpg" = p, o bien gg’ = 1, o g-l = g'. Resulta GP“) el conjunto de
unitarios de Gp.

l 1Notemos que si g E VP, g" = pg‘p‘ = pgp' = g. Luego VP consiste en los
elementos positivos BP-a.utoadjuntos.
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El álgebra de Lie de GP, (TGP)1 es L = {X E A, z Xp = pX} . L se descompone
como L = L0 63El con

Lo={XeL:X*=—X}

L¡={X6L:X'=X}

y resulta Lo = (TGS?)1 y L1 = (TVP)¡: si 7(t) es una. curva en G20), con 7(0) = 1
y "y(0)= X, derivando 7*(t) = 'y_l(t) y 7(t)p = p7(t), en t = 0, resulta lo pedido.
Análogamente si 7(t) C VP, es una curva por 1 que se ajusta. a X , derivando 7' = 7
y 7p = p7 resulta X E L y X = X‘. (Recíprocamente si X = X" y Xp = pX
tomamos 7(t) = etx > 0

TEOREMA 5.5: i) Sea p : Vp x G500)—> Gp Ia aplicación dada por p(v,u) = vu,
pl : Vp x G20) —> Vp 1a proyección sobre Ia primera coordenada y u : Vp —> Fp 1a

restricción de k a VP. Entonces y. y u son difeomorfismos y el siguiente diagrama
conmuta:

0 I‘VPXGS) -—> Gp

VP —’ FP
V

Además la inversa de p está dada por Ia descomposiciónpolar.

x es un difeomorfismo de ¿1 sobre VP.ii) La aplicación X ——>e

Demostración: i) Sea g e Gp, g = ¡Vu y u unitario. Afirmamos que u-1(g) =
(A241). Verifiquemos que A2 E VP y u E G20). Sabemos que gp = pg; o sea Azup =

-1 = pA2p—lpup-l 1

unicidad de la descomposición polar resulta
plzu, ¡Vu = pkzup , con p/\2p_1 > 0 y pup’ unitario. Por

pvp“ = A2y pup’l = u

Es decir pAz = /\2p y pu = up. Asi p. resulta un difeomorfismo y su inversa la
descomposición polar.
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También u es un difeomorfismo, teniendo en cuenta la caracterización de Fp .

El diagrama conmuta:
k(p(v ,u0)) = k(v un) = vuo puc-lv" = vpv = vzp
V(p1(v,uo)) = 1/(v) = vpv = vzp.

Veamos ii). Sea X E L1, como X = X“ y Xp = pX resulta ex > 0 y pex = exp

y luego ex E VP. Recíprocamente si v E VP tomamos logv = X y X G L1 .

OBSERVACIÓN: Gp es el grupo que preserva 1a fibra FP actuando como definimos

antes: vimos que si g E Gp, gag‘ E FP, si a E FP. Recíprocamente si existe un grupo
G tal que preserva Ia fibra, entonces G C Gp (149,

Métrica de Finsler en N,

Definiremos ahora una métrica de Finsler en Na .

Sea a E N, , definimos la siguiente forma bilineal:

(zay)a= (Azzay)= zaye E

donde a = Azp con /\ > 0.

Esta métrica produce una norma de Finsler en el fibrado M = Na x V de formas
bilineales ( V es el espacio de formas bilineales conjugadas sobre E

Si fl E Ma

“fille = sup{l.ü(zvy)l i (3,3% S 1 ¡(gil/L: S 1}'

Esta norma se puede trasladar al fibrado tangente, si pensamos a cada b E A,
como la forma bilineal

fib<zvy)= (bzay) Ivy e

Resulta entonces

Ilblla= Ilflblla= “TIM-lll

pues Ilflblla= sup{|flb(z,y)l = (2,2)a S 1,(y,y)a S 1} = sup{|(bz,y)l = (Aa/hs) S
1 ,(ÁyMy) S 1}
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Llamando z' = A2, y' = Ay, resulta. a:= A’lz', y = A’ly' , y

"¡Bblla= sup{|(bÁ’lz' ,A’ly'H ,(z',z') S 1 ,(y',y') S 1}

= sup{I(/\"bz\’1=v' ,y')| , Ilz'll S 1 , Ily'll S 1}

= IIÁ’lb/V‘II

Observemos que la aplicación

(TNa)p —>(TN,)a
X —> AXA

es una isometría. para las normas ||p = y “a, donde a,= Azp.

DEFINICIÓN5.6: Si X e (TN,)a y a = Azp, con A > 0 y p unitario,

IIXH =||/\_1XÁ_1Ha

(No , es un espaciode Finsler.

TEOREMA5.7: La aplicación tangente (T1r)a : (TNa)a —> (TN,)P no aumenta
normas, es decir

|l(T1r)a(X)|| S IIXIIa

Demostración: Sean a = Azp = vp, v = A2 > 0 y p unitario y a(t) una curva. en
N, tal que a(0) = a, ¿(0) = X . Sea. p(t) = 1r(a(i)) y sea. I‘(t) la levantada. de p(t) ,
es decir I‘(t)pI“'(t) = p(t). Sea. a.¡(t) = I‘(t)aI‘*(t), X1 = ¿11(0) y X2 = X —X1 =
¿(0) —¿14(0) .

Observemos primero los siguientes hechos:

P(t) es unitario ya. que verifica. (IT‘)' = 0 y I‘(0) = 1.

1r(a(t)) = 1r(aq(t)) pues a¡(t) = I‘(t)a.I“(t) = I‘(t)va"1(t) = I‘(t)vI"l(t)p(t) y
P(t)vF_1(t) > 0 pues F es unitario.

(T1r)a(X) = (T1r)a(X1) ,implica. que X2 E ker(T1r)a: (T1r)a(X) = (7r(a(t)))'|¿=0 =
("(al(i)))'|t=o = (TW)a(X1)

ker(T1r)a = T(Fp). Esto se deduce del siguiente hecho general: si 45 es una.
sumersión, T(d>-1{z})p= ker(Td>)ppara p E ó_1{z} . Ver
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Calculemos X1

x1 = «11(0)= ¿«(oarïonso = ¿(pp-1a+ am =
1 _ _ .,, 1 . . _

= ¿(pp 1Ino+vpzp)= ¿(pv+vapa 1)=
1 . .

= ¿(pum)

Por otro lado "Xllla = IIA-IXIA‘1||= ||%(/\_lp'wA-l + A’lvfiA-IH = ||%(A’1;i/\ +
¡Val-III Z IPH

Esta. última. desigualdad vale pues

“STS-1 + s‘lTsu 2 2IITII

para.cualquier operador inversiblesimétrico S y cualquier operador T (Ver

Luegotenemos||X1||aZ = Bastaríaverque||X1||aS
Pero X = X1 + X2 donde le = —pX¡, pues pi)= —,óp,y sz = sz y las mismas
relacionesvalenpara A’lXA’l = A’leA-l + A’leA-l pues A-lp = p/\’1 .

Entonces ||/\_1X1/\_1|| S ||/\_1X/\_1|| , es decir ||X1||a S ||X||a , (pues en general-1X- X
si X=X1+X2 conX1p=—pX1,X2p=pX2,esX1= #
2“XIII = IIX - PXP’III S I|X||+IIPXP_1II S 2IIXII ya que p es unitario)

y entonces

Geodésicas en N,

Estudiaremos a. continuación algunas propiedades de las geodésicas de N, . Cal
cularemos la. longitud de las curvas de la manera. usual, referida. a la métrica de Finsler
definida: si 7 es una curva. en Na , su longitud es

1

13(7)= ¡malwa

PROPOSICIÓN5.8: Dados a y b E Fp existe una única geodésica que los une.
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Demostración: Supongamos primero que b = p. Usando la inversa de Ó , si a, = Azp,

sea X = log Azp E Pp. Sea 7 la única geodésica tal que 7(0) = p y fir(0) = X.
Entonces 7(t) = ¿xP-1p con 7(0) = p y 7(1) = a.

En el caso general, usando un g E G, conveniente se reduce el problema al primer
caso: si b = Azp, tomamos g = A” . Entonces A’le’l = p y tomamos la geodésica
que une p con A‘laA_1.

PROPOSICIÓN5.9: Para toda curva a(t) , que una a E Na , con 1r(a) , existe una curva

más corta contenida en Ia fibra de a, F101), con los mismos extremos.

Demostración: Sea p(t) = 1r(a(t)), a(t) = v(t)p(t), v(t) > 0, a.(0) = a, a(1) = p, y
p(0) = p; sea I‘(t) la levantada horizontal de p(t) . l" verifica: l"(t)pl"*(t) = p(t) .

Definamos e(t) = P-1(t)a(t)I‘(t) . Como I‘(t) es unitario, e(t) = P-1(t)v(t)I‘(t)p ,
con I"1(i)v(t)I‘(t) > 0 y luego 1r(e(t)) = p,o bien e(t) C FP. Además ¿(0) = a.(0) = a
y ¿(1): p(1) = p

Afirmamosque S ||á||a.
Calculemos é:

é = —1‘-1í‘r'1a1‘+ r-lar + r-lar
l 1

= I‘“((—5pp‘11‘)l‘"a + aim)" + ¿01‘
_ 1 . .

= F 1(¿(100 + pv))Ï‘

Luego

“¿lle = ||(P_1/\_11‘)¿P_1/\_1)1‘||
1 _ _ . . _

= ¿III‘ ¡A 1(P”+”P)'\ 11"II
1 _ . . _

= ¿"A l(pv+vp)A lll.

Por otro lado, como a = vp = pv, tenemos

_ 1 . . 1 . .

a = ¿(mi + vp) + 50W + vp)

y luego
. 1 _ . . _ _ . . _

Ilalla= ¿”A 1(pv+vp)A 1+) 1(¡ov+v¡o)/\ III
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. . .v v.

Sea.X1= 3% y X2= -p:—p entoncesle = le y sz = —pX2,(pues
¡6p= —p,óy v conmuta con p). Luego Á'IXIÁ-l + Á-leÁ’l es la. descomposición
de A’láA_1 y entonces [IA-¡XIÁ'III S ||/\-1áz\_1|| , que prueba. lo pedido.

PROPOSICIÓN5.10: Dados a, y p = 1r(a) en N, la geodésíca que los une es la curva
más corta. de extremos a, y p.

Demostración: La. geodésica. que une a y p es 7(t) = etl°5°2p donde a. = azp y
a > 0 . Entonces

1

Lu): Il‘rllth
1

=/ lle-¿losaalogazetloga’e-áloga’“dto

1

=/ ||loga2||dto

= “10802”

Por otro lado si w(t) es una curva en N, tal que 10(0) = p y 10(1) = a, por
5.10,podemos suponer que w(t) C FP. Entonces w(t) = a2(t)p con a(i) > 0, (12(0)=
1 y «12(1)= az. Calculemos L(w):

1

Lou)= Mamma)dt
1

= “(Jan-puma)dt
1

= lla"(t)(012(t))'ar’1(t)lldt

Esta. última. expresión corresponde a.la longitud de la.curva. a(t) pensada en el espacio

de elementos autoadjuntos inversibles: a(t) está. contenida en la.fibra del 1. Por 6.3 de
[6], Ma) Z || 108 C’12“

COROLARIO5.11: Dados a y b en FP, de todas las curvas 7 contenidas en FP, que
unen a con b Ia más corta es Ia geodésica de extremos a. y b.
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Demostración: Supongamos que a = azp y b = flzp, entonces la.geodésica que une
p = fi-lbfl-l con a-lafl-l = fi‘lazfi’lp es ya) = e“°8<fi“°"fi">p=(fl’1a2fi‘1)'p
pues [í-lazfi-l > 0. Luego fl7(t)fl es la.geodésica que une a con b; como 7(0) = p
y 7(1) = fi’lafl'l resulta. fl7(0)fl = b y fl7(1)fl = a. y además fiyfl es solución de

= 0 con las condicionesiniciales¿(0) = b y ¿(0) = ,ÜXflcon X = log(fi-1a2fi_1)p.
Luego si llamamos geo(a,, b) a la. geodésica que une a. con b resulta.

98°(aib) = Lim-101254)?!) = fl9€0(fl_lafi_l,P)fl =

= Lpgeo(Lp_1a.,Lp_¡b)

o sea

geo(a.,b) = Lpgeo(Lp-¡a,L¡3-¡b).

Observemos ahora el siguiente hecho: dado fi > 0 tal que fl conmuta. con p la

aplicación [3-1 : Ea —> EL” es una. isometría: ||fl’1.1:||LM2= (flazfifi’lzfi-Iz)
con z G E pues Lpa = fiafl = 502103 =flazfip Y [3025 > 0- Luego Ilfl_lzIILpa2 =
(022,3) = IIZIIÏ

Entonces

Ilfl'lzllea = Ilzlla
O bien

"yIILpG = Ilflylla

Consideremos la. aplicación T = (TLp)a : (TN,)a —> (TN,)LB . T resulta. una.a.

una. isometría: si Y = TX, entonces Y = fiXfl, o bien pensando a. X y a. Y como
formasbinneales,By(=,y)= (my) = (flxfim) = (mmm, w e E.

Luego = supllzllbpn=llyllbpo=1 = suPIIzIILp°=IIy||Lp°=1
Como IIzIILpa= “flzIIa resulta

IIBYII= sup I(Xflz,fly)| = “3x”
||fi=||o=||fiylla=l

pues ,3 es inversible.

Luego

IIXIIa = “YHLfia = IILBXIILpa

y entonces
l

L(geo(av :1; Il(flgeo(fl—lafi-11p)fl).“flgeo(fl'1afi’1,p)fidt'
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Llamando 7 = geo(fl-1afi-1,p) tenemos

1

L(geo(a,b)) = Il(fi7(t)fi)'llm<t>pdi
1

= umwumadt
1

= “Lp-'rumdt
1

= f Iwuth0

= L(9e0(fl‘1afl",p))

= II1083-10354“

Sea w(t) una. curva contenida en FP que une a y b: entonces 10(0) = b, 10(1) = a
y w(t) = a2(t)p con a(t) > 0.

Consideremos la. curva ¡EJ-lw(t),3_l = fl‘1a2(t)fi_1p. Entonces fl‘1wfl_1 une p
con fl-lafl_1 . Por lo visto antes

L(L¡3—1w)2 L(geo(fl—1afi_1,p))= L(geo(a,

Además como w(t) C FP se verifica.

"Lp-“ÜHLPW = uwuw.

Luego

1

L(L¡,_1w)=/0 "(p-lwp-l)-ufi-¡wfi-ldt
1

:/ “fi—lú’fi-1“fi—1wfi—1dto
l

=/0 ||Lfi_nb||¡,p_¡wdt
1

= j nuvuwdt0

= L(w).

Luego L(w) Z L(geo(a, b)) como queríamos ver.
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Apéndice

i) Daremos a continuación un ejemplo de un elemento unitario cr en un álgebra
C’ , tal que ninguna de sus raíces cuadradas pertenece al doble conmutante de a , [0]" .
Este hecho prueba que no es posible, en general, reducir el problema

al problema

haciendo el cambio de variables y = asa-1, donde a es una raíz particular de a, tal
que a e [0]" .

Consideremos en H = 12(N) el operador Shift dado por

S:H—>H
S(z¡,zz,.v‘..,zn,...)= (0,z¡,zz,...,zn,...)

y tomemos la clase de S, s, en el álgebra de Calkin A = L(H)/K(H), donde K(H)
es el ideal bilátero formado por los operadores compactos de L(H Entonces .9 es
unitario, de índice —l . Además s no tiene raíces cuadradas en A pues si :c E A es tal

que 22 = 3, entonces existe X E L(H) y K E L(H) tales que S + K = X2 . Luego,
tomando índices resulta —1= ¿(5) = ¿(S + K) = i(X2) = 2i(X) .

Sea A, la subálgebra cerrada. de A dada por

A,={a€A:as=sa}
3 0

) es inversible y0 sy consideremos el álgebra B = M2(A,). El elemento a = (
pertenece al centro de B, C(B).

Sin embargo ninguna de las raíces cuadradas de a pertenece aC(B): si existiera
una. raíz de a en C(B) debería ser de la forma

p=(: 5:)
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pero entonces 22 = s en A, y ya vimos que s no tiene raices cuadradas en A .
0 l

Por otro lado el conjunto de raíces cuadradas de a es no vacíoya que p = (a o)
verifica ¡o2= a .

ii) En este ejemplo caracterizamos los conjuntos Q en el caso en que A = M2(C) .

Si X E A es inversible, entonces es similar a una de las siguientes matrices de

al a 0X14“) b)
con a. y b no nulos. Es decir existe T inversible tal que

Jordan

X = TXIT“ o X = TX2T".

Luego el conjunto de raíces cuadradas de X , Q , es isomorfo a Q1 o Q2 , las raíces
cuadradas de X1 y X2 respectivamente, mediante la aplicación

Qi —* Q

Y —> TYT_l

Calculando entonces los conjuntos Q1 y Q2 resulta

9 L _; : %
Ql={(a 2a‘g),(aO a5 0 —aï

1 ,donde a2 es una de las raices cuadradas de a.

Si a 9€b resulta

ai o ai o —a% 0 —a% o

Q’={(o bi)’(o —b%)’( o bi)’( o —b%)}'
Sia=b

Q2 = {abr : X2 = 1}.

Es decir Q2 tiene infinitos elementos y es isomorfo al conjunto de reflexiones de A,
Q1 , mediante la aplicación

Q1 —’Q2

X —>aiX.
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Observemos el siguiente hecho: si tomamos una. curva de matrices

X‘ = (aii) ¿»(00)

tal que a(t) y b(t) tienden a un mismo límite a cuando t tiende a l, con a 7€0 y
a.(t) 7€b(t) , los conjuntos Q, tienen cuatro elementos y Q tiene infinitos.
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