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Resumen

Investigamos teorias tipo divergencia describiendo la interaccion disipa-
tiva entre un campo y un fluido. Buscamos teorias que, bajo condiciones
de equilibrio, se reducen a la teoria de un campo escalar de Klein-Gordon
y un fluido perfecto. Mostramos que los requerimientos de causalidad y de
produccién positiva de la entropia imponen restricciones no triviales a la es-
tructura del término de interaccién. Estas teorias proveen una base para
el estudio fenomenolégico del periodo de recalentamiento. Presentamos un
modelo macroscopico del decaimiento de un campo clasico escalar en fluc-
tuaciones estadisticas a través del proceso de amplificacion paramétrica. Re-
solvemos el modelo de teoria de campos (en adelante ™ microscépico ) al
primer orden en una expansion de N grande, y mostramos que el modelo
macroscopico da resultados satisfactorios para la evoluciéon del campo medio,
de su momento conjugado y del tensor de energia momento durante varias
oscilaciones. El modelo macroscépico es substancialmente méas simple que
el modelo microscépico y puede ser generalizado para incluir fluctuaciones
cuanticas. Aunque asumimos una situacion homogénea, el modelo es total-
mente covariante y puede ser aplicado a casos inhomogéneos también. Estos
rasgos hacen de este modelo una herramienta ttil para explorar la fisica del

precalentamiento.
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Dissipative Relativistic Fluid and Cosmology

Abstract

We investigate divergence-type theories describing the disipative interac-
tion betwen a field and a fluid. We look for theories which, under equilib-
rium conditions, reduce to the theory of a Klein-Gordon scalar field and a
perfect fluid. We show that the requirements of causality and positivity of
entropy production put non-trivial constraints to the structure of the inter-
action terms. These theories provide a basis for the phenomenological study
of the reheating period. We present a macroscopic model of the decay of a
coherent classical scalar field into statistical fluctuations through the process
of parametric amplification. We solve the field theory (henceforth, “micro-
scopic”) model to leading order in a Large N expansion, and show that the
macroscopic model gives satisfactory results for the evolution of the field,
its conjugated momentum and the energy momentum tensor of the fluctua-
tions over many oscillations. The macroscopic model is substantially simpler
than the microscopic one, and can be easily generalized to include quan-
tum fluctuations. Although we assume here an homogeneous situation, the
model is fully covariant, and can be applied in inhomogeneous cases as well.
These features make this model a promising tool in exploring the physics of

preheating.

keywords:

Relativistic Dissipative Fluid - Divergence Type Theory - Cosmology -
Reheating
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Capitulo 1

Introduccion

En fisica los sistemas de interés son frecuentemente muy complejos. Afortu-
nadamente, muy a menudo, no todos los grados de libertad del sistema son de
igual interés para el estudio cientifico. Un buen ejemplo de esto es un fluido,
donde el sistema fisico, a pesar de estar constituido por un gran nimero de
particulas, puede ser descripto con mucha precisiéon como un campo continuo
de velocidad que responde a ecuaciones en derivadas parciales relativamente
simples, las ecuaciones de Navier-Stokes. El Universo temprano, particu-
larmente la fase que sigue a la época inflacionaria, consiste también en un
sistema complejo donde el anélisis desde primeros principios es muy compli-
cado. No obstante, muchas de las informaciones relevantes estan contenidas
en el campo medio del inflatén. Una descripcién macroscopica de este sistema

seria por lo tanto deseable.

En esta tesis investigamos las teorias tipo divergencia que describen la in-
teraccion disipativa entre un campo y un fluido. Buscamos teorias que, bajo
condiciones de equilibrio, se reducen a la teoria de un campo escalar de Klein-
Gordon y un fluido perfecto. Mostramos que los requerimientos de causalidad
y de produccién positiva de la entropia imponen restricciones no triviales a la
estructura del término de interacciéon. Presentamos un modelo macroscopico
del decaimiento de un campo clasico escalar en fluctuaciones estadisticas a
través del proceso de amplificaciéon paramétrica. Resolvemos el modelo de

teoria de campos (en adelante “microscépico”) al primer orden en una ex-
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pansion de :V grande, v mostramos que ¢l modelo macroscopico da resultados
satisfactorios para la evolucion del campo medio, de su momento conjuga-
do v del tensor de cnergia-momento durante varias oscilaciones. El modelo
macroscopico es substancialmente mas simple que el modelo microscopico v
puede ser generalizado para incluir fluctuaciones cudnticas. Aunque asumi-
mos una situacion homogénea, el modelo es totalmente covariante vy puede ser
aplicado a casos inhomogéncos también. Estos rasgos hacen de este modelo

una herramienta til para explorar la fisica del precalentamiento.

Los fluidos reales (es decir disipativos) son descriptos por un sistema de
ccuaciones diferenciales en derivadas parciales muy conocido por los fisicos v
los ingenieros: las ccuaciones de Navier-Stokes. Estas ecuaciones tienen un
rango de aplicacion muy variado v son muy exitosas. Como estan basadas en
la mecanica Newtoniana es natural tratar de obtener una generalizacion de
acuerdo con la relatividad especial. Como discutiremos en el primer capitulo,
Eckart (|1}) v Landau y Lifshitz (|2]) propusieron teorias relativistas sencillas
y atractivas que cran extensiones naturales de la no-relativista. Hiscock v
Lindblom (|3[) estudiaron todas las teorias de primer orden que ticnen como
caso particular a las de Eckart y Landau y Lifshitz. Es decir, estudiaron
un conjunto de teorias donde la corriente de entropia S* no conticne tér-
minos mas altos que primer orden en desviaciones del equilibrio. Probaron
que estas propuestas no son aceptables porque no conducen a ecuaciones de
evolucion causal v no admiten estados de equilibrio fisicamente aceptables.
Cabe senalar que Eckart, siguiendo los trabajos de Onsager (|4]) que marcan
el nacimiento de la termodindmica fuera del equilibrio (]5],[6]), asume que
los cstados de no-equilibrio son descriptos usando solamente las variables
termodinamicas de equilibrio local. Desde el punto de visto mas general de
la termodinamica fuera del equilibrio. hay otro camino que conceptualmente
empieza con los trabajos de Coleman. Truesdell ¥ Noll (|15],]16],|17]) con
el desarrollo de la termodindmica racional que fue seguida por las teorias
de termodinamica irreversible extendida. En la termodinamica racional se
consideran la temperatura v la entropia como conceptos primitivos v apare-
cen efectos de histéresis: el comportamiento de un sistema depende de su

historia. Varias hipotesis fundamentales permiten Hegar a ecuaciones con-
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stitutivas. El enfoque es radicalmente distinto que en la visién tradicional
y si bien su éxito fue limitado, permitié una visién critica de los fenémenos
fuera del equilibrio. En el casos de las teorias de termodindmica extendidas,
se aumentan las variables termodindmicas usando los flujos disipativos como
variables fundamentales. La entropia sigue teniendo un papel fundamental
y se trata de llegar a leyes constitutivas que permitan describir mejor al-
gunos fenémenos que son dificiles de explicar en el contexto de las teorias de

termodinamica fuera del equilibrio mas convencionales.

Un ejemplo de las ideas de la termodindmica extendida en el contexto de
los fluidos relativistas son las teorias de segundo orden de Israel y Stewart
(|7],/8])- Son una extensiéon natural de las teoria de primer orden donde se
incluyen términos de segundo orden para la corriente de entropia fuera el
equilibrio. Como veremos, en este caso uno obtiene ecuaciones diferenciales
como ecuaciones constitutivas de manera que los flujos no son determinados
tinicamente por los valores de las variables termodindmicas de equilibrio. Asi,
ya en 1979 Belinski y col. ([13]), estudiando la disipacion de anisotropia en
espacios anisotropicos de tipo Bianchi 1, probaron que la teoria de fluidos
basada en el formalismo de Israel y Stewart conducia a resultados cualitati-
vamente distintos que la teoria de Eckart. Estos resultados fueron ampliados
usando teorias mas generales por Pavon ([14]) y otros. Sin embargo, las
ecuaciones son muy complicadas y es dificil asegurar de manera rigurosa que
la teoria est4 realmente exenta de los problemas que quiso prevenir, es de-
cir propagacion acausal y inestabilidad. Otros autores ([9],]10]) obtuvieron
clases de teorias relativistas de fluidos cada vez mas grandes con caracteris-
ticas aceptables, entre otros la teoria de divergencia nula. Estas Gltimas son
particularmente atractivas desde el punto de vista matemaético en el sentido
que se pueden formular como teorias hiperbdlicas simétricas que son bien
conocidas en fisica-matematica y que permiten verificar rigurosamente que
no sufren los problemas de las teorias de Eckart y Landau y Lifshitz. Geroch
y Lindblom (|11],[12]) después argumentaron que las teorias hiperbélicas de
fluidos son capaces de reproducir los resultados fenomenolégicos de las teorias
parabélicas de Eckart y Landau, dando lugar a nuevos comportamientos en

regimenes extremos.



14

Finalmente el mismo Geroch tuvo dudas sobre la existencia misma de una
teoria hiperbolica de fluidos relativista. Argument6 de manera convincente
que cualquier teoria de fluidos de tipo hiperboélico que trate de emular las
ecuaciones de Navier-Stokes perdera su sentido fisico antes de poder llegar a
un régimen en los cuales seria til (|18]). En nuestros casos escapamos a este
problema pues el “fluido™ que sinlamos proviene de una ccuacion relativista
de entrada y ademas como campo clasico, no tiene una escala minima debajo
de la cual toma un aspecto molecular.

Las teorias de termodinamica extendida v las teorias causales de flui-
dos ticnen otras aplicaciones posibles (|20[) ademas de las cosmologicas que
citamos anteriormente (ver también por cjemplo [19]): pico precursor en es-
tallido (burst) astrofisicos de rayos X (|21]), relajacion térmica en colapsos
gravitatorios ([22]). Sin embargo, si consideramos el campo mas especializa-
do de las teorias de fluido relativistas, una de los campos mas promisorios
de aplicacion es el universo temprano donde la relacion dinamica entre los
grados de libertad gravitacional v de materia, el caracter fuera de equilibrio,
la temperatura clevada v la preponderancia de algunos grados de libertad
por encima de los demés indican que un tratamiento de este indole puede ser
muy fructifero.

Las hipoétesis de homogeneidad y isotropia para el universo parccen es-
tar de acuerdo con la estructura del universo a muy grandes escalas (>~ 100
Mpc). Esto permite restringir la métrica a la forma de Friedmann-Robertson-
Walker. No obstante, es muy dificil hacer encajar la generacion de estructuras
(que generaron después los grupos (clusters) de galaxias) dentro de este mar-
co. Otros problemas conceptuales del modelo incitaron a Alan Guth ([23]) a
proponer una solucién via una fase inflacionaria en la cual el factor de escala
del universo tendria un crecimiento exponencial. El mecanismo era una tran-
sicion de primer orden de la materia que se suponia cra dominante en esta
¢época. Durante la fase se superenfriamiento la densidad de energia tenia un
termino constante extra' que dominaba en la ecuacion de Friedmann v que
era responsable por la inflacion.

Sin embargo la propuesta de Guth sufria de varios problemas, el mas

Ydebido a la densidad de energia del falso vacio de la fase metacstable
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grave siendo la dificultad para terminar naturalmente el periodo inflacionario.
Pocos meses después, Linde ([24]) por un lado y Albrecht y Steinhardt ([25])
por otro presentaron una nueva version de inflacion que no sufria de los
problemas de la version de Guth y que era méas simple de implementar.
Aunque Linde trabaja con un potencial efectivo proveniente de una ruptura
de (super)simetria, cualquier otro potencial efectivo que tiene la caracteristica
adecuada, funciona. En este escenario, el valor medio de un campo escalar
lentamente se desplaza desde el vacio falso hacia un verdadero vacio sobre
un potencial muy chato cerca de su posicién inicial. Durante este periodo,
< ¢ >= cte y tenemos inflacién. Subsecuentemente el campo cae en un pozo
centrado en el verdadero vacio y el campo oscila alli. Acoplamiento con las
otras particulas implica que hay una formacioén de particulas que se van a
termalizar luego provocando un recalentamiento del universo que caera en
una fase de expansion dominado por la radiacién.

Inflacion representa una modificacién muy atractiva del modelo estandar
en cosmologia. Permite resolver de una sola vez varios problemas concep-
tuales (problemas de condicién iniciales, problema de la lisura (flatness),
problema de los monopolos, problema del horizonte). No obstante el ras-
go mas interesante, de la teoria inflacionaria es la posibilidad de explicar la
creacion del contenido de materia (y de la entropia) del universo y la subse-
cuente generacion de estructuras.

Durante las épocas de pre y recalentamiento ([26]), los grados de libertad
efectivos del inflatén decaen en fluctuaciones cuanticas y estadisticas de los
campos de materia y gravitacional. Ahora se cree que el principal mecanismo
por lo cual se produce tal decaimiento es via amplificaciéon paramétrica de
las oscilaciones del inflaton.

Una descripcion detallada de este fenémeno requiere un conocimiento de
la teoria cudntica de campos bajo amplificacién paramétrica ([28]), en un
fondo curvo y incluyendo los efectos de retroaccion de la geometria (]29]).
Aunque hubo progresos substanciales en los ultimos afios ([30], [31], [32],
[33], [34], [35]) hay muchas cuestiones que quedan inconclusas, tal como la
relevancia de los efectos no lineales ([36]) y la generacion de perturbaciones

mas grandes que la longitud de Hubble ([37]).
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Progresos adicionales son impedidos por varias razones, de las cuales la
mas importante cs tal vez el no conocer la teoria microscopica correcta de
inflacion. Para esta razon, es necesario considerar un nimero elevado de
escenarios distintos que es de esperar daran resultados divergentes para un
fenomeno tan complejo como lo es el recalentamiento.

Sin embargo, esta variabilidad esta limitada por dos factores. Primero,
para los propositos de la cosmologia no necesitamos realmente una descrip-
cion detallada del proceso microscopico. Tipicamente, lo que se¢ necesita
saber es la evolucion media del inflaton a larga escala, la temperatura final
del campo de radiacion que domina el calor especifico del universo después
de inflaciéon y un conocimiento de las escalas temporales involucradas. Es
plausibles que modelos diferentes puedan estar de acuerdo con observables
de granulado grueso (coarse-grained observables), pero estar en desacuerdo
en escalas mas chicas.

Segundo, aunque diversos, los modelos a considerar no son arbitrarios.
Deben ser consistentes con principios fundamentales tal como la causalidad
y la segunda ley de la termodinidmica. Sabemos de las teorias relativistas
de campos que estos principios generales bastan para poner restricciones no
triviales sobre el comportamiento macroscopico ([38],[3]).

Estas observaciones sugieren que puede ser posible investigar los rasgos
que son independientes del modelo o al menos robustos frente a variaciones
en el modelo, de pre y recalentamiento reemplazando el modelo microscépico
completo por un mas simple macroscopico que ticne las mismas restricciones.
El modelo macroscopico debe ser consistente con causalidad y la segunda
ley, totalmente covariante, respetando las mismas leyes de conservacion que
el modelo microscopico y reproducir su comportamiento de equilibrio. Al
mismo tiempo, el modelo macroscopico debe ser un modelo hidrodinamico
consistente por si solo ([39]). Como veremos luego, estos requerimientos
esencialmente definen el modelo macroscopico. Los grados de libertad que
quedan son los parametros de la teoria que deben ser encontrados usando
experimentos numéricos.

Una confirmacion indirecta de la posibilidad de este punto de vista es

el éxito de un modelo simple de fluidos en reproducir algunos rasgos del
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recalentamiento ([40]). Debe enfatizarse la necesidad de pedir una formu-
lacion covariante pues asumir un fondo de Friedmann-Robertson-Walker o
perturbaciones de orden bajo, es inadecuado para analizar la evolucion de
las fluctuaciones mas grandes que la longitud de Hubble.

En esta tesis doctoral se describe como se pueden utilizar las teorias tipo
divergencia para describir un campo de Klein-Gordon y sus fluctuaciones.
Después de desarrollar el formalismo general en el capitulo 3, se mostrara
una aplicacién especifica en los capitulos siguientes. El capitulo 4 desarrolla
la teoria microscopica de interés. Una atencién especial se dard en cémo rela-
cionar los elementos de la teoria microscopica y los de la teoria macroscopica
en el capitulo 5 para terminar con una presentacion de los resultados en el

capitulos 6. Un corto apéndice termina el trabajo.
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Capitulo 2
Fluidos relativistas

Este capitulo ademas de fijar notaciéon y formalismo, se puede ver como
una sucinta introduccién a los fluidos relativistas, escrito para motivar el
formalismo que elegimos para trabajar en los capitulos posteriores. Aunque
breve, aspira a ser autocontenido. Comienza formulando la termodinamica
en un lenguaje covariante y algunas identidades basicas son probadas. Los
fluidos perfectos son definidos y un formalismo covariante que permite una
separacion espacio-temporal es presentado. Los fluidos disipativos siguen y
los formalismos de Eckart y de Landau y Lifshitz son desarrollados con algin
detalle. Una breve generalizacion a teoria de primer orden es expuesta y se
discuta brevemente la propuesta de Israel y Stewart. Una breve discusion

sigue, que prepara el terreno por la formulacién de la teoria tipo divergencia.

2.1 Termodindmica y condiciones de equilibrio

Empezaremos con un breve resumen de hidrodinamica relativista. Las ref-
erencias basicas son ([2|,[57],|58],[70]). Las relaciones basicas de la termod-

inAmica estan codificadas en la ecuacién de Euler, que define la entropia:

1

S=7

(U +pV — uN) (2.1)

y la primera ley
dU =TdS — pdV + pdN (2.2)
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que representa la conservacioén de la energia. Tomando el diferencial de

(2.1) y substrayendo (2.2) obtenemos la relacion de Gibbs-Duhem

Vdp = SdT + Ndu

o dividiendo por V ambos miembros

dp = sdT + ndu
que nos permite deducir
_S 1 _Op _N _0p
3=V—T(p+p un)—aT” n_v—aT

Es conveniente introducir la afinidad
a=u/T

Si se adoptan como variables independientes T y a, usando:

op| _Op| 9| On
a:ra OT” 6,uT6Ta
se obtienc
p| _1 _ _Ptp
6T0—T(p+p aTn) + na = T
op =T@ =Tn
Oa | . Ou|r

(2.3)

(2.6)

Es util derivar una formula mas antes de seguir. Multiplicando ambos

lados de (2.1) por T/V para obtener

Ts=p+p—pun

donde introducimos p = U/V/, la densidad de energia. Tomando el diferencial
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de ambos lados y usando (2.4) obtenemos
Tds = dp — pdn (2.8)
Vamos a introducir ahora la nocién de entropia por particula
o=S/N=s/n (2.9)
Entonces, de (2.1), obtenemos
—PYP 74 (2.10)
n
Usar (2.9) y (2.10) en (2.8) conduce, después de reagrupar a
p 1
Tda==d<—)-+p(—) (2.11)
n n

Para obtener un formalismo covariante, adoptamos la regla siguiente:

1. Cantidades intensivas (T, p, 1) seran de caracter escalar y representaran

el valor de la cantidad en un evento dado medido por un observador al

reposo respecto del fluido.

. Cantidades extensivas (S.V, N) estaran asociadas a corriente vectorial
Se, u® y N@ de la siguiente manera: Sea X° la corriente de interés y
dado un elemento d¥, = n,d¥ de una hipersuperficie espacial entonces
—X°d%, representa la cantidad X dentro del volumen d% medido por
un observador con velocidad n®. Si ademaés la cantidad X es conservada
entonces X9, = 0.

. Energia y cantidad de momento son combinados dentro de una sola
cantidad extensiva: el tensor de energia-momento T°°. La corriente de
energia es

U = ~Tu,

(2.12)

Si dividimos ambos miembros de ec.(2.1) por V/T y multiplicamos por u®

obtenemos
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TS® =U®+ pu® — uN° (2.13)
es decir, usando ec.(2.12) :
TS® = —T%uy + pu® — uN°® (2.14)
que se puede reescribir también:
5% = x* - BT — aN® (2.15)
donde usamos la ec. (2.5), y introducimos el potencial termodinamico
X" = pp* (2.16)
y la inversa de la temperatura
B* =u*/T. (2.17)

Después de obtener la versién covariante de Euler (cc. (2.15)) podemos
también obtener la forma covariante de la primera ley. Tomando el diferencial

de ambos lados de la ec. (2.14) obtenemos

TdS* + S*dT = —d (T“bub) + pdu® + u®dp — pdN® — N°u (2.18)

Dividiendo la ec. (2.3) por V y multiplicando por u® obtenemos la forma

covariante de Gibbs-Duhem
ST = u®dp — N%du (2.19)
Remplazando la ec. (2.19) en la anterior obtenemos
TdS® = —d (T**w,) + pdu® — pdN* (2.20)

Podemos también tomar el diferencial de ambos lados de la ec. (2.15) v
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usando la primera ley (2.20) obtenemos
dx® = T®dg, + N°da

por lo tanto
O _ ab N _
aﬂb Ja

Una consecuencia importante de las ecs. (2.21) esta relacionado con la

Ne (2.21)

creacion de entropia. Tomando la divergencia de la ec. (2.15) obtenemos

S% =X — Ba T — BT o~ aaN® —aN%,

ya

Ahora 5 5
« X ox*
X a = B,Bb ,Bb;a + aa Qq

Usando las ecs. (2.21) y el resultado anterior obtenemos

S% = —BT , — aN®

a

(2.22)

que nos dice que la produccion de entropia desaparece al equilibrio si las leyes

de conservaciéon! son validas.

2.2 Fluidos perfectos

Un concepto muy util y importante es el de fluido perfecto. En Minkows-
ki, un fluido es perfecto cuando un observador al reposo con él lo ve como
isotropico. Mas especificamente, las componentes mixtas se anulan y las
puramente espaciales son isotropas. En este sistema de referencia tenemos

pues

T = »p (2.23)
T = pé™ (2.24)

ITeb  =0; N% =0
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™ = T%=0 (2.25)

para encontrar la forma covariante podemos hacer la transformacion genéri-
ca o podemos utilizar un poco de ingenio. Por ejemplo, podemos hacer una
transformacion de Lorentz segin el eje  (considerando solamente el sector

(ct, z) por el momento

T = ATA

()

que da
o[ VFm’) —le+p)v
- (p+p)v ¥ (pv* +p)
Ahora
2 2
2( 2 v p (p—p)v
i (p’u +p) B 1—v2+1—v2+ 1 -2
(o +p)v°
1 — 22 tp

Volviendo a las cuatro dimensiones obtenemos

Y(p+pv®) Y¥(+p)v 0 0

| Yetp)v B 1 p 0 0
0 0 p 0

0 0 0 p

Ahora, reemplazando v = v, obtenemos

Y(p+pv®) Y (p+p)us
2 (p+p)v, @R 5

1-v2

0 0
0 0

T =

ow o ©
" O O o
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de manera que una rotacién espacial deberia conducirnos a

Ho v
™ = p<5“”+(zo+p)lvv2
-
™ = (p+p) v
1 — 2?2
0 _ (p+p’)
1 — 92

que no es dificil reescribir ahora de manera covariante ( puesu = A (1,0) =

v(1,8))
T = pn® + (p + p) uu (2.26)

con u® la cuadrivelocidad del fluido. En presencia de gravedad escribiriamos
T = pg® + (p + p)uu® (2.27)

Noétese que p y p estan definidos, por definicién, como los valores en el sistema
al reposo. Por lo tanto, siguiendo nuestra regla, son escalares. Finalmente

notaremos la forma equivalente

Tab — pgab+puaua+puaua (2.28)
puub + ph®® (2.29)

donde introducimos el proyector en la hipersuperficie espacial
k% = g% + utuyp (2.30)

que cumple
h%uy =0 (2.31)

Ademéis de energia y momento, un fluido habitualmente transporta al
menos una cantidad conservada tal que la carga, el numero de 4tomos o més
generalmente el nimero de bariones menos el nimero de antibariones. No
obstante, es importante notar que en fluido ultra-relativista no hay obligato-
riamente una cantidad macroscopica correspondiente al nimero de particulas

que sea conservada. Para simplificar, considerar una sola cantidad conservada
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que sera referida como el niimero de particulas n. En un sistema comoviente,

tendremos

Nt =0
v una transformacion de Lorentz no llevara a la forma covariante
N® = nu® (2.32)

Fijen se que si consideramos cualquier fluido en equilibrio, también sera
isotropico visto desde un observador al reposo con respecto al fluido (no
podemos pedir ademas homogeneidad pues la presencia de la métrica implica
que la densidad y la presion pueden cambiar con la posicion) de manera
que también su tensor de energia-momento puede tomar la forma (2.27). La
diferencia con un fluido perfecto consiste en que, en el caso del fluido perfecto,
su tensor de energia-momento siempre se puede escribir en la forma (2.27),
incluso fuera del equilibrio. Ademas en el equilibrio, todas las corrientes
vectoriales seran colineales con la velocidad del fluido.

Una consecuencia de la ec. (2.27) es que podemos obtener una manera

mas compacta de escribir la primera ley. La ec. (2.20) dice

TdS* = —d (T“bub) + pdu® — pdN*® (2.33)
= —updT®® — T®duy + pdu® — pdN® (2.34)
= —updT® — pg®duy + (p + p)uu’duy + pdu® — pdN® (2.35)
= —updT®® — pdN® (2.36)
es decir
dS® = —BydT*® — adN® (2.37)

Cousideramos ahora desviaciones de primer orden del equilibrio. Tenemos

(dS),, = (-BdT - adN*)

{4
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—BradT® = By (dT*) - @ adN® — @ (dN°),

= —BpadT® - Bod (T™ ) — 00dN* — 0d (N2,)
= —fpadT® — 0, dN°

Por otro lado, la produccién de entropia debe ser estacionaria al equi-
librio. Es decir, la variacién a primer orden deben ser nula para cualquier

desviaciones dT*® y dN®. Por lo tanto, (dS");a = (0 implica que

Bav = 0 (2.38)
a, = 0 (2.39)

1

donde los paréntesis denotan simetrizacion. Solamente se requiere que
la parte simétrica del tensor (., sea nula pues esta contraido con un tensor
simétrico T%. Entonces, en el equilibrio, la afinidad o debe ser constante y
el vector de temperatura inversa (3, debe ser Killing. Existe pues un sistema
de coordenadas en el cual las componentes del vector 3¢ son independientes
de al menos una de estas coordenadas. Entonces vemos que en relatividad

general, no cualquier métrica puede soportar un estado de equilibrio.

2.2.1 Ecuaciones de conservacién y sus consecuencias

El fluido perfecto debe obedecer las leyes de conservacion

T®, =0 (2.40)
Ne =0 (2.41)

a

Empezamos contrayendo (2.40) con u, y usando u,u’, = 0 obtenemos

u[pg™ + (p + P’ = wpa =[P+ 0)u, (2.42)
= —pau® — (p+p)u, (2.43)

Por otro lado, desarrollando (2.41) tenemos
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nou® +nul, =0 (2.44)

Obteniendo u?, de (2.44) y reemplazando en (2.43) teniendo en cuenta
(2.40) se tiene

1
0 = —p.u”+(p+p) ;n,w"

a l a
< —pt=ntoen () o
n

\Q

- wr[(8), ()

)

= —nu'To,

Por consiguiente,
do Oo I
(—i;=0:>§+(v-V)a:0 (2.45)

es decir, la entropia por particula es constante a lo largo de una trayectoria

del elemento de fluido para un fluido perfecto. Fijense que probamos que

Up [pg"b +(p+ p)u“u"] N = —Tnu®c, (2.46)
= =T (o), +To(nu?), (2.47)
= =T (u%s), (2.48)

donde usamos (2.41), (2.32) independientemente de (2.40).

2.3 Formalismo covariante

Un fluido es modelado usando un campo continuo de cuadrivelocidad u® es
decir vector temporal unitario u®u, = —1 representando un conjunto de ob-
servadores comovientes. En la teoria no relativista, el equivalente fisico seria
el campo de velocidad espacial que representa la velocidad de los elementos

infinitesimales del fluido respecto del laboratorio. Para un fluido ideal, es-
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ta analogia es correcta y uno puede definir de manera univoca u® como la

cuadrivelocidad que representa la corriente de particula
= nu

con n el nimero de particulas por unidad de volumen. Lamentablemente
esto no sera posible en el caso de fluido real (disipativo). Mas precisamente,
no existird un uinico campo de velocidad u®. Hay dos elecciones que probaron
ser utiles, la de Eckart y la de Landau-Lifshitz que presentaremos oportuna-
mente.

Podemos utilizar el campo vectorial u® para definir una descomposicién
3 + 1 del espacio-tiempo definiendo el proyector (2.30). Bajandole un indice
usando la métrica, obtenemos la métrica de la hipersuperficie espacial ¥

hab = gachcb = gab + UgUyp (249)

Las identidades siguientes siguen inmediatamente

hau® = 0 (2.50)
hshey = hap (2.51)

he = 3 (2.52)
hatd® = qo st qu®=0 (2.53)

Una consecuencia inmediata es que si uno define ¢® = h%V? para cualquier
V® entonces q®up = h4V%u, = 0. La derivada covariante en la hipersuperficie
espacial D es simplemente la proyeccién de la derivada covariante espacio-

temporal V, por ejemplo
D, T,y = hebh}hadVdTbc (2.54)

como se prueba facilmente pues es obviamente una derivada y es compatible

con la métrica hg

Dohye = hlhEhIVahes



30

= hadh,fhcfvducu,
= h{(hdus) b Vare + (hre) B Vaus] = 0

Como hay una unica derivada (simétrica)compatible con la métrica en-

tonces D es la derivada covariante en la hipersuperficie.

Cualquier vector espacio-temporal V¢ puede ser descompuesto en su parte

longitudinal (temporal) y transversal (espacial) con respecto de u®:
V* = Au® + B¢

donde A = —u,V*®y B® = h4V?® que implica que B*u, = 0. Esta descom-
posicion se extiende naturalmente a rangos mss grandes. Por ejemplo, para

un tensor de rango 2
Vet = Auub 4+ B%u® + Ctu® + F®

con A = V®y,uy, B® = —heVbuy,, C* = —h4Vyu, y F® = hohb Vel
Como consecuencia B%u, = C%u, = F%u, = F%u, = 0. Coloquialmente,
hicimos una descomposicién en parte temporal v espacial para cada indice.
Es conveniente proseguir en la descomposicion de F° en psu arte simétrica
y antisimétrica
Fab — F(ab) + F[ab]

donde

F(ab) — (Fab +Fba)

F[nb] (Fab _ Fba)

| = DO =

Se puede ir mdas alla atn y escribir la parte simétrica como la suma de

una parte sin traza y de la traza. La traza F se obtiene de la manera usual

F

F® = hop F®) = ho F° (2.55)
= haph®h% Ve (2.56)
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= haV?=V (2.57)

(notese que la traza de F' y V son iguales) y por lo tanto

F(ab) — %Fhab + F<ab>

con F<eb> 13 resta entre la parte simétrica de F%® y la traza

1 1
<ab> _ apb yred bpaysed - b
Feb> = = (R + HheVe) - SFh®
1
= hachbdv(cd) _ 5hcdvcdhab

— h'ach'bd (V(cd) _ %hefvefhcd)

Esta dltima linea motiva la siguiente definicion: La parte espacial, simétri-
ca y sin traza de un tensor cualquiera de orden dos V' es

V<> = pohl, (v<cd> - %he,vef h‘-‘d> (2.58)

La parte antisimétrica también se puede escribir como

1

Flal = §(h‘;h‘;,vc"—h"chadvcd) (2.59)
1

= 5h‘;h':, (ved — ve) (2.60)

= hepbyled (2.61)

Todo junto obtenemos
1
Vet = Autub + Boub + CPu® + ghcdvcdh‘“’ 4+ V<ab> 4 papbyled  (262)

Podemos aplicar esta férmula al caso particular V,, = u,, para definir

unas cantidades de interés en cinematica de fluidos. En este caso C, = A =0

b

y B, = —ugpu’ = —1u, pues u®uqp = 0 como consecuencia de u®u, = —1

y donde el punto significa la derivada (total) temporal respecto del tiempo
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propio. Por lo tanto

— y 1 cd h
Ugip = —UqUp + 39 Ucidllap T U<ap> + Ufa;h)
o también
Uap = —UaUp + Hhgp + 0oy + wap (2.63)

donde introdujimos las cantidades siguientes

H= %u";a = %D“ua (2.64)
Oab = Ucap> = Deplia> (2.65)
Waep = ha‘hbdu[c:d] = D[bua] (2.66)

La segunda igualdad el la ec. (2.64) viene de

Du, = hSKSVPu,
= h“; (gca + ucua) Vbuc
= (g% + u®us) g5, Vou,
= ¢2Vlu, + utu,Viu,

= V%,

con calculos similares para las otras dos. Para interpretar fisicamente estas
cantidades, vamos al sistema comoviente donde u* = (1,0). Hay que tener
en cuenta que en este sistema de referencia, la velocidad ¥ es nula pero no

asi sus derivadas. Tenemos pues
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y H es pues la generalizacion del factor de expansién y wy, la vorticidad
(vorticity). o, representa la generalizacion de la cizalladura (shear). Si uno
se imagina una pequena esfera de fluido definido en el sistema comoviente

entonces un momento después sufrird los cambios siguientes:

e por causa de H, su volumen cambia pero guarda su forma esférica

e por causa de w, su volumen y forma no cambian pero gira alrededor de

. .., - AW
la direccién (V X v)

e por casa de o, su volumen no cambia pero su forma cambia de una

manera definida por los autovectores (los ejes principales) de .

Como ejemplo, veamos como podemos escribir las ecuaciones de conservacion

para un fluido perfecto. Tenemos

T = pug™+(p+p),uv’ (2.67)
+(p+p) w’p’ + (p+ p) u', (2.68)
= ppg®+(p+p)ut+(p+p)u*+3H (p+p)u®  (2.69)

Donde usamos (2.64) para obtener la ultima igualdad. Si contrajimos con
u® obtenemos
0=p+3H(p+p) (2.70)

b

pues 1%y, = u%u’u, = 0y si multiplicamos (2.69) por un vector cualquiera

g® tal que u,g® = 0 entonces

0 = ppg®+ (p+p) g’

= [ps+ (p+p) ¢

implicando que
po+(p+p)ipy=0 (2.71)
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2.4 Fluidos reales

Estamos intercsados en describir ahora fluidos que no son ideales pero va-
mos a suponer que no se apartan mucho de los fluidos ideales, es decir, sus
propiedades estan “cerca” de las de un fluido ideal. Lo que caracteriza un
fluido real es que el movimiento relativo de los elementos infinitesimales gen-
era calor via friccion, lo que a su vez genera una creacién de entropia. Por lo
tanto hay una transferencia de calor entre los elemmentos infinitesimales del
fluido. Esta transferencia de energia que esta relacionada con el movimiento
de las particulas no corresponde al movimicento de la energia. En otra pal-
abras, no es claro qué cantidad fisica del fluido sigue u°, el transporte de
energia o el transporte de particulas. Dos convenciones son utilizadas: la
de Eckart v la de Landau-Lifshitz. Primero empezamos por lo que tienen
en coman. Ya hemos dicho que vamos a suponer que los fluidos son sola-
mente ligeramente imperfectos. Esto quiere decir que pequenos gradientes
espacio-temporales van a modificar el tensor de energia-momento ec.(2.27) y

la corriente de particula ec.(2.32)

T = pg® + (p+ p) ua® + 6T (2.72)
N® = aua®+ 46N (2.73)

Donde las cantidades con barra son las del equilibrio local. Una consecuen-
cia inmediata de estas modificaciones es que las definiciones de densidad de
energia p, densidad de particulas n, presion p v velocidad u® se vuelven am-
biguas. Siguiendo la practica gencral sc define p y n como la densidad de

cnergia v la densidad de particulas en el sistenia comoviente

™ = (2.74)
N = n (2.75)
u® = (1, 6) (2.76)

La presion p se define como la misma funcion de p v n que en el caso

sin disipacion y por lo tanto, sin gradientes. En el caso de Landau-Lifshitz
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se elige u® como la velocidad de transporte de la energia de manera que
T% = 0 en el sistema comoviente. Dicho de otra manera, el momento del
elemento de fluido es cero. Segin Eckart, u® es la velocidad del transporte de
particulas, de manera que n* = 0 en el sistema comoviente. Vamos a analizar
brevemente cada propuesta por separado. A este nivel las dos propuestas
son equivalentes y pueden verse como convenciones. Pero mas tarde, cuando
impongamos relaciones constitutivas, por ejemplo relacionando los gradientes
con los tensores de esfuerzos viscosos, estas propuestas nos llevaran a modelos
fisicamente distintos. Ahora, si reemplazamos (2.74),(2.75) y (2.76) en (2.72)
y (2.73) obtenemos

6T (2.77)
SN° = 0 (2.78)

|
=

Veremos ahora qué términos adicionales aparecen en las ecuaciones de
conservacion debido a la disipacién. Usando el desarrollo (2.62) y el hecho
que T debe ser simétrico, podemos escribir

1
T = pg® + (p + p) u®u® + ¢°u® + ¢*u® + gfh"" + meb (2.79)

donde definimos T = h 0T y 7 = §T<®>. Notese que 7 y 7 se
construyeron usando solamente la parte disipativa. Tomando la divergencia
de (2.79) tenemos

TS = [pg“" +(p+p) u“u"] , T4 +3Hq" + pu® + q'ul,

1 1. 1 .
+§'r,bgab + §‘ru" + gTu“ + THu® + b

= pog® + (p+p)ut+ (p+p)u® +3H (p+p)u®

) 1
+¢*+3Hq* + q";bu“ + q"u‘?b + §T'bgab

1. 1 .
+§7'u" + g'ru" + 7Hu® + w9 b

usando (2.49) y (2.69). Similarmente al caso ideal, contraeremos esta
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identidad con u,. Ahora 7%u, = 0, por lo tanto

T JUe = —w“bua;(,

= —qo [—’itaub + Hhoy + 04 + wab]

= _Wabaab

usando 7%u, = 0 pues vive en la superficie hiperespacial, 7%h,, = 0
pues es sin traza y m®wy, = 0 pues 7% es simétrico. De la misma manera,

q°u, = 0 implica que

También podemos evaluar la 4-divergencia de ¢°

. = 9.9%

= (hab - uau") 7%
= h’:qltb - uaqa

= h(9%°),, — uad®

a_.c

= h2g%¢% — uag®
= habh"cqc;b - habu"ucqc;b — Ueg®

= Daqa - _uaqa
usando (2.54) y (2.50). Obtenemos entonces

0=p+3H (p+p)+2¢%, + Doq® + TH + 104 (2.80)

Por otro lado, si 1a contraemos con un vector v, tal que v,u® = 0 entonces

0 = [P,bg“b +(p+p) 11"] Vo + §*Va + 3H qva + ¢"u®,v,

1 .
+§T,,,g""va + gru“va + mab Va
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Ahora

b a — ac b
U = g q Ucpla

= ’chb [—’llc’u,b + thc + ope + wcb]

il

[H q* + qo + qbw“b] Vg

y también

qva = gab‘jbva
= h%g,u, + u®ubdv,

= hab‘jbva

Finalmente

b

_ ab;c
T Ve = GoeT Vg

b

= hpm® v, — upu %,

= Dyr®u, — upy®u,

= Dyr®v, + uyr®uy,

usando de nuevo que 4,7 = 0. Entonces

3

+ [qbab" + qbw""] Ve + Dpm®u, + upym®tu,

1 1
0 = l(p + §'r> g% + (p +p+ —T) ua] Ve + h®Gyve + 4Hq v,
b

es decir
1 ab 1 - a ab
0 = (p+§'l’) g +<,D+P+§T)u + h Qp (281)
b
+ [4Hh“" + 0%+ w""] @ + +Dpm® + Upm®® (2.82)

(2.80) y (2.82) son las ecuaciones de conservacion de energia-momento en
presencia de disipacion.
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2.4.1 Punto de vista de Eckart

De acuerdo con Eckart, suponemos, en el sistema comoviente
Nt =0 (2.83)
Por lo tanto, (2.83) junto con (2.78) implica que, en el sistema comoviente
SN® = 6N* =0 (2.84)
por lo tanto, en un sistema cualquiera

IN® =0 (2.85)

y (2.77) implica que en un sistema cualquiera?
uu’6T,, = 0 (2.86)

Entonces, todos los cfectos de la disipacién aparecen en §T°° y nuestro
objetivo es encontrar el tensor mas general que cumpla con (2.86) y que
sca compatible con nuestra hipotesis (que dice que las desviaciones son de
primer orden en los gradientes espacio-temporales) y con la segunda ley de

la termodinamica. Aplicando el desarrollo (2.62) al tensor (2.72) obtenemos
1
T = putub + (p + p) h®® + ¢*u® + ¢°u® + —3—'rh“° + 7 (2.87)

donde 7% = 7<e®> y tenemos B® = C® = ¢° y 6T1% = 0 ambos con-
secuencia de la simetria de T, también definimos 7 = hgdT® tal como
habiamos hecho anteriormente. Tenemos las ecuaciones de conservaciéon

T = 0 (2.88)

;a

n®, = 0 (2.89)

W

2(2.86) es invariante de difcomorfismo y vilida en el sistema conmoviente por la ec.
(2.83), por lo tanto cs valido en cualquier sistema accesible via una transformacion ho-
mogénea.
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Usando (2.83), (2.72) y (2.48) obtenemos la identidad siguiente
(su?)., = 1u 6T
e T b e
que podemos reescribir

(su“ - %ub5T0b> = —,B(b;a)(STab

a

Notese que usamos la ecuaciéon de Gibbs (2.11) para obtener este resul-

tado. Est6 es plausible pues suponemos que la presiéon estd definida por la

misma funcién de p y n que cuando todos los gradientes del fluido estin

ausentes.

El segundo término se puede simplificar considerablemente pues uyq® =

uph® = u,m® = 0 (ver ec (2.58) para la dltima) y obtenemos

wdT = —¢°

Por lo tanto, en el sistema comoviente, la expresién del lado izquierdo se

reduce a s y podemos pues interpretarla como la corriente de entropia:

1
S =su®+ =¢° (2.90)

T

Obtenemos pues la siguiente expresion para la creacién de entropia

1
% = By (q"u" +qPut 4+ STh® 4 ﬂab) (2.91)

3

Se puede simplificar esta expresiéon escribiendo

1 1
Pra = —ﬁT,an+Tub;a (2.92)
1

T

1
= —= (lT,a + u,,) up + = (Hhap + 0ap + Wap) (2.93)

T\T
donde usamos (2.63). Reemplazando (2.93) en (2.91) obtenemos

1

1 1
S‘;la = T (T,a + T'[‘a) qa - =Ht - _Uabﬂ'ab (2.94)

T? T T
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pues u,q® = 0 por (2.86) y u,h®® = 0 por construccién del proyector,
wapdT®® = 0 por antisimetria de la vorticidad, hepym®® = hgepyo®® = 0 pues 72 v
0 son sin traza por construccién v o,u® = 0 por construccién de o2 | ver
(2.58 ). Para ir mas alld e identificar 7%, 7 v ¢ debemos utilizar la segunda
ley. Pedir $% > 0 implica que el lado derecho debe ser definido positivo3.

Una manera obvia de asegurarlo es pedir que

g = —K(To+Tt) (2.95)

T = —3(H =—(u%, (2.96)
2

Tap = —200aqp = —nhﬂchbd (uc;d + Ug,e — ghcdue;e) (2.97)

= —7 (D,,ub + Dyu, — %hachuc) (2.98)

con k(,n > 0. 'k es la conductividad térmica, ( es la viscosidad principal

(bulk viscosity) y 1 es la viscosidad de cizalladura (shear viscosity).

2.4.2 Punto de vista de Landau y Lifshitz

Segin Landau y Lifshitz, en el sistema comoviente, no tenemos transporte

de momento lo que implica
6T = 6T =0 (2.99)
pero hay posible transporte de particulas.
N® =nu® +¢° (2.100)
Por lo tanto, en un sistema cualquiera

6T%u, = 0 (2.101)

3La entropia total asociada con una superficie espacial £ es S(E) = [,. S°dE,. La
scgunda ley implica que la entropia total no decrece, es decir si £’ es al futuro de ¥ entonces
S(T)Y-5(2) = f\’-- S%.d'z > 0 donde usamos el teorema de Gauss y V; representa el
volumen cntre las dos hipersuperficies. Esta desigualdad se verifica para toda ' situada
al futuro de X si S%, > 0.
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y el tensor de energia-momento tomara la forma

1
T = puu® + (p+ p) h** + th“" + 7% (2.102)

pero, para estar de acuerdo con (2.75), debemos pedir

q.u®=0 (2.103)

El primer paso es encontrar la corriente de entropia. Para eso usaremos
las ecuaciones de conservacién (2.77), (2.78) y la forma genérica del tensor
de energia-momento (2.87). Siguiendo lo que hicimos en el caso de Eckart,
tenemos

up [pg"" +(p+ p)u“u”] .= —updT

Usando (2.43) y (2.101) obtenemos
—pau® — (p+p)us, = —up T " (2.104)

Pero ahora, por (2.41) y (2.100), tenemos

1 1

a a a
uly, = ——nu’ — —4-
a n n a

Reemplazando en (2.104)

1 a 1 a 1
—pau®+(p+p)—neu’+(p+p)=¢, = _n[<£) +p<—) ]u“+—q;
n n n/ a n/ q
= —nTo,u*+T(a+0)q¢%
= —’U,b(STab

donde usamos (2.10) y (2.11). Ahora no,u® = (nou®), — (nu®), 0 =

(nou?) , + ¢%,0 usando de nuevo (2.41) y (2.100). Obtenemos pues

-T (nou®),, + Tagq, = ~updT?
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es decir
Uy

6T,
T a

(su® —aq®),, = —a.q" +

Usando (2.101) obtenemos

(su® — aq“);a = —a 49" — B;,;GJT“"

Como en el caso de Eckart, en el sistema comoviente, la corriente del lado

izquierdo se reduce a s de manera que podemos interpretar
S = su’ — aq® (2.105)
como la corriente de densidad de entropia. Entonces
8% = —aq" = BpadT®

De nuevo la segunda ley sera la guia para definir las relaciones constitu-
tivas. Usando (2.93),

1 /1
,Bb;a(STab = —:T_, (TT'(‘ + ﬁa> ubéT"b +

1
= 7 (Hhop + Oap) 6T

1

= (Hhop + Oap + Wap) 6T°

usando (2.101) y el hecho que la vorticidad es antisimétrica. Por lo tanto,

usando (2.72) los mismos argumentos que en el caso de Eckart, obtenemos

1 1
Bb:ad1 b — (Hhop + 0ap) (q“u" + ¢*u® + §Th°" + 7r“b>
1
= —=Ht+ 1 O

que nos conduce a

1
lHT Sl Y d

T T

a a
S% = —a.q® —

Obtenemos, tal como en el caso de Eckart, para los caso relacionados con
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la viscosidad principal ¢ y de la viscosidad de cizalladura 75

T = —(u,

' 2
% = —nh:hbd (uc;d + ug, — ghcdue;e>

El caso de la conductividad térmica es un poco distinto. Uno no puede
simplemente escribir g, = —ka, porque este vector no es necesariamente
espacial, como lo requiere (2.103). No obstante, es un problema simple de
solucionar, basta con definir

qa == —,{haba'a
en efecto, si escribimos a, como la suma de una parte longitudinal y
transversal a, = a{¥) + ofl) entonces a.g° = —kal)a*®) es positivo y ¢°
es transversal, como debe ser. Entonces

" = —kK (g“ba,a + u“u“a'a)

Por ultimo, si uno quiere que k corresponda al caso no relativista, uno

~ ((p::m)z“

2.4.3 Propuesta de Israel y Stewart

debe redefinir

Hubo varios intentos para tratar de mejorar las teorias de Eckart y Landau
y Lifshitz. Estudiaremos brevemente uno: el que lleva los nombres de Israel
y Stewart. Para entender la propuesta de Israel y Stewart, veamos que
ambas propuestas anteriores se pueden entender como una propuesta para la
entropia de la forma

a

¢ =su' + — 2.106
St = su® + T ( )

con

a __ 1 a H a
R = 79"~ T (2.107)
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y, modificando un poco la notacién,

* = —kg®(Ty+ Tip) (2.108)
T2
Vo= —g— (ﬁ) (2.100)
(p+p) T/

El caso de Eckart corresponde al caso ¢ = 0 y el caso de Landau y
Lifshitz corresponde a k = 0. En el caso genérico se recobra la teoria usual
no relativista tomando el limite no relativista y escribiendo

KNpR=K+o0

Como lo mencionamos anteriormente, la estabilidad de estas teorias (2.106-
2.109) fue estudiada por Hiscock y Lindblom ([3|) con un veredicto desfavor-
able. Frente a esta situacion, Israel y Stewart proponen agregar términos
de segundo orden a la entropia. Para discutir su tcoria en forma concreta,
utilizaremos la propuesta de Eckart para la velocidad. Siguiendo la idea de Is-
rael y Stewart, generalizamos la entropia escribiendo los términos disipativos
mas generales de segundo orden

a u(l
$* = sut+ L~ (B’ + Fiaag” + Boman™) o (2:110)
aTq" | g,
2.111
T T (2.111)

Como el objetivo es solamente ilustrativo consideraré solamente cl caso
oo = oy = 0. Es muy facil calcular la creacién de entropia pues ya sabemos
por (2.94) que

a 1 a 1 . a 1 1 ab
(su +Tq );a——ﬁ(T,a+Tua)q —'THT—TOQ[,T(

Entonces obtenemos

$% = - [H+ﬁo++ﬁ<ﬂ°“>

> | 7 (2.112)
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q* . . T%q (B
— == [(Ta + Titg) + THids + — (2.113)
T2 2 T/,
mbe . TThe u®
o |Tab + BaTrpe + _; (ﬂzT ) (2.114)
Para satisfacer la segunda ley 59, > 0 basta con pedir
T a
T=-3C |H + BoT + 77 (ﬂ(,;‘ ) (2115)

+ k1 Twag®  (2.116)

Ga = —K

2 T

2 b
(T + Tita) + TBih gy + 4 (ﬂ‘—“)
b

ab c
= -2 [o“b + ﬂgh“chbdir‘d + T% (ﬂ?f )

+ 2y Sewt>e (2.117)

donde tuvimos la precaucién de reemplazar g, — hlg, y m*® — heh®%w?para
asegurarnos que g, y 7 viven en la hipersuperficie espacial. Ademas agreg-
amos términos de acoplamiento con la vorticidad pues

¢*snTwag® = 0
1
7T.ab277,72,ﬂ.c<a“.)b)c = 27]727rab (ﬂ.c(awb)c _ 57l.c(d"l‘)e)chdehab)

= 07 (wabwc"w"c + 7rba7rc"w"°)

= 20yahcamapTwt

donde usamos la antisimetricidad de la vorticidad para obtener el primer
resultado. Podemos reescribir (2.115)-(2.117) como

. 3(TT [ Tou®
307 + T = —3CH — <2 ( (_"OT )_a (2.118)
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T2 A b
T hab(}b +qo=—K(T.+T1,) -k 2(1 (%) + k1 Twanq® (2.119)
b

Tohe W7 4 7% = —2po® — 29T (ﬂ) + 20y Sewt>e (2.120)

2nT :

donde los tiempos de relajacion

o = (Bo (2.121)
n = kTS (2.122)
T, = 2nP, (2.123)

fueron introducidos. A diferencia de las dos propuestas anteriores, la de
[srael y Stewart conduce a ecuaciones diferenciales como relaciones constitu-
tivas con la esperanzas de solucionar los problemas de causalidad de Eckart
y Landau y Lifshitz. Para entender como funciona, consideramos la ecuacién

que regula el flujo de calor

m hab(j,, +qo = -k (T + T1,)

En el sistema comoviente obtenemos la ecuacién siguiente

da -
nd—‘t’ +q=—kVT (2.124)

Fijense que si VT = 0 en t = 0, la ec. (2.124) conduce a una solucion
q(t) = qoexp(—t/m) en lugar de obtener ¢(t) = 0 en el caso de Eckart y
tenemos la posibilidad de incorporar efectos transitorios cn el flujo de calor
con un tiempo caracteristico dado por 7. Para verlo, es conveniente ir al
limite no relativista v con temperatura suficientemente alta como para que

la densidad de encrgia pueda ser aproximada por

p=n (m + gT) (2.125)
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es decir, la densidad de energia es la densidad de particulas por la energia
de una particula. Esta energia es la energia al reposo sumado a la energia
térmica que evaluamos usando equiparticion. La presion estd dada por la ley
de gas ideal
p=nT

Consideramos para simplificar un fluido con aceleracién nula, que no ex-
pande y sin vorticidad. En este caso la ec. (2.80) se reduce, con la ayuda de
(2.125), a

p= gnT =-V-§ (2.126)

Si asumimos ademéas que Ky T son constantes, la divergencia de (2.124)
junto con (2.126) implica
o*T oT

T167 + E = szT (2127)

donde x = g—z En el caso 7, = 0 entonces recobramos la ley de propa-
gacioén de calor de Fourier que es una ecuacién parabélica que trae como con-
secuencia una velocidad de propagacién infinita. En el caso de la ec.(2.127),
una solucién tipo onda plana T' o< exp? (E - T - wt) conduce a una ley de

dispersion

y la velocidad de fase es

1/2
v = w o 2xw /
R (k) nw + /1 + rfw?

El limite de frecuencia alta 7jw > 1 conduce a la velocidad de los pulsos

térmicos, conocidos como segundo sonido, y obtenemos v = ,/fl- que es finito.
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2.5 Teoria ultra-local y causalidad

Las teorias de fluidos disipativos relativistas que discutimos son complicadas
para analizar porque las ecuaciones diferenciales a las que conducen son com-
plicadas y no conducen de manera obvia a una ecuacion de propagacion
simple de tipo hiperbélica. Los sistemas de ecuaciones diferenciales que son
amenos para cl analisis matematicos en este contexto son las ecuaciones hiper-

bolica de primer orden. Consideremos un sistema de la forma

Av;+ Bv=0 (2.128)

donde i es un indice espacio-temporal, los A* v B son k x k matrices y v ¢s
un k -vector. Ahora este sistema (de primer orden) es hiperbdlico si todos sus
autovalores son reales; cada uno de ellos siendo la velocidad de propagacion
de alguna pequena perturbacion en el espacio. Estas a su vez se propagan a
lo largo de hipersuperficies llamadas caracteristicas cuya existencia es asegu-
rada por la existencia de k auto valores reales (|71],[72]). Si las matrices A’ y
B son simétricas bastara que alguna combinacion A'v; esté definida (defini-
da negativa si adoptamos nuestra eleccion de signatura de la métrica) para
ascgurar que todos los autovalores sean reales (pero algunas podrian estar
degencradas). Un caso habitual sucede cuando csta combinacion se reduce a
A% siendo el vector v el vector temporal (1, ﬁ) . En una tcoria relativista
se espera que cl caracter hiperbélico sea conservado bajo una transformacion
de Lorentz (propia); en este caso se dice que el sistema es causal. Las ma-
trices A* v B dependen de variables que describen el sistema pero no de sus
derivadas si no cl sistema deja de ser de primer orden. Para fijar las ideas,
consideremos una teoria descripta por las variables macroscopicas X# v que
este descripta via las corrientes T¢. Estas corrientes dependen de los X! pero
no de sus derivadas. Las ecuaciones de movimiento toman la forma de ley
de conservacion

ta =1

Asa

En los casos que nos interesan se puede asumir que los términos de pro-
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ducciéon 14 son lineales en las variables que describen el estado del sistema
In=-VapX®

con V,p una matriz positiva. Entonces las ecuaciones de movimiento

toman la forma

aTa
0XB
que es la estructura de la ecuacion (2.128). Si volvemos al caso especifico

X% = —VapXP®

de un fluido, el candidato obvio para la corriente T4 es el tensor de energia-
momento T° junto con el 4-vector de inversa de la temperatura $5° en el
papel de X*. Usando 8* = «*/T , tenemos

1 T
,Ba;b = { S

T —T'Ula + ua;b}

Por lo tanto

hacT,Bc;b = hacuc;b

= gacuc;b
= b
Ahora
cn d 2 e cp d e e 2 ef
hihs (uea + tae = Shaavte) = Thehg (hBua+ hibue — Sheah® By )
= T (hshBea + hihi'Buc — 2hashBea)
=T (hachbd + hadh‘bc - ghabh‘:d) ﬁc;d
= TP ab Cdﬁc;d

donde introducimos el proyector transverso P4 . Si miramos por ejem-
plo la propuesta de Eckart, vemos que (2.95,2.96,2.97) se pueden reescribir

T,a LY
o = =T (T + Thaﬁb)
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T = —CTIL"",BG;,,
-nTP, Cd(ic;d

)

=

o
Il

Lo que implica que la corriente de energia-momento (2.87) depende de
las derivadas de 8 contrariamente a, la restriccion que demandamos anterior-
mente para obtener un sistema de primer orden. Para obtener un sistema de
primer orden, se aplica el método usual: se define un nuevo tensor oy = Basp.

En este caso obtenemos

T = —TCh™Cu
T = —NT Py “C

Ahora By = uByc = TBBpe = TBGe vy T = (-=8°8,)""/* de manera que

To=3T° (8°6) , = T8

»a

por lo tanto

Ga = '_'K'Ta (,Bbea + h:BCCbc)

De esta manera, vemos que logramos escribir 7% como una corriente que
depende solamente de los campos 3° v (. Falta solamente ahora introducir
otra corriente A tal que A% = %*. Entonces tendriamos el sistema de
ecuaciones

T, = 0

a

Aabc — Cab
i€

No obstante nuestro formalismo no esta completo pues habria que tener
en cuenta la ecuacion de conservacion de la corriente de particulas. De hecho,
seria mas conveniente definir (45 = B(a;p) ¥ escribir 7 ¥ my con él, pero en lugar
de seguir este camino, consideraremos ahora el formalismo que realmente nos

interesa: la teoria tipo divergencia de Geroch v Lindblom.
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2.6 Teoria tipo divergencia

Geroch y Lindblom decidieron tomar la estructura hiperbélica como punto de
partida. Como vimos, el formalismo covariante se escribe naturalmente como
un conjunto de ecuaciones de conservacion. Siguiendo Geroch y Lindblom
([11]), las teorias tipo divergencia son descriptas habitualmente en términos

de algunas cantidades tensoriales que obedecen leyes de conservacién

Tab » = 0
N, =0
Aabc‘ = Ibc

Es de hecho una simple y pequena generalizacion de la teoria de fluido
relativista propuestas inicialmente por Liu, Muller y Ruggeri ([9]). En el
contexto habitual de fluido, T es el tensor de energia-momento y N° es
la corriente de particulas o mas generalmente una corriente conservada. En-
tonces sus ecuaciones correspondientes expresan simplemente la conservacién
de la energia, del momento lineal y de la masa (o en el dltimo caso de otra
cantidad fisica fundamental conservada, por ejemplo la carga). La tercera
ecuacién describira la parte disipativa, tal como lo anticipan las considera-
ciones anteriores. El tensor de energia-momento es simétrico y A%¢ = A%,
A% =0yl % = 0. La corriente de entropia es ampliada para leerse

S = Xa _ beab _ &-Na _ €bcAabc

Los &, £€2,£% son los grados de libertad diniamicos . Las relaciones sigu-

iente valen |11]
ox*

Ne =2 (2.129)
T = g’éb (2.130)
pobe = X (2.131)

06
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La simetria del tensor de energia-momento implica que

«_ Ox
X = 3,

Por lo tanto todos los tensores fundamentales de la teoria pueden ser
obtenidos a partir de un funcional generador x. La producciéon de entropia
esta dada por

8% = = 1"

La produccién positiva de entropia esta asegurada si demandamos que
I = MGeNde)g,  donde M estd definido negativo.

Los fluidos ideales son un ejemplo importante aunque un poco trivial.
Para obtener la hidrodinamica ideal dentro del armazén de las TTD, consid-
eré un funcional generador x, = x, (€, 1) donde p = /=€,£°. La derivacion
en cadena conduce a

o« 8%

X
? p Op

ab _
Iy =

g_""aXp +§a€b l_laXp+62Xp]
p o p? | pop op?

Una identificacion simple con el tensor de energia-momento de un fluido
perfecto T% = g®p + u®u® [p + p| implica las identificaciones siguientes

__ 1o

2.132
oL (2.132)

_ *xp
= 50

Notese que las corrientes conservadas pueden ser escritas de manera bas-

o O (_E0X) _ 0P
N¢ = 8{( p@p) =5 (2.133)

tante general como

Otro ejemplo menos trivial y importante a la vez histéricamente y con-
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ceptualmente es la teoria de Eckart que puede ser deducida usando [11]
1 a, b
XE = Xp + 5Catl’u

Haciendo una transformacioén de Legendre hacia las nuevas variables £, £, £2®
se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma

62 Xa

— 2 €pa= IA
aanfBéB'

dondef 4 figura para la coleccion entera de variables (€, &, , €qp) y similar-
mente [4 = (0,0, I“") representa las fuentes disipativas; el indices A pues
cubren 14 dimensiones en el caso basico de una solo corriente N® ademas

del tensor de energia-momento. Este sistema de ecuaciones diferenciales es

simétrico pues
a2xa a2xa
0Ea0Ep  OERDEa
En nuestro contexto, se decidira que el sistema es hiperbélico si

62Xa ;
OEadp *

estd definido negativo para algin vector temporal v, y la teoria es causal si

esto es verdadero para cualquier vector temporal v,.
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Capitulo 3

Teorias relativistas de campos y

fluidos 1interactuantes.

Como una de las motivaciones principales del trabajo es la aplicacion al
universo temprano, es importante poder describir un campo escalar dentro
del marco de la teoria tipo divergencia. Para poder cumplir bien con nuestros
objetivos, la descripcion deber ser bastante general, es decir poder tratar
un campo masivo o no con un potencial genérico. Un vez lograda dicha
descripcion, se deber4 intentar describir el sistema del campo clasico y de su
fluctuaciones, ya sean térmicas 6 cuanticas, como un solo fluido. Finalmente
se explorardn algunas consecuencias tales como el apartamiento del equilibrio
o restricciones a la teoria provenientes del principio de causalidad.

3.1 Teoria tipo divergencia del campo escalar
de Klein-Gordon

Nuestro primero objetivo serd incorporar un campo escalar en el marco de
las teorias tipo divergencia. Como una de nuestras primeras preocupaciones
es aplicar nuestro formalismo al universo temprano, debemos tener la liber-
tad de poder utilizar un potencial no trivial ( y incluso no renormalisable
[63],[64],]65]). La teoria de Klein-Gordon puede ser vista como una ley de

conservaciéon para una corriente ¢, mas precisamente V¢, = V'(¢). El
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tensor de energia-momento estd definido también en términos de ¢, pues
Ty = dadb — Gab (%qﬁ,cd)’c +V (¢)) Postulamos entonces que nuestra teoria
esta definida por dos corrientes, el tensor de energia-momento T,, y una

corriente vectorial 7% con ecuaciones dindmicas

TS = 0 (3.1)
J%a = Rlz] (3:2)
y la relacion constitutiva
- (1. .
T2 = jo5° — gob (5],;] + T[R]) (3.3)

El campo escalar ¢ es introducido escribiendo la relacién funcional entre
R y T paramétricamente como R =V’ (¢), T = V (#) . Consideramos ahora
la ley de conservacion
T% = 9" Ube = Jed) I+ V' (5° = ¢%) =0 (3.4)
Por la tanto si

jb,c - jc,b =0 (35)

entonces j® = ¢ v recaemos sobre la teoria usual de Klein-Gordon. Hay
que notar que (3.5) es un vinculo . Definiendo My = jap — Jba, Obtenemos

la identidad siguiente

n

I Mage = V' Moo + V- (oMac = jublae) + §5aMac = 5Mac— (36)
Por lo tanto, si (3.5) es verdad inicialmente, sera verdad todo el tiempo.
Entonces, el conjunto de ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.4) representa una teoria
mas general que Klein-Gordon reduciendo a esta ultima si el vinculo (3.5) se
impone inicialmente .
El paso siguiente es moldear esta teoria dentro del marco de las TTD. Co-

mo tenemos dos corrientes, introduciremos dos multiplicadores de Lagrange

€, By como grados de libertad dinamico. Definimos B¢y = ‘/——[3&)[)’(6)“ . La
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eleccion de la letra 3 no es casual pues () serd la inversa de la temper-
atura (mas precisamente ) = 1/kgT ). Siguiendo el formalismo de TTD,

introducimos la corriente de entropia S
5% = x* = BeysT* — &5°

y el potencial generador x* , este dltimo dado por consiguiente por

x* = Ox
a,B(c)a
De estas definiciones se deduce que
Xa = :lec)p
con p la presién dada por
1 Oxc
p=-— (3.7)
Be) 9B(c)
y
o _ pa OP
3t = ﬂ(c)a—f (3.8)

1 op
Tab = pgab _ :Bac :Bbc _- xr (39)
()™ ( )5(6) 6.B(c)
ab -a b 1 ap/aﬁ(c)
= pg® - ———5 (3.10)
Bie) (0p/0€)*
Comparando con la ecuacion (3.3), obtenemos
1 9p/9B) -1 (3.11)
Bie) (Op/0€)*
1. .
p = —55i°-T (3.12)

2
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Ec. (3.11) se puede reescribir

1 o
By 9Be)

2
E ( B )
()

una ecuacién diferencial en las variables £, 8 con solucién

62

= ——+0Q 3.13
p 267, (3.13)

donde Q es independiente de € v () pero puede depender de las coordenadas

espacio-temporales. De hecho, usando ec. (3.8), vemos que

£

7 = Bl —— 3.14
y reemplazando en (3.12) y usando (3.13), obtenemos
Q=-V(¢) (3.15)

Si contrajimos ambos lados de (3.4) con j, obtenemos
3° Gbe = Jed) 3+ V'ja(5* — ¢4) = 0

es decir que j?—3%¢ , = 0 incluso cuando el vinculo (3.5) no estd impuesto.
2
Por (3.14), tencmos j? = — (f/ﬁ(c)) , de manera que

—§ = }3(ac)¢,a (316)

Finalmente, calcularemos el potencial escalar generador usando (3.7) y
(3.13) para obtener

1. 1.,

Es instructivo calcular S°.
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5% = X® = BT - €5°

= B( )P + ,B(c) 9° by — _,B(c)b ""62 ﬂ ﬂ(c)ﬂ(c) 52 - fﬁ( Y22
ﬁ(c) ﬂ(c) B(c)
& 1., & ﬁ( ) 3
= B =BV + By b9V ~ B 7z €% — §B(oy 7
2ﬂ(2C) 2 ﬂ?c (c) 5(6

= 0
Podemos verificar que la creaciéon de entropia es nula

S?a = Xa;a - 5(C)b;aTab - :B(C) bTab a - €,aja - E]?a
X ox* ox*
a + c)b;a + = a
o€ 2 6€(c)b€( e ™ B¢ ¢
_,B(c)b;aTab - E,aja - §V,

X" _ . X" e 9 (_ a o
( 66 J ) E,a + (aé(c)b T ) B(c)b;a + 6¢ ( ,B(C)V) ¢,a év
=0

usando (3.16).

Por lo tanto, la nocién de temperatura no estara bien definida en esta
teoria. Si consideramos (3.16), y lo calculamos en el estado al reposo donde
[3&) = (ﬂ(c),ﬁ), obtenemos ¢ = —£/B(c)- En esta teoria, solamente la razén
entre £ y () tendra sentido.

3.2 Teoria tipo divergencia de campo y fluido

interactuantes

Nuestro proximo objetivo es describir la interaccién entre el campo de Klein-
Gordon y otra forma de materia en el contexto de TTD. Introduciremos un
fluido perfecto, descripto por una temperatura inversa /3?]) y un tensor de
energia-momento T}’b que asumiremos puede calcularse usando un funcional
generado x{; = Ox(s)/9B(s)a- Este fluido representara las fluctuaciones tér-
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micas o cuanticas. En este capitulo, su forma especifica no importa demasi-
ado. Cuando necesitemos una forma explicita supondremos que se trata de
un gas de fotones, ver ec. (3.93). La teoria con interacciones sera descripta

por las ecuaciones siguientes

fla = RHA

T:b;b = I

T}lb;b = -I°

Blyba = —€ (3.18)

Donde j® y T son la corriente y el tensor de energia-momento para el
campo del inflatén y agregamos la definicién (3.16) que, a diferencia de la
situacién en la teoria no interactuante, es ahora independiente de las otras

ecuaciones. Buscaremos un generador funcional de la forma
X" =xe+x5+=° (3.19)
El sistema total esta generado no solamente por la suma de cada potencial

termodinamico sino también via un tercer potencial que incluye la interaccion

entre el fluido y el campo. Cada tensor de energia-momento estara dado por:

axa EG
T < 4+
0Biye  0B(e)s
ox? 0=°
T 7 4 3.20
d By OBy (3.20)

Introduciendo las variables siguientes :

a 1 a a
B* = 5 (B +50p)
B* = Bt - Bin (3.21)
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obtenemos
o= _ 1020 o=
0Be)b 208, 0B,
= 19z o=
= = - 3.22
Bsye 206, 0B, (3.22)
Entonces Gya P -
T 4T = Xe 4 TX 05 (3.23)

" 0Beys OByys OB

Nétase que el verdadero sistema fisico es el que esta descripto por el tensor
de energia-momento total dado por la ecuacién (3.23). Cualquier separacion
en dos fluidos estard marcada por la arbitrariedad, un hecho que quedara
claro méas adelante. Pediremos que el tensor de energia-momento total sea

simétrico, por lo tanto

_ 5=
A

= dependera en general de escalares como le demanda la invariancia de

—a

—

(3.24)

Lorentz ; es decir = = =(§, u, v, w, ¢) donde

u = —B,p°
v = —B,B*°
w = —p,B® (3.25)
Entonces
a . 0 )
B - PP
o) 0 0 . 0
3B, -2B ™ -8 g™ (3.26)

Si consideren las ecuaciones de movimiento (3.18), observe que incluso
si el término de fuente I® es nulo , el tensor de energia-momento para el
campo y el fluido no recae autométicamente sobre su antigua forma. Como
lo hemos dicho, como el dnico tensor de energia-momento “verdadero™ es el

total, es conveniente e instructivo reescribir las ecuaciones de movimiento de
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una forma ligeramente distinta. Definiendo

TY = TE+T7

T = T -T9 (3.27)
y recordando que
ox*
T = 3.28
+ a Bb ( )

pues 0x5/0B(cyp = 0 = Ox¢/0B(g)s- Ademds

ox*
ab __
T = 263,, (3:29)
Las identidades siguientes siguen directamente
0= 0=
— _o9Qa a
= 2ﬂ - B ™ (3.30)
= 0= 82" %= 0°=
-9 ab 43° b + B® b a nb B® b )
35 = WGyt B G+ B B G+ 2(B*B* + ﬂ)auaw (3.31)
o=* _ ba‘—‘ a b 6 - a b 32— a b 62—‘ a baz—‘
aBb—ga+2ﬁﬂ +2BB33 +4[3B66 Bﬁ
(3 32)

Es interesante calcular el tensor de energia-momento total, ponerlo ex-
plicitamente en la forma (2.79) y obtener cada término en funcién del poten-

cial escalar. Elegiremos una foliacion espacial determinada por 3®. Definire-

mos

oy golBBs)
=B +p g

y obtenemos

W _ BeB | W8 LB
T = (p+ 1) h®® + pr—— iz +q° B+ Bq + 7o
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con
b= 19 (x +x(n)
B oB
0 (xo+xn) 0=  ,8°S BB, = 9=
rr=——"am Tt 5zt 5 gz 4B 55,
. Pz BB E
02 (o 1 i ia
7l'ab = '5;'”—2' (q qb - §B Bch b) (334)
m=2% 1 lpep o= (3.35)
" "Ou 3 * Qw? '

Veamos que los términos disipativos (3.33),(3.34) y (3.35) son generados
por el potencial de interacciéon =. Calculemos la tasa de produccién de la
entropia. Usando

o _ 8, 0
0By 0Bicye OBy
0 1 0 1 0
= = = - = 3.36
0By 20B8cp 208 (3:36)
encontramos 5z
V.S® = 6_“¢v,,¢ - By I* —¢A (3.37)

donde usamos ¢ . + & = 0. Por simplicidad pediremos que Z sea inde-

pendiente de ¢, de manera que la producciéon de entropia se reduce a
V.S% = —B,I* — €A (3.38)

La segunda ley de la termodinamica impone que V,5° > 0. Esto significa
que I® y A deben desaparecer cuando B® y€ van a cero. En este limite, A,
que es un escalar, debe tomar la forma A = A€ + Bw (v siendo de orden mas
alto); la invariancia de Lorentz demanda que I° = — (C¢ + Dw) 8° — EB®.
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Por lo tanto V,S° = —A¢? — (B + C)wé — Dw? — Ev, y debemos tener
AD <0,E <0y AD > (B +C)2 /4. De manera cquivalente, se pude
utilizar la parametrizacion A = M, B3® = 2(1 — k) M4, CB® = 2kM® v
DpBeB® + Eg® = M®, entonces

A M€+ 2B, (1 — k)M (3.39)
I* = 2kEME + B M

3.3 Analisis a primer orden fuera del equilibrio

en un modelo homogéneo simplificado

Volvemos ahora a las ccuaciones de movimiento para estudiar pequenas
desviaciones del cquilibrio. El requerimiento que el equilibrio sca isotrépico
en algun sistema al reposo implica que, al equilibrio, los dos vectoresﬂ("c) y
ﬁ{’n deben ser paralelos. Por consiguiente, podemos escribir ﬂ(“c) = Buty
[3(“!) = fByu®, con un vector comin unitario u®. Restringiremosnos al caso
homogéneo. Se observa que Tc" Tf 5 = 0 idénticamente para p # 0, de
manera que hay solamente cuatro ecuaciones no triviales incluyendo la ec.
(3.16).

Al equilibrio, debemos tener € = A = I* = R = (. Definiendo ¢ = 0 al
equilibrio, conchiyamos (€eq, Beq s Beqs @eq) = (0, Bo,0,0). Podemnos analizar

ahora las desviaciones de primer orden fuera del equilibrio, es decir

8¢

= J¢

Beg + 683

= 6B (3.40)

o o m
Il

Expandiendo

8

[I]

Z (3,€) B"*? (3.41)
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= es reducido a esta forma demandando que al equilibrio, donde 8, = 3,
retornemos a los T y j¢ iniciales. A y I° estan dados por la ec. (3.39), donde
todos los elementos de la matriz son evaluados a sus valores de equilibrio & =
Bg, =0, = Bg" y ¢o = 0. Ademas, definiremos m? = V" (0), de manera
que a prlmer orden

R =m?5¢ (3.42)

En nuestro caso tenemos

i = 1 (6€) , = M*6€ + 2(1 — k) M§°6B + m?6¢

Bo
Pz 0
TS, = ~ 35057 (6B), = 2kM§°6€ + Mg°6B
, Pz 1,
Tj(-)t:b = pf (J'B),t + (W - Epf> (6B)'t = —2&M§05§ - MgO(SB
Bo(6¢), = —6§ (3.43)

Podemos volver a las coordenadas antiguas 6. y 65y

ﬂi (66) , = MEESE +2(1 — k) M5B, +2(1 — k) MESB; +m?6
0

3= 3=
_3,5632 (Jﬁc)v‘ agaBz (Jﬂf) = 2I€M§05§+ Mgoéﬂc — M3°6ﬂf
833 63:
(6“32) Pt (” r= W) (687), = —26M§°6€ — M5B + M5By
'BO (6¢),t = —66 (344)

La ventaja de hacerlo es que podemos sumar los términos medios para
obtener

0 (867), =0 (3.45)

Es decir
0B; = constante (3.46)
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Lo que deja
ﬁi(esg)', = MESE + 2(1 — k) MESB, + m26¢
0
3=
—%(6&-), = 2kM§P6€6 + M6,
Bo(8¢), = —6¢ (3.47)

0, en forma matricial

(ﬁO)_l 0 0 6€ A/[gf 2(1 —K.)ILIOEO m2 6€
gm0 || 96 | =| 26M° M 0 58
(3.48)

Considerando soluciones de la forma exp (—vt), obtendremos una solucién
si
(85" - M) —201- )M -m?
—2kM§° (Y3557 — M) 0 =0 (3.49)

1 0 —YBo

Para obtener una notacién menos complicada, escribiremos

M = e =A
0°=
—— =X
00DB2
0 B°
1\15 = €2=(B+C)7
MY = e3=DB+E (3.50)

La notacién ha sido elegida para enfatizar cuales cantidades son pequenas
y cuales no. Explicitamente los €; son muy pequenos pero X no lo es. Por

lo tanto
(—’Yﬁo—l - 51) -2(1—-k)ea —m?
—2KEy (vX —&3) 0 =0 (3.51)
1 0 —"/,Bo
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Usando la segunda columna para desarrollar el determinante se tiene

4k (1 — k) yBoe3 + X Boy?er — Boveres + Xy (’72 + m2) — €3 (’72 + m2) =0
(3.52)

Las soluciones a orden cero son v = £tm y v = 0. Al primer orden, la

ecuacion se reduce a

XBov’er + Xy (v +m?) —e5 (v +m?) =0 (3.53)

Escribiendo primero v = +im + § obtenemos

5= _Poor (3.54)
2
y en el caso v = § tenemos
€3
0= — .
X (3.55)
es decir
_ . Pokr
= Z4wm 5
- &
T = (3.56)

Notese que €) < 0y €3 < 0. Como Sy > 0, entonces las dos primeras
columnas correspondienté a modos oscilatorios ganan una componente de

decaimiento. La otra solucién estard amortiguada si

63:‘

X = —————aﬂaBz <

0 (3.57)

En este caso el sistema sera causal si la matriz M°48y es definido negativo

(donde v = v® > 0y yp = —°, pues es la componente temporal de un
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cuadrivector orientado hacia el futuro) y donde

—vﬁo_] 0 0
My = | 0 v3%2r 0
0 0 —’Uﬁo

Obviamente la matriz es definida negativa si

Bo > O
3=

gpop < O

Verificamos que las condiciones de causalidad implican la estabilidad de
las soluciones al equilibrio. Eso estd en acuerdo con los hallazgos de Hiscock

y Lindblom en el contexto del formalismo de Israel y Stewart|67].

Yendo un orden mas encontramos

1 4k (1 — K
Y = ii{m—%[zﬁoff——n()( ME%]}‘% (3.58)

v = 2 (3.59)

es decir, la correccién a la tercer solucién es al menos de tercer orden y
el término de segundo orden modifica la frecuencia de las oscilaciones en el
caso de las otras dos soluciones.

Si volvemos a mirar a la ccuacién de movimiento linealizada para d¢, se
obtiene

— (6¢) o = —M§*Bo (88) , + 2(1 — k) M§°6B. + m?5¢ (3.60)

en el caso mas simple M§® = 0, eso es la ecuacion del telegrafista con
un término de amortiguamiento I‘(j&, donde I' = |M§E|B0. Es importante
realizar, no obstante, que esa identificacion valida solamente al orden lineal
fuera del equilibrio. En general, I' no serd constante sino una funcién de
las variables dinamicas By y ., y por lo tanto dependeré de la historia del
sistema. También observamos que cuando Méo = 0, se tiene B.,,= 0 al
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primer orden.

3.4 Un modelo simple de interaccion campo-
fluido.

En esta seccion, investigaremos la mas simple TTD con interaccién entre
fluido y campo. Para hacer las cosas simples restringiremos la forma funcional

de = de la manera siguiente

= = F(u)v + G(u)w? (3.61)

y investigaremos que restricciones podemos esperar que imponga la causal-
idad sobre F'y G. Haciendo = independiente de £, podemos estar seguros que
la corriente j* preserva su forma en la teoria con interaccién (ver Ecs.(2.129)
y (3.19)). Supondremos que = es independiente del campo escalar ¢, y que
es cuadratico en la variable relacionada con la diferencia de temperatura B¢,
de tal manera que las correcciones al tensor de energia-momento desaparecen
en un estado de equilibrio. Observe que:

2t = —28° (F'v+ G'w?) - 2B*Gw

= = 486 (F"v + G"w?) — 2¢°® (F'v + G'w?
o = 46 ( ) 20 ( )
+4 (ﬂ“B" + B“ﬂ") G'w + 2B°B'G
6; = 44°B°G'w — 2¢9°°Gw + 48°B°F' + 2B*8°G (3.62)
b

Al equilibrio
32Ea 325a

8B.08, 0B.9By

0 (3.63)
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3250 a b ¢ ! ab e ac b a be !
—chaBb = —4ﬁ(cq)13(cq),3(eq)G +2 (9 'H(cq) + g ﬂ(cq)) G+4i8(eq)g F (364)

Causalidad demanda que:

B g 0 0
(c) axe
(c) ,
° wmante ° ° (3.65)
0 0 9 (X?nﬁa) 0
9B.0B, Va
0 0 0 Bl.oyve

debe ser definido negativo para cualquier vector temporal orientado hacia
el futuro v*. Como x{y) representa un fluido perfecto, obtenemos las condi-

ciones de causalidad bajo las condiciones usuales [11]. Solamente queda pedir

9=

que FE5p-va Sea definido negativo para si mismo. Especificamente queremos
saber si

o=* —4Ba (_.Bb 6C G + ch,)+2( bﬁc + Cﬁb )G 3.66

3BCGB;,U0 = *P(eq)Va (eq)P(eq) g U"Pleq) T U Pleq) (3.66)

estd definido negativo, o equivalentemente si L,L < 0 para

A=)
¢3B.0B, ¢
cualquier L,. Para demostrar esto descomponemos L, en su partes longi-
tudinal y transversa relativa af.q)s :

Ly=1 (@) +R, R®Biegp = 0 (3.67)
Es simple derivar el siguiente resultado

FI
4BLq Ve (—G’ - %) 1P + 480 va ReROF' — 4Rp*G | (3.68)

Ya podemos extraer alguna informaciéon. Tomando | = 0 obtenemos

BleqVaReRPF' < 0 (3.69)
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que implica que F' > 0 puesﬁz’eq)v‘1 <0y R,R® > 0. También, tomando
R, = 0 obtenemos

Blog)Ve (—G’ — (F—:G)) ?<0 (3.70)

este tiempo implica que (—G’ — (i’i(_?l) > 0. Para obtener mas informa-

u
cion escribiremos

W= /\,B(beq) + w® ﬂ(eq) bw" =0 (3.71)

y descompondremos el vector espacial K, en su parte longitudinal y

transversal aw®:
R* = quw’ + ¢ tsBog) = 0 = wpt’ (3.72)

Entonces Ryv® = nuwyw® y, reemplazando (3.66), obtenemos, después de
dividir por S, v. <O0:

/ b
(_G’ - w> 2 _ Gnl + (nzwbwb + tbtb) F' (3.73)
u €%,

que deberia estar ahora definida positiva para que (3.66) esté definida
negativa. Como t,t’F’ > 0 es suficiente demandar que

7} b
I il L)) I BT A S S (3.74)
u ﬂ(aeq)v"

Es una forma cuadrética en [ y n y estamos pidiendo pues que la matriz

(_G/_ (F’+G)) _ _wput G

202 \va
e o™ (3.75)
— 2_h_Bg‘,.,,va G wyw’F

sea definida positiva. Una consecuencia es que su elemento diagonal deben
ser positivo, un resultado que ya habiamos deducido. Ahora, como la matriz

es real y simétrica sabemos que sus auto valores son reales. Como sus ele-
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mentos diagonal son positivos es suficiente comprobar que su determinante

es positivo. El determinante esta dado por

/ b
wpw? (—G’ - W) Fro—2 62 >0 (3.76)
4 (5&4)1"“)

Esta condicién puede ser simplificada considerando que v,v® = A2 6(eq)06(‘¢3q)+

wew?® < 0 es decir, usando ﬂ(cq)ﬂﬁgeq) =—-u
wow® < Au (3.77)
Tambiénﬁ(“eq)v,, = —Au . Entonces
Wew® Wow® 1
- 5 = N2 < ; (378)
(Bteqyva)
Entonces si Fac -
(—G’ - w) s>z (3.79)
U 4 u

la condicién (3.76) se cumple. Eso es si, la matriz (3.75) es positiva

definida si,

F'>0 (3.80)
(G' + (Fu;a)) <0 (3.81)

,, (F'+G) L, G
(G + —u—) < - (3.82)

Para entender el significado de esta condiciones, consideramos el caso
donde F y G siguen una ley de potencia. Analisis dimensional en unidades

naturales (¢ = h = kg = 1) indica que
5] = T2 (3.83)

Entonces, escribiendo F = Fyu®*! v G = Gou® implica que a« = =3 , es
) 0
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decir
= = Fpu™%v + Gou3w? (3.84)

Las tres condiciones (3.80),(3.81) y (3.82) se leen

Fo <0

Go+Foy>0 =2Gy>-Fy>0

1
4F, (Go + Fo) < —ZGg (385)
Substituyendo Fy/Go = —z, tenemos las desigualdad siguientes para z:
2 1
4z° — 4z + 1 <0 (3.86)

que implican que 1/2 — v/3/4 < z < 1/2 4+ v/3/4. Observe que ambos
limites £ = 0 y £ = 1 son excluidos.

Obtenemos entonces que la forma final para =

Q 2

LY (3> _ (9) ] (3.87)
u U U

(% = —Gp < 0) que puede ser reescrita en una forma covariante como

(escribiendo p = /=B.5°%)

(n

(1
|

ZB“B" [—a: Jab —

.Baﬂb]

o (3.88)

®

3.5 Acercamiento no lineal al equilibrio en el

caso homogéneo

Nuestro proximo paso seré estudiar la evolucién no lineal del modelo simple
que describimos antes. Por simplicidad, trabajaremos en un espacio-tiempo

plano y asumiremos homogeneidad, lo que implica en particular que g% y B®
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son colineales, 3¢ =

Bu® y B* = Bu®. Elegiremos un sistema de referencia
al reposo con el fluido donde u® = 4§ .

Las ecuaciones de movimiento son

(3.89)
T, =0 (3.90)
T =21 (3.91)
Biyba = =€ (3.92)

Los dos tensores de energia-momento de los dos fluidos perfectos son, sin
interacciones ,

ab 2 a b ab 162
TCO = E.Bcﬁc-i_g Eu_g_v(qb)

T}‘g = ¢%p; +u®u® (p; + py)

La energia de interaccion entre los dos esta dada por (8 = (8. + By) ¥

B = ﬁc - ,Bf ) _
ab __ =
TS+ - aﬂb

T =2 =
= aBb

Usamos como modelo para nuestro término de interaccion

B? B?
= W(Fo'i'Go) = 5—41’

(n
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Bajo las hipotesis simplificadora enunciada anteriormente, tenemos

0="° B?
9= _90Zr
0B p®

=0 B
a_BQ = —SEF

Es conveniente introducir una nueva variable s definida como
B = .~ B = sB

implicando

18 ()

y expresar las ecuaciones en términos del momento conjugado

7T=¢,t=‘ﬂ£

El tensor de energia-momento se lee entonces, usando (3.93),

T = ~ +V(¢) + [a + 201‘L] L
+ T2 (1+5/2)°] B

2

o0 _ 7 _ S 1
T = 5 +V(4) [0+16F(1+s/2)5] 7

Tenemos pues cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias

-, =V'(¢)+ A

(%), =0
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donde
A =M% —-2B(1— k)M

I = —BM® 4+ 2xe MO

Las dimensiones de los términos M 48 son

[M¥] = T1°
[Moo] - T8
[M®] = T

& =T

M = — E‘l
7-2
L
00 __ 0
M = - ;6—
M,
0 __ 0
ME = 71—

donde 7 es alguna funcion de las variables dinamicas con dimensién T~}

y Ko, Lo > 0. Ademas, la creacién de entropia impone la relaciéon siguiente
KoLo > M¢

Noétese que elegimos también tomar el fluido f como radiaciéon de manera
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que
py = oT} (3.93)

con la constante de Stefan - Boltzmann ¢ > 0. La ecuacion (3.89) deviene

-y =V'(®) + % (s+1)Bym —2(1 k) sﬁqMo

Observe que

G +V©@)] = wlm+ V@)
, ",

= [~ D2+ DB+ 2B (- R) L

S
IO = LOE:BQ — K,(S + 1) 'f—Zﬂ'Mo

y definiendo

K Ko(s+1)ﬁq7r—2(1—n) B, 140
S
=0+ 161"(1 T5/2)
r*
co=0+20 1+5/2)
entonces
=-V'(¢)- K
B 40T s(1 - s)
Kn ﬁ°ﬂ"’ B (1+s/2)
Y 16T (1 — 2s)
- 2s
__K7r+c1ﬁ5ﬁqt ﬁ“ 0+ /2)63,t=21°
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El sistema final de ecuaciones es

_ B (1+5/2)°

Sy 8Fc3 {21002 + Kn (C1 + (,'2)}

_ B3 s(1—3s) 4
.Bq,t = 4_;3 {].Oml + Knh (3)}

¢,t=7f
donde
. s(1—5s) _
c3 = (1+s/2)c1 2(1-2s)c
5(1 — s)s
h(s)=2(1—23)+1(+—s/;
1
V(9) = 5m’¢ + ¢
Finalmente .
T2°=§7r2+V(¢)+;—§

estd a la vez definida positiva y conservada.

Las ecuaciones describen de manera genérica el acercamiento al equilibrio.
Eso se ve mas claramente en el limite donde s se mantiene pequeno. En este
limite, tenemos ¢, ~ ¢c; ~ 0, ¢c3 ~ =20 <0, h(s) ~ 2y K ~ Kofyn /7% En
particular, la ecuaciéon para el campo ¢ describe oscilaciones amortiguadas,
pero la “constante” de decaimiento es verdaderamente una variable dinamica,

abriendo por lo tanto un mecanismo para incluir efectos de memoria en la
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dindmica y otros comportamientos interesantes; nétese por ejemplo que K
puede cambiar de signo si el término de acoplamiento M, # 0.

De manera mas general, explorando el espacio de paraAmetros encontramos
una gran variedad de comportamientos. En particular, el acercamiento puede
ser sobre o subamortiguado; el segundo parece relevante en la descripcion de

los episodios de pre calentamiento.
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Capitulo 4
El modelo microscoépico

Para obtener un resultado convincente, tenemos que ir méas alld del modelo
anterior. Elegimos un problema muy conocido, a saber el decaimiento de un
campo escalar con simetria O(/N) estudiado al primer orden en la aproxi-
macién de N grande ([41],[42],[43],[44],|45],[46],[47][48[). En cierto sentido,
esta aproximacién es mas dificil de estudiar dentro de nuestro formalismo
que aproximaciones de orden méas grande. Como veremos, a este orden el
sistema es Hamiltoniano y por lo tanto no esta asociado con producciéon de
entropia. Silo integramos suficiente tiempo, muestra restauracion, es decir la
envolvente de la amplitud del campo escalar crece. El modelo macroscépico,
siendo una versiéon muy gruesa del modelo microscépico, tiene una produc-
cion de entropia no trivial. En el capitulo 6, veremos que es posible pedir que
sea nula pero esto nos impide predecir de manera adecuada la evolucién de la
amplitud para tiempo corto. Si queremos seguir la evolucion de manera cor-
recta hay que introducir disipacion y nuestro modelo no puede entonces estar
de acuerdo con el modelo microscopico para tiempos del orden del tiempo de
recurrencia. Aproximaciones de mayor orden en un desarrollo 1/N termal-
izan ([49]) y es posible introducir una entropia ya al nivel microscépico ([50]),

haciéndole comportarse de manera mas cercana al modelo macroscopico.

Ademas de restringirnos al primer orden, hicimos simplificaciones adi-
cionales. Asumimos condiciones iniciales homogéneas en Minkowski despre-

ciando los aspectos geomeétricos asociados con recalentamiento, y consider-
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aremos solamente un campo clasico. Esta ltima aproximacion es suficiente
para el estudio de recalentamiento como fue mostrado recientemente ([51]).
Asumiremos que inicialmente las fluctuaciones estan en equilibrio térmico
aunque no en cquilibrio con el campo escalar. El hecho de trabajar con el
caso clasico nos permite hacer caso omiso de las singularidades presentes al
tiempo inicial ([52]). Este modelo microscopico fue usado en un articulo nue-
stro (|53]) pero el término de interaccion cra demasiado simple para que el

modeclo pudiera ser convincente.

4.1 Cuadro sin6ptico

Obtener un buen modelo macroscopico depende de varios factores. La idea
central que nos guia aqui es que mucha informacion esta escondida en la
teoria en t = 0. Tanto csta hipotesis como las varias suposiciones v aproxi-
maciones que sc cfectuaran luego seran tltimamente confirmadas por el éxito
que tendra nuestro modelo en reproducir ficlmente las variables macroscopi-
cas de interés. Este capitulo y el siguiente muestran en detalle cémo se
obtuvo esta relacion. Es conveniente tener un resumen para entender mejor

el procedimiento.

e funcional generador: Toda la teoria macroscépica puede deducirse de
tres generadores x( ,x(f) ¥ =. Uno ya fue obtenido anteriormente
X(e)(ver ec (3.17)). Seguiremos nuestra suposicién anterior y supon-
dremos que cl potencial de interaccién tiene la estructura dada en la
ec.(3.61). Nuestro objetivo en calcular la forma especifica de x(s) y la
funciones adimensionales f = 8'F v ¢ = 8°G que permiten construir
=. Se utiliza el tensor de energia-momento de la teoria microscopica
evaluado en ¢t = 0, del valor total sc restard la contribucion del campo
medio v de la fluctuaciones para obtener la contribucion proveniente de
la interaccion. Ver ccs. (5.21),(5.22) v (5.23),(5.24). Los coeficientes
¢; v d; sc obtiene por ajuste de cuadrados minimos. El valor de T,,;,
corresponde al valor minimo debajo de lo cual la aproximacion clasica

ya no es confiable, ver fig.(5.4). Ver seccién 5.2, scceion 3.4 y seccion



El modelo microscépico 83

3.5

e Relacion entre los formalismos. En la teoria microscopica, hay una sola
temperatura aparente pero en el modelo macroscopico hay dos. Pidi-
endo igualidad de la densidad de energia total en t = 0 y proponiendo
que ¢o = ¢o (Bo, o, A, a) podemos hallar el potencial de interaccién.
Ver la ec.(5.25). Ver seccion 5.3.

e creacién de entropia. Los terminos de creaccién de entropia son A =
A(A,C)y I° = I°(C). Estos términos se parametrizan a su vez por las
funciones A y C. Analisis dimensional guia la forma de estas ultimas
A= Agp? y C = CyT*¢. Quedan finalmente dos parametros Aq y Co.
Se utiliza la ecuacién de movimiento para p para determinar C,. Mas
precisamente se pide que el lado derecho de la ecuacién que determina
p sea igual en ambos formalismos en t = 0. Ver seccién 6.1. Se evalia
Ao haciendo un ajuste entre la evoluciéon de ¢(t) en ambos formalismos.

Ver seccién 6.2.

Podemos resumir estas consideraciones en el cuadro siguiente.

cantudades macroscopicas | parametros libres referencias
[ 9 ¢i, d; figs. (5.1) y (5.2)
f9 Trmin fig.(5.4)
fr9 a figs. (5.9), (5.9) y (5.9)
f9 a figs. (5.5),(5.6) y (5.7)
A 1° Co ec.(6.12)
A 10 Ay fig. (6.6)

4.2 Ecuaciones de movimiento

El punto de partida para nuestro modelo microscépico es una accién con una
simetria O(N) ([28],[41])

1 A ;. A1, m2\?
S=N/{_§ ,,go’c')”cp —5 (Etp'cp'+T) }d41‘ (41)
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que representa un campo autointeractuante bajo el potencial
i i I 5,1 i 1i)2
V(#') = sm*e'e’ + 22 (¢'6') (4.2)

El término m*/2) es por comodidad solamente, ya que no produce ningiin
cambio en las ecuaciones de movimiento. Es habitual definir un campo aux-

iliar sumando un vinculo

[x = A(e'e' + m*/\)]°

4.
que nos lleva a una nueva accién
1 : . ox: 1 . m?
=N/ _ = 1au, At A2 1 d4 .
Sa {2®¢3¢+2A SXP'P Ax} z (4.4)

Representando el valor de expectacion de los campos con respecto al

estado inicial de la teoria por

<@>=9, <x>=K (4.5)

podemos escribir los campos como la suma del campo medio y de sus

fluctuaciones
o' =¢' + ¢ (4.6)
x=K+«k (4.7)

Guardando solamente el término dominante en la aproximacion de N

grande, podemos escribir la accion efectiva

; _ ; Nh ( .
rl¢', K] = Sl K]+i~ Trhn (Eﬁ) (8,0 — K)
: Nh 1
- Sﬂ¢ﬂK]+i7TTTM(—§)G;Wm—z) (4.8)

La variacion de la accion efectiva da las ecuaciones para los campos clasi-
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cos ¢
~-0,0t¢' + K¢ =0 (4.9)

y para el campo K,
2, A A
K=m‘+ §¢ ¢+ §Gp(:v,:v) (4.10)

Es conveniente en este punto girar en el espacio interno de manera que
¢ =0paraic€[i,N—1],y ¢" = ¢ = V/¢'¢#. Aunque es verdad que las
fluctuaciones longitudinales y transversales son diferentes, al primer orden

en 1/N el propagador de Feynmann para las fluctuaciones esta dado por
Gr(z,7)87 =< T (¢'(z)¢'(z')) > (4.11)
que es solucién de la ecuacién siguiente:
(—0,0" + K)GF (z,2') = —ihd (z — ') (4.12)

Si suponemos un estado inicial homogéneo, es conveniente introducir la

expansion de Fourier

] d3k - h i * i
wl(l‘) = (27‘-)3 exp (Zk . I) "m [Uk(t)a,; + Uk (t)a_E] (413)

La normalizaciéon para los modos es

W U7 (8), Us(t)] = i (4.14)
W [f,,9] = fg — fg siendo el Wronskiano. En el caso homogéneo,

d’¢ _
5z +Ko=0 (4.15)

con la ecuacion correspondiente para los modos Uy(t) :

d?Uy(t)

dt2 + wi(H)Uk(t) = 0 wi(t) = |E|2 + K(t) (4.16)
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Substituyendo (4.13) en (4.11) da

Gp(.’l?, I’) = Gv(.’L‘, IIII) + GT(I, I’) (417)

donde reconocemos una parte ( de vacio) o independiente de la temper-

atura

3 -
Gy(z,2') = / (gnl;a 2wf(0) exp [ik (T - 5:")] {U(t)Ug () O(t — 13.18)

+UL(E)UL ()0t — t)} (4.19)

y una parte dependiente de la temperatura

Gr(z,7') = / (‘;W’;s 2w:l(0) {exp [ik - (& + 2)] [Ux(t)Uk(t')gx (4.20)

+UR (OU; () g1])} (4.21)
exp [ik - (% - )] [Ue (UL (t') + UR ()Ue(t))] i} (4.22)

donde n; y gx representan la mezcla estadistica inicial:

(aial,) = (2m)°gu8%( — F)8Y (4.23)
(@l &) = (2n)ms®(F — F')8" (4.24)

y en el limite de coincidencia,

Gv(z,7) = / 5 0] Uk ()2 (4.25)
y
3. B .
Gr(z,z) = / (;rl;a 2w:(0) {2 exp (2ik . a':‘) Re [Ux(t)Uk(t)gx] + 2 Uk (2)|? nk}

(4.26)
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Supondremos un bafno térmico de particulas inicialmente:

Ng = R (0 (427)
exp ( k;T, ) 1
g =0 (4.28)
con
T =1y (4.29)

la temperatura inicial del bano. El subindice f esta escrito de manera ex-
plicita para prevenir confusi6én mas tarde y indica la temperatura del bafio
inicial de las fluctuaciones.

4.2.1 Fluctuaciones clasicas térmicas, tensor de energia

momento y formulacién Hamiltoniana

Una estrategia muy exitosa para abordar el recalentamiento en el régimen
fuertemente no lineal consiste en describir el campo del inflaton como pura-
mente clésico. [54]; la razon detras de este procedimiento es que la transicion
a comportamiento semi clasico es muy rapida durante inflacién [55] y por
lo tanto, si uno tiene éxito encontrando una descripcién semi clasica de las
fluctuaciones producidas por el decaimiento del inflaton, el decaimiento en
si puede ser descripto via ecuaciones clasicas de movimiento [56]. En este
capitulo nos concentraremos en el caso particular de fluctuaciones térmicas
clasicas. Es un caso mas facil de implementar que el caso cudntico pero a su
vez permite confrontar las consecuencias béasicas. Podemos tomar el limite
h — 0 en las ec.(4.25) y (4.26) para obtener

, o Bk R \

imOve ) = [ e O =0 0
. Bk 1 h \
}gra Gr(z,z) = ;ll_rg/ @) 2 (0) oxp (,’%7(%2) - 12 [Uk(t)" (4.31)
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=/ i 2)"“”T’I Ui(t)* (4:32)

(2m)3 2wi(0)
Por lo tanto, en este limite clasico, encontramos

ek 1

)5 202(0) Uk (t)[? (4.33)

K=m?+= /\qzb2+/\kBT, /

El tensor de energia-momento puede ser calculado usando (4.8) mediante

2 4T

Fp:/ —
V=969,

(4.34)

especializando después a Minkowski o directamente tomando los valores
de expectaciones del tensor de energia-momento. De una manera u otra,

podemos encontrar (escribiendo solamente las componentes no triviales)

(1) = —¢2 ks Ty [ dzk32 1(0) [Ue®)T; (1) + 1RP? U (2)[2)(4.35)
gy (1 =) (14 m7) 4 35 (4.36)

y (no hay suma sobre 7 )

(K - m2) (K + m2) - 11

o (4.38)

- ﬁ

Estas expresiones representan la densidad de energia v la presion total de
nuestro sistema. Para integrar numéricamente nuestras ecuaciones necesita-
mos un numero finito de variables. Como los integrandos son manifiestamente
isotropicos, haremos primero la integracion sobre las variables angulares. En
problemas con simetrias esféricas como el que afrontamos, este procedimiento
lleva a una mejor aproximacion de las integrales comparando con un reem-
plazo directo de las integrales en 3 — D por sumas triples en cartesianas. La

integral sobreviviente a la integracion angular es pues escrita como una suma
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discreta:

1. N . .
<T°°> = §¢2 + kTy > Akoqakk) [UAk-k(t)UZk-k(t)
k=1

+EAKP Unks(t)]

+§1X (K - m?) (K +m?) +T2n—/:

B 1. N . .
(T%) = §¢2 +kpTy Y Akoqar) [Unir(t)Un(t)
k=1

1 -
- S IRAKP |UAk.k(t)|2]

1 ) »n m!
—ﬁ(K—m)(K+m)—ﬁ
donde definimos .
_ kP
Y = 4m2w2(0)

y fijamos un corte (cutoff)

kma: =A= NkAk.

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

Ni es el nimero total de modos y Ay es el espaciamiento. Sin mayor dificultad

podemos reescribir el sistema entero como un sistema Hamiltoniano (H tiene

unidad de densidad de energia). Escribiendo los modos complejos Ui (t) como

la suma de su parte real y imaginaria
Ui(t) = Ur(t) +iUi(2)

y usando la notacién p = ¢ el Hamiltoniano es

1 1 Ny
H = 2pP+-K$*+ ),
2 2 k=1

1
4kBTfCX(Ak.k)A

+kpTroa, k) Ak (|E|2 + K) [Uf + Uiz]} B

p 2 + 2]

(4.47)

(4.48)

(K - m?)’(4.49)
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Las ecuaciones de movimiento para las fluctuaciones son

. OH -

~M, = o = 2ksTro (1A - kP + K) U, (4.50)
- OH 1

U = = m, 4.51
OH, 2kBTfa(Ak.k)Ak ( )

. OH -
~II; = 6—Ul = 2kBTfa(Ak~k)Ak (lAk . k|2 + ]{) U; (452)
o =98 ! (4.53)

= I,
61_1,' 2k3Tfa(Ak.k)Ak

que dan también las definiciones de I1, yII;. Las ecuaciones para el campo

escalar son
¢=p (4.54)

p=-Ké (4.55)

Inicialmente, tenemos U,(0) = cos(8), U,(0) = wi(0)sin(d) y U;(0) =
sin(8), U;(0) = —wg(0) cos(8) donde & es una fase aleatoria . K es un mul-
tiplicador de Lagrange y su ecuaciéon de Hamilton correspondiente nos da la

ecuacion discretizada de defecto (gap equation) (4.33). A t =0 se lee

A AL
I{(O) = m?+ '5(152(0) + /\kBTf E AkaAk.k (456)
k=1
A N 7012

2 4?3 1Akl + K(0))

una ecuacioén que deberemos resolver numéricamente para extraer I'(0)
como una funcion de las condiciones iniciales y de los parametros. Es conve-
niente recalcar que los efectos combinados de la discretizaciéon y de la imposi-
cién de un k£ de corte permite tener en cuenta las divergencias ultravioletas

y las singularidades temporales iniciales. No habra necesidad de renormal-



El modelo microscépico 91

izacioén posterior. Las ecuaciones que rigen las fluctuaciones son bien cono-
cidas en el contexto inflacionario. Por ejemplo, para la parte real tenemos,
usando (4.52) y (4.53)

Us+ (A2 + K) U, =0

Bajo la sustitucion K(t) = —q(t)sin (z) obtenemos la ecuacién de Math-
leu
Uk + (Ak - q(t) COSZ) Us=0

con Ay = A2k?. Segtin los valores que toman A y ¢(t) los modos

X pueden crecer exponencialmente y obtenemos resonancias parameétricas

(128])-

4.3 El tensor de energia-momento en ¢t =0

Como veremos maés tarde, con el objeto de completar el modelo macroscépico
necesitamos conocer la forma exacta del potencial de interaccién. Para ello,
seria practico tener una expresion analitica para la densidad de energia total
y la presiéon en el modelo microscépico. El esquema es el siguiente: si uno
considera un fluido disipativo como la mezcla de dos fluidos mas simples,
la mayor parte de la informacién intrinseca de cada uno se perdera después
de mezclarlo. Podemos solamente contar con cantidades que pueden ser cal-
culadas usando la densidad de energia total o la presién. No obstante, al
tiempo inicial, existen informaciones especificas sobre cada fluido que pode-
mos suponer conocidas desde las condiciones iniciales. Por un lado, sabemos
como describir un campo clasico autointeractuante como un fluido. Por otro
lado, sabemos c6mo describir tedricamente fluctuaciones (cuantica o térmi-
ca) como un fluido también. Podemos intuir la contribucién del potencial
de interaccién, al menos al tiempo inicial. Supondremos que la dependencia
funcional con la temperatura es la misma en tiempos posteriores. La com-
paracion entre la dinamica de ambos modelos sera la validacién de nuestra

hipotesis. Bajo estas premisas , las tres cantidades de interés son:
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Hy = 2 +kBTf/4"2‘”‘ {jvk '+k2|Uk(t)|2} (4.58)
+53 (K() m?) (K(t)+m)+2—/\l (4.59)
P(t) = %+kﬂ,/%{|w(t)|-€|Uk(t)|2} (4.60)
55 (K() m?) (K(t)+m2)—g—l/\4 (4.61)
K@) = m*+2 /\¢ + Mg Ty / dkﬁ A0 (4.62)

Donde H =< T® > representa la densidad de energia total del sistema
microscopico y P =< T* > es la presion total. La temperatura actual de las
fluctuaciones a tiempo posterior podria ser obtenida usando la gap ecuacién y
alguna propuesta adecuada sobre los modos. Usando las condiciones iniciales

|Uk(0)| = \JU2(0) + U2(0) = wi(0) v |Uk(0)| = VU2(0) + U2(0) = 1 tenemos

2 kdk

Ho = %+k37} / = ){ W (0) + K} (4.63)
+55 (K(0) - m?) (K(O) m?) + ﬁ (4.64)

2 2 .2
P = Z+kﬂ1/;£%7{dw%-%} (4.63)
-7 (1{(0) m?) (K(0) +m?) - % (4.66)
K(0,40) = m’+ A¢0+AkBTf / dk4zk—22(0) (4.67)

donde escribimos explicitamente la dependencia funcional de K (¢ = 0)
con ¢, usamos la notacion H(t = 0) = Hy v similarmente con la presion.

Calcularemos primero K(0, ¢g). Podemos reescribir Ec.(4.67) como

k? + K (0) — K(0)
472 (k2 + K(0))

K(©0) = m?+ %wg + MepTy / dk (4.68)
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1 1 dkK (0)
= 2 4 C\H2 (4
= m?+ 208+ MaT) [ dk—z — MkaTy [ s kol
es decir
{1+/\kBT,/47r2 (k2+K(0))}K(0) =m’ + 2/\¢0+ > /dk (4.70)

La ultima integral diverge, siendo el culpable parte del modelo mismo: es
la divergencia ultravioleta que tiene su raiz en teorema de equiparticién. En
nuestro modelo, la divergencia es controlada asumiendo un corte A. De man-
era alternativa, es posible renormalizar la teoria usando renormalizacién de
la masa ([73]) pero el método del corte es natural al procedimiento numérico

y nos quedaremos con el. Integrando encontramos

keT; 1 1 k
{1 A‘” } (0, 60) = m? + S A5 + LI

\/marctan \/0—¢0 A2

(4.71)

Obtendremos K(0, ¢p) numéricamente. Notese que, en el limite T — 0
tenemos K (0, ¢o) = m? + 3A¢3. Podemos ahora ocuparnos de la densidad
total de energia. Tenemos

o) = B4 kelipgey koTy (—AK(0,¢0)+(K(0,¢o))3/2arctan (;))

2 6m?2 472 K (0, ¢o)
2
+—K(g’/\¢°) (4.72)

indicando explicitamente la dependencia en la temperatura. Un célculo

similar da la presién inicial total:

— p_2 kpT; 3_kBTf _ 32 ;
Py(Ty) = 5+ 187T2A o ( AK (0, ¢o) + (K(0, ¢0o)) arctan( K(O’%)))

K (0, 40)?
_TO (4.73)
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Es posible simplificar estas dos expresiones usando ec. (4.71):

1, keT/A 1 m2K(0,¢0) K2(0, ¢
Ho(Ty) = 59" + BeTf; + 5K(0, ¢o)ds + i o) _ (2/\ o) (4.74)
1, kgT 1 m2K (0,¢0)  K2(0, ¢o)
Po(Ty) = 59" + 5 A° = 5K(0,60)6F ~ 3& o) _ (GA o) (4.75)

La densidad de energia de la fluctuaciones py, es obtenida considerando los
resultados anteriores con py = @9 = 0 es decir

ksTy 5, m*K(0,0)  K2(0,0)  m!

Pr = “on2 ) 22 2) (4.76)
_ ksTy .5 1 2)2
= w3 N -5y (K(0,0) — m?) (4.77)

y
_ kgTy ., mPK(0,0) KZ%(0,0)  m
Pro= Tgm 3 6x  2x (4.78)
_ kBTJ‘ 3 1 2 2
= gl —6—/\(K(0,0)—m)(1{(0,0)+3m) (4.79)

Nétese que apy y py se les puede agregar una constante aditiva. Usaremos
esta indeterminacion en sus definiciones para obtener un limite natural para
ps y ps cuando Ty — 0. También nétese que K'(0,0) indica la solucién de la
ec. (4.71) con ¢o = 0. En el caso Ty — 0, encontramos

Hy = ”—3+i( 2+1A¢2)2 (4.80)
0T ST\ T '
2 4
_ & m
= 3+ V(go) + o (4.81)

usando (4.2) ¥
pr=0=p; (Ty =0) (4.82)



Capitulo 5
El modelo macroscépico

Como lo hemos mencionado antes, el formalismo macroscopico asegura co-
varianza y causalidad. Para determinar un modelo concreto, es necesario
especificar el potencial termodinamico de interaccién y la forma de la pro-
duccion de entropia. El primero se encuentra pidiendo que el tensor de
energia-momento calculado en el modelo macroscépico reproduzca el valor
de expectacion del tensor de energia-momento microscopico en t = 0. La
producciéon de entropia esta restringida por la condicién de que el modelo
macroscdpico reproduzca las ecuaciones de movimiento para el campo medio
y su momento conjugado a ¢t = 0 y que un campo nulo sea un punto fijo

estable de las ecuaciones macroscopicas.

5.1 Fluctuaciones térmicas

Ya dijimos que podiamos ver las fluctuaciones térmicas como un fluido. Pero
en este caso debemos simular adecuadamente el modelo microscépico, es decir
el potencial termodindmico de las fluctuaciones x; debe reproducir ps y ps
dado por las ecs. (4.77) y (4.79) respectivamente. La unica complicacion es
la implementacién del corte A. En el caso de fluctuaciones, no hay potencial
quimico y y nos quedamos solamente con ﬂz‘” como grado de libertad ter-
modinamico. Sin embargo, el corte elige un sistema de referencia particular.

Sea T° el 4-vector asociado a este sistema de referencia. Podemos pensar
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en T® como (proporcional a) la 4-velocidad del observador en cuyo sistema

al reposo se impone el corte. Nuestro potencial generador tomara la forma
x; = xs (§,v) donde & = /=B,3% y v = —B,T° (obviaremos el subindice

(f) para claridad en esta seccion). Entonces

oo BOX _ 0x

€ ot o
Yy
ax" _ ab(_la_X)_i_ﬁaﬂbﬁ
ap 7 \Teoe)” € ae
l ayb a 2b 6_2X_
+£([3’I‘ +’I‘ﬁ)a£av

Para nuestro objetivo, es suficiente elegir el ansatz siguiente para x

x (&v) =x1 (&) + x2 (v)

Entonces

19x, B> o (1 X1
Tab= ab [ _ © — | =
f ( ) " £ o€

£ 0¢ § O

Por lo tanto
10x:

"=goe

pero

pf= €2

Para resolver explicitamente , identificamos £ con 3. Entonces

xi= - [ Bpsd3

py+

B

) + et

32 32
X1 + (T°)2 65(22

9 (Bps) _ (-I-o)2 9%x2
ov?
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Como ejemplo, si usamos solamente el término principal tenemos

A3 A3
PI=18rg ~ X'~ "1gm (5.10)
y, usando v = —3,1® = YO,
A3 2 02

_(v) x (5.11)

6723 B) 0Ov?

obtenemos

A | 5.12
X2—6?(UHU—U) (5.12)

De manera equivalente, uno puede escribir v = 3 para ejecutar el célculo,
reemplazando 8 — v en la expresidon para x, después. En el caso general
tenemos

Op 2 0%y
prt+pr=-— an (TO) v 22

Reemplazando (4.77) y (4.79) obtenemos

B
3

A3 2K

0K &
6728 3\ = (1) 5

(K m) B - ov?

(K+m)

Derivando (4.71), en el caso ¢ = 0, con respecto a § obtenemos

{[” 8roVE \/f?)‘sjﬂ(xiA?)}aK:m?

Podemos utilizar (4.71) de nuevo para eliminar el arctan

arctan <

AN_mB_B, A
82K VK] 2K 2  8mK

y obtenemos, con v = BY°

A K (K — m?) A3 _ 0
623  3[4m2B (K + m?) (K + A?) + AA3] ~ 92
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5.2 Calculo del potencial de interaccion

En lugar de trabajar con F vy G, definiremos las funciones a-dimensionales f

v g como sigue

F=p"f (5.13)
G=p"% (5.14)
es decir —o 2 [
= a +g 2 -
35 = I ( 5 )B (5.15)
También
= _(2 _L(d, do)) ;
85,-—<56(2f+3g) 55 (dﬂ+dﬂ)>3 (5.16)

Nuestro objetivo es encontrar f v g. Esto se puede lograr comparando
con el modelo microscopico. Mas especificamente volveremos sobre las can-
tidades fisicas fundamentales que describen el sistema microscopico a t = 0.

Inicialmente, recordamos que la densidad de energia total y la presién estan

dados por :

o _ 7,y o= 5.17
T+—3+’(¢0)+pj+5a (O. )

i _ P , 9= -
Ti = 30 — V(o) +ps + 3, (5.18)

La conexion se logra demandando

T = H, (5.19)
T = By (5.20)

con Hy y P, definido en (4.74) v (4.75) respectivamente. La razon detras
de esta identificacion es simple. Si queremos describir el mismo sistema
fisico con dos enfoques distintos, entonces debemos esperar que las cantidades
fisicas absolutas sean iguales en los dos.

El modelo macroscopico es un modelo de dos fluidos. Cada uno se
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caracteriza por una temperatura, o lo que es lo mismo, una temperatu-
ra inversaf = (kgT)~'. Es conveniente trabajar con 8 = (8. + B5)/2 y
B = . — By . Definiendo

D = Ho-—V(40) - /(0 (5.21)

Dp

p2
Po— 22+ V(o) - p,(0) (522

donde p;(0) y ps(0) estan definidas en ec. (4.77) y (4.79). Cuando ¢ — 0,
las soluciones numéricas indican que los D s van a cero como ¢3. Las fun-
ciones Dy y Dp pueden ser aproximadas con mucha exactitud por un poli-
nomio de bajo orden aunque usaremos aproximaciones mas complejas para

reducir el error intrinseco al procedimiento de ajuste via cuadrado medio.

imaz

Dy =) ciTj¢; (5.23)
1=0
y _
Dp =) dT;$; (5.24)
=0

Ambas aproximaciones fueron calculadas usando el mismo valor de 7,,4;.
Los coeficientes ¢; y d; se obtienen numéricamente usando el método de
cuadrados minimos. Nétese que , para ¢, fijo, tenemos t°, ¥ — 0 cuan-
do T — 0. Como ejemplo mostramos Dy a ¢g fijo como una funcién de
T (ver figura (5.1)). La aproximacién es mostrada superpuesta y de hecho
es praticamente indistinguible de la expresiéon numérica exacta. También
mostramos los Dy y Dp exactos para T fijo como funcién de ¢y comparado
con el ansatz cuadratico en las figuras (5.2) y (5.3). La linea s6lida muestra
Dy y Dp tal que son definidos en ecs. (5.21) y (5.22). Las lineas punteadas
son las aproximaciones polinomiales (5.23) y (5.24), respectivamente.
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Fig. 5.1: Dy (ec. (5.23)) visto como una funcién de T para ¢y = m fijo.
La linea solida es Dy en ec. (5.21). La linea punteada representa el ajuste
cuadréatico dado por la ec. (5.23) con i, = 6.

250 T T T T T T T T
D,, exact
=-=c3 i
DH
200 1
150 3
100+ e
50+ 4
° L 1 L 1 L L = I
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

%

Fig. 5.2: Dy exacto (ec. (5.23)) como funcion de ¢ a T' = Ty = 14. La
llinea solida es Dy en la ec. (5.21). La linea punteada representa el ansatz
cuadratico dado por la ec. (5.23).
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0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45

Fig. 5.3: Dp exacto (ec. (5.24)) como funciéon de ¢ para T' = Ty = 14. La
linea solida es Dy en ec. (5.22). La linea punteada representa el ansatz
cuadratico dado por la ec.(5.24).

5.3 Relacién entre By y ¢g

En el modelo microscopico, en ¢ = 0, hay solamente una temperatura pre-
sente de manera explicita Ty, la temperatura inicial del bano térmico de
las particulas asociadas a los campos de las fluctuaciones. No obstante, la
descripcion de ambos fluidos necesita dos. Al equilibrio, sabemos que hay
una sola temperatura (uniforme) presente. Eso es, al equilibrio, la difer-
encia entre la temperatura de las fluctuaciones y la asociada al campo de
Klein-Gordon deberia ser cero. En este limite, la interaccién entre los dos
deberia ir (cuadraticamente ) a cero. Si consideramos a su vez el formalismo
microscopico, vemos que, cuando los valores iniciales del campo escalar van
a cero, la interaccion va a cero cuadraticamente. Ahora bien, el valor ini-
cial de la diferencia de temperatura es fijado por la condicién que el tensor
de energia-momento del modelo macroscopico debe ser igual a su par cor-
respondiente en el modelo microscépico. Como este tltimo depende de ¢y,

esto sugiere que ¢y v la diferencia de temperatura inicial estan relacionadas
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linealmente

Qt

A af?2
¢o=( ) ks (Teo — Tyo) (5.25)

T
Esta ecuacion define la temperatura del campo T a t = 0. Siguiendo nuestra
filosofia de simplicidad, elegimos modelar el término de proporcionalidad
usando una ley de potencia con a como parametro. « serd elegido para
asegurar la causalidad (local). El corte, en el espacio de la inversa de longitud
de onda, tiene unidad de temperatura en unidad natural. Ademads, tiene
sentido que el potencial de interacciéon sea proporcional al corte pues las
fluctuaciones lo son en el modelo microscopico (recuerde ec. (4.71) y el
paragrafo que le precede). En la practica, esto significa que consideraremos

la relacion siguiente:

5 = (3) (o= kol (5.26)
i

En la altima linea evaluamos S, By a orden cero, esto es, tomamos f, 8y =~
B pucs estamos buscando solamente un término de segundo orden. Obten-
emos pues las ecuaciones siguientes:

imazr

Dy =AY Tt p? (5.28)
i=0

Dp =AY 4T p? (5.29)
1=0

con los ¢; y d; constantes (pero aun dependiendo de los parametros de la
teoria, es decir m y A). Observe que la adopcion de esta definicion significa
que logramos modelar bastante bien nuestro término de interacciéon en un

cierto rango de temperatura alrededor de Ty pero no podemos tomar el limite
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Ty — 0. Es conveniente introducir las siguientes definiciones

imaz

t9(T) = A* Y TEH4=e) (5.30)
1=0

t9(T) = A Y &;TCH) (5.31)
1=0

Estamos ahora en condiciones de calcular el potencial de interaccién que
usaremos después en el modelo macroscépico. Sin embargo, debemos pa-
gar un precio en la transicién desde micro a macro. Como mencionamos
anteriormente, dependiendo del valor de a, el limite T — 0 puede ser mal
definido. Por otro lado, si retornamos al modelo microscopico, el limite 2 — 0
implica que uno no puede esperar que el modelo microscépico sea valido a
temperatura baja. Por cierto, no se espera obtener resultados validos cuando
kTy < wi(0) = \/k? + K (0, #o) (ver ec. (4.27)). Esto indica que podemos
obtener una temperatura minima comparando la energia térmica kg7 con la
masa efectiva a ¢ = 0. Para encontrar T,,;, consideremos /K (0,0) contra
T (ver figura). Para valores de T menor que /K (0,0) se puede esperar que
nuestro ansatz ande mal. Definiremos pues Ty, como la (anica) solucién de

V K(Oa 0, Tmi‘n) - Tmin =0 (532)

con K (0, 0) solucién de la ec.(4.71) congo = 0 (ver fig.(5.4)). Por ejemplo,
conm= 1.1y A =15 obtenemos Ty =~ 10.198

la ecuacion

5.4 Caélculode FyG

El potencial de interaccién (3.61) es definido por dos funciones de la tem-
peratura inversa media 8 = (ﬂ(c) + B /)) /2, F y G, o equivalentemente las
adimensionales f y g definidas en (5.13) y (5.14). Ahora que hemos extraido
lo que deberia ser la parte interactiva del modelo microscépico al tiempo
t = 0, y hicimos la correspondencia con las variables (es decir de Ty y ¢

hacia T y B) del modelo macroscopico, estamos finalmente listos para cal-
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Fig. 5.4: /K (0,0) como funcion de T . La interseccion con la diagonal
determina 7,,;, . El valor de T,,;, depende tinicamente de los parametros m
y A. Con m = 1.1 y A = 15 obtenemos T},;, =~ 10.198.

cular explicitamente el potencial de interaccion. Usando (5.15) y (5.16) en

conjunto con (5.30) y (5.31) obtenemos:

d? f +g 50 ’

dp? ( B ) = Sl
i .. 1 (df dg\ . .
36 (2f +39) — 35 (d/)’ + d/j) =i (8.34)

con % = t9(8-1) y # = ¢%#(5~1) dado por (5.30) y (5.31). Para aliviar la
notacion dejaremos de utilizar el tilde desde ahora. No es complicado invertir
estas ecuaciones para obtener expresiones para f y ¢ . Como lo explicamos

anteriormente, debemos fijar nuestro limite de integraciéon en el rango donde

t()O

creemos que nuestro ansatz para t es aceptable. Definiendo [0 =
U

== - .
1,.in Obtenemos:

.H mar

ﬁfnul’ -
Fm— / dz / dy t*(y) + af® + b (5.35)

B
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donde a y b son constantes de integracién. b de hecho resultara ser irrelevante.

Tenemos
.. 2
A 5 (2f + 39) (5.36)
1 0 (4 [Brer , [Bmer o s o4
“ 595 {ﬂ /ﬁ da:/I dyt™(y) +aB° + B b} (5.37)
14 Bmaz Pmaz 0 6 a
= E{'B‘i/‘; dI/:: dyt° (y)—g}+ﬁg—3 (538)
4 [Bmaz Bmaz o 1 [Bmes o
g, de [ a5 [T (539
9 1 [Bmaz
= H9t5 /ﬂ dy t*(y) —% (5.40)
que nos lleva a
= 20 = 20 [ dy 0) + 1% (5.41)

Reemplazando en la expresion para f + g encontramos inmediatamente

ﬁma: ﬂma: 1 ‘e l 5ma: 1
f=p /ﬁ dzx /I dy t*(y) — Eﬂst“ + §ﬁ5 /ﬁ dy t*(y) + Eaﬂz‘ + bp*

(5.42)
Eso es, usando (5.13) y (5.14)
F=/ﬁ'"“’ dz/ﬂ'"‘” dyt®(y) — ﬂ2t“+ ﬂ/ dyt®(y) + ~aB+b (5.43)
B z 2 ’
Y B
_ mazr 00
G—2 2ﬁ/ dyt™(y) + Zﬁ (5.44)

Las condiciones de causalidad involucran derivadas de F' y G con respecto

au = 32 = T~2. Tenemos la relacién siguiente:

dF _ _1.,4dF

Revertiendo a la vieja notacion (eso es t%° = ¢%(T) y similarmente con
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t'*) obtenemos

dF 1 (T 1.4, . 1 Lo T O o 1

@ - - #(T) = 249(T) + = -2 t%(T) + =Ta (5.

o =30 [ damt™E) =5t (1) = (1) + T 55t (1) + {Ta (5.46)
G= t“ / z—t°° )+ 1Tq (5.47)

2 "l"l 2 .

dG 130 i 3/ ! 00 1200 1 3

& T (T + - = STy - 2

= - Tt (1) + T | 3t()dy+ JTHOT) - el (5.48)

con el limite inferior de integracién 7,,;, > 0 para asegurar convergencia.

5.5 Restricciones impuestas por causalidad y la

segunda ley de la termodinamica

Podemos analizar ahora las restricciones impuestas a nuestro modelo como
consecuencia de consideraciones de causalidad. Empecemos recordando las
condiciones locales de causalidad ([53])

dF
dG 1 (dF .
_Ci—l:+§(d—u+c) <0 (5.50)
dG 1 (dF dF  G? ]
(E&-+E‘(E+G))—JJ+W<O (-.)51)

% fue escrita antes (5.46). Noétese que las dos ultimas implican la primera.
Ahora

dG 1 (dF T3 (T 1 40 1, ., .
d—uw(a“’)‘ 7y, @ 5T (552)

Es un simple ejercicio de algebra escribir la idltima, pero la expresion
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45 T T T T

4+

condition 1

35

3

25F

Fig. 5.5: La primera condicion de causalidad, ec. (5.49), como funcion de la
temperatura graficada con dos elecciones posibles para a. El rango permitido
de temperatura corresponde a tener la funcién positiva . El valor de o = 25.9,
con Tpin = 10.198 y la constante de integracion (ver ec. (5.35)) fue elegida
cero. Otros parametros son m = 1.1,A = 15, la inversa de longitud de onda
de corte A = 40 y las condiciones iniciales ¢g = 0y po = 0 (ver ecs. (5.30) y
(5:31) )

es complicada y no dice mucho. Notese que la segunda se verifica siempre
que t%° > 0, una desigualdad que se cumple en general con nuestro modelo
microscopico. b no aparece y por lo tanto no es relevante. Las condiciones
se verifican para un rango bastante amplio de valores de «.

No obstante, veremos més tarde que el mejor ajuste para nuestro modelo
se encuentra con la eleccion para « que practicamente satura las condiciones,
es decir, que hacen que las condiciones se hagan nulas para 7' = T . Queda
por determinar la eleccion de a. Consideremos los graficos siguientes, hecho
suponiendo dos valores distintos para a:

Notese que en la fig. (5.8), la condiciéon deja de valer para un valor inferior
de T Si uno quiere llegar hasta 7' = T, se debe modificar el valor de o pero
este cambio a su vez produce un peor ajuste cuando se compara los modelos

macroscopicos y microscopicos. Por ende, se eligié a = 0.
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x 10"

condition 2

-8B+

! 1 1 ! ! L 1 1
10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fig. 5.6: La segunda condicion de causalidad, ec. (5.50), como funcién de la
temperatura graficada con dos elecciones posibles para a. Ver la fig. (5.9)
para detalles.

Para claridad se muestra los graficos con el valor elegido de a, o sea a = 0.
La primera condicion (5.49) se muestra en la figura (5.9), la segunda condicion
(5.50) en la figura (5.10) y la tercera (5.51) en la figura (5.11). Todas son
graficadas como funcion de la temperatura 7', con el valor = 25.9. (también
m=11,¢o=2%*m,py =0, A =40, A =15 y Tpnin =~ 10.198. como fue

mostrado en la figura (5.4)).
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x10%

condition3 |
3 4

Fig. 5.7: La tercera condicion de causalidad, ec. (5.51) graficada con dos
elecciones posibles para a. El valor no nulo de a es atractivo pues hace que
las condiciones de casualidad sea vélida para todo el rango (Tynin,Ty). Ver
fig. (5.8) para un acercamiento. Ver la figura (5.9) para detalles.

condition 3

. .
13 135 14 145 15 155
T

Fig. 5.8: Se hizo un acercamiento de la fig. (5.7). Se ve que en el caso a # 0
la tercera condicion ( 5.51) deja de cumplirse para una temperatura inferior.
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45 T T T T T T .
4
condition 1
35
3

25

Fig. 5.9: La primera condicion de causalidad, ec. (5.49), como funcion de
la temperatura. El rango permitido de temperatura corresponde a tener la
funciéon positiva . El valor de a = 25.9, con T,,;, = 10.198 y la constante
de integracion (ver ec. (5.35)) fue elegido a cero. Otros parametros son
m = 1.1\ = 15, la inversa de longitud de onda de corte A = 40 y las
condiciones iniciales g9 = 0y po = 0 (ver ecs. (5.30) y (5.31) ).
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condition®.5

-1

-2+

-3

Fig. 5.10: La segunda condicién de causalidad, ec. (5.50), como funciéon de
la temperatura. Ver la fig. (5.9) para detalles.

x 10

4
condition 33|

il

25}
2 -

15}
o

05
o —

05 L L L L
10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fig. 5.11: La tercera condicion de causalidad, ec. (5.51). Ver la figura (5.9)
para detalles.
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Capitulo 6

Comparacion entre los modelos

microscopico y macroscopico

Como demostraremos en este capitulo, el modelo macroscopico tiene éxito
al reproducir la evolucién del campo medio y la densidad de energia de las
fluctuaciones, siempre que la escala temporal sea mas corta que la del tiempo
de recurrencia (habitualmente un tiempo muy largo) pero con tiempos sufi-
cientemente largos para que las correlaciones iniciales entre las fluctuaciones
desaparezcan. Estos resultados son prometedores e indican que este punto
de vista puede ser util para explorar escenarios de recalentamiento no lineal

de una manera covariante.

6.1 Vincular las dinamicas

Para comparar los dos modelos, debemos elegir los parAmetros de manera
consistente para asegurar que estemos comparando efectivamente el mismo
sistema fisico. Algunos parametros son trivialmente elegidos pues suponemos
que la masa de la particulas m y la constante de acoplamiento A son exacta-
mente las mismas en ambos modelos. También partimos de la hipé6tesis que la
temperatura kpTy en el modelo microscopico es igual a 89 = (8o — Bo/ 2)7!.
Las cantidades que deberian ser iguales, al menos inicialmente, son la den-

sidad de energia total, la presion total y K(0, ¢p). Finalmente, como iden-
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tificamos el valor medio del campo escalar con el campo ¢, las condiciones
iniciales correspondientes se igualaran. Como fuimos hasta el orden en 1/N
cn el desarrollo para el sistema microscopico, se conservan la densidad de

energia total y la entropia.

Siendo un sistema Hamiltoniano, el sistema macroscopico también con-
servara la energia (o como el sistema es homogéneo, la densidad de energia
pues difieran por una constante). Sin embargo, aunque posible, no es muy
deseable pedir también conservacion de la entropia en el sistema macroscopi-
co. Fisicamente, siendo el sistema macro una version de granulado grueso del
sistema micro, uno espera una creacion de entropia. Esta creacion es impor-
tante pues permitira describir aspectos importantes del comportamiento del
campo escalar que no seria posible lograr de otra manera (la disipacion). Para
describir la creaciéon de entropia, utilizaremos la definicion de la corriente de

entropia como

Sa — Xa _ B(c)bTab _ ﬁ(j)bTab _ £]a (61)

Como dijimos anteriormente (3.38), la produccién de entropia es

VoS = =B, I — A (6.2)

Definiendo
I* = DEB*+ EB® + FB,B*3° (6.3)
A = AE+Cp.B° (6.4)

Podemos reescribir (6.2) de la manera siguiente
V.S® = — (A€ + CB.BY)E - (Dgﬁ“ + EB® + FﬁbB"ﬁ") B, (6.5)

Si uno demanda V,S® = 0 entonces A = F = F = (C + D) = 0. Relajando
estas restricciones para permitir una creaciéon no nula de entropia introduce

mas términos en las ecuaciones de movimiento. Mas especificamente, usare-
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mos el ansatz siguiente para A y I

A = —-Af-CPBB (6.6)
I° = -C¢B (6.7)
Eso es,
A=-CBB - Ap (% + %B) (6.8)
P=C (% + %B) %p (6.9)

donde p es el momento conjugado a ¢, C tiene unidad de T° y A de T2
Elegimos modelar estos factores de la manera siguiente

C = C,T'¢ (6.10)
A = Ay (6.11)

Recuerde que ¢ tiene unidad de temperatura en unidades naturales , que
son las que adoptamos en general en esta tesis. La dependencia en ¢ es para
obligar el punto fijo ¢. = 0. A es el término de produccion de entropia. Esta
produccién de entropia estara asociada con el decaimiento del campo escalar
pues, como consecuencia de la conservacion de la energia, este decaimiento
implica un crecimiento de la densidad de energia de las fluctuaciones. Sin esta
creacion, y dentro de nuestro modelo, la amplitud del campo escalar queda
constante. El valor de Cj es elegido demandando que el valor inicial del lado
izquierdo de la ecuacién para p sea el mismo en ambas teorias. Obtenemos

entonces :

1

A 1 1
Co = |K (0, ¢o) — m* — §¢[‘§ + Ao (7—,0 + —Bo) Po]

2
Podemos ahora concentrarnos en las ecuaciones (3.18) y escribirlas en tér-
minos de nuestras variables. Para integrarla numéricamente, es conveniente

reescribirlas en la forma siguiente:
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¢ = p (6.13)
p = -Vig)-A (6.14)
T = —-Apfi(T, B) - 2I°f,(T, B) (6.15)
B = Apfi(T, B) + 2I°f4(T) (6.16)

donde A y I° son definidos en ecs. (6.8) y (6.9). Las funciones f;(8) son
bastante complicadas y son obtenidas reemplazando el potencial de interac-
cion en las ecuaciones de movimiento. Reordenando con el fin de obtener

ecuaciones en una forma util para la integraciéon numeérica, obtenemos

94 — g2

| = ———— (6.17)

9194 — 9203
y= —92 (6.18)

9194 — 9203
3 = -9 (6.19)

9194 — 9203
= (6.20)

9194 — 9233

donde i
g = ﬁTf,o;, + 1(T)B? (6.21)
1 2 7
92 = §T,pq +27(T)B (6.22)
93 = ~73 Fp+0(T)B (6.23)
1 2 1

94 = —5Tjp; +o(T) (6.24)

con p indicando que la derivada se toma con respecto a Ty
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imaz

n(T) = A® Z ;T (6.25)
o(T) = 4/T:.-.. %Tl(z)dz (6.26)

y los ¢; salen de la aproximacion por cuadrado minimos. como se explico
en la seccion 5.2. La constante de integracién a que aparece en ec.(5.35) fue

puesta en cero, como discutimos en la seccién 5.5.

6.2 Resultados

Estamos interesados en describir el campo escalar y también la densidad
de energia de las fluctuaciones. De los varios parametros que aparecen en
nuestra modelo macroscopicos, casi todos son fijados por las condiciones ini-
ciales o por los parametros de la teoria microscopica. Tpin estd determinado
por la ec. (5.32) y depende solamente de m y A. Cj esta fijado por la ec.
(6.12). Finalmente, la constante de integracion a fue puesta en cero. Hay
dos parametros que pueden ser ajustados: Ao (ver ec.(6.11)) y a. En am-
bos casos, estos pardmetros no son fijados por las condiciones iniciales pero
fueron elegidos para ajustar algiin comportamiento del campo escalar, mas
precisamente, para emular el decaimiento del campo escalar en el caso de Ay
y ajustar la fase en el caso de a. Ademaés, como vimos anteriormente, el valor
de a es el que casi satura las condiciones de causalidad. Sin embargo, una vez
fijados, no se los puede cambiar cuando otro conjunto de condiciones iniciales
es elegida. En los ejemplos mostrados a continuacién, 4y = 0.9 ya = 25.9.
Los siguientes valores fueron elegidos para la simulaciones numeéricas :
m = 1.1, A = 15 (ver ec. (4.2)), Ty = 14 (ver ec.(4.29)), El alto valor de A es
para asegurar que los efectos no lineales sean importantes. El corte A = 40
(ver (4.46)) con un espaciamiento A = .05 (ver (4.41)) porque da una muy
buena aproximacion de las integrales por sumas de Riemann. Esta eleccién
conduce a trabajar con 400 modos complejos en el modelo microscépico.
Este sistema fue integrado usando Fortan 77 usando el método de Bulirsch-
Stoer tal como fue implementado en el Numerical Recipes [74]. Un simple
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algoritmo de Runge-Kutta con paso adaptivo fue usado para resolver las

ecuaciones para el modelo microscépico.

Nucstro objetivo es demostrar que el modelo macroscépico captura los
aspectos esenciales del modelo microscopico. Para hacerlo, mostraremos gra-
ficos que muestran cantidades macroscopicas relevantes en los dos modelos
bajo las mismas condiciones iniciales. Los valores iniciales para el campo
escalar son ¢g = f*m y po = 0. Se eligi6 escalear el campo escalar con
la masa pues es el parametro basico de la teoria que tiene la misma unidad
que @y que por ende, fija la escala para el campo escalar. Para la primera
serie, se elige f = 1. Con esta eleccion, el campo escalar por si solo no es
muy diferente de un campo escalar de Klein-Gordon con m§,, = K(0,0).
Tenemos también el parametro o = 25.9 ( ver ec.(5.25)), con el valor que
casi satura las condiciones de causalidad (ver (5.49),(5.50) y (5.51)) , y tam-
bién T,,;, = 10.198, ec. (5.32). En la figura (6.1), mostramos la densidad
de energia. Hay que recalcar que en ambos casos, la densidad de energia se
conserva con una precision del orden de la precision numérica del integrador.
La pequena diferencia entre los dos valores es causada en el error inherente
de la aproximacion de pspor el método de cuadrados minimos (casi toda
la densidad de energia inicial se encuentra en la densidad de energia de las

fluctuaciones).

En la figura (6.2), el campo escalar es graficado en funcion del tiempo
en ambos modelos por separado. Para estas condiciones iniciales, son muy
parecidos. Para facilitar la comparacion, ambos graficos son mostrados su-
perpuestos en la figura (6.3). En la figura (6.4), la densidad de energia de
las fluctuaciones para ambos modelos se muestra. Recordamos que

i"l(l]‘

prere(t) = Y eTi(t) (6.27)

i=0
donde los e; son obtenidos por cuadrados minimos en la cc. (4.77) v

T, = (:lr - —;-B)_l (6.28)
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también

pFT(0) = TP = 572(0) = V(4(9) (6.29)

A t = 0, los dos deberian ser iguales pues la energia de interacciéon es nula
inicialmente. Nétese que p; es una funcién de Ty. Para que la lectura sea
mas facil, la salida en ambos casos fue procesada con un filtro pasa bajo
para eliminar las frecuencias altas y asi mostrar la tendencia genérica. En
el modelo microscopico, definimos la densidad de energia substrayendo de la
densidad total la densidad de energia del campo escalar.

En la siguiente serie de figuras (fig.(6.5) hasta (6.8)), tenemos f = 2 para
mostrar un decaimiento mas pronunciado del campo. En la figure (6.6) se ve
que el modelo macroscépico captura efectivamente el decaimiento del campo
para tiempo largo. Ninguno de los parametros del modelo hidrodindmico
fue cambiado, los mismos valores de a, Truin ¥ Ao que fueron usados en el
caso f = 1 fueron retenidos, es decir a = 25.9, a = 0, T = 10.198 y
Ao = 0.9 para mostrar el poder predicativo del modelo. Teniendo en cuenta
las hipétesis bastante groseras sobre los cuales fue basado nuestro modelo, el
resultado es bastante satisfactorio.

En la figura (6.7), comparamos la derivada temporal del campo escalar
con su par correspondiente del modelo microscépico. Finalmente, mostramos
en la figura (6.8), la densidad de energia de las fluctuaciones en ambos mod-
elos en el caso f = 2.

Concluimos que el modelo macroscépico es capaz de describir la evolucién
del campo escalar y de la densidad de energia de las fluctuaciones con la

precisién requerida para las aplicaciones cosmolégicas.
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Fig. 6.1: Densidad de energia como funciéon del tiempo en el caso ¢y = m.
La linea llena corresponde al modelo macroscopico y la linea punteada al

modelo microscopico.

La pequena diferencia proviene del error generado

por la estimacion de cuadrados minimos cuando calculamos la densidad de
energia de las fluctuaciones,p;, y la energia de interaccion , t%°B?
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Fig. 6.2: El campo escalar mostrado como funcién del tiempo en ambos mod-
elos. El grafico superior corresponde al modelo microscopico y el inferior al
modelo macroscopico. Los valores iniciales son ¢y = m y p = 0, el parametro
Ag = 0.9, el parametroa =0y a = 25.9.
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Fig. 6.3: Los campos escalares de la fig.(6.2) superpuestos. La linea llena
representa el caso macroscopico y la linea punteada la teoria microscépica.
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Fig. 6.4: Valor aproximado de la densidad de energia de las fluctuaciones.
La linea llena representa la teoria macroscopica dada por la ec. (6.27) y la
linea punteada la teoria microscopica dada por la ec. (6.29).
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Fig. 6.5: El campo escalar como funcién del tiempo en el caso ¢9 = 2m. El
grafico superior muestra el campo del modelo macroscépico y el inferior el
del caso microscopico. Todos los parametros tienen los mismos valores que
en el caso de la fig. (6.2) es decir Ag =0.9, a =0 ya =25
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Fig. 6.6: Lo mismo que en la fig.(6.5) pero mostrados juntos. La linea llena
es el caso macroscopico y la punteada es el caso microscopico.
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Fig. 6.7: Las mismas condiciones iniciales que en la fig.(6.5) pero la derivada
temporal del campo escalar es mostrada en funcion del tiempo. La linea llena
representa el caso macroscopico y la punteada el caso microscopico.
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Fig. 6.8: La densidad de energia de las fluctuaciones vista después de pasar
por un filtro pasa-bajo en el caso ¢y = 2m. y parametros como en el caso de
la fig. (6.5). La linea llena representa el caso macroscopico y la punteada el
caso microscopico.




Capitulo 7
Conclusion

Este trabajo de investigacion consta de dos partes. La primera de caracter
mas general, en la cual se desarrolla el formalismo y la segunda, donde se

busca un ejemplo relevante para aplicarlo.

En la primera parte se muestra que el campo escalar de Klein-Gordon
puede ser descripto en el marco de la teoria tipo divergencia. Ademaés se
puede también incluir sus fluctuaciones bajo el mismo formalismo. Las mis-
mas pueden ser vistas como un fluido con una ley constitutiva simple o se
puede tratar de simularlas de manera méas precisa para estar en acuerdo con
una descripciéon de un campo con autointeraccion no-lineal. Nos apartamos
del formalismo canénico de teoria tipo divergencia en el sentido que describi-
mos la parte disipativa del fluido total como proveniente de un potencial de
interaccién entre los constituyentes fundamental del fluido disipativo.

En la segunda parte, para poder verificar algunos aspectos predictivos
de la teoria consideramos un campo escalar en el marco de un desarrollo
en 1/N quedandonos con el orden mas bajo. También, consideramos so-
lamente fluctuaciones térmicas. Esto nos permitié afrontar algunos de los
problemas especificos de la implementacién de nuestro modelo sin demasi-
adas complicaciones. Por ejemplo, con el propagador completo (término de
vacio mas la contribucion de temperatura) , el valor de expectacion del ten-
sor de energia-momento se vuelve complejo y ademéas depende de la historia

previa del campo. Por lo tanto, complicara la teoria microscopica y hara
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mas complejas la relacién entre los dos formalismos. De todas formas, se
vio que el sistema microscopico guarda suficiente riqueza pues aparecen las
resonancias paramétricas. Trabajamos bajo la hipétesis de que la estructura
del tensor de energia-mormnento inicialmente aportaba informacion relevante
sobre su dependencia con la temperatura. Propusimos un viuculo entre la
teoria microscopica y la macroscopica que nos permitié encontrar un po-
tencial de interaccion. Usamos la segunda ley de la termodinamica para
proponer los términos de creacion de entropia. Tratamos de utilizar lo mas
posible la informacion en ¢ = 0 para determinar los pardmetros que tuvimos
que introducir. Finalmente, presentamos algunos resultados especificos pero
representativos que muestran que el formalismo es prometedor y cumple con
sus expectativas. Por la estructura del formalismo, seria directo trabajar en
una meétrica de Friedmann-Robertson-Walker v por lo tanto empezar a tra-
bajar en el contexto de un modelo inflacionario. Es usual en este contexto
simular el acoplamiento con los otros campos de materias via un termino
fenomenologico (|19]) v sc puede estudiar la creacion de particulas via am-
plificacion paramétricas.

Finalmente, esta linca de investigacion presenta un interés en si, a parte de
su posible aplicaciéon al periodo inflacionario. Desarrollamos un formalismo
de fluido, usando teoria tipo divergencia para un sistema intrinsecamente
relativistas. Hay poca aplicaciones de teoria tipo divergencia a un sistemna
fisico ([75]). El formalismo se podria extender a otra linca de investigacion
donde una version fenomenologica seria 1til para simular un campo fuera del
equilibrio.

Quedan muchas cosas por hacer. Habria que incluir las fluctuaciones
cudnticas, cstudiar un modclo microscopico mas interesante vendo a un or-
den mas en el desarrollo 1/N, trabajar en una métrica no-trivial y no-fija
e incluir las ecuaciones de Einstein y estudiar un caso inhomogeneco para
el campo medio. Con un modelo microscopico mas complejo v su equiva-
lente macroscopico, seria muy interesante comparar los resultados de estas
simulaciones con los obtenidos usando los obtenidos usando el programa Lat-
ticcEasy (|76]). Este iltimo, resuelve las ecuaciones exactas pero clasicas para

los campos (bajo la argumentacion que los efectos cuanticos son exponencial-
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mente pequeifios cuando recalentamiento empieza los nimeros de ocupacién
siendo muy grandes) durante inflacién. Seria entonces posible comparar de
manera realmente precisa la robustez y exactitud del formalismo.






apéndice A

Calculo de los valores de
expectacion

del tensor de energia momento

Empezamos con

2 4T
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que nos lleva a
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con la prima denotando derivacién respecto de z’ y donde

3
Gr(w. ) = koT; [ Gomssgmargy exp [+ (7= 2] WOUL(¢) + Ui (ULt

(A.6)

con el limite i — 0 va hecho. Vamos a considerar primero el caso y =

v = 0. Tenemos

- 3 (004800 Grle ey = (AD
(1aza¢+la“,.ai) Grlz,2)l,_, = (A.8)

d3k 1 Ti120rs 2 £
6sTs [ Gray LD + 1007 (A9)

Por lo tanto

kBT/(zﬂ ,2w {lUk @ + [1F12 + K] |Uk(t)|2} (A.10)

En el caso y = v = ¢ tenemos

1

%0 - 5 7 (=010, + 80;) Gr(z, 7)oy = (A11)
3
(évia" + %353‘ - %Za;aj) Gr(z,2'),., = (A.12)
j=1
__dak _1 2 012 2 - 2 _
kaTy | (2)? 22(0) {(2’% ~ |K?) Uk(0) +|Uk(t)|} = (A13)
&k 1 J 2 17 2
kBTf/(27l_)3 2&)2(0) {|Uk(t)| - §|k| IUk(t)I } (A14)

Entonces

T} = k,,T,/ (% 3 570) {|Uk(t F - (K+ %|;;?|2) |Uk(t)|'2} (A.15)
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El tensor de energia-momento clasico de un campo escalar esta dado por

w2 05
© V=900,
con
1 . 2
8= [|-touorsors + X - lxgs - Tkl /=gt
2 22 2

donde factorizamos un factor N. Obtenemos
1
Te = n™n™0b0pp — 50 0,40°¢

2
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2\ A
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que conduce a

1 d3k 1 2
< TOO > = 2p +kBT/ 2(0) {|Uk(t)|

[1k|2 + K| |Uk(t 21
9 1 N2 m
¢ K - ﬁ (K - m ) + —
; 1 @Bk 1 2
<T"> = 2p + kg f/ 35u-),¢(_0){|Uk(t)|
- (K + —|k|2) ALY

——¢2K+ % (K - m"’)2 -

usando

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)
(A.23)

(A.24)
(A.25)
(A.26)

(A.27)

(A.28)



132

4
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llevindonos inmediatamente a la repuesta final
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