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Resumen

Investigamos teorías tipo divergencia describiendo la interacción disipa­

tiva entre un campo y un fluido. Buscamos teorías que, bajo condiciones

de equilibrio, se reducen a la teoría de un campo escalar de Klein-Gordon

y un fluido perfecto. Mostramos que los requerimientos de causalidad y de

producción positiva de la entropía imponen restricciones no triviales a la es­

tructura del término de interacción. Estas teorías proveen una base para

el estudio fenomenológico del periodo de recalentamiento. Presentamos un

modelo macroscópico del decaimiento de un campo clásico escalar en fluc­

tuaciones estadísticas a través del proceso de amplificación paramétrica. Re­

solvemos el modelo de teoría de campos (en adelante " microscópico ") al

primer orden en una expansión de N grande, y mostramos que el modelo

macroscópico da resultados satisfactorios para la evolución del campo medio,

de su momento conjugado y del tensor de energía momento durante varias

oscilaciones. El modelo macroscópico es substancialmente más simple que

el modelo microscópico y puede ser generalizado para incluir fluctuaciones

cuánticas. Aunque asumimos una situación homogénea, el modelo es total­

mente covariante y puede ser aplicado a casos inhomogéneos también. Estos

rasgos hacen de este modelo una herramienta útil para explorar la física del

precalentamiento.

palabras clave:
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Dissipative Relativistz'c Fluid and Cosmology

Abstract

We investigate divergence-type theories describing the disipative interac­

tion betwen a field and a fiuid. We look for theories which, under equilib­

rium conditions, reduce to the theory of a Klein-Gordon scalar field and a

perfect fiuid. We show that the requirements of causality and positivity of

entropy production put non-trivial constraints to the structure of the inter­

action terms. These theories provide a basis for the phenomenological study

of the reheating period. We present a macroscopic model of the decay of a

coherent classical scalar field into statistical fiuctuations through the process

of parametric amplification. We solve the field theory (henceforth, "micro­

scopíc") model to leading order in a Large N expansion, and show that the

macroscopic model gives satisfactory results for the evolution of the field,

its conjugated momentum and the energy momentum tensor of the fluctua­

tions over many oscillations. The macroscopic model is substantially simpler

than the microscopic one, and can be easily generalized to include quan­

tum fiuctuations. Although we assume here an homogeneous situation, the

model is fully covariant, and can be applied in inhomogeneous cases as well.

These features make this model a promising tool in exploring the physics of

preheating.

keywords:

Relativistic Dissipative Fluid - Divergence Type Theory - Cosmology ­
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Capítulo 1

Introducción

En física los sistemas de interés son frecuentemente muy complejos. Afortu­

nadamente, muy a menudo, no todos los grados de libertad del sistema son de

igual interés para el estudio científico. Un buen ejemplo de esto es un fluido,

donde el sistema físico, a pesar de estar constituido por un gran número de

partículas, puede ser descripto con mucha precisión como un campo continuo

de velocidad que responde a ecuaciones en derivadas parciales relativamente

simples, las ecuaciones de Navier-Stokes. El Universo temprano, particu­

larmente la fase que sigue a la época inflacionaria, consiste también en un

sistema complejo donde el análisis desde primeros principios es muy compli­

cado. No obstante, muchas de las informaciones relevantes están contenidas

en el campo medio del inflatón. Una descripción macroscópica de este sistema

sería por lo tanto deseable.

En esta tesis investigamos las teorías tipo divergencia que describen la in­

teracción disipatíva entre un campo y un fluido. Buscamos teorías que, bajo

condiciones de equilibrio, se reducen a la teoría de un campo escalar de Klein­

Gordon y un fluido perfecto. Mostramos que los requerimientos de causalidad

y de producción positiva de la entropía imponen restricciones no triviales a la

estructura del término de interacción. Presentamos un modelo macroscópico

del decaimiento de un campo clásico escalar en fluctuaciones estadísticas a

través del proceso de amplificación paramétrica. Resolvemos el modelo de

teoría de campos (en adelante "microscópico") al primer orden en una ex­
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pansión de N grande, _vmostramos que el modelo macroscópico (la resultados

satisfactorios para la evolución del campo medio, de su momento conjuga­

do y del tensor de energía-momento durante varias oscilaciones. El modelo

macroscópico es substancialmente más simple que el modelo microscópico y

puede ser generalizado para incluir fluctuaciones cuánticas. Aunque asumi­

mos una situación homogénea, el modelo es totalmente covariante y puede ser

aplicado a casos inliomogeneos también. Estos rasgos hacen de este modelo

una herramienta útil para explorar la física del precalentamiento.

Los fluidos reales (es decir disipativos) son (lescriptos por un sistema de

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales muy conocido por los físicos _v

los ingenieros: las ecuaciones de Navier-Stokes. Estas ecuaciones tienen un

rango de aplicación muy variado y son muy exitosas. Como estan basadas en

la. mecánica Newtoniana es natural tratar de obtener una generalización de

acuerdo con la relatividad especial. Como discutiremos en el primer capitulo,

Eckart y Landauy Lifshitz propusieronteoríasrelativistassencillas
y atractivas que eran extensiones naturales de la no-relativista. Hiscock y

Lindblom estudiaron todas las teorías de primer orden que tienen como
caso particular a las de Eckart _vLandau y Lifsliitz. Es decir, estudiaron

un conjunto de teorías donde la corriente (le entropía S“ no contiene tér­

minos más altos que primer orden en desviaciones del equilibrio. Probaron

que estas propuestas no son aceptables porque no conducen a ecuaciones de

evolución causal y no admiten estados de equilibrio físicamente aceptables.

Cabe señalar que Eckart, siguiendolos trabajos (le Onsager que marcan
el nacimientode la termodinámicafueradel equilibrio asumeque
los estados de Ilo-equilibrio son descriptos usando solamente las variables

tm'modinamicas de equilibrio local. Desde el punto (le visto más general (le

la termodinámica fuera del equilibrio, hay otro camino que conceptualmente

empieza con los trabajos de Coleman. Truesdell y Noll (|15|,I16],|l7|) con

el desarrollo de la termodinámica racional que fue seguida por las teorías
de termodinámica irreversible extendida. En la termodinámica racional se

consideran la temperatura y la entropía como conceptos primitivos y apare­

cen efectos (le histeresis: el comportamiento de un sistema depende de su

historia. Varias hipótesis fundamentales permiten llegar a ecuaciones con­



Introducción 13

stitutivas. El enfoque es radicalmente distinto que en la visión tradicional

y si bien su éxito fue limitado, permitió una visión critica de los fenómenos

fuera del equilibrio. En el casos de las teorías de termodinámica extendidas,

se aumentan las variables termodinámicas usando los flujos disipativos como

variables fundamentales. La entropía sigue teniendo un papel fundamental

y se trata de llegar a leyes constitutivas que permitan describir mejor al­

gunos fenómenos que son difíciles de explicar en el contexto de las teorías de

termodinámica fuera del equilibrio más convencionales.

Un ejemplo de las ideas de la termodinámica extendida en el contexto de

los fluidos relativistas son las teorías de segundo orden de Israel y Stewart

([7],[8]). Son una extensión natural de las teoría de primer orden donde se

incluyen términos de segundo orden para la corriente de entropía fuera el

equilibrio. Como veremos, en este caso uno obtiene ecuaciones diferenciales

como ecuaciones constitutivas de manera que los flujos no son determinados

únicamente por los valores de las variables termodinámicas de equilibrio. Así,

ya en 1979 Belinski y col. ([13]), estudiando la disipación de anisotropía en

espacios anisotrópicos de tipo Bianchi 1, probaron que la teoría de fluidos

basada en el formalismo de Israel y Stewart conducía a resultados cualitati­

vamente distintos que la teoría de Eckart. Estos resultados fueron ampliados

usando teorías más generales por Pavón ([14]) y otros. Sin embargo, las

ecuaciones son muy complicadas y es difícil asegurar de manera rigurosa que

la teoría está realmente exenta de los problemas que quiso prevenir, es de­

cir propagación acausal y inestabilidad. Otros autores ([9],[10])obtuvieron
clases de teorías relativistas de fluidos cada vez más grandes con caracterís­

ticas aceptables, entre otros la teoría de divergencia nula. Estas últimas son

particularmente atractivas desde el punto de vista matemático en el sentido

que se pueden formular como teorías hiperbólicas simétricas que son bien

conocidas en física-matemática y que permiten verificar rigurosamente que

no sufren los problemas de las teorías de Eckart y Landau y Lifshitz. Geroch

y Lindblom ([11],[12])después argumentaron que las teorías hiperbólicas de

fluidos son capaces de reproducir los resultados fenomenológicos de las teorías

parabólicas de Eckart y Landau, dando lugar a nuevos comportamientos en

regímenes extremos.
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Finalmente el mismo Geroch tuvo dudas sobre la existencia misma de una

teoría hiperbólica de fluidos relativista. .-\rgumentó de manera convincente

que cualquier teoría de fluidos de tipo hiperbólico que trate de emular las

ecuaciones (le Navier-Stokes perderá su sentido físico antes (le poder llegar a

un régimenen loscualessería útil En nuestroscasosescapamosa este
problema pues el "fluido" que simulamos proviene de una ecuación relativista

de entrada y ademas como campo clasico, no tiene una escala mínima debajo

de la cual toma un aspecto molecular.

Las teorías de termodinámica extendida y las teorías causales de flui­

dos tienen otras aplicaciones posibles ([20]) ademas de las cosmológicas que

citamos anteriormente (ver también por ejemplo [19]): pico precursor en es­

tallido (burst) astrofísicos de rayos X (|21|), relajación termica en colapsos

gravitatorios (|22|). Sin embargo, si consideramos el campo mas espmrializa­

do de las teorías (le fluido relativistas, una de los campos más pl'Oll‘llSOl‘lOS

de aplicación es el universo temprano donde la relación dinámica entre los

grados (le libertad gravitacional y de materia, el carácter fuera de equilibrio,

la temperatura. elevada y la preponderancia de algunos grados de libertad

por encima de los demás indican que un tratamiento de este índole puede ser

muy fructífero.

Las hipótesis de homogeneidad y isotropía para el universo parecen es­

tar de acuerdo con la estructura del universo a muy grandes escalas (>N 100

Mpc). Esto permite restringir la métrica a la forma de Friedmann-Robertson­

Walkcr. No obstante, es muy difícil hacer encajar la generación de estructuras

(que generaron despues los grupos (clusters) de galaxias) dentro de este mar­

co. Otros problemas conceptuales del modelo incitaron a Alan Gnth (|23|) a
proponer una solución vía una fase inflacionaria en la cual el factor de escala

del universo tendría un crecimiento exponencial. El mecanismo era una tran­

sición de primer orden de la materia que se suponía era dominante en esta

epoca. Durante la fase se supermifriamiento la densidad de energía tenía un

termino constante extral que dominaba en la ecuación de Friedmann y que

era responsable por la inflación.

Sin embargo la propuesta de Guth sufría de varios problemas, el mas

ldebido a la densidad de energía del falso vacio de la fase metaestable
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grave siendo la dificultad para terminar naturalmente el periodo inflacionario.

Pocos meses después, Linde ([24]) por un lado y Albrecht y Steinhardt ([25])

por otro presentaron una nueva versión de inflación que no sufría de los

problemas de la versión de Guth y que era más simple de implementar.

Aunque Linde trabaja con un potencial efectivo proveniente de una ruptura

de (super)simetría, cualquier otro potencial efectivo que tiene la característica

adecuada, funciona. En este escenario, el valor medio de un campo escalar

lentamente se desplaza desde el vacío falso hacia un verdadero vacío sobre

un potencial muy chato cerca de su posición inicial. Durante este periodo,

< 45>z cte y tenemos inflación. Subsecuentemente el campo cae en un pozo

centrado en el verdadero vacío y el campo oscila allí. Acoplamiento con las

otras partículas implica que hay una formación de partículas que se van a

termalizar luego provocando un recalentamiento del universo que caerá en

una fase de expansión dominado por la radiación.

Inflación representa una modificación muy atractiva del modelo estándar

en cosmología. Permite resolver de una sola vez varios problemas concep­

tuales (problemas de condición iniciales, problema de la lisura (flatness),

problema de los monopolos, problema del horizonte). No obstante el ras­

go más interesante, de la teoría inflacionaria es la posibilidad de explicar la

creación del contenido de materia (y de la entropía) del universo y la subse­

cuente generación de estructuras.

Durante las épocas de pre y recalentamiento ([26]), los grados de libertad
efectivos del inflatón decaen en fluctuaciones cuánticas y estadísticas de los

campos de materia y gravitaciona]. Ahora se cree que el principal mecanismo

por lo cual se produce tal decaimiento es vía amplificación paramétrica de
las oscilaciones del inflaton.

Una descripción detallada de este fenómeno requiere un conocimiento de

la teoría cuántica de campos bajo amplificación paramétrica ([28]), en un

fondo curvo y incluyendo los efectos de retroacción de la geometría ([29]).

Aunque hubo progresos substanciales en los últimos años ([30], [31], [32],

[33], [34], [35]) hay muchas cuestiones que quedan inconclusas, tal como la

relevancia de los efectos no lineales ([36]) y la generación de perturbaciones

más grandes que la longitud de Hubble ([37]).
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Progresos adicionales son impedidos por varias razones, de las cuales la

más importante es tal vez el no conocer la teoría microscópica correcta de

inflación. Para esta razón, es necesario considerar un número elevado de

escenarios distintos que es de esperar darán resultados divergentes para un

fenómeno tan complejo como lo es el recalentamiento.

Sin embargo, esta variabilidad esta limitada por dos factores. Primero,

para los propósitos de la cosmología no necesitamos realmente una descrip­

ción detallada del proceso microscópico. Típicamente, lo que se necesita

saber es la evolución media del inflatón a larga escala, la temperatura final

del campo de radiación que domina el calor específico del universo después

de inflación y un conocimiento de las escalas temporales involucradas. Es

plausibles que modelos diferentes puedan estar de acuerdo con observables

de granulado grueso (coarse-grained observables), pero estar en desacuerdo
en escalas más chicas.

Segundo, aunque diversos, los modelos a considerar no son arbitrarios.

Deben ser consistentes con principios fundamentales tal como la causalidad

y la segunda ley de la termodinámica. Sabemos de las teorías relativistas

de campos que estos principios generales bastan para poner restricciones no

triviales sobre el comportamiento macroscópico ([38],[3]).

Estas observaciones sugieren que puede ser posible investigar los rasgos

que son independientes del modelo o al menos robustos frente a variaciones

en el modelo, de pre y recalentamiento reemplazando el modelo microscópico

completo por un más simple macroscópico que tiene las mismas restricciones.

El modelo macroscopico debe ser consistente con causalidad y la segunda

ley, totalmente covariante, respetando las mismas leyes de conservación que

el modelo microscópico y reproducir su comportamiento de equilibrio. Al

mismo tiempo, el modelo macroscópico debe ser un modelo liidrodinámico

consistente por sí solo ([39]). Como veremos luego, estos requerimientos

esencialmente definen el modelo macroscopico. Los grados de libertad que

quedan son los parámetros de la teoría que deben ser encontrados usando

experimentos numéricos.

Una confirmación indirecta de la posibilidad de este punto de vista es

el exito de un modelo simple de fluidos en reproducir algunos rasgos del
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recalentamiento ([40]). Debe enfatizarse la necesidad de pedir una formu­

lación covariante pues asumir un fondo de Friedmann-Robertson-Walker o

perturbaciones de orden bajo, es inadecuado para analizar la evolución de

las fluctuaciones más grandes que la longitud de Hubble.

En esta tesis doctoral se describe cómo se pueden utilizar las teorías tipo

divergencia para describir un campo de Klein-Gordon y sus fluctuaciones.

Después de desarrollar el formalismo general en el capítulo 3, se mostrará

una aplicación específica en los capítulos siguientes. El capítulo 4 desarrolla

la teoría microscópica de interés. Una atención especial se dará en cómo rela­

cionar los elementos de la teoría microscópica y los de la teoría macroscópica

en el capítulo 5 para terminar con una presentación de los resultados en el

capítulos 6. Un corto apéndice termina el trabajo.



18



Capítulo 2

Fluidos relativistas

Este capítulo además de fijar notación y formalismo, se puede ver como

una sucinta introducción a los fluidos relativistas, escrito para motivar el

formalismo que elegimos para trabajar en los capítulos posteriores. Aunque

breve, aspira a ser autocontenido. Comienza formulando la termodinámica

en un lenguaje covariante y algunas identidades básicas son probadas. Los

fluidos perfectos son definidos y un formalismo covariante que permite una

separación espacio-temporal es presentado. Los fluidos disipativos siguen y

los formalismos de Eckart y de Landau y Lifshitz son desarrollados con algún

detalle. Una breve generalización a teoría de primer orden es expuesta y se

discuta brevemente la propuesta de Israel y Stewart. Una breve discusión

sigue, que prepara el terreno por la formulación de la teoría tipo divergencia.

2.1 Termodinámica y condiciones de equilibrio

Empezaremos con un breve resumen de hidrodinámica relativista. Las ref­

erencias básicas son ([2],[57],|58],[70]). Las relaciones básicas de la termod­

inámica están codificadas en la ecuación de Euler, que define la entropía:

_1
S T (U +pV—uN) (2.1)

y la primera ley

dU = TdS —pdV + pdN (2.2)
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que representa la conservación de la energía. Tomando el diferencial de

(2.1) y substrayendo (2.2) obtenemos la relación de Gibbs-Duhem

Vdp = SdT + Ndu

o dividiendo por V ambos miembros

dp=sdT+ndu

que nos permite deducir

_S_1 _ p _N 8p
S=v’T(p+p p")_a:r# n‘v auT

Es conveniente introducir la afinidad

a E p/T

Si se adoptan como variables independientes T y a, usando:

a _@ a ¿Lu
ÜTO 8T“ ÜpTÜTa

seobtiene
_p _l _ _M
8T0—T(p+p aTn)+na— T

É = @ =Tn
3017. ¿MT

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.7)

Es útil derivar una fórmula más antes de seguir. Multiplicando ambos

lados de (2.1) por T/V para obtener

Ts=p+p—;m

donde introducimos p = U/V, la densidad de energía. Tomando el diferencial
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de ambos lados y usando (2.4) obtenemos

Tds = dp —udn (2.8)

Vamos a introducir ahora la noción de entropía por partícula

a = S/N = s/n (2.9)

Entonces, de (2.1), obtenemos

u = u —T0 (2.10)n

Usar (2.9) y (2.10) en (2.8) conduce, después de reagrupar a

p 1

Tda=d(—) +p(-) (2.11)n n

Para obtener un formalismo covariante, adoptamos la regla siguiente:

1.

C»)

Cantidades intensivas (T, p, u) serán de carácter escalar y representarán

el valor de la cantidad en un evento dado medido por un observador al

reposo respecto del fluido.

. Cantidades extensivas (S.V,N) estarán asociadas a corriente vectorial

S“, p“ y N“ de la siguiente manera: Sea X a la corriente de interés y

dado un elemento dEa = nadZ de una hipersuperficie espacial entonces

—X“dEa representa la cantidad X dentro del volumen dE medido por
un observador con velocidad n“. Si además la cantidad X es conservada

entonces X fa = O.

. Energía y cantidad de momento son combinados dentro de una sola

cantidad extensiva: el tensor de energía-momento Tab. La corriente de

energía es

U“ = —T°"u,,. (2.12)

Si dividimos ambos miembros de ec.(2.1) por V/T y multiplicamos por u“
obtenemos
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TS“ = U“ + pu“ —,uN“ (2.13)

es decir, usando ec.(2.12) :

TS“ = —T°"u,,+ pu“ —uN“ (2.14)

que se puede reescribir también:

S“ = x“ —mir“ —aN“ (2.15)

donde usamos la ec. (2.5), y introducimos el potencial termodinámico

X" = PB" (2-16)

y la inversa de la temperatura

B“ = ua/T. (2.17)

Después de obtener la versión covariante de Euler (ec. (2.15)) podemos

también obtener la forma covariante de la primera ley. Tomando el diferencial

de ambos lados de la ec. (2.14) obtenemos

TdS“ + SadT = -d (Tabub) + pdu" + uadp —udN“ —Nau (2.18)

Dividiendo la ec. (2.3) por V y multiplicando por u“ obtenemos la forma
covariante de Gibbs-Duhem

SadT = uadp —Nada (2.19)

Remplazando la ec. (2.19) en la anterior obtenemos

TdS" = —d(T“"ub) + pdu“ —udN“ (2.20)

Podemos también tomar el diferencial de ambos lados de la ec. (2.15) =<
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usando la primera ley (2.20) obtenemos

dx“ = Tabdfib+ Nada

por lo tanto a aX0 a Xd a

agb = T b aa = N (2.21)

Una consecuencia importante de las ecs. (2.21) está relacionado con la

creación de entropía. Tomando la divergencia de la ec. (2.15) obtenemos

5‘; = x‘ïa —fime“ —[Había —a,aN“ —aNfa

Ahora a a a a
X Bbul+ X a,a3a

axfa-n,
Usando las ecs. (2.21) y el resultado anterior obtenemos

S?“ = —fibT“b;a ——aN‘; (2.22)

que nos dice que la producción de entropía desaparece al equilibrio si las leyes
de conservaciónl son válidas.

2.2 Fluidos perfectos

Un concepto muy útil y importante es el de fluido perfecto. En Minkows­

ki, un fluido es perfecto cuando un observador al reposo con él lo ve como

isotrópico. Más específicamente, las componentes mixtas se anulan y las

puramente espaciales son isótropas. En este sistema de referencia tenemos

pues

TW = pó’w (2.24)

lTab”, = o; N?“ = o
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T”° = T0” =0 (2.25)

para encontrar la forma covariante podemos hacer la transformación genéri­

ca o podemos utilizar un poco de ingenio. Por ejemplo, podemos hacer una

transformación de Lorentz según el eje x (considerando solamente el sector

(ct,:c) por el momento

T’ = ATA‘

=(; Mr; :)(;:, 1”)

queda

T: 72(p+pv2) -72(p+p)v
-72(p+p)v 72(p02+p)

Ahora

2 2
2 2 _ PU P (P‘Plv

70°” +10) _ 1-v2+1—v2+ 1-222
2= ML+

1-1)2

Volviendo a las cuatro dimensiones obtenemos

72(p+pv2) 72(p+p)v 0 0

T: 72(p+p)v ’íïfizïup 0 0
0 0 p 0

0 0 0 p

Ahora, reemplazando v = vJEobtenemos

72 (p + zw?) -72 (p + p) v1

-72(p+p)v: +pá”
0 0

0 0

T’=

O'BOO
"GOOD
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de manera que una rotación espacial debería conducirnos a

I/ U
T” = P5”+(P+P)Ñ

pT”°= —

Too _ (P+Pv2)
1-122

que no es difícil reescribir ahora de manera covariante ( pues u = A (1, 0) =

MLB) )
Tab = pr)“ + (p + p) uaub (2.26)

con u“ la cuadrivelocidad del fluido. En presencia de gravedad escribiríamos

Tab = pg“ + (p + p)u“u" (2.27)

Nótese que p y p están definidos, por definición, como los valores en el sistema

al reposo. Por lo tanto, siguiendo nuestra regla, son escalares. Finalmente

notaremos la forma equivalente

Tab = pgab+puaua+puaua
puaub + phab (2.29)

donde introducimos el proyector en la hipersuperficie espacial

han,= g‘f,+ uaub (2.30)

que cumple

habub = o (2.31)

Además de energía y momento, un fluido habitualmente transporta al

menos una cantidad conservada tal que la carga, el numero de átomos o más

generalmente el número de bariones menos el número de antibariones. No

obstante, es importante notar que en fluido ultra-relativista no hay obligato­

riamente una cantidad macroscópica correspondiente al número de partículas

que sea conservada. Para simplificar, considerar una sola cantidad conservada
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que sera referida como el número de partículas n. En un sistema comoviente,
tendremos

N " = 0

y una transformación de Lorentz no llevara a la forma covariante

N“ = nu“ (2.32)

Fijen se que si consideramos cualquier fluido en equilibrio, también sera

isotrópico visto desde un observador al reposo con respecto al fluido (no

podemos pedir además homogeneidad pues la presencia de la métrica implica

que la densidad y la presión pueden cambiar con la posición) de manera

que también su tensor de energía-momento puede tomar la forma (2.27). La

diferencia con un fluido perfecto consiste en que, en el caso del fluido perfecto,

su tensor de energía-momento siempre se puede escribir en la forma (2.27),

incluso fuera del equilibrio. Además en el equilibrio, todas las corrientes
vectoriales serán colineales con la velocidad del fluido.

Una consecuencia de la ec. (2.27) es que podemos obtener una manera

más compacta de escribir la primera ley. La ec. (2.20) dice

TdS“ = —d(Tabub) + pdu“ —WIN“ (2.33)

= —u,,dT"" —Tabdub + pdu“ —,LdN" (2.34)

= —u,,dT“" —pgabdub + (p + p)u“ub(1ub + pdu“ —¡LdNa (2.35)

= —u¡,(lT"° —ndN“ (2.36)

es decir

dS“ = —’ïde‘fl’ —(rdN“ (2.37)

Consideramos ahora desviaciones de primer orden del equilibrio. Tenemos

((lS“):a = (-Bde“b—adN“) :a
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—fib:adT°" —fit (dT“°)_a —a,adN“ —a (dNa)

—5,,de°" —md (Tab —a_adN“ —ad (N11)

www“ —afirma

:0.

Por otro lado, la producción de entropía debe ser estacionaria al equi­

librio. Es decir, la variación a primer orden deben ser nula para cualquier

desviaciones dTa" y dN“. Por lo tanto, (dS“)¡a = 0 implica que

flan” = 0 (2.38)

aa || o
A

E" OO (o
V

donde los paréntesis denotan simetrización. Solamente se requiere que

la parte simétrica del tensor BM,sea nula pues está contraído con un tensor

simétrico Tab. Entonces, en el equilibrio, la afinidad a debe ser constante y

el vector de temperatura inversa fia debe ser Killing. Existe pues un sistema

de coordenadas en el cual las componentes del vector B“ son independientes

de al menos una de estas coordenadas. Entonces vemos que en relatividad

general, no cualquier métrica puede soportar un estado de equilibrio.

2.2.1 Ecuaciones de conservación y sus consecuencias

El fluido perfecto debe obedecer las leyes de conservación

Tab I =,a

N; =
(2.40)

(2.41)

Empezamos contrayendo (2.40) con ub y usando ubu'za= 0 obtenemos

ub [pgab + (p + p)u“ub] m uapfi —[(p + p) ua];a (2.42)

= —p,au“ — (p + p) u‘ia (2-43)

Por otro lado, desarrollando (2.41) tenemos



28

nflu“ + nu‘za = 0 (2.44)

Obteniendo ua“. de (2.44) y reemplazando en (2.43) teniendo en cuenta

(2.40) se tiene

1

0 = ——p,au“+ (p + p) Enyau“
1

= -p,au“ - n (p+ p) (-) u“71 ,n

z _,,.ua[<5>,a+p<¿>.l
= —nu“Ta,a

Por consiguiente,

da 80 _, -—

E=0=>E+(v-V)a=0 (2.45)

es decir, la entropía por partícula es constante a lo largo de una trayectoria

del elemento de fluido para un fluido perfecto. Fijense que probamos que

ub [pg“b+ (p + p)u“u"].a = —Tnu“0_(l (2.46)

= —T(nu“0)¡a + Ta (nu“);a (2.47)

= —T (u“s)¡a (2.48)

donde usamos (2.41), (2.32) independientemente de (2.40).

2.3 Formalismo covariante

Un fluido es modelado usando un campo continuo de cuadrivelocidad u“ es

decir vector temporal unitario uau,l = —1representando un conjunto de ob­

servadores cornovientes. En la teoría no relativista, el equivalente físico sería

el campo de velocidad espacial que representa la velocidad de los elementos

infinitesimales del fluido respecto del laboratorio. Para un fluido ideal, es­
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ta analogía es correcta y uno puede definir de manera unívoca u“ como la

cuadrivelocidad que representa la corriente de partícula

con n el número de partículas por unidad de volumen. Lamentablemente

esto no será posible en el caso de fluido real (disipativo). Más precisamente,

no existirá un único campo de velocidad u“. Hay dos elecciones que probaron

ser útiles, la de Eckart y la de Landau-Lifshitz que presentaremos oportuna­
mente.

Podemos utilizar el campo vectorial u“ para definir una descomposición

3 + 1 del espacio-tiempo definiendo el proyector (2.30). Bajándole un índice

usando la métrica, obtenemos la métrica de la hipersuperficie espacial 2

hab= gachcb= gab+ uaub

Las identidades siguientes siguen inmediatamente

habub = 0 (2.50)

hacth = hab (2-51)

h‘; = 3 (2.52)

habqb = qa si qau“=0 (2-53)

Una consecuencia inmediata es que si uno define q“ = habl/bpara cualquier

V" entonces qbub= habvbua = 0. La derivada covariante en la hipersuperficie

espacial D es simplemente la proyección de la derivada covariante espacio­

temporal V, por ejemplo

DaTeI = hebhjhadVdTbc (2.54)

como se prueba fácilmente pues es obviamente una derivada y es compatible

con la métrica hab

Dath = 110%;ththe ,
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hadhbehchdueuf

= had[(hcfuf) llbeVdue+ (hbcue)hchduf] = 0

Como hay una única derivada (simétrica)compatible con la métrica en­

tonces D es la derivada covariante en la hipersuperficie.

Cualquier vector espacio-temporal V“ puede ser descompuesto en su parte

longitudinal (temporal) y transversal (espacial) con respecto de u“:

V“ = Au“ + B“

donde A = —uaV“y B“ = ¡Lil/b que implica que B“ua = 0. Esta descom­

posición se extiende naturalmente a rangos más grandes. Por ejemplo, para

un tensor de rango 2

Vab= Auaub+ Baub+Cbua+Fab

con A = Vabuaub, B“ = —h‘;,VbCuc,C“ = —h“bV°"uc y Fa" = ¡lachdeCd.

Como consecuencia Baua = Caua = Fabua = F“bub = 0. Coloquialmente,

hicimos una descomposición en parte temporal y espacial para cada índice.

Es conveniente proseguir en la descomposición de F “ben psu arte simétrica

y antisimétrica
Fab = F(ab) + F[ab]

donde

F(ab) (Fab + Fba)

Flab] (Fab _ Fba.)
MIHMIv-I

Se puede ir más allá aún y escribir la parte simétrica como la suma de

una parte sin traza y de la traza. La traza F se obtiene de la manera usual

F F; = habF(“°’= IMF“ (2.55)

Izablzachde‘d (2.56)
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= habva" = V (2.57)

(nótese que la traza de F y V son iguales) y por lo tanto

F(ab) = áFhab + F<ab>

con F Q") la resta entre la parte simétrica de F “by la traza

F<ab> = á (¡luchadvcd+ hbchadvcd) _ áFhab

= hachbdv(cd)_ áhcdvcdhab

= hachbd(VW) —¿hdi/s’hi“)

Esta última línea motiva la siguiente definición: La parte espacial, simétri­

ca y sin traza de un tensor cualquiera de orden dos Va" es

1

v<°b> E hac/¡bd(VW) —5hdi/Mm") (2.58)

La parte antisimétrica también se puede escribir como

Flabl = ¿(hzhbdvchhbchadvcfl (2.59)

= áhzhbdwcd-vdc) (2.60)
= h“chde[°d] (2.61)

Todo junto obtenemos

1

v“ = Auaub+ Bau" + Chu“ + ¿hcdvc‘ihab+ v<ab> + ¡zz/zi,le (2.62)

Podemos aplicar esta fórmula al caso particular Val,= umbpara definir
unas cantidades de interés en Cinemática de fluidos. En este caso Ca = A = O

y Ba = —ua;bu"= —úa pues uaumb = 0 como consecuencia de uaua = —1

y donde el punto significa la derivada (total) temporal respecto del tiempo
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propio. Por lo tanto

_ - 1 cd h
ua;b — _uaub + 39 uqd ab + u<a;b> + u[a;b]

o también

umb= —úaub+ Hhab+ Cab+ (dub

donde introdujimos las cantidades siguientes

1

H E = ¿Dana (2.64)

Cab E u<a;b> = D<bua> (2-65)

wal,= hachbdukfi]= leua] (2.66)

La segunda igualdad el la ec. (2.64) viene de

Daua = “bhcaVbuc

= hab(9°.; + U°ua) VbuC

= (9%+ u“ub) gíVbuc

= gÉVbua+ uaubeua

= Vaua

con cálculos similares para las otras dos. Para interpretar físicamente estas

cantidades, vamos al sistema comoviente donde u“ = (1,6). Hay que tener

en cuenta que en este sistema de referencia, la velocidad 17es nula pero no

así sus derivadas. Tenemos pues
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y H es pues la generalización del factor de expansión y wal,la vorticidad

(vorticity). 0M,representa la generalización de la cizalladura (shear). Si uno

se imagina una pequeña esfera de fluido definido en el sistema comoviente

entonces un momento después sufrirá los cambios siguientes:

o por causa de H, su volumen cambia pero guarda su forma esférica

o por causa de w, su volumen y forma no cambian pero gira alrededor de
. . , " _. Ii

la d1recc10n (V x v)

o por casa de a, su volumen no cambia pero su forma cambia de una

manera definida por los autovectores (los ejes principales) de aah.

Como ejemplo, veamos cómo podemos escribir las ecuaciones de conservación

para un fluido perfecto. Tenemos

Tïá’ = m9“ + (p + ph, u“u" (2.67)

+ (p + p) u‘Ébub+ (p + p) u"u";b (2-68)

mg“ + (/7+ zi)u“ + (p + p) ú“ + 3H (p + p) u“ (2.69)

Donde usamos (2.64) para obtener la última igualdad. Si contrajimos con
u“ obtenemos

O = ,ó+ 3H (p + p) (2.70)

b
pues úaua = u‘lbuua = 0 y si multiplicamos (2.69) por un vector cualquiera

q“ tal que uaq“ = 0 entonces

o || ptq" + (p + p) úbq"

[p.b+ (p + p) úbl q”

implicando que

p.b+ (p+p)úb = 0 (2.71)
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2.4 Fluidos reales

Estamos interesados en describir ahora fluidos que no son ideales pero va­

mos a suponer que no se apartan mucho de los fluidos ideales, es decir, sus

propiedades están "cerca" de las de un fluido ideal. Lo que caracteriza un

fluido real es que el movimiento relativo de los elementos infinitesimales gen­

era calor vía fricción, lo que a su vez genera una creación de entropía. Por lo

tanto hay una transferencia de calor entre los elementos infinitesimales del

fluido. Esta transferencia de energía que esta relacionada con el movimiento

(le las partículas no corresponde al movimiento de la energía. En otra pal­

abras, no es claro que cantidad física del fluido sigue u“, el transporte de

energía o el transporte de partículas. Dos convenciones son utilizadas: la

de Eckart y la de Landau-Lifshitz. Primero empezamos por lo que tienen

en común. Ya hemos dicho que vamos a suponer que los fluidos son sola­

mente ligeramente imperfectos. Esto quiere decir que pequeños gradientes

espacio-temporales van a modificar el tensor de energía-momento ec.(2.27) y

la corriente de partícula ec.(2.32)

T"" = pg“ + (p + p) Üaüb+ 6T“ (2.72)

N“ = na" + ¿Na (2.73)

Donde las cantidades con barra son las del equilibrio local. Una consecuen­

cia inmediata de estas modificaciones es que las definiciones de densidad de

energía p, densidad de partículas n, presión p y velocidad u“ se vuelven am­

biguas. Siguiendo la práctica general se define p y n como la densidad (le

energía y la densidad de partículas en el sistema comoviente

T00 = p (2.74)

N0 = n (2.75)

u.“ = (1,6) (2.76)

La presión p se define como la misma función de p y n que en el caso

sin disipación y por lo tanto, sin gradientes. En el caso de Landau-Lifshitz
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se elige u“ como la velocidad de transporte de la energía de manera que

T0” = 0 en el sistema comoviente. Dicho de otra manera, el momento del

elemento de fluido es cero. Según Eckart, u“ es la velocidad del transporte de

partículas, de manera que n” = 0 en el sistema comoviente. Vamos a analizar

brevemente cada propuesta por separado. A este nivel las dos propuestas

son equivalentes y pueden verse como convenciones. Pero más tarde, cuando

impongamos relaciones constitutivas, por ejemplo relacionando los gradientes

con los tensores de esfuerzos viscosos, estas propuestas nos llevarán a modelos

físicamente distintos. Ahora, si reemplazamos (2.74),(2.75) y (2.76) en (2.72)

y (2.73) obtenemos

6T°° = o (2.77)

¿N0 = 0 (2.78)

Veremos ahora qué términos adicionales aparecen en las ecuaciones de

conservación debido a la disipación. Usando el desarrollo (2.62) y el hecho

que Tab debe ser simétrico, podemos escribir

1

Tab = pgab+ (p + p) uaub + qaub+ qbu“+ 57h“ + vr“ (2.79)

donde definimos 7' E hcdóTCdy 7r“° E 6T<ab>. Nótese que 'r y vr“ se

construyeron usando solamente la parte disipativa. Tomando la divergencia

de (2.79) tenemos

= [pgab+ (p + p) uaub]w+ (¡a+ 3Hq“ + qÏbu“ + qbu‘Ïb

+á7jbgab + gm" + ¿Tita + THua + 7rab3,

= p.bg“"+(b+1>)u“+(p+p)ú“+3H(p+p)u“

+4“ + 3Hq“ + qbwu“+ qbu‘tb+ ár'bga"
1. 1 .

+37'u“ + grua + THu“ + 7rab;b

usando (2.49) y (2.69). Similarmente al caso ideal, contraeremos esta
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identidad con ua. Ahora wabub= O, por lo tanto

7ra” .bua = —7r“bua;b

= -7Tab[-úaub + Hhab + Cab+ web]

= _7rab0ab

usando 7r""u¡7= 0 pues vive en la superficie hiperespacial, nabhab = 0

pues es sin traza y nabwab= 0 pues 17""es simétrico. De la misma manera,

qaua = 0 implica que

También podemos evaluar la 4-divergencia de q“

q 1. = 9!qu

= (hab — uaub) q‘ïb

= h:be —“ada

= ha”(9%)“, - und“

= higiqïb —"aún

= habh'tqïb- há’uaucqïb- uaá“

= Daq“- -uari“

usando (2.54) y (2.50). Obtenemos entonces

0 = p + 3H (p + p) + 2q°úa + Daq“ + TH + nabaab (2.80)

Por otro lado, si la contraemos con un vector va tal que vau“ = 0 entonces

0 = [1),bgab+ (P + P) ita] va + (java + 3anva + qbu‘tbva
1 1 ,

+57’_bg"bva + ¿”wava + 7r°b¡bva
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Ahora

qbu‘tbva = gacqbucwva

= chb [-úcub + H hbc+ abc + web]

= [Hq“ + qbo“ + waab] va

ytambién

qava = gabábva

= habqbva+ uaubábva

= habqbva

Finalmente

ab ab;c
7T ¡bva = gbC7r va

b
= hbcwabmva — ubucw“ ¡“va

= Dbnabva —ubfiabva

= Dbïrabva + 125%“va

usando de nuevo que uma" = 0. Entonces

0 = [(p + ¿ab g“ + (p + p + ¿7) 11"]va+ habqbva+ 4anva

+ [qbaba + qbwab]va + varabva + úbvrabva

es decir

0 = (p + ¿7) bg“ + (p + p + ¿7) ú“ + habqb (2.81)

+ [4Hh“" a“ + wab]qb+ +D¡,7r""+ uma" (2.82)

(2.80) y (2.82) son las ecuaciones de conservación de energía-momento en

presencia de disipación.
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2.4.1 Punto de vista de Eckart

De acuerdo con Eckart, suponemos, en el sistema comoviente

N“ = 0 (2.83)

Por lo tanto, (2.83) junto con (2.78) implica que, en el sistema comoviente

¿No = 61V" = 0 (2.84)

por lo tanto, en un sistema cualquiera

61V“ = 0 (2.85)

y (2.77) implica que en un sistema cualquiera2

u“ubóTab = O (2.86)

Entonces, todos los efectos (le la disipación aparecen en 6T“ y nuestro

objetivo es encontrar el tensor más general que cumpla con (2.86) y que

sea compatible con nuestra hipótesis (que dice que las desviaciones son de

primer orden en los gradientes espacio-temporales) y con la segunda ley de

la termodinámica. Aplicando el desarrollo (2.62) al tensor (2.72) obtenemos

1

Tab = puaub + (p + p) ha" + qau" + qbu“ + 37'th + vr“ (2.87)

donde wa" = 7r<“"> y tenemos B“ = C“ E q“ y ¿Tlabl = 0 ambos con­

secuencia de la simetría de T“, también definimos 7' E ¡LabóT“btal como
habíamos hecho anteriormente. Tenemos las ecuaciones de conservación

Tab; = 0

ná = o (2.89)

2(2.86) es invariante de (lifeomorfisnio y válida en el sistema conmoviente por la ec.
(2.83), por lo tanto es válido en cualquier sistema accesible via una transformación llO­
mogénea.
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Usando (2.83), (2.72) y (2.48) obtenemos la identidad siguiente

(sua) - lu ¿Tab
¡a _ T b :a

que podemos reescribir

(sua —%ubóT“b) = mamar“;a

Nótese que usamos la ecuación de Gibbs (2.11) para obtener este resul­

tado. Estó es plausible pues suponemos que la presión está definida por la

misma función de p y n que cuando todos los gradientes del fluido están
ausentes.

El segundo término se puede simplificar considerablemente pues ubq" =

ubha" = uma" = 0 (ver ec (2.58) para la última) y obtenemos

ubóT‘w = —q"

Por lo tanto, en el sistema comoviente, la expresión del lado izquierdo se

reduce a s y podemos pues interpretarla como la corriente de entropía:

a a 1 a
S = su + —q (2.90)T

Obtenemos pues la siguiente expresión para la creación de entropía

1

sia = wm (qaub+ qbua+ ¿mah + nah) (2.91)

Se puede simplificar esta expresión escribiendo

1 1

1 1 . 1

= _Ï (Tra + ua) ub+ Ï (Hhab+ Cab+ Web) (2-93)

donde usamos (2.63). Reemplazando (2.93) en (2.91) obtenemos

a 1 . a 1 1 ab

S¡a = _11T2(Tm+ Tun) q _ ÏHT _ 'Ïaabfl- (2'94)
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pues uaq“ = 0 por (2.86) y ubhab = 0 por construcción del proyector,

wabóTa" = 0 por antisimetría de la vorticidad, ¡labfiab= habaa" = 0 pues 7r“by

a“ son sin traza por construcción y aabu“ = 0 por construcción de o“ , ver

b,7' y q“ debemos utilizar la segunda(2.58 Para ir más allá e identificar 7r“

ley. Pedir S‘Éa2 0 implica que el lado derecho debe ser definido positivo3.

Una manera obvia de asegurarlo es pedir que

(la = _K(Tm+ Túa)

T = _3(H = -011“ (2.96)
2

7er = —2170ab= —77ha°hbd(und + 2de — Ehcduïe) (2.97)
2

= —17(Daub+ D,,ua —Shaman) (2.98)

con KC,n Z 0. 'K es la conductividad térmica, C es la viscosidad principal

(bulk viscosity) y n es la viscosidad (le cizalladura (shear viscosity).

2.4.2 Punto de vista de Landau y Lifshitz

Según Landau y Lifshitz, en el sistema comoviente, no tenemos transporte

de momento lo que implica

6T°° = ¿TW = 0 (2.99)

pero hay posible transporte de partículas.

N“ = nu“ + q“ (2.100)

Por lo tanto, en un sistema cualquiera

¿Tabub = 0 (2.101)

3La entropía total asociada con una superficie espacial 2 es S(2) = f‘. SMX“. La
segunda ley implica que la entropía total no decrece, es decir si 2’ es al futuro (le 2 entonces
S (2’) - S (E) = fu Sud": 2 0 donde usamos el teorema (le Gauss y V4representa el
volumen entre las (los hipersuperficics. Esta desigualdad se verifica para toda 2’ situada
al futuro de 2 si S‘fn 2 0.
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y el tensor de energía-momento tomará la forma

1

Tab = puaub + (p + p) hab + 57h“ + 7r“b (2.102)

pero, para estar de acuerdo con (2.75), debemos pedir

qau“ = 0 (2.103)

El primer paso es encontrar la corriente de entropía. Para eso usaremos

las ecuaciones de conservación (2.77), (2.78) y la forma genérica del tensor

de energía-momento (2.87). Siguiendo lo que hicimos en el caso de Eckart,
tenemos

ub [pgab + (p + p)u"ub]m = —ubóTabm

Usando (2.43) y (2.101) obtenemos

—p,au" — (p + p) un“, = —ubóTabm (2.104)

Pero ahora, por (2.41) y (2.100), tenemos

1 1a au. =——n u ——q.
'° n ’a n "'

Reemplazando en (2.104)

1 +

_n[(2) +p(_)]ua+qun _a n ,a n '

- —nTa'au“+T(a+a)q‘:a

—ubóTab ¡a

1 a 1 a

-p,au“ + (p + p) ¿Mu + (p + p) ¿q m

donde usamos (2.10) y (2.11). Ahora naflu“ = (nau°)'a —(nu“)¡a0 =

(naua),a + q‘zaausando de nuevo (2.41) y (2.100). Obtenemos pues

—T(nauahl + Taq‘ta = —ubóTabm
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es decir

(su“ —aq“);a = —a,aq“ + %<5T“";a

Usando (2.101) obtenemos

(311“ —aq“)¡a = —a,aq“ — fibmóTab

Como en el caso de Eckart, en el sistema comoviente, la corriente del lado

izquierdo se reduce a s de manera que podemos interpretar

S“ = su" —aq“ (2.105)

como la corriente de densidad de entropía. Entonces

sta = -a,.,q“ - mmm"

De nuevo la segunda ley será la guia para definir las relaciones constitu­

tivas. Usando (2.93),

1 1 1

,ÜbmóTab -Ï + ubóTab+ Ï (Hilab+ Uab+ wab)¿Tab
1

Ï (Hhab + aah)¿Tab

usando (2.101) y el hecho que la vorticidad es antisimétrica. Por lo tanto,

usando (2.72) los mismos argumentos que en el caso de Eckart, obtenemos

1 1

Bb;a6T“b = Ï (Hhab + agb) (qaub + qbu" + 57h“ + nah)
1 1

= ÏHT + Ïaabnab

que nos conduce a

1 1

S“ = —a,aq" — —HT — —aab7r°bm T T

Obtenernos, tal como en el caso de Eckart, para los caso relacionados con



Fluidos relativistas 43

la viscosidad principal C y de la viscosidad de cizalladura n

T = —Cu“.a
1

2

7r“b —nha°hbd (uqd + ud;C— Ehcduíe)

El caso de la conductividad térmica es un poco distinto. Uno no puede

simplemente escribir qa = —na,a porque este vector no es necesariamente

espacial, como lo requiere (2.103). No obstante, es un problema simple de

solucionar, basta con definir

q" = —nh"ba,a

en efecto, si escribimos 01,0como la suma de una parte longitudinal y

transversal a,“ = ag“) + al? entonces aflq“ = -naf,f)a'“(¡‘) es positivo y q“
es transversal, como debe ser. Entonces

q“ = -n (g‘ú’oz,a+ u“u“a_a)

Por último, si uno quiere que K3corresponda al caso no relativista, uno
debe redefinir

2.4.3 Propuesta de Israel y Stewart

Hubo varios intentos para tratar de mejorar las teorías de Eckart y Landau
y Lifshitz. Estudiaremos brevemente uno: el que lleva los nombres de Israel

y Stewart. Para entender la propuesta de Israel y Stewart, veamos que

ambas propuestas anteriores se pueden entender como una propuesta para la
entropía de la forma

Ra
Sa = a + — 2.106

su T ( )

con 1
a _ a _ I’L a

R — T-q T-l/ (2.107)
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y, modificando un poco la notación,

q“ = -n9""(T,b+Túb) (2.108)
2

y" = —0—L—2h“b(/—L) (2.109)(p+p) T ,b

El caso de Eckart corresponde al caso a = 0 y el caso de Landau y

Lifshitz corresponde a K = 0. En el caso genérico se recobra la teoría usual

no relativista tomando el límite no relativista y escribiendo

KNR=K+0

Como lo mencionamos anteriormente, la estabilidad de estas teorías (2.106­

2.109) fue estudiada por Hiscocky Lindblom con un veredicto desfavor­
able. Frente a esta situación, Israel y Stewart proponen agregar terminos

de segundo orden a la entropía. Para discutir su teoría en forma concreta,

utilizaremos la propuesta de Eckart para la velocidad. Siguiendo la idea de Is­

rael y Stewart, generalizamos la entropía escribiendo los términos disipativos

más generales de segundo orden

S“ = su“ + É —(flor? + quaq“ + figwabvrab)Ei (2.110)T 2T

+ao_Tq“ + amabqb
T T (2.111)

Como el objetivo es solamente ilustrativo consideraré solamente el caso

a0 = al = 0 . Es muy fácil calcular la creación de entropía pues ya sabemos

por (2.94) que

(sua + %q")m = —% + Tita) q“ —%HT —%aab7rab

Entonces obtenemos

a _ 7' , TT fiou“

Su, — T[H+fio7'+ 2 ( >31 (2.112)T
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q“ . . T2qa Blu”

-— (T,a+Tu )+TB1qa+ (— (2.113)T2 ° 2 T w

bc _ Tn. c ua

-T O'ab+,Bzfl'bc+Tb

Para satisfacer la segunda ley S‘f 2 0 basta con pedir

T a

T=—3g H+flo++ïT(B‘;Ï) (2-115)

ga= _K + ¡wlTwabqb
2 b

(Ta + Tau) + Tfilhfqb + T q" fi‘—“
* 2 T w

+ 271727rc<°wb>° (2.117)

ab c

7rab= _2n |:0.ab+ fizhachbdfrcd+ >

donde tuvimos la precaución de reemplazar qa —>hfqb y 1r“b—)hachbdíerpara

asegurarnos que qa y 1rabviven en la hipersuperficie espacial. Además agreg­

amos términos de acoplamiento con la vorticidad pues

0
1

Fab2n727rc<awb>c = 2777277“ (7ra(awb)c _ 51.‘_c(dwe)chdehab)

q“n71Twabq°

_ n72 (Trabflcawbc+ fibaficawbc)

27772¡lch ab" '10wa

donde usamos la antisimetricidad de la vorticidad para obtener el primer

resultado. Podemos reescribir (2.115)-(2.117) como

, _ 3CTT Tau“

37'07'+ T —-3CH — 2 (CT );a (2.118)
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nhabqb+ qa = -K (Ia + Tú“) —n
T2qa 7-luh

2 ICT? ) + n'yITwabqb (2.119);b

7'2’LLC

2nTTghachbdfic"+ 7ra" = —2na“" —217T7rab( ) + 2n727rc<“wb>“ (2.120)

donde los tiempos de relajación

To = (Bo (2.121)

Tl= KTfilT2=
fueron introducidos. A diferencia de las dos propuestas anteriores, la de

Israel y Stewart conduce a ecuaciones diferenciales como relaciones constitu­

tivas con la esperanzas de solucionar los problemas de causalidad de Eckart

y Landau y Lifshitz. Para entender cómo funciona, consideramos la ecuación

que regula el flujo de calor

Tlhabqb+ qa = _K' (TJ! + Tau)

En el sistema comoviente obtenemos la ecuación siguiente

d" ..
nd-‘t’ + (Í: —r<¿VT (2.124)

Fíjense que si ÜT = 0 en t = 0, la ec. (2.124) conduce a una solución

(¡(t) = (ibexp (-t/Tl) en lugar de obtener (ï(t) = 0 en el caso de Eckart y

tenemos la posibilidad de incorporar efectos transitorios en el flujo de calor

con un tiempo característico dado por 7-1.Para verlo, es conveniente ir al

límite no relativista y con temperatura suficientemente alta como para que

la densidad de energía pueda ser aproximada por

p = n (m + ST) (2.125)
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es decir, la densidad de energía es la densidad de partículas por la energía

de una partícula. Esta energía es la energía al reposo sumado a la energía

térmica que evaluamos usando equipartición. La presión está dada por la ley

de gas ideal

p = nT

Consideramos para simplificar un fluido con aceleración nula, que no ex­

pande y sin vorticidad. En este caso la ec. (2.80) se reduce, con la ayuda de

(2.125), a

p = gnT = —Ü . q‘ (2.126)

Si asumimos además que ny 7' son constantes, la divergencia de (2.124)

junto con (2.126) implica

ÜZT 8T
T1?+a =XVZT

donde x E En el caso T1= 0 entonces recobramos la ley de propa­
gación de calor de Fourier que es una ecuación parabólica que trae como con­

secuencia una velocidad de propagación infinita. En el caso de la ec.(2.127),

una solución tipo onda plana T oc expi (l; -a?- wt) conduce a una ley de
dispersión

le2 wk2=—+i—
X X

y la velocidad de fase es

1/2

v _ w _ 2xw
in (k) le + V1 + 712w?

El límite de frecuencia alta le >> 1 conduce a la velocidad de los pulsos

térmicos, conocidos como segundo sonido, y obtenemos v z df]- que es finito.
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2.5 Teoría ultra-local y causalidad

Las teorías (le fluidos disipativos relativistas que discutimos son complicadas

para analizar porque las ecuaciones diferenciales a las que conducen son com­

plicadas y no conducen (le manera obvia a una ecuación de propagación

simple de tipo hiperbólica. Los sistemas de ecuaciones diferenciales que son

amenos para el analisis matemáticos en este contexto son las ecuaciones hiper­

bólica de primer orden. Consideremos un sistema (le la forma

AivJ- + BU = 0 (2.128)

donde i es un índice espacio-temporal, los A" y B son k x k matrices y Ues

un k -vector. Ahora este sistema (de primer orden) es hiperbólico si todos sus

autovalores son reales; cada uno de ellos siendo la velocidad de propagación

de alguna pequeña perturbación en el espacio. Estas a su vez se propagan a

lo largo de liipersuperficies llamadas características cuya existencia es asegu­

rada por la existencia de k auto valores reales (|71|,[72]). Si las matrices Ai y

B son simétricas bastará que alguna combinación Aint.este definida (defini­

da negativa si adoptamos nuestra elección de signatura (le la métrica) para

asegurar que todos los autovalores sean reales (pero algunas podrían estar

degeneradas). Un caso habitual sucede cuando esta combinación se reduce a

A0 , siendo el vector v el vector temporal (1, . En una teoría relativista
se espera que el caracter hiperbólico sea conservado bajo una transformación

de Lorentz (propia); en este caso se dice que el sistema es causal. Las ma­

trices Ai y B dependen de variables que describen el sistema pero no (le sus

derivadas si no el sistema deja de ser de primer orden. Para fijar las ideas,

consideremos una teoría descripta por las variables macroscópicas X" y que

este descripta vía las corrientes T3. Estas corrientes dependen de los X'l pero

no (le sus derivadas. Las ecuaciones de movimiento toman la forma de ley
de conservación

a =ÍA.Il;a

En los casos que nos interesan se puede asumir que los términos (le pro­
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ducción IA son lineales en las variables que describen el estado del sistema

I A = —VABXB

con VABuna matriz positiva. Entonces las ecuaciones de movimiento
toman la forma

ÜTa

¿TXEXï = —VABXB

que es la estructura de la ecuación (2.128). Si volvemos al caso específico

de un fluido, el candidato obvio para la corriente TA es el tensor de energía­

momento Tab junto con el 4-vector de inversa de la temperatura fi“ en el

papel de X “. Usando fi“ = ua/T , tenemos

1 T,,,

¡Bam—T {-‘ïua + umb}

Por lo tanto

hacTficfl) = hacucfl)

gacucm

Ahora

12:11: + um —ghcduïe) = Them: (mad + ¡255m—¿hai/16mm)

= T (hjhbdaqd+ mmm; —¿afirma

= T (hachbd+ hadh'bc_ ÉMthaÍ) find

TPM,“‘ch

donde introducimos el proyector transverso Pm"l . Si miramos por ejem­

plo la propuesta de Eckart, vemos que (2.95,2.96,2.97) se pueden reescribir

T41 b '

qa _ —nT(T + Thafib)
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-CT’Lab,30;b
d

1rd,, = -7;TPab C Bad

s‘ ||

Lo que implica que la corriente de energía-momento (2.87) depende de

las derivadas de B“contrariamente a la restricción que demandamos anterior­

mente para obtener un sistema de primer orden. Para obtener un sistema (le

primer orden, se aplica el método usual: se define un nuevo tensor (ab = [3“.
En este caso obtenemos

_TchabCab

Wai; = -77TPab CdCcd

s‘ II

Ahora Bb= ucflb;c= TficfimC= TBCCbcy T = (-fiafia)_l/2 de manera que

n=%TWWm)=T%ma,a

por lo tanto

%=—HWÑ%+HH%)

De esta manera, vemos que logramos escribir T“ como una corriente que

depende solamente de los campos B“ y C“. Falta solamente ahora introducir

otra corriente Aabctal que Aabcw= [3“. Entonces tendríamos el sistema de
ecuaciones

Tab. = 0,a

Aabc = Cab¡c

No obstante nuestro formalismo no está completo pues habría que tener

en cuenta la ecuación de conservación de la corriente de partículas. De hecho,

sería más conveniente definir Cab= Bmw y escribir 7'y 7er con el, pero en lugar

(le seguir este camino, consideraremos ahora el formalismo que realmente nos

interesa: la teoría tipo divergencia (le Geroch y Lindblom.
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2.6 Teoría tipo divergencia

Geroch y Lindblom decidieron tomar la estructura hiperbólica como punto de

partida. Como vimos, el formalismo covariante se escribe naturalmente como

un conjunto de ecuaciones de conservación. Siguiendo Geroch y Lindblom

([11]), las teorías tipo divergencia son descriptas habitualmente en términos

de algunas cantidades tensoriales que obedecen leyes de conservación

Tab ;b _ 0

N?“ = 0

Aabcm = Ibc

Es de hecho una simple y pequeña generalización de la teoría de fluido

relativista propuestas inicialmentepor Liu, Muller y Ruggeri En el
contexto habitual de fluido, Tab es el tensor de energía-momento y N“ es

la corriente de partículas o más generalmente una corriente conservada. En­

tonces sus ecuaciones correspondientes expresan simplemente la conservación

de la energía, del momento lineal y de la masa (o en el último caso de otra

cantidad física fundamental conservada, por ejemplo la carga). La tercera

ecuación describirá la parte disipativa, tal como lo anticipan las considera­

ciones anteriores. El tensor de energía-momento es simétrico y Aabc= Aa“;

A“ b = 0 y I fa = 0. La corriente de entropía es ampliada para leerse

Sa = xa _ {bTab _ ¿Na _ ¿bcAabc

Los 6,8,8" son los grados de libertad dinámicos . Las relaciones sigu­

iente valen [11]
a _ 3x“

N _ 8€ (2.129)

0x“
“b = 2.130

Aa“ —ai (2.131)
_ agbc



52

La simetría del tensor de energía-momento implica que

_ 8x
_ at.

a

Por lo tanto todos los tensores fundamentales de la teoría pueden ser

obtenidos a partir de un funcional generador x. La producción de entropía

está dada por

sin = -I°°ac

La producción positiva de entropía está asegurada si demandamos que

[bc = M (°°)(d°’{de,donde M está definido negativo.

Los fluidos ideales son un ejemplo importante aunque un poco trivial.

Para obtener la hidrodinámica ideal dentro del armazón de las TTD, consid­

eré un funcionalgeneradorxp = xp(á,,u)dondep E La derivación
en cadena conduce a

a ¿a 8X1:x =———
” ¡Lau

ab__
TP — g_"°3xp+€“€"l 13xp +82Xp]¡tí #2 _;Ñ 3/12

Una identificación simple con el tensor de energía-momento de un fluido

perfecto Tab = gabp+ uau" [p + p] implica las identificaciones siguientes

—¿aii (2.132)
_ #311

32x
p= a 2”¡L

Nótese que las corrientes conservadas pueden ser escritas de manera bas­

a_2 ¿“(lx _ (1%
N _ a€( uafl) _ 8€ (2.133)

tante general como

Otro ejemplo menos trivial y importante a la vez históricamente y con­
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ceptualmente es la teoría de Eckart que puede ser deducida usando [11]

1 a b

XE = Xp + 5Com U

Haciendo una transformación de Legendre hacia las nuevas variables 5, 5“, ¿"b

se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma

a2Xa___ .a= ¡A
aéiaáagB'

dondeéA figura para la colección entera de variables (E,{a , fab) y similar­

mente I A E (0,0,1“) representa las fuentes disipativas; el índices A pues
cubren 14 dimensiones en el caso básico de una solo corriente N“ además

del tensor de energía-momento. Este sistema de ecuaciones diferenciales es

simétrico pues
a2xa ÜZXa

3€AÜ€B _ 363361

En nuestro contexto, se decidirá que el sistema es hiperbólico si

a? a_X_va
35/1353

está definido negativo para algún vector temporal va y la teoría es causal si

esto es verdadero para cualquier vector temporal va.
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Capítulo 3

Teorías relativistas de campos y
fluidos interactuantes.

Como una de las motivaciones principales del trabajo es la aplicación al

universo temprano, es importante poder describir un campo escalar dentro

del marco de la teoría tipo divergencia. Para poder cumplir bien con nuestros

objetivos, la descripción deber ser bastante general, es decir poder tratar

un campo masivo o no con un potencial genérico. Un vez lograda dicha

descripción, se deberá intentar describir el sistema del campo clásico y de su

fluctuaciones, ya sean térmicas ó cuánticas, como un solo fluido. Finalmente

se explorarán algunas consecuencias tales como el apartamiento del equilibrio

o restricciones a la teoría provenientes del principio de causalidad.

3.1 Teoría tipo divergencia del campo escalar
de Klein-Gordon

Nuestro primero objetivo será incorporar un campo escalar en el marco de

las teorías tipo divergencia. Como una de nuestras primeras preocupaciones

es aplicar nuestro formalismo al universo temprano, debemos tener la liber­

tad de poder utilizar un potencial no trivial ( y incluso no renormalisable

[63],[64],[65]). La teoría de Klein-Gordon puede ser vista como una ley de

conservación para una corriente 45,0más precisamente Vaqfifl= V’ El
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tensor (le energía-momento está definido también en términos (le 4),“ pues

Tab= (audit,—gab(¿45,5%+ V Postulamos entonces que nuestra teoría
está definida por (los corrientes, el tensor de energía-momento Tab y una

corriente vectorial j“ con ecuaciones dinámicas

T7: = o (3.1)

J"; = Rl-ïl (3-2)

y la relación constitutiva

.a. a 1 . .C

Tab = J Jb —g b (575] + T[R]) (3.3)

El campo escalar (15es introducido escribiendo la relación funcional entre

R y T paramétricamente como R = V’ (45), T = V (gb). Consideramos ahora

la ley de conservación

Tí'á’= g“ (jim —jc,b)j° + V’ (ja —a“) = o (3.4)

Por la tanto si

jb,c_ jc,b= 0

entonces j“ = dr“ y recaemos sobre la teoría usual de Klein-Gordon. Hay

que notar que (3.5) es un vínculo . Definiendo Mab E jaJ, —jbya,obtenemos

la identidad siguiente

Vu

jCMm = V'Mba + 7 (jm/Inc- jaMbc) + jïaMbc —jïbMac (3.6)

Por lo tanto, si (3.5) es verdad inicialmente, será verdad todo el tiempo.

Entonces, el conjunto de ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.4) representa una teoría

más general que Klein-Gordon reduciendo a esta última si el vínculo (3.5) se

impone inicialmente .

El paso siguiente es moldear esta teoría dentro del marco (le las TTD. Co­

mo tenemos dos corrientes, introduciremós dos multiplicadores de Lagrange

¿fifa comogradosde libertaddinámico.DefinimosBME W . La
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elección de la letra fl no es casual pues 5m será la inversa de la temper­

atura (más precisamente fim = 1/ kBT ). Siguiendo el formalismo de TTD,
introducimos la corriente de entropía S“

S" = X" - fl(c)bTab- ¿Ja

y el potencial generador x“ , este último dado por consiguiente por

a _ 3x
X a.B(t:)a

De estas definiciones se deduce que

x“ = flïcw

con p la presión dada por

1 axe
p = - (3-7)

50:) 35m

y
.a a 3p

1 8p
Tab = pgab__fine[Bbc_

( ) ( )B(c) 35(6)

ab -a-b1= pg - J — (3-10)
5m (ap/¿”5)2

Comparando con la ecuación (3.3), obtenemos

1 M = _1 (3.11)
5m (310/3€ )2

1 . .

p = ‘EJch—T (3-12)
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Ec. (3.11) se puede reescribir

_L 37’
30:) 35m

2

_ (a )E 8€ 5m

una ecuación diferencial en las variables fi, Bm con solución

¿2= — + Q 3.13P

donde Q es independiente de E y Bm pero puede depender de las coordenadas

espacio-temporales. De hecho, usando ee. (3.8), vemos que

j“ = Bai (3.14)

y reemplazando en (3.12) y usando (3.13), obtenemos

Q = —V(qr')) (3.15)

Si contrajimos ambos lados de (3.4) con ja obtenemos

j" (jaa —ya) j“ + V’jae‘“ —dr“) = 0

es decir que j2—j“cyb‘a= 0 incluso cuando el vinculo no está impuesto.
2

Por (3.14), tenemos j2 = —(€/fi(c)) , de manera que

—{= BFQÓM

Finalmente, calcularemos el potencial escalar generador usando (3.7) y

(3.13) para obtener

1 2 1 y I 2

X(c)= lnHu.)+ ïl/ (o)16(6)

Es instructivo calcular S“.
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5a = X“ - ,B(c)bTab- ¿ja

a 1 gab€2 IB“ '35
= 55:)!”+ 5mm bV- 55(c)bT - 5M (CLM52- ¿flïaé

5m fin) r8(c)L
ÚÏc)

É 5
BÏc) +

¿2 1 a "

flzz)w?) —gw + mangabv - ¿ram ¡32252- wa.)C C

Podemos verificar que la creación de entropía es nula

Sie = Xam_ fl(c)b;aTab_ fi(c)bTabm _ ¿aja _ 6.71;
ax“ 8x“ 8x“= _ a+— c ;a+ _ ,a
3€ 6’ 8€(c)b€( )b 34) Ó

_,B(c)b;aTab_ ¿aja _' EV,

axa -a axa _ ab í _ a __ I
— ( _.7 )€.a+ T )fi(c)b;a+ ( 13(c)V)45m6V

0

usando (3.16).

Por lo tanto, la noción de temperatura no estará bien definida en esta

teoría. Si consideramos (3.16), y lo calculamos en el estado al reposo donde

fifa) = (B(c),6), obtenemos = —€/B(c).En esta teoría, solamente la razón
entre E y Bm tendrá sentido.

3.2 Teoría tipo divergencia de campo y fluido
interactuantes

Nuestro próximo objetivo es describir la interacción entre el campo de Klein­

Gordon y otra forma de materia en el contexto de TTD. Introduciremos un

fluido perfecto, descripto por una temperatura inversa fif‘j)y un tensor de
energía-momento Tf” que asumiremos puede calcularse usando un funcional

generado x‘fn = 8x(¡)/ÜB(¡)G. Este fluido representará las fluctuaciones tér­
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micas 0 cuánticas. En este capitulo, su forma específica no importa demasi­

ado. Cuando necesitemos una forma explícita supondremos que se trata de

un gas de fotones, ver ec. (3.93). La teoría con interacciones será descripta

por las ecuaciones siguientes

j‘ta = R + A

Tgfib = ¡a

77'26 = _Ia

flïcflbm= _€

Donde j“ y Tc“ son la corriente y el tensor de energía-momento para el

campo del inflatón y agregamos la definición (3.16) que, a diferencia de la

situación en la teoría no interactuante, es ahora independiente de las otras

ecuaciones. Buscaremos un generador funcional de la forma

x“ = x2 + x‘}+ E“ (3.19)

El sistema total está generado no solamente por la suma de cada potencial

termodinámico sino también vía un tercer potencial que incluye la interacción

entre el fluido y el campo. Cada tensor de energía-momento estará dado por:

8x“ 35°Tg"= ° +—
35m!) 35ml;

(9 a 83“
Tf" X" (3.20)35ml» 33o»

Introduciendo las variables siguientes :

a 1 a a

5 = ¿(fi(c)+5m)
Ba = 55-5?!) (3-21)
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obtenemos

63° _ ¿É + Q5:
85ml; 2 351; aBb
83° 135“ 35“

= - —— 3.22
afi( f) b 2 35:; aBb ( )

Entonces a a a a a“
Tc“ + Tab — XC X’ “ (3.23)

f _ 8mm 35(1)!) EE

Nótase que el verdadero sistema físicoes el que está descripto por el tensor

de energía-momento total dado por la ecuación (3.23). Cualquier separación

en dos fluidos estará marcada por la arbitrariedad, un hecho que quedará

claro más adelante. Pediremos que el tensor de energía-momento total sea

simétrico, por lo tanto __as
H_Üfia

E dependerá en general de escalares como le demanda la invariancia de

—a
(3.24)

Lorentz ; es decir E = E(€, u, v,w, 4))donde

U = -flafl“

’U = —BaBa

w = —fiaB" (3.25)

Entonces

8 a 8 a 8
¿E - ‘25 ¿Tu-B a7
8 a 8 a Ü

673; — —2B g —B ñ (3.26)

Si consideren las ecuaciones de movimiento (3.18), observe que incluso

si el término de fuente I" es nulo , el tensor de energía-momento para el

campo y el fluido no recae automáticamente sobre su antigua forma. Como

lo hemos dicho, como el único tensor de energía-momento "verdadero" es el

total, es conveniente e instructivo reescribir las ecuaciones de movimiento de
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una forma ligeramente distinta. Definiendo

Tgb = T;‘"+T}“’

TÏ" = TCM-Tf" (3.27)

y recordando que

8x“Tab = 3.28
+ afib ( )

pues axg/ÜB(C)¡,= 0 = óxg/Üfi(q)b. Además

8x“
Tab = 2 3.29

_ ¿Bb ( )

Las identidades siguientes siguen directamente

63 83
E“ = — “——— B“— .

2fl au aw (3 30)

83" 33 623 823 823
= —2 ""— 4 a b— B“B"— 2 “Bb B“ b . 135,, 9 Üu+fifi3u2+ aw2+ (fi + fi)6u3w(33)

E“ 63 323 823 823 623_=_ab_ 2ab aBb ab ab_
ÜBb Üw + fi fl auaw + 2B 812810+ ¿w B Üuóv + B fi 6102

(3.32)

Es interesante calcular el tensor de energía-momento total, ponerlo ex­

plícitamente en la forma (2.79) y obtener cada término en función del poten­

cial escalar. Elegiremos una foliación espacial determinada por B“. Definire­
mos

Bbfib

áaEBa+fia()
y obtenemos

a b b

T“ = (p+mm"“aL; +q“%+ fi qb + Trab
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COI]

p = _13 (X(c)+ Xm)
B 35

32 (xa) +xm) as 2323 Bona325 323
pT=—aB2—+2ízZ+4Bw+ 5 w‘m Maa-w

a 323 ¡Bb/3,,323 _a

q _ ( auów_ B (3'33)

623 1ab_______ Na-b__ c ab
_ (W (q q 3B Bch ) (3.34)

H — 23—E+ lBaB a2—3 (3 35)_ au 3 "811)? '

Veamos que los términos disipativos (3.33),(3.34) y (3.35) son generados

por el potencial de interacción E. Calculemos la tasa de producción de la

entropía. Usando

i _L +L
afib afimb 35ml;
6 1 6 1 8— = -— - -— 3.36

83h 2 8,3“) b 2 3,3“) b ( )

encontramos a_a

VaS“ = a; V04) —BbI" —¿A (3.37)

donde usamos Badía + E = 0. Por simplicidad pediremos que E sea inde­
pendiente de d),de manera que la producción de entropía se reduce a

VaS“ = —B.,I° —¿A (3.38)

La segunda ley de la termodinámica impone que VaS“ > 0. Esto significa

que I" y A deben desaparecer cuando B" yE van a cero. En este limite, A,

que es un escalar, debe tomar la forma A = AE+ Bw (v siendo de orden más

alto); la invariancia de Lorentz demanda que I" = -—(C6 + Dw) Bb —EB".
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Por lo tanto VGS“ = -A{2 —(B + C) wf —Du;2 —EU, y debemos tener

A,D _<_0, E S 0 y AD 2 (B+C)2 /4. De manera equivalente, se pude

utilizar la parainetrización A = M“, 3/3" = 2(l —¡{M/IE“,Cfi" = 2/;M'5" y

Dfiafi" + Ega" = M“, entonces

A : Mfï + 23,,(1 —mii“ (3.39)

1° meu/1€" + Bar/1°"

3.3 Análisis a primer orden fuera del equilibrio

en un modelo homogéneo simplificado

Volvemos ahora a las ecuaciones de movimiento para estudiar pequeñas

desviaciones del equilibrio. El requerimiento que el equilibrio sea isotrópico

en algún sistema al reposo implica que, al equilibrio, los dos vectores/file) y

fi?” deben ser paralelos. Por consiguiente, podemos escribir flfc) = Bcn“ y

[3?“ = fiju“, con un vector común unitario u“. Restringiremosnos al caso

homogéneo. Se observa que = Tft’b= 0 idénticamente para p 7€0, de
manera que hay solamente cuatro ecuaciones no triviales incluyendo la ec.

(3.16).

Al equilibrio, debemos tener á = A = I“ = R = 0. Definiendo (,f)= 0 al

equilibrio, concluyamos (€e,,,fieq,Beq,gbeq)= (0,,30,0,0). Podemos analizar
ahora las desviaciones de primer orden fuera del equilibrio, es decir

f = 5€

Ó = 54')

,8 = fieq'l'ófi

B = ¿B (3.40)

Expandiendo

E = X F" (/15) 3"“ (3.41)
0­ ...

Il
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E es reducido a esta forma demandando que al equilibrio, donde BC= fif,

retornemos a los Taby j“ iniciales. A y I" están dados por la ec. (3.39), donde

todos los elementos de la matriz son evaluados a sus valores de equilibrio ¿eq=

ng = 0, gq= 53" y 450= 0. Además, definiremos m2 = V” (0), de manera
que a primer orden

R = mzóqb (3.42)

En nuestro caso tenemos

jam = ¿(mi = M5566+ 2(1 —K)MáoóB + m2óqb

T35; = —% (63),, = 2nMá°6€+ M3053

Tfifib = p', (65h + (53%; —ápg) (6B)_¿= —2nMá°6¿ —M3053

Bo(¿alt = -6¿ (3.43)

Podemos volver a las coordenadas antiguas ¿fic y 613,

L
B (¿gh = Mgfóg + 2(1 —n)Má°6Bc + 2(1 —K)Má°ófif + m26d>0

333 33

_8fiÜB2 (653,! + fi (551),; = 2KMá°óg+ Mgoóflc_ Mgoófif

_833 , 633
(35332) (6%)"+ (p’ ’ W) (¿mi = ‘2KM5°5€- M8°óflc+ M8°a/3¡

[3°(6% z ‘55 (3.44)

La ventaja de hacerlo es que podemos sumar los términos medios para
obtener

.0}(66]); = 0 (3-45)

Es decir

6fi¡ = constante (3.46)
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Lo que deja

film),t = Má%¿+2(1—n)Má°6fic+m2óqS0

833 E0 00

¿WB? (5a),t = 2mm, ¿g + M0 ¿gc

fio (54m = -5€ (3-47)

o, en forma matricial

(fi0)_lO 0 _ thlofiom2
O _ 632%? 0 = 2KA/Iá0 [VISO 0 ¿BC

(3.48)

Considerando soluciones de la forma exp (—vt), obtendremos una solución
si

(-7551 —Má‘) —2(1 —K)M¿° —m2

—2nMáo —MSO) 0 = o (3.49)
1 0 —750

Para obtener una notación menos complicada, escribiremos

ME = e] = A
3:

a _ = X
86682

o [3°= €2=(B+C)ï
Mg° = 53 = pag + E (3.50)

La notación ha sido elegida para enfatizar cuáles cantidades son pequeñas

y cuales no. Explícitamente los 51-son muy pequeños pero X no lo es. Por
lo tanto

(-7,35‘ —El) —2(1 —¡052 —m2
—2rc52 (7X —63) 0 = 0 (3.51)

l O —780
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Usando la segunda columna para desarrollar el determinante se tiene

4K (1 - K)7,30€; + X507261— ,6076153+ X')’ ('72 + m2) - 63 (72 + m2) = 0
(3.52)

Las soluciones a orden cero son 7 = :tim y 7 = 0. Al primer orden, la
ecuación se reduce a

Xfi07261 + X7 (72 + m2) —53 (72 + m2) = O (3.53)

Escribiendo primero 7 = iim + 6 obtenemos

_50€1
ó = 2 (3.54)

y en el caso 7 = 6 tenemos

63
6 = — .

X (3 55)

es decir

7 = :tz'm—ü
2

_ 5_3
7 — X (3.56)

Nótese que el < O y 63 < 0 . Como fio > 0, entonces las dos primeras

columnas correspondienté a modos oscilatorios ganan una componente de

decaimiento. La otra solución estará amortiguada si

33':

En este caso el sistema será causal si la matriz M0A”v es definido negativo

(donde v = v0 > 0 y vo = —v°, pues es la componente temporal de un
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cuadrivector orientado hacia el futuro) y donde

—vfi0_1 0 0

MMBU = 0 “¿3% O
0 0 —'U,Bo

Obviamente la matriz es definida negativa si

fio > 0
333

85832

Verificamos que las condiciones de causalidad implican la estabilidad de

las soluciones al equilibrio. Eso está en acuerdo con los hallazgos de Hiscock

y Lindblom en el contexto del formalismo de Israel y Stewartl67].

Yendo un orden más encontramos

_ ,80 1 2 4K — fi) 2 B06]=:tz m——- 6-—6 —— 3.58
7 l 2m 45° 1 X 2 2 ( l

53= _ 3.59
7 X ( )

es decir, la corrección a la tercer solución es al menos de tercer orden y

el término de segundo orden modifica la frecuencia de las oscilaciones en el
caso de las otras dos soluciones.

Si volvemos a mirar a la ecuación de movimiento linealizada para dd),se
obtiene

—(Miu = —Má‘flo(Mi, + 2(1 —K)Má°6fic + mzóó (3.60)

en el caso más simple Máo = 0, eso es la ecuación del telegrafista con

un término de amortiguamiento Fai, donde F = IMáEIBo.Es importante
realizar, no obstante, que esa identificación válida solamente al orden lineal

fuera del equilibrio. En general, F no será constante sino una función de

las variables dinámicas B¡ y BC,y por lo tanto dependerá de la historia del
. ., o .

Sistema. Tambien observamos que cuando Mg = 0, se tiene fic”: 0 al
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primer orden.

3.4 Un modelo simple de interacción campo­
fluido.

En esta sección, investigaremos la más simple TTD con interacción entre

fluido y campo. Para hacer las cosas simples restringiremos la forma funcional

de E de la manera siguiente

E = F(u)v + G’(u)w2 (3.61)

y investigaremos que restricciones podemos esperar que imponga la causal­

idad sobre F y G. Haciendo E independiente de f, podemos estar seguros que

la corriente j“ preserva su forma en la teoría con interacción (ver Ecs.(2.129)

y (3.19)). Supondremos que E es independiente del campo escalar db,y que

es cuadrático en la variable relacionada con la diferencia de temperatura B“,

de tal manera que las correcciones al tensor de energía-momento desaparecen

en un estado de equilibrio. Observe que:

s" = 45a (F'v + G'wz) —23°Gw

33“
= 4 a b F"v+G"w2 —2 “b F'v+G'w2m M( )9( )

+4 (fiaBb + Baab) G'w + zBaBbG

asa _ a b I _ ab a b I a b
aB —4fifiGw 2g Gw+4BBF+2BfiG (3.62)b

Al equilibrio
a2Ea a2Ea

ama/3,, = aaa/3,, = 0 (3'63)
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32:a
_ __. a b c I ab c ac b a bc , l
33633,, ’ ‘wtewfiewfieqfi +2(9 /3(cq)+g B(cq))G+4fi(eq)gF (3.64)

Causalidad demanda que:

0 0 0
(c) ax“(c) ,

0 31’60“ U“ 0 0 (3.65)

0 0 a WWE") 0
013603., “a

0 O 0 Want)“

debe ser definido negativo para cualquier vector temporal orientado hacia

el futuro v“. Como x?“ representa un fluido perfecto, obtenemos las condi­
ciones de causalidad bajo las condiciones usuales [11]. Solamente queda pedir

que aï‘filïbva sea definido negativo para si mismo. Específicamente queremos
saber si

:a

875731,11“ = 43gcq)ua(-5feq)a¿q)c' + gbCFz)+2 (vbflfcq)+ 12655;“)G (3.66)

. - . . , aEfl
esta definido negativo, o equivalentemente s1 Lchfilïva < O para

cualquier La. Para demostrar esto descomponemos Lb en su partes longi­

tudinal y transversa relativa afimnb :

Lb=z + ¡ab ¡{bem= o (3.67)

Es simple derivar el siguiente resultado

FI

4fiï‘c.,)va(-G’ — l? + 4fifcq)'uaRbRbF’—4vabGl (3.68)

Ya podemos extraer alguna información. Tomando l = 0 obtenemos

Bf‘cq)vaRbRbF’ < 0 (3.69)
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que implica que F’ > O puesflfeqwa < 0 y RbR" > 0 . También, tomando
Rb = 0 obtenemos

fiz‘eqwa(-G’ — 12< o (3.70)

este tiempoimplicaque (-G' — > 0. Para obtenermás informa­
ción escribiremos

vb = A55“)+ wb asma" = o (3.71)

y descompondremos el vector espacial Rb en su parte longitudinal y
transversal aw":

R” = nw" + t" tbfifeq) = o = wbt" (3.72)

Entonces va" = nwbw"y, reemplazando (3.66), obtenemos, después de

dividir por 58mm, < O:

I b

(_G’_ [2_ +(172wab+tbtb)FIu ¿“va

que debería estar ahora definida positiva para que (3.66) esté definida

negativa. Como tbtbF’ > 0 es suficiente demandar que

I b

_G'_ u [2_ ïGnl +nzwbwal>0 (3.74)
u filial)“

Es una forma cuadrática en l y n y estamos pidiendo pues que la matriz

(_GI_L#2) _ who)"G2flae un
w “b ( "g I (3.75)

—2—"—Bz,,0“ G wbw Feq

sea definida positiva. Una consecuencia es que su elemento diagonal deben

ser positivo, un resultado que ya habíamos deducido. Ahora, como la matriz

es real y simétrica sabemos que sus auto valores son reales. Como sus ele­
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mentos diagonal son positivos es suficiente comprobar que su determinante

es positivo. El determinante está dado por

I b

wbwb(-G’— F’—fija? >o (3.76)
4 (6820)“)

Esta condición puede ser simplificada considerando que vav“ = A2fi(eq)afifeq)+

waw“ < 0 es decir, usando [3(eq)afifeq)= —u

waw“ < Azu (3.77)

Tambiénfiï‘mva = —/\u . Entonces

waw“ _ waw“ 1— —— < — (3.78)
a 2 A2 4

(6160)“) fl u

Entonces si
I 2

(-GI_ M) FI> G_l (379)u 4 u

la condición (3.76) se cumple. Eso es si, la matriz (3.73) es positiva

definida si,

F' > 0 (3.80)

(G’+ <o (3.81)

, (F’ + G) , G2

Para entender el significado de esta condiciones, consideramos el caso

donde F y G siguen una ley de potencia. Analisis dimensional en unidades

naturales (c = ñ = kB = 1) indica que

[3] = T2 (3.83)

Entonces, escribiendo F = F ua“ v G = Gouo im )lica ue a = —3 es0 u a
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decir

E = Pou-21)+ Gou'3w2 (3.84)

Las tres condiciones (3.80),(3.81) y (3.82) se leen

F0<0

G0+Fo>0 =>Go>—F0>0

1

4F0(Go+F0)<
Substituyendo Fo/Go E —:c,tenemos las desigualdad siguientes para :r:

2 1

4:1: —41: + z < 0 (3.86)

que implican que 1/2 —x/ZÏ/tl< :c < 1/2 + Observe que ambos
límites a: = 0 y a: = 1 son excluidos.

Obtenemos entonces que la forma final para E

Q 2

= —° :1:(3) — (3) 1 (3.87)u u u

(Qo = —G0 < 0) que puede ser reescrita en una forma covariante como
(escribiendopE

[ll

_F
.­.­¡­

BaBb [-93gab—%] (3.88)

3.5 Acercamiento no lineal al equilibrio en el

caso homogéneo

Nuestro próximo paso será estudiar la evolución no lineal del modelo simple

que describimos antes. Por simplicidad, trabajaremos en un espacio-tiempo

plano y asumiremos homogeneidad, lo que implica en particular que B“ y B“



74

son colineales, [3“ = Bu“ y B“ = Bu“. Elegiremos un sistema de referencia

al reposo con el fluido donde u“ = 63 .

Las ecuaciones de movimiento son

j‘ïa = V’(a5) + A (3-89)

T12; = 0 (3.90)

T311,= 21° (3.91)

Barral, = —€ (3.92)

Los dos tensores de energía-momento de los dos fluidos perfectos son, sin

interacciones , a a a
Teo”= ¡mi + g ° (¿y-g —v (45))

Tfá’= gabpf + uau" (p; + p¡)

La energía de interacción entre los dos está dada por (B = ¿(BC+ Bf) y
B=Bc-fi¡)

33“Tab= _
:.+ agb

33"
T3” = 2

—- ÜBb

Usamos como modelo para nuestro término de interacción
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Bajo las hipótesis simplificadora enunciada anteriormente, tenemos

152
T300= ¿fi

+V(d>)

350 32— = 20—1‘
350 56

35° B
Tao = 4‘51"

Es conveniente introducir una nueva variable s definida como

B = fic * 5; = 85;

implicando

fic+ 5/ (3 )
= = — 1

5 2 2 + 5’

y expresar las ecuaciones en términos del momento conjugado

fi
71'= d) = ——

" fic

El tensor de energía-momento se lee entonces, usando (3.93),

oo_ __ S2 L
T+ _ +V(d>)+[0+201"(1+s/2)6] fi}

oo__7r_2 _ 3 l
T_ — 2 +V(qS) [0+16F(1+s/2)5]fi}

Tenemos pues cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias

—Tr't= + A

(719°). = 0
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donde

A = Mag —2B(1— n) ME0

1° = —BM°°+ 2nng°

Las dimensiones de los términos M’”? son

[Mii] = T2

[M00] = T6

[Mm] = T“

[E] = T

Dimensionalmente, esto indica las siguientes formas para los M AB

¡”EE _ {ig
7.2

Loo 0

1V! —:6­
M

0 0

M‘E ——T4

donde T es alguna función de las variables dinámicas con dimensión T-l

y K0, Lo > 0. Además, la creación de entropía impone la relación siguiente

KoLo 2 Mg

Nótese que elegimos también tomar el fluido f como radiación de manera
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que

p, = 0T} (3.93)

con la constante de Stefan - Boltzmann a > 0. La ecuación (3.89) deviene

, K M
—7r_¿= V(qb)+T—20(s+1)fiq7r—2(1—n)sfiqfi

Observe que

[áw2+V(ó)]J = «[mtw'wn
K M

7r[-770(s+1)flq7r+2B(1—kc)742

S

Io = Logflq —¡{(8 + f-ZTFMO

y definiendo

fi Mo
K=K0(s+1)T—g7r—2(1—n)sfiqï

Sc = a +161"———
' (1+ 3/2)5

32C=0'+
2 (1+ 3/2)6

entonces

77,1:“V, _ K

4 401“ s(1— s)
—K7l'-Cg'—.,6q,g+ 8 _0

53 BTU + s/2)7 " ‘

161" (1-23) s _2IO
4—K7r+c — ———

l fi“ BJ}(1+s/2)6 "53
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El sistema final de ecuaciones es

_ a; (1 + s/2)6 o

s,¿ — gres {21 C2+ K7r (c1 + c2)}

_ 55 s(1— s) o
¡ami—4-23 +¡{fill

7m= -v'(4>) - K

Ó,t=7¡'

donde

_ s(1—s) ‘
€3—5(1+S/2)c1 2(1 2.5)c2

_ 5(1—s)s
h(s)—2(1 23)+1+S/2

Was)= ¿mamar

Finalmente 1
00 _ _ 2 c_2

T+ —27r +V(é)+fi}

está a la vez definida positiva y conservada.

Las ecuaciones describen de manera genérica el acercamiento al equilibrio.

Eso se ve más claramente en el límite donde 3 se mantiene pequeño. En este

límite, tenemos cl N cz N 0, (:3N —20 < O, 11(3) N 2 y K N Kofijïr/T2. En

particular, la ecuación para el campo d)describe oscilaciones amortiguadas,
pero la "constante" de decaimiento es verdaderamente una variable dinámica,

abriendo por lo tanto un mecanismo para incluir efectos de memoria en la
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dinámica y otros comportamientos interesantes; nótese por ejemplo que K

puede cambiar de signo si el término de acoplamiento Mo 9€O.

De manera más general, explorando el espacio de parámetros encontramos

una gran variedad de comportamientos. En particular, el acercamiento puede

ser sobre o subamortiguado; el segundo parece relevante en la descripción de

los episodios de pre calentamiento.
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Capítulo 4

El modelo microscópico

Para obtener un resultado convincente, tenemos que ir más allá del modelo

anterior. Elegimos un problema muy conocido, a saber el decaimiento de un

campo escalar con simetría O(N) estudiado al primer orden en la aproxi­

mación de N grande ([41],[42],[43],[44],[45],[46],[47][48]).En cierto sentido,

esta aproximación es más dificil de estudiar dentro de nuestro formalismo

que aproximaciones de orden más grande. Como veremos, a este orden el

sistema es Hamiltoniano y por lo tanto no está asociado con producción de

entropía. Si lo integramos suficiente tiempo, muestra restauración, es decir la

envolvente de la amplitud del campo escalar crece. El modelo macroscópico,

siendo una versión muy gruesa del modelo microscópico, tiene una produc­

ción de entropía no trivial. En el capítulo 6, veremos que es posible pedir que

sea nula pero esto nos impide predecir de manera adecuada la evolución de la

amplitud para tiempo corto. Si queremos seguir la evolución de manera cor­

recta hay que introducir disipación y nuestro modelo no puede entonces estar

de acuerdo con el modelo microscópico para tiempos del orden del tiempo de

recurrencia. Aproximaciones de mayor orden en un desarrollo 1/N termal­

izan ([49]) y es posible introducir una entropía ya al nivel microscópico ([50]),
haciéndole comportarse de manera más cercana al modelo macroscopico.

Además de restringirnos al primer orden, hicimos simplificaciones adi­

cionales. Asumimos condiciones iniciales homogéneas en Minkowski despre­

ciando los aspectos geométricos asociados con recalentamiento, y consider­
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aremos solamente un campo clásico. Esta última aproximación es suficiente

para el estudio de recalentamientocomofue mostradorecientemente
Asumiremos que inicialmente las fluctuaciones estan en equilibrio térmico

aunque no en equilibrio con el campo escalar. El hecho de trabajar con el

caso clasico nos permite hacer caso omiso de las singularidades presentes al

tiempo inicial (|52|). Este modelo microscópico fue usado en un artículo nue­

stro pero el término de interacciónera demasiadosimple para que el
modelo pudiera ser convincente.

4.1 Cuadro sinóptico

Obtener un buen modelo macroscópico depende de varios factores. La idea

central que nos guía aquí es que mucha información esta escondida en la

teoría en t = 0. Tanto esta hipótesis como las varias suposiciones y aproxi­

maciones que se efectuarán luego serán últimamente confirmadas por el exito

que tendrá nuestro modelo en reproducir fielmente las variables macroscópi­

cas de interés. Este capítulo y el siguiente muestran en detalle cómo se

obtuvo esta relación. Es conveniente tener un resumen para entender mejor

el procedimiento.

o funcional generador: Toda la teoría macroscópica puede deducirse de

tres generadores XM ,Xm y E. Uno ya fue obtenido anteriormente

X(c)(ver ec (3.17)). Seguiremos nuestra suposición anterior y supon­
dremos que el potencial de interacción tiene la estructura dada en la

ec.(3.61). Nuestro objetivo en calcular la forma especifica de XU) y la

funciones adimensionales f = ,3"F y g = BGGque permiten construir

E. Se utiliza el tensor de energía-momento de la teoría microscópica

evaluado en t = 0, del valor total se restará la contribución del campo

medio y de la fluctuaciones para obtener la contribución proveniente de

la interacción. Ver ecs. (5.21),(5.22) y (5.23),(5.24). Los coeficientes

c,-y (l,-se obtiene por ajuste de cuadrados mínimos. El valor de Tmi"

corresponde al valor mínimo debajo de lo cual la aproximación clásica

ya no es confiable, ver fig.(5.4). Ver sección 5.2, sección 5.4 y sección
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5.5

Relación entre los formalismos. En la teoría microscópica, hay una sola

temperatura aparente pero en el modelo macroscópico hay dos. Pidi­

endo igualidad de la densidad de energía total en t = 0 y proponiendo

que 450= qbo(Bo, BO,A,a) podemos hallar el potencial de interacción.

Ver la ec.(5.25). Ver sección 5.3.

creación de entropía. Los terminos de creacción de entropía son A =

A (A, C) y 1° = I ° (C). Estos términos se parametrizan a su vez por las

funciones A y C. Análisis dimensional guía la forma de estas últimas

A = Aod>2y C = COT4Ó. Quedan finalmente dos parámetros Ao y Co.

Se utiliza la ecuación de movimiento para p para determinar Co. Más

precisamente se pide que el lado derecho de la ecuación que determina

1')sea igual en ambos formalismos en t = 0. Ver sección 6.1. Se evalúa

Ao haciendo un ajuste entre la evolución de qb(t)en ambos formalismos.
Ver sección 6.2.

Podemos resumir estas consideraciones en el cuadro siguiente.

cantudades macroscópicas parámetros libres referencias

f,g ci,d,- figs. (5.1) y (5.2)

f, g Tmin fig.(5.4)

Lg a figs. (5.9), (5.9) y (5.9)

Lg a figs. (5.5),(5.6) y (5.7)

AJO Co ec.(6.12)

AJO A0 fig. (6.6)

4.2 Ecuaciones de movimiento

El punto de partida para nuestro modelo microscópico es una acción con una

simetría O(N) ([28],[41])

1 ini A1“ m2? 4
S=N/ —5”303cp—5ítptp+T dz (4.1)
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que representa un campo autointeractuante bajo el potencial

=
2 8 '

El término m4/2A es por comodidad solamente, ya que no produce ningún

cambio en las ecuaciones de movimiento. Es habitual definir un campo aux­
iliar sumando un vínculo

[x - z\ (cpicpi+ m2//\)]2 4.
2A ( 3)

que nos lleva a una nueva acción

1 - - x2 1 - - m2

= __ l u I _ _ _ 1 1___ dd _52 { zamoaw+2A 2x<p<p Ax} I (44)

Representando el valor de expectación de los campos con respecto al

estado inicial de la teoría por

< go>= d), < x >= K (4.5)

podemos escribir los campos como la suma del campo medio y de sus
fluctuaciones

W=w+w um

x = K + ¡e (4.7)

Guardando solamente el término dominante en la aproximación de N

grande, podemos escribir la acción efectiva

. . Nh i
1 1 ‘ Il _

rw; ,K] sz[o,K] + z—2Trln (ñ) (6,,6 K)
. ,Nñ 1 _

saw, K] + 17T71n(—5)GF1(.1: —z) (4.8)

La variación de la acción efectiva da las ecuaciones para los campos clási­
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cos df

—8,¿6"d>"+ Kali = 0 (4.9)

y para el campo K,

2 /\ i i AK=m+ Ó+
Es conveniente en este punto girar en el espacio interno de manera que

df = 0 para i e [LN ——1], y al” E d) = \/qb‘qb‘. Aunque es verdad que las

fluctuaciones longitudinales y transversales son diferentes, al primer orden

en 1/N el propagador de Feynmann para las fluctuaciones está dado por

Gp(a:,:r')6ij =< T(1,bi(:c)1/)j(a:'))> (4.11)

que es solución de la ecuación siguiente:

(-3fla" + K) Gp (3:,x’) = —iñó(rr —:v’) (4.12)

Si suponemos un estado inicial homogéneo, es conveniente introducir la

expansión de Fourier

3 —o . .

wicp) = Í (Z733exp (ik - f) ‘l2wÏ(0) [Uk(t)a‘E+ U;(t)a‘_E] (4.13)

La normalización para los modos es

WIU;(t),Uk(t)1= —z'h (4.14)

W [f, , g] = f9 —g siendo el Wronskiano. En el caso homogéneo,

d2qb _
W + Kd)_ o (4.15)

con la ecuación correspondiente para los modos Uk(t) :

d2Uk(t)
¿tz +wï(t)Uk(t) = 0 w205)= + ¡{(15) (4.16)
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Substituyendo (4.13) en (4.11) da

Gp(a:,:r') = Gi/(IJZI) + GT(:L',.1:') (4.17)

donde reconocemos una parte ( de vacío) o independiente de la temper­
atura

3 -o

Gv(-'v,a:’)= /%%(0) exp[ik-(í-í”)] {Uk(t)U;(t’)G)(t—í(<).18)
+Uk(t’)U;(t)9(t’ —t)} (4.19)

y una parte dependiente de la temperatura

GT(:v,z’) = f (gflï3%(m{exp[iÉ-(Ï+Ï')][Uk(t)Uk(t’)gk (4.20)
+UÉ(t)UE(t')9¡É]} (4-21)

exp [uz- (:E—97)] [Uk(t)U,:(t') + U;(t)Uk(t’)] nk} (4.22)

donde nk y gk representan la mezcla estadística inicial:

(ai- aiá> = (2w)3gk63(lï—EW (4.23)

(a? ag) = (2«)3nk53(13 —E9617 (4.24)

y en el límite de coincidencia,

Gv(ï,1)=/(d3k ñ IUk(t)I2 (4.25)Trama)

Y

dak ñ .— _. 2

GTCBJ) = / matado) {2exp (21k-I) Re [Uk(t)Uk(t)gk]+ 2 IUk(t)|(4n;6})
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Supondremos un baño térmico de partículas inicialmente:

1

exp ( ¿TI ) —1

9k = 0 (4.28)

COI]

T=L um)
la temperatura inicial del baño. El subíndice f está escrito de manera ex­

plícita para prevenir confusión más tarde y indica la temperatura del baño
inicial de las fluctuaciones.

4.2.1 Fluctuaciones clásicas térmicas, tensor de energía
momento y formulación Hamiltoniana

Una estrategia muy exitosa para abordar el recalentamiento en el régimen

fuertemente no lineal consiste en describir el campo del lnflaton como pura­

mente clásico. [54];la razón detrás de este procedimiento es que la transición

a comportamiento semi clásico es muy rápida durante inflación [55] y por

lo tanto, si uno tiene éxito encontrando una descripción semi clásica de las

fluctuaciones producidas por el decaimiento del inflatón, el decaimiento en

sí puede ser descripto vía ecuaciones clásicas de movimiento [56]. En este

capítulo nos concentraremos en el caso particular de fluctuaciones térmicas

clásicas. Es un caso más fácil de implementar que el caso cuántico pero a su

vez permite confrontar las consecuencias básicas. Podemos tomar el límite

ñ —)0 en las ec.(4.25) y (4.26) para obtener

, _ fik ñ 2
¿IggG'vüaïl- IUk(t)I- 0 (4-30)

fik 1 n 2' =1' _——__ _
GW) (27mMo) exp(—“’:::T‘,’) _12'Uk“>' <431)
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_ f (13k 2k13Tj(me, WO) ¡Uk-(tn? (4.32)

Por lo tanto, en este limite clásico, encontramos

me)? (4.33)
1 d3k 1

K = m2 + ¿A452+ AkBT,j fis(2 2wfl0)

El tensor de energía-momento puede ser calculado usando (4.8) mediante

óI‘pm=¿_
v-gómw

(4.34)

especializando después a Minkowskí o directamente tomando los valores

de expectaeiones del tensor de energía-momento. De una manera u otra,

podemos encontrar (escribiendo solamente las componentes no triviales)

(T00) Z ¿4;?+kBT¡/%í:(—0) [Ük(t)Ü;(t)+ |E|2|Uk(t)|2](4.35)

+á (K —m2) (K + m2)+ (4-36)

y (no hay suma sobre i )

1 2 2 m4
——(K—m)(K+m)—— (4.38)2A 2/\

Estas expresiones representan la densidad (le energía y la presión total de

nuestro sistema. Para integrar numéricamente nuestras ecuaciones necesita­

mos un numero finito de variables. Como los integrandos son manifiestamente

isotrópicos, haremos primero la integración sobre las variables angulares. En

problemas con simetrías esféricas como el que afrontamos, este procedimiento

lleva a una mejor aproximación de las integrales comparando con un reem­

plazo directo de las integrales en 3 —D por sumas triples en cartesianas. La

integral sobreviviente a la integración angular es pues escrita como una suma
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discreta:

1 . Nk . _

(T00) = 5ó2+kBT¡2Aka(Ak.k)[UAk.k(t)UÁk_k(t) (4,39)k=l

+IÏ5AkI2 IUAk.k(t)I2] (4.40)

+51} (K —m2) (K + m2) + 75-; (4-41)

.. 1 _ NI: _ .

(Tu) = 54’2+ kBTf Z Akamk-k) [UAk.k(t)U¿k.k(t) (4.42)k=l
1 ­

-5IkAkI2 IUM.k(t)I2] (4.43)

1 2 2 m4
—5(K—m)(K+m)—ï (4.44)

donde definimos _.

a = —IkI2 (445)
k _ 47r2w,Ï(0) '

y fijamos un corte (cutoff)

lima:E A= NkAk.

Nk es el número total de modos y Ak es el espaciamiento. Sin mayor dificultad

podemos reescribir el sistema entero como un sistema Hamiltoniano (H tiene

unidad de densidad de energía). Escribiendo los modos complejos Uk(t) como

la suma de su parte real y imaginaria

Uk(t) = Ur(t) + iU,-(t) (4.47)

y usando la notación p E el Hamiltoníano es

1 1 "k 1

H = —p2+¿Kd;2+ {
—‘—_ HÏ+HÏ 4.48

2 k=1 4kBTfa(Ak-k)Ak[ ] ( )

+kBT¡a(Ak.k)Ak (|13|2+ K) [U,2+ U3]} —á (K —m2)2(4.49)
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Las ecuaciones de movimiento para las fluctuaciones son

. aH ..

—n, = 8_U_r= 2kBT¡a(Ak.k)Ak (IAk - k|2 + K) Ur (4.50)

. aH 1u,=—=—n, 4.51
al], 2kBTfa(Ak.k)Ak ( )

. 31-] ..

—ni = an = 2kBT¡a(Ak.k)Ak (IAk - k1?+ K) Ui (4.52)

Ui a” 1 (4.53)=—=—Hi
al],- 2kBT¡a(Ak.k)Ak

que dan también las definiciones de H, yHi. Las ecuaciones para el campo
escalar son

«15= P (4-54)

1')= -K<25 (4.55)

Inicialmente, tenemos U,(0) = cos(ó), Ür(0) = wk(0)sin(6) y U¿(0) =

sin(6), Ú,-(0) = —wk(0)cos(ó) donde ó es una fase aleatoria . K es un mul­

tiplicador de Lagrange y su ecuación de Hamilton correspondiente nos da la

ecuación discretizada de defecto (gap equation) (4.33). A t = 0 se lee

,\ “k
= m2+ +ÁkBTfz AkaAk.k

k=l

A AkBTfAk Nk ¡ak/2|?= m2+-d>2(0)+ a
2 w k=1(IAkkP+K(o))

una ecuación que deberemos resolver numéricamente para extraer K (0)

como una función de las condiciones iniciales y de los parámetros. Es conve­

niente recalcar que los efectos combinados de la (liscretización y de la imposi­

ción de un k de corte permite tener en cuenta las divergencias ultravioletas

y las singularidades temporales iniciales. No habrá necesidad de renormal­
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ización posterior. Las ecuaciones que rigen las fluctuaciones son bien cono­

cidas en el contexto inflacionario. Por ejemplo, para la parte real tenemos,

usando (4.52) y (4.53)

Ük+ (aire? +K) U, = o

Bajo la sustitución K(t) = —q(t)sin (z) obtenemos la ecuación de Math­
ieu

Ük + (A,c —q(t) cos z) Uk = 0

con Ak E Azk? Según los valores que toman Ak y q(t) los modos

Xk pueden crecer exponencialmente y obtenemos resonancias paramétricas

([28])­

4.3 El tensor de energía-momento en t = O

Como veremos más tarde, con el objeto de completar el modelo macroscópico

necesitamos conocer la forma exacta del potencial de interacción. Para ello,

sería practico tener una expresión analítica para la densidad de energía total

y la presión en el modelo microscópico. El esquema es el siguiente: si uno

considera un fluido disipativo como la mezcla de dos fluidos más simples,

la mayor parte de la información intrínseca de cada uno se perderá después

de mezclarlo. Podemos solamente contar con cantidades que pueden ser cal­

culadas usando la densidad de energía total o la presión. No obstante, al

tiempo inicial, existen informaciones específicas sobre cada fluido que pode­

mos suponer conocidas desde las condiciones iniciales. Por un lado, sabemos

como describir un campo clásico autointeractuante como un fluido. Por otro

lado, sabemos cómo describir teóricamente fluctuaciones (cuántica o térmi­

ca) como un fluido también. Podemos intuir la contribución del potencial
de interacción, al menos al tiempo inicial. Supondremos que la dependencia

funcional con la temperatura es la misma en tiempos posteriores. La com­

paración entre la dinámica de ambos modelos sera la validación de nuestra

hipótesis. Bajo estas premisas , las tres cantidades de interés son:
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H(t) = pg+ ¡c313/ {'Úk(t)I2+ k2Manz} (4.58)

+á (¡{(t) —m2) (K(t) +1712)+ (4-59)

P(t) = ¡”52+¡mn/fi {IÚk(t)I—k; IUk(t)|2} (4.60)

—% (¡((t) —m2) (¡{(t) + m2) — (4.61)

K(t) = m2+ ¿A49+ MET, / dkfiïïm) |Uk(t)|2 (4.62)

Donde H =< T00 > representa la densidad de energía total del sistema

microscópicoy P =< Tii > es la presión total. La temperatura actual de las

fluctuaciones a tiempo posterior podría ser obtenida usando la gap ecuación y

alguna propuesta adecuada sobre los modos. Usando las condiciones iniciales

|U,,(0)| s «¿73(0) + ¿73(0) = wk(0) y Uk(0)| E ‘/U3(0) + U3(0) = 1 tenemos

2 2
__ p_ k dk 2 2

H0 _ 2 +kBT¡ f www) {wk(0)+k } (4.63)
1 m4

+a (K(0) —m2) (K(0) + m2) + a (4.64)
2 2 2

_ p_ k dk 2 _ k_ l r
Po — 2 +kBTj/ 47r2wí(0) {wk(0) 3 (-1.60)

:1

—% (¡{(0) —m2) (¡{(O) + m2) —72% (4.66)

2 1 2 . k2 ,

¡((04150)= m + ¿wifiway / (1km (-1.67)

donde escribimos explícitamente la dependencia funcional de ¡((1, = 0)

con qbo,usamos la notación H(t = 0) E Ho y similarmente con la presión.

Calcularemos primero ¡{(0, (bo).Podemos reescribir Ec.(4.67) como

2 _

¡((0) = ni2+áAóg+AküT¡/dkk “((0) ¡((0) (4'68)
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1 1 dkK(0)_ 2 _ 2 _ _
_ m +2/\d>0+/\kBT¡/dk47r2 AkBT¡/47r2(k2+K(0

es decir

dk _ 2 1 2 MET,
{1+AkBT¡/47r2(k2+K(0))}K(O)—m +¿Aqso+ W [dk (4.70)

La última integral diverge, siendo el culpable parte del modelo mismo: es

la divergencia ultravioleta que tiene su raíz en teorema de equipartición. En

nuestro modelo, la divergencia es controlada asumiendo un corte A. De man­

era alternativa, es posible renormalizar la teoría usando renormalización de

la masa ([73]) pero el método del corte es natural al procedimiento numérico

y nos quedaremos con el. Integrando encontramos

ÁkBTf 1 A } 2 1 2 ¡VCBTÍ
1+ ——¡— arctan— K(o,450)= m + M0 + A

{ 47r2 ¡{(0, 450) ‘/K(0, (fio) 2 47r2
(4.71)

Obtendremos K (0,420) numéricamente. Nótese que, en el límite T —-)O

tenemos K (0, oo) = m2 + ¿m3. Podemos ahora ocuparnos de la densidad
total de energía. Tenemos

2 k k T

How!) = pï + ¿EN + BT?! (_AK(0a<Í>o)+ (K(0,<Ï>o))3/2arctan (—K(1:)Óv Ü
6772 4

K(01 ÓO)2
2A (4.72)

indicando explícitamente la dependencia en la temperatura. Un cálculo

similar da la presión inicial total:

2
p [CET] 3 kBTf 3/2 A= _ _ _A —

P0(T¡) 2 + 1st A 12772 K (0, 450)+ (K (0,d>o)) arctan Km, (po)

2A



94

Es posible simplificar estas dos expresiones usando ec. (4.71):

1 k T '\3 1 m2K 0,d> K2 0,d>H0(Tf)=5p2+ + + í 0)— 0)

1 k T 1 m2K 0,9!) K2 0,ó
P0(T¡)= 5¡02+ 1:”; A3—¿K(o,d>o)d>á— 3g °) — ( A °) (4.75)

La densidad de energía de la fluctuaciones pf, es obtenida considerando los

resultados anteriores con po = (150= 0 es decir

¡CBTan+ _ ¡{2(0, _ 7TL_‘l
p’ = 67r2 /\ 2/\ 2,\ (4'76)

_ kBTf 3 1 2 2
_ WA 2A(K(o,0) m) (4.77)

y

_kBTj3 m4
p’ _ 187r2‘ 3A 6A +2A (4'78)

_ kBTI 3 1 2 2
_ 187r2A—6—/\(K(0,0)—m)(K(0,0)+3m) (4.79)

Nótese que apf y pf se les puede agregar una constante aditiva. Usaremos
esta indeterminación en sus definiciones para obtener un límite natural para

p, y pj cuando T¡ —)0. También nótese que K(0, 0) indica la solución de la

ec. (4.71) con qbo= 0. En el caso T; —>O, encontramos

H — É+¿( 2+ÏA452)2 (480)° ' 2 2A m 2 ° '
2 sl_ fi í

— 2 +V(d)o)+2/\ (4.81)

usando (4.2) y

p! = 0 = PI (TI = 0) (4-82)



Capítulo 5

El modelo macroscópico

Como lo hemos mencionado antes, el formalismo macroscópico asegura co­

varianza y causalidad. Para determinar un modelo concreto, es necesario

especificar el potencial termodinámico de interacción y la forma de la pro­

ducción de entropía. El primero se encuentra pidiendo que el tensor de

energía-momento calculado en el modelo macroscópico reproduzca el valor

de expectación del tensor de energía-momento microscópico en t = 0. La

producción de entropía está restringida por la condición de que el modelo

macroscópico reproduzca las ecuaciones de movimiento para el campo medio

y su momento conjugado a t = 0 y que un campo nulo sea un punto fijo

estable de las ecuaciones macroscópicas.

5.1 Fluctuaciones térmicas

Ya dijimos que podíamos ver las fluctuaciones térmicas como un fluido. Pero

en este caso debemos simular adecuadamente el modelo microscópico, es decir

el potencial termodinámico de las fluctuaciones x, debe reproducir p, y p¡
dado por las ecs. (4.77) y (4.79) respectivamente. La única complicación es

la implementación del corte A. En el caso de fluctuaciones, no hay potencial

químico y y nos quedamos solamente con fl?!) como grado de libertad ter­
modinámico. Sin embargo, el corte elige un sistema de referencia particular.

Sea T“ el 4-vector asociado a este sistema de referencia. Podemos pensar
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en T“ como (proporcional a) la 4-velocidad del observador en cuyo sistema

al reposo se impone el corte. Nuestro potencial generador tomará la forma

xf = x; (Em) donde f = JW y ’U= -fiaT“ (obviaremosel subíndice
(f) para claridad en esta sección). Entonces

a Wax aax
X =—ÉÜ—¿—T fi (5.1)

y

313: = (-%É%)+”Ï°%(%É-É) (5-2)

+2 (B“T"+ rafib) 312;) + ran-3% (5.3)

Para nuestro objetivo, es suficiente elegir el ansatz siguiente para x

x (6, v) = X1 (6) + X2 (U) (5-4)

Entonces

Por lo tanto 1 8X1

pj = _Ea—€ (5.6)

pero 2 2

p; = 83:21 (TOY (33:22 (5'?)

Para resolver explícitamente , identificamos 6 con fi. Entonces

x1 = - /Bp¡dfi (5.8)

amp ) 2 82x r
p¡+ afif =(r°) 3722 (0.9)
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Como ejemplo, si usamos solamente el término principal tenemos

A3 A3

PI= rm * X‘= ’Wfl (5-10)

y, usando v = —flaT° = BTO,

3 2 2

—A = Ï —aX2 (5.11)
67r2B fl av?

obtenemos

A3 l 2X2—6?(v nv-v) (5.1)

De manera equivalente, uno puede escribir v = fl para ejecutar el cálculo,

reemplazando fi —)v en la expresión para x2 después. En el caso general

tenemos a a2

pj‘l'Pf = - ÜLBI+(Toyíxj

Reemplazando (4.77) y (4.79) obtenemos

A_3_ É
67r2fi 3/\

8K 82

(K _ m2)_ 3%(K+m2) fi = (T°)2 ag;

Derivando (4.71), en el caso 490= O, con respecto a fl obtenemos

K+ fl+——¿—arctan—A——¿L a—K-m2
ana/F JI? 87r2(K+A2) 8B "

Podemos utilizar (4.71) de nuevo para eliminar el arctan

2

arctan mB—IB
/\

87rzx/Ï _ 2K 5 + 87r2K

y obtenemos, con v = BT°

A3 _ K (K —m2) A3 _ 62m
67r2fl 3 [4m (K + m2) (K + A2) + AA3]’ 3/32
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5.2 Cálculo del potencial de interacción

En lugar de trabajar con F y G, definiremos las funciones a-dimensionales f

y g como sigue

F = fi’4f (5.13)

G = 5-69 (5.14)

es decir a_0 d2 f +: —_ —g 2 r r
8730 __ dfi2( 64 >13 (0.10)

También

63"_ 2 _ L a a 2 ,
873i..(56(2f+3g) fis (dfl+dfl))3 (0.16)

Nuestro objetivo es encontrar f y g. Esto se puede lograr comparando

con el modelo microscópico. Más específicamente volveremos sobre las can­

tidades físicas fundamentales que describen el sistema microscópico a t = 0.

Inicialmente, recordamos que la densidad de energía total y la presión estan

dados por :

0° pg 1 630 17T = — —— ’.

.. p2 Ei
TÏ = —°—l/(óo) +19; + — (0.18)

2 3 i

La conexión se logra demandando

T80 = H0 (5.19)

Tái = P0 (5.20)

con H0 y P0 definido en (4.74) y (4.75) respectivamente. La razón detrás

de esta identificación es simple. Si queremos describir el mismo sistema

físicocon dos enfoques distintos, entonces debemos esperar que las cantidades

físicas absolutas sean iguales en los dos.

El modelo macroscópico es un modelo de dos fluidos. Cada uno se
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caracteriza por una temperatura, o lo que es lo mismo, una temperatu­

ra inversafi = (kBT)“. Es conveniente trabajar con fi = (fic + B¡)/2 y

B = fic —fl¡ . Definiendo

DH s Ho — —V(450)—Mo) (5.21)

DP Po—pïg+ -

donde p¡(0) y p¡(0) están definidas en ec. (4.77) y (4.79). Cuando qbo—>0,

las soluciones numéricas indican que los D's van a cero como a3. Las fun­

ciones DH y Dp pueden ser aproximadas con mucha exactitud por un poli­

nomio de bajo orden aunque usaremos aproximaciones más complejas para

reducir el error intrínseco al procedimiento de ajuste vía cuadrado medio.

DH= z quóá (5.23)
3:0

Dp = z (¿flag (5.24)
i=0

Ambas aproximaciones fueron calculadas usando el mismo valor de im“.

Los coeficientes c.- y d,- se obtienen numéricamente usando el método de

cuadrados mínimos. Nótese que , para (150fijo, tenemos too,tii —>0 cuan­

do T —) O. Como ejemplo mostramos DH a qbofijo como una función de

T (ver figura (5.1)). La aproximación es mostrada superpuesta y de hecho

es praticamente indistinguible de la expresión numérica exacta. También

mostramos los DH y Dp exactos para T fijo como función de qbocomparado

con el ansatz cuadrático en las figuras (5.2) y (5.3). La línea sólida muestra

DH y Dp tal que son definidos en ecs. (5.21) y (5.22). Las líneas punteadas

son las aproximaciones polinomiales (5.23) y (5.24), respectivamente.
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DJ (Jl

Fig. 5.1: DH (ec. (5.23)) visto como una función de T para qbo= m fijo.
La línea sólida es DH en ec. (5.21). La línea punteada representa el ajuste
cuadrático dado por la ec. (5.23) con ¿maz= 6.

"ae)
¡ I u I

- - - fit

DH I

1

Fig. 5.2: DH exacto (ec. (5.23)) como función de gba T = Tf = 14. La
llinea sólida es DH en la ec. (5.21). La línea punteada representa el ansatz
cuadrático dado por la ec. (5.23).

¡OOOOOOOOOOOOOOO0.000.000.000.00000000000000000000

\ í
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u\|\v I I I I l l
- - > fit

DP100_ _

—500 ­

mm 1 I l 1 I 1 1 l-uw

Fig. 5.3: DP exacto (ec. (5.24)) como función de gbpara T = Tf = 14. La
línea sólida es DH en ec. (5.22). La línea punteada representa el ansatz
cuadrático dado por la ec.(5.24).

5.3 Relación entre BOy qbo

En el modelo microscópico, en t = O, hay solamente una temperatura pre­

sente de manera explícita Tf, la temperatura inicial del baño térmico de
las partículas asociadas a los campos de las fluctuaciones. No obstante, la

descripción de ambos fluidos necesita dos. Al equilibrio, sabemos que hay

una sola temperatura (uniforme) presente. Eso es, al equilibrio, la difer­
encia entre la temperatura de las fluctuaciones y la asociada al campo de

Klein-Gordon debería ser cero. En este límite, la interacción entre los dos

debería ir (cuadráticamente ) a cero. Si consideramos a su vez el formalismo

microscópico, vernos que, cuando los valores iniciales del campo escalar van

a cero, la interacción va a cero cuadraticamente. Ahora bien, el valor ini­

cial de la diferencia de temperatura es fijado por la condición que el tensor

de energía-momento del modelo macroscópico debe ser igual a su par cor­

respondiente en el modelo microscópico. Como este último depende de (¡50,

esto sugiere que 430y la diferencia de temperatura inicial estan relacionadas
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linealmente
A 0/2

a0 = (¿7) kB (Tc0—TN) (5.25)0

Esta ecuación define la temperatura del campo Teoa t = 0. Siguiendo nuestra

filosofía de simplicidad, elegimos modelar el término de proporcionalidad

usando una ley de potencia con a como parámetro. a será elegido para

asegurar la causalidad (local). El corte, en el espacio de la inversa de longitud

(le onda, tiene unidad de temperatura en unidad natural. Además, tiene

sentido que el potencial de interacción sea proporcional al corte pues las

fluctuaciones lo son en el modelo microscópico (recuerde ec. (4.71) y el

parágrafo que le precede). En la práctica, esto significa que consideraremos

la relación siguiente:

05%= (92)0(¡ïuTc-kBTH2 (5.26)

= (5.27)

En la última línea evaluamos fic,fl¡ a orden cero, esto es, tomamos fic,B, 2

B pues estamos buscando solamente un término de segundo orden. Obten­

emos pues las ecuaciones siguientes:

ima:

D” = A“ Z c,-T<"+4-“>B2 (5.28)
2:0

DP = A° z d,-ïr<i+4-°>132 (5.29)
¡:0

con los c,-y d,-constantes (pero aún dependiendo de los parámetros de la

teoría, es decir m y /\). Observe que la adopción de esta definición significa

que logramos modelar bastante bien nuestro término de interacción en un

cierto rango de temperatura alrededor (le T¡ pero no podemos tomar el límite
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T¡ —+0. Es conveniente introducir las siguientes definiciones

t°°(T) s A" Z ¿»JW-a) (5.30)
3:0

tiicr) E A" z d¡T(i+4’°) (5.31)
¡:0

Estamos ahora en condiciones de calcular el potencial de interacción que

usaremos después en el modelo macroscópico. Sin embargo, debemos pa­

gar un precio en la transición desde micro a macro. Como mencionamos

anteriormente, dependiendo del valor de a, el límite T —>0 puede ser mal

definido. Por otro lado, si retornamos al modelo microscópico, el límite h —)0

implica que uno no puede esperar que el modelo microscópico sea válido a

temperatura baja. Por cierto, no se espera obtener resultados válidos cuando

kBTf << wk(0) = i/k2 + K (0, qbo)(ver ec. (4.27)). Esto indica que podemos

obtener una temperatura mínima comparando la energía térmica kBTf con la
masa efectiva a 450= 0. Para encontrar Tminconsideremos K (0,0) contra

T (ver figura). Para valores de T menor que ,/ K (O,O) se puede esperar que

nuestro ansatz ande mal. Definiremos pues Tmincomo la (única) solución de

V 0)Tmin)_ Tmin= 0

con ¡((0, 0) solución de la ec.(4.71) condJO= O(ver fig.(5.4)). Por ejemplo,

con m = 1.1 y /\ = 15 obtenemos Tmin210.198

la ecuación

5.4 Cálculo de F y G

El potencial de interacción (3.61) es definido por dos funciones de la tem­

peratura inversa media fi = (Bm + fim) /2, F y G, o equivalentemente las
adimensionales f y g definidas en (5.13) y (5.14). Ahora que hemos extraído

lo que debería ser la parte interactiva del modelo microscópico al tiempo

t = 0, y hicimos la correspondencia con las variables (es decir de T, y qbo

hacia T y B) del modelo macroscópico, estamos finalmente listos para cal­
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Fig. 5.4: K (0,0) como función de T . La intersección con la diagonal
determina Tmm. El valor de Tmmdepende únicamente de los parámetros m
y /\. Con m = 1.1 y A : 15 obtenemos Tmm210.198.

cular explícitamente el potencial de interacción. Usando (5.15) y (5.16) en

conjunto con (5.30) y (5.31) obtenemos:

d? f+g _
d—B2( B4 > _ ¿0° (5.33)

2 1 df dg _
EG(2f + 3g) —¡5 (-616+ fi) —t (5-34)

con too = tOOW’l)y í“ = t“(fi‘1) dado por (5.30) y (5.31). Para aliviar la

notación dejaremos de utilizar el tilde desde ahora. No es complicado invertir

estas ecuaciones para obtener expresiones para f y g . Como lo explicamos

anteriormente, debemos fijar nuestro límite de integración en el rango donde

creemos que nuestro ansatz para too y tii es aceptable. Definiendo Bm“ =
T-1 obtenemos:min

4 67710.1 Bmaz 5 4

“Fra/5 dar/ dyt (y)+afi +bfi (5.35)
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donde a y bson constantes de integración. b de hecho resultará ser irrelevante.
Tenemos

.. 2

t" = F(2f+3g) (5.36)
1 a 4 am an." 00 5 4

—Ffi {li/fl dar/I dyt (y)+afi +fib} (5.37)
4 m ama, 6

= E {Eje dx/I dy t°°(y) —g} + Ey —% (5.38)
4 a...” Bm 00 1 Bm o

—E¡¿ «uÁ un wy+EÁ wtww (sw)
_ 3 l flma: 00 _ g
— wg+flá @t(m fi 64m

que nos lleva a

.. Brno:

g=áwW—%fi¿ @fi%w+áfia ou)

Reemplazando en la expresión para f + g encontramos inmediatamente

Bmaz

f=EÁ

Eso es, usando (5.13) y (5.14)

flmaz 1 .. 1 Brno: 1

da: dy t°°(y) —5m" + ¿fi /fi dy t°°(y) + ¿aaï‘ + bfi“
(5.42)

BMG: flma: 1 .. 1 Brno: 1_ OO _ _ 2 u _ 00 _
F_/fi dz]: dyt (y) 2fi t +2B/B dyt (y)+2afl+b (5.43)

y
1 .. 1 flmaz aG= _tu_ _ _
2 2fi a )+ 25

Las condiciones de causalidad involucran derivadas de F y G con respecto

dy t°°(y (5.44)

a u = B2 = T‘z. Tenemos la relación siguiente:

dF 1 3dF

Revertiendo a la vieja notación (eso es t°° = t°°(T) y similarmente con
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tii) obtenemos

dF 1 7‘ 100 1.. 100 Ta .. 1— = —- — —- " ——t T ——t" - r.
du 4T/Tmmdzz2t (z) 2t (T) 4 ( )+4ÜT (T)+4Ta (046)

_ 1 ii T T 1 00 1 :'
G—¿t (T) 2 dzzzt (z)+ 2Ta (0.47)

dG_13aii 13 T100 1200 1 3 r,
du _ 4:r t(T)+4T Amat (z)dy+4Tt (T) 4aT (0.48)

con el límite inferior (le integración Tun-n> 0 para asegurar convergencia.

5.5 Restricciones impuestas por causalidad y la
segunda ley de la termodinámica

Podemos analizar ahora las restricciones impuestas a nuestro modelo como

consecuencia de consideraciones de causalidad. Empecemos recordando las

condiciones locales de causalidad ([53])

dF

dG 1 dF , ,<0 (0.00)
dG 1 dF dF G2 r(0.51)

% fue escrita antes (5.46). Nótese que las dos últimas implican la primera.
Ahora

dG 1dF T3’I' 100 13 _,
a +fi + __ï Ámín (Z)+ a (0.02)

Es un simple ejercicio de álgebra escribir la última, pero la expresión
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4
condition 1

Fig. 5.5: La primera condición de causalidad, ec. (5.49), como función de la
temperatura graficada con dos eleccionesposibles para a. El rango permitido
de temperatura corresponde a tener la función positiva . El valor de a = 25.9,
con Tmin = 10.198 y la constante de integración (ver ec. (5.35)) fue elegida
cero. Otros parametros son m = 1.1,A = 15, la inversa de longitud de onda
de corte A : 40 y las condiciones iniciales (¡50= 0 y po = 0 (ver ecs. (5.30) y
(5.31) ).

es complicada y no dice mucho. Nótese que la segunda se verifica siempre

que t00 > O , una desigualdad que se cumple en general con nuestro modelo

microscópico. b no aparece y por lo tanto no es relevante. Las condiciones

se verifican para un rango bastante amplio de valores de a.

No obstante, veremos más tarde que el mejor ajuste para nuestro modelo

se encuentra con la elección para a que prácticamente satura las condiciones,

es decir, que hacen que las condiciones se hagan nulas para T = Tf . Queda

por determinar la elección de a. Consideremos los graficos siguientes, hecho

suponiendo dos valores distintos para a:

Nótese que en la fig. (5.8), la condición deja de valer para un valor inferior

de T. Si uno quiere llegar hasta T : Tf, se debe modificar el valor de a pero
este cambio a su vez produce un peor ajuste cuando se compara los modelos

macroscópicos y microscópicos. Por ende, se eligió a z O.
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condition 2
-2 ­

-10­

Fig. 5.6: La segunda condición de causalidad, ec. (5.50), como función de la
temperatura graficada con dos elecciones posibles para a. Ver la fig. (5.9)
para detalles.

Para claridad se muestra los graficos con el valor elegido de a, o sea a = 0.

La primera condición (5.49) se muestra en la figura (5.9), la segunda condición

(5.50) en la figura (5.10) y la tercera (5.51) en la figura (5.11). Todas son

graficadas como función de la temperatura T, con el valor a = 25.9. (también

m = 1.1, 450= 2 * m, po = 0, A = 40, /\ :15 y Tmm =N 10.198. como fue

mostrado en la figura (5.4)).
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condition 3

Fig. 5.7: La tercera condición de causalidad, ec. (5.51) graficada con dos
elecciones posibles para a. El valor no nulo de a es atractivo pues hace que
las condiciones de casualidad sea valida para todo el rango (TmimTf). Ver
fig. (5.8) para un acercamiento. Ver la figura (5.9) para detalles.

6 _
condition 3

1 l

13 13.5 14 14.5 15 15,5

T

Fig. 5.8: Se hizo un acercamiento de la fig. (5.7). Se ve que en el caso a 76O
la tercera condición ( 5.51) deja de cumplirse para una temperatura inferior.
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x10“

4 _
condition 1

o :2 m m _. A A­01 _. a) N, no _. to No

Fig. 5.9: La primera condición de causalidad, ec. (5.49), como función de
la temperatura. El rango permitido de temperatura corresponde a tener la
función positiva . El valor de a = 25.9, con Tmm = 10.198 y la constante
de integración (ver ec. (5.35)) fue elegido a cero. Otros parámetros son
m = 1.1,/\ = 15, 1a inversa de longitud de onda de corte A : 40 y las
condiciones iniciales 9250= O y po : 0 (ver ecs. (5.30) y (5.31)
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conditionQñ

-3.5 ­

l

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fig. 5.10: La segunda condición de causalidad, ec. (5.50), como función de
la temperatura. Ver la fig. (5.9) para detalles.

l 1 l l I I

conditiong’5 n

3..

2,5­

2­

1,5­

1 ._

0.5­

U\\_//
l l I l l l l I l

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fig. 5.11: La tercera condición de causalidad, ec. (5.51). Ver la figura (5.9)
para detalles.
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Capítulo 6

Comparación entre los modelos
microscópico y macroscópico

Como demostraremos en este capítulo, el modelo macroscópico tiene éxito

al reproducir la evolución del campo medio y la densidad de energía de las

fluctuaciones, siempre que la escala temporal sea más corta que la del tiempo

de recurrencia (habitualmente un tiempo muy largo) pero con tiempos sufi­

cientemente largos para que las correlaciones iniciales entre las fluctuaciones

desaparezcan. Estos resultados son prometedores e indican que este punto

de vista puede ser útil para explorar escenarios de recalentamiento no lineal
de una manera covariante.

6.1 Víncular las dinámicas

Para comparar los dos modelos, debemos elegir los parámetros de manera

consistente para asegurar que estemos comparando efectivamente el mismo

sistema físico. Algunos parámetros son trivialmente elegidos pues suponemos

que la masa de la partículas m y la constante de acoplamiento Ason exacta­

mente las mismas en ambos modelos. También partimos de la hipótesis que la

temperatura kBT¡ en el modelo microscópico es igual a fifol = (Bo- 30/2)’l .
Las cantidades que deberían ser iguales, al menos inicialmente, son la den­

sidad de energía total, la presión total y K(0,d>o). Finalmente, como iden­
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tificamos el valor medio del campo escalar con el campo (,ó,las condiciones

iniciales correspondientes se igualarán. Como fuimos hasta el orden en l/N

en el desarrollo para el sistema microscópico, se conservan la densidad de

energía total y la entropía.

Siendo un sistema Harniltoniano, el sistema macroscópico también con­

servará la energía (o como el sistema es homogéneo, la densidad de energía

pues difieran por una constante). Sin embargo, aunque posible, no es muy

deseable pedir también conservación de la entropía en el sistema macroscópi­

co. Físicamente, siendo el sistema macro una versión de granulado grueso del

sistema micro, uno espera una creación de entropía. Esta creación es impor­

tante pues permitirá describir aspectos importantes del comportamiento del

campo escalar que no sería posible lograr de otra manera (la.disipación). Para

describir la creación de entropía, utilizaremos la definición de la corriente de

entropía como

5" = X“- Berja" - meT“ - Ü“ (6-1)

Como dijimos anteriormente (3.38), la producción de entropía es

V05“ = —B(,I" —¿A (6.2)

Definiendo

I“ = Défl" + EB“ + FBbBb/Í“ (6.3)

A = A6 + CfiaB“ (6.4)

Podemos reescribir (6.2) de la manera siguiente

Vas" = —(.4¿+ 05.13% —(06,3" + EB“ + mmm") Ba (6.5)

Si uno demanda VaS“ = 0 entonces A = E = F = (C + D) = 0. Relajando

estas restricciones para permitir una creación no nula de entropía introduce

más términos en las ecuaciones de movimiento. Más específicamente, usare­
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mos el ansatz siguiente para A y I“:

A = —Ag —CBB (6.6)

1° = —C¿fi (6.7)

Eso es,

A = —CfiB—Ap + ¿3) (6.8)

1°= C + ¿3) %p (6.9)

donde p es el momento conjugado a 45,C tiene unidad de T5 y A de T2.

Elegimos modelar estos factores de la manera siguiente

C

A

COT44> (6.10)

A0452 (6.11)

Recuerde que d)tiene unidad de temperatura en unidades naturales , que

son las que adoptamos en general en esta tesis. La dependencia en d)es para

obligar el punto fijo (¡Se= 0. A0 es el término de producción de entropía. Esta

producción de entropía estará asociada con el decaimiento del campo escalar

pues, como consecuencia de la conservación de la energía, este decaimiento

implica un crecimiento de la densidad de energía de las fluctuaciones. Sin esta

creación, y dentro de nuestro modelo, la amplitud del campo escalar queda

constante. El valor de Co es elegido demandando que el valor inicial del lado

izquierdo de la ecuación para p sea el mismo en ambas teorías. Obtenemos
entonces :

/\ 1 1 1C=K, (_-B)_ 6.12
o (0 (150) m 2<Í>o+ 0450 To+2 o P0 T330 ( )

Podemos ahora concentrarnos en las ecuaciones (3.18) y escribirlas en tér­

minos de nuestras variables. Para integrarla numéricamente, es conveniente

reescribirlas en la forma siguiente:
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c2 = p (6.13)

15 = -V’(d>)—A (6.14)

T = -Apf¡(T,B)—2I°f2(T,B) (6.15)

B = Apf3(T,B)+2I°f4(T) (6.16)

donde A y I0 son definidos en ecs. (6.8) y (6.9). Las funciones f,-(B) son

bastante complicadas y son obtenidas reemplazando el potencial de interac­
ción en las ecuaciones de movimiento. Reordenando con el fin de obtener

ecuaciones en una forma útil para la integración numérica, obtenemos

fl=M (6.17)
9194 — 9293

f2= —92 (6.18)
9194 — 9293

f3=u (619)
9194 - 9293

f4=L (6.20)
9194 - 9293

donde 1

91 = ¿72 ¡210;+ Tí(T)B2 (6-21)

1 2 I

92 = 5 ¡pq + 271(T)B (6.22)

1 2 I I

93 = —772T¡pq+ 01(T)B (6.23)

1 2 ,

94= -5Tqu+01(T)

con pz,indicando que la derivada se toma con respecto a T¡
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T1(T) = Aa Z c,T"+4-° (6.25)
i=0

T 1

0'1 = 4 Tmm;T1(Z)dZ
y los c,-salen de la aproximación por cuadrado mínimos. como se explico

en la sección 5.2. La constante de integración a que aparece en ec.(5.35) fue

puesta en cero, como discutimos en la sección 5.5.

6.2 Resultados

Estamos interesados en describir el campo escalar y también la densidad

de energía de las fluctuaciones. De los varios parámetros que aparecen en

nuestra modelo macroscópicos, casi todos son fijados por las condiciones ini­

ciales o por los parámetros de la teoría microscópica. Tminestá determinado

por la ec. (5.32) y depende solamente de m y /\. Co está fijado por la ec.

(6.12). Finalmente, la constante de integración a fue puesta en cero. Hay

dos parámetros que pueden ser ajustados: Ao (ver ec.(6.11)) y a. En am­

bos casos, estos parámetros no son fijados por las condiciones iniciales pero

fueron elegidos para ajustar algún comportamiento del campo escalar, más

precisamente, para emular el decaimiento del campo escalar en el caso de Ao

y ajustar la fase en el caso de a. Además, como vimos anteriormente, el valor

de a es el que casi satura las condiciones de causalidad. Sin embargo, una vez

fijados, no se los puede cambiar cuando otro conjunto de condiciones iniciales

es elegida. En los ejemplos mostrados a continuación, Ao = 0.9 ya = 25.9.

Los siguientes valores fueron elegidos para la simulaciones numéricas :

m = 1.1, /\ = 15 (ver ec. (4.2)), T, = 14 (ver ec.(4.29)), El alto valor de /\ es

para asegurar que los efectos no lineales sean importantes. El corte A = 40

(ver (4.46)) con un espaciamiento Ak = .05 (ver (4.41)) porque da una muy

buena aproximación de las integrales por sumas de Riemann. Esta elección

conduce a trabajar con 400 modos complejos en el modelo microscópico.

Este sistema fue integrado usando Fortan 77 usando el método de Bulirsch­

Stoer tal como fue implementado en el Numerical Recipes [74]. Un simple
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algoritmo de Runge-Kutta con paso adaptivo fue usado para resolver las

ecuaciones para el modelo microscópico.

Nuestro objetivo es demostrar que el modelo macroscópico captura los

aspectos esenciales del modelo microscópico. Para hacerlo, mostraremos grá­

ficos que muestran cantidades macroscópicas relevantes en los dos modelos

bajo las mismas condiciones iniciales. Los valores iniciales para el campo

escalar son qbo= f * m y po = 0. Se eligió escalear el campo escalar con

la masa pues es el parámetro básico (le la teoría que tiene la misma unidad

que (byque por ende, fija la escala para el campo escalar. Para la primera

serie, se elige f = 1. Con esta elección, el campo escalar por sí solo no es

muy diferente de un campo escalar de Klein-Gordon con m3” = K(0,0).
Tenemos también el parámetro a = 25.9 ( ver ec.(5.25)), con el valor que

casi satura las condiciones de causalidad (ver (5.49),(5.50) y (5.51)) , y tam­

bién Tmin = 10.198, ec. (5.32). En la figura (6.1), mostramos la densidad

de energía. Hay que recalcar que en ambos casos, la densidad de energía se

conserva con una precisión del orden de la precisión numérica del integrador.

La pequeña diferencia entre los dos valores es causada en el error inherente

de la aproximación de pjpor el método de cuadrados mínimos (casi toda
la densidad de energía inicial se encuentra en la densidad de energía de las

fluctuaciones).

En la figura (6.2), el campo escalar es graficado en función del tiempo

en ambos modelos por separado. Para estas condiciones iniciales, son muy

parecidos. Para facilitar la comparación, ambos gráficos son mostrados su­

perpuestos en la figura (6.3). En la figura (6.4), la densidad de energía (le

las fluctuaciones para ambos modelos se muestra. Recordamos que

ima:

pyme) = z eine) (6.27)
i=0

donde los c,-son obtenidos por cuadrados mínimos en la ec. (4.77) y

T, = n;- )_l (6.28)
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también 1
pT‘"°(t) = T30- 5pm) - V(d>(t)) (6-29)

A t = 0, los dos deberían ser iguales pues la energía de interacción es nula

inicialmente. Nótese que p, es una función de TI. Para que la lectura sea
más fácil, la salida en ambos casos fue procesada con un filtro pasa bajo

para eliminar las frecuencias altas y así mostrar la tendencia genérica. En

el modelo microscópico, definimos la densidad de energía substrayendo de la

densidad total la densidad de energía del campo escalar.

En la siguiente serie de figuras (fig.(6.5) hasta (6.8)), tenemos f = 2 para

mostrar un decaimiento mas pronunciado del campo. En la figure (6.6) se ve

que el modelo macroscópico captura efectivamente el decaimiento del campo

para tiempo largo. Ninguno de los parámetros del modelo hidrodinámico

fue cambiado, los mismos valores de a,T,m-n y A0 que fueron usados en el

caso f = 1 fueron retenidos, es decir a = 25.9, a = 0, Tmin = 10.198 y

Ao = 0.9 para mostrar el poder predicativo del modelo. Teniendo en cuenta

las hipótesis bastante groseras sobre los cuales fue basado nuestro modelo, el
resultado es bastante satisfactorio.

En la figura (6.7), comparamos la derivada temporal del campo escalar
con su par correspondiente del modelo microscópico. Finalmente, mostramos

en la figura (6.8), la densidad de energía de las fluctuaciones en ambos mod­

elos en el caso f = 2.

Concluimos que el modelo macroscópico es capaz de describir la evolución

del campo escalar y de la densidad de energía de las fluctuaciones con la

precisión requerida para las aplicaciones cosmológicas.
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Fig. 6.1: Densidad de energía como función del tiempo en el caso qbo= m.
La línea llena corresponde al modelo macroscópico y la línea punteada al
modelo microscópico. La pequeña diferencia proviene del error generado
por la estimación de cuadrados mínimos cuando calculamos la densidad de
energía de las fiuctuaciones,pf, y la energía de interacción , tOOB2
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Fig. 6.2: El campo escalar mostrado como función del tiempo en ambos mod­
elos. El gráfico superior corresponde al modelo microscópico y el inferior al
modelo macroscópico. Los valores iniciales son qbo= m y p = 0, el parámetro
A0 = 0.9, el parámetro a = 0 y a = 25.9.
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Fig. 6.3: Los campos escalares de la fig.(6.2) superpuestos. La línea llena
representa el caso macroscópico y la línea punteada la teoría microscópica.
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Fig. 6.4: Valor aproximado de la densidad de energía de las fluctuaciones.
La línea llena representa la teoría macroscópica dada por la ec. (6.27) y la
línea punteada la teoría microscópica dada por la ec. (6.29).
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Fig. 6.5: El campo escalar como función del tiempo en el caso «So= 2m. El
gráfico superior muestra el campo del modelo macroscópico y el inferior el
del caso microscópico. Todos los parámetros tienen los mismos valores que
en el caso de la fig. (6.2) es decir A0 = 0.9, a = 0 ya = 25
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Fig. 6.6: Lo mismo que en la fig.(6.5) pero mostrados juntos. La línea llena
es el caso macroscópico y la punteada es el caso microscópico.
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Fig. 6.7: Las mismas condiciones iniciales que en la fig.(6.5) pero la derivada
temporal del campo escalar es mostrada en función del tiempo. La línea llena
representa el caso macroscópico y la punteada el caso microscópico.
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Fig. 6.8: La densidad de energía de las fluctuaciones vista después de pasar
por un filtro pasa-bajo en el caso (¿50= 2m. y parámetros como en el caso de
la fig. (6.5). La línea llena representa el caso macroscópico y la punteada el
caso microscópico.



Capítulo 7

Conclusión

Este trabajo de investigación consta de dos partes. La primera de carácter

más general, en la cual se desarrolla el formalismo y la segunda, donde se

busca un ejemplo relevante para aplicarlo.

En la primera parte se muestra que el campo escalar de Klein-Gordon

puede ser descripto en el marco de la teoría tipo divergencia. Además se

puede también incluir sus fluctuaciones bajo el mismo formalismo. Las mis­

mas pueden ser vistas como un fluido con una ley constitutiva simple o se

puede tratar de simularlas de manera más precisa para estar en acuerdo con

una descripción de un campo con autointeracción no-lineal. Nos apartamos

del formalismo canónico de teoría tipo divergencia en el sentido que describi­

mos la parte disipativa del fluido total como proveniente de un potencial de

interacción entre los constituyentes fundamental del fluido disipativo.

En la segunda parte, para poder verificar algunos aspectos predictivos

de la teoría consideramos un campo escalar en el marco de un desarrollo

en l/N quedándonos con el orden más bajo. También, consideramos so­

lamente fluctuaciones térmicas. Esto nos permitió afrontar algunos de los

problemas específicos de la implementación de nuestro modelo sin demasi­

adas complicaciones. Por ejemplo, con el propagador completo (término de

vacío más la contribución de temperatura) , el valor de expectación del ten­

sor de energía-momento se vuelve complejo y además depende de la historia

previa del campo. Por lo tanto, complicará la teoría microscópica y hará



126

más complejas la relación entre los dos formalismos. De todas formas, se

vio que el sistema microscópico guarda suficiente riqueza pues aparecen las

resonancias parametricas. Trabajamos bajo la hipótesis de que la estructura

del tensor de energía-momento inicialmente aportaba información relevante

sobre su dependencia con la temperatura. Propusirnos un vínculo entre la

teoría microscópica y la macroscópica que nos permitió encontrar un po­

tencial de interacción. Usamos la segunda ley de la termodinámica para

proponer los términos de creación de entropía. Tratamos de utilizar lo mas

posible la información en t = 0 para determinar los parametros que tuvimos

que introducir. Finalmente, presentamos algunos resultados específicos pero

representativos que muestran que el formalismo es prometedor y cumple con

sus expectativas. Por la estructura del formalisrno, sería directo trabajar en

una métrica. de Friedmann-Robertson-Walker y por lo tanto empezar a tra­

bajar en el contexto de un modelo inflacionario. Es usual en este contexto

simular el acoplamiento con los otros campos de materias vía un termino

fenomenológico ([19]) y se puede estudiar la creación de partículas vía am­

plificación paramótricas.

Finalmente, esta linea de investigación presenta un interés en si, a parte de

su posible aplicación al periodo inflacionario. Desarrollamos un formalisrno

de fluido, usando teoría tipo divergencia para un sistema. intrínsecamente

relativistas. Hay poca aplicaciones de teoría tipo divergencia a un sistema

físico El formalismose podría extender a otra linea de investigación
donde una versión fenomenológica sería útil para simular un campo fuera del

equilibrio.

Quedan muchas cosas por hacer. Habría que incluir las fluctuaciones

cuánticas, estudiar un modelo microscópico más interesante yendo a un or­

den mas en el desarrollo l/N, trabajar en una métrica no-trivial y no-fija

e incluir las ecuaciones de Einstein y estudiar un caso inhomogeneo para

el campo medio. Con un modelo microscópico mas complejo y su equiva­

lente macroscopico, sería muy interesante comparar los resultados de estas

simulaciones con los obtenidos usando los obtenidos usando el programa Lat­

ticeEasy Este último, resuelvelasecuacionesexactasperoclásicaspara
los campos (bajo la argumentación que los efectos cuánticos son exponencial­
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mente pequeños cuando recalentamiento empieza los números de ocupación

siendo muy grandes) durante inflación. Sería entonces posible comparar de

manera realmente precisa la robustez y exactitud del formalismo.
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Cálculo de los valores de

expectación
del tensor de energía momento

Empezamos con
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con la prima denotando derivación respecto (le x' y donde

dak 1

(w 2wz(o)Gm, 2') = kBT¡ f exp {u}. (33"—934)][Uk(t)U,:(t’) + U;(t)Uk(t’)]

(A.6)

con el límite ñ —)0 ya hecho. Vamos a considerar primero el caso ,u =
1/= 0. Tenemos

avia!- ¿ww-¿161+ csi-ai)Gr(x,a:')lï=f = (AJ)
1 1 ,

(¿61a + ¿ex-ai)ama: nm, = (As)
dak 1 - -o ­

kBT;/ (W WO) {|Uk(t)|2+ Ikl2www} (A9)

Por lo tanto

d3k 1 - 2 ..

T20= kBT/ (hpm {lUk(t)I + [|kl2+ K] IUk(t)|2} (A.10)

En el caso ,u = u = i tenemos

¿vi-ai-árM-rxawagaj)Gr(z,x')lx=1, = (A11)
3

(óí-ai+ i613: - ¿Z 828i) Gr(z,x')lï=f = (A12)j=l

dak 1 2 «2 2 - 2 _
kan/wmfizki-Ikulmun +|Uk<t)|}— (A13)

(131€ 1 - 2 1 "'2 2

kan / WWW) {|11ka —¿IM ¡Ukml} (A14)

Entonces
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El tensor de energía-momento clásico de un campo escalar está dado por

TW_ 2 552c A.16
V _g óguu ( )

con

1 . . K2 1 . . 2

&=/{—ywwwww+ïx—ïwwhl}K}wïfiz (AN)
donde factorizamos un factor N. Obtenemos

Té‘” = n°”nfl”8aóafló—%n""a,qsa”qs (A.18)
K2 1 m2pu___ 2 __

+77 {2A 2<bK A K} (A.19)

eso es

1 1 a 2 1 K2 m2oo _ _ 2 _ _ 2 __ _
Tc — 209145)+2(Vd>) +2d>K 2A+ AK (A.20)
ii_1 2-'_2_1-' 2_l2 Ï_m_2

Tc — 2(3t<25)+(8145) 2(qu) 2M<+2A AK (A21)

que conducea

1 d3k 1 . 200 _ _ 2
<T > — 2p +kBT/—(27r)3—2w%(0){|Uk(t)| (A22)

+ [IEP + K] IUk(t)|2} (A23)

1 2 1 _ 2 2 E4
+2d>K 2A(K m) +2A (A24)

ii _ 1 2 dak 1 - 2

<T > — 2p +kaT¡/(2F)32wz(0) {IUk(t)I (A25)
1 ­

—(K+¿mñummfl <A%)
1 2 1 _ 2 2- in:
24)K+2A (K m) 2A (A27)

usando

Ï-EÏK — l{I{2—2m2K+1n4—m4} (A28)2A ,\ _ 2A ­
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1 2 2 4 m4 ,
= a{K —2mK+m}—ï (A29)

1 2 2 m4 l

Ahora

1 2 d3k KIUk(t)I2 _ 1 2 dale wm?
545I<+kBT/(2W)3W _K{53 +kBT/WW (A31)

que, usando (4.33) se reduce a:

3,. t? _ 2dk KIUk()| =K(K m)
(27r)3 202,3(0) /\

1 2

¿K3 + kBT/ (A32)

Entonces

11 d3k - 2 ..

< T°° > = 5p? + kBT/ W {IUk(t)I + |k|2 IUk(t)|2}(A.33)2w130)

(K — m2) 1 2 2 m4
+K A 2A K m) + 2A (A.34)

<T"" > = áp2 (A35)

da]? 1 - 2 1 "2 2

+kBT1/WW{IUk(t)I -3Ikl wm} (A36)
(K —m2) l 2 2 m

K A + 2A (K m) 2A (A.37)

llevándonos inmediatamente a la repuesta final

1 (13k 1 - 2 ..

< T00> = 5p2+ kBT/ WW {IUk(t)I+ |k|2IUk(t)|2}(A.38)
1 2 2 m4

+5(K—m ) (K+m)+ï (A39)

< T“ > = ápQ (A.40)

(13k 1 - 2 1 #2 . 2

“BT;/ WW {|11ka- ¿Ikl¡wm } (A41)
1 4

—a (K —m2) (K + m2) —% (A42)
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