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RESUMEN

El método más comunmente usado para estimar los coeficientes de una regresión

lineal es el de mínimos cuadrados. Este método que es óptimo en el caso de

errores distribuidos normalmente, es muy sensible a la presencia de outliers. Para

remediar ese problema se han desarrollado otros métodos de estimación llamados

métodos robustos, los cuales se ven poco afectados por la presencia de datos

atípicos.

Una medida de la robustez de un estimador es su punto de ruptura. Entre los

estimadores de regresión robustos se encuentran los LTS, LMS y los S estimadores.

Estos estimadores son equivariantes por tranformaciones afines, de regresión, y de

escala y además tienen un alto punto de ruptura. El inconveniente que presenta

su calculo es que requiere muchas horas de computadora.

Rouseeuw y Van Driessen desarrollaron un algoritmo, llamado Fast-LTS, que

mejora la velocidad de cálculo del estimador de mínimos cuadrados podados. El

objetivo de este trabajo es desarrollar un nuevo algoritmo, análogo al Fast-LTS,

para computar S estimadores. Del mismo modo que el algoritmo desarrollado

por Rousseeuw, este nuevo algoritmo esta basado en el mejoramiento local de los

estimadores iniciales. Esto permite una significativa reduccion del número de can­

didatos requeridos para obtener una buena aproximacion de la solución óptima.



Se ha realizado un estudio de simulación que ha mostrado que los S estimadores

calculados con el algoritmo Fast-S, son comparativamente mejores a los esti­

madores LTS calculados con el algoritmo Fast-LTS. Algunas de las ventajas del

nuevo algoritmo son: 1) Menor porcentaje de muestras afectadas por los datos

atípicos. 2) Menor error cuadrático medio. 3) Menor tiempo de cómputo.



ABSTRACT

Regression analysis is an important statistical tool that is applied in most sci­

ences. The purpose of regression analyisis is to fit equations to observed variables.

The most commonly regression technique is the least squares method, generally

adopted because of tradition and easier computation. However these method is

very sensitive to the presence of atypical points in the sample. An observation

is an atypical point or outlier if it does not follow the model. To remedy this

problem the robust methods have been developed that are not so easily affected

by outliers.

One mesure of robustness of an estimate is its breakdown point. Heuristically, the

breakdown point is the minimun fraction of arbitrary outliers that can take the

estimate beyon any limit. The breakdown point as an asymptotic concept has been

introduced by Hampel (1971). Donoho and Huber (1983) gave the corresponding

finite sample notion.

A desirable property for regression estimates is that the estimate be equivariant

with respect to affine, regression and scale transformations.Estimates with this

property are the LTS-estimate and S-estimate. This estimates are computation­

ally expensive, and the corresponding algoritth become unfeasible for moder­



ater large number of regressors.

In this thesis we propose an algorithm for computing S-estimates, analogous to

the algorithm of Rousseeuw and Van Driessen (fast-LTS) to improve the com­

putationaL speed of the LTS-estimate . The new algorithm, that we call “fast­

S”, is based on a “local improvement”-step of the re-sampling initial candidates.

This allows a substantial reduction of the number of candidates requiered to ob­

tain a good approximation to the Optimal solution. We performed a simulation

study wich shows that S-estimators computed with the fast-S algorithm compare

favourably to the LTS estimator computed with the fast-LTS algorithm.



INTRODUCCION

El analisis de regresión es una herramienta estadística de importancia, con nu­

merosas aplicaciones en múltiples campos del conocimiento humano, tales como

la medicina, la economía, la sociología, la psicología y la industria, entre otros. El

análisis de regresión se utiliza para modelar la relación existente entre un con­

junto de variables. Uno de los posibles modelos dentro del análisis de regresión

es el modelo lineal. Este modelo supone que hay una relación lineal entre una

variable dependiente Y, llamada variable respuesta y un conjunto X1,X2, Xp

de variables explicativas o regresoras. Más precisamente, supondremos:

Y = 91X1+ --' ' .-+0,,X,,+U (1.1)

donde U es el error que no puede ser explicado por las variables X1,X2, Xp.

El vector 0 =(01, ..., 6p) es el vector de los coeficientes de la regresión. El método

más frecuentemente utilizado para estimar estos coeficientes es el de mínimos

cuadrados (MC). Este método ha sido usado tradicionalmente debido a que es

óptimo en el caso de que los errores tengan distribución normal y además es

simple de computar. Sin embargo tiene el inconveniente de ser muy sensible a la

presencia de outliers (observaciones atípicas). Para superar este problema se han



desarrollado los métodos de estimación denominados robustos. Estos métodos se

ven poco afectados por la presencia de valores atípicos.

El objetivo de este trabajo es desarrollar un nuevo algoritmo para computar un

estimador robusto (S-estimador) basado en muestreo de conjuntos elementales y

su comparación con otros algoritmos.



2. ESTIMADOR DE MINIMOS CUADRADOS (MC)

Sea

Y=61X1+‘'''

un modelo de regresión lineal, y sea Ó = (Él, ..., (9p)un estimador de 0 = (01W,6p)

basado en n observaciones (y1,x1),...,(y,,,xn), donde xi = (:ril,....,1:ip)’, y =

(yl, ...,yn), U = (ul, ...un)’. La mayoría de las aplicaciones de regresión lineal

incluyen una constante, en ese caso se toma ar“ = 1 para todo i. Como el modelo

se satisface para todas las observaciones, podemos escribir:

yi=01Ii1+...+6pÏip+uii1

Denotaremos 13(0) al valor predicho de yi cuando los coeficientes de regresión

están dados por 0

= 0113i]+ +Bpasip,

y denominaremos residuos 72(0), 1 S i S n, ala diferencia entre el valor observado

y el valor predicho, es decir



73(0)= yi'— S S TL.

El estimador de mínimos cuadrados (MC) se define como el valor de 0 que mini­

miza la suma de los cuadrados de los residuos. Luego, se define como

n
- _ l . 2
0 —argmomz ri (2.3)

i=l

Este estimador fue propuesto por Gauss (1801). El sistema (2.1) se puede expresar

en forma matricial como

y=X0+u,

donde X es la matriz de n ><p, cuyas filas son x; = (zu, ...,:rip) , y = (y1,...,yn)’

y u =(u¡, ..., un)’. Entonces si el rango de la matriz X es p, el estimador MC está

dado por

á = (X’X)-‘X'y,

siendo X’ la matriz transpuesta de X.

Si los errores u,-son todos independientes y tienen distribución normal con media

cero y la misma varianza, entonces el estimador MC tiene la propiedad de ser el

estimador insesgado de mínima varianza. Sin embargo el estimador MC es muy



sensible a pequeñas desviaciones de normalidad dc los errores, como también a la

presencia en la muestra de algunas pocas observaciones atfpicas. A las observa­

ciones atípicas se las llama outliers. Dos outliers con el mismo residuo pueden

tener diferente influencia sobre los estimadores MC, ya que esa influencia depende

también de cuan alejado esté el valor x del outlier, del vector de medias (leverage).



3. MEDIDAS DE ROBUSTEZ

Los estimadores robustos son aquellos que tienen la propiedad de ser poco sensibles

a la presencia de outliers en la muestra. Por lo tanto el estimador MC no es

robusto, ya que un solo outlier puede tener sobre el mismo una influencia tan

grande como se quiera.

Para estudiar la robustez de un estimador sera conveniente definir el 5- entorno

de la distribución teórica F0 del vector (31,1:1,..., xp). Este modelo asume que una

proporción (1 —e) de las observaciones proviene de la distribución F0 y el e por

ciento restante corresponde a una distribución desconocida F1. Luego el entorno

de contaminación de F0 de tamaño e está dado por

W315= {F (1 —€)F0 + EF], F1 arbitraria}.

Se han propuesto distintos indicadores para medir la robustez de un estimador.

Se pueden clasificar en:

1. Medidas para determinar la robustez local. Determinanla robustezde

un eStimador frente a la presencia de una proporción infinitesimal de outliers.

(Curva de influencia, Sensibilidad a errores groseros, medidas introducidas

por Hampel (1971)).



2. Medidas de robustez global. Determinan la robustez de un estimador

frente a una proporción no infinitesimal de outliers. Una medida de robustez

global es el punto de ruptura. Esta medida fue introducida por Hampel

(1971) con carácter asintótico, y luego Donoho y Huber (1983) definieron

una versión basada en muestras finitas.

Vamos a definir el punto de ruptura basado en muestras finitas de un estimador

A

0 . Consideramos una muestra

Z = {Cl/bm“) "'axlp)1 "'y (yruxnl) -'-)Ïnp)}

y la familia Z de todas las muestras que se obtienen al reemplazar m puntos orig­

inales de Z, por valores arbitrarios (outliers). Se define máximo sesgo producido

por m outliers como

Sm(Z) = SUP II 57(7) —49(2) II­
Z'EZ

Por lo tanto Sn¡(Z) es la máxima variación que puede experimentar el estimador

0 cuando la muestra se contamina con m outliers.

11



m’ = min{m : Sm(Z) = oo},

es decir m‘ es la mínima cantidad de outliers que puede provocar que el sesgo del

estimador sea mayor que cualquier límite. Entonces el punto de ruptura para una

muestra finita se define por

Por lo tanto si la proporción de contaminación E cumple que e < 6;, el estimador

es informativo y deja de serlo si E 2 6;. En general el punto de ruptura de un

estimador es menor o igual que á, ya que si la muestra tiene más de un 50 %

de outliers, es imposible saber cuáles son las observaciones “buenas” y cuáles los

outliers.



4. M-ESTIMADORES

Los M-estimadores de regresión fueron propuestos por Huber (1973). Se definen

reemplazando la función cuadrática utilizada en (2.4) por otra función p que

satisfaga las siguientes propiedades:

P1. Si 0 5 u 5 v => p(u) 5 p(v) (p es una función monótona no decreciente

para los valores positivos de la variable).

P2. p(u) = p(—u) (es una función par).

P3. p(0) = 0.

P4. La función p es derivable (notaremos p’ = \II

Para que el M-estimador resulte robusto frente a cualquier tipo de outliers, se

necesita agregar la siguiente propiedad a la función p.

P5 p debe ser acotada.

Diremos entonces que 0 es un M-estimador si minimiza:

sw)= , (4.1)

donde s es un estimador de la escala de los errores. Es decir:

‘_ .. - n Ti(0)
0—aigngngp.

13



Diferenciando (4.1) con respecto a cada 01-se tiene el siguiente sistema de p ecua­

ciones

Zw x1-=o, (4-2)

siendo 1p = p’, X1-= (mi1,...zip)’ , y O =(0, ...,0).

La escala, s, se puede estimar separada o simultáneamente con 0. En este último

caso se puede agregar una ecuación de la forma

donde la función x cumple las propiedades Pla P5 enunciadas anteriormente. Si

se quiere que el estimador de escala estime la desviación típica cuando los errores

son normales el número b debe ser elegido como

b = E45(x(u))

siendo 45la distribución N(0, 1) (distribución normal con media 0 y varianza 1).

Se pueden distinguir dos tipos distintos de funciones p : funciones p acotadas

y funciones p convexas. Los M-estimadores con una función p convexa, son ro­

bustos solamente frente a outliers que no tienen alto leverage, en cambio los M­



estimadores con una función p acotada son robustos frente a cualquier tipo de

outlicrs, pero como contrapartida su computación es mucho mas compleja.

Para obtener algún grado de robustez , es necesario que la función p crezca

más lentamente que la función cuadrática, de manera de dar menos peso a las

observaciones atípicas.

Una de las posibles elecciones de una función p convexa es considerar la familia

de funciones propuesta por Huber (1964), definida por

c2

—cu—ï si u<—c
2H _ u .

Pc — — s1 5 c
2

c2 _ >cu — — Sl u c.
2

El valor de c se puede elegir de modo que se obtenga la eficiencia deseada para

el caso que los errores son normales. La derivada de py esta definida por

1/15"= sgn(u) min ,c} .

4.1. PROPIEDADES ASINTOTICAS DE LOS

M-ESTIMADORES

El propósito de la teoría asintótica es estudiar la validez aproximada de los pro­

cedimientos de inferencia estadística cuando el número de observaciones es grande.

15



Las tres propiedades más importantes que estudia la teoría asintótica de una

sucesión de estimadores {Ón} de 6 son las siguientes:

1.-Consistencia

(i) Una sucesión {Ón} de estimadores de 0 es fuertemente consistente si

converge en casi todo punto a 0 Pa{Ün —>0} = 1

(ii) Una sucesión {én} de estimadores de 0 es débilmente consistente

si convergeen probabilidad a 0. O sea si Pg(| Ón- 0 |>€) = 0 para todo

e > 0.

2.-Normalidad asintótica.

Sea a" una sucesión de numeros reales positivos. Se dice que una sucesión

Ómn 2 1 es asintóticamente normal con media 0, matriz de covarianza V( 0) y

orden an si

A

anwn —e) í» Np(o,v<0)>,

donde Np(p, 2) representa la distribución normal multivariada con media ,u y

matriz de covarianza Z.

3.- Eficiencia relativa

Sean dos sucesiones y de estimadoresasintóticamentenormalescon

el mismo orden amn 2 1, misma media 0, y matrices de covarianza asintóticas

16



v1(9)V(0) y v2(9)V(0) respectivamente, donde 01(0) y v2(0) son escalares. Luego

la eficiencia relativa del primero respecto del segundo como estimadores de 0 está

dada por v2(0)/v1(0).

Las siguientes hipótesis son necesarias para la derivación de los teoremas de nor­

malidad asintótica en el caso de regresores fijos.

H1. zl = (yl,x1),...,zn = (ymxn) satisfacen (2.1).

H2. Los errores u1,...,un son independientes y tienen todos la misma dis­

tribución F.

H3. La distribución de los errores F es simétrica..

H4. La distribución F tiene una densidad f = F’ unimodal.

H5. ¡b tiene dos derivadas continuas y acotadas

H6. Existe una sucesión an, y una matriz 2 definida positiva tal que an —>oo

y tal que

Z" x-x’.lim =E.
11-000 an

Además se cumple la siguiente condición de Lindemberg

. 2.limn_.oom=0,l Sj<p.
2 3.2,,"i=l



Sea Ó un M-estimador consistente de 0 tal que satisface

n Ti 0

Zw )) x1-=o, (4.3)i=l

donde s converge en probabilidad a a. Luego si se satisfacen H1-H6 se cumplirá

an(0,,—a) 2» NP (o ,v (1p,F, a) 2-1) . (4.4)

donde 2» significa convergencia en distribución y V(’L/),F, a) es un escalar definido

por

EFWW/UllV1p,F,a =02—. 4.5
( l WWW/0)] ( l

En el caso de xi aleatorios H3 debe ser reemplazada por

H3" : Los vectores (yllxl), ...., (yn'xn) son independientes e idénticamente dis­

tribuidos con distribución F y u,-es independiente de X1:

Además H6 se debe reemplazar por :

H6‘ : El vector x tiene segundos momentos. La matriz de segundos momentos

se simbolizará por 2 = E(x¿xí).

18



En este caso se tendrá

n1/2(án—0) 2» NP (o ,v (1/1,F, 02) 2-1)

En el caso de p convexa la hipótesis H4 no es necesaria. Solamente se requiere

cuando p es acotada.

La matriz de covarianza asintótica de un M-estimador, tanto en el caso de xi fijas

como aleatorias, puede ser estimada por

5:0= vw), V(1/),Fn,s2)(É)‘l.

donde Í) = 221:] xixí/an y Fn es la distribución empírica de los residuos ñ- =

yi —Óxi con 1 S i S n siendo

X: 1/)2(Ti(0))/n

vw, Fmsz) = s2 "=‘ An—. (4.6)
(i; win-(emm?

Utilizando el estimador É¿ se pueden encontrar intervalos de confianza aproxima­

dos para cualquier combinación lineal del vector 0 , como así también obtener

tests de hipótesis aproximados para cualquier hipótesis lineal.



Teoremas de consistencia para el caso de M-estimadores con función p convexa

se pueden encontrar en Huber (1973) y Yohai (1973). Teorema de consistencia

para M-estimadores con función p acotada pueden encontrarse en Klein y Yohai

(1981), Bickel (1975), Yohai y Maronna (1979) y Yohai (1987). Un estimador

más robusto de la matriz de covarianza asintótica de un M-estimador se puede

encontrar en Stahel, Yohai y Zamar (1990)

20



5. ESTIMADOR DE MINIMA MEDIANA DE

CUADRADOS

El estimador de mínima mediana de cuadrados (LMS- estimador) fue propuesto

por Rousseeuw (1984).

Se define el LMS-estimador como

argmainmedian : 1S i 5 n}

El estimador LMS tiene la propiedad de ser regresión, afín y escala equivariante.

Un estimador T es regresión equivariante si

T({xi,y¿+ xiv);i = 1, =T({)q,y,-);i= 1,...,n}) + v, dondev es un vector

columna cualquiera.

Un estimador T es escala equivariante si

T({xi,cyi);i= 1, = cT({x,-,y,-);i= 1,

Definición: Se dice ue los vectores x1, corres ondientes a las variables ex­l

plicativas de las observaciones, están en ”posición general” si cualquier hiperplano

en 3?”de dimensión p —1 contiene a lo sumo p de estos vectores. Es decir si a E

9?”el número de xi que satisfacen la ecuación a’xi = O, es a lo sumo p.

21



Se puede demostrar que si los puntos están en posición general, el LMS-estimador

tiene punto de ruptura para muestras finitas igual a

'n,

[al —P + 2
n

Un inconveniente del LMS-estimador es que es muy ineficiente. En efecto, su

. 1 1
tasa de convergencra es de orden na en vez de la usual nz.

6. ESTIMADORES DE MINIMOS CUADRADOS

PODADOS

Los estimadores de mínimos cuadrados podados (LTS-estimadores) fueron prop­

uestos por Rousseeuw (1984). El estimador LTS es el que minimiza la suma de los

cuadrados de los h residuos con valores absolutos más pequeños, donde h es un

valor que está entre 11/2y n . Más precisamente, sean ra)(0) 5 S rïn)(0) los

valores que resultan de ordenar en forma creciente los residuos r3(0), 1 5 i 5 n,

y sea

Que) =Z rara)

luego el LTS se define por:



A
0: arg minoQh(0)

Esta definición es muy parecida a la del estimador MC, la diferencia radica en que

en esta sumatoria no se toman todos los residuos al cuadradosino solamente los h

más pequeños, lo que hace que el estimador sea poco influenciado por los outliers.

Al igual que el LMS, este estimador es regresión, afín y escala equivariante.

Si los puntos están en posición general, alcanza el máximo punto de ruptura para

muestras finitas cuando

n p + 1
h= H —

TL

* _
y en este caso En —

El estimador LTS es también asintóticamente normal:

nl/2(E —a) —>N(,V(LTS, F))

donde V(LTS, F) es su varianza asintótica.

23



7. S-ESTIMADORES

Los estimadores basados en una M-escala (S-estimadores) fueron introducidos por

Rousseeuw y Yohai (1984).

Dada una muestra ul, ...,un un estimador de escala s(u1, ..,un) mide el grandor

en valor absoluto de las observaciones. Debe cumplir las siguientes propiedades

1. s(u1,...,un) 2 0.

2. Invarianza por cambio de escala. Es decir para todo A.

s(/\u1, ...,Aun) = |/\|s(u¡, ...,un).

Por ejemplo un estimador de escala es

l
1 " 2

80[ula"-yun]=

pero no es un estimador robusto. Como minimizar En r2(0)] es lo mismoi=1 i

l
que minimizar [l Z" 73(0)] 2 el estimador MC se puede definir comon i=l i

arg min 0 {30(r1(0), ..., Tn(0)}.

24



Un estimador de escala robusto es por ejemplo, la mediana de los valores absolutos

de los residuos normalizada (MAD)

7V .

31(u1,...,un)= ïmedlan(|u¡|, ...,

(se multiplica por la constante 7r/2 para que s estime la desviación típica cuando

la distribución es normal con media cero.).

En general la clase de estimadores basados en una escala (S-estimadores) se define

utilizando una escala arbitraria. Es decir la ecuación de los S-estimadores de

regresión viene dada por:

argmin€{s(r1(6), ...,rn(0)} (7.1)

utilizando algún estimador de escala s(u1, ..., un).

Una importante clase de estimadores de escala robusta es la clase de M-estimadores.

Dada una función p satisfaciendo propiedades P1-P5 enunciadas en la Sección 4,

el M-estimador de escala calculado en una muestra 111,112,...,un, se define como

25



el valor s que se obtiene resolviendo (w
Si se quiere que el estimador de escala estime la desviación típica cuando los

errores tienen distribución normal, b se debe elegir como

b= Eó[p(w)l,

siendo (,15la distribución normal N(0, 1). En efecto, si se supone que ul, ..., un es una

muestra aleatoria de una distribución normal estándar, entonces, cuando n —->oo,

entonces

¿Z p(ui)e Emu». (7.3)

Un ejemplo de familia de funciones p que cumple las propiedades P1 a P5 es la

familia de las funciones bicuadradas, propuesta por Tukey
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2 2c 6 c

pu) = (7.4)

6-2 I 'l >
6 CL C

cuya función derivada es:

:v

asu —(3V)? III s c

O |13| > c.

Los S-estimadores de regresión se definen como el valor de 0 que minimiza un

M-estimador de escala de los residuos. Es decir

Ó = argmgins(r1(0), ..., rn(0)), (7.6)

donde s es un M-estimador de escala. Las figuras de la página 28 muestran las

funciones p y 1/)respectivamente, tomando como valor c = 1.56.



Función p(:r)

Función 10(2)
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7.1. PROPIEDADES ASINTOTICAS DEL

S-ESTIMADOR

Los resultados asintóticos de este tipo de estimadores se basan en el hecho de

que los S-estimadores de regresión satisfacen las ecuaciones para M-estimadores

simultáneos de regresión y escala . Es decir suponiendo que Üsatisface la ecuación

(7.1) con S(U1,...,un) dada por la solución de

llamando

á-: 3mm), ...,r,,(á)),

se puede demostrar que se cumple

A_ __ . n Tim)

0-algáïe’ll'ggp( ó > (7.7)

Entonces si p es diferenciable con 1/)= p’, 0 y á son soluciones del sistema
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(7.8)

7-1122;p (“(6”) = b¿r

y pueden ser pensados como M-estimadores acotados simultáneos de regresión y

escala. Esto implica que se puede aplicar la teoría asintótica desarrollada para

M-estimadores. Por lo tanto la distribución asintótica estara dada para el caso de

xi fijas por

l

chill/2(é_ 9) ’13“N(0, VW, F,02)Z’l) donde E = lim ix n
(7.9)

Para cl caso de xi aleatorias se pide que éstos tengan momentos de segundo orden.

Sea E = E (xixg) entonces

711/209—o) L N(O, vw, F, 02)2_l), (7.10)

donde el escalar Vw, F, 02) se define como en (4.6).

Como el estimador MC es en particular un M-estimador con Mu) = u, las fórmulas

(7.9 ) y (7.10) también dan su distribución asintótica para el caso de x1-fijas o
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aleatorias respectivamente. En este caso V(1/),F, 02) = varp(u) = Ep(u2). Luego

la eficiencia relativa de un S-estimador con respecto al estimador MC esta dada

por

var¡:(u)
EI-"(WRCÜ=m­ (7.11)

Los Teoremas de comportamiento asintótico de los S-estimadores pueden verse en

Rousseeuw y Yohai (1984).

7.2. PUNTO DE RUPTURA DE LOS

S-ESTIMADORES

En esta subsección se estudia el punto de ruptura para muestras finitas de los

S-cstimadores de regresión.

Sea 2:1,..., :rn una muestra aleatoria y Sn un estimador de escala definido por:

Sn=inf{s:1-ll;:l:p(%) gb} (7.12)

donde p satisface las siguientes propiedades:

1) p(0) = 0 y continua en 0

2) p(-u) = p(u)

3) Si 0 S u S v, then p(u) 5 p(v)
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4) Sea a = supu p(u), a < oo

Comenzamos demostrando el siguiente

nb nb
Lema: Sea m el menor entero tal que m > — y m —1 < — , entoncesa a

(i) Dado cualquier K > 0 existe K’ tal que si #{i : l xi |> K’} 2 m, entonces

s (x1, >K.

(ii) Dado cualquier M > 0 existe M’ tal que si #{i : | xi | > M} < rn, entonces

s (xl, mx”) < M’.

(iii) Dado cualquier ó > 0 existe 6’ tal que si #{i : | xi | < 6’} > n —m,

entonces s(x1,...xn) < 6. Esto implica que si #{i : = 0} > n —m,

entonces s (x1, ...xn) = 0.

(iv) Dado cualquier n > 0 existe 17’tal que si #{i :| xi |< n} 5 n —m, entonces

Is (x1, >7].

Demostración

(i) Sear K > O. Dado que am > nb, y por definición de supremo, existe A tal

que

p(A)m > nb, (7.13)
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y se define K’ = 2AK. Sea 11,...mn una muestra tal que si C = z,- ||> K’},

luego #C Z m. Entonces

Luego Sn (x¡,...1:n) 2 2K > K y por lo tanto (a) queda probado.

(ii) Sea M > 0. Como (m —1)a < nb entonces

a=W >0. (7.14)n

Tomemos A tal que

p(A) < a (7.15)

y sea M1 = M/A . Sea 21,...13" una muestra, y sea C = :I 3:,- |> M}.

Supongamos que #C 5 (m —1), entonces

¿ÉP(%)=É[XQ"(ÏTÏ)+ZP(É)]S1€ iQC

Sm+p(¿)<b_a+a=b



Por lo tanto Sn (9:1,...xn) _<_M1, con lo cual (ii) se cumple tomando M’ = 2M].

(iii) Sea 6 > 0. Sea a como en (7.14), A como en (7.15), 6’ = (SA/2 y C = :I

1‘1-I< 6’}. Supongamos que #C 2 n —(m —1) entonces

545%) =¿[zfihïcpfiüfl1:1 iGC

p(:/—l:)+@<a+(b—a)=b.I/\

Por lo tanto Sn (1:1, S 6/2 < 6 con lo cual queda probado (iii).

(iv) Sea 77> O, A como en (7.15). Sea m = 17/A , sea

C = : | 1'1-|< 17}y supongamos #C 5 n —m. Entonces

¿im-1) 2¿Dc-3) 2mila) =mi?”>b,
i=l igc

y entonces 5,,(1'1, ...In) 2 171.Por lo tanto poniendo 11’= 111/2 se cumple (iv).

Teorema. Sea Sn(:vl, un estimadorde escalabasadoen una función p

que cumpla las propiedades 1) a 4) definidas anteriormente. Sea Z = (21,...,zn)

con z,- = (yi,X¿) y Sea xi e ÉRPuna muestra para el modelo de regresión lineal.
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Consideremos el estimador de escala de la regresión definido por:

Tn(Z) = arg min S(r1(0), ...rn(9))

donde r,-(9) = yi —ü’xi. Supongamos que el rango de {x1, ..

fnax #{i : B’x,-= 0}, y sea m como en el lema anterior. Entoncesl9||=l

7‘1J. Tnaz > _)en< )_ n

donder1: min(n —m - q+1,m) y

7.

1
‘Tn,z <—2es )_n

donde r2 = min(n —m - p + 2,m).

Demostración

.xn} es p, sea q =

(7.16)

(7.17)

Supongamos que (7.16) no es cierta. Entonces existe una sucesión de muestras

Z“) = (zíj),...,zg)), 1 S j < oo, zi

en menos de r1 observaciones y tal que

lim || Tn(Z(j)) ||= oo.
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

(J')
lim T(Z )—n—.- = /\ 7.19

Ho IITn(Z(J))II ( )

Sea M > sup | yi I, entonces existe M’ tal que se cumple el inciso (ii) del lema
l<i5n

anterior. Por lo tanto todas las muestras Z0) tienen menos de m observaciones

zz(1.7")= (¿l/(í)1 ,xE-fi)con | yy) |> M. Entonces

snoí”, ...,y;j>) < M’ v j. (7.20)

Sea 6,-=| Xxi |, 1 _<_i _<_n, y sea ó = min{ó¿ > 0}. Por lo tanto todas las muestras

Z“) tienen por lo menos n —(r1 —1) 2 m observaciones zf-j) = (yfj),xfj)) de la

muestra original Z con | A’xíj) |> ó. Entonces existe K’ tal que se cumple (i) del

lema anterior con K = M’ y por (7.18) y (7.19), podemos encontrar jo tal que

para todo j > jo todas las muestras contienen por lo menos m puntos tales que

| yfj) - Tn(Z(j))xEj) |> K’. Entonces

5an —Tn(z<j>)’xí”, ya” —Tn(z‘j>)'x53>)> M', w > jo (7.21)

Pero (7.20) y (7.21) contradicen la definición de Tn(Z(j)) y entonces (7.16) se
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cumple.

Ahora mostraremos que se cumple (7.17)

Sea xo y A0 tal que yo = AE,x0 > 0 y sea WJ-= (j2yo, jxo). Sea m‘ 2 m, y sea

Z“) una muestra obtenida reemplazando m’ elementos de Z por los elementos

wj. Vamos a mostrar que

lim || T53) ||= oo. (7.22)
J"’°'°

Supongamos que (7.22) no se cumple. Entonces sup T53)H< oo y por lo tanto

11m -.(J yo - T75 Jxo) = 00­
J—'°° J

Por lo tanto de acuerdo con y a la equivarianza de Sn

1 . . . . . .

lim —.s(yí” —Tn(z<J>)'ng>, 3,53)—Tn(zü>)'x,<g>) = oo. (7.23)
J—’°° J

Llamando 6“) = jAo entonces jzyo —0(j)jx1(.j)= O y si M = snp(| yi I + I Abxi

entonces

1 . .

Sup; | y,-—0(’)jx1(.1)|5M 1515 n.
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Entonces por (ii) y la equivarianza de .S'n existe M’ tal que

15 ( (1‘)_ '9(J')Ix(í) (j) _ .90)! 0)) < Mi
J. n y] J 1 ) "" yn, J xn '

(7.23) y (7.24) contradicen nuevamente la definición de Tn. Entonces (7.22) se

cumple y

62(Tn, Z) S
BIB

. (7.24)

Supongamos sin pérdida de generalidad que x1, ...,xp son linealmente indepen­

dientes. Sea A0 tal que A5 xi = yi , 1 S i S p. También podemos encontrar

A17é0 tal que X1xi = 0,151'5 p —1. Para todoj llamemos 9“) = Ao+j/\1 y

wJ- = (9(j)’xo,xo), xo arbitrario. Sea m" > n —m —p + 1, y sea Z“) la muestra

obtenida reemplazando m’ observaciones zi, i > p —lde Z por Wj. Por lo tanto

yi —0(j)’xi = 0, i = 1, 2, ..., p- 1 y los residuos correspondientes a wj usando como

parámetros de la regresión al vector 0“) son también son 0. Luego la muestra Z0)

tiene más de n —m elementos tales que y?) —0(j)’xlj) = 0, y entonces de acuerdo

a (iii)

SM?) - 9m’xlj),---,y,(3)- WH?) = 0­

Entonces Tn(Z(j)) = ¿90), y por lo tanto _lim || Tn(Z(j)) || = oo . Esto prueba
_1-voo
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n—m—p+2
5:1.(TnvZ) S (7.25)n

(7.25) y (7.26) implican (7.17).

Observación. Si q = p —1, es decir , si la muestra está en posición general,

entonces ¿(TM Z) = 7'2/71.y para n grande esto es aproximadamente min (g, 1—
b

z)­

Los teoremas sobre punto de ruptura de los S-estimadores pueden verse en Rousseeuw

y Yohai (1984) y Yohai (1987).
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8. MM-ESTIMADORES

Los MM-estimadores fueron introducidos porYohai (1987). Estos estimadores

combinan un alto punto de ruptura con una alta eficiencia si los errores tienen

distribución normal. Se definen de la siguiente manera

1. Se parte de un estimador inicial Óo con alto punto de ruptura . Una posi­

bilidad es usar un S-estimador.

2. Se calculan los residuos 1'¿(Óo)= yi —394%), 1 5 i 5 n y un M-estimador

de escala de los mismos, ó , de la forma

donde po satisface las propiedades P1 a P5 enunciadas en sección 4 y

Slip po(t)
b= 2
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3. Usando otra función pl que satisfaga también las propiedades P1 a P5

enunciadas en sección 4 y que además para todo t

P105) S P0“)

se define 01como un mínimo local de

sw) zii/Jl (Hgm)

tal que

15(51)53(50).

Generalmente El se calcula a través de un procedimiento iterativo de mínimos

cuadrados pesados usando como estimador inicial a Óo. Se puede probar que el

punto de ruptura de Ó] es mayor o igual que el de Óo y que la eficiencia de Él

depende sólo de pl. Por lo tanto pl se puede elegir de manera tal que bajo errores

normales la eficiencia sea tan alta como se quiera.
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8.1. PROPIEDADES ASINTOTICAS DE LOS MM-ESTIMADORES

Los MM-estimadores pueden pensarse como un caso particular de M-estirnadores

con la escala estimada separadamente . Por lo tanto se puede aplicar la teoría

asintótica descripta en la sección 4.1 para M-estimadores. Yohai (1987) prueba

la consistencia y normalidad asintótica de los MM-estimadores para el caso de x1­

aleatorias.
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9. ALGORITMOS RAPIDOS PARA COMPUTAR ESTI­

MADORES ROBUSTOS.

9.1. FAST-LTS

El algoritmo FAST-LTS fue propuesto por Rousseeuw (1984) para computar LTS­

estimadores.

La clave de este nuevo algoritmo radica en el hecho de que empezando con

cualquier aproximación a los estimadores LTS de los coeficientes de la regresión,

es posible computar otra aproximación con menor función objetivo.

Se basa en la siguiente propiedad

Sea (xl , yl), ...(xn, yn) un conjunto de datos y sea 0 = («91,..., 0p) un vector cualquiera

de dimensiónp y h un número natural comprendidoentre y n. Definamos

ni, 1 < i < n por ¿”(0) =rï'(0) y 0' = (6{,...,9‘_ _ p) el estimador de mínimos

cuadrados usando únicamente las observaciones (xni, ym), 1 S i S h. Luego

Qh(0‘) S Qh(0) ­

En efecto, como 0' es el estimador de mínimos cuadrados de las h observaciones

(anym), 1 5 i 5 h, se tiene
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Que")= 22;]rama s (a) = me)

y por lo tanto la propiedad queda demostrada.

Basado en esta propiedad, Rousseeuw propone el siguiente step de concentración

(C-step) para mejorar un valor ÓO

1. Se computan los residuos r¡(Ü0) para i = 1, ..., n.

2. Se consideran las h observaciones correspondientes a los menores valores

absolutos de estos residuos

3. Se computa el estimador de mínimos cuadrados él basado en estas obser­

vaciones

Repitiendo el C-step se obtiene un proceso iterativo obteniéndose valores Óo,¿1mm

que satisfacen

tho) 2 Qh<él)Z 2 Qh(ék)­

El proceso se acaba cuando Qh(ÜJ-)= Qh(ÓJ-+1),en cuyo caso se tendrá un mínimo

local. Sin embargo ésto no es suficiente para que sea el mínimo global de Qh.
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Rousseeuw propone el siguiente algoritmo para calcular el LTS:

’_¡

CO

ul}.

O1

. . . A 1 e M .

. Generar M valores 1n1c1alesOf]), ".68 ). Cada uno de estos valores es obtenido

tomando al azar una submuestra de p elementos y ajustando un hiperplano

a los mismos.

. A partir de cada És) se obtiene un valor Ó“) haciendo dos C-steps y se

calcula el valor Qh(é(i)).

A.
. Se guardan los diez ¿(1)con menor valor Qué“), que denominaremos 5:, ..., 010.

. A partir de cada se aplica el C-step hasta convergencia. Llamemost

al último valor.

. Se define el estimador final 6' comoaquel ‘ que minimiza Quaï).
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9.2. FAST-S

El objetivo de este trabajo es desarrollar un algoritmo rápido para computar el

S-estimador desarrollado en la Sección 7. El algoritmo propuesto utiliza un C­

step similar al descripto para el LTS, mediante el cual partiendo de un estimador

cualquiera se obtiene en general otro estimador con menor función objetivo.

El C-step en este caso se basa en la siguiente propiedad.

Supongamos que se tiene un estimador Óo. Calculemos los residuos T1-(éo)para

A

1 5 i 5 n y el estimador de escala so = s(r1(00), ..., rn(Óo)). Sean los pesos

7¿(Emol/30)

Ti(á0)/30
wi:

1

y definamos Él como el estimador de mínimos cuadrados ponderados con estos

pesos.

Se puede demostrar que si la función p que define la escala satisface las propiedades

P1 a P5 enunciadas en sección 4, entonces

A a. A A

s(1‘1(01),..., rn(01)) S s(r1(00), ...,rn(00)). (9.1)

Luego, si se aplica en forma iterativa este paso se obtiene una sucesión de

46



estimadores que converge a un mínimo local.

Como el cómputo de so es lento, se lo puede reemplazar por 35, el resultado de

aplicar una sola iteración en el algoritmo de cálculo de so partiendo del MAD.

Este algoritmo puede ser el de Newton-Raphson o el basado en la recursión

n - 1/2
- - 1 r-(Ü )

(1+1)_ (J) _z : 1 0
S _ S (nb i=lp( SU)

En este caso no se puede demostrar (8.1), aunque en la mayoría de los casos va a

valer debido a que sa es generalmente cercano a so.

Luego partiendo de Óo,definimos el C-step para el cálculo del S-estimador como

sigue:

A

. Se calculan los residuos r,-(00), 1 5 i 5 n y el estimador de escala de un¡_¡

paso sa partiendo del MAD.

tia-¿390mm .
mew/sa

lo . Se calculan los pesos w,-=

GO . Definamos 01 como el estimador de mínimos cuadrados ponderados con estos

pesos.

El algoritmo propuesto depende de 3 parámetros: N, el número de submuestras,

h, el número de veces que se aplica el C-step a cada estimador obtenido por ajuste
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exacto para cada submuestra y m, el número de estimadores que se guardan para

la comparación final. El algoritmo consiste en los siguientes pasos:

1.

N

. . . *(1)
Generar N valores 1n1c1ales00 ,...

A N

,03 ). Cada uno de estos valores se obtiene

tomando al azar una submuestra de p elementos de la muestra original y

ajustando un hiperplano a los mismos.

. A partir de cada És) se obtiene, aplicando h veces el C-step otro estimador

áíi’.

. Se determina si este estimador se incluye entre los m de menor escala. Para

eso supongamos que 31,...,sm son las m escalas más pequeñas entre los

primeros —1) valores 5(Ó(IJ))y que corresponden a Bíj‘),...,0(1j"'). Para

. . . “(Ü .
determinar sr se incluye 01 entre los m mejores se computa

3* = max s­
lsjgnfi J}

. . 1 . . . A '

y se determina Sl - p < b. Sl ésto es Cierto se incluye Gil)
TL¿:1 8*

AU)

n (ri-(61 )

entre los m mejores, y se calcula s(Óíi)). De esta manera se obtienen

A A»:. t
los m estlmadores con menor funcrón ObjethO, los llamaremos 01,..., 0m.

A cada Ó; 1 5 j 5 m se le aplica el C-step hasta convergencia. Sea (3;. el
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Afi‘

último valor. Se define el estimador final é. por Ü‘ = arg minlSjSms(0j
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10. EJ EMPLO

1. El siguiente ejemplo con datos reales y con un gran número de outliers,

puede verse en Rousseeuw y Yohai (1984) y demuestra la utilidad del S­

estimador. En el “Belgian Statistical Survey” se encuentra un conjunto de

datos conteniendo el número total de llamadas internacionales realizadas

desde Bélgica. Estos datos están dados en la siguiente tabla donde x rep­

resenta las dos últimas cifras del año e y el número de llamadas en decenas

de millones.

x 58 59 60 61 62 63 64 65

y 1.06 1.20 1.35 1.49 1.61 2.12 11.9 12.4

y 14.2 15.9 18.2 21.2 4.30 2.40 2.70 2.90

La Figura 10.1 parece mostrar una tendencia creciente a lo largo de los años. Sin

embargo esta serie de tiempo contiene varios outliers entre los años 1964 y 1969.

Ello se debe a que durante ese período se utilizó otro sistema de registro. En lugar
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del número de llamadas, se registró el número total de minutos de las llamadas.

Los años 1963 y 1970 también se ven afectados parcialmente, porque la transición

de un sistema a otro no se hizo el primer día del año, asi que se agregó al número

de llamadas, el número de minutos registrados. Esto causa una gran cantidad de

outliers en la dirección del eje y.

La regresión por mínimos cuadrados para estos datos viene dada por la recta

g = 0.50412—26.01, la cual esta muy afectada por los valores de y asociados al

período 1964a 1969, y es por eso que tiene una pendiente grande y no ajusta bien

ni los datos buenos ni los datos malos.

Aplicando el algoritmo FAST-LTS para calcular un LTS-estimador se obtiene la

recta de ecuación 3)= O.116:c —5.61

Aplicando el algoritmo FAST-S para calcular un S-estimador se obtiene la recta

de ecuación y = 0.1139: —5.4
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Llamadas internacionales entre 1950 y197:
MC y S estimadOres

cal: ¡o

Figure 10.1:

Llamadas internacionales entre 1950 y197:
MC S estimadores

0

Figure 10.2:
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11. SIMULACIONES

Se evaluó la perfomance del algoritmo FAST-S, utilizando como función p la fun­

ción bicuadrada definida en (7.4) con c = 1.56 y b = 0.5 y se la comparó con la

del algoritmo FAST-LTS. Se procedió de la siguiente manera:

Se tomaron muestras de tamaño n = 400 con p = 35 variables explicativas,

considerando el modelo

yi = 011:“ + + Üjrij... + 935117135+ 636+ ui, 1 S i S n­

con 01-= 0 para j = 1,2, ..., 35. Para el 90% de las observaciones , los vectores

(1“ , 93,2,..., zip, yi) se obtuvieron generando variables aleatorias normales indepen­

dientes con media cero y varianza 1. El 10% restante de las observaciones son

los outliers que son todos iguales al mismo punto (100,0, ..., 0, M) . Se eligieron

valores de M entre 90 y 200 con paso de 10.

Es decir que, para cada algoritmo y para cada valor de k se realizaron 12 sim­

ulaciones, una con cada uno de los valores de M considerados. El número de

replicaciones fue 500. Se aplicó en cada caso el algoritmo FAST-S para k = 0 y

1 y el algoritmo FAST-LTS para k = 0,1 y 2 (k representa el número de veces

que se aplica el C-step) . Se eligió el número N de submuestras para los distintos
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valores de k a los efectos de que el tiempo de cómputo sea aproximadamente el

mismo.

La primer columna de las Tablas 1 y 2 de las páginas 51, 52 , indica el tipo de

estimador usado. La segunda columna, el número de veces que se aplica el C-step.

La tercer columna indica el número de submuestras elegidas.

En la Tabla 1, las columnas desde la cuarta hasta la decimoquinta, indican el

porcentaje de muestras para cada una de las pendientes indicadas en la primer

fila de la tabla, en las cuales el estimador es afectado por los outliers. Que un

estimador se ve afectado por la presencia de outliers quiere decir que la estimación

no es buena, ya que el valor absoluto de la primer componente del estimador Ó

obtenido es mayor que 0.8 a: íMOJo que indica que el estimador converge a la

pendiente de los puntos atípicos y no al verdadero valor del parámetro (0 en este

caso). Se puede observar que el porcentaje de muestras en las cuales el estimador

falla es menor en el caso de aplicar el algoritmo FAST-S.

La Tabla 2 muestra el Error Cuadrático Medio para cada uno de los estimadores y

cada una de las pendientes. Se observa que para k = 1 es menor el error cuadrático

medio al aplicar el FAST-S a partir de una pendiente 1.1.

En conclusión, la perfomance del algoritmo FAST-S es superior a la del algoritmo

FAST-LTS y tanto en el caso del estimador S como el LTS, los algoritmos rápidos
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son superiores que los simples correspondientes a k = 0
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SIMULACIONES CON 500 REPETICIONES

PORCENTAJE DE MUESTRAS EN LAS QUE EL ESTIMADOR FALLA

EST k N pendiente

0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

S 0 2000 100 99 95 84 72 61 49 39 32 23 18 11

LTS 0 3900 100 98 97 92 84 73 59 52 39 31 23 16

LTS 1 950 100 97 85 67 64 46 27 10 1 0 0 0

LTS 2 400 98 97 94 82 64 43 24 12 4 2 0 0

TABLA 1



SIMULACIONES CON 500 REPETICIONES

ERROR CUADRATICO MEDIO

EST k N pendiente

0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

S 0 2000 1.35 1.46 1.53 1.52 1.47 1.42 1.33 1.24 1.17 1.06 0.99 0.87

S 1 400 1.32 1.37 1.24 1.02 0.83 0.72 0.69 0.67 0.67 0.67 0.67 0.67

LTS 0 3900 1.69 1.80 1.89 1.95 1.97 1.92 1.80 1.77 1.61 1.50 1.36 1.24

LTS 1 950 1.25 1.33 1.33 1.22 1.35 1.17 0.97 0.77 0.67 0.66 0.66 0.66

LTS 2 400 1.25 1.34 1.41 1.39 1.29 1.12 0.93 0.81 0.72 0.69 0.67 0.66

TABLA 2
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