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RESUMEN

El método més comunmente usado para estimar los coeficientes de una regresién
lineal es el de minimos cuadrados. Este método que es 6ptimo en el caso de
errores distribuidos normalmente, es muy sensible a la presencia de outliers. Para
remediar ese problema se han desarrollado otros métodos de estimacién llamados
métodos robustos, los cuales se ven poco afectados por la presencia de datos
atipicos.

Una medida de la robustez de un estimador es su punto de ruptura. Entre los
estimadores de regresién robustos se encuentran los LTS, LMS y los S estimadores.
Estos estimadores son cquivariantes por tranformaciones afines, de regresién, y de
escala y ademés tienen un alto punto de ruptura. El inconveniente que presenta
su calculo es que requiere muchas horas de computadora.

Rouseeuw y Van Driessen desarrollaron un algoritmo, llamado Fast-LTS, que
mejora la velocidad de célculo del estimador de mfnimos cuadrados podados. El
objetivo de este trabajo es desarrollar un nuevo algoritmo, andlogo al Fast-LTS,
para computar S estimadores. Del mismo modo que el algoritmo desarrollado
por Rousseeuw, este nuevo algoritmo estd basado en el mejoramiento local de los
estimadores iniciales. Esto permite una significativa reduccion del mimero de can-

didatos requeridos para obtener una buena aproximacion de la solucién éptima.



Se ha realizado un estudio de simulacién que ha mostrado que los S estimadores
calculados con el algoritmo Fast-S, son comparativamente mejores a los esti-
madores LTS calculados con el algoritmo Fast-LTS. Algunas de las ventajas del
nuevo algoritmo son: 1) Menor porcentaje de muestras afectadas por los datos

atfpicos. 2) Menor error cuadratico medio. 3) Menor tiempo de c6mputo.



ABSTRACT

Regression analysis is an important statistical tool that is applied in most sci-
ences. The purpose of regression analyisis is to fit equations to observed variables.
The most commonly regression technique is the least squares method, generally
adopted because of tradition and easier computation. However these method is
very sensitive to the presence of atypical points in the sample. An observation
is an atypical point or outlier if it does not follow the model. To remedy this
problem the robust methods have been developed that are not so easily affected
by outliers.

One mesure of robustness of an estimate is its breakdown point. Heuristically, the
breakdown point is the minimun fraction of arbitrary outlicrs that can take the
estimate beyon any limit. The breakdown point as an asymptotic concept has been
introduced by Hampel (1971). Donoho and Huber (1983) gave the corresponding
finite sample notion.

A desirable property for regression estimates is that the estimate be equivariant
with respect to affine, regression and scale transformations.Estimates with this
property are the LTS-estimate and S-estimate. This estimates are computation-

ally expensive, and the corresponding algorithms become unfeasible for moder-



ately large number of regressors.

In this thesis we propose an algorithm for computing S-estimates, analogous to
the algorithm of Rousseeuw and Van Driessen (fast-LTS) to improve the com-
putationaL speed of the LTS-estimate . The new algorithm, that we call ”fast-
S”, is based on a "local improvement”-step of the re-sampling initial candidates.
This allows a substantial reduction of the number of candidates requiered to ob-
tain a good approximation to the optimal solution. We performed a simulation
study wich shows that S-estimators computed with the fast-S algorithm compare

favourably to the LTS estimator computed with the fast-LTS algorithm.



INTRODUCCION

El andlisis de regresién es una herramienta estadistica de importancia, con nu-
merosas aplicaciones en miiltiples campos del conocimiento humano, tales como
la medicina, la economia, la sociologfa, la psicologfa y la industria, entre otros. El
andlisis de regresién sc utiliza para modelar la relacién existente entre un con-
junto de variables. Uno de los posibles modelos dentro del anélisis de regresién
es el modelo lineal. Este modelo supone que hay una relacién lineal entre una
variable dependiente Y, llamada variable respuesta y un conjunto X, X, ....., X,

de variables explicativas o regresoras. Mds precisamente, supondremos:

Y =6X\+------ +6,X,+U (1.1)
donde U es el error que no puede ser explicado por las variables X, X», ....., Xp.
El vector @ =(6,, ...,8,) es el vector de los coeficientes de la regresién. El método

més frecuentemente utilizado para estimar estos coeficientes es el de minimos
cuadrados (MC). Este método ha sido usado tradicionalmente debido a que es
6ptimo en el caso de que los errores tengan distribucién normal y ademés es
simple de computar. Sin embargo tiene el inconveniente de ser muy sensible a la

presencia de outliers (observaciones atfpicas). Para superar este problema se han



desarrollado los métodos de estimacién denominados robustos. Estos métodos se
ven poco afectados por la presencia de valores atipicos.

El objetivo de este trabajo es desarrollar un nuevo algoritmo para computar un
estimador robusto (S-estimador) basado en muestreo de conjuntos clementales y

su comparacién con otros algoritmos.



2. ESTIMADOR DE MINIMOS CUADRADOS (MC)

Sea

un modelo de regresién lineal, y sea 6= (91, . 9,,) un estimador de @ = (6, ,6,)
basado en n observaciones (y1,X1), ..., (Yn,Xn), donde x; = (zi,.....T5p)', ¥y =
(Y1, --,Yn), U = (uy,...u,)’. La mayoria de las aplicaciones de regresién lineal
incluyen una constante, en ese caso se toma z;; = 1 para todo i. Como el modelo

sc satisface para todas las observaciones, podemos escribir:

Yi =91$i1+---+0p$ip+ui y 1 SzSn (21)

Denotarcmos 3;(6) al valor predicho de y; cuando los coeficientes de regresién
estan dados por @
:l},(e) = 91.'13,'1 + ...+ gpl','p, (22)

y denominaremos residuos 7;(0), 1 < i < n, a la diferencia entre el valor observado

y el valor predicho, es decir



7:(0) =y — 3:(0),1 <i<n.
El estimador de mfnimos cuadrados (MC) se define como el valor de 6 que mini-

miza la suma de los cuadrados de los residuos. Luego, se define como

n

- B )
6 = arg min Z 7:(0). (2.3)

=1

Este estimador fue propuesto por Gauss (1801). El sistema (2.1) se puede expresar

en forma matricial como

y = X0 +u,
donde X es la matriz de n x p, cuyas filas son x; = (Zi1, ..., Tip) , ¥ = (Y1, -, Yn)’
y u =(uy, ..., un)". Entonces si el rango de la matriz X es p, el estimador MC estd

dado por

0=(X'X)""Xy,

siendo X’ la matriz transpuesta de X.
Si los errores u; son todos independientes y tienen distribucién normal con media
cero y la misma varianza, entonces el estimador MC tiene la propiedad de ser el

estimador insesgado de mfnima varianza. Sin embargo el estimador MC es muy



sensible a pequcnas desviaciones de normalidad de los errores, como también a la
presencia en la muestra de algunas pocas observaciones atfpicas. A las observa-
ciones atipicas se las llama outliers. Dos outliers con el mismo residuo pueden
tener diferente influencia sobre los estimadores MC, ya que esa influencia depende

también de cudn alejado esté el valor x del outlier, del vector de medias (leverage).



3. MEDIDAS DE ROBUSTEZ

Los estimadores robustos son aquellos que tienen la propiedad de ser poco sensibles
a la presencia de outliers en la muestra. Por lo tanto el estimador MC no es
robusto, ya que un solo outlier puede tener sobre el mismo una influencia tan
grande como se quiera.

Para estudiar la robustez de un estimador sera conveniente definir ¢l eé— entorno
de la distribucién tedrica Fy del vector (y, z), ..., zp). Este modelo asume que una
proporcién (1 — €) de las observaciones proviene de la distribucién Fy y el € por
ciento restante corresponde a una distribucién desconocida F). Luego el entorno

de contaminacién de Fy de tamano ¢ estd dado por

Vee ={F (1—¢)Fy+¢eF, F arbitraria}.

Se han propuesto distintos indicadores para medir la robustez de un estimador.

Se pueden clasificar en:

1. Medidas para determinar la robustez local. Determinan la robustez de
un estimador frente a la presencia de una proporcién infinitesimal de outliers.
(Curva de influencia, Sensibilidad a errores groseros, medidas introducidas
por Hampel (1971)).

10



2. Medidas de robustez global. Determinan la robustez de un estimador
frente a una proporcién no infinitesimal de outliers. Una medida de robustez
global es el punto de ruptura. Esta medida fue introducida por Hampel
(1971) con cardcter asint6tico, y luego Donoho y Huber (1983) definieron

una versién basada en muestras finitas.

Vamos a definir el punto de ruptura basado en muestras finitas de un estimador

@ . Consideramos una muestra

Z= {(Z‘/l,l'n, '“,xlp)) teey (y‘n’ Tnl, '--)xnp)}

y la familia Z de todas las muestras que se obtienen al reemplazar m puntos orig-
inales de Z, por valores arbitrarios (outliers). Se define méximo sesgo producido

por m outliers como
Sm(Z) = sup |16(Z°) - 8(2) || .
VAT Y-

Por lo tanto S,,,(Z) es la méxima variacién que puede experimentar el estimador

0 cuando la muestra se contamina con m outliers.

11



Sea

m* =min{m : 5,(Z) = oo},

es decir m* es la mfnima cantidad de outliers que puede provocar que el sesgo del
estimador sea mayor que cualquier lfmite. Entonces el punto de ruptura para una

muestra finita se define por

Por lo tanto si la proporcién de contaminacién € cumple que € < €}, el estimador
es informativo y deja de serlo si € > €. En general el punto de ruptura de un
estimador es menor o igual que %, ya que si la muestra tiene méas de un 50 %

de outliers, es imposible saber cuédles son las observaciones "buenas” y cuéles los

outliers.

12



4. M-ESTIMADORES

Los M-estimadores de regresién fucron propuestos por Huber (1973). Se definen
reemplazando la funcién cuadrética utilizada en (2.4) por otra funcién p que
satisfaga las siguientes propiedades:

P1. Si 0 <u<v= p(u) <p(v) (p es una funcién monétona no decreciente
para los valores positivos de la variable).

P2. p(u) = p(—u) (es una funcién par).

P3. p(0) =0.

P4. La funcién p es derivable (notaremos p' = ¥ ).
Para que el M-estimador resulte robusto frente a cualquier tipo de outliers, se
necesita agregar la siguiente propiedad a la funcién p.

P5 p debe ser acotada.

Diremos entonces que @ es un M-estimador si minimiza:

s0 =30 (29), (4.1

donde s es un estimador de la escala de los errores. Es decir:

5 oo (1i(6)
6= algnbmz;p <T) .

13



Diferenciando (4.1) con respecto a cada 6; se tiene el siguiente sistema de p ecua-

ciones

r:(6)
s

2

siendo ¢ = ¢, x; = (za,...Tip)' , y 0=(0,...,0).

>m=m (4.2)

La escala, s, se puede estimar separada o simultdneamente con 8. En este ltimo
caso se puede agregar una ecuacién de la forma

1 - Ti(O)

- L2 =y,

T ax (]
donde la funcién x cumple las propiedades P1a P5 enunciadas anteriormente. Si

se quiere que el estimador de escala estime la desviacién tipica cuando los errores

son normales el nimero b debe ser elegido como

b= E¢(x(u))

siendo ¢ la distribucién A (0, 1) (distribucién normal con media 0 y varianza 1).
Sc¢ pueden distinguir dos tipos distintos de funciones p : funciones p acotadas
y funciones p convexas. Los M-estimadores con una funcién p convexa, son ro-

bustos solamente frente a outliers que no tienen alto leverage, en cambio los M-

14



estimadores con una funcién p acotada son robustos frente a cualquier tipo de
outlicrs, pero como contrapartida su computacién es mucho mds compleja.

Para obtener algin grado de robustez , cs necesario que la funcién p crezca
mds lentamente que la funcién cuadrética, de manera de dar menos peso a las
observaciones atfpicas.

Una de las posibles elecciones de una funcién p convexa es considerar la familia

de funciones propuesta por Huber (1964), definida por

( c2
—cu—— si u< -c
2
2
H _ U )
Pc = — si Jul<c
2
.
cu—E si u>ec

\

El valor de ¢ se puede elegir de modo que se obtenga la eficiencia deseada para

el caso que los errores son normales. La derivada de p/! estd definida por

Y: = sgn(w)min {|ul,c}.

4.1. PROPIEDADES ASINTOTICAS DE LOS

M-ESTIMADORES

El propésito de la teoria asintética es estudiar la validez aproximada de los pro-
cedimientos de inferencia estadistica cuando el nimero de observaciones es grande.

15



Las tres propiedades mds importantes que estudia la teorfa asintética de una
sucesién de estimadores {@,} de 6 son las siguientes:
1.- Consistencia
(i) Una sucesién {8,} de estimadores de 6 cs fuertemente consistente si
converge en casi todo punto a @ Pp{f, — 0} =1
(i) Una sucesién {8,} de estimadores de @ es débilmente consistente
si converge en probabilidad a 8. O sea si nh_.rgo Ps(] 8, — 6 |>¢) = 0 para todo
e>0.
2.- Normalidad asintética.
Sea a, una sucesién de numeros reales positivos. Se dice que una sucesién
0,,n > 1 es asintéticamente normal con media 6, matriz de covarianza V/( 0)y
orden a, si

aa(8, — 8) 25 N;,(0,V(8)),

donde N,(p, X) representa la distribucién normal multivariada con media u y
matriz de covarianza ¥.

3.- Eficiencia relativa
Sean dos sucesiones {é:l} y {@,21} de estimadores asint6ticamente normales con

el mismo orden a,,n > 1, misma media 8, y matrices de covarianza asintéticas

16



v1(0)V(8) y v2(0)V(0) respectivamente, donde v, (0) y v2(0) son escalares. Luego
la eficiencia relativa del primero respecto del segundo como estimadores de 8 esté
dada por v(0)/v:(6).
Las siguientes hipétesis son necesarias para la derivacién de los teoremas de nor-
malidad asintética en el caso de regresores fijos.

H1. z, = (y),X1), .-, Zn = (Yn, X») satisfacen (2.1).

H2. Los errores uy, ..., u, son independientes y tienen todos la misma dis-
tribucién F.

H3. La distribucién de los errores F' es simétrica..

H4. La distribucién F tiene una densidad f = F’ unimodal.

H5. 9 tiene dos derivadas continuas y acotadas

H6. Existe una sucesién a,, y una matriz £ definida positiva tal que a, — o

y tal que

n /
, XX
lim ——z'—l i G

n—oo a%

Ademas se cumple la siguiente condicién de Lindemberg

: 2
lim,, o —tsiSn % — 0,1 <j<p.

n

2
.glx"j

17



Sea 6 un M-estimador consistente de 6 tal que satisface

n r 0
Z¢< (s)>x,.=0, 4.3)
i=]
donde s converge en probabilidad a . Luego si se satisfacen H1-H6 se cumplird

0,(0,—0) B N, (0,V (¢, F,0)=7Y). (4.4)

donde 2 significa convergencia en distribucién y V (¢, F, o) es un escalar definido

por
Er[$*(u/0)]
V(y, F o) =0’ ————=. 4.5
) = /o) (45)
En el caso de x; aleatorios H3 debe ser reemplazada por
H3* : Los vectores (y; Xi), ..., (Yn,X») son independientes e idénticamente dis-

tribuidos con distribucién F' y u; es independiente de x;.
Ademads H6 se debe reemplazar por :
H6* : El vector x tiene segundos momentos. La matriz de segundos momentos

se simbolizard por ¥ = E(x,x]).

18



En este caso se tendra

-~

n/2(0,-6) 2 N, (0,V (¢, F,0?) =7)
En el caso de p convexa la hipétesis H4 no es necesaria. Solamente se requiere
cuando p es acotada.

La matriz de covarianza asintética de un M-estimador, tanto en el caso de x; fijas

como aleatorias, puede ser estimada por
£ =V, V([ Fa, sH(E)™

donde £ = Z:;l x;X;/a, y F, es la distribucién empfrica de los residuos 7; =

Yi — 9xi con 1 <1 < n siendo

5~ ¥2(r(8))/n
V¥, F,, s%) = =2 . (4.6)

n

(2 ¥ (r:(6))/n)?

Utilizando el estimador 2;, se pueden encontrar intervalos de confianza aproxima-
dos para cualquier combinacién lineal del vector € , como asf también obtener

tests de hip6tesis aproximados para cualquier hipétesis lineal.

19



Teoremas de consistencia para el caso de M-estimadores con funcién p convexa
se pueden encontrar en Huber (1973) y Yohai (1973). Teorema de consistencia
para M-estimadores con funcién p acotada pueden encontrarse en Klein y Yohai
(1981), Bickel (1975), Yohai y Maronna (1979) y Yohai (1987). Un estimador
més robusto de la matriz de covarianza asintética de un M-estimador se puede

encontrar en Stahel, Yohai y Zamar (1990)

20



5. ESTIMADOR DE MINIMA MEDIANA DE

CUADRADOS

El estimador de mfnima mediana de cuadrados (LMS- estimador) fue propuesto
por Rousseeuw (1984).

Se define el LMS-estimador como
arg moin median {r?(0):1<i<n}

El estimador LMS tiene la propiedad de ser regresién, affn y escala equivariante.
Un estimador T es regresién equivariante si

T({x:,y: + x;v);t = 1,...,n}) =T({x;,%:);i = 1,...,n}) + v, donde v es un vector
columna cualquiera.

Un estimador T es escala equivariante si
T({xi,cy:)ii = 1,...,n}) = cT({xi,y:);t = 1,...,n}.

Definicién: Se dice que los vectores X, ...x,, correspondientes a las variables ex-
plicativas de las observaciones, estdn cn ” posicién general” si cualquier hiperplano
en R? de dimensién p — 1 contiene a lo sumo p de estos vectores. Es decir si a €

RP el nimero de x; que satisfacen la ecuacién a’x; =0, es a lo sumo p.

21



Se puede demostrar que si los puntos estdn en posicién general, el LMS-estimador

tiene punto de ruptura para muestras finitas igual a

(3] -p+2
n

Un inconveniente del LMS-estimador es que es muy ineficiente. En efecto, su

. 1 1
tasa de convergencia es de orden n3 en vez de la usual nz.

6. ESTIMADORES DE MINIMOS CUADRADOS

PODADOS

Los estimadores de minimos cuadrados podados (LTS-estimadores) fueron prop-
uestos por Rousseeuw (1984). El estimador LTS es el que minimiza la suma de los
cuadrados de los h residuos con valores absolutos mas pequenos, donde h es un
valor que estéd entre n/2 y n . Més precisamente, sean r(21)(0) <..< rgn)(o) los
valores que resultan de ordenar en forma creciente los residuos 72(8), 1 <7 < n,

y sca

lucgo cl LTS se define por:

22



0= arg ming Q1,(9)

Esta definiciéon es muy parecida a la del estimador MC, la diferencia radica en que
en esta sumatoria no se toman todos los residuos al cuadradosino solamente los h
mds pequernos, lo que hace que el estimador sea poco influenciado por los outliers.
Al igual que el LMS, este estimador es regresién, affn y escala equivariante.

Si los puntos estdn en posicién general, alcanza el méximo punto de ruptura para

muestras finitas cuando
n p+1
b 3]+ [

2=2] s

2

* __
y en este caso ¢, = -

El estimador LTS es también asintéticamente normal:

n'/2(6 — 8) >N (,V(LTS, F))

donde V(LT'S, F) es su varianza asintética.

23



7. S-ESTIMADORES

Los estimadores basados en una M-escala (S-estimadores) fueron introducidos por
Rousseeuw y Yohai (1984).
Dada una muestra u,, ..., u, un estimador de escala s(u,, ..,u,) mide el grandor

en valor absoluto de las observaciones. Debe cumplir las siguientes propiedades

1. s(uy,...,un) > 0.

2. Invarianza por cambio de escala. Es decir para todo .

S(Auy, ...y AUp) = [Als(uy, ...y up).

Por ejemplo un estimador de escala es

So (U1, oy Un) = [% Zuf}

pero no es un estimador robusto. Como minimizar [% S r2(0)] es lo mismo

i=1"1

1
ue minimizar [1 3" 7%(8)]2 el estimador MC se puede definir como
q n i=1"1

arg min 0 {so(r1(8), ...,mx(0)} .

24



Un estimador de escala robusto es por ejemplo, la mediana de los valores absolutos

de los residuos normalizada (MAD)
m .
S$1(uyy ey Up) = 5med1an(|u1| yooey |Un)-

(se multiplica por la constante 7/2 para que s estime la desviacién tipica cuando
la distribucién es normal con media cero.).

En genecral la clase de estimadores basados en una escala (S-estimadores) se define
utilizando una escala arbitraria. Es decir la ecuacién de los S-estimadores de

regresion viene dada por:
argmin @ {s(r,(0), ..., 7 (0)} (7.1)

utilizando algiin estimador de escala s(u, ..., u,).
Una importante clase de estimadores de escala robusta es la clase de M-estimadores.
Dada una funcién p satisfaciendo propiedades P1-P5 enunciadas en la Seccién 4,

el M-estimador de escala calculado en una muestra u,, us, ..., u,, se define como
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el valor s que sc obtiene resolviendo

- pp;)=b, (7.2)

Si se quiere que el estimador de escala estime la desviacién tipica cuando los

errores tienen distribucién normal, b se debe elegir como

b= E¢|p(z)],

siendo ¢ la distribucién normal N(0, 1). En efecto, si se supone que uy, ..., u, €s una
muestra aleatoria de una distribucién normal estdndar, entonces, cuando n — o0,

cntonces

> b (w) — Eg(p(w). (7.3

Un ejemplo de familia de funciones p que cumple las propiedades P1 a P5 es la

familia de las funciones bicuadradas, propuesta por Tukey
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cuya funcién derivada es:

2(1-(2)) el <e
$(@) = | (7.5)

0 lz| > c.

Los S-estimadores de regresién se definen como el valor de @ que minimiza un

M-estimador de escala de los residuos. Es decir
0 = arg n}gin s(r1(0), ...,n(0)), (7.6)

donde s es un M-estimador de cscala. Las figuras de la pagina 28 muestran las

funciones p y 1 respectivamente, tomando como valor ¢ = 1.56.



-1 1

-3

-2

Funcién ¢(z)
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7.1. PROPIEDADES ASINTOTICAS DEL

S-ESTIMADOR

Los resultados asintéticos de este tipo de estimadores se basan en el hecho de
que los S-estimadores de regresién satisfacen las ccuaciones para M-cstimadores
simulténeos de regresién y escala . Es decir suponiendo que 8 satisface la ecuacién

(7.1) con s(uy, ..., u,) dada por la solucién de
] — Uu;
2 LYy
LS (%)

llamando

& = S('f'l(é)) ...,Tn(é))’

se puede demostrar que se cumple

A . r:(6)
O—alg;renlgiz:l:p( 5 ) (7.7)

Entonces si p es diferenciable con 1y = p/, @ y & son soluciones del sistema
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e (B2) =

y pueden ser pensados como M-estimadores acotados simultdneos de regresién y

\

escala. Esto implica que se puede aplicar la teorfa asintética desarrollada para
M-estimadores. Por lo tanto la distribucién asintética estard dada para cl caso de
x; fijas por

026 — 8) 25 N(0, V(4, F, %)) donde T = lim 2

n—oo A,

(7.9)

Para cl caso de x; aleatorias sc pide que éstos tengan momentos de segundo orden.

Sea ¥ = E(x;x}) entonces

n'/2(0 — 0) = N(0,V (¢, F,d®)=7Y), (7.10)

donde el escalar V (3, F,0?) se define como en (4.6).
Como el estimador MC es en particular un M-estimador con 9(u) = u, las férmulas

(7.9 ) y (7.10) también dan su distribucién asintética para el caso de x; fijas o
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aleatorias respectivamente. En este caso V (¢, F,0?) = varp(u) = Ep(u?). Luego
la eficiencia relativa de un S-estimador con respecto al estimador MC cstd dada

por

Er(t, F,0) = V_Z% (7.11)

Los Teoremas de comportamiento asintético de los S-estimadores pueden verse en

Rousseeuw y Yohai (1984).

7.2. PUNTO DE RUPTURA DE LOS

S-ESTIMADORES

En esta subseccion se estudia el punto de ruptura para mucstras finitas de los
S-cstimadores de regresion.

Sea z, ..., Z,, una muestra aleatoria y S, un estimador de escala definido por:

Sn=inf{s:%ip(%) Sb} (7.12)

=]

donde p satisface las siguientes propiedades:

1) p(0) = 0 y continua en 0

2) p(—u) = p(u)

3) Si 0 < u < v, then p(u) < p(v)
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4) Sca a = sup,, p(u), a < 00
Comenzamos demostrando el siguiente

nb nb
Lema: Sea m el menor entero tal que m > — y m —1 < — , entonces
a a

(i) Dado cualquier K > 0 existe K’ tal que si #{i: | z; |> K'} > m, entonces

s (x1,...z,) > K.

(ii) Dado cualquier M > 0 existe M' tal que si #{i: | z; | > M} < m, entonces

s (x),..2,) < M.

(iii) Dado cualquier § > O eziste & tal que si #{i : | z; | < &'} > n —m,
entonces  s(zy,...z,) < 6. Esto implica que si #{i : |z;| = 0} > n—m,

entonces s (x),...2,) = 0.

(iv) Dado cualquier n > 0 exziste 1 tal que si #{i :| z; |[< n} < n—m, entonces

s (z),...xn) > 7.

Demostracién
(i) Sear K > 0. Dado que am > nb, y por definicién de supremo, existe A tal
que

p(A)ym > nb, (7.13)
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y se define K’ = 2AK. Sea z),...z,, una muestra tal que si C = {i :|| z; |> K"},

luego #C > m. Entonces

] & z; 1 z; m (24K mp(A)
- > = ) > — = .
n;p(QK)_n;p<2K>_np<2K> n >t
Luego S, (z),...z,) > 2K > K y por lo tanto (a) queda probado.
(ii) Sea M > 0. Como (m — 1)a < nb entonces

=nb—(m—l)a

0. 7.14
mo R (7.14)

Tomemos A tal que

p(A) < a (7.15)

y sea M) = M/A . Sea z),..z, una muestra, y sea C = {¢ :| z; |> M}.

Supongamos que #C < (m — 1), entonces

i3 (Gr) =5 3o () e (35 <

i€C i¢C

(m—1)a A _ _
< - +p _M/A <b-a+a=b
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Por lo tanto S, (zy,...2z,) < M), con lo cual (ii) se cumple tomando M’ = 2M,.
(iii) Sea 6 > 0. Sea a como en (7.14), A como en (7.15), & = 6A4/2 y C = {i |

z; |< é'}. Supongamos que #C > n — (m — 1) entonces

150 () - H[Ee(3) v Se(2)

p(?—g>+w<a+(b—a)=b.

IA

Por lo tanto S, (x},...z,) < 8/2 < é con lo cual queda probado (iii).
(iv) Sean > 0, A como en (7.15). Scan, =n/A |, sea

C = {i: | z;|<n} y supongamos #C < n — m. Entonces

L (2) 2 (1) B -2

i=1 igC

y entonces S,(zy,...z,) > m. Por lo tanto poniendo 7' = 7,/2 se cumple (iv).
Teorema. Sea S,(z),...2,) un estimador de escala basado en una funcién p
que cumpla las propiedades 1) a 4) definidas anteriormente. Sea Z = (z,, ..., Z,)

con z; = (¥;,X;) y sea X; € RP una muestra para el modelo de regresién lineal.
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Consideremos el estimador de escala de la regresion definido por:
To(Z) = argmin S(r1(0), ...7,(0))

donde r;(0) = y; — 0'x;. Supongamos que el rango de {x,,..x,} es p, sea ¢ =
n

max #{i:0'x; = 0}, y sea m como en el lema anterior. Entonces
19fi=1

el Z) 2 2, (7.16)
donde ry =min(n—m—q+1,m) y
T2
en(Th,2Z) < o (7.17)

donde T2 = min(n — m —p+2,m).

Demostracién

Supongamos que (7.16) no es cierta. Entonces existe una sucesién de muestras
Z9 = (29, .29, 1< j < 00, 2 = (4P, x) tal que cada Z¥ difiere de Z

cn menos de r; observaciones y tal que

lim || To(Z2Y) ||= oo. (7.18)
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

) Tn(Z(j))
lim ————2— =\ 7.19
A T @] (7.19)

Sea M > sup |y |, entonces existe M’ tal que se cumple el inciso (ii) del lema
1<i<n
anterior. Por lo tanto todas las muestras Z) tienen menos de m observaciones

2 = (yﬁj),xgj)) con | yfj) |> M. Entonces
Sa@?, . y9) < M'V 5. (7.20)

Sea 6; =| A’'x; |, 1 <i < n, ysead = min{é > 0}. Por lo tanto todas las muestras
Z) tienen por lo menos n — (r; — 1) > m observaciones z{) = (yfj) ,xsj) ) de la
muestra original Z con | /\’xgj) |> 8. Entonces existe K’ tal que se cumple (i) del
lema anterior con K = M’ y por (7.18) y (7.19), podemos encontrar j, tal que
para todo j > jo todas las muestras contiencn por lo menos m puntos tales que

|y — T,.(29)xY |> K. Entonces

Su(y? = TU(ZDYXY, .., y) = T(ZDYXY) > M, V5 > jo (7.21)

Pero (7.20) y (7.21) contradicen la definicién de T,(Z")) y entonces (7.16) se
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cumple.

Ahora mostraremos que se cumple (7.17)

Sea Xo ¥ Ao tal que yo = Ay Xo > 0 y sea w; = (j%yo, jXo). Sca m* > m, y sca
Z0) una muestra obtenida reemplazando m* elementos de Z por los elementos
w;. Vamos a mostrar que

lim || TY ||= oo. (7.22)
j—o0

Supongamos que (7.22) no se cumple. Entonces sup || T ||< oo y por lo tanto

.1 N
lim =(52yo — T jx0) = oo.
——ow]

J

Por lo tanto de acuerdo con (i) y a la equivarianza de S,

lim %s(yij) — To(ZDYXxP ..., y) = To(Z9)xY)) = o0. (7.23)
J—00

Llamando 8% = jAg entonces j2yo — 8@ jx? =0y si M = sup(| ¥ | + | Apx: |)
entonces

1 L
sup lyi—095xP < M1<i<n.
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Entonces por (ii) y la equivarianza de S,, existe M’ tal que
;S’n(y?) — 09X 40 _ 000Xy < M,

(7.23) y (7.24) contradicen nuevamente la definicién de T,. Entonces (7.22) se
cumple y

en(Tn, 2) < —. (7.24)

313

Supongamos sin pérdida de generalidad que x,, ..., X, son linealmente indepen-
dientes. Sea Ag tal que Ay x; = y; , 1 < ¢ < p. También podemos encontrar
A #0tal que X x; =0, 1 <i<p— 1. Para todo j llamemos 69 = X\ + jA; y
w; = (0Yxg,x0), Xo arbitrario. Sea m* > n—m—p+ 1,y sca ZU) la muestra
obtenida recemplazando m* observaciones z;, ¢ > p — lde Z por w;. Por lo tanto
yi—09'x; =0,i=1,2,..,p— 1y los residuos correspondientes a w; usando como
pardmetros de la regresién al vector §) son también son 0. Luego la muestra Z%)

tiene més de n — m clementos tales que yfj ) _ gLy xfj ) = 0, y entonces de acuerdo
a (iii)

S,,(yﬁj) - G(j)'xgj), ...,yflj) - 0(j)’x,(])) =0.

Entonces T,,(ZY) = 69) | y por lo tanto lim || T,(Z9) || = co . Esto prueba
j—oo
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que

n—-m-p+2
- .

e (Tn Z) < (7.25)

(7.25) y (7.26) implican (7.17).
Observacién. Si ¢ = p — 1, cs decir , si la muestra cstd en posicién general,
b
entonces € (T,, Z) = r2/n. y para n grande esto es aproximadamente min (E’ 1-
b
o)
Los teoremas sobre punto de ruptura de los S-estimadores pueden verse en Roussecuw

y Yohai (1984) y Yohai (1987).
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8. MM-ESTIMADORES

Los MM-estimadores fueron introducidos porYohai (1987). Estos estimadores
combinan un alto punto de ruptura con una alta eficiencia si los errores tienen

distribucién normal. Se definen de la siguiente manera

1. Se parte de un estimador inicial 6o con alto punto de ruptura . Una posi-

bilidad es usar un S-estimador.

2. Se calculan los residuos 7;(8p) = y; — 9:(80), 1 < i < n 'y un M-estimador

de escala de los mismos, & , de la forma

—1' Po (Ti(.o())) = b)
n o1 g

donde pg satisface las propicdades P1 a P5 enunciadas en seccién 4 y

sup po(t)

b= 5
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3. Usando otra funcién p; que satisfaga también las propiedades P1 a P5

enunciadas en seccién 4 y que ademds para todo ¢

p1(t) < po(t)

sc define @;como un minimo local de

5(0) =gpl (r,-((;)))

tal que

5(6,) <5(60).

Generalmente 51 se calcula a través de un procedimiento iterativo de mfnimos
cuadrados pesados usando como estimador inicial a 6o. Se puede probar que el
punto de ruptura de 6, es mayor o igual que el de 8o y que la eficiencia de 6,
depende sélo de p;. Por lo tanto p; se pucde elegir de manera tal que bajo errores

normales la eficiencia sca tan alta como se quiera.
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8.1. PROPIEDADES ASINTOTICAS DE LOS MM-ESTIMADORES

Los MM-estimadores pueden pensarse como un caso particular de M-estimadores
con la escala ecstimada separadamente . Por lo tanto se puede aplicar la teoria
asintética descripta en la scccién 4.1 para M-estimadores. Yohai (1987) prueba
la consistencia y normalidad asint6tica de los MM-estimadores para el caso de x;

aleatorias.
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9. ALGORITMOS RAPIDOS PARA COMPUTAR ESTI-

MADORES ROBUSTOS.

9.1. FAST-LTS

El algoritmo FAST-LTS fue propuesto por Rousseeuw (1984) para computar LTS-
estimadorecs.

La clave de estec nucvo algoritmo radica en el hecho de que empezando con
cualquier aproximacién a los estimadores LTS de los coeficientes de la regresién,
c¢s posible computar otra aproximacién con menor funcién objetivo.

Se basa en la siguiente propiedad

Sea (X;,¥1), ---(Xn, ¥») un conjunto de datos y sea @ = (6, ..., 6,) un vector cualquicra
de dimensién p y h un nimero natural comprendido entre [n/2] y n. Definamos
ni, 1 < i < n por r{,(8) =ri(0) y 8" = (},...,6;) cl estimador de minimos

cuadrados usando unicamente las observaciones (X,, yYn,), 1 <7 < h. Luego

Qh(o.) < Qh(o) .

En efecto, como 0* es cl estimador de mfnimos cuadrados de las h observaciones

(Xn,,Yn,), 1 <7 < h, se ticne
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Qu(7) = T, 12.(8%) < 'z 2 (6) = Q(6)

y por lo tanto la propiedad queda demostrada.
Basado en esta propiedad, Rousseeuw propone el siguiente step de concentracién

(C-step) para mejorar un valor 8

1. Se computan los residuos ri(éo) parai =1,...,n.

2. Se consideran las h observaciones correspondientes a los menores valores

absolutos de estos residuos

3. Se computa el estimador de mfnimos cuadrados 91 basado en estas obser-

vaciones

Repitiendo el C-step se obtiene un proceso iterativo obteniéndose valores 6o,0,...0;

que satisfacen

Qn(8o) > Qu(8)) > ... > Qh(By).

El proceso se acaba cuando Qh(@j) = Qh(éj+ 1), €n cuyo caso se tendrd un mfnimo

local. Sin embargo ésto no es suficicnte para que sea el minimo global de Q5.
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Rousseeuw propone el siguiente algoritmo para calcular el LTS:

o A1 A (M .
1. Generar M valores iniciales 0((] ), ...08 ) Cada uno de estos valores es obtenido

tomando al azar una submuestra de p elementos y ajustando un hiperplano

a los mismos.

2. A partir de cada 95) se obtiene un valor 8 haciendo dos C-steps y se

calcula el valor Qh(é(i)).

~%

3. Sc guardan los diez 8" con menor valor Qh(é(l)), que denominaremos 5:, ey B10-

4. A partir de cada 5: se aplica el C-step hasta convergencia. Llamemos 5: "
al ultimo valor.

*%

5. Se define el estimador final & como aquel 5: " que minimiza Q,,(ai )
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9.2. FAST-S

El objetivo de este trabajo es desarrollar un algoritmo rdpido para computar el
S-estimador desarrollado en la Seccién 7. El algoritmo propuesto utiliza un C-
step similar al descripto para el LTS, mediante el cual partiendo de un estimador
cualquiera se obticne en general otro estimador con menor funcién objetivo.

El C-step en este caso sc basa en la siguiente propiedad.

Supongamos que se tiene un estimador 8. Calculemos los residuos 7‘,-(90) para

1 <7< ny el estimador de escala sy = s(rl(éo), ey rn(éo)). Sean los pesos

_ ¥(r:(80)/50)
Ti(éO)/SO

i )

y definamos 6, como cl estimador de mfnimos cuadrados ponderados con estos
pesos.
Sec puede demostrar que si la funcién p que define la escala satisface las propiedades

P1 a P5 enunciadas en seccién 4, entonces

- -~ N

$(r1(61), ..., 7a(61)) < 5(11(80), ..., 7a(80)). (9.1)
Luego, si se aplica en forma iterativa este paso se obtiene una sucesién de
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estimadores que converge a un mfnimo local.
Como el cémputo de sq es lento, se lo puede reemplazar por sj, el resultado de
aplicar una sola iteracién en el algoritmo de célculo de s¢ partiendo del MAD.

Este algoritmo puede ser el de Newton-Raphson o el basado en la recursién

, - 1/2
; N 1:(6o)
G+1) — ) | — E : \Vo)
i =’ (nb i=1 g ( S(j) ))

En cste caso no se puede demostrar (8.1), aunque en la mayoria de los casos va a
valer debido a que sj es generalmente cercano a so.
Luego partiendo de 8y, definimos ¢l C-step para el cdlculo del S-estimador como

sigue:

1. Se calculan los residuos r,-(@o), 1 < i < ny el cstimador de escala de un

paso s partiendo del MAD.

"3 é S5
2. Se calculan los pesos w; = w—(L(.—O)/l).
7i(6o)/s§
3. Definamos 8, como el estimador de mfnimos cuadrados ponderados con estos

pesos.

El algoritmo propuesto depende de 3 pardmetros: N, el nimero de submuestras,

h, ¢l nimero de veces que se aplica el C-step a cada estimador obtenido por ajuste
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exacto para cada submuestra y m, el nimero de estimadores que sc guardan para

la comparacién final. El algoritmo consiste en los siguientes pasos:

~(1 (N
1. Gencerar NN valores iniciales BE,) ,...,0((, )

. Cada uno de estos valores se obtiene
tomando al azar una submuestra de p elementos de la muestra original y

ajustando un hiperplano a los mismos.

2. A partir de cada 931) se obtiene, aplicando h veces el C-step otro estimador

0

3. Se determina si cste estimador se incluye entre los m de menor escala. Para
€s0 supongamos que Sy, ..., S;, son las m cscalas mds pequenas cntre los
: : ~(j) .
primeros (¢ — 1) valores s(6;") y que corresponden a 64" ... 8% Para
. . . ~ (i) .
determinar si se incluye 8, entre los m mejores se computa
yc o, ) p

Sk = lrsnjaé)rcn{s]}

i=1 S*

A (1)
n (n(el )

. ! . . ) o (i
y se determina si — > p —) < b. Si ésto es cierto se incluye oﬁ’

NG

. ) .
entre los m mejores, y se calcula s(8;,"). De esta manera se obticnen
~ %

« A x
los m estimadores con menor funcién objetivo, los llamaremos 6,,..., 6,,.

A cada 9; 1 < 7 < m se le aplica el C-step hasta convergencia. Sca é;' cl
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% 1

dltimo valor. Se define cl estimador final 8 por 6 = arg minj<j<m 5(6; ).
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10. EJEMPLO

1. El siguiente cjemplo con datos reales y con un gran nimero de outliers,
pucde verse en Rousseeuw y Yohai (1984) y demuestra la utilidad del S-
estimador. En el ”Belgian Statistical Survey” se encuentra un conjunto de
datos contcniendo el nimero total de llamadas internacionales realizadas
desde Bélgica. Estos datos estdn dados en la siguiente tabla donde x rep-
resenta las dos iltimas cifras del ano e y el nimero de llamadas en decenas

de millones.

y | 044 (047|047 ]0.59 | 0.66 | 0.73 | 0.81 | 0.88

x| 58 | 89 | 60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65

y|106{120 135149161 {2.12]|11.9]| 124

y | 1421159182 | 21.2|4.30|2.40 | 2.70 | 2.90

La Figura 10.1 parece mostrar una tendencia creciente a lo largo de los anos. Sin
embargo esta seric de tiempo contiene varios outliers entre los anos 1964 y 1969.

Ello se debe a que durante ese perfodo se utiliz6 otro sistema de registro. En lugar
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del nimero de llamadas, se registré el nimero total de minutos de las llamadas.
Los anos 1963 y 1970 también se ven afectados parcialmente, porque la transicién
de un sistema a otro no sec hizo el primer dia del ano, asi que se agregé al nimero
de llamadas, cl nimero de minutos registrados. Esto causa una gran cantidad de
outliers en la direccion del eje y.

La regresién por mfnimos cuadrados para estos datos viene dada por la recta
7 = 0.504x — 26.01, la cual estd muy afectada por los valores de y asociados al
perfodo 1964 a 1969, y es por eso que tiene una pendiente grande y no ajusta bien
ni los datos buenos ni los datos malos.

Aplicando el algoritmo FAST-LTS para calcular un LTS-estimador se obticne la

recta de ecuacién § = 0.116x — 5.61

Aplicando el algoritmo FAST-S para calcular un S-estimador se obtiene la recta

de ecuacién y = 0.113z — 5.4
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Llamadas internacionales entre 1950 y197:
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11. SIMULACIONES

Se evalu6 la perfomance del algoritmo FAST-S, utilizando como funcién p la fun-
ci6n bicuadrada definida en (7.4) con ¢ = 1.56 y b = 0.5 y se la comparé con la
del algoritmo FAST-LTS. Se procedié de la siguiente manera:

Se tomaron muestras de tamano n = 400 con p = 35 variables explicativas,

considerando el modelo

Y = 011‘,‘1 + ...+ 9]-:31-1-... + 0351‘-,;'35 + 936 + u;, 1 S 1 S n.

con 6; = 0 para j = 1,2,...,35. Para el 90% de las observaciones , los vectores
(zi1, Zi2, ..., Tip, ¥i) se obtuvieron generando variables aleatorias normales indepen-
dientes con media cero y varianza 1. El 10% restante de las observaciones son
los outliers que son todos iguales al mismo punto (100,0,...,0, M) . Se eligieron
valores de M entre 90 y 200 con paso de 10.

Es decir que, para cada algoritmo y para cada valor de k se realizaron 12 sim-
ulaciones, una con cada uno de los valores de M considerados. El nimero de
replicaciones fue 500. Se aplicé en cada caso el algorftmo FAST-S para k =0y
1 y el algoritmo FAST-LTS para k£ = 0,1 y 2 (k representa el nimero de veces

que se aplica el C-step) . Se eligi6 el nimero N de submuestras para los distintos
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valores de k a los efectos de que el tiempo de cémputo sea aproximadamente cl
mismo.

La primer columna de las Tablas 1 y 2 de las paginas 51, 52 , indica el tipo de
estimador usado. La segunda columna, el nimero de veces que se aplica el C-step.
La tercer columna indica ¢l nimero de submuestras elegidas.

En la Tabla 1, las columnas desde la cuarta hasta la decimoquinta, indican el
porcentaje de muestras para cada una de las pendientes indicadas en la primer
fila de la tabla, en las cuales el estimador es afectado por los outliers. Que un
estimador se ve afectado por la presencia de outliers quiere decir que la estimacién
no cs buena, ya que cl valor absoluto de la primer componente del estimador

M s :
m,lo que indica que el estimador converge a la

obtenido cs mayor que 0.8
pendiente de los puntos atipicos y no al verdadero valor del pardmetro (0 en este
caso). Se puede observar que el porcentaje de muestras en las cuales el estimador
falla es menor en el caso de aplicar el algorftmo FAST-S.

La Tabla 2 muestra el Error Cuadratico Medio para cada uno de los estimadores y
cada una de las pendicntes. Se observa que para k = 1 es menor el error cuadratico
medio al aplicar el FAST-S a partir de una pendiente 1.1.

En conclusién, la perfomance del algoritmo FAST-S es superior a la del algorftmo

FAST-LTS y tanto en cl caso del estimador S como el LTS, los algoritmos rapidos
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son superiores que los simples correspondientes a kK = 0
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SIMULACIONES CON 500 REPETICIONES

PORCENTAJE DE MUESTRAS EN LAS QUE EL ESTIMADOR FALLA

EST | k| N pendiente

09 (10({1.1(12]13|14|15|16|1.7|18]|19]|20

S 012000100 99 95| 84 72| 61| 49| 39 32| 23| 18| 11

S 1| 400| 98 91| 67| 36 16| 5 1 1{ 0 of Of O

LTS | 0[3900 (100 | 98| 97| 92| 8| 73| 59| 52| 39| 31| 23| 16

LTS | 1| 9501100 | 97| 8 | 67| 64| 46| 27| 10 1| O Of O

LTS |2 400| 98| 97| 94| 82| 64| 43| 24| 12| 4| 2| O} O

TABLA 1



SIMULACIONES CON 500 REPETICIONES

ERROR CUADRATICO MEDIO

EST | k | N pendiente
09 |10 |11 |12 |13 (14 |15 |16 |17 |18 |19 |20
S 0(2000]|135]1.46 (153|152 (147142 |1.33(1.24|1.17|1.06(0.99|0.87
S 1| 400132137 (1.24|1.02(083]0.72(0.69 | 0.67 | 0.67 | 0.67 | 0.67 | 0.67
LTS (03900169 |1.80(189]|195(197(192|1.80|1.77|1.61|1.50(1.36]|1.24
LTS | 1| 950125133 (1.33|1.22(1.35(1.17|0.97|0.77 [ 0.67 | 0.66 | 0.66 | 0.66
LTS 2| 4001251134 (141|139(1.29|1.12|0.93|0.81(0.720.69 | 0.67 | 0.66
TABLA 2
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