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❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛❞♦♣t ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝t ♦r✐❡♥t❡❞
❢❡❛t✉r❡s ❧✐❦❡ ❏❛✈❛ ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✱ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ ❛t ❧❡❛st
t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s♦♠❡ ✇♦r❦ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐s st✐❧❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❛❝❦❧❡ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡
♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡✛♦rt ✐s ♠❛✐♥❧②
❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐t ❤❛r❞✱ ❧❡ss ❡①♣❧♦r❡❞✱ str♦♥❣❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r
❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ✐s ❜❡②♦♥❞ r❡❛❧✲t✐♠❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❞②♥❛♠✐❝
♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s
♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ♠❡♠♦r② r❡✲
❝❧❛✐♠✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦❜❥❡❝t ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s
❛♥❞ s②♥t❤❡s✐③❡ ❛ s❝♦♣❡❞✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥
r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
tr❛♥s❧❛t❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ ✐♥t♦ ❝♦❞❡ t❤❛t s❛❢❡❧② ❛❞♦♣ts t❤✐s ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡✲
♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ♥❡✇ s❡tt✐♥❣ ✇❡ ✐♥❢❡r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝
♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✭♦r ♣r♦❣r❛♠✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s
❛♥❞ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ r✉♥ t✐♠❡✳

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ t♦♦❧ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❏❛✈❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣✳

❦❡②✇♦r❞s✿ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞
s②st❡♠s✱ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳





❆❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦s

❆ t♦❞❛ ♠✐ ❢❛♠✐❧✐❛✱ ❡s♣❡❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❛ ♠✐s ♣❛❞r❡s ② ❤❡r♠❛♥❛s ♣♦r t♦❞♦ ❡❧ ❛♣♦②♦ ②
❛❢❡❝t♦ q✉❡ ♠❡ ❞✐❡r♦♥ ❞✉r❛♥t❡ t♦❞♦s ❡st♦s ❛ñ♦s✳

❆ ♠✐s ❛♠✐❣♦s ② ❛✉t♦r✐❞❛❞❡s ❞❡ ❧❛ ❊s❝✉❡❧❛ ❚é❝♥✐❝❛ ❖❘❚ ♣♦r ❧♦s ❜✉❡♥♦s t✐❡♠♣♦s✱
♣♦r ❤❛❜❡r ❝♦♠❡♥③❛❞♦ ❛ ❞❡✜♥✐r ♠✐ ✐♥t❡rés ♣♦r ❧❛ ❝♦♠♣✉t❛❝✐ó♥ ② ❡♥ ❡s♣❡❝✐❛❧ ♣♦r ❧❛
✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ ❝✐❡♥tí✜❝❛✳ ❯♥ ❛❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❡s♣❡❝✐❛❧ ❛ ❧❛ ♣r♦❢❡s♦r❛ ❈❧❛r❛ ❋r❡✉❞ ②❛
q✉❡ ✐♥✢✉②♦ ❢✉❡rt❡♠❡♥t❡ ❡♥ q✉❡ ✜♥❛❧♠❡♥t❡ ♠❡ ❞❡❝✐❞❛ ❛ ❡st✉❞✐❛r ❡♥ ❧❛ ❋❈❊②◆✳

❆ ❧❛ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❞❡ ❇✉❡♥♦s ❆✐r❡s✱ ♣r✐♠❡r♦ ♣♦r ❜r✐♥❞❛r♠❡ ❧❛ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡
♦❜t❡♥❡r ✉♥❛ ❡❞✉❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❛❧✐❞❛❞ t❛♥t♦ ❞❡s❞❡ ❧♦ ❛❝❛❞é♠✐❝♦ ❝♦♠♦ ❞❡s❞❡ ❧♦ ❤✉♠❛♥♦
② ❧✉❡❣♦ ♣♦r ♣❡r♠✐t✐r ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ♠✐ ✈♦❝❛❝✐ó♥ ❞♦❝❡♥t❡ ② ❝✐❡♥tí✜❝❛✳ ▲❛ ❯❇❆ ❡s ✉♥❛
✉♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ♣ú❜❧✐❝❛✱ ❣r❛t✉✐t❛✱ ❣♦❜❡r♥❛❞❛ ② ❛❞♠✐♥✐str❛❞❛ ♣♦r ❡st✉❞✐❛♥t❡s✱ ❣r❛❞✉❛❞♦s
② ❞♦❝❡♥t❡s✱ ❞♦♥❞❡ ❛ ♣❡s❛r ❞❡ ❧❛s ❞✐✜❝✉❧t❛❞❡s ❡❝♦♥ó♠✐❝❛s ♠✉❝❤♦s ♣♦♥❡♥ ❧♦ ♠❡❥♦r ❞❡
❡❧❧♦s ♠✐s♠♦s ♣❛r❛ ❡❧ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✉♥✐❞❛❞ ✉♥✐✈❡rs✐t❛r✐❛ ② ❞❡ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥ ❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
❊s♣❡r♦ ♣♦❞❡r ❝♦❧❛❜♦r❛r ❛ ❝♦♥✈❡rt✐r❧❛ ❡♥ ✉♥ ❧✉❣❛r ❛ú♥ ♠❡❥♦r✳

❆ ❱í❝t♦r ② ❙❡r❣✐♦ ♠✐s ❞✐r❡❝t♦r❡s ♣♦r ❛②✉❞❛r♠❡✱ ❣✉✐❛r♠❡ ② ❛❣✉❛♥t❛r♠❡ ❞✉r❛♥t❡
t♦❞♦s ❡st♦s ❛ñ♦s✳ ❆ ❱í❝t♦r ✉♥ ❡s♣❡❝✐❛❧ ❛❣r❛❞❡❝✐♠✐❡♥t♦ ♣♦r s❛❜❡r s❡r ♠✐ ❛♠✐❣♦ ❡♥
♠♦♠❡♥t♦s ❞✐❢í❝✐❧❡s ② ♣♦r ✐♥❝❡♥t✐✈❛r♠❡ ❛ ✐♥✈❡st✐❣❛r ❝✉❛♥❞♦ ❛ú♥ ♥♦ ❡st❛❜❛ ❞❡❝✐❞✐❞♦✳
❆ ❙❡r❣✐♦ ♣♦r ❤❛❜❡r♠❡ ✐♥✈✐t❛❞♦ ❛ r❡❛❧✐③❛r ❧❛s ♣❛s❛♥tí❛s ❡♥ ❱❡r✐♠❛❣ ❞♦♥❞❡ s✉r❣✐❡r♦♥
❧❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✐❞❡❛s ❞❡ ❡st❛ t❡s✐s✳

❆ ♠✐s ❡st✉❞✐❛♥t❡s ✏❡str❡❧❧❛✑ ❉✐❡❣♦ P✐❡♠♦♥t❡✱ ❆♥❞rés ❋❡rr❛r✐✱ ❋❡❞❡r✐❝♦ ❋❡r♥á♥❞❡③
② ●✉✐❞♦ ❞❡ ❈❛s♦ ♣♦r ❝♦❧❛❜♦r❛r ❡♥ ♣❛rt❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ♠✐ tr❛❜❛❥♦ ② ❛ t♦❞♦s ❧♦s
♣r❡s❡♥t❡s ② ♣❛s❛❞♦s ✐♥t❡❣r❛♥t❡s ❞❡ ❉❡♣❡♥❞❡①✴▲❛♣❤✐s ♣♦r ❧♦s ❣r❛t♦s ♠♦♠❡♥t♦s ❡♥ ❧❛
♠❡❣❛ ♦✜❝✐♥❛✳

❆ ❧♦s ❛♠✐❣♦s q✉❡ ❝♦♥♦❝✐ ❡♥ ❧❛ ❢❛❝✉✿ ◆✐❝♦ ❑✱ ❉❛♥✐✱ ❙❡r❣✐♦ ▼✱ ❈❤❛♣❛ ✱ ❊st❡❜❛♥✱
P✉❜❧✐❝✱ ▼❛r✐❡❧❛✱ ▲❛✉r❛ ●✱ ❆r✐❡❧ ❈✱ ❆r✐❡❧ ❉✱ ❉✐❡❣♦ ❋❙✱ ❙❡r❣✐ ❉✱ ❚❡❝❤❛s✱ ●r❡❣✱ P❛❜❧♦
▼✱ ❈❤❛r❧② ▲P✱ ❈❤❛r❧② ▲❍✱ ❏✉❛♥ P❛❜❧♦✱ ❋❧❛✈✐❛✱ ●✉✐❧❧❡✱ ② ❧♦s q✉❡ ♠❡ ♦❧✈✐❞❡ ❡♥ ❡st❡
♠♦♠❡♥t♦✳✳✳

❆ ♠✐s ❛♠✐❣♦s ❞❡ ❛❢✉❡r❛ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝✉✿ P❛t✉ ✭●r♦❝✮✱ ❉✐❡❣♦ ❙✱ ❏✉❛♥❥♦✱ ❋❡❞❡✱ ▲✉✐❣✐✱
❉✐❡❣♦ ◗✱ ❘✉❜❡♥✱ ❊❧✐✱ t♦❞♦s s✉s ♥♦✈✐❛s\♦s ❡s♣♦s❛s\♦s✱ ② t♦❞♦s ❧♦s q✉❡ ♠❡ ♦❧✈✐❞♦ ❡♥
❡st❡ ♠♦♠❡♥t♦✳✳✳

❆❧ ❈❖◆■❈❊❚✱ ❧❛ ❢✉♥❞❛❝✐ó♥ ❨P❋ ❊st❡♥ss♦r♦ ② ▼✐❝r♦s♦❢t ❘❡s❡❛r❝❤ ♣♦r s✉ ❛②✉❞❛
❡❝♦♥ó♠✐❝❛ ❞✉r❛♥t❡ ♣❛rt❡ ❞❡❧ ❞♦❝t♦r❛❞♦ ❛sí ❝♦♠♦ ❛ ❧❛ ❆❣❡♥❝✐❛ ◆❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ Pr♦♠♦❝✐ó♥
❈✐❡♥t✐❢í❝❛ ② ❚❡❝♥♦❧ó❣✐❝❛✱ ▼✐❝r♦s♦❢t ❘❡s❡❛r❝❤ ❡ ■❇▼ ♣♦r ✜♥❛♥❝✐❛r ❛❧❣✉♥♦s ❞❡ ♥✉❡str♦s
♣r♦②❡❝t♦s✳

❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ✉♥❛ ❞❡❞✐❝❛❝✐ó♥ ❡s♣❡❝✐❛❧ ❛ ▼❆●❉❆ ♣♦r t♦❞♦ s✉ ❛♠♦r✱ ❞✉❧③✉r❛ ②
♣❛❝✐❡♥❝✐❛ ✐♥✜♥✐t❛✳

✈





❈♦♥t❡♥ts

❆❜str❛❝t ✐

❈♦♥t❡♥ts ✈✐✐

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✶✳✶✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
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❇✳✶✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

❈✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❈♦♥✈❡① P♦❧②t♦♣❡ ✶✹✼

❈✳✶✳ ❇❡r♥st❡✐♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦✈❡r ❛♥ ■♥t❡r✈❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
❈✳✷✳ ❇❡r♥st❡✐♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❈♦♥✈❡① P♦❧②t♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
❈✳✸✳ ❇♦✉♥❞✐♥❣ ❛ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r ❛ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❉♦♠❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷



① ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✺✺

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✶✺✼



❈❍❆P❚❊❘ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❈✉rr❡♥t tr❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥❞✉str② ❛r❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦✲
✇❛r❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❏❛✈❛✳ ❋r♦♠ t❤❡
s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐ss✉❡s ✐♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞
❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t❤r♦✉❣❤
❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳

❇❡❝❛✉s❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥❤✐❜✐ts ♠♦❞✉❧❛r✐t②✱ ♦❜❥❡❝t
♦r✐❡♥t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❧✐❦❡ ❏❛✈❛✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✭●❈✮ ❬❏▲✾✻❪✱ t❤❛t
✐s✱ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❝❧❛♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛♣✲❛❧❧♦❝❛t❡❞ st♦r❛❣❡ ❛❢t❡r ✐ts ❧❛st ✉s❡ ❜② ❛ ♣r♦✲
❣r❛♠✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ❛ s❡r✐♦✉s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞
s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❏❛✈❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ❣❛r❜❛❣❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐s r❛r❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ s✉❝❤ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ s✐♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞
♠❡♠♦r② ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❜❡❝♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛♥❞ t❤✉s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ▼❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❛❝❤✐❡✈❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❡✳❣✳
❬❇❈●❱✵✺✱ ❇❈●✵✹✱ ❍❡♥✾✽✱ ❍■❇+✵✷✱ ❘❋✵✷✱ ❙✐❡✵✵❪✮✱ ❜✉t t❤❡② ❛❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤
✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆s t❤❡ ●❈ ❝❛♥ st♦♣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ❛t ❛♥② t✐♠❡✱
❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✱ ✐t s❡❡♠s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ✐t ✐♥ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡
❝♦♥t❡①t✳ ❙t✐❧❧✱ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❥❡❝ts ❧✐❦❡ ▼❡tr♦♥♦♠❡ ❬❇❈❘✵✸❪✱ ❛♥❞ ❏❛♠❛✐❝❛❱▼ ❬❙✐❡✾✾❪ ❛❞✲
❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ●❈✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡
❦❡② ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t♦ ✉s❡ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠
❜❡❤❛✈✐♦r✿ t❤❡ ●❈ ✐s t❤❡♥ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ❣❛r❜❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❛t❡✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t♦
❣r♦✉♣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ r❡❣✐♦♥s ❬❚❚✾✼✱ ●❆✵✶❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥✲
❛❣❡♠❡♥t ✐s t♦ ❣r♦✉♣ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❧✐❢❡t✐♠❡s✿ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡❛❧✲
❧♦❝❛t❡ ❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✱ ❜✉t ♠✉st ✇❛✐t ✉♥t✐❧ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡str♦②❡❞ ❛s ❛
✇❤♦❧❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤✐s ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♠❛② ❡✐t❤❡r ❤❛✈❡
❛ ✜①❡❞ s✐③❡✱ ♦r ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡①♣❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ❢✉❧❧❀ ✐♥t❡r✲r❡❣✐♦♥ ♣♦✐♥t❡rs
♠❛② ❡✐t❤❡r ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ♦r ♥♦t❀ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t ✐s t♦ tr❛❞❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❜✉t t✐♠❡✲✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✱ ❢♦r r❡❣✐♦♥ ❞❡str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts ❛
❜❡tt❡r t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ s♦♠❡ s♣❛❝❡ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❬●❆✵✶✱ ❙❍▼+✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❞❞ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥str✉❝ts t♦ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❜✉t t❤❡

✶



✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s st✐❧❧ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r
♠✉st ❞❡❝✐❞❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❣✐♦♥ t♦ ♣❧❛❝❡ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥❞ ❞❡str♦② r❡✲
❣✐♦♥s✳ ❘❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❛❞✈♦❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❏❛✈❛ ✭❘❚❙❏✮ ❬●❇✵✵❪✳
■t ♣r♦♣♦s❡s s❡✈❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❏❛✈❛ t❤❛t ❛✐♠ ❛t ♠❛❦✐♥❣
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✳ ❚♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ❢♦r t✐♠❡✲❝r✐t✐❝❛❧
t❛s❦s✱ t❤❡ ❘❚❙❏ ♦✛❡rs ❧❡①✐❝❛❧❧② s❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r② ❛r❡❛s✳
❚❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✱ ❛s ✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝♦♥st❛♥t✲t✐♠❡ ♠❡♠♦r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱
❜✉t ✐t ✐s ✈❡r② r❡str✐❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✿ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐s ✜①❡❞✱ ❛♥❞ ♠✉st
❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❛t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t✐♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❘❚❙❏ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ss✐❣♥♠❡♥t r✉❧❡s t❤❛t
❢♦r❜✐❞ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛ s❤♦rt✲❧✐✈❡❞ r❡❣✐♦♥ t♦ ❜❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❜② ❛♥ ♦❧❞❡r ♦❜❥❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❘❚❙❏ ✐s t❤✉s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ❬P❋❍❱✵✹❪✱ ❛s ✐t ♠❛❦❡s ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
t♦ r❡✉s❡ ❛♥② ♦❧❞ ❝♦❞❡ ✭❡✈❡♥ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▲✐❜r❛r② ❤❛s t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② r❡✇r✐tt❡♥✮✱ ❛♥❞ ✐t
❢♦r❝❡s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ ❛❞♦♣t ♥❡✇ ❝♦❞✐♥❣ ❤❛❜✐ts ❛♥❞ t♦ r❡❛s♦♥ ✐♥ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠
q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❏❛✈❛✳

❙t✐❧❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡✣❝✐❡♥t r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡rs✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❘❚❙❏✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣✐✈❡ ✭t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r✮ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉✲
❛t✐♥❣ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❤❛r❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✜♥❞✐♥❣
❛ ✜♥✐t❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❬●❤❡✵✷❪✳ ❚❤✐s ✐s ❛
♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦ s✐♥❝❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ✭✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✮ str✐♥❣❡♥t ♠❡♠♦r②
❝♦♥strmua♦r ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥♥♦t r✉♥ ♦✉t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛❞♦♣t ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝t
♦r✐❡♥t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❧✐❦❡ ❏❛✈❛✱ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✿

✶✳ ❊❧✐♠✐♥❛t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

✷✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s♦♠❡ ✇♦r❦ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s st✐❧❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❛❝❦❧❡ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥s t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡✛♦rt ✐s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐t ❤❛r❞✱
❧❡ss ❡①♣❧♦r❡❞✱ str♦♥❣❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ✐s ❜❡②♦♥❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✶✳✷✳ ❆❜♦✉t t❤✐s ✇♦r❦

❲❡ tr② t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ●❈ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡❞
❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❛♥❞ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ♣r♦❣r❛♠♠❡rs t♦ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡ s❝♦♣❡✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡❞ ❝♦❞❡ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✳ ●✐✈❡♥
❛ st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ✭✐✳❡✳ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤r❡❛❞s✮✳ ❘❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s
❞♦♥❡ ❜② ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬❇❧❛✵✸✱ ❙❨●✵✺✱ ❙❘✵✶❪✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬❙❨●✵✺✱ ❇❋●▲✵✼❛❪ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ t♦♦❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇
♠❛♥✉❛❧ ❡❞✐t✐♥❣ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ❬❋●❇+✵✺❪ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✻✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ✐♥ tr②✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♠❡♠✲
♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t
♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦♥♦✇ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦
s❛❢❡❧② r✉♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✭♦r ♣❛rt ♦❢ ✐t✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐✲
❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
✐♥ ❏❛✈❛✲❧✐❦❡ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✮✳

❖✉r ✜rst t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞②♥❛♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞✳
●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs p1, . . . , pk ✇❡ ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s
❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦✈❡r p1, . . . , pk ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠✲
♦r② r❡q✉❡st❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ m✳ ❇② r❡q✉❡st❡❞ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♠❡♠♦r② t❤❛t ✐s s♦❧✐❝✐t❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✭✐✳❡✳ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦r ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✮
t❤r♦✉❣❤ ✧♥❡✇✧ st❛t❡♠❡♥ts✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♥② ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ ✐t s❡r✈❡s ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡❣✐♦♥ s✐③❡s✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣
t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ♣♦✐♥t❡r ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❡♠✲
♦r② r❡❣✐♦♥ s✐③❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞
m ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs p1, . . . , pk✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦✈❡r p1, . . . , pk ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠✲
♦r② t❤❛t ❡s❝❛♣❡s ❢r♦♠ ❛♥❞ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② m✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②
❝❛♣t✉r❡❞ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥ ❛s ♦❜❥❡❝ts ❝❛♣t✉r❡❞ ❜②
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♥♦t ❧✐✈❡ ❛❢t❡r t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❛t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✉s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❛❧❧♦✲
❝❛t❡❞ ✐♥ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r s❝♦♣❡✱ s♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝♦♣✐♥❣ r✉❧❡s✱
t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r r❡❣✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❡s❝❛♣✐♥❣ s❡r✈❡s ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❡♠♦r② t❤❛t ✇✐❧❧
r❡♠❛✐♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✭♦r ❛ ♣r♦❣r❛♠✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs
p1, . . . , pk ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ s❛❢❡❧② ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ✐t ❝❛❧❧s✱ ✇✐t❤♦✉t r✉♥♥✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳
❚❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s t❤❛t
♠✉❝❤ ❢r❡❡ ♠❡♠♦r② t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛s ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❡♥❣❛❣✐♥❣
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ ♠❡♠♦r② t❤❛♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳

✶✳✸✳ ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ❛ t♦♦❧ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ st❛rt ❢r♦♠
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ t❤❛t r✉♥s
✉♥❞❡r ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ♦❢ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♣r♦♣❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✉t ✉s❡❢✉❧ s❝♦♣❡❞✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤
♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛
r❡❣✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛t ♠❡t❤♦❞✬s ❡♥tr② ❛♥❞ ✐s ❞❡str♦②❡❞ ❛t ✐ts ❡♥❞✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s
❝r❡❛t❡❞ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ r❡❣✐♦♥ ❜✉t ✇❤❡♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛❧❧ t❤❡
♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳

❯♥❞❡r t❤✐s s❡tt✐♥❣ ♦✉r ♣r♦t♦t②♣❡ t♦♦❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t
❝r❛s❤✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ r✉♥♥✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡
s✐♥❣❧❡✲t❤r❡❛❞❡❞ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ r❡❝✉rs✐♦♥✳

❆ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✳ ❊✈❡r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦r ❛❞❛♣t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t✇♦
♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❘❡❣✐♦♥ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ▼❡♠♦r②
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❘❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿



✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❘❡❣✐♦♥ ■♥❢❡r❡♥❝❡

• ❊s❝❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s✿ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦❜❥❡❝t ❧✐❢❡t✐♠❡ ✭s❡❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ✶✳✺✳✸✮✳

• ▼❡♠♦r② ❘❡❣✐♦♥ ■♥❢❡r❡♥❝❡✿ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ❢r♦♠ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧✲
②s✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✹✮✳

❘❡❣✐♦♥ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

• ❘❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❆P■✿ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✷✮✳

• ❘❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❈♦❞❡ ●❡♥❡r❛t♦r✿ t♦ tr❛♥s❧❛t❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ t♦ r❡❣✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ❝♦❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✹✮✳

▼❡♠♦r② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

❉②♥❛♠✐❝ ▼❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②③❡r✿ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉❡st❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✮✳

❘❡❣✐♦♥ ❙✐③❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✿ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛
♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✺✮✳

▼❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥❢❡r❡♥❝❡✿ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛❢❡❧② r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✮✳

▲♦❝❛❧ ■♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✿ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡♠♦r②
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ▼❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ▼❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s
✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t♦t❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♠♣✉t❡s ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ s♦♠❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❆s ✇❡
✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ ❜♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡q✉✐r❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

❋♦r r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
❛❧s♦ ❛ t♦♦❧ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❛♥❞ r❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s r❡❣✐♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ t❤❛t ✉s❡s ❛ ❘❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❆P■ t❤❛t
❜②♣❛ss❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❆P■ ✐s
t❤❛t ✐s ✉s❡s t❤❡ r❡❣✐st❡r✴s✉❜s❝r✐❜❡r ♣❛r❛❞✐❣♠ t❤❛t ❡❛s❡s t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✷✮✳

❍❡r❡✐♥❛❢t❡r✱ ✇❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ▼♦r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧
❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♣t❡rs✳

✶✳✹✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ❇② ❞②♥❛♠✐❝
♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ♠❡❛♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝
♠❡♠♦r② r❡q✉❡st❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✭♦r ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭♦r s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡t❤♦❞✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚♦ ❣❡t ❛ ✢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✶✿

✈♦✐❞ ♠✶✭✐♥t ❦✮ ④

✶✿ ❢♦r✭✐♥t ✐❂✶❀✐❁❂❦❀✐✰✰✮ ④

✷✿ ❆ ❛ ❂ ♥❡✇ ❆✭✮❀

✸✿ ♠✷✭✐✮❀

⑥

⑥

✈♦✐❞ ♠✷✭✐♥t ♥✮ ④

✹✿ ❢♦r✭✐♥t ❥❂✶❀❥❁❂♥❀❥✰✰✮ ④

✺✿ ❇ ❜ ❂ ♥❡✇ ❇✭✮❀

⑥

⑥

❋♦r m2✱ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

size(❇) · n

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉❡st❡❞ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛rts ❛t m2✳ ❋♦r m1✱ t❤❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s✿

size(❆) · k + size(❇) ·
1

2
(k2 + k)

❜❡❝❛✉s❡ st❛rt✐♥❣ ❛t m1✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐❧❧ ✐♥✈♦❦❡ m2 k t✐♠❡s ❛♥❞✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥
i ∈ [1, k]✱ m2(i) ✇✐❧❧ r❡q✉❡st i ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❇✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢✿

k
∑

i=1

i =
1

2
(k2 + k)

✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❇✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ k ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❆ ❞✐r❡❝t❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜②
m1✳

❖✉r ❣❡♥❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✐♥❢❡r ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② r❡q✉❡sts r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐❞❡❛✿ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉❡st❡❞ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts t♦
♥❡✇ st❛t❡♠❡♥ts✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡ ❛t ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

✶❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝❛❧❧s t♦ ❝♦♥str✉❝t♦r ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❧✐❦❡ ❛♥② ♦t❤❡r ❝❛❧❧✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
❝♦♥str✉❝t♦r ❤❛s ♥♦ ❝♦❞❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡✳



✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣❡r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡
❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✮✳ ❋♦r ❧✐♥❡❛r
✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣❡r s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣❡r
♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛♥ ❊❤r❤❛rt ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❬❈❧❛✾✻❪✳

φ ≡ {1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n}

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ■♥✈❛r✐❛♥t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛t t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♥❡✇ ❇✭✮

■♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷ ✇❡ s❤♦✇ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ ❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ 5 ✭❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢
t②♣❡ ❇✮ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ 2✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇❡ s❤♦✇ ✐ts ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ♣♦✐♥ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ✈❛r✐❛❜❧❡s i ❛♥❞ j✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t k ✐s ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ✭✐✳❡✳ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ♣♦✐♥ts
❢♦r t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✿

k
∑

i=1

i =
1

2
(k2 + k)

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞ m1 s✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ ❝♦✉♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② r✉♥s st❛rt✐♥❣ ❛t m1 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠✉st r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♠❡t❤♦❞ m1 ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ m2 ❜✐♥❞❡❞ ✐♥ s♦♠❡
✇❛②✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶✳ ■❞❡♥t✐❢② ❡✈❡r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡ ✭♥❡✇ st❛t❡♠❡♥t✮ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉♥❞❡r
❛♥❛❧②s✐s ✭▼❯❆✮✳

✷✳ ●❡♥❡r❛t❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ❛❧✲
❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡✳

✸✳ ❈♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▼❯❆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭★
♦❢ ✈✐s✐ts t♦ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡✮

✹✳ ❆❞❛♣t t❤♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✭t❤❡✐r
t②♣❡s✮✳

✺✳ ❙✉♠ ✉♣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡✳

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♦❧ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳

❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❈r❡❛t✐♦♥ ❙✐t❡ ✜♥❞❡r✳

■♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲♦❝❛❧
■♥✈❛r✐❛♥t ●❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❈♦♥tr♦❧ ❙t❛t❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♥❡r❛t♦r✳

❚❤❡ ❙②♠❜♦❧✐❝ P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❈❛❧❝✉❧❛t♦r ♣r♦✈✐❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t♦♦❧s t♦ ♣r♦❞✉❝❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❱✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② r❡q✉❡sts ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❡♥❣✐♥❡

P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❡✈❛❧✉❛t♦r ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧s✳

❖✉r ✇♦r❦ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❛♥❞
♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❝♦♠♣✐❧❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥s t♦ ♠♦❞❡❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✇❡r❡
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝❛❝❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t②✱
❛♥❞ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬❋❛❤✾✽✱ ▲▼❈✵✷✱ ❈❧❛✾✼✱ ▲✐s✵✸❪✳ ❆s ❢❛r ❛s
✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♣r❡❞✐❝t
❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦✈❡❧ ❛♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ ✭s❡❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✾✮ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✉s✐♥❣ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❬❍P✾✾✱ ❯❙▲✵✸✱ ❍❏✵✸❪✱ ♦r ❛❜str❛❝t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬❯❙▲✵✸❪✳ ❚❤❡
✉s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❛s②✲t♦✲❡✈❛❧✉❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ t♦♦❧ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
✭❛❣❛✐♥st ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t r❡❧② ♦♥ Pr❡s❜✉r❣❡r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✮✳

■♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✶✳✹✳✶✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❜♦✉♥❞s ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♥♦t
♦♥❧② ❜② ❛ ✏♠❡t❤♦❞✲❧♦❝❛❧✑ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr♦❧ st❛❝❦
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s ❜②
t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❯❆ ❛♥❞ ✜♥✐s❤✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❡✇ st❛t❡♠❡♥t✳

❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❤❛✐♥s ❈r❡❛t✐♦♥ ❙✐t❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧ ❙t❛t❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛rt ♦❢
❝❛❧❧ st❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✐s t❤❡ ❈♦♥tr♦❧ ❙t❛t❡



✽ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✈♦✐❞ ♠✵✭✐♥t ♠❝✮ ④

✶✿ ♠✶✭♠❝✮❀

✷✿ ❇❬❪ ♠✷❆rr❂♠✷✭✷ ✯ ♠❝✮❀

⑥

✈♦✐❞ ♠✶✭✐♥t ❦✮ ④

✸✿ ❢♦r ✭✐♥t ✐ ❂ ✶❀ ✐ ❁❂ ❦❀ ✐✰✰✮ ④

✹✿ ❆ ❛ ❂ ♥❡✇ ❆✭✮❀

✺✿ ❇❬❪ ❞✉♠♠②❆rr❂ ♠✷✭✐✮❀

⑥

⑥

❇❬❪ ♠✷✭✐♥t ♥✮ ④

✻✿ ❇❬❪ ❛rr❇ ❂ ♥❡✇ ❇❬♥❪❀

✼✿ ❢♦r ✭✐♥t ❥ ❂ ✶❀ ❥ ❁❂ ♥❀ ❥✰✰✮ ④

✽✿ ❛rr❇❬❥✲✶❪ ❂ ♥❡✇ ❇✭✮❀

✾✿ ❈ ❝ ❂ ♥❡✇ ❈✭✮❀

✶✵✿ ❝✳✈❛❧✉❡ ❂ ❛rr❇❬❥✲✶❪❀

⑥

✶✶✿ r❡t✉r♥ ❛rr❇❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ✐ts ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤

■♥✈❛r✐❛♥t ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ s❡ts ♦❢ st❛t❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡✳
❆s ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ tr❛✈❡rs❛❧ tr♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ✉s❡ ❣❧♦❜❛❧

✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞ st❛t❡s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞❛t❛
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦✮✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✿ m0.2.m2.6 ✐s ❛ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥
m2.6 ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧ st❛❝❦ m0.2✳ m0.1.m1.5.m2.6 ✐s ❛ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥ m2.6 ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧ st❛❝❦ m0.1.m1.5

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ m0✱ m1 ❛♥❞ m2
❛r❡✿

CSm0 = ④♠✵✳✶✳♠✶✳✹✱ ♠✵✳✶✳♠✶✳✺✳♠✷✳✻✱ ♠✵✳✶✳♠✶✳✺✳♠✷✳✽✱ ♠✵✳✶✳♠✶✳✺✳♠✷✳✾✱
♠✵✳✷✳♠✷✳✻✱ ♠✵✳✷✳♠✷✳✽✱ ✱ ♠✵✳✷✳♠✷✳✾⑥

CSm1 = ④♠✶✳✹✱ ♠✶✳✺✳♠✷✳✻✱ ♠✶✳✺✳♠✷✳✽✱ ♠✶✳✺✳♠✷✳✾ ⑥
CSm2 = ④♠✷✳✻✱ ♠✷✳✽✱ ♠✷✳✾ ⑥

❚♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ t♦ ❣❡t ❛❧❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ r❡❧② ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✳ ❈❛❧❧ ❣r❛♣❤s
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙♦♦t ❬❱❘❍❙+✾✾❪✳

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡s ✇❡ ❛r❡ ♠❛❦✐♥❣ t✇♦ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

✶✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞
❜② st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳

✷✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✏❤✐❞❞❡♥✑ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ♦r ❜② t❤❡ ✈✐rt✉❛❧
♠❛❝❤✐♥❡ ✐ts❡❧❢ ❝❛♥♥♦t ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❋♦r t❤♦s❡ ❝❛s❡s t❤❛t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♠❡♠♦r②
✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳

✶✳✹✳✷✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts

❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥t✳ ❈♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✾

♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s t❤❡② ♥♦t ♦♥❧② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥
❛t ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✐♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ▼❯❆ ✇✐t❤ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡✳

▲♦❝❛❧ ■♥✈❛r✐❛♥ts

▲♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❛ss❡rt✐♦♥s ✏à ❧❛✑ ❏▼▲
❬▲▲P+✵✵❪✱ ♦r ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬❈❍✼✽✱ ❈❈✵✷❪ ♦r ❏❛✈❛✲
♦r✐❡♥t❡❞ ♦♥❡s❬◆❊✵✶✱ ❋▲✵✶✱ ❊❈●◆✾✾✱ ❈▲✵✺❪✳

▲♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡✳❣✳✱ ❬P●✵✻✱ ❈❍✼✽✱ ■❙✾✼❪✱
♦r ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡✳❣✳ ❬❊P●+✵✼❪✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❜♦t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳

❉②♥❛♠✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❲❡ ❤❛✈❡ ✜rst ✉s❡❞ ❉❛✐❦♦♥ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ✏❧✐❦❡❧②✑ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ t❡st ❝❛s❡s✳ ❊✈❡♥
✐❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❉❛✐❦♦♥ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ tr✉❡ ✐♥
❛❧❧ r✉♥s✱ t❤❛t ✐s✱ ❜❡✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ t❤❡② ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡
❤❛✈❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮✳ ❖✉r t♦♦❧
✏❣✉✐❞❡✑ ❉❛✐❦♦♥ ✐♥ ❤✐s s❡❛r❝❤ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❬●❛r✵✺❪ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✮✳
❇❛s✐❝❛❧❧② ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❡ ♣r❡s✉♠❡❞ ♠❛②
❤❛✈❡ ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ✭❡✳❣✱ ✐♥t❡❣❡r
❝❧❛ss ✜❡❧❞s✱ s✐③❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✱ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛rr❛②s ❛♥❞ str✐♥❣s✱ ❡t❝✮ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✲
❞✉❝❡ ❛ ❞✉♠♠② ♠❡t❤♦❞ ❜❡❢♦r❡ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❝❛❧❧ s✐t❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
s✐t❡s✮ ✇❤♦s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❛t ♣♦✐♥t
♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦♥❧②
❛❜♦✉t t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❙t❛t✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞
❍❛❧❧✇❛❝❤s ❛♥❞ ❈♦✉s♦t✁s s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ❬❈❍✼✽❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❜str❛❝t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
t♦ s✉♣♣♦rt ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧s ✭✐♥t❡r♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✮✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ♠♦❞❡❧
t❤❡ ❤❡❛♣ ✭♣♦✐♥ts✲t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❏❛✈❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡
s✉❝❤ ❛s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ t♦♦❧ ❛s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❣❡t
❛ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s t♦♦❧
❏■♥✈❛r✐❛♥t ❬P●✵✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ s❡✈❡r❛❧ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐ss✉❡s
t❤❛t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✐s
❝♦st❧②✱ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡s ❧♦ts ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳
❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦♦♣s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡
✇✐❞❡♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡
♣♦st❡r✐♦r ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ❉❛✐❦♦♥ ❜❛s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝
✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts t❤❛♥ t❤❡ st❛t✐❝
❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ♥♦t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s t♦♦❧ ✐♥ t❤✐s
❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❏■♥✈❛r✐❛♥t ✐s st✐❧❧ ❛ ✇♦r❦ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐t ✐♥
t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❈♦♥tr♦❧ ❙t❛t❡ ■♥✈❛r✐❛♥ts

◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♦✉r ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧
st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡② ♦♥❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t♦♦❧ ❜✉✐❧❞s ❛
❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts t❤❛t
❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤✳ ❚❤❛t t❛s❦ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦♥tr♦❧
❙t❛t❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ●❡♥❡r❛t♦r✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳



✶✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

Im0
m0.1 = {k = mc}

Im1
m1.5 = {1 ≤ i ≤ k, n = i}

Im2
m2.8 = {1 ≤ j ≤ n}

❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡s ❛r❡✿

Im0
m0.1.m1.5 = {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i}

Im1
m1.5.m2.8 = {1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n}

Im0
m0.1.m1.5.m2.8 = {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n}

✶✳✹✳✸✳ ❈♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts ❛t ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡✮
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ✭t②♣✐❝❛❧❧② ♦✈❡r✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s✮ ❛❧❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❛t ♣♦✐♥t ✭t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✮✳ ❚❤❡
❙②♠❜♦❧✐❝ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ t♦♦❧ t❤❛t ❝❛♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳
■t ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❬❈❧❛✾✻❪✳ ❚♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ✇❤✐❝❤
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ✭♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢r❡❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡✿

Im0
m0.1.m1.5.m2.8 = {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n}

▲❡t mc ❜❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ▼❯❆ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥s ✭✈✐s✐ts✮ ❢♦r I ✐♥ t❡r♠s ♦❢ mc ✐s

C(Im0
m0.1.m1.5.m2.8, mc) = #{(k, i, j, n) | k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n}

=
1

2
(mc2 + mc)

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉❡ t♦ ❊❤r❤❛rt ❬❊❤r✼✼❪✳
❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❊❤r❤❛rt✬s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❜② t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ P♦❧②❧✐❜ ❬P♦❧❪ ❛♥❞
❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇❛r✈✐♥♦❦✬s ✇♦r❦ ❬❱❙❇+✵✹❪✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡♥t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥s ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡✳ Pr♦❞✉❝✐♥❣ s✉❝❤ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞♦ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② ♦r ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❝❛r❡❢✉❧ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐❢ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛❜♦✉t ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡✳
❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❧❛t❡r ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✺✮ t❤❛t ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ r❡❛❧ ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts t❤❛t
t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡✳



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶

✶✳✹✳✹✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

❚♦ ❣❡t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉❡st❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞
✇❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ S(mua, cs) ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✮ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ❝r❡❛t✐♦♥
s✐t❡ cs ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ mua ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❜♦✉♥❞s t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉❡st❡❞ ❜② cs✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ s✐♠♣❧② ♥❡❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts ♦❢ ❛ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ❜② t❤❡ s✐③❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡
❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ❋♦r ❛rr❛②s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t tr✐❝❦✐❡r ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳

❖♥❝❡ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛❧❧ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉❡st❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ s✐♠♣❧② ♥❡❡❞ t♦ s✉♠ t❤❡ s✐③❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r
❛❧❧ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✹✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉❡st❡❞ ❜② m0 ✐s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

♠❡♠❛❧❧♦❝(m0)(mc) =
∑

cs∈CSm0

S(m0, cs)

= S(m0, m0.1.m1.4)(mc)

+
(

S(m0, m0.1.m1.5.m2.6)(mc)

+S(m0, m0.1.m1.5.m2.8)(mc)

+S(m0, m0.1.m1.5.m2.9)(mc)
)

+
(

S(m0, m0.2.m2.6)(mc) + S(m0, m0.2.m2.8)(mc)

+S(m0, m0.2.m2.9)(mc)
)

= (s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B) + s✐③❡(C))(
1

2
mc2 +

5

2
mc)

+s✐③❡✭❆✮mc

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❛♥❞ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❜✐♥❞✐♥❣✮✳
❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❣❡ts ❛ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✱ ❡❧s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜r❛♥❝❤❡s
♦❢ ✐❢ st❛t❡♠❡♥ts✮ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❲❡❛❦ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
❛♥❞ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❝❛❧❧s ♠❛❦❡ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t♦♦ ♠✉❝❤✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✸
✇❡ s❤♦✇ s♦♠❡ ✐❞❡❛s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr② t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ✐s
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✶✳✹✳✺✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥
❛ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡✳ ❆ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ♦✉r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✐s t❤❡ s❡t
♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t r❡♣❡❛t t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐s✐ts ♦❢ t❤❡
❣✐✈❡♥ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✭❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦♦♣s ❢♦r❡✈❡r✮✳

❆♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❤❛t ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❆s ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts t♦ st❛t❡♠❡♥ts
✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❣✉❛r❛♥t❡❡s s♦✉♥❞♥❡ss✳
❆♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞



✶✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

t♦ ❛♥ ♦✈❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r s❡t ♦❢
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ ✐♥✈❛❧✐❞ ❜♦✉♥❞s✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s
t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ❧✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❛❧②s✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✜❡❧❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✐t❤ ❛ ❧♦♦♣
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬◆◆❍✾✾❪✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢♦r ❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣s ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✺✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ m0.1.m1.5.m2.8
✐s {mc, k, i, j, n}✳

❍❛♥❞❧✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t②♣❡s ❜❡②♦♥❞ ✐♥t❡❣❡rs ✐s ❛ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✜♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ✷✳✻✳✷ ✇❡ ❜r✐❢❡❧②
❞✐s❝✉ss ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ str❛t❡❣② ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ t♦♦❧ ❝✉rr❡♥t❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛♥ ✐t❡r❛✲
t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♣❡r✈❛❞✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦♦♣✐♥❣ ♦✈❡r ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✳

■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐s ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ✭s✉❝❤ ❛s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✮ ✐s ♥♦t ♣r❡✲
❝❧✉❞❡❞✱ ❜✉t ✐t ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❣♦♦❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

✶✳✹✳✻✳ ❙♦♠❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✉❜s❡t ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s
❢r♦♠ ❏❖❧❞❡♥ ❬❈▼✵✶❪ ❛♥❞ ❏●r❛♥❞❡ ❬❉❍P❲✵✶❪ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣
t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞
❧♦♦♣ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✕ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s ✇❡ ❤❛❞ ✐♥ ♠✐♥❞ ✇❤❡♥ ✇❡
❞❡✈✐s❡❞ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❛♥❛❧②③❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s s✐♥❝❡
t❤❡② ✇❡r❡ ❤✐❣❤❧② r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♥❞ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡ r❡❝✉rs✐♦♥✳

❚❤❡ t♦♦❧ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❡❛t❡❞ ✭❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ r❡❝✉rs✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❬❈◆◗❘✵✺❪✱
❛❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
r❡❞✉❝✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭✐✳❡✳✱ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❡st ❝❛s❡s ❢♦r ❉❛✐❦♦♥✱
str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s❡ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s t❤❛t ♣r❡✈❡♥t
❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ♠✉st
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❛rt ♦❢ ❛♥② s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♠♦r❡ r❡❛❞❛❜❧❡✱ t❤❡ t♦♦❧ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✷✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ s❡t ❛s✐❞❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛ ❧✐❜r❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❡①❛♠♣❧❡s ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✭✭★❖❜s ✲
❊st✐♠❛t✐♦♥✮✴❊st✐♠❛t✐♦♥✮✳

❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡✱
❛❝t✉❛❧❧② ②✐❡❧❞✐♥❣ ❡①❛❝t ✜❣✉r❡s ✐♥ ♠♦st ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❋♦r t❤❡ ✭✯✮❤❡❛❧t❤ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ■t ❛❝t✉❛❧❧② t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ♠❡♠♦r②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳

▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳

✷❇② ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ♥♦t t❤❡
❛❝t✉❛❧ ♠❡♠♦r② r❡s❡r✈❡❞ ❜② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ❢♦r ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ t❤✐s
s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐③❡✭❚✮❂✶ ❢♦r ❛❧❧ t②♣❡ ❚



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✸

❊①❛♠♣❧❡✿❈❧❛ss✳▼❡t❤♦❞ ❙t❛t✐❝ ❆♥❛❧②s✐s Pr❡❝✐s✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s

#CSm ♠❡♠❆❧❧♦❝ P❛r❛♠✳ ★❖❜❥s ❊st✐♠✳ ❊rr✪

♠st✿▼❙❚✳♠❛✐♥✭♥✈✮ ✶✸ (2+[ 1
4

, 0, 0, 0]nv)nv2 ✶✵ ✷✹✵ ✷✹✺ ✷✱✵✵
+4nv + 5 ✷✵ ✾✹✵ ✾✽✺ ✺✱✵✵

✶✵✵ ✷✷✼✵✵ ✷✷✾✵✺ ✶✱✵✵
✶✵✵✵ ✷✷✺✷✵✵✵ ✷✷✺✹✵✵✺ ✵✱✵✾

♠st✿▼❙❚✳❝♦♠♣✉t❡▼❙❚✭❣✱ ♥✈✮ ✶ nv − 1 ✶✵ ✾ ✾ ✵✱✵✵
✷✵ ✶✾ ✶✾ ✵✱✵✵
✶✵✵ ✾✾ ✾✾ ✵✱✵✵
✶✵✵✵ ✾✾✾ ✾✾✾ ✵✱✵✵

♠st✿●r❛♣❤✳●r❛♣❤✭♥✈✮ ✻ (2+[ 1
4
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❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

✶✳✺✳ ❙❝♦♣❡❞ ▼❡♠♦r② ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❙❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ r❡❣✐♦♥s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥✐t✱ ✐✳❡✳✱ ✐ts s❝♦♣❡✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
✉♥✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ t❤r❡❛❞✱ ❡t❝✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t ✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥✱ ✐ts ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❏❛✈❛ ✭❘❚❙❏✮ ❬●❇✵✵❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇
♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r ✐t ♣r♦♣♦s❡s s❡✈❡r❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧s✿ ❍❡❛♣ ♠❡♠♦r② ✭❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✮✱
■♠♠♦rt❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❙❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ◆❡✐t❤❡r ■♠♠♦rt❛❧ ♥♦r ❙❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r② ✉s❡
❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❖❜❥❡❝ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ■♠♠♦rt❛❧ ♠❡♠♦r② ❛r❡ ♥❡✈❡r ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞
❧✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♣r♦❣r❛♠ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♠♣♦s❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✇❛②
♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛♥❣❧✐♥❣ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t o1 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ r❡❣✐♦♥ r r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t o2 ♦♥❧② ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞s✿ o2 ❜❡❧♦♥❣s t♦ r❀ o2 ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❧✇❛②s
❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ r ✐s ❛❝t✐✈❡❀ o2 ✐s ✐♥ t❤❡ ❍❡❛♣❀ o2 ✐s ✐♥ ■♠♠♦rt❛❧ ✭♦r st❛t✐❝✮ ♠❡♠♦r②✳
❆♥ ♦❜❥❡❝t o1 ❝❛♥♥♦t ♣♦✐♥t t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t o2 ✐♥ r❡❣✐♦♥ r ✐❢✿ o1 ✐s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛♣❀ o1 ✐s ✐♥
✐♠♠♦rt❛❧ ♠❡♠♦r②❀ r ✐s ♥♦t ❛❝t✐✈❡ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❞✉r✐♥❣ o1✬s ❧✐❢❡t✐♠❡✳

❋r♦♠ \ ❚♦ ❍❡❛♣ ■♠♠♦rt❛❧ ❙❝♦♣❡❞
❍❡❛♣ ❨❡s ❨❡s ◆♦

■♠♠♦rt❛❧ ❨❡s ❨❡s ◆♦
❙❝♦♣❡❞ ❨❡s ❨❡s ✐❢ ❛❝t✐✈❡

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❙❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳

❆t r✉♥t✐♠❡✱ r❡❣✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✉♥✐ts
✭❡✳❣✳✱ ♠❡t❤♦❞s ♦r t❤r❡❛❞s✮✳ ■♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲t❤r❡❛❞❡❞ ♣r♦❣r❛♠✱ ✐❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢
❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧
st❛❝❦✳ ■♥ ❛ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤❡r❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❛❞s ❛♥❞
♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ tr❡❡ ✇❤♦s❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤r❡❛❞✳

❲❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ✭t❤❡ s❛♠❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥



✶✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

t❤❛t ♠❛❞❡ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛❞♦♣t s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ t❤❡
❘❚❙❏✮ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♠♣♦s❡s ❛♥ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢
♦❜❥❡❝ts ✇❡ ✇✐❧❧ ❧❡✈❡r❛❣❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t✱ ❛t ♠❡t❤♦❞ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥✱ ❛ ♥❡✇ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts
❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❲❤❡♥ ✐t ✜♥✐s❤❡s✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐ts ♦❜✲
❥❡❝ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❣✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛♥ m✲r❡❣✐♦♥✳ ❆♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ❜❛s❡❞ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✳

✶✳✺✳✶✳ ■♥❢❡rr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ r❡❣✐♦♥s

Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✉s✐♥❣ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ❬P❋❍❱✵✹❪✱ ❛s ✐t ♠❛❦❡s
✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡✉s❡ ❛♥② ♦❧❞ ❝♦❞❡ ✭❡✈❡♥ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▲✐❜r❛r② ❤❛s t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② r❡✇r✐t✲
t❡♥✮✱ ❛♥❞ ✐t ❢♦r❝❡s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ ❛❞♦♣t ♥❡✇ ❝♦❞✐♥❣ ❤❛❜✐ts ❛♥❞ t♦ r❡❛s♦♥ ✐♥ ❛
♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❏❛✈❛✳

■♥ ❋✐❣✳ ✶✳✺ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❡❛♣ s♣❛❝❡✳ ❊❛❝❤ ❜♦① ✐♥
t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤ s❤♦✇s ❤♦✇ ♦❜❥❡❝ts ♣♦✐♥t✲t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❛♣❤
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠❡ ❤❡❛♣ ❜✉t ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ m✲r❡❣✐♦♥s✳ ❘❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
♠❡t❤♦❞ ❧✐❢❡t✐♠❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ r❡❣✐♦♥ M0 ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢
r❡❣✐♦♥ M1 ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ M2✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t r❡s♣❡❝t t❤❡ s❝♦♣✐♥❣ r✉❧❡s s✐♥❝❡ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥
s✐t❡ m0.1.m1.5.m2.6 ✐♥ r❡❣✐♦♥ M1 ♠❛② ♣♦✐♥t✲t♦ s❤♦rt ❧✐✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ m0.1.m1.5.m2.8 ✐♥ r❡❣✐♦♥ M2✳ ❚❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❛♥❣❧✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡
❜❡❝❛✉s❡ r❡❣✐♦♥ M2 ✐s ❢r❡❡❞ ❜❡❢♦r❡ r❡❣✐♦♥ M1✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❣r❛♣❤ s❤♦✇s ❛♥ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝ts t❤❡ s❝♦♣✐♥❣ r✉❧❡s ❛♥❞ ❝❛♥ r✉♥ s❛❢❡❧②✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✇❡ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ m0.1.m1.5.m2.8
❜② ♠♦✈✐♥❣ ✐t t♦ ❛♥ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❋✐rst✿ ❛ ❣r❛♣❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ❊❛❝❤ ❜♦①
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✿ ❆♥ ✐♥✈❛❧✐❞
r❡❣✐♦♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ❧♦♥❣ ❧✐✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts ♠❛② r❡❢❡r t♦ s❤♦rt ❧✐✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐r❞✿
❆ ✈❛❧✐❞ r❡❣✐♦♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦
s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢
r❡❣✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡r ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬❇●❨✵✹❪ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✮✳



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✺

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❡s❝❛♣❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ m ✇❤❡♥ ✐ts ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ m✬s
❧✐❢❡t✐♠❡✳ ■t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛❢❡❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤✐s ✉♥✐t ✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆♥
♦❜❥❡❝t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ m ✇❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ m✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❛ ♠❡♠♦r② ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ♠❡♠♦r②
r❡❣✐♦♥ ✭❝❛❧❧❡❞ m✲r❡❣✐♦♥✮ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ m ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r②
r❡str✐❝t✐♦♥s ✭❧✐❦❡ ❘❚❙❏✮ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ✐♥
❡❛❝❤ m✲r❡❣✐♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✻✳ ❯s✐♥❣ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s t❤❛t ❡s❝❛♣❡ ❛♥❞
❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② m0✱ m1✱ ❛♥❞ m2 ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝ts
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❜② t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡ m2.9 ❞♦ ♥♦t ❡s❝❛♣❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ m2 ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡②
❛r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ m2 ❜② ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦r r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝ts r❡❢❡rr❡❞✲t♦ ❜② t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡ m2.6 ❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞✲t♦ ❜② ❛rr❇ ✇❤✐❝❤
✐s r❡t✉r♥❡❞ ❜② m2 ❡s❝❛♣✐♥❣ ✐ts s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts r❡❢❡rr❡❞✲t♦
❜② m2.8 ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞✲t♦ ❜② ❛rr❇❬✐❪ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡r❡♥❝❡❞✲t♦ ❜② ❛rr❇✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t r❡❢❡rr❡❞✲t♦ ❜② m1.4 ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♠❡t❤♦❞ m1 ❛♥❞ ✐s ♥♦t r❡❢❡r❡♥❝❡❞
❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡✳ ❙✐♥❝❡ ❞✉♠♠②❆rr r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts r❡t✉r♥❡❞ ❜② m2 t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡
❤❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ♦❜❥❡❝ts r❡❢❡rr❡❞✲t♦ ❜② m2.6 ❛♥❞ m2.8✳ ❙✐♥❝❡ ❞✉♠♠②❆rr ✐s ❛ ❧♦❝❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦t r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❜② ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r ✜❡❧❞ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡✱ t❤♦s❡ ♦❜❥❡❝ts
❞♦ ♥♦t ❡s❝❛♣❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞ m1✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ m1 ❛r❡
❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ m0✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

escape(m0) = {}

capture(m0) = {m0.2.m2.6, m0.2.m2.8}

escape(m1) = {}

capture(m1) = {m1.4, m1.5.m2.6, m1.5.m2.8}

escape(m2) = {m2.6, m2.8}

capture(m2) = {m2.9}

❯s✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ✐♥❢❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✿

region(m0) = {m0.2.m2.6, m0.2.m2.8}

region(m1) = {m1.4, m1.5.m2.6, m1.5.m2.8}

region(m2) = {m2.9}

✶✳✺✳✷✳ ❆♥ ❆P■ ❢♦r ❛ ❘❡❣✐♦♥✲❇❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛t ♣r♦❣r❛♠ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❛♥ ❆P■ ✇❤❡r❡ ♠❡♠♦r② s❝♦♣❡s ❛r❡ ❜♦✉♥❞ t♦ ♠❡t❤♦❞s ✭m✲r❡❣✐♦♥s✮✳

❚❤❡ ❆P■ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✸✳ ❚❤✐s ❆P■ ❤❛s ❝♦♥str✉❝ts t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥❞ ❞❡str♦②
m✲r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s ❛ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐♥❢♦r♠ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r
t❤❛t ❛♥ m✲r❡❣✐♦♥ ✇❛♥ts t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ✐ts r❡❣✐♦♥✳ ❆t ♦❜❥❡❝t ❝r❡❛t✐♦♥✱



✶✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡s ✐ts❡❧❢ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐ts ✐❞✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r
t❤❛t ✐❞ ✐s r❡❣✐st❡r❡❞ ❜② ♦♥❡ m✲r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛♥❛❣❡r ❛❧❧♦❝❛t❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡
❧❛st ♦♥❡ t❤❛t r❡❣✐st❡r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦r✱ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✱ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳

❡♥t❡r✭r✮ ♣✉s❤ r ✐♥t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦
❡♥t❡r✭r✱ ❈❙✮ ♣✉s❤ r ✐♥t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦ ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡

t❤❛t ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② l ∈ CS

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ r

❡①✐t✭✮ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t♦♣ r❡❣✐♦♥
❝✉rr❡♥t✭✮ r❡t✉r♥ t❤❡ t♦♣ r❡❣✐♦♥
❞❡t❡r♠✐♥❡❆❧❧♦❝❛t✐♦♥❙✐t❡✭❈❙✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜②

l ∈ CS ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t r❡❣✐♦♥

♥❡✇■♥st❛♥❝❡✭❧✱❝✮ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss c ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② l

♥❡✇❆■♥st❛♥❝❡✭❧✱❝✱♥✮ s❛♠❡ ❜✉t ❢♦r ❛rr❛②s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n

❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ❙❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ❆P■✳

✶✳✺✳✸✳ ❊s❝❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ✐❞❡❛✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞✱ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ♣♦✐♥t❡r ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❡✳❣✳✱
❬❙❘✵✶✱ ❇❧❛✵✸✱ ❙❨●✵✺✱ ❇❋●▲✵✼❛❪✮ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ s❝♦♣❡s
❬❙❨●✵✺❪✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t✇♦ ❡①✐st✐♥❣ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ ❛
❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ❜✉t ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❜✉t ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❆ s✐♠♣❧❡ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❞ ❢❛st ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

■♥ ✹ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ●❛② ❛♥❞ ❙t❡❡♥s❣❛❛r❞
✇♦r❦ ❬●❙✵✵❪✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ ●✫❙✬s ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤
♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛❝❦✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❣✐♦♥s t♦
❛❧❧♦❝❛t❡ ♦❜❥❡❝ts✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣✉t❡s t✇♦ ❜♦♦❧❡❛♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ u
♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ t②♣❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② escaped(u) ✐s tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤♦❧❞s r❡❢❡r❡♥❝❡s
t❤❛t ♠❛② ❡s❝❛♣❡ ❞✉❡ t♦ ❛ss✐❣♥♠❡♥t st❛t❡♠❡♥ts ♦r ❛ t❤r♦✇ st❛t❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt②
returned(u) ✐s tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤♦❧❞s r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❡s❝❛♣❡ ❜② ❜❡✐♥❣ r❡t✉r♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ u ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❖t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❢r❡s❤❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s r❡t✉r♥✐♥❣ ❢r❡s❤❧② ❛❧❧♦✲
❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ vfresh(u) r❡t✉r♥s ❛ ❏❛✈❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t②♣❡ ✐❢ u ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ❢r❡s❤❧②
❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ mfresh(m) ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♠❡t❤♦❞ m r❡✲
t✉r♥s ❛ ❢r❡s❤ ♦❜❥❡❝t✳ ❖♥❝❡ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡s
✭❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✮ ✇❤✐❝❤ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛❝❦ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ ❢r❡s❤
♦❜❥❡❝t ❛r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ♦♥❧② ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❡s❝❛♣❡✳

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❜❛s✐❝❛❧❧② t✇♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥❡ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐✲
s✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ escape(u) ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❜②
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦❜❥❡❝t ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧✐❦❡ u.f ♠❛② r❡❢❡r
t♦✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ u ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts
♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜② u ❧✐✈❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② side(u) ✇❤❡r❡ side(u) = ■◆❙■❉❊ ♠❡❛♥s
t❤❛t ♦❜❥❡❝ts ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜② u ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② m ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ m✬s r❡❣✐♦♥



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✼

♦r ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝❛❧❧❡❡s✱ m ❝❛♥ ❛s❦ ❢♦r t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ✐ts r❡❣✐♦♥✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② side(u) = ❖❯❚❙■❉❊✱ ♠❡❛♥s t❤❛t ♦❜❥❡❝ts ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜② u ❧✐✈❡ ❧♦♥❣❡r
t❤❛♥ m✳ ■❢ t❤❡② ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② m✱ t❤❡② ♠✉st ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦✉ts✐❞❡ ✐ts st❛❝❦ ❢r❛♠❡✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ■t ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡
t❤❛t t❤❡ ❙t❡❡♥s❣❛❛r❞✬s ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡s ♠♦r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❜✉t tr②✐♥❣ t♦ ❦❡❡♣ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛r❡
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✢♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢
❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
✐s ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥s ✇❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✻ ❢♦r ♦✉r
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✳✹ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✹✮ ❜✉t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t ♠♦st ♦❜❥❡❝ts ❣♦ t♦ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❧✐❢❡t✐♠❡✳

❧♦❝ ✈❛r ❡s❝❛♣❡ ❞❡❢ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ s✐❞❡
m0.2 ♠✷❆rr ❇❖❚❚❖▼ ❘❊❚❱❆▲ ❬m2.6 → m2.8❪ ■◆❙■❉❊

m1.4 ❛ ❇❖❚❚❖▼ ◆❊❲ ❬m1.4❪ ■◆❙■❉❊
m1.5 ❞✉♠♠②❆rr ❇❖❚❚❖▼ ❘❊❚❱❆▲ ❬m2.6 → m2.8❪ ■◆❙■❉❊

m2.6 ❛rr❇ ❘❊❚❯❘◆❊❉ ◆❊❲ ❬m2.6 → m2.8❪ ❖❯❚❙■❉❊
m2.8 t♠♣ ❋■❊▲❉ ◆❊❲ ❬m2.8❪ ❖❯❚❙■❉❊
m2.9 ❝ ❇❖❚❚❖▼ ◆❊❲ ❬m2.9❪ ■◆❙■❉❊

❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ❖✉t♣✉t ♦❢ ♦✉r ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶

Pr♦❣r❛♠ ▲✐♥❡s ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ■◆❙■❉❊ ●✫❙✬s ❛♥❛❧②s✐s
s✐t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐t❡s st❛❝❦❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❜❤ ✶✶✷✽ ✹✶ ✸✹ ✷✶ ✷✸
❜✐s♦rt ✸✹✵ ✶✵ ✼ ✼ ✼
❡♠✸❞ ✹✻✷ ✷✻ ✶✸ ✶✶ ✶✶
❤❡❛❧t❤ ✺✻✷ ✷✽ ✶✽ ✶✸ ✶✵
♠st ✹✼✸ ✶✻ ✽ ✽ ✼
♣❡r✐♠❡t❡r ✼✹✺ ✶✸ ✼ ✼ ✼
♣♦✇❡r ✼✻✺ ✷✶ ✾ ✾ ✺
tr❡❡❛❞❞ ✶✾✺ ✶✶ ✻ ✻ ✻
ts♣ ✺✹✺ ✶✷ ✼ ✼ ✼
✈♦r♦♥♦✐ ✶✵✵✵ ✸✺ ✸✹ ✷✵ ✸✶

❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ❆♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts

❚❛❜❧❡ ✶✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ ❏♦❧❞❡♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❬❈▼✵✶❪
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ●✫❙✬s ❛♥❛❧②s✐s ❬●❙✵✵❪✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❚❤❡ ❧❛st t❤r❡❡
❝♦❧✉♠♥s ❣✐✈❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ■◆❙■❉❊ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s✱ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❝❦❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ●✫❙✬s ❛♥❛❧②s✐s ❬●❙✵✵❪✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥ ❬●❙✵✵❪ ❛s ✐t s✉❜s✉♠❡s ❛❧❧ ✐ts r✉❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛❧❧
st❛❝❦❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬●❙✵✵❪ ❛r❡ ■◆❙■❉❊ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s
♥♦t tr✉❡✳

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✉s❡ ❛♥② ✐♥❧✐♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦❞❡✳ ❆s ♥♦t❡❞ ✐♥
❬●❙✵✵❪✱ ❜♦t❤ ❛♥❛❧②s❡s ✇✐❧❧ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ♠❡t❤♦❞ ✐♥❧✐♥✐♥❣✳

■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♦✉r t♦♦❧ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✶✳✶✮✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳

❆ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❜✉t ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣♦✐♥ts✲t♦✱ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❞ ♣✉r✐t② ❛♥❛❧②s✐s

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❙❛❧❝✐❛♥✉
❛♥❞ ❘✐♥❛r❞ ❬❙❘✵✺❪✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✢♦✇ s❡♥s✐t✐✈❡✱ ✐♥t❡r♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s
❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❛ s✉♠♠❛r② ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts✳
❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ❜✉t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡



✶✽ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❝❛❧❧❡❡s t♦ ❝❛❧❧❡rs ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛
♠♦r❡ ❝♦st❧② ✐♥t❡r♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤s✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
❛♥❛❧②③❡ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♥♦t ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡
✐♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ✐ts ❝♦❞❡
✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛❜str❛❝t ✭❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ♦r ❛♥ ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss
♠❡t❤♦❞✮✱ ✐t ✐s ✈✐rt✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ st❛t✐❝❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♥❛t✐✈❡ ❝♦❞❡ ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜②t❡❝♦❞❡✮✳

❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❝❛❧❧s t♦ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ♠❡t❤✲
♦❞s✸ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❋♦r s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t❤❛t ♠♦❞❡❧ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❤❡❛♣ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❧❧♦✇s ❝♦♥❝✐s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ r❡❛❞✴✇r✐t❡
❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❛t
♦❜❥❡❝ts r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❢r❡s❤✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♣♦✐♥t❡❞✲t♦ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r
♠❛② ❡s❝❛♣❡ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛②✱ ♦r s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❛s ♦❜❥❡❝ts ♣♦✐♥t❡❞ ❜② ❛
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡❛❞♦♥❧② ♦r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts✳

❆t ❛♥❛❧②s✐s t✐♠❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s tr✉sts t❤❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▲❛t❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝♦❞❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱
✐t ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② ✐❢ ✐t ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ ✐ts ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳

❖✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮ ✇❡r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❡ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ✐♥ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ♣✉r✐t② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t t❤✐s ♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡
❛♥♥♦t❛t❡ s♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ ❧✐❜r❛r② ❝❧❛ss❡s✱ ❧✐❦❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✱ ✐t❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧②
❛❝❝❡ss❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ❡q✉❛❧✱ ❤❛s❤❈♦❞❡✱ ❡t❝✳ ❯s✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥✲
❢❡r ✭❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ ✇❡r❡ ❛♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✇❛s ❣✐✈❡♥✮ t❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ ♠♦r❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞
❛❧❧♦✇s ✉s✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡
✐♥tr❛♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❝❛❧❧s✳

❆❧t❤♦✉❣❤✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣✉r✐t② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ m✲r❡❣✐♦♥s✳

✶✳✺✳✹✳ ❚♦♦❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r r❡❣✐♦♥ ❡❞✐t✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✿ t❤❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤ ❜r♦✇s❡r ✇✐♥❞♦✇✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✿ t❤❡ ❘❡❣✐♦♥
▼❛♥❛❣❡r✳

✸❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥s❤✐♣ ❛t ▼✐❝r♦s♦❢t ❘❡s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣♦❛❧
♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡✛❡❝ts ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ♠❡t❤♦❞ ♣✉r✐t②✳



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✾

❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡ ♦❜❥❡❝t ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❢♦r❝❡s st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s
t♦ ❜❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♦✈❡r❧② ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ❛❞✈♦❝❛t❡ ❛ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❏❙❝♦♣❡r

❬❋●❇+✵✺❪ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✻✮✱ ❛♥ ❊❝❧✐♣s❡ ♣❧✉❣✲✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
❛♥❞ ❡❞✐t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✭❝❛❧❧ ❣r❛♣❤
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ r❡❣✐♦♥ s②♥t❤❡s✐s✱ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❆ s✐❞❡ ❜② s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦❞❡ ❡❞✐t♦rs✳ ▲❡❢t✿ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛
❊❞✐t♦r✳ ❘✐❣❤t✿ t❤❡ ❙❝♦♣❡❞✲▼❡♠♦r② ❏❛✈❛ ❊❞✐t♦r✳

❏❙❝♦♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❞✐s♣❧❛② ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥r✐❝❤❡❞
✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s ✭s❡❡ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡ ♦♥ ❋✐❣✳ ✶✳✻✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❜✉t ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ♠❡♠♦r② r❡✲
❣✐♦♥s✳ ❘❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ♦r ❡❞✐t❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❧
❣r❛♣❤ t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦r ❜② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ r❡❣✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✭s❡❡ r✐❣❤t
♣✐❝t✉r❡ ♦♥ ❋✐❣✳ ✶✳✻✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ♠❛♥✉❛❧ r❡❣✐♦♥ ❡❞✐t✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ✉♥s♦✉♥❞ ❛s ❛♥ ✐♥✈❛❧✐❞
❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s t♦ ❛ s❤♦rt✲❧✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❦♥♦✇s ✇❤❛t ❤❡✴s❤❡ ✐s ❞♦✐♥❣ ♦r
s✐♠♣❧② ✇❛♥ts t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ♦♥❡ r❡❣✐♦♥
t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡t❝✳

❖♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡ t♦♦❧ r✉♥s t❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t♦r t❤❛t ❜❛s✐❝❛❧❧② ✐♥✲
str✉♠❡♥t ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❧❧s t♦ ❛♥ ❆P■ ❢♦r r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✮✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ♣r♦✈✐❞❡s s②♥t❛① ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❝♦❞❡ ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧ ❧✐♥❦s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ ♠♦✈❡ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✳

❋✐❣✳ ✶✳✽ s❤♦✇s t❤❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦❞❡ t❤❛t ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡ ✉s❡s t❤❡ ❆P■ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✶✳✺✳✷ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡
♦❜❥❡❝ts ✐♥ r❡❣✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ t♦♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳

✶✳✺✳✺✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ r❡❣✐♦♥ s✐③❡s

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜①❡❞ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ r❡❣✐♦♥s
❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✐♥❢❡r
t❤♦s❡ ♠❡♠♦r② m✲r❡❣✐♦♥s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ m✲r❡❣✐♦♥s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ m✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
m✲r❡❣✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐t ❝❛♣t✉r❡s✳



✷✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❝❧❛ss ❈❙s ④

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❢✐♥❛❧ ❙tr✐♥❣ ♠✶❴✹ ❂ ✧♠✶✳✹✧❀

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❢✐♥❛❧ ❙tr✐♥❣ ♠✷❴✻ ❂ ✧♠✷✳✻✧❀

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❢✐♥❛❧ ❙tr✐♥❣ ♠✷❴✽ ❂ ✧♠✷✳✽✧❀

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❢✐♥❛❧ ❙tr✐♥❣ ♠✷❴✾ ❂ ✧♠✷✳✾✧❀

⑥

❝❧❛ss ❘❡❣✐♦♥s ④

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❢✐♥❛❧ ❘❡❣✐♦♥ r♠✵ ❂

♥❡✇ ❘❡❣✐♦♥✭✧♠✵✧✱♥❡✇ ❙tr✐♥❣❬❪ ④

❈❙s✳♠✷❴✻✱ ❈❙s✳♠✷❴✽⑥ ✮❀

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❢✐♥❛❧ ❘❡❣✐♦♥ r♠✶ ❂

♥❡✇ ❘❡❣✐♦♥✭✧♠✶✧✱♥❡✇ ❙tr✐♥❣❬❪

④❈❙s✳♠✶❴✹✱ ❈❙s✳♠✷❴✻✱ ❈❙s✳♠✷❴✽⑥ ✮❀

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❢✐♥❛❧ ❘❡❣✐♦♥ r♠✷ ❂

♥❡✇ ❘❡❣✐♦♥✭✧♠✷✧✱♥❡✇ ❙tr✐♥❣❬❪

④❈❙s✳♠✷❴✾⑥ ✮❀

⑥

♣✉❜❧✐❝ ❝❧❛ss ❚❡st■♥tr♦❘❡❣✐♦♥s ④

✈♦✐❞ ♠✵✭✐♥t ♠❝✮ ④

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❡♥t❡r✭❘❡❣✐♦♥s✳r♠✵✮❀

♠✶✭♠❝✮❀

❇❬❪ ♠✷❆rr ❂ ♠✷✭✷ ✯ ♠❝✮❀

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❡①✐t✭✮❀

⑥

✈♦✐❞ ♠✶✭✐♥t ❦✮ ④

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❡♥t❡r✭❘❡❣✐♦♥s✳r♠✶✮❀

❢♦r ✭✐♥t ✐ ❂ ✶❀ ✐ ❁❂ ❦❀ ✐✰✰✮ ④

❆ ❛ ❂✭❆✮❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳

♥❡✇■♥st❛♥❝❡✭❈❙s✳♠✶❴✹✱ ❆✳❝❧❛ss✮❀

❇❬❪ ❞✉♠♠②❆rr ❂ ♠✷✭✐✮❀

⑥

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❡①✐t✭✮❀

⑥

❇❬❪ ♠✷✭✐♥t ♥✮ ④

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❡♥t❡r✭❘❡❣✐♦♥s✳r♠✷✮❀

❇❬❪ ❛rr❇ ❂ ✭❇❬❪✮❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳

♥❡✇❆■♥st❛♥❝❡✭❈❙s✳♠✷❴✻✱ ❇✳❝❧❛ss✱♥✮❀

❢♦r ✭✐♥t ❥ ❂ ✶❀ ❥ ❁❂ ♥❀ ❥✰✰✮ ④

❛rr❇❬❥ ✲ ✶❪ ❂ ✭❇✮❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳

♥❡✇■♥st❛♥❝❡✭❈❙s✳♠✷❴✽✱ ❇✳❝❧❛ss✮❀

❈ ❝ ❂ ✭❈✮❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳

♥❡✇■♥st❛♥❝❡✭❈❙s✳♠✷❴✾✱ ❈✳❝❧❛ss✮❀

❝✳✈❛❧✉❡ ❂ ❛rr❇❬❥ ✲ ✶❪❀

⑥

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❡①✐t✭✮❀

r❡t✉r♥ ❛rr❇❀

⑥

⑥

✷

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ■♥str✉♠❡♥t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✳✹

❙✐♥❝❡ ♦✉r ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✉s❡s ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛s ✐♥♣✉t t♦ ✐ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❡ ❝❛♥ r❡✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞s ♦❢ r❡❣✐♦♥ s✐③❡s
❜② s✐♠♣❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❛t
♠❡❛♥s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ✈❛r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥ s✐③❡✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② t❤❛t ❡s❝❛♣❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜②
♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♣r❡❝❡❞❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✼✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞
❝❛♣t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✻✮✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❢♦r m0✱ m1✱ ❛♥❞ m2 ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s✿

♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m0)(mc) = S(m0, m0.2.m2.6)(mc) + S(m0, m0.2.m2.8)(mc)

= (s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B)).(2mc)

♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m1)(k) = S(m1, m1.4)(k) + S(m1, m1.5.m2.6)(k)

+S(m1, m1.5.m2.8)(k)

= s✐③❡✭❆✮k + (s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B)).(
1

2
k2 +

1

2
k)

♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m2)(n) = S(m2, m2.9)(n) = s✐③❡(C).n



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✶

❙♦♠❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❛❜❧❡ ✶✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❤❛t ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②
❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤❡ ▼❙❚ ❛♥❞ ❊♠✸❞ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❏❖❧❞❡♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳
❲❡ s❤♦✇ ♦♥❧② ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ s♦♠❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ✵ ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦❝❛t❡ ♦❜❥❡❝ts ♦r t❤❡② ❡s❝❛♣❡ t❤❡✐r s❝♦♣❡s✳

m #CSm ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞✭♠✮

♠st
▼❙❚✳♠❛✐♥✭♥✈✮ ✶✸ s✐③❡✭♠st✳●r❛♣❤✮ + (s✐③❡✭■♥t❡❣❡r✮ + s✐③❡✭♠st✳❍❛s❤❊♥tr②✮) · nv2 +

[1/4, 0, 0, 0]nv · s✐③❡✭♠st✳❍❛s❤t❛❜❧❡✮ · nv2 + (s✐③❡✭♠st✳❱❡rt❡①✮ +
s✐③❡✭♠st✳❱❡rt❡①❬❪✮) · nv + 5 · s✐③❡✭❙tr✐♥❣❇✉❢❢❡r✮

▼❙❚✳♣❛rs❡❈♠❞▲✐♥❡✭✮ ✷ s✐③❡✭❥❛✈❛✳❧❛♥❣✳❘✉♥t✐♠❡❊①❝❡♣t✐♦♥✮✰s✐③❡✭■♥t❡❣❡r✮

▼❙❚✳❝♦♠♣✉t❡▼❙❚✭❣✱ ♥✈✮ ✶ s✐③❡✭♠st✳❇❧✉❡❘❡t✉r♥✮ · (nv − 1)

❡♠✸❞
❊♠✸❞✳♠❛✐♥✭♥◆✱♥❉✮ ✷✻ s✐③❡✭❡♠✸❞✳❇✐●r❛♣❤✮ + nN · (2 · s✐③❡✭❡♠✸❞✳◆♦❞❡✮ + 4 ·

s✐③❡✭❡♠✸❞✳◆♦❞❡❬❪✮ · nD + 2 · s✐③❡✭❞♦✉❜❧❡❬❪✮ · nD) + 8 ·
s✐③❡✭❡♠✸❞✳◆♦❞❡1❊♥✉♠❡r❛t❡✮ + 4 · s✐③❡✭❥❛✈❛✳❧❛♥❣✳❙tr✐♥❣❇✉❢❢❡r✮ +
s✐③❡✭❥❛✈❛✳✉t✐❧✳❘❛♥❞♦♠✮

❊♠✸❞✳♣❛rs❡❈♠❞▲✐♥❡✭✮ ✻ 3 · s✐③❡✭■♥t❡❣❡r✮ + 3 · s✐③❡✭❥❛✈❛✳❧❛♥❣✳❊rr♦r✮
❇✐●r❛♣❤✳❝r❡❛t❡✭♥◆✱♥❉✮ ✷ s✐③❡✭❡♠✸❞✳◆♦❞❡❬❪✮ · nN

❚❛❜❧❡ ✶✳✻✿ ❈❛♣t✉r✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ▼❙❚ ❛♥❞ ❊♠✸❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳

✶✳✻✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝✲♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

◆♦✇✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡
❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞✳
●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②
♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❛❢❡❧② ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ✐t ❝❛❧❧s✱ ✇✐t❤♦✉t r✉♥♥✐♥❣
♦✉t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡
♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ♠✉❝❤ ❢r❡❡ ♠❡♠♦r② t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛s
❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ ♠❡♠♦r② t❤❛♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞
❛♠♦✉♥t✳

❆s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ tr② t♦ ✉s❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♠❡♠❛❧❧♦❝ ❡s✲
t✐♠❛t♦r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥
♦✈❡r❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡♠♦r②
r❡❝❧❛✐♠✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❖✉r str❛t❡❣② ✐s t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ ♦♥ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦ ✐♥❢❡r ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✱
❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r s✐③❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ✇❤❡r❡ ✭❛♥❞ ✇❤❡♥✮ r❡❣✐♦♥s ❛r❡
❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡str♦②❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♦✉r ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ❜❛s❡❞
♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♦❜❥❡❝ts ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞ m ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛❢t❡r ✐t
✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡s❝❛♣✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② s♦♠❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞
✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝✲♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t r❡❣✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛② ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❛❢❡❧② r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡✈❡r② ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❣✐♦♥✲st❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❯❆ ❛♥❞
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❛r❣❡st s✐③❡ m✲r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❣❡t✳ ❲❡ ✇❛♥t t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ▼❯❆ ❜✉t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞
♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡✐r ♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ ♦❢ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ❜✐♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
▼❯❆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❞♦ t❤❛t ❜✐♥❞✐♥❣ ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♥ ♣r♦❣r❛♠
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧



✷✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

t❤♦s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❢♦r ❝♦♥tr♦❧
st❛t❡s ✜♥✐s❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞✳

●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ mua ✇❡ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts mua✲r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✺✮✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤✿ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞
t♦ r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧s♦ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ ❛❧❧ m✲r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞
t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ mua✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝ts t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿

✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✳

✷✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✈♦❦❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t
♠♦st ♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ m✲r❡❣✐♦♥ ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r m ✇❤♦s❡ s✐③❡ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐t ✐s ✐♥✈♦❦❡❞✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✜rst ❢❛❝t✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱
♠❡t❤♦❞ m0 ❝❛❧❧s t♦ m1 ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧s m2 s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✳ ❆s ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♥ m✲r❡❣✐♦♥
t♦ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t ♠♦st ✸ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ✭✐✳❡✳ m2 r✉♥♥✐♥❣ ❛♥❞ m0
❛♥❞ m1 ✐♥ t❤❡ st❛❝❦✮✳ ▲❛t❡r✱ ✇❤❡♥ ♠❡t❤♦❞ m1 r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t♦ m0✱ t❤❡ ♦♥❧②
❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛♥ m0✲r❡❣✐♦♥✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❤❡♥ m0 ❝❛❧❧s m2 ❛ ♥❡✇ m2✲r❡❣✐♦♥ ✐s
❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ❆s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✾ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝t✐✈❡
✇❤❡♥ ♦t❤❡r r❡❣✐♦♥s ❛r❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥s
m0

1
→ m1

5
→ m2 ❛♥❞ m0

2
→ m2 s❤❛r❡ ♦♥❧② t❤❡ m0✲r❡❣✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡✱ ❜♦t❤ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦s

❝❛♥♥♦t ❧✐✈❡ t♦❣❡t❤❡r✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ s♣❛❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ P♦t❡♥t✐❛❧ r❡❣✐♦♥s st❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ m0
1
→ m1

5
→ m2✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ m2 ✇✐❧❧ ❜❡

❝❛❧❧❡❞ k t✐♠❡s ✭k = mc✮ ✇✐t❤ n ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ i r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ t♦ k✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥
❛ ♥❡✇ m2✲r❡❣✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ m2 r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t♦ m1✳
❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t ♠♦st ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ m2✲r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts s✐③❡ ✈❛r✐❡s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐t s✉✣❝❡s
t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ t❤❛t ❛ m2✲r❡❣✐♦♥ ♠❛② r❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①t
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ m0

1
→ m1

5
→ m2✳

❲❡ ❝❛❧❧ r❙✐③❡π.m
mua

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▼❯❆
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st m✲r❡❣✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛♥② ❝❛❧❧ t♦ m ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧
st❛❝❦ π ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ st❛rt✐♥❣ ❛t ♠❡t❤♦❞ mua✳ π r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✉s❡❞
t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✸

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ r❙✐③❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡♥✱ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ mua✱ ✇❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ♥❡❡❞
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts ♦✇♥ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥
❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ✐t ❝❛❧❧s✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② ❝❛❧❧ ✭❛ ❜r❛♥❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✮ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t r❡❣✐♦♥ st❛❝❦✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜r❛♥❝❤ t❤❡ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❧
❣r❛♣❤✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

♠❡♠❘qπ.m
mua

(pmua) = r❙✐③❡π.m
mua

(pmua) +

max{♠❡♠❘qπ.m.l.mi
mua

(pmua) | (m, l, mi) ∈ edges(CGmua ↓ π.m)}

✇❤❡r❡ CGmua ↓ π.m ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛t❤ π.m ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡
♣r♦❣r❛♠ st❛rt✐♥❣ ❛t ♠❡t❤♦❞ mua ❛♥❞ edges ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts ❡❞❣❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶✵✮ ✇❤❡r❡
❧❡❛✈❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ r❙✐③❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ max ♦r sum ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡
♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ r✉♥✲t✐♠❡ ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✮ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❛t ✐s
✇❤② ✐s ✐t ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ❢♦r ♠❡♠❘qm0
m0

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡ ♠❡♠❘q ✇❡ ♠✉st r✉❧❡ ♦✉t r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡✹✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛❢❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ▼❯❆✱
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✇❡r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜✉t ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✜♥✐s❤❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡s❝❛♣❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛❜s♦r❜❡♥t ✐s ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♦❜❥❡❝ts ❡s❝❛♣✐♥❣ t❤❡ ▼❯❆ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

♠❡♠❘q
mua

(pmua) = ♠❡♠❊s❝❛♣❡s(mua)(pmua) + ♠❡♠❘qmua

mua
(pmua)

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✽✳ ❆ss✉♠❡ ✇❡ ❝❛❧❧ r❙✐③❡m0...m′

m0 t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ m′✲r❡❣✐♦♥
✐♥ t❡r♠s ♦❢ m0 ❢♦r ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛❝❦ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣❛t❤ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ m0 ❛♥❞ ✜♥✐s❤ ✐♥ ❛
♠❡t❤♦❞ m′✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ m0 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✹ ▼✉t✉❛❧❧② r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ✭✐✳❡✳ tr❡❛t ❡✈❡r②
s❡t ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❛s ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞✮



✷✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

♠❡♠❘qm0(mc) = ♠❡♠❊s❝❛♣❡s(m0)(mc) + r❙✐③❡m0
m0(mc)

+max{r❙✐③❡m0.1.m1
m0 (mc) + r❙✐③❡m0.1.m1.5.m2

m0 (mc),

r❙✐③❡m0.2.m2
m0 (mc)}

✶✳✻✳✶✳ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♠❡♠♦r② s✐③❡s

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡✈❡r② m✲r❡❣✐♦♥ ♠❛②
✈❛r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ m′ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡
▼❯❆✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣❡t ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ❛♥ m′✲r❡❣✐♦♥
♠❛② r❡❛❝❤ r❡str✐❝t❡❞ ❜② ❛ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ π st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❯❆ ✭r❙✐③❡✮✳ ❆s ✇❡ ❞✐❞ ❢♦r
t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✶✳✺✳✺✱ ✇❡ ✉s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦ ❜✐♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ m′ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇✐t❤ t❤❡ ▼❯❆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✳❣✳ m0 ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✮ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳

▲❡t mua...m′ ❛ ♣❛t❤ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ mua ✜♥✐s❤✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m′✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧
t❤❡ s✐③❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❣✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

r❙✐③❡mua...m′

mua
(Pmua) = ▼❛①✐♠✐③❡ ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m′)(Pm)

s✉❜❥❡❝t t♦ Imua...m′

mua
(Pmua , Pm, W )

♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m′) ✭t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥ m′✲r❡❣✐♦♥✮ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ m′ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t Imua...m′

mua
❜✐♥❞s m′ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ▼❯❆ ♣❛r❛♠❡t❡rs✺✳

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▼❯❆ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡
r✉♥✲t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦✛✲❧✐♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡
❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡✳ ❖✛✲❧✐♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠✉st ❜❡ st❛t❡❞
♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧②✳

❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞
✐♥ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❈❧❛✉ss ❬❈❚✵✹❪ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❬❇❡r✺✷✱ ❇❡r✺✹❪ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ♦✈❡r ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ❛
r❡str✐❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✭s❡❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ✶✳✺✳✺✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ♣✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✾✳ ❋♦r ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r r❙✐③❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥

✺❆❝t✉❛❧❧② t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜✐♥❞s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡
❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥✳W ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥✳



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✺

✐s✿

r❙✐③❡m0.2.m2
m0 (mc) = ▼❛①✐♠✐③❡

(

s✐③❡(C).n
)

s✉❜❥❡❝t t♦ {n = 2mc}

= (s✐③❡(C))2mc

r❙✐③❡m0.1.m1.5.m2
m0 (mc) = ▼❛①✐♠✐③❡

(

s✐③❡(C).n
)

s✉❜❥❡❝t t♦ {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i}

= (s✐③❡(C))mc

r❙✐③❡m0.1.m1
m0 (mc) = (s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B)).(

1

2
mc2 +

1

2
mc) + s✐③❡✭❆✮mc

r❙✐③❡m0
m0(mc) = (s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B))2mc

❖♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❡✈❡r② r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▼❯❆✱ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ tr❛✈❡rs❡ ❛❧❧ ♣❛t❤s st❛rt✲
✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❯❆ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❜❛s✐❝❛❧❧② ♠❛① ❛♥❞ s✉♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✵✳ ▲❡t✬s ❛ss✉♠❡ ✭❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✮ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛❧❧ t②♣❡s ✐s ✶✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛❢❡❧② r✉♥ m0 ✐s✿

♠❡♠❘qm0(mc) = ♠❡♠❊s❝❛♣❡s(m0)(mc) + r❙✐③❡m0
m0(mc)

+max(r❙✐③❡
m0.1.m1.5)
m0 (mc)

+r❙✐③❡m0.1.m1.5.m2
m0 (mc), r❙✐③❡m0.2.m2

m0 (mc))

= 0 + 2(2mc) + max(2(
1

2
mc2 +

1

2
mc) + 1mc + 1mc, 2mc)

= 4mc + max{mc2 + 3mc, 2mc}

= mc2 + 7mc

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❈♦♠♣✉t❡❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛❣❛✐♥st ❛❝t✉❛❧ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

■♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✶ ✇❡ s❤♦✇ ❛ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✳✹ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❢♦r m0✱ m1 ❛♥❞ m2 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡



✷✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛❢❡❧② r✉♥ m0✱ ❝❛❧❧❡❞ memRq ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ♦✉r r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❡①❛❝t❧② ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ m✲r❡❣✐♦♥s ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ t♦
r✉♥✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡
♦❢ m✲r❡❣✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ideal ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ t❤❡ m0✲r❡❣✐♦♥ ✇❡
r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❡s❝❛♣✐♥❣ ❢r♦♠ m2✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t s♣❛❝❡ ✐s ♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ ✇❤❡♥ m0 ❝❛❧❧s m2 ♥❡❛r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
❚❤✐s ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐s ❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞
❧❡✈❡❧✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❜t❛✐♥s s❛❢❡ ❜♦✉♥❞s ❡✈❡♥ ❢♦r ♦t❤❡r ♠❡♠♦r② r❡❝❧❛✐♠✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✼✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❞❞s ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

■♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✷ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ t♦♦❧ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣
❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❯❆ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✳ ❚♦
❝♦♠♣✉t❡ r❙✐③❡π

mua
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

✐❞❡❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ✶✳✹✳✷✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♦✛✲❧✐♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr②
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ❝♦❞❡ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ r✉♥t✐♠❡✳

✶✳✻✳✷✳ ❙♦♠❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ❢r♦♠
❏❖❧❞❡♥ ❬❈▼✵✶❪ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❆❣❛✐♥ ✇❡ ♦♥❧② s❡❧❡❝t ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r❡❝✉rs✐✈❡ ♦r
t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s tr❡❛t❛❜❧❡ ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ♦r ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♠♦r❡ r❡❛❞❛❜❧❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝t ✐♥✲
st❛♥❝❡s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡♠♦r②



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✼

❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❡❛❦ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✭✭★❖❜❥s ✲
❊st✐♠❛t✐♦♥✮✴❊st✐♠❛t✐♦♥✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ♠❡♠❘q P❛r❛♠✳ ★❖❜❥s ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❊rr✪

▼❙❚(nv) 1 + 9
4
nv2 + 3nv + 5 + max{nv − 1, 2} ✶✵ ✷✺✸ ✷✼✵ ✻✪

✷✵ ✾✹✸ ✾✽✺ ✹✪
✶✵✵ ✷✷✼✵✸ ✷✷✾✵✺ ✶✪
✶✵✵✵ ✷✷✺✷✵✵✸ ✷✷✺✹✵✵✺ ✵✪

❊♠✸❞(nN, nD) 6nN.nD + 2nN + 14 + max{6, 2nN} ✭✶✵✱✺✮ ✸✹✹ ✸✺✹ ✸✪
✭✷✵✱✻✮ ✽✵✹ ✽✶✹ ✶✪
✭✶✵✵✱✼✮ ✹✻✵✹ ✹✻✶✹ ✵✪
✭✶✵✵✵✱✽✮ ✺✷✵✵✹ ✺✷✵✶✹ ✵✪

❇✐❙♦rt✭♥✮ 6 + n ✶✵ ✶✸ ✶✻ ✶✾✪
✷✵ ✷✶ ✷✻ ✶✾✪
✷✵✵ ✶✸✸ ✷✵✻ ✸✺✪
✻✹ ✻✾ ✼✵ ✶✪
✶✷✽ ✶✸✸ ✶✸✹ ✶✪

P♦✇❡r✭✮ 32656 ✲ ✸✷✹✷✵ ✸✷✻✺✻ ✶✪

❚❛❜❧❡ ✶✳✼✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✱ ❛❝✲
t✉❛❧❧② ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛❧♠♦st ❡①❛❝t ✜❣✉r❡s ✐♥ ♠♦st ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♦✈❡r✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥s
✭✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✮✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❜✐s♦rt ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✐s ❛❧✇❛②s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 2i−1✱ ✇✐t❤ i = ⌊log2n⌋✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❡①❛❝t ❢♦r ❛r❣✉♠❡♥ts
♣♦✇❡r ♦❢ ✷✳

✶✳✼✳ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛ s❡t ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✐♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ s♦♠❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ r❡❣✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡✲
♠❡♥t✳ ❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✿

❆ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s
✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✮✳

❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ r❡❣✐♦♥ s✐③❡s ✐♥ ❛ s❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❡tt✐♥❣ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✮✳

❆ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♣r♦❣r❛♠♠❡rs t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♦❜❥❡❝ts
✐♥ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❆P■ ❛♥❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡ r❡❣✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ❝♦❞❡ ❜② t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✮✳

❚✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ✐♥❢❡r ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✳ ❖♥❡ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❜✉t ♥♦t ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡
❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭❬●❙✵✵❪✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞
❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭❬❙❘✵✶❪✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡✛❡❝ts ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s
t♦ tr② t♦ ❦❡❡♣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛❧❧ t♦ ♥❛t✐✈❡ ♦r ✈✐rt✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s
✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺✮✳

❆ t♦♦❧ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡❞✐t ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t♦ tr❛♥s❧❛t❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❏❛✈❛
❝♦❞❡ t♦ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ t❤❛t r✉♥s ✐♥ ❛♥ s❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❡tt✐♥❣ ✭s❡❡
❝❤❛♣t❡r ✻✮✳



✷✽ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❆ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ t♦ r✉♥ ✭s❡❡
❝❤❛♣t❡r ✼✮✳

❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t t♦♦❧ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s✳
❚❤❡ t♦♦❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐s❝♦✈❡r②✱ ❡s❝❛♣❡
❛♥❛❧②s✐s✱ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞
✐♥❝❧✉❞❡ ♦t❤❡r ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ♣r♦❣r❛♠ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❛t❛✢♦✇
❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡t ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳

✶✳✽✳ ❙♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
✐♥ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✻ ✭s❡❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✾✮ s✐♥❝❡ ✇❤❡♥ ✇❡ st❛rt❡❞
♦✉r r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♦♥❧② ✈❡r② ❢❡✇ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝✱ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✜rst✲
♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❬❍P✾✾✱ ❯❙▲✵✸✱ ❍❏✵✸❪✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✐s
❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣
✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥ts ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉✛❡rs ❢r♦♠ s♦♠❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞
✇❡❛❦♥❡ss❡s t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✽✮✳

✶✳✽✳✶✳ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s

❘❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t

❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥♥♦t ❛♥❛❧②③❡ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡
s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡✳

❘❡❝✉rs✐♦♥✿ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦rt r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ ♣r♦❣r❛♠s t❡♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❝✉rs✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜st❛❝❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛
❜r♦❛❞❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♠♣❧✐❝✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✿ ❲❡ ♦♥❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡
❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡✳ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② ♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ♦r ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s
♠❛❞❡ ❜② t❤❡ r✉♥t✐♠❡ s②st❡♠ ✭✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✮ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡s✿ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ♦♣❡r❛t❡
✇✐t❤ ❛rr❛②s ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✉t ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥
♣❛tt❡r♥s ❧✐❦❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t❡r❛t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s
♥♦t ❛❧✇❛②s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜✉t t♦ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ✐♥
❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✭❡✳❣ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛ ❣r❛♣❤✱ ❡t❝✳✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

✻❙♦♠❡ ♦❜❥❡❝t ♦r✐❡♥t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ❝❛❧❧s ❛r❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ✐❢ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞
❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✳



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✾

❘❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t

P♦❧②♥♦♠✐❛❧s✿ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡
✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡❛s②✲t♦✲❡✈❛❧✉❛t❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ♣r♦❣r❛♠s r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝
♠❡♠♦r② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠❡♠♦r②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇❤✐❝❤ ❛♥②✇❛② ❛r❡ ♥♦t s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✶✳✽✳✷✳ ❲❡❛❦♥❡ss❡s

❍❡r❡✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞✳

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧

▲✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts✿ ■t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s
♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐❣✲
♥♦r❡❞ ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧②
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳

❈♦♠♣❧❡①✐t②✿ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛
❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡ ✜rst t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❊❤r❤❛rt ❬❊❤r✼✼❪ ✉s❡❞ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ■t ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❈❧❛✾✻❪ ✇❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✉t ♥♦✇❛❞❛②s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts ❬❱❙❇+✵✹❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❇❡r♥st❡✐♥ ❬❋❡r✵✻✱ ❈❋●❱✵✻❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❤❛s ♥♦t
❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ②❡t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐t q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❊❤r❤❛rt ❢♦r ❡✈❡r② ❝r❡❛t✐♦♥
s✐t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛t❤s t❤❛t
❧❡❛❞ t♦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❇❡r♥st❡✐♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ t❤❛t
❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛t❤s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛t❤s ✐♥ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤s ✐s ✉s✉❛❧❧②
♥♦t ❧❛r❣❡✳

Pr❛❝t✐❝❛❧

▼✉❧t✐♣❧❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥✿ ❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧② ♦♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠
✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦ ❝♦✉♥t ✈✐s✐ts t♦ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛♥❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧s ✭❜✐♥❞✐♥❣
✐♥✈❛r✐❛♥ts✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ♦r ♠❛♥✉❛❧❧② ❛tt❛❝❤❡❞
❜② ♣r♦❣r❛♠♠❡rs t♦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧❧ s✐t❡s ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✼✳ ❲❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦♦❧s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✮ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ t♦♦ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ♠❛♥✉❛❧
✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r q✉❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❜✉r❞❡♥s♦♠❡ t❛s❦ ❢♦r r❡❛❧✲
✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡t❤✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ s❡ts ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡❛❦✲♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❛♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥
❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r ♣r♦t♦t②♣❡ t♦♦❧ s✉✐t❡ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮ ✐♥t❡❣r❛t❡s s❡✈❡r❛❧ t♦♦❧s ❧✐❦❡
✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦♦❧s✱ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②③❡rs t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t ❧✐❢❡t✐♠❡

✼■♥ ♦✉r ♣r♦t♦t②♣❡ t♦♦❧ ✇❡ ✉s❡ ♦✉r ♦✇♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❜✉t ♦t❤❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❧✐❦❡ ❬▲▲P+✵✵✱
❇▲❙✵✺❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✇❡❧❧



✸✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t♦♦❧s✱ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛①✐♠✐③❛✲
t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ❊✈❡r② ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡
✜♥❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦st ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❙❝❛❧❛❜✐❧✐t②✿ ❲❡ ♥❡❡❞ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❛ss❡ss ❤♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠s
✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❏♦❧❞❡♥ ❛♥❞ ❏❛✈❛ ●r❛♥❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✐t t♦♦❦ ❜❡t✇❡❡♥
✺ t♦ ✸✵ s❡❝♦♥❞s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❛t t✐♠❡ ✇❛s s♣❡♥t ✐♥ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱
❛ss✉♠✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❣✐✈❡♥✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❊❤r❤❛rt ❛♥❞
❇❡r♥st❡✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✉s✐♥❣
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s r❡♠❛✐♥s s✐♥❝❡ ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛t❤s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s✐t❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s ♥♦t ❛♥ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ✭s♠❛❧❧✮ s❡t ♦❢
❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞✱ ✐t ♠❛② ❝❛✉s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚♦
❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r❡s♦rt t♦ ❛ ♠♦r❡ ♠♦❞✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❡ ✽✳✷✮✳

✶✳✾✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ ✐♥ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❙♦♠❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✸✱ ✹✱ ✺ ❛♥❞ ✻✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ♣r♦❣r❛♠s ❞♦ ♥♦t ✈✐♦❧❛t❡ r❡✲
s♦✉r❝❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♥r✐❝❤❡❞ t②♣❡ s②st❡♠ ❬❍❏✵✸✱ ❈◆◗❘✵✺✱
❍P✾✾❪ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❣✐❝ ❬❆▼✵✺✱ ❇❍▼❙✵✹✱ ❈❊■+✵✼✱ ❇P❙✵✺❪✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞
❥✉st ❛ ❢❡✇ ✇♦r❦s ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❬●❤❡✵✷✱
❍❏✵✸✱ ❈❏P❙✵✺✱ ❯❙▲✵✸✱ ❆❆●+✵✼❪✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✐♥ t②♣❡ ✐♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ❬❍❏✵✸✱ ❈◆◗❘✵✺✱ ❍P✾✾❪✱ ❜② ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❯❙▲❪ ♦r ❜② ❛❜str❛❝t
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❬❆❆●+✵✼❪✳

❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡
♠❡t❤♦❞✲❝❡♥tr✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
✐s ♥♦✈❡❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐ts s②♠❜♦❧✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s✐s ✐s ❛❧s♦ ♥♦✈❡❧✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦♠❜✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❝♦♠♣✐❧❡rs✳
❚❤❡② ❛r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✇♦r❦s ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝❛❝❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❞❛t❛
❧♦❝❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬❋❛❤✾✽✱ ▲▼❈✵✷✱ ❈❧❛✾✼✱ ▲✐s✵✸❪✳ ❚❤❡
✉s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜✉t ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡
♠❛♥✐♣✉❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r t♦♦❧ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❛❣❛✐♥st ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧✐❦❡ Pr❡s❜✉r❣❡r
♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✮✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✽ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s t❤❛t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ❛r❡
t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧s♦ ♦✉r
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ s✐t✉❛t❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤✐s t✐♠❡❧✐♥❡✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ②❡❛r
♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✭❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡✱ ❡t❝✳✮✱ t❤❡ ♠❛✐♥
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣✱ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡t❝✮✱ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡✱ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡❝❧❛✐♠✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✐t s✉♣♣♦rts
❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✉s❡❞ t♦ t❡①t t♦ t❡st t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ♠♦st



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✶

♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✉s❡❞
✇❛s ✐♥❞❡❡❞ ❏♦❧❞❡♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ✉s ❛♥❞ ❜② ❈❤✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬❙❨●✵✺❪ ❜✉t ✐♥
t❤❡✐r ❝❛s❡ ♦♥❧② ❢♦r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ✭♥♦t ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡✮✳

❲♦r❦ ❨❡❛r ❚❛r❣❡t P✉r♣♦s❡ ♦❢ ❚②♣❡ ♦❢ ●❈ ❇❡♥❝❤♠❛r❦s
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✭❏❛✈❛ ❧✐❦❡✮

■♥❢❡r❡♥❝❡
✭❆❜s✳■♥t✮

❁ ▲✐♥❡❛r ◆♦ ❆❞ ❤♦❝

❇❛rt❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬❇P❙✵✺❪ ✵✺ ■♠♣❡r❛t✐✈❡
✭❏❛✈❛ ❧✐❦❡✮

❈❤❡❝❦✐♥❣
✭❙▼❚✮

◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ◆♦ ◆♦

❈❤✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬❈◆◗❘✵✺❪ ✵✺ ■♠♣❡r❛t✐✈❡
✭▼❡♠❏✮

❈❤❡❝❦✐♥❣
✭❚②♣❡ ❇❛s❡❞✮

Pr❡s❜✉r❣❡r ❊①♣❧✐❝✐t ❏♦❧❞❡♥✱
❘❡❣❏❛✈❛
✭tr❛♥s✲
❧❛t❡❞✮

●❛r❜❡r✈❡ts❦② ❡t ❛❧✳

❬❇●❨✵✻✱ ❇❋●❨✵✼❪
✵✻✱ ✵✼ ■♠♣❡r❛t✐✈❡

✭❏❛✈❛ ❧✐❦❡✮
■♥❢❡r❡♥❝❡
✭❇❡r♥st❡✐♥✮

◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❘❡❣✐♦♥s ❏♦❧❞❡♥

❆❧❜❡rt ❡t ❛❧✳
❬❆❆●+✵✼❪

✵✼ ■♠♣❡r❛t✐✈❡ ■♥❢❡r❡♥❝❡
✭❆❜s✳■♥t✳✮

◆♦♥✲▲✐♥❡❛r
✭r❡❝✉rr❡♥❝❡
❡q✉❛t✐♦♥s✮

◆♦ ◆♦

❚❛❜❧❡ ✶✳✽✿ ❉②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✬s ❝❤r♦♥♦❧♦❣②

❋✐rst✱ ✇❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ ❜② t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♠♦r❡ t❤♦r✲
♦✉❣❤❧② ✇♦r❦s t❤❛t ✐♥❢❡r ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

✶✳✾✳✶✳ ❚②♣❡ ❇❛s❡❞ ❈❤❡❝❦✐♥❣

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t②♣❡ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜② t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✇❡❧❧ t②♣❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✉♠❡
♠♦r❡ ♠❡♠♦r② t❤❛♥ s♣❡❝✐✜❡❞✳

❍✉❣❤❡s ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❬❍P✾✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ▼▲ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥✲
str✉❝ts ❬❚❚✾✼❪ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡❞ t②♣❡s ❬❍P❙✾✻❪
✭Pr❡s❜✉r❣❡r ❝♦♥str❛✐♥s✮✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡❧❧ t②♣❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠❡♠♦r② ❜♦✉♥❞s ❣✐✈❡♥ ❛s ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ t❤❡✐r ✇♦r❦ ✐s ♠❡❛♥t
❢♦r ✜rst✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ t❤❡② ❛❧s♦ r❡❧② ♦♥ r❡❣✐♦♥s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝ts ❞❡❛❧✲
❧♦❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬❈❑◗+✵✺✱ ❈◆◗❘✵✺❪ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ t②♣❡ s②st❡♠
❛♥❞ t②♣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❬❍P✾✾❪✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥❢❡r ♠❡♠♦r② ❜♦✉♥❞s✱
❜✉t st❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r s✐③❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✭Pr❡s❜✉r❣❡r✬s ❢♦r♠✉❧❛s✮ ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳
■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ st❛t❡ t❤❡ s✐③❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞
❧✐♥❡❛r✱ ❛♥❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡② s♣❡❝✐❢② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ ❝❤❡❝❦
♣r❡❝✐s❡ ❜♦✉♥❞s✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t s✉♣♣♦rt t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ s✐♥❝❡✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❛t ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡



✸✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ ❛ ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t s✉♣♣♦rt ✉♣ t♦ t❤❡
♠♦♠❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❞♦ s✉♣♣♦rt r❡❣✐♦♥ ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡② ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♦♥❧② t♦ ❧✐♥❡❛r
♦♥❡s✳

✶✳✾✳✷✳ ❈❤❡❦✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❣✐❝s

❇❡r✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬❇❍▼❙✵✹❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❣✐❝ ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❤❡❛♣ ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ♣r♦❣r❛♠
❧♦❣✐❝ ❢♦r r❡s♦✉r❝❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆s♣✐♥❛❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬❆❇❍+✵✹❪ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r
❛ ♣r♦♦❢✲❝❛rr②✐♥❣ ❝♦❞❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■t ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡✐r
♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ t❤❛t ✉s❡s ❛ ❧✐♥❡❛r t②♣❡ s②st❡♠ ❬❍❏✵✸❪ ✭s❡❡ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✮ ❜✉t
✐♥ ❛♥ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♠♦r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦r♠❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ♥♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❈❤❛♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬❈❊■+✵✼❪ ❡①♣❧♦r❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡t❤✲
♦❞s ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ✐❞✐♦♠s ❢♦r r❡s❡r✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠✐♥❣
r❡s♦✉r❝❡s✳ ✏❘❡s❡r✈❡✑ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✏❝♦♥s✉♠❡✑ st❛t❡♠❡♥ts
❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞ st❛t✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠✐♥❣ r❡s❡r✈❡ st❛t❡♠❡♥ts ❛s ✈❛❧✐❞ ❛ss❡rt✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
r❡q✉✐r❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡rs t♦ ❛♥♥♦t❛t❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❧♦♦♣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ♣r❡ ❛♥❞ ♣♦st
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s❡r✈❡ st❛t❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
❙▼❚✽ ❙❆❚ s♦❧✈❡rs✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✭❛
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❛r✮ ❜✉t ♥♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❇❛rt❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬❇P❙✵✺❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
♣r♦❣r❛♠s ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❣✐❝ ❢♦r ❜②t❡❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❏▼▲ ❬▲▲P+✵✵❪✳
❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡
t❤❛t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
st❛t❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳ ♥❡✇ st❛t❡♠❡♥ts✮ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢
♣r♦✈✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
t♦♦❧ t❤❛t ✐s ❜❡❤✐♥❞✳ ❖♥❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐t ❧❛❝❦ ♦❢ s✉♣♣♦rt ♦❢ s♦♠❡
❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

✶✳✾✳✸✳ ▼❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ●❤❡♦r❣❤✐♦✐✉ ❬●❤❡✵✷❪ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡s s②♠❜♦❧✐❝ ♠❡♠♦r②✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦♥ ✉♥❦♥♦✇♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜✉t ❛❞❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧✲
②s✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s✐❝❛❧❧②
❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♠❡♠♦r②✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣ ✐ts ❝♦❞❡
❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❝♦st t♦ ❡❛❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥st❛♥t✐✲
❛t❡s t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡✳ ❋♦r ❧♦♦♣s ❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡
❝❛❧❧s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥❡✇ ✉♥❦♥♦✇♥s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡② ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✲
❦♥♦✇♥s ❧❡❢t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s ✇♦r❦
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✐t s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐✲
❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❛rr❛②s ✇❤♦s❡ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❧♦♦♣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ✐t ②✐❡❧❞s ❛♥
♦✈❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛rr❛② s✐③❡ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r
❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❝r❡❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❧♦♦♣s✳ ◆♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❍♦❢♠❛♥♥ ❛♥❞ ❏♦st ❬❍❏✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❧✐♥❡❛r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤❡❛♣
s♣❛❝❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❈❧♦s❡r t♦ ♦✉r s♣✐r✐t✱ t❤❡✐r ✇♦r❦ st❛t✲

✽❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ▼♦❞✉❧♦ ❚❤❡♦r✐❡s



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✸

✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rs✱ ❜② t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❡❛s②✲t♦✲❡✈❛❧✉❛t❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡✐r ✇♦r❦ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♦✉rs ✐♥ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s st❛t❡❞ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
♣r♦❣r❛♠s r✉♥♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♠❡♠♦r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭❢r❡❡ ❧✐st ♦❢ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t
❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇❤❡r❡ ♠❡♠♦r② r❡❝♦✈❡r② ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ✇✐t❤✐♥
❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦t ❛❝r♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜♦✉♥❞ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r
❜♦✉♥❞s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❛rt ♦❢ ❞❛t❛✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ❢r❡❡❧✐st r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❢r❡❡❧✐st ❧❡❢t ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ♠❡❛♥t ❢♦r ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡❧✐❡s
♦♥ ♣♦✐♥t❡r ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ✐♥❢❡r ♦❜❥❡❝ts ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❡①✲
♣❧✐❝✐t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♠❡t❤♦❞s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❯♥♥✐❦r✐s❤♥❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❯❙▲✵✸❪ ❝♦♠♣✉t❡s ♠❡♠♦r② r❡✲
q✉✐r❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♥str✉❝ts ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② ♠✐♠✐❝s
t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❡♠♦r② ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❛t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s✳ ■♥ ❛♥②
❝❛s❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❖✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ❡❛s②✲t♦✲❡✈❛❧✉❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s s♦❧✉t✐♦♥s
t♦ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s✱ ♦✉r
❛♥❛❧②s✐s ❛❧✇❛②s ✜♥✐s❤❡s ✭r❡t✉r♥s ✐♥✜♥✐t❡✮✳

❈❛❝❤❡r❛ ❡t ❛❧✳ ❬❈❏P❙✵✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ❏❛✈❛
❧✐❦❡ ❜②t❡❝♦❞❡✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠ t❤❡✐r ❧♦♦♣✲❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t❤❛t ❡①❡❝✉t❡ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✱ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s tr❛❞❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r
❡✣❝✐❡♥❝② s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♠❡❛♥t t♦ r✉♥ ✐♥ s♠❛❧❧ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s s♠❛rt❝❛r❞s✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❆❧t❡r ❡t ❛❧✳ ❬❆❆●+✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦st
❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ st❛❝❦✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡② ✐♥❢❡r s✐③❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉r
❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦st r❡❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡t ♦❢ r❡❝✉rr❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞s t❤❛t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛❜❧❡
t♦ ✐♥❢❡r ❛r❡ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦❧✈✐♥❣ r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t
❛ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ s❡t ♦❢
r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ♦✉t❧✐♥❡ s♦♠❡ ♣r♦♣♦s❛❧s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❖❜❥❡❝t
❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❆❧❧ t❤♦s❡ ✇♦r❦s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦s ♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❘♦s❡♥❞❛❤❧ ❬❘♦s✽✾❪ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❜str❛❝t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▲❡ ▼ét❛②❡r ❬▼✁✽✽❪ ❜❛s❡❞ ♦♥
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❲❡ ✜♥❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✉s ✐♥ ❬●❇❉✾✽✱ ❩▼✾✾❪✳ ❇♦t❤ ✉s❡ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♠❡♠♦r② s✐③❡ ❜♦✉♥❞s ✐♥ ❛rr❛② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
❢♦r ❉❙P ❛♥❞ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ❛✐♠ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♠❡♠♦r② ❝❡❧❧s ✉s❡❞ ✐♥ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✮ ❛rr❛② ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♥❡st❡❞ ❧♦♦♣s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♠❡❛♥t t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞②✲
♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❛rr❛②
❝r❡❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ♠❡♠♦r② ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳



✸✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✶✳✶✵✳ ❚❤❡s✐s ❙tr✉❝t✉r❡

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❉②♥❛♠✐❝ ▼❡♠♦r② ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❢♦r ❘❡❣✐♦♥ s✐③❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ✏❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖❜❥❡❝t
❖r✐❡♥t❡❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭❏❖❚✵✻✮✑ ❬❇●❨✵✻❪ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
✏❋♦r♠❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❏❛✈❛ ❧✐❦❡ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ✭❋❚❋❏P✵✺✮✑ ❬❇●❨✵✺❪ ❛♥❞ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧
r❡♣♦rt ❬❇●❨✵✹❪✳

❈❤❛♣t❡rs ✸✱✹✱ ✺ ❛♥❞ ✻ ❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❛❧②s❡s ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❢r♦♠ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❣❛r❜❛❣❡✲❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ t♦ ❛ ♥❡✇ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✳
■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡r s❝♦♣❡❞✲r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
❢♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ t♦ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s
✇♦r❦ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✏■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦❢ ❘✉♥t✐♠❡ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❘❱✵✹✮✑
■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t
♠❛❦❡ ✐t ❢♦r s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ■t ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ✏❋✐rst ❲♦r❦s❤♦♣ ♦❢
❆❜str❛❝t ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r ❖❜❥❡❝t ❖r✐❡♥t❡❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ✭❆■❖❖▲✵✺✮✑✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✺
✇❡ ❡①t❡♥❞ ❛ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡✛❡❝t ❛♥❛❧②s✐s t♦ s✉♣♣♦rt ❛ s♠❛❧❧ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t
❡♥❛❜❧❡s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t ♣♦✐♥ts✲t♦✱ ❡s❝❛♣❡✱ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♦✇♥❡rs❤✐♣✳ ■t ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞
✐♥ ✏■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦❢ ❆❧✐❛s✐♥❣✱ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ ❖✇♥❡rs❤✐♣ ✭■❲❆❈❖✵✼✮✑✳
❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r t♦♦❧ t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡s r❡❣✐♦♥ ❡❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✏ ❡❝❧✐♣s❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❡❳❝❤❛♥❣❡
❲♦r❦s❤♦♣ ❛t ❖❖P❙▲❆ ✭❡❚❳ ✷✵✵✺✮✑✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✼ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ▼❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♥❢❡r✲
❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛s ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ❬❇❋●❨✵✼❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥
s❡♥t ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ✐❞❡❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt
❬❇●❨✵✹❪ ❛♥❞ s♦♠❡ ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ▼❛st❡r ❚❤❡s✐s ❜② ❋❡❞❡r✐❝♦ ❋❡r♥❛♥❞❡③
❬❋❡r✵✻❪ t❤❛t ■ ❝♦✲❛❞✈✐s❡❞ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s✐s t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② s♦❧✈❡
t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❙✐③❡✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✽ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①❡s ❆
❛♥❞ ❇ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ♦✉r ♣r♦t♦t②♣❡ t♦♦❧ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t
s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❤♦✇ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ▲♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷

❈♦♠♣✉t✐♥❣ P❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♣♣❡r✲
❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ✭❏❛✈❛✲❧✐❦❡✮ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡
♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♠❡♠♦r② ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❧✲
❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐t ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞
❡①❛❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦st t❡st ❝❛s❡s✱ ❛♥❞ q✉✐t❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ♠❛♥② ♦❢
t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧② ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✉s❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❝♦♣❡❞
♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡s✶✳

✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥❞✉str② ✐s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢
♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❏❛✈❛✳ ❚❤✐s tr❡♥❞ ❜r✐♥❣s ✐♥ ♥❡✇
r❡s❡❛r❝❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳

❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♥✲
t❡①ts ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥
❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧✲
❧❡❝t♦r✳ ❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❡✐t❤❡r ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦rs ✇✐t❤ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡✳❣✳
❬❇❈●✵✹✱ ❍❡♥✾✽✱ ❍■❇+✵✷✱ ❘❋✵✷✱ ❙✐❡✵✵❪✱ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
♣❛r❛❞✐❣♠✱ ❡✳❣✳ ❬●❇✵✵✱ ❈❘✵✹✱ ●◆❨❩✵✺✱ ●❆✵✶❪✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❤❛r❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡
✉♣♣❡r✲ ❜♦✉♥❞ ♦♥ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❬●❤❡✵✷❪✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠❛❥♦r ❞r❛✇✲
❜❛❝❦ s✐♥❝❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ✭✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✮ str✐♥❣❡♥t ♠❡♠♦r② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦r
❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥♥♦t r✉♥ ♦✉t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♣♣❡r✲
❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❏❛✈❛✲❧✐❦❡ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡
♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❆s t❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦
q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞②♥❛♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m ✇✐t❤ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs p1, . . . , pk ✇❡ ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥

✶ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛t t❤❡ ✏❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖❜❥❡❝t ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✑ ✭❏❖❚✮
❬❇●❨✵✻❪✳ ❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✈❡rs✐♦♥ ✇❛s ❢r✐st ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❋♦r♠❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❏❛✈❛ ❧✐❦❡ Pr♦✲
❣r❛♠s✑✭❋❚❋❏P✬✵✺✮ ❬❇●❨✵✺❪✳

✸✺



✸✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

♦✈❡r p1, . . . , pk ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ m✳

❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥t✱
✇❡ ✜♥❞ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❤❛t r❡❧❛t❡s ♣r♦❣r❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❝♦♥s✉♠❡❞ ♠❡♠♦r② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣❡r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢♦r♠ ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤❡r❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛r❡
♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥
❛♥② ❢♦r♠ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞s ♦♥ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✳ ❚❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ✭♦r ♠❡t❤♦❞✮ ✐♥♣✉ts t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❜♦✉♥❞✳

❚♦ ❣❡t ❛ ✢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✿

✈♦✐❞ ♠✶✭✐♥t ❦✮ ④

❢♦r✭✐♥t ✐❂✶❀✐❁❂❦❀✐✰✰✮ ④

❆ ❛ ❂ ♥❡✇ ❆✭✮❀

♠✷✭✐✮❀

⑥

⑥

✈♦✐❞ ♠✷✭✐♥t ♥✮ ④

❢♦r✭✐♥t ❥❂✶❀❥❁❂♥❀❥✰✰✮ ④

❇ ❜ ❂ ♥❡✇ ❇✭✮❀

⑥

⑥

❋♦r m2✱ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ size(❇) · n ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♠❡♠♦r② ✐❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛rts ❛t m2 ✷✳ ❋♦r m1✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✐s size(❆) · k + size(❇) · 1

2(k2 + k) ❜❡❝❛✉s❡ st❛rt✐♥❣ ❛t m1✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐❧❧ ✐♥✈♦❦❡
m2 k t✐♠❡s ❛♥❞✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ i ∈ [1, k]✱ m2(i) ✇✐❧❧ ❛❧❧♦❝❛t❡ i ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❇✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢

∑k
i=1 i = 1

2(k2 + k) ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❇✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ k ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❆ ❞✐r❡❝t❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② m1✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ♣♦✐♥t❡r ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥ s✐③❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳
●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs p1, . . . , pk✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝♦♠✲
♣✉t❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦✈❡r p1, . . . , pk ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② t❤❛t ❡s❝❛♣❡s ❢r♦♠ ❛♥❞ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② m✳

❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❜♦t❤ ❞✉r✲
✐♥❣ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛t r✉♥t✐♠❡✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛♥②❢♦❧❞✱ ❢r♦♠ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥
♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡♠♦r②✲❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s✳
❚❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❛❞❡rs ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡rs ✭❡✳❣✳✱ ❬❑◆❨✵✸❪✮
t♦ ♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡♠♦r② r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r②✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❡st✐♠❛t❡s✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥❧② ❝♦♣❡s ✇✐t❤ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡❧② ♠❛❞❡
❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠ t❤r♦✉❣❤ ♥❡✇ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ ✐ts ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✏❤✐❞❞❡♥✑ ♠❡♠♦r②
❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ♦r ❜② t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐ts❡❧❢ ❝❛♥♥♦t ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞
✇✐t❤ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ t❤❛t ❞❡s❡r✈❡s ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✳

✷✳✶✳✶✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s ✐♥ ❬❍❏✵✸✱ ❍P✾✾✱ ❯❙▲✵✸❪✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬❍❏✵✸❪ st❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rs✱ ❜② t②♣✐♥❣
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s st❛t❡❞ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠s r✉♥♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛ s♣❡❝✐❛❧
♠❡♠♦r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭❢r❡❡ ❧✐st ♦❢ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✮✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❛rts ♦❢ ❞❛t❛✳
■♥ ❬❍P✾✾❪ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ▼▲ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

✷❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ❇✭✮ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦❝❛t❡ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❧❛t❡r ✇❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ▼❡♠♦r② ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✸✼

♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡❞ t②♣❡s ❬❍P❙✾✻❪✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡❧❧ t②♣❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❡①❡❝✉t❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠❡♠♦r② ❜♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❯❙▲✵✸❪ ❝♦♥s✐sts ✐♥✱
❣✐✈❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② ♠✐♠✐❝s t❤❡ ♠❡♠♦r②
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❡♠♦r② ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❛t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s✳

❋♦r ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❈❑◗+✵✺✱
❈◆◗❘✵✺✱ ●❤❡✵✷❪✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❬●❤❡✵✷❪ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡s s②♠❜♦❧✐❝ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s ♦♥ ✉♥❦♥♦✇♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣r♦❣r❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜✉t ❛❞❞❡❞ ❜② t❤❡
❛♥❛❧②s✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❤❛s t♦ ❜❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❧❡❢t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞✳ ◆♦
❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ◆❡✈❡r✲
t❤❡❧❡ss✱ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♠❛② ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥♣✉ts✱ ✐t
✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ♦✈❡r✲♣❡ss✐♠✐st✐❝
❢♦r ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❛rr❛②s ✇❤♦s❡ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❧♦♦♣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❈❑◗+✵✺✱ ❈◆◗❘✵✺❪ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t②♣❡ ❛♥✲
♥♦t❛t✐♦♥s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❬❍P✾✾❪✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡ ♠❡♠♦r② ❜♦✉♥❞s✱ ❜✉t
st❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r s✐③❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✭Pr❡s❜✉r❣❡r✬s ❢♦r♠✉❧❛s✮ ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ■t ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ st❛t❡ t❤❡ s✐③❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❧✐♥❡❛r✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬❋❛❤✾✽❪✱ ❝❛❝❤❡
❛♥❛❧②s✐s ❬❈❧❛✾✼❪✱ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t② ❬▲▼❈✵✷❪✱ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬▲✐s✵✸❪✱
❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬●❇❉✾✽✱ ❩▼✾✾❪✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡✐r ✉s❡ t♦ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡ ♠❡t❤♦❞✲❝❡♥tr✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢
♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦✈❡❧✳

❖✉t❧✐♥❡

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✉s❡❢✉❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡ r❡❧② ♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ✇❡ s❤♦✇ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r r❡❣✐♦♥✲s✐③❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ s♦♠❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ❞✐s❝✉ss❡s
s♦♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✷✳✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✷✳✷✳✶✳ ❈♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t

▲❡t I ❜❡ ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s V = W ⊎ P
✇❤❡r❡ P r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❡t ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝❛❧❧❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ❛♥❞ W ✐s t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ✇r✐t❡ v✱ p ❛♥❞ w t♦ ❞❡♥♦t❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ ✈❛❧✉❡s t♦
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ I(v) ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ I ✐♥ v✳

C(I, P ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦✈❡r P ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥t❡❣❡r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ I ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s W ✱ ❛ss✉♠✐♥❣ P ❤❛s ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✿

C(I, P ) = λp. #{ w ∈ Z|W | | I(w,p) }

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s✱ ❡✳❣✳✱ ❬❈❧❛✾✻✱ ❋❛❤✾✽✱ P✉❣✾✹✱ ❱❙❇+✵✹❪✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♥❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❈❧❛✾✻✱ ❱❙❇+✵✹❪ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts✳



✸✽ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❆ ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s❡t SP ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s SP = { w ∈ Q|W | | Aw ≥ Bp + c }
✇❤❡r❡ A ❛♥❞ B ❛r❡ ✐♥t❡❣❡r ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ c ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦r✳ SP ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②t♦♣❡ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ SP ✐s ✜♥✐t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ p✳

❆ |P|✲♣❡r✐♦❞✐❝ ♥✉♠❜❡r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ U : Z|P | → Z ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❡①✐sts r ∈ N|P |

s✉❝❤ t❤❛t U(p) = U(p′) ✇❤❡♥❡✈❡r pi ≡ p′i mod ri✱ ❢♦r 1 ≤ i ≤ |P|✳ ❚❤❡ ❧❡❛st
❝♦♠♠♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ri ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ U ✳

❆ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ |P| ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❛ |P|✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦✈❡r |P|✲♣❡r✐♦❞✐❝ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞
♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❊❤r❤❛rt ❬❊❤r✼✼❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t C(SP , P ) ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②t♦♣❡ SP ✱ ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ SP ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✉♥✐♦♥s ♦❢
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②t♦♣❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s { w ∈ Q|W | | Aw ≥ Bp + c , Mw mod d ≥ e }✱
✇❤❡r❡ M ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ d, e ❛r❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦rs✳

❊①❛♠♣❧❡ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s❡t S1 = {w | I1(w,p)}✱
✇❤❡r❡ I1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

I1 = {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ i, n = i}

✇❤❡r❡ W = {k, i, j, n}✱ ❛♥❞ P = {mc}✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊❤r❤❛rt ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s✿

C(S1, mc) =
1

2
mc2 +

1

2
mc

❋♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s❡t S2 = {w | I2(w,p)}✱ ✇✐t❤

I2 = {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ i, n = i, j mod 3 = 0}

t❤❡ ❊❤r❤❛rt ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s✿

C(S2, mc) =
1

6
mc2 −

1

6
mc +

[

0, 0,−
1

3

]

mc

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✸ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞s ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②
♦♥ mc ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

[

0, 0,−
1

3

]

mc

=







−
1

3
✇❤❡♥ mc mod 3 = 2

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ C(S2, mc) ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[1, 6]✳

mc C(S2, mc)
✶ ✵
✷ ✵
✸ ✶
✹ ✷
✺ ✸
✻ ✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ▼❡♠♦r② ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✸✾

❲❤❡♥ mc ∈ {1, 2}✱ t❤❡ ❛r❡ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ C(S2, mc) = 0✳ ❋♦r mc = 3✱ t❤❡r❡
✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② k = mc = j = i = n = 3 ✭❜❧✉❡ ❜♦①✮✱ ❛♥❞ C(S2, mc) = 1✳
❋♦r mc = 4✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✭C(S2, mc) = 2✮✱ ❣✐✈❡♥ ❜② k = mc = 4✱ j = 3✱
❛♥❞ i = n ∈ {3, 4} ✭❝②❛♥ ❜♦①✮✳ ❋♦r mc = 5✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s t❤r❡❡
✭C(S2, mc) = 3✮✿ k = mc = 5✱ j = 3 ❛♥❞ i = n ∈ {3, 4, 5} ✭r❡❞ ❜♦①✮✳ ❋♦r mc = 6✱ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s C(S2, mc) = 5 ♣♦✐♥ts ✭♠❛❣❡♥t❛ ❜♦①✮✳

❙❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❊❤r❤❛rt ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡
✜rst ♦♥❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❈❧❛✾✻❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❤❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲
t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤✐s
❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ♦♥❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡
❧✐♥❡❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❆ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❤❛✈❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲
t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✜①❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❱❙❇+✵✹❪✳ ❙t✐❧❧✱ t❤❡
♦✉t♣✉t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ✐♥ s♦♠❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ❢❛st
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❊❤r❤❛rt ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❤❛t ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ C(SP , P ) ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▼❡✐✵✹❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ P♦❧②❤❡❞r❛❧
▲✐❜r❛r② P♦❧②▲✐❜ ❬P♦❧❪ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❊❤r❤❛rt ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐s q✉✐t❡
✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛s ✐t r❡s♦rts t♦ ✈❡r② t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦✉t
♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬❈❧❛✾✻✱ ▼❡✐✵✹✱ ❱❙❇+✵✹❪
❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳

✷✳✷✳✷✳ ◆♦t❛t✐♦♥ ❢♦r Pr♦❣r❛♠s

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❛s ❛ s❡t {m0, m1, . . .} ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛ ❧✐st Pm

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭pm ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ✇❤❡♥ m ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r
♠❡t❤♦❞ m′✮ ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡♠❡♥ts✳

Pr♦❣r❛♠s ❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❝✉rs✐✈❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡
♥❛♠❡ ❝❧❛s❤✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡s✳ ❋♦r
t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡r t②♣❡✳
❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧ ❛s ❧❛t❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

❊①❛♠♣❧❡ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦
t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝r❡❛t❡s t✇♦ ❛rr❛②s✿ ❛ ✭❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮ ❛♥❞
❡✱ ✇❤♦s❡ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ■♥t❡❣❡r ✭♥❡✇ ■♥t❡❣❡r✮ ♦r ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ■♥t❡❣❡rs ✭♥❡✇❆
■♥t❡❣❡r✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧♦♦♣ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❊❛❝❤ st❛t❡♠❡♥t ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ℓ = (m, n) ∈
Label =def Method×N ✭❛ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✮ ✇❤✐❝❤ ✉♥✐q✉❡❧②
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✈✐❛ t❤❡ stm ♠❛♣♣✐♥❣ ✭stm : Label → Statement✮✳ ❲❡
✇r✐t❡ ♠t❤✭ℓ✮ t♦ ❞❡♥♦t❡ m✳

❚❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ G ⊆ Method × Label × Method ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s s✉❝❤ t❤❛t
(m, ℓ, m′) ∈ G ✇❤❡♥❡✈❡r ℓ = (m, n) ❛♥❞ stm(ℓ) ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧ t♦ m′✳ ❆ ✭✜♥✐t❡✮
♣❛t❤ π ✐♥ G ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ m1.ℓ1. . . . mk.ℓk.mk+1✱ k ≥ 1✱ s✉❝❤ t❤❛t (mi, ℓi, mi+1) ∈ G✳
|π |= k ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ π✳ ❋♦r j ∈ [1, |π |]✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ π...j t♦ ❜❡ t❤❡ s✉❜✲s❡q✉❡♥❝❡
m1.ℓ1. . . . mj .ℓj ♦❢ π✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇r✐t❡ ♣❧♦❝✭π, j✮ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ℓj ✳ ❋♦r
j ∈ [1, |π| +1]✱ ♣♠t❤✭π, j✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ mj ✳

❊①❛♠♣❧❡ ❚❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s {(m0, 2, m1), (m0, 3, m2), (m1, 5, m2)}
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✮✳ m0.2.m1.5.m2 ✐s ❛ ♣❛t❤✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧②
✉s❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧✳



✹✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✈♦✐❞ ♠✵✭✐♥t ♠❝✮ ④ ❖❜❥❡❝t❬❪ ♠✷✭✐♥t ♥✱ ❘❡❢❖ s✮ ④

✶✿ ❘❡❢❖ ❤ ❂ ♥❡✇ ❘❡❢❖✭✮❀ ✶✿ ✐♥t ❥❀

✷✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❛ ❂ ♠✶✭♠❝✮❀ ✷✿ ❖❜❥❡❝t ❝✱❞✱❡❀

✸✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❡ ❂ ♠✷✭✷✯♠❝✱❤✮❀ ✸✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❢ ❂ ♥❡✇❆ ❖❜❥❡❝t❬♥❪

⑥

❖❜❥❡❝t❬❪ ♠✶✭✐♥t ❦✮ ④ ✹✿ ❢♦r✭❥❂✶❀❥❁❂♥❀❥✰✰✮ ④

✶✿ ✐♥t ✐❀ ✺✿ ✐❢✭❥ ✪ ✸ ❂❂ ✵✮ ④

✷✿ ❘❡❢❖ ❧ ❂ ♥❡✇ ❘❡❢❖✭✮❀ ✻✿ ❝ ❂ ♥❡✇❆ ■♥t❡❣❡r❬❥✯✷✰✶❪❀

✸✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❜ ❂ ♥❡✇❆ ❖❜❥❡❝t❬❦❪❀ ⑥

✹✿ ❢♦r✭✐❂✶❀✐❁❂❦❀✐✰✰✮ ④ ❡❧s❡ ④

✺✿ ❜❬✐✲✶❪ ❂ ♠✷✭✐✱❧✮❀ ✼✿ ❝ ❂ ♥❡✇ ■♥t❡❣❡r✭✵✮❀

⑥ ⑥

✻✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❝ ❂ ♥❡✇❆ ■♥t❡❣❡r❬✾❪❀ ✽✿ ❞ ❂ ♥❡✇❆ ■♥t❡❣❡r❬✹❪❀

✼✿ r❡t✉r♥ ❜❀ ✾✿ ❢❬❥✲✶❪ ❂ ❝❀

⑥ ⑥

❝❧❛ss ❘❡❢❖ ④ ✶✵✿ ❡ ❂ ♥❡✇❆ ■♥t❡❣❡r❬✶❪❀

♣✉❜❧✐❝ ❖❜❥❡❝t r❡❢❀ ✶✶✿ s✳r❡❢ ❂ ❡❀

⑥ ✶✷✿ r❡t✉r♥ ❢❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ▼♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡

✷✳✷✳✸✳ ❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ♣r♦❣r❛♠ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❙✉❝❤
❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬❙❛❧❪✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛ st❛t❡ σ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥
r✉♥✲t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❤❡❛♣✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦✳ ❆ ♣r♦❣r❛♠ r✉♥ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σ1 . . . ♦❢ st❛t❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛♠❡ ❝❧❛s❤✐♥❣ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♠❛♣♣✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡s t♦ ✈❛❧✉❡s ✐s
❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❣r❛♠ ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦r ❞❛t❛ st❛❝❦s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✮✳

❆ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s❛❢❡❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❞❡✜♥✐♥❣
❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡s ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡s ❛♥❞ r✉♥s ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
✇❛②✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❦❡❡♣ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ♦❜❥❡❝t ❝r❡❛t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡
❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ r✉♥✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ♥♦♥ ❤❡❛♣✲❛❧❧♦❝❛t❡❞✸✱ ✐♥t❡❣❡r✲✈❛❧✉❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡
t❤❛t t❤❡ ❤❡❛♣ ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❜str❛❝t❡❞ ❛✇❛②✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❤❡❛♣ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛♣ ❞✐r❡❝t❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♥❡✇ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡✳

❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ζ ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ π.ℓ✱
✇❤❡r❡ ℓ ∈ Label ✐s ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ π ✐s ❛ ♣❛t❤ t♦ ♠❡t❤♦❞ ♠t❤✭ℓ✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ G✳

❊①❛♠♣❧❡ m0.2.m1.5.m2.3 ✐s ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡✳

▲❡t ζ = π.ℓ ❜❡ ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ❛♥❞ σ1 . . . σt ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ r✉♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
♦❢ st❛t❡ σt ✐s ℓ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦ ♦❢ σt ✐s π✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s
{i1, . . . , i|π|}✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ζj ♦❢ σij ✐s π...j ✱ j ∈ [1, | π |]✳ ❚❤❛t ✐s✱
♣♠t❤✭π, j✮ ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦ ✐♥ st❛t❡ σij ✱ ♣❧♦❝✭π, j✮ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧ t♦ ♣♠t❤✭π, j + 1✮✱ ❛♥❞ ♣♠t❤✭π, |π| +1✮ ✐s
♠t❤✭ℓ✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t r✉♥ σ1 . . . σt r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ζ✳

✸❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t r❡❧❛①✐♥❣ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ▼❡♠♦r② ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✹✶

❊①❛♠♣❧❡ ▲❡t ζ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ m0.2.m1.5.m2.3✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ r✉♥ σ1 . . . σ10

❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ (m0.1, θ1) (m0.2, θ2) (m1.1, θ3) (m1.2, θ4) (m1.3, θ5) (m1.4, θ6) (m1.5, θ7)
(m2.1, θ8) (m2.2, θ9) (m2.3, θ10)✱ ✇❤❡r❡ θi✱ 1 ≤ i ≤ 10✱ r❡❝♦r❞ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦✲
❣r❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❤❡❛♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ σ1 . . . σ10 r❡❛❝❤❡s ζ✱ t❤❡
❝❛❧❧ st❛❝❦ ♦❢ σ10 ✐s t❤❡ ♣❛t❤ π = m0.2.m1.5.m2✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s {2, 7} ✐s s✉❝❤
t❤❛t ζ1 = π...1 = m0.2 ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ♦❢ σi1 = σ2✱ ❛♥❞ ζ2 = π...2 = m0.2.m1.5
✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ♦❢ σi2 = σ7✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❞❡①❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ r✉♥
✇❤❡r❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ②❡t ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦ ♦❢ st❛t❡ σ10 ✭✐✳❡✳✱ m1 ❛t ✷ ❛♥❞ m2 ❛t ✼✮✱ ♦r
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐♥ π✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉s❤❡❞ ✭✐✳❡✳✱ ❝❛❧❧❡❞✮✳

❆♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ζ ✐s ❛♥ ❛ss❡rt✐♦♥ ♦✈❡r ♣r♦❣r❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❧♦❝❛❧✱
❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ t❤❛t ❤♦❧❞s ✇❤❡♥❡✈❡r s✉❝❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞
✐♥ ❛♥② r✉♥✳

●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m ❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ζ = π.ℓ s✉❝❤ t❤❛t ♣♠t❤(π, 1) = m✱ t❤❛t ✐s✱
π ✐s ❛ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ G t❤❛t st❛rts ✐♥ m✱ Im

ζ ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❢♦r
ζ✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐r (ζ, Im

ζ ) ❛♥ ❛❜str❛❝t st❛t❡ ❛s ✐t ✐s ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡s ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ ℓ ❛♥❞ st❛❝❦ π ✐♥ ❛♥② r✉♥ st❛rt✐♥❣ ❛t ♠❡t❤♦❞
m✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡✈❡r② r✉♥ σ1 . . . σt st❛rt✐♥❣ ❛t (m, 1)✱ t❤❛t r❡❛❝❤❡s ζ✱ Im

ζ (σt) ❤♦❧❞s✳

❊①❛♠♣❧❡ ▲❡t ζ = m0.2.m1.5.m2.8✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t Im0
ζ ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n} ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ζ✳

❲❤❡♥❡✈❡r (m, ℓ, m′) ∈ G ✭✐✳❡✳✱ stm(ℓ) ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥t Im

ζ ✱ ❢♦r ❛♥② ζ = π.ℓ✱ ❝♦♥str❛✐♥s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦❝❛❧ t♦ t❤❡
❝❛❧❧❡r m✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❡q✉❛t❡s ❛❝t✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡r m✮ ✇✐t❤
❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ m′✮✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

▲❡t m, m′ ❜❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ t❤❛t (m, ℓ, m′) ∈ G✱ ζ = m1 . . . m.ℓ ❛♥❞ ζ ′ =
m′ . . . ms.ℓs ❜❡ t✇♦ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡s✱ ❛♥❞ Im

ζ ❛♥❞ Im′

ζ′ ❜❡ t✇♦ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
ζ.ζ ′ ✐s ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ❛♥❞ Im

ζ.ζ′ ❞❡✜♥❡❞ ❛s Im
ζ ∧Im′

ζ′ ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ζ.ζ ′✳ ■♥ ✇♦r❞s✱
t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡s ✐s t❤❡
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

❊①❛♠♣❧❡ ▲❡t ζ = m0.2 ❛♥❞ ζ ′ = m1.5.m2.8✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

Im0
m0.2 = {k = mc}, Im1

m1.5 = {1 ≤ i ≤ k, n = i}✱ ❛♥❞ Im2
m2.8 = {1 ≤ j ≤ n}

❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❛t

Im0
m0.2.m1.5 = {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i}

Im1
m1.5.m2.8 = {1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n}

Im0
m0.2.m1.5.m2.8 = {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n}

❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ζ = m1.ℓ1 . . . mk.ℓk✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❛❜♦✈❡ ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡❛♥s ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t Im1

ζ ❛s t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
∧k

i=1 I
mi
mi.ℓi

✳ ❊❛❝❤ Imi
mi.ℓi

✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ s❤♦✇s ✐♥✈❛r✐❛♥ts t❤❛t ❞❡✜♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❊❤r❤❛rt ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡s st❛rt✐♥❣ ❛t ♠❡t❤♦❞ m0✳



✹✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

ζ Im0

ζ C(Im0

ζ ,Pm0)

m0.2.m1.2 {k = mc} 1

m0.2.m1.5.m2.3 {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i} mc

m0.2.m1.5.m2.6 {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n, j ♠♦❞ 3 = 0}
1

6
mc2 −

1

6
mc + [0, 0,−

1

3
]mc

m0.2.m1.5.m2.7 {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n, j ♠♦❞ 3 > 0}
1

3
mc2 +

2

3
mc + [0, 0,

1

3
]mc

m0.2.m1.5.m2.8 {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n}
1

2
mc2 +

1

2
mc

m0.2.m1.5.m2.10 {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i} mc

m0.3.m2.3 {n = 2mc} 1

m0.3.m2.6 {n = 2mc, 1 ≤ j ≤ n, j ♠♦❞ 3 = 0}
2

3
mc + [0,−

2

3
,−

1

3
]mc

m0.3.m2.7 {n = 2mc, 1 ≤ j ≤ n, j mod 3 > 0}
4

3
mc + [0,

2

3
,
1

3
]mc

m0.3.m2.8 {n = 2mc, 1 ≤ j ≤ n} 2mc

m0.3.m2.10 {n = 2mc} 1

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❙♦♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ ❊❤r❤❛rt ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r m0

✷✳✷✳✹✳ ❈♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡

▲❡t (ζ, Im
ζ ) ❜❡ ❛♥ ❛❜str❛❝t st❛t❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t Im

ζ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧
✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❬❈❧❛✾✻❪✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ♣♦❧②t♦♣❡ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
❧♦♦♣✲❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥t❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ♣❛ss❡s
t❤r♦✉❣❤ ζ✳

❊①❛♠♣❧❡ ▲❡t ζ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ m0.2.m1.5.m2.8✳ ❚❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t Im0
ζ ❞❡✜♥❡❞

❜② s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s {k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n} ❞❡✜♥❡s ❛ ♣♦❧②❤❡✲
❞r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r ζ✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t Im
ζ t❤❛t ❞❡✜♥❡s ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ✐t

❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣❡r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ Im
ζ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥

t❤❛t ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ st❛t❡✱ ✇❤♦s❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐s
(ζ, Im

ζ )✱ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ❛ r✉♥ st❛rt✐♥❣ ❛t m✳

❊①❛♠♣❧❡ ▲❡t ζ = m0.2.m1.5.m2.8✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ζ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ♠♦st 1
2mc2+ 1

2mc
t✐♠❡s ✐♥ ❛ r✉♥ st❛rt✐♥❣ ❛t m0 ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r mc✳

✷✳✸✳ ❙②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛s
✭❛❝t✉❛❧❧②✱ q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮ t♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞✳

✷✳✸✳✶✳ ▼❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❛ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡

❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ st❛t❡♠❡♥ts t❤❛t ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts ✭✐✳❡✳✱ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♠❡♠♦r②✮✿ ♥❡✇
❛♥❞ ♥❡✇❆ st❛t❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤♦s❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦♥❧② ❝r❡❛t❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ▼❡♠♦r② ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✹✸

❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛s ❛♥② ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧✳ ❲❡
❝❛❧❧ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ cs✱ ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ cs ∈
CS = { π.ℓ ∈ Label+ | stm(ℓ) ∈ {♥❡✇ ❚, ♥❡✇❆ ❚[·] . . . [·]} }✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❛ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ cs ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ S ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t Im

cs ❢♦r cs ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ m ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs
Pm✱ S ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts t♦ cs ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦✈❡r✲
❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡ ❜② cs ✇❤❡♥❡✈❡r cs ✐s ❛ ♥❡✇ st❛t❡♠❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
✇❤❡♥ cs ✐s ❛♥ ❛rr❛② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ♥❡✇❆ ❚[e1] . . . [en]✮✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
s❧✐❣❤t❧② ❛❞❛♣t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ❛rr❛② ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ t②♣❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♥❡✇❆ ❚[e1] . . . [en] st❛t❡♠❡♥t ❝r❡❛t❡s t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥st❛♥❝❡s ✭❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧♦❝❛t❡s t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②✮ ❛s n ♥❡st❡❞ ❧♦♦♣s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

❢♦r✭ h1 = 1❀ h1 ≤ e1❀ h1✰✰ ✮

. . .
❢♦r✭ hn = 1❀ hn ≤ en❀ hn✰✰ ✮

♥❡✇❆ ❚[1]
✇❤♦s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t

⋃

i=1..n{1 ≤ hi ≤ ei}✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ S ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

S✭Im
cs✱ Pm✱ ❝s✮ ✴✴ r❡t✉r♥s ❛♥ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦✈❡r Pm

ℓ ❂ ❧❛st✭❝s✮❀ ✴✴ ✭❝s ❂ π.ℓ✮
✐❢ st♠✭ℓ✮❂ ♥❡✇ ❚

r❡s✿❂size(❚) · C✭Im
cs✱ Pm✮❀

❡❧s❡ ✐❢ st♠✭ℓ✮❂ ♥❡✇❆ ❚❬e1] . . . [en]
■♥✈array✿❂ Im

cs ∪
⋃

i=1..n{1 ≤ hi ≤ ei}
r❡s✿❂size(❚❬❪) · C✭■♥✈array✱ Pm✮❀

❡♥❞ ✐❢❀

r❡t✉r♥ r❡s❀

✇❤❡r❡ size(❚) ✐s ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ ❚✱
❛♥❞ size(❚❬❪) ✐s ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢
t②♣❡ ❚ ✹✳ C ✐s t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣❡r s♦❧✉t✐♦♥s
❢♦r ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳

❆s ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ S(Im
cs , Pm, cs) ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② cs ✐♥ ❛♥② r✉♥ st❛rt✐♥❣ ❛t m✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❛♥②
r✉♥ σ1 . . . σt t❤❛t st❛rts ❛t m ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s cs✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ✐♥ t❤❡ ❤❡❛♣
♦❢ σt ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ♦❜❥❡❝ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ cs ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ S(Im

cs , Pm, cs) ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pm ✐♥ σ1✳
❊①❛♠♣❧❡ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ m0.3.m2.8✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ st❛t❡♠❡♥t ❞
❂ ♥❡✇❆ ■♥t❡❣❡r❬✹❪ ✐♥ ❧✐♥❡ ✽ ♦❢ ♠❡t❤♦❞ m2 ✇❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❢r♦♠ m0 ❛t ❧✐♥❡ ✸✳

S(Im0
m0.3.m2.8, mc, m0.3.m2.8) =

= size(■♥t❡❣❡r❬❪) · C(Im0
m0.3.m2.8 ∪ {1 ≤ h ≤ 4}, mc)

= size(■♥t❡❣❡r❬❪) · C({n = 2mc, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ h ≤ 4}, mc)

= size(■♥t❡❣❡r❬❪) · C({1 ≤ j ≤ 2mc, 1 ≤ h ≤ 4}, mc)

= size(■♥t❡❣❡r❬❪) · 8mc

✹size(❚❬❪) ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❖❜❥❡❝t s✉❜❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❞✐✛❡r ❢♦r ❛rr❛②s ♦❢ ❜❛s✐❝ t②♣❡s✳



✹✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s❡ts ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r mc✳

❊①❛♠♣❧❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❤❛t ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❢♦r ✭s♦♠❡ s❡❧❡❝t❡❞✮ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♠❡t❤♦❞ m0✳

❝s S(Im0
cs ,Pm0, ❝s)

m0.2.m1.2 size(❘❡❢❖)

m0.2.m1.6 size(■♥t❡❣❡r❬❪) · 9

m0.2.m1.5.m2.3 size(❖❜❥❡❝t❬❪) ·
( 1

2
mc2 +

1

2
mc
)

m0.2.m1.5.m2.6 size(■♥t❡❣❡r❬❪) ·
( 1

9
mc3 +

1

2
mc2 + [−

1

6
,−

1

6
,−

5

6
]mc · mc + [0,−

4

9
,−

11

9
]mc

)

m0.2.m1.5.m2.7 size(■♥t❡❣❡r) ·
( 1

3
mc2 +

2

3
mc + [0, 0,

1

3
]mc

)

m0.2.m1.5.m2.8 size(■♥t❡❣❡r❬❪) · (2mc2 + 2mc)

m0.3.m2.3 size(❖❜❥❡❝t❬❪) · 2mc

m0.3.m2.6 size(■♥t❡❣❡r❬❪) ·
( 4

3
mc2 + [2,−

2

3
,
2

3
]mc · mc + [0,−

2

3
,−

2

3
]mc

)

m0.3.m2.7 size(■♥t❡❣❡r) ·
( 4

3
mc + [0,

2

3
,
1

3
]mc

)

m0.3.m2.8 size(■♥t❡❣❡r❬❪) · 8mc

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✷✳ ▼❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞

❍❛✈✐♥❣ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r❡✲
❛t✐♦♥ s✐t❡✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♠❡♠♦r② ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❛ r✉♥ st❛rt✐♥❣ ❛t ♠❡t❤♦❞
m✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♠❡t❤♦❞ m✱
❣❡ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❡❛❝❤
♦♥❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ②✐❡❧❞s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡♠✳

▲❡t CSm ⊆ CS ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♠❡t❤♦❞ m t❤❛t
✐s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s cs = π.ℓ ∈ CS✱ ✇❤❡r❡ π ✐s ❛ ♣❛t❤ st❛rt✐♥❣ ❛t m✳

❊①❛♠♣❧❡ ❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ❛r❡✿
CSm0 = { m0.1✱ m0.2.m1.2✱ m0.2.m1.3✱ m0.2.m1.6✱ m0.2.m1.5.m2.3✱

m0.2.m1.5.m2.6✱ m0.2.m1.5.m2.7✱ m0.2.m1.5.m2.8✱ m0.2.m1.5.m2.10✱
m0.3.m2.3✱ m0.3.m2.6✱ m0.3.m2.7✱ m0.3.m2.8✱ m0.3.m2.10 }

CSm1 = { m1.2✱ m1.3✱ m1.6✱ m1.5.m2.3✱ m1.5.m2.6✱ m1.5.m2.7✱ m1.5.m2.8✱
m1.5.m2.10 }

CSm2 = { m2.3✱ m2.6✱ m2.7✱ m2.8✱ m2.10 }

❋✐❣✳ ✷✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s ❛✉t♦♠❛t✲
✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♦❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❋●❇+✵✺❪✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡s ✐s ✜♥✐t❡✳ ◆♦✇✱ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞
❜② ❛ ♠❡t❤♦❞ m ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦✿ ❢♦r ❡❛❝❤ cs ∈ CSm✱ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ S ❛♥❞ s✉♠ ✉♣ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❆❧❧♦❝ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs✮ t❤❛t ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❛ s❡❧❡❝t❡❞ s❡t ♦❢
❝r❡❛t✐♦♥s s✐t❡s✿



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ▼❡♠♦r② ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✹✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❈❛❧❧ ●r❛♣❤ ❛♥❞ ❈r❡❛t✐♦♥ ❙✐t❡s

❝♦♠♣✉t❡❆❧❧♦❝✭m✱ CS✮ =
∑

cs ∈ CS

S(Im
cs , Pm, cs) ✱ ✇❤❡r❡ CS ⊆ CSm

●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m✱ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞
❜② m ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

♠❡♠❆❧❧♦❝✭m✮ ❂ ❝♦♠♣✉t❡❆❧❧♦❝✭m✱ CSm✮

❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❛♥② r✉♥ σ1 . . . t❤❛t st❛rts ❛t m✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②✱ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛♣ ♦❢
❛♥② st❛t❡ ✐♥ t❤❡ r✉♥✱ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ♦❜❥❡❝ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❛ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ✐♥ CSm r❡❛❝❤❡❞
❜② t❤❡ r✉♥✱ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♠❡♠❆❧❧♦❝✭m✮ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs Pm ✐♥ σ1✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❛r✐s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱
❜✉t ❛❧s♦ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ ❛❧❧ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧
❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❛❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ r✉♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r m0✱ m1 ❛♥❞ m2✳

♠❡♠❆❧❧♦❝✭m0✮ size(■♥t❡❣❡r❬❪) ·
( 1

9
mc3 +

23

6
mc2 +([

29

2
,
71

6
,
25

2
]mc) ·mc+[11,

83

9
,
79

9
]mc

)

+ size(■♥t❡❣❡r) ·

( 1

3
m2 + 2mc + [0,

2

3
,
2

3
]mc

)

+ size(❖❜❥❡❝t❬❪) ·
( 1

2
mc2 +

7

2
mc
)

+ 2 · size(❘❡❢❖)

♠❡♠❆❧❧♦❝✭m1✮ size(■♥t❡❣❡r❬❪) ·
( 1

9
k3 +

5

2
k2 +[

23

6
,
23

6
,
19

6
]k ·k +[9,

77

9
,
70

9
]k

)

+ size(■♥t❡❣❡r) ·
( 1

3
k2 +

2

3
k +

[0, 0,
1

3
]k

)

+ size(❖❜❥❡❝t❬❪) ·
( 1

2
k2 +

3

2
k
)

+ size(❘❡❢❖)

♠❡♠❆❧❧♦❝✭m2✮ size(■♥t❡❣❡r❬❪) ·
( 1

3
n2 + [

16

3
,
14

3
, 4]n · n + [2, 1,

2

3
]n
)

+ size(■♥t❡❣❡r) ·
( 2

3
n + [0,

1

3
,
2

3
]n
)

+

size(❖❜❥❡❝t❬❪) · n

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ▼❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ♠❡t❤♦❞s m0✱ m1✱ ❛♥❞ m2

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧
st❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ✐♥ t❤❡
✇♦rst ❝❛s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡
❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❧❡❛❞s t♦ ❢❡✇ ♣❛t❤s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s st✐❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s
❛❝t✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❋✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥
t❤✐s t♦♣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛
♣r♦❣r❛♠ st❛rt✐♥❣ ❛t ❛♥② ♠❡t❤♦❞ m✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❜❛t❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ✐t



✹✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ❛r❣✉♠❡♥ts
♦r ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❧✐❦❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✜❧❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❣❡t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t✲
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛t ❛ ✜♥❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣r❛♥✉❧❛r✐t②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥
❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❛❝t✐✈❡ ❡✈❡♥t✲❞r✐✈❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞✐s♣❛t❝❤❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❝♦♥✈❡②❡❞
✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t✳

✷✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r②

❙❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❣r♦✉♣✐♥❣ s❡ts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦
r❡❣✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥✐t✳ ❚❤✉s✱ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞
t♦❣❡t❤❡r ✇❤❡♥ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥✐t ✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ✐♥❢❡r s❝♦♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ♣♦✐♥t❡r ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭❡✳❣✳✱ ❬❇❧❛✾✾✱ ❙❘✵✶❪✮✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❛t ♠❡t❤♦❞ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥✱ ❛ ♥❡✇ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❲❤❡♥ ✐t ✜♥✐s❤❡s✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐ts ♦❜❥❡❝ts✳ ❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬●◆❨❩✵✺❪✳

❆♥ ♦❜❥❡❝t ❡s❝❛♣❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ✐ts ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❧✐❢❡t✐♠❡✱
❛♥❞ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛❢❡❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤✐s ✉♥✐t ✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ▲❡t escape :
Method → P(CreationSite) ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m r❡t✉r♥s ✭❛♥ ♦✈❡r✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢✮ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s escape(m) ⊆ CSm t❤❛t ❡s❝❛♣❡ m✳

❆♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ m ✇❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ m✳ ▲❡t capture : Method → P(CreationSite) ❜❡ ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m r❡t✉r♥s ✭❛♥ ✉♥❞❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢✮ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s
capture(m) ∈ CSm t❤❛t ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② m✳

❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥② ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡✿

escape(m0) = {}

escape(m1) = {m1.3, m1.5.m2.3, m1.5.m2.6, m1.5.m2.7}

escape(m2) = {m2.3, m2.6, m2.7, m2.10}

capture(m0) = {m0.1, m0.2.m1.3, m0.2.m1.5.m2.3, m0.2.m1.5.m2.6, m0.2.m1.5.m2.7,

m0.2.m1.5.m2.10, m0.3.m2.3, m0.3.m2.6, m0.3.m2.7, m0.3.m2.10}

capture(m1) = {m1.5.m2.10, m1.2, m1.6}

capture(m2) = {m2.8}

✷✳✹✳✶✳ ▼❡♠♦r② t❤❛t ❡s❝❛♣❡s ❛ ♠❡t❤♦❞

■♥ ♦r❞❡r t♦ s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② t❤❛t ❡s❝❛♣❡s ❛
♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❜✉t ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ s❡❛r❝❤ t♦
❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s t❤❛t ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✿

♠❡♠❊s❝❛♣❡s✭m✮ ❂ ❝♦♠♣✉t❡❆❧❧♦❝✭m✱ escape(m)✮

❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♠❡♠♦r② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❧❡❛✈❡s
❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ✭t❤❡ ❝❛❧❧❡r r❡❣✐♦♥ ♦r t❤❡✐r ♣❛r❡♥t r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧
st❛❝❦✮ ❛❢t❡r ✐ts ♦✇♥ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞❡❛❧❧♦❝❛t❡❞✱ ♦r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② t❤❛t
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❡r♠✐♥❛t❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ▼❡♠♦r② ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✹✼

❊①❛♠♣❧❡ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♠❡♠♦r②✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝r❡✲
❛t✐♦♥ s✐t❡s ❡s❝❛♣✐♥❣ m1✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

♠❡♠❊s❝❛♣❡s✭m1✮❂ size(❖❜❥❡❝t❬❪) · k m1.3

+size(❖❜❥❡❝t❬❪) ·
( 1

2
k2 +

1

2
k
)

m1.5.m2.3

+size(■♥t❡❣❡r❬❪) ·
( 1

9
k3 +

1

2
k2 + [

5

6
,
5

6
,
1

6
]k · k + [0,−

4

9
,−

11

9
]k

)

m1.5.m2.6

+size(■♥t❡❣❡r) ·
( 1

3
k2 +

2

3
k + [0, 0,

1

3
]k

)

m1.5.m2.7

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❆♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❡s❝❛♣✐♥❣ ❢r♦♠ m1✳

✷✳✹✳✷✳ ▼❡♠♦r② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♠❡♠♦r② t❤❛t
✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❜✉t ✇❡
r❡str✐❝t t❤❡ s❡❛r❝❤ t♦ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞✿

♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞✭m✮ ❂ ❝♦♠♣✉t❡❆❧❧♦❝✭m✱ capture(m)✮

❊①❛♠♣❧❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♠❡♠♦r② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✳

♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞✭m0✮ ❂ size(❘❡❢❖) m0.1
+size(❖❜❥❡❝t❬❪) · mc m0.2.m1.3

+size(❖❜❥❡❝t❬❪) ·
( 1

2
mc2 +

1

2
mc
)

+ m0.2.m1.5.m2.3

+size(■♥t❡❣❡r❬❪) ·
( 1

9
mc3 +

1

2
mc2 + [−

1

6
,−

1

6
,−

5

6
]mc · mc + [0,−

4

9
,−

11

9
]mc

)

m0.2.m1.5.m2.6

+size(■♥t❡❣❡r) ·
( 1

3
mc2 +

2

3
mc + [0, 0,

1

3
]mc

)

m0.2.m1.5.m2.7

+size(■♥t❡❣❡r❬❪) · mc m0.2.m1.5.m2.10

+ size(❖❜❥❡❝t❬❪) · 2mc m0.3.m2.3

+size(■♥t❡❣❡r❬❪) ·
( 4

3
mc2 + [2,−

2

3
,
2

3
]mc · mc + [0,−

2

3
,−

2

3
]mc

)

m0.3.m2.6

+size(■♥t❡❣❡r) ·
( 4

3
mc + [0,

2

3
,
1

3
]mc

)

m0.3.m2.7

+size(■♥t❡❣❡r❬❪) m0.3.m2.10

= size(■♥t❡❣❡r❬❪) ·
( 1

9
mc3 +

11

6
mc2 + ([

9

2
,
11

6
,
5

2
]mc) · mc + [2,

2

9
,−

2

9
]mc

)

+

size(■♥t❡❣❡r) ·
( 1

3
mc2 + 2mc + [0,

2

3
,
2

3
]mc

)

+ size(❖❜❥❡❝t❬❪) ·
( 1

2
mc2 +

7

2
mc
)

+

size(❘❡❢❖)

❚♦t❛❧

♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞✭m1✮ ❂ size(❘❡❢❖) m1.2
+size(■♥t❡❣❡r❬❪) · 9 m1.6
+size(■♥t❡❣❡r❬❪) · k m1.5.m2.10
♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞✭m2✮ ❂ size(■♥t❡❣❡r❬❪) · 4n m2.8

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ▼❡♠♦r② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ♠❡t❤♦❞s m0✱ m1 ❛♥❞ m2

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠✲
♦r② r❡❣✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s s❝♦♣❡✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♣❡❝✲
✐❢② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛t r✉♥✲t✐♠❡✱ ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡
❘❚❙❏ ❬●❇✵✵❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✷✳✺✳ ▼❡t❤♦❞ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t t♦♦❧✲s✉✐t❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ❛✐♠✐♥❣ ❛t ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❏❛✈❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✲



✹✽ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ Pr♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t t♦♦❧✲s✉✐t❡

✜❡s t❤❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞
❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ tr❡❛t s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳

✷✳✺✳✶✳ ❚♦♦❧

❚❤❡ ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✸✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②
❛♥❛❧②③❡ s✐♥❣❧❡✲t❤r❡❛❞❡❞ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ♦r
❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳

❈❛❧❧ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙♦♦t ❬❱❘❍❙+✾✾❪✳ ■♥✈❛r✐❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❛ss❡rt✐♦♥s ✏à ❧❛✑ ❏▼▲ ❬▲▲P+✵✵❪✱ ♦r ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②✲
s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬❈❍✼✽✱ ❈❈✵✷❪ ♦r ❏❛✈❛✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦♥❡s❬◆❊✵✶✱ ❋▲✵✶✱ ❊❈●◆✾✾✱ ❈▲✵✺❪✳
P♦❧②▲✐❜ ❬P♦❧❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❊❤r❤❛rt ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❧♦❝❛❧ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥ts ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❉❛✐❦♦♥❬❊❈●◆✾✾❪✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t ❉❛✐❦♦♥
✐s ❛ t♦♦❧ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝ ❞❡❝t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✏❧✐❦❡❧②✑ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♦✈❡r
❛ s❡t ♦❢ t❡st ❝❛s❡s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❉❛✐❦♦♥ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ tr✉❡ ✐♥ ❛❧❧ r✉♥s✱ t❤❛t ✐s✱ ❜❡✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ t❤❡② ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡✳ ■♥ ♦✉r
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♦✉r ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧
st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡② ♦♥❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t♦♦❧ ❜✉✐❧❞s ❛
❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts t❤❛t
❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❜✐♥❞✐♥❣✮✳ ❲❡❛❦ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❝❛❧❧s ♠❛❦❡ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦
♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t♦♦ ♠✉❝❤✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ✇❡ ❝♦♠♠❡♥t t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞s✱ ✐t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦
♦❜t❛✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts t❤❛t ♦♥❧② ❝❛♣t✉r❡ ✇❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ▼❡♠♦r② ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✹✾

✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❬❈❧❛✾✻❪✳ ❆ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ♦✉r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s
✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♣r♦❣r❛♠
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t r❡♣❡❛t t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐s✐ts
♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✭❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❤❛❧ts✮✳ ❆♥ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥t t❤❛t ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡
✐♥✈❛r✐❛♥t✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s
t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ❧✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❛❧②s✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✜❡❧❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✐t❤ ❛ ❧♦♦♣
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬◆◆❍✾✾❪✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢♦r ❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣s ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❍❛♥❞❧✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t②♣❡s ❜❡②♦♥❞ ✐♥t❡❣❡rs ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
✐ss✉❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✜♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷ ✇❡ ❜r✐❢❡❧②
❞✐s❝✉ss ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ str❛t❡❣② ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ t♦♦❧ ❝✉rr❡♥t❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛♥ ✐t❡r❛✲
t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♣❡r✈❛❞✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦♦♣✐♥❣ ♦✈❡r ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐s ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ✭s✉❝❤ ❛s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✮ ✐s ♥♦t ♣r❡❝❧✉❞❡❞✱
❜✉t ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❣♦♦❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

✷✳✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✉❜s❡t ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s
❢r♦♠ ❏❖❧❞❡♥ ❬❈▼✵✶❪ ❛♥❞ ❏●r❛♥❞❡ ❬❉❍P❲✵✶❪ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣
t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞
❧♦♦♣ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✕ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s ✇❡ ❤❛❞ ✐♥ ♠✐♥❞ ✇❤❡♥ ✇❡
❞❡✈✐s❡❞ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

■♥❞❡❡❞✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❢❛❝❡❞ s❡r✐♦✉s ♦❜st❛❝❧❡s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳
❋✐rst✱ ✐♥ ♠♦st ❡①❛♠♣❧❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r②✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s r❡s✐❞❡ ✐♥t♦ r❡❝✉rs✐✈❡
str✉❝t✉r❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥t❡❣❡r✲t②♣❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✉t
❛❧s♦ ♦❜❥❡❝t ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ t❤❡ t♦♦❧ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧
❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❡❛t❡❞ ✭❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞✮ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ✭♠st
❛♥❞ ❡♠✸❞ ❡①❛♠♣❧❡s✮✳ ■♥ ❛❧❧ t❡st ❝❛s❡s✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ✇❡r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✸✵ s❡❝✳ ✐♥
❛ P❡♥t✐✉♠ ✹ ✸●❤③ P❈ ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❋✐❣✳ ✷✳✸✮✿ ✭✶✮ ✜♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✱
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ✭✷✮ ❝♦♥tr♦❧✲st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ✭✸✮ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ✭✹✮ ❊❤r❤❛rt
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t♦♦❧ ✇❛s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ♠♦st ♥♦♥✲r❡❝✉rs✐✈❡ ✭❛♥❞
t❛✐❧✲r❡❝✉rs✐✈❡✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭✐✳❡✳✱ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❡st ❝❛s❡s ❢♦r
❉❛✐❦♦♥✱ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡
♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s❡ts✮✳ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s t❤❛t ♣r❡✈❡♥t ❢✉❧❧②
❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❛rt ♦❢ ❛♥② s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ t❤❡ s❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮
♥❡❡❞s ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♠♦r❡ r❡❛❞❛❜❧❡✱ t❤❡ t♦♦❧ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✺✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ s❡t ❛s✐❞❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡

✺❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐③❡✭❚✮❂✶ ❢♦r ❛❧❧ t②♣❡ ❚



✺✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛ ❧✐❜r❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❡①❛♠♣❧❡s ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t✐♠❡ ✭♦❢ ❝♦r❡ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛st
❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✭✭★❖❜s ✲ ❊st✐♠❛t✐♦♥✮✴❊st✐♠❛t✐♦♥✮✳

❊①❛♠♣❧❡✿❈❧❛ss✳▼❡t❤♦❞ ❙t❛t✐❝ ❆♥❛❧②s✐s Pr❡❝✐s✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s

#CSm ♠❡♠❆❧❧♦❝ ❚✐♠❡ P❛r❛♠✳ ★❖❜❥s ❊st✐♠✳ ❊rr✪

♠st✿▼❙❚✳♠❛✐♥✭♥✈✮ ✶✸ (2+[ 1
4

, 0, 0, 0]nv)nv2 ✷✻✳✵✹s ✶✵ ✷✹✵ ✷✹✺ ✷✱✵✵
+4nv + 5 ✷✵ ✾✹✵ ✾✽✺ ✺✱✵✵

✶✵✵ ✷✷✼✵✵ ✷✷✾✵✺ ✶✱✵✵
✶✵✵✵ ✷✷✺✷✵✵✵ ✷✷✺✹✵✵✺ ✵✱✵✾

♠st✿▼❙❚✳❝♦♠♣✉t❡▼❙❚✭❣✱ ♥✈✮ ✶ nv − 1 ✶✵ ✾ ✾ ✵✱✵✵
✷✵ ✶✾ ✶✾ ✵✱✵✵
✶✵✵ ✾✾ ✾✾ ✵✱✵✵
✶✵✵✵ ✾✾✾ ✾✾✾ ✵✱✵✵

♠st✿●r❛♣❤✳●r❛♣❤✭♥✈✮ ✻ (2+[ 1
4

, 0, 0, 0]nv)nv2 ✶✵ ✷✸✵ ✷✸✵ ✵✱✵✵
+3nv ✷✵ ✾✷✵ ✾✻✵ ✹✱✶✼

✶✵✵ ✷✷✻✵✵ ✷✷✽✵✵ ✵✱✽✽
✶✵✵✵ ✷✷✺✶✵✵✵ ✷✷✺✸✵✵✵ ✵✱✵✾

♠st✿●r❛♣❤✳❛❞❞❊❣❞❡s✭♥✈✮ ✷ 2nv2 ✶✵ ✶✽✵ ✷✵✵ ✶✵✱✵✵
✷✵ ✼✻✵ ✽✵✵ ✺✱✵✵
✶✵✵ ✶✾✽✵✵ ✷✵✵✵✵ ✶✱✵✵
✶✵✵✵ ✶✾✾✽✵✵✵ ✷✵✵✵✵✵✵ ✵✱✶✵

❊♠✸❞✳♠❛✐♥✭♥◆✱ ♥❉✮ ✷✽ 6nD ·nN +4nN +14 ✸✵✳✺✼s ✭✶✵✱ ✺✮ ✸✺✵ ✸✺✹ ✶✱✶✸
✭✷✵✱ ✻✮ ✽✶✵ ✽✶✹ ✵✱✹✾
✭✶✵✵✱ ✼✮ ✹✻✶✵ ✹✻✶✹ ✵✱✵✾
✭✶✵✵✵✱ ✽✮ ✺✷✵✶✵ ✺✷✵✶✹ ✵✱✵✶

❇✐❣r❛♣❤✳❝r❡❛t❡✭♥◆✱ ♥❉✮ ✷✷ 6nD · nN + 4nN + 8 ✭✶✵✱ ✺✮ ✸✹✽ ✸✹✽ ✵✱✵✵
✭✷✵✱ ✻✮ ✽✵✽ ✽✵✽ ✵✱✵✵
✭✶✵✵✱ ✼✮ ✹✻✵✽ ✹✻✵✽ ✵✱✵✵
✭✶✵✵✵✱ ✽✮ ✺✷✵✵✽ ✺✷✵✵✽ ✵✱✵✵

◆♦❞❡✳♠❛❦❡❋r♦♠◆♦❞❡s ✷ 2 · this.fromCount ✶✵ ✷✵ ✷✵ ✵✱✵✵
✷✵ ✹✵ ✹✵ ✵✱✵✵
✶✵✵ ✷✵✵ ✷✵✵ ✵✱✵✵
✶✵✵✵ ✷✵✵✵ ✷✵✵✵ ✵✱✵✵

❚r❡❡✳❝r❡❛t❡❚❡st❉❛t❛✭♥❜✮ ✷✸ 17nb + 26 ✼✳✷✷s ✶✵ ✶✾✻ ✶✾✻ ✵✱✵✵
✷✵ ✸✻✻ ✸✻✻ ✵✱✵✵
✶✵✵ ✶✼✷✻ ✶✼✷✻ ✵✱✵✵
✶✵✵✵ ✶✼✵✷✻ ✶✼✵✷✻ ✵✱✵✵

❱❛❧✉❡✳❝r❡❛t❡❚r❡❡✭s✐③❡✱s❞✮ ✶ size − 1 ✷✳✼✹s ✶✵ ✼ ✾ ✷✷✱✷✷
✷✵ ✶✺ ✶✾ ✷✶✱✶
✷✵✵ ✶✷✼ ✶✾✾ ✸✻✱✷
✻✹ ✻✸ ✻✸ ✵✱✵
✶✷✽ ✶✷✼ ✶✷✼ ✵✱✵
✷✺✻ ✷✺✺ ✷✺✺ ✵✱✵

♣♦✇❡r✿❘♦♦t✳<✐♥✐t> ✶✹ ✸✷✻✷✷ ✺✳✽✷s ✲ ✸✷✹✶✷ ✸✷✻✷✷ ✵✱✻✹

✭✯✮❤❡❛❧t❤✿ ✭r❡❝✉rs✐✈❡✮ ✽ 11(4l
− 1)/3 ✷ ✺✺ ∞ ∞

❱✐❧❧❛❣❡✳❝r❡❛t❡❱✐❧❧❛❣❡✭❧✱ ❧❛❜✱ ❜✱ s✮ ✹ ✾✸✺ ∞ ∞

✻ ✶✺✵✶✺ ∞ ∞

✽ ✷✹✵✷✾✺ ∞ ∞

❋❋❚✳t❡st✭♥✮ ✶✵ 4n + 8 ✺✳✵✷s ✽ ✸✽ ✹✵ ✺✱✵✵
✸✷ ✶✸✹ ✶✸✻ ✶✱✹✼
✷✺✻ ✶✵✸✵ ✶✵✸✷ ✵✱✶✾
✶✵✷✹ ✹✶✵✷ ✹✶✵✹ ✵✱✵✺

❏●❋❍❡❛♣❙♦rt❇❡♥❝❤✳❏●❋✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ✷ ✶✵✵✵✵✵✶ ✹✳✻✸s ✲ ✶✵✵✵✵✵✶ ✶✵✵✵✵✵✶ ✵✱✵✵
❏●❋❈r②♣t❇❡♥❝❤✳❏●❋✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ✼ ✾✵✵✵✶✶✸ ✺✳✼✻s ✲ ✾✵✵✵✶✶✸ ✾✵✵✵✶✶✸ ✵✱✵✵
❏●❋❙❡r✐❡s❇❡♥❝❤✳❏●❋✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ✶ ✷✵✵✵✵ ✺✳✶✻s ✲ ✷✵✵✵✵ ✷✵✵✵✵ ✵✱✵✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ✐♥❞❡❡❞ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✈❡r② ❛❝✲
❝✉r❛t❡✱ ❛❝t✉❛❧❧② ②✐❡❧❞✐♥❣ ❡①❛❝t ✜❣✉r❡s ✐♥ ♠♦st ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♦✈❡r✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥s
✭✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✮✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❜✐s♦rt ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢
t❤❡ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✐s ❛❧✇❛②s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②
2i − 1 ❜❡✐♥❣ i = ⌈log2 size⌉✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❡①❛❝t ❢♦r ❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✇❡r
♦❢ ✷✳ ❋♦r t❤❡ ✭✯✮❤❡❛❧t❤ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✇❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❧✐♥❡❛r ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t✳ ■t ❛❝t✉❛❧❧② t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✻

✭t❤❡ ❣✐✈❡♥ r❡s✉❧t ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❤❛♥❞✮✳ ❋♦r ❢❢t✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t n ✇❛s r❡q✉✐r❡❞ t♦
❜❡ ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ ✷ ❢♦r ♥♦t t❤r♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❤❛t ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②
❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤❡ ▼❙❚ ❛♥❞ ❊♠✸❞ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❏❖❧❞❡♥✳ ❲❡ s❤♦✇ ♦♥❧②

✻❙♦♠❡ ❏❖❧❞❡♥ ♣r♦❣r❛♠s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ▼❡♠♦r② ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✺✶

♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ s♦♠❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ✵ ❛s
t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦❝❛t❡ ♦❜❥❡❝ts ♦r t❤❡② ❡s❝❛♣❡ t❤❡✐r s❝♦♣❡✳

m #CSm ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞✭♠✮

♠st
▼❙❚✳♠❛✐♥✭♥✈✮ ✶✸ s✐③❡✭♠st✳●r❛♣❤✮ + (s✐③❡✭■♥t❡❣❡r✮ + s✐③❡✭♠st✳❍❛s❤❊♥tr②✮) · nv2 +

[1/4, 0, 0, 0]nv · s✐③❡✭♠st✳❍❛s❤t❛❜❧❡✮ · nv2 + (s✐③❡✭♠st✳❱❡rt❡①✮ +
s✐③❡✭♠st✳❱❡rt❡①❬❪✮) · nv + 5 · s✐③❡✭❙tr✐♥❣❇✉❢❢❡r✮

▼❙❚✳♣❛rs❡❈♠❞▲✐♥❡✭✮ ✷ s✐③❡✭❥❛✈❛✳❧❛♥❣✳❘✉♥t✐♠❡❊①❝❡♣t✐♦♥✮✰s✐③❡✭■♥t❡❣❡r✮

▼❙❚✳❝♦♠♣✉t❡▼❙❚✭❣✱ ♥✈✮ ✶ s✐③❡✭♠st✳❇❧✉❡❘❡t✉r♥✮ · (nv − 1)

❡♠✸❞
❊♠✸❞✳♠❛✐♥✭♥◆✱♥❉✮ ✷✻ s✐③❡✭❡♠✸❞✳❇✐●r❛♣❤✮ + nN · (2 · s✐③❡✭❡♠✸❞✳◆♦❞❡✮ + 4 ·

s✐③❡✭❡♠✸❞✳◆♦❞❡❬❪✮ · nD + 2 · s✐③❡✭❞♦✉❜❧❡❬❪✮ · nD) + 8 ·
s✐③❡✭❡♠✸❞✳◆♦❞❡1❊♥✉♠❡r❛t❡✮ + 4 · s✐③❡✭❥❛✈❛✳❧❛♥❣✳❙tr✐♥❣❇✉❢❢❡r✮ +
s✐③❡✭❥❛✈❛✳✉t✐❧✳❘❛♥❞♦♠✮

❊♠✸❞✳♣❛rs❡❈♠❞▲✐♥❡✭✮ ✻ 3 · s✐③❡✭■♥t❡❣❡r✮ + 3 · s✐③❡✭❥❛✈❛✳❧❛♥❣✳❊rr♦r✮
❇✐●r❛♣❤✳❝r❡❛t❡✭♥◆✱♥❉✮ ✷ s✐③❡✭❡♠✸❞✳◆♦❞❡❬❪✮ · nN

❚❛❜❧❡ ✷✳✼✿ ❈❛♣t✉r✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ▼❙❚ ❛♥❞ ❊♠✸❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ t❤❡ t♦♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇●❨✵✹❪✳

✷✳✻✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

✷✳✻✳✶✳ ❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐♦♥

❆s st❛t❡❞✱ ❝✉rr❡♥t❧② ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❝✉rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧②
t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦❜st❛❝❧❡ ❢♦r ♦✉r ♠❡t❤♦❞ s✐♥❝❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts
❛r❡ r♦♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t s✉♣♣♦rt✐♥❣ r❡❝✉rs✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s s✐♥❝❡ ♦✉r ❢♦❝✉s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ✐s ❛ ✏r❛r❛ ❛✈✐s✑✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ✇❛②s
♦❢ r❡❧❛①✐♥❣ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
✇❤❡♥ r❡❝✉rs✐♦♥ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

✷✳✻✳✷✳ ❇❡②♦♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s

❙t❛t❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ♠❛② ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡
✐s ✈✐s✐t❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ✐t❡r❛t✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s✱
✜rst❧②✱ t♦ ❛❜str❛❝t ❛✇❛② ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ✐♥t♦ ✏✐♥t❡❣❡r ✈✐❡✇s✑ ✭❡✳❣✳✱ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱
❛rr❛② ❧❡♥❣t❤✱ ✐♥t❡❣❡r ❝❧❛ss✲❛ttr✐❜✉t❡s✱ ❝♦✉♥t❡rs st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✱ ❧❛r❣❡st
✐♥t❡❣❡r ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦♣❡rt②✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
♠❛② ❜❡ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ t❤♦s❡ ✐♥t❡❣❡r✲t②♣❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✭❡✳❣✳✱ ❝✉rr❡♥t ✐♥❞❡① ♣♦s✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r✲t②♣❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦✈❡r
t❤❡ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡ t❤❛t ♠❛② s❡r✈❡ ❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✳✳❣✱ s✐③❡ ♦❢ ❛rr❛②✮✳ ❚❤❡
t♦♦❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛rr❛②s✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤❡r❡ ❤♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

■t❡r❛t♦r ✐t✶❂ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✶✳✐t❡r❛t♦r✭✮❀

✇❤✐❧❡ ✭✐t✶✳❤❛s◆❡①t✭✮ ✫✫ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮ ④

❛ ❂ ✭❚②♣❡✮✐t✶✳♥❡①t✭✮❀

✳✳✳

⑥

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✿



✺✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✶✳ ❆s t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r✲✈❛❧✉❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡❛❝❤
✐t❡r❛t♦r ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✏✈✐rt✉❛❧✑ ❝♦✉♥t❡r it✳ ❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r ✐s ✐♥✐✲
t✐❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t♦r ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✐t✳♥❡①t✭✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❧♦♦♣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐t❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ ✐♥✲
❝❧✉❞❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ {0 ≤ it < ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳s✐③❡✭✮}✳

✷✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s ✐ts s✐③❡✳

♣✉❜❧✐❝ ❝❧❛ss ❆rr❛②❉✐♠ ④ ❖❜❥❡❝t❬❪ ♥❡✇❇❧♦❝❦✭✐♥t ❤♦✇✮ ④

❱❡❝t♦r ❧✐st❀ ✐♥t ❧❡♥❀ ✶✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❜❧♦❝❦❂♥❡✇ ❖❜❥❡❝t❬❤♦✇❪❀

❢✐♥❛❧ st❛t✐❝ ✐♥t ❇❙■❩❊ ❂ ✺❀ ✷✿ ❧✐st✳❛❞❞✭❜❧♦❝❦✮❀

❆rr❛②❉✐♠✭✮ ④ ✸✿ r❡t✉r♥ ❜❧♦❝❦❀

✶✿ ❧✐st❂ ♥❡✇ ❱❡❝t♦r✭✮❀ ⑥

✷✿ ❧❡♥ ❂ ✵❀ ⑥ ✈♦✐❞ ❛❞❞❆❧❧✭❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝✮ ④

✈♦✐❞ ❛❞❞✭❖❜❥❡❝t ♦✮ ④ ✶✿ ❢♦r✭■t❡r❛t♦r ✐t❂❝✳✐t❡r❛t♦r✭✮❀

✶✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❜❧♦❝❦❀ ✐t✳❤❛s◆❡①t✭✮❀✮

✷✿ ✐❢ ✭❧❡♥ ✪ ❇❙■❩❊ ❂❂ ✵✮ ④

✸✿ ❜❧♦❝❦ ❂ ♥❡✇❇❧♦❝❦✭❇❙■❩❊✮❀ ✷✿ ❛❞❞✭✐t✳♥❡①t✭✮✮❀

❡❧s❡ ⑥

✹✿ ❜❧♦❝❦❂✭❖❜❥❡❝t ❬❪✮ ⑥

❧✐st✳❧❛st❊❧❡♠❡♥t✭✮❀ ⑥

✺✿ ❜❧♦❝❦❬❧❡♥ ✪ ❇❙■❩❊❪ ❂ ♦❀

✻✿ ❧❡♥✰✰❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❊①❛♠♣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ s❤♦✇s ❛ ✭✈❡r② s✐♠♣❧❡✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛rr❛② ✉s✐♥❣ ❛
❧✐st ♦❢ ✜①❡❞ s✐③❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❞❞❆❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♣❛ss❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡
✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♥❡✇❇❧♦❝❦ ✇❤❡r❡ ❛ ♥❡✇ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❜❧♦❝❦ ✐s ❢✉❧❧✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡
addAll.2.add.3✿

IaddAll
addAll.2.add.3.newBlock.1 = {❇❙■❩❊ = 5, 0≤ it< ❝✳s✐③❡✭✮, ❧❡♥ = it,

❧❡♥ mod ❇❙■❩❊ = 0, ❤♦✇ = ❇❙■❩❊}

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ s✐③❡✼✿

S(IaddAll
addAll.2.add.3.newBlock.1, {c}) = ❝✳s✐③❡✭✮ + [0, 4, 3, 2, 1]❝✳s✐③❡✭✮

✷✳✻✳✸✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥

❲❤❡♥ ♣r♦❣r❛♠s ❢❡❛t✉r❡ ✐❢ st❛t❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝
✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡s t❤❛t✱ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝✲
t✉r❡✱ ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❜✉t t❤❡✐r ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❤❛✈❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s♦♠❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t
t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿
✵✿ ✈♦✐❞ t❡st✭✐♥t ♥✱❖❜❥❡❝t ❛❬❪✮ ④

✶✿ ❢♦r✭✐♥t ✐❂✶❀✐❁❂♥❀✐✰✰✮ ④

✷✿ ✐❢✭t✭✐✮✮

✸✿ ❛❬✐❪ ❂ ♥❡✇ ■♥t❡❣❡r❬✷✯✐❪❀

✹✿ ❡❧s❡

✺✿ ❛❬✐❪ ❂ ♥❡✇ ■♥t❡❣❡r❬✶✵❪❀

⑥

⑥

✼❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ S ✇✐❧❧ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t { 1 ≤ h1 ≤ how} s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ✐s ❛
♥❡✇❆ st❛t❡♠❡♥t✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ▼❡♠♦r② ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✺✸

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✧t❡st✧ ❡①❛♠♣❧❡

■❢ t✭✐✮ ✐s ❛❜str❛❝t❡❞ ❛✇❛②✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛t test.3 ❛♥❞ test.5 ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✿
Itest

test.3 = Itest
test.5 = {1 <= i <= n}

❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✽✿
S(Itest

test.3, n) = n2 + n✱ S(Itest
test.5, n) = 10n✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❆❧❧♦❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ s✉♠ ✉♣ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ②✐❡❧❞ t❤❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ n2 + 11n ✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s❛❢❡✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❢♦r n = 6✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❡st ✇✐❧❧ ❜❡ ✶✵✷✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐s ✻✷✳
❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ test.5 ✇❤❡♥ ✐ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✺ ❛♥❞
t❛❦✐♥❣ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ test.3 ✇❤❡♥ ✐ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✺ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✮✳ ■♥ ❬❇●❨✵✹❪ ✇❡
s❤♦✇ s♦♠❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳

✷✳✻✳✹✳ ❍②❜r✐❞ t❡❝❤♥✐q✉❡

❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ ❬❈❑◗+✵✺✱ ❈◆◗❘✵✺❪ s❡❡♠ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr❡s✲
❜✉r❣❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ❝❧❛ss ♠❡t❤✲
♦❞s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✈✐s❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❤✐❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❝❧❛ss❡s ✭❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛♥✲
❞❛r❞ ❧✐❜r❛r✐❡s✮ ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❧♦♦♣ ✐♥t❡♥s✐✈❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✉✐❧t ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤♦s❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s ♠❛② ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡s♦rt t♦ ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t ❛s ✇❡ ❤❛♥❞❧❡
❛rr❛② ❝r❡❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝r❡❛t✐♦♥
s✐t❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s ♠❛② ❜❡ ❜✉✐❧t
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ Pr❡s❜✉r❣❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞✳
❇❡♥❡✜ts ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞✿ ✜rst✱ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❤❛❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ♦✉r ❛❜✐❧✐t② t♦
s②♥t❤❡s✐③❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❡♥t❛✐❧ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡
♣♦✇❡r ❛♥❞ ✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✷✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②♠❜♦❧✐❝ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢

❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡s✲
t✐♠❛t♦r ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ t❤❡♥ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✐t ❢♦r s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡✲
♠❡♥t✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡s♦rts t♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♣r❡❞✐❝t ❞②♥❛♠✐❝

✽❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ♦♠✐t t❤❡ s✐③❡✭■♥t❡❣❡r✮ ❢❛❝t♦r✳



✺✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦✈❡❧✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡❧②
❛♥❛❧②③✐♥❣ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧♦♦♣✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s✳ ▼❡♠♦r②
❡st✐♠❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜♦t❤ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡✲ ❛♥❞ r✉♥✲t✐♠❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ s❡t ✉♣ t❤❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❘❚❙❏ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ❆P■✱ t♦ ♦✈❡r ❡st✐♠❛t❡
❤❡❛♣ ✉s❛❣❡✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r
❛ ♥❡✇ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❞✐st✉r❜✐♥❣
♦t❤❡r ♣r♦❣r❛♠s ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ t♦♦❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❏❛✈❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
✇❡r❡ ✈❡r② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣✳ ❲❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t♦♦❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❤♦r♦✉❣❤❧②
t❡st t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✮ ❛♥❞ ♠❛❦❡
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t✐❣❤t❡r✳

❖t❤❡r ❛s♣❡❝t t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❙❧✐❝✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✜♥❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ ❬●❤❡✵✷❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❝r❡❛t✐♦♥
s✐t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ st❛t✐❝❛❧❧② ♣r❡✲❛❧❧♦❝❛t❡❞✳



❈❍❆P❚❊❘ ✸

❆ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡✱ ♠♦♥✐t♦r ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦✲
❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❏❛✈❛✳ ■t ✜rst ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✐♥t❡r ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❞❡t❡❝t
♠❡♠♦r② s❝♦♣❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥str✉♠❡♥t ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ♠❡♠♦r② ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❢r❡❡❞ ❜② ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r✳
❖✉r s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s❝♦♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❞②✲
♥❛♠✐❝❛❧❧② ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❧❛❝❡s t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦ ❛t r✉♥t✐♠❡ ✈✐❛ ❛ r❡❣✐st❡r✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡rs ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t r✉♥✲t✐♠❡
❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❝♦❞❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❧❛ss
♦❢ ♠❛♥❛❣❡rs t❤❛t ❤❛♥❞❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲s✐③❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✜①❡❞✲s✐③❡ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦s
❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ✐♥tr❛✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛t r✉♥✲t✐♠❡ ✇✐t❤
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ t♦♦❧ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✶✳

✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈✉rr❡♥t tr❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥❞✉str② ❛r❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦✲
✇❛r❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❏❛✈❛✳ ❋r♦♠ t❤❡
s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐ss✉❡s ✐♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞
❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t❤r♦✉❣❤
❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥✲
❤✐❜✐ts ♠♦❞✉❧❛r✐t②✱ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❧✐❦❡ ❏❛✈❛✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧✲
❧❡❝t✐♦♥ ❬❏▲✾✻❪ ✭●❈✮✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❝❧❛♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛♣✲❛❧❧♦❝❛t❡❞ st♦r❛❣❡
❛❢t❡r ✐ts ❧❛st ✉s❡ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ♥♦t
✉s❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦✲
r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② r❡❝❧❛✐♠✐♥❣ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦
♣r❡❞✐❝t✳

❙❡✈❡r❛❧ ●❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬❍❡♥✾✽❪ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ✉s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♣②✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇r♦✽✹❪ ❞✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✳ ❚♦ ✐♥s✉r❡ t❤❛t ❤✐❣❤✲♣r✐♦r✐t② t❛s❦s ✇✐❧❧ ♥♦t r✉♥
♦✉t ♦❢ ♠❡♠♦r②✱ ❡♥♦✉❣❤ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡ ♠✉st ❜❡ ♣r❡✲❛❧❧♦❝❛t❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ s❤❛r✐♥❣ ♦❢
❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♠♦♥❣ ❧♦✇✲♣r✐♦r✐t② t❛s❦s ✐s ♥♦t ❡✈✐❞❡♥t✳ ❬❙✐❡✵✵❪ ❛❞❛♣ts t❤❡

✶ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛t t❤❡ ✏■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘✉♥t✐♠❡
❱❡✐r✜❝❛t✐♦♥✑ ✭❘❱✬✵✹✮ ❬●◆❨❩✵✺❪✳

✺✺



✺✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❛r❦✲❛♥❞✲s✇❡❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛ ❏❱▼ t❤❛t ❛❧❧♦❝❛t❡s ♦❜❥❡❝ts ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥ts r❡q✉✐r❡❞ ♣❡r ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜❧♦❝❦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❛❝❤✲
❛❜❧❡ ♠❡♠♦r②✳ ❬❘❋✵✷❪ ❛❞❛♣t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❝♦✉♥t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇r♦✽✺❪✳ ■ts
r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❤❡♥ ✐t ❤❛s t♦ ❝♦❧❧❡❝t
❛ ♥♦♥✲r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❝②❝❧❡✳ ❬❍■❇+✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣✐❝♦❏❛✈❛✲■■ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ tr❡❛❞♠✐❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇❛❦✾✷❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t
♣♦rt❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❝✉rr❡♥t ●❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❘❚❙❏ ❬●❇✵✵❪ ♣r♦♣♦s❡s
❛ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❆P■ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏s❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r②✑✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦
❛❧❧♦❝❛t❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ r❡❣✐♦♥s ❬●❆✵✶✱ ❚❚✾✼❪ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥✐t ✭♠❡t❤♦❞ ♦r t❤r❡❛❞✮✳ ❘❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❢r❡❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥✐t
✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✬ s❝♦♣❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❚❙❏ ❆P■ ✐s ❡rr♦r✲♣r♦♥❡✳

❚♦ ❛✈♦✐❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❚❙❏ ❆P■ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❬❉❈✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥str✉✲
♠❡♥t ❛ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ✭✇❤❡♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡✮ ❏❛✈❛ ♥❡✇ st❛t❡♠❡♥ts ❜②
❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ❘❚❙❏ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ❆P■✳ ❉♦✐♥❣ s♦ r❡q✉✐r❡s ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❛r❝s r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞❡♣t❤s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥✳ ❘♦✉❣❤❧②
s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❝♦♣❡s✱ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ ✇❡✐❣❤ts✱ t❤❛t ✐s✱ t♦ ❜✐♥❞ ❛♥② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛♥
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t t❤❛t tr❛♥s✐t✐✈❡❧② ♣♦✐♥ts t♦ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡
❢♦r♠❡r✳

❚♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❬❉❈✵✷❪ ✉s❡s ❛ ♣r♦✜❧❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ss✉r❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡
❣r❛♣❤ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r✉♥s✳ ■♥
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② r✉❧❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡s♣❡❝t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❢♦r❝❡s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ r✉♥✲t✐♠❡ ❝❤❡❝❦s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❆P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡
✐♠♣❧✐❡❞ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝r❡✲
❛t✐♦♥ s✐t❡ ✐s st❛t✐❝❛❧❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛② ♠❛❦❡ ♦❜❥❡❝ts
❧✐✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ♥❡❡❞❡❞✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❛tt❡♠♣ts t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡s❡ t✇♦ ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡ ✜rst
st❡♣ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ♣♦✐♥t❡r ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬❇❧❛✾✾✱ ❈●❙+✾✾✱ ❙❘✵✶❪ t♦
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ s❝♦♣❡s✳ ❯s✐♥❣ ♣♦✐♥t❡r ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✏❡s❝❛♣❡s✑ ♦r ✐s ✏❝❛♣t✉r❡❞ ❜②✑ ❛ ♠❡t❤♦❞✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❡s❝❛♣❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ✐ts ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s
❧✐❢❡t✐♠❡✱ s♦ ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t
✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✇❡ s②♥t❤❡s✐③❡ ❛ ♠❡♠♦r② ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❛s✲
s♦❝✐❛t❡s ❛ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞
❜② t❤❡ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ r✉♥✲
t✐♠❡ ❝❤❡❝❦s ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚♦ ✐♥str✉♠❡♥t t❤❡
♣r♦❣r❛♠✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❆P■ t❤❛t ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❘❚❙❏ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ r✉♥♥❛❜❧❡
♦❜❥❡❝t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡♠♦r② s❝♦♣❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❖✉r ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐ts
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ♠❛♣♣✐♥❣ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥
st❛❝❦ ❛t r✉♥t✐♠❡ ✈✐❛ ❛ r❡❣✐st❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛t r✉♥✲t✐♠❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✭❡✳❣✳✱
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡✲❧❡✈❡❧ ✐♥str✉♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✳

❲❡ ❛❧s♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ r✉♥✲t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥✲



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ✺✼

❛❣❡rs t❤❛t ❤❛♥❞❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲s✐③❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✜①❡❞✲s✐③❡ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦s✳ ❋♦r
t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛♥❛❣❡rs✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲r❡❣✐♦♥
❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳✱ ✜rst✲✜t ❛♥❞ ❜❡st✲✜t✮✳ ❚❤❡s❡
♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛t r✉♥✲t✐♠❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❘✉♥✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t✉♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t♦
t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳

❲❡ ✜♥❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ t♦♦❧ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✳✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❙❘✵✶❪✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❜❡ ❛ s❡t {m0, m1, . . .} ♦❢ Methods✳
❆ ♠❡t❤♦❞ m ❤❛s ❛ ❧✐st Pm ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❊❛❝❤ st❛t❡♠❡♥t ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛
Label =def Method × N ✇❤✐❝❤ ✉♥✐q✉❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥✳

❆ ❈❛❧❧ ●r❛♣❤ ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞ m ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ CGm =< N, E > ✇❤❡r❡ N =
Methods r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ E = (Methods × Label × Methods)
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛❧❧ r❡❧❛t✐♦♥✳ (c, l, m) ∈ E ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ c✱ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ l✱
❝❛❧❧s ♠❡t❤♦❞ m✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛❧❧✱
❡①❛❝t❧② ✇❤✐❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞✱ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡
✐♥✈♦❝❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧❛t❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦✳

❙✐♥❝❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❛ ✜♥✐t❡ ❈❛❧❧ ❚r❡❡ CTm =<
N, E > ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝❧♦♥✐♥❣
t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣❛r❡♥t✳ N = MethodsCT = Label+ × Method
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ❛♥❞ E = (MethodsCT ×Label×MethodsCT )

▲❡t α ∈ Label+✳ ▲❡t α = α′.i✱ i ∈ N✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ trim(α) = α′✳ ▲❡t l ∈ Label
s✉❝❤ t❤❛t α = α1.l.α2✱ ❛♥❞ l ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ αi✱ i = 1, 2✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ pref(α, l) =
α1.l✱ ❛♥❞ suff(α, l) = l.α2✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ last(α.l) = l ❛♥❞ first(l.α) = l✳ ❚❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ mth() ♦❢ Label+ ♦♥t♦ Method ✐s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s mth(m.i) = m
❛♥❞ mth(α.m.i) = mth(α).m✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♥♦❞❡s ♦❢
t❤❡ ❝❛❧❧ tr❡❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ paths(CTm) t♦ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛t❤s ♦❢ CTm✱ ❛♥❞ predm(ρ) t♦
❜❡ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ♦❢ CTm ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ′.mth(first(ρ)) s✉❝❤ t❤❛t
ρ′.ρ ∈ paths(CTm)✳

❆ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✭❈❋●✮ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G =< N, E, entry, exit > ✇❤❡r❡
N ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ E ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✳ entry ❛♥❞ exit ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧s ♥♦❞❡s
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✉♥✐q✉❡ st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m✱ Gm ✐s t❤❡ ❈❋● ♦❢ m
✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s tr❛♥s✐t✐✈❡❧② t❤❡ ❈❋● ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ t❤❛t m ❝❛❧❧s✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ n ∈ N
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❧❛❜❡❧ l ∈ Label+✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ❛ ❝❛❧❧❡❞
♠❡t❤♦❞ ✐s ♠❛❝r♦✲❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐t ✐s ✐♥✈♦❦❡❞✱ ❧❛❜❡❧s
❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛t❤ ✐♥ CTm ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

❇② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ m0 ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✉s✱ Gm0 ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ CTm0 ✐ts ❝❛❧❧ tr❡❡✳

❲❡ ❝❛❧❧ ❈r❡❛t✐♦♥ ❙✐t❡ ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts Label+✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤❡r❡
❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡✇ ♦r ❛ ♥❡✇❆ st❛t❡♠❡♥t✮✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥❡✇ st❛t❡♠❡♥ts ♦♥❧② ❝r❡❛t❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❈♦♥str✉❝t♦rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❈❛❧❧s t♦ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛s ❛♥② ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧✳
CSm ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥tr② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
m ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✳

❲❡ ❝❛❧❧ ❈❛❧❧ ❙✐t❡ ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts Label+✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡
✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧✳ Callsm ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧s ✐♥ Gm✳



✺✽ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✈♦✐❞ ♠✵✭✐♥t ♠❝✮ ④

✶✿ ❘❡❢❖ ❤ ❂ ♥❡✇ ❘❡❢❖✭✮❀

✷✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❛ ❂ ♠✶✭♠❝✮❀

✸✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❡ ❂ ♠✷✭✷✯♠❝✱❤✮❀

⑥

❖❜❥❡❝t❬❪ ♠✶✭✐♥t ❦✮ ④

✶✿ ✐♥t ✐❀

✷✿ ❘❡❢❖ ❧ ❂ ♥❡✇ ❘❡❢❖✭✮❀

✸✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❜ ❂ ♥❡✇❆ ❖❜❥❡❝t❬❦❪❀

✹✿ ❢♦r✭✐❂✶❀✐❁❂❦❀✐✰✰✮ ④

✺✿ ❜❬✐✲✶❪ ❂ ♠✷✭✐✱❧✮❀

⑥

✻✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❝ ❂ ♥❡✇❆ ■♥t❡❣❡r❬✾❪❀

✼✿ r❡t✉r♥ ❜❀

⑥

❖❜❥❡❝t❬❪ ♠✷✭✐♥t ♥✱ ❘❡❢❖ s✮ ④

✶✿ ✐♥t ❥❀

✷✿ ❖❜❥❡❝t ❝✱❞❀

✸✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❢ ❂ ♥❡✇❆ ❖❜❥❡❝t❬♥❪

✹✿ ❢♦r✭❥❂✶❀❥❁❂♥❀❥✰✰✮ ④

✺✿ ✐❢✭❥ ✪ ✸ ❂❂ ✵✮ ④

✻✿ ❝ ❂ ♥❡✇❆ ■♥t❡❣❡r❬❥✯✷✰✶❪❀

⑥

❡❧s❡ ④

✼✿ ❝ ❂ ♥❡✇ ■♥t❡❣❡r❀

⑥

✽✿ ❞ ❂ ♥❡✇ ■♥t❡❣❡r❬✹❪❀

✾✿ s✳r❡❢ ❂ ❞❀

✶✵✿ ❢❬❥✲✶❪ ❂ ❝❀

⑥

✶✶✿ r❡t✉r♥ ❢❀

⑥

❝❧❛ss ❘❡❢❖ ④

♣✉❜❧✐❝ ❖❜❥❡❝t r❡❢❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▼♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡

❊①❛♠♣❧❡

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❈❛❧❧ ●r❛♣❤ ❛♥❞ ❈❛❧❧ ❚r❡❡
❢♦r ♠❡t❤♦❞ m0 ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈❛❧❧ ●r❛♣❤ ❛♥❞ ❈❛❧❧ ❚r❡❡ ❢♦r ♠❡t❤♦❞ m0 ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①❛♠♣❧❡

❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❛r❡✿
CSm0 = { m0.1✱ m0.2.m1.2✱ m0.2.m1.3✱ m0.2.m1.5.m2.3✱ m0.2.m1.5.m2.6✱

m0.2.m1.5.m2.7✱ m0.2.m1.5.m2.8✱ m0.2.m1.6✱ m0.3.m2.3✱
m0.3.m2.3✱ m0.3.m2.6✱ m0.3.m2.7✱ m0.3.m2.8 }

CSm1 = { m1.3✱ m1.5.m2.3✱ m1.5.m2.6✱ m1.5.m2.7✱ m1.5.m2.8✱ m1.6 }
CSm2 = { m2.3✱ m2.6✱ m2.7✱ m2.8 }

❚❤❡ ❝❛❧❧ s✐t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❛r❡✿
Callsm0 = { m0.2, m0.3 }
Callsm1 = { m1.5 }
Callsm2 = { }

✸✳✸✳ ❙❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

■♥ t❤❡ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❏❛✈❛ ✭❘❚❙❏✮ ❬●❇✵✵❪ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡✲
♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ✺✾

t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ r✉♥♥❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♠♣♦s❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✇❛②
♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛♥❣❧✐♥❣ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t o1✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ r✱ ❝❛♥ ♣♦✐♥t t♦ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t o2 ♦♥❧② ✐❢
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞s✿ o2 ❜❡❧♦♥❣s t♦ r❀ o2 ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ✐s
❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ r ✐s ❛❝t✐✈❡❀ o2 ✐s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛♣❀ o2 ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥♠♦rt❛❧ ✭♦r st❛t✐❝✮ ♠❡♠♦r②✳
❆♥ ♦❜❥❡❝t o1 ❝❛♥ ♥♦t ♣♦✐♥t t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t o2 ✐♥ r❡❣✐♦♥ r ✐❢✿ o1 ✐s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛♣❀ o1 ✐s ✐♥
✐♥♠♦rt❛❧ ♠❡♠♦r②❀ r ✐s ♥♦t ❛❝t✐✈❡ s♦♠❡t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ o1✬s ❧✐❢❡t✐♠❡✳

❆t r✉♥t✐♠❡✱ r❡❣✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✉♥✐ts
✭❡✳❣✳✱ ♠❡t❤♦❞s ♦r t❤r❡❛❞s✮✳ ■♥ ❛♥ s✐♥❣❧❡✲t❤r❡❛❞❡❞ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♦r❞❡r✐♥❣
♦❢ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧
st❛❝❦✳ ■♥ ❛ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤❡r❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❛❞s ❛♥❞
♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ tr❡❡ ✇❤✐❝❤ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤r❡❛❞✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤r❡❛❞s ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤r❡❛❞s ♦♥❧②
✐♥t❡r❛❝t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠♠♦rt❛❧ ♠❡♠♦r② ❬●❇✵✵❪✳

Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ❡rr♦r✲♣r♦♥❡✳ ❖♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ st❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣r♦❣r❛♠ s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ❬●❆✵✶❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡r s❝♦♣❡s ❜② st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥str✉♠❡♥t t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s
✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✸✳✸✳✶✳ ■♥❢❡rr✐♥❣ s❝♦♣❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❢❡r s❝♦♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ♣♦✐♥t❡r ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬❇❧❛✾✾✱
❈●❙+✾✾✱ ❙❘✵✶❪✳ ❚❤✐s ✐s ❛ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❞✐s❝♦✈❡rs t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥
s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡♠♦✈❛❧✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r✉♥t✐♠❡ ❝❤❡❝❦s✱
st❛❝❦ ❛♥❞ s❝♦♣❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✏❡s❝❛♣❡s✑ ♦r
✐s ✏❝❛♣t✉r❡❞ ❜②✑ ❛ ♠❡t❤♦❞✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t ❡s❝❛♣❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ✐ts ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❧♦♥❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ▲❡t escape : Method → P(CreationSite) ❜❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s t❤❛t ❡s❝❛♣❡ ❛ ♠❡t❤♦❞✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞
❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
▲❡t capture : Method → P(CreationSite) ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥
s✐t❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ❤❡r❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬❇❧❛✾✾✱ ❈●❙+✾✾✱ ❙❘✵✶❪✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡
✉s❡ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❊①❛♠♣❧❡

❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s t❤❛t ❡s❝❛♣❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❡s❝❛♣❡✭m0✮ = { }
❡s❝❛♣❡✭m1✮ = { m1.3✱ m1.5.m2.3✱ m1.5.m2.6✱ m1.5.m2.7 }
❡s❝❛♣❡✭m2✮ = { m2.3✱ m2.6✱ m2.7✱ m2.8 }

❝❛♣t✉r❡✭m0✮ = { m0.2.m1.3✱ m0.2.m1.5.m2.3✱ m0.2.m1.5.m2.6✱
m0.2.m1.5.m2.7✱ m0.3.m2.3✱ m0.3.m2.6✱ m0.3.m2.7✱
m0.3.m2.8 }

❝❛♣t✉r❡✭m1✮ = { m1.5.m2.8✱ m1.6 }
❝❛♣t✉r❡✭m2✮ = { }



✻✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❊s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s m0.1✱ m1.2✱ m1.3✱ m2.3✱ m2.6 ❛♥❞
m2.8

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❡✇ ❝❛s❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ m1.3 ❡s❝❛♣❡s ❢r♦♠ m1✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡
m1.3 ✐s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ b ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ❛s t❤❡
❜✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❝ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ b t♦ ♥♦❞❡ m1.3✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ❜② ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❡s❝❛♣❡s ❢r♦♠✮ ♠❡t❤♦❞ m1 ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s t❤❡ ❛r❝ ❢r♦♠ b t♦ a ❧❛❜❡❧❡❞ rv ✷✮✳ ❈r❡❛t✐♦♥
s✐t❡ m2.3 ❡s❝❛♣❡s ❢r♦♠ m2✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡ ✻ ♦❢ m2 ✐s
✜rst r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❜② c ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ❛♥ ❡♥tr② ♦❢ f ✭❧✐♥❡ ✶✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ❜② m2✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥ ❡♥tr② ♦❢ b ✇❤❡♥ m1 ❝❛❧❧s m2 ✐♥ ❧✐♥❡ ✺✱
❛♥❞ b ✐s r❡t✉r♥❡❞ ❜② m1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t m1.5.m2.6 ❡s❝❛♣❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ m0.2.m1.5.m2.6
✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② m0✳ ❆❧s♦✱ m2.8 ❡s❝❛♣❡s ❢r♦♠ m2 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐s
r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❜② s ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛ss❡❞ t♦ m2 ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❜✉t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥
s✐t❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② m1 ❛♥❞ m0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥✳

▲❡t m ❜❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ l ∈ Callsm✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡✿

register(l) = {last(cs) | cs ∈ capture(mth(l)) ∧ first(cs) = l}

❊①❛♠♣❧❡

❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ❝❛❧❧ s✐t❡s ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
register(m0.2) = { m1.3✱ m2.3✱ m2.6✱ m2.7 ⑥
register(m0.3) = { m2.3✱ m2.6✱ m2.7✱ m2.8 ⑥
register(m1.5) = { m2.8 ⑥

✸✳✸✳✷✳ ❙②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❝❛♥ s②♥t❤❡s✐③❡ ❛ ♠❡♠♦r② ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ t❤❛t
❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥ rm ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ m ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s
✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜②
❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞ m ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ m ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❛t
✐s✱ ♥♦ ♦❜❥❡❝t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② m ❝❛♥ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞✲t♦ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞
✭tr❛♥s✐t✐✈❡❧②✮ ❝❛❧❧✐♥❣ m✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❜② t❤♦s❡ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧②
r❡❝❧❛✐♠❡❞ ❛❢t❡r m t❡r♠✐♥❛t❡s✳

✷rv st❛♥❞s ❢♦r r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡✳



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ✻✶

▲❡t cs ❜❡ ❛ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ❛♥❞ m ❜❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ s✉❝❤ t❤❛t cs ∈ capture(m)✱ t❤❛t ✐s✱
m = mth(first(cs))✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ reclaim(cs) t♦ ❜❡ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧ tr❡❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤♦s❡ ♣❛t❤s ❤❛✈✐♥❣ cs ❛s s✉✣①✱ t❤❛t ✐s✿

reclaim(cs) = predm0(trim(cs))

= {pref(ρ, m) | ρ ∈ paths(CTm0) ∧ trim(cs) = suff(ρ, m)}

■♥ ✇♦r❞s✱ mth(ρ) ✐s ❛ ❝❛❧❧ st❛❝❦✱ ❛♥❞ mth(pref(ρ, m)) ✐s t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦
t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡r❡ ✐t ✐s s❛❢❡ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ❜② cs✳ ■❢
❛♥ ♦❜❥❡❝t o ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❧✐♥❡ i ♦❢ ♠❡t❤♦❞ n✱ ✇❤❡r❡ n.i = last(cs)✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛❧❧
st❛❝❦ ✐s mth(ρ)✱ t❤❡♥ o ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛♥② r❡❣✐♦♥ rm′ ✱ ✇❤❡r❡ m′ ❛♣♣❡❛rs
✐♥ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦ ✉♣t♦ ♠❡t❤♦❞ m✳

✸✳✸✳✸✳ ❆P■ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛t ♣r♦❣r❛♠ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❛♥ ❆P■ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❘❚❙❏ ♦♥❡✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇❘✵✶✱ ●❇✵✵❪✱ ✐♥ t✇♦ ♠❛❥♦r
♣♦✐♥ts✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ♦✉r ❆P■ ♠❡♠♦r② s❝♦♣❡s ❛r❡ ♥♦t ❜♦✉♥❞ t♦ r✉♥♥❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ t❤✐s
♣♦✐♥t✱ ♦✉r ❆P■ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❘❈ ❧✐❜r❛r② ❬●❆✵✶❪✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦✉r ❆P■ ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢② ❛
✉♥✐q✉❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛ ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡
❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛t r✉♥t✐♠❡ ✐s ❧❡❢t ♦✉t t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❆P■ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳

❡♥t❡r✭r✮ ♣✉s❤ r ✐♥t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦
❡①✐t✭✮ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t♦♣ r❡❣✐♦♥
❝✉rr❡♥t✭✮ r❡t✉r♥ t❤❡ t♦♣ r❡❣✐♦♥
❞❡t❡r♠✐♥❡❆❧❧♦❝❛t✐♦♥❙✐t❡✭❈❙✮ r❡❣✐st❡r ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✐♥ CS

♥❡✇■♥st❛♥❝❡✭❧✱❝✮ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss c

♥❡✇❆■♥st❛♥❝❡✭❧✱❝✱♥✮ s❛♠❡ ❜✉t ❢♦r ❛rr❛②s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❙❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ❆P■✳

❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t m ❜❡ ❛ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❝❛❧❧s t♦ ❡♥t❡r✭rm✮ ❛♥❞ ❡①✐t ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

▲❡t l = m.i ∈ Label ❜❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❈ ✭r❡s♣✳ ♥❡✇❆ ❈❬♥❪✮ st❛t❡♠❡♥t
✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ m✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐♥ ❧✐♥❡ i ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ t♦
♥❡✇■♥st❛♥❝❡✭❧✱❝✮ ✭r❡s♣✳ ♥❡✇■♥st❛♥❝❡✭❧✱❝✱♥✮✮✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② t❤❡ ♣❛t❤s ✐♥
t❤❡ ❝❛❧❧ tr❡❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ♥❡✇■♥st❛♥❝❡ ❛t ❧❛❜❡❧ l ♦♥❧② ❝❛rr✐❡s l ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✱
❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ reclaim() ❛t r✉♥t✐♠❡✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ r❡❣✐s✲
t❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❧❧
s✐t❡✳ ▲❡t l ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t m = mth(l)✳ ■❢ register(l) 6= ∅✱ ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡❆❧❧♦❝❛t✐♦♥❙✐t❡✭register✭❧✮✮ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ l✳

❚❤✉s✱ ❛t ♥❡✇■♥st❛♥❝❡✭❧✱❝✮✱ ✇❤❡r❡ mth(l) = m✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t pref(ρ, m) ∈ reclaim(cs)
✐✛ σ = mth(ρ) ✐s t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦✱ ❛♥❞ last(cs) ∈ register(l)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
✐♥st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♠❡t❤♦❞ ✐♥ pref(σ, m)✳



✻✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❊①❛♠♣❧❡

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

❝❧❛ss ❘❡❣✐st❡r❊①❛♠♣❧❡

④

❢✐♥❛❧ st❛t✐❝ ❙tr✐♥❣❬❪ ♠✵❴✷❂ ④✧♠✶❴✸✧✱✧♠✷❴✸✧✱✧♠✷❴✻✧✱✧♠✷❴✼✧⑥❀

❢✐♥❛❧ st❛t✐❝ ❙tr✐♥❣❬❪ ♠✵❴✸❂ ④✧♠✷❴✸✧✱✧♠✷❴✻✧✱✧♠✷❴✼✧✱✧♠✷❴✽✧⑥❀

❢✐♥❛❧ st❛t✐❝ ❙tr✐♥❣❬❪ ♠✶❴✺❂ ④✧♠✷❴✽✧⑥❀

⑥

✈♦✐❞ ♠✵✭✐♥t ♠❝✮ ④

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❡♥t❡r✭♥❡✇ ❘❡❣✐♦♥✭✧♠✵✧✮✮❀

❘❡❢❖ ❤ ❂✭❘❡❢❖✮ ❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳♥❡✇❆■♥st❛♥❝❡✭✧♠✵❴✸✧✱ ❘❡❢❖✳❝❧❛ss✱✶✮❀

❖❜❥❡❝t❬❪ ❛❀

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❞❡t❡r♠✐♥❡❆❧❧♦❝❛t✐♦♥❙✐t❡✭❘❡❣✐st❡r❊①❛♠♣❧❡✳♠✵❴✷✮❀

❛ ❂ ♠✶✭♠❝✮❀

❖❜❥❡❝t❬❪ ❡❀

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❞❡t❡r♠✐♥❡❆❧❧♦❝❛t✐♦♥❙✐t❡✭❘❡❣✐st❡r❊①❛♠♣❧❡✳♠✵❴✸✮❀

❡ ❂ ♠✷✭✷ ✯ ♠❝✱ ❤✮❀

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❡①✐t✭✮❀

⑥

❖❜❥❡❝t❬❪ ♠✶✭✐♥t ❦✮ ④

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❡♥t❡r✭♥❡✇ ❘❡❣✐♦♥✭✧♠✶✧✮✮❀

✐♥t ✐❀

❘❡❢❖ ❧ ❂✭❘❡❢❖✮ ❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳♥❡✇❆■♥st❛♥❝❡✭✧♠✶❴✷✧✱ ❘❡❢❖✳❝❧❛ss✱ ✶✮❀

❖❜❥❡❝t ❜❬❪ ❂ ✭❖❜❥❡❝t❬❪✮ ❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳♥❡✇❆■♥st❛♥❝❡✭✧♠✶❴✸✧✱ ❖❜❥❡❝t❬❪✳❝❧❛ss✱ ❦✮❀

❢♦r ✭✐ ❂ ✶❀ ✐ ❁❂ ❦❀ ✐✰✰✮ ④

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❞❡t❡r♠✐♥❡❆❧❧♦❝❛t✐♦♥❙✐t❡✭❘❡❣✐st❡r❊①❛♠♣❧❡✳♠✶❴✺✮❀

❜❬✐ ✲ ✶❪ ❂ ♠✷✭✐✱ ❧✮❀

⑥

❖❜❥❡❝t ❝❬❪ ❂ ✭■♥t❡❣❡r❬❪✮ ❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳♥❡✇❆■♥st❛♥❝❡✭✧♠✶❴✻✧✱ ■♥t❡❣❡r❬❪✳❝❧❛ss✱ ✾✮❀

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❡①✐t✭✮❀

r❡t✉r♥ ❜❀

⑥

❖❜❥❡❝t❬❪ ♠✷✭✐♥t ♥✱ ❘❡❢❖ s✮ ④

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❡♥t❡r✭♥❡✇ ❘❡❣✐♦♥✭✧♠✷✧✮✮❀

✐♥t ❥❀ ❖❜❥❡❝t ❝✱ ❞❀

❖❜❥❡❝t❬❪ ❢ ❂ ✭❖❜❥❡❝t❬❪✮ ❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳♥❡✇❆■♥st❛♥❝❡✭✧♠✷❴✸✧✱ ❖❜❥❡❝t❬❪✳❝❧❛ss✱ ♥✮❀

❢♦r ✭❥ ❂ ✶❀ ❥ ❁❂ ♥❀ ❥✰✰✮ ④

✐❢ ✭❥ ✪ ✸ ❂❂ ✵✮ ④

❝ ❂ ✭■♥t❡❣❡r❬❪✮ ❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳♥❡✇❆■♥st❛♥❝❡✭✧♠✷❴✻✧✱ ■♥t❡❣❡r❬❪✳❝❧❛ss✱ ❥ ✯ ✷ ✰ ✶✮❀

⑥ ❡❧s❡ ④

❝ ❂ ✭■♥t❡❣❡r❬❪✮ ❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳♥❡✇❆■♥st❛♥❝❡✭✧♠✷❴✼✧✱ ■♥t❡❣❡r❬❪✳❝❧❛ss✱ ✶✮❀

⑥

❞ ❂ ✭■♥t❡❣❡r❬❪✮ ❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳♥❡✇❆■♥st❛♥❝❡✭✧♠✷❴✽✧✱ ■♥t❡❣❡r❬❪✳❝❧❛ss✱ ✹✮❀

s✳r❡❢ ❂ ❞❀

❢❬❥ ✲ ✶❪ ❂ ❝❀

⑥

❙❝♦♣❡❞▼❡♠♦r②✳❡①✐t✭✮❀

r❡t✉r♥ ❢❀

⑥

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ■♥str✉♠❡♥t❡❞ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡

✸✳✸✳✹✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❉❈✵✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ❘❚❙❏ ❆P■ ❬●❇✵✵❪✱
❡❛❝❤ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ✐s st❛t✐❝❛❧❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ r❡❣✐♦♥ ❜② ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ♦✉t❡r✲
s❝♦♣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❚❙❏ ♠❡t❤♦❞ ❣❡t❖✉t❡r❙❝♦♣❡✭✮ ❛t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❛ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥s✮✱
t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ s❝♦♣❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤
✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧ tr❡❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❡♥❞s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢❡✇❡r
r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❜✐❣❣❡r s✐③❡s✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ♥❡❛r t❤❡ ❝❛❧❧ tr❡❡ r♦♦t✱ t❤✉s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✬
❧✐❢❡t✐♠❡✳

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♦✉r ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ❛♥❛❧②s✐s
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥s✱ ❜② ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ♠❛♣♣✐♥❣ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s t♦ ❛ ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ✻✸

st❛❝❦ ❛t r✉♥t✐♠❡ ✈✐❛ t❤❡ r❡❣✐st❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t
✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts
✐♥ ❛❧❧✇❛②s ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡♠ ✭t❤❛t
✐s✱ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✜①✮✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ♣r♦❞✉❝❡s r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ s✐③❡s t❡♥❞ t♦ ❜❡
❜✐❣❣❡r ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❢s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧ tr❡❡✱ t❤❛t ✐s ❢♦r t❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ s❤♦rt❡r ❧✐❢❡t✐♠❡s✱
r❛t❤❡r t❤❛♥ ♥❡❛r t❤❡ r♦♦t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞
♠❡♠♦r②✳

❊①❛♠♣❧❡

❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ m2.8 ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸✮✳ ❚❤❡
✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❉❈✵✷❪ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❛❧❧♦❝❛t❡ ♠❡♠♦r② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ r0 ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞ m0✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✳ ❖✉r ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②
❝❤♦♦s❡ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♠❡♠♦r② ✐♥s✐❞❡ r❡❣✐♦♥s r0 ♦r r1✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❧❡r m0 ♦r m1✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r ❆P■ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❘❚❙❏ ❛♥❞ ❘❈✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s
✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ♠❛② ❡①❤✐❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s r❡❣✐♦♥ s✐③❡✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t✐♠❡
❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦❝✉s ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✸✳✹✳ ❘✉♥✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t r✉♥t✐♠❡ ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r②✲❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ❆P■✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❤❛♥✲
❞❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲s✐③❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✜①❡❞✲s✐③❡ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
t②♣✐❝❛❧❧② ♠❛♥❛❣❡ ❛ ❧✐♥❦❡❞ ❧✐st ♦❢ ❜❧♦❝❦s ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
✜rst✲✜t ♦r ❜❡st✲✜t str❛t❡❣② ❬❲❏◆❇✾✺❪✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛❧❧♦❝❛t❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ✜rst
❜❧♦❝❦ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ ♣❧❛❝❡ t♦✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r s❡❛r❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧✲
❡st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❧❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡❧❡t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧s t♦ ♠❡t❤♦❞s✬ ✜♥❛❧✐③❡rs✮✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠❡♠♦r② ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ ❤♦❧❡s ♦❢ ✭t❡♠♣♦r❛r✐❧②✮ ✉♥✉s❛❜❧❡ ❢r❡❡
♠❡♠♦r②✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ♦✉t
♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆ st❛t✐❝✲❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ s✉❝❤
♥✉♠❜❡rs ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣
t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✸✳✹✳✶✳ ■♥tr❛✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ✉♥✉s❡❞ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ❛❢t❡r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡
❛♥ ✏✐♥tr❛✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥✑ ✐❢ t❤❡ ♥❡①t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t✿

✭✶✮ ♥♦ s✐♥❣❧❡ ❡♠♣t② ❢r❛❣♠❡♥t ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞✱
❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞

✭✷✮ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♠♣t② s♣❛❝❡ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳

✸❚❤❡ ❝♦st ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦♥st❛♥t ✐❢ ❝❛❧❧s t♦ ✜♥❛❧✐③❡rs ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✈✐❛ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳



✻✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

◆♦✇✱ ❧❡t ω = o1 · · · on ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥✳ ❲❡
❞❡♥♦t❡ ❜② R t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜② Ri t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❧♦❝❦s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t oi✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ R1, · · · , Rn+1 ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ R1 = {B1}✳ ◆♦✇✱ s✉♣♣♦s❡ Ri ❜❡ {B1, . . . , Bmi}✳ ▲❡t freek

i ❜❡
t❤❡ ❡♠♣t② s♣❛❝❡ ✐♥ ❜❧♦❝❦ Bk ❛♥❞ Ki ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❜❧♦❝❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤
❡♠♣t② s♣❛❝❡ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♦❜❥❡❝t oi✱ t❤❛t ✐s✱

Ki = {k ∈ [1, mi] | freek
i − size(oi) ≥ 0}.

❚❤❡♥✱

Ri+1 =

{

Ri ∪ {Bmi+1} ✐❢ Ki = ∅✱
Ri ♦t❤❡r✇✐s❡✳

▲❡t 4i ❜❡ ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦✈❡r Ki t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ Ri t❤❛t ❤❛✈❡
❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ oi ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ✜rst✲
✜t✱ 4i ✐s s✉❝❤ t❤❛t a 4i b ✐✛ a ≤ b ✱ ❢♦r ❛❧❧ a, b ∈ Ki, ❛♥❞ ❢♦r ❜❡st✲✜t✱ 4i ✐s s✉❝❤ t❤❛t
a 4i b ✐✛ freea

i ≤ freeb
i ✱ ❢♦r ❛❧❧ a, b ∈ Ki.

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ freek
i ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ free1

1 = size(B1)✳ ❋♦r i ≥ 1✱
✐❢ Ki 6= ∅✱

freek
i+1 =

{

freek
i − size(oi) ✐❢ k = min4i Ki✱

freek
i ♦t❤❡r✇✐s❡✱

❛♥❞ ✐❢ Ki = ∅✱

freek
i+1 =

{

size(Bk) − size(oi) ✐❢ k = mi + 1✱
freek

i ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ freei =
∑

k∈[1,mi]
freek

i ✳
▲❡t f(R, ω) ❜❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ R ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ω✳ ■t ✐s t❤❡

s❡q✉❡♥❝❡ f1, · · · , fn s✉❝❤ t❤❛t✿

fi =

{

freei ✐❢ Ki = ∅ ∧ freei − size(oi) ≥ 0
0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✸✳✹✳✷✳ ■♥t❡r✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r✲r❡❣✐♦♥
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡s✿ ✭✶✮ ❛❧✇❛②s ❛❧❧♦❝❛t❡ ✐♥ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t
r❡❣✐st❡rs t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡✮❀ ✭✷✮ ❛❧❧♦❝❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst r❡❣✐♦♥ ❜❛❝❦✇❛r❞s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✜① ✭♦❢
t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦✮ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✭✐♥t❡r✲r❡❣✐♦♥ ✜rst✲✜t✮❀
✭✸✮ ❛❧❧♦❝❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦✮ t❤❛t ❧❡❛✈❡s
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♠❛♥❡♥t ✭✐♥t❡r✲r❡❣✐♦♥ ❜❡st✲✜t✮✳

▲❡t Γ = Rmi1 . . . Rmip ❜❡ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝r❡❛t✐♦♥
s✐t❡✳ ❚❤❡ ✉♥✉s❡❞ ♠❡♠♦r② ✐♥ Γ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✏✐♥t❡r✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥✑
✇❤❡♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t ✐♥ Γ r❡q✉✐r❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦ t♦
s♦♠❡ r❡❣✐♦♥ Rmij ✱ 1 ≤ j ≤ p✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ✐♥ s♦♠❡
♦t❤❡r r❡❣✐♦♥ Rmik ✱ 1 ≤ j 6= k ≤ p✱ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳

❚❤❡ ✐♥t❡r✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Γ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ω✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② F (Γ, ω)✱ ❝❛♥ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ f(R, ω)✳

✸✳✺✳ Pr♦t♦t②♣❡ t♦♦❧

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦t♦t②♣❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧♠♦st ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝
t♦♦❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥t♦ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠❡♠♦r②



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ✻✺

♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✈✐❛ ♦✉r ❆P■✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡✐r r✉♥✲t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ s❤♦✇s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t♦♦❧✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❚♦♦❧ s✉✐t❡

❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ✉s❡ t❤❡
❋❧❡① ❍❛r♣♦♦♥ ❈♦♠♣✐❧❡r ❬❛●❪ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❋❧❡① ✐s
✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❊❝❧✐♣s❡ ♣❧✉❣✲✐♥ t❤❛t
t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ tr❛✈❡rs❡s t❤❡ s②♥t❛①
tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♦♥❡✳

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ t❡st s✉✐t❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s
❛ s♦❢t✇❛r❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✭❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇r❛♣♣❡rs ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡
♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ t❡st ♣❧❛t❢♦r♠ s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝❧❛ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✱ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦s✬ s✐③❡s✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❝❤❛rts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❏❈❤❛rt ❧✐❜r❛r②✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥tr❛✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ r✉♥ ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❧♦❝❦ s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲r❡❣✐♦♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡
①✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ♦❜❥❡❝t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
②✲❛①✐s s❤♦✇s t❤❡ ✐♥tr❛✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛t✐♦✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t♦t❛❧
✐♥tr❛✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s✉♠ ❢♦r ❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✮ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♠❡♠♦r② ✐♥ ❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r✉♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❝♦❞❡ s❡✈❡r❛❧
t✐♠❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦s✬ s✐③❡s✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✱ t❤❡ ①✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❧♦❝❦ s✐③❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ②✲❛①✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱
♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥tr❛✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ❛❧s♦
♣r♦✈✐❞❡s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t♦ ❝♦✉♥t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛t s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❝❤
tr❛♥s❢♦r♠s ❛ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ❤❡❛♣✲❜❛s❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♦♥❡ ✇✐t❤ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥s✉r❡s s❝♦♣✐♥❣ r✉❧❡s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s
r✉♥✲t✐♠❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ r✉♥✲t✐♠❡ ❝❤❡❝❦s✳

❖✉r ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✛❡rs ❛ ❧✐❣❤t✲✇❡✐❣❤t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥



✻✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ■♥tr❛✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❧♦❝❦ s✐③❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ▼❛①✴▼✐♥✴❆✈❣ ✐♥tr❛✲r❡❣✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧♦❝❦ s✐③❡s



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ✻✼

❛❜♦✉t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t r✉♥✲t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ ✉s✐♥❣ ✐t ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r ♣✉r♣♦s❡s s✉❝❤ ❛s ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜❥❡❝t ✐♥t❛♥❝❡s✱ r❡❣✐♦♥ s✐③❡s✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❡t❝✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧❧♦✇s ❝✉st♦♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✭❡✳❣✳✱ ♠✐♥✐♠✐③❡
❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛t✐♦✮✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t t♦✉❝❤✐♥❣
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ❛t ❛❧❧✳

❲❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ♦✉r ❆P■ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❘❚❙❏ ❛♥❞
❘❈ ❆P■✱ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❚✉r❜♦❏ ❝♦♠♣✐❧❡r ❬■♥s❪✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s
❡①t❡♥❞✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝✉rs✐♦♥✱ ❛♥❞ r✉♥✲t✐♠❡
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝ ❡st✐♠❛t❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❇●❨✵✹❪✳





❈❍❆P❚❊❘ ✹

❆ s✐♠♣❧❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜②✱ ❜✉t ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥✱
t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❛② ❛♥❞ ❙t❡❡♥s❣❛❛r❞ ❬●❙✵✵❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♠❡♠♦r② ✉s✐♥❣ ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞
♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥❡s ✐♥tr❛♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ✐♥✲
t❡r♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✇♦r❦ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss t♦✇❛r❞s ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲♦r✐❡♥t❡❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ s❡✈❡r❛❧t②♣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢
❛ ✜rst ♣r♦t♦t②♣❡ ♦♥ ❛ ❢❡✇ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✶✳

✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

●❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✭●❈✮ ❬❏▲✾✻❪ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② r❡❝❧❛✐♠✐♥❣ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐❢✲
✜❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t✳ ❙❡✈❡r❛❧ ●❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♠❜❡❞✲
❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ❬❍❡♥✾✽✱ ❙✐❡✵✵✱ ❘❋✵✷✱ ❍■❇+✵✷❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛r❡ ♥♦t ♣♦rt❛❜❧❡ ✭❛s t❤❡② ✐♠♣♦s❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♣❧❛t❢♦r♠✮✱ ❞♦ r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞✴♦r ❞♦ ♥♦t r❡❛❧❧② ❡♥s✉r❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✳

❆♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ●❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐s t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡
♦❜❥❡❝ts ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ❬❚❚✾✼❪✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ✉♥✐t ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❛ t❤r❡❛❞ ♦r ❛ ♠❡t❤♦❞✮✳ ❘❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❢r❡❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✉♥✐t ✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜② t❤❡ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡
❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❏❛✈❛ ✭❘❚❙❏✮ ❬●❇✵✵❪✱ ✇❤❡r❡ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ r✉♥♥❛❜❧❡s✱
❛♥❞ ❜② ❬●❆✵✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ❢♦r ❈✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡✜♥❡ ❆P■s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ❤❛♥❞❧❡ ❛❧❧♦✲
❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❛r❡ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥
✇❤❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✉s✱
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❆P■s ✐s ❡rr♦r✲♣r♦♥❡✱ ♠♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✬
❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆P■ ❝♦♥✲
s✐sts ✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♣r♦❣r❛♠ s♦ ❛s ✭❛✮ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ✭✇❤❡♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡✮

✶ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛t t❤❡ ✏❋✐rst ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❆❜str❛❝t
■♥t❡r♣r❡t❛t❛t✐♦♥ ❢♦r ❖❜❥❡❝t ❖r✐❡♥t❡❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✑ ✭❆■❖❖▲✬✵✺✮ ❬❙❨●✵✺❪✳

✻✾



✼✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✏♥❡✇✑ st❛t❡♠❡♥ts ❜② ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t♦r✱ ❛♥❞ ✭❜✮ t♦ ♣❧❛❝❡ ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❛❧❧s ✭✐✳❡✳✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛♥❣❧✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡s✮ t♦ t❤❡ ❞❡❛❧❧♦❝❛t♦r✳
❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧✐❢❡✲
t✐♠❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ❬❉❈✵✷❪✱ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦✜❧✐♥❣✱
✇❤✐❧❡ ❬●◆❨❩✵✺✱ ❈❘✵✹❪ r❡❧② ♦♥ st❛t✐❝ ✭♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡✮ ❛♥❛❧②s✐s✳

❊s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛✐♠s ❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❡s❝❛♣❡s ❢r♦♠ ♦r
✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❡s❝❛♣❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ✐ts ❧✐❢❡t✐♠❡
✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❧✐❢❡t✐♠❡✱ s♦ ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧②
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❏❛✈❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ♠♦st ♦❢ ✇❤✐❝❤
❛✐♠ ❛t ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ♦♥ t❤❡ st❛❝❦✱ ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳
❬❇❧❛✵✸❪ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ❜②t❡❝♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s ✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞✉❡ t♦
t❤❡ st❛❝❦✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❬❈●❙+✾✾✱ ❲❘✾✾❪ ✉s❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ ❛♥
♦❜❥❡❝t ❡s❝❛♣❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤✳ ❬●❙✵✵❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛
❢❛st ❜✉t ✈❡r② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❝♦♥str❛✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❙t❛t✐❝ ❙✐♥❣❧❡ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ✭❙❙❆✮ ❢♦r♠ ❬❈❋❘+✾✶❪ ♦❢ t❤❡
♣r♦❣r❛♠✳

❋♦r r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❏❛✈❛✱ ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t✇♦ ✇♦r❦s✳ ❬●◆❨❩✵✺❪ ❡①✲
♣❧♦✐ts ♠❡t❤♦❞✲❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ♠❛♣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s t♦
r❡❣✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❬❈❘✵✹❪ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❧✐❢❡t✐♠❡s ✭✇✐t❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥✲❧❡✈❡❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞
t♦ ♠❡t❤♦❞✲❧❡✈❡❧✮✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜②✱ ❜✉t ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥✱ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬●❙✵✵❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦
♣r♦❞✉❝❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♠❡♠♦r② ✉s✐♥❣ ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥✲
❛❣❡r✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥❡s ✐♥tr❛♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r♦❝❡❞✉r❛❧
♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✇♦r❦ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss t♦✇❛r❞s ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲
♦r✐❡♥t❡❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥
s❡✈❡r❛❧ t②♣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ✜rst ♣r♦✲
t♦t②♣❡ ♦♥ ❛ ❢❡✇ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳

✹✳✷✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♥ st❛t✐❝ s✐♥❣❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r♠ ✭❙❙❆✮ ❬❈❋❘+✾✶❪✱ t❤❛t ✐s✱ ❡✈❡r②
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
✐♥t♦ ❙❙❆ ❝♦♠❡s ❛t ❛ ❝♦st✱ ❜✉t ❣✐✈❡s t♦ ❛ ✢♦✇✲✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛
✢♦✇✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥ ❛
❝♦♠♣❧❡① ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ t♦ ✇♦r❦
✇✐t❤✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❜str❛❝t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❬❈❈✼✼❪ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s s❡✈❡r❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳

✹✳✷✳✶✳ Pr♦♣❡rt✐❡s

❡s❝❛♣❡

❋♦r ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈ ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞✱ ❡s❝❛♣❡✭✈✮∈❊s❝❛♣❡✱ ✇❤❡r❡ ❊s❝❛♣❡ ✐s t❤❡
❧❛tt✐❝❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✭❛✮✱ s❛②s ✇❤❡t❤❡r ✈ ♠❛② ❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠ ✐ts ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ ❛♥
♦❜❥❡❝t ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜② ✈ ✐s r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❧✐❢❡t✐♠❡ ♠❛② ❡①❝❡❡❞ t❤❡
♠❡t❤♦❞✳



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ s✐♠♣❧❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✼✶

❆ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈ ❡s❝❛♣❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s r❡t✉r♥❡❞ ✭❡s❝❛♣❡✭✈✮❂❘❊❚❯❘◆❊❉✮ ♦r ✐t ✐s ❝♦♣✐❡❞
✐♥t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❡s❝❛♣❡✭✈✮❂❙❚❆❚■❈✮✳ ❲❤❡♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t
✜❡❧❞ ✭❡s❝❛♣❡✭✈✮❂❋■❊▲❉✮✱ ✈ ♠❛② ❡s❝❛♣❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❉❡t❡r♠✐♥✲
✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ✈ ❡s❝❛♣❡s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ r❡q✉✐r❡s ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❧❛t❡r✳ ❚❤❡ ⊤ ✈❛❧✉❡ st❛♥❞s ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❡s❝❛♣❡ ❜② s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✱ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ ❛ t✐❣❤t❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ✇❤❡♥ ✈ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r
✐♥ ❛ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❡❞ ♠❡t❤♦❞✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✭❜✮
❡s❝❛♣❡✭❛✮❂❙❚❆❚■❈✱ ❡s❝❛♣❡✭❜✮❂⊥✱ ❡s❝❛♣❡✭❝✮❂❘❊❚❯❘◆❊❉✱ ❡s❝❛♣❡✭❞✮❂⊤✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡s❝❛♣❡(✈) = ⊥ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜②
✈ ✐s ❧♦❝❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ♦♥❧② ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝r❡❛t❡ ❛♥② ♥❡✇
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❜✉t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♠❛②
❛❧r❡❛❞② ❜❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✭❜✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛❧✐❛s ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✳

⊤
ր ↑ տ

❋■❊▲❉ ❘❊❚❯❘◆❊❉ ❙❚❆❚■❈

տ ↑ ր
⊥

✭❛✮ ❚❤❡ ❡s❝❛♣❡ ❧❛tt✐❝❡

❝❧❛ss ❚❡st✵✶ ④

st❛t✐❝ ❖❜❥❡❝t s✱t❀

✈♦✐❞ ♠✵✭✮ ④

❖❜❥❡❝t ❛❂♠✶✭✮❀

s❂❛❀

❖❜❥❡❝t ❜❂♠✷✭✮❀

⑥

❖❜❥❡❝t ♠✶✭✮ ④

❖❜❥❡❝t ❝❂♥❡✇ ❖❜❥❡❝t✭✮❀

r❡t✉r♥ ❝❀

⑥

❖❜❥❡❝t ♠✷✭✮ ④

❖❜❥❡❝t ❞❂♥❡✇ ❖❜❥❡❝t✭✮❀

s❂❞❀

r❡t✉r♥ ❞❀

⑥

⑥

✭❜✮ t❤❡ ❚❡st✵✶ ♣r♦❣r❛♠

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ❊s❝❛♣❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❚❡st✵✶ ♣r♦❣r❛♠

♠❢r❡s❤

▲❡t ▼❋r❡s❤ ❜❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✿ ⊥ ≤ ❘❊❚❯❘◆❊❉ ≤ ⊤✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♠✱ ♠❢r❡s❤✭♠✮ ∈
▼❋r❡s❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ♦❜❥❡❝ts r❡t✉r♥❡❞ ❜② ♠ ❡s❝❛♣❡✿ ♠❢r❡s❤✭♠✮❂⊥ ✇❤❡♥ ♠ ❞♦❡s ♥♦t
r❡t✉r♥ ❛♥② ♦❜❥❡❝t ✭✐t ♠❛② ❜❡ ✈♦✐❞✱ ♦r r❡t✉r♥ s♦♠❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t②♣❡ ✈❛❧✉❡✮❀ ♠❢r❡s❤✭♠✮❂⊤
✇❤❡♥ r❡t✉r♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ t♦ ❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠ ♠ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②❀ ♠❢r❡s❤✭♠✮
❂ ❘❊❚❯❘◆❊❉ ✇❤❡♥ ♠ r❡t✉r♥s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✭♦r s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝ts✮ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ✭❞♦✮ ♥♦t ❡s❝❛♣❡
♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ♣❛t❤ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♦❜❥❡❝t ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✱ t❤❡ ❝❛❧❧❡r
♦❢ ♠ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ✐t✳

s✐t❡s

▲❡t ❙✐t❡s ❜❡ P(AllocationSites ∪ {❯◆❑◆❖❲◆})✱ ✇❤❡r❡ AllocationSites ✐s t❤❡
s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈✱ s✐t❡s✭✈✮∈❙✐t❡s
❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❜② ✈✳ s✐t❡s✭✈✮ ❝❛♥
❛❧✇❛②s ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✭t❤❛♥❦s t♦ ❙❙❆✮ st❛t❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ ✈ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳
❚♦ ❜❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡ s✐t❡s t❤❛t ✈ ❝❛♥ ♣♦✐♥t t♦ ✭❡✳❣✳✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ♥♦t ❛♥❛❧②③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧✮✱ ❛ ✏❢❛❦❡✑ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡ ❯◆❑◆❖❲◆ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦
s✐t❡s✭✈✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✭❜✮✱ s✐t❡s✭❛✮ ❂ s✐t❡s✭❝✮ ❂ {❬♠✶✿❝❂♥❡✇ ❖❜❥❡❝t❪}✱
❛♥❞ s✐t❡s✭❜✮ ❂ s✐t❡s✭❞✮ ❂ {❬♠✷✿❞❂♥❡✇ ❖❜❥❡❝t❪}✳

♠s✐t❡s

❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♠✱ ♠s✐t❡s✭♠✮ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❙✐t❡s✱ s❛②✐♥❣ ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts r❡✲
t✉r♥❡❞ ❜② ♠ ❝♦♠❡ ❢r♦♠✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✭❜✮✱ ♠s✐t❡s✭♠✵✮ ❂ ∅✱ ♠s✐t❡s✭♠✶✮



✼✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❂ ④❬♠✶✿❝❂♥❡✇ ❖❜❥❡❝t❪⑥✱ ❛♥❞ ♠s✐t❡s✭♠✷✮ ❂ ④❬♠✷✿❞❂♥❡✇ ❖❜❥❡❝t❪⑥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✐❢
♠❢r❡s❤✭♠✮ ❂ ❘❊❚❯❘◆❊❉✱ t❤❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ ♠s✐t❡s✭♠✮ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❝❛❧❧❡rs
♦❢ ♠✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❝❡rt❛✐♥✳ ■♥ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡① s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❛ ♣❛t❤
♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡
✹✳✻✭❛✮✱ t❤❡ ❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ♠✵✳

✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞

✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞✭✈✮ ✐s tr✉❡ ✐✛ ✈✱ ♦r ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❛❧✐❛s❡s✱ ✐s ❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✐♥ ♠✳ ❚❤❛t ✐s✱
✐s ✈✳❢ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳

✉s❡❞❛s♣❛r❛♠❡t❡r

✉s❡❞❛s♣❛r❛♠❡t❡r✭✈✮ ✐s tr✉❡ ✐✛ ✈✱ ♦r ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❛❧✐❛s❡s✱ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r ✐♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧✳

❞❡❢

❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈✱ ❞❡❢✭✈✮ s❛②s ❤♦✇ ✈ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞✳

✜❡❧❞✉s❡

✜❡❧❞✉s❡ s❤♦✇s r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈ ✐♥ ♠✱ ✜❡❧❞✲
✉s❡✭✈✮ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉ ✐♥ ♠ s✉❝❤ t❤❛t ✈ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ❛❧✐❛s ♦❢ ✉✳❢ ✭❢♦r s♦♠❡ ✜❡❧❞
❢✮✳ ✜❡❧❞✉s❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈ ❡s❝❛♣❡s ❜② ❛ ❋■❊▲❉✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢
❡s❝❛♣❡✭✈✮❂❋■❊▲❉✱ ❜✉t ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✜❡❧❞✉s❡✭✈✮ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ♠✱ t❤❡♥ s♦ ✐s ✈✳

t❤❡ ♠r❡❢s ❣r❛♣❤

❲❤❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ✐s ♦❢t❡♥ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦❜❥❡❝ts✬ ❧✐❢❡t✐♠❡s✱ t❤❛t✬s ✇❤② ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡
❣r❛♣❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❖✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ♠r❡❢s ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ AllocationSites × Fields ×
AllocationSites✱ ✇❤❡r❡ (α, f, β) ∈ ♠r❡❢s ♠❡❛♥s✿ ✏❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ α✱ ♠❛② ♣♦✐♥t✱
✇✐t❤ ✐ts ❢ ✜❡❧❞✱ t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ β✑✳

s✐❞❡

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❣✐♦♥s t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♦❜❥❡❝ts✳
❊❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♠ ❤❛s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❡s❝❛♣❡ ♠✳
❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈ ♦❢ ♠✱ ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts ♣♦✐♥t❡❞
t♦ ❜② ✈ ❧✐✈❡✱ ♥❛♠❡❧②✱ s✐❞❡✭✈✮✿

s✐❞❡✭✈✮❂■◆❙■❉❊✱ ✇❤❡♥ ♦❜❥❡❝ts ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜② ✈ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ♠✳ ■❢ t❤❡② ❛r❡
❝r❡❛t❡❞ ❜② ♠✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♠✬s r❡❣✐♦♥✳ ■❢ t❤❡② ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝❛❧❧❡❡s✱
♠ ❝❛♥ ❛s❦ ❢♦r t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ✐ts r❡❣✐♦♥✱ ❛s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬●◆❨❩✵✺❪❀

s✐❞❡✭✈✮❂❖❯❚❙■❉❊✱ ✇❤❡♥ ♦❜❥❡❝ts ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜② ✈ ❧✐✈❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ♠✳ ■❢ t❤❡②
❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♠✱ t❤❡② ♠✉st ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦✉ts✐❞❡ ✐ts st❛❝❦ ❢r❛♠❡✳ ❇✉t s✉❝❤ ❛♥
♦❜❥❡❝t ♠❛② ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ❝❛❧❧❡r ♥ ♦❢ ♠✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♠ ❝❛♥ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
✐♥ ♥✬s r❡❣✐♦♥✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✭❛✮✿ t❤❡ ❘❡❢❖❜❥❡❝t ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ♠✷ ✐s ❝❛♣✲
t✉r❡❞ ❜② ♠✶✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❞❡t❡❝ts t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s✐❞❡✭❛✮❂❖❯❚❙■❉❊ ❛♥❞
s✐❞❡✭❝✮❂■◆❙■❉❊✳



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ s✐♠♣❧❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✼✸

✹✳✷✳✷✳ ❚❤❡ r✉❧❡s

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ✐♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❋✐rst✱ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡s❝❛♣❡✱ s✐t❡s✱ ✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞✱ ✉s❡❞❛s♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✜❡❧❞✉s❡✱ ❞❡❢✱ ✐t ❜✉✐❧❞s t❤❡
♠r❡❢s❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ♠s✐t❡s ❛♥❞ ♠❢r❡s❤ ✈❛❧✉❡s✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✐ts s✐❞❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳ ■t ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❞❡ ❛♥❞ s✐t❡s t❤❛t
✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ✐♥str✉♠❡♥t t❤❡ ❜②t❡❝♦❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ❛ r❡❣✐♦♥ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t♦r
❢♦r ❝❛♣t✉r❡❞ s✐t❡s✳

α✿ ✈ ✿❂ ♥❡✇

α ∈ s✐t❡s(v)

✈✿❂ ϕ✭✈1✳✳✈n✮
❞❡❢(✈) = P❍■

∀i = 1..n

s✐t❡s(✈) ⊇ s✐t❡s(✈i)
❡s❝❛♣❡(✈) ⊒ ❡s❝❛♣❡(✈i)
❡s❝❛♣❡(✈i) ⊒ ❡s❝❛♣❡(✈)
✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞(✈) ≥ ✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞(✈i)
✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞(✈i) ≥ ✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞(✈)
✉s❡❞❛s♣❛r❛♠❡t❡r(✈) ≥ ✉s❡❞❛s♣❛r❛♠❡t❡r(✈i)
✉s❡❞❛s♣❛r❛♠❡t❡r(✈i) ≥ ✉s❡❞❛s♣❛r❛♠❡t❡r(✈)
✜❡❧❞✉s❡(✈) ⊇ ✜❡❧❞✉s❡(✈i)
✜❡❧❞✉s❡(✈i) ⊇ ✜❡❧❞✉s❡(✈)

✈ ✿❂ ✈1

❞❡❢(✈) = ❈❖P❨

♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ s✐♠✐❧❛r t♦ ϕ✲❡①♣r❡ss✐♦♥

✈1✳❢ ✿❂ ✈
❡s❝❛♣❡(✈) ⊒ ❋■❊▲❉

✜❡❧❞✉s❡(✈) ∋ ✈1

♠r❡❢s ⊇ {s1
f

−→ s2,

s1 ∈ s✐t❡s(✈1), s2 ∈ s✐t❡s(✈2)}

s ✿❂ ✈

❡s❝❛♣❡(✈) ⊒ ❙❚❆❚■❈

♠r❡❢s ⊇ {❯◆❑◆❖❲◆ −→ S, s ∈ s✐t❡s(✈i)}

✈ ✿❂ s
❞❡❢(✈) = ❙❚❆❚■❈

s✐t❡s(✈) ∋ ❯◆❑◆❖❲◆

✈ ✿❂ ♣
❞❡❢(✈) = P❆❘❆▼

s✐t❡s(✈) ∋ ❯◆❑◆❖❲◆
♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ s✐♠✐❧❛r t♦ ϕ✲❡①♣r❡ss✐♦♥

✈ ✿❂ ❝♦♥st❛♥t
❞❡❢(✈) = ❈❖◆❙❚❆◆❚

s✐t❡s(✈) ∋ ❯◆❑◆❖❲◆

✈ ✿❂ ✈1✳❢
❞❡❢(✈) = ❋■❊▲❉

✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞(✈1) ≥ true

s✐t❡s(✈) ⊇ {s |∃ S ′ ∈ s✐t❡s(✈1), S
′ f

−→ S }
■❢ ❯◆❑◆❖❲◆ ∈ s✐t❡s(✈i)

s✐t❡s(✈) ∋ ❯◆❑◆❖❲◆

r❡t✉r♥m ✈
❡s❝❛♣❡(✈) ⊒ ❘❊❚❯❘◆❊❉

♠❢r❡s❤(♠) ⊒ ❡s❝❛♣❡(✈)
♠s✐t❡s(♠) ⊇ s✐t❡s(✈)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❊s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s r✉❧❡s

❋✐rst ♣❤❛s❡

▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡ s✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥tr❛♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ r✉❧❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♥❞❧❡s ♠❡t❤♦❞
❝❛❧❧s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❢✉❧❧ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❛❧②s✐s✱
♥❡✐t❤❡r t♦ ❜❡ t♦♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛❜♦✉t ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧s✳

❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛r❜✐tr❛r② ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s
✇❤② ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐st♦❜❡♣r♦❝❡ss❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ t❤❛t t❡❧❧s ✐❢ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♠✉st ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞
♦r ♥♦t✳ ■❢ ♥♦t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥❛t✐✈❡✱ ♦r ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ ♠✉st ❜❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛❜♦✉t ✐t✳

❋♦r ❛ ♥♦t ❛♥❛❧②③❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡s❝❛♣❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❯◆❑◆❖❲◆ s✐t❡✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐t❡s(✈) ⊇ ♠s✐t❡s(♠)✱ t❤❛t ✐s✱ ✈ ✇✐❧❧ ♣♦✐♥t t♦ ❛♥② ♦❜❥❡❝t r❡t✉r♥❡❞
❜② ♠✳ ■❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈❡ ❡s❝❛♣❡❞ ✭♠❢r❡s❤(♠) 6= ❘❊❚❯❘◆❊❉✮✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡
✐s ♥♦t ❝❛♣t✉r❛❜❧❡ ❡✐t❤❡r✳ ✭❡s❝❛♣❡(✈) ⊒ ♠❢r❡s❤(♠)✮



✼✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✈ ✿❂ ✈0✳♠✭✈1✳✳✈n✮
∀ ♠ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞ ❤❡r❡
■❢ ✐st♦❜❡♣r♦❝❡ss❡❞✭♠✮
s✐t❡s(✈) ⊇ ♠s✐t❡s(♠)
■❢ ♠❢r❡s❤(♠) 6= ❘❊❚❯❘◆❊❉

❡s❝❛♣❡(✈) ⊒ ♠❢r❡s❤(♠)
∀i = 0..n

✉s❡❞❛s♣❛r❛♠❡t❡r(✈i) ≥ true

▲❡t ♣i t❤❡ ✐✲t❤ ❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ♠
✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞(✈i) ≥ ✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞(♣i)
■❢ ¬❡s❝❛♣❡(♣i) ∈ {❘❊❚❯❘◆❊❉,⊥}

❡s❝❛♣❡(✈i) ⊒ ⊤
♠r❡❢s ⊇ {❯◆❑◆❖❲◆ −→ S, S ∈ s✐t❡s(✈i)}

■❢ ✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞(♣i) = true

♠r❡❢s ⊇ {❯◆❑◆❖❲◆ −→ s |∃ S ′ ∈ s✐t❡s(✈i), S
′ −→ s)}

❡❧s❡
s✐t❡s✭✈✮ ∋ ❯◆❑◆❖❲◆

∀i = 0..n
✉s❡❞❛s♣❛r❛♠❡t❡r(✈i) ≥ true

✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞(✈i) ≥ true

❡s❝❛♣❡(✈i) ⊒ ⊤
♠r❡❢s ⊇ {❯◆❑◆❖❲◆ −→ S, s ∈ s✐t❡s(✈i)}

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❊s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s r✉❧❡s ✭❝♦♥t✮

❚♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♠✱ ✇❡ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♣i✮ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥❝r❡t❡ ♦♥❡s ✭✈i✮✿ ✐❢ ♣i ❡s❝❛♣❡s ❢r♦♠ ♠✱ ✈i ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡s❝❛♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣✉t ❛♥ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❯◆❑◆❖❲◆ t♦ ❛❧❧ s✐t❡s ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜② ✈i✳ ■❢ ♣i ❞♦❡s
♥♦t ❡s❝❛♣❡ ❜✉t ✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✐♥ ♠✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛❜♦✉t t❤♦s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s
✇✐t❤♦✉t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ✈i ❡s❝❛♣❡✳

❙❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡

❞❡❢(✈)

❡s❝❛♣❡✭✈✮ ◆❊❲ ❘❊❚❱❆▲
P❆❘❆▼
❙❚❆❚■❈

❈❖P❨
P❍■ ❋■❊▲❉ ❈❖◆❙❚❆◆❚

⊥ ✭✸✮ ✭✸✮ ❖❯❚❙■❉❊ ✭✶✮ ✭✷✮ ❖❯❚❙■❉❊
❋■❊▲❉ ✭✷✮ ✭✷✮ ❖❯❚❙■❉❊ ✭✶✮ ✭✷✮ ❖❯❚❙■❉❊

❘❊❚❯❘◆❊❉ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊
❙❚❆❚■❈ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊

⊤ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊ ❖❯❚❙■❉❊

✭✶✮

✈✿❂ ϕ✭✈1✳✳✈n✮ ♦r ✈ ✿❂ ✈1

∀i
s✐❞❡(✈) ⊒ s✐❞❡(✈i)
s✐❞❡(✈i) ⊒ s✐❞❡(✈)

✭✸✮

■❢ ∃s ∈ s✐t❡s(✈) s✳t✳ ❯◆❑◆❖❲◆ ❀ s

s✐❞❡(✈) = ❖❯❚❙■❉❊

❡❧s❡
s✐❞❡(✈) = ■◆❙■❉❊

✭✷✮

■❢ ∃✉ ∈ ✜❡❧❞✉s❡(v) s✳t✳ s✐❞❡(✉) = ❖❯❚❙■❉❊

♦r s✳t✳✐s❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞(✉) ∧ ✉s❡❞❛s♣❛r❛♠❡t❡r(✉)
s✐❞❡(✈) = ❖❯❚❙■❉❊

❡❧s❡
(3)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❞❡✭✈✮

❖♥❝❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s s✐❞❡✭✈✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
✉s✐♥❣ r✉❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♦♥❡✲♣❛ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛ s❡❝♦♥❞
❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ r✉❧❡s✿

❚❤❡ ✭✶✮ r✉❧❡ s❛②s t❤❛t✱ ✐❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛② ❛❧✐❛s ❛♥♦t❤❡r✱ t❤❡♥ t❤♦s❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❞❡ ✈❛❧✉❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ s✐♠♣❧❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✼✺

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ✭✷✮ r✉❧❡s s❛②s t❤❛t ✐❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈ ✐s r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ✈❛r✐✲
❛❜❧❡✬s ✜❡❧❞ ✭❡✳❣✳ ❜② ❛ ✉✳❢❂✈✮✱ ✈ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✉♥❧❡ss ✉ ✐s✳

❊①❛♠♣❧❡s

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✳✹✳✺✭❛✮✳ ❋✐rst✱ ♠✵ ❜✉✐❧❞s ❛ s♠❛❧❧
❝❤❛✐♥❡❞ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡♥ ✐t ❝❛❧❧s ♠✶ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❧❛st ❡❧❡♠❡♥t ✭t✸✮ ❡s❝❛♣❡✳ ❆s
s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳✹✳✺✭❜✮✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✵ ✉♥❞❡rst❛♥❞s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠✵✱ ❜✉t ❛s ✇❡ ❝❛♥
♦♥❧② ♠❛t❝❤ ① ✇✐t❤ t✶✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ✇✐t❤ t✷✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ ♠✶✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t♦ st❛② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ✇❡ ♣✉t ❛♥ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❯◆❑◆❖❲◆ t♦ t❤❡ s✐t❡ ♦❢ t✷ ❜❡❝❛✉s❡ ①

✐s ❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✐♥ ♠✶✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ t✷ ❛♥❞ t✸ ❛r❡ ✉s❡❞❛s♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
❛r❡ t❤❡ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t♦r✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ♦♥❧② ❝❛♣t✉r❡❞ s✐t❡ ✐s
❬♠✵✿t✶ ❂ ♥❡✇ ❘❡❢❖❜❥❡❝t❪✳

❝❧❛ss ❘❡❢❖❜❥❡❝t ④

❖❜❥❡❝t ❢❀

⑥

❝❧❛ss ❚❡st✷✺ ④

✈♦✐❞ ♠✵✭✮ ④

❘❡❢❖❜❥❡❝t t✶❂♥❡✇ ❘❡❢❖❜❥❡❝t✭✮❀

❘❡❢❖❜❥❡❝t t✷❂♥❡✇ ❘❡❢❖❜❥❡❝t✭✮❀

❖❜❥❡❝t t✸❂♥❡✇ ❖❜❥❡❝t✭✮❀

t✶✳❢❂t✷❀

t✷✳❢❂t✸❀

♠✶✭t✶✮❀

⑥

st❛t✐❝ ❖❜❥❡❝t s❀

✈♦✐❞ ♠✶✭❘❡❢❖❜❥❡❝t ①✮

④

❘❡❢❖❜❥❡❝t ❛❂✭❘❡❢❖❜❥❡❝t✮①✳❢❀

❖❜❥❡❝t ❜❂❛✳❢❀

s❂❜❀

⑥

⑥

✭❛✮ ❚❤❡ ❚❡st✷✺ ♣r♦❣r❛♠

✭❜✮ ♠r❡❢s ❣r❛♣❤

❡s❝❛♣❡

♠❢r❡s❤ ❞❡❢ ■s❉ ✉P ✜❡❧❞✉s❡
s✐t❡s

♠s✐t❡s s✐❞❡

♠✵ ⊥ ∅
t✶ ⊥ ◆❊❲ tr✉❡ tr✉❡ ❬❪ ❬♠✵✿t✶ ❂ ♥❡✇ ❘❡❢❖❜❥❡❝t❪ ■◆❙■❉❊
t✷ ❋■❊▲❉ ◆❊❲ ❢❛❧s❡ tr✉❡ ❬t✶❪ ❬♠✵✿t✷ ❂ ♥❡✇ ❘❡❢❖❜❥❡❝t❪ ❖❯❚❙■❉❊
t✸ ❋■❊▲❉ ◆❊❲ tr✉❡ tr✉❡ ❬t✷❪ ❬♠✵✿t✸ ❂ ♥❡✇ ❥❛✈❛✳❧❛♥❣✳❖❜❥❡❝t❪ ❖❯❚❙■❉❊
♠✶ ⊥ ∅
① ⊥ P❆❘❆▼ tr✉❡ ❢❛❧s❡ ❬❪ ❬❯◆❑◆❖❲◆❪ ❖❯❚❙■❉❊
❛ ⊥ ❋■❊▲❉ ❢❛❧s❡ ❢❛❧s❡ ❬❪ ❬❯◆❑◆❖❲◆❪ ❖❯❚❙■❉❊
❜ ❙❚❆❚■❈ ❋■❊▲❉ ❢❛❧s❡ ❢❛❧s❡ ❬❪ ❬❯◆❑◆❖❲◆❪ ❖❯❚❙■❉❊

✭❝✮

❛♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❚❤❡ ❚❡st✷✺ ♣r♦❣r❛♠

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✭❛✮✱ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠s✐t❡s ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡
♠✷ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦❝❛t❡s t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♠❛❦❡s ♦♥❡ ✭❛✮ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✭❜✮✱ ✇❤✐❝❤
❡s❝❛♣❡s✳ ❚❤❡♥ ✐t r❡t✉r♥s ❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ♠✶ ✭s✐❞❡✭❝✮❂■◆❙■❉❊✮✳ ♠✶ ❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡s
❝ t♦ ❣❡t t❤❡ ❖❜❥❡❝t ❛♥❞ r❡t✉r♥s ✐t✱ ❜✉t ♠✵ ❝❛♥♥♦t ❝❛♣t✉r❡ ✐t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ❢r♦♠
❯◆❑◆❖❲◆ t♦ ❬♠✷✿❜ ❂ ♥❡✇ ❖❜❥❡❝t❪✳

✹✳✸✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙♦♦t ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❬❱❘❍❙+✾✾❪ ✈✳✷✳✷✳✶✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡
❏♦❧❞❡♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❬❈▼✵✶❪✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥
❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❚❤❡ ♥❡①t t❤r❡❡ ❝♦❧✉♠♥s ♣r❡s❡♥t t❤❡ t✐♠❡
s♣❡♥t ❜② ♦✉r ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✱ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❙♦♦t✬s ♣❤❛s❡s✿ ❝❧❛ss ❧♦❛❞✐♥❣✱
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❜②t❡❝♦❞❡ t♦ ❏✐♠♣❧❡ ✭❙♦♦t✬s t❤r❡❡✲❛❞❞r❡ss st❛❝❦❧❡ss ❝♦❞❡✮✱ ❛♥❞
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❙❙❆ ❢♦r♠✳



✼✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❝❧❛ss ❚❡st✸✵ ④

✈♦✐❞ ♠✵✭✮ ④

❖❜❥❡❝t ❡❂♠✶✭✮❀

⑥

❖❜❥❡❝t ♠✶✭✮ ④

❘❡❢❖❜❥❡❝t ❝❂♠✷✭✮❀

❖❜❥❡❝t ❞❂❝✳❢❀

r❡t✉r♥ ❞❀

⑥

st❛t✐❝ ❖❜❥❡❝t s❀

❘❡❢❖❜❥❡❝t ♠✷✭✮ ④

❘❡❢❖❜❥❡❝t ❛❂♥❡✇ ❘❡❢❖❜❥❡❝t✭✮❀

❖❜❥❡❝t ❜❂♥❡✇ ❖❜❥❡❝t✭✮❀

s❂❜❀

❛✳❢❂❜❀

r❡t✉r♥ ❛❀

⑥

⑥

✭❛✮ t❤❡ ❚❡st✸✵ ♣r♦❣r❛♠

✭❜✮ ♠r❡❢s ❣r❛♣❤

❡s❝❛♣❡

♠❢r❡s❤ ❞❡❢ ■s❉ ✉P ✜❡❧❞✉s❡
s✐t❡s

♠s✐t❡s s✐❞❡

♠✵ ⊥ ∅
❡ ⊥ ❘❊❚❱❆▲ ❢❛❧s❡ ❢❛❧s❡ ∅ ❬♠✷✿❜ ❂ ♥❡✇ ❖❜❥❡❝t❪ ❖❯❚❙■❉❊

♠✶ ❘❊❚❯❘◆❊❉ ❬♠✷✿❜ ❂ ♥❡✇ ❖❜❥❡❝t❪

❝ ⊥ ❘❊❚❱❆▲ tr✉❡ ❢❛❧s❡ ∅ ❬♠✷✿❛ ❂ ♥❡✇ ❘❡❢❖❜❥❡❝t❪ ■◆❙■❉❊
❞ ❘❊❚❯❘◆❊❉ ❋■❊▲❉ ❢❛❧s❡ ❢❛❧s❡ ∅ ❬♠✷✿❜ ❂ ♥❡✇ ❖❜❥❡❝t❪ ❖❯❚❙■❉❊

♠✷ ❘❊❚❯❘◆❊❉ ❬♠✷✿❛ ❂ ♥❡✇ ❘❡❢❖❜❥❡❝t❪

❛ ❘❊❚❯❘◆❊❉ ◆❊❲ ❢❛❧s❡ tr✉❡✿ ∅ ❬♠✷✿❛ ❂ ♥❡✇ ❘❡❢❖❜❥❡❝t❪ ❖❯❚❙■❉❊
❜ ⊤ ◆❊❲ tr✉❡ tr✉❡ ❬r✶❪ ❬♠✷✿❜ ❂ ♥❡✇ ❖❜❥❡❝t❪ ❖❯❚❙■❉❊

✭❝✮ ❛♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❚❤❡ ❚❡st✸✵ ♣r♦❣r❛♠

Pr♦❣r❛♠ ▲✐♥❡s ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s t✐♠❡ ■◆❙■❉❊ ●✫❙✬s ❛♥❛❧②s✐s
s✐t❡s ❡s❝❛♣❡ s✐❞❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐t❡s st❛❝❦❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❜❤ ✶✶✷✽ ✹✶ ✾✳✹✸✵ ✷✸✳✺✶ ✸✷✳✹✽✶ ✸✹ ✷✶ ✷✸
❜✐s♦rt ✸✹✵ ✶✵ ✼✳✽✼✻ ✶✶✳✺✵✾ ✶✾✳✸✽✺ ✼ ✼ ✼
❡♠✸❞ ✹✻✷ ✷✻ ✽✳✺✺✶ ✶✺✳✼✵✻ ✷✹✳✷✺✼ ✶✸ ✶✶ ✶✶
❤❡❛❧t❤ ✺✻✷ ✷✽ ✽✳✹✺✹ ✶✾✳✹✶✹ ✷✼✳✽✻✽ ✶✽ ✶✸ ✶✵
♠st ✹✼✸ ✶✻ ✽✳✶✵✻ ✶✹✳✷✻✵ ✷✷✳✸✻✻ ✽ ✽ ✼
♣❡r✐♠❡t❡r ✼✹✺ ✶✸ ✶✶✳✸✺✼ ✷✸✳✾✹✹ ✸✺✳✸✵✶ ✼ ✼ ✼
♣♦✇❡r ✼✻✺ ✷✶ ✸✳✻✷✽ ✶✳✶✺✾ ✹✳✼✽✼ ✾ ✾ ✺
tr❡❡❛❞❞ ✶✾✺ ✶✶ ✶✵✳✽✼✻ ✷✼✳✺✸✾ ✸✽✳✹✶✺ ✻ ✻ ✻
ts♣ ✺✹✺ ✶✷ ✶✶✳✶✾ ✸✵✳✷✵✶ ✹✶✳✷✷✵ ✼ ✼ ✼
✈♦r♦♥♦✐ ✶✵✵✵ ✸✺ ✶✷✳✼✼✽ ✻✻✳✺✻✻ ✼✾✳✸✹✹ ✸✹ ✷✵ ✸✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❆♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts

❚❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❝♦❧✉♠♥s ❣✐✈❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ■◆❙■❉❊ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s✱
❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❝❦❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ●✫❙✬s ❛♥❛❧②s✐s ❬●❙✵✵❪✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥
❬●❙✵✵❪ ❛s ✐t s✉❜s✉♠❡s ❛❧❧ ✐ts r✉❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛❧❧ st❛❝❦❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢
❬●❙✵✵❪ ❛r❡ ■◆❙■❉❊ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡
❞✐❞ ♥♦t ✉s❡ ❛♥② ✐♥❧✐♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦❞❡✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t
✐♥❧✐♥✐♥❣✱ ❬●❙✵✵❪ ❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② st❛❝❦❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ♦❢ ✜❣✉r❡s ✹✳✺
❛♥❞ ✹✳✻✳ ❆s ♥♦t❡❞ ✐♥ ❬●❙✵✵❪✱ ❜♦t❤ ❛♥❛❧②s❡s ✇✐❧❧ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ♠❡t❤♦❞ ✐♥❧✐♥✐♥❣✳

❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥✲
str✉♠❡♥t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬●◆❨❩✵✺❪✳ ❲❡ ❝♦✉♥t ♦♥ ❞♦✐♥❣ t❤✐s s♦♦♥✳
❆♥②✇❛②✱ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r t❡st ♣r♦❣r❛♠ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛ ❣❛✐♥ ♦❢
✷✵✪ ♦❢ t♦t❛❧ ✉t✐❧✐③❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ●❈ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❛♥❛❣❡r✱
✇✳r✳t✳ ●❈ ♦♥❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❣✐♦♥✲❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♠❡♠♦r② ✐s ❛❜♦✉t ✺✪✳

❇❡s✐❞❡s✱ ♦♥❧② ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡st
❝❛s❡✳ ❚❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❧✐❜r❛r② ♠❡t❤♦❞s
tr❛♥s✐t✐✈❡❧② ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❛❧❧♦❝❛✲
t✐♦♥ s✐t❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ s✐♠♣❧❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✼✼

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ✜♥❡✲t✉♥❡
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s tr❛❞✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜❡❤❛✈✐♦rs✳





❈❍❆P❚❊❘ ✺

❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥❛❧②s✐s

❲❡ ❡①t❡♥❞ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❏❛✈❛ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❢✉❧❧②
s✉♣♣♦rt ✳◆❊❚ ✇❤✐❝❤ ❤❛s str✉❝ts ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣❛ss✐♥❣ ❜② r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✐♥✲
❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❝❛❧❧s t♦ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡
✇❤❡♥ ✐ts ❝♦❞❡ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛❜str❛❝t ✭❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ♦r ❛♥
❛❜str❛❝t ❝❧❛ss ♠❡t❤♦❞✮✱ ✐t ✐s ✈✐rt✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ st❛t✐❝❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞✱ ♦r
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♥❛t✐✈❡ ❝♦❞❡ ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜②t❡❝♦❞❡✮✳ ❋♦r s✉❝❤
♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t❤❛t ♠♦❞❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❤❡❛♣ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡
❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ♣❡r♠✐ts ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣
t♦♦ ♠✉❝❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❖✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❧❧♦✇s ❝♦♥❝✐s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts✲
t♦ ❛♥❞ r❡❛❞✴✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥❢❡rs ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ r❡❛❞✴❡✛❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦s ❝♦❞❡ ❛❣❛✐♥st ✐ts ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞✶✳

✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❛s ❈★ ♦r ❏❛✈❛✱ str♦♥❣❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
✭r❡❛❞✴✇r✐t❡✮ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s
t♦♦❧s ❢♦r t❤❡s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s♦♠❡ ❤❡❛♣ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s
♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ ❛ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s✐❞❡✲❡✛❡❝ts ♦❢ st❛t❡♠❡♥ts ❛♥❞
♠❡t❤♦❞s✳

❙✐❞❡ ❡✛❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❛❧②s✐s✱ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■❢ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛ ♠❡t❤♦❞ m ❤❛s ♥♦ s✐❞❡✲❡✛❡❝ts✱ t❤❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❝❛❧❧❡r✱ m ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇❛②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ m ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❬❋▲▲+✵✷✱ ❇▲❙✵✺❪✳ ❙✐❞❡ ❡✛❡❝t✲❢r❡❡ ♠❡t❤♦❞s
❡♥❛❜❧❡ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❝❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ s✐❞❡✲❡✛❡❝ts ✐♥ ♠❛✐♥str❡❛♠ ❖❖ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐s ♥♦t s✐♠♣❧❡ ❛s ✭✐✮ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ✜❡❧❞s ♠❛② r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❛❧✐❛s✐♥❣✮❀ ✭✐✐✮ t❤❡ r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ✭s❤❛♣❡✮❀ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
❝❛♥ ❜❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✭s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✮❀ ❛♥❞ ✭✐✈✮ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ♦r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st❛t✐❝❛❧❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s

✶ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛t t❤❡ ✏■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❆❧✐❛s✐♥❣✱
❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ ❖✇♥❡rs❤✐♣✑ ✭■❲❆❈❖✬✵✼✮ ❬❇❋●▲✵✼❛❪✳

✼✾



✽✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❛♥❛❧②s✐s t✐♠❡✱ ❡✳❣✳✱ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss ❧✐❜r❛r② ♦r ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t
✉s❡ ♥❛t✐✈❡ ❝♦❞❡✳

❲❡ ❡①t❡♥❞ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡✛❡❝t ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❙❛❧❝✐❛♥✉ ❡t ❛❧✳
❬❙❘✵✺❪ t♦ ✐♥❢❡r r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❝♦❞❡ t❛r❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ✳◆❊❚ ❈♦♠♠♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡
❘✉♥t✐♠❡ ✭❈▲❘✮ ❬❊❈▼✵✻❪✳ ❚❤❡ ❈▲❘ ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤
❛s ❈★✱ ❱❇✱ ▼❛♥❛❣❡❞ ❈✰✰✱ ❡t❝✳ ❯♥❧✐❦❡ ❏❛✈❛✱ t❤❡ ❈▲❘ ❛❞❞s s✉♣♣♦rt ❢♦r str✉❝t t②♣❡s
❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣❛ss✐♥❣ ❜② r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈✐❛ ♠❛♥❛❣❡❞ ♣♦✐♥t❡rs✱ ✐✳❡✳✱ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♣♦✐♥t❡rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s✉♠♠❛r②
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ r❡❛❞✴✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❤❡❛♣ ❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❡①✐t ♣♦✐♥t✳

❚❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r ♥♦♥✲
❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛♥❛❧②③❡ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❝❛❧❧s t♦ ♥♦♥✲st❛t✐❝❛❧❧② r❡s♦❧✈❛❜❧❡
❝❛❧❧s s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛❧❧s✱ ✈✐rt✉❛❧ ❝❛❧❧s✱ ❛♥❞ ♥❛t✐✈❡ ❝❛❧❧s ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❧❡ss ♣❡ss✐♠✐st✐❝
t❤❛♥ ❙❛❧❝✐❛♥✉✬s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥❝✐s❡ ②❡t ❡①♣r❡ss✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ r❡❛❞✴✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❛ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡
✉s❡❞ ✭✐✮ ❛s s✉♠♠❛r✐❡s✱ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❝♦❞❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝❛❧❧s t♦ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s❀ ✭✐✐✮
t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ n t❤❛t ✐♥✈♦❦❡s ❛ ♠❡t❤♦❞
m✱ ✇❡ ✭❛✮ ✉s❡ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ A(m) ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ n ❛♥❞ ✭❜✮ ✇❡ ❝❤❡❝❦
m ❛❣❛✐♥st ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ A(m)❀ ✭✐✐✐✮ ❛s ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝ts t♦ ✐♠♣♦s❡
r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❡✈❡♥t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬▼❡②✽✽❪✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦ ✇♦r❦
❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛♣♣❧② ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣✉r✐t② ❜✉t ✐t
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❛❧✐❛s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐✈❡ r❡❛❞✴✇r✐t❡ ❡✛❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P✉r✐t② ✐s ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t
❛ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ st❛t❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢
♣✉r✐t② ❬❇◆✵✹❪✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣✉t❡s ✇❡❛❦ ♣✉r✐t②✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ✐♥❢❡rs ✇❡❛❦ ♣✉r✐t② ❛♥❞
✐t ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ✇❡❛❦❧② ♣✉r❡ ❧✐✈❡s ✉♣ t♦ ✐ts ❝♦♥✲
tr❛❝t✳ ❆ ✇❡❛❦❧② ♣✉r❡ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ♠✉t❛t❡ ❛♥② ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✇❛s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♣r✐♦r
t♦ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❛ ✇❡❛❦❧②✲♣✉r❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥
r❡t✉r♥ ♥❡✇❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ s✐♥❝❡ ♦❜❥❡❝t ❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❝❧✐❡♥ts✱
t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ✇❡❛❦❧②✲♣✉r❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ✐♥
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❬❉▼✵✻❪✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡✿

❆♥ ✐♥t❡r♣r♦❝❡❞✉r❛❧ r❡❛❞✴✇r✐t❡ ❡✛❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡
♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❢♦r t❤❡ ✳◆❊❚ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ t❤❛t r❡❧❛①❡s t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ✇♦r❧❞
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❆ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡✛❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
❛ ♠♦❞✉❧❛r ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ✐♥t❡r♣r♦❝❡❞✉r❛❧
❛♥❛❧②s✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞✱ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳

❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❙♣❡❝★ ❝♦♠♣✐❧❡r ❬❙♣❡❪ t♦ ✐♥❢❡r ❛♥❞ ✈❡r✐❢②
♠❡t❤♦❞ ♣✉r✐t② ❛♥❞ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❇♦♦❣✐❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❬❇▲❙✵✺❪✳

✺✳✶✳✶✳ ❚❤❡ Pr♦❜❧❡♠

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡✱ ❜✉t r❡❛❧✐st✐❝ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ❝♦♥t❛✐♥s ❛
♠❡t❤♦❞ ✇r✐tt❡♥ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ ❝♦♣② ❛ ❧✐st ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs✳ ■♥ ❈★✱ t❤❡ ❢♦r❡❛❝❤
✐s s②♥t❛❝t✐❝ ✏s✉❣❛r✧ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❡①♣❛♥❞s ✭✏❞❡s✉❣❛rs✧✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ s❤♦✇♥



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥❛❧②s✐s ✽✶

▲✐st❁✐♥t❃ ❈♦♣②✭■❊♥✉♠❡r❛❜❧❡❁✐♥t❃ sr❝✮

④

▲✐st❁✐♥t❃ ❧ ❂ ♥❡✇ ▲✐st❁✐♥t❃✭✮❀

❢♦r❡❛❝❤ ✭✐♥t ① ✐♥ sr❝✮

❧✳❆❞❞✭①✮❀

r❡t✉r♥ ❧❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❆ s✐♠♣❧❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐t❡r❛t♦r ✐♥ ❈★✳

▲✐st❁✐♥t❃ ❈♦♣②✭■❊♥✉♠❡r❛❜❧❡❁✐♥t❃ sr❝✮

④

▲✐st❁✐♥t❃ ❧ ❂ ♥❡✇ ▲✐st❁✐♥t❃✭✮❀

■❊♥✉♠❡r❛t♦r❁✐♥t❃ ✐t❡r ❂

sr❝✳●❡t❊♥✉♠❡r❛t♦r✭✮❀

✇❤✐❧❡ ✭✐t❡r✳▼♦✈❡◆❡①t✭✮✮④

✐♥t ① ❂ ✐t❡r✳❣❡t❴❈✉rr❡♥t✭✮❀

❧✳❆❞❞✭①✮❀

⑥

r❡t✉r♥ ❧❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ✏❉❡s✉❣❛r❡❞✧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t♦r ❡①❛♠♣❧❡✳

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ✭Pr♦❣r❛♠♠❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ✇r✐t❡ t❤❡ ❞❡✲s✉❣❛r❡❞ ✈❡r✲
s✐♦♥✳✮ ❚❤❡ ❞❡s✉❣❛r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
IEnumerable〈T 〉 ❛♥❞ t✇♦ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ IEnumerator〈T 〉✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
❝♦♥str✉❝t♦r ❢♦r t❤❡ t②♣❡ List〈T 〉 ✐s ❝❛❧❧❡❞✱ ❛s ✐s ✐ts Add ♠❡t❤♦❞✳

❆ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡❛❞ ❛♥❞
✇r✐tt❡♥ ❜② Copy✳ ❚❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ Copy ✐s ✭✇❡❛❦❧②✮
♣✉r❡✳ ■t ❝❧❡❛r❧② ♠✉t❛t❡s t❤❡ ❧✐st t❤❛t ✐t ❝r❡❛t❡s ❛♥❞ r❡t✉r♥s✱ ❜✉t t❤❛t ❧✐st ✐s ❝r❡❛t❡❞
❛❢t❡r ❡♥tr② ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs ❛r❡
❞r❛✇♥ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞❡s✐r❡ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✐s ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡
✐ts ♣✉r✐t②✳

❙❛❧❝✐❛♥✉✬s ❛♥❛❧②s✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s✳
■t ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r src ❝♦✉❧❞ ❡s❝❛♣❡
t♦ ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝t ♦♥
❛❧❧ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❛❧❧ st❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ♣r❡❝❧✉❞❡s Copy ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣
♣✉r❡ ❛♥❞✱ ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ♣♦❧❧✉t❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛♥② ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝❛❧❧s
✐t ❜❡❝❛✉s❡ t❤♦s❡ ❡✛❡❝ts t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❝♦♥❝✐s❡❧② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts✲
t♦ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ r❡❛❞✴✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s
s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♠♠♦♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ tr❛❞❡♦✛s✿ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥❛❜❧❡
t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐❞✐♦♠s ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❜❡ ❝♦♥❝✐s❡
❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠❡rs t♦ ✉s❡ ✐♥ ❡✈❡r②❞❛② ♣r❛❝t✐❝❡✳

❲❡ ❛❞❞ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ♠❡t❤♦❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❆t ❝❛❧❧ s✐t❡s✱
✇❡ tr✉st t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠❡t❤♦❞❀ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ✇❤❡♥
❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❤❡r✐t❡❞✿ t❤❡② ♠✉st ❜❡ r❡✲
s♣❡❝t❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② s✉❜t②♣❡ ❜② ♦✈❡rr✐❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s t♦
♠♦❞❡❧ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧s ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧



✽✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡✳
❚❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✺✳✶✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡

❋✐rst✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐❞❡❛s ❢r♦♠ ❙❛❧❝✐❛♥✉✬s ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❛♥❞
♣r❡s❡♥t ♦✉r ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✳◆❊❚ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧s✳
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ❙❛❧❝✐❛♥✉✬s ❛♥❛❧②s✐s ♥❡❡❞❡❞
t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤s t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t✳ ❖✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
❛♣♣❡❛r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳ ❙♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺ ❛♥❞ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉✲
s✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳

✺✳✷✳ ❙❛❧❝✐❛♥✉✬s ❆♥❛❧②s✐s

❙❛❧❝✐❛♥✉ ❡t ❛❧✳ ❬❙❘✵✺❪ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ❛♥
✐♥tr❛✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ s✉♠♠❛r② t❤❛t ♠♦❞❡❧s
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇
t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▼❡t❤♦❞s ❛r❡ tr❛✈❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ❜♦tt♦♠ ✉♣ ❢❛s❤✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞
♠❡t❤♦❞ s✉♠♠❛r✐❡s ❛t ❡❛❝❤ ❝❛❧❧ s✐t❡✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐♦♥✱ ❛ ✜①♣♦✐♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t❡s ♦✈❡r ❡✈❡r② str♦♥❣❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭✐✳❡✳✱ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❝✉rs✐✈❡
♠❡t❤♦❞s✮✳ ❲❤❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✈♦❦❡s ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡r
❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s✉♠♠❛r② ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ ❛r❡ ❥♦✐♥❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❛❧❧❡r✬s st❛t❡ ❛❢t❡r
t❤❡ ❝❛❧❧✳

❚❤❡ ✐♥tr❛✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣♦✐♥ts✲t♦
❣r❛♣❤ ✭P❚●✮ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❤❡❛♣ ❛❝❝❡ss❡s ♠❛❞❡ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞ m ❞✉r✐♥❣
❛❧❧ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m ❛♥❞ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥ pc✱ ❛ ♣♦✐♥ts✲t♦
❣r❛♣❤ P

pc
m ✐s ❛ tr✐♣❧❡ 〈I, O, L〉✱ ✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥s✐❞❡ ❡❞❣❡s✱ O t❤❡ s❡t ♦❢ ♦✉ts✐❞❡

❡❞❣❡s ❛♥❞ L t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧s t♦ ♥♦❞❡s ✷✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t
❤❡❛♣ ♦❜❥❡❝ts❀ t❤❡r❡ ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ■♥s✐❞❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t
♦❜❥❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ ❜② m✱ ✇❤✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♣❛ss❡❞
❛s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ m✳ ▲♦❛❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡rs ❢♦r ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝ts ♦r
❛❞❞r❡ss❡s✳ ❆ ❧♦❛❞ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❡❧❡♠❡♥ts r❡❛❞ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ m✳

❘❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡❞❣❡s✿ ✐♥s✐❞❡ ❡❞❣❡s
♠♦❞❡❧ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ m ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ❡❞❣❡s ♠♦❞❡❧ ❤❡❛♣ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s r❡❛❞ ❢r♦♠ ♦❜❥❡❝ts r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ m✱ ❡✳❣✳✱ t❤r♦✉❣❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r st❛t✐❝
✜❡❧❞s✳

❲❤❡♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥t pc ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧✱ op✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
✉s❡s ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ Pcallee✖❛ P❚● r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡
❤❡❛♣✖❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ µpc

m :: Node 7→ P(Node)✳ ■t r❡❧❛t❡s
❡✈❡r② ♥♦❞❡ n ∈ nodes(Pcallee) ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♦r ❢r❡s❤ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡
❝❛❧❧❡r (nodes(Ppc

m)∪nodes(Pop)) ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜✐♥❞ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡✬s ♥♦❞❡s t♦ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✬s
❜② r❡❧❛t✐♥❣ ❢♦r♠❛❧s ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ tr② t♦ ♠❛t❝❤ ❝❛❧❧❡❡✬s ♦✉ts✐❞❡
❡❣❞❡s ✭r❡❛❞s✮ ✇✐t❤ ❝❛❧❧❡r✬s ✐♥s✐❞❡ ❡❣❞❡s ✭✇r✐t❡s✮✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥t ✇✐t❤✐♥ m✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ r❡❝♦r❞s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
✇r✐tt❡♥ t♦ t❤❡ ❤❡❛♣✳ ❚❤❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❜str❛❝t st❛t❡ ❛t t❤❡

✷❚❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❡❞❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛♣✳
❙❛❧❝✐❛♥✉✬s ❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ ❤❛s ♦♥❡ ♠♦r❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ E✱ t❤❡ ❡s❝❛♣✐♥❣ ♥♦❞❡ s❡t✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥
❡s❝❛♣✐♥❣ ♥♦❞❡ ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ✐t t♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❝♦♣❡✳



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥❛❧②s✐s ✽✸

♠❡t❤♦❞✬s ❡①✐t ♣♦✐♥t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ❢r♦♠
t❤❡ ✭♦r✐❣✐♥❛❧✮ ♣❛r❛♠❡t❡r ♥♦❞❡s✳

✺✳✷✳✶✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✳◆❊❚ ▼❡♠♦r② ▼♦❞❡❧

❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s t♦ s✉♣♣♦rt ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✳◆❊❚ ♣❧❛t❢♦r♠ ♥♦t ♣r❡s❡♥t
✐♥ ❏❛✈❛✿ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣❛ss✐♥❣ ❜② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ str✉❝t t②♣❡s✳ ❙tr✉❝t t②♣❡s ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡
s❡♠❛♥t✐❝s❀ t❤❡② ❡♥❝♦♠♣❛ss ❜♦t❤ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t②♣❡s ❧✐❦❡ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ ❜♦♦❧❡❛♥s ❛s
✇❡❧❧ ❛s ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ r❡❝♦r❞ t②♣❡s✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❜♦t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ str✉❝ts✱ ✇❡
❛❞❞ ❛ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❛❞❞r❡ss ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r
✜❡❧❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞r❡ss ♥♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✭♦r ♣r✐♠✐t✐✈❡ t②♣❡s✮ t❤❡
❛❞❞r❡ss ♥♦❞❡ t❤❡♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐ts❡❧❢✳ ❆ str✉❝t ✈❛❧✉❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜②
✐ts ❛❞❞r❡ss✳ ❚♦ ❛❝❝❡ss ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇❡ ✜rst ❣❡t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡♥
❢♦❧❧♦✇ t❤❛t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ str✉❝ts ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❞❞r❡ss ❛s t❤❡
st❛rt✐♥❣ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ str✉❝t✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ♥♦❞❡ ❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❤❛s ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡s
❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✏❝♦♥t❡♥ts✲♦❢✧ s②♠❜♦❧ ✏✯✧✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ♥♦❞❡ ❢♦r ❛ str✉❝t ✈❛❧✉❡
❤❛s ♦♥❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✿ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛r❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♥❛♠❡s✳

❚❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ str✉❝ts✳ ❋♦r ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❡
❥✉st ❝♦♣② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜② t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♥♦❞❡✱ ❛♥❞ ❢♦r str✉❝ts ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♣② ❛❧❧
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜② ✐ts ✜❡❧❞s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ str✉❝ts✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t v0 ✐s t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ v1✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ str✉❝t t②♣❡ ✇✐t❤ t✇♦ ✜❡❧❞s f1 ❛♥❞ f2✳ ✭v0 ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛♥
♦❜❥❡❝t✱ ❡✳❣✳✱ ✐❢ t❤❡ str✉❝t ✐s ♣❛ss❡❞ t♦ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t t❛❦❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r
t❤❡♥ v1 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❜♦①❡❞ ✈❛❧✉❡✳✮ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ f1 ✐s ❛❧s♦ ❛ str✉❝t t②♣❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✜❡❧❞
g ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t t②♣❡✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ f2 ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t t②♣❡✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ r✐❣❤t
✜❣✉r❡s s❤♦✇ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ str✉❝t t②♣❡✳

str✉❝t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ str✉❝t ✈❛❧✉❡s ✐s ❞♦♥❡✳ ❆❞❞r❡ss ♥♦❞❡s ❛r❡
❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ♦✈❛❧s✱ ✈❛❧✉❡s ❛s ❜♦①❡s✳

■♥ ❬❇❋●▲✵✼❜❪ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♥❞ ❛❜str❛❝t s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡
❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❇❛s✐❝❛❧❧② ✇❡ s✉♣♣♦rt t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ♠❛♥❛❣❡❞
♣♦✐♥t❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ❧♦❛❞s ❛♥ ❛❞❞r❡ss ❛ ❂ ✫❜ ❛ss✐❣♥s t♦ ❛ t❤❡
❛❞❞r❡ss ♦❢ ❜✳ ■❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❜ ✐s ❛ str✉❝t t②♣❡ ❛ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ✐t✳ ❚❤✉s✱
❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥❞✐r❡❝t ❧♦❛❞✱ ❛ ❂ ✯❜✱
❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t st♦r❡✱ ✯❛ ❂ ❜✱ ❛❧❧♦✇s ✐♥❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss t♦ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞
t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♣❛ss✐♥❣ ❜② r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ r❡❛❞ ❡✛❡❝ts ❜②
r❡❣✐st❡r✐♥❣ ❡✈❡r② ✜❡❧❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭❧♦❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ s❤♦✇s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr♦❧
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ r❡❢❡r t♦ ♦❜❥❡❝ts✳ ❖♥❡ ♥♦❞❡
♠♦❞❡❧s ❛❧❧ ❣❧♦❜❛❧❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦
❣r❛♣❤ ❛s ✐t ❡①✐sts ❛t t❤❡ ❡♥tr② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✿ t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ ✐s s❤♦✇♥ ❛t t❤❡ ❡①✐t
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r✐❣❤t ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ s✉♠♠❛r② ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡



✽✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ ❛ ❝❛❧❧❡r✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ◆♦t✐❝❡
t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ❤❛s ❜❡❡♥ r❡st♦r❡❞ s✐♥❝❡ ❛ ❝❛❧❧❡r ✇♦✉❧❞ ♥♦t
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❛t ✐t ✐s r❡✲❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ s✉♠♠❛r② ❢♦r t❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ tr✐♣❧❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❤❡❛♣✱ ❛ ✇r✐t❡ s❡t W✱ ❛♥❞ ❛ r❡❛❞ s❡t R✳

✈♦✐❞ ♠✭❆ ❛✮④

❛ ❂ t❤✐s❀

❉ ❞ ❂ ♥❡✇ ❉✭✮❀

❛✳❢ ❂ ❞❀

⑥

W(m) = {〈PLN(this), f〉}
R(m) = {}
Write(m) = {this.f}
Read(m) = {}

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❚❤r❡❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤s ❢♦r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❡♥❞✱ ❛♥❞ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞ A.m✳

✺✳✷✳✷✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r ◆♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ▼❡t❤♦❞s

❙❛❧❝✐❛♥✉✬s ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛♣ ❛❝❝❡ss❡s
❛♥❞ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts ♠❛❞❡ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞✳ ❆ ❝❛❧❧ t♦ ❛ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛✉s❡s ❛❧❧
❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ❝❛❧❧❡r ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❝❛✉s❡ ❛ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ❬❙❘✵✺❪✳

❋♦r ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧s✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉♠♠❛r② ♥♦❞❡s ❢♦r
♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ❧♦❛❞ ♥♦❞❡ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♥♦❞❡✮ ✐s ❛ ♣❧❛❝❡
❤♦❧❞❡r ❢♦r ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♠❛② ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✬s ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧s✱ ❛t ❜✐♥❞✐♥❣ t✐♠❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s tr✐❡s t♦ ♠❛t❝❤ ❡✈❡r② ❧♦❛❞ ♥♦❞❡ ✇✐t❤
♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✳ ❆ ♠❛t❝❤ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝❛❧❧❡❡
♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✏✉♥✐✜❡s✑ ✇✐t❤ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡
♠❛❞❡ ♦♥ ❛ ❝❛❧❧❡❡✬s ❧♦❛❞ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✳ ❆s r❡❛❞s
❛♥❞ ✇r✐t❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤✱ t❤♦s❡ ❡❞❣❡s
♠✉st ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ♦♠❡❣❛ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣

◆♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ ❡✈❡r② ♥♦❞❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ ❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧s✱ s♦♠❡ ❡✛❡❝ts ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞
❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❝❛❧❧❡r ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ ❛s ✐t ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♥t❡①t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦ ❞♦ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧❡❡ m2 ♠❛② ♠♦❞✐❢② p1.f1.f2.f3
t♦ ♣♦✐♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r p2 ❛♥❞ ❛ ❝❛❧❧❡r m t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥❛❧②s✐s ✽✺

m2(a1, a2) ♠❛② ❤❛✈❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❛❜♦✉t a1.f1✳ ❆s ✇❡ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇ ✏❛
♣r✐♦r✐✑ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ m2 ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥s♦✉♥❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❛♥ ❡✛❡❝t ♦✈❡r a1.f1 ✐♥
t❤❡ ❝❛❧❧❡r✳ ❲❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✉♣❞❛t❡ a1 ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭❡✳❣✳✱ ✇❤❡♥ ❜✐♥❞✐♥❣ m ✇✐t❤ ✐ts ❝❛❧❧❡r✮✳

❖♠❡❣❛ ◆♦❞❡s

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ♥♦❞❡✱ ❛♥ ω ♥♦❞❡✱ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡
♥♦❞❡s ❢r♦♠ t❤❛t ♥♦❞❡✳ ❆t ❜✐♥❞✐♥❣ t✐♠❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❧♦❛❞ ✭♦r ♣❛r❛♠❡t❡r✮
♥♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✱ ω ♥♦❞❡s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❡✈❡r② ♥♦❞❡
r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛rt✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ω
♥♦❞❡ ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❡✈❡r② ♥♦❞❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❧❧❡r ❛r❣✉♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ ω ♥♦❞❡s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❝❛❧❧❡r ♥♦❞❡s ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t s♦♠❡❤♦✇ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡
♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧ ❝r❡❛t❡s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ p1 t♦ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t
r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ p2✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♣❛t❤✱
✇❡ ✉s❡ ❛ ♥❡✇ ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧✱ ?✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥② ✜❡❧❞✳ ❆t ❜✐♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t
❢r♦♠ a1 ✇❡ ❝❛♥ r❡❛❝❤ IN1 ❛♥❞ IN2✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♠✉st ❛❞❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♥♦❞❡s
t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ a2✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❜❡✐♥❣ ♠❡r❡❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✐t ❜❡✐♥❣
✇r✐t❛❜❧❡ ✭❡✳❣✳✱ ❛♥ ✐t❡r❛t♦r ♠❛② ❛❝❝❡ss ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❞✐♥❣ ❜✉t ♥♦t ❢♦r ✇r✐t✐♥❣✮✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ω ♥♦❞❡s✿ ωC ♥♦❞❡s✳ ✭❚❤❡ C st❛♥❞s ❢♦r
❝♦♥✜♥❡❞✱ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙♣❡❝★ ♦✇♥❡rs❤✐♣ s②st❡♠ ❬❇❉❋+✵✹❪✳✮ ❚❤❡s❡
♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛s ω ♥♦❞❡s ❢♦r ❜✐♥❞✐♥❣ ❛ ❝❛❧❧❡❡ t♦ ❛ ❝❛❧❧❡r✱ ❜✉t t❤❡②
r❡♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ♥♦❞❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❧❡r t❤r♦✉❣❤ ✜❡❧❞s ✐t ♦✇♥s✳ ❖✇♥❡rs❤✐♣ ✐s
s♣❡❝✐✜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿ ❛ ✜❡❧❞ f ♠❛r❦❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❛♥ ♦✇♥✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐♥ ❝❧❛ss
T ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t o ♦❢ t②♣❡ T ♦✇♥s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜② ✐ts f ✜❡❧❞✱ o.f ✭✐❢
❛♥②✮✳

❚♦ ♠♦❞❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡s ✇❡ ✉s❡ ? ❡❞❣❡s t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♠❛②
❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛♥② ♦❜❥❡❝t r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜✲
❥❡❝t✭s✮ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✭s✮ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t❛r❣❡t
♥♦❞❡✳ ❆s ✇❡ ✇❛♥t ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡✬s ❡✛❡❝t✱ ✇❡ ♦♥❧② ❣❡♥❡r✲
❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥s✐❞❡ ❡❞❣❡s ✐♥ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❞✐s❛♣♣❡❛r
✇❤❡♥ ❜♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✬s ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ✉s❡ ❛♥♦t❤❡r ✇✐❧❞❝❛r❞ ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧ $✱ t❤❛t ✐♥✲
❝❧✉❞❡s ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ?✳ $ ❞❡♥♦t❡s ♦♥❧② ♥♦♥✲♦✇♥❡❞ ✜❡❧❞s ❛♥❞
❛❧❧♦✇s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞✱
❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r r❡❛❞✐♥❣ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ WriteConfined ❛ttr✐❜✉t❡✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♠♣✉r❡
♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t s♦♠❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♥♦t ✇r✐tt❡♥✳ ❋♦r t❤❡ ✇♦rst
❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❡ ❝♦♥♥❡❝t ❡✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡r ω ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ t♦
♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ♥♦❞❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✉s✐♥❣ ❡❞❣❡s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ? t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸
♣r❡s❡♥ts ♦✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ❤❡❧♣s ❡❧✐♠✐♥❛t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❞❣❡s✳

■♥t❡r♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣

❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧s✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ♠❛♣✲
♣✐♥❣ µ✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t µ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ t♦ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡
❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡✈❡r② ω ♥♦❞❡ nL

pc
ω ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ µ(nL

pc
ω
) ❜②

❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ µ(nL
pc

ω
) t♦ ✐ts❡❧❢✳



✽✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥ ωC ♥♦❞❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
♦♥❧② ♣❛t❤s t❤❛t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ♦✇♥❡❞ ✜❡❧❞s✸ ❛♥❞ ? ❡❞❣❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ r❡❥❡❝t ♣❛t❤s
t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ $ ❡❞❣❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥✈❡rt ❛♥② ❧♦❛❞ ♥♦❞❡s✱ nL
pc✱ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t µ(nL

pc
ω
) t♦ ω ♥♦❞❡s✳

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛t
✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t ✇❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧ t♦ t❤♦s❡
♥♦❞❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❛❧❧ ♥♦❞❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ a1
❛r❡ ✐♥s✐❞❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛t ❜✐♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ❛s t❤❡② ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞
❜② t❤❡ ❝❛❧❧❡r ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ♣❧❛❝❡ ❤♦❧❞❡rs ❢♦r ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✉s✱ ♥♦ ♠♦r❡
❝♦♥t❡①t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ a1 ❛♥❞ p1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ a2 ❝❛♥ r❡❛❝❤
t❤❡ ❧♦❛❞ ♥♦❞❡ L4 ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♠♦r❡ ❝♦♥t❡①t ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡s♦❧✈❡ ♥♦❞❡s
r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ a2✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ❝♦♥✈❡rt L4 t♦ ❛♥ ω ♥♦❞❡✳ ❋✉❧❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡
♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ µ ✐s ✐♥ ❬❇❋●▲✵✼❜❪✳

❲❡ ❛❧s♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ✜❡❧❞ ❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ? ❛♥❞
$ ❡❞❣❡s✳ ■t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤♦s❡ ❡❞❣❡s ❛s ✏✇✐❧❞ ❝❛r❞s✑ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡✈❡r② ✜❡❧❞ ❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦
❢♦❧❧♦✇ t❤♦s❡ ❡❞❣❡s✳

✺✳✸✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s ♦✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥❝✐s❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡✛❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧s✳ ❆♥♥♦t❛t✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛s ♣✉r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♠❛r❦✐♥❣ ❡❛❝❤
♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ♥♦t ❜❡✐♥❣ ✇r✐t❛❜❧❡ ✭✉♥❧❡ss ✐t ✐s ❛♥ ♦✉t ♣❛r❛♠❡t❡r✮✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❛♥♥♦t❛t❡❞
❛s ❜❡✐♥❣ ✇r✐t❡✲❝♦♥✜♥❡❞ ✐s s❤♦rt❤❛♥❞ ❢♦r ♠❛r❦✐♥❣ ❡✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ✇r✐t❡✲❝♦♥✜♥❡❞✳
❖❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② t♦ ❧❛❜❡❧ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❜♦t❤ ♣✉r❡ ❛♥❞ ❛s ✇r✐t✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧s✳

❚❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥t♦ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝t ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇❋●▲✵✼❜❪✳ ❇❛s✐❝❛❧❧② t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ✐s t♦ ❛✮ r❡♠♦✈❡ ? ❡❞❣❡s✱ ❜✮
r❡♣❧❛❝❡ ω ♥♦❞❡s ❜② ✐♥s✐❞❡ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ ❝✮ ❛✈♦✐❞ r❡❣✐st❡r✐♥❣ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts ♦✈❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❝♦♣❡✳

❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦✉r r✉♥♥✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐st ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ GetEnumerator
♠❡t❤♦❞ r❡t✉r♥s ❛♥ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ ✐♥ Copy✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦♦♣
✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r t❡r♠✐♥❛t❡ ✉♥❧❡ss iter.MoveNext r❡t✉r♥s ❢❛❧s❡ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✳ ❙♦ ❡✐t❤❡r
t❤❡ ❧♦♦♣ ♥❡✈❡r ❡①❡❝✉t❡s ♦r ❡❧s❡ s♦♠❡ st❛t❡ s♦♠❡✇❤❡r❡ ♠✉st ❝❤❛♥❣❡ s♦ t❤❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡t✉r♥❡❞✳ ■❢ t❤❡ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❣❧♦❜❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡♥ Copy ✐s
♥♦t ♣✉r❡ s♦ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t iter ✐ts❡❧❢✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s
t❤❛t ♦❜❥❡❝t ✇❛s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② GetEnumerator✱ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡
✇❡❛❦ ♣✉r✐t② ♦❢ Copy✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t GetEnumerator t♦ r❡t✉r♥ ❛ Fresh ♦❜❥❡❝t✿ t❤❡
✐t❡r❛t♦r✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ ✐t❡r❛t♦r ❤❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦
t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ❛ ✇❛② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ MoveNext s♦ t❤❛t
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐t ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ ❢♦r GetEnumerator✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s Fresh✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♥♦❞❡ ❢♦r
t❤❡ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ω ♥♦❞❡✳

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✭this ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ✐s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s Escapes ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ ♠✉st ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡❞❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡

✸❲❡ ♠❡❛♥ ✏♦✇♥❡❞ ✜❡❧❞s✧ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇♦♦❣✐❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❬❇❉❋+✵✹❪✳



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥❛❧②s✐s ✽✼

❆ttr✐❜✉t❡ ◆❛♠❡ ❚❛r❣❡t ❉❡❢❛✉❧t ▼❡❛♥✐♥❣

❋r❡s❤ ♦✉t P❛r❛♠❡✲
t❡r

❋❛❧s❡ ❚❤❡ r❡t✉r♥❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞
♦❜❥❡❝t✳

❘❡❛❞ P❛r❛♠❡t❡r ❚r✉❡ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② r❡❛❞✳

❲r✐t❡ P❛r❛♠❡t❡r ❋❛❧s❡ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② ♠✉✲
t❛t❡❞✳

❲r✐t❡❈♦♥✜♥❡❞ P❛r❛♠❡t❡r ❋❛❧s❡ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ❝❛♥ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② ♠✉t❛t❡
♦♥❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳

❊s❝❛♣❡✭❜♦♦❧✮ P❛r❛♠❡t❡r ❋❛❧s❡ ❲✐❧❧ ❛♥② ♦❜❥❡❝t r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ❜❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ♦❜✲
❥❡❝t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✬s ❛r❣✉♠❡♥t

❈❛♣t✉r❡✭❜♦♦❧✮ P❛r❛♠❡t❡r ❋❛❧s❡ ❲✐❧❧ s♦♠❡ ❝❛❧❧❡r ♦❜❥❡❝t ♦✇♥ t❤❡
❡s❝❛♣✐♥❣✲♣❛r❛♠❡t❡r✬s ♦❜❥❡❝ts ❄

●❧♦❜❛❧❘❡❛❞✭❜♦♦❧✮ ▼❡t❤♦❞ ❚r✉❡ ❉♦❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡❛❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧❄
●❧♦❜❛❧❲r✐t❡✭❜♦♦❧✮ ▼❡t❤♦❞ ❚r✉❡ ❉♦❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇r✐t❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧❄
●❧♦❜❛❧❆❝❝❝❡ss✭❜♦♦❧✮ ▼❡t❤♦❞ ❚r✉❡ ❉♦❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧❄

P✉r❡ ▼❡t❤♦❞ ❋❛❧s❡ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♥♦t ♠✉t❛t❡ ❛♥② ♦❜❥❡❝t
❢r♦♠ ✐ts ♣r❡st❛t❡ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♦✉t ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs

❲r✐t❡❈♦♥✜♥❡❞ ▼❡t❤♦❞ ❋❛❧s❡ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♠✉t❛t❡s ♦♥❧② ♦❜❥❡❝ts
♦✇♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❝❛♣t✉r❡❞✮✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ✉s❡❞ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞
❛♥❞ ✇r✐t❡ s❡ts✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s Fresh ❛♥❞ Escape ❛❧s♦ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ♦♥ t❤❡ ✏r❡t✉r♥
✈❛❧✉❡✧ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛s ❛♥ ❡①tr❛ ✭♦✉t✮ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ ❈★✱
❛ttr✐❜✉t❡s ♦♥ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t t❛r❣❡t✱
❡✳❣✳✱ ❬r❡t✉r♥✿❋r❡s❤❪✳

✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡✮ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛♥♥♦t❛t❡ ✐t
❛s Capture✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s $ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ ❜✉t
♦♥❧② ❢♦r r❡❛❞✐♥❣✳ ❆ Capture ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ? ❡❞❣❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
♥♦ ❡❞❣❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ω ♥♦❞❡ ♣♦✐♥t❡❞ ❜② &this ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t
❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛s Write(false)✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s ♥♦t ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❣❧♦❜❛❧ ♥♦❞❡ ✭❛♥❞ s♦ ♥♦ ✇r✐t❡ ♦r r❡❛❞ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡✮✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡s❡ ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ GetEnumerator✳ ❚❤❡
♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ ❢♦r MoveNext ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡s❡
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✿

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s WriteConfined✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ♦♥❧②
♠✉t❛t❡ ♦❜❥❡❝ts ✐t ♦✇♥s✳ ❚❤✐s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ωC ♥♦❞❡ ❢♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳
◆♦t❡ ❤♦✇ t❤✐s ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♥♦❞❡ ❤❛s t✇♦ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡
❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ? ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ r❡❝✐❡✈❡r ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♣❡r✲
❢♦r♠ ❛♥② ✇r✐t❡ t♦ ♥♦❞❡s ✐♥ ✐ts ♦✇♥❡rs❤✐♣ ❝♦♥❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s $
❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ω ♥♦❞❡✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ♦❜❥❡❝ts r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ♥♦t✲♦✇♥❡❞
✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❜✉t ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❡❞❣❡s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s $ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳



✽✽ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Copy✬s ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤ ❛❢t❡r ❝❛❧❧✐♥❣ sr❝✳●❡t❊♥✉♠❡r❛t♦r
❛♥❞ ✐t❡r✳▼♦✈❡◆❡①t✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ✜❡❧❞ ✩ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t src ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠
iter ❜✉t iter ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠✉t❛t❡ ♦❜❥❡❝ts ♦♥❧② ✉s✐♥❣ ✜❡❧❞s t❤❛t iter✬s ❝❧❛ss ♦✇♥s✳ ❋♦r
s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜②
t❤❡ ❧✐st l✳

❝❧❛ss ▲✐st❁❚❃ ④

❬●❧♦❜❛❧❆❝❝❡ss✭❢❛❧s❡✮❪

♣✉❜❧✐❝ ▲✐st❁❚❃✭✮❀

❬●❧♦❜❛❧❆❝❝❡ss✭❢❛❧s❡✮❪

♣✉❜❧✐❝ ✈♦✐❞ ❆❞❞✭❚ t✮❀

✳✳✳

⑥

✐♥t❡r❢❛❝❡ ■❊♥✉♠❡r❛❜❧❡❁❚❃④

❬r❡t✉r♥✿ ❋r❡s❤❪

❬❊s❝❛♣❡s✭tr✉❡✮❪ ✴✴ r❡❝❡✐✈❡r s♣❡❝

❬●❧♦❜❛❧❆❝❝❡ss✭❢❛❧s❡✮❪

■❊♥✉♠❡r❛t♦r❁❚❃ ●❡t❊♥✉♠❡r❛t♦r✭✮❀

⑥

✐♥t❡r❢❛❝❡ ■❊♥✉♠❡r❛t♦r❁❚❃ ④

❬❲r✐t❡❈♦♥❢✐♥❡❞❪ ❜♦♦❧ ▼♦✈❡◆❡①t✭✮❀

❚ ❈✉rr❡♥t ④ ❬●❧♦❜❛❧❆❝❝❡ss✭❢❛❧s❡✮❪ ❬P✉r❡❪ ❣❡t❀ ⑥

❬❲r✐t❡❈♦♥❢✐♥❡❞❪ ✈♦✐❞ ❘❡s❡t✭✮❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ Copy ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳

✺✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❙♣❡❝★ ❝♦♠♣✐❧❡r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ r✉♥ ❛s ❛ st❛♥❞ ❛❧♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ ❇♦♦❣✐❡ ❬❇❉❏+✵✻❪✱ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✈❡r✲
✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❙♣❡❝★ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬❇❉❋+✵✹❪✳ ❇♦♦❣✐❡ ✐s ✐ts❡❧❢ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❙♣❡❝★
❛♥❞ s♦ ❛❧r❡❛❞② ❤❛s s♦♠❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ✉s❡ ♦✉r t♦♦❧ t♦ ✈❡r✐❢② ♠❡t❤♦❞s
❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s ♣✉r❡✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❡✐❣❤t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡s ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥tr❛✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧✿ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❜♦❞② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ■♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧s ✇❡ ✉s❡ ❛♥② ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧❧❡❡✳ ■♥t❡r✲
♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ✭❜♦tt♦♠ ✉♣ ✇✐t❤ ✜① ♣♦✐♥t✮✿ ❚❤✐s ✐s ❛ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡
❛ ♣❛rt✐❛❧ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛ ❜♦tt♦♠ ✉♣ ❢❛s❤✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡
t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ❝❛❧❧s t♦ t❤❛t ♠❡t❤♦❞✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧s
✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✜① ♣♦✐♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧②
r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧s✳ ■♥t❡r✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ✭t♦♣ ❞♦✇♥ ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ✸✮✿ ❆❣❛✐♥✱ ❛ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❣r❛♠
❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ✐♥❧✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥s t♦ ❛ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤r❡❡✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦r ✇❤❡t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤②
t❤❡ ❢✉❧❧ ❛♥❛❧②s✐s t❛❦❡s ♠♦r❡ t✐♠❡ ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥❛❧②s✐s ✽✾

✜①♣♦✐♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉t✉❛❧❧② r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳

❆♣♣r♦❛❝❤ ❚✐♠❡ ✭s❡❝✮
■♥tr❛✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ✶✺✳✼✽
■♥t❡r✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ✭❢✉❧❧✮ ✽✾✳✵✵
■♥t❡r✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ✭❞❡♣t❤ ✸✮ ✷✷✳✽✸

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❆♥❛❧②s✐s t✐♠❡ ❢♦r ❇♦♦❣✐❡✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✹ s❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛❝❦❡t ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② ❛r❡ ❞❡✲
❝❧❛r❡❞ ❛s ♣✉r❡✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡
s❤♦✇ ♦♥❧② ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♣✉r✐t② ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥tr❛✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
✐s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥tr❛✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥
❛ ❢✉❧❧ ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤♦✉t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❞♦♥✬t
✜♥❞ ❛ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t r❡❝✉rs✐✈❡✳

❖♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤✐♥❣ ✐s t❤❛t ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡❝❧❛r❡❞ ♣✉r❡
✐♥ ❇♦♦❣✐❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ♣✉r❡✳ ❙♦♠❡ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ♣✉r❡✱ ❜✉t ♦t❤❡rs ❡✐✲
t❤❡r r❡❝♦r❞ s♦♠❡ ❧♦❣❣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ st❛t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ♦r ❡❧s❡ ✇❡r❡ ❥✉st ✐♥❝♦rr❡❝t❧②
❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ♣✉r❡✳

Pr♦❥❡❝t ★▼❡t❤♦❞s ❉❡❝❧❛r❡❞ P✉r❡
❆❜s■♥t ✸✹✽ ✻✻
❆■❋r❛♠❡✇♦r❦ ✭❆■✮ ✶✺✵✻✸ ✸✺✶✹
●r❛♣❤ ✾✼ ✷✵
❈♦r❡ ✾✻✷✽ ✶✸✷✻
❇②t❡❈♦❞❡❚r❛♥s ✭❇❈❚✮ ✺✺✻✹ ✾✽✹
❱❈●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❱❈●✮ ✷✵✺✵ ✶✽✼
❈♦♠♣✐❧❡r P❧✉❣✐♥ ✭❈P✮ ✺✺ ✶✷

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❇♦♦❣✐❡ s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s ♣✉r❡✳

Pr♦❥❡❝t ❯s✐♥❣ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❲✐t❤♦✉t ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s
■♥tr❛ ✪ ■♥t❡r ✸ ✪ ■❋ ✪ ■♥tr❛ ✪ ■♥t❡r ✸ ✪ ■❋ ✪

❆❜s■♥t ✻✻ ✶✵✵✪ ✻✻ ✶✵✵✪ ✻✻ ✶✵✵✪ ✺✶ ✼✼✪ ✺✶ ✼✼✪ ✺✶ ✼✼✪
❆■ ✷✼✵✷ ✼✼✪ ✷✼✷✺ ✼✼✪ ✷✼✸✵ ✼✽✪ ✶✻✸✶ ✹✻✪ ✶✻✽✽ ✹✽✪ ✶✻✽✽ ✹✽✪
●r❛♣❤ ✶✹ ✼✵✪ ✶✹ ✼✵✪ ✶✹ ✼✵✪ ✶✵ ✺✵✪ ✶✵ ✺✵✪ ✶✵ ✺✵✪
❈♦r❡ ✶✶✻✹ ✽✽✪ ✶✷✷✹ ✾✷✪ ✶✷✷✹ ✾✷✪ ✼✵✾ ✺✸✪ ✼✷✾ ✺✺✪ ✼✷✾ ✺✺✪
❇❈❚ ✼✽✶ ✼✾✪ ✽✹✺ ✽✻✪ ✽✻✸ ✽✽✪ ✷✺✺ ✷✻✪ ✷✾✼ ✸✵✪ ✷✾✼ ✸✵✪
❱❈● ✶✼✶ ✾✶✪ ✶✼✶ ✾✶✪ ✶✼✶ ✾✶✪ ✶✺✺ ✽✸✪ ✶✺✺ ✽✸✪ ✶✺✺ ✽✸✪
❈P ✶✵ ✽✸✪ ✶✵ ✽✸✪ ✶✵ ✽✸✪ ✽ ✻✻✪ ✽ ✻✻✪ ✽ ✻✻✪

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❪
❘❡s✉❧ts ❢♦r ❇♦♦❣✐❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s ♣✉r❡ t❤❛t ✇❡r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❛s ♣✉r❡ ❜② ♦✉r
❛♥❛❧②s✐s✳ ■❋ st❛♥❞s ❢♦r ✏■♥t❡r Pr♦❝❡❞✉r❛❧ ❋✉❧❧✑ ❜♦tt♦♠ ✉♣ ❛♥❛❧②s✐s✳

✺✳✺✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡✛❡❝t ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❙❛❧❝✐❛♥✉
❡t ❛❧✳ ❬❙❘✵✺❪✳ ❲❡ ❛❞❞ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ✭♠❛♥❛❣❡❞ ♣♦✐♥t✲



✾✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❡rs ❛♥❞ str✉❝ts✮ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡
♠❡t❤♦❞s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r② ❛r❣✉♠❡♥t ❡s❝❛♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇r✐t❡s
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❝♦♣❡✱ ✇❡ tr② t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝❛❧❧❡❡s ✉s✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳
❯s✐♥❣ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❛t ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣✉r❡ ✇❤❡♥ ✐t ❝❛❧❧s ❛
♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ✐t❡r❛t♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❖♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
❜② ❤❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ ✭♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡✛❡❝ts✮ ❜✉t ✐t ❤❛s t♦ ❜❡
❞♦♥❡ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦r ❛❜str❛❝t ❝❧❛ss✳ ❖✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❛t t❛s❦ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦❞❡ ❜❡❝♦♠❡s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❚②♣❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✉❝❛ss❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬▲●✽✽❪ ❢♦r
♠♦st❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦ ✐♥ s♣❡❝✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ ❡✛❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ✉s❡r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❈❧❛r❦❡
❛♥❞ ❉r♦ss♦♣♦✉❧♦✉ ✉s❡ ♦✇♥❡rs❤✐♣ t②♣❡s ❬❈❉✵✷❪ ✇❤✐❧❡ ▲❡✐♥♦ ❡t ❛❧✳ ✉s❡ ❞❛t❛ ❣r♦✉♣s
❬▲P❍❩✵✷❪✳ ■♥ ❬●❇✾✾❪✱ ❛♥ ❡✛❡❝t s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✿ ✐t ❛❧❧♦✇s ❡✛❡❝ts
t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♦♥ ❛ ✜❡❧❞ ♦r s❡t ♦❢ ✜❡❧❞s ✭r❡❣✐♦♥s✮✳ ■t ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏✉♥s❤❛r❡❞✧
✜❡❧❞s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦✉r ♦✇♥❡rs❤✐♣ s②st❡♠✳ ❯s✐♥❣ ❛ ♣✉r❡❧② ✐♥tr❛✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧
❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡② ✈❡r✐❢② ♠❡t❤♦❞s ❛❣❛✐♥st t❤❡✐r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ✐t
❞♦❡s♥✬t ❝♦♠♣✉t❡ ♣♦✐♥ts✲t♦✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡✱ ❜✉t st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❡s❝❛♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♣✲
t✉r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❏▼▲ ❬▲❇❘✾✾❪ ❛♥❞ ❙♣❡❝★ ❬❇❉❋+✵✹❪ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡s
t❤❛t ❛❧❧♦✇ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐♠s ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t♦ ❛ss✐st
t❤❡ ❙♣❡❝★ ❝♦♠♣✐❧❡r ✐♥ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣✉r✐t② ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳
❏❛✈❛r✐ ❬❚❊✵✺❪ ✉s❡s ❛ t②♣❡ s②st❡♠ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝❡ r❡❛❞✲♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞
✜❡❧❞s✳ ❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❝❛❝❤❡s ✐♥ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❏❛✈❛r✐ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ ❞❡✲
❝❧❛r❡ ♠✉t❛❜❧❡ ✜❡❧❞s❀ s✉❝❤ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ♠✉t❛t❡❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ r❡❛❞✲♦♥❧②
♦❜❥❡❝t✳ ❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♠♣✉t❡s ✇❡❛❦ ♣✉r✐t② s♦ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡st❛t❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♥♦t
❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝❛❝❤✐♥❣ ✇r✐t❡s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦
✐♥❢❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ♣✉r❡ ♠❡t❤♦❞s ❬❇◆✵✹❪✳

P♦✐♥ts✲t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ❬❘❘✵✶✱ ▼❘❘✵✺✱
❈❇❈✾✸✱ ❈❘✵✼❪✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❙❛❧❝✐❛♥✉✬s ❛♥❛❧②s✐s ❬❙❘✵✺❪✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s✲
t✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡st❛t❡✳ ❚❤✐s
❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✇❡❛❦ ♣✉r✐t② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❧② str♦♥❣ ♣✉r✐t②✳ ■♥ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦✱
❈❤❡r❡♠ ❛♥❞ ❘✉❣✐♥❛ ❬❈❘✵✼❪ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s
♠❡t❤♦❞ s✐❣♥❛t✉r❡s t❤❛t ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❡s❝❛♣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t
❛❧❧♦✇s ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛♣ ❞❡♣t❤ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts ❛ tr❛❞❡✲
♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡s ♠❡t❤♦❞ s✉♠♠❛r✐❡s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ❜✉t ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❧✐✲
❜r❛r② ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝✐s❡ s❡t ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦❞❡ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆❧✐❛s❏❛✈❛ ❬❆❑❈✵✷❪ ✐s ❛♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❛ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❋❡❛t❤❡r✇❡✐❣❤t ❏❛✈❛✳ ❖✉r ✇♦r❦ ❛❧s♦ ✉s❡s
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❡s❝❛♣❡✱ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦✇♥❡rs❤✐♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦
s♦♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❛❝❦✐♥❣ ❛t ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧s✳ ❍✉❛ ❡t ❛❧✳ ❬◆❳✵✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡✛❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ■♥✲
st❡❛❞ ♦❢ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡② ♦♥❧② ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t
♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛r♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦t❤❡rs✳



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥❛❧②s✐s ✾✶

✺✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❙❛❧❝✐❛♥✉✬s ❛♥❛❧②s✐s ❬❙❘✵✺❪ t❤❛t ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ✳◆❊❚ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈■▲✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧
❞❡t❛✐❧s t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ ✐t t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝❛❧❧✲❜②✲r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ str✉❝ts✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✳◆❊❚ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s
❢♦r ❛ ✉s❡❢✉❧ ♣❛rt ♦❢ ❈■▲✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ω✲♥♦❞❡s t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❡♥t✐r❡
✉♥❦♥♦✇♥ s✉❜✲❣r❛♣❤s✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s tr❡❛t♠❡♥t
♦❢ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧s ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ t♦♦ ♠✉❝❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ ω✲♥♦❞❡s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s t❤❡ ♣r♦♠✐s❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❝❛❧✲
❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❣r❛♣❤s t♦ ❜❡ ❛❜str❛❝t❡❞ ❢✉rt❤❡r t❤❛♥
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❙❛❧❝✐❛♥✉✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ♦✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ s②st❡♠ str✐❦❡s t❤❡ ♣r♦♣❡r ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♥❝✐s❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ✐ts❡❧❢✱ ❜✉t r❡♣r❡s❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡rs ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❆P■ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳
❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧♦❛❞ ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❛r❡
♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐t ❜② r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❣❞❡s ✭?✱ $✱ ω✮ ✇❤❡♥ ♥❡✇ ♥♦❞❡s
❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣❧❛♥ t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♥♦❞❡s✳

❖✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜✉t ✐t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r
♣✉r✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♠✐♥❞✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s❀ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ✇♦r❦ ❣✐✈❡♥ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ♣♦✐♥ts✲t♦
❣r❛♣❤s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t
❞♦♠❛✐♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛❣✉❛❣❡✳ ❇❡s✐❞❡s ✉s❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❝❡r♥s ❢♦r r❡❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠❡rs✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛❣❛✐♥st ✐ts
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✿ ♦✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② s✐♠♣❧❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❡❛s② t♦ ♣❡r❢♦r♠✳

❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦✇♥❡rs❤✐♣
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♦✇♥❡rs❤✐♣ ❝❡rt❛✐♥❧② ❡①✐sts ✐♥ r❡❛❧ ❝♦❞❡✱ ❜✉t t❤❡ r✐❣❤t ❢♦r♠❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❛❣r❡❡❞ ✉♣♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✇♥❡rs❤✐♣ s②st❡♠s ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ♦✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ✇♦r❦ ❢♦r ❛♥② ♦❢
t❤❡♠✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦✉r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❙♣❡❝★ ♦✇♥❡rs❤✐♣ s②st❡♠✳

❇② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲✇♦r❧❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts s♦ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❢✉❧❧ ♣r♦❣r❛♠s✱
✇❡ ❤♦♣❡ t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥ r❡❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■♥ t❤❡
❢✉t✉r❡ ✇❡ ❤♦♣❡ t♦ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s♦♠❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ✉s❡s ❢♦r ❛ ♣♦✐♥ts✲t♦ ❛♥❞ ❡✛❡❝t ❛♥❛❧②s✐s ❜❡s✐❞❡s ♠❡t❤♦❞ ✭✇❡❛❦✮
♣✉r✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✉s✐♥❣ ✐t ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦r♠s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♣✉r✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ r❡✲❡♥tr❛♥❝②✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ✐t ❢♦r
✐♥❢❡rr✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♠♦❞✐✜❡s ❝❧❛✉s❡s✳





❈❍❆P❚❊❘ ✻

❏❙❝♦♣❡r✿ ❙❝♦♣✐♥❣ ❛♥❞ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❏❛✈❛

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❏❙❝♦♣❡r✱ ❛♥ ❊❝❧✐♣s❡ ♣❧✉❣✲✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs
❛♥❞ st✉❞❡♥ts✱ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ✐♥ s❝♦♣❡❞✲
♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❧✉❣✲✐♥ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t♦♦❧
t❤❛t ✇✐❧❧ tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ❛ss✐st t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❏❛✈❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❘❡❛❧✲t✐♠❡
❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❏❛✈❛ ✭❘❚❙❏✮ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ✐ts ♣✉r♣♦s❡ ✐s
t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ ✇❛②s t♦ tr❛♥s❧❛t❡ ❤❡❛♣✲❜❛s❡❞ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s
✐♥t♦ s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♦♥❡s✱ ❜② ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ ●❯■ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞❡❜✉❣❣✐♥❣✶✳

✻✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈✉rr❡♥t tr❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥❞✉str② ❛r❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♣r❛❝✲
t✐t✐♦♥❡rs t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❏❛✈❛✳
❋r♦♠ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐ss✉❡s ✐♥ ♦❜❥❡❝t✲
♦r✐❡♥t❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡
t❤r♦✉❣❤ ❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡✲
♠❡♥t ❤✐♥❞❡rs ♠♦❞✉❧❛r✐t②✱ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❧✐❦❡ ❏❛✈❛ ♣r♦✈✐❞❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❣❛r❜❛❣❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❝❧❛✐♠✐♥❣ ♦❢ ❤❡❛♣✲❛❧❧♦❝❛t❡❞ st♦r❛❣❡ ❛❢t❡r ✐ts ❧❛st ✉s❡
❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞
s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝
♠❡♠♦r② r❡❝❧❛✐♠✐♥❣ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ✐♥❞✉str✐❛❧
♣r❛❝t✐❝❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s s✐♠♣❧② ❢♦r❜✐❞❞❡♥✳
❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛❧❧ ♠❡♠♦r② ❞✉r✐♥❣
t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❢r❡❡ ✐t ✉♣♦♥ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ✈❡r② ✐♥❡✣❝✐❡♥t
♠❡♠♦r② ✉s❡✱ ✉s✉❛❧❧② r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♦✈❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❛t ❛♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳

❆ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ♠❡❡t r❡❛❧✲t✐♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
✇♦✉❧❞ ❝❧❡❛r❧② ❤❛✈❡ ❛ ❤✉❣❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
❡♠❜❡❞❞❡❞ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇♦✉❧❞ ♣r❡✈❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡rr♦rs ♣r♦❞✉❝❡❞

✶ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛t t❤❡ ✏■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝❧✐♣s❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❡❳✲
❝❤❛♥❣❡ ❛t ❖❖P❙▲❆✑ ✭❡t❳✬✵✺✮ ❬❋●❇+✵✺❪✳

✾✸



✾✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❜② ❤❛③❛r❞♦✉s ♠❡♠♦r② ❤❛♥❞❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦t❤ ❤❛r❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥❞ t♦ ❝♦rr❡❝t✳ ❆s
❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦sts ✇❤✐❧❡
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ q✉❛❧✐t②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
t❤❡ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❏❛✈❛ ✭❘❚❙❏✮❬●❇✵✵❪ ♣r♦♣♦s❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲
❧❡✈❡❧ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏s❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r②✑✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❆P■ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❙❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛
♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ r❡❣✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥✐t
✭♠❡t❤♦❞ ♦r t❤r❡❛❞✮✳ ❘❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
✉♥✐ts ✜♥✐s❤ t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❬❚❚✾✼✱ ●❆✵✶✱ ●❇✵✵✱ ●◆❨❩✵✺❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ t❛s❦
♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝t s❝♦♣❡s ✐s ❧❡❢t t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✳

❙♦♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
♠❛♣♣✐♥❣ s❡ts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥s❬❉❈✵✷✱ ●◆❨❩✵✺❪✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡
P♦✐♥t❡r ❛♥❞ ❊s❝❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s ❬❙❘✵✶✱ ❙❨●✵✺✱ ❇❧❛✾✾❪ t♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
♦❜❥❡❝t ❧✐❢❡t✐♠❡s✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❡s❝❛♣❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ✐ts ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❧♦♥❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❧✐❢❡t✐♠❡✱ s♦ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✜♥✐s❤❡s ✐ts
❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧②
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❖✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs ✇✐t❤ ❛ t♦♦❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ❛ss✐st t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
♦❢ ❏❛✈❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❏❛✈❛ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱
t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❡♥❛❜❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛♣✲❜❛s❡❞ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥t♦ s❝♦♣❡❞✲❜❛s❡❞ ♦♥❡s✱
❜② ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ ●❯■ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ ❛♥❞
❞❡❜✉❣❣✐♥❣✳

✻✳✷✳ ❙❝♦♣❡❞ ▼❡♠♦r② ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❏❛✈❛ ✭❘❚❙❏✮ ❬●❇✵✵❪ ✐s t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛✳ ❖♥❡ ♦❢ ✐ts ♠♦st r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s ✐s ❛ ♥❡✇ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s s❡✈❡r❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠❡♠♦r②
♠♦❞❡❧s✿ ❍❡❛♣ ♠❡♠♦r② ✭❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✮✱ ■♠♠♦rt❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❙❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r②✳
◆❡✐t❤❡r ■♠♠♦rt❛❧ ♥♦r ❙❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r② ✉s❡ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❖❜❥❡❝ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥
■♠♠♦rt❛❧ ♠❡♠♦r② ❛r❡ ♥❡✈❡r ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❧✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♣r♦❣r❛♠ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❙❝♦♣❡❞✲
♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ r❡❣✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ r✉♥♥❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t ✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥✱ ✐ts ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♠♣♦s❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✇❛② ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛♥❣❧✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t o1 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
r❡❣✐♦♥ r r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t o2 ♦♥❧② ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞s✿ o2
❜❡❧♦♥❣s t♦ r❀ o2 ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❧✇❛②s ❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ r ✐s ❛❝t✐✈❡❀ o2 ✐s ✐♥
t❤❡ ❍❡❛♣❀ o2 ✐s ✐♥ ■♠♠♦rt❛❧ ✭♦r st❛t✐❝✮ ♠❡♠♦r②✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t o1 ❝❛♥♥♦t ♣♦✐♥t t♦ ❛♥
♦❜❥❡❝t o2 ✐♥ r❡❣✐♦♥ r ✐❢✿ o1 ✐s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛♣❀ o1 ✐s ✐♥ ✐♠♠♦rt❛❧ ♠❡♠♦r②❀ r ✐s ♥♦t ❛❝t✐✈❡
❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❞✉r✐♥❣ o1✬s ❧✐❢❡t✐♠❡✳

❍❡❛♣ ■♥♠♦rt❛❧ ❙❝♦♣❡❞
❍❡❛♣ ❨❡s ❨❡s ◆♦

■♥♠♦rt❛❧ ❨❡s ❨❡s ◆♦
❙❝♦♣❡❞ ❨❡s ❨❡s ✐❢ ❛❝t✐✈❡

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❙❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳

❆t r✉♥t✐♠❡✱ r❡❣✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✉♥✐ts
✭❡✳❣✳✱ ♠❡t❤♦❞s ♦r t❤r❡❛❞s✮✳ ■♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲t❤r❡❛❞❡❞ ♣r♦❣r❛♠✱ ✐❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❏❙❝♦♣❡r✿ ❆ t♦♦❧ ❢♦r r❡❣✐♦♥ ❡❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✾✺

❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧
st❛❝❦✳ ■♥ ❛ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤❡r❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❛❞s ❛♥❞
♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ tr❡❡ ✇❤♦s❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤r❡❛❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛t ♣r♦❣r❛♠ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥ ❆P■ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❘❚❙❏ ♦♥❡✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬●❇✵✵❪✱ ✐♥ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥ts✳
❋✐rst✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❆P■ ♠❡♠♦r② s❝♦♣❡s ❛r❡ ♥♦t ❜♦✉♥❞ t♦ r✉♥♥❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ t❤✐s
♣♦✐♥t✱ t❤✐s ❆P■ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❘❈ ❧✐❜r❛r② ❬●❆✵✶❪✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❆P■ ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢②
t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛ ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❧❧ st❛❝❦✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡
♦❜❥❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛t r✉♥t✐♠❡ ✐s ❧❡❢t ♦✉t t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥
✇❤✐❝❤ r❡❣✐♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡❣✐st❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱
✇❤❡♥ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ s❡t ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✭♥❡✇
st❛t❡♠❡♥ts✮ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦❝❛t❡✳ ❲❤❡♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉❡st❡❞✱ t❤❡ ❆P■ ❛❧❧♦❝❛t❡s
t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❧❛st r❡❣✐♦♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ✇❛s r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
■♠♠♦rt❛❧ ♠❡♠♦r②❀ ✐♥st❡❛❞✱ ✐t ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ✏♠❛✐♥✑ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❝♦♣❡✳
❚❤❡ ❆P■ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✳

❡♥t❡r✭r✱❧❈❙s✮ ♣✉s❤ r ✐♥t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦ ❛♥❞
r❡❣✐st❡r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✐t ✇✐❧❧ ❛❧✲
❧♦❝❛t❡

❡①✐t✭✮ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t♦♣ r❡❣✐♦♥
♥❡✇■♥st❛♥❝❡✭❝s✱❝✮ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡

❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ❝s ♦❢ ❝❧❛ss c
♥❡✇❆■♥st❛♥❝❡✭❝s✱❝✱♥✮ s❛♠❡ ❜✉t ❢♦r ❛rr❛②s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❙❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ❆P■✳

✻✳✸✳ ❊❝❧✐♣s❡ P❧✉❣✲✐♥✿ ❏❙❝♦♣❡r

❚❤❡ ❊❝❧✐♣s❡ ❏❛✈❛ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❚♦♦❧❦✐t ✭❏❉❚✮ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❛♥❞
❢❡❛t✉r❡ r✐❝❤ ♣❧❛t❢♦r♠s ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❏❛✈❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❊❝❧✐♣s❡ ✐s ♥♦t
♦♥❧② ❛♥ ■❉❊ ❜✉t ❛♥ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ♣❧✉❣✲✐♥ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✐t ✐s t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✉s❡ ❢♦r
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t♦♦❧s ❛✐♠❡❞ ❛t tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✳ ❈✉rr❡♥t❧② t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇
t♦♦❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss✐st ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ t♦ s❝♦♣❡❞✲
♠❡♠♦r② ❝♦❞❡✳ ❆♥ ❊❝❧✐♣s❡ ♣❧✉❣✲✐♥ ❝❛❧❧❡❞ ❏❙❝♦♣❡r t❤❛t ❢✉❧❧✜❧s t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛ t♦♦❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ❜♦t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ s❡♠✐✲
❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛♣✲❜❛s❡❞ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥t♦ s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♦♥❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ♥♦t ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ ❘❚❏❙ ✭t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞
✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✮✱ t❤❡② ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✇❤✐❝❤ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❏❛✈❛ ❱✐rt✉❛❧ ▼❛❝❤✐♥❡ ❬●◆❨❩✵✺❪✳

❏❙❝♦♣❡r ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡✱ ❞❡❜✉❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss✳ ■ts ●❯■ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ✇❛② ♦❢ ❣❛✐♥✐♥❣ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r✲
❧②✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

✻✳✸✳✶✳ ❯s❛❣❡ ❛♥❞ ❋❡❛t✉r❡s

❏❙❝♦♣❡r ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ✇✐♥❞♦✇s✿ t❤❡ ❈❛❧❧❣r❛♣❤❇r♦✇s❡r✱ t❤❡ ❙❝♦♣❡❞✲▼❡♠♦r②
❏❛✈❛ ❊❞✐t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛ ❊❞✐t♦r ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❝❧✐♣s❡ ❏❛✈❛ ❉❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t ❚♦♦❧❦✐t✳ ■t ❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✳

❚❤❡ ❈❛❧❧●r❛♣❤ ❇r♦✇s❡r ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤ ❛♥❞
❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥ts✳ ■t ❛❧s♦ ❤❛s
s♦♠❡ ❡❞✐t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✿ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t



✾✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❡❞✐t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ❛❧❧♦✇
❢♦r ♠❛♥✉❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ t♦♦❧✳

❚❤❡ ❙❝♦♣❡❞✲▼❡♠♦r② ❏❛✈❛ ❊❞✐t♦r ✐s ❛ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ❡❞✐t♦r ✇✐t❤ s②♥t❛① ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣
s✉♣♣♦rt ❢♦r s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♣❡❝✐❛❧ ♠❛r❦❡r ✐❝♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❝t ❛s
❤②♣❡r❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧✉❣✲✐♥ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❚❤❡s❡ ♠❛r❦❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
❧❛t❡r✳

❚❤❡ ❏❛✈❛ ❊❞✐t♦r ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡❞✐t♦r ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❝❧✐♣s❡ ❏❉❚✱ ✇✐t❤
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ♠❛r❦❡r ✐❝♦♥s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❝♦♣❡❞✲▼❡♠♦r②
❏❛✈❛ ❊❞✐t♦r✳

❉✉r✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✉s❛❣❡ ✇♦r❦✢♦✇✱ t❤❡ ✉s❡r ✇✐❧❧ st❛rt ❢r♦♠ r❡❣✉❧❛r ❏❛✈❛ s♦✉r❝❡
❝♦❞❡✱ ✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦♦❧s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✱ ♣❡r❢♦r♠ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s
❬❙❨●✵✺❪ ✭❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ st❡♣✮ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r❡✲
s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ❈❛❧❧❣r❛♣❤ ❇r♦✇s❡r ✇✐♥❞♦✇✳ ▼❡♠♦r② r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡
❛❞❥✉st♠❡♥ts ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t t❤✐s st❛❣❡✳ ❚❤❡ ✉s❡r ♠❛② ❛❧s♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡
❡❞✐t♦rs ✭❈❛❧❧❣r❛♣❤✱ ■♥str✉♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛✮✱ ✉s✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ♠❛r❦❡r ✐❝♦♥s
✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦ r❡❧❛t❡❞ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣❧✉❣✲✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡
st♦r❡❞ ❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❳▼▲ ✜❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✱ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛♥❞ ❝❛❧❧✲
❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡s❡ ✜❧❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥✱ ✏❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✑✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✢♦✇ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❆ s✐❞❡ ❜② s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦❞❡ ❡❞✐t♦rs✳ ▲❡❢t✿ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛
❊❞✐t♦r✳ ❘✐❣❤t✿ t❤❡ ❙❝♦♣❡❞✲▼❡♠♦r② ❏❛✈❛ ❊❞✐t♦r✳

✶✳ ❙t❛rt ❢r♦♠ ❏❛✈❛ s♦✉r❝❡✿ t❤✐s ✐s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡r ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❝♦❞❡❞✱
✇✐t❤ ♥♦ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐ss✉❡s✳ P♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❡①♣❧♦r❡r ♦❢
t❤❡ ❊❝❧✐♣s❡ ❏❛✈❛ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ✉s❡r ♠✉st s❡❧❡❝t t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦♣t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ❏❙❝♦♣❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ✭♦♣t✐♦♥❛❧✮ ❛♥❞
❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❳▼▲ ✜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤✱ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✱ t❤❡ rt❥❛✈❛ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞
❝♦❞❡ ✜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❥s❝♦♣❡r ♣r♦❥❡❝t ✜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦s ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❧❡s t♦❣❡t❤❡r✳

✷✳ ❖✉t♣✉t ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✿ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ♥♦✇ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞
❝♦❞❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙❝♦♣❡❞✲▼❡♠♦r② ❏❛✈❛ ❊❞✐t♦r ✭✜❣✉r❡
✻✳✶✱ r✐❣❤t✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜r♦✇s❡ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❝♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜❧❡ ✇✐t❤ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ rt❥❛✈❛✳ ■♥str✉♠❡♥t❡❞ ❏❛✈❛ ✜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ ✇✐t❤
s♣❡❝✐❛❧ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② r❡❧❛t❡❞ st❛t❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❡❞✐t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✇✐t❝❤
t♦ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✱ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❏❙❝♦♣❡r✿ ❆ t♦♦❧ ❢♦r r❡❣✐♦♥ ❡❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✾✼

♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤✐s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ✐❝♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ♠❛r❦❡rs t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t ❞②♥❛♠✐❝
♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❝♦❞❡✳ ■t ❛❧s♦ ❧✐♥❦s t❤❡ ❥❛✈❛ ❛♥❞ rt❥❛✈❛ ✜❧❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ✉s❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐♥s♣❡❝t r❡❧❛t❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤✳

❚❤❡ ❝♦❞❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✈✐s✉❛❧❧② ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❢♦r♠ ✭✜❣✉r❡
✻✳✷✮✳ ◆♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r❡❛t✐♦♥
s✐t❡s ✭❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥ts✱ ❧✐❦❡ ♥❡✇✮✳ ❲❤❡♥ ❛ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞
❝❛❧❧s ❛♥♦t❤❡r✱ ❛♥ ❛rr♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❧❛❜❡❧ st❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❞r❛✇♥ t♦ ❝♦♥♥❡❝t
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✇♦ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❊❛❝❤ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ❧✐sts t❤❡ ♠❡♠♦r②
r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ ✐t✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✜❧t❡rs t❤❛t ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ ✈✐s✉❛❧ ❝❧✉tt❡r ❛♥❞ ❛r❡
✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥s♣❡❝t t❤❡ ❝♦❞❡ ✢♦✇ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛❝❡
❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ✭✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛❧❧❡r ♠❡t❤♦❞✮ t♦ ❛♥②
s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ t❤❛t s♣❛♥s ❢r♦♠ ❛♥② ❣✐✈❡♥
♥♦❞❡ ♦r ❤✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦❞❡ ✢♦✇ ✐s s❤♦✇♥✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s✐❞❡ ✈✐❡✇s t❤❛t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞✿ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ tr❡❡
✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❛ tr❡❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✳ ■♠❛❣❡
s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤ ♠❛② ❜❡ ❡①♣♦rt❡❞ ❛t ❛♥② t✐♠❡✳

✸✳ ▼❛♥✉❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✿ ❜♦t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥
s✐t❡s ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤♦s❡ r❡❣✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐✲
❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ t♦♦
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✮✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞✱ ♠♦❞✐✜❡❞ ♦r ❛❞❞❡❞ ❛t ✇✐❧❧ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❣✐♦♥
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✇✐♥❞♦✇ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♦❧❜❛r ❛♥❞ ❢r♦♠
❛ ❝♦♥t❡①t ♠❡♥✉✳ ❚❤✐s ♠❛♥❛❣❡r ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡❛ss✐❣♥✐♥❣ ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s t♦
❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✸✮✳

❆❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✜❧❡s ❛r❡ ♣❡rs✐st❡❞ t♦ ❞✐s❦ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ❛t ❛♥②
t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ t❡①t ❡❞✐t♦r✳ ❏❙❝♦♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇r✐t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢
r❡❣✐♦♥✴❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛t ❛♥② t✐♠❡✳

✻✳✸✳✷✳ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❏❙❝♦♣❡r ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ✸✳① s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❊❝❧✐♣s❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❈✉rr❡♥t❧② t❤❡r❡
✐s ♥♦ s✉♣♣♦rt ❢♦r ✈❡rs✐♦♥s ✷✳① ♦r ❡❛r❧✐❡r✳ ■t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐♥ ▲✐♥✉① ❛♥❞
❲✐♥❞♦✇s ❳P✳ ■t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✭②❡t✮ ♦♥ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❜✉t ✐t s❤♦✉❧❞
✇♦r❦ ♦♥ ❛♥② ♣❧❛t❢♦r♠ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❊❝❧✐♣s❡ ❛♥❞ ❏❛✈❛ ✶✳✹✳①✳

❏❙❝♦♣❡r ✐♥t❡❣r❛t❡s ✹ ❞✐st✐♥❝t ♠♦❞✉❧❡s ✇❤✐❝❤ r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡❞✐t♦rs
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✏❯s❛❣❡ ❛♥❞ ❋❡❛t✉r❡s✑✿ t❤❡ ❈❛❧❧❣r❛♣❤ ❇r♦✇s❡r✱ t❤❡
❙❝♦♣❡❞✲▼❡♠♦r② ❏❛✈❛ ❊❞✐t♦r✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛ ❊❞✐t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❇❛❝❦❡♥❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐s
❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♦❧s ✐ts❡❧❢✮✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ♣❧✉❣✲✐♥✳

❚❤❡ ❈❛❧❧❣r❛♣❤ ❇r♦✇s❡r ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛❧❧✲
❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ❡❞✐t✐♥❣ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✳
❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✉s❡s ❛♥ ❛❞❞✲♦♥ ❢♦r ❊❝❧✐♣s❡ ❝❛❧❧❡❞ ●❊❋✱ t❤❡ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❊❞✐t♦r
❋r❛♠❡✇♦r❦ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❡❞✐t♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
▼♦❞❡❧✲❱✐❡✇✲❈♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛tt❡r♥✳

❚❤❡ ❙❝♦♣❡❞✲▼❡♠♦r② ❏❛✈❛ ❊❞✐t♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥s♣❡❝t ❛♥❞ ❡❞✐t t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞
s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❊❝❧✐♣s❡ ♠❛r❦❡rs ❛❧❧♦✇ s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s
✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❏❛✈❛ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡
❈❛❧❧❣r❛♣❤ ❇r♦✇s❡r ✇✐♥❞♦✇✳

✷❙❡❡ t❤❡ ❤♦♠❡♣❛❣❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❝❧✐♣s❡✳♦r❣✴❣❡❢✴



✾✽ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❚❤❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤ ❜r♦✇s❡r ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s❤♦✇s ❛ tr❡❡
♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤✳

❚❤❡ ❏❛✈❛ ❊❞✐t♦r ♠✐♠✐❝s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s♦✉r❝❡ ❡❞✐t♦r ✐♥❝❧✉❞❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❊❝❧✐♣s❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❛♥❞ ❛❞❞s s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❛❜♦✈❡✳
❚❤❡ ❇❛❝❦❡♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t♦♦❧s t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦❞❡
❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝♦❞❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t♦r ❬●◆❨❩✵✺❪✱ ❛ ❝❛❧❧❣r❛♣❤ ❣❡♥❡r❛t♦r
❜❛s❡❞ ♦♥ ❙♦♦t ❬❱❘❍❙+✾✾❪✱ ❛♥ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡rr❡r ❬❙❨●✵✺❪ ❛♥❞
❛ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✜♥❞❡r✳

❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧✉❣✲✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❈♦❞❡ ▼♦❞❡❧

✐s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❞❡r✐✈❡❞ ♠♦❞❡❧s ✭❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈✐❡✇s✮✱ ♥❛♠❡❧②✱
❈❛❧❧ ●r❛♣❤s ❛♥❞ ❈r❡❛t✐♦♥ ❙✐t❡s✳ ❚❤❡ P♦✐♥t ♦❢ ❱✐❡✇ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✭❡✳❣✳✱ r♦♦t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡
❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ st❛♥❞❛r❞ ❏❛✈❛ ❆P■ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡
❘❡❣✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s t♦ s❡ts ♦❢ r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❛s
t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❙❝♦♣❡❞ ❈♦❞❡ ▼♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❖❜❥❡❝t ▲✐❢❡t✐♠❡ ▼♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬❙❨●✵✺❪ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦❧❞s
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛t❤s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡ ❛
❘❡❣✐♦♥ ▼♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛ ♠❛♥✉❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞
♦♥❡✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈✐❡✇ ✐♥ t❤❡ ♣❧✉❣✲✐♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✲
❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐♥t ♦❢ ❱✐❡✇ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❖❜❥❡❝t
▲✐❢❡t✐♠❡✱ ✇❤♦s❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❝❛❧❧
❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧✉❣✲✐♥ ♠♦❞✉❧❡s ❝♦♠♣r✐s❡s s❡✈❡r❛❧ ❳▼▲ ✜❧❡s✳ ❆ss✉♠✲
✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❏❛✈❛ s♦✉r❝❡ ✜❧❡ ✐s ♥❛♠❡❞ ▼②❈❧❛ss✳❥❛✈❛✱ t❤❡♥ t❤❡ ❳▼▲ ✜❧❡s ❛r❡✿

❚❤❡ ❝❛❧❧❣r❛♣❤ ✜❧❡✱ ▼②❈❧❛ss❈❛❧❧●r❛♣❤✳①♠❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❳▼▲ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s
❣r❛♣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦❞❡s ✭❝❧❛ss ♠❡t❤♦❞s✮ ✇✐t❤ ✐t❡♠s ✭❝r❡❛t✐♦♥
s✐t❡s✮ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✭♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧s✮✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛ss✲
♥❛♠❡ ❛♥❞ ❛ ❢✉❧❧② q✉❛❧✐✜❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✏❝❤✐❧❞r❡♥✑



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❏❙❝♦♣❡r✿ ❆ t♦♦❧ ❢♦r r❡❣✐♦♥ ❡❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✾✾

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❚❤❡ ❘❡❣✐♦♥ ▼❛♥❛❣❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ▼♦❞✉❧❡s ♦❢ ❏❙❝♦♣❡r

♦r ♥♦❞❡s ✐t ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦✳ ❊❛❝❤ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ♥✉♠❜❡r s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ttr✐❜✉t❡ ❧✐♥❡✳ ❆♥②
❛r❜✐tr❛r② ❝❛❧❧❣r❛♣❤ ♠❛② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❝②❝❧❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✜❧❡✱ ▼②❈❧❛ss❈r❡❛t✐♦♥❙✐t❡s✳①♠❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❳▼▲ t❤❛t ❧✐sts
t❤❡ ❧✐♥❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❏❛✈❛
s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳ ❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤✐s✿

❁❈r❡❛t✐♦♥❙✐t❡s ✐❞❂✧❡①❛♠♣❧❡✳❙✐♠♣❧❡❊①❛♠♣❧❡✧❃

❁❈r❡❛t✐♦♥❙✐t❡ ♠❡t❤♦❞❂✧♠✵✧ ❧✐♥❡❂✧✷✻✧✴❃

❁❈r❡❛t✐♦♥❙✐t❡ ♠❡t❤♦❞❂✧♠✵✧ ❧✐♥❡❂✧✷✼✧✴❃

❁❈r❡❛t✐♦♥❙✐t❡ ♠❡t❤♦❞❂✧♠✶✧ ❧✐♥❡❂✧✷✾✧✴❃

❁❈r❡❛t✐♦♥❙✐t❡ ♠❡t❤♦❞❂✧♠✶✧ ❧✐♥❡❂✧✸✷✧✴❃

❁✴❈r❡❛t✐♦♥❙✐t❡s❃

▼❡t❤♦❞ ♠✵ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❡①❛♠♣❧❡✳❙✐♠♣❧❡❊①❛♠♣❧❡ ❤❛s ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛t ❧✐♥❡s ✷✻
❛♥❞ ✷✼✱ ✇❤✐❧❡ ♠❡t❤♦❞ ♠✶ ❤❛s ✐ts s✐t❡s ❛t ✷✾ ❛♥❞ ✸✷✳

❚❤❡ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ✜❧❡✱ ▼②❈❧❛ss❘❡❣✐♦♥s✳①♠❧ ✭♦♣t✐♦♥❛❧✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❳▼▲ t❤❛t
st♦r❡s t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s t♦ s❝♦♣❡❞ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ♠❛②



✶✵✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ✜❧❡ ✐s ♦♣t✐♦♥❛❧❀ ✐❢
✐t ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ✉s❡r tr✐❡s t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❛ ❝❛❧❧❣r❛♣❤✱ ❏❙❝♦♣❡r ✇✐❧❧ s✐♠♣❧②
❣❡♥❡r❛t❡ ❞❡❢❛✉❧t r❡❣✐♦♥s ♥❛♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦r♣❤❛♥
s✐t❡✳ ❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✜❧❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉t❧✐♥❡✿

❁❘❡❣✐♦♥s❃

❁❘❡❣✐♦♥ ✐❞❂✧❘✶✧ s❝♦♣❡❂✧❙✐♠♣❧❡❊①❛♠♣❧❡✳♠✵✧

❧✐♥❡❋r♦♠❂✧✶✵✧ ❧✐♥❡❚♦❂✧✷✽✧❃

❁❈r❡❛t✐♦♥❙✐t❡ ♠❡t❤♦❞❂✧♠✵✧ ❧✐♥❡❂✧✷✻✧ ✐♥st❛♥❝❡s❊①♣❂✧①✧✴❃

❁❈r❡❛t✐♦♥❙✐t❡ ♠❡t❤♦❞❂✧♠✵✧ ❧✐♥❡❂✧✷✼✧ ✐♥st❛♥❝❡s❊①♣❂✧①❫✷✧✴❃

❁✴❘❡❣✐♦♥❃

❁❘❡❣✐♦♥ ✐❞❂✧❘✷✧ s❝♦♣❡❂✧❙✐♠♣❧❡❊①❛♠♣❧❡✳♠✶✧

❧✐♥❡❋r♦♠❂✧✷✾✧ ❧✐♥❡❚♦❂✧✺✵✧❃

❁❈r❡❛t✐♦♥❙✐t❡ ♠❡t❤♦❞❂✧♠✶✧ ❧✐♥❡❂✧✧ ✐♥st❛♥❝❡s❊①♣❂✧✷①✧✴❃

❁❈r❡❛t✐♦♥❙✐t❡ ♠❡t❤♦❞❂✧♠✶✧ ❧✐♥❡❂✧✧ ✐♥st❛♥❝❡s❊①♣❂✧①✧✴❃

❁✴❘❡❣✐♦♥❃

❁✴❘❡❣✐♦♥s❃

❆ r❡❣✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ st❛t❡s ✐ts s❝♦♣❡ ✭❡ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❧❛ss♥❛♠❡ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞
✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❧♦❝❛t❡❞✮✱ t❤❡ ❧✐♥❡ ♥✉♠❜❡rs ✐t s♣❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✇❤✐❝❤ ✐t
❝♦♥t❛✐♥s✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❝r♦ss ♠❡t❤♦❞ ♦r ❝❧❛ss ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜✉t t❤❡r❡
♠❛② ❜❡ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❏❛✈❛ t♦ ❙❝♦♣❡❞✲▼❡♠♦r② ❏❛✈❛ ✜❧❡✱ ▼②❈❧❛ss❈❙❘✳①♠❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❳▼▲ ✜❧❡
✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✮ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s t❤❡ ❧✐♥❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❛❝❤ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❝♦❞❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❳▼▲s ❛♥❞ ❤❛✈❡ s♣❡❝✐❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣s✿

❚❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❝♦❞❡✱ ▼②❈❧❛ss✳rt❥❛✈❛✳

❚❤❡ ❏❙❝♦♣❡r ♣r♦❥❡❝t ✜❧❡✱ ▼②❈❧❛ss✳❥s❝♦♣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦s ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❧❡s
t♦❣❡t❤❡r✳

✻✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❏❙❝♦♣❡r ✐s ❛♥ ❊❝❧✐♣s❡ ♣❧✉❣✲✐♥ t❤❛t ❛ss✐sts t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞
❏❛✈❛ ❝♦❞❡ t♦ ❛ ❘❚❏❙✲❧✐❦❡ ❝♦❞❡✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❜r♦✇s❡r t❤❛t ❤❡❧♣s
❡❛s❡ ♣r♦❣r❛♠ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ s✉♣♣♦rts t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✱
❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❞❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❏❙❝♦♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠
❤tt♣✿✴✴❞❡♣❡♥❞❡①✳❞❝✳✉❜❛✳❛r✴❥s❝♦♣❡r✴❞♦✇♥❧♦❛❞✳❤t♠❧✳

❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♣❧❛♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s
r✉♥t✐♠❡ ❜r♦✇s✐♥❣ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s✱ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧✐❢❡t✐♠❡s✱ r❡❣✐♦♥✲s✐③❡s ❛♥❞
s❝♦♣✐♥❣✲r✉❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣❧❛♥♥❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❢✉❧❧ ❘❚❙❏ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✭❛✉t♦✲
♠❛t✐❝ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r②
s✐③❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❬❇●❨✵✺❪✳



❈❍❆P❚❊❘ ✼

❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❡rt✐✜❝❛t❡s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s②♠❜♦❧✐❝ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛❢❡❧② r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✭❏❛✈❛✲❧✐❦❡✮
✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❲❡ ❞♦ t❤❛t ❢♦r s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡
♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡s♦rts
t♦ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s✐s✳

✼✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♣♣❡r✲
❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② r❡q✉❡st❡❞ ❜② ❏❛✈❛✲❧✐❦❡ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦✲
❣r❛♠s ❬❇●❨✵✻❪ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❝♦♥s✐sts ✐♥ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s
❞♦♥❡ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs p1, . . . , pk ✇❡ ❡①❤✐❜✐t ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦✈❡r p1, . . . , pk ✇❤✐❝❤
♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ m✳ ❚❤✐s
❜♦✉♥❞ ✐s ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② t❤❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ r❡q✉❡sts t♦ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈✐❛ ♥❡✇ st❛t❡♠❡♥ts✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ♠❡♠♦r② r❡❛❧❧② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♠❡♠♦r② ❢r❡❡❞ ❜②
t❤❡ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ss✉♠✐♥❣ ❛
r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❬●❆✵✶✱ ●❇✵✵✱ ●◆❨❩✵✺✱ ❈❘✵✹❪ ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts
❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥✐ts✱ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧✲
❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥✳

❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✭♦r ❛ ♣r♦❣r❛♠✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs
p1, . . . , pk ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ s❛❢❡❧② ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ✐t ❝❛❧❧s✱ ✇✐t❤♦✉t r✉♥♥✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳
❚❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s t❤❛t
♠✉❝❤ ❢r❡❡ ♠❡♠♦r② t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛s ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❡♥❣❛❣✐♥❣
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ ♠❡♠♦r② t❤❛♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠❡♠♦r② ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛② ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✇❡ ♠♦❞❡❧
❛❧❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❣✐♦♥s st❛❝❦s ❛t r✉♥✲t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ r❡❣✐♦♥ s✐③❡s
❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s✐s ❬❈❚✵✹❪✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s s❡t ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❢r♦♠ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ♠❡♠♦r②

✶✵✶



✶✵✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡♠♦r②✲❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s✳ ❚❤❡s❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❛❞❡rs ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡rs ✭❡✳❣✳✱ ❬❑◆❨✵✸❪✮ t♦
♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡♠♦r② r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r②✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❡st✐♠❛t❡s✳

❖✉t❧✐♥❡

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s♦❧✈❡ ❛♥❞ s♦♠❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♠❛❦✐♥❣✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ s❝♦♣❡❞✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳
■♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✹ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥
s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡✳ ■♥
s❡❝t✐♦♥ ✼✳✼ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✽ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✼✳✷✳ Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t

✈♦✐❞ ♠✵✭✐♥t ♠❝✮ ④

✶✿ ♠✶✭♠❝✮❀

✷✿ ♠✷✭✸ ✯ ♠❝✮❀

⑥

✈♦✐❞ ♠✶✭✐♥t ❦✮ ④

✸✿ ❇❬❪❬❪ ❞✉♠♠②❆rr ❂ ♥❡✇ ❇❬❦❪❬❪❀

✹✿ ❢♦r ✭✐♥t ✐ ❂ ✶❀ ✐ ❁❂ ❦❀ ✐✰✰✮ ④

✺✿ ❞✉♠♠②❆rr❬✐✲✶❪❂ ♠✸✭✐✮❀

⑥

⑥

✈♦✐❞ ♠✷✭✐♥t ❦✷✮ ④

✻✿ ❇❬❪ ♠✸❆rr❂♠✸✭❦✷✮❀

⑥

❇❬❪ ♠✸✭✐♥t ♥✮ ④

✼✿ ❇❬❪ ❛rr❇ ❂ ♥❡✇ ❇❬♥❪❀

✽✿ ◆ ❧ ❂ ♥❡✇ ◆✭✮❀

✾✿ ❢♦r ✭✐♥t ❥ ❂ ✶❀ ❥ ❁❂ ♥❀ ❥✰✰✮ ④

✶✵✿ ❛rr❇❬❥✲✶❪ ❂ ♠✹✭❧✱❥✮❀

⑥

✶✶✿ r❡t✉r♥ ❛rr❇❀

⑥

❇ ♠✹✭◆ ❧✱ ✐♥t ✈✮

④

✶✷✿ ◆ ❝ ❂ ♥❡✇ ◆✭✮❀

✶✸✿ ❝✳✈❛❧✉❡ ❂ ♥❡✇ ❇✭✈✮❀

✶✹✿ ❝✳♥❡①t ❂ ❧✳♥❡①t❀

✶✺✿ ❧✳♥❡①t ❂ ❝❀

✶✻✿ r❡t✉r♥ ❝✳✈❛❧✉❡❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❆ s❛♠♣❧❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ❤✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ✇✐t❤ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✮✳
▼❡t❤♦❞ m0 ❝❛❧❧s m1 ❛♥❞ m2✳ m1 ❛❧❧♦❝❛t❡s ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ k ✭k = mc ✇❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞
❢r♦♠ m0✮ ❛♥❞ ❝❛❧❧s k t✐♠❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ m3✳ m2 ❛❧s♦ ❝❛❧❧s m3 ❜✉t ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✇✐t❤ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✭k2 = 2mc ✇❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❢r♦♠m0✮✳ m3 ❛❧❧♦❝❛t❡s ❛♥
❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ n ✭n r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✶ t♦ k ✇❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❢r♦♠ m1 ♦r k2 ✇❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❢r♦♠
m2✮✱ ❛❧❧♦❝❛t❡s ❛❧s♦ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛ ❧✐st ❛♥❞ ❝❛❧❧s n t✐♠❡s t♦ m4 t❤❛t ❛❞❞ ❛ ♥♦❞❡ t♦ t❤❡
❧✐st ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ B✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♠❡t❤♦❞ m4 ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥s 12 ❛♥❞ 13 ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s m4.12
❛♥❞ m4.13✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
❛r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ ✭t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ N ✐s ❛♥♥❡①❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐st r❡❢❡r❡♥❝❡❞



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ✶✵✸

❜② l ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ B ✐s r❡t✉r♥❡❞✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝ts ❡s❝❛♣❡
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ m4✳ m4.12 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ m3 ✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
m4.13 ❛❧s♦ ❡s❝❛♣❡s m3 ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❥✉st ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ m2 ♦r m1 ✇❤❡♥ t❤❡
❧❛st r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s r❡♠♦✈❡❞✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥✱ m3.7 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
m2 ♦r m1 ❜✉t m3.8 ❝❛♥ ❞♦ ✐t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ m3✳ ❋✐♥❛❧❧② m1.3 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② m1✳
❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❛t m0 ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ m1 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❛❧❧ t♦ m2 ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

m0(3)

m0(7)

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❚✇♦ tr❛❝❡s✿ m0(3) ✭❛❜♦✈❡✮ ❛♥❞ m0(7) ✭❜❡❧♦✇✮✳

❋✐❣✳ ✼✳✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦♥ ♠❡♠♦r② ♦❝❝✉♣❛♥❝②
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✭m0 ✐♥✈♦❦❡❞ ✇✐t❤ mc = 3 ❛♥❞ mc = 7✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✉s✐♥❣ ❛♥
✏✐❞❡❛❧✑ ❣❛r❜❛❣❡✲❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦
❧♦♥❣❡r r❡❢❡r❡♥❝❡❞✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ♦♥❧② s❤♦✇s ♠❡♠♦r② ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t
r❡q✉❡sts ❛t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥ts✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②
♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ r✉♥s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✜rst r✉♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♣♦✐♥t
❛❢t❡r m0 ❝❛❧❧s m2✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❝❝✉rs s♦♠❡✇❤❡r❡ ❛❢t❡r m0 ❝❛❧❧s
m1✳

❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ✏❛
♣r✐♦r✐✑ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛❢❡❧② ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ r✉♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
t❤✐s ♣❡❛❦ ✐s ❤❛r❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♠❡♠♦r② r❡q✉❡st❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡♥
♦❜❥❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t r✉♥s ♠❛② ❡①❤✐❜✐t
❞✐✛❡r❡♥t ♣❡❛❦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡s ✭✐✳❡✳ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞
♣r♦❣r❛♠ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✮✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ♣✐♥♣♦✐♥ts t❤❡ ✐ss✉❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡
✐♥ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✇❛② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳



✶✵✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❆ss✉♠❡ ❛ ❏❛✈❛✲❧✐❦❡ ♣r♦❣r❛♠ Prog ✇❤✐❝❤ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠
JProgK▼ = 〈Σ, σI ,→▼〉 ✇❤❡r❡ Σ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ σI ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ❛♥❞→▼

❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r
▼✳ ■♥ ❛ ❢❡✇ ✇♦r❞s✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ r✉♥✲t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s
✭σ(v) ②✐❡❧❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ v✮✱ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ pc ❛♥❞ ❛ ❝❛❧❧ st❛❝❦ ✭st❛❝❦(σ) ②✐❡❧❞s t❤❡ st❛❝❦✮✳ ●✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥
l = σ(pc)✱ st♠(l) ②✐❡❧❞s t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛t t❤❛t ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱
pc ♣✐♥♣♦✐♥ts t❤❡ ♥❡①t st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❢r♦♠ σ✮✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ memUsed▼ :: Σ 7→ N t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝
♠❡♠♦r② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡✳ ❲❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ♦❜❥❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ▲❡t ✐❞❡❛❧ ❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❢r❡❡s ♦❜❥❡❝ts ❛s s♦♦♥ ❛s
t❤❡② ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❧✐✈❡ ✭✐✳❡✳ ♥♦t r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ♦r st❛❝❦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ memUsed✐❞❡❛❧✱ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❧✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts✳

▲❡t r = σ0, σ1, . . . s✉❝❤ t❤❛t σi → σi+1 ❜❡ ❛ r✉♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ri t♦ t❤❡ st❛t❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ith ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r✉♥✳ ▲❡t R(JProgK▼) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r✉♥s ❢♦r
Prog✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞ m ✐♥ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r r✉♥ r ❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r st❛t❡ ri ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ t♦ ♠❡t❤♦❞ m
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

peakForRunr
m(r, i) = max{memUsed▼(rk) | i + 1 ≤ k ≤ t

∧ st♠(ri(pc)) = ❝❛❧❧ m

∧ st♠(rti(pc)) = r❡t m}

− memUsed▼(ri)

✇❤❡r❡ rti ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡t✉r♥ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ t♦ m ❛t ri✳ ❋♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t m ❞♦❡s t❡r♠✐♥❛t❡ ❡✈❡r② t✐♠❡ ✐s ✐♥✈♦❦❡❞✳

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞ m ✇✐t❤ ❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ~Pm

✇❤❡♥ ✐♥✈♦❦❡❞ ✇✐t❤ ❛r❣✉♠❡♥ts ~x : ~Tm✱ ❞❡♥♦t❡❞ Peak▼m(~x)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ peakForRun▼

m ♦✈❡r ❛❧❧ tr❛❝❡s t❤❛t ✐♥✈♦❦❡ m ✇✐t❤ ❛r❣✉♠❡♥ts ~x✿

Peak▼m(~x) = max{peakForRunr
m(r, i) | r ∈ R(JProgK▼)

∧ st♠(ri(pc)) = ❝❛❧❧ m

∧ ri( ~Pm) = ~x}

■♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿ Peak▼m : ~Tm 7→ N✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇
✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦rt ❛ ♠♦r❡ ❧✐❜❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

Peak✐❞❡❛❧m (~x) ❣✐✈❡s t❤❡ ❧❡❛st ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ t♦
r✉♥ ♠❡t❤♦❞ m ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ~x✳ ❆♥② ♦t❤❡r ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ▼ ✇✐❧❧ ♥♦t ❧✐❜❡r❛t❡
♠❡♠♦r② ❡❛r❧✐❡r t❤❛t t❤✐s ✐❞❡❛❧ ♣♦❧✐❝②✿

∀m,~x : ~Tm · Peak✐❞❡❛❧m (~x) ≤ Peak▼m(~x)

❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❣❡t ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞
t♦ s❛❢❡❧② r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✉♥❞❡r ✐❞❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧❡❛st ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡♠❘q : ~Tm 7→
N ∪∞ s✉❝❤ t❤❛t✿

∀~x : ~Tm · Peak✐❞❡❛❧m (~x) ≤ ♠❡♠❘qm(~x)



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ✶✵✺

✼✳✸✳ ❆ P❡❛❦ ❖✈❡r❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❙❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r②

❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❝♦❧❧❡❝t♦r ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ✇♦r❦s t❤❛t ✈❡r✐❢② ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s s✉❝❤ ❛s ❬❈◆◗❘✵✺✱
❇P❙✵✺❪✱ ❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❤♦✇ t♦ ✐♥❢❡r ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❢♦r ✐t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r
♦❜❥❡❝t ❛r❡ ♥♦t ❞❡❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧②✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣②✿ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❝♦♣❡❞✲
♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r t♦ ♦✈❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ♥♦t ♦♥❧②
❧❡❛❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❛♥ ♦✈❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡❛❧✮✱
❜✉t ✐t ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥
❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❝♦♣❡❞✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t r❡❝❧❛✐♠s ♠❡♠♦r② ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞✳
❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ✐s ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❧❛✐♠ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐✈❡ ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✭❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐t tr❛♥s✐t✐✈❡❧② ❝❛❧❧s✮✳ ❖❜❥❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛♥
♦✉t❡r s❝♦♣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ r❡❝❧❛✐♠❡❞ ❜②
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ ❛ s❝♦♣❡❞✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts
❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❛♥ m✲
r❡❣✐♦♥✮ ✇❤♦s❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞✬s ❧✐❢❡t✐♠❡ ❬●◆❨❩✵✺❪✳
❚♦ ❜❡ s❛❢❡✱ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ♣♦✐♥t t♦ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ♦r ❛ ♣❛r❡♥t
r❡❣✐♦♥ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦✮✳ ❚❤✐s s❝♦♣✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛t ❝♦♠♣✐❧❡✲t✐♠❡ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s
❬●◆❨❩✵✺✱ ❙❨●✵✺❪✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t✇♦ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡♠♦r②✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞\r❡❣✐♦♥✿ ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞ ❛♥❞ ♠❡♠❊s❝❛♣❡s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m✱
♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m) ②✐❡❧❞s ❛♥ ♦✈❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡t❤♦❞ m ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ m✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞②✲
♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② t❡♠♣♦r❛❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
m t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ m ✜♥✐s❤❡s ✐t ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ♠❡♠❊s❝❛♣❡s(m) ②✐❡❧❞s
❛♥ ♦✈❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡t❤♦❞ m ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞②✲
♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② ♦❜❥❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ m t❤❛t ❝❛♥♥♦t
❜❡ r❡❧❡❛s❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❤❛s ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❝❛❧❧❡rs r❡❣✐♦♥s✳ ♠❡♠❊s❝❛♣❡s
♣r♦✈✐❞❡s ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛❧❧❡rs ♦❢ t❤❛t ♠❡t❤♦❞ ❛s t❤❡② ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
t❤❡ ❝❛❧❧ t♦ t❤❛t ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥
❬●◆❨❩✵✺✱ ❙❨●✵✺❪ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡r ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s
❛♥❞ ✐♥ ❬❇●❨✵✻❪ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡r ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞ ❛♥❞
♠❡♠❊s❝❛♣❡s ✳

❊①❛♠♣❧❡ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿

♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞ ♠❡♠❊s❝❛♣❡s

m0 0 0

m1 s✐③❡(B[])k + (s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B)).(1
2k2 + 1

2k) 0

m2 (s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B)).k2 0

m3 s✐③❡(N) + s✐③❡(N).n (s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B)).n

m4 0 s✐③❡(B) + s✐③❡(N)



✶✵✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

●✐✈❡♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ m ✇❡ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❇✉t
t❤✐s ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧s♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❧❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ m✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝ts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✿

✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✳

✷✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✈♦❦❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ st❛❝❦✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❡r ♠❡t❤♦❞✳
■ts s✐③❡ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✭t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐ts
♣❛r❛♠❡t❡rs ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐t ✐s ✐♥✈♦❦❡❞✮✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✜rst ❢❛❝t ❝♦♥s✐❞❡r ♠❡t❤♦❞ m0 ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳ ❆t
❧♦❝❛t✐♦♥ m0.1✱ m0 ❝❛❧❧s m1 ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧s m3 ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛❧❧s m4✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥
m0.2✱ m0 ❝❛❧❧s m2 ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧s m3 ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛❧❧s m4 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✮✳ ❯♥❞❡r ♦✉r
r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❣✐♦♥ st❛❝❦s✳ ❖♥❡
st❛❝❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ m0

1
→ m1

5
→ m3

10
→ m4✱ ❛♥❞

t❤❡ ❛♥♦t❤❡r st❛❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ m0
2
→ m2

6
→ m3

10
→ m4✳ ❚❤❡s❡

t✇♦ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛s t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❝t✐✈❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ m1

5
→ m3

10
→ m4 ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡

❝❛❧❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ m2✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ P♦t❡♥t✐❛❧ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡

◆♦✇✱ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ m0
1
→ m1

5
→ m3✳

❚❤❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ m3 ✇✐❧❧ t❤❡ ❝❛❧❧❡❞ k t✐♠❡s ✇✐t❤ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡r n ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
❛r❣✉♠❡♥t ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ 1 t♦ k✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡ m3 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ m3✲r❡❣✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤✐❝❤
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t♦ ✐ts ❝❛❧❧❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡
✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❣✐♦♥ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r m3 ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ t❤❡
r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✭❡✳❣✳ ❛❧❧ ❝❛❧❧s ❢r♦♠ m0.1.m1.5✮✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ n = k✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r m0 ✭t❤❡ ▼❯❆✮ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❣✐♦♥ ❢♦r
m3 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ m0 ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ m3 ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✹ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ m3✲r❡❣✐♦♥s ✇❤❡♥ m0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✇✐t❤ mc = 3✳

✼✳✸✳✶✳ ▼❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞

●✐✈❡♥ ❛ ▼❯❆ mua✱ ❧❡t r❙✐③❡π.m
mua ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ mua ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤

②✐❡❧❞s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st m✲r❡❣✐♦♥ ✐♥st❛♥❝❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛♥② ❝❛❧❧ t♦ m ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧
st❛❝❦ π ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ t♦ mua ✇✐t❤ r❙✐③❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ r❙✐③❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡♥✱ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ mua✱ ✇❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ♥❡❡❞



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ✶✵✼

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ m3✲r❡❣✐♦♥ s✐③❡s ❢♦r ❛ ✇❤❡♥ m0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✇✐t❤ mc = 3✳

t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts ♦✇♥ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥
❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ✐t ❝❛❧❧s✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② ❜r❛♥❝❤ ✇✐❧❧ ❧❛✉♥❝❤ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❣✐♦♥ st❛❝❦✱
✇❡ ❝❛♥ s❡❧❡❝t ♦♥❧② t❤❡ ❜r❛♥❝❤ t❤❡ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

♠❡♠❘qπ.m
mua(pmua) = r❙✐③❡π.m

mua(pmua) +

max{♠❡♠❘qπ.m.l.mi
mua (pmua) | (m, l, mi) ∈ edges(CGmua ↓ π.m)}

✇❤❡r❡ CGmua ↓ π.m ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛t❤ π.m ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ ♠❡t❤♦❞
mua ❛♥❞ edges ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts ❡❞❣❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❛✈❡s
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ r❙✐③❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ♠❛① ♦r s✉♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧
s❤♦✇ ❧❛t❡r s♦♠❡ ♦♣t✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡✳

❖❜s❡r✈❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡ ♠❡♠❘qπ
m ✇❡ ♠✉st r✉❧❡ ♦✉t r❡❝✉rs✐✈❡

❝❛❧❧s✳ ▼✉t✉❛❧❧② r❡❝✉rs✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦r ♠❛♥✉❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ m0 ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s✿

♠❡♠❘qm0
m0(mc) = r❙✐③❡m0

m0(mc)

+max{(♠❡♠❘qm0.1.m1
m0 (mc), ♠❡♠❘qm0.2.m3

m0 (mc)}

♠❡♠❘qm0.1.m1
m0 (mc) = r❙✐③❡m0.1.m1

m0 (mc) + ♠❡♠❘qm0.1.m1.5.m3
m0

♠❡♠❘qm0.1.m1.5.m3
m0 (mc) = r❙✐③❡m0.1.m1.5.m3

m0 (mc)

+♠❡♠❘qm0.1.m1.5.m3.10.m4
m0 (mc)

♠❡♠❘qm0.1.m1.5.m3.10.m4
m0 = r❙✐③❡m0.1.m1.5.m3.10.m4

m0 (mc)

♠❡♠❘qm0.2.m2
m0 = r❙✐③❡m0.2.m2

m0 (mc) + ♠❡♠❘qm0.2.m2.6.m3
m0 (mc)

♠❡♠❘qm0.2.m2.6.m3
m0 (mc) = r❙✐③❡m0.2.m2.6.m3

m0 (mc)

+♠❡♠❘qm0.2.m2.6.m3.10.m4
m0 (mc)

♠❡♠❘qm0.2.m2.6.m3.10.m4
m0 (mc) = r❙✐③❡m0.2.m2.6.m3.10.m4

m0 (mc)

❚❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦✿



✶✵✽ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

♠❡♠❘qm0
m0(mc) = r❙✐③❡m0

m0(mc) +

max{r❙✐③❡m0.1.m1
m0 (mc) + r❙✐③❡m0.1.m1.5.m3

m0 (mc)

+r❙✐③❡m0.1.m3.5.m3.10.m4
m0 (mc),

r❙✐③❡m0.1.m2
m0 (mc) + r❙✐③❡m0.2.m2.6.m3

m0 (mc) +

r❙✐③❡m0.2.m2.6.m3.10.m4
m0 (mc)}.

♠❡♠❘qπ.m
mua ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ♦✈❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦

❛❧❧♦❝❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m) ♦✈❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ m✲

r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡♠❊s❝❛♣❡s(m) ✐s ❛♥ ♦✈❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② t❤❛t
✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ m ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞
t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❡s❝❛♣✐♥❣ mua ❛s ❡s❝❛♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
❛❜s♦r❜❡♥t✳ ❇② ❛❜s♦r❜❡♥t ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t ❛♥② ♦❜❥❡❝t ❡s❝❛♣✐♥❣ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞
m✱ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞ ❜② mua✱ ✐s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧
st❛❝❦ ♣r❡✜① ❞❡✜♥❡❞ ❜② mua, . . . , m ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♠❡♠❘qmua

mua✱ ♦r
✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❡s❝❛♣❡ mua✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♠❡♠♦r② ❡s❝❛♣✐♥❣ mua✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞
t♦ r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

♠❡♠❘qmua(pmua) = ♠❡♠❊s❝❛♣❡s(mua)(pmua) + ♠❡♠❘qπ.m
mua(pmua)

✼✳✸✳✷✳ ❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❙✐③❡

◆♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❙✐③❡✳ ❚♦ ❞♦ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳

■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ m0 ❝❛❧❧s ♠❡t❤♦❞ m1 ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧s k t✐♠❡s ♠❡t❤♦❞ m3✳ ❆t
❡❛❝❤ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ m3✲r❡❣✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r n✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r r❙✐③❡m0.1.m1.5.m3

m0 ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
r❡❣✐♦♥ s✐③❡ ❢♦r ♠❡t❤♦❞ m3 ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ k ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤
❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛❧❧✐♥❣
❝♦♥t❡①t t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❦❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ m3✮
✇❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❯❆ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ m0✮ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛❧❧✲st❛❝❦ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
❣✐✈❡♥ ❜② m0.1.m1.5✮✳

❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❆ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t
✐s ✉s❡❞ t♦ ✭tr❛♥s✐t✐✈❡❧②✮ ❜✐♥❞ t❤❡ ▼❯❆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♠❡t❤♦❞
m ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥✳ ■t ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s st♦r❡❞ ✐♥
st❛❝❦ ❢r❛♠❡s ✇❤❡♥ ♠❡t❤♦❞ m ✐s ✐♥✈♦❦❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❯❆ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥✳
❇✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇●❨✵✻❪✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ✈❛❧✐❞ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ m0.1.m1.5.m3 ✐s

{k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i}

❙✐♥❝❡ t❤❡ m3✲r❡❣✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ size(N)+size(N).n✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st
r❡❣✐♦♥ ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t n = i = k = mc ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝ts t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱

r❙✐③❡m0.1.m1.5.m3
m0 (mc) = size(N) + size(N).mc

❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ r❙✐③❡π.m
mua ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ mua ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ r❡♣r❡✲

s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❣✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛♥② ❝❛❧❧ t♦ m ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛❝❦ π



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ✶✵✾

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣r♦❣r❛♠ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ mua✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

r❙✐③❡π.m
mua(Pmua) =

(

▼❛①✐♠✐③❡ ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m)(Pm)

s✉❜❥❡❝t t♦ Imua
π.m (Pmua, Pm, W )

)

◆♦t✐❝❡ t❤❛t Imua
π.m ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤r❡❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ Pmua ✭♠❡t❤♦❞

mua ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✱ Pm ✭♠❡t❤♦❞ m ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✱ ❛♥❞ W ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣
✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ π✳ ■t ✐s ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❧
❝❤❛✐♥ π.m ❛♥❞ ✐t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❛❞♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛ ❝❛❧❧ st❛❝❦ ♣r❡✜①
❣✐✈❡♥ ❜② π ✭✈❛❧✐❞ ❝❛❧❧ st❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ mua ❝❛❧❧s m ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ π✮✳
♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m)✱ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② m✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♦♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ Pm✳ ❚❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ mua ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡
❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r m3
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐t ✐s ❝❛❧❧ ❢r♦♠ m0.1.m1.5 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

r❙✐③❡m0.1.m1.5.m3
m0 (mc) =

= max{s✐③❡(N) + s✐③❡(N) · n} s✳t✳{k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i}

= max{s✐③❡(N) + s✐③❡(N) · n} s✳t✳{1 ≤ n ≤ mc}

= s✐③❡(N) + s✐③❡(N) · mc

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ r❙✐③❡m0
m0✱ ♥♦ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r♦♦t

♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■♥ t❛❜❧❡ ✼✳✶ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r r❙✐③❡π.m

m0 ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳

π.m Im0
π.m \ r❙✐③❡π.m

m0 (mc)

m0 tr✉❡
0

m0.1.m1 {k = mc}
(s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B)).(1

2mc2 + 1
2mc) + s✐③❡(B[])mc

m0.1.m1.5.m3 {mc ≥ 1, k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i}
s✐③❡(N) + s✐③❡(N)mc

m0.1.m1.5.m3.10.m4 {mc ≥ 1, k = mc, 1 ≤ i ≤ k, n = i, 1 ≤ j ≤ n, v = j}
0

m0.2.m2 {k2 = 3mc}
(s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B))3mc

m0.2.m2.6.m3 {k2 = 3mc, n = k2}
s✐③❡(N) + s✐③❡(N)3mc

m0.2.m2.6.m3.10.m4 {mc ≥ 1, k2 = 2mc, n = k2, 1 ≤ j ≤ n, v = j}
0

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ r❙✐③❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡

❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❙✐③❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ ♠❡♠❘qm0 t♦✿



✶✶✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r m0(3) t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts✳

♠❡♠❘qm0(mc) = 0 + ♠❡♠❘qm0
m0(mc)

= 0 + 0 + max{(s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B))(
1

2
mc2 +

1

2
mc)

+s✐③❡(B[])mc + s✐③❡(N) + s✐③❡(N)mc,

(s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B))3mc

+s✐③❡(N) + s✐③❡(N)3mc}

= max{(s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B))(
1

2
mc2 +

1

2
mc) + s✐③❡(B[])mc

+s✐③❡(N) + s✐③❡(N)mc,

(s✐③❡(B[]) + s✐③❡(B))3mc + s✐③❡(N) + s✐③❡(N)3mc}

❆❝t✉❛❧ s✐③❡s ♦❢ t②♣❡s ❛r❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡ s♣❡❝✐✜❝✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❡✐r
s✐③❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥ts✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ tr❡❛t t②♣❡s ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢
❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐③❡ t♦ ❛ t②♣❡ t♦ r✉♥✲t✐♠❡✳ ❍❡r❡✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡
t❤❛t s✐③❡(T ) = 1 ❢♦r ❛❧❧ T ✳

❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❡♠❘qm0(mc) ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦✿

♠❡♠❘qm0(mc) = 0 + max{mc2 + 2mc + 1 + mc, 6mc + 1 + 3mc}

= 1 + max{mc2 + 3mc, 9mc}

= 1 + 3mc + max{mc2, 6mc}

= 1 + 3mc +

{

mc2 ✐❢ mc < 0 ∨ mc > 6
6mc ✐❢ 0 ≤ mc ≤ 6

■♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡♠❘qm0 ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳ rm1✱ rm2✱ rm3✱ st❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡
r❡❣✐♦♥ s✐③❡s ❢♦r ♠❡t❤♦❞s m1✱ m2✱ m3✳ ideal st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤❡♥
m0 ✐s ✐♥✈♦❦❡❞ ✇✐t❤ mc = 3✳ ♠❡♠❘q(3) ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤
mc = 3✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❤♦✇ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥✈♦❦❡❞
❛♥❞ r❡❧❡❛s❡❞ ✇❤❡♥ ♠❡t❤♦❞s r❡t✉r♥ ❝♦♥tr♦❧ t♦ t❤❡✐r ❝❛❧❧❡rs✳

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❙✐③❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤♦s❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ mua ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ r✉♥✲t✐♠❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦✛✲❧✐♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ✶✶✶

t✐♠❡✳ ❖✛✲❧✐♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠✉st ❜❡ st❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧②✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✼✳✹✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ r❙✐③❡ ❛♥❞ ♠❡♠❘q

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ s♦♠❡ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✼✳✹✳✶✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ r❙✐③❡

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t r❙✐③❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▼❯❆ t❤❛t ♦✈❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡
❧❛r❣❡st s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥tr♦❧
st❛❝❦✳ ❖♥❝❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ r❙✐③❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡
❝♦♥tr♦❧ st❛❝❦ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳

❆s ✇❡ st❛t❡❞✱ ❣❡tt✐♥❣ ♦✛✲❧✐♥❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡❛s②✲t♦✲❡✈❛❧✉❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❙✐③❡
✇♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ r✉♥✲t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ ❜❛s❡❞
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❛ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❈❧❛✉ss ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬❈❚✵✹❪✳ ■t ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❬❇❡r✺✷✱ ❇❡r✺✹❪ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❇❡r♥st❡✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛❧❧♦✇s s✐♠❜♦❧✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡
♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r ❛ ❧✐♥❡❛r ❞♦♠❛✐♥✳ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❤❛t ❢♦r♠ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❊①♣r❡ss✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✐♥ t❤❛t ❜❛s✐s ❣✐✈❡s ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❜❛s✐s✮✳ ■♥✈♦❧✈❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s s②♠❜♦❧✐❝✱
❛♥❞ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐r❡❝t ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ s♦❧✈❡ ♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st❡❞
r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡♠ ✐♥ ❈✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❛ ✏❜❧❛❝❦ ❜♦①✑ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

bernstein : Q[x1, . . . , xk] × Q|x1,...,xk,p1,...,pn| 7→ P(Q|p1,...,pn| × P(Q[p1, . . . , pn]))

t❤❛t ✐s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ pol(x1, . . . , xk) ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛
❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ I ♦✈❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s {x1, . . . , xk} ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs p1, . . . , pn✱ ②✐❡❧❞s ❛ s❡t
♦❢ ♣❛✐rs (Di, CanSeti), i ∈ [1, l] ✇❤❡r❡ Di ✐s ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ p1, . . . , pn

❛♥❞ CanSeti ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✏❝❛♥❞✐❞❛t❡✑ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛❧s♦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ p1, . . . , pn s✉❝❤ t❤❛t✱
❢♦r ❛❧❧ ~p✿

max
I(~p,~x)

pol(~x) ≤







maxj{q(~p) ∈ CanSet1} ✐❢ D1(~p)
...
maxj{q(~p) ∈ CanSetl} ✐❢ Dl(~p)

❊①❛♠♣❧❡ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥✬s t♦ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ n ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②t♦♣❡
{1 ≤ i ≤ P1 + P2, i ≤ 3P2, n = i} ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

❉♦♠❛✐♥✿ {P1 + P2 ≥ −1, 3P2 ≥ 1} ❈❛♥❞✐❞❛t❡s✿ {P2 + P1}

❉♦♠❛✐♥✿ {P1 ≥ 2P2, 3P2 ≥ −1} ❈❛♥❞✐❞❛t❡s✿ {P2 + P1}

❉♦♠❛✐♥✿ ❖t❤❡r✇✐s❡ ❈❛♥❞✐❞❛t❡s✿ {0}



✶✶✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ r❙✐③❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t♦ ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞ ✭t❤❡
✐♥♣✉t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t I ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t♦ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ mua ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡
♦✉t♣✉t ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s D1, . . . , Dl ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ Di s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✭✐♥ t❡r♠s
♦❢ mua ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r s②♠❜♦❧✐❝ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s
♦❢ ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Di✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✷ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❙✐③❡ ❢♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✳

r❙✐③❡m0.1.m1.5.m3
m0 = ❜❡r♥st❡✐♥(Im0

m0.1.m1.5.m3, ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m3))
❉♦♠❛✐♥✿ {mc ≥ 1}
❈❛♥❞✐❞❛t❡s✿ {mc + 1}
❉♦♠❛✐♥✿ {mc < 1}
❈❛♥❞✐❞❛t❡s✿ {0}

r❙✐③❡m0.2.m2.6.m3
m0 = ❜❡r♥st❡✐♥(Im0

m0.2.m2.6.m3, ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m3))
❉♦♠❛✐♥✿ tr✉❡
❈❛♥❞✐❞❛t❡s✿ {3mc}

r❙✐③❡m0.1.m1
m0 = ❜❡r♥st❡✐♥(Im0

m0.1.m1, ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m1))
❉♦♠❛✐♥✿ tr✉❡
❈❛♥❞✐❞❛t❡s✿ {mc2 + 2mc}

r❙✐③❡m0.2.m2
m0 = ❜❡r♥st❡✐♥(Im0

m0.2.m2, ♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞(m2))
❉♦♠❛✐♥✿ tr✉❡
❈❛♥❞✐❞❛t❡s✿ {6mc}

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❙✐③❡ ✉s✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s✐s

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♦✉r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✱ st✐❧❧ ❤❛s ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦✿ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♥♦t s✐♠♣❧② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳ ■t ♠❛② ②✐❡❧❞ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ❛ s❡t
♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✜rst ✇❤✐❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❆♥♦t❤❡r
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✭s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧②✮
✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❣r❡❛t❡st ♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r ♠❡♠❘q ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✳
❚❤❛t ✐s✱ ❛❞❞✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ❢♦r r✉♥✲t✐♠❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✼✳✹✳✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♠❡♠❘q

❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ♠❡♠❘q ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ✼✳✸✳✶✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♠❡♠❘q ✐s ❞❡✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❧
❣r❛♣❤✿

♠❡♠❘qπ.m
mua(pmua) = r❙✐③❡π.m

mua(pmua) +

max{♠❡♠❘qπ.m.l.mi
mua (pmua) | (m, l, mi) ∈ edges(CGmua ↓ π.m)}

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ✇❤❡r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥
t❤❡ tr❡❡ ❛r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▼❯❆ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ◆♦❞❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❧✐❦❡ ♠❛①✐♠✉♠s ❛♥❞ s✉♠s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ②✐❡❧❞s
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ❢♦r ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✻✳ ❚❤❡ tr❡❡ ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t
r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ max ♥♦❞❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜r❛♥❝❤



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ✶✶✸

✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ✭✐✳❡✳ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❣✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ sum ♥♦❞❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ✭✐✳❡✳ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❧✐✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✮✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡
❧❡❛✈❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝❛❧❧
❣r❛♣❤ ✭✐✳❡✳ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✮ ✉s✐♥❣ r❙✐③❡ ❛s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❧❛r❣❡st r❡❣✐♦♥ s✐③❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ m0 ❛♥❞ ✐t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✭✉♥❢♦❧❞❡❞✮ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤

❞❛t❛ ❊❚❁❚✶✱✳✳✱❚❑❃ ❂ ▼❛① ❬❊❚❁❚✶✱✳✳✱❚❑❃❪ ⑤ ❙✉♠ ❬❊❚❁❚✶✱✳✳✱❚❑❃❪ ⑤ P♦❧ P❁❚✶✱✳✳✱❚❑❃

⑤ ❈❛s❡s ❬✭❁❚✶✱✳✳✱❚❑❃ ✲❃ ❇♦♦❧✮✱ ❊❚❁❚✶✱✳✳✱❚❑❃✮❪

❡✈❛❧✿✿ ❊❚❁❚✶✱✳✳✱❚❑❃ ✲❃ ◆❛t ∪ ∞
❡✈❛❧ ▼❛① ❡✶✳✳✳❡♥ ❂ ♠❛① ④ ❡✈❛❧✭❡✶✮✱✳✳✳✱ ❡✈❛❧✭❡♥✮ ⑥

❡✈❛❧ ❙✉♠ ❡✶✳✳✳❡♥ ❂ s✉♠ ④ ❡✈❛❧✭❡✶✮✱✳✳✳✱ ❡✈❛❧✭❡♥✮ ⑥

❡✈❛❧ P♦❧ ♣ ❛r❣s ❂ ❡✈❛❧P♦❧ ♣ ❛✶✳✳❛♥

❡✈❛❧ ❈❛s❡s ✭❝✶✱❡✶✮✳✳✭❝♥✳✳❡♥✮ ❛r❣s ❂ ✐❢✭❝✶ ❛r❣s✮ ❡✈❛❧ ❡✶ ❛r❣s

❡❧s❡ ✐❢✳✳✳

❡❧s❡ ✐❢✭❝♥ ❛r❣s✮ ❡✈❛❧ ❡♥ ❛r❣s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡

❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s✐③❡✭❚②♣❡✮ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s ✇❤❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ s✐③❡✭T ✮❂✶ ❢♦r ❛❧❧ T ✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❡♠❘q✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❡❧❡❝t
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❢♦r ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤✳ ❚❤❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞♦♥❡ ✐♥ r✉♥✲t✐♠❡ ✇❤❡♥ ▼❯❆ ❛❝t✉❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ tr❡❡ ♦✛✲❧✐♥❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧②✱ ♣♦ss✐❜❧②
s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥t♦ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s ✇❤❡r❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧✇❛②s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
♦t❤❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r P1(n) = n2 ❛♥❞ P2(n) = 3n + 1✳ ❚❤❡♥ ∀n ∈ N · P1 >
P2 ⇐⇒ n > 3✳

❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ s♦♠❡ r✉♥✲t✐♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧❡❛✈❡ s♦♠❡ ✭✉♥s♦❧✈❡❞✮ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r r✉♥t✐♠❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦r



✶✶✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❛t ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛t
❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✳

■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✼ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ❍❛s❦❡❧❧ ❧✐❦❡ ❝♦❞❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡s ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r P♦❧ ❞❡✜♥❡s ❛ ❧❡❛❢ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t
❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ r❙✐③❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐t
②✐❡❧❞s ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r ❛ ✉s❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆ ❈❛s❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❛ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs (condition, expression)✳
❖♥❧② t❤❡ ✜rst ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ✇❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ r❙✐③❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❙✐♥❝❡
expression ✐s ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦❞✐❢② ❛ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡♥ bernstein ②✐❡❧❞s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥
❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧
♣❛rts✳

❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② tr❛♥s❧❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡s t♦ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t r✉♥t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❥✉st ❜❡❢♦r❡ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❛r✲
❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ s♦♠❡ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ t❤❡ ✇♦rst
❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✭O(egdes(CGmua))✮
❛♥❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r✱ s✐♥❝❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♦✛✲❧✐♥❡✳

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♣♦✇❡r❢✉❧ s②♠❜♦❧✐❝ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ♦r ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ s♦♠❡ ❧♦ss ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞s✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t t❛❦❡s ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ❛ ♥❡✇✱ ✐❞❡❛❧❧② ❡❛s✐❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡✱
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡✳

■❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇❡r❡ ♥♦t ❛♥ ✐ss✉❡✱ ❛ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❡✈❡r②♦♥❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱
❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❣✐✈❡♥ P1(n) = n2 ❛♥❞ P2(n) = 3n+1 ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ❝❤♦♦s❡
P3(n) = n2 + 3n + 1 ✇❤♦s❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ P1 ❛♥❞ P2✳

❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ ❤♦✇ t♦ s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✭②✐❡❧❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡✱ ♦r ❛ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮✳ ❙♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ ❝❛s❡s ❛r❡✿

✶✳ ❈❛♥❞✐❞❛t❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡ ❜②
s♦❧✈✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳

✷✳ ❈❛♥❞✐❞❛t❡s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ ❙t✉r♠ ❬❍❡✐✼✶❪ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡♥ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
②✐❡❧❞s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜② s✐♠♣❧② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦r ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s
❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛♣♣❧② t❤❡s❡
✐❞❡❛s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ ❬P❡❞✾✶❪ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡
♥♦t ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡♠ t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❛r❡ t❡st✐♥❣
❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❣r❛❞✉❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉♥t✐❧ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✽ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳
❚❤❡ ✜rst tr❡❡ ✐s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r r❙✐③❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ tr❡❡s ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ✶✶✺

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ❛❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❙✐③❡✳ ❚❤❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

❚♦ ❣♦ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst tr❡❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✇❡ st❛rt ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❈❛s❡

♥♦❞❡ ❜② t❛❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❝❛s❡ m + 1 ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❢♦r❝❡s mc ≥ 1✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s✉♠ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛① ♥♦❞❡ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ 1+3mc+mc2✳ ❙✐♥❝❡ 3mc ❛♣♣❡❛rs ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✭6mc = 3mc+3mc✮
✇❡ ❝❛♥ ❢❛❝t♦r t❤❛t ♥♦❞❡✳ ❚❤❡♥✱ t♦ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ✇❡ ❝♦♥✈❡rt
t❤❡ ♠❛① ♥♦❞❡ t♦ ❛ ❈❛s❡ ♥♦❞❡ ❛❢t❡r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ mc2 ✐s
❛❜♦✈❡ 6mc ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✾ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡ ❝❛♥
❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❝♦❞❡ ❢♦r r✉♥t✐♠❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❈❧❛ss ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts ④

❧♦♥❣ ♠✵✭✐♥t ♠❝✮

④

❧♦♥❣ r❡q✉✐r❡❞ ❂ ✵❀

✐❢✭♠❝❃❂✶✮

④

r❡q✉✐r❡❞ ❂ ✶ ✰ ✸✯♠❝❀

✐❢✭♠❝❃✻✮

r❡q✉✐r❡❞ ✰❂ ♠❝✯♠❝❀

✐❢✭♠❝❁❂✻✮

r❡q✉✐r❡❞ ✰❂ ✻✯♠❝❀

⑥

r❡t✉r♥ r❡q✉✐r❡❞❀

⑥

✳✳✳

⑥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❈♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡

✼✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ❢r♦♠
❏❖❧❞❡♥ ❬❈▼✵✶❪ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ ❧♦♦♣ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s ✇❡ ❤❛❞ ✐♥ ♠✐♥❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞❡✈✐s❡❞ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♠♦r❡ r❡❛❞❛❜❧❡✱ t❤❡ t♦♦❧ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝t
✐♥st❛♥❝❡s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡♠✲
♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❛❜❧❡ ✼✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❡❛❦



✶✶✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✭✭★❖❜❥s ✲
❊st✐♠❛t✐♦♥✮✴❊st✐♠❛t✐♦♥✮✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
❊①❛♠♣❧❡ ♠❡♠❘q P❛r❛♠✳ ★❖❜❥s ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❊rr✪

▼❙❚(nv) 1 + 9
4
nv2 + 3nv + 5 + max{nv − 1, 2} ✶✵ ✷✺✸ ✷✼✵ ✻✪

✷✵ ✾✹✸ ✾✽✺ ✹✪
✶✵✵ ✷✷✼✵✸ ✷✷✾✵✺ ✶✪
✶✵✵✵ ✷✷✺✷✵✵✸ ✷✷✺✹✵✵✺ ✵✪

❊♠✸❞(nN, nD) 6nN.nD + 2nN + 14 + max{6, 2nN} ✭✶✵✱✺✮ ✸✹✹ ✸✺✹ ✸✪
✭✷✵✱✻✮ ✽✵✹ ✽✶✹ ✶✪
✭✶✵✵✱✼✮ ✹✻✵✹ ✹✻✶✹ ✵✪
✭✶✵✵✵✱✽✮ ✺✷✵✵✹ ✺✷✵✶✹ ✵✪

❇✐❙♦rt✭♥✮ 6 + n ✶✵ ✶✸ ✶✻ ✶✾✪
✷✵ ✷✶ ✷✻ ✶✾✪
✷✵✵ ✻✾ ✶✸✺ ✹✺✪
✻✹ ✻✾ ✼✵ ✶✪
✶✷✽ ✶✸✸ ✶✸✹ ✶✪

P♦✇❡r✭✮ 32656 ✲ ✸✷✹✷✵ ✸✷✻✺✻ ✶✪

❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✱ ❛❝✲
t✉❛❧❧② ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛❧♠♦st ❡①❛❝t ✜❣✉r❡s ✐♥ ♠♦st ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♦✈❡r✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥s
✭✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✮✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❜✐s♦rt ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✐s ❛❧✇❛②s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 2i−1✱ ✇✐t❤ i = ⌊log2n⌋✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❡①❛❝t ❢♦r ❛r❣✉♠❡♥ts
♣♦✇❡r ♦❢ ✷✳

✼✳✻✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✼✳✻✳✶✳ ❙♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥

❚❤❡ ✇❛② ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♠❡♠❘q ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❜❡❝❛✉s❡ ✐t s✉♠s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❡❛❝❤ m✲r❡❣✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t✇♦ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜♦t❤ r❡❛❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✵ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t N ≤ 10✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥
♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❡♠❘q ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❙✐③❡ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❡✈❡r② ❝❛❧❧
❝❤❛✐♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ m1✱ m1

2
→ m2 ❛♥❞ m1

2
→ m2

5
→ m3✳ ❚❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤✐s

s❛♠♣❧❡ ✐s ❥✉st ❛ ❧✐st✱ t❤❡♥ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ s✉♠ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛✐♥s✳

r❙✐③❡(m1) = 0 ❜❡❝❛✉s❡ m1 ❞♦❡s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ ❛♥② ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥ m2✲r❡❣✐♦♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ 11 − k✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞
✇❤❡♥ k = 1✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ m2✲r❡❣✐♦♥s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥
m1

2
→ m2 ✐s r❙✐③❡(m1.2.m2) = 10 ❛♥❞ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ h = 1✳ ❖♥ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥ m3✲r❡❣✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ c✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ c r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ j ❞♦❡s✳ ❚❤❛t ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❡♥ j = k ❜❡✐♥❣
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ h = n✳ ❚❤✉s✱ r❙✐③❡(m1.2.m2.5.m3) = 2N
❛♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ h = N ∧ k = h ∧ j = k ∧ c = j✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡
s❡❡♥✱ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t h = N ❞♦❡s ♥♦t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ m2✲r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤
s✐t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❙✐③❡

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐♥
❋✐❣✳ ✼✳✶✶ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✼✳✶✷✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs t❤❛t ♠❛② ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ r❙✐③❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✬s s✐③❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ✶✶✼

✈♦✐❞ ♠✶✭✐♥t ◆✮ ④

✶✿ ❢♦r✭✐♥t ❤ ❂ ✶❀ ❤ ❁❂ ◆❀ ❤✰✰✮ ④

✷✿ ♠✷✭❤✮❀

⑥

⑥

✈♦✐❞ ♠✷✭✐♥t ❦✮ ④

✸✿ ❇❬❪ ❜ ❂ ♥❡✇ ❇❬✶✶ ✲ ❦❪❀

✹✿ ❢♦r✭❥ ❂ ✶❀ ❥ ❁❂ ❦❀ ❥✰✰✮ ④

✺✿ ♠✸✭❥✮❀

⑥

⑥

✈♦✐❞ ♠✸✭✐♥t ❝✮ ④

✻✿ ❢♦r✭✐♥t ✐ ❂ ✶❀ ✐ ❁❂ ✷✯❝❀ ✐✰✰✮ ④

✼✿ ❆ ❛ ❂ ♥❡✇ ❆✭✮❀

⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t s❤♦✇s t❤❡ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠❡♠❘q✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ❘❡❣✐♦♥ st❛❝❦✿ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛❝❦ t❤❛t ❝❛♥♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡✐r ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

♠❡♠❈❛♣t✉r❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❬❇●❨✵✻❪✳ ❚❤❛t t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛② ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✉❛❧ r❡❣✐♦♥ s✐③❡s
✇❤♦s❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦r ♠❛♥✉❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞
r❡❣✐♦♥s✳

❆♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ■❢ ✐t ✐s
t♦♦ ✇❡❛❦ ✐t ♠❛② ❛❧❧♦✇ ❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥❝❧✉s✐✈❡
t♦ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥
m0

1
→ m1

5
→ m3 ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳ ■❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐❞ ♥♦t

✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ 0 ≤ i ≤ k ✐t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ i t♦ ❜❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ k✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ n ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✳ ❙✐♥❝❡ n ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ m3✲r❡❣✐♦♥✱ t❤❛t ♠❛①✐♠✉♠ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

✼✳✻✳✷✳ ❆❜♦✉t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❘q

■♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Peak▼m✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐ts s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ t❤❡
▼❯❆ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞
t♦ r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❧♦♥❡✭c✿ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥✮ t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ❢r❡s❤ ❝♦♣② ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
c✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ size ❢♦r t❤❡ ♣❡❛❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞



✶✶✽ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ❆❝t✉❛❧ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦ s✐③❡ ✈s✳ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s✐③❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ n✳

r❡❧❛t❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❝❧♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ size = c.size()✳
❚♦ ❛❧❧♦✇ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Peak t❤❛t

❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ ✉s❡s ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ φ ∈ P(T1× . . . Tk, Σ)
t❤❛t r❡❧❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ φ✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❡rs✐♦♥
♦❢ Peak ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Peak▼m,φ(a1, . . . , ak) = max{peakForRunr
m(r, i) | r ∈ R(JProgK▼)

∧ st♠(ri(pc)) = ❝❛❧❧ m

∧φ(a1, . . . , ak, ri)}

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡
❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

✼✳✻✳✸✳ ❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ r❡❝✉rs✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ tr❡❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞
s②st❡♠s✱ ✇❡ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥❞
✉s❡ ♣❡❛❦ ♠❡♠♦r②✲r❡q✉✐r❡♠❡♥ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ❜❡✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❬❇●❨✵✻❪ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
s♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦
st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ ❬❈❑◗+✵✺✱
❈◆◗❘✵✺❪ t❤❛t s❡❡♠ t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr❡s❜✉r❣❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ❝❧❛ss ♠❡t❤♦❞s✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✈✐s❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤♦s❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❢♦❧✲
❧♦✇s✳ ❲❤✐❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❝❧❛ss❡s ✭❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞
❧✐❜r❛r✐❡s✮ ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❧♦♦♣✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✉✐❧t ♦♥✲t♦♣ ♦❢ t❤♦s❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s ♠❛② ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❇❡♥❡✜ts ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞✿ ✜rst✱ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ♦✉r ❛❜✐❧✐t② t♦
s②♥t❤❡s✐③❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❡♥t❛✐❧ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡
♣♦✇❡r ❛♥❞ ✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ✶✶✾

✼✳✼✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s ✐♥ ❬❍❏✵✸✱ ❍P✾✾✱ ❯❙▲✵✸❪✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬❍❏✵✸❪ st❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rs✱ ❜② t②♣✐♥❣
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s st❛t❡❞ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠s r✉♥♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛ s♣❡❝✐❛❧
♠❡♠♦r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭❢r❡❡ ❧✐st ♦❢ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✮✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❛rts ♦❢ ❞❛t❛✳
❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s s✉✐t❡❞ ❢♦r r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ❛♥❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ■♥❬❍P✾✾❪ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ▼▲ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡❞ t②♣❡s ❬❍P❙✾✻❪✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡❧❧ t②♣❡❞
♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠❡♠♦r② ❜♦✉♥❞s✳

❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❯❙▲✵✸❪ ❝♦♥s✐sts ✐♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛
♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② ♠✐♠✐❝s t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
♠❡♠♦r② ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❛t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ♥♦t
t❡r♠✐♥❛t❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s✳ ❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
tr❡❡ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦st ✐s ❦♥♦✇♥ ❛t ❛♥❛❧②s✐s t✐♠❡✳

❋♦r ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❈❑◗+✵✺✱
❈◆◗❘✵✺✱ ●❤❡✵✷❪✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❬●❤❡✵✷❪ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡s s②♠❜♦❧✐❝ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s ♦♥ ✉♥❦♥♦✇♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣r♦❣r❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜✉t ❛❞❞❡❞ ❜② t❤❡
❛♥❛❧②s✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❤❛s t♦ ❜❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❧❡❢t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞✳ ◆♦
❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ◆❡✈✲
❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ♠❛② ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣r♦❣r❛♠
✐♥♣✉ts✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ q✉✐t❡
♦✈❡r✲♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❛rr❛②s ✇❤♦s❡ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ❧♦♦♣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤✐r❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ♠❡♠♦r② ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❈❑◗+✵✺✱ ❈◆◗❘✵✺❪ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t②♣❡ ❛♥✲
♥♦t❛t✐♦♥s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❬❍P✾✾❪✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡ ♠❡♠♦r② ❜♦✉♥❞s✱ ❜✉t
st❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r s✐③❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✭Pr❡s❜✉r❣❡r✬s ❢♦r♠✉❧❛s✮ ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ■t ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ st❛t❡ t❤❡ s✐③❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❧✐♥❡❛r✳
❚❤❡✐r t②♣❡ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❞✐s♣♦s❡✮ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❖✉r
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ s✉❝❤ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ♦✉r ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡
r❡str✐❝t❡❞✳ ❇✉t ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✇❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❜♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❡
❞♦ ♥♦t s✉♣♣♦rt ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♦✉r ❝✉rr❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r s❛❢❡❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳

❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② r❡✲
q✉✐r❡♠❡♥ts ✉♥❞❡r ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s✐s ✐s ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❛❧❝✉❧✉s✳

✼✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞s
♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♠♦r❡
s✉✐t❡❞ ❢♦r r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✇❤❡♥ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧②
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ s❛❢❡❧② t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❢♦r ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❢r❡❡ ♠❡♠♦r② ❜② ❞❡♠❛♥❞✳

❚❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❜✐♥❞✐♥❣
✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s



✶✷✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

t❤❛t ❜♦✉♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡✈❡r② r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s t♦ r❡❣✐♦♥s ✭✇❡
❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇●❨✵✻❪✮ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s
❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✭♦r ♣r♦❣r❛♠✮✳

❚❤❡s❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ❝♦❞❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ r✉♥t✐♠❡✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡s
✐s ❦♥♦✇♥ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡✐t❤❡r ✉s✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ s②♠✲
❜♦❧✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡ ♠❛①✐♠✉♠s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦r ❜② ❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ s♦♠❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ r✉♥✲t✐♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡❧✐❡s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs✿ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts
✭r❡❣✐♦♥s s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✮✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ♠❛② ❛❧❧♦✇ ♦r ❞♦ ♥♦t
❛❧❧♦✇ t✇♦ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ❣❡t ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❇❡r♥st❡✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧ tr❛❞❡✲♦✛s ♠❛❞❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡✳
❲❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠♦r❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s t♦ r❡❛❧❧② ❛ss❡s ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
✇♦r❦s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ s✉♣♣♦rt
r❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❡tt❡r
s✉✐t❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦r r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳



❈❍❆P❚❊❘ ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

✽✳✶✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✐♠✐♥❣ ❛t t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s②♥t❤❡s✐s ♦❢
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❏❛✈❛ ❧✐❦❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥
❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t
♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t✐♠❡s ❛ s❡❧❡❝t❡❞ s❡t ♦❢ st❛t❡♠❡♥ts ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥
❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ♦t❤❡r r❡s♦✉r❝❡s ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣✱ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❝❝❡ss✱ ❡t❝✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rr✐♥❣ s❝♦♣❡❞✲♠❡♠♦r②
r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ❛ t♦♦❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ r❡❣✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❆P■
❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♦✉r r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦❞❡ ♦✉t ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s s❝♦♣✐♥❣ r✉❧❡s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤✉s✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r r✉♥✲t✐♠❡
❝❤❡❝❦s✳ ❯♥❞❡r t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠❡♠♦r②
r❡❣✐♦♥s t♦ r❡s❡r✈❡ ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦ t❤❡♠✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞
❢♦r ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r s✉❝❤ ✉s t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥
❜❡ s❛❢❡❧② ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❝♦❧❧❡❝ts ✉♥✉s❡❞ ♠❡♠♦r② ♦♥ ❞❡♠❛♥❞✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ t♦♦❧ t❤❛t ❝♦✈❡rs t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❏❛✈❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣✳ ❲❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t
t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦r s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣
str♦♥❣ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❞✐s❝♦✈❡r s♠❛❧❧ s❡ts ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣r❡❝✐s❡ ❡s❝❛♣❡
❛♥❛❧②s✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥❡✇ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❢♦r
♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s✳

✶✷✶



✶✷✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✽✳✷✳ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡✳ ❙♦♠❡
♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t
t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
✇❡ ❛✐♠ ❛t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ ❛t ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦
❛ ✇✐❞❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭✉s❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✮✳

✽✳✷✳✶✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ Pr❡❝✐s✐♦♥

❙♦♠❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢❛❝t♦rs ✭❡✳❣✳ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✮ ❜✉t s♦♠❡
♦t❤❡rs ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ t♦ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

■♥ ✷✳✻✳✸ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❡♠♦r②
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤❡s ✭❡✳❣✳ ✐❢ st❛t❡✲
♠❡♥ts ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ❝❛❧❧s✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡♥ ❛♥❞ ❡❧s❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❛♥
✐❢ st❛t❡♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ❛ s❛♠❡ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ✐♥st❡❛❞ ♦♥
r❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ str♦♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳
❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛✈♦✐❞ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✈✐s✐ts t♦ s❡t ♦❢ st❛t❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

❆♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡♠❘q✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r
✼ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✈❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s
s♦♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❣✐♦♥ st❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ r✉♥t✐♠❡✳ ❲❡
❛r❡ t❤✐♥❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦ r❡✜♥❡ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥s ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r❙✐③❡✳

❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❧❡✈❡r❛❣❡s ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠♦❞❡❧ ♦❜❥❡❝ts ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧❡ss
✢❡①✐❜❧❡ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝♦♥s✉♠❡ ♠♦r❡ ♠❡♠♦r②✳ ❖t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡
❬❈◆◗❘✵✺✱ ❍❏✵✸❪ ❛❧❧♦✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡
❜♦✉♥❞s✱ ❜✉t ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♦♥❧② t♦ ❧✐♥❡❛r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✳ ❚♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦
❛❞❞ s✉♣♣♦rt ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r ♣r❡❝✐s❡ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ st❛t❡♠❡♥t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s
✐s ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♠♦st ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉rs✮ ❛❜str❛❝t ❛✇❛② s❡ts
♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✭❡✳❣✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡✱ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡✱ ❡t❝✳✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡t✐♠❡s t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡✿

❆ ♠✶✭✮

④

✶✿ ❢♦r✭✐♥t ✐❂✵❀ ✐❁✶✵✵✵✵✵❀ ✐✰✰✮ ④

✷✿ ❖❜❥❡❝t ❛ ❂ ♥❡✇ ❆✭✮❀

✸✿ ✐❢✭✐❂❂✶✵✵✮

✹✿ r❡t✉r♥ ❛❀

⑥

✺✿ r❡t✉r♥ ♥❡✇ ❆✭✮❀

⑥

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ ❛t m1.2 ❜✉t ♦♥❧② ♦♥❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜②
m1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡s m.2 ❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢
❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❛t ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛❧❧
♦❜❥❡❝t ❡s❝❛♣❡s✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr②✐♥❣ t♦ s♣❧✐t t❤❡ s❡t



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✷✸

♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ ♠❛♥② ♦❜❥❡❝ts ❛❝t✉❛❧❧② ❡s❝❛♣❡✳

❲❡ ❛❧s♦ ♣❧❛♥ ❛❧s♦ t♦ ❦❡❡♣ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ ♦✉r st❛t✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❏■♥✈❛r✐❛♥t
❬P●✵✻❪ t♦ tr② ❢♦❝✉s ♦♥❧② ✐♥ ❞✐s❝♦✈❡r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❲❡ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ tr② ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠✐①✐♥❣ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ tr② t♦ ❣❡t str♦♥❣❡r ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

✽✳✷✳✷✳ ❯s❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t②

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❢❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛♥❞ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥s
♠❛❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♥♦♥ ♠♦❞✉❧❛r✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ❛r❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✿ r❡✉s❡
♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❜❡tt❡r s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛❧❧s ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡
♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞ m ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❡❝✐✜✲
❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐ts ❝❛❧❧❡❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❝❛❧❧s ♠❛② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♠❛❝❤✐♥❡r②✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s✉♣♣♦rt s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t②✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧②
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛s ✇❡
❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❢♦r ❛rr❛② ❝r❡❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ■♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ✐♥t❡✲
❣r❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ ❬❈❑◗+✵✺✱ ❈◆◗❘✵✺❪ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr❡s❜✉r❣❡r
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ❝❧❛ss ♠❡t❤♦❞s✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧❧♦✇ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♥♦t ✐♥❢❡r❡♥❝❡✮ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❬➆✵✼✱ ❆▼✵✺❪✳ ■♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ tr② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
✉s✐♥❣ s♦♠❡ tr✐❝❦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❛♥❞ t❤✉s✱ r❡✉s❡ ♦✉r
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❡ s✉❣❣❡st
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❢r❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡②
✇♦✉❧❞ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ♥♦♥✲✐♥t❡r♣r❡t❡❞ s②♠❜♦❧s ✭♣r♦❣r❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳

❲❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s✉♣♣♦rt r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧s✳ ❖✉r
✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ tr❡❛t t❤♦s❡ ❝❛s❡s ❛s ♥♦♥✲❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❝❛❧❧s ❛♥❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥❞ tr② t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s♦♠❡ ✐❞❡❛s
❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❆❆●+✵✼❪ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢❡rs r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
❝♦st ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
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❛♥♦ ❩❛♥❛r❞✐♥✐✳ ❈♦st ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❥❛✈❛ ❜②t❡❝♦❞❡✳ ■♥ ❘♦❝❝♦ ❉❡ ◆✐❝♦❧❛✱ ❡❞✲
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❬❆❇❍+✵✹❪ ❉❛✈✐❞ ❆s♣✐♥❛❧❧✱ ▲❡♥♥❛rt ❇❡r✐♥❣❡r✱ ▼❛rt✐♥ ❍♦❢♠❛♥♥✱ ❍❛♥s✲❲♦❧❢❣❛♥❣
▲♦✐❞❧✱ ❛♥❞ ❆❧❜❡rt♦ ▼♦♠✐❣❧✐❛♥♦✳ ❆ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❣✐❝ ❢♦r r❡s♦✉r❝❡ ✈❡r✐✜✲
❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❑♦♥r❛❞ ❙❧✐♥❞✱ ❆♥♥❡tt❡ ❇✉♥❦❡r✱ ❛♥❞ ●❛♥❡s❤ ●♦♣❛❧❛❦r✐s❤♥❛♥✱
❡❞✐t♦rs✱ ❚P❍❖▲s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✷✷✸ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱
♣❛❣❡s ✸✹✕✹✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✹✳

❬❛●❪ ▼■❚✳ Pr♦❣r❛♠ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ●r♦✉♣✳ ❚❤❡ ✢❡① ❝♦♠♣✐❧❡r ✐♥✲
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❬❆❑❈✵✷❪ ❏♦♥❛t❤❛♥ ❆❧❞r✐❝❤✱ ❱❛❧❡♥t✐♥ ❑♦st❛❞✐♥♦✈✱ ❛♥❞ ❈r❛✐❣ ❈❤❛♠❜❡rs✳ ❆❧✐❛s
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ♣r♦❣r❛♠ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ■♥ ❖❖P❙▲❆ ✬✵✷✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
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❯❙❆✱ ✷✵✵✷✳ ❆❈▼ Pr❡ss✳

❬❆▼✵✺❪ ❉❛✈✐❞ ❆s♣✐♥❛❧❧ ❛♥❞ ❑❡♥♥❡t❤ ▼❛❝❑❡♥③✐❡✳ ▼♦❜✐❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
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❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

❉❛✐❦♦♥ ❬❊P●+✵✼❪✿ ❚❤✐r❞ ♣❛rt② ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❧✐❦❡❧②
✐♥✈❛r✐❛♥t✳

■♥✈❛r✐❛♥t ●❧♦❜❛❧✐③❡r✿ ●❡♥❡r❛t❡s ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦✉t ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡s✳

❙②♠❜♦❧✐❝ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❣✐✈❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❊✈❛❧✉❛t♦r✿■t ✐s ❛ t♦♦❧ t❤❛t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛ ✉s✐♥❣ s♦♦t ❬❱❘❍❙+✾✾❪ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤s✱ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♥❛❧②s❡s ❛♥❞ ❢♦r ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙②♠❜♦❧✐❝ P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✐♥t❡❣r❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s ❙PP♦❈

✶✸✺



✶✸✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❆♥❛❧②③❡r

❬❇❘✵✵❪ ❛♥❞ ❇❛r✈✐♥♦❦ ❬❱❙❇+✵✹❪ ❛♥❞ t❤❡ P♦❧②❧✐❜ ❧✐❜r❛r② ❬P♦❧❪ t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❤r❛rt q✉❛s✐✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❬❊❤r✼✼❪✳

❆✳✶✳✶✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ■♥str✉♠❡♥t❛t♦r

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦❞❡ t❤❛t ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞
✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❉❛✐❦♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts t❤❛t ✇❡
♥❡❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛s❦s✿

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛♥❞ ❝❛❧❧ s✐t❡s

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✏s✐③❡❛❜❧❡✑ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ t♦♦❧ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ✐t ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥②
✏s✐③❡❛❜❧❡✑ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❇② s✐③❡❛❜❧❡ ✇❡ ♠❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡❣❡r t②♣❡
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t
t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛r❡✿ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛rr❛②s ❛♥❞ str✐♥❣s✱ s✐③❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ st❛t✐❝
✜❡❧❞s✱ ❡t❝✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❝♦❞❡ t❤❛t ❜✐♥❞s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❛t ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❲❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr② t♦ ✏❧✐♥❡❛r✐③❡✑ ❝♦♠♠♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s
♣❛tt❡r♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t②♣❡ ✐t❡r❛t♦r ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❝♦✉♥t❡r✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦❞❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t♦r ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t✳♥❡①t ✐♥❝r❡♠❡♥ts t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ✐t✳

❙✐♥❝❡ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s ✉s❡ ❛ ♣❛ss✐♥❣ ❜② ✈❛❧✉❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♣❛ss❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧❧❡r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s ❛♥② ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r



❈❤❛♣t❡r ❆✳ ❚♦♦❧ ❙✉♣♣♦rt ✶✸✼

✏♣❛r❛♠❡tr✐❝✑ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ✏♠❡t❛✑✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡s❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ❇✳✶✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡
♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❢r❡s❤ ❛♥❞ ❛r❡ ♦♥❧② ✉♣❞❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡②
❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞✱ ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t✱ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✭♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✳

❉❛✐❦♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣r❡ ❛♥❞ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❛♥❛✲
❧②③❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❢♦r ♦t❤❡r ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ ❛s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s ✭✐✳❡✳
❝♦❞❡♥❡✇ st❛t❡♠❡♥ts✮ ❛♥❞ ❝❛❧❧ s✐t❡s s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝r❡❛t✐♦♥✲s✐t❡
✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❛t t❤♦s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝❛❧❧s t♦ ❞✉♠♠② ✭❛♥❞ ❡♠♣t②✮ ♠❡t❤✲
♦❞s ✇❤♦s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ♥❡❡❞ ❉❛✐❦♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦
✐♥❢❡r t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛s❦s✿

✶✳ ❈r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐③❡❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

✷✳ ❆t ♠❡t❤♦❞✬s ❡♥tr②✿ ❆❞❞ ❝♦❞❡ t♦ t❛❦❡ ❛ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs

✸✳ ❇❡❢♦r❡ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✿

❛✮ ❆❞❞ ❝♦❞❡ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❜✮ ❆❞❞ ❝♦❞❡ t♦ ❝❛❧❧ ❛ ❞✉♠♠② ♠❡t❤♦❞ ♣❛ss✐♥❣ ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
t❤❛t ❉❛✐❦♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛♥❛❧②③❡✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ❆✳✶ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦
✐♥str✉♠❡♥t ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦❞❡❋♦r■♥✐tP❛r❛♠s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦❞❡ ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❣❡♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛
♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ②✐❡❧❞s ✭✐❢ ✐t ✐s ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t r❡q✉✐r❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✮ ❛ ❢r❡s❤
❞✉♠♠② ♠❡t❤♦❞ ✇❤♦s❡ ❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t
✭✐♥❞✉❝t✐✈❡✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❛t ♠❡t❤♦❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■t ♠❛② ❛❧s♦ ②✐❡❧❞s ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛✉❣♠❡♥t❡❞ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡✳❣✳ ❛ ♥❡✇ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r
❛♥ ✐t❡r❛t♦r✮ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦❞❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❛t
♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t♦ ❝❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉♠♠② ♠❡t❤♦❞✳

■♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢✉❧❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢
t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
✇❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ r✉♥t✐♠❡
tr❛❝❡s t❤❛t ❉❛✐❦♦♥ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②③❡✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❙✐♥❝❡ ✇❡ r❡❧❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts t♦ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥ts t♦ ❜♦✉♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛② ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② r❡❛❧ ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❛✲
❧②③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡✳ ■❢ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❢❛❝t✱
✇❡ ♠❛② ❝♦✉♥t ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✈❡r② ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ✷✳✻✳✸✮✳ ❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♠✉st ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
❛♥❛❧②s✐s✳

❖✉r t♦♦❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✭❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧②✮ ❞✐s❝♦✈❡rs ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛❧❧
✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧❧ s✐t❡s✳ ❯♣ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s
t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ❧✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❛❧②s✐s ✭❜✉t ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✜❡❧❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②✮ ✇✐t❤ ❛
❝❧❛ss✐❝ ❧♦♦♣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬◆◆❍✾✾❪✳



✶✸✽ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

✐♥str✉♠❡♥t▼❡t❤♦❞✭m✮
✴✴ ✐♥str✉♠❡♥ts ♠❡t❤♦❞ m
✴✴ r❡t✉r♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝r❡❛t❡❞ ❞✉♠♠② ♠❡t❤♦❞
ε = ∅❀
IMs = ∅❀
✐♥✐t❈♦❞❡✿❂❝♦❞❡■♥✐tP❛r❛♠s✭m✮❀
✐♥s❡rt✭m✱✐♥✐t❈♦❞❡✮❀
❢♦r ❡❛❝❤ l ∈ Bodym ❞♦

✭iml, ε
′✮❂ ❣❡♥✭l, ε✮❀

❝♦❞❡ ❂ ✐♥str✉♠❡♥t✭l, iml, ε
′✮❀

✐♥s❡rt❇❡❢♦r❡✭♠✱❧✱❝♦❞❡✮❀
IMs = IMs ∪ im
ε = ε′❀

❡♥❞ ❢♦r❀
r❡t✉r♥ IMs❀

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ✇❡ ✐♥str✉♠❡♥t t❤❡ ❝♦❞❡

❙✐♥❝❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ t❤❡ t♦♦❧ ❛❧❧♦✇s ♠❛♥✉❛❧ ❡❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞
s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ ✏✜♥❡✲
t✉♥❡✑ t❤❡ s❡ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t✐❣❤t❡r ❜♦✉♥❞s ❛t t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❧♦s✐♥❣ s♦✉♥❞♥❡ss✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ✐♥str✉✲
♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❣✉✐❞❡ ❉❛✐❦♦♥ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛t ❧❡❛st t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ♠❡t❤♦❞✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

▲♦❝❛❧ ■♥✈❛r✐❛♥t ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ✉s❡ ❉❛✐❦♦♥ t♦ ✐♥❢❡r ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧②
❛ s❡t ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣r❡ ❛♥❞ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❞✉♠♠②
♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❛s❦ ❉❛✐❦♦♥ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❧❛ss t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❞✉♠♠② ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❝♦❞✐✜❡❞ t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉♠♠② ♠❡t❤♦❞
✐s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❛t ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

❆✳✶✳✷✳ ■♥✈❛r✐❛♥t ●❧♦❜❛❧✐③❡r

❖♥❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦r ❜② ❛♥✲
♦t❤❡r ♠❡❛♥s ✭❡✳❣✳ ♠❛♥✉❛❧❧② ♦r ❜② st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❬P●✵✻❪✮ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✇❤❛t
✇❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❝❛❧❧ ✏❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✑ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣r❡❞✐❝❛t✐♥❣
❛❜♦✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛❧♦♥❣ ❛ ❝❛❧❧ st❛❝❦✳ ■♥st❛♥❝❡s ♦❢
❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❛❧❧♦❝ ✭s❡❡ ✶✳✹✮ ❛♥❞ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ r❙✐③❡ ✭s❡❡ ✶✳✻✮✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥s ❜② tr❛✈❡rs✲
✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ st❛rt✐♥❣ ❜② t❤❡ ▼❯❆✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ ✇❡
✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✬s ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝❛❧❧❡❡✬s ❜② ❝♦♥❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡♠
❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s t❤❛t r❡✢❡❝t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝❛❧❧❡r✬s ❛r❣✉♠❡♥ts
✇✐t❤ ❝❛❧❧❡❡✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ✐s s✐♠♣❧② ❛ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ ✜♥❛❧✐③✐♥❣ ✐♥ ❛
♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♥❡✇ st❛t❡♠❡♥t✱ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧②
❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥❥♦✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❛t ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥✳



❈❤❛♣t❡r ❆✳ ❚♦♦❧ ❙✉♣♣♦rt ✶✸✾

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤✐s t♦♦❧ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts t❤❛t ✐s ♣❛ss❡❞ t♦ t❤❡ ❙②♠❜♦❧✐❝
P♦❧②❤❡❞r❛ ❈❛❧❝✉❧❛t♦r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳

❆✳✶✳✸✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ P♦❧②❤❡❞r❛ ❈❛❧❝✉❧❛t♦r

❚❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❛❦❡s ❛ s❡t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤♦s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

❲❡ r❡❧② ♦♥ ❛ t♦♦❧ ❝❛❧❧❡❞ ❙②♠❜♦❧✐❝ P❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❈❛❧❝✉❧❛t♦r ❬❇❘✵✵❪
✭❙PP♦❈✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❜r❛r② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❖❈❛♠❧ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s s②♠❜♦❧✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②❤❡❞r❛✳ ❚♦ ✉s❡ t❤✐s t♦♦❧ ✇❡ ✜rst ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❖❈❛♠❧ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❝❛❧❧s t♦ ❙PP♦❈ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✈❡rt
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②❤❡❞r❛✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢②✱
❧✐♥❡❛r✐③❡ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ✭✐♥❞✉❝t✐✈❡✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥ts✳ ❙PP♦❈ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥❞ ❆P■ t♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ P♦❧②❧✐❜ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②❤❡❞r❛✳ ❇✉t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣
t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✉s❡ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ t♦♦❧ ❝❛❧❧❡❞ ❇❛r✈✐♥♦❦ ❬❱❙❇+✵✹❪
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❆✳✷✳ ❘❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❚❤✐s ❣♦❛❧ ✐s t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❞❡ t❤❛t ✉s❡ ♦✉r r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

■♥ ❋✐❣✳ ❆✳✷ ✇❡ s❤♦✇ ❛♥ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡
t♦♦❧✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡r ❛♥❞ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦❞❡
❣❡♥❡r❛t♦r

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ✹ ❛♥❞
✺✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦♦t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞
✐♥ t❤❡ t♦♦❧✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈★ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❙♣❡❝★ ❝♦♠♣✐❧❡r ❬❇▲❙✵✺❪✳



✶✹✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❆ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ ❡❞✐t ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❏❛✈❛ ❊❝❧✐♣s❡ ♣❧✉❣✲✐♥
❝❛❧❧❡❞ ❏❙❝♦♣❡r ❬❋●❇+✵✺❪ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✻✮✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s ❛ ❢r♦♥t✲❡♥❞
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❏❛✈❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❧s ♦✉r ❡s❝❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ♣r♦❝❡ss ✐t✱ ❛♥❞
♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡
❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦❞❡ ❜② ✐♥str✉♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❆P■ t♦ s✉♣♣♦rt ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
✐♥ ❏❛✈❛ ❛♥❞ ❛ t♦♦❧ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦❞❡ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❆P■✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❆P■✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s s✐♠♣❧② ❛ s✐♠✉❧❛t♦r ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡
❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢♦r ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡
✉s❡ t❤✐s s✐♠✉❧❛t♦r t♦ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❛❝t✉❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❛♥② ♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥
❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆P■ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛② ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡
t❤❡ r❡❣✐♦♥s✳

❲❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ✏r❡❛❧✑ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡♠✲
♦r② ♠❛♥❛❣❡r ❘❈ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❉❛✈✐❞ ●❛② ❬●❆✵✶❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❏❛✈❛ ❜②t❡❝♦❞❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❛t✐✈❡ ❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❝♦❞❡✱ t❤❡
❆P■ ❛♥❞ t❤❡ ❘❈ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡r✳

❆✳✸✳ ▼❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t❡❝❤♥✐q✉❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s✉❜❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t s✉❜❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②♠❜♦❧✐❝ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✼ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❈❧❛✉ss ✐♥ ❬❈❚✵✹❪✳ ❙✐♥❝❡✱ ❛t t❤❛t
♠♦♠❡♥t t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♥♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡✬s ♣♦❧②❤❡❞r❛✱ ✇❡ st❛rt❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
✇♦r❦ ✇❛s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ❋❡❞❡r✐❝♦ ❋❡r♥á♥❞❡③ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✇✐t❤



❈❤❛♣t❡r ❆✳ ❚♦♦❧ ❙✉♣♣♦rt ✶✹✶

▼✳❙❝✳ t❤❡s✐s ❬❋❡r✵✻❪ t❤❛t ■ ❝♦✲❛❞✈✐s❡❞✳ ❚❤✐s t♦♦❧ ✇❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢
❜♦✉♥❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳ ■t ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰ r❡❧❛②✐♥❣
♦♥ ❧✐❜r❛r✐❡s ❧✐❦❡ ●✐◆❛❈ ❬❇❋❑✵✷❪ ❢♦r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ P♦❧②❧✐❜ ❬P♦❧❪ ❢♦r
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦❧②❤❡❞r❛✳

▲❛t❡❧②✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ❇❛r✈✐♥♦❦ ❧✐❜r❛r② ❬❱❡r✵✼❪ ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ❜❡tt❡r s✉♣♣♦rt ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐♥❣ ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♦t❤❡r s✉❜❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛ ✉s✐♥❣ s♦♦t ❛♥❞ r❡✉s❡ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❆✳✶✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❧♦❜❛❧✐③❛t✐♦♥
✭s❡❡ ❆✳✶✳✷✮✳





❆PP❊◆❉■❳ ❇

■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❉❛✐❦♦♥✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡

❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t s❤♦✇s s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❲❡ ✐♥str✉♠❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦❞❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❣✉✐❞❡
❉❛✐❦♦♥ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❛r✐❛♥ts t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈✐s✐ts ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ s❡t ♦❢ st❛t❡♠❡♥ts✳

❇✳✶✳ ❊①❛♠♣❧❡

♣✉❜❧✐❝ ❝❧❛ss ❆rr❛②❉✐♠ ④

❱❡❝t♦r ❧✐st❀ ✐♥t ❧❡♥❀

❢✐♥❛❧ st❛t✐❝ ✐♥t ❇❙■❩❊ ❂ ✺❀

♣✉❜❧✐❝ ❆rr❛②❉✐♠✭✮ ④

✶✿ ❧✐st❂ ♥❡✇ ❱❡❝t♦r✭✮❀

✷✿ ❧❡♥ ❂ ✵❀ ⑥

♣✉❜❧✐❝ ✈♦✐❞ ❛❞❞✭❖❜❥❡❝t ♦✮ ④

✶✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❜❧♦❝❦❀

✷✿ ✐❢ ✭❧❡♥ ✪ ❇❙■❩❊ ❂❂ ✵✮

✸✿ ❜❧♦❝❦ ❂ ♥❡✇❇❧♦❝❦✭❇❙■❩❊✮❀

❡❧s❡

✹✿ ❜❧♦❝❦❂✭❖❜❥❡❝t ❬❪✮

❧✐st✳❧❛st❊❧❡♠❡♥t✭✮❀

✺✿ ❜❧♦❝❦❬❧❡♥ ✪ ❇❙■❩❊❪ ❂ ♦❀

✻✿ ❧❡♥✰✰❀

⑥

❖❜❥❡❝t❬❪ ♥❡✇❇❧♦❝❦✭✐♥t ❤♦✇✮ ④

✼✿ ❖❜❥❡❝t❬❪ ❜❧♦❝❦❂♥❡✇ ❖❜❥❡❝t❬❤♦✇❪❀

✽✿ ❧✐st✳❛❞❞✭❜❧♦❝❦✮❀

✾✿ r❡t✉r♥ ❜❧♦❝❦❀

⑥

✈♦✐❞ ❛❞❞❆❧❧✭❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝✮ ④

✶✵✿ ❢♦r✭■t❡r❛t♦r ✐t❂❝✳✐t❡r❛t♦r✭✮❀

✐t✳❤❛s◆❡①t✭✮❀✮ ④

✶✶✿ ❛❞❞✭✐t✳♥❡①t✭✮✮❀

⑥

⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ▼♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡

■♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝r❡❛t✐♦♥
s✐t❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ■t ✐s ❛ ✭✈❡r② s✐♠♣❧❡✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛rr❛② ✉s✐♥❣ ❛
❧✐st ♦❢ ✜①❡❞ s✐③❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t
newBlock.7✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❛rt
❜② ♠❡t❤♦❞ addAll ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝ ♣❛ss❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ ❛ ♥❡✇ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ♠❡♠♦r②
✐s r❡q✉❡st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❜❧♦❝❦ ✐s ❢✉❧❧✳

❚❤❡ ❈❛❧❧ ●r❛♣❤ ❛♥❞ ❈❛❧❧ ❚r❡❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❡t❤♦❞ addAll ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ❇✳✷✳

❲❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✳✶✳ ❚❛❜❧❡ ❇✳✶
s❤♦✇s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞
t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♥ ✐t❛❧✐❝ ❢♦♥t✳

✶✹✸



✶✹✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✿ ❈❛❧❧ ●r❛♣❤ ❢♦r ♠❡t❤♦❞ ArrayDim.addAll ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①❛♠♣❧❡

♣✉❜❧✐❝ ❝❧❛ss ❆rr❛②❉✐♠ ④

❱❡❝t♦r ❧✐st❀ ✐♥t ❧❡♥❀

❢✐♥❛❧ st❛t✐❝ ✐♥t ❇❙■❩❊ ❂ ✺❀

♣✉❜❧✐❝ ✈♦✐❞ ❛❞❞✭❖❜❥❡❝t ♦✮ ④

❖❜❥❡❝t❬❪ ❜❧♦❝❦❀
❆rr❛②❉✐♠ t❤✐s❴✐♥✐t❂t❤✐s❀

✐♥t t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡✱ t❤✐s❴✐♥✐t❴❧❡♥❀

✐♥t t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡✱ t❤✐s❴❧❡♥❀

✐♥t ❆rr❛②❉✐♠❴❇❙■❩❊❀

✐❢✭t❤✐s❴✐♥✐t✦❂♥✉❧❧✮ ④

✐❢✭t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st✦❂♥✉❧❧✮

t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡❂t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st✳s✐③❡✭✮❀

❡❧s❡ t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ ✵❀

t❤✐s❴✐♥✐t❴❧❡♥ ❂ t❤✐s❴✐♥✐t✳❧❡♥❀ ⑥

❡❧s❡ ④ t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ ✵❀

t❤✐s❴✐♥✐t❴❧❡♥ ❂ ✵❀ ⑥

✐❢ ✭❧❡♥ ✪ ❇❙■❩❊ ❂❂ ✵✮ ④

❆rr❛②❉✐♠❴❇❙■❩❊ ❂ ❇❙■❩❊❀

✐❢✭t❤✐s✦❂♥✉❧❧✮ ④

✐❢✭t❤✐s❴❧✐st✦❂♥✉❧❧✮

t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ t❤✐s❴❧✐st✳s✐③❡✭✮❀

❡❧s❡ t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ ✵❀

t❤✐s❴❧❡♥ ❂ t❤✐s✳❧❡♥❀ ⑥

❡❧s❡ ④ t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ ✵❀

t❤✐s❴❧❡♥ ❂ ✵❀ ⑥

■▼✳❆rr❛②❉✐♠❴✸✭t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡✱t❤✐s❴❧✐st❴❧❡♥✱

t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡✱ t❤✐s❴✐♥✐t❴❧❡♥✱

❆rr❛②❉✐♠❴❇❙■❩❊✮❀

❜❧♦❝❦ ❂ ♥❡✇❇❧♦❝❦✭❇❙■❩❊✮❀

⑥

❡❧s❡ ④

❜❧♦❝❦❂✭❖❜❥❡❝t ❬❪✮❧✐st✳❧❛st❊❧❡♠❡♥t✭✮❀ ⑥

❜❧♦❝❦❬❧❡♥ ✪ ❇❙■❩❊❪ ❂ ♦❀

❧❡♥✰✰❀ ⑥

⑥

❖❜❥❡❝t❬❪ ♥❡✇❇❧♦❝❦✭✐♥t ❤♦✇✮ ④

✐♥t ❤♦✇❴✐♥✐t ❂ ❤♦✇❀

❆rr❛②❉✐♠ t❤✐s❴✐♥✐t❂t❤✐s❀

✐♥t t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡✱t❤✐s❴✐♥✐t❴❧❡♥❀

✐♥t t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡✱t❤✐s❴❧❡♥❀

✐♥t ❆rr❛②❉✐♠❴❇❙■❩❊❀

t❤✐s❴✐♥✐t ❂ t❤✐s❀

✐❢✭t❤✐s❴✐♥✐t✦❂♥✉❧❧✮ ④

✐❢✭t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st✦❂♥✉❧❧✮

t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡❂t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st✳s✐③❡✭✮❀

❡❧s❡ t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ ✵❀

t❤✐s❴✐♥✐t❴❧❡♥ ❂ t❤✐s❴✐♥✐t✳❧❡♥❀ ⑥

❡❧s❡ ④ t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ ✵❀

t❤✐s❴✐♥✐t❴❧❡♥ ❂ ✵❀ ⑥

❆rr❛②❉✐♠❴❇❙■❩❊ ❂ ❇❙■❩❊❀

✐❢✭t❤✐s✦❂♥✉❧❧✮ ④

✐❢✭t❤✐s❴❧✐st✦❂♥✉❧❧✮

t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ t❤✐s❴❧✐st✳s✐③❡✭✮❀

❡❧s❡ t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ ✵❀

t❤✐s❴❧❡♥ ❂ t❤✐s✳❧❡♥❀ ⑥

❡❧s❡ ④ t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ ✵❀

t❤✐s❴❧❡♥ ❂ ✵❀ ⑥

■▼✳❆rr❛②❉✐♠❴✼✭❤♦✇✱ ❤♦✇❴✐♥✐t✱

t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡✱t❤✐s❴❧✐st❴❧❡♥✱

t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡✱ t❤✐s❴✐♥✐t❴❧❡♥✱

❆rr❛②❉✐♠❴❇❙■❩❊✮❀

❖❜❥❡❝t❬❪ ❜❧♦❝❦❂♥❡✇ ❖❜❥❡❝t❬❤♦✇❪❀

❧✐st✳❛❞❞✭❜❧♦❝❦✮❀

r❡t✉r♥ ❜❧♦❝❦❀

⑥

✈♦✐❞ ❛❞❞❆❧❧✭❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝✮ ④

❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝❴✐♥✐t ❂ ❝❀

✐♥t ❝❴s✐③❡✱ ❝❴✐♥✐t❴s✐③❡❀

✐❢✭❝❴✐♥✐t✦❂♥✉❧❧✮ ❝❴✐♥✐t❴s✐③❡ ❂ ❝❴✐♥✐t✳s✐③❡✭✮❀

❡❧s❡ ❝❴✐♥✐t❴s✐③❡ ❂ ✵❀

❆rr❛②❉✐♠ t❤✐s❴✐♥✐t❀

✐♥t t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡✱ t❤✐s❴✐♥✐t❴❧❡♥❀

✐♥t t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡✱ t❤✐s❴❧❡♥❀

✐♥t ❆rr❛②❉✐♠❴❇❙■❩❊❀

t❤✐s❴✐♥✐t ❂ t❤✐s❀

✐♥t ✐t❴❝♦✉♥t❀

✐❢✭t❤✐s❴✐♥✐t✦❂♥✉❧❧✮ ④

✐❢✭t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st✦❂♥✉❧❧✮

t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡❂t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st✳s✐③❡✭✮❀

❡❧s❡ t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ ✵❀

t❤✐s❴✐♥✐t❴❧❡♥ ❂ t❤✐s❴✐♥✐t✳❧❡♥❀ ⑥

❡❧s❡ ④ t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ ✵❀

t❤✐s❴✐♥✐t❴❧❡♥ ❂ ✵❀ ⑥

✐t❴❝♦✉♥t ❂ ✵❀

❢♦r✭■t❡r❛t♦r ✐t❂❝✳✐t❡r❛t♦r✭✮❀

✐t✳❤❛s◆❡①t✭✮❀✮ ④

✐❢✭❝✦❂♥✉❧❧✮ ❝❴s✐③❡ ❂ ❝✳s✐③❡✭✮❀

❡❧s❡ ❝❴s✐③❡ ❂ ✵❀

✐t❴❝♦✉♥t✰✰❀

❆rr❛②❉✐♠❴❇❙■❩❊ ❂ ❇❙■❩❊❀

✐❢✭t❤✐s✦❂♥✉❧❧✮ ④

✐❢✭t❤✐s❴❧✐st✦❂♥✉❧❧✮

t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ t❤✐s❴❧✐st✳s✐③❡✭✮❀

❡❧s❡ t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ ✵❀

t❤✐s❴❧❡♥ ❂ t❤✐s✳❧❡♥❀ ⑥

❡❧s❡ ④ t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡ ❂ ✵❀

t❤✐s❴❧❡♥ ❂ ✵❀ ⑥

■▼✳❆rr❛②❉✐♠❴✶✶✭✐t❴❝♦✉♥t✱ ❝❴s✐③❡✱ ❝❴✐♥✐t❴s✐③❡✱

t❤✐s❴❧✐st❴s✐③❡✱t❤✐s❴❧✐st❴❧❡♥✱

t❤✐s❴✐♥✐t❴❧✐st❴s✐③❡✱ t❤✐s❴✐♥✐t❴❧❡♥✱

❆rr❛②❉✐♠❴❇❙■❩❊✮❀

❛❞❞✭✐t✳♥❡①t✭✮✮❀

⑥

⑥

⑥

❚❛❜❧❡ ❇✳✶✿ ■♥str✉♠❡♥t❡❞ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡



❈❤❛♣t❡r ❇✳ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❉❛✐❦♦♥✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✹✺

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦❞❡ ✉s❡❞ t♦ ❦❡❡♣
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❛♠❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❴✐♥✐t s✉✣①✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❆rr❛②❉✐♠ ❝❧❛ss✮
✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦
❛♣♣❧② ❛♥ s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ❧✐st ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✏s✐③❡❛❜❧❡✑ ♦❜❥❡❝t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ t②♣❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧✐st✳s✐③❡✭✮✳

❆t ❡✈❡r② ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐t❡ ✭✐✳❡✳ ❝❛❧❧ s✐t❡s✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐t❡s✮✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦❞❡
t♦ st♦r❡✱ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛t t❤❛t
♣r♦❣r❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❛❧❧ t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉♠♠② ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❛t ❧♦❝❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❛♥ s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❢♦r s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳ ◆♦t✐❝❡✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❛t ✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❆❞❞❆❧❧ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐t❴❝♦✉♥t ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐t❡r❛t♦r ✐t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t✱ ❡✈❡r② t✐♠❡ ✐t✳♥❡①t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱
✐t❴❝♦✉♥t ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇❡ r✉♥ ❉❛✐❦♦♥ ♦✈❡r ❛ t❡st ❤❛r♥❡ss t♦ tr② t♦
❡♥s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❚❛❜❧❡ ❇✳✷ s❤♦✇s s♦♠❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❢♦r ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✳
❚❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐t❡ ♥❡✇❜❧♦❝❦✳✼ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❧ s✐t❡s ❛❞❞❆❧❧✳✼
❛♥❞ ❛❞❞✳✸ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✐ts ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥✳

❧❛❜❡❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❛❞❞❆❧❧✳✶✶ BSIZE = 5, sizef❴this❴init❴list = 0, f❴this❴init❴len = 0, sizec❴init =

sizec, sizef❴this❴list >= 0, sizef❴this❴list < sizec, f❴this❴len >= 0, f❴this❴len <
sizec, sizef❴this❴list <= f❴this❴len, count❴it = f❴this❴len + 1, count❴it >=
1, count❴it <= sizec

❛❞❞✳✸ BSIZE = 5, sizef❴this❴list = sizef❴this❴init❴list, f❴this❴len =
f❴this❴init❴len, f❴this❴len%5 = 0, sizef❴this❴list <=
f❴this❴len, sizef❴this❴list < 5, f❴this❴len = (sizef❴this❴list ∗ 5)

♥❡✇❇❧♦❝❦✳✼ BSIZE = 5, sizef❴this❴list = sizef❴this❴init❴list, f❴this❴len =
f❴this❴init❴len, how = how❴init, f❴this❴len%5 = 0, how = 5, sizef❴this❴list <=
f❴this❴len, sizef❴this❴list < how, f❴this❴len = (sizef❴this❴list ∗ how)

❚❛❜❧❡ ❇✳✷✿ ▲♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❢♦✉♥❞ ❜② ❉❛✐❦♦♥ ❢♦r t✇♦ ❝❛❧❧ s✐t❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ s✐t❡

■♥✈❛r✐❛♥t✿

l11@sizef❴this❴init❴list = sizef❴this❴list, l11@f❴this❴init❴len = f❴this❴len,
l11@sizec❴init = sizec

BSIZE = 5, l11@sizef❴this❴init❴list = 0, l11@f❴this❴init❴len = 0, l11@sizec❴init =
l11@sizec, l11@sizef❴this❴list >= 0, l11@sizef❴this❴list < l11@sizec, l11@f❴this❴len >=
0, l11@f❴this❴len < sizec, l11@sizef❴this❴list <= l11@f❴this❴len, l11@count❴it =
l11@f❴this❴len + 1, l11@count❴it >= 1, l11@count❴it <= l11@sizec

l3@sizef❴this❴init❴list = l11@sizef❴this❴list, l3@f❴this❴init❴len = l11@f❴this❴len,
BSIZE = 5, l3@sizef❴this❴list = l3@sizef❴this❴init❴list, l3@f❴this❴len =
l3@f❴this❴init❴len, l3@f❴this❴len%BSIZE = 0, l3@sizef❴this❴list <=
l3@f❴this❴len, l3@sizef❴this❴list < BSIZE, l3@f❴this❴len = (l3@sizef❴this❴list ∗ BSIZE),
l7@sizef❴this❴init❴list = l3@sizef❴this❴list, l7@f❴this❴init❴len = l3@f❴this❴len,
l7@how❴init = 5,
BSIZE = 5, l7@sizef❴this❴list = l7@sizef❴this❴init❴list, l7@f❴this❴len =
l7@f❴this❴init❴len, l7@how = l7@how❴init, l7@f❴this❴len%BSIZE = 0, l7@how =
BSIZE, l7@sizef❴this❴list <= l7@f❴this❴len, l7@sizef❴this❴list < l7@how, l7@f❴this❴len =
(l7@sizef❴this❴list ∗ l7@how)

❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t✿

BSIZE = 5, count❴it >= 1, count❴it <= sizec count❴it = f❴this❴len+1, f❴this❴len%BSIZE = 0
◆✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✿

❈(IaddAll
newBlock.7) = 1

5
sizec + (per(sizec, [0, 4

5
, 3
5
, 2
5
, 1
5
])

❚❛❜❧❡ ❇✳✸✿ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❛❞❞❆❧❧✳✶✶✳❛❞❞✳✸✳♥❡✇❇❧♦❝❦✳✼

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜✲



✶✹✻ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧s ✇❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ❇✳✸ ✇❡ s❤♦✇
❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ❛❞❞❆❧❧✳✶✶✳❛❞❞✳✸✳♥❡✇❇❧♦❝❦✳✼ ❛❢t❡r t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣✳



❆PP❊◆❉■❳ ❈

❙②♠❜♦❧✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❈♦♥✈❡① P♦❧②t♦♣❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ t❤❡♦r② ❜❡❤✐♥❞ ❇❡r♥st❡✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇❡r♥st❡✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ t❤❡♥
s❤♦✇ ❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡s✳

❈✳✶✳ ❇❡r♥st❡✐♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦✈❡r ❛♥ ■♥t❡r✈❛❧

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✇❛②s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✭r❛t✐♦♥❛❧✮ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❞❡❣r❡❡✲d ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
p(x) ∈ Q[x]✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ p(x) ✐s ❛s ❛ Q✲❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦✇❡r ❜❛s❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ x✱

p(x) =
d
∑

i=0

aix
i, ✭❈✳✶✳✶✮

✇✐t❤ ai ∈ Q✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(x) ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ Q✲❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡✲d ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❬❇❡r✺✷✱ ❇❡r✺✹✱ ❋❘✽✼✱ ❇❇✵✵❪✿

p(x) =

d
∑

k=0

bd
kB

d
k(x), ✭❈✳✶✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s Bd
i (x) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Bd
k(x) =

(

d

k

)

xk(1 − x)d−k k = 0, 1, ..., d

(

d

k

)

=
d!

k!(d − k)!
, ✭❈✳✶✳✸✮

❛♥❞ bd
i ∈ Q ❛r❡ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡✲d ❜❛s✐s✳

❊①❛♠♣❧❡ ❈✳✶✳ ❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ ✐ts ♣♦✇❡r ❢♦r♠ ❛♥❞
✐♥ ✐ts ❇❡r♥st❡✐♥ ❢♦r♠✿

p(x) = x3 − 5x2 + 2x + 4 = 4B3
0(x) +

14

3
B3

1(x) +
11

3
B3

2(x) + 2B3
3(x)

✇❤❡r❡ B3
0(x) = (1 − x)3, B3

1(x) = 3x(1 − x)2, B3
2(x) = 3x2(1 − x) ❛♥❞ B3

3(x) = x3✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❜❡❧♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

✶✹✼



✶✹✽ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✿ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(x) = x3−5x2+2x+4 ✐♥ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥
❜❛s✐s

❚❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛s ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❡st ✉s ♠♦st ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✭❈✳✶✳✸✮ ✐s 1 ❛♥❞ t❤❛t✱ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]✱ 0 ≤ Bd

k(x) ≤ 1✳ ❚❤❡ ✜rst
♣r♦♣❡rt② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✿

1 = (x + (1 − x))d =

d
∑

k=0

Bd
k(x).

❖♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✶✳✷✮ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(x) ❛s ❛ ❝♦♥✈❡①
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Bd

i (x)✮ ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bd
i ✳ ❖♥ t❤✐s ✐♥t❡r✲

✈❛❧✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(x) ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✐ts ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✐✳❡✳✱

min
0≤i≤d

bd
i ≤ p(x) ≤ max

0≤i≤d
bd
i .

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦r ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ bd
i ✐s bd

0 ♦r bd
d t❤❡♥ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ❡①❛❝t✱

s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❜② p(x) ❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛s ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ✭❈✳✶✳✸✮✳
❚❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐s ❡①❛❝t ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s❤❛r♣ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts✳

❬❘❘✽✹❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ s♠❛❧❧❡r ❛s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ d ✐s
❡❧❡✈❛t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t✐❣❤t❡r ❜♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(x)
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ✭> d✮ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳

❊①❛♠♣❧❡ ❈✳✷✳ ❋✐❣✉r❡ ❈✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(x) = x3 − 5x2 + 2x + 4 ❢r♦♠ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t❡r♠s b3

i B
3
i (x) ♦❢ ✐ts ❇❡r♥st❡✐♥ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts b3

i ✳ ❖♥
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❇❡r♥st❡✐♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ b3

3 = 2 ❛♥❞ b3
1 = 14/3✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s s❤❛r♣❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞

✐s ♥♦t✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bd
i ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢♦r♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai✱ ✇❡

✇r✐t❡ t❤❡ ♣♦✐♥t x ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1] ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱

x = α0 v0 + α1 v1,

✇✐t❤
αi ≥ 0 ❢♦r i ∈ {0, 1} ❛♥❞ α0 + α1 = 1

❛♥❞ ✇❤❡r❡ v0 = 0 ❛♥❞ v1 = 1 ❛r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t α1 = x
❛♥❞ α0 = 1 − x ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✭❈✳✶✳✸✮ ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d ✐♥ α0 ❛♥❞ α1✳ ❚♦ ✇r✐t❡ p(x) ✭❈✳✶✳✶✮ ❛s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s



❈❤❛♣t❡r ❈✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❈♦♥✈❡① P♦❧②t♦♣❡ ✶✹✾

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ α0 ❛♥❞ α1✱ ✇❡ s✐♠♣❧② s✉❜st✐t✉t❡ x = α0 0 + α1 1 = α1 ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②
❡❛❝❤ ❞❡❣r❡❡✲i ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ p(α0, α1) ✭i ≤ d✮ ❜② 1 = (α0 + α1)

d−i✱ ✐✳❡✳✿

p(α0, α1) =

d
∑

i=0

aiα
i
1(α0 + α1)

d−i

=

d
∑

i=0

aiα
i
1





d−i
∑

j=0

(

d − i

j

)

αd−i−j
0 αj

1



 =

d
∑

k=0

(

k
∑

i=0

ai

(

d − i

k − i

)

)

αk
1α

d−k
0 .

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ✭❈✳✶✳✷✮ ❛♥❞ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t

Bd
k(x) = Bd

k(α0, α1) =

(

d

k

)

αk
1(α0)

d−k, ✭❈✳✶✳✹✮

✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

bd
k =

k
∑

i=0

(

d−i
k−i

)

(

d
k

) ai =
k
∑

i=0

(

k
i

)

(

d
i

)ai,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✿
(

d − i

k − i

)(

d

i

)

=

(

d

k

)(

k

i

)

.

❇♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b]
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❲❡ ✇r✐t❡✿

x = α0 a + α1 b,

✇✐t❤
αi ≥ 0 ❢♦r i ∈ {0, 1} ❛♥❞ α0 + α1 = 1,

s✉❜st✐t✉t❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ p(x) t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(α0, α1) ∈ Q[α0, α1]✱ ♠✉❧t✐✲
♣❧② ❡❛❝❤ t❡r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦✇❡r ♦❢ 1 = α0+α1 ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
bd
k ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

1 = (α0 + α1)
d =

d
∑

k=0

Bd
k(α0, α1).

❚❤❡ t❡r♠s Bd
k(α0, α1) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭❈✳✶✳✹✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡♥ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ p(α0, α1) ❛s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ bd
k ❛♥❞ s♦

min
0≤i≤d

bd
i ≤ p(x) ≤ max

0≤i≤d
bd
i

♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b]✳

❈✳✷✳ ❇❡r♥st❡✐♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❈♦♥✈❡① P♦❧②t♦♣❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇❡r♥st❡✐♥✲❇❡③✐❡r ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ❬❋❛r✾✸❪✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②t♦♣❡s ♦❢ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❆ ✭r❛t✐♦♥❛❧✮ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ P ⊂ Qn ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ~vi✱

P =

{

~x | ∃αi ∈ Q : ~x =
∑

i

αi~vi, αi ≥ 0,
∑

i

αi = 1

}

.



✶✺✵ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

■❢ ♥♦ ~vi ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ~vi ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡s❡ ~vi ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ ❛ ✭r❛t✐♦♥❛❧✮ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
p(~x) ∈ Q[~x] = Q[x1, . . . , xn]✱

p(x1, x2, . . . xn) =

d1
∑

i1=0

d2
∑

i2=0

· · ·
dn
∑

in=0

ai1,i2,...,in xi1
1 xi2

2 · · ·xin
n ✭❈✳✷✳✶✮

♦✈❡r ❛ ♣♦❧②t♦♣❡ P ⊂ Qn✱ ✇❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst ✇r✐t❡ ~x ❛s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

~x =
∑

i

αi~vi

❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(~x)✳ ❲❡ t❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧② ❡❛❝❤ t❡r♠
✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦✇❡r ♦❢ 1 =

∑

i αi t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ αi ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ di✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bd

~k
✱ ❢♦r ~k = (k1, . . . , kn)✱ 0 ≤ ki✱

∑

ki = d✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s Bd

~k
✳ ❚❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s❡

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢

1 = (α1 + α2 + · · · + αn)d

=
∑

k1,k2,...,kn≥0
k1+k2+···+kn=d

(

d

k1, k2, . . . , kn

)

αk1
1 αk2

2 · · ·αkn
n =

∑

k1,k2,...,kn≥0
k1+k2+···+kn=d

Bd
~k
(~α),

✇❤❡r❡
(

d

k1, k2, . . . , kn

)

=
d!

k1!k2! . . . kn!
✭❈✳✷✳✷✮

❛r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ Bd
~k
(~α) ❛r❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞

s✉♠ t♦ 1 ❛♥❞ s♦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ p(~x) ❛s
❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ bd

~k
✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡

min
k1,k2,...,kn≥0

k1+k2+···+kn=d

bd
~k
≤ p(~x) ≤ max

k1,k2,...,kn≥0
k1+k2+···+kn=d

bd
~k

✭❈✳✷✳✸✮

♦♥ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ P ⊂ Qn✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❇❡r♥st❡✐♥ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❬❩●✾✽✱ ❈❚✵✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♣r♦❞✉❝ts ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ~vi t♦ ❜❡
t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ P ✳ ❚❤❡② ♠❛② ✐♥st❡❛❞ ❜❡ ❛♥② s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❢♦r t❤❡
♣♦❧②t♦♣❡ P ✳

❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②t♦♣❡s P : D → Qn : ~q 7→ P (~q)✱

P (~q) =

{

~x | ∃αi ∈ Q : ~x =
∑

i

αi~vi(~q), αi ≥ 0,
∑

i

αi = 1

}

, ✭❈✳✷✳✹✮

✇❤❡r❡ D ⊂ Qr ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ~vi(~q) ∈ Q[~q] ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ~q✳ ◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♠❛② ❜❡ ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r ♦♥❧② ❛
s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a~i ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(~x)
✭❈✳✷✳✶✮ ♠❛② ❛❧s♦ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ~q✱ ✐✳❡✳✱ p(~x) ∈ (Q[~q])[~x]
❛♥❞

a~i =

m1
∑

j1=0

m2
∑

j2=0

· · ·
mr
∑

jr=0

bj1,j2,...,jr qj1
1 qj2

2 · · · qjr
r .



❈❤❛♣t❡r ❈✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❈♦♥✈❡① P♦❧②t♦♣❡ ✶✺✶

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❇❡r♥st❡✐♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts bd

~k
(~q) ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❜♦✉♥❞s

min
k1,k2,...,kn≥0

k1+k2+···+kn=d

bd
~k
(~q) ≤ p(~q)(~x) ≤ max

k1,k2,...,kn≥0
k1+k2+···+kn=d

bd
~k
(~q). ✭❈✳✷✳✺✮

❚❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥t ❜♦✉♥❞s ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✳✸✳

❊①❛♠♣❧❡ ❈✳✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(x1, x2) = 1
2x2

1 + 1
2x1 + x2 ♦✈❡r t❤❡ ♣❛r❛✲

♠❡tr✐❝ ♣♦❧②t♦♣❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥ts
(

0
0

)

✱
(

N
0

)

❛♥❞
(

N
N

)

✳ ❍❡♥❝❡ ❛♥② ♣♦✐♥t
(

x1

x2

)

✐♥ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✿

(

x1

x2

)

= α1

(

0
0

)

+ α2

(

N
0

)

+ α3

(

N
N

)

0 ≤ αi ≤ 1

3
∑

i=1

αi = 1

❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣
(

x1

x2

)

✇✐t❤ t❤✐s ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❛ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ α1, α2, α3✿
1

2
N2α2

2 + N2α2α3 +
1

2
N2α2

3 +
1

2
Nα2 +

3

2
Nα3

▼♦♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✷ ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ s✉♠s ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ♦❢
❞❡❣r❡❡ ✷✿

1

2
Nα2 =

1

2
Nα2(α1 + α2 + α3)

3

2
Nα3 =

3

2
Nα3(α1 + α2 + α3).

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s✿

p(α1, α2, α3) =

(

1

2
N2 +

1

2
N

)

α2
2 +

(

1

2
N2 +

3

2
N

)

α2
3

+
1

2
Nα1α2 +

3

2
Nα1α3 + (N2 + 2N)α2α3.

❚❤❡ ❜❛s✐s ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ (α1 + α2 + α3)
2 ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♠♦♥♦♠✐❛❧s✿

B2,0,0 = α2
1

B0,2,0 = α2
2

B0,0,2 = α2
3

B1,1,0 = 2α1α2

B1,0,1 = 2α1α3

B0,1,1 = 2α2α3.

❘❡✇r✐t✐♥❣ p(α1, α2, α3) ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

0 B2,0,0 +

(

1

2
N2 +

1

2
N

)

B0,2,0 +

(

1

2
N2 +

3

2
N

)

B0,0,2

+
1

4
NB1,1,0 +

3

4
NB1,0,1 +

(

1

2
N2 + N

)

B0,1,1.

■t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ 1
2N2 + 3

2N ✳ ❙✐♥❝❡
❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s❤❛r♣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❡①❛❝t ❜♦✉♥❞s✳ ❚❤❡
❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ❈✳✷ ❢♦r N = 10✳



✶✺✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❈✳✷✿ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(x1, x2) = 1
2x2

1 + 1
2x1 + x2 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❈✳✸✳ ❇♦✉♥❞✐♥❣ ❛ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r ❛ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❉♦♠❛✐♥

❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✳✷ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❛t ❢♦r ❛♥②
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❛♥
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ✜♥❞ ❛ ❜♦✉♥❞
❢♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥
❜② ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧s♦✱ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡
❧♦✇❡r ♦r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛s ❢❡✇ ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡ t✇♦ ✐ss✉❡s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

−
1

2
i2 −

3

2
i − j − n2 + 4n + 2in ✭❈✳✸✳✶✮

♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥

D(n) = { (i, j) | 0 ≤ i ≤ 3n− 1∧ 0 ≤ j ≤ n− 1∧ 3n− 1 ≤ i + j ≤ 4n− 2 }, ✭❈✳✸✳✷✮

✇❤❡r❡ n ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✭♣❛r❛♠❡tr✐❝✮ ✈❡rt✐❝❡s
♦❢ D(n)✳ ■❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳✱

P : D → Qn : ~q 7→ P (~q) = { ~x ∈ Qd | A~x ≥ B~q + ~d }, ✭❈✳✸✳✸✮

✇✐t❤ D ⊂ Qr✱ A ∈ Zm×n✱ B ∈ Zm×r ❛♥❞ ~d ∈ Zm✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ P♦❧②▲✐❜ ❬▲♦❡✾✾❪
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐♥
♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❝❡❧❧s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝❤❛♠❜❡rs✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✈❡rt✐❝❡s
❬❈▲✾✽❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✳✷ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
♣♦❧②t♦♣❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡②
❞♦ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣♦❧②t♦♣❡✳ ❱❡rt✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡
s✉❜❞♦♠❛✐♥ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❧s♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r s✉❜❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧ ❧✐❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢
t❤✐s ♦t❤❡r s✉❜❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞ t♦ tr❡❛t ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ t❤❡



❈❤❛♣t❡r ❈✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❈♦♥✈❡① P♦❧②t♦♣❡ ✶✺✸

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s
{(

2n
n − 1

)

,

(

3n − 1
0

)

,

(

3n − 1
n − 1

)}

✐❢ n ≥ 1.

■❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❛♥❞ ♥♦t
✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ♠❛② st✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❜✉t t❤❡
s✉❜❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐❧❧
♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❬❘❛❜✵✻❪✳

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✳✷✳
❋♦r ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

n2 −
n

4
+

5

4
,
n2

2
+

n

2
+ 1,

n2

2
+

3

2
, n2 + 1,

n2

2
−

n

2
+ 2, n2 −

3n

4
+

7

4
.

❆♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ u(n) ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r D(n) ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

u(n) = max

{

n2−
n

4
+

5

4
,
n2

2
+

n

2
+ 1,

n2

2
+

3

2
, n2 + 1,

n2

2
−

n

2
+2, n2−

3n

4
+

7

4

}

✐❢ n ≥ 1.

✭❈✳✸✳✹✮
❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ n✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡s❡ ✻ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s
❝❧❡❛r t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧✇❛②s ❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r
t❤❛♥ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✐s t♦ ❡①❛♠✐♥❡
t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■❢ t❤❡ s✐❣♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ✭✇❤❡r❡ ❛ ③❡r♦ s✐❣♥ ♠❛② ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✮✱ t❤❡♥ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t✳ ❙♦♠❡ ❡❛s② ✇❛②s ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛ ✭❞✐✛❡r❡♥❝❡✮
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✶✳ ■❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❝❤❡❝❦ ✐s tr✐✈✐❛❧✳

✷✳ ■❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡ str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ③❡r♦ t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ✐t
❜❡❝♦♠❡s ❡♠♣t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ n2

2 + 3
2 ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t s✐♥❝❡

(

n2

2
+

3

2

)

−

(

n2

2
+

n

2
+ 1

)

=
1

2
−

n

2

❛♥❞ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ♥❡✈❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦ ❢♦r n ≥ 1✳ ❚❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ n2

2 − n
2 + 2 ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ ✇❤✐❧❡ n2 − n

4 + 5
4 ❛♥❞

n2 − 3n
4 + 7

4 ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ n2 + 1✳
■❢ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❛r✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞
✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢✉rt❤❡r s✉❜❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

✸✳ ■❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s✐❣♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣✲
♣❧② ❇❡r♥st❡✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛❣❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦✇
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤♦✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥✱ t❤❡♥ s♦ ✇✐❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ n✱ s❛② ✶✵✵✵✱ t❤❡♥ ✇❡
❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❇❡r♥st❡✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦♥

(

n2

2
+

n

2
+ 1

)

−
(

n2 + 1
)

= −
n2

2
+

n

2
✭❈✳✸✳✺✮



✶✺✹ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

♦✈❡r 1 ≤ n ≤ 1000✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡
{

0,−499500,
−999

4

}

❛♥❞ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t n2

2 + n
2 +1 ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ n2+1✳ ◆♦t❡

t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ci t❤❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t ❛❧❧ r❡❛❧ r♦♦ts ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [−M, M ] ✇✐t❤ M = 1+max0≤i≤d−1 |ci|/|cd|
✭❈❛✉❝❤②✬s ❜♦✉♥❞✮✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
str✐❝t s✉♣❡rs❡t ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧② ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ 1 ≤ n ≤ 3✳

✹✳ ■❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s✐❣♥ ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❜✉t
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❚❛②❧♦r
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t t❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s✐❣♥s
♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉s✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝ ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ■❢ ❛❧❧ s✐❣♥s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧✱
t❤❡♥ ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤✐s ❝♦♥st❛♥t s✐❣♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
✭❈✳✸✳✺✮ ❛s

−
1

2
(n − 1) −

1

2
(n − 1)2

❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t n2

2 + n
2

✐s r❡❞✉♥❞❛♥t✱ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ n ≥ 1✳

■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② ✭❈✳✸✳✹✮ t♦

u(n) = n2 + 1 ✐❢ n ≥ 1. ✭❈✳✸✳✻✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧ ❜✉t ♦♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛s r❡✲
❞✉♥❞❛♥t✳ ❙t✐❧❧✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡✈❡r② s✉❜❞♦♠❛✐♥✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♦♥❧② t❤✐s s✐♥❣❧❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐s ❧✐♥❡❛r t❤❡♥
t❤✐s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ③❡r♦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s n2 + 3n− 500
❛♥❞ n2 + n ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ n ≥ 4✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s 2n− 500 ✐s ③❡r♦ ❛❧♦♥❣ n = 250 ❛♥❞ s♦ ✇❡ ✇♦✉❧❞
s♣❧✐t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥t♦✱ s❛②✱ 4 ≤ n < 250 ❛♥❞ 250 ≤ n✳ ■❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
♣❛✐rs ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ❡❛s✐❧② s♣❧✐t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥t♦ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡♠❛✐♥s✱
❜✉t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❛✉❝❤②✬s ❜♦✉♥❞s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ s♣❧✐t ♦✛ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✏❜✐❣✑ ✈❛❧✉❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
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