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Tensores Naturales sobre Variedades y Fibraciones.

(Resumen)

En este trabajo estudiamos los tensores de tipo (0,2). Con este objetivo introduci-
mos y desarrollamos el concepto de super espacio. Con la ayuda de estos objetos
definimos el concepto de A-naturalidad sobre variedades y fibraciones. Esta nueva
nociéon extiende, por fuera del enfoque clasico de la geometria natural, es decir sin
hacer uso de la teoria de los invariantes diferenciales, el concepto de naturalidad de
los casos conocidos. También estudiamos la geometria del espacio tangente dotado

de una métrica natural y su relacion con la geometria de la variedad base.

Palabras Claves: Conexiones Generales - Fibraciones - Métricas Naturales - Ten-

sores Naturales - Variedades Riemannianas.






Natural Tensor Fields on Manifolds and Fibrations.

(Abstract)

This work is devoted to the study of tensor fields of type (0,2). With this purpose
we introduce and develop the notion of superspace. With the help of these objects
we define the concept of A\-naturality on manifolds and fibrations. This new notion
generalizes the concept of naturality already known in some examples, without ma-
king use of the theory of differential invariants and of the classical point of view of
natural geometry. Also, we study the geometry of the tangent bundle endowed with

a natural metric and its relation with the geometry of the base manifold.

Key Words: Fibrations - General Connections - Natural Metrics - Natural Tensors

Fields - Riemannian Manifolds.
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Introduccion

En 1958 Sasaki [40], con la intencién de estudiar la geometria del fibrado tangente
T'M de una variedad Riemanniana (M, g) construye una métrica sobre T'M, que hoy
se conoce con el nombre de métrica de Sasaki, basandose en la métrica de la variedad
base. Desde entonces mucha gente ha estudiado esta métrica. Podemos mencionar
a Kowalski [24], Aso [3], Musso y Tricerri [36], entre otros. La métrica de Sasaki
posee propiedades muy interesantes, pero se vié que resultaba un tanto rigida. Por
ejemplo, Musso y Tricerri probaron en [36] que si el fibrado tangente dotado con
esta métrica posee curvatura seccional constante, entonces necesariamente debe ser
plano. De todas formas, tal vez la propiedad mas importante que posee la métrica
de Sasaki sea la sencillez y naturalidad con la que es construida a partir de la métrica
de la variedad base y de la conexién de Levi-Civita que esta induce.

En 1972 Cheeger y Gromoll [7], introducen una nueva métrica sobre TM que, al
igual que la métrica de Sasaki, construyen a partir de g, utilizando las distribuciones
horizontales y verticales que induce su conexién de Levi-Civita. La relacién entre
las geometrias de (M,g) y de TM dotado con esta métrica es menos rigida que
con la métrica de Sasaki. El fibrado tangente de una variedad plana resulta plano
si lo consideramos con la métrica de Sasaki. Sin embargo, Sekizawa [41] probé
que si (M, g) es plana entonces T'M dotado con la  métrica de Cheeger-Gromoll
tiene curvatura seccional no negativa, y ademés nunca es constante. Sekizawa [41],
Musso y Tricerri [36], Gudmundsson y Kappos [15] son algunos entre muchos que
han estudiado esta métrica.

Estas métricas son ejemplos de lo que en 1988 Kowalski y Sekizawa [25] llamaron
métricas naturales. MaAas precisamente, estas son tensores de tipo (0,2) sobre el
fibrado tangente (no necesariamente definidas positivas) que provienen por medio
de un operador natural de orden 2 (ver el Apéndice) de una métrica Riemanniana
de la variedad base. En [25], dada una métrica g sobre M se da una caracterizacién
de las métricas naturales utilizando la teoria de los invariantes diferenciales que

11



12 Tensores Naturales sobre Variedades y Fibraciones.

fue desarrollada por Krupka en [30]. Al interesado en la teorfa de los invariantes
diferenciales recomendamos ver [31] y [23]. Digamos brevemente en que consiste la
caracterizacién dada en [25]. Sea G una métrica natural sobre T'M en el sentido de
Kowalski y Sekizawa, entonces existen (1, (o v (3 F-métricas derivadas de g (estos
son morfismos ¢ : TM & TM & TM — M x IR lineales en la segunda y tercera
coordenada, ver el Apéndice) tal que G = (9 + (39 4 (9, con ¢ y ¢, simétricas,
donde ¢, (19 v (%9 son los clasicos levantamientos diagonal (también conocido
como de Sasaki), horizontal y vertical de (;, (3 y (3 respectivamente.

En la década de 1960, con el trabajo de Okubo [37], comienza el estudio de la geo-
metria del fibrado de bases LM de una variedad Riemanniana (M, g). Basandose
en la métrica de Sasaki, Mok [34] contruye una métrica Riemanniana sobre LM uti-
lizando la distribucién que induce la conexion de Levi-Civita de (M, g). Otro ejemplo
que podemos mencionar, puede verse en los trabajos de Jensen [18] y O’Neill [38],
donde se construye una métrica sobre un fibrado principal dotado de una conexion
cuya base es una variedad Riemanniana. La métrica que introdujo Mok, llamada
métrica de Sasaki-Mok, es la imagen de g por un operador natural de orden 2. Si-
guiendo la linea de [25], Kowalski y Sekizawa en [26] caracterizaron los tensores de
tipo (0,2) sobre LM que son imagen por un operador natural de orden 2 de una
métrica Riemanniana fija en la variedad base.

En 1998, Calvo y Keilhauer [6] mostraron que los tensores de tipo (0,2) sobre el
fibrado tagente de una variedad Riemanniana admiten una representaciéon matricial
global. Haciendo uso de esta relacién uno a uno entre los tensores y cierta familia de
aplicaciones matriciales, definieron y caracterizaron lo que ellos llamaron tensores
naturales. En el caso simétrico, la nocién de tensor natural dada en [6] coincide con la
dada por Kowalski y Sekizawa. En la misma direcciéon Keilhauer defini6 y caracterizo
en [22] los tensores naturales en el fibrado de bases de una variedad Riemanniana y
de una variedad dotada de una conexién afin. Los tensores naturales sobre el fibrado
tangente y cotangente de una variedad semi-Riemanniana fueron caracterizados por
Araujo y Keilhauer en [2]. La diferencia principal entre [2], [6] y [22] y los trabajos
[25] v [26], es que los primeros no hacen uso de la teorfa de invariantes diferenciales,
sino que en cada situacion se valen de un fibrado principal adecuado para poder
identificar a los tensores como aplicaciones matriciales. Como consecuencia de este
enfoque se puede arribar a los resultados de clasificacién de una forma mas sencilla
que en [25] y [26].

Dicho esto, nos sale al paso la siguiente pregunta: ; Podemos extender la nocién de
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tensor natural, en el sentido de [6] y [22], a cualquier fibracién o variedad? Uno
de los objetivos de este trabajo es poder dar una respuesta a esta pregunta y este
es el punto central del Capitulo 2. Cuando se aborda este punto se presentan
algunas dificultades. Tal vez, la mas importante de ellas sea que para definir la
naturalidad en los casos conocidos se hace un uso muy fuerte del espacio donde
habitan los tensores, ya sea este el fibrado tangente, el fibrado ortonormal de bases,
el cotagente, etc. Para sortear esa dificultad, motivados por nimerosos ejemplos,
definimos y desarrollamos el concepto de super espacio que, conviene aclarar, no son
aquellos objetos bien conocidos en la fisica matematica. Un super espacio A\ sobre
una variedad M es una colecciéon A = (N, 1,0, R, {e;}) donde N es una variedad
diferenciable, ¥ : N — M una submersién, O un grupo de Lie y R una accién a
derecha de O sobre N que es transitiva en las fibras y que satisface que ¢ o R, = 9
paratodoa € Oye;: N — TM, con 1 <i < mn, son funciones diferenciables tales
que {e1(2),...,en(2)} es base de My, para todo z € N.

Veremos que dado un super espacio A sobre una variedad M, los tensores de tipo
(0,2) estan en relacién biunivoca con cierta familia de aplicaciones matriciales dife-
renciables AT : N — R™" que cumplen una determinada propiedad de inva-
rianza. Este hecho, es el que nos permitird estudiar los tensores sobre una variedad
o fibracién, desde el punto de vista de la naturalidad, sin hacer uso de la teoria
de los invariantes diferenciales. Daremos nimerosos ejemplos de super espacios.
Entre ellos, el més sencillo y elemental es el fibrado de bases LM. Este ejemplo
es muy importante porque, como veremos, el concepto de super espacio resulta
una generalizacion del fibrado de bases, ademés nos dice que todas las variedades

admiten al menos un super espacio.

En el Capitulo 2, caracterizamos los super espacios cuyo grupo actua sin punto fijo.
Estos resultan ser fibrados principales, pero cabe aclarar que no todos los super
espacios lo son. Veremos propiedades generales de los super espacios, como por

ejemplo la dimensién que debe tener la variedad espacio.

También en este Capitulo, definiremos el concepto de morfismo de super espacios,
con lo cual tendremos una categoria. Mostraremos diversos resultados sobre hechos
generales con respecto a la relaciéon entre los morfismos de super espacio y los tensores
sobre la variedad. Por ejemplo, si T es un tensor sobre M y (f,7) : A — X es
un morfismo de super espacios, entonces T o f es una aplicacién matricial dife-
renciable, aunque no necesariamente corresponda o provenga de un tensor sobre M.

. . . ., 1
Luego, caracterizaremos aquellos tensores que satisfacen que la aplicacién * T o f
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corresponde a un tensor y también aquellos que resultan invariantes, es decir que

’ .
AT o f sea el mismo tensor 7.

Introduciremos la nocion de conexion de super espacios, la cual coincide con la
de O-conexion en el caso de que el super espacio se trate de un fibrado principal.
Estudiaremos condiciones para que un super espacio dotado de una conexién resulte
paralelizable.

Valiéndonos de los super espacios podemos definir satisfactoriamente el concepto
de tensor A\ — natural sobre una wvariedad y el concepto de A— natural con res-
pecto a una fibracion, que generalizan los casos conocidos. Ahora, la naturalidad
depende del super espacio. Cada super espacio pone de relieve una caracteristica o
propiedad geométrica distinta de la variedad o fibracién, y es esperable que lo que
nosotros llamemos natural guarde relaciéon con estas. También, caracterizaremos
los tensores naturales para distintos ejemplos (grupos de Lie, bundle metrics sobre
fibrados principales, entre otros) y mostraremos las relaciones que existen entre estos

y los morfismos de super espacios.

Finalmente, llegamos a una generalizaciéon del concepto de super espacio: el a-
tlas de super espacios. Este concepto nos permitira definir la A — naturalidad en
su version débil y en su versién fuerte. Con respecto a esto, daremos ejemplos y

caratectizaremos a los tensores A — naturales.

El Capitulo 3 esta dedicado al estudio de las métricas naturales en el fibrado tan-
gente de una variedad Riemanniana. Las métricas naturales que consideraremos son
aquellas métricas Riemannianas sobre el fibrado tangente que provienen mediante un
operador natural de segundo orden de la métrica de la variedad base (Existe un su-
per espacio A sobre T'M de modo que estas métricas resultan A-naturales). Ademas,
pedimos que estas métricas hagan de la proyeccién canénica 7 : (TM,G) — (M, g)
una submersion Riemanniana y que el subespacio horizontal inducido por la conexion
de Levi-Civita de (M, g) sea ortogonal al subespacio vertical. Ejemplos importantes
y conocidos son las métricas de Sasaki y de Chegeer-Gromoll. En este Capitulo
estudiaremos las relaciones entre la geometria de la variedad base (M, g) y la del

fibrado tangente dotado con una de estas métricas (T'M, G).

Primero calcularemos el tensor de curvatura ("M, G) en un base apropiada. Para
esto, definiremos una métrica auxiliar G* en la variedad N = O(M) x R" (donde
O(M) es la variedad de bases ortonormales de (M, g)), que no es otra cosa que la
variedad espacio de un importante super espacio, y encontraremos explicitamente
un marco global de N. Calcularemos el tensor de curvatura de (N, G*) en dicho
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marco y, por medio de la férmula para submersiones Riemannianas de O’ Neill [38],

llegaremos a las expresiones de las ecuaciones de curvatura para (T'M, G).

Una consecuencia inmediata del hecho de conocer las ecuaciones de curvatura de
(TM,G), es que se aprecia la estrecha relacién entre ambas geometrias, la del fi-
brado y la de la variedad base. Obtendremos expresiones para la curvatura seccional
y escalar de (T'M,G), que generalizan los resultados conocidos. Ademés exhibire-
mos resultados en este sentido para nuevos ejemplos, como es el caso de la métrica
exponencial. Daremos cotas de la curvatura escalar de ciertas métricas naturales
sobre T'M.

También estudiaremos los fibrados tangentes planos. Es sabido que si (T'M, G), con
GG métrica natural, es plano entonces necesariamente (M, g) es plana. La reciproca,
si bien se cumple para la métrica de Sasaki, en general no es cierta. Por ejemplo, no
vale para la métrica de Chegeer-Gromoll. Entre otras cosas, hallaremos la condicion
que debe satisfacer la métrica natural para que valga: (T'M,G) plana si y sélo si
(M, g) plana. Al final del Capitulo, estudiamos las curvaturas del fibrado unitario
tangente y de los r-fibrados tangentes y mostramos algunos hechos que resultan de
comparar las geodésicas de T'M dotado con dos métricas naturales distintas.

Finalmente, en el Capitulo 4, mostramos ejemplos de levantamientos de métricas
de la variedad base de un super espacio a su variedad espacio, uno de los cuales
es la generalizacién de la métrica de Sasaki-Mok. Este aspecto de la teoria resulta
interesante, ya que aplicando los métodos desarrollados en el Capitulo 3, se pueden
obtener relaciones entre la geometrias de las variedades base y espacio de los super

espacios.






Capitulo 1

Preliminares

1.1 Fibraciones.

Sea M una variedad diferenciable. Una fibracion sobre M es un triplete a =
(E, 7, F), donde:

1. F y F son variedades diferenciables.

2. m: EF — M es una submersién, es decir es una aplicacion suryectiva de
diferencial suryectivo.

3. Para todo x € M existe un abierto U de M tal que x € U y un difeomorfismo
7:7 1 (U) — U X IF que preserva fibras (recordamos que las fibras de una
submersién 7 son las subvariedades de E dadas por 771(z) con x en M). Esta
propiedad se conoce con el nombre de trivialidad local, y dice que una fibracion
se parece localmente a la variedad producto M x F. De esta propiedad se

deduce que pr; o7 = 7, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

7Y U)—=UxTF

s
J{ pri

U

En este caso decimos que la fibracion es de fibra IF, y a M la llamamos base y a
E espacio de la fibracion. Los fibrados vectoriales son ejemplos de fibraciones. El
fibrado tangente y cotangente son fibraciones cuya fibra es difeomorfa a IR". Otro

17



18 Tensores Naturales sobre Variedades y Fibraciones.

ejemplo importante son los fibrados principales. Para consultar sobre fibraciones

puede verse entre otros [9],[32] y [35].

1.2 Fibrados Principales.

Definicién 1.1 Sea M una variedad diferenciable. Un fibrado principal sobre M es

una cuaterna (P,m, G, ") tal que:

1. (P,m,G) es una fibracion sobre M cuya fibra es un grupo de Lie G.

2. La aplicacion (- ): P x G — P es diferenciable y satisface que m(p.a) =
©(p) y (p.a).b = p.(ab).

3. La funcion T = (7, ¢) mencionada en el pdrrafo anterior satisface que
¢(p.a) = ¢(p).a para todo a € G.

A la fibra G se la suele llamar grupo estructural del fibrado principal.

Observacion 1.2 De 3. es facil ver que el grupo G actua sobre P sin punto fijo o
libremente. Esto quiere decir que si para a en G existe algun p de modo que p.a = p,

entonces a debe ser la unidad de G.

Dado a € G se define un automorfismo Ad(a) : G — G que se conoce con el nombre
de aplicacién adjunta y estd dado por Ad(a)(b) = a.b.a™'. Sinotamos con e la unidad
de G, tenemos que Ad(a)(e) = ey por lo tanto, queda definido un isomorfismo lineal
ad(a) : g — g dado por ad(a)(V) = Ad(a).. (V). Este automorfismo del algebra de
Lie de G también se lo suele llamar la aplicacién adjunta. Las aplicaciones adjuntas
cumplen entre otras cosas las siguientes propiedades: Ad(a.c) = Ad(a) o Ad(c) y
ad(a.c) = ad(a) o ad(c).

Mas adelante serd 1til tener presente la definicién de morfismo de fibrados princi-

pales. A saber:

Definicién 1.3 Sean o = (P,7,G,) y = (P',7',G',-) dos fibrados principales
sobre M. Decimos que (f,T) es un morfismo entre a y 3 si f : P — P’ es una
funcion diferenciable que cumple que # = 7' o f y 7 : G — G’ es un morfismo de

grupos de Lie que satisface que f(p.a) = f(p).7(a) para todop en P y a en G.
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1.2.1 Conexiones en Fibrados Principales.

Sea G un grupo de Lie actuando a derecha sobre una variedad P. Si g es el algebra
de Liede G,pe Py V € g,sea o :g— x(M) definida por

o(V)(p) = (0p)«. (V)

donde o, es la aplicaciéon canonica, inducida por la accién del grupo de lie en la
variedad (i.e. o,(g) = p.g). Si tenemos un fibrado principal (P,7,G,-) sobre M,
en particular 7 es una submersién, llamamos subespacio vertical de 7 en p a V,, =
ker m, . Notemos que en este caso la aplicacién (o,)., : § — V}, es biyectiva. Para
los algunos calculos, conviene tener presente que o(V')(p) = D|s, (p. exp(t.V)), donde
exp : g — G es la funcién exponencial del grupo G.

Definicién 1.4 Sea (P, 7, G,-) un fibrado principal sobre M. Una conexion (de
Ehresmann) es una aplicacion diferenciable w : TP — g que satisface:

o Siw,=w|p, wp: P, — g es lineal.
e wio(V)(p) =V stV eg.

e W((R.):,(Y)) =ad(a ") (w(Y)) para todoae G, Y € P,
donde R, : P — P es la aplicacion R,(p) = p.a

Definicién 1.5 En la situacion anterior, llamamos subespacio horizontal de w en
p al subespacio de P, determinado por

H, = ker(w,)

Observacion 1.6 La dimension del subespacio horizontal es la misma que la de la
variedad base M.

Proposicién 1.7 [42] Sea (P,7,G,-) un fibrado principal sobre M dotado de una
conexrion w, tenemos que:

o P,=H,®V,.

o H,, = (Ra)s,(Hp,), para todo a en G y p en P.
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o H es una distribucion C°.

Observacion 1.8 Del primer item se deduce que el rango de la distribucion H es

wqual a la dimension de M.

Observacion 1.9 También vale la reciproca de la proposicion anterior. Tener una
conexion en un fibrado principal es equivalente a tener una distribucion H que
cumpla las propiedades de la proposicion anterior.

1.3 Funcién de Conexion.

En esta seccion introducimos lo que se conoce como la funcién de conexion. Esta
nos sera de mucha utilidad, principalmente porque interviene en la construccion de

varias estructuras geométricas que veremos en los siguientes capitulos.

Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n y V una conexién afin sobre M.
Designamos con TT'M al doble fibrado tangente de M. Sip € M, v € M, y U es un
abierto de M al que pertenece p, notamos con x,.,(U) ={X € x(U): X(p) = u}.
Tenemos el siguiente Teorema cuya demostracién puede verse en [14]:

Teorema 1.10 Eziste una unica funcion K : TTM — TM diferenciable que
satisface:

1. Siue TM ymn(u) =p, donde m : TM — M es la proyeccion candnica,
entonces K((T'M),) C M, .

2. Klrwmy, : (TM), — M, es lineal .

3. SiueTM,be (ITM), yb=X, (v) dondev € M, y X € xpu(M), entonces
K(b)=V,X .

Definicién 1.11 LLamamos a K funcion de conexion inducida por V.

Veamos cual es la representacion local que tiene la funcién de conexién. Sea u € M,
y una carta (U, x) que incluye a p, con x = (z1,...,x,). Sea (TU, z) la carta de TM
inducida por esta. Para simplificar la notacion escribamos X; = % paral <1< n
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ij:%paralngZn. Siu= E wXk(p) e Y = g prXEp 'y v € M), se tiene
J
i i=1

que

Z{U (pr) + Z Dl ()} X (p)

i,j=1
donde Ffj son los simbolos de Christofell de la conexién V .

Si tomamos el campo Y con las funciones coordenas p; = uy para todo k, entonces
Y. (Xi(p)) = A;(u) para 1 <i < n. Luego,

Ky(Ai(u) = Vx, Y = Z{Zukl“m )} Xk(p)

Por otro lado, si consideramos el campo Y cuyas funciones coordenadas son p; =
T + up, — 2k(p), tenemos que Y, (Xi(p)) = Ai(u) + Appi(u) para 1 < i < n, con lo
cual

KolAi(u) + Aus(w)) = Vo = Xa(p) + 303 el ()1 X 0)

k=1 j=1
Por lo tanto, K (Aipn(u )) = X;(p). De esto se deduce que si b € (TM), y b =

Z biAi(u) + Z bniiAnyi(u), la representacon local es de la funcién de conexién es

Z{anc + Z biu; L3 (p) } Xk (p)

i,j=1

1.3.1 Subespacio Horizontal y Vertical.

Sea M una variedad diferenciable de dimension n dotada de una conexion V. Sea
7w : TM — M la proyeccion canénica y K : TT M — M la funciéon de conexion
inducida por V. Si w € TM entonces, m,, : (TM), — My y Ky : (TM), —
M (y). Vamos a considerar

(TM), ={be (TM), : m.,(b) =0} = Ker(m,.,)
que llamamos subespacio vertical y

(TM)Z = {b € (TM>u : Ku<b) = O} = K€T<Ku)
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que llamaremos subespacio horizontal inducido por V en u. Cuando quede claro por

el contexto simplemente lo llamaremos subespacio horizontal en w.

Sea p € (U,z) una carta de M y (TU,Z) la carta de TM inducida por esta. Si
notamos los vectores tangentes inducidos por estas cartas como en la seccion anterior,
tenemos que ., (Ag(u)) = Xi(p) v 7, (Ansr(u)) = 0si 1 < k < n. Luego, si

2n n
be (TM), yb = ZbiAi(u) se tiene que m,, (b) = ZbiXi(ﬂ(u)), de lo cual
i=1 =1

deducimos que b € (TTM)? siy sélo si by = --- = b, = 0. Entonces, tenemos que
{Ani1(u),. .., Asy(u)} es una base de (T'M)?. Por otro lado, si b € (T'M)", esto

u?

es pedir que K, (b) = 0, lo cual sucede si y sblo si b, = — Z biujf‘fj(ﬂ(u)). Si
ij=1
consideramos los campos

n n

Hi(u) = Ai(u) = Y {7 ()T((u)} A (u)

k=1 j=1

para i = 1,---n, es facil verificar que {H;(u), ..., H,(u)} es una base para (T'M)h.

Observacién 1.12 De lo anterior se wve sin dificultad que dim((TM)Y) =
dim((TM)?) = n y (TM), = (TM)! & (TM)". Sea . x K : TTM — TM x TM
la aplicacion dada por (m. x K)(b) = (m.,(b), Ku(b)) para b € (T'M),. Podemos
decir que si restringimos a una fibra la aplicacion (7, x K)|amy, @ (TM), —
M) X My es un isomorfismo lineal y se tiene que (m, X K)((TM)!) = M) x 0,
y (me x K)(TM);) = 0p x M.



Capitulo 2

Super Espacios

Los Tensores Naturales de tipo (0,2) sobre el fibrado tangente fueron introducidos
por Kowalski y M. Sekizawa en 1988 [25]. En 1998, Calvo y Keilhauer [6], definieron
y caracterizaron, utilizando sélo técnicas de la geometria Riemanniana, los Ten-
sores Naturales de tipo (0,2) en el fibrado tangente de una variedad Riemanniana.
Ejemplos de estos son las conocidas metricas de Sasaki y de Cheeger-Gromoll. En
2000, siguiendo la linea propuesta en [6], Araujo y Keilhauer [2], y Keilhauer [22],
extendieron el concepto de tensor natural al fibrado tangente y cotangente de una
variedad semi-Riemanniana y al fibrado de bases de una variedad. El objetivo prin-
cipal de este capitulo es generalizar la nocién de Tensor Natural a fibraciones y
variedades en general. Con este fin, motivados por algunos ejemplos, introducimos

el concepto de Super Espacio y estudiamos sus propiedades.

2.1 Fibrados Principales, Conexiones y Tensores.

Dado un fibrado principal (P, 7, G, -) sobre una variedad M dotado de una conexién
w, veremos una construccion, que junto con otros ejemplos motivara la definicién de
super espacio. El objetivo es poder asociar a los tensores de tipo (0,2) sobre P una

aplicacién matricial global.

2.1.1 Aplicaciones de Referencia.

Dado un fibrado principal (P, 7, G, -) sobre M con conexién w en P, consideramos
las aplicaciones 7@ : TP — TM v K : TP — g dadas por

23
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7(b) = ., (b) peP bebp, (2.1)

K(b)=w,(b) peP bebP, (2.2)

Notaremos con f(p la restriccién de K a la fibra P, y con 7, la restricciéon de 7 a
P,. Sin dificultad se puede verificar a partir de la definicién de las aplicaciones 7 y
K la siguiente proposicion:

Proposicién 2.1 Si H, = ker(w,) es el subespacio horizontal y V), = ker(m,,) el
vertical, entonces

o T, H, — My es un isomorfismo lineal.

o K, :V, — g esun isomorfismo lineal.

o V, =ker(7,) y H,=ker(K,).

o (p x Kp): P, — My X g es un isomorfismo lineal.

Aplicaciones de Referencia:

SidimM =ny dim(G) =k y p € P sean
ei(p,u, w) = (ﬁp x Kp)_l(uiao)

€n+j(p7u7w> - (ﬁ-}? X Kp)_la)uwj)

paral <i<nyl<j<k, dondeu= {uy, --,u,} es una base de M ) y w =
{wy,---,wg} es una base de g. Fécilmente se ve que {e;(p,u,w), €,4;(p,u, w)} es
una base de P,, y que los vectores {e;(p, u, w)}I", generan el subespacio horizontal y
{enti(p, u,w)}r_; el vertical. Sinotamos con Ny = {(p,u) : p € Pyu base de My}
y con Lg el conjunto de bases de g, entonces quedan construidas las funciones dife-
renciables

6i1N1XLg—>TP

€n+tj - Nl X Lg — TP

que llamaremos la aplicaciones de referencia con respecto a N7 x Lg.
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Veamos la siguiente construccion. Consideremos la variedad N = N; x Lg y la
funcion diferenciable ¢ : N — P dada por ¢(p,u, W) = p. Claramente, 1 resulta
una submersién. El grupo de Lie O = GL(n) x GL(k) actua por derecha sobre N

mediante la accidn:
R, 1(p, u, w) = (p, w.a,w.b)

dondeu.a:(Zuia’i,.. Zua para a € GL(n) y w.b = Zwlbll,...

=1 i=1

.,Zwlbfk) para b € GL(k). Conviene notar que la accién es transitiva en las

=1
fibras, es decir que dado (p,u,w) y (p,u,w’) existe (a,b) € GL(n) x GL(k) tal que

Ry (p,u, w) = (p, v, w'). Tenemos la siguiente situacién: ¢ o R = 1)

R, R,
N = A (p,u,w) _Had) (p, ua, wb)
wl % wl/
P p

Las aplicaciones e;, €,4; : N — T'P se comportan con respecto a la accién de la

siguiente manera:

€; © Riap)(p, u, w) Zaelp,uw (2.3)
ntj © Riap) (0, u, w) Zb ent1(p, u, w). (2.4)

Esto es porque ¢;(p,u.a,w.b) = (7, x K,) ' ((u.a);,0) = (7, X f(p)*l(z at.uy, 0)

= Z (7, x K,) " (w,0) = Z aley(p,u,w). De la misma manera se ve (2.4).
I=1n =1

Campos y Tensores:

Sea X un campo tangente de P. Como {e;(p, u, w), enﬂ (p,u,w)} es una base de P,

podemos escribir X (p Zx pyu,w)e;(p,u,w) + an+] Py Uy W)enti(p, u, w).
=1 7=1
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Por lo tanto, un campo X induce una aplicacién diferenciable “X : N — R""*

dada por
“X(p,u,w) =y (p,u,w), ..., 0 (p,u, w), x5 (p,u,w), ..., e 4 (p,u,w).
n k
Como Z z? (p, u, w)e;(p,u,w) + Z zoi(pu,w)eny;(p,u,w) = X(p) =
i=1 j=1

n k
= Z 2 (p, u.a,w.b)e,(p, u.a,w.b) + Z zy ., (p, uw.a,w.b)e, s(p, u.a, w.b) , utilizando

r=1 s=1

(2.3) y (2.4), se ve facilmente que z¥ (p, u, w) = Z z (p, w.a, w.b)al y x4 i(p,u, w) =

r=1

k

= E Ty, o(p,u.a,w.b)b, con lo cual tenemos que la aplicacion “X inducida por el
s=1

campo X se comporta con respecto a la accion R como sigue :

“X 0 Rigpy =* X. ( (a01>t (bol)f) | (2.5)

Proposicién 2.2 FExiste una correspondencia biunivoca entre los tensores de tipo

(0,2) sobre P y las aplicaciones diferenciables T : N — IROX0HR donde
T T

T=(""2)enTi: N— R"", Th : N — R, T, : N — R"*,
T, 13

Ty : N — R™", que satisfacen

o Th'oRy =aTia
o T50 Ry = a' To.b
o T30 Ry = b T30
o TyoRyy =b.Tya

Demostracién: Dado F un tensor de tipo (0,2) sobre Psea“F : N — R x(nth)
la aplicaciéon matricial inducida por F' que esta dada por: “F(p,u,w) es la matriz
de F(p) en la base {e;(p,u,w), e,1j(p,u,w)}. Se ve sin dificultad que “F cumple

las propiedades enunciadas en la proposicién. La aplicaciéon (F —* F') resultard
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biunivoca entre los tensores de tipo (0,2) sobre M y la aplicaciones matriciales difer-
enciables con la propiedades de invarianza antes mencionadas. Para probar esto es
necesario utilizar que el grupo O actua transitivamente en las fibras de N y que ¢

es una submersion.

2.1.2 Ejemplos Adicionales.

En el parrafo anterior vimos que los tensores de tipo (0,2) sobre espacio de un fibrado
principal dotado de una conexion los podemos ver como aplicaciones matriciales
que cumplen ciertas condiciones de invarianza. Veamos que introduciendo algunas
variantes en la construccion hecha anteriormente obtenemos nuevos ejemplos en los
que pasa lo mismo.

Supongamos que la variedad base M del fibrado principal (P, 7, G, -) estd dotada de
una métrica Riemmanniana. Definimos la variedad No = {(p,u) : p € P, u es una
base ortonormal de M, }.

Ejemplo 2.3 (N=N,x L(g)): Sean

e La variedad N = Ny x L(g).
e La submersion v : N — P dada por ¢ (p,u,w) =p .

e El grupo de Lie O = O(n) x GL(k) y la accién a derecha sobre N dada por
Ry (0, u,w) = (p,u.a,w.b), donde u.a y w.b se definen como en el caso an-
terior.

ei(p, u, w) = (7, X f(p)’l(ui,())
en+j<p7 u7w) = (ﬁ-p X f(p)ila)?wj)'

Las aplicaciones {e;, eni;} y las aplicaciones inducidas por campos y tensores se

comportan igual que el caso anterior. La diferencia es que, como el grupo actuante

es O(n) x GL(k), tenemos

" " a 0



28 Tensores Naturales sobre Variedades y Fibraciones.

Ejemplo 2.4 (N=N,x L(g)xG): Sean
e La variedad N = Ny x L(g) X G.

e La aplicacion diferenciable v : N — P, inducida por la accion del grupo
estructural del fibrado principal, dada por ¥ (p,u,w,qg) = p.g . La aplicacion
1 es una submersion.

e [l grupo de Lie O = O(n) x GL(k) x G y su accion a derecha sobre N deter-
minada por Rqpn) (p,u,w,g) = (p.h,u.a,w.b,h~".g), donde u.a para a € O(n)
y w.b para b € GL(k) se definen como los casos anteriores y p.h es la accion

del grupo de G sobre P. FEsta accion resulta transitiva en las fibras de N.

e Definimos las aplicaciones de referencia con respecto a N como:

ei(p,U,w,g) - (ﬁp.g X ‘f(pg)il(uiu())
€n+j(p,u,w,g) - (ﬁp-g X Kpg)_l(O?wj)'

Tenemos la siguiente situacion: 1 o R =1

R,
(pa u, w, g) 4<>b h>(ph’7 ua, wb7 h_lg)

ph.h™"g=pg
bg

Las aplicaciones e;, enq; : N — TP se comportan con respecto a la accion de la
stguiente manera:

n

l

=1
k
I
ents © Riap) = ) Vjenn
=1

Campos y Tensores:

Un campo tangente X sobre P puede escribirse de la siguiente manera X (pg) =
k

Z x;;.)(p’ u,w, g)ei(p7 u,w, g) + Z xﬁ—i—j(pa u,w, g)€n+j(p> u,w, g) POT’ lO tanto, un
i=1 j=1
campo X induce una aplicacion diferenciable “X : N — R™* dada por
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“’X(p,u,w,g) = xblu(pfuawag% ce 7$%(pau7w7g)>$%}+1(pa uawag)a cee axZ-Hq(pauawag)

La aplicacion “ X inducida por el campo X se comporta con respecto a la accion R

como Sigue:

w o a 0
X @) R(a,b,h) — X (O (b_1>t)

Proposicion 2.5 Existe una correspondencia biunivoca entre los tensores de tipo
(0,2) de P y las aplicaciones diferenciables T : N — TROFDXOHR gonde

T T
T = (Tl T2> con Ty : N — R™"™, Th,N — R™* Ty, : N — RM*,
1 13

Ty : N — R™" que satisfacen

° Tl o R(a,b,h) = at.Tl.a
o T50Rigpn = a' Thb
® T3 o R(a,b,h) = bt.Tg.b

° T4 e} R(a,b,h) = bt.T4.CL

Demostracion: Es similar a la demostracion de la Proposicion 2.2. Aqui la apli-
cacion matricial inducida por un tensor F' sobre P esta dada por: “F(p,u,w,g) es

la matriz de de F(pg) en la base {e;(p,u, w, ), enti(p, u, w,g)}.

Observacion 2.6 Sea F un tensor sobre P. Entonces“F depende sélo del pardmetro
del grupo de Lie G si y solo si existe f: G — IR diferenciable tal que

f(g).Idyxn O) .

Pl g = (T

Observacion 2.7 Tenemos una construccion andloga tomando N = Ny x L(g) x G,
donde el grupo que actua es O = GL(n) x GL(k) x G. En este caso el inico tensor,
tal que su aplicacion matricial inducida depende solo del parametro del grupo de Lie

G, es el tensor nulo.



30 Tensores Naturales sobre Variedades y Fibraciones.

Ejemplo 2.8 (N=Nyx O(g)xG): Si g estd dotado de una métrica Fuclidea, nota-
mos con O(g) el conjunto de bases ortonormales de g, es decir, O(g) = {(wy, ..., wg)
b.o.n de g}. Sean

e La variedad N = Ny x O(g) x G.
e La submersion ¢ : N — P dada por ¥(p,u,w,qg) = p.g .

o El grupo de Lie O = O(n) x O(k) x G y su accion a derecha sobre N

Rappn)(p, u,w, 9) = (p.h,u.a,w.b,h™'.g), donde u.a, w.b y p.h se definen como
en los casos anteriores. La accion resulta transitiva en las fibras y sin punto

fijo.

e Las aplicaciones de referencia se definen como:

ei(p7u7w7g) = (ﬁp-g X Kp-g)il(uho)

En+j (p7 u, w, g) = (ﬁ-ﬂg X f(pg)il(ov wj)'

Observacion 2.9 Las aplicaciones de referencia, los campos y tensores se com-
portan igual al caso anterior. En este caso el grupo actuante es O(n) x O(k) x G,

por eso tenemos que

a 0
“XoRgpn =" X. <0 b>

Observacion 2.10 Sea F tensor sobre P. Entonces“F' depende solo del pardmetro
del grupo de Lie G si y solo si existen f; : G — IR y f3: G — R diferenciables
tal que

f1(9)-1dnxn 0 )

“F(p,u,w,g) = < 0 f3(9)-Ldkxk

Ejemplo 2.11 (N=Nyx G): Fijada una base W = (W1,...,Ws) de g sean N =
Ny x G, ¥(p,u,g) = pg, O =0(n) x G y la accion R, p)(p,u,g9) = (ph,u.a,h™'g).
Las aplicaciones de referencia {e;};_, : N — TP y {Ve i }f, : N — TP
estan dadas por e;(p,u,g) = (Tpq4 X f(p,g)_l(ui,O) y por Ve, j(p,u,g) = (Fpy X
Kp.g)_lmv Wj)-
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Componiendo las aplicaciones e;, Ve, ; con la accién R tenemos que

€; 0 R p) = Zaﬁ-el Y Wen+j o Ran) =W enyj paral <i<nyl<j<k. O sea,
=1

a 0
{en" ensi} o Riany = {ei" ents} (0 Idm)

Campos y Tensores.

En esta contruccion, al igual que en las anteriores, los campos tangentes sobre P
inducen aplicaciones diferenciables de N en R™™*. La manera de construir “W X es
similar y se basa en la escritura que tiene el campo X con respecto a las aplicaciones

ei, Weny. @W)X se comporta con respecto a la accién del siguiente modo:

" " a 0
WX 0 Ry =" X. (0 Idm)'

Proposicion 2.12 Los tensores de tipo (0,2) sobre P estin en correspondencia
biunivoca con las aplicaciones diferenciables T : N — RO gonde

T, T
T = (Tl T2> con Ty : N — R™™, hbN — R™ Ty : N — RM¥,
4 3

Ty : N — R™" que satisfacen
e ThoRun=aT.a
o Th0Rp =a' Ty
o T30 R = T3
® TyoRn =1Tya

Demostracion: Sea F un tensor de tipo (0,2) sobre P, entonces si “W)F(p,u, g)
es la matriz de F(pg) en la base {e;(p,u,w,q), Wens;(p,u,w,g)}, @WF : N —
RMR*M+R) oo yuna aplicacidon matricial con las propiedades mencionadas en la
proposicion. No es dificil ver que esta asignacion en biunivoca.

[m}

Observacion 2.13 Sea F un tensor de tipo (0,2) sobre P. “W)F depende sdlo
del pardmetro del grupo de Lie G si y solo si existen fi1 y {fi*}i<rs<k funciones
diferenciables de G en R tal que

(w7W>F(p’u’g):(fl(g)-fdnxn 0 )

0 3 (9)
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Observacion 2.14 Por cada eleccion de una base de g tenemos un sistema dis-
tinto. Si W = {Wy,..., Wi} y W = {Wh,..., W)} son bases de g, sean (N, 1,0,
R {eiWen;t ) y (N9, 0, R, {ei,Veny;} ) los sistemas que inducen W y W res-
pectivamente. Sea b € GL(k) tal que W = W.b. Luego, tenemos que
{ensi(p,u,9)} =" {enri(p,u,9)}b para 1 <j <k

Si F es un tensor sobre Py @W)IF 4 @W)F son las aplicaciones matriciales induci-

das, entonces estas se relacionan por

- Id 0 Id 0
WF _ nxn .WF . nxn
(p,u, g) 0 i (p,u,g) 0 b

2.2 Super Espacios.

Definicién 2.15 Sea M una variedad diferenciable de dimension n. LLamamos
super espacio de M a una coleccion A = (N, 1,0, R,{e;}) donde

1. N wariedad diferenciable.
2. ¢ : N — M una submersion.

3. O un grupo de Lie y R una accion a derecha de O sobre N que es transitiva
en las fibras y que cumple que v o R, = para todo a € O.

4. e;: N—TM, con 1 <i<mn, funciones diferenciables tal que {e1(2), ...,
.en(2)} es base de My, para todo z € N.

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

N —Fe y Ly

NbA

M

Cambio de Bases.

En lo que sigue, a menos que se diga lo contrario M sera una variedad diferenciable
de dimensién n y G un grupo de Lie de dimension k.
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Sea A = (N, 1,0, R, {e;}) un super espacio sobre M. Si ¢)(z) = p, como ¥(z.a) =p
paratodoa € O, {e1(2),...,en(2)} y{ei(z.a),...,e,(2.a)} son bases de M,. Luego,

existe A € GL(n) tal que {e;(z.a)} = {ei(2)}.A , es decir ¢;(z.a) = Z Aley(z) para
=1

1 <4 <n. Del mismo modo, si p es un punto de M diferente de p y z € N es tal que
V(z) =P, {ei(z.a)} y {ei(2)} son bases de M;_y ;) v existe A € Gl(n) que satisface
{ei(z.a)} = {e;(2)}.A . Si el cambio de base no depende de la fibra (i.e. A= A)y

s6lo depende de la accién del grupo O tenemos una aplicacion diferenciable

L:0— GL(n) demodo que {e;}oR,={e;}.L(a)

En este caso diremos que el super espacio A tiene un cambio de base rigido. A la
aplicacién L la llamaremos morfismo de cambio de base (ver la Observacion 2.16).
En el caso que el morfismo de cambio de base depende del grupo O y también de la
fibra, entonces L : O x E — GL(n) es una funcién diferenciable y

{ei(z.a)} o Ry, = {ei(2)}.L(a, ¥ (2)).

En este caso lo llamaremos cambio de base no rigido. De ahora en adelante, a menos

que se diga lo contrario, consideraremos super espacios con cambio de base rigido .

Observacién 2.16 La aplicacion L : O — GL(n) definida anteriormente es un
morfismo de grupos. Pues como {e;(z.€)} = {e;(2)} entonces L(e) = Id,x,. Sean
a,b € O y consideremos {e;(z.(ab))}. Por un lado, {e;(z.(ab))} = {e;(2)}.L(ad) ,
por otro lado, {e;(z.(ab))} = {e;((z.a).b)} = {e;(z.a)}.L(b) = {ei(2)}.(L(a)L(D)).
Luego, L(a)L(b) = L(ab).

Campos y Tensores.
Los campos tangentes sobre M inducen aplicaciones diferenciables de N en IR". Si
X € x(M), podemos escribir a X como X (¢(z)) = le(z)el(z). Sea*X : N —

=1

IR" dada por

Escribiendo respectivamente a X (¢(2)) y X (¢(z.a)) en las bases {e1(2),...,e,(2)}
y {ei(z.a),...,e,(z.a)} y del hecho de que X (¢(2)) = X (¢(z.a)) sia € O, se deduce
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que z*( Z x'(z.a) )i para 1 < i < n, donde L(a) es el morfismo de cambio

de base del super espacio A evaluado en a. De esto se sigue, que las aplicaciones * X
se comportan con respecto a la accion del grupo de Lie O sobre N de la siguiente

manera

"X o Ry =* X.[L(a)]!

También los tensores de tipo (0,2) sobre M inducen aplicaciones diferenciables de
N en R™". Para F' € x5(M) consideramos la aplicacion *F' : N — R™" dada
por

(“F)ij(2) = F(1(2))(ei(2), €5(2))

Esta aplicacién matricial cumple la siguiente propiedad de invarianza:

AF o R,(2) = (L(a))'*F(2).L(a)

para todoa € Oy z € N. Pues

PF(z0)y = F($(.0)) (e(2.a), ¢5(2.0)) = F@(2) (Y er(2)L(a)}, Y exl2)L(a)})
= 3 L@ F@(2))(er(2), el = 3 M) F ) L)

r,s=1 r,s=1

Se puede ver facilmente que si X e Y son campos sobre M se tiene que

F(2))(X,Y) =" X(2).*F(2).("Y (2))f

Proposicién 2.17 Los tensores de tipo (0,2) sobre M estdin biunivocamente rela-
cionados con las aplicaciones diferenciables T : N — IR™™" que satisfacen que

ToR, = (L(a)'.T.L(a)

Demostracion: Si F es un tensor de tipo (0,2) sobre M sabemos que *F es una
aplicacion matricial con esta propiedad. Veamos que dado una aplicaciéon matri-

cial T, que satisface esta propiedad de invarianza, podemos construir un tensor F'
de modo que *F' = T. Definimos F(p)(X,Y) =* X(2).T(z).(*Y (2))! donde z es un
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punto N tal que ¢(z) = p. Veamos que estd bien definido. Sea z y Z que estan en la fi-
bra de p. Luego existe a € O de modo que Z = z.a. Entonces *X(2).T(2).(*Y (2))! =
=* X(2).(L(a))) " .L(a)! AT (2).L(a).L(a)"2.(Y (2))! =* X (2).T(2).(*Y (2))!. F es
F(M)-bilineal y, dado X e Y campos sobre M, F(X,Y): M — IR es una funcién
diferenciable, pues F'(X,Y") o1 es diferenciable y ¢ es una submersién. Por lo tanto,
F es un tensor de tipo (0,2) sobre M. Por construccién de F' se cumple que *F = T.

[m}

2.2.1 Ejemplos de Super Espacios.

Las estructuras construidas en las Secciones 2.1.1 y 2.1.2 son ejemplos de super
espacios. Sea (E,m,G,-) un fibrado principal sobre M, dim M = n, con grupo
estructural G, dim G = k, y w una conexién sobre el fibrado principal.

Ejemplo 2.18 Sea A = (N,v,0, R,{e;}) donde:

e N=N; x L(g).

« ¥:N— B, d(quv)=q

e O=GL(n) x GL(k), Rp(q,u,v) = (¢, ua,vb).
o ei(qu,v) = (7, x K;) " Huy,0).

€n+j(Q7u7U> = (ﬁ-q X ktI)_l(O?Uj)'

Este es un super espacio sobre E donde el morfismo de cambio de base L : GL(n) X
GL(k) — GL(n+ k) esta dado por

L(a,b) = (g 2) .

Ejemplo 2.19 Si tenemos una métrica sobre g, sea A = (N, 1,0, R,{e;}) donde

e N=N; xO(g) xG.

L w:N—>E7 w(Q7u7U7g) =4q.9 .

e O=GL(n) x O(k) x G, Ry (q,u,v,9) = (gh,ua,vb,h~'g)
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L4 6i(Q7uvvag) = (7~Tq-g X Kq-g)il(uho)-
e"+j(q7uvvﬂg) - (ﬁ-qy X qu)_l((]vvj)’

En este caso el morfismo de cambio de base L : GL(n) x O(k) x G — GL(n + k)

estd dado por
a 0
L(a,b,h) = :
w5 3)

St no tenemos una métrica sobre g, fijamos una base w de g y consideramos , en vez
de O(g), O¥(g) = {w.a: a € O(k)}. Considerando N = Ny x O(g) x G tenemos
un ejemplo similar.

Ejemplo 2.20 Si tomamos una base W = {Wy,..., Wy} de g, sea A\ = (N,¢,0O, R,
{ei}) con

ON:NQXG.

o y:N—FE, 9(qu,g9)=q.g.
e O=0(n)xG, Ranlq,u,g)=(gh,ua,h™'g) .

o ¢i(qu,g)= (ﬁq-g X Kq.g)il(uiao)-
enti(q U, g) = (Tgg X f(q‘g)_l(ov Wj).

0
En este ejemplo, el morfismo de cambio de base es L(a,h) = (g Id ) que
kxk

resulta independiente del pardmetro del grupo de Lie G. Si tomamos N = Ny x G
obtenemos un ejemplo similar.

Ejemplo 2.21 FEste ejemplo es muy importante porque nos dice que toda variedad
diferenciable admite un super espacio. Sea LM el fibrado principal de bases de la
variedad M, cuya dimension es n. Luego, LM es un super espacio sobre M. FEs
decir, A = (LM, m,GL(n), -, {e;}) es un super espacio sobre M, donde 7 es la
proyeccion candnica de LM en M. Con - notamos la accion natural de GL(n)

sobre LM vy las aplicaciones de referencia son la proyecciones i-ésimas
ei(p,u) =m(p,u) =u; paral <i<n

El morfismo de cambio de base es L(a) = a para todo a € GL(n).
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Ejemplo 2.22 Si (P, 7,G,-) es un fibrado principal sobre M tal que existe un mor-
fismo de fibrados principales (f,7) con el fibrado principal LM, entonces A =
(P,m,G, -, {mi o f}) es un super espacio sobre M, donde m; : LM — TM
son las proyeciones m;(p,u) = u;. En este caso, el morfismo de cambio de base
L:G — GL(n) estd dado por L(a) = 7(a) para todo a € G.

Observacion 2.23 El Ejemplo 2.21 es un caso particular de 2.22. Por otro lado,
si M es paralelizable un fibrado principal sobre M tiene estructura de super espacio.

Sea M una variedad diferenciable dotada de una conexién V y sea K la funcién
de conexién inducida por esta (ver en el Capitulo de Preliminares la Seccién 1.3).
Consideremos el fibrado de bases LM. Sobre la variedad LM tenemos las 1-formas
{6'} y {wi} con 1 <i,j < n definidas por

T () = D 0'(p,€) (b)ei

K((75)e(y.0 (8)) = D_wj(ps€) (B)e

donde (p,e) = (p,e1,...,€,) € LM, b € (LM)pe), y ©: LM — M es la proyeccién
canénica. Las 1-formas {60!, ..., 0", {w;:}lgi’jgn}, evaluadas en (p,e), forman una
base de T(;e)(LM). Notamos con {Hq, ..., H,, V;‘} su base dual. Los siguientes dos
ejemplos se pueden encontrar en [22]:

Ejemplo 2.24 Sea A = (N,v,0, R, {e;}) un super espacio de LM dado por
o N =LM x GL(n).

o Y: N — LM, ¥(p,u,§) = (p,uf).
e O=GL(n) yla accién R,(p,u,&) = (p,ua,at§)
L ei(p7u7€) = Hl(w(pvuug))

e;(p,u, &) = Vi (¥(p, u,§))

El morfismo de cambio de base es la funcion constante L(a) = Id (4 n2)x (n4n2) paTa

todo a € GL(n).
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Ejemplo 2.25 St M estd dotada de una métrica Riemanniana podemos considerar
el super espacio A\ = (N,v,0, R, {e;}) sobre LM donde

e N=0O(M)x GL(n).
e y: N — LM, ¥(p,e &) = (pel).
e O=0(n), Ripef)=(pea,a'§)

o ¢i(pe &) =H;(Y(pel))
e?(p,e,f) = ‘/;Z(w(p7€7€))

Del mismo modo que en el ejemplo anterior, el morfismo de cambio de base

L(a) : O(n) — GL(n + n?) es constantemente igual a la matriz identidad de
IR(n+n2) x(n+n?) ]

Trataremos los Ejemplos 2.24 y 2.25 en la seccién que sigue.

Ejemplo 2.26 Este ejemplo se puede ver en [6], donde se estudian los Tensores
Naturales en el fibrado tangente de una variedad Riemanniana. Consideremos en
M una métrica Riemanniana y sea (T'M,m, M) su fibrado tangente. Si K es la
funcion de conexion inducida por la conexion de Levi-Civita de la métrica de M sea
A= (N,¢,0,R,{e;}) donde:

e N=0O(M)xR"
¢ VN —TM, d(pu,&) =) &u.
=1

e O=0(n) yla accion Ry(p,u, &) = (p,u.a,&.a) .
b ei<p7u>€) = (W*1j)(p7u,£) X Kﬁ)(@uaf))_l(uiv O)

6n+i(p7 uvf) = (W*w(p,u,f) X Kw(Pﬂhf))_l(O? ul)

0

Aqui el morfismo de cambio de base L : O(n) — GL(2n) es L(a) = (g ) para
a

todo a € O(n).

Ejemplo 2.27 Sea (T'M, 7, M) el fibrado unitario tangente de una variedad Rie-
mannianna (M, g). Sea A = (N,¢,0, R,{e;}) donde
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o N =0(M) es el fibrado ortonormal de bases de M.

e :O(M)— T\ M es la submersion dada por (p,uy, ..., u,) = Uy, .

n—1 n—1
e O=0(n—-1) y R,(p,u) = (p,u) donde u = (Z wal, ..., Zuia;_l,un).
i=1 i=1

o ¢(pu)=(m,, XKy ) Hu;,0) paral <i<n.

entj(pyu) = (me, x Ky, ) H(0,u;) paral < j<n-—1.

A es un super espacio sobre Ty M. El morfismo de cambio de base es L(a) =

a 0 0
0 1 0| para todo a € O(n —1). Para mds detalles sobre este ejemplo
0 0 a

puede verse [17].

2.2.2 Comparando dos Super Espacios sobre LM.

Sea (M, g) una variedad Riemanniana, consideremos el fibrado principal de bases
LM. Para los Ejemplos 2.24 y 2.25 hemos definido los campos tangentes de LM
{H:}i—1 v {V} }1<ij<n que forman un marco global. En cada punto (p,e) € LM te-
nemos que {Hy(p,e),...,H,(p,e),Vi(p,e),...,V.i(p,e),...,Vi'p,e),...,V"(p,e)}
forman una base de T(, ¢ (LM). Si llamamos H,.y al subespacio generado por
{Hi(p,€),...,H,(p,e)} se cumple que:

a) Vipe) =< Vj(p, e) > es el subespacio vertical en (p,e)
b) Hpe) ® Vipe) = (LM) e

c) Hpeay = (Ra)*(p,@ (H(pe)) para todo a € GL(n)

donde R, : LM — LM son los difeomorfismos inducidos por la acciéon del grupo
GL(n) en LM. H,, es una distribucién sobre LM que satisface las propiedades
enunciadas en la Proposicién 1.7, entonces por la Observacion 1.9 tenemos una

conexién w sobre LM que definimos para (p,e) € LM como sigue:

w(p,e)(h) =0 paratodo h € Hy,
w(p,e)(0@pe)(X)) =X paratodo X € gl(n).
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Sea A = {N,v¥,0, R, {e;}} el super espacio sobre LM dado por:

e N =N, xGL(n)
e O=0(n)xGL(n)
* Ry((p,€),u,9) = (p,e-h,u.a,h™"g)

e Y(p,e,u,g) = (p eg)

Fijemos una base de gl(n). Por ejemplo, tomemos las matrices {X;;}i<ij<n que
son aquellas que tienen un 1 en la entrada (7,7) y 0 en las demds. Las aplicaciones

e, ej- : N — T(LM), con 1 <i,j < n, estdn definidas por

ei((p: 6),u,g) = (ﬁ(p,eg) X K(p,eg))_l(uia 0)

63-((]), 6), u, g) = (ﬁ(p,eg) X f((p,eg))_l((), ng)
Sea ': N — GL(n) donde F(p,e,u,g) = b si (eg).b = u, entonces

<e,up > ... < ep,Uup >

F((p,e),u,g) =g "

<el Uy > ... < ep, Uy >

y tenemos que

ei((pv 6),’&,9) = ZHr(pa eg)(F((p, 6),’&,9);
¢i((pre)u.9) = Y Vi (pe9)g]

En [22] se asocia a cada tensor G de tipo (0,2) sobre LM una aplicaciéon matricial
VG : LM x GL(n) — R0+ qada por

(Gij) (Gl-) (GZ)

('Giy) (Gi) ... (G

("Gy) (G . (G
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donde las submatrices Gij(p,e,g9) = G(p,e.g)(Hi(p,e.g), H;(p,e.9)), G;(p,e,g) =
G(p,e.g)(Hi(p,e.9), V] (p,e.9)), 'Gij(p,e,9) = G(p,e.g)(Vip,eg), Hi(p,eg)) vy
Gim(p.e,g) = G(p,e.g)(Vi(p,e.g), V/*(p,e.g)). Esta no es otra que la aplicacion
inducida por el super espacio del Ejemplo 2.24. Para simplificar la escritura, identifi-
caremos las submatrices de la aplicaciéon Y G con las aplicaciones By : LM — R™ ™,
By : LM — R™™ By : LM — R y B, : LM —s R™*", que satisfacen

que Bi(p,e.g) = Gij(p,e,9), Ba(p,e.g) = ((Gi;) ... (G))(p,e,9),
Gy - (G ('Gij)

Bs(p,e.g) = : : (p,e,9) y Ba(p,e.g) = : (p,e,9).
(G o (GEY ("Gy)

Considerando el super espacio A, este asocia a cada tensor G sobre LM una apli-
cacién diferenciable *G : N — R™)*(+7%) " Egcribamos las submatrices de *G

CcOomo
A1<p, e,u,g) A2(p7 €, u, g))

AG(p,e,u, :(
(p g) A4<p767uug) A3(p7€7u7g)

siendo

((Al)(pv €, u, g))ij = GW(P; e, u, g))(ei(p, €, u, 9)7 ej(p7 €, U, g))?

Ay=((A}) ... (4p)eR™™
donde (Al2)23<p7 evuag) - G(¢<p7 evuag))(ei<p7 e,u,g),eé(p,e,u,g)),
(A1)
Ag=| ¢ | em™
(A})
donde (Ail)zj(p’ 67u’g) = G(¢<pa e,u,g))(eé(p,e,u,g),ej(p,e,u,g)) y Y

(43 o (47
AS — : e Rn2xn2
(A5 . (457
donde (A{)i(p,e,u,g) = G(¥(p, e, u,9))(e(p,e,u,9), el (p,e,u,g)). En todos los
casos los subindices 7, 7, [, m se mueven entre 1 y n.
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Mediante un simple calculo, teniendo en cuenta la relacion que existe entre las
aplicaciones de referencia de A {e;, e’} y el marco global de LM {H;,V}}, vemos
como se relacionan las aplicaciones VG y *G. Esta relacién queda expresada en la
siguiente proposicion

Proposicién 2.28 Con las notaciones anteriores resulta que:
e horizontal x horizontal:
Ai((p,e),u, g) = (F(p,e,u, 9))" . Bi(p, eg).F(p, e,u, g)

e horizontal x vertical:

Ai((p,e),u,g) = (F(p,e,u,9))".Ba(p, eg).

g

e vertical x horizontal:

g t

g
A4((p7 €>,U,g) = -B4(p7 eg)'F(p7€7u7g)
g
e vertical x vertical:
g ' g
g g
A3((p> 6)7“79) = B&(pa eg)
g g

Los casos estan distinguidos por "horizontal x horizontal”, "horizontal X vertical”,
etc. Con esto queremos resaltar la pertenencia, con respecto a la distribucion ho-
rizontal y vertical, de los vectores que estan implicados en la construccion de las
submatrices de G y VG.

Observacion 2.29 Consideremos el super espacio sobre LM construido en el Ejem-
plo 2.25 y sea < G la aplicacion matricial inducida por este para un tensor G. En
[22], se dice que un tensor G de tipo (0,2) sobre LM es natural con respecto a la
métrica si la aplicacion matricial inducida < ~G(p, e, &) depende solo del parametro
€. Sea G un tensor sobre LM tal que *G(p,e,u,g) = G(g), es decir que depende
solo del pardmetro g, entonces resulta que G es natural con respecto a la métrica
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2.2.3 Super Espacios y Fibrados Principales.

Teorema 2.30 Sea A = (N, 9,0, R, {e;}) un super espacio sobre M tal que O actua
sobre N sin punto fijo, entonces (N,1, 0, R) es un fibrado principal sobre M.

Observacién 2.31 Conviene observar que el concepto de fibrado principal se puede
definir de otra manera (ver [9]). De todas formas esta definicion es equivalente a la
dada en los en el Capitulo de Preliminares; A saber, sea G un grupo de Lie actuando
sin punto fijo sobre una variedad P, de modo que exista la variedad cociente P/G
y que la proyeccion candnica w: P — P/G sea una submersion, entonces decimos

que (P,m,G,-) es un fibrado principal de grupo estructural G sobre P/G.

Para probar el teorema necesitaremos la siguiente proposicién, cuya demostracion
puede verse en [9]. Recordamos que si un grupo O actua sobre una variedad N,
tenemos definida una relacién de equivalencia sobre N determinada por: z ~ 2’ siy

solo si existe a € O tal que 2’ = z.a.

Proposicion 2.32 Sea O un grupo de Lie que actua sobre la variedad N. Para
que N/O tenga estructura de variedad diferenciable y para que m : N — N/O, la
proyeccion canonica, sea una submersion, es necesario y suficiente que el subconjunto
de N x N, definido por A = {(z,2') : z ~ 2'} sea una subvariedad cerrada.

Como corolario de la proposicién obtenemos el lema:

Lema 2.33 Sea A = (N, 1,0, R, {e;}) un super espacio sobre M. Luego N/O tiene
estructura de variedad diferenciable y m: N — N/O es una submersion.

Demostracion: Sean z y 2/ € N, como O actua transitivamente en las fibras,
tenemos que z ~ 2’ si y sélo si ¥(z) = 1(z'). Consideremos la aplicacién p :
N x N — M x M dada por p(z,2") = (¢¥(2),1%(Z')). p resulta una submersién
porque ¥ lo es. Podemos ver que A = p~!(A), donde A es la subvariedad diagonal
de M x M. Luego, como A es una subvariedad cerrada, de dimension igual a la
dimensién de M, y como p es una submersién, obtenemos que A es una subvariedad
cerrada de N x N. Por la proposicién anterior, concluimos que N/O tiene estructura

de variedad y que 7 : N — N/O es una submersion.
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Lema 2.34 Con las hipotesis del lema anterior se cumple:

i) N/O es difeomorfo a M.

i1) ker m, = ker 1),.

Demostracion: Definamos f : N/O — M como f([z]) = ¥(2). Siz ~ 2,
entonces z’ = z.a para algin a € O, luego ¥ (z) = 1(Z') y por lo tanto f estd bien
definida. Por definicién es f o7 = 1, con lo cual f resulta diferenciable por ser =

una submersién y ¢ una funcion diferenciable.

7N

N/O

Como f om = 1, tenemos que kerm, C kert,. Sea g : M — N/O definida por
g(p) = m(2) donde z € N cumple que 1(z) = p. Si tenemos z y 2’ € N son tales que
¥(z) = (7)), entonces z ~ 2’, con lo cual 7(z) = w(Z') y con esto queda probada la
buena definiciéon de g. El hecho de que m = g o 7, de la misma manera que para la
funcién f, nos dice que g es diferenciable y que ker ¢, C 7, con esto hemos probado
el punto ii).

Veamos que g o f = Idyo vy que fog = Idy. Sea [2] € N/O, luego
g(f([z])) = g(¥(2)) = 7(2) = [2]. Sip € M, sea z tal que ¥(z) = p, entonces
flg(p)) = f(m(2)) = ¥(2) = p. Por lo tanto, g = f'y f: NJO — M es un

difeomorfismo.

Observacion 2.35 Sea A = (N,¢,0, R,{e;}) un super espacio sobre E tal que
O actua sin punto fijo sobre N. Por el Lema 2.33 y la Observacion 2.31 podemos
afirmar que (N, 7, R,O) es un fibrado principal sobre la variedad cociente N/O .

Demostracion del Teorema 2.30: La observacion anterior nos dice que la colec-
cién (N, m, O, R) tiene estructura de fibrado principal sobre N/O. El Lema 2.34 dice
que las variedades bases N/O y M son difeomorfas y el difeomorfismo

f: N/O — M que utilizamos en la demostracién del lema cumple por definicién
que ¥ = form.
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Para probar que (N, 4,0, R) es un fibrado principal sobre M falta ver que cumpla
la condicion de ser localmente trivial. Es decir, que para todo p € M exista un
abierto U de M que contiene a p y un difeomorfismo 7 : v ~(U) — U x O, de

modo que 7 = (¢, ¢), donde ¢(z.a) = ¢(z).a para todo a € Oy z € v=H(U).

Sea p € M, tomemos [z,] € N/O tal que f([z0]) = p. Como (N, 7,0, R) es un
fibrado principal, cumple la condicion de ser localmente trivial. Luego, existe V
abierto de N/O que contiene a [z] y 7 : 7~ }(V) — V x O un difeomorfismo,
de modo que 7(z) = (7(2),#(z)), donde ¢(z.a) = ¢(z).a para todo a € O. Si
consideramos U = f(V'), que es abierto de M porque f es un difeomorfismo, vemos

que v HU) =~ f(V)) = 7= V). Definimos 7 : y"1(U) — U x O como

La funcién 7 es un difeomorfismo, pues 7 = (f, Idp) o 7, y por como elegimos ¢,

también se cumple que ¢(z.a) = ¢(2).a para todo a en O y todo z en = H(U). o

Nota: En adelante, si decimos que un super espacio A = (N, 9, O, R, {e;}) sobre M
es también un fibrado principal queremos decir que la cuaterna (N, 1,0, R) es un
fibrado principal sobre M.

Observacion 2.36 Tenemos el reciproco del Ejemplo 2.22. Sea A = (N,v,0, R, {e;})
un super espacio sobre M donde el grupo O actua sin punto fijo sobre N. La
aplicacion (f,7) : (N,¢,0,R) — LM donde f(z) = (¥(2),e1(2),...,em(2)) y
7(a) = L(a), con L el morfismo de cambio de base, es un morfismo de fibrados
principales. Aqui notamos de la misma manera al fibrado principal de bases que a

su variedad espacio.

Corolario 2.37 Sea A = (N,v,0, R, {e;}) un super espacio sobre M, tal que O
actua sobre N sin punto fijo. Entonces

dim N = dim O + dim M.
Veamos que esto no sucede siempre:

Ejemplo 2.38 Sea A = ( R" x (R" — {0}),pr1,GL(n), R,{e;}) el super espacio
sobre IR"™ dado por
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e pri(p,q) =p
L4 Ra(p7 Q> = <p7 Q>a’ = (p7 qa) = <p> Z%aia R Z%CLZ)
i=1 i=1

e ¢i(p,q) = %]p , donde {(%i\p}?:l es la base de Ry inducida por la carta

candnica de R™.

La dimension de R"™ x (R" —{0}) es 2n, mientras que dim GL(n) +dim R" = n®+n
que son diferentes para n > 1. La accion de GL(n) sobre IR" x (R"™ — {0}), si bien
es transitiva en las fibras, actua con punto fijo.

Observacion 2.39 El reciproco del teorema es cierto. FEs decir, si X es un super

espacio sobre M y también un fibrado principal sobre M, entonces O actua sin punto

fijo.

Sea un grupo O actuando sobre la variedad N. Para cada z € N notamos con
S, ={a € O : z.a = z} al grupo estabilizador de z. S, es un subgrupo cerrado de
O, pues S, = 0, !(z), donde ¢,(a) = z.a. Por lo tanto, S, es un subgrupo de Lie de
O para cada z € N.

Las demostraciones de las Proposiciones 2.40 y 2.42 pueden verse en [9].

Proposicion 2.40 St H es un subgrupo de Lie del grupo O, H opera por traslacion
a derecha en O. La variedad cociente existe y

dimO/H =dimO — dim H .

Observacién 2.41 Luego, tenemos que dado z € N, O/S, tiene estructura de va-
riedad y dim0/S, = dimO — dim S..

Sea f, : O/S, — N la aplicacién dada por f.([a]) = z.a. Esta bien definida,
pues a ~ b implica que ab~! € S,, luego z = z.ab™!, lo que implica finalmente que
z.b = z.a.

Proposicion 2.42 Sea O un grupo de Lie que actua sobre una variedad N. Si un
punto z € N es tal que la orbita z.0 es un subespacio localmente cerrado de N (i.e.
para todo punto w € z.0 existe V' abierto de N, tal que V N 2.0 es un conjunto
cerrado de V'), entonces z.0 es una subvariedad de N y f, : O/S, — 2.0 es un
difeomorfismo.
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Esta proposicion generaliza el Corolario 2.37:
Proposicién 2.43 Sea A = (N, ,v, 0, R, {e;}) un super espacio sobre M, entonces:

i) Existe k € g tal que dim S, =k para todo z € N.

ii) dim N = dim M + dim O — k.

Demostracion: Sea z € N y ¢(z) = p. Como 1 es una submersion resulta que

dim N = dim ker ¢, + dim M

La dimensién de ker v, es igual a la dimensién de ¢~!(p). Como O actua transiti-
vamente en las fibras tenemos que 2.0 = 1y~ (p). Notando que ©~(p) es localmente
cerrada en N, por la Proposicién 2.42, podemos decir que O/S, es difeomorfo a
¥~1(p), con lo cual la dim O/S, = dim¢~!(p). De la Proposicién 2.40 obtenemos
que dim O — dim S, = dim¢~!(p). Finalmente queda que

dim N =dim M + dim O — dim S,

Esto lo cumple cualquier z € N, con lo cual la dim S, = k es constante.

2.3 Morfismo de Super Espacios.

Definicién 2.44 Sean A = {N,v, O, R, {e;}} y N ={N', ¢/, O', R',{e/}} dos super
espacios sobre M. Un morfismo de super espacios entre X\ y X es un par (f,7) :
A — XN tal que:

1. f: N — N’ diferenciable.
2. 7:0 — O es un morfismo de grupos de Lie.

3. Y o f =1, osea el siguiente diagrama conmuta:

N1

NP

E
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4. f(z.a) = f(z).7(a) para todo z € N y para todo a € O.

Observaciéon 2.45 En la Seccion 2.5.2 vamos a generalizar la definicion de mor-
fismo de super espacios. En esa generalizacion, los super espacios mo estdn nece-

sariamente dados sobre una misma variedad.

2.3.1 Ejemplos.

Consideremos el fibrado de bases LM de una variedad Riemanniana (M, g). Sean
A, Xy A los super espacios sobre LM de los Ejemplos 2.20, 2.24 y 2.25 respectiva-
mente. Recordamos que el grupo estructural de LM es GL(n), entonces en el super
espacio del Ejemplo 2.20 tomaremos como grupo a G = GL(n).

Ejemplo 2.46 Sea (f,7) : A — X donde f : Ny x GL(n) — LM x GL(n) y
7:0(n) x GL(n) — GL(n) dadas por

e f((q;v),u,8) = (q,v,§)
e 7(a,b) =0

Veamos que (f,T) es efectivamente un morfismo de super espacios. Dado que f
es diferenciable y T un morfismo de grupos de Lie, sélo hace falta verificar que
foR=R of yquey of =n1. Para esto tomamos (q,v,u,) € Ny x GL(n) y
(a,b) € O(n) x GL(n), y observamos que f((q,v,u,€).(a,b)) = f(q,v.b,u.a,b~&) =
(q,v.0,671) = Ry(q,v,&) = flq,v,u,&).7(a,b). Por otra parte, ¥'(f(q,v,u,§)) =
V(q,v,€) = (q,v.8) = (g, v,u,§).

Ejemplo 2.47 Sea (f,7) : ' — X donde f : O(M) x GL(n) — Ny x GL(n) y
7:0(n) — O(n) x GL(n) dadas por:

o flg:e.€) =(g.¢¢)

e 7(a) = (a,a)

Para (q,e,&) € O(M)xGL(n) ya € O(n) tenemos que f((q,e,€).a) = f(q,e.a,a™&)

= (g.e.a,e.a,a7'E) = f(g.e,8).7(a) y ¥(f(g.e,§) = P(g,ee,&) = (gef) =
Q/)”(p7€’€)'
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Ejemplo 2.48 Sea A = {N, 9,0, R,{e;}} un super espacio sobre M. Tomemos
un elemento ag del grupo O vy definamos (f,7) : X — X donde f(z) = z.a0 ¥y
7(b) = ay'.b.ag, osea T(b) = Ad(ay")(b). El par (f,7) es un morfismo de super
espacios. Fs facil ver que f es diferenciable, que T es un morfismo de grupos de Lie
y que U(f(2)) = ¥(z.a) = (z). Falta ver que f conmuta con la accion. Para z € N
yb € O tenemos que f(z.b) = z.b.ag, por otro lado f(2).7(b) = z.ag.ay*.b.ag = z.b.ag,
con lo cual f(z.b) = f(2).7(b). Observemos que {e;(f(2))} vy {ei(2)} son bases de
Eyz), por lo tanto, existe una matriz inversible que las relaciona. Esta matriz es el
morfismo de cambio de base de \ evaluado en ag, osea {e;(f(2))} = {ei(2)}.L(ao)
para todo z € N.

Ejemplo 2.49 Sea A = (N,¢,0, R,{e;}) un super espacio sobre M. Ya hemos
visto, en el Ejemplo 2.21, que el fibrado principal de bases LM induce un super
espacio sobre M. Notamos a este con « = (LM, m,GL(n), - ,{m}). Si notamos

con L al el morfismo de cambio de base de X\, sea (f,T): X\ — « donde

o f(2) =((2),e1(2), .. en(2))

para todo z € N y para todo a € O. (f,T) resulta un morfismo de super espacios.

Observacion 2.50 Sean A y ' dos super espacios y (f,7) : A — X un morfismo
entre ellos. St A y X son fibrados principales, entonces (f,T) es un morfismo de

fibrados principales.

Proposicién 2.51 Sean A\ y « dos super espacios sobre M y (f,7) : A — « un
morfismo de super espacios. St o es un fibrado principal y T es inyectiva entonces

A es un fibrado principal.

Demostracion: Sea A = (N,O, R, ¢, {e;}) y a = (N',O' R, ¢/, {e;}). Coney ¢
notamos el elemento neutro de O y O’ respectivamente. Sea a € Oy z € N tal
que z.a = z. Luego, f(z) = f(z.a) = f(z).7(a). Como « es un fibrado principal,
O’ actua sin punto fijo sobre N’ y por lo tanto 7(a) = €. Al ser 7 inyectiva,
necesariamnete se tiene que a = e, con lo cual, la accién de O sobre N es sin punto

fijo y por 2.30 A es un fibrado principal. o
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Proposicién 2.52 Sea A = (N, R,0,¢,{e;}) y N = (N', R, 0", ¢/, {e;}) dos super
espacios sobre M y (f,7) : A — X un morfismo de super espacios. Tenemos que

(a) Si T es suryectiva entonces f es suryectiva
(b) Si O’ actua sin punto fijo , osea si X' es un fibrado principal

(b.1) T es suryectiva <= f es suryectiva
(b.2) T es inyectiva = f es inyectiva

(b.3) T es biyectiva = f es biyectiva
(c) Si O y O actuan sin punto fijo entonces

(c.1) f es inyectiva <= T es inyectiva

(c.2) f es biyectiva <= T es biyectiva

Demostracion: Notamos con e y €’ el elemento neutro de O y O’ respectivamente.

(a) Sea 2/ € N' ysea z € Nyiy = ¢ 1 (Y/(2)). f(2) estd en la misma fibra
que 2’y por lo tanto existe a’ € O tal que 2’ = f(z).d'.

2 = f(z).7(a) = f(z.a) para algin a € O.

Como 7 es suryectiva,

(b) Para probar (b.1) sélo hace falta ver que el hecho de que f sea suryectiva implica
que 7 debe ser suryectiva. Para que 7 sea suryectiva sélo hace falta que f lo sea
en una fibra. Sea a’ € O, tomemos z € N y notemos que f(z).a’ estd en la misma
fibra que f(z). Como f es suryectiva, existe Z en la misma fibra que z tal que
f(2) = f(2).d’. Luego, z = z.a para algin a € O, con lo cual f(2).d' = f(z).7(a) vy,
como O actua sin punto fijo, a’ = 7(a).

Veamos (b.2), supongamos que T es inyectiva y sean z y z tal que f(z) = f(z). Como
estdn en la misma fibra existe a € O tal que zZ = z.a y por lo tanto f(2) = f(z).7(a).
Al ser X un fibrado principal 7(a) = €/, y como 7 era inyectiva, se tiene que a = e.
Por lo tanto, z = z. El punto (b.3) se deduce de (b.1) y (b.2).

(¢) Supongamos que f es inyectiva y sea a € O tal que 7(a) = ¢/. Para z € N
tenemos que f(z.a) = f(z).7(a) = f(z). Como f es inyectiva z.a = z, y como O
actua sobre N sin punto fijo tenemos que a = e, con lo cual vimos (c.1). De (b.1) y
(c.1) se deduce (c.2).
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2.3.2 DMorfismos y Tensores.

Aplicacién de entrelazamiento.

Sea A = (N,¢,0,R,{e;}) y N = (N',¢,0', R, {€;}) dos super espacios sobre M
(dim M =n) y (f,7) : A — X un morfismo entre ellos. Si N7 : N’ — R™" es la
aplicacién matricial inducida por un tensor 7" de tipo (0,2) sobre M con respecto
al super espacio X, entonces YT o f : N — R™" es una funcién diferenciable.
;.Corresponde T o f a un tensor sobre M?, Es decir, ;Existe un tensor sobre M
tal que su expresiéon matricial inducida con respecto de A sea X T o f ?, ;Cuél es la
relacién entre *T y X'T o f?

Un morfismo (f,7) : A — X manda fibras en fibras. Entonces, dado z € N

)
tenemos que {ej(f(z))} v {ei(z)} son bases de My) = My/(s). Por lo tanto,
existe C(z) € GL(n) tal que {ei(f(2))} = {e:(2)}.C(z). Esto motiva la siguiente
definicién:

Definicién 2.53 Sea (f,7) : A — X un morfismo de super espacios. LLamamos
aplicacion de entrelazamiento de (f,7) a la funcion C' : N — GL(m) que cumple

que

{ei(f(2)} = {ei(2)}.C(2)
para todo z € N.
Ejemplo 2.54 La aplicacion de entrelazamiento para (Idy,Ido) : A — X es la

funcion constante C(z) = Idpywm. En el Ejemplo 2.48, la aplicacion de entrelaza-
miento es C(z) = L(ag) para todo z € N. En Ejemplo 2.49, la aplicacion es

C(z) = Idpxn, pues m(f(2)) = m(¥(2),e1(2), ..., en(2)) = €i(z) para 1 < i <n.

Veamos como se comporta la aplicacion de entrelazamiento con respecto a la accién

del grupo O en el super espacio .

Proposicién 2.55 Si L : O — GL(n) y L' : O' — GL(n) son los morfismos de

cambio de base de X\ y N respectivamente, entonces

C(z.a) = (L(a))'.C(2).L'(1(a))
para todo z € N ya € O.
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Demostracion: Dado z € Nya € O, tenemos que {é;( f
= {ei(2)}.L(a).C(z.a). Por otro lado, {ei(f(z.a )
{ei(f(2)}.L'(1(a)) ={ei(2)}.C(2).L'(7(a)). Entonces, L(a).C(z.a) = C(2).L'(1(a)),

con lo que queda probada la proposicién.

]

Observaciéon 2.56 Si los morfismos de cambio de base de A y N cumplen que
L'or = L y que Im(L) C O(n), entonces la aplicacion de entrelazamiento de
(f,7), C : N — GL(n), es la aplicacion matricial inducida con respecto a A
de algun tensor sobre M. Pues, de la proposicion anterior se tiene que C(z.a) =
(L(a))™*.C(2).L(a) = (L(a))'.C(z).L(a). Por la Proposicién 2.17, C proviene de
un tensor sobre M.

Proposicién 2.57 Sea A y X' dos super espacios sobre M. Si (f,7) y (g,7) son
dos morfismos entre X y X', entonces existe a : N — O’ tal que g(z) = f(2).a(z).

Las aplicaciones de entrelazamiento de (f,7) y (g,7) se relacionan por
Cy(2) = Cy(2).-L'(a(2))

En particular si L’ es la identidad, todos los morfismos entre A y A’ inducen la misma

aplicacion de entrelazamiento.

Demostracion: Por definicién {e€](g(z))} = {ei(2)}.C,y(2). Por otrolado, {€}(g(2))}
= {ei(f(2).a(2))} = {ei(f(2)}. L (a(2)) = {ei(2)}.Cy(2).L(a(z)). Como esto vale

para todo z € N, obtenemos lo que queriamos probar.

m}

Observacion 2.58 En particular, si (f,7) : A — X y C' es el morfismo de entre-

lazamiento, tenemos que C(z) = L(a) para todo a € O que cumpla que f(z) = z.a.

det C(z.a)
det C(z)

Observacion 2.59 De la Proposicion 2.55 se ve inmediatamente que

% para todo z en N y todo a en O.

Proposicién 2.60 Sean \ y N dos super espacios sobre M y (f,7) : A — X un
morfismo. SiNT es la aplicacion matricial inducida por un tensor T con respecto a

N, entonces *T o f : N — IR™™ corresponde a un tensor sobre M si y sdlo si
(L()".(X'T o f)(2).L(a) = (L'(7(a)))".("T o f)(2).L'(1(a))

para todo a € O y para todo z € N.
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Demostracion: Si T o f proviene de un tensor, entonces cumple la propiedad
de invarianza, esto es (N7 o f)(z.a) = (L(a))*Y(T o f)(z).L(a). Por otro lado,
sabemos que V7' o f(z.a) =Y T(f(a).7(a)) = (L'(7(a)))" ¥ T(f(2)).L'(7(a)), con lo
cual se prueba la primera implicacién. Para ver la vuelta, despejamos y tenemos que
NTof)(2) = (L' (1(a)))) " .(L(a)):.(NTof)(2).L(a).(L'(t(a))) ", luego reemplazando
MNTof)(z)en (N Tof)(z.a) = (L'(1(a)) NT(f(2)).L'(t(a)) se ve que ¥ T'o f cumple
la propiedad de invarianza y por lo tanto proviene de un tensor.

Mis alld de que YT o f corresponda o no a un tensor sobre M, para cada punto
z€ N, XT(z) y (NT o f)(2) son matrices de IR"*". Veamos como se relacionan:

Proposicion 2.61 St T es un tensor sobre M entonces y C es la aplicacion de
entrelazamiento de (f,T), tenemos que

(YT o f)(z) = (C(2))'(2).0(2)

Demostracion: [(XT o f)(2)];;

m

= T(() (Y (Cl2)ien(2). Y (C(

r=1 5=

T ((FE(f(2), €5(f(2))) =
2)jes(2)) = D (CE))PT(2)]s(C(2)); De

1 r,s=1
aqui se ve claramente que [(N'T o f)(2)];; = [(C(2)) . T(2).C(2))i; que es lo que

queriamos probar.

Observaciéon 2.62 Sea (f,7) y (g,7) dos morfismos entre los super espacios X y X'
De la Proposicion 2.57, se deduce facilmente que la relacion entre las aplicaciones
matriciales es Y T(g(2)) = (L'(a(2)))* X T(f(2)).L'(a(z)), donde L' es el morfismo
de cambio de base de N ya : N — O’ es la aplicacion que satisface que g(z) =

f(2).a(2).
Proposicion 2.63 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Para todo tensor T sobre M T o f corresponde a un tensor de M.

it) L' oT(a) = £L(a) para todo a en O.
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Demostracion: Por la Proposicion 2.60 se ve claramente que i7) implica ). Veamos
que 7) implica 7). Supongamos que para cualquier tensor 1" sobre M, MTo f corres-
ponde a un tensor. De 2.60 tenemos, que para todo T tensor sobre M y para todo

z€Nya€e0, ("Tof)(z)=(L(r(a).(L(a)™)".("T o f)(2).L'(r(a))(L(a)) .

Luego necesariamente debe ser L'(7(a)).(L(a))™" = £Id,x, si a € O, con lo cual

L'(1(a)) = £L(a).

Observacion 2.64 El morfismo (f,7) : A — « del Ejemplo 2.49 cumple que
L'or = L, pues L', que es el morfismo de cambio de base de o = (LM, 7, GL(n),

{mi}), es igual a Idgrmy y 7= L.

Nota: Cuando *T o f corresponde a un tensor sobre M, no necesariamente corres-

ponde al tensor T
M =NTof

AT AT

T

T
Cuando YT o f corresponde al tensor T, es decir *T =* T o f, por la Proposicién

AP =N T o f s X
2.61, se dede cumplir que *T'(z) = (C(2))!. ' (2).C(z) para todo z € N.
Definicién 2.65 Si (f,7) : A\ — X es un morfismo de super espacios y T un

tensor sobre M, decimos que T es invariante por (f,T) si NTo f =*T. Notaremos

con I (s al subconjunto de tensores invariantes por (f,T).



Super Espacios. 55

Observacion 2.66 Sea A\ = (N,¢, R,0,{e;}) un super espacio sobre M y a =
(LM,7,GL(n), - ,{m}) el super espacio inducido por LM. Si (f,T) es el morfismo
del Ejemplo 2.49 resulta que

(T o f)(2)]ig = [*T(f(2)]is =

= T(r(f(2))(mi(f(2)), m5(f(2))) = T((2))(ei(2), ¢;(2)) = T(2)]yg

Por lo tanto, °T o f =* T para todo tensor sobre M, con lo cual todos los tensores
sobre M son invariantes, es decir Iy = x5(M).

Observacion 2.67 Sea A un super espacio sobre M tal que {e;(z.a)} = {e;(2)} .
Para todo (f,7): A — X morfismo de super espacios, se tiene que la aplicacion de

entrelazamiento es constantemente igual la matriz Id,y,. Luego, Iy = x3(M).

Observacién 2.68 El conjunto Iy, C x3(M) es un subespacio lineal.

Nota: Dado (f,7) : A — X" algunos puntos a ver serian :

e Determinar el subconjunto de tensores invariantes Iy ).

e Dado M y A un subconjunto de tensores sobre M, ver que propiedades debe
tener A\, Xy (f,7) para que A este incluido en (.

e Si T o f corresponde a un tensor, osea si existe T tensor sobre M tal que
AT =X To f, llamamos a ~'T o f la primera iteracién por (f,7) de T. En esta
situacién: ;La segunda iteracién, ¥ T o f, serd un tensor? Y en caso que lo sea
y que ademés las siguientes iteraciones por (f,7) también lo sean, ;Cuando
queda estable?, es decir si para alguna iteracion el tensor resultante pertenece
al subconjunto de tensores invariantes. El grafico dado a continuacion es un
esquema de la situacion planteada en este punto:
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NTOf g <o MO

Con las mismas hipdtesis veamos las siguientes proposiciones dos proposicines que

arrojaran luz sobre este ultimo punto:

Proposicion 2.69 Sea T un tensor sobre M. Hasta la k-ésima iteracion por el
morfismo (f,T) corresponde a un tensor sobre M si y sdlo si

L' (CYAMT.CUL = (L o) (CYY AT.CI (L o)
para todo 1 < j < k.

Demostracion: Se deduce de la Proposicion 2.60.

[m}

Proposicién 2.70 Sea T un tensor tal que existe k de modo que la k-ésima i-

teracion por (f,T) es un tensor invariante. Luego T es un tensor invariante.

Demostracion: Notemos con *T7 y X'T7 las aplicaciones matriciales inducidas de
la j-ésima iteracion de T' por los super espacios A y X respectivamente. Como la
k-ésima iteracién es invariante, utilizando la Proposicién 2.61 obtenemos que % =
NTkhof = CtATF.C. Asuvez, "TF = N TF of) = CtATF10 = CL.(NTF 20f).C =
(CH)2AT*2.C? = (CHLAT.C*1. Por lo tanto, (CHLAT.C*1 = (CH* AT.C*,
con lo cual *T = C*AT.C .
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2.3.3 Tensores Invariantes.

Sea T un tensor sobre M y A = (N,v,0, R,{e;}) un super espacio sobre M. Dado
z € N consideremos el grupo

Gr(z) :={C € GL(n) : C* T (2).C =* T(2)}

Gr(2) es un subgrupo cerrado de GL(n), pues es la preimagen de la matriz *7'(z)
por la funcién v : GL(n) — R™" dada por y(B) = B'*T(z).B . Es conocido
el hecho de que que todo subgrupo cerrado de un grupo de Lie tiene estructura de
subgrupo de Lie y ademas esta estructura resulta tnica (para esto ver [10]). Por lo
tanto, Gr(z) es un grupo de Lie para todo z € N.

Definicién 2.71 LLamamos a Gr(z) grupo de invarianza de T en z.

En la subseccion anterior hemos definido el concepto de tensor invariante por un
morfismo. En términos del grupo de invarianza G se tiene que, si A y A son dos
super espacios sobre M y (f,7) : A — X es un morfismo con C' la aplicacién de

entrelazamiento, luego

T € Iy siysolosi C(z) € Gp(z) paratodo z € N.

Observacion 2.72 Dado A = (N, 4,0, R,{e;}) un super espacio sobre M y T un
tensor sobre M no nulo, entonces existe N super espacio sobre M y (f,7) : A —
XN, de modo que T ¢ Iy y T ¢ Iy ry. Como T es no nulo, eviste z € N
tal que Gr(z) # GL(n) (con respecto de \). Luego, sea a una matriz inversible
que nmo pertenezca al grupo de invarianza y consideremos el super espacio N =
(N,v,0,R,{€e;}), donde {€(z)} = {e:/(2)}.a. Tomando (f,7) = (Idy,Ido) se ve
fdacilmente lo observado.

Observacion 2.73 Dado {Ty, ..., T} un conjunto de tensores sobre M. Sean para
cada z € N {Gr.(2)}r_, los grupos de invarianza correspondientes Si{Ty,..., Ty} €
I (s, entonces la aplicacion de entrelazamiento C(z ﬂ Gr,(2) para todo z en N,

con lo cual hay, st los grupos de tnvarianza son muy dzstmtos fuertes restricciones
para Iis .
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El grupo de invarianza de un tensor 71" sobre la variedad M depende del tensor y
del super espacio A que estemos considerando. Una mejor notacién del grupo de
invarianza serfa G7.(2) pero, para no sobrecargarla, a menos que no quede claro por

el contexto, lo notaremos como lo hicimos en la definicién.

El grupo de invarianza de un tensor es el mismo para todos los puntos de una fibra:

Proposicion 2.74 Siz, 2" € N tal que ¥(z) = (%), entonces

Gr(z) ~ Gr(2).

Demostracién: Como z y 2z’ estdn en la misma fibra, existe a € O tal que 2’ = z.a .
Se ve facilmente que ¢, : Gr(z') — Gr(z), dado por ¢,(D) = L(a).D.L(a™'), es
decir ¢,(D) = Ad(L(a))(D), es un homeomorfismo de grupos de Lie.

Definicién 2.75 LLamaremos espacio de invarianza al subconjunto de N x GL(n)
dado por

Fr:{(z,9):z€ N, g€ Gr(2)}.

Gr(2) Gr(2) Gr(2")

Ejemplo 2.76 Si existe un tensor T tal que su aplicacion matricial inducida es
AT = a.ldyxpn con a # 0, caso que trataremos mds adelante, entonces Gr(z) = O(n)
para todo z € N, con lo cual Fr = N x O(n) tiene estructura de fibrado principal

trivial.

Ejemplo 2.77 Si T es el tensor nulo es Fr = N x GL(n)
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Ejemplo 2.78 Sea A = (LM xGL(n),v,GL(n), -,{e;}) el super espacio sobre LM

del Ejemplo 2.24. Si dim M = n llamamos, sea m = %”2 Sea T el tensor cuya

0 Id,m

_Idmxm 0
R2m><2m.

aplicacion matricial inducida es T = ( , luego Fr = LM x

GL(n) x S,,, donde S,, es el grupo simpléctico de

Observacion 2.79 FEn estos ejemplos Fr tiene estructura de variedad y ademds es
una variedad producto. En general, no es de esperar que pase esto para cualquier
tensor. Si A es una matriz, el grupo de invarianza es Gy = {C € GL(n) : C*. A.C' =
A}. Siahora, A(t) es una aplicacion matricial no constante, los grupos de invarianza

Gaw pueden ser muy sensibles a los pequenos cambios. Por ejemplo, si A(t) =

t 0 +£1 0
(0 O)’ entonces Ga) = GL(2) y sit # 0 tenemos que G o) = ( b) donde

a,b e R.

a

Observacion 2.80 Sea A = (N, 9,0, R, {e;}) un super espacio sobre una variedad
M de dimension n. Si T es un tensor sobre M consideremos la aplicacion diferen-

ciable h : N x GL(n) — IR™" x R™" dada por
h(z, A) = M (), A' T (z2).A)

Si A es la subvariedad diagonal de R™™ x R™™, es Fp = h™*(A). Por lo tanto,
si h es transversal a A, Fr tendrd estructura de variedad con igual dimension que
N. Con lo cual, una condicion necesaria para que esto pueda suceder es que los
grupos Gr sean discretos. Si dim(M) > 2, la aplicacion h no es transversal a la
variedad diagonal A, ya que la dimension de los grupos de Lie Go = {C € GL(n) :
C'.A.C = A} es mayor que cero y por lo tanto, si Fr tiene estructura de variedad,

tendra dimension mayor que la de N.

Nota: Volviendo a los tensores invariantes. Si C': N — GL(n) es la aplicacién de

entrelazamiento del morfismo (f,7), consideremos C' : N — N x GL(n) dada por

C(z) = (z,C(z)). Luego,

T eIy < Img(C) C Fr .
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Tensores no degenerados.

Sean A y X dos super espacios sobre M y (f,7) : A — X un morfismo. Sea T un
tensor sobre M no degenerado, por ejemplo una métrica Riemanniana, y supongamos
ademds que T € I(;,. Como T es no degenerado, *T(z) es una matriz inversible
para todo z € N. Luego, si C € Gr(z) se tiene que C* T (2).C’ =* T(z), por lo
tanto det(C) = £1. Como Gr(z) C {C € GL(n) : detC' = 1} y C : N — Fy,
pues T es invariante por (f, 7), tenemos que det(C(z)) = £1 para todo z € N. Con
lo cual si N es conexa se tiene que

det(C(2)) =16 — 1.

También se puede observar por 2.59, que una condicién necesaria para que un tensor
invariante sea no degenerado es que | det L(a) |=| det(L' o 7)(a) | para todo a € O.
Si ademas N es conexa resulta que

det(L(a)) = det((L o 7)(a)) o det(L(a)) = —det((L o7)(a)).

Tensores diagonales constantes:

Sea A = (N,v¢,0, R, {e;}) un super espacio sobre la variedad M, cuya dimension
es n. Decimos que A admite representaciones tensoriales diagonales constantes si

aq
. (&%)
existe T, tensor sobre M, tal que *T'(z) = . ,con {a; 1, € R
Qp
para todo z € N.
Sea v =0,1,2,...,n — 1, llamamos I, a la matriz diagonal de IR"*" dada por
1 )
1 ‘
I, = 1 siv>1 e Ig=Id,x,
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Decimos que un super espacio A admite representaciones tensoriales del tipo I, si
existe T', tensor sobre M, tal que *T" = I,. Notamos con O, al grupo ortogonal
de indice v de R™", es decir, O, = {A € R™" : A'1,,A = I,}, y con O(n) al
grupo ortogonal de indice 0 de IR™™", es decir, si v = 0 se tiene que Iy = Id,x, y
Op = O(n) que es el grupo ortonormal de matrices de IR™*". Si v =1, O, es el

grupo Lorentziano.

El siguiente resultado proporciona varias condiciones para la existencia de tensores
con este tipo de representaciones:

Proposicion 2.81 Sea M una variedad de dimension n y \ un super espacio sobre

esta. S10 <v <n-—1, son equivalentes:

i) L: O — GL(n) satisface que Img(L) C O,,.
it) X admite representaciones tensoriales del tipo I,,.

i11) Eziste g una métrica semi-Riemanniana sobre M de indice v tal que
{e1(2),...,en(2)} es base ortonormal de My.).

iv) Existe g una métrica semi-Riemanniana sobre M, de indice v, de modo

que para algun py € M se cumple que {e1(2),...,e,(2)} es base ortonormal si

¥(z) = po.

v) Eziste T tensor sobre M de modo que para algin py € M resulta que
AM(2) =1, si z es tal que ¥(z) = py.

Demostracion :

i) = i) Sea FF : N — IR™" la funcién diferenciable dada por
F(z) =1,. Como Img(L) C O,, se tiene que F(z.a) = I, = (L(a))".I,.L(a) =
(L(a))"!.F(z).L(a). Por la Proposicién 2.17, existe un tensor 7" sobre M tal
que "' = F =1,.

ii) = iii) Dado que existe un tensor T que satisface que *T'(z) = I,
consideramos ¢(p)(v,w) = T(p)(v,w). El tensor g es una métrica semi-
Riemanniana de indice v. Si z € N, g(¥(2))(ei(2),¢e;(z)) = (*T(z));, con
lo cual {ei(2),...,e,(2)} es una base ortonormal de My.).

i11) = iv) Es inmediato.
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iv) = 1) Sea zp tal que ¥(29) = po. Ahora bien, 1(zp.a) = 9¥(z) si a € O,
luego *g(zp.a) = I, =* g(z). Entonces, I, =* g(2.a) = (L(a))'*g(20).L(a) =
(L(a))'.I,.L(a), con lo cual L(a) € O, para todo a € O.

i1) = v) Es inmediato.

v) = 1) Similar a v) = 1).

Observacion 2.82 Que la variedad M admita una métrica de indice v no implica
que un super espacio sobre M admita representaciones tensoriales constantes de tipo
I,,. El super espacio inducido por el fibrado de bases N = (LM, 7w, GL(n), - ,{m})
no admite representaciones tensoriales constantes no nulas, es decir que si T es
un tensor sobre M y " = A constante, entonces A es la matriz nula. Esto se ve
fdcilmente, ya que si T = A se debe cumplir que A = a*.A.a para todo a en GL(n).
En particular, A no admite representaciones tensoriales del tipo I,.

St M no admite métricas de indice v, entonces cualquier super espacio sobre M no
admitird representaciones tensoriales del tipo I,. Variedades de este tipo son, por
ejemplo, aquellas que son compactas y que tienen caracteristica de Fuler distinta de
cero [4], como es el caso de las esferas de dimensidon par.

Lema 2.83 Seav=1,...,n— 1. Luego

A 0
On)NnO,={DeO0(n):D = (0 B) con AcO(v)y BeO(n—v)}.
Demostracion :
A 0
(D) . Sea D = 0o B, con AeO(v)y Be O(n—v). Luego,

AA 0 —ALA 0
D'.D = = Idyyy v D'.I,.D = ~ 1,
< 0 Bt.B) oY < 0 Bt.B)

D, D
Di Di), donde D; € R"*,

Dy e R Dy e R0 v D, e R")*¥, Las matrices de la forma

A 0
W = (O B)’ con A € O(v) y B € O(n — v), son ortonormales, entonces

(€) . Sea D € O(n) N O,, escribimos D como (
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estan en O(n) N O,, Como O(n) N O, es un grupo, D.W € O(n) N O, para
toda W de este tipo. Se sigue que:

(DW)E.D.W = Idpy

AL.D!.Dy. A+ A'.DY. Dy A A'DL.Dy.B+ A'.DY.Dy.BY\
B'.DY.Dy.A+ B'.Di.D;. A B'.D.Y.Dy.B+ B'.D\.Ds.B)

B ( Id,y, 0 )
0 Idm—v)x(n-v)

y (D.W).1,.D.W =1,

~ALDLDyA+ ALDL.Dy A —ANDLDy. B+ ALDLDy.BY
—B'.D{.Dy.A+ B'.D4. D, A —B'.DS.DyB+ B'.DL.Ds.B)

o ( _Idyxy 0 )
0 ]d(n—lz)x(n—l/)

De estas ocho ecuaciones matriciales podemos deducir:

a) AL.D!.Dy.A = Id,,

b) AL.D!.Dy.B =0

C) Bt.Dg.Dg.B = Id(n_,,)x(n_l,)
d) B'.D4{.Dy.A=0

De a) y ¢) tomando A = Idy,y, y B = Id(n—1)x(n—v) tenemos que Dy € O(v)
y D3 € O(n — v). Luego, suponiendo que A = D} y B = Id,_,)x(n—v), de b)
resulta que Dy = 0. Si tomamos B = Dy y A = Id,, de d) sale que D, = 0.

Observacion 2.84 Sea 1 <v <n —1, luego
+1

v

On)NO;N...N0O, :={ :AeOn—v)}

+1
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Proposicién 2.85 Sea M un variedad de dimension n, A un super espacio sobre
Myl <v<n-—1. X admite representaciones tensoriales de tipo Iy y I,, si y sélo
si existen Ly : O — O(v) y Ly : O — O(n — v) aplicaciones diferenciables tales
que el morfismo de cambio de base de X\ es de la forma

v = ("0 )
Demostracion :

<=) Si el morfismo de cambio de base L : O — GL(n) es de esta forma, entonces
las aplicaciones constantes de N en IR™™" dadas por

1
My = = Iy

corresponden a tensores, pues satisfacen la propiedad que caracteriza a los
tensores sobre M.

—) Si exiten dos tensores T7 y T sobre M que satisfacen que My =1,y My =1,
luego, por la propiedad de invarianza, Img L € O(n) N O,.. Del Lema 2.83 se
sigue lo que queriamos probar.

Proposicién 2.86 Sea A = (N, R, O, 9, {e;}) un super espacio sobre M cuyo grupo
O es conexo. A admite representaciones tensoriales del tipo Iy, Iy, ..., 1, con 1 <

wo=("5" )

con f: O — O(n —v) diferenciable.

v<n-—1siy solo si
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Demostracion: Como )\ admite representaciones de tipo Iy, Iy, ..., 1,1y I,

L(a) € O(n) N O N...N O, para todo a € O. Por la Observacién 2.84 sabemos
+1

que L(a) = con B € O(n—v). Como L:0 — GL(n) es

+1
B

diferenciable y O es conexo, el menor principal de v x v debe ser constante. Por

otro lado, se debe cumplir que L(a.b) = L(a).L(b). Con lo cual si A, de la forma
+1

Y ) ) A 0
{ . }, es la matriz constante que satisface que L(a) = ( )
0 f(a)
+1
para todo a € O, se tiene que A = A% . Por lo tanto, A = Id, ..
La reciproca se obtiene verificando que Id,x,, I1,...,I, corresponden a tensores
sobre M.

Observacion 2.87 Un super espacio A con grupo conexo admite todas las rep-
resentaciones tensoriales constantes de tipo I, con v = 0,1,...,n — 1 si sélo si

L:0O — GL(n) es constantemente la matriz identidad.

Observacion 2.88 Hasta aqui hemos considerado representaciones constantes del
tipo I,. Vale lo mismo para representaciones del tipo *T'(z) = f(2).1,, donde f :
N — IR diferenciable , constante en las fibras y no siempre nula .

Tensores diagonales constantes y morfismos.

Sean A = (N, ¢, 0, R, {e;}) y N = (N',¢', 0", R',{el}) dos super espacios sobre una
variedad M y (f,7) : A — A un morfismo. Supongamos que A admite representa-
ciones tensoriales de tipo I,. Esto, como vimos, impone ciertas restricciones a .
Debido a como se comportan las aplicaciones matriciales inducidas por los tensores
con respecto a la accién del grupo O sobre N, de la Proposicién 2.81, sabemos que
L(O) C O,.

Sea T un tensor sobre M tal que *T = I,,, entonces Gr(z) = O, paratodo 2 € N. En
este caso el conjunto de invarianza de T" tiene estructura de variedad. Precisamente,
Fres N x O,. Podemos descomponer Fr en :

Fr=NxO0,=FfUF;
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donde Fif = Nx{De€O,:detD=1}y F;, =N x{D €0, :detD = —1}. En
el caso que v = 0 Ff = N x SL(n). Si pedimos que T sea invariante por (f,7),
tenemos que C(z) € Gr(z) = O, para todo z en N. Al agregar la hipétesis de que
N sea conexa, vemos que C(z) = (z,C(2)) € F;f 6 C(z) € Fy para todo z € N,

Otra cosa para agregar, es que si un tensor cuya representacién matricial *' = I,
es invariante por (f,7), entonces L[y (0) € O,. Pues, I, =" T(f(z.a)) =
(L' (t(a))!XT(f(2)).L'(r(a)) y como T es invariante, I, = (L'(7(a))) . M (2).L'(1(a))
= (L'(1(a)))".1,.L'(7(a)), con lo cual L'(7(a)) € O,.

Observaciéon 2.89 Si algun tensor diagonal de tipo f.I,,, para f no nula y cons-

tantes en las fibras, es invariante, entonces todos los tensores diagonales del tipo I,

lo son.

Proposicién 2.90 Sea A un super espacio que admite tensores del tipo I,, y (f,T) :
A — X un morfismo. Sea T un tensor sobre M invariante por (f,T) y cuya

representacion con respecto a \ es T = I,,. Luego, se cumple:

hd )\IT|Img(f) =1,.

. . ’
e SiT:0 — O es suryectiva, entonces T = I,.

Demostracién: Como T € I(;, se tiene que ¥ T(f(z)) =* T(z) = I, para todo
z € N. Que T sea suryectiva implica que f es suryectiva, por lo tanto X7 = I,,.

2.4 Conexiones y Formas en Super Espacios.

Sea A = (N,v,0, R,{e;}) un super espacio sobre la variedad M de dimensién n.
Sea dimO = k y s la dimension de los grupos estabilizadores S, si z € N. De la
Proposicién 2.43, sabemos que la dim N = n + k — s. Notamos con o el algebra de
Lie de O, con e la unidad de O y con L : O — Gl(n) el morfismo de cambio de
base de A\. Notamos con L(a)} la entrada (i, j) de la matriz L(a).
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2.4.1 Distribucion Vertical.

Como v es una submersion, naturalmente tenemos definida la distribucién vertical.
Es decir, sea z € N llamamos subespacio vertical de X\ en z a V, = ker,, . El
subespacio vertical es el espacio tangente en z de la fibra ¢~!(3(z)) considerada
como subvariedad de N. La dimensién de V, es k — s. Para cada z € N, se tiene
una funcién diferenciable o, : O — N dada por 0,(a) = z.a . Si X € o, definiendo

V(X)(z) = (02)..(X)

se ve que V(X) es un campo tangente sobre N, que en cada punto vive en la
distribucion vertical, o sea V(X)(z) € V, para todo z en N. Si exp es la aplicacién
exponencial inducida por alguna conexién del grupo O, V(X)) = D|;—o(z. exp(tX)).
Se puede ver sin dificultad que si el grupo O actua efectivamente (i.e. si R, = Idy
implica necesariamente que a =€) y si X # 0, V(X) no es el campo nulo. Pues; si
V(X)(2) =0, su flujo es z.exp(tX) = z y por lo tanto, exp(tX) = e para todo t y
esto pasa solamente si X = 0.

Si O actua sin punto fijo sobre N y para algin z, se cumple que V(X)(zy) = 0,
entonces el flujo en zy estd dado por zp.exp(tX) = 2, para todo ¢, con lo cual
exp(tX) = e y esto pasa si y sélo si X = 0. El campo V(X) nunca se anula si
X #0,y (0.)s, : 0 — V, resulta un isomorfismo lineal.

De todos modos, sin importar como actue el grupo O, si {Xj,..., X;} es una base
de 0y V; = V(X,) se tiene que

<Vi(2),...,Vi(z) >=V, para todo z € N.

O sea, que (0,)., (0) = V.. Como ya mencionamos, los grupos estabilizadores S,
son subgrupos de Lie de O de dimensién s. 7.5, C 1.0 = 0. Si «(t) es una curva
en S,, que en 0 pasa por e, considerandola como una curva de O, tenemos que

(0.)4.(&(0)) = D|i=o(2z.a(t)) = 0. Por cuestién de dimensién se obtiene la igualdad
ker(o.)., = 1.9,

Si para todo punto z de N el espacio tangente en la identidad de su estabilizador
S, es el mismo subespacio vectorial de o0, entonces la distribucién vertical es trivial.
Ya que, si {X;_s11,..., Xy} es una base de T,.S, y la completamos a una base de o,
por ejemplo { Xy, ..., Xy s, Xp_st1,..., Xi}, resulta que para todo z en N

{Vi(2),...,Vk_s(2)} es una base de V..
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Formas 6°:

Las siguientes 1-formas sobre N son inducidas naturalmente por las aplicaciones de
referencia {e;} de A. Sea b € N, a v, (b) € My lo podemos escribir como

Ve (b Zel

donde {#',...,60"} son 1-formas sobre N linealmente independientes. Pues si supone-
n

mos lo contrario, es decir que para algin z; € N se tiene que Z 70" (29) = 0, como
i=1
¥ es una submersion, existen {b;}7_; € N, tales que 9., (b;) = €;(20), y por lo

tanto 0 = Z%Hi(zo)(bj) = paral <j<n.

i=1
Si b € V,, entonces 6°(z)(b) = 0. Si b € N, y se anulan §(2)(b) = 0 para todo
i=1,...,n, entonces 1,_(b) = 0, con lo cual b € V,. O sea {#',...,0"} es una base
del anulador del subespacio vertical.

Veamos como se comportan con respecto a la acciéon del grupo O:

Proposiciéon 2.91 Para todo z € N, be N, ya € O tenemos que

0" (z.a)((Ra)x. (b)) 0'(2)(b)
L(a). : = :
0" (z.a)((Ra)s. (b)) 0" (2)(b)
Demostraczon Como Yo R, =1, .. ,((Ra)« (b)) = 1. (b), de lo cual se sigue la

n

igualdad Z 0'(2.a)((Rq)+. (b))ey(2.a) Z 0°(z)(b)es(z). Luego,
s=1

> 0(za)((Ra).. (b))-(z L(a)jer(2)) = Z 6°(2)(b)es(=

y por lo tanto,

Z (Z 0'(z.a) (Ra).. (b)) L(a);> er(2) = 3 0°(2) (bea2)

r=1

Como {e;(2)}i2, es base de My.), para todo r = 1,...,n tenemos que

ZL );-0'(z.a)((Ry).. (b)) = 0"(2)(b)
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Observacion 2.92 En particular, sib; € N, es tal que ¢, (b;) = e;(z), al trasladar
el vector b;, mediante la accion del grupo, a los espacios tangentes de la fibra tenemos
que

0'(z.a)((Ra)s. (b)) = L(a™);

Observacion 2.93 Si el morfismo de cambio de base L = Id,y,, como en los
Ejemplos 2.24 y 2.25, las 1-formas 0° son invariantes por la accién de grupo, es

decir
0'(z.a)((Ra). (b)) = 6"(2)(b)
para todo i = 1,...,n. En este caso, si b es tal que 1, _(b) = e;(z), resulta que

U o (Ra)s. (b)) = €i(2).

Formas w;-:

Consideremos un poco méas de estructura sobre M. Dotemos a M con una conexion
afin V. Sea K : TTM — TM la funcién de conexién inducida por V. Para cada
j=1,...,n las aplicaciones e; : N — T'M son campos a lo largo de la funcién .

TN M
Luego, para b € N, es (e;j)..(b) € (T'M).,(-) y por lo tanto, podemos calcular la
derivada covariante de e; a lo largo de 1) con respecto a b, es decir aplicarle la
funcién de conexién, Vye; = K((e))., (b)) € My(z). Sean w las 1-formas de N
definidas por

K ((€))+. (b)) = Z%(b)(z)ei(Z)

Proposicion 2.94 Si V es la conexion de Levi-Civita de una métrica g sobre M
y {ei}l, es una base ortogonal constante (i.e. g(ei(z),e;(2)) = a;j0;; con a;; € R)
entonces

0 = w;(2)(0)lle(2)|* + w] (2)(0)lle; (2)]I”

Demostracion: Dado b € N, 0 = b(g o Y(ei,e;)) = g(¥(2)) (Ve e;(2)) +
9((2))(ei(2), Viej(2)) = wi (2) (D) lle; (2)[I* + wj(2) (D) le: ()]
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Observacién 2.95 No necesariamente estas 1-formas son linealmente independi-
entes. De acuerdo con la proposicion anterior, si las aplicaciones de referencia
J

{ei(2)}i=, son una base ortonormal para todo z en N, entonces wi = —w.

Proposicién 2.96 Sea be V, y X € o tal que b = (0.).,(X), luego
wj(2)(b) = (L) (X)
También podemos escribir w?(2)(b) = D|i—o(L}(exp(tX))).

Demostracion: Sea (U,x) una carta de M tal que ¢¥(z) € U y sea (TU,Z) la
carta de T'M inducida por ella. Veamos que coordenadas tiene (e;).,(b), que es un
.Si1 <1 <n,

elemento de (T'M),,(.), con respecto a la base {52

(€7)«. (0)(@') = b(a' om0 ;) = b(a' 0 0)) = w*z(b)(fﬂl) =0

pues b es vertical. Con respecto a los siguientes n elementos de esta base, como b =
(0)2.(X), (€))s. (D)(@") = (€ 0 02) (X)(T"H) = Dl (7" 0 €5 0 7. 0 exp(t X)),
con lo cual

n

(€)= (0)(&" ") = Dlimole; (2. exp(tX))(2)) = Dli=o(Y_ es(2)(2") L (exp(tX)))

s=1

(€5). (0) (") Zes ") Dli=o (L5 (exp(tX)))
entonces,

K((€))+.(b)) = ( es(2) (') Dlo=o(L (eXp(tX)))> -%lw(z)—

= <Z ) 5 z|¢(z>> Dli=o(Lj(exp(tX)) ZD|t o( L5 (exp(tX))).€s(2)

s=1

Por lo tanto w$(2)(b) = Dls=o(L(exp(tX)).

Observacion 2.97 Sea X, y Xy dos vectores de 0. Si (0,)..(X1) = (0,)4.(X2) se
tiene que
L*e (Xl) = L*e (XQ)
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Esta observacion se sigue inmediatamente de que (L})., (X1) = wi(2)((02)+. (X1)) =
wi(2)((02)x. (X2)) = (L) (X2). Esto nos dice algo mds importante: la indepencia
en el subespacio vertical de las formas w; con respecto a la conexion de M . Pues,
supongamos que tenemos en M dos conexiones V1 y Vo y sean Ky y K las funciones

de conexion respectivas. Para b € N,

e] *z Zwlj
((eg)s. ZWQJ

donde wi; y wy; son las 1-formas inducidas. Si b = (0,).,(X), por la proposicion
anterior wi;(2)(0) = (L), (X) y wy;(2)(0) = (L}). (X)), por lo tanto wi;(2)(b) =
wh;(2)(b), con lo cual tenemos la siguiente proposicion:

Proposiciéon 2.98 Sean V, y Vy dos coneziones sobre M. Consideremos {wij} Y
{wi;} las 1-formas inducidas por estas, entonces sib € V.,

wi;(2)(b) = w;(2)(b)

para todo 1 < i,5 <n y para todo z € N.

Observacion 2.99 Podemos decir algo un poco mas general en la direccion de la
Observacion 2.97. Esto es que

ker(o,)., C ker(L,,)

Si (0.)., (X) =0, entonces para cada 1 < i < n se cumple que 0 = (&;)+, ((02)«. (X))

n

= D|t:0(z +(2).Li (exp(tX)) Zer )D|i—o(L] (exp(tX))) , y como {e.(2)}'_,

es una base de M2y, entonces (L’")*e(X) = D|i—o(LI(exp(tX))) = 0 para todo
r=1,...n

La otra inclusion no necesariamente tiene lugar. También podemos observar que

X € ker(L,,) siy sdlo si(€;)s.((0,)s, (X)) =0 para todo 1 <i<nyz€eN.

n

Si X € ker(Ly,), (€:)v.((02)s. (X)) = Zer(z)D\tzo(Lf(exp(tX))) = 0. Por otro

lado, st (). ((0,)« (X)) = 0, se cumple que 0 = (e o 0,), (X) =
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n

Z e1(2) Di—o(Li(exp(tX))) , como {e)(2)}; es base de My, se tiene (L), (X) =
=1
0 para todo I = 1,...,n, y finalmente al estar en el nicleo de cada (€;)., resulta que

L,.(X) = 0.

Observacion 2.100 Sea b € V,, entonces

wj(2.0)((Ra)s. (b)) = wj(2)(b)

Es.to es porque @j(z.a)((RQ)*z(b)) = wi(2.0)((Re002)+, (X)) = wi(2.0)((02.0)x. (X)) =
(L5)+e (X) = wj(2)(b).

2.4.2 Conexiones en Super Espacios.

Los super espacios pueden ser vistos como una generalizacion del fibrado de bases
LM, pero como ya vimos no necesariamente son fibrados principales ni fibraciones.
Para cada super espacio tenemos naturalmente definida una distribucion vertical.
Puede ser muy 1til considerar una distribucién transversal o complementaria a esta.
En esta situacion aparece el concepto de conexién. A continuacién, vamos a definir
lo que es una conexion para el caso de super espacios. Para esto nos basamos en la
definicion de conexién para fibrados principales y en la definicién de conexién para
fibraciones dada en [32], ya que cuando el super espacio sea un fibrado principal

queremos que la nocién coincida.

Definicién 2.101 Una conexion sobre un super espacio A = (N, 1,0, R, {e;}) sobre
M es un tensor ¢ sobre N de tipo (1,1) que satisface:

1. ¢(z) : N, — V, es una aplicacion lineal.
2. ¢* = ¢, es decir ¢ es una proyecion al subespacio vertical.
3. ¢(z.a)((Ra)s. (b)) = (Ra)s.(¢(D)).

A weces notaremos a ¢(z) como ¢,.

Observemos que para que el punto 3. tenga sentido se debe cumplir que el subespacio

vertical sea invariante por la accién del grupo, es decir

(Ra)*z (VZ) =V.a
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Esto se ve facilmente. Sea b € V, y (U,z) una carta de M talque 9¢(z) € U.
Luego, ¥, ((Ra)«. (b)) € My.) y sus coordenadas con respecto a la base de vectores
tangentes inducida por la carta (U, x) son ¢, , ((Ra)«. (0))(2%) = (Ry)«.(b) (' 0tp) =
b(z' oy o R,) = b(z* 0tp) = 1),_(b) = 0 para 1 < i < n. Con lo cual, tenemos la
inclusién. Con esto bastaria para que tenga sentido pedir el punto 3 en la definicién.

De todos modos, tenemos la igualdad y esta se da por una cuestién de dimension.

Definicién 2.102 Sea ¢ una conexion sobre A\. LLamamos subespacio horizontal
en z a H, = ker ¢(z).

Observacion 2.103 Claramente se ve que para todo z € N

Observacion 2.104 Sea b € H,. Como ¢(z)(b) = 0, por el punto 3. de la
definicion de conexion, vemos que ¢o((Ry)s. (0(2)(0))) = (Ra)«.(0(2)(0)) = (Ra)+. (0)
= 0. Por cuestion de dimension se obtiene la igualdad:

(Ra)*z (Hz) = Hz.a

Con lo cual hemos visto que si tenemos una conexién en el super espacio tenemos
definida una distribucién C*° en N (z — H,) que llamamos distribucion horizontal,
que esta en suma directa con la distribucién vertical y que es invariante por la accion

del grupo O. La reciproca también es cierta:

Proposicion 2.105 Es equivalente tener una conexrion ¢ en A y una distribucion
de N (z — H,) que cumple:

1. H, es una distribucion C°.
2. N,=H,®V,.
3. H,, = (R.)+. (H,)

Demostracion: Solo hace falta ver que una distribucién de este tipo induce una
conexién en \. Cada vector b € N, puede ser escrito de forma tinica como b = b +b?,
donde V* € H, y v’ € V,. Definimos ¢(2)(b) = ¢(2)(b" + b¥) = b, que es una
aplicacion C'*° y cumple los puntos 1. y 2. de la definicién de conexién. Veamos
que cumple el tercer punto: ¢(2)((Rq)«. (b)) = ¢(2)((Ra)«. (V") + (Ra)s. (b¥)) , como
la distribucion vertical y la distribucién H son invariantes por la accion del grupo

se sigue que ¢(2)((Ra)s. (b)) = ¢(2)((Ra)+.(b")) = (Ra)s.(b") = (Ra)«.(6(2)(b). o
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Observacién 2.106 Si A ademds es un fibrado principal, entonces el concepto de
conexion coincide con el de conexion de fibrados principales.

. Cuando un super espacio admite una conexion? Es sabido que todo fibrado prin-
cipal de grupo estructural O admite una distribucién suave, transversal a la dis-
tribucion vertical e invariante por accion de su grupo estructural, esto puede verse
por ejemplo en [13]. Con lo cual, si A es un super espacio sobre M que también es

un fibrado principal, A admite una conexion.

Una forma de construir conexiones en un super espacio A = (N, 1,0, R,{e;}) es a
través de cierta clase de métricas. Si GG es una métrica sobre N de modo que las apli-
caciones R, : N — N inducidas por la accién del grupo O sobre N son isometrias,
entonces podemos construir una distribucién que tiene las mismas propiedades que
las enunciadas en la Proposicion 2.105. Es decir, dado z € N, sea H, el subsespacio
ortogonal por G al subespacio vertical V,. Con lo cual, si N admite una métrica de
ese tipo, A admite una conexién. Una condicién para que N admita una métrica de
este tipo es cuando O es finito y N es una variedad compacta. Cuando el grupo O
es compacto y conexo y N es una variedad cerrada, también tenemos una métrica

en N que vuelve a las aplicaciones R, isometrias, (ver [13]).

En la Seccion 4.2 del Capitulo 4 veremos una forma de construir una conexion sobre
un super espacio utilizando la funciéon de conexion inducida por una conexién afin

de la variedad base.

2.4.3 Levantamiento Horizontal.

Sea A = (N,¢,0, R,{e;}) un super espacio sobre M dotado de una conexién ¢ .
Notamos con 7 y 7, las proyecciones canénicas de los fibrados tangentes T'N y T'M
respectivamente. Sea T'M xj; N el pullback de M por mp; v ¢ , o sea la variedad
de dimensién 2n + k — s formada por los puntos TM x N = {(v,2) € TM x N :
v (v) = 9¥(z)}. Definamos la aplicacién diferenciable:

Ve X : TN — TM Xy N

dada por
(e X m)(2,0) = (s (b), 7(b)) = (¢4, (D), 2)

Observacion 2.107 Por la definicion de la aplicacion y de los subespacios verti-
cales y horizontales tenemos que (1, x m)(V2) = (0,2) y (Y« x m)(H.) = (My(2), 2).
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Si restringimos esta aplicacion al subespacio horizontal, tenemos para cada z un

isomorfismo lineal al que llamamos h;*:
= (. X m)|n. - He — My() x {z}

la inversa h : TM Xy N — U H., que notamos con h(v,z) = v" € H,, cumple
z€N
que es el tnico vector horizontal de TN tal que v, (v") = vy w(vh) = 2.

Definicién 2.108 Sea v € M, si z € ¥~ (p) llamamos levantamiento horizontal

de v en z al vector h(v,z) = v™.

Observacion 2.109 Aplicarle la conexion a un vector es sacarle la parte horizontal:
¢ =1d— h(,,)

dado b € N,, b— ¢(b) € H, y ademds ¥,_(b— ¢(b)) = 1._(b) y w(b — ¢(b)) = 2, por
lo tanto, b — ¢(b) = h(1.,(b), m(b)) para todo b.

Definicién 2.110 Sean H : x(N) — x(N) y V : x(N) — x(N) las aplicaciones
entre campos tangentes de N definidas por lo siguiente: H(X) y V(X) son los
campos que satisfacen que H(V')(z) € H, yV(X)(2) € V. para todo z € N y ademds
X = HX) + V(X). Lamamos a H y V las proyecciones horizontal y vertical de
campos respectivamente.

Observacion 2.111 Se desprende de la observacion anterior que V(X) = ¢(X) y
que H(X) = X — ¢(X), por lo tanto H(X) y V(X) son campos diferenciables si X

es un campo diferenciable.

Proposicién 2.112 Dado un campo X sobre M existe un tinico campo X" sobre
N que satisface que X"(2) € H, y 1. (X"(2)) = X(¥(2)) para todo z € N.

Demostracion: Sea py € M y zy € N tal que ¥(z)) = po. Como 1) es una
submersion, existen cartas (U, z) y (V,y) centradas en 2y y po respectivamente, que
cumplen que ¥(U) CV yyov oz ay,...,an,0ns1,---,0m) = (ai,...,a,) para
(al, . am) € x(U) Luego, si la representacion local de X en la carta (V,y) es

Zp ol sen K(e) = (60 0)() 5

i=1 g

|.. Se ve sin dificultad
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que Xy € x(U) y que ¢,(X) = X o). Por esto, podemos tomar un cubrimiento
por abiertos {U;}ier de N, de modo que para cada abierto U; tenemos un campo
X; € x(U;) que cumple la propiedad anterior. Si {(;}ic; es una particién de la
unidad subordinada al cubrimiento {U; }i¢;, sea X e X(N) dado por X = Z G X;

iel
Este campo satisface que 1, (X (z)) = X(¢(z)) para todo z € N. Por lo tanto,
si le aplicamos la proyeccién horizontal, X”(z) = H(X), obtenemos el campo que

buscabamos. La unicidad se obtiene recordando que ., |g

z

c H, — My es un
isomorfismo lineal para todo z en N.

Observacién 2.113 La distribucion horizontal es trivial es C™ trivial (i.e. existen
{ X}, campos diferenciables sobre N de modo que {X;(2)}", es una base de H,
para todo z € N ). Para ver esto tomemos los levantamientos horizontales de las
aplicaciones de referencia de X\ e; : N — T M, o sea e?(z) = h(ei(2), z). Tenemos
que {e?(z),...,e"(2)} es una base de H, para todo = € N y los campos el son
diferenciables. Por ejemplo, si dotamos al super espacio A = (LM, 7, GL(n),-, {m})
de una conerion, es conocido que {ml}" | son campos diferenciables de LM que

trivializan la distribucion horizontal (ver [42]).

Formas WJZ

Sea A un super espacio sobre M dotado de una conexién ¢ . Vamos a considerar las

siguientes 1-formas sobre NV:

Wi(z)(b) = wi(2)(6(b)) (2.6)

donde wj- son las formas inducidas por alguna conexién V de M. La buena definicién
resulta de las Proposiciones 2.96 y 2.98 y de la Observacion 2.97. También de la

Proposicién 2.96 tenemos una expresién para los vectores verticales W (2)((0), (X))
= (L)« (X).

Observacién 2.114 Las formas {Wl} son independientes con respecto a las formas

{Hi},puesszzgiel Z Wi (2) =0, para algiin z € N y {&Y, y {73 h<ij<n

€ R, evaluamos en ef(z) y obtenemos que § = 0 para 1 < 1 < n. Las {W}} no
necesariamente son independientes.
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Observacién 2.115 Si bien W}(z)(H.) = 0, las formas {W}} no suelen generar
el anulador de la distribucion horizontal, anulan mds cosas. Si X € ker L, vy
X ¢ ker(02)s,, V(2) = (02)4.(X) es un vector vertical no nulo y Wi(z)(V(z)) =
(L%)+.(X) = 0 para todo 1 <1i,j < n.

Proposicién 2.116 Sea z € N, luego W/(z)(b) = 0 para todo 1 <1i,j < n siy sélo
St
b=1b"+(0.).. (X)

donde b" € H, y X € ker L,,.

Demostracion: Sea b € N, tal que {W}(b) = 0}1<;j<n. Al vector b lo podemos
escribir como b = (b — ¢(b)) + ¢(b), luego (b — ¢(b)) € H, y ¢(2)(b) = (0,)4.(X)
para algin X € 0. Veamos que necesariamente X € ker L, . Como W]’(b) = 0 para
todo 1 < 4,7 < n, tenemos que 0 = Wj(2)(b) = wi(2)(o(b)) = wi(2)((02)+ (X)) =
(L%)+.(X) , con lo cual L, (X) = 0.

Observacién 2.117 Si notamos con V, = (0.),. (ker L,.) C V., entonces el espacio
generado por < {W;(2)}u, > es el anulador de H, + V.. Por ejemplo, si \ es
inducido por un fibrado principal sobre una variedad paralizable, L es constantemente
tgual a la identidad y por lo tanto ker L,, = 0. En este caso, V, = V, para todo
z € N. St )\ es el super espacio inducido por el fibrado de bases, entonces V, =0.
O sea, siker L,, =T.S,, entonces f/z = 0.

. anulador de
<> —> V

< VV; > anulador de ‘72 4 HZ

2.4.4 Super Espacios Paralelizables.

Es conocido que el fibrado principal LM es paralelizable si y s6lo si admite una
conexion de fibrados principales. Esto es, porque al tratarse de un fibrado principal,

el grupo GL(n) actua sin punto fijo y por lo tanto la distribucién vertical resulta

hn

trivial, y ademds, como ya mencionamos, {m;'}! ; son campos tangentes sobre LM

que trivializan la distribucion horizontal. ;Sera cierto para super espacios? Es decir,
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valdra que si A es un super espacio dotado con una conexion y cuyo grupo actua sin

punto fijo, entonces, su variedad espacio N es paralelizable?

La respuesta es que si. LLamamos H; a los levantamientos horizontales de las
aplicaciones {e;}, es decir H; = el para 1 < i < n. Sea V; = (0,).(X;), donde
{Xi,... X} es una base de 0. Luego, tenemos que {H;(z), V;(z)} es una base de N,
para todo z en N, y por lo tanto, N es paralelizable.

Sea A = (N,¢,0, R,{e;}) un super espacio sobre M dotado de una conexion ¢.
Sea dim S, = s si z € N. Supongamos que existe un subespacio de o generado por
{X1, -, Xk_s} de modo que

< X1,...,Xp_s >NT.S, ={0} para todo z en N.

Por ejemplo, esto incluye el caso cuando el grupo del super espacio actua sin punto
fijo o cuando 7,5, es el mismo subespacio de o para todo z € N. Conviene notar, que
si los espacios tangentes a la identidad de los estabilizadores son el mismo subespacio
de o, entonces podemos tomar X € 7.5, de modo que (0,). (X) = 0 para todo
z € N. En esta situacion, si O actua efectivamente sobre N, necesariamente debe
ser X = 0. Entonces, o bien O no actua efectivamente sobre N o bien 7.5, = {0}
para todo z en N, lo cual es bastante restrictivo. La condiciéon que pedimos es méas
débil.

En esta situacién, para i = 1,--- k—s, sean los campos verticales V;(z) = (0, )., (X;),
qué por como los construimos, en cada punto z de N son base de V,. Luego si
H; = e? tenemos que {H:(z), -, H,(2),V1(2), -+, Vi(2)} es una base de N, para todo
z € N. Pero veamos que naturalmente podemos trivializar el fibrado cotangente de
N. Sean W' las k — s 1-formas sobre N definidas por:

¢.(b) = Z W(2)(b)Vi(2) (2.7)

En este caso, < {W'}*=* > es el anulador del subespacio horizontal. Ademss,

{0 (2),...,0™(2), Wi(z),...,W*=%(2)} es una base para N*. Esto se ve facilmente si

suponemos que existe zg € N, {7}, € Ry {3;}52} € IR de modo que Z 70" (20)+
i=1
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)

k—s
Zﬁjo(zo) = 0. Evaluando en €e?(z) y en V;(zp), obtenemos que v; = 3; = 0
j=1

para todo 7, j. Finalmente, podemos afirmar que /N es paralelizable tomado su base
dual {Hy,...,H,,Vi,...,Vi_s}. Hemos probado la siguiente proposicion:

Proposicion 2.118 Sea A un super espacio sobre M tal que existe un subespacio
V de o de dimension k — s, con s = dim(S.), de modo que V NT,S, = {0} para

todo z en N. Luego, st A admite una conexion entonces N es paralelizable.

En esta situacion, sea Y un campo sobre N, se ve que la proyeccién horizontal y

vertical de campos son

2.5 Naturalidad de Tensores.

En esta seccién estudiaremos cierto tipo de tensores sobre una variedad o una fi-
bracion. ;Qué queremos decir cuando hablamos de un tensor sobre una fibracién?
Nos referimos a un tensor de tipo (0,2) sobre la variedad espacio de la fibracién.
En este caso, al estudiar los tensores sobre una fibraciéon no trataremos a la va-
riedad espacio como una variedad aislada, sino que consideraremos la estructura de
la fibracion. El objetivo sera, como ya mencionamos en la Introduccién, generalizar
la nocién de tensor natural dada en [6] y [22] para el fibrado de bases, el fibrado

tangente y cotangente de una variedad.

2.5.1 Definicion de Tensor Natural.

Procederemos de los casos més particulares al mas general. Daremos una definicién
de los tensores naturales para los fibrados principales, fibrados vectoriales y luego
para una fibracién en general. También definiremos el concepto de tensor natural

con respecto a un super espacio, es decir sin tener encuenta ninguna estructura extra
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en la variedad base. La nocién de naturalidad no dependera sélo del tensor, sino que
también dependerd fuertemente del super espacio que estemos considerando sobre
la variedad o la fibracion.

Definicién 2.119 Sea o = (P, 7, IF) una fibracion sobre M. Decimos que un super
espacio A = (N,¥,0, R, {e;}) es un super espacio trivial sobre o si \ es un super

espacio sobre la variedad espacio P y N es de la forma N = N’ x IF.

Si = (P,m,G,-) es un fibrado principal sobre M y A = (N, v, O, R, {e;}) un super
espacio trivial sobre «, entonces se tiene que 1) : N = N’ x G — P. Del mismo
modo, si &« = (P, 7, V) es un fibrado vectorial sobre M y \ es un super espacio trivial
sobre «, entonces N = N’ x V.

Ejemplo 2.120 Sea (LM, 7,GL(n), - ) el fibrado de bases sobre la variedad M
de dimension n. FEl super espacio X = (N,v,0, R,{e;}) sobre LM del Ejemplo
2.24, donde N = LM x GL(n), ¥(p,u,&) = (p,u.f), O = GL(n) y Ru(p,u,§) =
(p,ua,at€), es un super espacio trivial sobre el fibrado de bases de una variedad
dotada de una conexion. St M estd dotada de una métrica Riemanniana, entonces el
super espacio sobre LM del Ejemplo 2.25, cuya variedad espacio es O(M) x GL(n),
es otro super espacio trivial sobre (LM, m, GL(n), - ).

Comencemos con los fibrados principales. Sea o = (P, 7, G, ) un fibrado principal
sobre M y A = (N x G,v,0, R, {e;}) un super espacio trivial sobre «.

Definicién 2.121 Diremos que un tensor T' sobre P es A-natural con respecto a o
si (2, g) depende sélo del pardmetro del grupo G.

Observacion 2.122 Sea (LM, 7,GL(n), - ) el fibrado principal de bases de una
variedad M de dimension n. Como ya mencionamos los super espacios de los Ejem-
plos 2.24 y 2.25 son triviales sobre el fibrado de bases. En [22] se define el concepto
de tensor natural del fibrado de bases LM con respecto a la conexion de M. Se dice
que un tensor T sobre LM es natural con respecto a la conexion si VT, la aplicacion
matricial inducida por T y por el super espacio descripta en el Ejemplo 2.2, de-
pende sélo del pardmetro de GL(n), es decir que YT (p,u,&) =V T(§). Fdcilmente
se puede ver que

T es natural con respecto a la conexion si y sélo si VT es constante.
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Consideramos una variedad Riemanniana (M, g) y el super espacio sobre LM dado
en el Ejemplo 2.25. Sea T un tensor sobre M y 9T su aplicacion matricial. En
[22] se dice que un tensor T es natural con respecto a la métrica si su aplicacion
matricial satisface que 9T (p,e, &) =9 T'(§), o sea que sélo depende del pardmetro de

GL(n), y se prueba que son equivalentes:

e T es natural con respecto a métrica.

e Eristen funciones [z, : S — R tal que VT(p,e,Id) = fs-([g(ei,€;)]i;),
donde S es la variedad de las matrices simétricas definidas positivas de IR™ "

y lg(ei,e;)]i; es la matriz cuya entrada (i, j) es g(e;, e;).

Los super espacios de los Ejemplos 2.24 y 2.25 son triviales sobre (LM, 7,GL(n), -)
y nuestra definicion de tensor natural coincide en ambos casos.

Sea o« = (F,m, V) un fibrado vectorial sobre M y A\ = (N x V4,0, R,{e;}) un
super espacio trivial sobre a.

Definicién 2.123 Decimos que un tensor T sobre E es A-natural con respecto a o

si *T(2,€) depende sélo del pardmetro del espacio vectorial, es decir de la variable

€.

Observacion 2.124 Consideremos el super espacio A = (O(M) x IR",1,0(n), R
,{ei}) sobre el fibrado tangente de una variedad Riemanniana (M, g) descripto en el
Ejemplo 2.26. )\ es un super espacio trivial sobre (TM, 7, R"). En [6] se dice que un
tensor T sobre TM es natural si la aplicacion matricial inducida *T(z,€) depende

solo de £. Claramente coincide con nuestra definicion.

Ahora definamos el concepto de tensor natural en el caso general. Sea a = (F, m, IF)
un fibracién sobre M y A = (N x IF, 4, O, R, {e;}) un super espacio trivial sobre a.

Definicién 2.125 Diremos que un tensor T sobre E es A-natural con respecto a «
si la aplicacion matricial *T(z,w) depende sdlo del pardmetro de la fibra TF.
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Un super espacio es una estructura que esta dada sobre una variedad. Cuando nos
referimos a un super espacio, decimos que lo es sobre una determinada variedad.
Luego, dado un tensor T' sobre una variedad M y un super espacio A sobre M, nos
podriamos preguntar: ;Qué querrd decir que T sea A — natural?

Una variedad M la podemos identificar con un fibrado principal trivial de grupo
estructural trivial. Es decir, dada una variedad M consideremos el fibrado princi-
pal ap = (M x {1},pry,{1},-) sobre M, donde el grupo estructural es el grupo
trivial, pr; es la proyecciéon en la primera coordenada y la accién es la identi-
dad. Hay una relacién biunivoca entre los super espacios sobre M y los super
espacios triviales sobre «aj;. Un super espacio trivial sobre aj; es de la forma
N = (N x {1},¢,0, R,{e;}). Podemos notar que X induce naturalmente el super
espacio A = (N, v, O, R, {e;}) sobre la variedad M. De la misma manera, si tenemos
un super espacio A = (N, ¢, 0, R, {e;}) sobre M, luego N = (N x {1}, 4,0, R,{e;})
serd un super espacio trivial sobre a;;. Un tensor 1" sobre M, lo podemos ver como
un tensor sobre la variedad espacio M x {1} de ays. Segin definimos antes, T es
N — natural con respecto a ayy si Y T(z,1) = T(1) para todo z € N, o sea si
NT es una aplicacién constante. Se observa que *7T es constante si y sélo si 7T es
constante. Es decir

T es X -natural con respecto a ayy si v s6lo si *T" es constante .

De forma similar podriamos haber identificado la variedad M con el fibrado vectorial
trivial de fibra V = {0} 6 con la fibracién trivial cuya fibra es una variedad puntual.
Los super espacios sobre M y los super espacios triviales sobre este fibrado vectorial
trivial 6 sobre esta fibracién estan en relaciéon uno a uno y los podemos identificar.
Del mismo modo que antes, si A es un super espacio sobre M y X es el super espacio
trivial inducido sobre el fibrado vectorial o sobre la fibracion y 7" es un tensor sobre
M, entonces T es N —natural con respecto a la fibracién si y sélo si *T es constante.
Esto nos lleva a definir:

Definicién 2.126 Sea A un super espacio sobre M. Decimos que un tensor T sobre

M es A — natural si *T es constante.

Observacion 2.127 Sea E la variedad espacio de una fibracion o. Un super espa-
cio trivial sobre v es al mismo tiempo un super espacio sobre la variedad E. ;Co-
incide la nocion X — natural con respecto a o y A — natural? No necesariamente.
Veamos el siguiente ejemplo: Sea o« = (LM, m,GL(n), - ) el fibrado principal de
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bases de una variedad Riemanniana (M, g). SiA = (O(M)xGL(n),1,0(n), R,{e;})
es el super espacio trivial sobre o del Ejemplo 2.25, un tensor T es A — natural st
su aplicacion matricial inducida T es constante. Pero como mencionamos en la
Observacion 2.122, los tensores A — naturales con respecto a o es un conjunto mds

grande que los A\ — naturales.

Sin embargo, si sobre el fibrado principal o consideramos el super espacio trivial
A= (LM x GL(n),v,GL(n), R,{e;}) del Ejemplo 2.24, el concepto de A — natural
con respecto a o coincide con el de A — natural.

En general si tenemos una fibracion o = (E,m,IF) y un super espacio trivial sobre
«, entonces los tensores sobre E que son A — naturales son también A — naturales
con respecto a Q.

Sea un super espacio A = (N, 1, O, R, {e;}) sobre una variedad M de dimensién n.
Como vimos, los tensores sobre M estan en relacion biunivoca con las aplicaciones
diferenciables A : N — IR™" que satisfacen que A(z.a) = (L(a))".A(2).L(a) para
todoa € O. Si A: N — IR™" es constante, entonces A corresponde a un tensor
sobre M siy sblo si (L(a))".A.L(a) = A para todo a € O, o sea si la imagen del
morfismo de cambio de base esta incluida en el grupo GG 4. De esto se deduce que los
tensores A—naturales dependeran de la imagen del morfismo de cambio de base. En
los siguientes ejemplos consideraremos distintos super espacios sobre una variedad

M y observaremos como varia el conjunto de tensores naturales.

Ejemplo 2.128 Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Consideremos
el super espacio mds simple de todos, el inducido por el fibrado de bases
A= (LM,7,GL(n), - ,{m}). Como vimos, el morfismo de cambio de base L :
GL(n) — GL(n) estd dado por L(a) = a para todo a en GL(n) y, por lo tanto, el
unico tensor A — natural es el tensor nulo.

Ejemplo 2.129 Consideremos una métrica g sobre M. Sea (O(M),7,0(n), - ) el
fibrado principal de bases ortonormales de (M, g) y 8 = (O(M),m,0(n), - ,{m})
el super espacio sobre M inducido por este. FEl morfismo de cambio de base L :
O(n) — GL(n) estd dado por L(a) = a para todo a € O(n). Las aplicaciones
constantes de O(M) en R™™ que representan tensores, son las que cumplen que
A =a'.A.a para todo a € O(n), es decir los tensores 3 — naturales son aquellos que
tienen representancion matricial de la forma M = k.Id,y, con k € R.
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En Ejemplo 2.129 se ve que hay tensores sobre M que son 3 — naturales y que no
son el tensor nulo, que es el inico A — natural. En estos ejemplos pudimos ver que
el conjunto de tensores naturales depende del super espacio considerado sobre la
variedad.

Observacion 2.130 Sea M una variedad diferenciable y T un tensor sobre M.
Luego, T es A\ — natural para todo super espacio \ sobre M si y solo si T es el
tensor nulo.

En la Definicién 2.75, dado A = (N, ¢, O, R, {e;}) un super espacio sobre M, intro-
ducimos el espacio de invarianza Fr de un tensor 1" sobre M. No necesariamente
Fr tiene estructura de variedad pero para los tensores A — naturales la tendra. Si
N es conexa, sea L es el morfismo de cambio de base de A, tenemos la siguiente

caracterizacion de los tensores A — naturales:

Proposicién 2.131 Si T es A — natural entonces N x Im(L) C Fr.

Demostracion: SiT es \—natural, entonces *T es constante, con lo cual *T'(z) =*

T(z.a) = (L(a))!*T'(z).L(a) para todo a € Oy z € N, es decir, L(a) € Gr(z) para
todoae Oy ze N.

Si T es A — natural la aplicacién matricial inducida es constante, es decir
AT = A € R™". Para todo z € N, Gr(2) = G, donde G es el grupo de invar-
ianza de A. Tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.132 Si T es A — natural entonces Fr = N x G, donde G es un
subgrupo de GL(n).

Observacion 2.133 Las reciprocas de las ultimas dos proposiciones no son ciertas.
Sea (M, g) una variedad Riemanniana y f : M — IR wuna funcion diferenciable.
Consideremos el super espacio X = (O(M),m,0O(n), R,{m;}) sobre M inducido por el
fibrado ortonormal de bases. Sea T el tensor sobre M tal que *T(p,e) = f(p).Idpxn.
Luego Fr = O(M) x O(n) pero T no es A — natural.

Por otro lado, de la proposicion anterior tenemos que si Fr no tiene estructura de

variedad para ningun tensor T' no nulo, entonces el unico tensor X — natural es el
tensor nulo.
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Proposicién 2.134 Sean A y X' dos super espacios sobre M y (f,7) : X — X un
morfismo de super espacios con aplicacion de entrelazamiento C. Sea T un tensor
sobre M N — natural y A € R™" tal que T = A. Luego, T serd \ — natural siy
solo si [(C(2))71LA.(C(2))7! es constante.

Demostracion: Se deduce de la Proposicion 2.61. o

Proposicién 2.135 Sean A = (N,v,0,R,{e;}) y N = (N',¢',O', R, {e.}) dos
super espacios sobre una variedad M y T un tensor sobre M que es X\ y N -natural.
Sean A y B € R™™ tales que T = A yXT = B. Si (f,7) : A — X es un
morfismo de super espacios y C' es su aplicacion de entrelazamiento, entonces se
cumple que

C(2)"AC(z)=B
para todo z € N.

Demostracion: También se deduce de la Proposicion 2.61. o

En particular, si A = X y T es un tensor A — natural, T resulta invariante por
(f,7). Si ' = A, se tiene que A = C(2)".A.C(z) para todo z € N, es decir
que para cualquier cualquier automorfismo la aplicaciéon de entrelazamiento tiene
su imagen en el grupo de invarianza de 7. Si consideramos el super espacio A =
(LM xGL(n),v,GL(n), R, {e;}) del Ejemplo 2.24, sabemos que cualquier aplicacién
constante A : LM x GL(n) — R 7)%(4+7%) yiene inducida por un tensor de
LM. Luego, si (f,7) : A — X es un morfismo de super espacios, su aplicacién
de entrelazamiento C : LM x GL(n) — GL(n + n?) es constantemente igual a la
matriz identidad de IR x (7%,

Proposicion 2.136 Sean A y X' dos super espacios sobre M. Sea (f,7): X — X
un morfismo de super espacios y X' T = A un tensor X' — natural. Luego, YT o f

corresponde a un tensor sobre M si y solo si
(L(a))".A.L(a) = A

para todo a € O. En ese caso, existe H tensor sobre M tal que *H = A, o0 sea H es
A — natural.

Demostracion: Como T es N — natural y YT = A € IR™™, se tiene que
(L'(a")".A.L'(d') = A para todo ' € O'. De la Proposicién 2.60, se sigue que
AT o f corresponde a un tensor sobre M si y sélo si L(a)!.A.L(a) = A para todo

a € O, que es lo que queriamos ver.
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2.5.2 Subsuper Espacios.

Definicién 2.137 Sean A = (N, 9,0, R,{e;}) y N = (N', o', O, R, {€;}) dos super

espacios sobre M. Decimos que X' es un subsuper espacio de \ si :

1. N' C N es una subvariedad inmersa.
2. ' = |y, es decir N = N, N N'.
3. 0" C O es un subgrupo de Lie y R (z) = Ry(2) sia € O yz e N'.

4. Existe A € GL(n), tal que {€}(2)} = {ei(2)}.A para todo z € N'.

Observaciéon 2.138 En esta situacion, llamamos iy ny a la inclusion de la va-
riedad N' en N y a la inclusion del subgrupo O" en O la notamos con io o. Luego,
X' es un subsuper espacio de A si y solo si la aplicacion iy y es una inmersion,
(in' Ny i0r0) - N —= X es un morfismo de super espacios y la aplicacion de entre-
lazamiento asociada a (in' n,ior0) €S constante.

Ejemplo 2.139 Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana de dimension n y orien-
table. Sea v > 0 el indice de la métrica y O, el grupo ortogonal del mismo indice.
Con GLT(n) notamos al grupo de matrices inversibles de determinante positivo y
SL(n) el grupo de matrices con determinante igual a uno. Sean

e \o= (LM, m,GL(n), - ,{m})

o \ = (L"(M), m,0,, Ry ,{m}), donde L"(M) es el conjunto de bases ortonor-
males de (M, g).

o \y = (LT(M), n,GL*(n), Ry ,{m}) , donde L™ es el conjunto de bases

positivamente orientadas.

e Si g es una métrica Riemanniana, sea A3 = (SL(M), m,SL(n), Rs ,{m}),

donde SL(M) es el conjunto de bases ortonormales y positivamente orientadas.

Recordemos que la accion candnica de GL(n) sobre LM esta dada por (p,u) -
a=(p, > wal,....> 0 wal) para (p,u) en LM y a en GL(n). Las ac-
ciones {R;} para i = 1,2,3, son la restriccion de accion candnica de GL(n)
sobre LM a los grupos y espacios respectivos.
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A1, A2, A3 son subsuper espacios de \g, Yy A3 €s a su vez subsuper espacio de A1 y de

Az.

Ejemplo 2.140 Sea M una variedad paralelizable de dimension n, V un espacio
vectorial y V' un subespacio de este. Sea GL(V') los automorfismos lineales de V
y GL(V, V") los automorfismos que dejan invariante a V'. Consideremos el super
espacio A = (M x V,pri,GL(V'), Ry, {e;}) sobre M, donde la accion es R¢(p,z) =
(p, f(2)) para todo (p,z) en M xV y f en GL(V), ye; =é€;0pr; para 1 <i <n,
donde {éy,---,e,} son campos sobre M que trivializan su fibrado tangente. Si X' =
(M x V' pri, GL(V, V"), Ry, {e;}), tenemos que X' es un subsuper espacio de .

Proposicion 2.141 Sea N y A dos super espacios sobre M, de modo que N sea
subsuper espacio de . Si'T tensor sobre M es A—natural entoncesT es N —natural.

Demostracion :

T ()i = T(W'(2)(€i(2), €5(2) = T((2) (LiLy =) AL 20 es(2) A3) =

= > ALASPTY;, luego AT es una aplicacién constante.

Observacion 2.142 El reciproco no es cierto. Pues el super espacio N inducido por
el fibrado ortonormal de bases de un variedad Riemnaniana (M,g) es un subsuper
espacio de aquel inducido por el fibrado de bases de M, sin embargo, sabemos que

hay sobre M tensores N — naturales que no son el tensor nulo.

La siguiente definicién generaliza el concepto de morfismo de super espacios. Sean
A= (N,v,0,R, {e;}) y N = (N, ¢/, O, R',{e}}) dos super espacios sobre M y M’
respectivamente y h : M — M’ una funcién diferenciable. Sea f : N — N’
diferenciable y 7 : O — O’ un morfismo de grupos:

Definicién 2.143 Decimos que (f,T) es un morfismo de super espacios a lo largo
de h si f(z.a) = f(z).7(a) para todo z € N y todo a € O y el siguiente diagrama
conmuta:
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Observaciéon 2.144 Si M = M' y h = Idy;, un morfismo de super espacios a lo
largo de la identidad es un morfismo de super espacios a secas.

Ejemplo 2.145 Sea A = (N,v,0,R,{e;}) un super espacio sobre M y W un
abierto de M. Consideremos N' = ¢p=Y(W), que es una subvariedad de N, i)' =
Y|y, O'=0, R =R ye, =e]n. Luego podemos ver que N = (N', ¢/, O, R, {e;})
es un super espacio sobre la variedad W y la aplicacion inducida por la inclusion
de N' en N y por el morfismo identidad de O (i,id) : N — X es un morfismo de

super espacios a lo largo de la inclusion de W en M.

Ejemplo 2.146 Si M estd dotada de una métrica Riemanniana, sea X = (O(M) x
R™4,0(n), R, {e;}) el super espacio sobre TM del Ejemplo 2.26. Recordamos

que la proyeccion es ¥ (p,u,&) = (p, Zulé’ la accion del grupo ortonormal estd

definida por R,(p,u) = (p,u.a,&.a) y Zas aplicaciones de referencia son e;(p,u, &) =
(Tr*a,b(p,u,&) X Kw(l)7%€))_1<ui70) Y en+i<p7 u, f) = (T‘-*w(p,u,g) X Kw(P,u,@)_l(Ovui) si 1 <
1 < n. También consideremos el super espacio sobre el fibrado unitario tangente
TiM, que vimos en Ejemplo 2.27, N = (O(M),y',O(n — 1), R',{€}}), donde la

proyeccion es V' (p,u) = (p,u,), la accz’o’n del grupo O(n —1) sobre la variedad espa-
n—1

cio O(M) estd dada por R, (p,u) = (p, Z wal, ..., Z wial |, u,) y las apliaciones
— i=1
de referencia son €}(p,u) = (ﬂ*w(w) X Kw(p w) Hu,0) sil <i<nye,(pu) =
(Tapipy X Koppay) 7 (0,u5) 801 < i <n—1. Luego, sea f: O(M) — O(M) x R"
a 0

y7:0(m—1) — O(n) definidas por f(p,u) = (p,u,e,) y 7(a) = (O 1), donde

en es el n-ésimo vector de la base canonica de R". Claramente (f,7) : N — X es

un morfismo de super espacios a lo largo de la inclusion de TyM en T M.

Ahora, que tenemos definido el concepto de morfismo de super espacio a lo largo
de una aplicacion, podemos ampliar el concepto de subsuper espacio. Sea M un
variedad de dimensién n y M’ una subvariedad inmersa de dimensién n’. Con
h : M’ — M notamos a la inmersién referida. Sea X' = (N', ¢/, 0’ R',{e}) y
A = (N,¥,0,R,{e;}) dos super espacios sobre M’ y M respectivamente y consi-
deremos (f,7) : ' — X\ un morfismo de super espacios sobre h. Para todo 2’ € N’
[y (Z,)(M{p,(z,)) es un subespacio de dimensién n’ de My ) v estd generado por
(o (€1(2), oo by (€3,(27)) . Como {e;(f(2'))} es una base de Mys(.ry), para
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cada 2/ € N’ existe una matriz A(z’) € R"*", de rango n’, de modo que la aplicacién

A: N — R™™ satisface que

n—n'

——
,O,...,O}:{Gl

Do (N ey (€ () (FED - enlF LA
Id(2n—1)x(2n-1)

0
0 0> donde la fila y la columna

En el ejemplo anterior, A(p,u) = (
n-ésima son nulas.

En esta situacion, es decir, sea X' y X super espacios sobre M’ y M respectivamente

y h: M' — M una inmersién, generalizemos la nocién de subsuper espacio:

Definicién 2.147 (Generalizada de subsuper espacio) Decimos que N es un
subsuper espacio de A si existe (f,T) un morfismo de super espacios a lo largo de la
inmersion h, de modo que f es una inmersion y la aplicacion A inducida por (f,T)
es constante.

Sea M una variedad y T" un tensor sobre ella. ;Existe un super espacio A de modo que
T sea A — natural? Por ejemplo, si G' es una métrica Riemanniana y consideramos
el super espacio inducido por el fibrado ortonormal de bases con respecto de G,
es decir A = (Og(M),m,0(n),-,{m}), luego *G = Id,xn. Por lo tanto, para una
métrica Riemanniana existe un super espacio de modo que esta es natural. Vale el

siguiente resultado:

Proposicion 2.148 Sea T un tensor simétrico sobre M, de indice y rango cons-

tante, entonces existe un super espacio \ sobre M tal que T es N\ — natural.

Demostracion: Si T tiene rango cero entonces es el el tensor nulo y es natural en

cualquier super espacio. Supongamos que el rango de T" sea mayor o igual que 1 y el

indice de T" sea r—s. Para todo p € M, existe una base {vy, ..., Vs, Vsi1, .-, U, Upi1,
Idgys 0 0

..., Uy} de M, que satisface que [T'(p)(vs, v;)] = 0 —Idy_gxo-s) 0| =1
0 0 0

(r > 1). Tomamos A = (N, 7,0, -,{m}), donde N = {(q,v) € LM : [T(q)(v;,v;)] =
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O(s) 0 0
I}, el grupo es O = 0 O(r—s) 0 , la accién, la proyeccion a
0 0 GL(n—r)

M 1y las aplicaciones de referencia {m;} son las inducidas por LM.

Si T es un tensor sobre M, sea “MT : LM — R™™ la aplicacién matricial de T
inducida por el super espacio de LM . Dado A un super espacio sobre M, tenemos un
morfismo entre A\ y LM definido por I'(2) = (¢(2),e1(2), - - -, en(2)), cuya aplicacién
de entrelazamiento es el morfismo de cambio de base L de A. Claramente, se tiene
la siguiente igualdad:

A=t ToT

por lo tanto, si T es A\ — natural entonces Imgl’ C (FMT)~1(A) para alguna matriz
A e R

Proposicion 2.149 T es natural para algin super espacio X si y solo si existe una
matriz A € R™™ y un subsuper espacio de LM incluido en (MMT)71(A).

Demostracion: Supongamos que T es A — natural (A = (N,v¥,0, R,{e;})), en-
tonces " = A. Consideremos X' = (I'(N),w, L(O), - ,{m}), donde las proyecciones
y la accién son las inducidas por el super espacio LM. La aplicacion 7 : ['(N) — M
es una submersién. Es suryectiva porque 7(I'(N)) = ¢»(N) = M. Seap € M y
z € (¥)7H(p), luego 7(T'(2)) = p. Veamos que ., : Np) — M, es suryectiva.
Dado v € M, existe w € N, tal que ¢,_(w) = v. Sea o una curva en N de modo que
a(0) = zy &(0) = w. Luego, B(t) = I'(a(t)) es una curva en I'(IV) que satisface que
B(0) =I'(z). Porlo tanto, ., , (3(0)) = Dlo(m(B(t))) = 9, (w) = v. La accién y las
proyeciones son las heredadas del super espacio inducido por LM . Luego, se cumple
que *T = A. L(O) actua transitivamente en I'(N), ya que (¢(2),e1(2),...,en(2))
estd en la misma fibra que (¢¥(2'),e1(2'),...,en(Z')) siy sblo si 2/ = z.a, entonces
{ei()} = {ei(2)}-L(a).

Por otro lado, supongamos que para una matriz A € R"*" existe A = (N,v,0, R,
,{ei}) subsuper espacio de LM incluido en (*™T)~1(A). Sea entonces, (f,7): A —
LM el morfismo de super espacio a lo largo de la identidad de M, tal que f es una
inmersiéon y que f(N) C (!MT)71(A), y sea B € GL(n) la matriz que cumple
que {e;(2)} = {m(f(2))}.B. Entonces, la aplicacién matrical de T es [*T(z)] =
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T(6(2)) ex(2), () = BLT () (m(f(2)), 75(f(2)))].B = B'.A.B, con lo cual se

ve que es A — natural.

Observacion 2.150 Si T es un tensor A\ — natural entonces, los super espacios
incluidos en (*MT)"Y(A) para alguna matriz, son fibrados principales, ya que la

accion del grupo es sin punto fijo.

Observacion 2.151 Conuviene observar, que dado una variedad M, hay tensores
sobre esta que mo son A\ — naturales para ningin super espacio \. Veamos un
ejemplo: Sea T un tensor no nulo sobre M, es decir que exista p € M tal que
T(p) : M, x M, — R es no nula. Sea f : M — IR diferenciable de modo
que f(p) # 0 y f(q¢) = 0 para algin q # p. Consideremos el tensor sobre M
dado por T(f) = f(§).T(&). Si existe un super espacio A sobre M tal que M = A
entonces, A debe ser la matriz nula. Pues, si ¥(z) = q, tenemos que A = T(z) =
[Tv(q)(ei(z),ej(z))] = 0. Pero, si 2 € (¢¥)"Yp), la aplicacién matricial en 2’ es
M) = [T(q)(ei(2), e5(2'))] = F()T(p)(ei(2').e;(2))] que es distinta de cero. Con

lo cual se ve que T no es A — natural.

2.6 Atlas de Super Espacios.

En esta seccion indicaremos al super espacio (LM, w, GL(n), - ,{m}), inducido por
el fibrado de bases de M directamente con LM y al super espacio inducido por el
fibrado de bases ortonormales de (M, g), con O(M).

Definicién 2.152 Sea M una variedad y sea A = {\; = (N;, ¥y, Oy, Ri, {e;}) bier un
conjunto de super espacios sobre M. Decimos que A es un atlas de super espacios
si para todo i,j € I existe un morfismo de super espacios (fij, 7i;) : i — A; de

modo que f;; : N; — Nj es un difeomorfismo.

Para abreviar, diremos que dos super espacios X\ y 3 son compatibles si existen dos
morfismos de super espacios (frg, Tag) : A — By (foa,750) 1 § — A de modo
que fig y fs sean difeomorfismos. Luego, un atlas de super espacios sobre M no es
otra cosa que un conjunto de super espacios sobre M compatibles entre si. A veces
vamos a considerar atlas de super espacios con la propiedad de ser maximales, es
decir, si A C B implica que A = B diremos que A es un atlas maximal. Otra forma
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equivalente de decir que A es un atlas maximal es: si A es un super espacio sobre

M y es compatible con los super espacios de A, entonces A € A.

Observacion 2.153 Notemos que la idea de atlas es una generalizacion natural de
la idea de super espacio. Un super espacio A\ es compatible consigo mismo, por lo
tanto A = {\} es un atlas de super espacios.

Observacién 2.154 Los morfismos (fi;, 7i;) no forman parte de la definicion del
atlas A, pedimos que existan para garantizar que los super espacios \; y \; sean
compatibles. Puede haber otros morfismos con las misma propiedad entre estos super
espacios. De todos modos, el morfismo (fi;, ;) tiene asociada una aplicacion de

entrelazamiento C;; de modo que
{(i(fis(2)} = {(eN(2)}-Cis(2)

Si A es un super espacio sobre M notamos con A =< A > al atlas maximal generado
por A. Si B yaes un atlas, B =< B > es el atlas maximal que lo incluye. Observamos

que si A es un atlas maximal entonces, A =< A > para cualquier A € A.

Ejemplo 2.155 Sea A = (N, 9,0, R, {e;}) un super espacio sobre una variedad M
de dimension n. Sea A: N — GL(n) una aplicacion diferenciable. Consideramos

el super espacio Ay = (N,1,0, R, {e}), donde ei*(z) = Z ei(2)Al(2). Si conside-
i=1
ramos F(N,GL(n)), es decir todas las aplicaciones diferenciables de N en GL(n), el

conjunto A = {A\a} acr(n.cLmn)) €s un atlas de super espacios. Dados dos super espa-
cios Aq y Ag de A, se ve claramente que son compatibles al considerar el morfismo

identidad. En este caso, la aplicacion de entrelazamiento es Cap(z) = A~(2).B(2),

pues {eB(2)} = {ei(2)}.A(2).A7Y(2).B(2) = {e(2)}.A7(2).B(2).

Observacion 2.156 Dada una variedad M existen distintos atlas de super espacios
con la propiedad de ser maximal. Esto se ve inmediatamente con ejemplos triviales.
Para esto dotemos a M con una métrica. Sean los super espacios inducidos por
el fibrado de bases y el de bases ortonormales LM y O(M) respectivamente. Por
cuestion de dimension, O(M) y LM no son compatibles y por lo tanto, los atlas
mazximales < O(M) > y < LM > son diferentes. Veamos otro ejemplo:
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Ejemplo 2.157 Sea M una variedad paralelizable y {H}!, € x(M) los n campos
que trivializan TM. Sea (N, g) una variedad Riemanniana cuyo grupo de isometrias
On actua sobre N transitivamente. Si N es una variedad de curvatura seccional
constante (como las esferas, el hiperplano hiperbolico y R™) satisface esta propiedad.
Consideremos el super espacio A\n,gy = (M x N,pri,On, Ry, {H; o pri}), donde la
accion de Oy sobre M x N estd dada por Rs(z,p) = (z, f(p)). Si (N',g') es una
variedad Riemanniana isométrica a (N,g), sea h : (N,g) — (N',¢') la isometria
en cuestion. Como (N',g') es isométrica a (N, g), también satisface que su grupo
de isometrias actua transitivamente sobre N'. Definimos de la misma manera el
super espacio A+ gy = (M x N',pri, Oy, Ry, {H; o pri}). Sea (s,7) 1 Ang) —
Mgy €l morfismo dado por s(z,p) = (z,h(p)) y 7(f) = ho foh™'. Tomando
su inverso, se puede ver que A(ng) Y Anvg) Son compatibles, con lo cual el atlas
mazimal generados por ambos coincide. Si llamamos a este atlas A =< A\(n,g) >,
el atlas { A\ gy @ (N',¢') es isométrica a (N,g)} € A. Sea (E,g) una variedad
Riemanniana cuyo grupo de isometrias Og actua transitivamente sobre E, pero que
no es difeomorfa a N. Por ejemplo, una variedad de curvatura seccional constante
y de diferente dimension. Luego, A =< Ay g) >#< \E,5) >-

Como vimos, no se necesita mucho para tener atlas maximales distintos, sélo hace
falta tener super espacios cuyas variedades ”espacio” no sean difeomorfas. La di-

mension es una restricién importante.

Definicién 2.158 Sean A y B dos atlas de super espacios sobre M. Sea F una
coleccion de morfimos de super espacios cuyo dominios son super espacios de A y
sus codomios son super espacios de 3. Decimos que F es un morfismo entre el atlas
A y B si para todo A € Ay 3 € B existe (f,7) : \ — [ que pertenece a F'.

Observacion 2.159 Sea A y B dos atlas y \g € A y By € B dos super espacios.
Supongamos que existe un morfismo (fo,70) : Ao — Bo. Consideremos el siguiente
conjunto de morfismos:

F= {f,@oﬂ ofogo f)\AmT,@oﬁ 0TpO TA)\O,}AEA, BeB

donde (fay8,T308) * Bo — B Y (fares Tang) : A — Ao son los morfismos que muestran
que los super espacios 3, By y A, Ao son compatibles respectivamente. Luego, el
conjunto F' es un morfismo entre el atlas A y B.



94 Tensores Naturales sobre Variedades y Fibraciones.

Dado un super espacio A = (N, 9,0, R, {e;}) tenemos definido un morfismo (I", L)
entre A y el super espacio inducido por el fibrado de bases LM, donde I'(z) =
(e1(2),--+,en(2)) y L es el morfismo de cambio de base de A. Recordamos que
L es satisface que {e;(z.a)} = {e;(2)}.L(a) para todo z en N y a en O. Por lo
tanto, (I, L) induce un morfismo entre el atlas A =< X\ > y el atlas generado por
< LM >. En conclusion, siempre hay un morfismo entre un atlas Ay < LM >.
. Es esta una propiedad que caracteriza al atlas < LM >7 Es decir, si tenemos un
atlas maximal B tal que para todo atlas A sobre M existe un morfismo F : A — B,
isera B =< LM >?7 Si B =< [ >, la propiedad anterior equivale a que para todo
super espacio A sobre M, incluso para LM, exista un morfismo (fy, 7)) : A — .

A

(Tx,Lx) (frm)
(I'g,Lg)

IM=__ =0
(fLasmom)
La respuesta es que no. Por ejemplo, si tenemos una variedad Riemanniana (M, g)
paralelizable y de dimension n, sean Hy, - - -, H,, campos ortonormales que trivializan
TM. Luego si A es un super espacio sobre M, sea (f,7) : A — O(M) definido por
f(z) = W(z), HL(¥(2)), -+, Ho(¥(2))) vy 7(a) = Idpxy,. Claramente, (f,7) es un
morfismo de super espacios, con lo cual para cualquier atlas A existe un morfismo
Fentre Ay <O(M)>. O(M)y LM no son variedades difeomorfas, y por lo tanto
< LM >#< O(M) >.

A

Fa,rm Fq o)
Fory,Lm

< LM > <O(M) >

Fravon

Si mantenemos la condicion de que la variedad sea paralelizable, podemos obser-
var otros atlas con esta propiedad: los super espacios inducidos por el fibrado de
bases orientadas positivamente LT M y por el fibrado de bases ortonormales orien-
tadas positivamente SL(M), que son subsuper espacios de LM, también cumplen
lo anterior y todos generan distintos atlas. Podemos agregar el atlas generado por
< (M, Idy, {1}, Ry, {H;}) >, donde R; es la accién trivial.

En general la existencia de morfismos entre atlas de super espacios no establece
ningin orden entre ellos, pues no se cumple la ley de tricotomia.
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Definicién 2.160 Sea A un atlas de super espacios sobre M y T un tensor sobre
M. Decimos que T es A — natural si T es A-natural para todo \ € A.

Observacion 2.161 Como se wve, la definicion anterior es la generalizacion del
concepto de A — naturalidad. Si consideramos el atlas A = {\}, que consta de un

solo super espacio, un tensor serd A — natural si y solo si es A — natural.

Ejemplo 2.162 Sea \ un super espacio sobre M. Consideremos el atlas A =
{Aataccrm) como en el Ejemplo 2.155, salvo que aqui las aplicaciones A son ma-
trices tnversibles constantes. Si T, tensor sobre M es A-natural, entonces T es
Aa-natural para todo A € GL(n). Con lo cual, en este caso, el conjunto de ten-
sores A — naturales coincide con el conjunto de tensores X — naturales (y con los

Aa-naturales para cualquier A ).

Sea T A-natural. Recordemos que Gap = {A € GL(n) : AA2T.A =*T}. Del mismo
modo que antes, consideramos el atlas A = {)\A}Aef(N,GAT)- Un tensor es A-natural
sy solo si es Aa-natural para todo A € Gap. Este atlas tiene la particularidad de que
hay un tensor A-natural que tiene la misma representacion matricial constante en
cada super espacio del atlas, T es invariante para cada morfismo entre los elementos
del atlas.

De la definicion de naturalidad con respecto a un atlas, queda claro, que si un tensor
es A — natural también es X — natural para todo A en A. Si bien, en el ejemplo
anterior, vimos dos casos en los que valia la reciproca, en general no se cumple que
el conjunto de tensores A-naturales coincida con los A-naturales para todos los A\ de
A, ni siquiera para algin super espacio del atlas. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.163 Sea A = (N, 9,0, R,{e;}) un super espacio sobre M con N coneza
y supongamos que tenemos f : N — IR wuna funcion diferenciable no constante
Yy que nunca se anula. Supongamos, ademds que \ admite un tensor T A-natural
no nulo. Sea X' = (N,¢,0, R,{e.}), con €;(z) = f(2).e;(z). Luego, sabemos que
NT(2) = (f(2))22 T para todo z en N, por lo tanto, T no es N — natural. De la
misma manera, si'T" es un tensor sobre M y es N —natural, este no sera A—natural.

Si consideramos el atlas A = {\, X'}, luego el inico tensor A — natural es el nulo.

Aqui vimos un ejemplo de dos super espacios muy parecidos, compatibles, que no
comparten tensores naturales mas alla del nulo. El concepto de naturalidad es muy

sensible a variaciones en la aplicaciones de referencia.
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Observaciéon 2.164 Sea A un atlas mazimal de super espacios sobre M. Luego,
el unico tensor A — natural es el tensor nulo. Pues, sea A = (N,1,0, R, {e;}) un
super espacio de A, concideremos f : N — IR una funcion diferenciable nunca
nula y construyamos X' como en el Ejemplo 2.163. Dado que el atlas A es mazimal,

N € A, y como ya vimos, el inico tensor X — natural y N — natural es el nulo.

Definicién 2.165 Sea A un atlas de super espacios sobre M y T un tensor sobre M.
Decimos que T es A— natural débil si existe A € A de modo que T sea A — natural.

Observacién 2.166 Si A = {\} o si A es como en el Ejemplo 2.162, entonces el
concepto de A-natural débil coincide con el de A-natural. Por definicion se tiene

que { Tensores A — naturales débiles } = U {Tensores A\ — naturales}.
AeA

Cuando esté en juego la estructura de una fibracion, sera 1til considerar los siguientes
tipos de atlas:

Definicién 2.167 Sea o = (E,7w,TF) una fibracién. Decimos que un atlas A sobre

E es un atlas trivial sobre o si todo super espacio de A es trivial sobre a.
Tenemos la generalizacién del concepto de naturalidad con respecto a una fibracion:

Definicién 2.168 Sea A un atlas trivial sobre una fibracion a = (E, 7w, IF) y T un
tensor sobre E. Decimos que T es A-natural con respecto a a si T es A-natural con

respecto a « para todo super espacio de A.

Ejemplo 2.169 Para cada W base de g sea A\ = (N, 1,0, R, {elV}) el super espa-
cio sobre el fibrado principal « = (E,m,G,-) dotado con una conezrion w, descripto
en el Ejemplo 2.20. Recordamos que N = Ny x G, la proyeccion estd definida
por ¥(q,u,g) = q.g, el grupo que actua sobre N es O = O(n) x G y la accion
es R (q,u,9) = (gh,ua,h™'g). Las aplicaciones de referencia son e}’ (q,u,g) =
(g X Kqg) H(ui,0) y e i(a,u, ) = (Tgg X K,4) (0, W;). Los super espacios Ay
son triviales sobre o y compatibles entre si, por lo tanto A = {A\w }werq €s un atlas
trivial sobre a. St W' y W son bases de g, sea A € GL(k) tal que W' = W.A.

Luego se ve sin dificultad, que la aplicacion de entrelazamiento del morfismo identi-
]dnxn 0

0 A)

Los tensores sobre E cuya representacion matricial, la inducida por \w y por Ny,

dad (Idy, Ido) : Adw — Ny es la aplicacion constante C(q,u, g) = (
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solo depende del parametro del grupo G, coincide en ambos casos. El conjunto de
los tensores que son A — naturales con respecto a «, son aquellos que tienen para
algun super espacio Ay, la siguiente representacion

f(9)Idnyy 0 )

donde f: G — R y B : G — IR¥** son funciones diferenciables.

Como en la naturalidad de tensores sobre variedades, también sucede que si A es
un atlas maximal trivial sobre una fibracion o = (E, 7, IF), el tnico tensor A —
natural con respecto a « es el tensor nulo. Si A=< X = (N xIF,¢,0, R, {e;}) >,
consideremos el super espacio de A N = (N x IF, ¢, 0, R, {f(2)e;(2,€)}), donde
f: N — IR es una funcién diferenciable y no nula. Un tensor sobre E es Ay X

natural con respecto a « solamente si se trata del tensor nulo.

Daremos una version débil de la A-naturalidad con respecto a la fibracién:

Definicién 2.170 Sea A un atlas trivial sobre una fibracion o = (E,7,IF) y T un
tensor sobre E. Decimos que T es A-natural débil con respecto a v si'T es A\-natural
con respecto a o para algun super espacio de A.

2.7 Super Espacios y Grupos de Lie.

Sea GG un grupo de Lie de dimension n. Notamos con e al elemento neutro de G. Si
v=1{v1,...,v,} esuna base de gy g € G, sea

Hi(g) = (Ly)«.(v:) € Gy

el tnico campo invariante a izquierda de G tal que HY(e) = v;. Luego, {H{(g),
..., H%(g)} es una base del espacio tangente a G en g. Veamos algunos ejemplos de

super espacios sobre G.

O GxG:

Como G es un grupo de Lie, consideramos el fibrado principal trivial canénico sobre
G de espacio G x G. Dado que G es paralelizable, recordemos la Observacion

2.23, este induce un super espacio sobre G. Si fijamos una base v de g, sea A\’ =
(N, 9,0, R,{e;}) el super espacio sobre G dado por:
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N=GxG

1 : N — G dada por ¢(g,h) = g.h

O = G y la accién Ry(g,h) = (g.a,a1.h)

e’(g,h) = HY(g.h) para 1 <i <mn.

Tenemos que las aplicaciones de referencia e se comportan con respecto a la accion

R del siguiente modo:

el o Ry(g,h) =€l (g.a, a’l.h) = Hf(gaa’lh) =e/(g,h),

luego, el morfismo de cambio de base L : G — GL(n) es constantemente igual
a la matriz Id,.,. Para cada tensor 1" sobre (G, la aplicacién matricial inducida
AT o N — IR™"™ estd dada por

M T(g,h))i; = T(gh)(H (gh), H! (gh))

y cumple que
MToR,="T.

Observaciéon 2.171 Como el morfismo de cambio de base es constantemente igual
a la matriz identidad de IR™™", toda aplicacién matricial constante correponde a un
tensor sobre GG. Los tensores sobre G \' — naturales estdn en relacion biunivoca
con las matrices de R™™".

Observacién 2.172 Sea T un tensor sobre G, luego su aplicacién matricial " T(g, h)
depende solo de un parametro si y solo st T es \V —natural. Pues, supongamos que
sdlo depende del sequndo pardmetro, entonces [N T(g',1'));; = [N T(g'hh/' = 1)) =
T(g'h)(H}(g'h), H}(g'h)) = NT(g',h)li; = [N'T(g,h))i;, es constante. Si la apli-
cacion matricial depende de solo del primer pardmetro verificamos en forma andloga
la observacion. Las métricas invariantes a izquierda sobre G son tensores de este
tipo.

Si elegimos otra base v', tenemos definido otro super espacio A?" sobre G del mismo
tipo. Veamos como se relacionan A’ y \¥. Como ¢/ y v son bases de g, existe
ayy € GL(n) tal que v/ = v.ayy. Luego
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n n

ef'(9,h) = Hy' (gh) = H;""(gh) = Z(avv’)iH;}(gh) = Z(awf)ﬁe?(g,h)y con lo

=1 =1
cual tenemos que

e;), (9,h) = €i(g,h).aup

’
Las matrices de *"T y *" T se relacionan por:

’

A T = (aw/)t.’\vT.am,/
pues

X T(g, )iy = T(gh)(HY (gh), HY (gh))
= (aw)}-[T(gh)(H; (gh), H! (gh))]-(auw);

Para no sobrecargar la notacién, notemos con A y X a AV y A\” respectivamente .
Sea (f,7) : A\ — X el morfismo definido por f(g,h) = (g,h) y 7(a) = a. Resulta
que el morfismo de entrelazamiento C' : G — GL(n) de (f,7) es constante, es
C(g,h) = ay para todo (g,h) € G x G. Por lo tanto, un tensor 7" sobre G es (f, 7)

invariante si y s6lo si a,, € Gr(g, h).
Algunas observaciones:

e Para todo T tensor sobre G, T o f corresponde a un tensor sobre G, pues
L'or=L.

e Si* es de tipo I,, T es invariante si y s6lo si ayy € O,.

e Si v = v/, todos los tensores de tipo (0,2) sobre G son invariante (/(s,) =

X2(G)).

e Si T es no degenerado para algin punto de G y T' € I(;), entonces det a,, =
+1.

e Si tenemos un tensor T sobre G tal que para una base v de g T resulta
N\ —natural, entonces T serda A —natural para toda v’ base de g. El conjunto

de tensores \V — natural es independiente de la base elegida.

O G x Lg:
Sea A = (N, 1,0, R, {e;}) el super espacio sobre G definido por:
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e N=Gx Lg.
e ¢y: N — G donde ¥(g,v1,...,0,) =g.
e O=GL(n)y R.(g9,v) = (g,v.a)

e Las aplicaciones de referencia estan dadas por e;(g,v) = H(g).

Si componemos las aplicaciones de referencia e; con la accién tenemos que:

ei((9.0):6) = eilg, v.€) = H*(9) = (Ly)..((v:£):)

=N (L) (v) =Y enlg,v).€,

r=1

por lo tanto,

{ei} o Re = {e;}.€

Sea T un tensor de G, luego su aplicacién matricial inducida " : N — IR™"

satisface que

Mo Re = ¢ T.¢

para toda £ € GL(n), pues el morfismo de cambio de base para este super espacio

es L(£) =¢.

Observacion 2.173 Se puede ver facilmente que el unico tensor X — natural es el
nulo.

En este super espacio las métricas sobre GG invariantes a izquierda no son natu-
rales. Si consideramos aquellos tensores sobre GG tales que su representacion ma-
tricial sélo depende de la base del algebra de Lie, es decir *T'(g,v) =* T(v), en-
tonces cualesquiera sean g y ¢ resulta que *T(g,v) =" T(¢',v), en particular,

A'(g,v)]i; = [*T(e,v)]s; = T(e)(vi,v;). Tenemos la siguiente proposicién:

Proposicion 2.174 Sea T una métrica sobre G. T es invariante a izquierda si vy
solo si M (g,v) => T(v).
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Demostracion :

—>) Supongamos que 7" es invariante por izquierda,

PT(g, )5 = T(9)((Lo)e. (v3), (Lg)e, (1)) =
T(e)((Ly1)ey ((Lg)es 00)): (Ly1)oy ((Lg)e, (00))) = T(e) (01,05) = [T e, )5

Por lo tanto, I sélo depende del pardmetro correspondiente a la base del algebra
de Lie.

=) Sean g,h € Gy w,v € T,G. Queremos ver que 7' es invariante a izquierda
T(g)(v,w)=T(h )((Lh)*g(v), (Lh)*g(w)>. Sea {uq,...,u,} base de g. Luego, v =

Z uz yw= sz *e uz con lo Cuala (Lh)*g(v> = Zvi<th)*e<ui) y

(Lh)*g = Z w;(Lpg)+, (w;), por lo tanto,
T(hg)((Ln)w, (v), (Lp)e,(w)) = (v1 ..oy va) M(hgou). | F | =
=(v1 ooy va) Mgou). | P =T(9) (v, w)

Sea T un tensor cuya aplicacién matricial inducida sélo depende de la base del
algebra de Lie, o sea *T'(g,v) =" T'(v). Sabemos que para £ € GL(n), *T(g,v.£) =
(6)!.AT (e,v).£. Fijemos una base de vy de g. Si v es otra base de g, entonces existe
¢ € GL(n) tal que v = vy.{. Podemos definir F' : Lg — GL(n) de modo que
v = vg.F'(v). En ese caso, podemos escribir la aplicacién matricial inducida por el

tensor 7' como

A (g,v) = (F ()T (e, v0).F(v)

Se obtiene la siguiente proposicion:

Proposicién 2.175 ' depende solamente de v si y solo si existe A € R™" y
F : Lg — GL(n) diferenciable tal que F(w.§) = F(w).§, de modo que

’\T(g, w) = (F(w))".A.F(w)
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O G xGL(n) :
Fijemos una base v de g. Sea A = (N, O, R,1,{e;}) el siguiente super espacio:

N =G x GL(n)

Y : N — G dada por ¢(g,§) = g

e O=GL(n)y Ri(g,&) = (g,&a)

e ¢;: N — TG, donde e;(g,€) = H'*(g).

La aplicaciones e; se comportan con respecto a la accion:
{e;} o R, = {ei}.a

ademds, se puede ver que e; 0 R,(g,&) = e;(g, Id).(a).

Los tensores sobre GG estan biunivocamente relacionados con las aplicaciones matri-

ciales diferenciables de N en IR"*" que satisfacen que
*oR,=d" Ta

Se cumple que *T(g,€&) = &2 (g, Id).£. De lo cual se deduce que el tinico tensor
A — natural es el tensor nulo.

Si M(g,¢) =* T(€), tenemos que *T(g,§) =* T(g,1d.§) = & (g,1d).€
= ¢AT(1d).€. Luego *T depende solamente de € si y sélo si es de la forma

A (g,€) = AL con A e R™™.

Si tomamos otra base v’ de g, tenemos que la relacién entre las aplicaciones matri-
ciales es

T (g, Id) = (av) X T(g, 1d)- ()
donde a,, es la matriz que cumple que v/ = v.a,,. Se puede ver sin dificultad que:

e T es AV —natural siy sélo si T es X! — natural.

o N'T depende solamente de ¢ si y s6lo si *"T depende sélo de &.
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O Gx0O(n):
Fijemos una base v de g. Sea el super espacio A = (N, 9,0, R,{e;}) sobre G dado
por:

e N =G xO(n).
e U(g,8) =g

e O=0(n)y Ra(g.€) = (9,a)

e ¢;: N — TG dadas por ¢;(g,¢) = Hf‘f(g).
Tenemos lo siguiente:

e Las funciones ¢; y la accién satisfacen que:

— {e;} o R, ={e;}.a
— {ei}((9,6)-0) = {eilg, 1d)}.(Sa)

e Los tensores de tipo (0,2) sobre G estan biunivocamente relacionados con las

aplicaciones diferenciables *T : N — IR™*" que cumplen

AToR, =a' M.a

También se puede ver sin dificultad que *7'((g,&).a) = (£a)' (g, Id).(Ea).
e Un tensor T es A\ — natural siy s6lo si (g, &) = k.Id,xn, k € R.

e Si v es otra base de g sea X' el super espacio inducido por esta sobre GG. Sea
a € GL(n) tal que v = v.a. Si T es un tensor A\ — natural, se puede ver
sin dificultad que [NT(g,€)]s; = f(g)[€".a".a.€];j. Por lo tanto, si v' = v.a con
a € O(n), el conjunto de tensores A —naturales coincide con el de los tensores

N — naturales.

e *T depende solamente del pardmetro de O(n) si y sélo si es de la forma

A (g,€) = €LAL con A e R™™.
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2.8 Bundle Metrics.

Sea (P,m,G, - ) un fibrado principal dotado de una conexién w sobre una variedad
semi-Riemanniana (M, 7). Sea k la dimensién del grupo estructural G y n la di-
mension de M. Notamos con Maq(g) al conjunto de las métricas sobre g invariantes

por la aplicaciéon adjunta. Definimos en P la siguiente métrica:

PR)X,Y) = (7 (p)) (7o) (X), 7y (V) + (L0 m)(p) (w(X), (1))
donde X,Y € B,y [ : M — Maa(g), (ver [18] y [16]).

Definicion 2.176 Sil: M — Maa(g) es constante, decimos que h es una bundle
metric.

Observacion 2.177 Si el grupo de Lie es compacto, entonces el conjunto Maq es
distinto de vacio, esto puede consultarte en [20]. Si ademds el algebra del grupo
de Lie es simple entonces solo admite una métrica definida positiva ad-invariante

(salvo multiplicacion escalar), esto se puede ver en [33].

En lo que sigue vamos a considerar las métricas h que construimos con [(p) =
e.f(p).lp, donde e = £1, f : M — TR diferenciable y Iy € Maq(g) fija. Estas
métricas tienen mucho interés pues son las que se utilizan en los modelos de Kaluzza-
Klein.

Definicién 2.178 Si p : (N,J) — (M,r) es una submersion entre variedades
Riemanniannas (semi-Riemannianas), y notamos con H, (que llamamos subespacio
horizontal con respecto a la métrica) al complemento ortogonal de V,, (subespacio
vertical) para w € N, entonces se dice que p es una submersion Riemannianna

(semi-Riemanniana) si

P(p() (P (X), pua(Y)) = T@)(X,Y)
para todo w € N y todo X, Y € H,.

Observacion 2.179 En nuestro caso sabemos que w: P — M es una submersion
y es facil ver que el subespacio horizontal que induce la conexion coincide con el
complemento ortogonal por h del subespacio vertical, es decir ker(w(p)) = (V,)™".
Luego, de la definicion de h se desprende que h(p)(X,Y) = r(m(p)) (7, (X), 7, (Y))
si X,Y € H,, y por lo tanto, w : (P,h) — (M, r) resulta una submersion Riema-
nniana.
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Para (P,m,G, - ) dotado de la conexién w consideremos el super espacio
A = (N,9,0,R,{e;}) sobre P dado en el Ejemplo 2.8. Recordemos que N =
Ny x O(g) x G, la submersién es ¥(q,u,v,9) = q.g, el grupo de Lie es O =
O(n) x O(k) x G que actua sobre N por Rapn)(q,u,v,9) = (qgh,ua,vb,h 'g) y
las aplicaciones de referencia estdn dadas por e;(p,u,v,9) = (T4 X f(p,g)*l(ui,())
Y ent; (D1, 0,9) = (Fpg X Kpg) 1(0,v;). A es un super espacio trivial sobre el fi-
brado principal. Observamos que O(g) es el conjunto de bases ortonormales de g
con respecto a [y, que es la métrica ad-invariante que utilizamos en la construccion

de h.

Proposicién 2.180 La métrica h es un tensor A-natural con respecto a (P, 7,G, )
sty solo si h es una bundle metric.

n+k)x(

Demostracion: Sea *h : N — R! "+k) 1o aplicacién matricial inducida

por h. Por definicién *h(p,u, v, g) es la matriz de h(p.g) en la base {e;(p,u,v,q)
senti(p,u,v,9)}. Més prescisamente para 1 < i, j < n tenemos que:

h(p.g) (6i(p7 u,v,9),e;(p,u,v, g)) = 7(ms,, (62'(177 U, v, g)), T, (€5(Ps us v, 9)))+

+107(pg) (w(pg)(ei(p, . v, 9)), w(pg) (e5(p, .0, 9)))
= g(u;, u;) +0 =9,
Paral<i:<nyl1l<j<k:
h(p-g)(ei(pa u,v, g)v en-i-j(pv u,v, g)) =0= h(p'g)(en+j(p> u,v, g)? ei(pv u,v, g))
Para 1l <14,5 < k:
h(p'g)(€n+i(pa u,v, g)’ 6n+j(pv u,v, g))
=0+ 1om(pg)(w(pg)(enti(p,u, v, 9)),w(pg)(ent;(p,u,v,9)))
= lom(pg)(vi,v;) = e.f((p))-i;

Luego,

Id, «n 0
M, 0, g) = ( : )

0 e f(r(p)Idpxk

Por lo tanto, *h(p,u, v, g) depende s6lo del pardmetro del grupo de Lie G si y sélo
si f es constante.
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Observacién 2.181 La proposicion anterior sigue valiendo, de alguna manera, si
no tmponemos condiciones sobre la funcion | : M — Mgyy. St consideramos
un super espacio similar a A, con la diferencia que lo construimos utilizando otra

métrica ad-invariante sobre g, pongamos que la llamamos ly, la representacion ma-
Id,wn 0

0 [U(m(p))(vi, v;)]

M y sea p € Porppy. St Ah solo depende del pardmetro del grupo G, entonces

tricial inducida por h es *h(p,u,v,g) = < ) Fijemos x en

[[(2) (vi, v;)]i5 = [I(x) (v}, v])]ij 81 v yv" son dos bases ortogonales con respecto a ly.
Si fijamos una base vy, consideremos la matriz dada por A;; = 1(z)((vo):, (vo);)-
Cualquier otra base ortogonal con respecto a ly se escribe como v = v1.B con
B € O(k). Luego, tenemos que B'.A.B = A para todo B € O(k), con lo cual
A = 0.1dgxk. Por lo tanto, l(x) = 6(x).ly, pero como no puede depender de la fi-
bra, la funcion | debe ser constantemente un multiplo escalar de ly. Finalmente,
*h(p,u,v, g) dependerd sélo del pardmetro g siy sélo sil = 6.1y con & constante. En
este caso no obtenemos que la condicion suficiente sea ser una bundle metric, sino
las bundle metrics que construimos a partir de la métrica ly. En la proposicion ante-
rior pasa lo mismo. Recordemos que teniamos restringido el conjunto de las métricas
h a las que l(z) = e.f(x).ly y por lo tanto también el conjunto de las bundle met-
ric. Es conveniente observar que si cambiamos la métrica con la que construimos el
super espacio A, pongamos lg, las métricas A-naturales con respecto al fibrado serdn
las bundle metric contruidas a partir de l.

La métrica h con respecto a otra conexion:

Para construir A\ utilizamos la conexién w. Consideremos w’ una nueva conexion
/ . . .
sobre (P, m, G, - )y sea A el super espacio inducido por esta.
. . / . . .
En lo que se diferencian A y A es en las aplicaciones de referencia {e;} y {€;} y en
lo que se diferencian w y w’ es en el subespacio horizontal que determinan. Como

{ei(p,u,v,9),entj(p,u,v,9)} vy {ei(p,u,v,g), e;LJrj(p, u,v,g)} son bases de P, 4, existe
A(p,u,v,g) € GL(n + k) tal que

{eienys} = {eieniih A

Podemos escribir a A como

A(p,U,U,g) _ (a1(p7u,vag) &2(p,U,U7g))

a4(p7 u, v, g) a3(p7 u, v, g)
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donde a,(p, u,v, g) € R™", as(p,u,v,g) € R™*, as(p,u, v, g) € RF*F
y CL4(p,U, Uvg) € kan'

Observacién 2.182 Para el morfismo de super espacios (Idy,Ido) : X — X,
A(p,u,v,g) es la aplicacion de entrelazamiento.

Observacion 2.183 Como w(o(V)) = W'(o(V)) =V para V € g, tenemos que
€n+j(p7uav7g) - 6;1+j(p7uavag> - U<Uj)7 luego a?(p7uav7g) =0 Yy ag(p,u,v,g) -

ldy«r. Con lo cual,
A= (CLl(p,U,’U,g) 0 )
CL4(p, u,v,g) ]dkxk

La métrica h tiene una representacién matricial global con respecto a \“ dada por

Id 0 ,
h = nxn . Si* h es la aplicaciéon matricial inducida por h
( 0 af(w(p))ldkxk) P P

/ .7
en \“ tenemos que la relacion entre ambas es

t t
)\w/ al(p7u7v7g) a4(p7u7v7g> Y a1<p7u7v7g) O
h — *h .
(p,u,v,9) ( 0 d (p,u,v,9) aspouv.g) Id

y haciendo el producto de las matrices,

Aw/h(p7u7 v7g) =

(aﬁ(p,u,v,g)al(%u,vag)+€-f(7f(p))ai(p,Uav,g)-azl(pjua’vvg) e.f W(p))-ai(z?au,ng))
e.f(m(p))as(p, u,v,g) e.f(m(p)) Idpxk

Por lo tanto, si las conexiones se relacionan entre si de tal modo que la submatriz

a; es constante 6 a; € O(n) y ay es constante, se sigue que si h es A“-natural con
., /

respecto a (P, m, G, - ), entonces h también es A -natural con respecto a (P, 7, G, - ).

Observacion 2.184 Veamos que se puede decir de la relacion entre las submatrices

ay y ag. Una conerion w' induce las siguientes k-formas: fijada un base v de g,
k

sean W' 1 TP — TR, dadas por '(W) = Zw{(W)vl. Si Bl(p,u,v,g) es la
=1

k

aplicacion matricial que cumple que &' (p.g)(e (p,u,v,g)) = ZBg(p,u,v,g)vs, es
s=1

decir BL(p,u,v,g) = wi(e.(p,u,v,q)), luego tenemos que las submatrices satisfacen

que a4(p,u,v,g) = _Bt(paua’079)'a1(p7u7v>g)'






Capitulo 3

Métricas Naturales sobre el
Fibrado Tangente

En este capitulo vamos a estudiar lo que se conoce en la literatura como métricas
naturales sobre el fibrado tangente de una variedad Riemanniana. Estas son las
métricas G sobre T'M tales que la proyeccion candnica sobre la variedad base
(M, g) resulta una submersién Riemanniana, el subespacio horizontal inducido por
la conexién de Levi-Civita de (M, g) es ortogonal al subespacio vertical y ademés
GG es un tensor natural en el sentido clasico, es decir, que proviene por medio de un
operador natural de segundo orden de la métrica g. Ejemplos de estas son las cono-
cidas métricas de Sasaki y de Cheeger-Gromoll, que fueron estudiadas por Kowalski,
Sekizawa, Aso, Musso, Tricerri, Gudmundsson y Kappos entre otros.

El objetivo de este capitulo es calcular el tensor de curvatura de (T'M, G). Valiéndo-
nos de un super espacio adecuado y de la férmula para submersiones Riemannianas
de O’Neill [38], encontraremos las expresiones del tensor de curvatura con respecto
a una base. Como consecuencia de las ecuaciones de curvatura, en las que se ve
la relacién entre la curvatura del fibrado y la curvatura de la variedad base, se
obtendran expresiones para la curvatura seccional de (T'M,G), generalizando los
resultados conocidos para la métrica de Sasaki y de Cheeger-Gromoll. Es sabido
que si (T'M, G), con G métrica natural, es plano entonces, necesariamente (M, g) es
plana. La reciproca, si bien se cumple para la métrica de Sasaki (esto fue probado
por Aso en [3] y Kowalski en [24]), en general no es cierta. Por ejemplo, no vale
para la métrica de Chegeer-Gromoll. En este capitulo, entre otras cosas, vamos a
ver que condicién debe satisfacer la métrica natural para que valga: (T'M,G) plana
si y sélo si (M, g) plana.

109
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En su trabajo de 2005 Abbassi y Sarih [1] consideran las métricas del fibrado tan-
gente de una variedad Riemanniana que son tensores naturales en el sentido clasico
y logran dar una expresién para el tensor de curvatura del fibrado tangente dotado
de unas de esas métricas. Valiéndose de esas ecuaciones ellos estudian diversas
relaciones entre las geometrias del fibrado tangente y la variedad base. Algunos
resultados de este capitulo, si bien son independientes, coinciden con los obtenidos
por Abbassi y Sarih, pero el punto de vista y la técnica utilizada es diferente.

3.1 Meétricas Naturales.

Definicién 3.1 Sea G una métrica Riemanniana sobre el fibrado tangente T'M de
una variedad Riemanniana (M, g) tal que G es la imagen por un operador natural
de sequndo orden (ver Apéndice) de la métrica g. Sim : (TM,G) — (M, g) es
una submersion Riemanniana y el subespacio horizontal inducido por la conexion de
Levi-Civita en cada punto es ortogonal al vertical, entonces decimos que G es una

métrica natural sobre T M.

Recordemos el super espacio del Ejemplo 2.26. Sea (M, g) una variedad Riema-
nniana y V su conexién de Levi-Civita. Sea A = (O(M) x R", ¢, O(n), E’, {e;}) el

super espacio sobre T'M, donde la proyeccién esté dada por ¥ (p, u, &) = Z§ A, la

accién del grupo O(n) sobre O(M) x IR™ es R, (p,u, &) = (p, Zaluz, c Z%Uh

=1

Z al&, .. Z a,&;) y las aplicaciénes de referencia estan dadas por e;(p,u,§) =

(7r*v X K,) M, 0,) v enyi(p,u, &) = (m, X K,)1(0p,u;) donde v = 9(p,u,§)
y 1 < i < n. Sabemos por la Proposicién 2.17 que los tensores de tipo (0,2)

sobre T'M estan en relacién uno a uno con las aplicaciones diferenciables *T" :

Ai(p,u,§)  Ax(p,u,§)
O(M « IRn _ Ran2n, de la forma )\T p,U,f _ ( 1\ Wy )
(M) P8 =\ Aapw ) Aslp,u.)
donde A; : O(M) x R" — R"™™" con ¢ = 1,- - -, 4 satisfacen que A;(R,(p,u,§)) =

at.A;(p,u,§).a para todo a € O(n). En [6], Calvo y Keilhauer probaron que las
métricas sobre el fibrado tangente que provienen de la métrica de la variedad base
mediante un operador natural de segundo orden, son aquellas métricas cuya rep-
resentacion matricial inducida por el super espacio A solo depende del parametro
€. En [6], también se caracterizaron las aplicaciones matriciales diferenciables de
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este tipo. Es decir, *T(p,u,£) =* T(€) depende s6lo del pardmetro £ si y sélo si
existen ay, 3; : [0,400) — IR funciones diferenciables, para (i = 1,2,3,4), tal que

Ap Ay
AT = dond
A, A, onde

Ai(pyu, §) = au([[€NP)-1d + Bi([1€]1%)-(€)"-¢

En este capitulo, a menos que se diga lo contrario, A denotara al super espacio sobre
TM dado por A = (O(M) x R™,,0(n), R, {e;}) y llamaremos N a la variedad
O(M) x R". Conviene aclarar que algunas veces u y v denotardn una base de
alguna fibra tangente y otras un punto de TM, esto quedara claro por el contexto.
Usualmente, con z = (q,u,§) denotaremos un punto de N y a la accién como
Ry(2) = z.a .

Proposicién 3.2 Sea G una métrica sobre TM. G es una métrica natural si y sélo

S?

A, 0, €) (”"X" 0 )

0 a(ll§l?)-Idnxn + BUIEN*)(E)" €

donde 0 € R™" ya, [ :[0,400) — R son funciones diferenciables que cumplen
que at) > 0 y a(t) + B(t)t > 0 para todo t > 0.

Demostracion: Sea la representacion matricial de G inducida por A,

A A
G = ( Al A2 ) . Como el subespacio horizontal inducido por la conexién de Levi-
4 A

Civita de (M, g) es ortogonal al vertical las submatrices Ay yAy son [As(p, u, )i =
GW(P, u, 5))(61'(197 u, €>7en+j(p7u7€)) = [A4<p, u, ’f)]]z =0con 1l <4,j,<n, es decir
Ay =A; =0€ R Sil <i,j<n,porsern: (TM,G) — (M,g) una sub-
mersién Riemanniana tenemos que [A1(p, u, €)];; = G(¢¥(p, u, §))(ei(p, u, &), ej(p, u,&))
Gt ) (a2 1)), Ty (€520, €))) = 90Dy, ) (s, y) =
dij, con lo cual A; = Id,x,. Como G proviene mediante un operador natural
de segundo orden de la métrica g, sabemos que la submatriz A3 de su repre-
centacion matricial inducida por A no puede ser de cualquier forma, sino que debe
ser As(p,u, &) = a(||E||?) . Iduxn + B(||E|?).£€ para o y B funciones diferenciables
con dominio en R>(. Al ser G una métrica Riemanniana, debe ser a(t) > 0y
a(t)+ B(t)t > 0 sit € Rxo.

Para la reciproca sélo hace falta ver que la métrica definida de esta manera es definida

positiva. Luego, si v # 0, € M, completamos o & una base ortonormal de M,
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pongamos u = {ﬁ,u% ..., up} vy consideremos £ = (||v]],0,---,0). Tenemos que

U(p,u,§) = vy que {ei(p,u,§),. .., enlp,w, ), ens1(p,w,€), - - ., €2n(p, u, )} es una

base de (T'M),.. Luego, G(v)(ei(p,u,§), e;(p, u,§)) = 0ij, G(v)(ei(p,u, &), ent;(p,u, §))
=0y Gv)(ensi(p, u, &) enss(p, u, €)) = dyya(|[v]]?) + i1 8([v]1*) [v]|* > 0. Por otro

lado, si v = 0, tomamos u cualquier base ortonormal de M, y £ = 0. En este caso,

tenemos para los vectores verticales, ya que los horizontales se comportan igual que

en el caso anterior, que G(v)(en4i(p, u, &), ent;(p,u,&)) = d;;a(0) > 0. Esto nos dice

que G es definida positiva.

3.1.1 Ejemplos: Métrica de Sasaki y Métrica de Cheeger-
Gromoll.

Sea (M,g) una variedad Riemanniana y K la funcién de conexién asociada a la
conexién de Levi-Civita de g. La métrica de Sasaki, que notamos con Gg, es la
métrica sobre T'M dada por

Go(0)(X,Y) = g(m(v)) (7, (X), 7, (V) + g (7 (0)) (Ko (X), Ko (Y)))

para todo X,Y € (T'M),. Claramente G resulta una métrica natural. En su
representacién matricial asociada la funcion o es constantemente 1 y la funcién 3

es constantemente igual a 0. Es decir,

Id 0
A _ nxn
G = ( 0 [dnxn)

La métrica de Sasaki aparece naturalmente en el fibrado tangente. Sea c: [ — M
una geodésica de (M, g). Es sabido que, si S es el campo de T'M dado por S(u) =
(e X Kou) "M, On()), € €8 una curva integral de S. Por otro lado, si a: J — TM
es curva integral de S, entonces m o v es una geodésica de T'M. El campo S recibe
el nombre de spray geodésico o simplemente campo geodésico. Si dotamos a T'M con
la métrica de Sasaki y consideramos su conexion de Levi-Civita, entonces las curvas

integrales de S serdan geodésicas del fibrado tangente.

La relacion entre las geometrias del fibrado tangente dotado con la métrica de Sasaki
y la variedad base es muy estrecha. Por ejemplo, Aso en [3], probd que (T'M, Gy)
es plano si y sélo si (M, g) es plana, veremos una demostracién de este hecho mas
adelante. También Aso vi6 que (T'M, G;) tiene curvatura seccional acotada si y sélo
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si (TM,Gy) es plana, o sea si y sélo si (M, g) es plana. Musso y Tricerri probaron
en [36], entre otras cosas, que (T'M, Gy) tiene curvatura escalar constante si y sélo
si (M, g) es plana. Todo esto nos dice que la métrica de Sasaki es bastante rigida.

Veamos a continuaciéon una métrica natural no tan rigida en este sentido.

Otra métrica de este tipo que ha sido objeto de interés es la de métrica de Cheeger-
Gromoll. Esta queda definida como aquella que satisface que:

1) Geg(u)(X™,Y™") = g(m(u))(m, (X"), 70, (V1))
2) Gcg(u)<Xh7ZU) =0

3) Gy ) (W*, 2°) = s [a(m(w) (K (W), K (2%))
g () (K (W), w).g(r () (K. (27), )

donde w € TM, X" Y" € (TM)! y WY, Z" € (TM)?.

La aplicacién matricial inducida por el super espacio A evaluada en (p,u,§) es la

matriz de Gcg(v) ) slv = ,lvb(pa U, €>a en la base {ei(p7ua§)7en+i(p7ua§) ?:1' De 1) y
2) se deduce que A; = Id,x, v Az = Ay =0 € IR™". Como

(A3(p> u, f)); = Gcg (U) (en-i-i (p> U, f)a 6n-i-j (p7 u, 5))
tenemos que la entrada (i, 7) de la submatriz Az es

. 1
(As(p,u,§)); = ng'(% +&-&5)

con lo cual, a(t) = B(t) = ﬁt, y por lo tanto,

AGCQ(palL?f) - (Idnxn 0 ) .

0 e (I + (€)0)

Una muestra de que la métrica de Cheeger-Gromoll es menos rigida que la métrica
de Sasaki es el hecho de que si la variedad base (M, g) es plana esto no implica
que (T'M,G.,) lo sea, sino como mostré Sekisawa en [41], si (M, g) tiene tensor de
curvatura nulo, entonces (T'M, G.,) tiene curvatura seccional no-negativa. Ademas,
la curvatura seccional de (T'M, G,) nunca es constante.
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Gudmundsson y Kappos en [15] muestran que dado (M, g) una variedad de curvatura
seccional constante y dim(M) = n > 2, existen ciertas constantes ¢, < 0 < C,
(que dependen de la dimensién de (M, g)), de modo que (T'M, G,,) tiene curvatura
escalar positiva si y solo si K4 € (¢n, Cy), donde K (M,g) €8 la curvatura seccional
de (M, g). También probaron que (T'M,G,,) tiene curvatura escalar no-negativa si
y s6lo si K(arg) € [cn, Cr]. En el caso de superficies (dim(M) = 2), ¢, = 0.

En proximas secciones, veremos méas ejemplos de métricas naturales y volveremos
sobre algunas de las propiedades de la métrica de Sasaki y de la métrica de Cheeger-

Gromoll que mencionamos.

3.2 Ecuaciones de Curvatura.

En esta seccion calcularemos el tensor de curvatura de T'M dotado con un métrica
natural G. Con este objetivo, definiremos una métrica G* en la variedad espacio N
del super espacio A, de modo que la proyeccion ¢ : (N, G*) — (T'M, ) sea una sub-
mersiéon Riemanniana. Luego, utilizando la férmula de O’Neill para submersiones,

obtendremos el tensor de curvatura de (T'M, G).

3.2.1 Meétrica G*.

Sean P : O(M) — M la proyeccién canénica P(q,u) = ¢ y las proyecciones
7 O(M) — TM, donde j = (1,...,n), dadas por m;(¢q,u) = u;. Consideramos
las siguientes n + n? 1-formas sobre O(M):

0'(q,u)(b) = gg(Pr,,,, (D), ws)

w;’(Qa u)(b) = QQ(K((Wj)*(q,u) (b))’ UZ)

Observacién 3.3 w) = —w!. Bn efecto, m; : O(M) — TM es un campo a lo largo
de la proyeccion P. Como V es la conexion de Levi-Civita de (M, g), o sea es compa-
tible con la métrica, wji»(q, u)(b) = gq(K((Wj)*(q’u)(b)),ui) = g(P(q,u))(Vemj, mi(q,u))

= b(g(P(g,u))(mj,m)) = g(Plg,u))(m;(q, w), Voms)) = —w] (g, u) (D).
Luego, 0%(q,u), ...,0"(q, u),w}(q, u) con 1 < i < j < n esuna base de T(’;yu)O(M) =

O(M){, ,y para todo (g,u) € O(M). St P : N — O(M) es la proyeccion en la
primera coordenada y P, : N — IR" la proyeccién en la segunda coordenada,
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haciendo abuso de notacién, notamos con §° = (P)*(#"), wi = (P1)*(w}) y d§' =
(P2)*(d€"), donde d€° son las 1-formas canénicas de IR™.

Tenemos que

0 gy - - -+ 0" (8> ¥ (i) - - - » €™ (quug)» {05 (quue) Fr<i<sicn

es base de N(*q,u,f)'

Siz=(q,u,&) € N,o,:O(n) — N esta dada por 0,(a) = z.a. Sea o(n) el algebra
de Lie de O(n). Es sabido que o(n) son las matrices antisimétricas de IR"*", y por
lo mencionado en la Seccién 2.4.1 del Capitulo 2, V, = ker(¢.,) = (0.)«,,(0(n)).

Observacion 3.4 Sea A una matriz antisimétrica de o(n). Luego
Wil g (Tlque)era(A) = A; (3.1)

Vamos a considerar el siguiente marco para T*N (que notaremos N*) , dado z € N
sea la siguiente base de NV:

Qlyz, ceey Hn\z, en—i-l‘z’ e ,(92n|z, {w;’z}1§i<j§n
donde .
O =dg+ Y wl
j=1
Proposicién 3.5 El subespacio vertical estd determinado por V, = {b € N, :

0'(b) =0 1<1<2n}.

Demostracion: Sea z = (q,u, &) y b € V,, luego existe A matriz antisimétrica tal
que b = (0,)s,,(A). Sices una curva en O(n) tal que ¢(0) = Id,x, y ¢(0) = A,
entonces

46’ ((02)214(A)) = d&'((02).,,(6(0))) = Dlimo (&' 0 P02 0 c(t))
= Do i gen) = i ¢Al

luego, por 3.1 se sigue que

0 (b) = €' ((02)ra(A) ) + i&’-wi((o»m(/‘l))
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= igl.Ag +y dAi=0
=1

Por otro lado, ei((az)*m(A)) = gq<P*(q,u,5)((O(%“,ﬁ))*fd(A))’ui) =0 paral<i<mn,
pues ((P o o(gug))s, = 0. Luego, V., C{b € N, : 6/(b) = 0 para 1 <1 < 2n} y la
igualdad se sigue de que las dimensiones son iguales.

Definicién 3.6 Sea H, = {b € N, : wj-(b) =01<i<j<n} que denominamos
subespacio horizontal en z.

Veremos que esta distribucion suave es una conexién del super espacio A. De hecho,
es claro que para cada z € N tenemos que N, = H, ® V,, sélo hace falta verificar la
invarianza de la distribucion con respecto a la acciéon del grupo.

Dado que 9, : N, — T'My,.) es una submersién, v, _(V.) = Oy ¥ ¢y, : H. —
(T'M)y(2) es un isomorfismo lineal. Si G' es una métrica sobre 7'M, el pullback de

esta por v, ¥*(G), resulta un tensor simétrico de tipo (0,2) sobre N que se escribe:

2n
V(G =Y G e

I,m=1

Observacién 3.7 Como 1 o R, = 1 para todo a € O(n), entonces el tensor *(G)
es imvariante por la accion del grupo, es decir

(Ra)*(0*(G)) = v*(G).

Observacion 3.8 El tensor simétrico de tipo (0,2) sobre N definido por

verifica que (R,)*(w) = w para todo a € O(n).
Con todo esto, podemos definir la métrica G* en N que mencionamos.

Definicién 3.9 Llamamos G* a la métrica sobre N inducida por (T'M,G) dada por

G* =" (G) + w (3.2)
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Por definicién resulta que H, = (V,)*¢* y 4, : H, — (T'M)y(.) es una isometrfa,
con lo cual la proyeccion del super espacio ¢ : (N,G*) — (T'M,G) resulta una

submersiéon Riemanniana.

Observacién 3.10 De las Observaciones 3.7 y 3.8 se deduce que los difeomorismos

R, : (N,G*) — (N, G*) son isometrias para todo a € O(n), es decir R:(G*) = G*.
Por lo tanto, la distribucion suave z — H,, que es transversal a la distribucion
vertical, también resulta ser invariante por la accion del grupo O(n). Con esto vemos

que H, induce una conexion sobre el super espacio \.

3.2.2 Seccion Global de N.

Sean {0',...,0™, 0", ... 0°" {wi}ti<icj<n} las secciones globales de N* considera-
das anteriormente. LLamamos con Hy, ..., Hy, Hyi1, ..o, Hony {VE b icicmen a su
base de campos duales. A continuacion, daremos una contruccién explicita de estos

campos.

H;,, conl1<:<n :

Dado z = (q,u,§) € N, sea ¢; : I; — M la tnica geodésica de M que cumple que
ci(0) = q y ¢(0) = u;. Si{E/}, son los unicos campos paralelos a lo largo de ¢;

que satisfacen que E!(0) = u;, sea «; : [; — N la curva dada por
a;(t) = (ci(t), Bi(t), ..., E,(t),€)
Luego, al<0) = <Q7 u?ﬁ) y Hl(Qa U,f) = az(o)

H,;yconl<i<n :

Si (¢,u) € O(M), consideramos la inclusion i,y de IR" en N dada por i (§) =

(q,u,&). Definimos el campo H,,.; como:

. ) |
Hn+i(Q7ua€) = (Z((Lu))*&(a_flk) para 1< <n

donde 822- son los vectores tangentes usuales inducidos por la carta canénica de IR".
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Vél, conl<l<m<n :

Definimos
Vrln(q? U, 5) = (O-((L“vg))*ld (ein)

donde €' es la matriz antisimétrica que en la entrada (I,m) tiene un 1, —1 en la

entrada (m,[) y 0 en las demas.

Es facil ver que Hy, ..., Hy, Hyy1, - .., Hop, {V! }i<icm<n es la base dual de

1 1 2 i
0 y o ,en’6n+ g e 76 n’ {w;}1§z<]§n

Proposicién 3.11 Si {e;}?", son las aplicaciones de referencia del super espacio

A= (N,v,0(n), R, {e;}) se tiene que
@D*(q,u,g)(Hl(% u, 5)) = 6l(Q7 u, 5)

f(/}*(q,u,f) (V]l(q7 u? 5)) = 01,[/’((1/11,&)

Demostracion: Que Vf(q, u, &) pertenece al subespacio vertical ya es claro. Nos
queda verificar la primera igualdad. Si z = (¢, u,§) y ¥(2) = v, paral <[ < n

tenemos que

o, (V. (Hi(2))) = 7, (9. ((€4(0))) = Dli=o(m 0 ¢ 0 ;) = Dli=o(c:(t)) = w;

K. (Hi(2))) = K (9. (ai(0))) = K(Dlt:O(Z Ei(1).£"))

=3 (T E o = 0,
=1

pues los E! son campos paralelos a lo largo de ¢;. Por lo tanto, v, (H;(z)) =
(T, X K,) M, 0) = e(2).
Por otro lado, si 8%|§ = 72(0) donde 7(t) = (0,...,t,...,0) + & con ¢ en el lugar

[-ésimo, se sigue que

(. (Hot(2))) = mv<w*z<<z‘<q,u>>*§<%|g>>>

= Te, (Vg (g (14(0)))) = Dli=o(m 0 ¥ 0 ¢) = Dli=o(q) = 0,
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y ademas
K (. (Hy(2))) = K (s ) (i(gan)+ (4(0)))
= K(Dli=o((Y_ wi&') + w.(t + ")) = K(Dlimo(ur-(t + €))) = w.
il
con lo cual, ¥, (Hpyi(2)) = (7., x K,)710,u) = e,pq(2).

[m}

Observacién 3.12 Sea el super espacio A = (N,idy,1,-,{H;,V!}) sobre N, donde
la proyeccion idy es la aplicacion identidad de la variedad N, el grupo consta solo del
elemento unidad, la accion es la trivial y las aplicaciones de referencia son aquellas
que trivializan el tangente de N. De la proposicion anterior y de la definicion de G*,
G*(2)(Hi(2), Hn(2)) = G(¢(2)) (s (Hi(2)), o (Hm(2))) = G((2))(en(2), em(2)),

luego la aplicacion matricial de G* inducida por el super espacio \ es

o (AG 0 )
O Idn(n—l) ><n(n—l)
2 2

n(n 1)

donde 0 € REV™ T 40 e R™7 *@n.

Como ya mencionamos en la Observacién 3.10, tenemos una conexién sobre el super
espacio A. De ahora es mas, a menos que se diga lo contrario, pensaremos al super
espacio A dotado de esa conexion. Luego, cuando hablemos del espacio horizontal
en algin punto z de NN, nos estaremos refiriendo al subespacio H, que determina
la distribucion que induce la conexién. Ya vimos en la Seccion 2.4.3 del Capitulo
2 el levantamiento horizontal de campos. Luego, si X € x(T'M), su levantamiento
horizontal es el campo X" € x(INV) que satisface que X"(z) € H, y que ¥,_(X"(2)) =
X(2). El levantamiento horizontal se puede escribir en funcién de los campos {H;}

2n
= le(z) H;(z
i=1

donde *X (z) = (x'(2),...,2*(2)) es la aplicacién inducida por el campo y A. Recor-

de esta forma:

damos que las funciones x' son las que satisfacen que X (1) g z(

Dado que para cada z € N se tiene que N, = H, & V,, si Z € x(N) podemos des-
componerlo en su parte horizontal y vertical Z = Z" 4+ Z?. Para no sobrecargar la
notacion notamos de la misma manera la proyeccién de un vector tangente al sub-
espacio horizontal y el levantamiento horizontal, pero quedara claro por el contexto
que estamos haciendo en cada caso.
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3.2.3 El Corchete de Lie en N.

Para calcular el tensor de curvatura de (7'M, G) vamos a necesitar conocer la ex-

presion del corchete de Lie en la variedad N.

Proposicién 3.13 Sean las funciones Rj, : N — R con 1 < 4,5,l,m < n
definidas por Rijim(q,u, &) = g(R(u;, u;)uy, uy) donde R es el tensor de curvatura
de (M, g). Entonces se cumple que:

n 1 n
a) [Hy, Hj| = Z Rijim&™ Hp 1 + 3 Z Rijin V).

l,m:1 l7m:1

b) [Hi7Hn+j] - 0

C) [Hz Vl] = 615Hm — 5zmHl

O (Hovos Hos) =0
6) [Hn+i7 Vrln] = §iZHn+m - 6imHn+l-

) ViV = 0itVing + 0j1Vim + 0im Vit + 05m Vi

jrvm

g) Sif: N — TR esuna funcién que depende sdlo del pardmetro &, entonces
Hi(f)=0 y Vi(f) =& Hur;(f) = & Huvs( ).
h) St XY € x(TM) yv=1(qu,f)

XY " e = D G R (X (0)), me (Y (0)) Jurs tn) Vi (0,1, ).

1<l<m=n

Demostracion: Sea (U,x) una carta (adecuada) de M cuyas funciones coorde-
nadas son z’. Para simplificar la notacién, con {X;}" , notamos a los vectores
tangentes inducidos por esta carta. Si (TU,Z) es la carta inducida por (U, z) en

TM notamos con {A;}?", los campos tangentes inducidos por esta.

a) Para ver la primera igualdad, vamos a calcular como se comporta el corchete
de Lie de dos campos horizontales con respecto a las formas {Hi,w§}. Para em-
pezar, calculemos para 1 < r < n, 0"([H;, H;](p,u,§)) = g(P.([H;, H;|(p, u,§)), u,).
Veamos que coordenadas tiene con respecto a una carta (U, x):
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P.([H;, Hjl(p,u, €))(a") = [Hy, Hj)(p,u,§)(a’ o P)
Si f(gq,v,¢) = Hj(gq,v,¢)(2' o P) = Dlo(a' 0 Poa(t, q,v,()) = Dlo(a' 0 ¢;) = v;(a?),

luego,
Hi(q.0.€)(f) = Dlola' 0 i) = Dlo(E{(x")) = E/(0)(z"),

como E/ es un campo paralelo a lo largo de la curva ¢;, se tiene que E7(0)(z"+)
== v ui(xsl)u-(xm')fl, ,. Por lo tanto,

P.([Hi, Hj](p, u, €))( Zuj i Zu NI

_Zuj ’l _Fins> =0
O sea 0"([H;,H;])) =0sir=1,...

Ahora, calculemos 6" ([H;, H;|(p, u,§)) = (d€' + me ! Hy, Hj)(p,w, €)). Por

un lado, d€!([Hi, H)(p,u,€)) = (Po).([He, Hy](p.u. f))(El) = [Hi, Hj)(p,u,§)(&' o
Py) =0, pues H;(q,v,¢)(& o Py) = Dlo(&" o Py o ;) = 0. Entonces,

0" ([Hy, Hj)(p, u, €)) Zé ([H;, Hj](p,u,§))

Necesitamos calcular w!, ([H;, Hj|(p, u, &)):
o ([Hi, Hj)(p 0, €)) = g(K () ([Hi, Hjl(p, 1, €))), w)

Para 1 <y <n consideramos fi(q,v,() = H;(¢,v,()(Z7 omy,) = D|0(x707roEjm) _
vj(x7) y falq,v,¢) = Hi(q,v,()(Z7 omp,), entonces

[, Hy](p, u, £)(27 0 mn) = Hi(p, u, &) (f1) — Hy(p, u, €)(f2)

= EH0)(@") = Ej(0)(z") = Y uyla")uy(«*) (I, = T,) = 0

rs=1
Falta ver que coordenadas tiene con respecto a los vectores tangentes A,.,. Si

filg,v,¢) = Hy(q,v, Q) (@™ o my) = EF(0)@™) y falg,v,¢) = Hi(g,0,0)(z"7 o
Tm) = EM(0)(Z"7). Se tiene que

(o) ([Hi, Hj)(p, 0, €)) (3" DIO(ZE’ [(es(1)
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- L BB @ (1))

Dro(zm L)) = = D (@i Y () T ()T )

= > wila")us (2" Y ()0 () +Zuz u;(T7),

donde en el dltimo término utilizamos que D|o(I'),(c;(¢))) = u;(I),). Similarmente,

Dly( - DB E () = D uila" s (@) ()5 ()T ()

+ (2" ui (2" (%) D () Zuj U (2°)ui (1)

Renombrado los indices adecuadamente (1¢” término: r por h, s por k, h por s, k
por r; 2% término: s por h, h por k v k por s; 3¢ término: r por h, s por r, h por k
y k por s ), sumando las dos igualdades anteriores y agrupando término a término

tenemos que

> O

+ 2l (@) T = T = 3 S (0T

Por otro lado,

R(uhuj)um(ﬁv) = ZUZ(ZL' )UJ (zs)um<$h)Rmh(aﬂ)

rsh
=) (") ZT o+ X (g — Xo(I7))
rsh
= Zuz(xr)%(fvs)um(ﬂf )Tl — Th %) +ZUJ U (2" )i (T,
rshk

- Z i (") (2" )y (1))
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Con lo cual vemos que K((m,).([Hi, Hj](p,u,&))) = —Rijm, de donde se sigue que
la componente vertical m de [H;, H;] es

Wﬁn([Hh Hj](p7u7€)) = —Rijmi = Rijim

Finalmente vemos que

n

9n+l([Hi’ Hj](p7 u, g)) = Z ngijlm = Z émRijlm - Z ngijlm

m=1 l<m m<l

lo que nos permite escribir

[H;, Hj](p,u,§) = meRiﬂmHnH + Z Rijim Vim.

m <m

b) Tenemos que

H, i j(q,v,{)(x" omomy,) ===|c(z7 omomy,0ig,) =0

=78

Hi(q,v,() (2" o omy,) =v"(x7)
de lo cual se ve que (7, ). ([Hi, Hotjl(p,w, §))(2*) = 0. También se tiene que
Hyyi(q,0,0)(@ 7 o mp) y que Hi(g,v, Q)@ o 1) = E7*(0)(2"7)
por lo tanto, (7,,)«([H;, Hns](p, u, §))(2"*) = 0 lo que implica que
W ([Hiy Hyi ) (0,1, €)) = g(K (7)o ([Hi, Hu)(p 0, €))) ) = 0
Por lo anterior, tenemos que

O ([Hy, Ho)(pw, §)) = d€'((Hi, Hyg)(p, 0, ) = [Hi, Hyg)(p,u, €)(€0 0 Py)

9 . 0
Hyy(q,0,¢)(E o Po) = a—@-!c(fl 0Py 0ig,) = g\c(fl) =&
entonces H;(p, u, &)(Hpy (€ o P3)) = 0. Teniendo en cuenta que H;(q,v, () (& o P»)

= D|o(z;) = 0 se deduce que

0" ([Hi, Hogg] (pru, €)) = 0
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Veamos cuales son las coordenadas de [H;, H,y;] con respecto a los primeros n
vectores horizontales. Dado que

Hy1i(g,v,¢)(a" o P) = (a0 Poig) =0 y Hi(gv,()(' o P)=1'(a),

a—@lc

P.([H;, Hy+jl(p,u,&)) =0, con lo cual para 1 <1 <n

0'([H;, Hytj](p, u, €)) = 0.

r'm

c) Calculemos [H;, V! ]. Con el (t) denotamos la curva en O(n) cuya derivada en cero
!

sea la matriz e;,

9(K((7s)«([Hy, VE](p,u, €))), u,). Facilmente se ve que

r'm

. Empecemos con las coordenadas verticales: w”([H;, VI ](p,u,&)) =

V(g 0, C)(27 o my) = Dlo(2% 0™ 0 s 0 0(g,0¢) © €, (t)) = 0
Hi(q,v,¢)(27 o my) = vi(27)
por lo tanto,
(7Ts>*([Hi7 Vrf@] (p7 U, 5))(1_;0 = ilum(lﬁ) - 5imul(xfy)
Si fi(q,v,¢) = Vi5(g, v, ()" o 7,), tenemos que

fi(g,v,¢) = D|o(z" oy 0 T(gu,) © elm(t)) = 05U (27) + dsmui(z?)

Luego
Hy(p,u,€)(f1) = =04 B (0)(z"7) + 6, B4 (0)(2"7)

Si fo(q,v,¢) = Hi(q,v,{)(z"™ o), dado que E' son campos paralelos se puede ver
que

falg,0.€) = ELO0) (@) = =Y il vy (7)1, (q)
y por lo tanto

Vapu () = = | (Gmtn(a?) = (@) s ()07, (p)

Jr

n (55mul(wr) - 5Slum(x7")> ui(xj)F}r]
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Como (). ([H;, V] (p, u, £))(2™7) = Hi(p, u,€)(f1) = Vi (p, u, §)(f2) se tiene que

( )([Hl,an](p,uﬁ n+’y _5 Zuz )Fls—éstul(a: wy ()7

£37 (Fonn(@?) = b (@) s )3, (p) + D (Bamtn(a”) = Bt (27) s,

0

N\

= sm Ul uz xj F,y p ul rs
(Z -2 )

+551<2 Wi (2" ) (2°)T7(p) Zum Yui(27) 7, >
# 32 (Bn(a) = B o)) (075, 0

Luego si ¢ # m e i # | tenemos que para todo v entre 1 y n

(7o) ([Hi, Vil (0,0, €))(37) = 0y (mo)([Hi, V) (p 0, €))(377) = 0

, entonces W' ([H;, VL](p,u,€)) = 0. Sii=m, lo que implica que i # [,

i V'm

(o)« ([H:, Vo) (0, u, €))(37) = —wi(2”)

()« ([Hi, Vi (pyu, ) (2"7) = ZUl(xj)us(l‘r)F}r
De aqui se ve sin dificultad que K ((7,).([H;, V1] (p,u, €))) = 0y i ([H;, VE](p,u, &) =

2 ''m 2y Y'm

0. De forma similar se ve el caso 7 = [.

Vimos que el corchete de Lie [H;, V! ] no tiene componentes verticales, veamos cuales

i V'm

son sus componentes horizontales:

0" ([Hi, Vol (0, w, ) = d€" ([Hi, Vo] (0w, §)) = [Hi, V] (0w, €)(€7 0 Py) = 0

Si fi(g,v,¢) = V(27 o P) = Dlo(27(q)) = 0, entonces H;(p,u,&)(f1) = 0. Si
f2(a,v,¢) = Hi(p,v,{)(270P) = vi(”), luego V,.,(p, u, §) (f2) = Dlo(f2((p, u, &)-€1,(t)))
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= —0;ijum(27) + Simui(z7). Tenemos que P,([H;, VL](p,u, &) = Guttm — Simuy de

i V'm

donde se sigue que
0" ([Hla anz](p7 u, 5)) = 5i15m7" - (5im5lr

que nos permite afirmar que

[H Vl ](pu u, 5) - 6lem - 6zmHl

i V'm

d) Como H,(¢q,v,{)(z*omomy,) =0y H,yi(g,v,)(T" om,) = 0 se sigue que
()« ([Hngi, H 5] (0, u, €))(27) = 0

(Tm) ([Hn+l7Hn+]](p7u £))(x n+’y) 0

Por lo tanto, w!, ([H,1i, Hnyj](p,u, €)) = 0 para todo 1 <1 < m < n.

Con respecto a las primeras n formas horizontales tenemos que

0" ([Hoti, Hoi | (p 0, €)) = g(Pol[Hovgiy Hi)(p 0, €)), wa) = 0

Esto es porque Py ([Hyti, Hotjl(p,u,&)) = 0, lo cual se ve facilmente del hecho de
que Hn-i-j(Qa v, C)(.CE’Y © P) = 0.
Por lo visto con las formas verticales:
9n+l([HN+i’ Hn-i-j](p? u,§)) = dél([Hn-H" Hn-i-j](p? u,§)) =
pues Hn+j(Q7 v, C)(g © PZ) &7 ‘C( © P2 © i(q,v)) = 5][

e) Dado que Hy4i(q, v, () (7 o my) = 555 O |c(xYomomsoig,) =0y que en c) vimos
que V! (q,v,¢) (27 o,) = 0, tenemos que

(m5)« ([Hosi, Vi (0,0, €))(27) = 0

Por otro lado,

Hyri(q, v, ) (2" omy) =

|C( s O Ts OZ(Qv)) =0

€
y

V! " (q,v,¢) = (Z" omy) = D|p(z" om0 T (g, ) © elm(t)) = 0g(v(27) — vy (7))
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con lo cual, (7¢)«([Hpri, VL](p,u, €)) (") = 0. Entonces, las componentes verti-

cales son nulas

W ([Hpss, V(0 1, €)) = 0.

En ¢) vimos que V. (q,v,()(2z7 o P) =0y en d) que H,;(q,v,¢)(x? o P) = 0. Esto
nos dice que P,([H,s, VL](p,u,€)) =0, lo que implica que

0" ([Hosi, Vil (0,0, ) = 0
De lo anterior, se tiene que
0" ([Hosis Vil (0,1,€)) = d€7(Po)«([Howi, Vi) (0,0, €))) = [Hais Vi (0,1, €)) (€0 P).
De b) H,1i(q,v,£)(£" o Py) = 6,4, con lo cual V! (H,, (" o Py)) = 0.
Vin(@,v, Q) (€7 0 Py) = Dli=o(&" 0 P2 0 0(gu0.) © €4, (t)) = rmCi = 01iGm,
luego, H, i(p,u, &) (VL (E" 0 Py)) = 8;m0i + 6110im v oI lo tanto
0" ([Hosis Vi) (9,1,€)) = Srinit + 0110im

lo que nos permite concluir que [H,, s, V1] = 83 Hyp i — Oim Hpp-

f) Como V! (q,v,¢)(z7 om,) = 0, entonces (m,).([VE, VE](p,u,€))(z7) = 0. En la de-

i 'm

mostracién de la igualdad ¢) vimos que V! (¢, v, () (2" Vo) = Ssmui(2?) —dqvm(27),
luego,

Vji<p> u, S)(Vrln(jn—w 0 7s)) = (0s10im — OsmOir)u;(x7) + (dsmjt — G510 )ui(2”)

Vrln(pa u, 5) (V}i(‘fn—w o 775)) = (58i5jl - 5sj5il)um($7) + (5Sj5im - 5si(5jm)ul(x’y>

(me) (V) Vil (pyw, €) = {(5sl5z'm — Osm0in ) (27) + (Osmj1 — OstOjm ) s ()

o

+(65j(5il — (55i(5jl)um(x7) + (5si5jm — 553'51'7,1)161(’177)}fln_,_7

entonces

K (7)o ([V}, Vi) (0,1, €))) = (8s18im — it )t + (St — Ost8jm )i+ (85501 = 05i0 1)
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+(55i5jm - 5sj(;im)ul

(<>> wz([‘/;l> V7lrz]<p7 U, 5)) = (5515im - 5sm5il>5jr + ((Ssm(Sjl - 5315jm)5i7"
+(5sj5il - 5si5jl)5mr + (6si6jm - 6sj5im>6lr-

De aqui, siendo cuidadoso con los subindices y teniendo en cuenta, como veremos,

que [V;Z, V'] no tiene componentes con respecto a {Hy, ..., Ha,}, se puede ver que

VI VL] = V" + 6,V + G Vi + Gim Vi

jr’m

0" ([V}, V%L (p,u,€)) = 0 se deduce de que V), (q,v,¢)(z” o P) = 0. Vimos en e) que

anm(qavv C)(ST © PQ) = 5rmCl - 5T1Cm7 hlego ‘/;z(vnll(gr o PQ)) =0= V#L(V;’L(gr ° PZ))a
entonces d¢"([VE, VL] (p,u,€)) = 0 y teniendo en cuenta () llegamos a que

jrvm

O (V] Vil (s €) = Y €L (V] Vel (p,u,€)) = 0

S

g) Sea f : N — IR una funcién diferenciable que sélo depende del pardmetro
£ 81 <i<n Hipud)f) = a&)(f) = Dlo(f(§) = 0. Vip,uw&(f) =
Dlo(f © 0pue) © €(t)) = Dlo(f(&€5(t) = Dlo(&ej(t))(f 0 i) = (& 55le +
E5 ) (f 0 i) = € Hprj (. €)(f) — & Hyra(p, w, ) ().

h) Si X,V € x\(TM) y *X = (p1,...,p2m) € Y = (¢1,...,1s,), entonces X" =
S piH; e Y = 23211 Y;H;. Tenemos que

2n
(X" Y = Zpﬂ/Jj[Hi> Hj| + piHi(v;) Hy — ¢ Hj(pi) Hi

]
por lo tanto,

2n
(X" YN =" pbs[H;, H)Y
i

Finalmente de a) se sigue h).
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3.2.4 Criterio.

A partir de ahora con <, > nos referiremos a g, G y G* indistintamente, salvo que
no quede claro por el contexto. Denotaremos con R, R, R* el tensor de curvatura
de (M,g), (TM,G) y (N,G*) respectivamente. Dado que ¢ : (N,G*) — (T'M, G)
es una submersién Riemanniana, utilizando la férmula de O’Neill para submersiones
[38], se sigue que:

<RX,)Y)Z,W >o0¢ =< R(X"NYMNZ' W' > +1 <[Yh ZMv [ X0 WY >
(3.3)
—5 <[XMZM YR WY > 5 < [Zh W (X YT >

si X,Y,Z,W € x(TM).

Observacién 3.14 Sea v € TM, nos interesa calcular < R(X,Y)Z, W > (v). Si
v # 0, tomamos u = {uy,...,u,} base ortonormal de My de modo que u; =
- dea (lv]l,0,...,0) € R". Luego ¥(n(v),u,|v],0...,0) = v. Siv = O,
v =(m(v),u,0) para cualquier base ortonormal u de Myy. Con esto queda claro
que para calcular < R(X (v),Y (v))Z(v), W(v) > es suficiente evaluar la parte a la
derecha de la igualdad de (3.3) en puntos de N de la forma (q,u,t,0,...,0) con

t>0.

Veamos un poco como son los términos del lado derecho de la igualdad (3.3). Si los
levantamientos horizontales de los campos X,Y,Z y W de T'M se escriben como

XM = Y@ ELH(), YHE) = Y pELH(), 24 = Y AR

2n
Wh(z) = Zwl(z).[-[i(z), entonces el primer sumando es
i=1

2n
< RY (XM yMzh wh >= Z o'yl 2F ot < RY(H;, Hy)Hy, Hy >
ijki=1
Por otro lado, calculemos los términos en los que interviene el corchete de Lie de NV,
es decir los de la forma < [X", Y"]* [Z" W"]" >. Por el punto k) de la Proposicién
3.13 tenemos que

(XY= (D a"y R )V

1<r<s<n 1ij
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recordemos que R;jrs(q, u, ) =< R(u;, uj)u,,us >. Entonces,

< [X* Y 2, WY >=< Z (Zmiijist)X/Z, Z (szwlelr/s/)V;/>

1<r<s<n ij 1<r’'<s’<n kil

r,s=1 4j kl

evaluando en (g, u, &) v = 1(q,u, &)
< [X Y2 WY > e =

== Z < R(m( X (0)), (Y (V) us > . < R(mo(Z(v)), me (W (0))) Uy, g >

r,s=1

(3.4)

3.2.5 Tensor de Curvatura.

Finalmente en esta seccién calcularemos el tensor de curvatura R de (T M, G) donde
GG es una métrica natural. Segun el criterio, necesitamos calcular R* en los campos
{Hy,...,H,,Hp11,...,Hs,} y en los puntos de N de la forma z = (¢,u,t,0,...,0)
cont > 0.

En el subespacio horizontal H, inducido por la conexiéon de A, tenemos a su vez
dos subespacios caracterizados. El primero, generado por {Hi(z),..., H,(2)}, que
al aplicarle el diferencial de la proyeccion tiene como imagen el subespacio hori-
zontal inducido por la conexion de Levi-Civita V en TM, es decir (T'M )Z(z)’
El otro, generado por {H,y1(2),...,Hs,(2)}, tiene como imagen al aplicarle el
diferencial de la proyeccion al subespacio vertical (7'M )3(@. En lo siguiente, nos
referiremos al caso horizontal de una ecuaciéon de curvatura, que notaremos como
(hhhh), y estaremos refiriendo precisamente a < R*(H;, H;)H, H, > donde 1 <
i,7,k,l < n. Asi, cuando hablemos del caso vertical (vvvv) estaremos refiriendo a
< R*(Hpyi, Hoyj)Hpi, Hogy)) > con 1 < 4,5,k 1 < n. O con el caso (h,v,h,v)
estaremos hablando de < R*(H;, Hy+j)Hi, Hpvi) >.

El tensor de curvatura de una variedad cualquiera, en nuestro caso particular par-
ticular (N, G*), satisface las siguientes propiedades:
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o < R*(Ly,Ly)L3, Ly > + < R*(Ly, L3)Ly, Ly > + < R*(Ls, L) Lo, Ly >= 0
o < R*(Ly,Ly)Ls, Ly >= — < R*(Ly, L) L3, Ly >

o < R*"(Ly,Ly)L3, Ly >= — < R*(Ly, Lo) Ly, L3 >

o < R*(Ly,Ly)Ls, Ly >=< R*(Ly, Ly)Ly, Ly >

si {L;}}_, son campos de N, ver [11]. Teniendo en cuenta estas propiedades podemos

agrupar las ecuaciones de curvatura en seis tipos:

e Ecuacién tipo A (h, h, h, h)
1) < R*(Hi,Hj)Hk,Hl >
e Ecuacién tipo B (v,v,v,v)

2) < R*(Hn+i7Hn+j)Hn+k7Hn+l >

e Ecuacién tipo C (h,v,v,v)

3) < R*(H, Hysy)Hysps Hopt >
4) < R*(Hyyi, Hy) Hppopy Hypyg >
5) < R*(Hpis Hyry) Hyy Host >
6) < R*(Hpnyi, Hoyj) Hyyr, Hy >

e Ecuacion tipo D (v,v,h,h)

7) < R*(Hinj)Hn+kaHn+l >
8) < R*(Hn+i7Hn+j)Hk7Hl >

e Ecuacién tipo E (h,v,h,v)

9) < R*(H;, Hpvj)Hi, Hyyy >

10) < R*(Hi, Hytj)Hpvie, Hy >
11) < R*(Hp+i, Hj)Hy, Hyy >
12) < R*(Hyyi, Hj)Hypy g, Hy >
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e Ecuacién tipo F (h,h,v,h)

13
14

) < R*(H;,H;)Hy, Hyy >
) < R*(H;, Hnyj) Hy, Hy >
15) < R*(Hy, Hy)Hyopo, Hy >
16) < R*(Hysi, Hy)Hy, Hy >

Teorema 3.15 Sea G una métrica natural sobre TM, R y R* los tensores de cur-
vatura de (M, g) y (N,G*) respectivamente. Si a y 3 son las funciones que carac-
terizan a la métrica natural G (ver Proposicion 3.2), tenemos el tensor de curvatura
R* en la base {Hy, ..., Hs,} se expresa por:

e (Tipo A)
< R*(HZ,H])H]“H[) > (q,u,t,O, .. ,O) =

"1 1 1
t2)~ Z {éRijrl-Rklrl + ZRilrl-Rkjrl + Zlerl-Rikrl}

1 1 1
-+ Z {gRijrl'Rles + ZRilrl‘Rkjrs + -

4
1<r<s<n

Rjir1. Rigrs } + Riju.

e (Tipo B)
< R*(Hn+i, Hn+])Hn+k, Hn+l) > (q, u, t, O, P ,0) -

1
<5jz-5ik1 — 0i-0j11 + 0jk-Oi1 — 5il-5jk1> [a(t?) — 25(152)] t°
1 t2).5(t%)t?
—|—§ <5jz-5z’k1 + 03011 — Oji.Oq1 — 6il-6jk1> %

[@(t?) + B2 + B(2)].[B(1?) — a(t?)].12
(5]k (5111 5 5]l1) Oz(t2) n ﬁ(tz)tQ

[ (2) + B(E2)E2 + B(t2)].au(t?) .12
(011661 — 60.0i1) NOFYIEE
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+(1=611) <5il5jk—5jl5ik+5jl5ik1—5il(5jk1> [ﬁ(tQ) —2a(t%)+

+%(5ﬂéik1 — 5i15jk1){4a(t2) + 2a(t2)t2 — S22 — 26(1?) —

[6(t) + B + BE]BENE (6(t*)*
2 () + BN R }

%5” (0= 808080 — (U= 8,080 {46() + 68(2)¢% — 33(2)> — 26(¢)

LA A+ SR LA Gl ()
() o) + B o) I

o (Tipo C)

< R*(Hza Hn+j)Hn+k7 HnJrl) > (q7 U, t 07 s 70) =0.

e (Tipo D)
< R*(Hpya, Hys ) Hy, Hy) > (q,10,4,0,.. .., 0) =

— %Rijkl(204<t2) + (61 + 0;1)B(E)E%) + %51'1(5@2) — 26(t*)) Rujnt”

(a(t)*

Lo
+500(20(t%) = B(#) Ruaint” + > ARurji-Ryuin — Ryrir-Ryujn}.
r=1

e (Tipo E)
< R*(HZ, HnJrj)Hk, HnJrl) > (q, u,t,0,... ,O) =

alt2)22 ™ 2 .
. 4)) Z Ryji R + 5(5j1 + 61) (Reinn — Ruij1)u(t?).

r=1

1
§Rkil]‘a(t2) —+
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e (Tipo F)

< R*(Hz, Hj)Hn+k7 Hl) > (q, u, t, 0, ... ,O) =

a(t?)t
2

{< VpR(Ei(s), EX(s))EF(s),u1 > — < VpR(E](s), E{(s))EF (s), w1 >}.

donde EI es el inico campo paralelo a lo largo de ¢; tal que E;"(O) = U, Si
c; es la geodésica de (M, g) que satisface que c;(0) = q y ¢;(0) = u; (ver la

contruccion explicita que se dié de los campos H; en la Seccion 3.2.2).

Para demostrar el Teorema 3.15 necesitaremos la conocida féormula de Koszul. Esta
nos dice que si A, B, C' son campos de una variedad Riemanniana (M, g) y V es la

conexion de Levi-Civita tenemos que

< VaB,C >= %{A(< B,C>)+B(<C,A>)—C(< A B>)}
—%{< A [B,C] >+ < B,[A,C] > + < C,[B, A] >}

Demostracion del Teorema 3.15: Tengamos en cuenta que como G es una
métrica natural para 1 <i,j < nlos campos {Hy, ..., Hy,} satisfacen < H;, H; >=
dij, < HiyHyyj >= 0y que < H,1:(q,u,t,0,...,0), H,1i(q,u,t,0,...,0) >= 0 si
t # j. Los campos V. son ortogononales a los campos H; para 1 <[ < 2n.

Ecuacion tipo A:

< R*(H“HJ>H]€, H, >=< V}}ZV;IJH]C — V*HJVZ[ZH;C — erth]Hk,Hl >

Por la férmula de Koszul el primer término < Vi, (Vi Hy), H; > es igual a
1
5{Hi(< Vi Hi Hy >) + Vi Hy(< Hy, Hy >) — Hi(< H, Vi, H, >)}
1

—5{ < H,, [V, Hy, Hi] > + < Vi Hy, [H;, Hi] > + < H;, [V Hy, H] > }

De la Proposicién 3.13, podemos ver que [H;, Hy] es ortogonal a H;. Luego, mediante
la férmula de Koszul tenemos que

1
< Vi Hy, Hy >= §{Hj(< Hy, H >) + Hy(< H, H; >) — H(< H;, H, >)}
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1
—5{ < H;,[Hyp, H) > + < Hy, [Hj, H| > + < Hy, [Hy, Hj] >} =0

Por lo tanto, < Vi, (Vi Hy), Hy >= —%{ < Hy, [V Hy, Hi] > + < Vi Hy, [H,, H) >
+ < H;, [V*H]HlmHl] > }

Haciendo uso nuevamente de la formula de Koszul se sigue que el tercer término de
la ecuacién de tipo A es

1
< Vig, g, He, H >= —5{ < Hy, [Hy, [H;, Hy]] > + < Hy, [[H;, Hyl, H)] >
+ < [Hi, H), [Hy, H] > }
Entonces,
Al

A
Vs

1 Y
< R*(H,, H))Hy, H, >= 5{ < Hy, [V, Hy, Hj] + [Hy, [Hi, ] = [V, Hy, ] > }

A2

A
Ve

~

1
5{— < Vi Hy [Hi H) > + < Vi Hy, [Hy, H] > — < H, [V} Hy, H) >

A2

A
Ve

+ < H, [V Hy, H) > + < Hy, [[Hy, H), H) > + < [H;, H;), [Hy, H) > }

Vi Hy = Vi, H; + [H;, Hy] pues la conexion V* es libre de torsién. Con lo cual,
(Vi Hy, Hj] = [V, Hy, Hj] + [[H;, Hy], Hj] y, teniendo en cuenta la propiedad de
Jacobi del corchete de Lie, el término A.1 es

1
Al= 5 < Hl, [V;IkHZ,HJ] — [V*HkHlu H]] + HHZ, Hk], HJ] + [Hk, [HZ,HJH

1 * *
+[Hz> [HJ7H]€H >= 5 < Hl, [kaHZ,H]] — [VHkijHz] >

Por KOSZU—L — < V;Iija [HlaHl] >= %{ < [HiaHl]7 {HIWHJ] >+ < Hk7 [Hj7 [HMHZ]] >
+ < Hj, [Hy, [H;, Hi]] > } y < Vi Hy, [Hj, H >= —%{ < [Hj, Hi], [Hy, H;] >
+ < Hy,[H;, [H;, H]| > + < H;, [Hy, [H;, H]] > } Por otro lado, por Jacobi

(H;,[H;, H|| — [H:, [Hj, H]| = —[[H;, Hj], H)]. Luego, el término A.2 es

1
A2 = Z{ < [H;, H), [Hy, Hy) > — < [H;, H), [Hy, H)) > + < Hy, [[Hi, H;), H] >
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1
+ < Hj, [Hy, [Hy, Hi)] > — < H;, [Hy, [Hj, H]] > } + 5{ < H;,[Vy Hy, H)] >
— < H;, [V, Hy, H)) > + < [H;, Hj), [Hy, Hi] > }

con lo cual < R*(H;, H;)Hy, H, >=

&3

- % < [H,, H,), [Hy, Hy) > %( < [H, H), [Hy, H)) > — < [H;, H], [Hy, H] > )
fi.\4

+%< < Hy, [[Hy Hj), H) > + < H;, [Hy, [Hy, H]] > — < Hy, [Hy, [H;, H]] > )

A5

A\

1
+ 5( < H,, [V, Hi, Hj| = [V, Hj, Hi] > + < Hj, [V, Hy, Hy] >

A5

A
e ™~

- < Hi, [V*H]Hk, Hl] > >

De la Proposicion 3.13 se sigue que

< Hka [Hl, [Hza H Z Rzyrs < Hka [Hly VT >_ Z Rzyrs 5l55ks 5l55k7")

por lo tanto el término A.4 es
1
A4 - g{ Z Rijrs(élsékr — 6lr5ks) + Rilrs(ék'r(sjs — 6k35j7') — lers(ékr(sis — 6k362r)}

1 1 1 1
—Riji + ZRilkj + Zleik =5

=1 Rijn

También de la Proposicion 3.13 podemos ver sin dificultad que

< [quH] [Hk,Hl Z Rz]rstlrs£ 5 < Hn—l—r;Hn—Q—T’ >

rsr's’
1 _
£ RuraRies < VI VE 5=
rsr’s’

- Z RZJTSRMTS£ 55 ( 7’7“'&(|£| ) +ﬁ(|€| 57"57’) Z Rz]rstlrs

rsr’s! 1<r<s<n



Meétricas Naturales sobre el Fibrado Tangente. 137

entonces el término A.3 es

= % Z Rijrstlr’s’gsfsl (5rr’06(‘€| )+6(|£| é £ ) Z RZstRklrs

rsr's’ 1<r<s<n

+i Z Rilrstjr’s’§S§S/ <5rr’04(|§|2) + ﬁ(|§|2>§rfr/> + 411 Z Rilrstjrs

rsr’s! 1<r<s<n
- Z lerstzrsf 58 ( rr’O‘(‘fy )+ ﬁ(’g‘ 5T§T> - Z lerstzrs
rsr s’ 1<r<s<n

Dado el criterio, nos interesa conocer las ecuaciones de curvatura en los puntos de

la forma z = (q,u,t,0...,0). El término A.3 en esos puntos es

1 1
A3 = 5 Z RijrlelrltzOé(tz) + 5 Z Rijrstlrs

1<r<s<n
+ E Rzlrle]rlt a E Rzlrstjrs
1<7"<s<n
§ : 2 §
- R]lrlezrlt O{ t R]lrstzrs
1<r<s<n

Veamos como es el término A.4: Si X es un campo de N, entonces lo podemos
escribir como X = Y0 p°Hy + v H, s + 7. V.. De la Proposicién 3.13 y de la
definicién de G* tenemos que

< Hj, (X, H) >=—H(p))+ Y 2085 — 1))
1<r<s<n

Si X = Vi Hyp, entonces pi(z) = G* (Vi Hi, H;) = {H(< Hy,H; >)+
+Hk(< Hj,Hi >) — Hj(< H; H, >)} — %{< Hj,[Hk,HZ‘] >+ < Hj,[Hk,Hi] >
+ < Hj, [Hy, Hi] >} =0

Por otro lado, aplicando la formula de Koszul

1
1:(2) = G (Vi Hi, Vi) = GUHI(< Hy, Vi >) + Ho(< V] Hi >) = Vi (< Hi, By >) )
1
_§{< ‘/;T’ [Hkaz] >+ < Hka [Hza ‘/s] >+ < Hm [Hk> VT] }

= _% < Vsra Z Rikr’s’£SlHn+7”/ + Z Rik?”/s"/scl >

r's’ r'<s!
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1
+(5ir55k - 5i557‘k) + (5kT‘6iS - 6k’557"i) - iRikrs
Luego < Hj, [V, Hy, H] >= %Rikﬂ y el término A.5 es
1 1
Ab = 1 (Rikjl — Rjka + Ryaj — Rkjli> = §Rijkl
Sumando A.3, A.4 y A.5 obtenemos la ecuacién tipo A:
< R*(HZ, Hj)Hk, H, > (q,u,t, 0,..., 0) =
’ Z Rzy’rlelrlt Oé Z RZ]rstlrs
1<r<s<n
+— ZRzlrlejrlt « Z RZlT‘SRk_]TS
1<7’<s<n

1 1
+4_l ; lerlRikrltZOé(tQ) + Z Z lerst’krs + Rz’jkl

1<r<s<n

Ecuacién tipo B: Como < Vin H, iy, Hyyy >= 0 pues [Hyyi, Hyy ] = 0, se

n+7laHn+j]

sigue que

B.01

A

Hn-i—ka Hn—H > —

< R*(Hn_;’_“ Hn+j)Hn+k, Hn_;’_l >= ,< V}}nﬂvH

n+j

B.02

A

—< V H +1Hn+k>Hn+l >

Por Koszul, dado que [H,,, Hnﬂ-] = 0 tenemos que

B1
< Vi T‘In+jH”+k’ Hn >= %{rf{n+z<< VZHJ.HnJrk,HnH >5
52 B3

B4
_%{ < Hot, Vg, Hoveo Howi) > + < Hovso [V, Husrs Hovl] > }
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El término B.1 = %{Hn+l<Hn+](< Hn+k7Hn+l >)) + Hn+l<Hn+k(< H’n+l7Hn+_j >

) — Howi(Honi(< Hogjy Hysk >))} , con lo cual
1
B1+B3= 5{HW(HW-(< Hyvs Host >)) + Hysi(Hopr(< Hyst, Husj >))

—Hoi(Hny i (< Hygi, Hi >)) + Hyt(Hpk (< Hpg, Hyy >))}
Como los términos B.01 y B.02 son similares, intercambiando adecuadamente los
indices y teniendo encuenta que [H,,;, H,+;] = 0, el tensor de curvatura es

< R*(Hn+ia Hn+j)Hn+ka Hn+l >=

B.5

A\
~

1
A HoiCHss(< Hot Hosy ) = Ho(Ho (< Hos, Hosi >)

B.5

A

_Hn+j<Hn+k(< Hn+17 HnJri >)) + Hn+l(Hn+i(< Hn+k7 Hn+j >>>}

B.6

A\

1 * * \
+ 5{ Hosy Hntk(S Hyts Hoy >) = Vi Hiok(< Hyt, Hp >)}

B.7

A

1 * *
+ 5{ < Hyyy, [VHn+iHn+ka Hy ] >+ < Hoq, [VHn+iHn+k7Hn+j] >

B.7

A\

Ve

- < Hn+l> [V*HnHHn-i-kan-i-i] >+ < Hn-l—ia [V;{nﬂHn-i-an-i-l] > }

Si f(Qa v, C) = Hn-i—k(Qv v, C)(< Hn—i—la Hn+j >) entonces

£(g,v,¢) = 26;6(|¢1) G + 28111 GGG + dBUC)EG + 618(1¢1H) G-

y evaluando en los puntos de la forma z = (¢, u,t,0,...,0)

Hyi(g,u,t,0,...,0)(f) = 260G (t?) + 461001 & (£2)2 + (0a0i; + Iinda) B(E2)

+45¢k1j13(t2)t4 + 2(0ki01j1 + 0i10kj1 + Oridij1 + 5jk5i11)5(t2)t2
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Sumando todos los términos de B.5 tenemos que
. L.
B.5 = (0101 — 030511 + Sjk0in — 6i1djk1) [Oé(tQ) - 55@2) £

Veamos ahora como son los términos de la forma V’jqnﬂ Hy, (< Hyyy, Hyyy >), enlos

puntos z = (q,u,t,0,...,0), que forman parte de B.6. Si escribimos V}In+an+k =
YL UTH + " Hyyy + Z p-V., la funcién coordenada es 9" =< V*Hnﬂ H, ., H. >.

r<s
Por la formula de Koszul y por la definicién de G*

Y=< Vi

n+j

Hs By = =3 o (g,,1,0, 0)(55ea((S) + B =0

* r 1 r 1 r
pg =< VHnHHn-i-k?Vs >= _EV; (< Hn+j7Hn+l<: >) - 5{ < Huq, [Hn-i-j? s] >

< Hojo [Ho V] > }
De la Proposicion 3.13,
< Hopi) [Hyoo, V7] >= 800 (a(t2) + 5]-315@2)#) Gl <a(t2) + @-Hg(z?)ﬁ)
Luego,
< Hpipy [Hpyj, Vi1 >+ < Hoyj, [Hpgr, V] >= =601 <5ks5j1 + 5j55k1)ﬁ(t2)t2
Por otro lado,

V:(Q: u, ta 07 cee 70)<< Hn+j7 Hn+k >) = D’s=0 (6jk04(t2) + ﬁ(tQ)tZGJl'(s)ellc(s)> =
= b1 (a0 + 83104 ) A2
Entonces p(q,u,t,0,...,0) = 0.
1
< Vg, Huvks Hopr >= 5{H,Hj(< Hyo Hosy ) + Hy (< Hoiy, Hyy >)

—Hpir (< Hyg gy Hogr >)}

Como H?H-j(q’ u,t,0,... 70)(< Hyvr, Hyyr >> = %|(t70)(5m0‘(|€|2) + ﬁ('dz)CkCT) =
281,051 6(12)t + 20 B(L2)E + (@@M + 5jr5k1) B2t
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(St + 830001 = B3 ) A(E2)2 + s B(E2)E2

" =< V; H, 7Hn r>=
Y H +k + (X(t2) + 6T1[3<t2>t2

n+j

8k B(2)t
a(t?) + 6,1 08(t2)t2

Dado que Hy, (< Hyp1, Hyvi >) = 20301 6(82)t+283,1 B2 + <5lr5i1+5iréll>/6(t2)t
y que Vi Hyo(< Hyg, Hyyy >) = 32,V Hysr (< Hpt, Hoyy >) se sigue que

Vir, Hyi(< Hoy, Hyyy >) =

+Jj

. t2 t2 t2
_ {((5kl — O1)0ij1 + (050 — 01) k1 + (Oir — k1 )01 + (635 — (5ij1)51k1}%

a(t?)

[&(t?) + B(#*)E + B(*)t]
+2{5“j’“1 a(t2) + B(t2)t2 i

B2t — a()[a ()t + B + B(1)1]
a(t?) + p(t2)t2

[&(82)t + B(E2)3 + B(2)t] ()t

+0i1 (06 — djk1)

+0;k1 (01— +(5il—5z’11)(5jk—5jk1)[ (%)

a(t?) + B(t?)t?
El término B.6 es
a(t*)p(*)e?
a(t?)
[6(#?) + B(H)E* + B(E*)][B(1?) — a(t)]t?
a(t?) + B(2)2
[6(£?) + BEH)E* + B(*))c(t?)t>
a(t?) + B(t2)2
[8(?) — a(t?)]a(t?)?
a(t?) + B(t?)t?

1
B6 =3 <6jl5z‘k1 + 0ikdji1 — 0jk0in — 5il-5jk1>

+ (0,501 — Oikdji1)

+ (030,11 — 0510ik1)

+1 (0 — 0in) (0 — 0jk1) — (950 — 6511) (Oir — Sika)

Para calcular el término B.7 primero debemos calcular los términos del tipo
< Hpyj, [Vj‘anHnJrk,HnH] >. Por lo visto, en el cédlculo del término B.6, la
Proposicién 3.13 y las propiedades del corchete de Lie tenemos que
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< Hoij, Vi Hosrs Hot] > (g0, 1,00, 0) = —Hy g (7) (a(t?) + 6, 8(8°)1°)
lugar 1
A A NG
Hay que calcular H,,,(q,u,t,0,...,0)(+?) = D|s=0(7’(q,u,t,0,...,0, s ,0,...,0).
lugar 1

Para calcular v/ (q, u,t,0,...,0, 7s ~,0,...,0) es necesario conocer los términos de
lugar 1
—~

la forma Dl|s—o(< Hpik, Hoom > (¢,u,t,0,...,0, 7s,0,...,0)). Sil =1 con
z=(q,u,t+s,0,...,0) se tiene que

(a((t+s))+B((t+s)?)(t+s)? si k=m=1

< Hpip, Hypr > | = a((t + s)?) si k=m#1
L 0 en otro caso.
Los campos {H,1,. .., Ha,} son ortogonales en los puntos de la forma (q,u,t +
5,0,...,0), por lo tanto v/ (¢, u, t + 5,0, ...,0) se calcula de forma similar a como lo

hicimos antes. Se tiene
< Hn+]’, [V?_In+iHn+k, Hn+l] > (q, u, t, 0, e ,0) -

(Biks1 — kg — 0i30k) (26(12)E2 + G(12) ) — o (2B(E)1 + 33(12)¢2)

601 (26@2)152 + 5@2))) +2 [(5@-5@-1 80k — Oudy) ()t

()t + 0, (B(*)t° + 5(752)15]
a(t?) 4 0,1 6(t?)t?

; o
+0 B + 5ik(5j16(t2)t} . [
Sil#1,conz=(q,u,t,0,...,s,...,0)

[ a2+ %) + B2+ )2 si k=m=1
a(t> + 83 + B2+ s%)s* si k=m=1
< H,p,Hypon > |, = a(t? + s?) st k=m#1y#1

B(t* + s*)ts st (k,m)=(1,1) o (,1)

0 en otro caso.
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Los campos {Hn+1,... Hgn} no son ortogonales. En este caso escribimos

V?{ n+k 27 n—H“ , donde Hn-ﬁ-r = Hpyrsir # 1y n+7"( ) =

H,u(z) — o fs (Qt;j;(t);isz)ﬂ H,1(2). Luego, calculando de la misma manera que

antes las funciones coordenadas, tenemos que si [ # 1, con z = (q,u,t,0,...,0),
que:

eSij#lyj#l

< H,4;, [V*Hn_,_iHn-Hm Hp] > (2) = —(0u60 + 5ij5kzl)d(t2)

e Sij=1I
. 2
< Huijy Vi, Hoks Hust] > (2) = [0 6(8%) = ua B = 0 5(#7)] a<t2>a+(tﬁ)<t2>m
a(t?) p(t*)t? .
+2[5ik1 Oé(tQ) n ﬁ(tQ)tQ — 6ijk04(t2)]
eSij=1
< Hyoy, (Vi Hopi Hyat] > (2) = (Subin + Mﬂ)[% —alt) - pE)e)

Recordemos que

|
B7:§{<HHﬁW&MHHmHMﬂ>+<HM%WRMHHhHMﬂ>

- < Hn+l7 [VH ntj n+k7 Hn—i—z] >+ < Hn—}—za [VH ntj Hn+k>Hn+l] }

entonces, calculando los demas términos de B.7 (permutando los indices) y suméndolos

con cuidado, tenemos que

(@) — 13(t2))%3(t2)t2]
a(f) + B
a(t*)p*)e?

()

B.7T= (1—511)<5il5jk—5jl5ik+5jz5ik1—5iz5jk1) [ﬁ(tQ)—Qd(tQ)—i—

+%@@ﬁw1—wm5M0{4a@%-+2d@%ﬁ-—B@%fz—2ﬁ@%-—
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+2 () 1 BB T )
%5“ [(1 — 8) 010 — (1 — 5j1)5l-15jk} {4@@2) +6A(2)E2 — 312 — 28(2)

B O R e G ) o B 0 Y
a(#) o) + ()P a(®) J

Finalmente, sumando B.5, B.6 y B.7 llegamos a la ecuacién tipo B.

[a(t2) + BE)E + BENBE)E _, (6(t)* }

Ecuacién tipo C: Dado que [H;, H,4;] = 0,

C.01 C.02
< R*(HZ, Hn+j>Hn+k, Hn+l >= < V;Iiv*Hn+an+k, Hn+l > =< V*Hn+jv%iHn+k7 Hn+l >

Por Koszul y la Proposicion 3.13 se puede ver sin dificultad que
1
<Vu Vi, Hoir, Hypp >= Z{Hi(Hn+j(< Hy iy Hyy >))+Hi(Hpn (< Hyyt, Hoyj >))
1
—~Hi(Hot(< Hoig Hoe >)) } = 54 < Howts Vi, Hos Hi >

< Hiy [V, Hosks Hosi] > }

1
002 =< VF_IZ En+an+k, Hn+l >= _§V;{1Hn+k(< Hn+l, Hn+j >>

1
+§{ < HnJrlJ [V;IZHTL+]€7 Hn+j] >+ < HnJrjv [V*HiHnJrk?HnJrl] > }

Si f = Hpy;(< Hpyr, Hopr >), entonces H;(f) = 0, pues f depende sélo del
parametro de R". Similarmente, se ve que H;(< H,4;, H,4+; >) = 0. Si escribimos
a Vi Hny1(2), donde 2 = (q,u,t,0,...,0), en la base {H1(2),..., Ha(2),V](2)} se
puede ver facilmente que Vi H,yx * (2)(< Hpqy, Hyyy >) = 0. Por lo tanto,

1
< R*(Hi, Hy i) Hoyi, Hnyt > (q,u,t,0,...,0) = 5{ < Hyt, Vi, Hoky Hog ] >

1
+ < Hujy Vg Hyiy Hol] > } - 5{ < Hypy1, Vi, Husr, Hi] >

< Hy, (Vi Hocko Hysd] > |
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Si escribimos a Vy  Hnii(2) en la base {Hi(2),..., Han(2), V) (2)} también se
puede ver que < H,, [V}}nﬂHmk, H;| >=< H;, [V}nﬂHnM, H,.] >= 0. De
la misma forma, vemos que el término < H,,;, [Vi; Hyy, Hnyj] >= 0 en los puntos
(q,u,t,0,...,0). Con lo cual,

< R*<H7,7 Hn+j)Hn+k7 Hn—H > (q7 U,t, 07 s 70) =0

Ecuacién tipo D: Como [H,,+;, Hp+;] = 0 la ecuacién de curvatura en este caso es

< R*(Hn+i,Hn+j)Hk,Hl >=< V}IWV}”HH;C,HZ > — < v;{nﬂ, 7 _Hk,Hl >

Hn-H

Por Koszul, la Proposicién 3.13 y por la definicién del los campos { H,.}2", se ve que

1 1
< Vi Vit His Hi >= SHoi(< Vi, Hio Hy >) - 5{ < Hy, [V, Hy Hopl] >

+ < Hnyi, [V, He, Hi] > }
y como < V}nHHk,Hl >= —% < H,4;, [Hp, H] >

< R*(Hn_;'_i, Hn—i—j)Hk’a Hl >=

D.1

1 8 \
T Husi(< Huis, [ H >) = Hoyi(< Hog, [His ) >) }
D.2
/1 Y
+ 5{ < H, [V, Hy > — < H, [V Hy Hopl) > }

D.3

A\

7 N

1 * *
+ 5{ < Hypyo [Vig Hi] > — < Hopi [V Hi H] > }

Escribiendo en la base Vi, | Hy, es la base {Hy,. .., Ha,, V]}, se sigue que

n+1i

1
< Higj, (Vi Hil >= =5 ) < Hui [Hi, Hy] >< Hyog, [Hy, Hi) >
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por lo tanto de 3.13

g (e

4 Z(er]’erlil - erierlj1>

r

Como < H,, [Hy, H)] >= Z Riirs& (Sira(|€]?) + B(IE]F)EET) se tiene que H,y (<

Hn+ia [Hk, Hl] >) = Rklij(a(t2) + (Sﬂﬁ(tQ)tQ) + (26j1Rkli1 + Rklﬂﬁ(tz))t2 y 61 término
D.1es

D.1= iRW <2a(t2) + (61 + 5j1)5(t2)t2> - }151-1 (5(1&2) — Qd(tz))katz

4701 (26(8) = () ) Ruaat

Dado que < Hy, [V . Hi, Hypj] >= %Hn+j(< Hy, i, [Hg, H)] >), luego D.2 = D.1.
Sumando los términos D.1, D.2 y D.3 obtenemos la Ecuacién de tipo D.

Ecuacion tipo E:

Como [H;, H,,1j] = 0 tenemos que
< R*(Hz, Hn+j>Hk, Hn+l >=< VEiVEnHHk,HnH > — < VEnHV}}in,HnH >

luego por Koszul, se sigue que

< R*(HZ, Hn+j>Hk7 HTL—H >=

E.1 E.2

A A

1
2

~

1
ZHn+j<< Hyy1, [Hy, Hi] >) — (Vi He) (< Hyyg, Hoyj >)

E3

A

e

1 Y
A < Hurts (Vi His Huig) > + < Hog, [Vig, Hi, Howd] > |

EA4

A

,

1 Y
—5{ < Husts (Vi His H) > + < Hi, (Vi Hi Hol) >

Se puede ver sin dificultad que si z = (¢, u,t,0,...,0)

1 1 0; .
ZHn+j(2)(< Hy, [He, Hy) >) = ZRkilj (Oé(tQ) + 5l15(t2)t2> + %Rkilla@z)ﬁ
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0
+kaij1ﬁ<t2)t2

¥y que
(Vit H) (2)(< Hopt, Hopy >) = 0

Escribiendo a Vi, Hj en la base {Hi,...,Hs,,V]}, de la Proposicién 3.13 se
deduce que

1 ) 1
—5 < Hoi, [V, He, Hi] >= 1 Zr:erﬂleOé(tz)tz

y
1 1
—5 < HZ', [VERHH]C, Hn—i—l] >= _ZRkijl (Oé(t2) -+ 5j16(t2)t2>
on v, 01 9,2
_?Rkijla(t )t — Ikaﬁ(t )t

Si escribimos Vi, Hy = > " H, 4+~ Hyqy + Z pLV

r<s

1 ) ) 5,
5{ < Hy1, Vi, Hi, Hoij] > + < Hyj, [Vig, Hi, Hypl] > } = kamﬁ(tQ)t?

1

=5 {Has (D (alt) + 818 ) + Hoar) (at?) + 5,82 ) |

Tenemos que calcular H,1(2)(7') = D|s=o(v'(q,u,t + 5,0,...,0)) y H,r;(2)(¥}) =

lugar j

Dl|s—o(v(q,u,t,0,..., “s >,...,0)) si j # 1. No es dificil ver que
1
H,p1(2) = —§sz’z1
lugar j
Cuandoj # 1y 2z =(q,u,t,0,..., 7 s ,...,0) tenemos que proceder con un poco de
cuidado porque {Hy(Z2), ..., Hs,(2),V!(Z)} no es una base ortogonal, ver Ecuacién
tipo B. Si j # 1:
( —3Rw; si L#jyl#1
Hyj(2)(7') = 0 sil=j

leijl St l = 1

2
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y
( —3Ruwij si l#jyj#1
Hya(2)(7') = 0 s l=j
L %Rkill si g=1
Luego,
E.3= %Rkillﬁ(t2)t2 + ;1(511 — 0j1) Rt B(t2) 12

Sumando F.1, E.2, E.3 y E.4 obtenemos la Ecuacién de tipo E.

Ecuacién tipo F:

< R*(Hi,Hj>Hn+k,Hl >=< VEiVEan+k,Hl > — < VEjVEiHn+k,HZ >

pues

0
Vi i Hoow Hi 5= S Ripe&® = V5 Hyon
< Vg Huow Hi >=> " Rijpel < Vi Hup, Hy >
s

0
1 7 * - ~N
5 D Rijrs < Vig, Hoe Hy > = 0

No es dificil ver que < Vi Hy, 1, [H;, Hj] >= 0, luego por Koszul resulta que

< R*(HZ, Hj)Hn+ka Hl >=

F.1
1
T Hi(< Hoio [ Hiy ) >) = Hi(< Hop, [Hy, H) >) |
F.1 F.2
g 1 . >
+§Hz(< Hyyy, [Hj, Hi) >) + 5{ Hy, [V Hyyr, Hj] >
F2

= < Hy, (Vi Hypr Hi) > + < Hy, (Vi Howr, Hy] >
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F.2

A

— < Hy, [V, Hosw, H] > |

4
—+ %Hl<< Hn+k7 [H“ Hj] >)

Como F2 = l{Hﬂ< Hopwo [Hi H]  >) — Hi(<  Hypo [H;, H) >ﬁ

1
< R(Hy, Hy) o, Hy >= S{Hy(< Hooro [Hiy H) >) = Hi(< Hog, [Hy, H) >) }

Si z=(q,u,t,0,...,0),

H; ( )(< Hn—i-ka HHHZ ZH zlrs 5 < Hn—i—kaHn—i-T > (Z>
O
+ Z R'Ljrs (f < Hn+k7 Hn+r >\
luego, H;(2)(<  Hpsr, [Hi, H] >) = Hj(2)(Rypr)a(t?)t y similarmente

—H;(2)(< Hpix, [Hj, Hl) >) = —H;(2)(Rj1)a(t?)t, de lo cual se sigue la Ecuacién
de tipo F.

Corolario 3.16 Si R es el tensor de curvatura de (TM,G), se cumple que:

e (Tipo A)
< R(es, ej)er, e > (q,u,t,0...,0) =

"1 1 1
2a(t?) Z{ﬁszﬂka + ZRilrlejrl + ZlerlRikrl} + Rijn.
r=1

e (Tipo B)

< R(enJri? en+j)en+k7 En+i > <Q7 u, tu 0... ) 0) =

. 1.
<5j15ik1 — Oikji1 + Ojrdin — 5z‘15jk1> [Oé(tQ) - §ﬁ(t2)]t2

a(t?) (%)t

1
+§ <5jz5z‘k1 + dirdjn — Ojkdinn — 5il5jk1) a(t?)
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[@(t?) + B + BE)B() — )]
a(t?) + p(12)r?
[@(t?) + B)E + B(E*)]a(*)e?
a(t?) + B(8%)t?

+ (0,501 — Oikdji1)

+ (6061 — 0j10ik1)

+ [(511 — 0i1) (05 — Ojk1) — (00 — 0j1) (Oir — 5ik1)]

+(1—611) (5il(5jk—5jl5ik+§jl5ikl_5il5jk1> [ﬁ(tQ)_Qd(tQ)""

+%(5ﬂéik1 - 5i15jk1){4a(t2) + 2a(t2)t — G122 — 26(1%) — .

+2

[6(?) + B)E + BENBENE (d(tz))%z}
aft?) + p(t) a(t?)

%5“ [(1 — 8) 0100 — (1 — 5j1)52-15jk} {4@@2) 6t — 361212 — 26(t2)

G(t2)B(E)  [a(t?) + BEDE + BED)][B(E2) — a2 (&(t?))*?
T awy o) + F(E)2 L) }
e (Tipo C)

< R(e;, entj)entks€nti > (q,u,t,0...,0) =0.

e (Tipo D)
< R(@nJri, €n+j)€k7 61) > (q, u, t, 0... , 0) =
1 2 2\ 12 1 2 s (42 2
§Rijkl <2()é(t ) + (521 + 5j1)ﬂ(t )t ) + 5511 <ﬁ(t ) — 2a(t ))Rklﬂt
a t2 2t2 n
& Z{erlerlil - erierljl}

r=1

+%5ﬂ <2d(t2) — ﬁ(t2))kat2 +
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e (Tipo E)

< R(eiv en+j)ek7 en—i-l) > (q7 u7t7 07 s 70) -

a t2 2t2 n t2 )
% Z Rivjit Rrinn + = (851 + 1) (Rrinn — Ry ) &(t?)

1
§Rkilja(t2) + 9

r=1

o (Tipo F)
< R(e;, e;)entis€r) > (¢, u,t,0,...,0) =

a(t?)t
2

{< VbR(Ei(s), EX(s))Ef(s),uy > — < VpR(E!(s), E\(s))EF(s),uy >}

Demostracion: Reemplazando en la férmula (3.3) las expresiones obtenidas en el
Teorema 3.15 y escribiendo como son los términos de esta en los que interviene el

corchete de Lie, obtenemos el valor del tensor de curvatura R en la base {e1,...,eam}.

[m]

Observacién 3.17 El tensor de curvatura R de (TM,G) es independiente del ten-

sor de curvatura R sdlo en las ecuaciones tipo C'y en el subespacio vertical (T M)".

3.3 Consecuencias Geométricas de las Ecuaciones

de Curvatura.

Al igual que en la seccién anterior, dado v € T M, tomamos z = (¢, u, &), de modo
que (g, u, &) = v, ver la Observacién 3.14.

3.3.1 Curvatura Seccional.

En esta seccién calcularemos la curvatura seccional de (T'M, G) cuando G es una
métrica natural. LLamamos « y ( a las funciones que caracterizan a G. Notamos con
K y K ala curvatura seccional de (M, g) y (T'M, G) respectivamente. Por 1ltimo,
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si A, B € (TM), designaremos con Q(A4, B) el cuadrado del 4rea del paralelogramo
definido por los vectores { A, B}, es decir Q(A, B) = ||A||?.| B||*—(< A, B >)? donde
|| || es la norma con respecto a G. De igual manera definimos Q(A, B) para (M, g).
En lo que sigue la norma con respecto a la métrica g la notaremos con | |, al igual
que el modulo en IR, pero esto quedara claro por el contexto.

Proposicion 3.18 Tenemos las siguientes expresiones para la curvatura seccional
de (TM,G):

a) Caso horizontal (hh)

3
K(ei,ej) = K(uj, uj) — ~a([o*)| R(u;, uj)v|®

4

paral <1,7 < n.

b) Caso vertical (vv)

{ (@(h)*h + 2d(h)a(h) — B(h)a(h)
(en—Ha €n+J) a(h) + B(h).h

e
(). (2a(R)éi(R) — a(h)A(R) = 3(a(R))? + 24(R)B())
a(h) (a(h) + B(h).h)
(20(R)a(m)B(R) — (@ (R))*8(h) — alh)a(h)5(R)) .h} 5
a(h). (a(h) + ﬁ(h).h) '

K(en+z> enH)

+(0i1 + 61). [

_|_
para 1 <i# j <n y donde h = |v|>.
c¢) Caso mizto (hv)

Rienenss) = “L Ry vy

para 1 <i,j <n. Recordamos que v = u1|v|, con lo cual K (e, e,q1) = 0.
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Demostracion: La curvatura seccional es K(A, B) = —ﬁ < R(A,B)A, B >.
Como G es una métrica natural, tenemos que Q(e;,e;) = 1si 1 < i # j < n, luego
para el caso horizontal K (e;,e;) = — < R(e;, ej)e;, e; >. Por lo tanto, del Corolario

3.16 ecuacién tipo A, tomando ¢ = k y j = [ tenemos que

_ "1 1 1
K(e;, ej) = —|v]*a(v]?). Z{ﬁRz‘jn-Rijﬂ + ZRijrl-Rijrl + ZRjjrl-Riirl} — Ryjij
r=1

3
== —sz] |'U| |7J’ Z 1]17‘ (ulau]) 4OJ(|U‘2)|R(U,Z,’U/])U‘2

De la ecuacion tipo B del Corolario 3.16, tomando ¢ = k, j = [ e i # j se obtiene

que

_ 1 . 2\ [ U2
R entisenss) = = gpo——o—{ (6 + ). | 26(00P) = B(1oP)

_ (avP) = B(ul?)?  (@ful*))?
affol?) + B([vl?)-Jol* - allv]?)
L (a(oP) + B(1*)-JoP + B(10l*) )-C B(vl) = a(lof) ) ]
a(lv?) + B(Jv]?)-Jv]?
(@(v)? vl + 2a(|v*)a(|v]*) = B(v[H)a(v) }
a(lvf?) + B([v]?)-v]?

de aqui agrupando correctamente se sigue el caso vertical b). Teniendo en cuenta

| 2

lv

+

que G es natural, |le;[| = 1 para 1 <i < ny que {e;};_, son ortogonales a {en;}}_,

se deduce de la ecuacion tipo E del Corolario 3.16 que

O S— C
RCsers) = i £ s 2 o

SEULE o PR e O‘”jj' )| Ry, o)uf?.

r=1

Corolario 3.19 Sea (M, g) una variedad Riemanniana con curvatura seccional cons-
tante Ky. Sea (T'M,G) con G métrica natural, tenemos las siguientes expresiones
para la curvatura seccional K :
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a) K(e;, e;) = Ko — 3(Ko)?o([o]?) (i1 + 6;1)|v]? con (i # j).
b) K (i, enty) = “UE Ko o2 (835 + 61)-

El caso vertical K (e, entj) €S igual que en la Proposicion 3.18, pues es indepen-
diente del tensor de curvatura de (M, g).

Observacion 3.20 En la situacion del Corolario 3.19, si ademds (TM,G) es una

variedad plana, entonces Ky = 0.

Corolario 3.21 Sea G una métrica natural sobre el fibrado tangente, de modo que
(T'M,G) tenga curvatura seccional constante, luego (TM,G) y (M, g) son planas.

Demostracion: Se deduce del item c) de la Prosicién 3.18, pues K = K(ey, e,4;) =
0. Esto implica que R(u;,v)u; = 0 para todo 4, j, con lo cual Ky = 0.

También se deduce de la Proposicién 3.18 el siguiente hecho:

Corolario 3.22 Consideremos el fibrado tangente dotado de dos métricas natu-
rales Gy y Go y sean {a;}tic12 y {Bitiz12 las funciones que las caracterizan. Si
Ki(u)(V,W) = Ky(u)(V,W) para todo w € TM y V,W € (TM), y (M,g) no es

plana, entonces ay(t) = an(t).

Observacion 3.23 Sea G la métrica de Sasaki introducida en la Seccion 3.1.1.
Las funciones que caracterizan la métrica de Sasaki son o« =1 y = 0. Por lo
tanto, de 3.18 tenemos las siguientes expresiones, que coinciden con las obtenidas
por Aso en [3], para la curvatura seccional Ky de (TM,G):

o K(e;e;) = K(ujuj) — %|R(ui,uj)v\2
d Ks(€n+i7€n+j) =0

o Ky(e;enyj) = i\R(uj,v)uiP

Observaciéon 3.24 Sea G, la métrica de Cheeger-Gromoll. Las funciones que

caracterizan a esta métrica natural son oft) = B(t) = ¢z Siy = 1+ [vf*, de

la Proposicion 3.18 se deduce que:



Meétricas Naturales sobre el Fibrado Tangente. 155
o Keyles e) = K(uiyuy) — 35| R(ui, uy)ol?
o Keylei ensy) = 35| R(uj, w)ul?

Por otro lado, si evaluamos el tensor de curvatura de (T'M, Gey) en enti(q, u, |v],0, ...

,0) yenyi(q,u,|v],0,...,0) obtenemos que :

1+’Y+’}/2 ((5i1+(5j1)”l)|4
A o A

7(51‘1 + 5j1)|v|2

—< ch(en—i—ia en-{—j)en—l—ia En+tj >=

1— +2 1-

- 47 + - 5 T

Y Y Y

El caso vertical se sigue observando que, para i # j, Q(enii, entj) =
= 7—12(1 + (81 + 8;1)[v]?), pues < epyiyenpj >= HMQ((SU + 0i1|v[?). O sea

1— + (v+2)

o Keglensirents) = 55+ Srzra,onm

A estos resultados llegaron Sekizawa (horizontal y mizto) en [42] y Gudmundsson y
Kappos (vertical) en [15].

Proposicién 3.25 Si S denota la curvatura escalar de (M,g), entonces la cur-

vatura escalar de (T'M, G,,) esta dada por

Sal0) = S(r(0) = 5= 3 [Rlus s+ "= (6 + (n = 2)(1 9+ 7))

tj

Demostracion: Para calcular la curvatura escalar utilizamos la base ortogonal

{e1,..., e, } (evaluada como en 3.14) que previamente normalizamos. La Proposicién
n

se sigue de la expresiones de la curvatura seccional y del hecho de que Z |R(uj,v )ul\2

= [R(u;, uy)vf?

ij=1

=1

Corolario 3.26 Si (M, g) tiene curvatura seccional constante Ky, entonces

MK — (= DEZ 46+ (n— 2)(1+ 7+ 77)
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Observacion 3.27 Si (M, g) tiene curvatura seccional constante se ve que (T'M, G.,)
no tiene curvatura escalar constante.

Observacion 3.28 En [15]/, Gudmundsson y Kappos calcularon la curvatura escalar
del fibrado tangente dotado de la métrica de Cheeger-Gromoll. Su expresion difiere
en un término con la nuestra. Esto se debe a un error en el cdlculo en [15], sin
embargo este no afecta los resulados que se obtienen en ese trabajo, que se deducen
de la formula dada en el Corolario 3.26, y que hemos mencionado en la Seccion
3.1.1.

Corolario 3.29 Si (M, g) es plana, entonces S, > 0.

3.3.2 Ejemplo: Métrica Exponencial y Curvatura Seccional.

Consideremos la métrica natural Geyp, sobre T'M cuya aplicacién matricial inducida
por el super espacio A es

Id, 0
AGeXp(Qv“ﬂ&) = < >

0 A3(6)

donde A3(€) = e K’ (Id,,, + €.€). LLamaremos a esta métrica exponencial. Se
puede ver sin dificultad que las curvaturas seccionales en los planos de (T'M),
generados por {e,(q,u,|v],0...,0),es(q,u,|v][,0...,0)}, con u; = ﬁ siv #£0,y
{e;(q,u,0...,0),e5(q,u,0...,0)} si v =0, estan dadas por

L4 Kexp(eiaej) = K(uiauj) - %e_MQ’R(uhuj)v‘Q

—[v|?
L4 Kexp(6i7€7L+j) = ET|R(U]‘,U)UZ‘|2

o Kexp(€ntirensy) = e’ (25 + Lol
exp(Cnti Cny L DI O I T

Proposicién 3.30 Sea (M, g) una variedad Riemanniana de curvatura seccional

constante Ky, luego Kep(€i,ej) > 0 para todo 1 < 4,5 < 2n siy sdlo si 0 < Ky <
%ie% y |[v] < V3.
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Demostracion: De la expresiéon para la curvatura seccional en el caso vertical
se puede ver sin dificultad que |v| < V3 es condicién necesaria y suficiente para
que Kexp(€ntisntj) > 0. Como el caso mixto siempre es mayor o igual a cero,
veamos que pasa en el caso horizontal. Si (M, g) tiene curvatura seccional con-
stante K, entonces el tensor de curvatura de (M, g) es de la forma R(A, B)C =
Ko(< A,C > B— < B,C > A). Luego, Koy (e;, ¢j) = Ko—2e I"F| Kol|v| (6 +0,1) >
0. Si consideramos los planos generados por {e;, e;} con 1 < i < j < n, entonces
necesariamente K > 0. Si consideramos los planos generados por {ej, e;}, entonces
Kexp > 051y solo si Ky — %e‘|”|2K§|v| > 0, que es equivalente a que % > Koe_|”|2|v|.
Como e*|”‘2|v| < e_%%, la condicién necesaria y suficiente para que la curvatura

. . . 1
seccional, en el caso horizontal sea mayor o igual a cero es 0 < K < %562.

Observacion 3.31 T'M dotado con la métrica Geyx, nunca es una variedad plana y

tampoco puede ser una variedad de curvatura no positiva.

La base {ej,...,ea,} es una base ortogonal con respecto a la métrica exponencial,
luego normalizandola podemos utilizarla para calcular la curvatura escalar. Se des-
prende de las expresiones de la curvatura seccional que la curvatura escalar de
(T'M, Gexp) en v esta dada por:

(n —1)el

6—|—2|v]2]
1+ |v|?

(=26 =)+ T

n

+e MY [Z!R(Uj,v)ui\z - Z‘R(“i’uj)vﬂ

ij=1

donde S denota la curvatura escalar de (M,g). Dado que Z |R(uj,v)u;* =

ij=1
Z | R(u;, uj)v|?, podemos escribir la curvatura escalar como:
ij=1
(n — 1)el’ o 6+ 2|v)?
Sexp(V) =S —[ -2)(3— —]
p(0) = S(r(0) + B [0 = 26— o) + T

e_l'ul2 n
—— > IR (us, uj)vf?

ij=1
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Proposicién 3.32 Si (M, g) tiene curvatura seccional constante Ky, entonces

olol?

1+ [of?

Tl

Sexp(v) = (n = D{ Ko (n — Folof?e ") + TP

((n—=2)(3— o) +

Corolario 3.33 Si (M, g) es plana tenemos que:

a) Si dim M = 2, entonces Sexp > 0.

b) Si dim > 3, entonces Sexp(v) > 0 siy sdlo si 0 < |vf* < (n=D)ty/4(n=2)nt1

n—2

(n—1)4++/4(n—2)n+1

n—2

¢) Si dim > 3, entonces Sexp(v) = 0 si y sélo si [v]* =

Demostracion: El punto a) es inmediato de la Proposicién 3.32. Para ver b) y ¢),
hay que notar que Se,,(v) > 0siy sélo si —(n—2)|v|*+(2n—2)|v|*+3(n—2)+6 > 0,
por otro lado, la curvatura escalar es cero si y sélo si |v| es raiz de este polinomio.

[m}

3.4 Meétricas Naturales y Fibrados Tangentes Planos.

El siguiente teorema corresponde Kowalski [24] e independientemente fué probado

por Aso en [3]. Aqui veremos como se deduce del Corolario 3.16.

Teorema 3.34 Sea (M, g) una variedad Riemanniana y T M dotado con la métrica
de Sasaki G4. Entonces

(T'M,Gy) es plana si y sélo si (M, g) es plana.

Demostracion: Si el tensor de curvatura R de (M, g) es nulo, del Corolario 3.16
se ve que R, = 0. Por otro lado, si Ry, = 0, evaluando la ecuacién tipo A de 3.16
en los puntos de la forma (¢, u,0) para cualquier (¢,u) € O(M) obtenemos que
0 =< Rs(es,€j)en, e > |(gu0) =< R(u;, uj)ug, u; >, de lo cual se desprende que R es

el tensor nulo.
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Como ya adelantamos este resultado no vale para cualquier métrica natural sobre
el fibrado tangente. Por ejemplo, recordar la Observacién 3.24 y lo visto en la
Seccion 3.3.2. Ni la métrica de Cheeger-Gromoll, ni la métrica exponencial hacen
del fibrado tangente una variedad plana aunque (M, g) lo fuera. Cabria preguntarnos
que condiciones debemos imponer a la métrica natural G sobre T'M para valga un

resultado similar.

Teorema 3.35 Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dim M > 3 y sea (TM, G)
el fibrado tangente dotado con una métrica natural. Si o, : R>g — IR son las
funciones que caracterizan a G, entonces

(c(t))*t + 2a(t)ce(t)
a(t)

Demostracion: Sea (T'M,G) plana. De la misma manera que en la Demostracién

(TM,QG) es plana si y sdlo si (M, g) es plana y B(t) =

del Teorema 3.34 se deduce que (M, g) es plana. Si R = 0, en particular tenemos
que para todo 4,7 # 1, < R(€nti, €ntj)ensisenyj >= 0 . Del Corolario 3.16,

e loP)Plo + 2a(eP)alo) — alel)(ol)
7 M ) €y = 2(oF) + P

luego, 1 12V\2] 0 [2 2\ 4 (1|2
B(lul?) = (@(lvl*)) !U|a;|rv2|%(|v| Ja(|v]?)

Supongamos ahora que (M, g) es plana y que ((t) = W% Si vemos que

< R(e;, ej)ex, e, >= 0 para 1 <4, j,k,l < 2n, entonces R = 0. Del Corolario 3.16 se
deduce que

< R(e;, ej)ex, e >=0 (Tipo A) < R(ei,ej)enir, énpt >=0 (Tipo D)

< R(e;, entj)entisenit >=0 (Tipo C) < R(e;, entj)eksntr >=0 (Tipo E)

< R(e;, ej)ex, eny >=0 (Tipo F)

que se anulan porque dependen del tensor de curvatura de (M, g). Resta ver el caso
< R(enyi, €nii)eniks €nyr > en el que todos los vectores son verticales. Supongamos
que que 4, j, k, 1 # 1,

- . (@ =B
< R(6n+i7 €n+j>€n+ka Entl >= (5z’15jk - 5jl5ik)[5 — 20— W

]

donde a, 3, & estdn evaluadas en |v|%. Si 3 es como dijimos:
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i) 6 — 24 = jof?

i)+ ot - s

i) (¢ — )] =
De i), ii), y iii) tenemos que < R(€nti,€ntj)enik,enrt >= 0 para i,5,k, 1 # 1y
1 <i,5,k, 1 <n. Consideremos el caso en que uno de los indices es 1. Supongamos
que [ = 1:

. ) 2
(<>) < R(€n+i,en+j)en+k7en+1 >= (6jk6i1 — 51k531){04|1]|2 —_ %B|U|2 . %Ozﬁljﬁ
. > 2 o 2 .
it Bt + ﬁﬁ]ﬁﬁ AT g6~ sapol + 2 + 9
Laplv? [+ Blol® + B8 — allv]* | (6)?fuf?
T [
2 , v+ Blo)? 8 =a
(G §ik6j1){<2% %+ ) — & +5|;)|+;|i]’2[5 a] }.\v|2 —0

Con lo cual si hay un sélo 1 en (ijkl) el tensor de curvatura se anula. Si hay 3 o 4

indices 1, trivialmente se anula. Si hay dos, tenemos tres casos:

1) R<en+17 €nt1, %, *) = 0.

11) R(*a *, Cnt1, €n+1) = 0.

iii) (n 4+ 1,%,n+ 1,%) y (*,n+ 1,% n + 1) que son equivalentes. También se
deduce de () que < R(€ny1, €nii)enit,enys >= 0.

Teorema 3.36 Sea (M, g) una variedad Riemannian de dimension 2. Luego tene-
mos que, (T'M,G) es plana si y sdlo si (M, g) es plana y las funciones o y [ sa-

; - & 2 ; . & & ' 1Bt -
tisfacen que B(t) = 2a(t)t — —(’;)fg))t — B(t)t + 24(t) — a((tt))t + | (t)Jrﬁ(tit(;i(tﬂ)gtgf(t) 0]
e .
para todo t > 0. Por ejemplo, si B(t) = W y (M, g) es plana, entonces

(TM,G) es plana.
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Demostracion: Que (T'M,G) plana implica que (M, g) sea plana se deduce como
en la demostracién del Teorema anterior. Si el tensor de curvatura R es nulo, en

particular
0= Rlewrssenslensseura >= 2ol pf? — SUELLDE — gy
ety G [6(of2) + AP + B0 = (ol o
2= == oy T o(oP) + BB

lo que nos da la condicion que debe satisfacer a y 3. Por otro lado, si R es el tensor
nulo, por el Corolario 3.16 sélo hace falta ver que < R(en41, €n42)€ni1s €nga >= 0,

y esto se cumple con la condicién que pedimos que satisfagan a y .

Observacion 3.37 Una métrica natural G sobre T'M estd caracterizada por las
funciones « y B3, que cumplen que a(t) > 0 y a(t) + B(t)t > 0 para t > 0 (ver
Proposicion 3.2). Si (TM,G) es plana y dim(M) > 3 vimos que 3 = (a(t))zt:(—?(t)a(t)
Luego, parat >0

~(a@®)t 4 2a(t)at)t + (a(t)? ()t + a(t))?
a(t) + Bt = o) = @) >0
con lo cual &(t)t + a(t) # 0. Como &(0)0+ «(0) = a(0) > 0, entonces

a(t)t+ at) > 0 para t > 0.

Por otro lado, si (M, g) plana, tomando « : [0,+00) — R diferenciable tal que

a(t) >0 y a(t).t + alt) > 0 para (t > 0) podemos construir una métrica natural G
sobre TM de modo que (TM,G) sea plana.

3.5 Geodésicas Compartidas.

Recordemos el Corolario 3.21. De este sabemos que si G es una métrica natural
y (TM,G) es de curvatura seccional constante, entonces (7'M, G) es plana. Las
métricas naturales en este aspecto son bastante rigidas. Por lo tanto, en la siguiente

proposiciéon directamente pedimos que el fibrado tangente sea plano.

Proposicion 3.38 Sean G y G dos métricas naturales sobre el fibrado tangente
de (M, g), de modo que (TM,G1) y (TM,Gs) sean planas. Si oy, B1 y ag, B2 son
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las funciones que caracterizan a Gy y G respectivamente, supongamos que a1(0) =
a3(0). Luego existen isometrias locales entre (TM,G1) y (TM,G3) en un entorno
de los puntos 0, con p € M dadas por

fo, = expgp o(exp(l)p)_1 Vo, — W,

donde exp® es la aplicacion exponencial inducida por la métrica G; y Vo, es un
entorno normal de 0, con respecto a ambas métricas. Ademds, se tiene que (fo, ), =

idrrm|(ran,, -

Demostracion: Veamos que la identidad de TT'M restringida a la fibra tangente
a 0, idTTM\(TM)OP : ((TM)o,,Gi) — ((T'M)o,,G2), es una es una isometria.
Sea u = (uy,...,u,) una base ortonormal de M,. Sabemos que {ei(p,u,0),...,

ean(p,u,0)} es una base de la fibra tangente de 0,. Tenemos que para 1 <i,j <n

Gl(op)(ei(p7 u, 0), ej(p7 u, O)) = g(p) (ui7 uj) = G2<Op)(ei(pa Uu, 0)7 €j(p, u, 0))
Gl (Op) (ei(pv u, 0)? Entj (p> u, 0)) =0= GQ(OP)(ei(p> u, 0)7 €n+j(p7 u, O))
G1(0p)(enti(p, u,0), €n45(p, u,0)) = 04501 (0) = 04502(0) = G2(0,)(e:s(p, u, 0), €;(p, u,0))

luego z'dTTM](T M),, €S una isometria. Sea V,, como dijimos, un entorno normal para
las dos métricas de 0,. Siv € Vj,, existe una tinica geodésica v de (T'M,G1), tal
que ¥(0) =0, y |4| = 1 y pasa por v pongamos a tiempo t,, es decir y(t,) = v. Sea
7 la geodésica de (T'M,Gs), tal que ¥(0) = 0, y '7(0) = 4(0). Notamos con P y
P el transporte paralelo a lo largo de 7 y 7 respectivamente. Sea ¢, : (T'M), —
(T'M)5,) dada por

u(b) = Py, 0 B ()

La proposicién se deduce del Teorema de Cartan, ver [11] pdg. 157. Sea {R;}i=12
el tensor de curvatura de {(T'M,G;)}i=12. El Teorema de Cartan nos dice que si
G1(v)(Ri(v1,v9)v3,v4) = Go(Ra(du(v1), Pu(v2))du(v3), du(v4)) para todo v € Vy, ¥
todo {vy,vs,v3,v4} € (I'M),, entonces fy, es una isometria y su diferencial en 0, es
la aplicacién identidad. En nuestro caso, esta condicion, que llamaremos condicion
de Cartan, se cumple trivialmente porque los fibrados tangentes son planos. o

Proposicion 3.39 Sea TM dotado de dos métricas naturales G; y Gy, de modo

que resulten variedades planas. Sean oy, (1 y o, P2 las funciones que caracterizan

L es una isometria

en un entorno de v € TM si y sélo si ay(r?) = ao(r?) y i (r?)r? = dy(r?)r?.

a Gy y Gy respectivamente. Luego, si |v| =r, [ = exp?o(exp})™
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Demostracion: Sia;(r?) = az(r?) y a1 (r?)r? = as(r?)r?, y dado que (TM, G;)i=12
es plana, es facil ver que la aplicacién identidad id : (T'M), — (T'M), es una
isometria. Luego, por el Teorema de Cartan, f es una isometria.

Por otro lado, si f es una isometria, entonces f., = id : (TM), — (T'M), es
una isometria lineal. En particular, si X e Y son vectores verticales tangentes a
v, tenemos que G1(X,Y) = G2(X,Y), es decir <Zpﬂ/}i> a1 (r?) + prbr(aq (r?) +

1>2

Bi(r (sz%)% ) 4+ prhr(aa(r?) + Bo(r?)r?), si X = szen—H e

i>2
Y = 2?21 Vjenyj(z) donde siv # 0 z = (p,u,7,0,...,0), con u; = % ysiv =0,
z = (p,u,0) con u base ortonormal de M,. De esto deducimos que a;(r?) = az(r?)
para r > 0, con esto la proposiciéon queda probada para el caso v = 0, y ademas que

Bi(r?) = Ba(r?) si r > 0. Supongamos que v # 0. Como las métricas son planas,
d¢2(t)t+2aidi(t)

tenemos que [;(t) = @ ()

. Entonces,

(600) — (@) = ><d1<:> —(r?))

.
Si dy(r?) # da(r?), se sigue que
2
, , ay(r
Oél(TQ) + CYQ(TQ) = -2 1752 )

Por ser G; métricas Riemannianas o, (t) 4+ 3;(£)t > 0y a;(t) > 0, como ademés son

planas tenemos que &;(t)t + «;(t) > 0, entonces

ay(r?)

(02 . (02
ar(r?) + dq(rs) > =2 3

con lo cual, tenemos una contradicciéon que vino de suponer que d;(r?) # as(r?)

Proposicién 3.40 Supongamos que existe o geodésica de (T'M,Gq) y (T'M,Gs).
Supongamos que v y w son puntos de o de modo que tenemos definidas las isometrias
locales f, y fu en respectivos entornos normales V,, y V,, (con V, NV, conexo). Si
Pt es el transporte paralelo a lo largo de o en (TM,G;) y se satisface que P2
(PL,) ' =(P2,) o (P},,) para ty <ty < ty, tenemos que:

0t1

i) fola) = ay fula) = a.
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i) fo = fuw en V, NV,

Demostracién: Supongamos que «(0) =v y a(l) = w. Como f, es una isometria
B(t) = fy(a(t)) es una geodésica de (TM,G,). Pero a(0) = 5(0) y como a es
también geodésica de (T'M, Gs), entonces f,(a) = a. Similarmente obtenemos que
fuwla) = a.

Sea z € V,NV,, ysea 0 <[ <1 tal que a(l) = z. Sabemos que f,(z) = fu(2), si
vemos que (f,)«. = (fw)«., como sabemos que son isometrias, tenemos que f, = f,
enV,NV,. Sea z € (TM),, consideremos J un campo de Jacobi a lo largo de « tal
que J(0) =0y J(I) = z, 0 sea J(t) = (exXP})u,4 (tJ'(0)). Se puede comprobar sin
dificultad que J(t) = ¢¢(J(t)) es un campo de Jacobi a lo largo de o en (T'M, Gy).
Luego, J(t) = (expi)td(o)(tj’(O)). Veamos que J(I) = (f,)..(2). Dado que J(t) =
d1(J(t)), tenemos que J'(0) = (fu)s, (J(0)) = id(J'(0)), de lo cual tenemos que

F() = (€XD oy (LT (0))) = (eXD2)or 00 (XPL)2L ) (2) = () (2)
Entonces, (f,)..(2) = P2oido P, *(J(1)) y del mismo modo resulta que (fy,)..(2) =
(P)~" oiddo Pi(J(1)), luego (fu)s.(2) = (fu). ().

En la proposicion anterior supusimos que habia una geodésica que compartian

(TM,G,) y (TM,G,). Veamos que efectivamente hay este tipo de curvas.

Proposicién 3.41 Sea (M, g) una variedad Riemanniana y TM provisto de una
métrica natural G. Si ¢ : I — M es una geodésica de (M,g), entonces ¢ = ¢ :
I — TM es una geodésica de (TM, Q).

Demostracién: Sea u = ¢(ty) = ¢(tg) v p = ¢(tp). Supongamos que para cada
entorno de u existe un punto v € I'mg(¢) de modo que ¢ no minimiza la distancia
entre v y v. Tomemos un entorno normal de u que llamamos V, de tal forma que
7(V) C V entorno normal de p. Sea v € V con 7(v) = q y &(t;) = v tal que ¢ no
minimiza la distancia entre u y v. Luego, si notamos la longitud de un arco de curva
en (TM,G) con I, existe h con la propiedad de que [y, (h) < l,,(¢). Por ser ¢ una
geodésica, es decir que ¢ no tiene componentes verticales, y G una métrica natural

tenemos que

@ = | "o, det = / " Jo(@r. @)
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:/tl g(e(t), c(t))dt = lpg(c)

Por otro lado,

) = [0+ Gte), Gy + i)

= /ttl \/G(Ui)h(t), (E)h(z)) + G((ﬁ)v@), (E)v(t))dt > /tl \/Gw;)h(t)’ (,;)h@))dt

to

Luego, si h es la curva en M definida por h(t) = 7o h, h(ty) = py h(t1) = qy

h(t) = T (R(1)). La longitud de h es

a0) = [ (s 0 00 )it = [ (G0, G0t < Bt

con lo cual, l,,(h) < ly,(c) lo que es una contradiccién. Por lo tanto, como ¢ minimiza

localmente distancia en cada punto de su imagen, ¢ es una geodésica de (T'M,G). o

Observacion 3.42 En la Proposicion anterior podemos relajar la hipotesis de que
la métrica se natural. Fs decir, si una métrica Riemanniana G sobre T M satisface
que G(0)( X" Y") = f(m(v))g(me, (X), 7 (X)) para X" e Y horizontales y que
(V,)*+ = H,, entonces la Proposicién 3.41 sigue valiendo.

Proposicién 3.43 Sea (M,g) una variedad Riemanniana y TM dotado de una
métrica G. Sea V la conexion de Levi-Civita de la métrica G. Luego son equiva-
lentes:

i) Vo Y? = 0 para todo levantamiento vertical de X e 'Y campos de M.

i) Las curvas de TM de la forma a(t) = tw+v conv,w € M, son geodésicas

de (TM,G).

Demostracién: Sea (U, z) una carta de M y notamos con (TU,z) y (TTU,Z) las
cartas de T'M y TT'M inducidas por esta. Los campos tangentes inducidos por estas
cartassonXi:W,Aj:%yBkza%kconlgign,1§j§2ny1§k§4n,
respectivamente. Sea «a(t) = wt + v calulemos las coordenas de la aceleracién de «

con respecto a (TTU, ), es decir para 1 < j < 2n:

(@) (D1e)(3) = DIe(3’ 0 mrar 0 &)
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Para 1 < j < n, tenemos que D|¢(z7 o mppr 0 &) = D|y(z7 oo ) = D|y(2?(p)) =0
y paran + 1 < j < 2n, tenemos que D|;(Z/ o wrpr 0 &) = Dly(a(z?™")) = w(xi ™).
Las tltimas 2n coordenadas son para 1 < j < 2n

()., (D) (Z") = Dle(c(7))

Sil<j<n, Dli((a’)) = (D)*(2? omoa) = 0y D(a(z"*7)) = (Dli=0)*(tw(a?) +
v(27)) = 0. Luego tenemos que (&), (D;) = Z w(x?) B, ;. Por lo tanto,

Vi = K(@).(D0) = 3= (D wlehule) s ) A (#)
k=1 ij=1

donde K es la funcién de conexién inducida por V y I'* vintg = Va, AL (7).
Que @) implica ii) se deduce de observar que los campos A, ; son el levantamiento
vertical de los campos X, por lo tanto T'¥ +inyj = 0y la ecuacion (#) se anula.

Si suponemos que todas las curvas del tipo «a(t) = wt + v son geodésicas, entonces

de (#) se deduce que Va A,+; =0 para todo 1 <14, j < 2n, lo que implica 7).

n+1i

Observacién 3.44 La métrica de Sasaki satisface que VxoY"? = 0.

Corolario 3.45 Sea (TM,G) provisto de una métrica natural. Si las rectas a(t) =
tw+v conv,w € TM y m(v) = w(w) son todas geodésicas, entonces vale que (M, g)

es plana si y solo si (T'M,G) es plana.

Demostracién: Del Corolario 3.21 sabemos que (7'M, G) plana implica que (M, g)
es plana, por lo tanto, sélo hace falta ver que en esta situacion alcanza con que
(M, g) sea plana para que (T'M,G) lo sea. Dado u € TM y by, by y by € (TM)?,
existen X,Y y Z € x(M) tales que X"(u) = by, Y"(u) = by y Z%(u) = bs. Luego,
R(bl,bg)bg = VxeVyeZ¥ — VyoVxe 29 — 6[){1}&/1}]21} = 0 pues las rectas « son
geodésicas, lo que implica que VyoZ” = VxoZ¥ = 0y [X?,Y"?] = 0. Entonces, de
la Proposicién 3.18 deducimos que si (M, g) es plana luego (T'M, G) es plana.
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3.6 r-Fibrados.

Sea (M, g) una variedad Riemanianna y r > 0, llamamos a la subvariedad de T'M
dada por T,M = {v € TM : |v| = r} el r — fibrado de (M,g). T,M es una
subvariedad sumergida de dimensiéon 2n — 1 de TM. Si v € T,.M, la fibra tangente
a T, M en V la podemos identificar con el subespacio de (T'M), dado por

i*v((TrM)v) - (TM)Z ® ‘/vl

donde V! es el subespacio dentro del subespacio vertical complementario al gene-
rado por N(v) = (m., x K,)7*(0,v), es decir aquel que satisface que (TM)? =
= V1!® < N(v) >. Esto se ve facilmente, pues si b € (T, M), y G, es la métrica de
Sasaki, tenemos que

Go(N(v),i,(0) = g(v, Ky (i, (D)) = g(i(v), Vi) = %b(g(i, 1)) =0

N (v) es ortogonal a la fibra tangente a T, M en v con respecto a la métrica de Sasaki.
Consideremos sobre T'M una métrica natural G . Siv € T, M sea z = (¢, u,r,0,...,0)
€ N, recordamos que N = O(M) x IR es la variedad espacio del super espacio
A = (N,9,0(n), Rq,{ei}) con el que venimos trabajando, de modo que u; = 2.
Luego, {e1(2),...,e,(2)} es una base de (T'M), y tenemos que G(e;(2),e;(z)) = d;,
G(ei(2),enii(2) = 0y Glenti(2), enti(2)) = dija(r?) + 6;18(r*)r? si 1 < 4,5 < n.
Como el campo N(v) = re,.1(2), tenemos que N(v) es ortogonal a (7,.M), con

respecto a la métrica GG. Resulta entonces que

N(v)
Al + 562
es un campo normal de T, M en (T'M, G).

Notamos con V la conexién de Levi-Civita de (T'M,G) y con K(X,Y) la curvatura
seccional de (T'M, G). La restriccién de la métrica G a T, M la notamos con Gy con

N(v) =

K(X,Y) su curvatura seccional. K (A, B) es la curvatura seccional en (M, g). Sea
B(X,Y) = (VxY)'si X eY soncampos tangentes del r-fibrado. Luego, como T, M
es una subvariedad de codimensién 1 de TM, B(X,Y) = G(B(X,Y), N)N. Si Sy
es el operador autoadjunto tal que G(Sy(X),Y) = G(B(X,Y), N), es decir que Sy
es la aplicacién de Gauss, entonces Sy(X) = (VxN)T (la componente tangencial a
T.M de VxN ) y por lo tanto, B(X,Y) = ~G(VxN,Y)N.

El siguiente Teorema corresponde a Dombrowski [12]:
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Teorema 3.46 Sea (M, g) una variedad Riemanniana y consideremos en TM las
distribuciones horizontales y verticales inducidas por la conexion de Levi-Civita de
(M, g). Luego si X", X?, Y y Y son los levantamientos horizontales y verticales

respectivamente de los campos X e Y tenemos que en u € T'M:
i) [X", YY" =0.
i) [Xh, Y] = (VxY)".
Z”) [Xha Yh] = [X7 Y]h - <R<X7 Y)u>v
Corolario 3.47 Sea (M, g) una variedad Riemanniana y T M provisto de una métri-

ca natural G. Si'V es la conexion de Levi-Civita de (TM, G) entonces, G(V xn Y, Z")

Demostracién: La igualdad se deduce de la férmula de Koszul y del Teorema

anterior.

Observacion 3.48 FEl Corolario 3.47 sigue siendo vdlido aun sin la condicion de
que G sea un tensor \—natural con respecto al fibrado tangente. Mds precisamente,
no hace falta pedir que G sea natural en el sentido cldsico, o sea no es necesario que

la aplicacion matricial inducida solo dependa del parametro de IR™.

Proposicién 3.49 Sea (M, g) una variedad Riemanianna y (T M, G) el fibrado tan-
gente dotado de una métrica natural. Sea T,.M el r-fibrado provisto de la métrica
restringida G = G|T,M. Tenemos que

K(X,Y)=K(X,Y)

si X,Y € (T,.M), son ortonormales y horizontales. En particular, si 1 <i,7 <n
7 3 9 2
K(ei(2), €;(2)) = K(ui, uj) — Za(r )| R(ui, uj)u|

Demostracién: Vamos a calcular G(VxN,Y). Sean X e Y campos horizon-
tales de T'M. Consideremos una carta de (U,z) de M y (TU,Z) su carta in-
ducida de T'M. Recordemos, ver en el Capitulo de Preliminares la Seccion 1.3.1,
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que la distribucién horizontal estd localmente generada por los campos H;(v) =
- Z(Z ;T:”Jrj”yfj(ﬁ(v))AnJrk(v)) con i = (1,...,n). Estos campos, si bien los

notamos de la misma manera, no son aquellos que forman un marco global para la
variedad N = O(M) x IR del super espacio A (Seccién 3.2.2). Luego, existen fun-

ciones {p'}i; vy {7/}}_; tales que X = Z p'HieY = Z”y]H Localmente pode-
J=1
mos escribir al campo N como N(v) = o Z 7" (v) A, (v), donde o = W’

pues A, = <a?:i)v' Siz = (q,u,7,0,...,0) € N, donde v = {uy,...,u,} es una

base ortonormal de M, y u; = ¥, utilizando el Corolario 3.47 obtenemos que

~G(VxN,Y) = —aZXx””G(AnH,Y — 0 Y YT GV, Anyr, Hy)

ijl

_g igznta(( 9 o (p 9 9\
2 AV () (Bl )

ijl
A S N A Dy
2D (R ) )G ()" )

ijl
= TS P GRG u) 1) e (2), ur(2)) = 0

ijl
Por lo tanto, si X e Y son horizontales, B(X, X) =

B(X,Y) = B(Y,Y) =0, con
lo cual, de la férmula de Gauss deducimos que K(X,Y)
i(2

K(X,Y). Utilizando
la Proposicién 3.18 obtenemos el caso particular K(e ej(2)) = K(u,uj) —

%a(r2)|R(u@-,uj)u]2. o

Sea ¢ : I — T, M una curva en el r-fibrado. Es conocida la relacién que existe entre
la derivada covariante de una variedad y la de una subvariedad inmersa. En nuestro
caso particular la relacion es

Vpin(€) = i,(Vpé) + B(é, ¢)N(c)

De lo cual, teniendo en cuenta que B(X, X) = 0 si X es horizontal, se desprende el

siguiente Corolario:

Corolario 3.50 Sea ¢ : I — T, M una geodésica de T.M tal que ¢(t) € (TM)g(t)
para todo t, entonces ¢ es geodésica de (TM,G).
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Observacién 3.51 En general el Corolario anterior no wvale para geodésicas con
velocidades verticales. Sea T'M dotado con la métrica de Sasaki y sea v € T,M
y ¢ una geodésica de T, M de modo que c¢(0) = v y ¢(0) sea vertical. Supongamos
que ¢(0) = w}:’(o) para w € Mpyy. Resulta que la curva ¢ no es una geodésica de
(TM,Gy), porque si consideramos la curva h(t) = wt + v, que no es una curva de
T.M, es una geodésica del fibrado tangente y h(0) = ¢(0).

Proposicién 3.52 Sea (TM,G) con G natural de modo que VxoY? = 0. Sean X

e Y ortonomales con respecto a G, entonces tenemos que
K(X,)Y)=K(X,Y)+G(X", X")G(Y", YY) — (G(X",Y"))?
donde X = X"+ XV e Y = Y" +Y" son las componentes horizontales y verticales.

Demostracion: La férmula de Gauss nos dice que la relaciéon entre las curvaturas
seccionales es K(X,Y) — K(X,Y) = G(B(X,X),B(Y,Y)) — |B(X,Y)? y vimos
que B(H,H) = 0 cuando H es horizontal. Calculemos B(U, W) = —G(VyN, W)

cuando U es vertical y W es horizontal. Localmente, si U = Z p'Ani v dado que
i=1

n
N = E " Ay, tenemos que
j=1

0

~ . . . T
VuN = Z P Ani (jnﬂ)An-l-j + Z p'z" vAn+iAn+j

i i

luego, —G(VyN, W) = 0, con lo cual B(U, W) = 0. Ahora si U y W son verticales
B(U,W) = —G(U,W), pues VyN = ZpiAn+i(f"+j)An+j = U. Evaluemos la
ij

forma bilinieal Ben X e Y

0

Ve

B(X,Y)=B(X" Y" 4+ B(X" Y") + B(X",Y") +B(X",Y") = B(X",Y")
B(X,X)=B(X" X" +2B(X", X")+ B(X",X") = B(X", X")
B(Y,Y)=BY"Y") +2B(Y",Y") + B(Y",Y") = B(Y",Y")

Por lo tanto, K(X,Y) = K(X,Y) 4+ G(X", X")G(Y",Y?) — (G(X",Y"))? o
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Observacion 3.53 Si X es horizontal e Y € (1.M), ortonormal a X, entonces

K(X,Y)=K(X,Y).

De la Observacion 3.51, la Proposicion 3.43 y el hecho de que B(X", X") # 0 si X"
no es el vector nulo, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.54 Sea (T'M,G) con G natural de modo que Vx.Y® = 0. Sic es
geodésica de (T, M, G) y é(tg) € (TM) ), entonces existe e > 0 tal que si [t —to| < e
se tiene que B(¢(ty),¢(ty)) # 0.

Corolario 3.55 Sea (M, g) una variedad Riemanniana y consideremos el fibrado
tangente dotado de una métrica natural G de modo que Vx+Y? = 0. En ese caso la

curvatura Gaussiana del r-fibrado tangente serd cero.

Demostracion: Seav € T, M y H un vector tangente a v que es horizontal. Sea Sy
la aplicacién de Gauss y W € T,M. G(Sy(H),W) = G(B(H,W),N)y B(H,W) =
B(H,W™"N + B(H,W")N = 0. Por lo tanto, (T, M)" C ker(Sy) v Kgauss(T,M) =
0. o

En la Proposicion 3.52 pedimos que la métrica natural G satisfaga que VoYV = 0.
Es bien conocido que la métrica de Sasaki satisface esta propiedad. En [24], Kowalski

ademas probd que la conexién de Levi-Civita inducida por la métrica de Sasaki

cumple que:
o VirV?|, = (VxY)" + 3(R(v,Y)X)"
o VY, = L(R(u, X)Y)"

o VY|, = (VxY)" + 3(R(X,Y)v)
Consideremos T'M dotado de la métrica de Sasaki y el fibrado unitario tangente,

o sea el 1-fibrado, con la métrica restringida. La expresién local de la derivada

covariante del campo normal N en la direccién b € (T1 M), es

VN = 0@ ) A + > F (Vi Angi + Vi A
i=1 i=1
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= 3 E ) At Y7 (V) + 5 (R0, . 0))

=1

Por lo tanto,
Go(B(b,b), N) = =G.(V,N,b) = —g(m.(VyN), m.(b)) — g(K (V,N), K (b))

— —g(K(VuN), K(8) = —g( ZWW% DD A K ®)

Por otro lado, si b es vertical y b’ es horizontal
Go(VeN, V) = Go(D_b(Z") Ay, V) = 0
i=1

De esto deducimos:

Proposicién 3.56 B(b,b) = 0 si b es horizontal (esto lo sabiamos de la Demostra-
cién de la Proposicion 3.49), B(b,b) = —|K,(b)|*N(v) si b € (T1 M), es vertical y
B(b,t') =0 si b es vertical y V' es horizontal.

Observacién 3.57 Como B(b',b") = 0, si ¢ es una geodésica de (TyM,G) la

deriada covariante de la curva ¢ en (TM,Gy) es
Vpi.(€) = =K ()P N(c(t))
Corolario 3.58 .

i) Si E es una direccion principal de (Ty M), correspondiente a la curvatura
2.

principal k, entonces kK = —|K,(E)

ii) Si {E\, ..., Ey 1} son las direcciones principales en (TyM),, se tiene que
K(E;, E;) — K(E;, E;) = | K,(E) | K, (E))|*

Demostracién: De la Proposicién 3.56 se sigue que k = G4(Sy(E" + EY), E" +

E®) = G4(B(E" E"),N) + 2G,(B(E", EV),N) + G4(B(E", E*), N) = —|K,(E)|?.
El punto ii) se deduce de la aplicacién de la féormula de Gauss.
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Observaciéon 3.59 Aplicando la Proposicion 3.52 al caso particular del fibrado uni-
tario tangente con la métrica de Sasaki restringida tenemos que

R(B,W) ~ K(E,W) = |K(E)PK V) ~ (oK. (B), K., (7))

st By W son vectores ortonormales de (T1M),. Ya sabemos que si E es horizontal
K(BE,W)=K(E,W). 8i E yW son verticales y ortonormales la relacion entre las
curvaturas seccionales es

K(E,W)=K(E,W)+1

Como dijimos, la métrica de Sasaki satisface que VxY? = 0. ;Cuéntas métricas
naturales tienen esta propiedad? Recordemos que para una métrica natural esto es
equivalente a que las rectas en las fibras de T'M sean geodésicas (Proposicién 3.43).
;Hay muchas més que la métrica de Sasaki? En la Proposicién 1.5 de [1], Abbassi
y Sarih prueban que si V es la conexién de Levi-Civita de una métrica natural G,

entonces si r = |v]

~ . d(T2) . .
ViV, = T <g(Y, W)X+ g(X,v)Y )
! 2 %) — a(r?
+a(7“2>(04(7“2) + B(r2)r2) [a<r )(B(r7) — a(r?))g(X,Y)

+(a(r?)30®) = 2a(*)B(?) ) o (X, v)g (Y v) |0

Si pedimos que Vx»Y? = 0 para todo X e Y y elegimos adecuadamente los campos
de modo que X?, YV y v¥ sean linealmente independientes, vemos que necesaria-
mente la funcién o que carateriza a la métrica G debe ser constante. Luego, si
tomamos X ortogonal a v pero que no sea ortogonal a Y, resulta que [ debe ser la

funcién nula. Finalmente arribamos a la siguiente Proposicion:

Proposicién 3.60 Sea (M, g) una variedad Riemanianna y consideremos el fibrado
tangente dotado con una métrica natural G. Si V es la conezién de Levi-Civita

inducida por G, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
7/) VXUYU - O

it) G es un maltiplo escalar vertical de métrica de Sasaki, es decir G(U, V) =
9(m(U), m (V) + kg(K(U), K(V)), con k>0 .






Capitulo 4

Levantando Métricas a un Super

Espacio

Por un lado, el objetivo de este capitulo es mostrar una generalizacion de lo expuesto
en el Capitulo 3 y por otro, y esto es lo mas importante, esbozar y mostrar algunos
ejemplos de un aspecto de la teoria de super espacios que puede ser interesante para
estudiar en el futuro. Este aspecto es el levantamientos de métricas de la variedad
base a la variedad espacio de un super espacio. El germen de este trabajo fue
estudiar las métricas naturales sobre el fibrado tangente. Estas no son otra cosa que
cierto tipo de levantamiento de métricas de la variedad base al fibrado tangente. A
los trabajos de Sasaki en 1958 y de Chegeer y Gromoll en 1972, donde se mostraron
dos ejemplos clasicos de estas métricas, siguieron un gran ntmero de articulos en
donde se exhibieron mas ejemplos y donde se estudio lo que tenian en comun este
tipo de construcciones. También por la decada de 1960 se empezo a estudiar la
geometria del importante fibrado de bases LM y surgié naturalmente la idea de
tratar de construir métricas sobre LM que provengan de una métrica de la variedad
base. En esta direcciéon podemos mencionar, entre otros, los trabajos de Jensen
[18], Mok [34], Cordero y De Ledn [8], Kowalski y Sekizawa [26] y los més recientes,
también de Kowalski y Sekizawa, [27] y [28].

Los super espacios son una generalizacién del fibrado de bases y resulta inmediato
preguntarse cuales de las contrucciones que disponemos para el fibrado de bases
pueden extenderse a este caso. Es decir, ;Cémo podemos construir métricas en la
variedad espacio de un super espacio utilizando métricas de la variedad base?, ;Qué
relacion hay entre las geometrias de la variedad base y la variedad espacio dotada con
una de estas métricas? Como dijimos, lejos de intentar dar una respuesta cerrada a

175
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estas preguntas, en lo que sigue del capitulo mostraremos algunas de estas métricas

y las condiciones necesarias para poder realizar estas construciones.

4.1 Levantando Métricas Mediante una Conexion

de Super Espacios.

Sea A = (N,¢,0, R,{e;}) un super espacio sobre la variedad M dotado de una
conexién ¢. Supongamos que existe, como en la Proposicién 2.118, un subespacio
de 0, que llamamos V, de la dimensién de los estabilizadores (supongamos que esta es
k—s) que satisface que VN 7.5, = {0}. Por ejemplo, esto se cumple trivialmente si
el grupo O actua sin punto fijo. Luego, si los vectores X7, ..., X;_, forman una base
de V, los campos V;(z) = (0.),.(X;) parai = (1, ..., k—s) trivializan la distribucién
vertical de X\. En este caso tenemos una base global para el tangente de N dada por
{H\(2),...,Hy(2),Vi(2),...,Vi_s(2)} donde H;(z) = el(z). Recordemos que su

)

base dual {0'(z2),... ,6"(2), Wl(z), . ,Wk(z)} estd determinada por las 1-formas
definidas por 1, (b Z (= )y ¢-(b Z W (z (2).
Si G es una métrica sobre M, sea G* la métrica Rlemanmana sobre N definida por:

k—s
G =y"(G)+ Y W W
i=1

Si la evaluamos en los campos {H1(2),. .., Hy(2), Vi(2),..., Vi_s(2)} resulta que
G*(Hi(2), Hj(2)) = G(ei(2), ¢(2)) =" Gy

G (Hi(), V(=) = 0
G*(Vi(2),Vi(2)) = b
Sobre la variedad espacio de A\ podemos construirnos un nuevo super espacio § =
(N,Id,{1}, - ,{H;,V;}), donde la variedad espacio es la misma N, la proyeccion es la
identidad, el grupo es el que consiste sélo del elemento neutro, la accién es la trivial
y las aplicaciones de referencia son los campos que trivializan el fibrado tangente de
N y que mencionamos anteriormente. En esta situacion, la representacion matricial

inducida por la métrica G* con respecto a [ es

A
0 ]dk—sxk—s
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Observaciéon 4.1 G es A—natural si y solo st G* es B—natural.

Si X e Y son campos de M tales que los podemos escribir como X (¢(z)) =

Zx,;(z)ei(z) y Y(¢(z)) = Zyi(z)ei(z), entonces los levantamientos horizontales
i=1

de estos campos son X" ( Z xi(z YeYh(z Z yi(2)H;(2). Si evaluamos

la métrica G* en los levantamlentos horizontales de X e Y obtenemos que

G(X"(2) Zx 2)y;(2)G"(Hi(2), H;(2))

= Zx,(z)yj(z)G(e,(Z), ej(2)) = G(X(¥(2)),Y(¥(2)))

El diferencial de los difeomorfismos R, son isometrias lineales en la distribucién
horizontal. Pues, si b; y by son vectores horizontales en z entonces,

G*((Ra)s. (01), (Ra)s. (b2)) = G((¢ © Ra)s.(b1), (¢ 0 Ra)s, (b2)) = G* (b1, b2)

Por otro lado, si a pertenece al conmutador de O, resulta que (R,)..(V;(z)) =
(R, 00.)4,(X;) =Vi(z.a), con lo cual R, : N — N es una isometria.

Para la métrica G* las distribuciones horizontales y verticales son ortogonales y
por lo tanto, el subespacio horizontal con respecto a 1 coincide con el subespacio
horizontal con respecto a la conexién ¢. La proyeccion

v (N,G*) — (M,G)

es una submersion Riemanniana. Como vimos en el Capitulo 3, mediante la férmula
de O’Neill, podemos relacionar los tensores de curvatura de (N,G*) y (M,G) por
medio de

G(RX,Y)Z,W)oyp =G (R (X", YM)Z" W)+ 1G*([Y", 2", [ X", W)
—iG*([Xh, Zh]”, [Yh, Wh]u) _ %G*([Zh, Wh]”, [Xh, Yh]v)
, v si conocemos la expresién de los corchetes de Lie [H;, H;] para 1 < 4,5 < n

obtendremos una férmula mas explicita.

Sea A = (N, 1,0, R, {e;}) un super espacio sobre M. Supongamos que dim M = n,
dimO = k y dim S, = s para todo z € N y supongamos también que N posee un
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marco global de campos tangentes {Hy, ..., H, s} que satisfacen que

V.. (Hi(2)) = ei(2) sil<i<n.
Vo (Hoyj) =0 sil<j<k—s.

Por ejemplo, el super espacio dotado de una conexién que consideramos al principio

de la seccidon tiene esta estructura.

Si tenemos una métrica G sobre M, en N definimos la métrica G* como lo hicimos
k—s

antes, es decir G* = ¢*(G) + Z H™ @ H" donde ahora {H'}"/~* es la base
j=1

dual de la base {H;}F.

Vamos a suponer que en la variedad M tenemos definidas dos distribuciones suaves
complementarias que las notamos como p — H,, y p — V, cuyas dimensiones son
dimH, = r y dimV, = n —r. Ademds, vamos a pedir que ¢, (< Hi,..., H, >)
= Hye) ¥ Yo (< Hyy oo, Hyoy >) = Vi), es decir que {e1(2),...,e,(2)} generen
Hyy v que {e.(2),...,e,(2)} generen Vy.).

Un caso particular de esta situacion es el que vimos en el Capitulo 3. La conexién
de Levi-Civita induce naturalmente una distribucién Hy.) en el fibrado tangente
que resulta complementeria a la distribuciéon vertical inducida por la proyeccién
canodnica. En dicho capitulo, construimos un super espacio sobre el fibrado tangente
de una variedad Riemanniana el cual posee un marco global de campos tangentes

que satisfacen las propiedades que pedimos anteriormente.

Proposicion 4.2 Sea V* la conexion de Levi-Civita de la métrica G*. Si se satis-

face que:
° G*<HZ,HJ) = 045 si 1 SZ,] <r.

e G'(Hi,H,1;)=0si1<i<ryl<j<mn-—r.

G*<HZ, [Hj, Hl]) =0s1 < i,j,l <r.

Hyyj, Hoy] =0si1<i<ryl<jl<n-—r.

entonces las curvaturas seccionales de (N, G*) en los subespacios de la distribucion
{Hy,...,H,} son:
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o Para1<1i4,5 <r:

K*(H;, Hj) = —EG*([Hqu]a [H;, H;])

+{ G (e [y, [Hi, ) + G (Hy, [y, ), H)) |

1 * * * *
G, (Vi Hy H) + G (H [V, Hi )

e Paral<i#j<n-—r:

11
K*(Hr+i7 Hr—i—j) - _é{z |:Hr+i(Hr+i()\Gr+j r+j)) - Hr—i—j(Hr—i-j()\Gr—&-i r—Hl))}

1 * *
+§ |:vHr+jHT+i(AGT+j 7"+i) - VHr+iH7'+i<>\GT+j 7"+j)i|

+G*(Hr+j7 [ ET+¢H7"+i7 Hrﬂ'])
]' * * * *
3 |G Hoa Vi, sy Hyss]) = G (Hy (Vi Hyis Hid])| }

donde Q(z) =* Gryi r+i~/\Gr+j r+j (’\Grﬂ‘ 7"+j)2

e Paral1 <i<ryl<j<n-—r:

K*(H;, Hyyj) = —A—{G (Hyyjy Vi, His Heij]) — §VH,L-HZ'()\GT+J' i)

Grij rej

]' * * * *
5 |G (Hrjs [Hi, Vi, H) + G (Hiy [Hy, Vi, H)
Demostracion: La proposicion se deduce de la Demostracién del Teorema 3.15,
en particular del calculo de las ecuaciones de tipo A, By E. o

Observacion 4.3 Del Teorema 3.15 también podemos deducir las otras ecuaciones
de curvatura. La proposicion sigue valiendo para cualquier métrica G sobre N que
satisfaga las hipotesis, salvo que en las formulas de la curvatura seccional donde dice
AGri v+ debemos cambiar por G*(H,1;, Hy+j).
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4.2 Una Conexién, Métricas de Sasaki-Mok en

Super Espacios y sus Generalizaciones.

Sea A = (N,v,0, R, {e;}) un super espacio sobre M y V una conexién afin sobre
M. Sea K : TTM — M la funcién de conexién inducida por V. Parai=1,...,n
consideramos las aplicaciones K¢ : TN — T'M dadas por

Ki(0) = K ((e)-.(0))
Estas aplicaciones nos permiten definir una distribucién sobre N dada por
H,={beN,:K\(b)=0para i=1,...,n}

JEsta distribucién es complementaria de la distribucién vertical?, es decir N, =
H, &V, para todo z € N, jEs una distribucién suave?, ; Es invariante por la accion
del grupo O7?, En definitiva, ;Resulta z — H, una conexion sobre \?

Es sencillo ver que la distribucién es invariante por la accién R. Pues si b € N,

tomamos una curva ¢: I — N con ¢(0) = z y ¢(0) = b y calculamos
KL o((Ra). (b)) = K((e; 0 Ra).. (b)) = K(Dlo(ei(e(t).a) = Y _ Li(a)KL(b)

con lo cual, (R,)..(H,) € H., y la igualdad se da por cuestién de dimensién.
También resulta claro que (R,)..(V.) = V...

Ahora, ;{Cémo son los vectores de H, N V.7 Supongamos que b € H, NV, luego
Ki(b) =0paral <i < ny,(b) =0. Estoimplica que (e;)..(b) € TMehi(Z) Y,
como ﬂ*e_(z)((ei)*z(b)) = (10 €;)s,(b) = 1. (b) = 0, también que (e;)..(b) € TM (.-

Por lo tanto,
be H.NV, siysélosi(e). (b) =0 paratodo 1 <i<n.

Si tomamos una carta (U,z) de M, con 9(z) = p € U, y calculamos las co-
ordenadas de (e;)..(b) con respecto a la carta inducida (TU,Z) tenemos que las
primeras n coordenadas son (e;),.(b)(Z!) = b(z! o 7o ¢;) = 1, (b)(x') = 0. Dado
que b es vertical, existe X € o tal que b = (0,).,(X). Entonces, (e;)..(b)(z"™) =

n

Dlo(ei(z. exp(tX))(2') = > en(2)(a")(L})s.(X). Por lo tanto, si b € Vi, de la
r=1
escritura local de (e;)., (b) deducimos que

b€ H, siy sélo si Zer(z)(xl)(Lg)*e(X) =0paratodo 1<i<n

r=1
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Tenemos ejemplos en que ker(o,)., estd estrictamente incluido en ker L,.. Recordar
el super espacio A = (LM x GL(n),v,Gl(n), R, {ei,e§}) sobre el fibrado de bases
del Ejemplo 2.24. En este caso, ker L,, = IR™", pues el morfismo de cambio de
bases es constantemente la matriz Id,, , ,2xnin2, y ker(o,)., = 0. Luego, en un super
espacio en el cual esta inclusion sea estricta, si tomamos X € ker L,. de modo que
X ¢ ker(o,),,, tenemos que 0 # b = (0,)., (X) € H,NV,. Para que en la interseccién
se encuentre solamente el vector nulo es necesario que N}, ker(e;),, NV, = 0. En
general, las distibuciones H, y V, no son complementarias.

Definicién 4.4 Sea W € M,, y sea ¥(z) = p. Decimos que W es el levantamiento
horizontal de W en z si W € H, y .. (W) =W. Para cada 1 < i < n, llamamos
i-éstmo levantamiento vertical de W en z al vector vertical Wf(i) que satisface que
KI(WEY) =0, W.

Observacion 4.5 Al no ser complementarias estas distribuciones no necesaria-

mente estos levantamientos existen.

n veces
A\

Si z € N, consideremos la aplicacién lineal F, : N, — My, X ?\/[MZ) X ... X Mw(z;
definida por F,(b) = (.. (b), K}(b),..., K*(b)). Los levantamientos horizontales

y verticales los podemos escribir con respecto a la aplicacién F, si existen, como
lugar i+1
h -1 v(i) ~1 o : :
wh=F1'W,0,...,0)y W,/ = F~1(0,...,0, W ,0,...,0). Si F' es suryectiva

tendremos todos los levantamientos.

Proposiciéon 4.6 Son equivalentes:

i) F. es inyectiva y (Myy x 0 x ... x0) € Img F.

iit) N, = H, ®V,.

Demostracion: Supongamos cierto ¢). Entonces si b € H, NV, tenemos que
E.(b) = 0, con lo cual b = 0. Por otro lado, sea b = F~'(3,_(b),0,...,0) € N..
Podemos escribir b=b+b—b y es facil ver que b—be V, y b € H,.

Si vale que N, = H, @& V,, entonces F, es inyectiva pues H, NV, = 0. Dado
v € My, como ¥, : N, — My, es suryectiva, sea b tal que @/)*Z(I;) =wv. Si
escribimos b = b + b, entonces F(b") = (.. (b),0,...,0). o
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Observacién 4.7 Que F sea inyectiva y que (0, My, ..., My)) € Img(F) tam-
bién implica que N, = H, ®V,. Pues, asi como en la proposicion anterior tenemos

V. H.
L, ~ = =~
la descomposicion b =1b— by + by , donde by = F~(1),.(D),0,...,0), en este caso
H Vz

~
podemos descomponer b="0—by+ by , donde by = F~*(0, K1(b),..., K*(b)).

Observaciéon 4.8 En particular, si F, es un isomorfismo, los levantamientos hori-
zontal y verticales existen y las distribuciones H, y V, son complementarias. De la

Proposicion 2.43 sabemos que una condicion necesaria para F sea un isomorfismo
es que (dim M)? = dim O — dim S,.

Ejemplo 4.9 Si A = (LM, w,GL(n), - ,{m}) es el super espacio sobre M inducido
por el fibrado de bases. La aplicacion F' inducida por una conexion afin V de M

resulta un isomorfismo.

Proposicion 4.10 Sea A un super espacio sobre M y ¥V una conexion afin sobre
M. Sila aplicacion F es inyectiva y (My) x 0 x ... x 0) € Img F. entonces, la

distribucion z — H, es una conexion de super espacios.

Demostracion: Ya comentamos que la distribucién es invariante por la accion del
grupo de A y por lo visto en la Proposicion 4.6 también resulta complementaria
a la distribucién vertical. Con lo cual, s6lo hace falta ver que es una distribucion
suave. Si consideramos los campos H;(z) = F~!(e;(2),0,...,0) con 1 < i < n,
podemos ver facilmente que estos generan la distribucién H,. La proyeccion ¢ es
una submersion y el diferencial de una submersion también lo es. Por lo tanto, como
.. (H;(2)) = e;(z) es una aplicacion diferenciable, resulta que los campos H; son
diferenciables. o

Como ya hemos mencionamos, en lo que sigue construiremos unas métricas sobre
la variedad espacio de un super espacio basandonos en las métricas de Sasaki-Mok
que fueron definidas para el fibrado de bases, ver [8] y [34].

Sea (G una métrica sobre M, V su conexién de Levi-Civita y K la funcién de conexiéon

de esta. Consideremos el tensor simétrico de tipo (0,2) sobre N dado por

G(A, B) = c(2)G(..(4), ¥..(B)) + le’(Z)G(K"(A),Ki(B))
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donde ¢,l; : N — IR<( son funciones diferenciables positivas. En el caso que
H.NV, =0 (F es inyectiva), G resulta una métrica Riemanniana sobre la variedad
espacio de X\. Si X es el super espacio inducido por el fibrado de bases y ¢ = 1
y I; = 1 para todo 4, la métrica G no es otra que la métrica de Sasaki-Mok. Si
tenemos levantamientos horizontales y verticales podemos caracterizar la métrica G

como aquella que satisface que:

o G(XI Y =c(2)G(1(2))(X,Y).

o G(XMY)) =0.

o G(XV, YD) = 5,1,(2)G(1(2)) (X, Y).

Supongamos que existen los levantamientos horizontales y verticales y estos resultan
unicos, lo que es equivalente a que F' sea biyectiva 6 que H,.NV, =0y que existan

dichos levantamientos. En ese caso, si X (¢ ZX )ei(z) e Y(U(2)) =

Z Yi(y ) definimos el tensor G como:

o X" Y =G (ele) 6 () Xlw(2)Y; (0(2))
o GIXMY') = 3G ef). () X ()Y (0(2).

o GIXU, Y0 = 3G en(2), €4(2) ) Xl ()Y (6(2)).

1,J
donde ¢, ¢® y ¢ = ¢*" son constantes. Si ¢ =1, ¢®* =0 para todo s = (1,...,n)y
" = §,,, entonces G coincide con la métrica de Sasaki-Mok para el super espacio
A

Si F es un isomorfismo, sea el super espacio 8 = (N, idy, {1}, -, {(es(z))", (¢;(2))2})
sobre la variedad espacio de A, cuyo grupo es el que consta solamente del elemento
unidad, la accién es la trivial y las aplicaciones de referencia son los levantamien-

tos horizontales y verticales de las aplicaciones de referencia de A ordenados de
la siguiente manera: {(e;(2))%, ... (e,(2))", (el(z))g(l), e (en(z))g(l), e (el(z))z("),
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o (en(2))2™}. Luego, la aplicacién matricial inducida por la métrica de Sasaki-
Mok con respecto a [ es

PGl 0 - 0
ol 0
0 [A(;]

con lo cual observamos que la métrica de Sasaki-Mok es G-natural si y sélo si G es
A-natural.

Podemos dar una versiéon méas general del tensor GG. Definimos G como:

o G(XM YY) = Zpu( ) eu(2)) e ) X ()Y (0(2)).

o G(X" Y1) pr( (2l ) X (W)Y, (4(2))

~

o G0,y ) = 37 3 (1G(er(2), en()) Xa( () V().

donde pyj, pi; vy p;i; son funciones diferenciables de la variedad de las matrices
simétricas de IR"*" a IR.

Sea A = (LM, n,GL(n), - ,{m}) el super espacio inducido por el fibrado de bases
de una variedad M. Sea G una métrica sobre M y consideremos los levantamientos
horizontales y verticales inducidos por la conexion de Levi-Civita de G. Kowal-
ski y Sekizawa probaron en [26], ver también [27] y [28], que si G es una métrica
semi-Riemanniana sobre LM, posiblemente degenerada, que proviene de un oper-
ador natural de segundo orden de la métrica GG, entonces G es, para una eleccién
adecuada de las funciones py;, pi; y pi;, como mencionamos arriba. Si 8 = (O(M) x
GL(n),v, R,{e;}) es el super espacio del Ejemplo 2.25, luego, recordar la Obser-
vacion 2.122, estas métricas sobre LM son (3-naturales con respecto a LM.
Veamos otra métrica que podemos contruir en la variedad espacio de un super es-
pacio. Sea A = (N, 4,0, R, {e;}) un super espacio sobre una variedad Riemanniana
(M,G)y K': N — TM las aplicaciones inducidas por la conexién de Levi-Civita
de G. Si f : N — IR.( es una funcién diferenciable, consideremos el tensor
simétrico de tipo (0,2) sobre N dado por:

G(2)(A, B) = G(6(2)) (4. (A), 6. (B) ) + 1 f [ZG ) (K(4), K(B))
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306N (K9(4). ) GO (KB 2|

Si la interseccién entre las distribuciones verticales y horizontales es H, NV, = 0
para todo z € N, entonces GG es una métrica Riemanniana. Notar el parecido que

el tensor G tiene con la métrica de Cheeger-Gromoll.






Apéndice

En este apéndice definiremos objetos y mencionaremos, muy rapidamente, algunos
resultados de la geometria natural y de la teoria de los invariantes diferenciales que
pueden ser 1til a quien no este familiarizado con estas. Si bien, este trabajo no utiliza
ni esta teoria, ni el enfoque clasico de la geometria natural, este apartado apunta
a darnos una idea sobre el lenguaje en el que estan escritos los primeros trabajos
sobre el tema ([25] y [26]). Para una versién mas extendida y un tratamiento mas
riguroso y preciso de estos temas ver [30], [31] y [23].

Sea M, la categoria de las variedades diferenciables de dimensién n, cuyos morfismos
son difeomorfismos locales, y FM,, la categoria de fibraciones con morfismos de
fibrados sobre difeomorfismos locales. Un funtor natural es un funtor entre las
categorias M,, y FM,,, tal que si M es una variedad diferenciable, F'M es una
fibracién con base M. Ademés, si f : M — N es un morfismo de M,, entonces,
F(f): FM — FN debe ser un morfismo de fibrados sobre f cuya restriccién a las
fibras resulta un difeomorfismo.

Sea F' un funtor natural. Decimos que F' es de orden r, si este es el minimo ntimero,
mayor o igual que cero, que satisface que si f,g : M — N son difeomorfismos
locales tales que j;(f) = j;(g) (ver [23]), entonces F'(f)|p,m = F(9)|rnm-

Sea F' un funtor natural de orden r. Luego, F'(IR") es una fibracién con base IR".
Se llama fibra estandar de F a Fy(IR™), es decir a la fibra correspondiente al punto
0. No es dificil ver que si M es una variedad diferenciable de dimension ny p € M,
entonces Fy(IR"™) y F,(M) son difeomorfas.

Notaremos como G’ al grupo J§(IR",IR")o. Por ejemplo, G} = GL(k) es el grupo
de las matrices inversibles de IR***. El grupo G actua naturalmente sobre la fibra
estandar de F. Sea [f] = ji(f) € GI, luego para un representante f de la clase

187
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Jo(f) tenemos que
F(f)

F(R™) F(R")
L,
R" R"

y si & € Fy(IR"™) entonces la accién queda determinada por j5(f).6 = F(f)(§). La
buena definicion de esta accion se sigue de que el orden de F es 7.
Sea Sy = {¢ : R¥ — M : diferenciable}. Dado r > 0, tenemos definida en el espacio

Sy una relacién de equivalencia dada por: ¢ ~,. ¢ siy sélo si D*(fo¢) = D*(foa),
k

donde @ = a,...,ap, con a; > 0y Zai < r. El cociente JJ (M) = Si/ ~, se
i=1
llama el espacio de Jets (r, k). Este, tiene estructura de variedad diferenciable, y

con la proyeccién natural resulta una fibracién sobre M. Por ejemplo, J} (M) es el
fibrado tangente de M y J!(M) es el fibrado de bases LM.

Con F" designaremos el funtor natural de orden r dado por M — F"(M) = J (M),

es decir
FT(f)

Jn(M) Jn(N)
o,
M N

donde F"(f)(j(9)) = Jn(f © ¢).

Sea P un (], espacio, es decir P es una variedad diferenciable en la cual el grupo
G actua a izquierda. Dado P un G, espacio, consideremos el funtor M — F5(M)
dado por Fp(M) = F"(M) xgr P, que es el fibrado asociado a la fibracién F"(M).
Es facil ver que F5(M) es una fibracién de fibra P. Por ejemplo, TM = Fin(M) =
FY(M) xg: R" = LM Xgrpy R". La siguiente caracterizacién de los funtores
naturales corresponde a Krupka [30]:

Teorema A.1: Sea F' un funtor natural de orden r, entonces si M € M,, resulta
que

o F(M)=F}, = F'(M) x¢; Fp.

o F(f) =[F"(f), Idr], es decir F(f)([7;(¢),£]) = [F"(f)(in()),&].

Si F} y F5 son dos funtores naturales, una transformacion natural entre estos es una
aplicacién A de modo que Ay : Fy(M) — Fy(M) es un morfismo sobre la funcién
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identidad de M que satisface que dado un morfismo de la categoria f : M — N
Fy(f) o Ay = An o Fi(f)

Sean Fy y Fy dos funtores naturales y notemos con S(F;M) las secciones diferencia-
bles de la fibracién (F;M).

F(f)

Fi(M) —= F,(N)
e b ]
M M N

Una aplicacion H : S(F1M) — S(FyM), es un operador natural si Hy f*(o) =
f*(Hu(o)) para toda f : M — Ny o € S(FiM). Sio € S(F;M), ffo es la
seccién de Fj(N) dada por f*o = Fi(f) oo o f~!. También para que H sea un
operador natural este debe cumplir que H|y(o|y) = H(o)|y para U C M subva-
riedad y ademds exigimos que toda familia suavemente parametrizada de secciones
de Fy (M) se transforme via H en una familia suavemente parametrizada de secciones
de Fy(M). Decimos que el operador es de orden k, si j%(o;) = j*(09) implica que
H(oy) = H(o9).

Para dar una mejor idea, con respecto al primer requerimiento, si A es una trans-

formacion natural entre los funtores F y Fy, tenemos que

Fa(f)

/F2<M> /quv)
Ay AN
Fy(M) "T Fy(N)

M N

se debe satisfacer que Ay (Fi(f)ooo f71) = Fy(f)oAyyooo fL.

Dados P y @ dos G, espacios, decimos que una aplicacién h : P — () es un 7-
invariante diferencial st h(j"(¢).2) = j"(¢).h(2) para todo j"(¢) € GI.

Si F} y F5 son dos funtores naturales de orden r, sean P = (F})g y Q = (Fy)o las
fibras estandar. Como sabemos, ambas son (], espacios y gracias al Teorema A.1
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tenemos que dado M € M,,, F\(M) = F"(M) Xgr Py Fy(M) = F"'(M) x¢ar Q.
Sea h : P — ( un invariante diferencial, veamos como podemos inducir una

tranformacion natural 7" entre estos funtores:
Si [2,&] € F'(M) x¢qr P, definimos Ty([2,£]) = [z, h(&)] € F'(M) x¢gr Q

Kruka [30] probd, y este es el hecho que subyace en el Teorema A.2, que efectiva-
mente, la relacién anterior de invariantes diferenciables y transformaciones naturales,
es una relacion biunivoca.

El siguiente teorema es fundamental en la teoria de los invariantes diferenciales y
es el que permite el enfoque de los trabajos [25] y [26], pues todo problema de
caracterizacion en el que intervengan operadores naturales entre funtores naturales

se traduce a un problema de invariantes diferenciales entre las fibras estandar.

Teorema A.2: (Krupka [30]) Hay una correspondencia biunivoca entre los o-
peradores naturales de orden k entre dos funtores naturales y las aplicaciones k-
invariantes entre sus fibras estandar.

Una F-métrica derivada de g es un morfismo ¢ : TM &TM ®TM — M x IR lineal
en la segunda y tercera coordenada, no necesariamente simétrica, y cuya expresion

es [25]:
e Sidim M =2y ( es simétrica, entonces ¢ es
C(u, X, Y) = al[ul)g(X, Y) + B(ul)g(X, u)g(Y, )
Fy(Juf) [ g(X, Wg (Y, Ju) + g(¥, u)g (X, Ju)|

Si ¢ es antisimétrica, entonces es de la forma

C(u, X, Y) = o(Juf?) [g(X, w)g(Y, Ju) = g(Y,w)g(X, Ju)|

e SidimM > 3y ( es simétrica
C(u, X,Y) = a(|u*)g(X,Y) + B(Jul*) g (X, u)g (Y, u)

Si dim M = 3 y ( es antisimétrica (para dimensiones mayores no hay anti-

simétricas), entonces es de la forma
C(u, X, Y) = p(|ul*)g(X x Y, u)

donde «, 8y ¢ son funciones diferenciables y J es una estructura casi compleja
de (M, g).
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Cualquier métrica sobre M es una F-métrica simétrica independiente del primer

parametro.

Si X" e Y es el levantamiento horizontal y vertical respectivamente inducidos por
la conexién de Levi-Civita de g, podemos describir los levantamientos clésicos de la

siguiente manera:

El levantamiento de Sasaki o diagonal de una F-métrica C es el que estd dado por:
o (XM YN =((u,X,Y).
o (X" Y?)=0=(i(X", V"),
o (5(XV, YY) =((u,X,Y).
El levantamiento horizontal esta definido por:
o Ci(XMY") =0=(HX"Y?).
o CLXMY") =Y. X)y GX"Y") = (X, Y).
El levantamiento vertical esta definido por:
o V(XM Y™ =((u,X,Y).
o CUXMYY)=0=Ci(Y", X") = (X", YY)

Por ejemplo, si ¢ es la métrica g, entonces el levantamiento de Sasaki de g es la

métrica de Sasaki, de ahi el nombre de este levantamiento.
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