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Resumen

La ausencia de una teoria cudntica satisfactoria para la gravedad ha motivado numerosas
investigaciones en el contexto de la aproximacion semiclasica, asi como también el desarrollo
de enfoques fenomenoldgicos con el fin de analizar los limites de las predicciones de la teoria
semiclasica. Se ha argumentado que algunos efectos de gravedad cuéntica podrian aparecer
como modificaciones en las relaciones de dispersion de campos cuanticos. Por estos motivos
resulta interesante el estudio de campos cudnticos con relaciones de dispersién generalizadas
en espacios curvos. La presencia de este tipo de campos cuanticos afecta la estructura de
la teoria cuantica de campos y, en particular, el proceso de renormalizacion.

En el caso de la relacion de dispersion usual, el proceso de renormalizacion para campos
cuanticos en fondos curvos es bien conocido. El objetivo principal de esta tesis es extender
los métodos de renormalizacién al caso en que los campos cuanticos satisfacen relaciones
de dispersion generalizadas en fondos curvos. Mas especificamente, analizamos la renorma-
lizacion de las ecuaciones semiclasicas para la métrica y para el valor de expectacion de un
campo escalar cuantico ¢ con relaciones de dispersion generalizadas. Para introducir rela-
ciones de dispersion generalizadas y a su vez preservar la covariancia general, trabajamos en
el marco de la teorfa de Einstein-Eter. En esta teorfa, ademds de la métrica, hay un campo
vectorial dindmico, de tipo temporal y unitario. Adoptamos la aproximacién semiclasica y
consideramos al campo escalar cuantico propagandose en un espacio-tiempo curvo con una
métrica de fondo clasica y acoplado al campo vectorial unitario, también clasico. Distintas
relaciones de dispersion son obtenidas modificando la interaccién entre el campo escalar y
el campo vectorial.

Con el fin de analizar el proceso de renormalizacién trabajamos, en primer lugar, en
el limite de campos clasicos débiles. Para caracterizar las divergencias asociadas a (¢?)
y (Tfy> realizamos un desarrollo adiabatico, es decir, un desarrollo en derivadas de las
perturbaciones de la métrica y del campo vectorial. El analisis de las divergencias muestra
una diferencia cualitativa en el comportamiento ultravioleta de ambos objetos. Suponiendo
que la relacién de dispersion se comporta como wy ~ k* (con s un nimero natural) para
valores grandes del vector de onda k, notamos que (¢*) es convergente para valores de s
suficientemente grandes, mientras que el niimero de términos divergentes en el desarrollo
adiabético de (le,) aumenta con s. También senalamos otra diferencia cualitativa entre
el caso en que las perturbaciones de la métrica y del campo vectorial son homogéneas

espacialmente y el caso en que no lo son. En el primer caso, las divergencias resultan ser



considerablemente mas “suaves” y técnicamente mas simples de tratar. Por esta razon y
motivados por el problema “trans-planckiano” en cosmologia, nos concentramos en métricas
homogéneas espacialmente.

Para llevar a cabo la renormalizacién mas alla del limite de campos débiles, extende-
mos el esquema de sustraccion adiabatica basado en un desarrollo WKB de los modos del
campo escalar. Usando ademaés el método de regularizacion dimensional, analizamos la re-
normalizacién de (¢?) y (T},) en espacios-tiempos de Friedman-Robetson-Walker (FRW)
espacialmente planos de n dimensiones. Para campos libres propagandose en este espacio-
tiempo, los contratérminos requeridos para renormalizar las ecuaciones semiclasicas para
la métrica tienen la misma forma que los correspondientes a la teoria usual. Es decir, no
resulta posible discernir la aparicion de nuevos contratérminos que involucren al campo
vectorial. Esto se debe a las simetrias del espacio-tiempo. Por este motivo, consideramos
un espacio-tiempo anisotrépico con métrica de Bianchi I y analizamos la renormalizacion
de la ecuacién semiclésica para la métrica, en el caso en que el campo escalar es libre, y
la renormalizacién de la ecuacion para el valor de expectacion de un campo escalar auto-
interactuante, en la aproximacion de un lazo. En ambos casos, encontramos que aparecen
nuevos contratérminos.

A modo de aplicacién, usamos los resultados obtenidos para relaciones de dispersién
genéricas y espacios-tiempos de FRW en el caso de una relacién de dispersién particular
y un espacio-tiempo de De Sitter. En este caso, evaluamos numéricamente la traza del
tensor de energia-momento del campo y analizamos su dependencia con la escala de masa
asociada a los efectos “trans-planckianos” (o de nueva fisica). A partir de esto, analizamos
las soluciones autoconsistentes de las ecuaciones semiclasicas para la métrica de De Sitter
y discutimos acerca de la posibilidad de reproducir, con la teoria usual, los efectos debidos
a modificaciones de la relacion de dispersion, eligiendo apropiadamente el estado cuantico
inicial para los modos del campo escalar. Finalmente, discutimos acerca de algunos trabajos
previos donde se evalia la importancia de la reacciéon de un campo escalar cuantico con

relacion de dispersion modificada sobre la evolucion inflacionaria.

Palabras claves: Teoria de campos en espacios-tiempos curvos; Renormalizacon; Fisica

trans-Planckiana



Quantum field theory with modified dispersion relations in

curved spaces

Abstract: The absence of a satisfactory quantum theory of gravity has motivated nume-
rous researches in the context of the semiclassical approximation, as well as the development
of phenomenological approaches to assess the robustness of the predictions obtained in the
semiclassical theory. It has been argued that some quantum gravity effects could show up
as modifications in the dispersion relations of quantum fields. For these reasons it is in-
teresting to study quantum fields with generalized dispersion relations in curved spaces.
The presence of such quantum fields affect the structure of the quantum field theory, in
particular, the renormalization process.

In the case of the usual dispersion relation, the renormalization process for quantum
fields in curved backgrounds is well-known. The main goal of this thesis is to extend the
renormalization methods to the case where the quantum fields satisfy generalized dispersion
relations in curved backgrounds. More specifically, we analyze the renormalization of the
semiclassical equations for the metric and for the expectation value of a quantum scalar field
¢ with generalized dispersion relations. To introduce generalized dispersion relations and in
turn preserve general covariance, we work in the framework of the Einstein-Aether theory.
In this theory, besides the metric, there is a dynamical, time-like, unit vector field. We
adopt the semiclassical approximation and consider the quantum scalar field propagating
in a curved space-time with a classical background metric and coupled to a classical unit
vector field. Different dispersion relations are obtained by modifying the interaction between
the scalar field and the vector field.

In order to analyze the renormalization process, we firstly work in the weak classical field
limit. To characterize the divergences associated with (¢?) and (T7,) we perform an adiaba-
tic expansion, i.e. an expansion in derivatives of the metric and vector field perturbations.
The analysis of the divergences shows a qualitative difference in the ultraviolet behavior
of these two objects. Assuming that the dispersion relation behaves as wy ~ k* (with s a
natural number) for large values of the wave vector k, we note that (¢*) is convergent for
sufficiently large values of s, while the number of divergent terms in the adiabatic expansion
of (T},) increases with s. We also point out another qualitative difference between the case
where the metric and vector field perturbations are spatially homogeneous and where they

are not. In the first case, the divergences appear to be considerably “milder” and technically



simpler to deal with. For this reason and motivated by the “trans-planckian” problem in
cosmology, we focus on spatially homogeneous metrics.

To go beyond the weak field limit, we extend the adiabatic subtraction scheme based
on a WKB expansion of the field modes. By using in addition the dimensional regulariza-
tion method, we analyze the renormalization of (¢*) y (T},) for n-dimensional Friedman-
Robetson-Walker (FRW) space-times. For free fields propagating in this background, the
counterterms required to renormalize the semiclassical equations for the metric have the
same form of the ones corresponding to the usual theory. That is, it is not possible to
distinguish the emergence of new counterterms involving the vector field. This is due to
the symmetries of this space-time. For this reason, we consider an anisotropic space-time
with Bianchi type I metric and analyze the renormalization of the semiclassical equations
for the metric, in the case of a free scalar field, and the renormalization of the equation for
the expectation value of a self-interacting scalar field, up to one loop order. In both cases,
the emergence of new counterterms becomes evident.

As an application, we use the results obtained for generic dispersion relations and FRW
space-times in the case of a particular dispersion relation and a De Sitter space-time. In this
situation, we evaluate numerically the trace of the energy momentum tensor of the field and
analyze its dependence on the mass scale associated with the “trans-planckian effects” (or
with new physics). From this, we analyze the self-consistent solutions of the semiclassical
equations for the De Sitter metric and discuss about the possibility of reproducing, with
the usual theory, the effects of modifications of the dispersion relation, by choosing appro-
priately the quantum initial state for the modes of the scalar field. Finally, we discuss about
some previous works assessing the importance of the backreaction of a quantum scalar field

with modified dispersion relation on the inflationary evolution.

Keywords: field theory in curved space-times; renormalization; trans-Planckian physics
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Introduccion

Como es bien sabido, ain no se ha podido desarrollar una teoria cuantica satisfactoria
de la gravedad. Si bien, por un lado, la busqueda de tal teoria ha dado lugar a un gran
desarrollo tedrico, por otro lado, las dificultades encontradas ha motivado la elaboracion y

el andlisis de una teoria semiclasica para la gravedad.

En la aproximacion semiclasica para la gravedad se tienen en cuenta las propiedades
cuanticas de los campos de materia, e incluso de eventuales perturbaciones de la métrica, y
se considera a la geometria de fondo dada por una métrica clasica, acoplada a los campos
cuanticos. En la teoria semiclésica se destacan dos componentes: la teoria de campos en
espacios curvos y las ecuaciones semiclésicas para la métrica. La teoria de campos en espa-
cios curvos describe los efectos de la gravedad sobre los campos cuanticos y las ecuaciones
semicléasicas para la métrica describen cémo los campos cuanticos actiian como fuente de la
gravedad. Las ecuaciones semiclasicas estan bien definidas sélo luego de que se implemen-
ta un método regularizacién y se lleva a cabo una renormalizacion. Como se resumira en
el Capitulo 1, esto ultimo estd bien establecido para campos cuanticos que satisfacen la

relacion de dispersion usual en fondos curvos.

Hoy en dia hay varias motivaciones tedricas y fenomenoldgicas para estudiar posibles
efectos conocidos como “trans-planckianos” en el marco de una teoria de campos efectiva

y semiclasica para la gravedad.

En la teoria de campos cuanticos en espacios curvos, usualmente se descompone al
operador campo en funciones modos, las cuales son soluciones de las ecuaciones de campo
normalizadas apropiadamente. Con esta teoria como base, se han estudiado muchos fenéme-
nos en el universo temprano y en espacios-tiempos de agujeros negros. En algunos casos,
las funciones modos con longitud de onda muy corta (cercanas a la escala de Planck o a
otra escala a la cual las leyes fisicas podrian no ser las usuales) se corren al rojo significati-
vamente y se vuelven modos relevantes para los efectos observacionales [1]. En esos casos,
ha surgido la pregunta de si los efectos observacionales son sensibles o no a modificaciones

de las leyes de la fisica para esas escalas de longitudes cortas. Esta posibilidad es la base
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4 Teoria de campos con relaciones de dispersion modificadas en espacios curvos

de lo que se conoce como problema trans-planckiano.

Hay al menos dos casos en los cuales el problema trans-planckiano ha sido analizado.
Uno es el de la radiacién de Hawking [2, 3, 4, 5, 6, 7] y otro el de un universo en expansién
8,9, 10, 11, 12, 13, 14]. También se ha notado que efectos trans-planckianos podrian ser

relevantes en astrofisica, como para la fisica de los rayos césmicos de energias altas [15, 16].

Puesto que atin no se conoce una teoria cuantica de la gravedad, el estudio es necesa-
riamente fenomenolégico. En particular, en la literatura se ha argumentado que algunos
efectos de gravedad cuantica podrian aparecer como modificaciones en las relaciones de
dispersién de los modos de campos cudnticos [17, 18, 19, 20]. Esta posibilidad aparece, por
ejemplo, en gravedad cudntica de lazos [19], en algunos modelos inspirados en la teoria de
cuerdas [17, 18] o debido a la interaccién con los gravitones [20]. Dado esto, se han iniciado
estudios de las implicancias de suponer que la relacién de dispersion (RD) de los modos de
campos cuanticos es diferente a la usual, siendo mas notoria la diferencia cuanto mas chica

es la longitud de onda de un modo.

Para proceder fenomenolégicamente, varios autores han considerado modelos puramente
cinematicos, principalmente en el contexto de la astrofisica; por ejemplo, con el fin de
analizar el umbral para la produccién de ciertas particulas [15, 16]. No obstante, en general
resulta necesario considerar un modelo dinamico. En la literatura se han propuesto modelos
basados en teorias de campos efectivas, tanto para el caso de un espacio-tiempo con métrica
minkowskiana (como el modelo de Myers y Pospelov [21]), como para espacios-tiempos

curvos (como la denominada teorfa de Einstein-Eter [22]).

En particular, en el contexto cosmolégico, los efectos trans-planckianos podrian produ-
cirse en los modelos inflacionarios [10, 11]. Los modelos inflacionarios fueron introducidos
principalmente para explicar algunos problemas conceptuales del modelo del Big Bang, ta-
les como los denominados problema del horizonte y de planitud [23, 24]. Poco después se
notd que el mismo podria utilizarse para explicar el origen de las inhomogeneidades del
Universo [25]. La idea bésica de inflacién es agregar una etapa anterior a las descritas por el
modelo del Big Bang y obtener una explicacion causal de las condiciones iniciales necesarias
para la evolucién posterior (tales como la existencia de “pequenas” inhomogeneidades). El
mecanismo esta basado en una expansion del universo acelerada, la cual produce un creci-
miento exponencial (o cuasi exponencial) de las longitudes de onda fisicas. El crecimiento
exponencial de las longitudes de onda fisicas se produce durante el periodo inflacionario
cuando la métrica es aproximadamente la del espacio-tiempo de De Sitter. La métrica de
De Sitter es solucion de las ecuaciones de Einstein si se incluye una constante cosmologi-

ca positiva A o, equivalentemente, un tensor de energia-momento 7, = —A/(87Gn)guw,
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con A > 0, Gy la constante de Newton y g,, la métrica del espacio-tiempo. Bajo cier-
tas condiciones, el tensor de energia-momento de un campo escalar resulta similar a este
ultimo y puede producir el periodo inflacionario. En tal caso, dicho campo escalar se de-
nomina inflatén. Para poder resolver los problemas conceptuales del modelo del Big Bang
el periodo de expansion debe ser suficientemente largo, de manera que las longitudes de
onda fisicas relevantes para las observaciones actuales (como ser las propiedades estadisti-
cas de la distribucion de la materia a gran escala y de las anisotropias de la radiacion
cosmica de fondo) sean menores que la escala de longitud que mide el horizonte causal du-
rante inflacién. Tipicamente, esta escala puede ser tan chica como HZ;L} ~ 105m;l1, donde
my es la masa de Planck. Es maés, este periodo de aceleracién podria durar lo suficiente
como para que las escalas de longitudes fisicas relevantes para las observaciones actuales
sean menores que la escala de Planck (u otra escala a la cual las leyes fisicas podrian ser
diferentes las usuales) al comienzo de la etapa de inflacién [10, 11]. Dado esto, las pre-
dicciones podrian depender de las leyes de la fisica a tales escalas pequenas, dando lugar
a los efectos trans-planckianos [9, 10]. Por ejemplo, esto ha conducido a preguntarse si la
fisica trans-planckiana (o “nueva fisica”) podria haber dejado una huella en el espectro de
potencias de la radiaciéon cosmica de fondo o en la evolucién de la métrica del universo
(13, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37|. En particular, no hay un consenso claro
acerca de si una modificacion a frecuencias altas en la relacién de dispersion para los modos
de un campo escalar durante inflacion podria afectar significativamente o no la evolucion
de la métrica del espacio-tiempo de fondo [8, 28, 32, 33]. En este contexto, se ha sugerido
que si los modos con longitudes de onda menores que la escala de Hubble H Zﬁc pero ma-
yores que la de Planck aparecen excitados durante inflacién, su densidad de energia podria
ser comparable a la del fondo, modificando la expansion inflacionaria. Por un lado, se ha
argumentado que evitar esta posibilidad da lugar a cotas para los ntimeros de ocupacion
de tales modos, limitando asi el efecto de la fisica trans-planckiana sobre las predicciones
inflacionarias [8, 28, 32, 31]. Por otro lado, se han senalado algunas sutilezas relacionadas
con la eleccion de una frecuencia de corte méaxima y con la ecuacion de estado para los
modos trans-planckianos, las cuales indicarian que la contribucién de esos modos excitados
podria no modificar significativamente la expansién [33]. Una solucién a esta controversia
requiere de un estudio consistente de como afecta la presencia de un campo escalar con RD
modificada a la evolucion del espacio-tiempo de fondo. Este estudio deberia involucrar la
evaluacion de valores de expectacién de cantidades tales como las componentes del tensor
de energia-momento del campo con la RD propuesta, asi como también un anélisis las ecua-

ciones semiclasicas para la métrica, que tienen a este tensor como fuente. Puesto que tales
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valores de expectacion son formalmente divergentes y las ecuaciones semiclasicas deben
ser compatibles con la identidad de Bianchi, para obtener resultados finitos y ecuaciones
consistentes, es necesario estudiar en detalle el proceso de renormalizacion.

En el contexto del problema trans-planckiano, la inclusién de campos con relaciones de
dispersion modificadas rompe la simetria local ante el grupo de Lorentz. En ausencia de
esta simetria, en cada punto del espacio-tiempo hay un marco de referencia privilegiado en
el cual se escribe la RD. Por ejemplo, en la literatura se han propuesto distintas relaciones
de dispersién para estudiar el problema trans-planckiano asociado con el efecto Hawking
3,4, 5, 6, 7]. Las dos primeras propuestas mas conocidas en este contexto son la relacién
de dispersiéon de Unruh [3],

wy = ko (tanh(k/ko)™)"™ (0.1)

y la propuesta por Corley y Jacobson [4],

]{34

2 _ 1.2
“=F
0

(0.2)

donde ky fija la escala a la cual las desviaciones de la relacion de dispersiéon usual para cam-
pos no masivos se vuelven importantes. En este contexto, se considera que las relaciones de
dispersién tienen esta forma en el marco de referencia de un observador que cae libremente
al agujero negro.

Relaciones de dispersién similares han sido consideradas en el contexto de los modelos
inflacionarios [9, 10, 12]. En este caso las relaciones de dispersion se escriben generalmente
en los marcos privilegiados fijos a aquellos observadores cosmologicos que estan en reposo
con respecto al promedio espacial de la materia en el universo.

Una manera de garantizar la invariancia de la teoria ante transformaciones generales
de coordenadas, es introducir marcos privilegiados que sean dindmicos [22]. Esto tltimo
es fundamental para que las ecuaciones semicldsicas para la métrica sean consistentes,
puesto que éstas deben ser compatibles con la identidad de Bianchi. En la denominada
teorfa de Einstein-Eter [22], esto se realiza introduciendo un campo vectorial dindmico u*,
de tipo temporal y unitario (u,u* = —1), al cual se le ha llamado “Eter”. Los marcos
privilegiados quedan entonces determinados por la configuracién del campo vectorial. En
esta teoria, es posible incluir en forma consistente campos cuanticos que satisfacen relaciones
de dispersién generalizadas en espacios curvos, acoplando los campos cuanticos con el Eter.
En la aproximacion semiclasica, la métrica del espacio-tiempo de fondo y el campo vectorial
ut se consideran objetos clasicos.

El objetivo fundamental de esta tesis es extender los métodos de renormalizacién cono-

cidos al caso en que los campos cuanticos satisfacen una relacién de dispersion generalizada
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en fondos curvos . Para ello, consideraremos un modelo especifico de un campo escalar
cuantico ¢ con RD generalizada en el contexto de la teoria de Einstein-Eter y adoptare-
mos la aproximacion semiclasica. Los detalles del modelo se describiran en el Capitulo 2.
Técnicamente, utilizaremos el método de regularizaciéon dimensional junto con sustraccion
adiabatica. En toda la tesis se utilizaran unidades en las cuales la velocidad de la luz y
la constante de Planck valen uno ¢ = h = 1 y se adoptaran las convenciones de signos

denotadas (+ + +) por Misner, Thorne, y Wheeler [39].

Para las ecuaciones semiclasicas de la métrica, el objeto de interés es el valor de expec-
tacion del tensor energia-momento del campo en cuestion <Tfy). Otro objeto de interés es
(¢?). Por ejemplo, para que la ecuacién del valor de expectacién ¢y de un campo escalar au-
tointeractuante con potencial A\¢?* esté bien definida en la aproximacién de un lazo, resulta
necesaria la renormalizacion de <gi32), donde ¢ describe las fluctuaciones cudnticas alrededor
de ¢y. A su vez, dado que el procedimiento para renormalizar (¢?) es considerablemente
mas sencillo que para <Tfy), estudiar este objeto nos servira de entrenamiento para luego

aplicar basicamente los mismos pasos para (7’ ;fy>

Dada la complejidad de los de calculos, primero (en el Capitulo 3) trabajaremos en el
limite de campos débiles, es decir, en el limite en que existe un sistema de coordenadas tal
que la métrica es la correspondiente a un espacio-tiempo de Minkowski més pequenas per-
turbaciones (¢, = M + ) y €l campo w, es normal a las hipersuperficies de coordenada
temporal ¢ constante més perturbaciones (u, = 52 +v,). En este limite, investigaremos la
aparicién de divergencias en el desarrollo adiabético de (¢%) y (T%,) mediante un contaje
de potencias. El desarrollo adiabatico es un desarrollo en derivadas de la métrica y del
campo ut. El orden adiabatico de un término esta dado por la cantidad de derivadas de
dichos objetos que aparecen en el mismo. A partir de este andlisis mostraremos que para
relaciones de dispersion donde la frecuencia de los modos del campo se comporta como k*
para valores grandes del vector de onda k (donde s es un ntmero natural) la sustraccién
necesaria para renormalizar los dos objetos de interés depende de s en una manera cualita-
tivamente diferente: mientras que <<;52> es convergente para valores suficientemente grandes
de s, el numero de términos divergentes en el desarrollo adiabatico de (7] ;ﬁ) generalmente
aumenta con s. De esta manera, podremos concluir que, al menos en este limite de campos
débiles, la renormalizacién de las ecuaciones semiclasicas resulta mas complicada cuanto
mayor es s. Esto es asi ya que cuanto mayor es s, por un lado, la renormalizacion invo-

lucra el calculo y la regularizacion de mas cantidad de términos y, por el otro, mayor es

1Un resumen breve acerca de los trabajos originales que dieron lugar a esta tesis puede encontrarse en
[38].
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la cantidad de contratérminos que se deben incluir en la acciéon desnuda para absorber las
divergencias. No obstante, los contratérminos que se deben ir incluyendo a medida que s
aumenta contienen cada vez més derivadas de la métrica. Por consiguiente, desde el punto
de vista fenomenoldgico, esperamos que no sean relevantes. Por el contrario, como resumi-
remos en el Capitulo 2, los términos del lagrangiano del campo vectorial que involucran dos

derivadas de la métrica si son fenomenoldgicamente relevantes.

A modo de ejemplo, consideraremos una RD particular y perturbaciones de la métrica
y del campo Eter inhomogéneas espacialmente, en cinco dimensiones. En este caso, calcula-
remos explicitamente el orden adiabético dos de (¢?) a primer orden en las perturbaciones.
Notaremos que el mismo puede escribirse como la suma de dos contribuciones. Una es finita
y proporcional al escalar de curvatura R, mientras que la otra es divergente y proporcional
a Ryy. Esta ultima puede escribirse de manera covariante usando, ademas de la métrica,
el campo vectorial. Contrariamente, para métricas homogéneas espacialmente el término

proporcional a Ry no aparece y este orden adiabatico es finito.

También mostraremos que en el caso particular en que las perturbaciones son ho-
mogéneas espacialmente (independientes de las coordenadas espaciales), para valores de
s suficientemente grandes sélo el primer término del desarrollo adiabatico de (T 5)1) es diver-
gente. En este caso, si s es suficientemente grande, a los efectos de remover las divergencias,
solamente seria necesario redefinir una constante desnuda gravitacional: la constante cos-

molégica. Este capitulo estd basado principalmente en la Ref.[40].

Con el objeto avanzar en la investigacion de si las predicciones de un modelo inflacionario
dependen fuertemente o no de las leyes fisicas a escalas “trans-planckianas”, en el Capitulo 4
(basado en las referencias [41] y [42]) nos concentraremos en espacios-tiempos de Friedman-
Robertson-Walker (FRW) espacialmente planos. Para una mayor generalidad, trabajaremos

en n dimensiones.

Para estudiar el proceso de renormalizacion a nivel de las ecuaciones semiclasicas, ex-
tenderemos el esquema denominado sustraccién adiabatica basado en un desarrollo WKB
(Wentzel-Kramers—Brillouin) de los modos del campo escalar. Al igual que en el capitulo
anterior, utilizaremos también el método de regularizaciéon dimensional. A modo de entre-
namiento, comenzaremos con el caso sencillo de un campo libre y analizaremos la renorma-
lizacion de (¢?). Pasaremos luego a estudiar el tensor de energia-momento y las ecuaciones
semiclasicas para la métrica. En el caso de la RD usual (como se resumira en el Capitulo 1),
es bien sabido que para un espacio-tiempo de cuatro dimensiones, los términos divergen-
tes del desarrollo adiabatico del tensor de energia-momento provienen del orden adiabatico

cero, dos y cuatro. Dado esto, para absorber las divergencias que aparecen en este tensor,
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ademas de la constante cosmolégica y la constante de Newton, otras constantes corres-
pondientes a términos de la accién gravitacional que son cuadréticos en la curvatura son
también necesarias. En el caso de una RD generalizada, mostraremos explicitamente que
los érdenes adiabaticos cero, dos y cuatro pueden absorberse haciendo una redefinicion de

las mismas constantes gravitacionales necesarias en el caso usual, cualquiera sea la RD.

Este resultado nos llevé a preguntarnos si nuevos contratérminos (que involucren ten-
sores diferentes a los requeridos en la teoria usual) aparecen para métricas de fondo ho-
mogéneas espacialmente mas generales. Para estudiar esto, en el Capitulo 5, el cual se
basa en la Ref. [43], consideraremos un espacio-tiempo de fondo anisétropo con métrica de
Bianchi I. Para tal fondo, analizaremos la renormalizacion de las ecuaciones semiclasicas
para la métrica en presencia de un campo escalar con RD modificada y de la ecuacion para
el valor de expectaciéon del campo escalar en el caso en que éste es autointeractuante. En
ambos casos, obtendremos que ademas de los contratérminos usuales, también aparecen
contratérminos que involucran al campo vectorial unitario de fondo. Es importante men-
cionar que dependiendo de la RD los contratérminos podrian ser finitos, dando lugar a una
renormalizacion finita de las contantes desnudas de la accién de la teorfa de Eintein-Eter.
Fenomenolégicamente, puesto que los valores de los parametros asociados a los distintos
términos de la accién del campo vectorial estan restringidos fuertemente por las observa-
ciones [44, 45], dichos contratérminos deben ser elegidos apropiadamente para que la teorfa

sea compatible con las observaciones.

En el Capitulo 6 aplicaremos los resultados del Capitulo 4 para llevar a cabo calcu-
los explicitos con los objetos renormalizados. Nos restringiremos al caso simple (aunque
relevante en el contexto inflacionario) de un espacio-tiempo de fondo de De Sitter. Este
capitulo estd basado en la Ref.[42]. Para una RD generalizada particular, mediante eva-
luaciones numéricas, analizaremos la dependencia de la traza del tensor energia-momento
renormalizado con la escala de masa Mg asociada a los efectos trans-planckianos. Asi, re-
cuperaremos la conocida anomalia de traza en el limite M — oo. Esto lo haremos primero
para la teoria en 141 dimensiones y posteriormente generalizaremos el analisis al caso de
un espacio-tiempo de 3 + 1 dimensiones. Luego, consideraremos el problema de resolver
las ecuaciones semiclasicas para la métrica de De Sitter en forma autoconsistente, teniendo
en cuenta los efectos cuanticos de campos escalares libres con una RD generalizada. Este
analisis también nos permitira establecer una comparacion entre el modelo utilizado y la po-
sibilidad de modelar los efectos trans-planckianos mediante condiciones iniciales diferentes
a la usual para los modos de Fourier del campo [34, 46, 47, 48]. Asi, notaremos que ciertos

aspectos del modelo no pueden ser reproducidos modificando dichas condiciones iniciales.
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También discutiremos acerca de los trabajos [32, 33] donde se analizé la importancia de la
reaccién de un campo escalar cuantico con RD modificada sobre la evolucién inflacionaria.

Finalmente, en el tltimo capitulo, desarrollaremos nuestras conclusiones.



Capitulo 1
Teoria de campos en espacios curvos

En este capitulo resumiremos algunos aspectos de la teoria de campos en espacios curvos,
poniendo especial énfasis en la renormalizacion. Como se ha mencionado en la Introduccion,
el proposito de esta teoria es el estudio de campos cudnticos que se propagan es espacios-
tiempos curvos y de el de los efectos que estos campos producen sobre la geometria del
espacio-tiempo. Como campo cudntico, nos restringiremos al caso mas sencillo de todos,
el de un campo escalar real. Los conceptos basicos y los métodos se extienden a campos
tensoriales y espinoriales.

Comenzaremos describiendo el método de cuantizacion candnica para el campo escalar.
Luego, pasaremos a construir los valores de expectacion renormalizados <q§2>ren Y (T )ren
y, a continuacién, nos concentraremos en las ecuaciones semiclasicas y mencionaremos los
contratérminos requeridos para la renormalizacién. Finalmente, resumiremos el método de
sustraccién adiabdtica basado en un desarrollo WKB, el cual extenderemos en el Capitulo
4 al caso en que el campo satisface relaciones de dispersion generalizadas. Este capitulo

estd basado principalmente en las referencias [49],[50] y [51].

1.1. Cuantizacion de un campo escalar real ¢ y el ten-

sor de energia-momento

Consideramos una variedad espacio-tiempo de n-dimensiones, globalmente hiperbdlica
(M, g,) con métrica g, y un campo escalar cuantico ¢ que se propaga en dicha variedad.
La generalizacion de la accion clasica para un campo escalar real, libre, de masa m que se

propaga en un espacio-tiempo de Minkowski, al caso de un espacio-tiempo curvo es

5= 3 / d"w/=g [9" 0, 80,6 + (m* + ER)$] (1)

11
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donde n es el nimero de dimensiones del espacio-tiempo, g = det g, es el determinante de
la métrica g,,, § es una constante y I es el escalar de curvatura de Ricci. El caso particular
en que £ = 0 corresponde a un acoplamiento minimo entre el campo y la geometria del
fondo. En el caso en que el campo no tiene masa, hay otro valor particular de & que se
destaca: £ = &, = (n —2)/(4n — 4). Para este , la accién resulta invariante (a menos de

un término de borde) ante transformaciones conformes, dadas por

() = QQ(x)gW(x) , gz~5 = Q(Q_")/ng. (1.2)

La ecuacién de movimiento para el campo (obtenida variando la accién con respecto a
¢ e igualando a cero) resulta

[—0+m* +£Rjp =0, (1.3)
donde O = g™V, V,¢ = (—g)"%0,[(—9)/*9"9,¢] (siendo V, la derivada covariante

asociada a g, la cual, para simplificar la notaciéon en algunas expresiones, en lo que sigue
también la denotaremos con un punto y coma; por ejemplo, ¢.,, = V,V,0).

La cuantizacion del campo se realiza siguiendo los mismos lineamientos que en el espacio-
tiempo de Minkowski. La definiciéon del producto de Klein-Gordon se extiende a espacios-

tiempos curvos mediante la ecuacién:

(61, 69) = / VI 010,6% — (0,61)63}d, (1.4)

donde * denota el complejo conjugado; d>* = n*dX, siendo n* un vector unitario orientado
hacia el futuro, ortogonal a la superficie tipo espacial ¥ y d¥ el elemento de volumen en 3.
Usando el teorema de Gauss, se puede demostrar que si ¢ y ¢ son soluciones de la ecuacion
de movimiento del campo (Ec.(1.3)) que se anulan en el infinito espacial, el resultado del

producto (¢1, ¢2) no depende de la superficie 3 que se elija para calcularlo. El producto

satisface las siguientes relaciones: (¢1, )" = — (&7, ¢5) = (Pa, 1) ¥ (¢1, ¢7) = 0.
La Ec.(1.3) admite un conjunto completo de soluciones wu;(z) que satisfacen
(i, uj)

(us; uj)

con el indice 7 representando el conjunto de cantidades necesarias para etiquetar los modos.

5 (1.5a)
0, (1.5b)

Dado esto, el campo clasico ¢ puede desarrollarse como una combinacién de estas funciones
con coeficientes a; = (¢, u;) y sus complejos conjugados.

La cuantizacion se implementa adoptando las relaciones de conmutacion

la;, al] = 6;; (1.6a)

J

ai, a;] = [al,al] =0, (1.6b)

17 7]
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donde ahora a; es un operador y a;r es el hermitico conjugado de a;, concebidos como
operadores de aniquilacién y creacion de particulas, respectivamente.

El campo cuantico puede entonces escribirse en términos de las funciones u; y los ope-
.I.

19

radores asociados las mismas a; y a

o(x) = Y laui() + alui(z)). (1.7)
i

Dado esto, se puede definir un estado de vacio mediante la propiedad «;|0) = 0 y
construir el correspondiente espacio de Fock de la manera usual. Es importante notar que
la definicion del vacio y el concepto de particulas presenta una ambigiiedad inherente.
Esto es asi ya que el campo podria ser desarrollado en diferentes conjuntos de funciones
que satisfagan (1.5). Mdas especificamente, si en lugar de las funciones w; usamos otras
alternativas u;(r) tales que (uj,u;) # 0 (para algtn i, j) y definimos un nuevo estado de
vacio mediante @;]0) = 0, donde @; = (¢,%;), (usando las propiedades (1.5)) obtenemos que
a;i[0) = (o, u:)[0) = >, (@, ui)ﬁi\ﬁ) # 0. Por consiguiente, los dos espacios de Fock basados

en las dos elecciones de funciones u; y u; son diferentes.
Las distintas funciones de dos puntos o funciones de Green se construyen de la manera

usual. Dos de las mas utilizadas son el propagador de Hadamard,

Gi(z,2) = ({o(z), o(«)}), (1.8)

y el de Feynman,
Gr(z,2') = i(T[p(z)p(2")]), (1.9)

donde {, } denota el anticonmutador, 7" es el producto t—ordenado de los campos y () denota
el valor de expectacion en el estado cuantico correspondiente. Estas funciones satisfacen las
ecuaciones:
(O, —m? — £R(2)]G1(z,2") = 0, (1.10)
O, — m? — ER(2)|Gr(z,2) = —#5(@ z'). (1.11)
—g(x)

El propagador de Hadamard puede obtenerse a partir del de Feynman mediante
Gi(x,2") = 2Im[Gp(z, 7). (1.12)

Podemos notar que el valor de expectacién del cuadrado del campo (¢?) puede escribirse

CcOo1mo

lim Gy(z,2') = lim Im[Gp(z, 2")]. (1.13)

1
2 z—ax’ r—x’

(0%) =
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Como se ha mencionado en la Introduccién, un objeto de gran interés es el tensor de
energfa-momento 7,,. Clasicamente. este tensor aparece como fuente de las ecuaciones de

Einstein y, de acuerdo con nuestras convenciones, la definicion es

2 45,

T, = — . 1.14
H /_g 5g;w ( )
A partir de la accién (1.1), el mismo resulta
Tw = (1-28)0,00,6 — 266V, V¢ + 260,006 + E6°G
1 2
+ (25 - 5) guua)\gba)\gb - m?.guunga (115)

donde G, = R, — g,uRR/2 es el tensor de Einstein.

Ingenuamente, para definir el correspondiente operador cudntico, luego de adoptar una
prescripcion para ordenar los operadores, uno deberia reemplazar en esta expresion el cam-
po clasico por el correspondiente operador cuantico. Este procedimiento involucraria tomar
el producto de dos distribuciones en un mismo punto, lo cual no esta bien definido. Por lo
tanto, surge la necesidad de implementar un método de regularizacién. Més especificamente,
si calculamos el valor de expectacion de este tensor para un estado cudntico dado (1), (z)),
el mismo serd divergente. Las divergencias son de caracter ultravioleta, ya que aparecen
cuando tomamos el producto de dos distribuciones evaluadas en un mismo punto. Por lo
tanto, para caracterizar las mismas debemos estudiar el comportamiento de tales productos,
no para un mismo punto, sino para puntos distintos pero muy cercanos. En lo que sigue
adoptaremos la prescripcién de Weyl para el orden de los operadores, es decir, simetriza-
remos las expresiones; por ejemplo, al término ¢V ,V,¢ de la Ec.(1.15) lo reemplazaremos
por {¢,V,V,0}/2, donde {, } denota el anticonmutador.

1.2. Construccion de <¢2>ren Yy <Tuu>ren

En esta seccion resumiremos los métodos que se han desarrollado para obtener las versio-
nes renormalizadas de (¢?) y (T},,). El valor de expectacion del tensor de energfa-momento
(T,,) es de especial importancia debido a que puede utilizarse para estudiar la reaccién de
los campos cuanticos sobre la geometria del espacio-tiempo. El mismo aparece como fuente

de las ecuaciones semiclasicas de Einstein, definidas por
Gy + Mg, = 8GN (T (), (1.16)

donde Gy es la constante de Newton y A la constante cosmoldgica. Para darle sentido a esta

ecuacién, la idea es primero utilizar un método de regularizacién y escribir (7),,(x)) como
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una parte divergente més una parte finita: (7}, (x)) = (T} (2))div + (T (Z))ren- Esta sepa-
racion de los términos divergentes no es trivial ya que, por un lado, la parte divergente debe
poder cancelarse con contratérminos adecuados (lo cual serd tratado en la siguiente seccién)
y, por el otro, dado que el miembro de la izquierda de esta ecuacién satisface la identidad
de Biachi V*G),, = 0, debemos tener que V*(T},,(2))ren = 0, lo cual esta garantizado si se
utiliza un método de regularizacion covariante.

Existen varios métodos de regularizacién adecuados, como ser el de separaciéon cova-
riante de puntos [52] o la regularizacién dimensional [53]. Es més, estos métodos junto
con un analisis covariante de las contribuciones singulares correspondientes (tales como el
desarrollo de Schwinger-De Witt [54] en el espacio de coordenadas o el de Bunch y Parker
[55] en el espacio de momentos) permiten conocer los contratérminos requeridos para la
renormalizacién para métricas de fondo arbitrarias.

El método de separacion covariante de puntos consiste en concebir al tensor de energia-
momento en un dado punto x como el limite cuando x — 2’ de un bi-tensor 7,,/(x, 2"), el
cual transforma como el producto de un tensor en x por otro en 2’. Al hacer esto, el valor
de expectacion del tensor de energia-momento puede escribirse en términos del propagador

de Hadamard, y el resultado es:

r—ux’

(Bue)) = tim {51 20) Gyl 2) + Gl )

1 / / 1 : / 0 /
- 5& (Gl;uu<x7 X ) + Gl;u’l/<x7 X )) =+ ggguu<Gl;p7p<x7 X ) + Gl;p”p ('Ta X ))

(n—1) ’

/ 1 / m /
E(ER+m?) Gy (2 )Gy + §§GWG1(:E,x ) — Igqul(xa ')

(2= 5) e (G0 + G 209) | (117

+

L1
n
donde se ha usado la Ec.(1.10) para reescribirlo de manera tal que para el caso en de un
campo no masivo acoplado conformemente (m = 0y £ = &,) se cumpla directamente
(T!(x)) = 0, sin tener que recurrir a la Ec.(1.10).

Esta expresion de (7T),,(z)) es puramente formal, puesto que es divergente y ademés
aparecen sumadas cantidades que transforman como tensores, pero en diferentes puntos del
espacio-tiempo. Esto 1ltimo no es un impedimento serio, ya que pueden definirse métodos
de transporte paralelo que otorguen significado definido a esta expresion.

Para separar en forma covariante la parte divergente, se utiliza un desarrollo covariante

para el propagador G, que tiene la forma conocida como soluciéon elemental Hadamard:

Gu(z,2') = we, 2’)

oz, ) +v(z, ") Ino(z, 2') + w(x, '), (1.18)
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donde u, v y w son funciones no singulares y simétricas, y o = s*(z,2’)/2 es un medio
del cuadrado de la distancia geodesica entre x y a’; es decir, s es la distancia medida a lo
largo de la tnica geodésica que une a los puntos x y x’ si estan contenidos en un entorno
coordenado normal.

El desarrollo mas utilizado es el conocido como desarrollo de Schwinger-De Witt (para

otros posibles ver [56]), el cual estd dado por

to ds o(x,z")
GYP(z,2') = —ZImAl/Q(:E,m/)/O (dmis)/2 exp { P zm23}
x Y (is)rar(z,2'), (1.19)
k>0
con Az, 2') = —det[0,0,0(x,2")][g(x)g(x")]~1/? el determinante de Van Vleck. Las fun-

ciones ay(x,z’) se definen mediante un conjunto de relaciones de recurrencia a partir de
ap(r,2') = 1, las cuales garantizan que G5 sea solucién de la Ec.(1.10). Se puede demostrar
que este desarrollo tiene la forma de Hadamard (Ec(1.18)).

En el limite de coincidencia (es decir, para x — z’), las funciones ax(z, ) son escalares
formados con la métrica y sus derivadas. A medida que k£ aumenta, a; contiene mas cantidad

de derivadas de la métrica; por ejemplo,

ar(z,z)=—(£—1/6)R (1.20a)
1/1 1/1 2
‘1 (5 —g) oR (5 —g) R (1.20b)

En general, el coeficiente ay tiene 2k derivadas de la métrica. De esta manera se obtiene
un desarrollo adiabatico para 1, donde el orden adiabatico estda dado por la cantidad de
derivadas de la métrica que aparecen en los coeficientes. Con ésta terminologia, a; es de
orden adiabatico dos, mientras que as es de orden adiabatico cuatro.

Introduciendo el propagador G52 en las ecuaciones (1.13) y (1.17) se obtiene un desarro-
llo adiabdtico para (¢*(z)) y (T, (x)), respectivamente. Utilizando métodos de transporte
paralelo, se puede separar de manera covariante la parte divergente de cada uno de estos va-
lores de expectacién. El limite  — 2’ se toma al final de los cdlculos. Alternativamente, se
puede trabajar directamente con x = 2’ y utilizar el método de regularizacién dimensional.
En este trabajo utilizaremos este ultimo procedimiento.

Para x = 2’ es simple calcular la integral de la Ec.(1.19). Introduciendo una escala de

masa /. para mantener las unidades correctas de G7” en un espacio-tiempo de 7 dimensiones
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fisicas, obtenemos

GSD (2, 3) = 2 (ﬂ)n—nz ak(x,x)mnq(kﬂ)r [1 Gk g] 7 (1.21)

donde I'[z] es la funciéon Gamma.

A partir de este desarrollo es facil ver que para 7 dimensiones hay una cantidad finita
de términos de la serie que son divergentes para n — 7: los primeros términos del desarrollo
con k < int(n/2 — 1), donde int(x) es la parte entera de z. Dado esto, usando la relacién
(1.13) podemos caracterizar las divergencias que aparecen en el desarrollo adiabético de
(62(2)).

En n dimensiones, se puede demostrar que las divergencias que aparecen el desarrollo
adiabdtico de (¢?(z)) y (T, (z)) contienen coeficientes de orden adiabdtico 2i < 2i%,. v

27 < 235 ..., Tespectivamente, con

20 = 2int (g - 1) (1.22a)
2j% = 2int (g) , (1.22b)

donde hemos introducido un superindice u (por usual) para diferenciar estos resultados
que corresponden al caso de la RD usual, con los que encontraremos mas adelante en este
trabajo.

Luego, se definen los valores de expectacién renormalizados, (¢*(2))ren ¥ (T (2))rens

mediante la sustraccion:

(0)ren = (%) = (67) ... = (¢7) i), (1.23a)
(T hren = (Tp) = (L) O = (T) Pme), (1.23b)

donde el superindice 2] denota al término de orden adiabatico 2/ que contribuye al desarrollo
adiabatico del objeto correspondiente.

Es importante notar que para poder construir los valores de expectacién (¢?) y (T},.),
que aparecen en estas ecuaciones, es necesario especificar la eleccion del estado para el
cual se toman los valores de expectacién, mientras que los términos que se sustraen son
independientes de dicha eleccién. Una consecuencia importante de esta construccion es que
no todos los estados daran lugar a un (7},,).en finito. Esto es asi ya que el propagador de
Hadamard construido a partir de alguno de dichos estados y las derivadas del mismo hasta el
orden adiabético requerido, podrian no tener, respectivamente, la misma estructura singular
que el propagador G5 y sus derivadas. Aquellos estados para los cuales esta construccién

no lleva a un (7}, )ren finito son considerados no fisicos.
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Otra consecuencia importante de esta construccion es que, gracias a que el método es
covariante, obtenemos automaticamente que V,(T#)ren = 0. Como hemos mencionado al
comienzo de esta seccion, esto ultimo es de suma importancia para garantizar la consistencia
de las ecuaciones semiclasicas de Einstein.

Como hemos notado en la seccion anterior, para el caso no masivo m = 0 y acoplamiento
conforme & = &, = (n — 2)/(4n — 4) la teoria clasica del campo escalar ¢ tiene invariancia
conforme, por lo cual el tensor de energia-momento no tiene traza. Una tercera consecuencia
de esta construccién es la anomalia de traza en dimensiones pares, es decir, se obtiene que
(TH)ren # 0 en el caso no masivo y con acoplamiento conforme. En n dimensiones, esta

anomalia viene dada por el coeficiente a,,/» del desarrollo de Schwinger-De Witt. En dos y

cuatro dimensiones resultan [49]:

aq R
Liheen = 12 = 557 (0 =2); (1.24a)
a/ 1 vV po v
<Tll;>ren = 1672'('2 = 2880 (RuupaRu i RMVRM + DR) (’I’L = 4) (124b)

1.3. Ecuaciones semiclasicas y renormalizacion

Hasta ahora nada hemos dicho acerca de la renormalizacion, es decir acerca de los
contratérminos requeridos para absorber las divergencias.

A modo de entrenamiento, describiremos primero el caso de (¢?) y, para mayor simpli-
cidad, consideraremos un espacio-tiempo de cuatro dimensiones fisicas.

Como se ha mencionado en la Introduccion, el valor de expectacién del cuadrado de un
campo escalar aparece, por ejemplo, en la ecuacion semiclasica para el valor de expectacion
de un campo interactuante. Para ver esto, agreguemos la siguiente accién de interaccién a
la de la Ec.(1.1),

Sint = — / d"z\/—gAo*. (1.25)

La ecuacion de movimiento del campo es
D¢ — [m® + ER| ¢ — 4X¢* = 0. (1.26)

Supongamos que el estado del sistema es tal que el campo escalar toma un valor de ex-
pectacién no nulo (¢) = ¢o. Para obtener la ecuacién semicldsica en la aproximacion de
un lazo para ¢g, tomamos el valor de expectacién de la Ec.(1.26) ecuacién y definimos un
nuevo campo cuantico qB de manera que ¢ = ¢y + qB De esta manera, en la aproximacion

de un lazo, obtenemos

Oy — [m2 L ER 4 120 + 4A¢3] o = 0, (1.27)
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donde gzg debe satisfacer
06 — [m? + R+ 120¢2] & = 0. (1.28)

En la ecuacion para ¢, aparece <gi32), que es divergente. Por consiguiente, para que esta
ecuaciéon esté bien definida es necesario llevar a cabo la renormalizacion.

En este caso, el campo <;§ satisface una ecuacion similar a la de un campo libre, pero con
masa variable. La construccién de ((]32>ren procede de manera analoga al caso de un campo
libre. No obstante, es necesario modificar el propagador de Schwinger-De Witt para tener en
cuenta que la masa no es constante. La generalizacién del propagador de Schwinger-De Witt
para este caso y las expresiones de los primeros términos del desarrollo han sido obtenidas
en la Ref.[57]. Alli los autores notaron que en el desarrollo adiabatico las potencias de ¢,
deben contarse como de orden adiabatico uno. De esta manera el orden adiabatico de un
término esta dado por el nimero de derivadas que aparecen en él mas la potencia a la cual
aparece elevado el campo. A partir del propagador de Schwinger-De Witt generalizado y

utilizando el método de regularizacién dimensional, en [57] los autores obtuvieron los dos

primeros términos del desarrollo adiabatico de <¢A>2) y el resultado para n — 4 es:

(6 )aa2 = @ [M2 + (g - %) R] <<n 2 5t ]\j—;) (1.29)

donde el subindice “ad2” indica que el resultado contiene términos hasta de orden adiabati-

co dos inclusive, M? = m? + 12A\¢? y 11 es una constante arbitraria con unidades de masa
introducida para garantizar que <gi32) tenga las unidades correctas.

Luego, sumando y restando 12X(¢%),p200 en la Ec.(1.27), definiendo (¢?)ien = (02) —
(q§2>ad2 y reescribiendo los pardmetros desnudos A, m? y £ como los renormalizados (g,

m% y £g) més los asociados a los contratérminos (6, dm? y 6¢), obtenemos

O — { (M +0m?) + (€n + 0 R+ 12A0(6%)p + 4(Ar + 9N)65
3R 9 9 1 3A\r, M3 9 1
_— 12X ——|R —In— | M ——|R =0.
+ 272 (n . 4) |:mR + R(bo + fR 6 + Ar2 n MQ RT §R 6 (bO
A partir de esta ecuacién es simple ver que las divergencias pueden removerse usando los

siguientes contratérminos:

3\pm?
2 RI'R 2
="+ A 1.
om 372(n — 1) + Am?, (1.30a)
9\2
h=——"2___ 1 A\ 1.30b
272 (n — 4) T ( )

3 1
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siendo Am?, A\ y A€ contibuciones finitas para n — 4, las cuales se determinan eligien-
do una prescripcion de renormalizacion; por ejemplo, usando la denominada prescripcion
minima Am? = A\ = A¢ = 0. Adoptando la prescripcién minima, las ecuaciones del grupo
de renormalizacién se obtienen facilmente derivando la ecuacion para ¢y con respecto a p,
la cual debe ser independiente de esta escala introducida en el proceso de regularizacion.

De esta manera obtenemos:

dm%  3\gpmi,

i T o (1.31a)
dA\r  9N2

D %g, (1.31b)
d 3\ 1
dif 27;; (gR - 6) . (1.31c)

Pasaremos ahora a resumir los resultados para la renormalizacién de las ecuaciones
semiclasicas de Einstein. Por simplicidad, consideraremos solamente el caso en el que el
campo escalar es libre (A = 0) y se propaga en un espacio-tiempo de cuatro dimensiones.
Como se ha notado en la seccién anterior, las divergencias que aparecen en el desarrollo
adiabatico de (T},,) van acompanadas de coeficientes de orden adiabatico cero, dos y cuatro.
Dado esto, es necesario comenzar con una accién desnuda para la gravedad que contenga
hasta cuatro derivadas de la métrica, la cual puede escribirse como:

1
167TGN

/ d"z/—g(R—2A) — = / d"z/=g(aR?*+ BR R* + YRy pe R*77), (1.32)

S =

donde R,,,, es el tensor de curvatura, R,, = R/ ,y A, Gy, a, B y v son pardmetros

ppv
desnudos, los cuales deben ser elegidos apropiadamente para cancelar las divergencias de
(T,,,). Con esta accién para la gravedad, las ecuaciones semicldsicas de Einstein resultan:

m(GW + Agw) + ozH 1) + ﬁH @+ +vHyu = (TW>a (1.33)

donde G, = R, — g,uRR/2 es el tensor de Einstein y

1
Hf) =2R,, —2g,0R + gWR2 2RR,,, (1.34a)
1 1
H?) =Ry, — 9 = DRy + 50 R B = 2R Ry, (1.34b)
1

Hyy = §gMVRP5UVRp&W - QRMPJURVMU —A40R,, + 2R,

+ 4R, R°, — 4R R, . 1.34c
i P

Para renormalizar la Eq.(1.33) se escribe (T,,) = (Tjw)ren + (Tyv)ada, donde (T}, )aq4 €5

el obtenido utilizando el propagador de Schwinger-De Witt y el método de regularizacién
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elegido, como se ha descrito en la seccién anterior, pero truncado a orden adiabatico cuatro.
Es bien sabido que las divergencias que aparecen en (7),,).q4 pueden absorberse mediante

la siguiente redefinicién de los parametros desnudos (A, Gy, «, By 7), para (n — 4)[49]:

AGY = (AGY)R — T—; [n i R (%)} : (1.35a)
Gy = (GHr+ m; <§ - é) lﬁ +1In (%)} : (1.35b)
_ 1)
o= ap— (5167;;) {n i L+ n (%)} , (1.35¢)
b=Pr+ 1441072 {n i g o (%)} ’ (1.35d)
1 1
TR 1440 {n g (%)} ' (1.35)

En el caso en que A # 0, ademas de las constantes gravitacionales también es necesario
redefinir A\, £ y m? como se indica en la Eq.(1.30)[57].

Puesto que las constantes desnudas no dependen de la escala p introducida en regulari-
zacion dimensional, derivando estas ecuaciones respecto de p obtenemos las ecuaciones del

grupo de renormalizacién:

d(AG;\fl)R m4

“T = -0 (1.36a)
Md(iil)z% _ m; (5 N %) ’ (1.36b)
2
ud;;f - (516;2%) , (1.36¢)
“iz%z - 144107r2’ (1.364)
dyr 1

= — . 1.36
K dpu 144072 (1.36¢)

Para finalizar esta seccién, haremos un comentario acerca de la manera de estudiar el
efecto del campo cudntico sobre la métrica de fondo. En general, (7),,) puede ser dividido en
una parte cldsica mas una parte cuantica: 7’ ﬁf/+ (T,,,)?. Luego de renormalizar las ecuaciones
semicléasicas de Einstein, las contribuciones proporcionales a los tensores H, ,(}V’Z) y Hy, que
contienen derivadas superiores de la métrica, son generalmente consideradas despreciables

o tratadas de manera perturbativa !. Conociendo el orden de magnitud de las componentes

, . . . 1
L Aunque éste no siempre es el caso. Una accién con 8 = v = 0, donde sélo aparece el tensor H EL,,) (el cual

corresponde al término de la accién proporcional a R?) fue considerada no perturbativamente por ejemplo
en [58, 59].
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del tensor de Riemann del espacio-tiempo, podemos caracterizar cuando estos términos
pueden despreciarse. En general, podemos esperar que la teoria semiclasica sea valida si
Gn|R,."| << 1. Suponiendo que estamos en este régimen, despreciando las contribuciones
proporcionales a los tensores H SJZ) y H,, y omitiendo el subindice “R” en las constantes

renormalizadas, obtenemos:

cl
m(Guv + Agu) = Ty + (Tyw)". (1.37)

Para estudiar el efecto del campo cuantico sobre la métrica, una posibilidad es primero des-
. 0 L (0 .
preciar la contribucién de la parte cuantica y obtener una solucion g,(w) de las ecuaciones de

Einstein clésicas. Luego, calcular (7},,)¢ para la métrica de fondo gfg,). Finalmente, plantear

la ecuacién completa para g,, = gfg,) + gfﬁ,) y resolver para gfﬁ,) De esta manera se obtiene
la reacciéon g,(}y) del campo cudntico sobre la métrica, donde tanto gf}J como (7},,)9 son de
orden h en relacion a g,SOV) y Tﬁf/ Alternativamente, en situaciones con suficiente simetria es
posible buscar soluciones autoconsistentes de estas ecuaciones. En el Capitulo 6 seguiremos

este tltimo procedimiento.

1.4. Sustraccion adiabatica basada en el desarrollo WKB

El método de renormalizacion covariante descripto arriba tiene la ventaja de que en
principio puede aplicarse para espacios-tiempos con métricas arbitrarias. Sin embargo, tie-
ne la desventaja de que a partir de éste resulta dificil construir en forma explicita los valores
de expectaciéon renormalizados. Afortunadamente, para ciertas métricas de fondo particu-
lares existe otra manera de obtener (¢?)en y (T} )ren, €l cual resulta adecuado para llevar a
cabo evaluaciones numéricas de estas cantidades. Este método se basa en un desarrollo tipo
WKB (Wentzel-Kramers—Brillouin) para los modos del campo y se conoce como sustrac-
cién adiabatica. Esta sustraccién debe complementarse con un método de regularizacion
covariante. En este trabajo utilizaremos regularizacién dimensional.

Con el fin de describir el método, nos restringimos al caso de un espacio-tiempo espa-
cialmente plano de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), cuyo elemento de linea esta dado

por

ds* = g, datdx” = C(n)[—dn® + 6;;dx'da’], (1.38)

donde p,v = 0,1...n — 1 (con n la dimensién del espacio-tiempo), C'(n) es el cuadrado del
factor de escala a(n) escrito como una funcién del tiempo conforme 7, el cual esta relacionado

con el tiempo césmico ¢ mediante dn = dt/ VO.
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El campo ¢ puede ser descompuesto como

(@) = [ & Hlagug(z.o) + afup (@ )] (1.39)

donde
C@/ 0 (n)

La ecuacién de movimiento para los modos x; puede escribirse (a partir de la Ec.(1.3))

como

Xi + [(€ = &)RC + ] xi = 0, (1.41)

donde las primas denotan derivadas con respecto a 7.
Puesto que los indices de las funciones modos son el vector de onda E, la condicion de
ortonormalizacién de la Ec.(1.5) ((w;, u;) = 6; ;) debe reemplazarse por (ug, ug) = 5(k—K).

Haciendo esto, obtenemos la siguiente condicion para los modos:
XkXk = XXk = - (1.42)

El desarrollo WKB se obtiene escribiendo al modo yj en la forma

i = \/JWkeXp (—z’ / ! Wk(ﬁ)dﬁ) | (1.43)

De esta manera, la condicién de la Ec.(1.42) se cumple automaticamente. Utilizando esta
forma para xy, la descomposicion del campo (1.39) y la definicién del vacio a;|0) hallamos
p Ve pVC ]

(¢") = = [ "kl = ey

(2mV/C)n! (2my/C)n-1 20, e

donde hemos omitido |0) en la notacién para el estado y hemos usado el conmutador
lag, a%/] =0 (E — K ). En esta ecuacion p es una escala de masa introducida en el procedi-
miento de regularizacion dimensional para garantizar que ¢ tenga las unidades correctas y
n — 7 al final de los calculos. Asimismo, podemos escribir (7),,) en términos de W.

Insertando la expresién para xj de la Ec.(1.43) en la Ec.(1.41) obtenemos

1 ”m 3”7/2
W2 =02 - = ko Z_k 1.4
k D) (Wk 2W2 )’ (1.45)

donde Q2 = w?+ (¢ — &,) CR. Esta ecuacién diferencial y no lineal para Wj, puede resolverse

en forma iterativa, suponiendo que Wj es una funciéon que varia lentamente con 7. De

esta manera podemos obtener un desarrollo adiabatico de Wy, donde el orden adiabatico
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de un término esta dado por la cantidad de derivadas respecto de 1 que aparecen en él.
Asf obtenemos W2 =© W2 +& W2 + ... donde

O — .2, (1.46a)

1C" K\, 5C” K\
QW2 — (e )R—-2 (1- ) 28 (&
Wi=E-&R- 51— )+ - 5) (1.46b)
k k

A partir de esto, es notorio que el desarrollo adiabdtico solamente serd ttil para aproximar
las funciones modos con frecuencias grandes frente a la escala caracteristica asociada a la
variacion del factor de escala H = C'/C.

Introduciendo el desarrollo adiabatico de W} en las expresiones para (¢?) y (7},,) obte-
nemos los desarrollos adiabaticos correspondientes para estas cantidades. Truncando dichos
desarrollos al orden requerido para la renormalizacién, podemos utilizarlos para construir
(0*(2))ren ¥ (T (2))ren, mediante la sustraccion de la Ec.(1.23).

Se ha mostrado que la renormalizacion mediante esta sustraccion adiabatica procede de
la misma manera que con el método manifiestamente covariante mencionado en la seccion
anterior. En particular, para métricas de FRW en la Ref. [60] se ha mostrado que el desa-
rrollo adiabético del propagador de Hadamard construido con el desarrollo WKB coincide
con el propagador de Schwinger-De Witt, hasta el orden adiabético cuatro.

Este método de sustraccién adiabatica se extiende a espacios-tiempos de FRW con
curvatura espacial [60, 61, 62], campos interactuantes [57, 63], espacios-tiempos de Bianchi
[ [64, 65] y métricas estacionarias con simetria esférica [66, 67, 68].

Para finalizar, haremos un comentario acerca de la construccién de (7}, (2))ren y de los
estados para los cuales esperamos que (7}, (2))ren sea finito. Como se ha remarcado debajo
de la Ec.(1.23), en esa ecuaciéon (7),,(z)) depende del estado para el que se toma el valor
de expectacion, mientras que los términos que se sustraen quedan determinados por la
construccion del desarrollo adiabatico. Para el espacio-tiempo considerado en esta seccion,
(T, (x)) podria escribirse en términos de funciones modos que satisfagan la Ec.(1.41) en
forma exacta, junto con la condicién de normalizacion (1.42). De esta manera, especificando
las condiciones iniciales para las funciones modos podriamos fijar el estado del sistema. No
obstante, no toda solucién particular x;(n) dard lugar a un (7}, (z))yen finito. Dicho de otro
modo, la solucion debe ser tal que la transformada de Fourier de (7),,(x)) coincida con la
obtenida mediante el desarrollo WKB para valores grandes del vector de onda \/; |, hasta el
orden adiabatico requerido para la renormalizacion. Es mas, si esto ocurre, la sustraccion
puede realizarse para cada componente de Fourier, es decir, antes de hacer las integrales.

Esto ultimo es muy 1util ya que en general es dificil hacer las integrales en forma analitica
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y, puesto que son divergentes, mediante regularizacién dimensional. Si la sustraccion se
realiza antes de hacer las integrales y el estado es fisico, las mismas resultan convergentes.
Entonces, el limite n — n puede tomarse antes de integrar, lo cual hace posible que pueda
implementarse un cédlculo numérico de las integrales.

Una discusién detallada y una caracterizacion de los estados permitidos para métricas
de FRW pueden encontrarse en [69, 70]. Por ejemplo, para un espacio-tiempo de De Sitter
de cuatro dimensiones, donde C(n) = (Hn)~? (siendo H constante), un estado permitido es
el denominado estado de vacio de Bunch-Davies |0). Las funciones modos correspondientes

estan dadas por

1/2
BD /= . ™ ity _im/4 1)
) = (e ) <O o) (147)

donde H{" es la funcién de Hankel de primera especie y

m2

9
2 U —
V=T 12 (1.48)

Sin embargo, hay otros estados fisicos. Una manera de caracterizarlos consiste en escribir
sus correspondientes funciones modos %z como una combinacién de las asociadas al vacio

de Bunch-Davies,

u; = azul® + BulP (1.49)
donde a; y B son conocidos como coeficientes de Bogoliubov, los cuales satisfacen |og| —
|6z] =1 (debido a que ambos conjuntos de funciones modos deben ser ortonormales (1.5)).
De esta manera, el estado de vacio |0) asociado a estos modos en general contendrd particu-
las definidas a partir del estado de Bunch-Davies, es decir a;|0) # 0. El niimero de particulas
ng en un modo k se obtiene mediante

o2m)3 — 2m)3
7). Blatag0) = 27

Bl Olazal|0) = 1517, (1.50)

ng =

donde V' es el volumen espacial. Se ha mostrado que para que el estado descrito de esta

manera sea fisico, el coeficiente |G;|* debe tender a cero para k — oo més répido que k~*

[70].






Capitulo 2

Campos con relaciones de dispersion

generalizadas

2.1. Ruptura de la simetria de Lorentz

El descubrimiento de la simetria de Lorentz fue uno de los avances mas grandes de la
historia de la fisica. Esta simetria ha sido confirmada con gran precisiéon y ha sido muy
importante a la hora de construir nuevas teorias fisicas. Naturalmente se podria suponer
que ésta es una simetria de la naturaleza para boost arbitrarios, sin embargo, ain esta la
posibilidad de que dicho supuesto no sea cierto. Si bien la duda de si la simetria de Lorentz
se extiende o no a boost arbitrarios no es nueva, recientemente ha resurgido el interés
en la misma, basicamente, por dos motivos. Por un lado estan los numerosos intentos
teoricos y fenomenoldgicos de caracterizar posibles efectos de gravedad cudntica. En esta
caracterizacion la ruptura o no de la simetria de Lorentz podria jugar un rol importante.
Por otro lado, la mejora en la sensibilidad de los experimentos y las observaciones ha dado
lugar a la posibilidad de probar efectos de ruptura de la simetria de Lorentz incluso si estan
suprimidos por la escala de Planck [16, 71, 72].

Es valioso notar que si efectos de gravedad cuantica pueden caracterizarse por una
ruptura de la simetria de Lorentz, esto no necesariamente implica que la teoria cuantica
para la gravedad no posea tal simetria, sino que ésta podria aparecer rota a bajas energias.
Esta serfa la situacion si a bajas energias hay campos tensoriales que adquieren valores de
expectacién no nulos en el vacio [17] o incluso si hay un campo escalar que adquiere un
valor de expectacién en el vacio que no es constante [73].

Dado esto y con el fin de realizar predicciones fenomenoldgicamente relevantes, en la

literatura se han propuesto modelos basados en teorias de campos efectivas que rompen la

27
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simetria de Lorentz. Para métricas minkowskianas, una de las mas conocidas es denominada
extension minima del modelo estdandar (mSME) propuesta por Colladay y Kostelecky [74].
La misma consiste en extender el modelo estdndar agregando términos en el Lagrangiano
con dimensiones de masa menor que cinco que rompan la simetria de Lorentz, pero que
mantengan la invarianza de gauge SU(3) x SU(2) x U(1). A partir de los experimentos
se han puesto cotas muy restrictivas sobre los pardametros correspondientes a los nuevos
términos. Por esta razon, se ha argumentado que en lugar de estos nuevos términos se
deberian agregar otros de dimension de masa igual a cinco, los cuales darian efectos que
estdn suprimidos para energias mucho menores que la de Planck [21]. Sin embargo, en
ausencia de una simetria que lo justifique, mantener solamente los términos de dimension
de masa igual a cinco podria no ser natural, en el sentido que los coeficientes de los términos
con dimensién de masa menor deberian ser ajustados a cero o a valores muy cercanos a
cero [75, 76].

Por otro lado, se ha propuesto incorporar la posibilidad de una ruptura de la simetria
de Lorentz modificando la teoria de la gravedad. Una manera de modificar la accién de
Einstein-Hilbert para la gravedad consiste en agregar otros campos tensoriales indepen-
dientes de la métrica [18, 22]. Por ejemplo, manteniendo sélo términos con dos derivadas

de la métrica, una accién posible es

1
— n — - pv nvpo
56 = Tomce /d o/ =g [R —2A + 5" Ry, + " R0 (2.1)

donde en principio los coeficientes s*” y t*?? pueden depender de x. Si consideramos esta
accion, el problema principal que aparece es la identidad de Bianchi. La variacion de los
dos primeros términos respecto de la métrica dara una contribucién a las ecuaciones para
la métrica que satisface V*(G,,, + Ag,,) = 0, mientras que la contribucién de los térmi-
nos restantes en general no tendra esta propiedad. Para evitar este problema, los nuevos
campos tensoriales deben ser dinamicos. Habria que agregar entonces términos cinéticos
para los campos tensoriales y ademas potenciales que den lugar a una solucion en la que
estos tensores sean no nulos. De esta manera, si los nuevos campos tensoriales satisfacen
las correspondientes ecuaciones de movimiento, la nueva contribucién a las ecuaciones para
la métrica sera compatible con la identidad de Bianchi. Casos particulares de este tipo de
teorias son aquellas en la que parte de la simetria de Lorentz se rompe porque un campo
vectorial toma un valor no nulo. En este caso S* puede escribirse como utu” y t*#7 pue-
de ser reducido a S* debido a las simetrias del tensor de Riemann. Agregando términos
cinéticos y una parte potencial para el campo vectorial V' (u,u"), obtenemos una teoria
vectorial-tensorial. Teorias vectorial-tensorial para la gravedad ya han sido estudiadas des-

de los comienzos de la década del 70 [77], pero habian sido dejadas de lado por problemas
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de consistencia. En la Ref. [78] los autores han argumentado que este tipo de teorias posee
problemas de estabilidad a menos que V' = S\(Uuu” + 1), con A un multiplicador de La-
grange. La teoria con este vinculo se conoce como teoria de Einstein-Eter. Esta teorfa es
muy interesante. Por un lado, constituye una extension natural de la Relatividad General,
que debe satisfacer ciertos vinculos para ser consistente con las observaciones astrofisicas
y cosmologicas. Por otro lado, es el escenario natural para introducir relaciones de disper-
sion modificadas para los campos de materia de manera covariante, rompiendo parte de la

simetria de Lorentz.

2.2. La teoria de Einstein-Eter

La teorfa de Einstein-Eter es una teorfa vectorial-tensorial en la cual se impone que
el campo vectorial tome un valor no nulo y tipo temporal, determinando asi sistemas de
referencia privilegiados de manera local.

La accion mas general que involucra solamente dos derivadas de los campos puede

escribirse como

1 mn
= 16:C /d rv/—g(R —2A) + Sy, (2.2a)

1 n

Sa

donde g = det(g,,), R es el escalar de Ricci, A es la constante cosmoldgica, G es una
constante relacionada con la constante de Newton y L, describe la dinamica del nuevo

grado de libertad u*,

L, =—=Mg"uu, +1) — K,V ,u"Vu", (2.3)
donde
KPU;UJ - Clgpaguu + 025255 + 035552 + C4upugg;u/7 (24>

o mas explicitamente
K,V u'V,u" =V, u"Viu, + CQ(VMU")Q + sV, u"Vou' + cufu’Vou,Vout. (2.5)

En este lagrangiano, el multiplicador de Lagrange A es introducido para imponer la
condicion w,u* = —1 y los coeficientes ¢; (i = 1,2,3,4) son en principio arbitrarios. El

término V,u”V,u" puede escribirse como

V'Vt =V, 0" + (V') — Ry utu, (2.6)
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con J* = u’V,u' —u'V,u”, donde hemos usado que [V, V,|u* = R, u". Por esta razén
el término R, u"u” ha sido omitido en el lagrangiano®.

La restriccion de incluir términos con no més de dos derivadas estda motivada por la
concepcién de la teoria como una teorfa de campos efectivas [79, 80], a partir de lo cual se
espera que los términos con derivadas superiores estén suprimidos por un factor pequeno
con dimensiones de longitud adicional por cada derivada. El orden de magnitud para los
coeficientes ¢; depende de la escala de energia asociada a la fisica desconocida para energias
altas. En particular, si la tinica escala relevante es la escala de Planck, se espera que todos
ellos sean de orden uno. En esta accion el campo u* ha sido reescaleando de modo que resulte
adimensional. Alternativamente, puede introducirse otra escala de masa v, reescribiendo la
accion en términos de @* = vu'. Esta tltima opcién ha sido adoptada en [80], donde el autor
analizé a la teoria desde la perspectiva de las teorias de campos efectivas. Alli, el lagrangiano
se escribié en términos de nuevas constantes de acoplamiento ¢; = (47Gv?)"!¢;, donde las
constantes ¢; son consideradas de orden uno. Mediante un contaje de potencias y utilizando
regularizacion dimensional se mostré que una expansion de la accion en derivadas resulta
consistente para 4rGv? < 1.

La ecuacién para el campo vectorial obtenida variando la accién (2.2) con respecto a u”

es:

e 55’@ N
\/—__g 5UV = Vleﬁ’ — c4auvyu“ — )\UV = 0, (27)
con
J?, = K",V ut, (2.8)
a, = u'V u,. (2.8b)

Contrayendo la Ec.(2.7) con u* podemos determinar A,

A= —u"V ,JP + csa,a”. (2.9)

El tensor de energia-momento asociado a u* es:

" 1
T, = e {Vp [JP(MUV) — J uy) + J(W)up} + ¢ [Vu’Vyu, = V,u, Vo, |
- aaa, + %Eu — quu,,} . (2.10)

donde los paréntesis indican que las expresiones deben simetrizarse de acuerdo a la férmula

A(W) = [A;w + Aw]/z

'En la Ref.[43] hemos utilizado otra parametrizacién de £,. Sin embargo, usando la Ec.(2.6) es facil
ver que los pardmetros usados en [43] estdn relacionados con los ¢; de la sigiente manera: by = ¢1/2,

by =c1+ca+ec3, b3 =—c1—c3yby=cy.
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En esta expresién A podria reemplazarse por \“, dada en la Ec.(2.9). Sin embargo,
es importante notar que si el campo u* esta acoplado con otros campos tendriamos A =
A+ Aint - donde en general A también dependera de los otros campos.

La consistencia de la teoria y las observaciones imponen restricciones sobre los parame-
tros ¢;. Un resumen actualizado de dichas restricciones puede encontrarse en la Ref. [45].
En lo que sigue mencionaremos algunas de ellas.

En el limite de campos débiles y estaticos, con el campo u* alineado con el vector de
Killing tipo temporal y con materia no relativista, la teoria se reduce a la gravedad de
Newton con una constante de Newton Gy relacionada con la constante G de la accién (2.2)

mediante (n = 4) [81]:
G

B 1—014/2’

donde c14 = ¢1 + ¢4 (a continuacién también usaremos una notacién similar para la suma de

Gy (2.11)

otras combinaciones de los coeficientes ¢;). Dado esto, el limite Newtoniano sélo se recupera
si ¢14 < 2. Se ha demostrado que de todos los pardmetros post-newtonianos (PPN) de
esta teorfa solamente aquellos dos (a; y aw) relacionados con la presencia de sistemas de
referencia privilegiados pueden diferir de los correspondientes a la Relatividad General [44].

En la Ref. [44] estos pardmetros han sido obtenidos en términos de los coeficientes ¢;:

—8(c3 + c1c4)
= 2.12
“ 2c; — 2 + 3 (2.122)

2c3 — 2
y = ﬂ _ (Cl -+ C3 C4)( cy + 302 + C3 + C4) (212b)
2 C123(2 — c14)

Las observaciones actuales indican que a3 < 107 y ay < 4 x 1077[82]. Si se fijan
los pardmetros a; y as a cero pueden obtenerse dos ecuaciones que relacionan los ¢;, las
cuales dan la condicion para que todos los parametros post-newtonianos coincidan con los
de la Relatividad General. Si se imponen dichas ecuaciones, dos de los cuatro parametros
adicionales de la teoria quedarian determinados.

En el contexto cosmoldgico, para mantener la homogeneidad e isotropia espacial, los
sistemas de referencia privilegiados, determinados por la configuracién del campo vectorial
ut, deben coincidir con los correspondientes a los observadores isotrépicos. Dado esto,
el elemento de linea para una métrica de FRW espacialmente plana puede escribirse en

coordenadas comovientes como
ds* = g datds” = —(u,da™)’+ L, datdz” = C(n)[—dn® + d;;da’da’] (2.13)

donde u, = 01/2(7))52 Y Luw= 9w + u,u, coincide con la métrica espacial definida por



32 Teoria de campos con relaciones de dispersion modificadas en espacios curvos

un observador comoviente con 4-velocidad —u* 2. Este u, satisface automdticamente la
ecuacién de movimiento del campo (2.7). En este caso el tensor de energia-momento del

campo u, se reduce a (para n dimensiones)

[c13 4+ (n — 1)cy]
T! = — v
p StGn—2) C*

(2.14)

a partir de donde podemos concluir que el mismo puede absorberse en una redefinicion de

la constante G, que aparece en la ecuacion de Friedman usual, mediante

G

Gcosm: 1) .
C13 n—1)ca
=

(2.15)

Como Gleosm es diferente a G (2.11) para n = 4 la tasa de expansién del universo
difiere de la que se obtendria en Relatividad General con el mismo contenido de materia.
El cociente entre estas dos constantes esté restringido por la abundancia primordial de *He
inferida a partir de las observaciones, |Geosm/Gn — 1| < 1/8 [81]. Si los pardmetros a; y as
son fijados a cero, resulta que Geosm = Gy [44] y esta cota se satisface automdticamente.

En el limite de campos débiles, en la Ref. [83] se han estudiado las perturbaciones de
la métrica y del campo v/ alrededor de la solucion con métrica minkiwskiana g, = 7.,
y campo u* = —¢. En dicho trabajo se han puesto restricciones sobre los coeficientes ¢;
para evitar inestabilidades, que aparecerian si el cuadrado de la velocidad de alguno de
los cinco modos no masivos encontrados para cada vector de onda en cuatro dimensiones
resultase negativa. En [84] se han analizado las densidades de energia de los modos y se
han encontrado restricciones para los ¢; imponiendo que las densidades de energia sean
positivas.

También se han estudiado soluciones estaticas con simetria esférica para describir el
exterior de estrellas con tal simetria, en las cuales el campo u* esta alineado con el vector
de Killing tipo temporal [85], y soluciones de agujeros con una componente del u* (el cual
es tipo temporal) no alineada con el vector de Killing que ya no es tipo temporal en todos
lados [86].

En resumen, la teoria de Einstein-Eter ha sido estudiada en diversos contextos y se han
puesto cotas sobre los parametros de la accién. De acuerdo con el resumen de resultados
reportados en [45], aunque quedan varias situaciones interesantes para estudiar, las ya
analizadas indican que atin hay una region de parametros para los cuales la teoria podria

ser compatible con las observaciones.

2Alternativamente uno puede elegir u, = —c/ 2(77)62 para que coincida con la cuatrivelocidad de los

observadores isotréopicos. Sin embargo, los resultados fisicos no dependeran de esta eleccion convencional.
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2.3. El acoplamiento entre el Eter y los campos de

materia

Como se ha mencionado arriba, la teorfa de Einstein-Eter es el escenario natural para
introducir, de manera covariante, campos con relaciones de dispersion modificadas. En este
trabajo nos restringiremos al caso de campos escalares y reales. A continuacion describi-
remos los detalles del modelo, el cual estd basado en la accién propuesta en [32] y es una
generalizacién de la accién considerada en [22, 87].

La accién cldsica para el campo escalar y real de masa m puede escribirse como [32]:

S, = / e/ =G(L1 4+ Leor), (2.16)
donde L} es el lagrangiano estandar para el campo escalar,
1 v
Lr=—5 (9" 0,60, + (m® + ER)?] | (2.17)
y L.or es lagrangiano que da lugar a las relaciones de dispersion generalizadas,

‘Ccor = - Z bQP(D2q¢) (D2p¢) (218)
1<q<qnr,p<q

siendo gy un nimero natural, D*¢ = D,D'p =L, V(L4 V7¢) (donde L= g, + uuuy
y J_l’)E g L) v los coeficientes by, son en principio arbitrarios. Si el orden de magnitud
de estos coeficientes b,, estd dado por una unica escala de masa M¢, asociada a la nueva

fisica, los mismos podrian suponerse naturalmente de orden Mé(lqup ),
Mas en general, la derivada covariante D,, asociada con la métrica L,, de un campo
P

. vi...V
tensorial T}, se define como

V...V, o o ) 01...0
DsTyvr =150 LA 1ot 110 VTV (2.19)

Por construccion, esta derivada satisface

Dp J—;w = 07 (220&)
uti DT =y, DT v = DT = (). (2.20b)

Teniendo en cuenta que el campo u* es unitario, el tensor de energia-momento derivado

a partir de la accién de la Ec.(2.16) puede separarse en tres partes:

TS =TL + T +T),. (2.21)
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Las dos primeras TMLV + 17" provienen de la variacion de la accion (2.16) respecto de g,

2 58,
V=g 69"

siendo 7| uLv el tensor de energia-momento usual dado en la Ec.(1.15). El tensor T 3‘,/ proviene

L cor __
Tw/ + T;w = (2.22)

de la contribucién de esta accién al multiplicador de lagrange A = A+ Ao v estd dado por

5 Acor 1 dS,
TL\V = g it = \/__gupé—qubuuuy. (2.23)

Dado esto, el calculo del tensor de energia-momento clasico Tfy, aunque algo tedioso,

es directo. Sin embargo, por el motivo que ilustraremos a continuacion, hay casos en los

cuales el cédlculo se simplifica. Consideremos la sigiente integral:
[vEatraspe = [ Veadape) Vi VD), (220

con ¢ > 1y f(¢) un escalar que puede depender de ¢ y de sus derivadas. Integrando por

partes dos veces obtenemos:
[ Ve UL VL (L s (225)
El factor con derivadas de f(¢) puede reescribirse como
VALY Vo (L f(9)) = (D* + V0 + 2a,0”) f(9). (2.26)

donde a, = u"V ,u,.

A partir de esto es evidente que cuando a, = 0 el cdlculo es més sencillo. La condicién
a, = 0 se cumple por ejemplo para métricas de FRW y métricas de Bianchi I. Por simpli-
cidad, en lo que sigue del capitulo nos restringiremos a los casos en los que esta condicion
se cumple.

El tensor de energia-momento resulta (més detalles acerca del cdlculo pueden encon-
trarse en [32]):

T% = Th 4 guLeor + E(6) {200,V uy V6 — 20,V ,u* V)
+ L [06+ (Vu)uViag + u'V,(u*Vi0)] } — wu, (u*Vad)u’V,E(¢)
— 2V 0V E(¢) = 2w VAE($))uw Vot Lu (VPO)V,E(9)
= 2(u*Va0)u Vi) E(9) + g (W Va0)u Y, E(9), (2.27)

donde TMLV es el tensor de energia-momento usual dado en la Ec.(1.15) y

E@)= Y bylg+pD2rr e, (2.28)

1<q¢<qn,p<q
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La ecuacion de movimiento para el campo es

O¢— |m*+E{R+2 Y b, D9 ¢ =0. (2.29)

1<q¢<qm,p<q

A partir de esta ecuacién podemos obtener la RD generalizada. En el caso de una métrica

minkowskiana 7, y un campo Eter u# = —52, la RD es
WA([K?) = m® 4 [k + 2 byp(—1)7 [E[X0tP), (2.30)
4:p<q

siendo 1 <q¢<quy k= (k1y ooy k).

Para el caso de métricas de FRW (2.13), cuando los sistemas privilegiados coinciden
con los de los observadores comovientes, la misma expresiéon se aplica para wj%(kj%), donde
wip = w/\/Cn) y ky = |l§f| = |l§|/m son, respectivamente, la frecuencia fisica y el
vector de onda fisico, siendo w la frecuencia comoviente y k el vector de onda comoviente.

Relaciones de dispersion de esta forma han sido usadas para estudiar el problema trans-
planckiano. En particular, si solamente by; # 0 obtenemos la RD de Corley-Jacobson [4].

Como hemos mencionado en la Introduccion, en el contexto de los modelos inflacionarios
no hay un consenso claro acerca de si la presencia de un campo escalar cuantico con una RD
modificada afecta significativamente o no la evolucion de la métrica de fondo. Para analizar
esto adecuadamente, en primer lugar, es necesario contar con el tensor de energia-momento
del campo (2.27). Teniendo este tensor, en [32] se ha argumentado que durante inflacién
la densidad de energia de ciertos modos de un campo cuéntico que satisfacen una RD de
la forma wi = k} — 2|y |k} + 2|[bio|k$ podria ser comparable con la densidad de energfa
del fondo que da lugar a inflacién. Sin embargo, en [33] se ha senalado que la ecuacién de
estado podria resultar similar a la del fondo p ~ —p.

Para analizar en forma consistente el efecto de un campo cuantico sobre la métrica
podemos adoptar la aproximacion semiclasica y resolver las ecuaciones semiclésicas para
la métrica. Es decir, la generalizacion de las ecuaciones semiclasicas de Einstein (1.37):
ecuaciones semicldsicas de Einstein-Eter. Para ello, como hemos enfatizado en el Capitulo
1, es necesario primero estudiar en detalle el proceso de renormalizacién.

Para finalizar este capitulo mencionaremos una relacién entre la teoria de Einstein-Eter
y una teoria propuesta recientemente por Horava como una teoria de gravedad cuantica
[88]. La teorfa de Hotava ha despertado muchisimo interés, principalmente porque resulta
renormalizable por contaje de potencias. La idea es tratar de manera diferente la coordena-
da temporal y las coordenadas espaciales, de manera de introducir potencias mas altas de

los impulsos en las inversas de los propagadores, mejorando el comportamiento ultravioleta
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de la teoria sin introducir los problemas de unitariedad que estan tipicamente presentes en
teorias de gravedad con derivadas de orden superior, en las que se mantiene la covarian-
cia. En particular, los autores de [89] han comenzado a analizar perturbaciones escalares
de la métrica alrededor de espacio-tiempos isétropos y homogéneos. En dicho trabajo, se
ha puntualizado que la ecuaciéon de movimiento para las perturbaciones incluye relaciones
de dispersién modificadas, inducidas por las derivadas espaciales de orden superior presen-
tes en el modelo. Por otra parte, en [90] se ha mostrado que la teorfa de Horava puede

reinterpretarse como una teoria vectorial-tensorial en un gauge particular.



Capitulo 3

Contaje de potencias en el limite de

campos débiles

En este capitulo consideramos el modelo del campo escalar con RD generalizada descrito
en la Sec. 2.3. El objetivo es investigar hasta que orden adiabético deben realizarse las
sustracciones de la Ec.(1.23) para poder obtener un (¢?),., y un <ij>ren finitos. Para ello,
trabajaremos bajo la aproximacién de campos débiles e investigaremos la aparicion de
divergencias en el desarrollo adiabético de (¢®) y (T,) mediante un anélisis basado en el
contaje de potencias. Este capitulo esta basado en la Ref.[40].

En el caso de campos cuanticos interactuantes en el espacio-tiempo de Minkowski, la pre-
sencia de derivadas espaciales superiores en la accién de los campos (es decir, de potencias
de |k| més grandes que uno en las relaciones de dispersién w(|k|?)) mejoran el comporta-
miento ultravioleta de los diagramas de Feynman [91]. En este capitulo mostraremos que
mientras esta mejora también ocurre para (¢®), lo opuesto ocurre para (77,). También mos-
traremos que existe una diferencia cualitativa entre el caso en que la métrica es homogénea
espacialmente y el caso en que no lo es. En el primer caso, el comportamiento ultravioleta
de (T},) mejora cuanto mayor es la potencia de k| que aparece en la RD, mientras que en

el segundo caso sucede lo contrario.

3.1. Ecuacion de movimiento y el propagador de Feyn-

man

Para derivar la ecuacién de movimiento del campo escalar y el tensor de energia-
momento, en la Sec. 2.3 nos hemos restringido a métricas y campos u* que satisfacen

a® = u'V,u® = 0. Consideramos ahora el caso mas general. A partir de la variacién de

37
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la accién (2.16) respecto de ¢ obtenemos la ecuacién para la funciéon de Green G(z,x')

asociada,

O— (m?+£€R) — Z by (H'D* + HPD*) | G(z,2') = —La(a; —a'), (3.1)

q,p<q \/m

donde 1 < ¢ < qp y H es un operador dado por
H = D?+ V,a" + 2a°V,,. (3.2)

Bajo la aproximacién de campos débiles, consideramos pequenas perturbaciones alrede-
dor de la solucién con métrica minkowskiana 7,,, y campo Eter constante u . [83]. Adoptando
coordenadas (z°,...,2z"71) tales que u, = 52, la métrica y el campo Eter pueden escribirse

como
v = N + h,uu 5 QW = nuy - huya (33&)
wy, =0, 4 v, , u = =8 — h% + v (3.3b)
En lo que sigue nos quedaremos solamente con los términos lineales en hy,, y v,. A partir

del vinculo u,u* = —1 podemos despejar v° y obtener v° = h% /2.

Eligiendo el gauge de Lorentz

"Ny = 0, (3.4a)
— 1
h’ﬂu = huu - 577“1/}7/7 (34b)
siendo h = hf, hallamos
910 = (" = 1"")0,0,, (3.5a)
V19l D~ bep (HD? + H'D*) =2 ) " by AT+ h >~ by, AT + K, (3.5b)
4:p=q ,p=q 4,p=q

donde A es el Laplaciano y K es un operador de orden uno en las perturbaciones h,, y v,.
La expresion explicita del operador K puede encontrarse facilmente en el caso particular en
el que las perturbaciones dependen sélo de la coordenada temporal z°. En el caso general,
aunque es mas complicado, también puede ser calculado. Sin embargo, la expresién de la
Ec.(3.5b) sera suficiente para nuestros propésitos inmediatos.

Para resolver la Ec.(3.1), escribimos primero G' = G° + G, donde el superindice indica
que G y G' son de orden cero y uno, respectivamente, en h,, y v,. La funcién de Green

de orden cero GY satisface

—+ A —m*—2 Z bp NP | GO(x, 7)) = —0(x — 7). (3.6)

q,p<q
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Por lo tanto, el propagador de Feynman correspondiente es

A"k ik(x—az')
G0 = | B (3.7)
(27)" [—ko® + w?(|k[?) — ie]
donde € > 0, kx = n,, k*z", y
WA(IKI2) = m? + K2+ 2 by, (— 1) [k[2atP), (3.8)
4:p<q
siendo k = (k1y ooy k).
La correcciéon al propagador de orden uno satisface
—R+ A —m? =2 by, AT | G (z,2)
4:p<q
_ h
= [h"”ﬁyﬁu — gn’”(&,@h) + §(w2(—A) +A)+ IC] GOz, 7). (3.9)
La solucion correspondiente es
n 7 uv 5 v
Ghlod) = = [ 46w [ W00, - S 0.0,
+ M(w?(—A) +A)+K(y) | Gh(y, o) (3.10)
9 ) r\Yy, ). .

Por razones de conveniencia, salvo en la Sec. 3.2.1, en lo que sigue del capitulo traba-
jaremos en el espacio euclideo con k, = —ik" y z,, = —iz". La relacién entre la funcién de

Green euclidea G'i y el propagador de Feynman es G = iGg.

3.2. Divergencias en (¢?)

Como hemos mencionado en la Sec. 1.1, (¢?) estd dado por el limite de coincidencia de la
parte imaginaria del propagador de Feynman (Ec.(1.13)), por lo cual (¢?) = ReGg(z,x)(=
ImGp(z,x)).

Con el fin de investigar la aparicién de divergencias en (¢?), consideremos, a modo de

ejemplo, solamente una contribucién a G,. Elegimos que la misma sea
1 mn
hle,d) =5 [ @ohln)GHwy)A (-2 (.. (3.11)

Se puede mostrar que este término, junto con aquél proporcional a h%(y)dydy y otros

similares que aparecen en K(y), son los potencialmente més divergentes.



40 Teoria de campos con relaciones de dispersion modificadas en espacios curvos

Reemplazando la solucién de orden cero GY% en esta ecuacién, introduciendo la trans-

formada de Fourier de h,

h(p) = / d"ye "h(y), (3.12)
y haciendo algunas integrales sencillas, obtenemos
1 dn ) A"k zk (z—a') E
gz, x') = —/ pne’pmh(p)/ - caCllp —. (3.13)
2. (2m) (7)™ [(ky, + pa)? + w2(|k + P12 [K2 + w2(|K]2)]

Para deducir el grado superficial de divergencia de cada orden adiabatico, comenzamos

desarrollando el integrando de la Ec.(3.13) en potencias de p; (i = 1...n),

! x. —1 ﬂeipz d"k eik( (| |2) 1
gE( ’ )_ 2/(27T)n h(p)/( ) [k}Q +w2(|}2 )]2 (1+€p>
LUy [ AT PR SR )
— 2/(27T)n h(p)/< T k2 + 2 () ;( p) (3.14a)

_ Zkapu +pp + (I +5) — (K

donde

€ = = 3.15
p k2 -+ (R 1)
En el limite de coincidencia, g, puede desarrollarse como
1 1 dn ipx
gp(@,2) =5 | —=,e""h(p)L(p), (3.16a)
2/ (@2r)"
d" 'k (I -
I(p) = W ([K1*) L (p, [K]), (3.16b)

I(p, |F)) / Z 7 +w2 \k\ n (3.16¢)

A partir de este desarrollo podemos notar que los términos con potencias impares de p,, o
de |p] no contribuyen, por lo que no hay contribuciones de orden adiabético impar. Esto
ultimo era esperable ya que no se ha roto la simetria ante rotaciones.

De las ecuaciones (3.16b) y (3.16¢) es posible derivar el grado superficial de divergencia
de Z(p) para cada término con una potencia de p; dada. Sin embargo, podemos obtener
mas informacién calculando la integral en k, en forma explicita. Es mas, para una mejor
apreciacion de las diferencias existentes entre los casos donde las perturbaciones h,, y v,
dependen de ¥ y aquellos donde no, analicemos estas dos situaciones por separado.

Para campos de fondo que sélo dependen de x,,, en la Ec.(3.16) podemos reemplazar la
transformada de Fourier en n-dimensiones h(p) por h(p) = (2m)" 15"~ 1(p)h(p,). Luego de

hacer la integral en k,, de la Ec.(3.16¢), es sencillo reescribirla como

. b . 2i
“mw_;mMm&m%>’ 340
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donde q; es independiente de k. Luego, sustituyendo la Ec.(3.17) en la Ec.(3.16b), podemos
contar las potencias de \/;| y, para una RD dada, determinar qué términos del desarrollo
de I(p, |E |) en potencias de p,, dan lugar a divergencias. Teniendo en cuenta que las poten-
cias de p, corresponden a derivadas de la métrica, podemos asi determinar cuales son los
ordenes adiabaticos divergentes. De esta manera encontramos que cuando la RD es tal que
w(|k|?) ~ |k|* para valores grandes de |k, la convergencia del orden adiabético 2i de Z(p)
estd garantizada si —s(2i + 3) + 2s+n — 2 < —1. Es decir, dada la potencia més grande s
de |E| que aparece en la DR y la dimensién n del espacio-tiempo, podemos esperar que el
valor maximo del orden adiabético de (¢*) que contiene divergencias sea

11
21— 2int (nQS - 5) , (3.18)

donde el superindice h indica que este resultado sélo es valido cuando las perturbaciones
son homogéneas espacialmente.

En primer lugar podemos notar que para s = 1, lo cual corresponde a la RD usual,
recuperamos el resultado correcto de la Ec.(1.22a). Este resultado indica que cuanto mayor
es el valor de s, la cantidad de 6rdenes adiabaticos divergentes disminuye. También es valioso
mencionar que el mismo resultado podria haberse obtenido usando el andlisis basado en el
contaje de potencias descrito en la Ref.[91], en el cual, dependiendo de la RD, las potencias
de k, son contadas con un peso a diferente a las potencias de |l§ |.

Para campos de fondo que dependen solamente de Z, podemos introducir la transformada
de Fourier espacial h(p), relacionada con h(p) mediante h(p) = (27)d(p,)h(p). En este caso,

luego de hacer las integrales en k,, obtenemos
(0, ) Z (“’2“’5“512) —1>r (319
Ik‘l w?(|k[?)

donde 3, no depende de k. Esta ecuacién deberfa compararse con la Ec.(3.17). En este caso,

las potencias impares en |p] desaparecen una vez que se realizan las integrales angulares de

la Ec.(3.16b). Para hacer las integrales angulares podemos usar la férmula [53]:

Iy P, 0 sl r es lmpar,
/d" kk™ kT g(|k]F) = o (3.20)
T Aulg]  sir es par,
donde
T = —'[5’”2513’4...5“*1“ + todas las permutaciones de los indices i,,), (3.21a)
r

(=12 ( 00
Arlgl = F2[1 /2]r[(5¥ 1++12)//2i] /0 dkk" "2 g(k?), (3.21b)
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siendo I'[z] la funcién Gamma y k = ||
Para valores grandes de |k|, w2(|k + p12) — w2(|k[2) ~ |k|>~2(7- k), entonces, el contaje
de potencias indica que el orden adiabatico 2i serd finito si 20 > n—1—s. A partir de esto,

esperamos encontrar divergencias hasta en el orden adiabético 27, de (¢?), donde

1
29 = 2int (u> . (3.22)

max 2

El superindice ¢ significa general, ya que puede demostrarse facilmente que este resulta-

do también es valido para perturbaciones arbitrarias (es decir, hy, = hy(Z, z,), v, =
v, (2, xp)).
Al igual que 2i" ., 2i9  se reduce al resultado correcto cuando la RD es la usual

(s = 1). En este caso también obtenemos que a medida que s aumenta la cantidad de
ordenes adiabaticos divergentes disminuye. Para n = 4, por ejemplo, si s = 1 los érdenes
adiabaticos cero y dos son divergentes, si s = 2 o 3 solamente el orden adiabatico cero es
divergente y si s > 4, (¢?) es finito.

Por otra parte, podemos notar que mientras los valores de 27 .  coinciden con los
obtenidos para perturbaciones homogéneas espacialmente (Ec.(3.18)) para n < 4, estos son
generalmente mas grandes para un nimero mayor de dimensiones. Por ejemplo, para n = 5

y s = 2 tenemos 2i¢, = 2 mientras que 2i" = 0.

3.2.1. Cancelaciéon de divergencias?

En la seccion anterior llevamos a cabo un andlisis basado en el contaje de potencias para
una contribucién particular gk al propagador GL. Podemos entonces preguntarnos si las
otras contribuciones a G}, pueden cancelar las divergencias adicionales que aparecen para
perturbaciones inhomogéneas espacialmente en g3,. Para mostrar explicitamente que este

no es el caso, consideremos un espacio-tiempo de cinco dimensiones y una RD de la forma
W2(|K?) = m? + |k|* + 2011 |K|*. (3.23)

En este caso, contrariamente a lo ocurre para perturbaciones independientes de # (para

h

r .. = 0), esperamos que para perturbaciones que si dependen de las coordena-

las que 217
das espaciales el orden adiabatico dos también sea divergente (2i9, . = 2). Para ver esto,
calculemos explicitamente el orden adiabdtico dos de (¢?) para métricas inhomogéneas es-
pacialmente.

Para esta RD, el operador K definido en la Ec.(3.5) puede escribirse como

K =2by; [D* — A% + (Vaa®) A + 2a°Vo A] 4 bi1 [(AVaa®) + 2(Aa*) V)] - (3.24)
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Puesto que estamos interesados en calcular el orden adiabatico dos, los tltimos dos términos
no contribuyen, ya que involucran mas de dos derivadas de las perturbaciones. Para calcular
este operador a orden uno en las perturbaciones, podemos comenzar escribiendo el operador

D? (actuando sobre un escalar). Trabajando en el gauge de Lorentz (3.4) obtenemos
D* = 1™V, V,+ (V,u")ud,
= > (7 = h)00; — 2 w'0ed; — Thyd, — (V,ut)dy, (3.25)

/[:7.7'

donde I'4, son los simbolos de Christoffel. Por lo tanto D* = D*D? esté dado por:

= AD> =Y hI0,0;A -2 Zuzaoa A =T, — (V). (3.26)

2

Introduciendo esta ecuacion en la Ec.(3.24) y usando las siguientes expresiones
ut =t — h(]z7

1 A .
Vﬂu“ = —iao(hoo —+ h) + Z 82‘(1}2 — hOZ),

. N
at = —801)Z — éazhoo, CLO = 0,

|
Vua“ = — Z 808iv’ — §Ah00,

1

es directo calcular K.
Para métricas que dependen sélo de las coordenadas espaciales, introducimos la trans-

formada de Fourier e
e i 5
W) = [ e ) (3.29)
Introduciendo el operador K y el propagador de orden cero (3.7) en la Ec.(3.10), luego de

hacer algunas integrales triviales obtenemos

1 1% 5—n dnilp ip-T d"k ik(x—a'
Grla,a) = _5(5) /(zw)n—lep / )ek( )

(2
{=2k"hoo(p) + h(P)m?® + Ep*h(p) — 237772, WY (D)kiky + fi(P)}
(=0 + w(|k]?) — i€ [k + w([k + pI2) — ic]

X

donde, a segundo orden en p;,
R = 2bn {h@v?r* — hoo(P) [ — 257 B
— o5 g, [+ 20+ 25 k]}

i,7=1
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La integral en kY puede realizarse usando el método de los residuos. En el limite z — 2/ el

resultado es:
N [ (. 2) — LS d"'p P d" 'k hoo(P)
@ =G = -5 ()" [ e | <2w>n—1{w<|;z|z>+w<|z;+mz>
| h@)m? + Ep°h(p) 2 St W () kiky + fi(P) }
2w(|E[2)w(|k + P12)[w(|E]?) + w(|k + p12)]

(3.29)

donde el superindice en {¢?) indica que es la contribucién de orden uno en las perturba-
ciones. Desarrollando los términos entre corchetes de esta ecuacién a segundo orden en
p;, obtenemos una expresién integral para la contribucion de orden adiabético dos (¢?)?).
Usando regularizaciéon dimensional, podemos hacer integrales por partes descartando los
términos de borde [53], y asi expresar todas las integrales que aparecen en (¢?) en térmi-

nos de solamente dos de ellas. Por ejemplo, consideremos el siguiente término con hgy:

o dn—lk }_7/00
= / )" w(k2) + w(|k + p2) (3:30)

Quedandonos con la contribuciéon de orden dos en p; hallamos

"k 2 dw? (k)| Ldw? [ dw?\’
@ _ _p k p 2 W k 1
g / (27r)n—1h°°{ 8widk?  4w) lwkdw (dk?) ’ (3:31)

donde k = |k|, p = |p] y wr = w(k?). Haciendo las integrales angulares y el cambio de

variables z = k?, obtenemos

2h 2 2 2\ 2
2 _ _P hooS2n—1 /d (n=3) 1 dwy T o dw? B dw? )
= 2(2m)n—1 o 8w? dx - 4(n — 1w} Ry dx - (3.32)

donde el factor Q,_; = 2rY/2/T'[(n — 1)/2] proviene de las integrales en los &ngulos.

Para ilustrar el procedimiento consideremos la ultima integral del miembro derecho de esta

ecuacion,
(n—1) 2 (-1
x 2 1 [dw? 1 vz dw®dw?
d —==) = —=[d — 3.33
/ x4(n—1)w2<dw) 6/ x(n—l) dr dz (3:33)
L[y 277 dw? L1 / 27 P
— J— €T _ _ -
12 wi dr 6 (n—1) da?
1 ~ 1 -
= —(I3+1 — 1
st 3>+6(n—1) 3’

donde luego de hacer una integral por partes hemos usando que para la RD considerada
o} &

=1+ d;j. Las integrales que aparecen en la tltima igualdad de (3.33) estan dadas
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por

I T 3.34

3—/0 xwg—(x), (3.34a)
(n—1)

- * prr dPw(x)

I3 = d . .34b

’ /0 xw?’(x) dx? (3:34b)

Procediendo en forma similar con el resto de los términos, obtenemos que (¢?)? regu-

larizado puede escribirse como:

(")® = — (%)M % {13 (S - é) R+ I {%1 + Rgo%] } L (335)

donde R' = —Ah/2y R}, = —Ahgo/2.

A partir de la Ec.(3.34) podemos ver que mientras la integral I3 converge para n = 5,
la integral I3, que es proporcional a by, diverge para n — 5. Es mds, el término con esta
nueva divergencia es proportional a R},. Este término puede escribirse en forma covariante
usando el campo Eter (ademds, por supuesto, de la métrica y sus derivadas). A orden li-
neal en las perturbaciones, Ry, = R, u*u” = V,a". Por otro lado, procediendo de manera
similar, puede calcularse (¢?)® para perturbaciones que dependen solamente de la coorde-
nada temporal. En tal caso, el resultado puede también escribirse como en la Ec.(3.35) con
R' = 92h/2, pero el segundo término no aparece y, de acuerdo con la Ec.(3.18), este orden
adiabatico es finito. Sin embargo, para campos de fondo generales no es esperable que ocu-
rran cancelaciones. Por lo tanto, podemos concluir que en general apareceran divergencias

hasta en el orden adiabatico 2i9,,, dado en la Ec.(3.22).

max

3.3. Divergencias en (Tj,)

En esta seccién aplicaremos el analisis basado en el contaje de potencias al valor de ex-
pectacién del tensor de energia-momento (7’ ;fy) del campo escalar. Como hemos mencionado
en la Sec. 1.2, este tensor puede escribirse en términos del limite de coincidencia del propa-
gador de Hadamard (Ec.(1.17)), el cual es el doble de la parte imaginaria del propagador
de Feynman Gp. Por ejemplo, en términos del propagador euclideo G = —iGp, el limite

de coincidencia de la derivada de G(z, ') con respecto a x,, y a ', contribuye a (T7,).
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Para el analisis basado en el contaje de potencias, consideremos la siguiente contribucion:

0 b0 e = 5 [ G RDIT () (3.36a)
70) = [ % PR, ), (3.360)

T(p, |k|) / ZO e +w2 \k\ m (3.36¢)

Procediendo de manera analoga a la seccion anterior, cuando las perturbaciones depen-

den sélo de z,, encontramos que T'(p, |k|) puede escribirse como

7 _+<>0 i Pn K
D=2 S (w(\i?m) | (337

siendo +; independiente de k. Luego de sustituir esta expresién en la Ec.(3.36b) obtenemos

que las divergencias estdn contenidas en términos con hasta 25" potencias de p,, donde

1 n—1
2i = 92int [ = . 3.38

Para el caso de la RD usual (s = 1) recuperamos el resultado correcto de la Ec.(1.22b).
Este resultado indica que al aumentar s hay cada vez menos términos divergentes. Es més,
para s suficientemente grande sélo el orden adiabatico cero es divergente; por ejemplo, para
n = 4, basta tomar s > 3.

Por otro lado, para perturbaciones que sélo dependen de & obtenemos

PR+
T(p, |k]) ZWW ( ) 1), (3.39)

r=0

donde ¢, no depende de k. Usando que w?(|k + pJ2) — w2(|k|2) ~ |k[>72(F- k) para valores
grandes de |k, encontramos

1
2j9 = 2int (”TH) . (3.40)

Nuevamente, para la RD usual (s = 1) recuperamos el resultado correcto.

A partir de este resultado podemos ver que, a diferencia del caso anterior, 259 . au-
menta con s. Por ejemplo, paran = 4 y s = 1,2 aparecen divergencias hasta en el orden
adiabatico cuatro, mientras que para s = 3 el orden adiabatico seis también es divergente.
Por consiguiente, esperamos que para s > 3 la renormalizacion las ecuaciones semiclasicas
de Einstein-Eter requiera la introduccién de contratérminos de orden adiabatico mayor a

cuatro.
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En la practica, este resultado da lugar a un problema técnico, ya que para espacios-
tiempos de cuatro dimensiones con métricas no homogéneas espacialmente, cuando s > 3
la construccion de (T79,)ren involucrarfa un cdlculo del desarrollo adiabético de (T7,) hasta
ordenes mayores que cuatro, el cual es significativamente complicado. No obstante, para
métricas homogéneas espacialmente, como los érdenes adiabaticos mayores que cuatro son
finitos (cualquiera sea la RD) dicho calculo puede evitarse. Volveremos a este punto més
adelante en este capitulo.

Anélogamente al caso de (¢?), para perturbaciones generales no esperamos que las nue-
vas divergencias se cancelen. Por tanto, concluimos que la sustraccién de la Ec.(1.23) debe
realizarse hasta los ordenes adiabaticos 2i9 . vy 279 ., dados en las ecuaciones (3.22) y
(3.40), respectivamente. En particular, para renormalizar las ecuaciones semicldsicas de
Einstein-Eter serd necesario introducir todos los posibles contratérminos construidos con
9w Y U, que sean de orden adiabatico 25 < 2359 .

Antes de finalizar este capitulo, es conveniente resumir aqui los resultados encontrados
por M. Rinaldi en [92, 93] y compararlos con los obtenidos en esta seccién. En la Ref. [92],

el autor consideré una métrica ultra-estatica dada por
ds® = —dr*+ 1, dz"dz", (3.41)

donde 1,, no depende de 7. En este caso, el vector u* es tal que u, = —0d,7. Para un
campo escalar acoplado minimamente (§ = 0), cuyos modos de Fourier satisfacen una RD
de la forma

w? =m? + k> + €|k, (3.42)

siendo € una constante con unidades de inversa de masa, el autor utilizé un desarrollo de
1= g +uy,u, en coordenadas normales de Riemman [94, 95] alrededor de un punto base
x. A partir de dicho desarrollo encontré una representacién en el espacio de momentos,
andloga a la de Bunch y Parker [55], de la funcién de Green del campo escalar G(z,z'),

donde 2’ es un punto en un entorno coordenado normal de z. Para x — 12/, el resultado es
[92]:

82

dnk 8 2 712 21714 2\ —1

Glarx) = [ foll = g + gl +[HE+ SR =), (.43)
donde
R

hi=% (3.44a)

R2 1 . .. 1 . 1 . 4
= — 4+ —RR — —(Ri;RY + R;;, R — — R, ", 3.44b
o =25+ ot 180( A ) 30 ( )
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siendo Ii’iﬂs el tensor de curvatura construido con L;;. Como puede verse a partir de esta
expresion, las divergencias que aparecen en los érdenes adiabaticos cero, dos y cuatro estan
de acuerdo con el resultado de la Ec.(3.22).

En [93] se consider6 un campo escalar libre y acoplado minimamente en un espacio-

tiempo con una métrica dada por
ds* = —(u,da")*+ L, dr*dz". (3.45)

Para hallar la funcién de Green del campo, se utilizaron coordenadas normales de Fermi
adaptadas a las curvas integrales del campo u*. Para ello se consideré que el campo u”
es geodésico, a” = utV,u” = 0, que existe una familia de superficies ortogonales a u*,
uVyuy = 0 (donde los corchetes indican que la expresién debe antisimetrizarse con res-
pecto a los tres indices) y que u* se transporta paralelamente a lo largo de las geodésicas
que intersectan ortogonalmente a aquellas tangentes a u*. En este caso, para la ecuacion
de movimiento del campo dada en la Ec.(2.29) con £ = 0, se utiliz6 un desarrollo de las
cantidades que aparecen en esta ecuacion en coordenadas normales de Fermi y se obtuvo
hasta el orden adiabético dos de G(x,x’). Las divergencias encontradas estan de acuerdo
con el resultado de la Ec.(3.22).

Es importante notar que debido a las hipdtesis realizadas sobre el vector u*, el célculo
realizado en [93] no se aplica al caso de métricas de Friedmann-Robertson-Walker (FRW),
al menos cuando los sistemas de referencias privilegiados coinciden con aquellos fijos a los
observadores comovientes. Esto 1ltimo es evidente a partir de la observacién de que para el
u* elegido en la Ref.[93] el escalar de curvatura extrinseca de las superficies ortogonales a
ut, K = V,u", se anula sobre las geodésicas tangentes a u* (las cuales se utilizan como base
de las coordenadas de Fermi), mientras que cuando los sistemas de referencias privilegiados
coinciden con los de los observadores comovientes, el vector u* satisface V, u* oc C" # 0,
siendo C” la derivada con respecto al tiempo conforme 7 del cuadrado del factor de escala
C.

En resumen, en este capitulo hemos generalizado los resultados mencionados en el
Capitulo 1, dados en la Ec.(1.22), sobre la renormalizacién de (¢*) y (T,) en espacios
curvos, al caso en que los campos satisfacen relaciones de dispersion generalizadas. Los
resultados correspondientes son las ecuaciones (3.22) y (3.40). Mas especificamente, dada
la RD y la dimensién del espacio-tiempo, trabajando en la aproximacion de campos débi-
les, hemos encontrado cuéles son los 6rdenes adiabaticos potencialmente divergentes en los
desarrollos de (¢?) y (T7,).

Como hemos mencionado al comienzo del capitulo, es sabido que aumentar la potencia

més grande 2s de |k| que aparece en la RD, wz(% ), mejora el comportamiento ultravioleta
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de los diagramas de Feynman para campos interactuantes en Minkowski [91]. En principio,
podria haberse esperado que sucediera lo mismo para (¢?) y (T[ﬁ,) en espacios curvos. El
resultado principal de este capitulo muestra que en general esto no sucede: mientras que
aumentar s mejora el comportamiento ultravioleta de (¢?), ocurre lo contrario para (T ;fy);
la cantidad de o6rdenes adiabéticos potencialmente divergentes en el desarrollo de (Tfy>
aumenta con s. Por lo tanto, para relaciones de dispersion generalizadas tales que wy, ~ |l§ |*
para valores grandes de |k|, un calculo explicito de (T ¢ )ren €8 més complicado cuanto mayor
es s, puesto que involucra el calculo de més términos del desarrollo adiabatico de (Tfy).

Por otro lado, hemos mostrado que en el caso particular en que las perturbaciones de
la métrica y del campo Eter son homogéneas espacialmente, el comportamiento ultraviole-
ta de (T[fl) mejora considerablemente: la cantidad de érdenes adiabaticos potencialmente
divergentes en el desarrollo de (Tfy) disminuye con s. Dado esto, para llevar a cabo la renor-
malizacion de las ecuaciones semiclasicas de Einstein—Eter, cualquiera sea la RD, podemos
evitar calcular mas términos del desarrollo adiabatico de <Tfy) que los requeridos para la
RD usual. Los términos de orden superior son finitos e involucran més cantidad de derivadas
de la métrica y/o del campo Eter y, desde la perspectiva de las teorias de campos efectivas,
esperamos que los contratérminos que deberian incluirse en la acciéon para absorberlos no
sean relevantes fenomenolégicamente.

Desde el punto de vista de las teorias de campos efectivas, esperamos que ademas de
los contratérminos proporcionales a tensores geométricos, aparezca la necesidad de intro-
ducir nuevos contratérminos que involucren al campo vectorial. En la Sec. 3.2.1, hemos
mostrado que éste es el caso para métricas inhomogéneas espacialmente, puesto que apa-
rece un término nuevo que involucra al campo vectorial en el orden adiabatico dos de (¢?)

(Ec.(3.35)).






Capitulo 4

Sustraccion adiabatica en espacios de
Friedman-Robertson-Walker

Como se ha mencionado en la Introduccion, un estudio de la reaccién de campos cuanti-
cos con relaciones de dispersiéon modificadas sobre la métrica de fondo es importante para
investigar el problema trans-planckiano. También hemos enfatizado que para estudiar este
fendmeno adecuadamente en la aproximacién semiclasica, es necesario analizar la renorma-
lizacion de las ecuaciones semiclasicas para la métrica.

Debido al problema técnico encontrado en el capitulo anterior, en los capitulos siguien-
tes nos concentraremos en espacios-tiempos con métricas homogéneas espacialmente. En
particular, motivados por el problema trans-planckiano en cosmologia, en este capitulo con-
sideramos un espacio-tiempo de Friedman-Robertson-Walker (FRW) espacialmente plano

de n dimensiones, con métrica y campo Eter dados por
ds® = g da'ds” = —(u,da™)’+ L, da'dz” = C(n)[—dn® + 6;;dx’da’] (4.1)

donde u, = CY 2(77)52. Consideramos también el modelo del campo escalar descrito en la
Sec. 2.3. Por razones de comodidad, reescribimos aqui la ecuacién de movimiento para el

campo

O¢ —

m’+ER+2 Y bqu2<q+p>] ¢ = 0. (4.2)

1<q¢<qn,p<q

y la RD generalizada para los modos de Fourier del mismo

2(g+p)
m?+2 Y (=17, (Cl/#(n)) ] : (4.3)

1<¢<qm,p<q

wi =k +C(n)

donde wy, es la frecuencia comoviente y k = |k| es el vector de onda comoviente.

ol
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Comenzaremos calculando el desarrollo WKB para los modos del campo escalar. Usando
este desarrollo, a modo de entrenamiento, estudiaremos la renormalizacién de (¢?) y calcu-
laremos explicitamente (¢?),., para un espacio-tiempo de De Sitter de cuatro dimensiones.
Pasaremos luego a regularizar los primeros tres 6rdenes adiabaticos no nulos de (Tfy). A
continuacién, nos concentraremos en la renormalizacion de las ecuaciones semiclasicas de
Einstein-Eter y obtendremos los contratérminos con los cuales pueden absorberse dichos

érdenes adiabéticos. Este capitulo estd basado en las referencias [41] y [42].

4.1. El desarrollo WKB

Para calcular el desarrollo WKB para los modos del campo escalar podemos proceder
de manera andloga al caso usual, el cual hemos resumido en la Sec. 1.4. El punto de partida
es escribir a los modos del campo reescaleado y = C"~2/4¢ en la forma,

1 K I
= e (—z- / Wk<n>dn) | (4.4)

La ecuacion de movimiento para estos modos es

Xk + [(§ = &) RC + wi] xi = 0, (4.5)
donde ahora wy estd dada por la Ec.(4.3). Introduciendo la Ec.(4.4) en esta ecuacion,
obtenemos )

L/w! 3w
2 _ QQ - kK 2k 4.
donde QF = w? + (£ — &,) CR, siendo R el escalar de Ricci,
(=1 [, =2,
R = —_— 4.7
o |t (4.7)

donde H = C"/C.
Resolviendo la Ec.(4.6) en forma iterativa obtenemos el desarrollo adiabatico de Wj. En
lo que sigue, denotaremos VJW? a los términos de W2 de orden adiabatico j. Es directo

calcular @ W2 reemplazando Wj, por € en el miembro derecho de la Ec.(4.6),

1c” (1 k> dwg) 107k dPw?

4C widk?) 402 WP d(k?)?
L 50 K\
16 C? w? dk?
H? H

= E[fQ—4f+4(§—€n)(n—1)(n—2)]+Z[f+4(§—€n)(n—1)], (4.8)
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donde hemos usado que w; = w}/C depende del tiempo sélo a través de la variable z = k*/C

para reescribir el miembro derecho en términos de la funcién

_ dIn®?

f=

—1 4.
dlnx ’ (4.9)

y denotamos con un punto a una derivada con respecto a Inx.
Para n = 4 también necesitaremos el orden adiabatico cuatro, entonces, hacemos una
iteracién mas en la Ec.(4.6). Descartando términos de orden adiabdtico superior a cuatro,

encontramos

1 M / !
O {<2>W,§[H2(2f —3f%) — 2H'f] — BOWZHS — 22w } , (4.10)

2
8wy,

donde hemos usado que

Wi gy (4.11a)
Wi

W gy fy -y (111h)
Wi,

A continuacion serd importante saber el comportamiento para valores grandes de k de los
diferentes 6rdenes adiabaticos. A partir de las ecuaciones (4.6), (4.8) y (4.10), mediante un
argumento inductivo, es facil mostrar que el orden adiabatico 25 de W2 se comporta como

225
w, .

4.2. Renormalizacién de (¢?)

En esta seccién nos concentramos en el caso mds simple: la renormalizacién de (¢?)
cuando el campo escalar es libre. Con el fin de ilustrar como puede obtenerse un (qbZ}ren finito
mediante sustraccién adiabatica, calcularemos este valor de expectacion renormalizado en
un caso sencillo. Para ello, y por simplicidad, consideraremos una RD tal que para n = 4
tinicamente el orden adiabdtico cero de (¢?) es divergente y resolveremos la ecuacién de los
modos en forma exacta para un espacio-tiempo de De Sitter.

Como en la Sec. 1.4, escribimos (¢?) en términos de la funcién W,

2 _ VO oo n—1 2 Ve oo ne1, L
(¢7) = = (zﬁ\@)n_l/d kil == (%\/é)n_l/d TR (4.12)

Introduciendo el desarrollo adiabético de Wt = (32, ®W2)~!/? en esta ecuacién y supo-

niendo que w; ~ k°, podemos contar potencias y ver hasta qué orden adiabatico aparecen

divergencias. Usando que @) W2 se comporta como w?™ ¥ ~ k2527 para valores grandes de
k k
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k, vemos que el orden adiabatico 2j de I/Vk_1 se comporta como k~*7%¢. Por lo tanto, para
que las integrales de los términos de orden adiabatico 25 no sean divergentes debe ocurrir
que —s — 2js+n — 2 < —1, es decir, 2j > (n — 1)/s — 1. De esta manera recuperamos el
resultado de la Ec.(3.18) obtenido bajo la aproximacién de campos débiles.

Para calcular (¢?),., en un caso simple, consideramos un espacio-tiempo de De Sitter,

C(n) = o*/n?, de cuatro dimensiones y la siguiente RD:

k34
wz = k? —+ 2{)116. (413)
La ecuacién para los modos x; en De Sitter es
82 ~2&2 2b k4 2
aj;(?k + (k2 + “772 + = d )Xk =0, (4.14)

donde 12 = m? + n(n — 1)(€ — &,)/a?. Esta ecuacién puede resolverse exactamente en el
caso ji> = 0, o para valores de ji arbitrarios en el limite n — —oo. En ambos casos, con la
sustitucion s = (2by1)"4a~1/2kn e introduciendo la constante A = «(2b;;)~"/2, la ecuacion

a resolver puede escribirse como

0 Xk
52 T (A =0 (4.15)
La solucion particular es
Xk(s) = D_1einy [£(1 +17)s], (4.16)

donde D es la funcién parabdlica cuya definicién puede encontrarse, por ejemplo, en [96].
Para nuestros propositos inmediatos, es suficiente conocer el desarrollo de D,(z) para
valores grandes de |s|, lo que corresponde a 7 — —oo. Este desarrollo tiene la forma

Dp<2;) ~ 6722/422]) (1 B p(];; 1) + p<p_ 1)(22_42)(]7_ 3) . ) ’ (417>

donde p = —(14+1iN\)/2y z = £(1 +1)s.
Luego de imponer la condicién de normalizacion (1.42), es facil ver que la solucién

particular que tiende al modo adiabético de frecuencia positiva para |s| — oo (n — —o0)

~ gAn/s 7y A
we) = (5) Dy la- s, (415
Por lo tanto, si definimos (¢?),., simplemente como
(@ hren = (67) — (67, (4.19)
obtenemos n
(e = B [ aie [ - ] (4.20)
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A partir del desarrollo (4.17) también podemos ver que sélo el primer término dard lu-
gar a divergencias en (¢?). Queddndonos solamente con ese término del desarrollo de D,

obtenemos

o % @)1/4 (ﬂs)—(#)exp [_% (%+32)}’ (4.21)

a partir de lo cual

o
al* ~ oo (4.22)
2k2‘ﬁ‘ 2b11
Por otra parte, para valores grandes de k tenemos que
2 1 1 o
)" _ — ~ . 4.23
’X‘f 20W, 2wy 225|201 (4.23)

Por lo tanto, las divergencias en (4.20) se cancelan. Entonces, el limite n — 4 puede tomarse

antes de evaluar las integrales en k.

Para finalizar esta seccion calcularemos explicitamente el orden adiabatico cero usando

regularizacion dimensional. El orden adiabatico cero es

2(0) _ ptm/C ne1, 1 _ U (n—3) c\Y? 1
(@O = L VE [ ey, L[ gk S [
(2my/C) 1 2on  2(2m) %) (K21 O )i

2b11

donde Q,_; = 27("~V/2/T[(n — 1)/2]. Haciendo la integral y tomando el limite n — 4

hallamos el siguiente resultado:

11201
T 8by [[1/2]  4by’ (4.24)

(¢*)©

el cual es finito. Que el resultado sea finito (luego de usar regularizaciéon dimensional)
podria haberse anticipado debido a que (a menos del factor (C'/2b;;)/?) esta ecuacién es
formalmente andloga, en el limite n — 4, a la correspondiente a un campo escalar con masa
m? = 1/2by; que satisface la RD usual en 2 + 1 dimensiones. Es bien sabido que en este
caso el método de regularizacion dimensional da lugar a resultados finitos para integrales

que en principio son divergentes por contaje de potencias [97].
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4.3. Construccion de (ij>ren

Anélogamente al caso de (¢?), podemos escribir el valor de expectacién del tensor de

energfa-momento 7%, dado en la Ec.(2.27), en términos de los modos y:

o
2
Xk !
(c<n—2>/4> .
(n—1)

\/_/ dn— 1kf,l,bn n {C(n2)/2
c C"”(n—2
5 [C (XX + XkXE ) — E%'X’“ﬂ } ; (4.25a)

27?\/_ (n—1) 2
dn— 1k n—n
e (e

ng 2 e 2
B} Ixkl™ +¢ nn|Xk‘

+¢

2
X /
(C(nfk2)/4> ) + §G11|Xk|2

E2 O\ dw?  w? . C’ . .
+ Kn — 1) d—kl; - Ek} el® = €0 + xaxi) +§%(X%Xk + XkX) )
(n—2) (C" (8—n)C"”
+te o1 IXel” ¢ s (4.25b)
con Tﬁ = Tg’; = .. = T(‘fl D(n—1)- En esta ecuacién n es la dimension fisica del espacio-
tiempo, p es una escala de masa arbitraria y G, y Gi11 = G = ... = G(n_1)(n—1) s0n las

componentes no triviales del tensor de Einstein,

(n—1)(n—2)
4 2

G- ; 2) [H’ + ("4;3)712] : (4.26b)

Gy = H, (4.26a)

Sustituyendo en las ecuaciones (4.25a) y (4.25b) la expresion WKB para los modos i
(4.4) obtenemos

(T?) = \/_ / dk k"2 "~ {[(W,f)’] W, (n—2) {0/2@ _9) N C’(W,f)’}

+ =+

) Qm/_ 2w 2 > | 1ew.cr T sow?
Wi Gnn (n—1) cr (n—2) C W)
- ¢ 42
T TSw, S |0 e O an? (4.27a)

78y = VG /dkk”u (WO We  wp K dw”
1) = ory/C)n—l | 3207 2 2W,  (n— L)W, dik?

G”+<”‘2> {Cﬂ( eIl U T P 0'2]

+¢

W, 2 | Iowier | sew? > Wl C 207
W) 3[R (n—1)C"(Wg)
e [ A ioowp |f (4.270)

donde Q,,_; = 2r™1/2 /T'[(n—1)/2]. A partir de esta expresion, introduciendo el desarrollo

adiabatico de W} podemos ver que si para valores grandes de k tenemos que wy ~ k*, el
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orden adiabético 2j del integrando se comporta como w, ~k"2 ~ k"~2+5=2%5  Entonces,
la convergencia estd garantizada sin — 2 + s — 2js < —1, es decir, 25 > (n—1)/s+ 1, lo
cual coincide con el resultado de la Ec. (3.38) obtenido bajo la aproximacién de campos
débiles. Este resultado indica que, dada la dimensién del espacio-tiempo y la RD, cuando
n < 3s 4 1 solamente necesitamos calcular los 6rdenes adiabaticos cero, dos y cuatro. En
lo que sigue nos restringiremos a estos casos. Notemos que, para n = 4, esta desigualdad se
cumple siempre y se satura para la RD usual. Es mas, para s > 2 el resultado indica que el

orden adiabatico cuatro es convergente.

4.3.1. Ordenes adiabaticos cero, dos y cuatro de (Tlf’y>

En esta seccién calcularemos los érdenes adiabaticos cero, dos y cuatro de (T ;?1) y sus
expresiones regularizadas. El objetivo principal es expresar cada orden adiabatico regulari-
zado de manera que sea evidente cuales son los contratérminos que debemos utilizar para
absorberlo. Para ello, dado que estamos usando el método de regularizacion dimensional, lo
que haremos es llevar a cabo sucesivas integraciones por partes (descartando los términos
de borde), como las realizadas en el capitulo anterior, con el fin de escribir cada orden
adiabatico en términos de unas pocas integrales independientes (es decir, de integrales que

no pueden obtenerse unas de las otras haciendo integraciones por partes).

Como hemos resumido en el Capitulo 1, para la RD usual, es necesario incluir términos
cuadraticos en la curvatura en la accién gravitacional para poder absorber hasta el orden
S . . L " 1 2
adiabatico cuatro inclusive. Estos términos cuadréaticos dan lugar a los tensores H, ,(W), H ,(W)

y H,, de la Ec.(1.34). La combinacién particular

W _4g® = g®(py —
H,, +H,) —4H;) = H;)(n —4), (4.28)
que proviene de la variacién con respecto de la métrica de lo que seria el invariante topolégico
de Gauss-Bonnet en n = 4, serd importante en lo que sigue para el caso de espacios-tiempos
de cuatro dimensiones. Es valioso notar que para métricas conformes a la plana, como la que
estamos considerando, estos tensores no son independientes, sino que satisfacen la siguiente

relacion:

2HY) + (n—1)[(n — 2)H,, —4HP)] = 0. (4.29)

Por tanto, sera suficiente trabajar con dos de estos tensores. Por conveniencia, elegimos
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H, fw y H l(W)7 cuyas componentes no triviales son:

b =P =), WP (= 10)-2)

H o |HH O - 2 H| (4.30a)
1 _ 2(77, — 1) 1 2 1 § _ " _1 —

Hy = === [H"+H* {3+ (0 —=4) | + HH" =5+ (n = 4)

+H'H? (g(n —4)(n —6) — 3) +H! ( ’ M(rﬂ —13n+ 28))] ., (4.30b)

2 16 64
o (-Dm-n-3)
HE e M, (4.30¢)
—2)(n—3) (n—5)
H(3) _ (” 1.2 4 4
11 10 HH” + 5 H (4.30d)
con A\ = Y = = HP

Introduciendo el desarrollo adiabdtico de W7 en las ecuaciones (4.27a) y (4.27b), con
un poco de trabajo, podemos separar el orden cero <Tj’y)(0), dos <T$/>(2) y cuatro (le,)(‘l)
de (T},). El orden adiabatico cero estd dado por

cQ ,LL" nofee (n=3) _
To O = === / do x> 4.31
( > I @) i T x Ok, (4.31a)
CQ _ n—n o0 n— 3 <f+ )
é\(0) _ n—1 M (n=3)
my0 = S /O arot T g, (4.31b)

Recordando la definicién de f dada en la Ec.(4.9), la componente espacial puede reescribirse,

usando regularizacién dimensional, como

C Qg™ [ -1 2 doy

O = ZlE / d S

() 4 (2m)nt J, S
CQn—l ,uﬁfn

- T dr e T Gy = — (T80

Por lo tanto, el orden adiabatico cero resulta proporcional a la métrica,

g v anl ,uﬁ_n
(T )0 = —fWIO- (4.32)

A continuacién apareceran varias integrales /;, siendo Iy una de ellas, por esta razoén listamos
las mismas en la Tabla 4.1 que se encuentra al final de esta seccion.

El orden adiabatico dos puede escribirse como

o Quptm [ 32 H? 9 H?
<T$]>()_W/O dek{32(f—n+2) +§T(n—1)(f—n+2)+§G,m},
oo QP [ T ((font2)? L HA(f—n+2)
(T = 4(27r)"_1/0 =, { 1) D) AR T
X 4f = £ (0 =27+ S5 2 4nf o+ (0 - 2)(n 4]

—EH'(f—n+2) +§G11}.
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Mediante integraciones por partes podemos escribir este tensor en términos de las integrales
I; e I, de la Tabla 4.1. Para hacer esto en forma sistematica introducimos las siguientes

integrales:
n—3
2

+o0o T3 .
0 Wk
con m,n numeros enteros. Por definicion oy = I;. En términos de estas integrales (T[ﬁ,)@)

puede escribirse como:

Qn—l Mﬁfn H2 H2

+EGy i}, (4.35a)

_ (n—3)
Qg pm™ [ az [(HP(n—1) —4H)
oy(2) _ 2nolf o — _ 92
<T11> 4(271_)”71 A dx (:)k { 32(77, — 1) [IQO 2(” 2)]10 + (’I’L 2) Il}
H2
+ [4]11 — 130 + (’I’L — 2)2110 — (’I’L — 2)(4]01 — IQO + (TL — 2)211)] + €G11]1

32(n—1)
EH? /
Haciendo integraciones por partes 19 puede escribirse en términos de Iy,
+o0 n=3 ~2 +00 ~—1
T2 r dw n—1 dw
Ly = d 1) =-2 dex’s —E- — ] 4.36
o [T () e [

Similarmente obtenemos:

—4 -2 2
Iy = (n )3(” )]1 + gfz, (4.37a)
(n—4)(n—2)(n—1) 2(3n—1) 8
= R E— — Iy — 4.37b
I3 5 I + B Iy + 15]8 Iy, (4.37Db)
Ioy = Iy — g — Iy, (4.37c)
2
[11 — %[2 —|— g[g — [20 — [30. (437(1)

Introduciendo estas expresiones en (4.35), con un poco de algebra hallamos

Q,_ ,uﬁ*" I, 1
79 =G — )L b 4.38
(i) w @ (s -Dm—2 T ¢ gh (4.38)
Como se detalla en el Apéndice A, el orden adiabatico cuatro puede escribirse como

an ,uﬁ—n

(T;ﬁ,)(‘*) = m [ H'H? + oo H'"H + asH* + agH'?), (4.39a)
an n—n

(T = 13 3092 4 B MM+ ByHY + B+ BH), (4.39D)

~4C(27) (D)
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donde los coeficientes «; y [3; estan dados en dicho apéndice en términos de ciertas integrales
que involucran a wy y a sus derivadas. En el Apéndice A mostramos cémo estos coeficien-
tes estan relacionados con las integrales I; de la Tabla 4.1. Por ejemplo, el coeficiente s

esta dado por

1 [ dp ot
- = S (- 1)(E— &) + [T
T e = CEDE e
1 1 o oy 7
= = 1)2(E— &) — ~(n— 1)(E — &, oL =
{0 =D 6 - g -1 —) [ F
1 [t dpa™T 9
- — —f". 4.40
1)y, @ ! (4.40)
Teniendo en cuenta la definicién de f (Ec.(4.9)) obtenemos,
20 o 7 2 [ w-ndd? (n—4)
/0 I /0 Y Tar BT Ty
o0y T 9 2 [ @ dd P do? 4 [ w-nddg?
_f2__Z e —= = Tz I
/0 o3 / 5/0x2dx dx+3/0x2 dx+3
1 2
por lo tanto
(n—1)2 1\? (n—4)(n-1) Iy
= — —— | I I3 — —. 4.42
“ T \"76) BT 160 (4.42)

Mediante un procedimiento similar, delineado en el Apéndice A, puede verse que los

coeficientes «; y (3; estan relacionados de manera tal que (T[ﬁ,)(‘l) tiene la forma

(T = BiH}) + B3HY, (4.43)
donde H, S,) y H ;(3,) son los tensores dados en la Ec.(4.30), y
Qn_l,uﬁ*” I 1 2 (TL — 4) 1,
B, — Lilfe_ 1 4.44
LT 42n) D { 4 [(g 6) 360 —1)| T 60— 102 (4.44a)
Quap™™ (I3(n —6)(n —4) Iy (n+2) 5 9(n+26)
By = — (€= &)+ e
4(27)(n=1) 1440(n — 3) (n—3) [4(n—2) 1440(n — 1)
2I5(n — Is — 2107
3 (32I5(n —5) + 60 0I7) ’ (4.44b)
1440  (n—1)(n—2)(n—3)

donde todas las integrales pueden encontrarse en la Tabla 4.1.
Recordando la definicién de HY dada en la Ec.(4.28) y usando la relacién (4.29), (T3,)®

puede escribirse como

(4.45)

. 3) H(}/)
T \V4 — B HD L B (n LA & 4
<,uz/> 1 ,u,u+ 3(71—4)



4.3. Construccion de (T?)cen 61

0 (n—=3) _ o) T n—3) [e%s) x(ngl) dQJ)z
Iy = fo drx—=2 Wy, I, = fo dx = I, = fo d TR
(n—3) (n+1) 2 ~9 (n+3) 3~9

oo T oo z 2 d°0F oo x 2 dwj

= Jo dx F Li= [, de of  da? Is = Jy~ de o7 dad

B w1 S A T ey
= Jo dw &5 dat r=Jy du o \d? ) s=Jo du &3 dad

n n
d5 2 7) dS 2d2 2
TZ T
fO wz dx 5 ’ IlO o fO dx cla:3 da:2 :

Tabla 4.1: Expresiones explicitas de las integrales I;. Para obtener estas integrales hemos

hecho el cambio de variables 2 = k%/C'y hemos definido & = wy./v/C.

4.3.2. Ecuaciones semiclasicas de Einstein-Eter: renormalizacion

y contratérminos

En la seccién anterior hemos obtenido las expresiones regularizadas de los primeros tres
6rdenes adiabaticos no nulos de (T[fl,). Con estos resultados, pasaremos ahora a analizar la

renormalizacién de las ecuaciones semiclasicas de Einstein-Eter.

Como hemos mencionado en la Sec. 2.2, para métricas de FRW espacialmente planas el
tensor de energia-momento del campo Eter resulta proporcional al tensor de Einstein (ver
Ec.(2.14)). Dicho de otro modo, para estas métricas, el tensor de Einstein es el tinico tensor
de orden adiabatico dos con divergencia covariante nula que puede obtenerse a partir de
la accion mas general construida con la métrica, el campo Eter y sus derivadas. Por este
motivo y puesto que estamos trabajando explicitamente con la métrica de FRW, era de
esperar que el orden adiabético dos de (T7%,), dado en la Ec.(4.38), resulte proporcional al
tensor de Einstein. Consecuentemente, no sera posible distinguir entre una renormalizacion
de las constantes ¢; de la accién del campo u* y una renormalizacion de la constante de

Newton.

A partir del resultado obtenido para el orden adiabatico cuatro regularizado (4.45), es

evidente que usando la accién gravitacional de la Ec.(1.32) con términos cuadraticos en
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la curvatura es posible absorberlo redefiniendo las constantes «, 3 y 7. Mas explicitamen-
te, consideremos las ecuaciones semicldsicas para la métrica obtenida usando la accién de
Einstein-Eter y los términos cuadréticos en la curvatura de la Ec.(1.32). Luego de especia-

lizar las ecuaciones para métricas de FRW espacialmente planas y usar la relacion (4.29),

obtenemos
G,uu Ag,uu B (1) (n — 2) _ @
8TG cosm i e i (a i 2(n—1) H’W T 4 B ) Huw = <T"”>’ (4.46)

donde Gosm estd relacionada con las constantes G y ¢; por la Ec.(2.15).

Definimos (T%,).en como para la RD usual

1%
<T;?u>ren = <T$/> - <T$/>ad4v (4-47>
<T;?V>ad4 = <Tju>(0) + <T;?V>(2) + <T;(fu>(4)7 (448>

donde, como vimos en la secciéon anterior,

Q _ Mﬁfn
ToNO) = _Gw il g 4.4
< ,uu) 4 (271_)”_1 0 ( 9&)
Q,_ ,uﬁ_n [2 1
TV — ¢ Tl Y 4.49h
< ;w) M 4(271_)”,1 6(77,—1)(77,—2) +(€ 6) 10> ( )
(T5)" = BiH[,) + BsH)
. 3) H(ly)
_ Y 4 B, " w gl 4.49
W SO0 oy (4.49)

Los coeficientes B; y Bs estan dados en la Ec.(4.44) y las integrales I; estan definidas en la
Tabla 4.1.
Sumando y restando (779, )qqs en la Ec.(4.46), vemos que el (T )qqs sumado puede

absorberse mediante la siguiente redefinicién de los pardmetros desnudos (AG™1,GL. ., «,
By

Qn—l Mﬁfn

AG™' = (AG Hg — WIO, (4.50a)
-1 -1 anl Nﬁ_n [2 . 1
Goosm = (Goosm) R + (2m) 2 { 60— D —2) + (g 6) 11} , (4.50b)
s p (n—3)Bs
a+m—a3+2(n7il)+31+<n_4)<n_l), (4500)
7+(”g2)ﬁ=w<”;2)ﬁﬁ—EZifﬁ 5 (4.50d)
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Derivando de ambos miembros estas ecuaciones con respecto a p obtenemos las ecua-

ciones del grupo de renormalizacion para n — n:

d(AG_l)R anl

e =1 (4.51a)
il =y ey (€ 5) 1) s
e el U LR e e ! ot
u‘Zer (nlz)udfi :—(n—n)gz:i; \. (4.51d)

Como una comprobacion de los resultados, podemos recuperar a partir de estos los
resultados conocidos para la RD usual (0(x) = m? + x) y un espacio-tiempo de cuatro
dimensiones. En este caso las tinicas integrales no nulas son Iy, I; e I3. En el limite n — 4

estas integrales estan dadas por

4 1 m
gy n (2 4.52
W 4[n_4+n(M)], (4.52a)
1
pt I — m? [ +1In (T>} : (4.52b)
n—4 0
1
pt Iy — —2 [ +1In (T)} : (4.52¢)
n—4 W

donde, como es usual, en los miembros derechos hemos redefinido la constante p — 2u/e.

Introduciendo estas integrales en (4.50) obtenemos

4
-1 _ Sy _om| m
ot = 6 - 2 [ ()] s
Gl =(G.l) +22 5—1 ! +1n m (4.53b)
cosm cosm/ R T 6 TL—4 ,u ’ .
2
3 Br | (E—3) 1 1 m
[ N _ 1 — 4.
@t TRt [ 162 864072 | [mn—a " "\ )| (4.53¢)
b Br 1 1 m
THS=IRT S 533072 [n_4+ln<ﬂ>}, (4.53d)

que efectivamente concuerda con el resultado conocido de la Ec.(1.35).

Consideremos una RD generalizada tal que w7 ~ z* para valores grandes de = y un
espacio-tiempo de cuatro dimensiones. Como puede verse de la Tabla 4.1, la integral I es
divergente cualquiera sea la RD, mientras que las integrales I; e I, divergen solamente para
s < 3. Los coeficientes By y Bs dados en la Ec.(4.44) son divergentes sélo para la RD usual,

para s > 1 son finitos.
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Hay un punto sutil en la renormalizacion de las constantes «, 3 y 7. Como puede verse
en la Ec.(4.49¢), cuando escribimos (T7,)™® en términos de tensores geométricos (H,Sly)
y H,,) aparece explicitamente un polo en n = 4. Dicho de otro modo, H;(ﬁ,) no es un
tensor que pueda obtenerse de la accién gravitacional (1.32), sino que de ésta podemos
obtener (n — 4)H, ,(fi) =H, +H, ,Sly) —4H ,(fy), a partir de la combinacién particular GB =
Ry pe R'P7 + R? — AR, R (ver ecuaciones (1.32) y (1.33))'. Por esta razén aparece un
factor 1/(n —4) en las ecuaciones (4.50¢c) y (4.50d).

Como hemos mencionado al comienzo de la seccién, estamos considerado una accion
desnuda que involucra sélo dos derivadas del campo vectorial. Estamos agregando solamente
términos geométricos con cuatro derivadas que son cuadraticos en la curvatura. Desde
el punto de vista de las teorias de campos efectivas, podemos esperar que también se
renormalicen las constantes correspondientes a términos con cuatro derivadas que involucren
al campo vectorial. Este podria ser el caso si a partir de este tipo de términos pueden
obtenerse H, ;(L},) y/o H, ;(5/) En efecto, agreguemos al lagrangiano de Einstein-Eter un término

de la forma

So = —% / d"1/—g(V u")R, (4.54)

donde ¢ es una constante y el superindice denota que es una contribucion adicional. La

contribucion de este término al tensor de energia-momento del campo u* es

Ti, = —200,00,0 — 200V ,V,0 + 209,000 + 00°G,,,
+ 20G,,0:00"0 + ou'V ,(0R) L, +09,,0°R, (4.55)

donde 0 = V ,u* y hemos tenido en cuenta que el multiplicador de Lagrange ) se modifica.

Para métricas de FRW espaciamente planas este tensor se reduce a

O(n —1*(n+2)
(n—2)(n—-3) "

T, = (4.56)
Trabajando explicitamente con métricas de FRW espaciamente planas no es posible dis-
cernir si las contribuciones al orden adiabético cuatro de <Tfy) proporcionales a H, ;([7’,) dan
lugar a una renormalizacién (finita) de la constante o. También podrian renormalizarse
otras constantes correspondientes a otros términos con cuatro derivadas que involucren al
campo vectorial.

Para el orden adiabético dos, como hemos mencionado al comienzo de la seccion, tam-

poco es posible distinguir entre una renormalizacién de las constantes G y ¢;, ya que sélo

!Esta combinacién GB corresponde a lo que seria el invariante topoldgico de Gauss-Bonnet en n = 4.
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conocemos cémo se renormaliza G eosm, que es una combinacién de dichas constantes (ver
la Ec.(2.15)). Lo mismo sucede para los términos con cuatro derivadas. Es decir, podemos
reemplazar a las combinaciones de las constantes «, 3 y 7 que aparecen en la Ec.(4.46) por
dos constantes (Qeosm V Beosm ), que serfan una combinacién de las correspondientes a todos
los términos con cuatro derivadas que contribuyen (formados con la métrica y el campo

vectorial),

g

o + acosm 9

2(n—1)

(n—2)
A ﬁ - ﬁcosm-

v+

A partir de la Ec.(4.51) puede estudiarse la dependencia con la escala p de las contantes
involucradas. Por simplicidad, nos restringimos a las ecuaciones (4.51a) y (4.51b), que dan
la dependencia con p de (AG’I) rRY Geosmp- No obstante, podemos notar que los miembros
derechos de las ecuaciones (4.51c) y (4.51d) son en principio no nulos para n — 4, cualquiera

sea la RD, lo cual indica que las constantes qeosm ¥ Beosm dependen p.

Para relaciones de dispersién tales que w? ~ z° con s > 3, las integrales I; e I, son
finitas en el limite n — 4, por lo que el miembro derecho de la Ec.(4.51b) se anula en dicho
limite. En el Apéndice B evaluamos explicitamente los 6rdenes adiabéticos cero y dos de

(ij> para dos relaciones de dispersion con s < 3.

Para una RD de la forma ng = 2+m?42b,22, con by, > 0, en dicho apéndice mostramos
que el orden adiabatico dos resulta finito. Una observacién interesante que podria ayudar a
entender por qué el resultado es finito en este caso, es que los integrandos de las expresiones
de I e Iy, cuando k es grande o cuando el campo es no masivo, se comportan de la misma
manera que las que se obtendrian en 2 4+ 1 dimensiones para la RD usual. Como hemos
mencionado en la Sec. 4.2, en ese caso es bien sabido que el método de regularizacion
dimensional produce resultados finitos para integrales que son en principio divergentes por
contaje de potencias [97]. Entonces, para n — 4, los miembros derechos de (4.51a) y (4.51b)

se anulan y las constantes (AG™1)g v de Gepsmp son independientes de .

En el Apéndice B también consideramos el caso en el que el campo escalar es no masivo
y sus modos satisfacen una RD de la forma @} = = + 2by;2% + 2|b2|2®, donde suponemos
que |bya| > b3, /2 para evitar que la frecuencia tenga ceros. En este caso los resultados son
divergentes para n — 4 (ver ecuaciones (2.13) y (2.14) de dicho apéndice). Usando los

mismos obtenemos:
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MM _ b (2fbie| - b%l)’ (4.58a)
dp 427 by |/
d(Gasmr _ &

d/“l’ —7T2\/2‘b12"

de donde vemos que, como |bys| > b?, /2 el signo del miembro derecho de la primera ecuacién

1 (4.58b)

depende del signo de b;;. Es interesante notar que, para la RD usual, estas constantes son
independientes de la escala p cuando los campos son no masivos.

En resumen, en esta seccion hemos encontrado los contratérminos necesarios para ab-
sorber, en las ecuaciones semiclésicas de Einstein-Eter, el desarrollo de (Tfy> hasta el orden
adiabatico cuatro. Con el formalismo desarrollado es posible, en principio, calcular en forma
consistente la reaccion de campos escalares cuanticos sobre la geometria del espacio-tiempo
de FRW espacialmente plano.

Los contratérminos tienen la misma forma que los requeridos para renormalizar las
ecuaciones semiclasicas de Einstein, cualquiera sea de la RD del campo. Esto ultimo se debe
a que estamos trabajando explicitamente con la métrica de FRW espacialmente plana. Por
lo tanto, para poder distinguir entre la renormalizacion de las constantes gravitacionales y
aquellas que aparecen en el lagrangiano del campo Eter, debemos considerar métricas de

fondo mas generales.



Capitulo 5

Renormalizacién adiabatica para
campos interactuantes y espacios

anisotropos

En este capitulo extenderemos el método de sustraccion adiabatica del capitulo anterior
a campos interactuantes y a espacios-tiempos anisétropos. El objetivo principal es mostrar
que tanto para campos interactuantes como para campos libres en espacios anisotropicos
es posible distinguir la aparicién de nuevos contratérminos, los cuales involucran, ademas
de la métrica y sus derivadas, al campo vectorial u* y a sus derivadas. Consideraremos
primero un campo escalar autointeractuante con RD generalizada, descrito por el modelo
de la Sec. 2.3, pero con términos de interaccion adicionales en el lagrangiano. En este caso,
estudiaremos la renormalizaciéon de la ecuacion semiclasica para el valor de expectacion
del campo en la aproximacion de un lazo. Nos restringiremos luego al caso en el que el
campo es libre y analizaremos la renormalizacion del valor de expectacion del tensor de

energia-momento del mismo. Este capitulo estd basado en la Ref.[43].

5.1. Métricas de Bianchi I

Consideramos un espacio-tiempo de cuatro dimensiones con métrica del tipo Bianchi I,
3 3

ds’ = —dt* + ) Ci(t)da} = —=C(n)dn* + > Cy(t)das, (5.1)
i=1 i=1

donde C = (C1CoC3)Y3, dn = dt/C'?, y elegimos los marcos de referencias privilegiados
mediante u, = 01/2(77)52. Entonces, el campo Eter satisface a, = u*Vu, = 0, por lo cual

la ecuacién de movimiento para el campo libre y el tensor de energia-momento son los que

67
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obtuvimos en la Sec. 2.3 y estdn dados por las ecuaciones (2.29) y (2.21), respectivamente.
Como en el capitulo anterior, denotaremos con una prima a la derivada con respecto al
tiempo conforme 7 y no usaremos la convencién de sumas para indices espaciales (latinos).

La relacién de dispersion para los modos del campo es

wi=C(n) |m*+x+2 Z (=1)7+P b, 2@t | | (5.2)
q

,P<q

donde 2 = 3% k2/Cy =320 2 =320 22, siendo Y10 A2 = 1.

i=1""

5.2. Campo ¢ autointeractuante: desarrollo WKB
En esta seccién consideramos la siguiente accién para el campo escalar ¢:
S(b - /dnx\/ _g<£L + £cor + Eint)u (53)

donde L} y L. son las densidades lagrangianas dadas en las ecuaciones (2.17) y (2.18),

respectivamente, y

1
Lint = _5 [&FWFW + SQ(VMUM)Q + §3vuulxvyuu
+ &uu’Vu,Vut + &,u“u”Rw](bQ — \o?, (5.4)

donde & (i =1,2,3,4,5)' y X son parametros desnudos.

La ecuacion de movimiento del campo es

O¢ — [m2 + &R + &(V,uf)? + &V ,u, VVul + &Ry utu”

+2 Z bquQ(qup)

q,p<q

¢ — 4\¢® = 0. (5.5)

Para obtener la ecuacion semicléasica en la aproximacién de un lazo para el valor de
expectacién del campo escalar ¢y = (¢), seguimos el procedimiento descrito en la Sec. 1.3.

De esta manera obtenemos
Ogo — [m2 + &R+ fQ(VMu“)2 + &V ,u, Vit + G R utu”

+2) by, DX 12)\@2}] do — ANGE = 0. (5.6)

q,p<q

'El término usual ¢ R¢? estd incluido en L£g, (2.17).
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Los modos de Fourier del campo x = C'/ 2(5 deben satisfacer
1
Xp + {wi + (g - 6) CR+ Q + &O(V,ut)?
+&0V,u, Viul + CR, vt u” + 120)@3] xr =0, (5.7)
y la condicién de normalizacion

XeXe — XiXe =1 - (5.8)

Para la métrica (5.1), las expresiones explicitas de los distintos términos de las ecuaciones

(5.6) y (5.7) son:
9D?

(Vu')? = PTek (5.9a)
5 3 [D
R— 2 3D’+§D2+6Q (5.9¢)
e 2 ’ ‘
&3
v, e - 7 2
Vi, VO = ;-::1 &= 15D +80), (5.9d)
1 3
— 2
i<j

donde d; = C!/Cy y D =7 d;/3 = C"/C. Ademas, se cumple la siguiente relacién:
2R, u'u” + R = (V,u")? — ¥V ,u, V ub, (5.10)
por lo cual, sin pérdida de generalidad, podemos tomar &5 = 0.
Para obtener el desarrollo WKB de los modos y; en el modelo que estamos considerando,
introducimos la expresion

e = ;Wk exp <—z’ / ! Wk(ﬁ)dﬁ) , (5.11)

en la Ec.(5.7) y encontramos la ecuacién para Wi,

W2 = wi+ (g — %) CR+ Q + &C(V,ut)?
5 (WP 1)

VYU 4 120002 + — - .
+ &OV,u, Vil + C¢0+16 Wi we

(5.12)

Al igual que en el capitulo anterior, para implementar el método de regularization adiabati-

ca, suponemos que Wj varia lentamente con 7 y resolvemos esta ecuacion iterativamente,

W, =0 W, +(2) We+ ..., (513)
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comenzando con el orden adiabético cero (DWW, = wy.. En este caso, como se ha mencionado
en la Sec. 1.3, el orden adiabatico de un término estd dado por el nimero de derivadas de
C(n) mas la potencia a la cual estd elevado ¢q [57].

Reemplazando W), por wy en el miembro derecho de la Ec.(5.12) obtenemos el orden

adiabatico dos,

1 D* D
UWE = CRE-2)+Q+ 1 - &0V
v (f+1) : 2 | Dd; 2 '
+ GOV, Vi — 2= X;A — = d;
1 [ i
2 2 2 Y 2
+ (;d@) [f 4 6f 4f+5} 120062, (5.14)
donde la funcién f es
dInw?
= —1 1
f dlnx ’ (5.15)
siendo ©? = w?/C. Para llegar a esta expresién de W2, también hemos usado que
2\/ 3
I (f+1)D X, (5.16a)
“k i=1

2

3 3 2
=D+ D+ (f+ 1) > NdF—2d,D - d) + (f + £+ ) (Z dixg) . (5.16b)
k i=1 i—1

—~

donde un punto corresponde a una derivada con respecto a Inzx.

Como puede inferirse del resultado dado en la Ec.(3.18), para un espacio-tiempo de
cuatro dimensiones como el que estamos considerando, cuando la RD es tal que la frecuencia
se comporta como wy ~ k* (con s > 0) para valores grandes de k, los tnicos 6rdenes
adiabaticos de <<z§2) que son potencialmente divergentes son el orden cero y el orden dos. Es
mas, el mismo resultado indica que si s > 1 el orden dos es finito y que si s > 3 también
el orden cero es finito. Entonces, nos quedamos a orden dos en el desarrollo adiabatico de

(q§2> y, como para la RD usual, definimos la correspondiente cantidad renormalizada como

() ren = (0%) — (DPaaes (5.17)

siendo (02 gae = (02 +(¢2)®@ | donde nuevamente el superindice indica el orden adiabati-

CO.

5.2.1. Regularizacién de (q32>ad2

Al igual que en el capitulo anterior, utilizaremos el método de regularizacién dimensio-

nal. Para evitar tener que calcular todas las cantidades en n dimensiones, haremos primero
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las integrales angulares y luego generalizaremos las integrales en cuatro dimensiones a in-
tegrales n—dimensionales, reemplazando d*k = C%2d3y = C3/?y2dydQ) (y; = k;//C;) por
C3/2y"=2)dyd(). Este procedimiento es suficiente para identificar las divergencias [64, 65].

Para calcular los dos primeros términos del desarrollo adiabatico de <gi32), comenzamos

con la expresion del mismo en términos de Wp:

R B M4fn B ,u47n 1

El orden adiabatico cero esta dado por

(62O = e /yn2ddeL _ ﬂh (5.19)
(2m)3 20, 2(2m)2 7

donde [; figura en la Tabla 4.1. Notemos que, como esperabamos, la integral I; es divergente

a menos que w; se comporte como z* con s > 3, para valores grandes de z. Como veremos
debajo, esta divergencia puede absorberse en la masa desnuda del campo.
El orden adiabatico dos es
. 4—n @732
2\(2) — _@/ n=2Jud()——k 5.20
Las integrales angulares pueden realizarse usando las identidades listadas en el Apéndice C.

Introduciendo la Ec.(5.14) en esta expresién y haciendo las integrales angulares, obtenemos

4—n 2 /
e _ D7D )@ 2
@) 16772{ 3[160 ic TR (E7g) o T eV
3D? D’
-+ §3vuuyvvuﬂ —+ 12)\@53] — |:@ + 2% — E] (J1000 + Ig)
+ D—2+Q (Ja000 + 6 4 Jo100 + 513) (5.21)
6C 50| Y2000 1000 0100 3) (s .
donde I3 esta dada en la Tabla 4.1 y hemos definido las integrales
o (n=3)
. €T 2 m in El RS
N = (522)
0 W

donde m, n, [, s son nimeros enteros. En el Apéndice A mostramos como estan relacionadas
las integrales J,,,;s que necesitamos para este calculo con las que figuran en la Tabla 4.1.

Para n — 4, tenemos que (ver Apéndice A):

J1000 =0, (5.23a)
2
J2000 2514 (523b)

3
Jo100 2514- (5.23c)
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Por lo tanto, sustituyendo este resultado en la Ec.(5.21) obtenemos

. d-ng 1
@ = K a W?’ [R (g —_ 6) F 12082 + &(V, )2 + 65V ,u, VVu
4—n[
+ B (V) + 29,0, 9] (5.24)

Este es el resultado principal de esta seccion. El punto importante es que, ademas de los
términos usuales que son proporcionales a R y a ¢3, este orden adiabdtico contiene términos
con dos derivadas del campo u*, los cuales aparecen incluso si & = &3 = 0. Para la relacion
de dispersion usual, la integral I3 diverge e I, es nula (ver Tabla 4.1). Por lo tanto, cuando
& = & = 0, usando la expresion (4.52c¢) para I3 recuperamos el resultado usual de la
Ec.(1.29). Sin embargo, para cualquier otra RD de la forma dada en la Ec. (5.2), I3 e I4
son finitas. Un punto interesante es que, si consideramos una RD generalizada, evaluamos
estas ultimas integrales explicitamente en cuatro dimensiones y luego tomamos el limite en
el cual la RD tiende a la usual, obtenemos un resultado finito pero no nulo. Por ejemplo,

para una RD de la forma w? = C(x + 2b;;2?) encontramos

+00 4
I4 = 4b11 / d{L‘(l + anl‘)_% = g, (525)
0

que resulta independiente de by;. Este resultado puede interpretarse como la obtenciéon de
un remanente finito de la fisica trans-planckiana en el orden adiabatico dos, incluso en el

limite en el cual la escala de la nueva fisica es muy grande Mg — oo (by; — 0).

5.2.2. Renormalizacion de la ecuacion semiclasica para ¢g

Para hallar los contratérminos con los cuales podamos absorber hasta el orden adiabatico
dos inclusive, sumamos y restamos 12X(¢?),42¢0 en el miembro derecho de la Ec.(5.6) y
escribimos los parametros desnudos como los renormalizados mas los correspondientes a los

contratérminos. De esta manera, obtenemos

O — [mf +0m® + (g + 0E) R+ (Sor + 0&) (V,u)® + (&g + 063) Vi, V7 u
+2 Z bquQ(Q'i‘p) + 12>‘R <<q§2>ren + <q§2>ad2)] ¢0 - 4()\R + 5)\)¢g =0. (526)

q,p
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Introduciendo las ecuaciones (5.19) y (5.24) en esta ecuacién, vemos que (¢?)qq puede

absorberse usando los contratérminos dados por

6\
2 R
om” = —(27r)2[1’ (5.27a)
2
SA :(9;_1)%2[37 (5.27b)
T
3Ar 1
g RIGTSE (SR - 6) I3, (5.27c)
_ 3Ar&er AR
6 =05 s~ ol (5.27d)
~ 3ArEsr AR
5&3 = (27‘(‘)2 Ig - 207‘(‘2]4. (5276)

De estas ecuaciones podemos notar que, incluso cuando los parametros & v €3 son fijados
a cero, los contratérminos correspondientes aparecen debido a la autointeraccion del campo
escalar. También podemos notar que, con la misma teoria para el campo escalar, pero
en un espacio-tiempo de FRW espacialmente plano, estos nuevos contratérminos también
aparecen. Sin embargo, en ese caso no resulta posible distinguir entre las redefiniciones de

& y de &3, va que para tal espacio-tiempo tenemos que
1
V,u, Vit = g(vuu“)Q. (5.28)

A partir de los resultados obtenidos en esta seccién concluimos que, en lo que respecta
a la renormalizaciéon de la ecuacién para ¢y en espacios-tiempos del tipo Bianchi I, para
relaciones de dispersiéon donde @? ~ x*, con s > 1, es suficiente restar el orden adiabdtico
cero de ((52}, puesto que el orden dos ya es finito. El orden adiabéatico dos solamente da lugar
a una renormalizacion finita de las constantes desnudas. Por otra parte, el resultado de la
Ec.(3.22) indica que para n = 4 el orden adiabético dos también es finito para métricas
inhomogéneas. De todos modos, el calculo del orden adiabatico dos presentado en esta
seccion muestra que los términos de interaccion proporcionales a & y a &3 que figuran en
el lagrangiano (5.4) son generados por efectos cudnticos, incluso si a nivel cldsico estan
ausentes. Probablemente, los otros términos de interaccién también sean generados para

métricas mas generales.

5.3. Renormalizacion de <T[fy> en Bianchi I

En esta seccion nos concentramos en la renormalizacidén de las ecuaciones semiclasicas

de Einstein-Eter. Nos restringimos al caso en el que el campo escalar es libre (A = 0) vy,
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para mayor simplicidad, tomamos & = 0 (i=1,2,3,4,5). En este caso, calcularemos hasta el
orden adiabatico dos de (T),) para la métrica de la Ec.(5.1).

Las ecuaciones semiclésicas de Einstein-Eter toman la forma
G + Mgy = STGTE, + (T + T53,) + Te%] (5.29)

donde A y G son constantes desnudas, G, es el tensor de Einstein,

2 68,

T8, = ——— 5.30
SN 30
, 2 48, . 5

T = =T + T, (5.30b)

g o

siendo T;}V el tensor de energia-momento para el campo u* libre, dado en la Ec. (2.10)
con A = \* (dada en la Ec.(2.9)), mientras que Tj\lf es la contribucién adicional debida
a que el acoplamiento de u* con ¢ modifica el multiplicador de Lagrange \. T ﬁlyas es un
tensor correspondiente a fuentes clasicas no acopladas al Eter. Al igual que en los capitulos

anteriores, llamamos (T7,) a
o\ __ s e
<T/J,l/> - <T;w + T,ul/)' (531>
Como no calcularemos (Tfy> mas alld del orden adiabatico dos, hemos omitido en las ecua-

. o L : Lo 1 2
ciones semicldsicas los términos con cuatro derivadas de la métrica (H ,(W), H ,(W), etc.).

Las componentes no triviales del tensor de Einstein son:

D?
Gm] =3 |: 1 _ Q:| , (5.32&)
“TT a0 2 S |

El tensor de energfa-momento 7}, puede escribirse como

i C13 C123
T = —G, ———T", 5.
e 8 G 8rG M (5-33)

donde ¢13 = ¢1 + ¢3 ¥ €123 = ¢1 + ¢ + ¢3. Las componentes no nulas de T;‘V son:

(5.34a)

TV = — 5—' {D’ + —] . (5.34D)
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El valor de expectacion del tensor de energia-momento cuantico T¢’ esta dado por

4—n d?’]{i 1 .
Ty =" [ s {1l 30 (6= 5 ) (i + xe)

+ Ixal? lwi —3D? (é - ﬁ) + 2§Gnn} } : (5.35a)
LG [ Bk (1 , ¢ D . .
(T3) = u* | @y { <§ — 25) Xl + <§(2D +d;) - Z) (XX + XeXe )
. dw? w2 D?
€k + ) + bl (K5 -4 D)
g 2 / C
+ §|Xk| 2D" —d; D + 25@@' : (5.35b)

Usando la expresién de la Ec.(5.11) para los modos xj, podemos escribir este tensor como

[ Pk [(WR)? 1\ (W2) | Wi
(L) = 2C /(2@3{ 32€V,§ - 8D (5_6) 414];'5 T

1 1
+ A {wg —3D? (g — E) + 2§Gm} } : (5.36a)
B C- dgk 1 KWZ)/]Q (W2>// Wk
T?) = 2t - k k —
(L) = 1" 7 ( )3{(8 3&) SIS +£4W]§ +
( ) § 1 delz W/%
W\ 1 7+ Pl Bl L i
D? C
+ o +&D — ngi + 55@-@} } ) (5.36b)

Luego, el orden adiabatico cero es

B C dey . oprro [t s
0) _ , 4—n n—2 _
<T$7>( ) = y O = 2(27?)2/0 dxx 2 &y, (5.37a)
dey o 2y° dop  ptG /+ n—1 dwy,
’~ wdy?  3(2m)2

(Ti)©

(5.37D)

donde hemos usado que [ dQA? = 47/3. Por lo tanto, luego de hacer una integral por partes

en la Ec.(5.37b) obtenemos, para n — 4,

4—n
(T2)0 = _H

e g, .
1% 2(27T)2 09u (5 38)

donde [ es divergente para n — 4 cualquiera sea la RD de la forma que estamos conside-
rando (5.2) (ver Tabla 4.1). Siendo proporcional a la métrica, este orden adiabatico puede

absorverse en una redefinition de A/G.
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El orden adiabatico dos puede escribirse como

N deyy" 2 [(wp)T? 1\ (wp)
(T = / p { 32]1;; - 3D (5_6) 4;5,3
_ ;DZ (g _ _) +§Gm}, (5.39)
dQdy y"2 (/1 w2 w?
e B (1)
(wp)' D ¢ y dwk
—4513 ( 4+2(2D+d) ( )
D> &, ¢
e } (5.39D)

donde W2 esta dado por la Ec.(5.14) en la cual ahora A = & = & = 0. Las expresiones
explicitas para (w}) /w? vy (w?)"/w? estdn dadas en la Ec.(5.16).
Luego de hacer las integrales en los dngulos, usando las identidades del Apéndice C y

algunas manipulaciones algebraicas, obtenemos:

4—

(T9 ) = F;ﬂ) [ D? + Q)] (5.40a)

R

Los coeficientes «; y ; estan dados en el Apéndice D, donde mostramos que mediante

—~

[B1D? + BoD' + BsDd; + 4@ + Bsd? + Bsd)]. (5.40b)

integraciones por partes los mismos pueden expresarse en términos de dos de las integrales

de la Tabla 4.1. De esta manera, encontramos

4—n
oy@) _ K B ) I 7,
(Ty) o2 {[h (E 6) 45] G + 35T (- (5.41)

Notemos que tanto I; como I, divergen cuando @7 se comporta como %, con s < 3,
para valores grandes de x. Por lo tanto, en este caso las divergencias pueden absorberse
mediante una redefinicion de las constantes GG y c¢123. Sin embargo, cuando s > 3, el orden
adiabatico dos da lugar a renormalizaciones finitas de ambas constantes.

Al igual que para la evaluacién de (q§2>, dependiendo de la RD, uno podria tener un
remanente de la fisica trans-planckiana en el orden adiabatico dos de (Tfy). En efecto,
mientras [, se anula para la RD usual, obtenemos un resultado no nulo (e incluso divergente)
para una RD generalizada en el limite Mc — oo (by, — 0). Por ejemplo, para una RD de

la forma w,g = C(x + 2bypx*) obtenemos el siguiente resultado para Iy:
x3 23

1+2b22l‘3)% - \/7b

I :241)22/0 dx( I'[1/6]T[4/3], (5.42)
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el cual es divergente para Mc — 0o (bye — 0).

La FEc.(5.41) es el resultado principal de esta secciéon. A partir de la misma vemos
que, para las relaciones de dispersion generalizadas de la Ec.(5.2), no sélo necesitamos una
redefinicién de G para absorber el orden adiabatico dos, sino también una redefinicion de

la combinacion cyo3 de las constantes del lagrangiano desnudo del campo vectorial.

Es valioso notar que para un espacio-tiempo de FRW espacialmente plano se cumple

— ~u 4 ! 3 1
que G, = 3/ 2T}, razén por la cual en el capitulo anterior no fue posible mostrar que
redefinir solamente G no es suficiente para absorber el orden adiabatico dos. En efecto,
como hemos visto en el Capitulo 2, para ese espacio-tiempo, g,, y G, son los tnicos
tensores con divergencia covariante nula que pueden derivarse de una accién con no mas de

dos derivadas, formada combinando la métrica g,,,, el campo u* y sus derivadas.

Los resultados de esta seccion sugieren que, para métricas de fondo mas generales,
cualquier término covariante que pueda formarse combinando el campo vectorial u*, la
meétrica g, y hasta dos derivadas de los mismos, apareceran en el orden adiabético dos
del valor de expectacion del tensor de energia-momento, siempre que la teoria contenga
un campo escalar con una RD generalizada como la de la Ec.(5.2). A partir de esto, para
absorber hasta el orden adiabatico dos, debemos considerar una acciéon desnuda de Einstein-
Eter tan general como la dada en la Ec.(2.2). Dependiendo de la RD, el orden adiabéatico
dos podria ser finito. En tal caso, los efectos cuanticos producen renormalizaciones finitas de
las constantes que aparecen en el lagrangiano del campo u* (2.2b). Como hemos senialado
arriba de la Ec.(5.42), estas renormalizaciones finitas podrian ser muy grandes, debido a que
los limites en el que la RD tiende a la usual y n — 4 no conmutan. Como hemos mencionado
en la Sec. 2.2, los términos con dos derivadas de la accién (2.2b) podrian tener consecuencias
observacionales. En efecto, las constantes ¢; deben satisfacer ciertas restricciones para que

la teoria pueda ser compatible con las observaciones.

En esta seccién nos hemos restringido al desarrollo adiabatico de (T ;?1) truncado a or-
den dos. Para una RD generalizada, donde @} ~ z* (con s > 1) esperamos que el orden
adiabatico cuatro sea finito (ver Ec.(3.38)). Sin embargo, como hemos senalado en la Sec.
4.3.2, hay un punto sutil relacionado con la renormalizacion de las constantes correspondien-
tes a términos con cuatro derivadas. Ademads, de acuerdo con el resultado de la Ec.(3.40),
para métricas de fondo més generales (con n = 4), dependiendo de la RD, tenemos que hay
ordenes adiabdticos mayores a dos que también son potencialmente divergentes. En par-
ticular, para métricas inhomogéneas espacialmente esperamos que <Tfy>(4) sea divergente
cualquiera sea la RD. Por otra parte, es razonable esperar que (le,>(4) contenga térmi-

nos proporcionales a R(V, u*)?, (Ru"u”)?, Ryuu’R, Rcutu’ RY, etc., ademds de los
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usuales, que son proporcionales a: R%, R, R y R, R . No obstante, desde la pers-
pectiva de teorias de campos efectivas esperamos que estos términos no sean importantes

fenomenolégicamente a bajas energias.



Capitulo 6

Anomalia de Traza y soluciones

autoconsistentes en De Sitter

En el Capitulo 4 hemos calculado y regularizado los tres primeros 6rdenes adiabéaticos no
nulos de <T;fy> y hemos visto que todos ellos pueden absorberse redefiniendo adecuadamente
las constantes de la teorfa de Einstein-Eter. En este capitulo usaremos los resultados del
Capitulo 4 para llevar a cabo evaluaciones de las cantidades renormalizadas en el caso

particular de un espacio-tiempo con métrica de De Sitter,

042

ds® = —(u,dz”)*+ L, datdz” = =

[—dn? + §;;dx'd2’] (6.1)
donde u, = a'/?67/|n].

Por conveniencia, reescribimos aqui la RD generalizada

Gr=x4m’+2 Y (1), 2?0, (6.2)
1<q=qn,p=q
siendo W = n*wi/a? y x = (kn)?/a?. Notemos nuevamente que si suponemos que el orden
de magnitud de los coeficientes by, estd dado por una escala de masa Mq asociada a la
nueva fisica, podemos suponerlos naturalmente de orden Mé(l_q_p ),

A continuacién, consideraremos una RD particular para la cual inicamente by # 0y
estudiaremos el comportamiento de la traza de (Tfy)ren como funcion de by; o equivalente-
mente, si by ~ M52, como funcién de Mq. Para ello consideraremos que el campo es no
masivo y la constante de acoplamiento con el escalar de Riccies &€ =&, = (n—2)/(4n —4),
ya que en este caso conocemos la solucién exacta para los modos del campo (Ec.(4.18)).

Por simplicidad, estudiaremos esto primero para un espacio-tiempo de 1+ 1 dimensiones y

después para el caso de 3 + 1 dimensiones.

79
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Pasaremos luego a analizar la existencia de soluciones autoconsistentes en el espacio-
tiempo de De Sitter. En primer lugar mostraremos que, al igual que para la RD usual, para
una RD generalizada existe una familia de estados caracterizada por dos nimeros reales
para los cuales (7),,)  g,., que es la estructura tensorial del término correspondiente a la
constante cosmoldgica A. Para una RD de la forma &F = x+ 2b;2%, con by; > 0, elegiremos
al miembro de la familia que generaliza el estado de vacio de Bunch-Davies usual (1.47)
y analizaremos la relacién entre el escalar de curvatura de De Sitter (R = 12a72) y la
constante cosmoldgica.

Finalmente, discutiremos si los resultados que pueden obtenerse modificando la RD del
campo escalar pueden o no reproducirse en el marco de la teoria semiclasica de Einstein
modificando apropiadamente el estado cudntico del campo escalar (cuyos modos satisfacen
la RD usual). También discutiremos acerca de los trabajos [32, 33] donde se analizd, en el
contexto de los modelos inflacionarios, la reacciéon de un campo escalar cuantico con RD
modificada sobre la métrica del espacio-tiempo de fondo.

Este capitulo estd basado en la Ref.[42].

6.1. Traza de <T;fy>ren en De Sitter para la teoria en

1+ 1: Dependencia con M¢

Para un espacio-tiempo de 1+ 1 dimensiones, a partir de las ecuaciones (4.32) y (4.38)
es facil ver que cualquiera sea la RD, incluso cuando la RD es la usual, el orden adiabatico
cero es divergente, mientras que el orden dos es finito. Para la RD usual Iy = 0, por lo que

a partir de la Ec.(4.38) obtenemos (para n — 2),

anl ,uﬁ_" 1

(T = GMVW(S —gh
_C;‘T” (& — %) [ﬁ +1In (%) +O(n — 2)} : (6.3)

el cual parece divergente para n — 2. Este es un punto que debe tratarse cuidadosamente.
Cuando (T jy)(Q) es escrito en términos de G, aparece explicitamente un polo en n =
2. Pero teniendo en cuenta que G, se anula para n = 2 (ver Ec.(4.26)) !, el resultado
es finito. Entonces, podemos preguntarnos si debemos sustraer o no el orden adiabatico
dos para obtener (le,)ren. Dado que el procedo de renormalizacién debe ser covariante, el
procedimiento correcto es absorber el polo en la constante de Newton antes de tomar el

!Esto es debido a que el tensor de Einstein es el resultado de la variacién con respecto a la métrica de

lo que seria el invariante topolégico de Gauss-Bonnet en n = 2.
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limite n — 2. En consecuencia, como es bien sabido, para la RD usual también debemos

restar el orden adiabatico dos [49]:

<T;?1/>ren - <T$/> - <Tfy>ad2' (64>

En efecto, esta contribucion de orden adiabatico dos es la que da lugar a la conocida

anomalia de traza en el caso en que el campo es no masivo y estd acoplado conformemente

(€= 0) [49]:

2 _ I
24w’

Para una RD generalizada tal que wy ~ k£ con s > 1, tanto la integral I; como I, que

<T¢Z>ren - _<T¢Z>( (65>

aparecen en (4.38) son finitas. Sin embargo, de la Ec.(4.38) podemos notar que aparece un
polo en n = 2 multiplicando a I5. Entonces, podria surgir nuevamente la pregunta de si este
orden debe ser sustraido. Si la constante GG fuese la tinica constante de la teoria que puede
renormalizarse, entonces el caso seria andlogo al de la RD usual. Pero ahora tenemos ademés
las constantes del lagrangiano del Eter. Teniendo en cuenta la expresion de la Ec.(2.14) para

el tensor de energia-momento de u* (el cual, a diferencia de G, es no nulo para n = 2),

iz
vemos que el término con I, podria absorberse mediante una renormalizacion finita de las
constantes ¢;. Sin embargo, trabajando explicitamente con métricas de FRW espaciamente
planas no es posible distinguir entre una renormalizacién de GG y renormalizacién de las
constantes ¢;. En 1+ 1 dimensiones, a partir del resultado de la Ec. (3.40), esperamos que
para métricas mas generales el orden adiabéatico dos sea divergente, cualquiera sea la RD. Es
mas, para s > 2 incluso el orden adiabatico cuatro podria ser divergente. Por este motivo,
consideramos que para definir <T¢Z>T€” de manera consistente debemos sustraer al menos

el orden adiabatico dos.

En esta seccion, definimos el tensor de energia-momento renormalizado como en el caso
de la RD usual,

(T hren = ({T3,) = (T5)adz- (6.6)

De esta manera, podemos analizar consistentemente el comportamiento de <Tl?y>ren cuando
la RD se aproxima a la usual.

Para estudiar como depende <T[ﬁ,)ren de la escala M asociada a la nueva fisica, consi-

deramos un espacio-tiempo de De Sitter (6.1) y nos restringimos al caso en el que el campo

es no masivo, ¢ =0 y la RD es de la forma
QO = x + 2by 27, (6.7)

siendo b;; > 0. Esperamos entonces recuperar la anomalia de traza usual en el limite
b11 — 0.
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Luego de restar solamente el orden adiabatico cero para n = 2, obtenemos

1 [ k? dw? w
T¢“—T¢“<°>=——/ di (1 %% (2 2——k> 6.8
< ,u) < ,u,> 7O o 02 dk2 Wi Xk| 2 ) ( )
donde Yy, satisface la Ec.(4.14) con ji* = 0, cuya solucién exacta hemos obtenido en la Sec.
4.2 y estd dada por la Ec.(4.18). Haciendo el cambio de variable s = kn/\/X y un poco de
algebra hallamos

(T = (T?)0 = L dss® { f(\, ) — (6.9)

C2r J,

VA
2N+ 82|’

donde f(A,s) = k|xx(s)]*> y R = 12a72. Mediante evaluaciones numéricas de esta integral

puede verse que en el limite b;; — 0,

R
T — (790 o 6.10
(1% — (IO =~ (6.10)
es decir, obtenemos la anomalia de traza con el signo opuesto. A partir de esto podemos
notar que si definiésemos (ij>ren, para by # 0, restando solamente el orden adiabatico cero,
obtendriamos una discontinuidad en el limite b;; — 0. Esta discontinuidad (como veremos

debajo) desaparece si también restamos el orden dos. La traza del orden adiabético dos

puede obtenerse de la Ec.(4.38) y para n cercano a 2 resulta

R —n
<T¢Z>(2) T (2=n), + 1) P, (6.11)

Puesto que I es finita para by; # 0, el primer término no contribuye a la traza paran — 2.
Por otro lado, I; puede evaluarse explicitamente y resulta independiente de by, a partir de

lo cual obtenemos

R
ToN@ — 6.12

Entonces, combinando las ecuaciones (6.6), (6.10) y (6.12) podemos ver que en el limite

b11 — 0 recuperamos la anomalia de traza usual (6.5),

R
n ok NG PYING,
<T¢,u>7’€n - <T ,u,> - <T¢u>( ) — <T ,u>( ) — ol

. 1
247 <6 3>

En la Fig.6.1 hemos graficado la traza T = <T¢’5)ren en funcién de la variable A =

a/v/2b1; 2. En esta figura vemos que a medida que A aumenta (by; disminuye) la traza se

aproxima al valor anémalo.

2Es importante recordar que el limite m — 0 debe tomarse al final de los calculos.
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Figura 6.1: La traza T del tensor de energia-momento renormalizado (con la prescripcion
de la Ec.(6.6)), normalizada a su valor anémalo, como funcién de A = «a/+/2b;;. Estos
resultados numéricos corresponden a un campo escalar no masivo con { = 0y @ = x +

2by, 22, propagandose en un espacio-tiempo de De Sitter bidimensional.

6.2. Traza de <T[fy>ren en De Sitter para la teoria en

3+ 1: Dependencia con Mg

Para espacios-tiempos de 3 4+ 1 dimensiones, cuando la RD es la usual y £ = 1/6 los
términos del desarrollo adiabético de (7] ;fy) de orden adiabético cuatro son finitos. Sin
embargo, la situacién en 3 + 1 dimensiones es analoga a la descrita arriba para 1 + 1
dimensiones. En este caso, de la Ec.(4.43) tenemos que

(To)Y = BiH}) + BsH) (6.14)

JZ%

donde B, y Bj estdan dados en la Ec.(4.44). Bs es finito para la RD usual en el limite
n — 4 y para £ = 1/6, By también lo es. Sin embargo, como hemos mencionado en la
Sec. 4.3.2, H ,(fi) no es un tensor que pueda obtenerse de la accién gravitacional (1.32). De
esta accién podemos obtener (n — 4)H fj,) =H,+H L(L},) —4H, ﬁ) a partir de la combinacién
GB = R0 R"?” + R* — 4R, R", que corresponde a lo que serfa el invariante topolégico

de Gauss-Bonnet en n =4 . Por lo tanto, podemos escribir (Tfy>(4) como en la Ec.(4.45),

-3) | HY
(T :BlHﬁ+83EZ ) [ “~—H (6.15)

D |n-1) W]'
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donde, como mencionamos en la seccién anterior, el polo en n = 4 debe absorberse en las
constantes desnudas gravitacionales (1.32) antes de tomar el limite n — 4, por lo que el
orden adiabético cuatro debe ser sustraido de (T7,) para obtener (T, )wen y es el que da
lugar a la conocida anomalia de traza para & = 1/6.

Para poder analizar el limite en el cual My — oo de manera consistente, en esta seccion

definimos (T}, )ren de la misma forma que para la RD usual,

(T ren = (T3) = (T ada, (6.16)

ya que si no restasemos el orden adiabatico cuatro, obtendriamos una discontinuidad en el
limite M — oo. Para ilustrar esto, podemos proceder de manera analoga al caso de 1 + 1
dimensiones. Consideramos un campo no masivo, con £ = 1/6 y la RD de la Ec.(6.7), en
un espacio-tiempo de De Sitter (6.1). De la Tabla 4.1 podemos ver que para la RD usual,
la tinica integral divergente que aparece en el orden adiabdtico cuatro es I3 (ver Ec.(4.44)).

Entonces, cerca de n = 4, obtenemos

1 1
T% \(4) —Og , ©F . 6.17
e [ (6.17)
que es el resultado conocido [49, 62]. Por lo tanto, la anomalia de traza usual es
R? 1
T = (T = _ = — , 6.18
(%) (%) 3456072 240720t (6.18)

Por otro lado, para by; > 0 todas las integrales que aparecen el la definicién (4.44) de By y

B3 son finitas y pueden calcularse explicitamente. Calculando las mismas hallamos

1
TG —
< “> 1207204’

que es —2 veces la anomalia de traza usual. Notemos que el resultado no depende de b;.

(6.19)

Restando los correspondientes 6rdenes adiabaticos cero y dos a la traza de <Tfy), hallamos

Y 400 \/X
HH M (0 S\ (2) 5
<T M> _ <T M>( ) _ <T M>( ) — —27720/1/0 dss {f()\78) - 2()\ + 82)1/2

VA 5vV/\
T SO+ T T6(A+ 52) } - (6.20)

Evaluando numéricamente esta expresion, para by; — 0, obtenemos

1
2407204

Por lo tanto, recuperamos el resultado correcto en el limite b;; — 0, solo cuando restamos

(1) = (T2 O —(T7)*) — (6.21)

también el orden adiabatico cuatro:

1

dH gt AN () P (2 P\ (4 _
<T u)ren — <T /,1,) - <T N>( ) — <T ,u>( ) — <T u>( : - _24077'2&4.

(6.22)
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240 7% a*T

Figura 6.2: La traza del tensor de energia-momento renormalizado, normalizada a su
valor anémalo, como funcién de A = a/v/2b;;. Estos resultados numéricos corresponden a
un campo no masivo, con £ = 1/6 y @? = x + 2b;;2?, que se propaga en un espacio-tiempo

de De Sitter de 3 + 1 dimensiones.

En la Fig.6.2 hemos graficado la traza T = <T¢Z>ren como funcién de A = a//2by;. En la

misma podemos ver que T tiende al valor anémalo cuando la RD se aproxima a la usual.

6.3. Soluciones autoconsistentes en De Sitter

En esta seccién estudiaremos las ecuaciones semiclasicas para la métrica en un espacio-
tiempo de De Sitter (6.1), teniendo en cuenta los efectos cudnticos de campos escalares
libres con una RD generalizada, es decir, incluyendo la reaccién de los campos cuanticos

sobre la dindamica de la métrica del espacio-tiempo.

Es bien sabido que en el espacio-tiempo de De Sitter existe una familia de estados
para los cuales el valor de expectacion del tensor de energfa-momento (7),,) de un campo
escalar libre que satisface la RD usual es proporcional a la métrica g,, [98]. Uno de los
miembros de dicha familia es el estado de Bunch-Davies dado en la Ec.(1.47) para n = 4.
Los otros miembros de la familia estan relacionados con el estado de Bunch-Davies mediante

transformaciones de Bogoliubov,

up = Oz];ugD + ﬁgugD*, (6.23)
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con coeficientes independientes del vector de onda,

ap = a =€ coshr, (6.24a)

Br=08= e sinh (6.24D)

los cuales satisfacen |a|*> — |3|*> = 1, siendo r ,y y 6 pardmetros reales. Sin embargo, sin
pérdida de generalidad (ya que una fase global de 7 es irrelevante), podemos elegir que o
sea real (7 = 0). Por tanto, estos estados forman una familia cuyos miembros se caracterizan
por dos numeros reales (r y 6). Los mismos son conocidos como estados invariantes de De
Sitter, en el sentido que el propagador de Hadamard G (z,z’) construido a partir de ellos
es invariante ante la componente del grupo de isometrias de De Sitter conectada con la
identidad [99]* .

A continuacién, mostramos que para una RD generalizada también existe una familia
de estados caracterizada por dos numeros reales para los cuales (Tfy) X G-

En el espacio-tiempo de De Sitter, los modos y;, del campo y = C"~2/4¢ satisfacen

82y fi2a?
8772k + (wﬁ(n) + pe ) xr =0, (6.25)

donde i2 = m? + n(n — 1)(€ — &,)/a?. Sustituyendo s = kn/v/A, esta ecuacién puede

escribirse como

i » 202
552 T (w (s) + 2 ) X = 0. (6.26)
donde @%(s) = wi(n)/k?* es una funcién de k y n solamente a través de la variable s.

Denotando por f(s) y g(s) a las dos soluciones independientes de esta ecuacién, podemos

expresar convenientemente las funciones modo yj de la siguiente manera:

Elegimos ahora que los coeficientes sean independientes de k: Ay = Ay B; = B. Luego,

definiendo 9(s) = Vkxx(s), la condicién de normalizacién (1.42) puede escribirse como

0(5) 2 5) = T2 (s)0(5) = VA (6:28)

Introduciendo estas soluciones particulares (x(s) = ¥(s)/vk) en las ecuaciones (4.25a) y
(4.25b), y reescaleando la variable de integracion, podemos mostrar que p = <T;fn) J/Cyp=
(T?)/C son independientes del tiempo. Dado esto, usando que (T%,) satisface V*(T) =0,

3Para el caso particular de un campo no masivo con acoplamiento minimo los propagadores de Hadamard

asociados a estos estados tienen problemas en el infrarrojo [99].
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lo cual en este espacio-tiempo es equivalente a p' = —3H(p + p)/2 = 0, obtenemos p = —p.
Por lo tanto, para los estados correspondientes a este tipo de funciones modos tenemos que
(T[ﬁ) X gu- Es valioso notar que esta familia de estados caracterizados por dos pardmetros
reales existe cualquiera sea la RD.

Si elegimos el estado particular de la familia que reproduce la solucion WKB para
|s| — oo, obtenemos que (T}, )ren (definido en la Ec.(6.16)) es finito y, como hemos mostrado
en el Capitulo 2, los tres érdenes adiabaticos restados <Tfy>ad4 pueden absorberse mediante
redefiniciones de las constantes de la teorfa de Einstein-Eter. En este caso, las ecuaciones
semiclésicas de Einstein-Eter (omitiendo el subindice R en las constantes renormalizadas)

pueden escribirse como

G,uz/ + Ag;w = 87T]VC:cosm <T5y>ren7 (629)

donde hemos redefinido A — AG s, /G, hemos despreciado los términos con las constantes
a, B v v renormalizadas, y hemos incluido la posibilidad de tener N campos escalares
idénticos.

Usando que para el espacio-tiempo de De Sitter

1
R = 7 Rguw, (6.30a)
1 1
<T5y>ren - Z<T¢Z>renguu = ZTguyy (630b)
obtenemos
R
) + A =21NGeosmT. (6.31)

Por lo tanto, si se cumple esta condicién para R > 0, la métrica de De Sitter es una solucion
autoconsistente de las ecuaciones semiclésicas de Einstein-Eter incluso cuando incluimos la
reaccion de campos escalares cudnticos con una RD generalizada.

Cuando el campo es no masivo, £ = 1/6 y la RD estd dada por la Ec.(6.7), la ecuacién
para los modos puede resolverse exactamente y la solucion esta dada en la Ec.(4.18) (donde
s = (2b11)*a2kn = kn/+/X). Es valioso notar que cuando b;; — 0 estos modos tienden
a los modos de Bunch-Davies (1.47), por lo que definen un estado de vacio de Bunch-Davies
generalizado. Para hallar la traza renormalizada 7' de <T$/>T€n restamos hasta el orden
adiabdtico cuatro inclusive, es decir, usamos la prescripcién de la Ec.(6.16). De la Ec.(6.20)
tenemos una expresion integral para la traza con la sustraccion del orden adiabatico cero y
dos, y de la Ec.(6.19) tenemos el orden adiabético cuatro. Notemos que la funcién f = T/ R?

depende solamente de un pardmetro libre b;; R = 6/\%. Por lo tanto, tenemos que

R R
A(R) = 7 T 2NGeoonT = 7 + 27N G eosm B> f (b11 R). (6.32)
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Figura 6.3: Graficos de la relacién de la Ec.(6.32) entre el escalar de la curvatura del
espacio-tiempo de De Sitter R y la constante cosmoldgica A para dos valores de by; (todas
las cantidades estdn en unidades de G sy ): con trazo continuo by = Gepsm ¥ CON trazo
discontinuo by; = 10*Gpsm, con N = 1 (a la izquierda) y N = 100 (a la derecha). En cada
caso, hemos graficado la relacién cldsica A = R/4 con linea punteada. Estos resultados
corresponden a N campos escalares no masivos con £ = 1/6 y @ = x + 2b;;2% en cuatro

dimensiones. Notar la diferencia de escala entre las abscisas.

Evaluando f(by; R) numéricamente para diferentes valores de b1 R podemos graficar la rela-
cién de la Ec.(6.32). Los resultados numéricos que presentamos en la Fig. 6.3 corresponden
a las elecciones de pardmetros dadas por by = Gepsm V 10*Grosm para N = 1y N = 100.
Para valores intermedios de los parametros los graficos estan entremedio de los presentados.
En la Fig. 6.3 también mostramos el gréifico de la relacion clasica A = R/4. A partir de
estos graficos, podemos ver que para distintos valores de los pardmetros los mismos son
cualitativamente similares. No hay una soluciéon autoconsistente para valores grandes de
la constante cosmoldgica A. El valor de A por encima del cual ya no hay una solucion
autoconsistente aumenta a medida que b;; disminuye. Para valores méas chicos de A hay
dos soluciones autoconsistentes: una es cercana a la soluciéon clasica A = R/4, mientras que
la otra tiene una curvatura R positiva y mayor que 4A y existe incluso para valores de A
negativos. Esta tltima solucion, en general, esta fuera del régimen en el cual esperamos que
las ecuaciones semiclasicas sean validas. Estos resultados son similares a los obtenidos en
la Ref.[98]* para la RD usual.

4Para un analisis similar donde también se incluyen campos con espin ver Ref.[100].
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6.3.1. Inflacidon: un estado inicial efectivo?

En los modelos inflacionarios usualmente se supone que las fluctuaciones cudnticas que
dan lugar al espectro de potencias primordial que caracteriza las propiedades estadisticas
de las “pequenas” inhomogeneidades iniciales, se originan en el estado de vacio de Bunch-
Davies correspondiente a un espacio-tiempo de De Sitter. El vacio de Bunch-Davies es
considerado ser el estado natural por muchos motivos [70, 101, 102]. Por un lado, el propa-
gador de Hadamard construido con el mismo coincide con el propagador de Schwinger-De
Witt hasta el orden adiabatico cuatro [70, 101]. Por otro lado, para este estado (T’ jy) X G
(ver Sec. 6.4 de la Ref.[49]). Ademas, si el estado es diferente al de Bunch-Davies pero
el propagador de Hadamard coincide con el desarrollo de Schwinger-De Witt hasta el or-
den adiabatico cuatro, debido a la expansion exponencial, para tiempos largos (Tf,)ren se
aproxima al correspondiente al estado de Bunch-Davies [102].

En la literatura se ha sugerido que los posibles efectos trans-planckianos pueden tenerse
en cuenta en el marco de la teoria semicldsica usual (donde los modos de los campos
satisfacen la RD usual) si se consideran estados “iniciales” suficientemente generales para
los modos del campo inflatén cudntico [31, 34, 46, 47]. El tiempo inicial en el cual se imponen
las condiciones iniciales para las funciones modos del campo podria ser diferente para cada
modo; por ejemplo, definiéndolo como el momento en el que el modo deja de estar en el
régimen trans-planckiano [26, 34, 35, 36].

En particular, se ha argumentado que si la RD de los modos del inflatén se aparta de la
RD usual para vectores de onda ks(n) = %|/ \/C(n) > M, para los modos que al comienzo
de infacién n; satisfacen ks(n;) > Mc y en los tiempos 7y, dejan de estar en el régimen
trans-plankiano k¢(nsx) < Me, los mismos efectos de la evolucién entre n; y 1y (con la
RD modificada) pueden ser modelados modificando apropiadamente el estado cudntico en
el tiempo 7y [8, 28, 34, 35, 36]. Es decir, considerando estados “iniciales” efectivos para
los modos con k¢(nsx) < M. La evolucién de los modos para tiempos posteriores a 7y, es
descripta por la teorfa semiclasica usual (con la RD usual). Se pueden encontrar discusiones
interesantes acerca de este abordaje en [70, 101]. En este contexto, hay un debate acerca
de si pueden obtenerse correcciones trans-planckianas al espectro de potencias primordial
de manera consistente, sin modificar significativamente la expansion inflacionaria, eligiendo
un estado inicial efectivo para los modos del campo diferente al estado de vacio usual de
Bunch-Davies [26, 34, 35, 103]. Por un lado, se ha notado que la eleccién del tiempo en el
cual se imponen las condiciones iniciales es un problema no trivial. En efecto, en la Ref.[12]
los autores senalaron que una eleccién inadecuada del mismo podria dar lugar a oscilaciones

artificiales en el espectro de potencias. Por otro lado, con esta descripcion de los efectos
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trans-planckianos podria resultar dificil cuantificar como es afectada la métrica de fondo
28,29, 31, 33, 36]. Para analizar esto iltimo, consideremos un estado inicial arbitrario en el
marco de la teoria semiclasica de Einstein. Si adoptamos la prescripcién de renormalizacion
usual, las divergencias que aparecen en (0|7),,|0) pueden absorberse mediante redefiniciones
de las constantes gravitacionales desnudas que aparecen en la accién de la Ec. (1.32), siempre
que el estado |0) coincida con el estado definido por los modos del desarrollo adiabatico
hasta el orden adiabdtico cuatro (para més detalles ver por ejemplo [69, 70]). Debido a esto,
como se ha mencionado hacia el final del Capitulo 1, el coeficiente (3, de la transformacion
de Bogoliubov (6.23) que relaciona las funciones modos %y, (correspondientes al estado |0))
con las de Bunch-Davies uP? debe tender a cero mas rapido que k=2 para k — oo. Los
estados mencionados en la Sec. 6.3, los cuales dan un (7},,) proporcional a la métrica, estan
caracterizados por coeficientes de Bogoliubov constantes. Por lo tanto, solo aquél estado
con 3 = 0, el estado de Bunch-Davies, satisface la condiciéon requerida para dar lugar a un
(T, )ren finito [70, 101].

Como hemos senalado en la Sec. 6.3, para cada RD generalizada de la forma dada en
la Ec.(6.2) existe una familia de estados para los cuales (T),) o< g, (al igual que para
la RD usual). Por lo tanto, siempre que wy sea bien comportada, wy > 0y wy — +00
para ky — +00, podemos elegir el miembro de la familia cuyos modos tienden a los modos
adiabdticos de frecuencia positiva para ky — oo. De esta manera, podemos obtener un
estado de Bunch-Davies generalizado para el cual <T;fy)ren X G- Por consiguiente, hay
estados para los cuales el valor de expectaciéon del tensor de un campo escalar con RD
generalizada no puede reproducirse modificando el estado inicial de un campo con la RD
usual, a menos que se implemente otro esquema de renormalizacién [46, 47, 48]. Dicho
de otro modo, mientras que podemos obtener distintas soluciones autoconsistentes para la
métrica de De Sitter cambiando la RD del campo, en la teoria usual dichas soluciones no

existen para estados iniciales diferentes del de Bunch-Davies.

6.3.2. Ecuacién de estado y la reaccién de un campo cuantico con

RD modificada sobre la evoluciéon inflacionaria

Como se ha mencionado al final del Capitulo 2, atin no hay un consenso claro acerca
de si la reaccién de un campo cuantico con RD modificada afecta significativamente o no
la evolucién inflacionaria. En particular, en [32] los autores consideraron un campo escalar
cuantico descrito por el modelo de la Sec. 2.3 con acoplamiento minimo (£ = 0) y una RD
de la forma

w} = k7 — 2|bu |k} + 2(b1a| k5. (6.33)
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En dicho trabajo se evalud, en forma aproximada, la densidad de energia p,
p= (WhiT?,), (6.34)

de las fluctuaciones cuanticas del campo escalar, con el fin de analizar si ésta es o no
comparable con la densidad de energia del fondo. Los autores concluyeron que la densidad
de energia p podria ser incluso mayor que la del fondo si los coeficientes by;; v bio son

tales que la RD tiene un minimo en algin vector de onda fisico ko > Hj, s, para el cual

~1da
dt

con a(t) = /C(t)). Para los modos con frecuencias wy < H;,r, no es valido usar una

wy(k3) < Hny, donde Hy,y es la escala de Hubble durante inflacién (Hynp = a ~ cte,
aproximacién WKB (4.4) para la solucién exacta de los modos y puede tener lugar el efecto
de produccién de particulas (definidas con respecto al vacio adiabético).

Maés especificamente, en [32] los autores eligieron los coeficientes by y b1z de manera
que wy(k}) tenga un méximo local en &y con wy(ki) > Hy,p y un minimo local en ky > &y
con wy(k3) < Hi,y. De esta manera, hay una regién intermedia entre dos valores de ky, kq
y ky > kq, dados por la condicién wy(k?) = wy(kf) = Hyny en la cual la aproximacion WKB
para los modos no es valida. Para definir la densidad de energia de las particulas creadas,
se sustrajo de p la densidad de energia del punto cero, es decir, el orden adiabéatico cero
de p. Se consideré como solucién aproximada el orden adiabatico cero del desarrollo WKB
(4.4) para valores de ky > ky (es decir, la aproximacién que se obtiene reemplazando a
Wy, en la Ec.(4.4) por a(t)wy(k})). Se utilizaron también soluciones aproximadas para cada
una de las otras regiones de valores de k¢ y se impusieron condiciones de empalme para las
mismas. De esta manera los autores estimaron la densidad de energia de los modos cuyos
vectores de onda estan en la region Hy,; < ky < k,.

Por otro lado, en [33] los autores utilizaron el mismo modelo y la misma RD que en
[32] y analizaron la ecuacién de estado para las fluctuaciones cuanticas del campo escalar.
Mediante el mismo procedimiento de la Ref. [32], que consiste en empalmar las soluciones
aproximadas para cada regién, estimaron la ecuacién de estado obtenida de (T’ ;fy>, es decir,

la relacion entre la densidad p y la presion p,

1 vV
p=3 L (T%,). (6.35)
Para ello, se considerd la contribuciéon a p y a p correspondiente a los modos con Hj,; <
k¢ <k, y, separadamente, la correspondiente a aquellos con k, < kf < k. Al igual que en
32], se sustrajo de (7},) el orden adiabatico cero del mismo. A partir de ello, senalaron
que aunque la densidad de energia de dichas fluctuaciones podria ser comparable con la

del fondo, la ecuacién de estado podria ser similar a la del fondo, p ~ —p, por lo cual el
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unico efecto sobre la evolucién de la métrica podria ser equivalente a una renormalizacion
de la densidad de energia y presién que dan lugar a inflacién. Si bien las estimaciones de
la Ref. [33] indican que p ~ —p para los modos con ky < Hj,f, en el mismo trabajo, los
autores sehalaron la existencia de un apartamiento p + p =~ 44/|b11|H;ns (si b1p = —Maz,
p+p ~4H;,;/Mc), el cual podria tener consecuencias observacionales para la evolucién
inflacionaria si la cantidad de particulas creadas (definidas con respecto al vacio de orden
adiabdtico cero) es tal que |B¢|? > Hj,p/myy, siendo m,, la masa de Planck y 3y el coeficiente
de Bogoliuvov correspondiente (el cual se supuso independiente de k para cierto rango de
valores de ky > Hpr).

En vistas de los resultados de esta seccion, cualquiera sea la RD, siempre que wy, > 0y
wy — 400 para k — +o00, si consideramos un estado de Bunch-Davies generalizado (el cual
se corresponde con el vacio adiabatico para valores grandes de k) tenemos que pren = —Prens
por lo que pueden existir soluciones autoconsistentes de las ecuaciones semiclasicas para la
métrica de De Sitter. Por lo tanto, podemos concluir que el apartamiento encontrado en
[33] puede deberse basicamente a dos motivos: a que sélo se sustrajo el orden adiabatico
cero de (Tfy> o a las aproximaciones realizadas, tales como la introduccion de frecuencias
de corte y el empalme de las distintas soluciones aproximadas.

Para la RD usada en [32, 33], los ordenes adiabéticos de (T,) potencialmente diver-
gentes son el orden cero y el orden dos. El orden adiabético cuatro es finito. Cada orden
adiabdtico satisface formalmente la misma ecuacién de estado que (T fy>ren, ya que formal-
mente V“(Tlfy}@j) = 0y py p son independientes del tiempo. Ademas, como mostramos
en el Apéndice B, para & = 0 el orden adiabatico dos también es finito. Consecuentemente,
la ecuacién de estado no se modifica si los érdenes adiabaticos dos y cuatro no se sustraen
(como se hizo en [32, 33]). Por lo tanto, la diferencia p+ p # 0 encontrada en [33] es debida
a las aproximaciones.

Finalmente, cabe mencionar que en la Ref. [37] los autores han estudiado las correcciones
al espectro de potencias correspondiente a las fluctuaciones cuanticas de un campo escalar
no masivo y con £ = 0 durante inflacion, debidas a que los modos del campo satisfacen una
RD generalizada, similar a la que estamos considerando (6.2). Consideraron las relaciones
de dispersion para las cuales wy, — +00 para k — +o0 y usaron el estado de vacio que se
aproxima a los modos adiabaticos para k;y — +400. Dicho estudio lo hicieron analiticamente
en el caso en que el Unico coeficiente no nulo es b;; y numéricamente para relaciones de
dispersién mas generales. Entre otras cosas, concluyeron que si H;,,; << M¢ en general las

correcciones a dicho espectro de potencias provienen de by; (en el caso en que sea no nulo)

o del primer coeficiente b,, # 0.



Capitulo 7
Conclusiones

Esta tesis tuvo como objetivo fundamental extender los métodos de renormalizacion
conocidos al caso de campos cuanticos con relaciones de dispersion generalizadas en fondos
curvos. Como se desprende de la Introduccién, la motivacion principal de la misma fue
avanzar en la comprensién de un aspecto del problema trans-planckiano: la reaccion de
campos cuanticos con relaciones de dispersion generalizadas sobre la geometria del espacio-
tiempo.

Para introducir consistentemente campos cuanticos con relaciones de dispersion gene-
ralizadas en el contexto de una teoria semiclasica para la gravedad, hemos trabajado en el
marco de la teorfa de Einstein-Eter. En particular, hemos considerado el modelo descrito
en el Capitulo 2 de un campo escalar cuantico cuyos modos satisfacen una RD generalizada
debido a que el mismo esta acoplado con el Eter.

Para la solucién de la teorfa de Einstein-Eter con métrica minkowskiana N Y Campo

Eter u, = 52, las relaciones de dispersion generalizadas son de la forma

WA([KP) = m® 4 [k +2 ) byp(—1)7 [E[X0HP), (7.1)

q,p<q

siendo 1 < ¢ < gy (con gy un nimero natural), k= (k1, ..., kn_1) ¥ byp coeficientes que en
principio son arbitrarios.

Bajo la aproximacion de campos débiles, en el Capitulo 3 hemos considerado perturba-
ciones genéricas de la métrica g,, = 1., + hy y del campo Eter Uy, = 52 +v,. Con el fin de
investigar en qué 6rdenes del desarrollo adiabético de (¢?) y (T, ;fy> aparecen divergencias,
hemos obtenido expresiones integrales para los términos potencialmente divergentes que
contribuyen a estos desarrollos. Hemos notado que la aparicion de divergencias en los dis-
tintos érdenes adiabaticos depende no sélo de la dimension del espacio-tiempo sino también

de la RD. Es mads, depende a su vez de si las perturbaciones h,, y v, son o no homogéneas
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espacialmente. En cualquier caso, para un espacio-tiempo de n dimensiones y una RD pa-
ra la cual la frecuencia wy se comporta como k* para valores grandes de k, mediante un
contaje de potencias, hemos encontrado cuales son los 6rdenes adiabaticos potencialmente
divergentes en los desarrollos de (¢?) y (T5,).

Denotando con el superindice 2i (25) al término de orden adiabético 2i (2j) que con-
tribuye al desarrollo adiabatico de (¢®) ((T}7,)), hay un orden adiabatico maximo, 2imas
(2fmae) tal que si i > ipmae (7 > jmae) la contribucién (¢?)?) (<Tfy)(2j)) es finita. Conocien-
do los valores maximos 2imes ¥ 2jmaz, Podemos construir un (¢*)ren v unt (7}, )ren finitos,

mediante la siguiente sustraccion:

<¢2>ren = <¢2> - <¢2>(0)--- - <¢2>(2imw)v (7.2&)
(T )ren = () = ()@ o = (T ) Fmes), (7.2b)

En el Capitulo 3 hemos obtenido los siguientes resultados:

» Para perturbaciones homogéneas espacialmente (h,, = h,,(t) y v, = v,(t)),

n—1 1
2i" = 2int — = .
. in ( P 2), (7.3a)
1 n-—-1
25" —2int [ = . 7.3b

» Para perturbaciones generales (h,, = h,(Z,t) v v, = v,(Z, 1)),

11—

2i9 = 2int (%) , (7.4a)
—1

2j9 = 2int (%H) . (7.4b)

En ambos casos recuperamos el resultado conocido para la RD usual (1.22) especializando
estos en s = 1.

A partir de estos resultados es importante notar la diferencia entre el caso en que las
perturbaciones son homogéneas espacialmente y el caso de perturbaciones mas generales.
Los valores obtenidos para perturbaciones homogéneas espacialmente son generalmente
menores que los obtenidos para el caso general. Esta diferencia es més notoria para (T ;ﬁ)
Para métricas homogéneas espacialmente 2;"  disminuye con s; por ejemplo, para n = 4
el orden adiabatico cuatro contiene divergencias solo cuando la RD es la usual, para s > 1
el orden adiabatico cuatro y los érdenes superiores son finitos y para s > 3 solo el orden
adiabético cero es divergente. Por el contrario, para el caso general 259 . aumenta con s;

por ejemplo, para n = 4 los 6rdenes adiabaticos mayores que cuatro son finitos solo si s < 3
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y si s > 3 esperamos que el orden adiabatico seis también contenga divergencias. Este
ultimo resultado da lugar a un problema técnico, ya que el calculo de érdenes adiabéaticos
mayores a cuatro y de los contratérminos correspondientes requeridos para renormalizar las
ecuaciones semiclasicas para la métrica, es significativamente mas complicado.

h

max?

En el caso de (¢?), 2i9,  también es generalmente mayor que 2i

g o sin embargo, ambos

disminuyen con s e indican que para s suficientemente grande (¢*) es finito. En particular,
en la Sec. 3.2.1, hemos considerado una RD particular y perturbaciones de la métrica y del
campo Eter inhomogéneas espacialmente, en cinco dimensiones. A partir de este ejemplo,
hemos mostrado que aparece una divergencia que involucra al campo vectorial en el orden
adiabdtico dos de (¢?) (Ec.(3.35)). Esta divergencia no aparece para métricas homogéneas

espacialmente.

En general, dada la RD y la dimensién del espacio-tiempo, podemos definir <Tfy)ren para
métricas genéricas como en la Ec.(7.2b) con 2j,4. = 2j%,,.. Sin embargo, para métricas
homogéneas podemos evitar calcular los 6rdenes adiabaticos mayores que los requeridos
para la RD usual, ya que, por un lado, tales érdenes adiabaticos son finitos cualquiera sea
la RD y, por el otro, desde la perspectiva de las teorias efectivas esperamos que no sean

relevantes fenomenoldgicamente.

Por estos motivos y motivados por el problema trans-planckiano en cosmologia, en los
capitulos siguientes nos hemos restringido a métricas homogéneas espacialmente. En el
Capitulo 4 hemos extendido el método de sustraccion adiabatica basado en un desarrollo
WKB para los modos del campo escalar, al caso de relaciones de dispercion generalizadas y
espacios-tiempos de FRW espacialmente planos de n dimensiones. En este caso, la expresion
(7.1) para las relaciones de dispersién generalizadas es vélida para w}(k}), donde w}; =
w?/C(n) y k% = |Ef|2 = |k|2/C(n), siendo w la frecuencia comoviente y k el vector de onda
comoviente. Usando este método hemos reobtenido los resultados de la Ec.(7.3) hallados

bajo la aproximacion de campos débiles.

A modo de entrenamiento en la Sec. 4.2 hemos considerado el caso simple de una RD
con s = 2 para la cual solamente el orden adiabdtico cero de (¢*) es divergente. En este
caso, para un espacio-tiempo de De Sitter de cuatro dimensiones hemos resuelto en forma
exacta la ecuacion de movimiento para los modos del campo escalar cuando éste es no
masivo y esta acoplado conformemente. Seleccionando la soluciéon particular que tiende a
los modos adiabaticos para valores grandes del vector de onda, hemos definido un estado
de vacio de Bunch-Davies generalizado. Para este estado hemos mostrado explicitamente
que las divergencias que aparecen en (¢?) se cancelan al restar el orden adiab4tico cero,

dando un (¢?)en = (¢?) — (¢*)© finito. Usando regularizacién dimensional hemos evaluado
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(0*)© el cual resulta finito para la RD considerada.

En la Sec. 4.3 hemos calculado y hemos regularizado los tres primeros 6rdenes adiabati-
cos no nulos de (77,), los cuales para n = 4 son requeridos para construir un (77, )ren que
sea finito cualquiera sea la RD (incluyendo la RD usual). Definiendo (77, )en como en el
caso de la RD usual para n = 4, hemos llevado a cabo la renormalizaciéon de las ecuaciones
semiclasicas de Einstein—Eter, calculando los contratérminos requeridos para absorber hasta
el orden adiabatico cuatro. En el limite en el que la RD tiende a la usual hemos recuperado
las expresiones conocidas de los contratérminos. Usando regularizacién dimensional, en el

Apéndice B, hemos evaluado explicitamente los 6rdenes adiabéticos cero y dos de (Tfy>

para dos relaciones de dispersion particulares.

En general, podemos esperar que ademas de los contratérminos usuales construidos con
la métrica y sus derivadas (es decir, las contribuciones al lagrangiano proporcionales a A,
R, R?, R, R" | R, R"P7) nuevos contratérminos construidos con la métrica, el campo
Eter y sus derivadas (por ejemplo, proporcionales a (V,ut)?, V,u, VY, o R(V,ut)?,
RM(V ,u,), etc.) también sean requeridos para remover hasta el orden adiabatico cuatro de
(T)%,). No obstante, trabajando explicitamente con métricas de FRW espacialmente planas
no es posible distinguir la aparicion de nuevos contratérminos. Esto se debe a las simetrias
del espacio-tiempo de fondo; por ejemplo, para este fondo el tensor de energia-momento
mas general de u* con hasta dos derivadas resulta proporcional al tensor de Einstein. Dado
esto, para poder distinguir la apariciéon de nuevos contratérminos en el Capitulo 5 hemos
considerado el caso de un campo autointeractuante y espacios tiempos anisotrépicos con

métricas de Bianchi 1.

En el Capitulo 5 hemos extendido el método de sustraccién adiabatica del Capitulo 4 al
caso en el que el campo es autointeractuante y se propaga en un espacio-tiempo de cuatro
dimensiones con métricas de Bianchi I. Para el campo autointeractuante (con potencial A¢*)
hemos analizado la renormalizacion de la ecuacion semiclasica para el valor de expectacion
del campo ¢ en la aproximacion de un lazo. En esta ecuacién, las divergencias aparecen
en (¢?), donde ¢ describe las fluctuaciones cusnticas alrededor de ¢y. Definiendo (¢?);en
restando los mismos érdenes adiabaticos que para el caso de la RD usual, hemos calculado
los contratérminos requeridos para absorber hasta el orden adiabatico dos. En este caso,
hemos notado que incluso para métricas de FRW espacialmente planas aparecen nuevos
contratérminos. Los mismos corresponden a acoplamientos del campo escalar con el Eter
de la forma &(V u")?¢?, &V ,u, VY u!¢?, los cuales generalizan el acoplamiento usual con el
escalar de Ricci (ER¢?). Al igual que con el acoplamiento usual, los nuevos contratérminos

aparecen incluso si a nivel clasico estan ausentes. Dependiendo de la RD, el orden adiabati-
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co dos puede ser finito y, en ese caso, el efecto de orden adiabéatico dos obtenido por la
presencia de campos cuanticos con tal RD resulta equivalente a una redefinicion finita de

las constantes & v &s.

Para analizar la renormalizacion del valor de expectacion del tensor de energia-momento
del campo escalar, nos hemos restringido al caso del campo libre. Hemos calculado hasta
el orden adiabatico dos del mismo y hemos encontrado los contratérminos correspondientes
para absorberlo en las ecuaciones semiclasicas de Einstein-Eter. Hemos mostrado que en
este caso ademds de los contratérminos usuales (proporcionales a A y R) aparecen otros
correspondientes a términos del lagrangiano del campo Eter con dos derivadas, como ser
(V,u*)?. Dependiendo de la RD, el orden adiabdtico dos puede ser finito y este cdlculo
muestra que los efectos de orden adiabatico dos generados por la presencia de un campo
cuantico con tal RD son equivalentes a una redefinicién finita de las constantes correspon-
dientes a los términos con dos derivadas del lagrangiano del Eter. Como hemos resumido en
el Capitulo 2, los términos con dos derivadas del lagrangiano del Eter estan restringidos por
las observaciones. Dado esto, los mismos deben elegirse adecuadamente para que la teoria

pueda ser compatible con las observaciones.

Por otro lado, hemos senalado que es importante el orden en el cual se toman los limites
en el que la RD tiende a la usual y n — 4. Para ilustrar esto, hemos mostrado que si
consideramos una integral que para una RD generalizada es finita para n — 4 mientras
que para la RD usual es formalmente nula y la calculamos explicitamente para n = 4,
en el limite en el que la RD tiende a la usual, la misma puede resultar no nula e incluso

divergente.

En el Capitulo 6 hemos aplicado los resultados del Capitulo 4 en el caso particular de
métricas de De Sitter. Para campos escalares acoplados conformemente con relaciones de
dispersién de la forma w? = k? + 2b1,k*/C(n) y para el estado de Bunch-Davies genera-
lizado (obtenido en la Sec. 4.2), hemos analizado la traza del tensor de energfa-momento
renormalizado como funcién de by;. Suponiendo que el coeficiente by; estd determinado por
una unica escala de masa M, asociada a la nueva fisica, by ~ Maz. Este analisis lo hemos
hecho tanto para un espacio-tiempo de 1+ 1 dimensiones como para uno de 3+ 1 dimensio-
nes. En ambos casos hemos definido (le,)ren restando los mismos 6rdenes adiabéticos que
son requeridos en el caso de la RD usual. De esta manera, hemos podido analizar consisten-
temente el limite en el cual la RD se aproxima a la usual (o el limite en el cual la escala de

masa asociada a la nueva fisica es muy grande) y recuperar la anomalia de traza conocida.

Con el propésito de avanzar en la comprension de la reaccion de campos cudnticos

con relaciones de dispersién generalizadas sobre la geometria del espacio-tiempo, hemos
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considerado las ecuaciones semiclasicas para la métrica en un espacio-tiempo de De Sitter
de cuatro dimensiones, teniendo en cuenta los efectos cuanticos de campos escalares libres

con una RD generalizada.

En primer lugar, hemos mostrado que cualquiera sea la RD, existe una familia de estados
caracterizados por dos numeros reales para los cuales <Tfy> X guw- Dado esto, pueden
existir soluciones autoconsistentes de las ecuaciones semiclasicas para la métrica de De
Sitter incluso cuando incluimos la reaccién de campos escalares cuanticos con una RD
generalizada. La existencia de soluciones autoconsistentes para el caso de la RD usual es bien
conocida [98]. Sin embargo, también es bien sabido que de todos los miembros de la familia
s6lo aquel cuyas funciones modos asociadas se aproximan a los modos adiabaticos (hasta el
orden adiabético cuatro) para vectores de onda grandes, da lugar a un (T,?V)ren finito [69, 70].
Para una RD generalizada tal que wy es bien comportada, es decir wy > 0y wy — +00 para
k — 400, podemos elegir el miembro de la familia cuyos modos se aproximan a los modos
adiabaticos para k — oo. De esta manera, podemos obtener un estado de Bunch-Davies
generalizado para el cual <T,?y>ren X G- A partir de esto, hemos senalado que modificando la
RD del campo podemos obtener distintas soluciones autoconsistentes, las cuales no pueden

obtenerse en la teoria usual modificando el estado del campo escalar.

Por otro lado, hemos sefialado que la ecuacién de estado obtenida a partir de (7' ;fy)ren en
el espacio-tiempo de De Sitter es exactamente p,., = —pren para estados de Bunch-Davies
generalizados. Con este resultado, hemos discutido sobre el anélisis realizado en [32, 33], en
el contexto de los modelos inflacionarios, acerca de la reacciéon de un campo escalar cuantico

con RD modificada sobre la métrica del espacio-tiempo de fondo.

Finalmente, hemos considerado nuevamente campos escalares acoplados conformemente
con relaciones de dispersién de la forma w? = k? + 2b1,k*/C(n) y hemos estudiado grafi-
camente las soluciones autoconsistentes para distintos valores de by; y una cantidad N de
campos escalares idénticos. Mediante evaluaciones numéricas hemos mostrado que dados
los valores de b;; y N, no hay una solucién autoconsistente para valores grandes de la
constante cosmoldgica A. Para valores mas chicos de A hay dos soluciones autoconsistentes:
una es cercana a la solucion clasica A = R/4, mientras que la otra tiene una curvatura R
positiva y mayor que 4A y existe incluso para valores de A negativos. Esta tltima solucion,
en general, esta fuera del régimen en el cual esperamos que las ecuaciones semiclasicas sean

validas.

En lo que respecta a posibles extensiones y aplicaciones de los resultados obtenidos
en esta tesis, seria interesante describir el proceso de renormalizacién para métricas com-

pletamente arbitrarias. En principio, esto podria realizarse generalizando el desarrollo de
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Schwinger-De Witt para propagadores correspondientes a campos con relaciones de disper-
sion modificadas. Esta seria una extension interesante, pero extremadamente complicada,
ya que involucraria resolver la ecuacion de Klein-Gordon modificada por las derivadas de
orden superior, utilizando coordenadas normales de Riemann [94, 95]. Por otra parte, serfa
interesante analizar el proceso de renormalizacién en el contexto de la teoria de Horava
ya que, como hemos mencionado al final de Capitulo 2, los propagadores en esta teoria

contienen potencias del impulso mas grandes que la correspondiente a la teoria usual.
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Apéndice A

Regularizacién de (T ﬁfy><4) en
Friedman-Robetson-Walker

En este apéndice derivaremos la Ec.(4.43) para (T%,)® regularizado, comenzando con

la expresion no regularizada del mismo.

A partir de las ecuaciones (4.27a) y (4.27b), con el uso del desarrollo WKB de W, los

6rdenes adiabdticos cuatro de (7)) y (TY,) pueden escribirse como

QO ,uﬁfn +o00 dl,l,(n73)/2 , f
oy _ o / Q22— @2y | L 2o 1
< 1777) 40(27’(’)(”_1) 0 8(:)]?; [ k] k H 2 + (n )

<= el - e |2 - -6 (3 - “2)] L )

T = i | sy LW e 6
0

40 (2m) (D) 8@} (n —1)
~ [PWE = 5= 3) + W Jo(e - (- 0f + U524 p]
FOWEH |20 = - 6)(0f - (- 1)) = £ + 37

+OWERE (6 — €)= 1) (50— )00 -2+ 9 = 6 =300~ 1 )

(n—17) (n—2)

o= 2 (1.1b)

33
+5 0+ 5

donde la funcién f = f(z) estd definida en la Ec.(4.9) y hemos usado la Ec.(4.10) para
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escribir W2 en términos de P W2 y sus derivadas. Usando ademds que

(2) Wl?/ o HHI

[f? =6/ +4(n—2)(n - 1)(§ ~ &)]

" 3. .
+ T~ )= 1) + 1+ 2 - 1), (1.20)
@2’ — %W —6f +4(n—2)(n— 1)(€ - &)]
" . 4 ..
+ B -8 (= 2)(n = (€ - &)] + U+ £ -2
H*H'

"l e —1)+ 11

+—g 12/ =5/ f1+ (1.2b)
podemos escribir (7, ,%)(4) y (T9)@ en la forma dada en la Ec.(4.39), donde los coeficientes

a; v (; pueden expresarse como una combinacion lineal de integrales de la forma

- (n—3)
x 2 L
JmnlsE/ dx ~3 fmfnflf : (13)
0 W

siendo m, n, [, s nimeros enteros. Por ejemplo, el coeficiente as considerado en el cuerpo de
la tesis (Ec.(4.40)) estda dado por

ay = —i(n — 16— &) — é(n = 1)(§ = &) J1000 — 6—14J2OOOv (1.4)

donde I3 = Jygo esta definida en la Tabla 4.1 y de la Ec.(4.41) identificamos

J1000 n;4)—73, (1.5a)
Joono = %(n —H)(n—6);+ =1, (1.5b)
Es directo mostrar que
oy = —%ag

(1.6)

Encontrar una relacién entre oy y «g requiere un poco mas de trabajo. El coeficiente ay
esta dado por

3 1 1
ap = —g(”—1)2(§—§n)2J1000—1—6(”—1)(§—§n)[3=]2000—2=]0100]—1—28[3J3000—4J1100]- (1.7)
Para expresar éste en términos de las integrales I; de la Tabla 4.1 es util observar que

B /OO 23" EXE S
0w Wi dx
(n—1)
Cx 2 dw
—J1000 + 2/ i
0

o 0!
(n—4)

2
J =J 1.8
3 1000 + 3 J0100; (1.8)

J2000
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donde la ultima igualdad resulta de hacer una integral por partes. De esta manera hallamos
3J2000 — 2Jo100 = (7 — 4)J1000, (1.9)

que es la combinacién de integrales que aparece en la Ec.(1.7). Similarmente, la integral

J3000 puede escribirse como

(n=3)

0 ~9
o= [ (G5
0o o5 day,
= —Ja000 + 2/0 ol %f
= —Joooo + (n ; 1)J2000 + %Jnoo, (1.10)
a partir de lo cual obtenemos
3J3000 — 4J1100 = (1 — 4) Ja000- (1.11)

Insertando las ecuaciones (1.5a), (1.9) y (1.11) en la Ec.(1.7), encontramos

1 1 1
a1 = =2 (=1 =&) (n=4) s = 75 (n=1)(E = &) (n=4) Jro00 = 755 (= 4) Jao0o. (1.12)
Comparando este coeficiente con ay (dado en la Ec.(1.4)) vemos que
—14
] = %O@. (113)

Por lo tanto, usando las ecuaciones (4.30a), (4.30c), (1.6) y (1.13), la componente (7,)®

puede escribirse como

n—n 1 3
qoyw — Qo[ oy 321 10 -2)
" 42m) (=12 (n-Dm-2)(n-3) " 32 2
= BH\) + BsH{). (1.14)

Puesto que de la Ec.(4.42) tenemos la expresién del coeficiente oy en términos de las inte-
grales I;, es directo obtener la Ec.(4.44a) para Bj.

Para mostrar que la misma ecuacién (1.14) se satisface para la componente (77)@ . con

H,(#,’:S) reemplazado por H 1(1’3), notemos que
2
- _ 1.1
B (n — 1)042, ( 5)
- Sn 2 ]- S
PBe = %(n - 1) [—5 + (n — 4)] Is + (€ 85 ) [6J2000 — 4J0100 — J1000]
+ m (63000 — 8J1100 — J2000] , (1.16)
_ 2 _
By = %(n — 1) [9J1000 + I3] + (€ 16§n) [9J2000 — 6J0100 + J1000]
1
+ 9J3000 — 12J1100 + J2000] - (1.17)

128(n — 1) [
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Usando las ecuaciones (1.5a), (1.9) y (1.11) obtenemos

Py = [—% + (n— 4)} Bs, (1.18)

4 — {1+3(n—4)

. T} Bs. (1.19)

Entonces, (T11)® puede expresarse como

n—mn (1) 1942
m) = St {‘ 2t |- (G- 0000 - 3) )

4(2m)n—1 (n—1) 2 C
3 (n—4),, H*
+ |:53— (EJF o1 (n —13n+28)) ﬁ5} ?}
- HH> - H!
= {m+ 50552 (1.20)

Mediante el mismo procedimiento de integrar por partes y descartar los términos de borde,

y luego de mucha algebra, encontramos

= (n—=5)5 (n—5)
by =3 ﬁl_2(n—2)(n—3)

B, (1.21)

donde el coeficiente Bj estd dado en la Ec.(4.44a). Finalmente, luego de insertar estas

ultimas relaciones en la Ec.(1.20), teniendo en cuenta (1.14), llegamos a la Ec.(4.43).



Apéndice B

Evaluacion de los ordenes adiabaticos

cero y dos regularizados de (T’ ;L%

En este apéndice usamos el método de regularizacion dimensional para evaluar los érde-
nes adiabdticos cero (4.32) y dos (4.38) de (T,), los cuales fueron obtenidos en la Sec.
4.3.1 en términos de las integrales Iy, I; e I de la Tabla 4.1. En el limite n — 4 el orden
adiabatico cero es divergente cualquiera sea la RD, mientras que el orden dos es divergente
unicamente cuando la frecuencia se comporta como wy ~ k® con s < 3, para valores grandes

de k. Por este motivo, consideramos los siguientes casos particulares:

» Caso (i): un campo masivo con una RD dada por

]{?4
u)g :k2+0m2+2b116, (21)
con b11 > 0.
» Caso (ii): un campo no masivo con una RD de la forma
K k®
b=k + 2011 — + 2|bia| = 2.2
h + 11C+ |12|02, (2.2)

donde para evitar que la frecuencia se anule suponemos que |by5| > b%, /2.

Haciendo el cambio de variables 32 = x, las integrales de la Tabla 4.1 que necesitamos

pueden escribirse en términos de la siguiente integral:

e yn—2+p
G(A,B,a,p,n) = d . 2.3
ABapn = [ d (2.3
Para evaluar esta tltima, es conveniente usar la representacién de Schwinger [53],
1 o
= dtt* texp{—t(y* + Ay* + B)}, 2.4
(y4+Ay2+B)a F[Q]A Xp{ (y Y )} ( )
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e intercambiar el orden de integracién. Haciendo las integrales y usando algunas propiedades

de las funciones Hipergeométricas generalizadas ,F, [96], hallamos:

B(n+pf4a73)/4 -1 -1
G(A,B,a,p,n) _ —{Blﬂl—‘[a—(n+p ):|F[n+p :|

4 4
m+p—1) n+p—11 A?
X 2F1[ p ), Z §§§@]
1
B AF[a n+p 3)]P[n+i+}
(n+ 3) n+p+1 3 A2
X 2F1{ p )7 Z 7§7E:|} (2.5)

El caso (i), para evaluar las integrales que aparecen en las ecuaciones (4.32) y (4.38)
podemos usar esta dltima expresién con A = (2by;)" 'y B = m?(2by;)"!. Usando ademds

algunas propiedades de la funcién Gamma [104], en el limite n — 4, obtenemos:

3/2
(T?)O = M T _3 T 5 N3 23583 1
p 21/4646‘;’{47T5/2 4 4 4’47 2" 8b;ym?

5] 3 531 1
S TS ol i o il I 2 (e 2.6
11m |: 4:| |:4:| 2471 |: 474a2ﬂ8b11m2:|}7 ( )
(2.7)
1
(TH)® = G (€ = ) ST el oll I ol
" 21/4320°1* | S5/ 4] |4
131 1 11 . 75] 153 1
Al oo |2 A |-, 22
e 1{ 4’4’2’8611m2} M {4_ 2 [4’4’2’8b11m2]}

1_
+ G 20 m2T | —=|T !
21/4288175/4 Sim5/2 4] 4
171 1 17 197 193 1
F S ol B 0 i 2,
o 1{ FAVEDS SbnmJ M {4_ 2 {4 19 8b11m2]} (28)

En el caso de un campo no masivo, estos resultados se reducen a

1
TOVO - 2.
(T) 12063, 72’ (2.9)
a 1
ove _ _ Gw (1
(L) 872y, (5 18) ‘ (2.10)

Todas las contribuciones son formalmente divergentes para n — 4 y resultan finitas al ser
evaluadas mediante regularizacién dimensional. Como hemos mencionado en el cuerpo de la
tesis, esto ultimo podria haberse anticipado a partir de la observacion de que la frecuencia

se comporta como w} ~ k* para valores grandes de k y las expresiones integrales (cuando k
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es grande o cuando el campo es no masivo) se comportan de la misma manera que las que
se obtendrian en 2 4 1 dimensiones para la RD usual [97].

En el caso (ii), la frecuencia puede reescribirse como

W = (y2 + 201yt + 2|b12|y6)
— (9lbolu? ( 4 2, )

A partir de esto podemos ver que las integrales que necesitamos pueden escribirse en térmi-
nos de la integral dada en la Ec.(2.3) con A = by /|bia] y B = (2|b12])~". Los resultados

Son:

. (2-n)
1" (2]byo])

T2 = g 1 (47r)(”2”{ _Jblﬂrmr[—%—ﬂ

n 1 n3 b
<Ay =

1%

(2-n) 1 n n

@) b, T[t—2]r[2

T = i, el { s TG
2

n .
4
b3, nn 13 0 13 n 1 n
+ [ P + F[1—_]F 42
A)bys] 2 1[ 474 272 2|b12|D AT [1] 4 24
% oF [1_ﬁj_l+ﬁ;l; b, ]_ 2011 F[%_ﬂlr[%]
47 2 4727 2bio||  \/2lby| AT [3]

nn3 b
A I P ¥ 2.12
X 2 1[2 4’47272|b12|}}’ ( )

donde hemos usado algunas propiedades de la funcion gamma I'" y de la funcién hipergeo-
metrica oy [104].

Tomando el limite de estas expresiones para n — 4 hallamos:

by (03 —2|bo)) [ 1
TeNO — g VI — (b4 0) | + O(n —4), 2.13
(T)) I 32322 |14 (12| 1) ( ) (2.13)
Ty = -S| L (el )| + PF, (214)
H (27T)2 2|b12| TL—4
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donde hemos redefinido p para absorber un término constante, y PF denota los términos
finitos para n — 4 e independientes de u. A partir de esta expresién vemos que el orden

adiabatico dos es finito si £ = 0.



Apéndice C

Identidades para espacios-tiempos

tipo Bianchi I

En este apéndice resumimos algunas férmulas requeridas para la renormalizacion de (q§2>
y <Tfy> en espacios-tiempos tipo Bianchi I.

Como ya hemos mencionado en el cuerpo de la tesis, para regularizar hacemos primero
las integrales angulares en cuatro dimensiones y luego generalizamos las integrales a n-
dimensiones. Para ello primero reescaleamos las variables de integracion k; — y; = k;/C;
y transformamos el elemento de volumen de coordenadas rectangulares d*y a coordenadas
esféricas y2dydS), donde dS es el elemento de dngulo sélido. En términos de y? = y?)\?, las

integrales relevantes son de la forma
I(i,5k) = [ NP (3.1)

las cuales pueden evaluarse usando que las mismas son invariantes ante permutaciones de
{i,j,k}. A continuacién listamos las integrales que hemos utilizado en el Capitulo 5 (més

detalles pueden encontrarse en [64, 65]):

1(0,0, k) :%41 - (3.2a)
4

1(1,1,0) :54X - (3.2b)
T

1(1,2,0) ==, (3.2¢)

I(1,1,1) Z%. (3.2d)

Estos resultados, junto con la férmula Z?Zl d? = 3(8Q + D?), nos permiten derivar las
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siguientes identidades:

3 3 16
> / dQd;di NN =4 <D2 + EQ) : (3.3a)
j=1 k=1
e Ar 8
SN / dQd;dp NININ] - {51)2 +4d;D + §d§ + 16@} : (3.3b)
j=1 k=1

3
4
3 / dd, +2d;D — d2)A2N2 :% [2(d, +2d;D — d2) + 3(D' + D* = 8Q)] , (3.3¢)
j=1

las cuales son utiles para evaluar (¢2)@ y (Tfy)@).



Apéndice D
Regularizacién de (T fy>(2> en Bianchi I

En este apéndice presentamos algunos detalles del calculo del orden adiabatico dos de
(Tfy>(2) en espacios-tiempos tipo Bianchi I. Las expresiones explicitas de los coeficientes
que aparecen en la Ec.(5.40) son:

1

a) = 64[ Al + Iog + 4(1gg — 6 1o0 + 6E140)], (4.1a)
g = 210 [Too + 2110 + Lo — 30€Ioo)], (4.1b)
0 = 22140 (52190 — 1201y — 76119 + 20111 + 77150 — 5139

+ 280&(—1Ioo + 211 + I — I0)], (4.1c)
Po = 64110 (2100 + 39119 — 8159 — 20£(22100 + I10)], (4.1d)
By = 16180[ 8Io0 + 12101 — 19110 + 12111 — 1415y — 3I3 + 210€130], (4.1e)
By = 14110 (=241 + 3110 + 4111 + 2115 — I3

— 14&(=81p1 + Lo + 4150) + Ip0(42€ — 19)], (4.1f)
Bs = 310 ——[2Io0 + 4lo1 + 3110 + 4111 — 30, (4.1g)
Bs = 1;0[ oo — 2110 — T2 + 30& Ino], (4.1h)

donde las integrales I,,, estan dadas por

n—3

+o0 5
Ly = / dxx
0

El procedimiento para encontrar relaciones entre estos coeficientes usando regularizacion

(4.2)
siendo m,n =0,1,2, 3.

dimensional es completamente andlogo al descrito en la Sec. 4.3.1 para el caso del espacio-

tiempo de FRW. Por definicién, log = I y para n — 4, de las ecuaciones (4.36) y (4.37),
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hallamos:

[10 :2[17

2
15 :gh,

4 8
Iy ==1, + —1I
30 =% 2+ 151
1
Iy = =21 + 5127
2 2
IW=——0L+—1I
11 5 2+ 15

(4.3a)

(4.3b)
(4.3¢)
(4.3d)

(4.3¢)

donde las integrasles I; de los miembros derechos estdn dadas en la Tabla 4.1 (Ig no apare-

cerd en el resultado final).

Reemplazando estos resultados en (4.1), obtenemos:

Finalmente, sustituyendo estos coeficientes en la Ec.(5.40) llegamos a la Ec.(5.41).

3 1 I
:—I _—— —_—
a1 =g 1<€ 6)+96,

(12:—;[1 (f—%)+%,
512—211 (5—%)+%7
f=-11 (5—%)—1]—220,
8 =fs = 31 (s é) -5
ﬁ4:—;fl <€—%)+%,

s =0.
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