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Modelos para la expansion acelerada del universo

Resumen

El descubrimiento de una disminucién inesperada en los flujos de energia
provenientes de supernovas del tipo Ia ha abierto uno de los problemas mas
enigmaticos y profundos en la cosmologia actual. Estas observaciones han si-
do interpretadas como evidencia solida de que la expansién actual del univer-
so es acelerada por algo que genéricamente se ha denominado energia oscura.
A pesar de que la constante cosmoldgica parece ser la explicacién mas sim-
ple y més favorecida observacionalmente para el fenémeno de la aceleracion,
otros escenarios se han estado desarrollando desde el hallazgo en 1998.

En esta Tesis se presenta, primeramente, un analisis de modelos elec-
trodinamicos no lineales mediante lagrangianos de Born-Infeld aplicados a
la propagacién de un rayo de luz en un contexto cosmoldgico, en donde se
halla una correccion a la distancia luminosa a una fuente puntual como una
manera de estudiar posibles contribuciones al momento de realizar estas ob-
servaciones para supernovas del tipo Ia; y en la segunda parte de este trabajo
se realiza un repaso de los rasgos caracteristicos de las llamadas teorfas f(R)
y se presenta una nueva clase de teorias de gravedad modificada, a las que lla-
mamos teorias f(Lr), para explicar la aceleracion del universo recientemente
detectada sin la necesidad de energia oscura. Esta clase de teorias surge a
partir de una modificacion del lagrangiano del equivalente Teleparalelo de la
Relatividad General (TEGR), cuyas ecuaciones de movimiento son siempre
de segundo orden en contraste con las ecuaciones de cuarto orden que la
mayorfa de las mencionadas teorfas f(R) posee. Se muestra ademds que la
solucion cosmolégica estudiada presenta las tres ultimas fases cosmoldgicas
esperadas, y a través de un analisis conjunto de datos provenientes de las
observaciones mas recientes de supernovas del tipo Ia, Radiacion Césmica de
Fondo (CMB) y Oscilaciones Acusticas de Bariones (BAO), se ponen cotas

para el valor del tinico parametro adicional que poseen estas teorias.

Palabras clave: Relatividad General, Electrodinamica de Born-Infeld, Cos-

mologia, Energia Oscura, Teleparalelismo.



Models for the accelerated expansion of the Universe

Abstract

The discovery of an unexpected diminution in the observed energy fluxes
coming from type Ia supernovae has opened one of the most puzzling and
deepest problems in cosmology today. These observations have been inter-
preted as solid evidence for an accelerating universe dominated by something
called dark energy. Although the cosmological constant seems to be the sim-
plest explanation for the phenomenon, several dynamical scenarios have been
tried out since 1998.

In this Thesis we present, in first place, an analysis of non-linear electro-
dynamic models by employing Born-Infeld type lagrangians. We obtain exact
solutions of the Born-Infeld theory for electromagnetic plane waves propa-
gating in the presence of static background fields. After that, we use these
results to show how the luminosity distance to a point-like source such as
type Ia supernovae is modified when a static magnetic background is present
in an expanding universe. In second place, we carried out a review of the char-
acteristic features of f(R) theories and we present a new class of modified
gravity theories, namely f(Lr) theories, to explain the recently discovered
acceleration of the universe without the need for dark energy. This class of
theories arises from a modification of the teleparallel equivalent of general
relativity (TEGR) whose field equations are always second order equations
in contrast to the fourth-order equations that most of f(R) theories holds.
It is also shown that the cosmological solution has the last three expected
cosmological phases, and finally we perform a joint analysis with measure-
ments of the most recet type la supernovae, baryon acoustic oscillation peak,
and estimates of the cosmic microwave background shift parameter data to

constrain the only new parameter this theory has.

Keywords: General Relativity, Born-Infeld Electrodynamics, Cosmology,
Dark Energy, Teleparallelism.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Presentacion del problema

1.1.1. La visiéon cosmolégica

Para describir el objetivo de esta Tesis, empecemos por hacer un repaso
de las cuestiones basicas que hacen al estudio del universo como un todo.
Si bien aqui haremos una breve compilacién de las ideas fundamentales que
motivan este trabajo, se sugieren al lector libros de texto tales como los de
Kolb y Turner [1] o Weinberg [2] para una discusién mas detallada acerca de
tépicos sobre cosmologia o Relatividad General.

La cosmologia es la ciencia que estudia cémo son la estructura y la evolu-
cion en el tiempo del universo a gran escala. El contexto tedrico de la cos-
mologia moderna es la Teoria de la Relatividad General, cuya descripcién de
la gravitacion viene dada por las ecuaciones de campo (usaremos que ¢ = 1

salvo que se indique lo contrario):

G = 81GT), (1.1)
donde,
1
Guu = Rm/ - 5 Rgul/ (12)

es el tensor de Einstein, R,, y R son el tensor y el escalar de Ricci res-

1



Cap.1 Introduccién

pectivamente, g, es el tensor métrico correspondiente, G' es la constante
gravitacional de Newton y 7}, es el tensor energia-momento de la materia.
Bajo la suposicién de isotropia y homogeneidad, la métrica (conocida como la
métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)) puede escribirse

Ccomao: 9

1 —kr?

donde (t,r,0, ¢) son las llamadas coordenadas coméviles, a(t) es el factor de

ds? = —di* + a(t)| +7%(d6? + sen®0 d¢”) (1.3)

escala y k es el parametro de curvatura de las secciones espaciales. La métrica
(1.3) requiere la validez del Principio Cosmolégico, esto es que la materia
a grandes escalas también se encuentre distribuida de manera isétropa y
homogénea; si suponemos que la materia que llena el universo puede ser

descripta como un fluido ideal, entonces su tensor energia-momento es:
T" = (p+ p)ur'u” +p g (1.4)

donde u* es la cuadrivelocidad del fluido con densidad de energia p y presion
p. Reemplazando (1.3) y (1.4) en las ecuaciones de Einstein se obtienen las

ecuaciones de Friedmann:

N\ 2
a 8tGp k
Z = - — 1.
<a> 3 a? (15)
( ArG
. - T3 (p+ 3p) (1.6)

donde un punto significa derivar una vez respecto al tiempo ¢. Por un analisis
simplemente cinemdtico (esto es, sin resolver explicitamente las ecuaciones
de Einstein), considerando la propagacién de un rayo de luz de una galaxia
distante que viaja a través de una geodésica nula de la métrica FLRW, se
llega al resultado de que la luz en su viaje debe cambiar su frecuencia. Asi,
se define el corrimiento al rojo cosmolégico z de un objeto en términos de la
frecuencia observada de la onda de luz v, y aquélla que la luz tenia cuando
partié del objeto en el momento de la emisién v, o lo que es equivalente,

al cociente entre el valor del factor de escala hoy a, y el correspondiente al

tiempo ¢ de la emisién a(t). Esto es: 1 + 2 =2 = Ok



1.1 Presentacion del problema

Las ecuaciones (1.5) y (1.6), junto a alguna ecuacién de estado p = p(p)
determinan completamente la dindmica del factor de escala a(t) y las fun-
ciones p(t) y p(t). Cualquier incremento (decrecimiento) en a(t) conducira a
un corrimiento al rojo (azul) de la luz de fuentes lejanas. Puesto que hoy
los astrénomos detectan estos corrimientos de frecuencias hacia el rojo en
los espectros de galaxias distantes, podemos concluir que el universo esta en

expansion.

Combinando las ecuaciones (1.5) y (1.6), puede escribirse la ecuaciéon de
conservacion:

d
%(PGS) = —3pa’ (1.7)

De esta manera, una vez dada la ecuacién de estado p = p(p), podemos
integrar (1.7) para obtener p = p(a). Luego, usando la funcién p(a) en (1.5)
se conoce a(t). Por ejemplo, para una ecuacién de estado del tipo p = wp
con w = cte, la integraciéon de (1.7) da como resultado que p oc a=3@+D,
Usando esto en (1.5) e integrando nuevamente (w # —1, k = 0) se arriba a
que a #3570, Para el caso w = —1 la ecuacién de conservacién nos dice

At

que p = cte y por lo tanto a o< e con A una constante.

Mientras que (1.5) relaciona la velocidad a de la expansién o contraccién
del universo, la ecuacién (1.6) nos informa sobre la aceleracién d. Prestemos
atenciéon entonces a la ecuacién (1.6). Notemos que k no aparece en dicha
ecuacion por lo que una eventual aceleraciéon no dependera de las caracteristi-
cas de la curvatura espacial. La presencia de un término de presién en dicha
ecuacion es un reflejo del hecho de que en Relatividad General no sélo la ma-
teria gravita sino que también la energia y por lo tanto la presion debe estar
incluida. Para lo que podemos llamar materia ordinaria (radiacién, polvo,
etc) se espera que tanto la densidad de energia p como la presién p sean
positivas y satisfagan la Condicion Fuerte de Energia que dice que p+p > 0
y que p+3p > 0 [4]. Por lo tanto, si el universo esta constituido por materia
ordinaria, una vez que asumimos la positividad de p y p junto con la validez
de la Condicién Fuerte de la Energia, la gravitacion siempre es atractiva y la
expansiéon del universo debe ser siempre desacelerada a partir de un evento

inicial singular. Hoy @ > 0 y en efecto, si la funcién a(t) > 0 tiene siempre

3



Cap.1 Introduccién

d < 0 inevitablemente a(t) debe anularse para algun valor de ¢ finito en el
pasado. En tal evento inicial la geometria descripta por la métrica FLRW es

singular.

Tanto este evento inicial como el modelo mismo que describe la evolucién

forman parte de lo que conocemos hoy como modelo del Big Bang.

A partir de la evidencia observacional sélida sobre la recesion de las gala-
xias cercanas brindada por Edwin Hubble en 1929 [5], y las primeras ideas
sobre nucleosintesis presentadas por George Gamow alrededor de 1946 [6],
junto con la deteccién en 1965 [7] de un fondo césmico de microondas también
predicho por Gamow en 1948, el modelo del Big Bang se transformé en la
descripcién con mas consenso sobre cémo pudieron haber sido los aconteci-
mientos en el universo desde los comienzos hasta nuestros dias a través de

miles de millones de anos.

Sin embargo, con el correr de los anos el modelo del Big Bang comenz6 a
enfrentarse con algunos problemas. Puesto que la velocidad de la luz es fini-
ta, no todo el universo estd accesible a nosotros. Sélo la regién dentro del
horizonte de particula (esto es, la frontera desde la cual nosotros ya hemos
recibido informacién) esta causalmente conectada con nosotros. Puede ser
intuitivo que regiones conectadas causalmente sean homogéneas ya que han
tenido tiempo de interactuar entre ellas. Sin embargo, la homogeneidad de
regiones que no han podido estar en contacto causal y que podemos testear
apropiadamente mediante observaciones han conformado lo que se conoce
como el problema del horizonte. Otro inconveniente que surgié es el llama-
do problema de la planitud. Volviendo a la ecuacién de Friedmann (1.5), si
definimos el pardmetro de Hubble como H = a/a, usamos que la densidad
critica (la densidad necesaria para que las secciones espaciales del universo

sean planas) viene dada por:

3K
Pe = &G

(1.8)

y empleamos esta densidad critica para armarnos las contribuciones adimen-

4



1.1 Presentacion del problema

sionales,

P
Q=L 1.9
o (1.9)
k

U = ——m (1.10)

podemos verificar facilmente con estas definiciones que a partir de (1.5) se
tiene que €2 + € = 1. Tanto €2 como €2 son cantidades medibles observa-
cionalmente y ya para los 70 era conocido que en el presente ) ~ 1 (ver
por ejemplo [8]). Extrapolando esta cantidad hacia el pasado (usando que
Qt) = ﬁ para épocas tempranas [1]) revela que el universo tuvo que
haber sido extremadamente plano al comienzo de la historia, por ejemplo, el
modelo requiere que en la época de nucleosintesis Q = 1 & 1071¢ [1]. Esto
significa que las condiciones iniciales para la geometria del universo hayan
tenido que ser ’ajustadas’ muy finamente, lo que resulta desfavorable para el

modelo.

Una posible solucion a estos problemas llegé a principios de los 80 cuan-
do Alan Guth propuso que un periodo de expansion exponencial podria ser
la respuesta [9]. La idea es la siguiente: un incremento exponencial del factor
de escala a(t) implica que el pardmetro de Hubble permanezca constante.
Por otro lado podemos tomar a la cantidad ¢/H (t) como una buena medi-
da del radio del universo observable a un cierto tiempo ¢t. Entonces, cuando
a(t) incrementa exponencialmente, el radio de Hubble permanece constante,
mientras que cualquier longitud fisica crece exponencialmente en tamano. Es-
to implica que en un breve periodo de tiempo, dos observadores inicialmente
conectados causalmente a una cierta distancia podrian separarse mas alla del
radio de Hubble durante esta expansion acelerada. Por lo tanto, la parte del
universo que hoy observamos podria haber sido mucho més pequena en el
pasado de lo que calculamos simplemente a través de las ecuaciones de Fried-
mann, y entonces todas estas regiones pudieron haber tenido tiempo para
estar conectadas causalmente e interactuar. Esta expansion rapida también
conducirfa a €, a cero (y por lo tanto Q — 1). Este perfodo de expansion

acelerada es conocida como inflacion y constituyé la primera razon para que
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el modelo cosmoldgico posea una fase (inicial) acelerada. Para una reciente
revisién sobre este topico, ver por ejemplo los trabajos [10] y [11].
Estrictamente hablando, cualquier periodo acelerado seréd aquel en el cual
@ > 0. Pero lograr esto, como ya se mencion6 mas arriba en (1.6) no es facil
de obtener con materia ordinaria en el contexto de la Relatividad General en
tanto que la densidad y la presién de los fluidos sean positivas. Lograr que

a > 0 requiere entonces que:

(p+3p) <0 = p< —g (1.11)

o, si el fluido ideal es descripto por la ecuacion de estado p = wp, la desigual-
dad (1.11) implica que w < —1/3 y por lo tanto la violacién de la Condicién
Fuerte de Energia ya mencionada [4]. Si queremos seguir conservando el he-
cho de que la densidad debe ser positiva, una fase acelerada en el universo
significard que la presion deba ser negativa.

Pero los problemas que el modelo del Big Bang tuvo que afrontar no se
detuvieron aqui. Fritz Zwicky en 1933 fue la primera persona que mencioné un
faltante de masa en un cimulo de galaxias, conocido como el cimulo de
Coma [12]. Sin embargo fue a partir de 1970 con el trabajo de V. Rubin que
aparecieron las primeras evidencias indirectas mas soélidas de la existencia de
materia oscura, luego del analisis de velocidades de rotacién de estrellas en
galaxias y el descubrimiento de anomalias en dichas rotaciones a la luz de
la dindmica Kepleriana [13]. Si esta dindmica es correcta, las observaciones
parecian indicar que debia haber mas masa que la que se observa en las
galaxias.

Para comienzos de 1990, la visiéon cosmoldgica que se tenia era que sélo el
4% de la densidad del universo estaba constituida por atomos como los que
conocemos, mientras que el restante 96 % lo conformaba la materia oscura.

(Para una reciente revisiéon sobre materia oscura, ver por ejemplo [14]).

1.1.2. Sorpresas a las puertas del siglo XXI

Si bien el modelo cosmolégico aceptado parecia dar cuenta de una gran

cantidad de observaciones disponibles, ano tras ano las mismas fueron siendo
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cada vez mas precisas gracias al avance tecnolégico disponible. Es asi como
algunos autores a partir de 1990 comenzaron a sugerir que teniamos que
incorporar un nuevo componente a la densidad total del universo (lo que
posteriormente mencionaremos como constante cosmolégica) para poder ex-
plicar correlaciones observadas en galaxias [15], lograr un mejor acuerdo entre
modelo y datos disponibles [16], solucionar conflictos entre el valor observa-
do para Q y el valor observado del paramétro de Hubble presente H, [17] y
también para salvar una discrepancia entre las edades de algunos ctiimulos
globulares y la correspondiente del universo aceptada en ese momento [18].

Pero no fue hasta 1998 que se dio el paso final hacia el nuevo paradigma.

Las supernovas del tipo la tienen una gran importancia para la cos-
mologia: nos permiten medir grandes distancias a través del universo. Estas
explosiones estelares se producen en sistemas binarios de estrellas masivas, y
cuando ello sucede la luminosidad de la estrella que explota (o su magnitud
absoluta) parece ser siempre la misma en todos estos eventos convirtiéndolas

en candelas patrones.

Suponiendo conocida la luminosidad absoluta L de estas supernovas y
midiendo el flujo de esa energia F' que nos llega a un detector en la Tierra

podemos calcular su distancia luminosa dj, a través de la sencilla relacién:

| L

O lo que es equivalente, conocida la magnitud absoluta M de la estrella y
observada la magnitud aparente m, la distancia luminosa (medida en mega-

parsecs) puede inferirse a partir de:
m = M +5log(dr) + 25 (1.13)

La motivacién para la definicion de la distancia luminosa (1.12) es que, en
ausencia de expansién, el flujo detectado (o brillo aparente) es simplemente
la fraccién del area, cubierta por un detector, de la esfera que rodea a la
fuente multiplicada por la luminosidad L. En este caso d; es simplemente

la distancia ordinaria o real a la fuente en una geometria euclideana. Como

7
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Figura 1.1: Observaciones de las magnitudes aparentes de diversos
sets de supernovas del tipo Ia para varios valores de corrimientos al ro-
jo. Las lineas corresponden a ajustes a los datos con diferentes modelos
tedricos que contemplan o no la adicién de una constante cosmoldgica
ademds de dtomos y materia oscura. Reproducida desde [19]

veremos luego, la expansién del universo complica un poco las cosas.

Cuando dos grupos de trabajo, liderados por Saul Perlmutter y Adam
Riess midieron y analizaron los flujos de energia de varias supernovas del
tipo Ia para diferentes valores de corrimiento al rojo z se encontraron con un

panorama como el que se muestra en la Figura 1.1.

En dicha Figura aparecen, con valores de corrimientos al rojo hasta z ~
0,4, las primeras supernovas del tipo Ia que fueron calibrando estos trabajos
[20]. Y luego, hasta z ~ 1, aparecen las supernovas mas distantes detectadas
para 1998. Una vez ubicadas en estos diagramas de Hubble la idea es encontrar
la curva que mejor ajuste los datos, a partir de algiin modelo teérico. Como
se vera con mas en detalle en los capitulos 3 y 4 de la Tesis, la relacién entre
luminosidad absoluta y flujo de energia en un universo FLRW espacialmente

plano (k = 0) conduce a que la distancia luminosa a una fuente puntual con
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1.1 Presentacion del problema

un corrimiento al rojo z viene dada por:

dy = (1+2) /Odfz (1.14)

donde en el parametro de Hubble H estan contenidas las contribuciones a la
densidad total del universo (radiacién, atomos, materia oscura, etc.). Cuando
se compararon los datos observados a partir de (1.12) con curvas trazadas
usando (1.14) los grupos de trabajo se encontraron con que dichas observa-
ciones no podian ser ajustadas con modelos cosmologicos que sélo contem-
plaran la existencia de atomos y materia oscura. Y se dieron cuenta que si
agregaban una contribucion del estilo de una constante cosmolégica los datos
podian ser perfectamente ajustados. En la Figura 1.1 la curva que mejor ajus-
ta es la linea llena, que corresponde a un modelo cosmolégico con §2,, = 0,25
y Qp = 0,75, siendo €2, la contribucién a la densidad total por parte de
los atomos y de materia oscura y €25 la proporcion correspondiente a una
constante cosmoldgica. Este fue el resultado sorprendente al que llegaron los
grupos de Perlmutter y Riess en 1998 [21]. La consecuencia del agregado de
este nuevo parametro cosmoldgico 25 es que el universo presente estaria en

una nueva fase de expansion acelerada como veremos a continuacion.

1.1.3. El universo que acelera

El primer fisico que probablemente consider6 un universo que contemplara
una expansiéon acelerada fue Willem de Sitter [22]. En realidad, de Sitter
hallé una solucion de vacio a las ecuaciones de Einstein para el caso estatico
y luego Lemaitre encontrd el cambio de coordenadas apropiado que muestra
a tal solucién como una expansion acelerada.

Sin embargo, esta soluciéon de de Sitter no era una solucién a las ecua-
ciones de Einstein (1.1) a menos que se agregara del lado izquierdo el término
Ag,.. La constante cosmolégica A fue introducida por Einstein en 1917 para
modificar sus ecuaciones del campo gravitatorio con la intencién de eliminar
soluciones no Machianas de su teoria y obtener un universo cerrado y estatico

con un valor adecuado de A [23]. Si permitimos que el término de constante
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Cap.1 Introduccién

cosmoldgica esté presente en las ecuaciones de Einstein, las ecuaciones de

Friedmann (1.5) y (1.6) se transforman en

N2
a 8rGp+ A k
)y - A ' 1.1
(a> 3 a? (1.15)
a A AnG
o= - 1.1
" 5~ 3 (Pt (1.16)

A partir de (1.16) vemos que ahora el universo puede entrar en una fase
acelerada (4 > 0) una vez que el término de la constante cosmoldgica domine
sobre el término de la materia. Mientras que el valor de la constante cos-
molégica no cambia en el tiempo (como su nombre lo sugiere), la densidad
de la materia decrece como 1/a® y por lo tanto en algiin momento es esperable
que sea superado por el término de constante cosmoldgica y el universo tienda
asint6ticamente a un universo como el de de Sitter. Definiendo Q4 = A/(3H?)

vemos que ahora a partir de (1.15) se tiene que,

Qo+ + Q=1 (1.17)

Como se mencioné anteriormente, las recientes mediciones de corrimiento
al rojo cosmolégico en supernovas del tipo Ia (consideradas candelas pa-
trones) con valores de z del orden de la unidad muestran que el universo
atraviesa actualmente una etapa de expansién acelerada [21,31]. Pero ésta
no es la unica linea de investigacion que ha revelado este sorprendente des-

cubrimiento.

Hasta que la temperatura media del universo no cayé hasta unos 3200
K, los fotones eran dispersados permanentemente (a través de scatterings de
Thomson con los electrones libres). A partir de este momento los protones,
neutrones y electrones comenzaron a combinarse para formar dtomos estables
de hidrégeno y helio fundamentalmente. Este proceso tiene como consecuen-
cia que a t ~ 380000 anos después del Big Bang sucediera lo que se conoce
como el momento del desacople de la materia y la radiacién. A partir de
ese momento los fotones no encontraron practicamente electrones libres para

hacer scatterings y pudieron viajar libremente, constituyendo lo que hoy se
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1.1 Presentacion del problema

conoce como la Radiacion Césmica de Fondo (o CMB por sus siglas en in-
glés) que llena el universo en todas direcciones. Desde su prediccién hecha
por Gamow en 1948 [6], su descubrimiento por Penzias y Wilson en 1965 [7]
hasta la deteccién de sus anisotropias en la temperatura por primera vez
en 1992 por el satélite COBE [24], esta radiacién otorga evidencia muy im-
portante de la época temprana del universo, en particular sobre la isotropia,
homogeneidad y contenido del mismo, sobre el momento de la recombinacion,
y sobre el desacople de la materia y la radiacion.

Las fluctuaciones en la densidad reflejadas en las pequenas anisotropias
detectadas en la temperatura de la CMB serian las huellas de las semillas que
condujeron el colapso gravitatorio de la materia y que luego dieron origen a
las estructuras que observamos. Varios relevamientos de galaxias a través de
todo el cielo dan cuenta de este escenario [25,26]. También hay otros métodos
usados para medir estas variaciones de densidad tales como analizar efectos
de lentes gravitatorias [27] o estudios en rayos X [28]. Recientemente, anali-
zando la funcién de correlacién de cierto tipo de galaxias en el Sloan Digital
Sky Survey, se detecté un pico en dicha funcién que establece una escala de
150 Mpec. [29]; una escala compartida con la CMB y que se corresponde a la
distancia maxima (horizonte de sonido) que una oscilacién actstica de bari-
ones (BAO) en forma de ondas pudo viajar hasta el momento del desacople
de la materia y la radiacion.

Las observaciones més recientes de la radiacién césmica de fondo por
parte del satélite WMAP [30], las mds actuales de supernovas Ia (the Union
sample) [31] y la deteccién del pico de BAO [29] determinan que —0,0179 <
Qr < 0,0081 (al 95% CL), por lo que Q tiene un valor muy préximo a la
unidad.

Pero estas observaciones también dicen que la contribucién de la materia
bariénica es del 4 % (€, = 0,04), que la materia oscura aporta el 25 % (Qegm =
0,25) y que la densidad de la constante cosmoldgica es del 71 % (25 = 0,71)
[31]. Estos resultados se muestran graficamente en la Figura 1.2.

Ya se mencioné que no hay motivos para descartar mateméticamente la
presencia del término de constante cosmoldgica en las ecuaciones de Einstein

de la Relatividad General. Recordemos que el tensor de segundo orden més
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2.0

Figura 1.2: Se muestran las elipses de probabilidades conjuntas de
los dos parametros 25 vs §2,,, al combinar los datos de supernovas del
tipo Ia, CMB y BAO. Reproducida desde [31]

general construido con el tensor métrico y sus dos primeras derivadas, con
cuadridivergencia nula, simétrico y lineal en las segundas derivadas de la
métrica, es el tensor de Einstein G, con el término de constante cosmolégi-
ca incluido [32,33]. Por otra parte, es facil ver que si el término de constante
cosmoldgica es llevado al lado derecho de las ecuaciones de Einstein, éste
puede verse como parte del término de materia escribiéndolo en la forma
de un tensor de energfa-momento de la forma T+ = diag(A,—A, —A,—A); o
sea, puede verse como un fluido ideal con una ecuacién de estado p = —p o
w = —1. Esto es justamente lo que hace del modelo ACDM (A Cold Dark
Matter) una descripcion tan exitosa. Cuando se combinan los sets de datos
observacionales se encuentra que la contribucién del fluido que hace acelerar
al universo posee una ecuacién de estado con w ~ —0,97 £+ 0,06 [31]. Este
fluido por lo tanto parece satisfacer (1.11) y por lo tanto violar la Condicién
Fuerte de Energia. La Figura 1.3 muestra esta situacion. Es interesante notar

aqui que las observaciones conjuntas mostradas en la Figura 1.3 no descar-
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T T R R A A A e h e

Figura 1.3: Se muestran las elipses de probabilidades conjuntas de
los dos parametros w vs €2, al combinar los datos de supernovas del
tipo Ta, CMB y BAO. La superposicién de los datos parece favorecer
modelos con w ~ —1. Reproducida desde [31]

tan modelos tedricos que contemplen fluidos con w < —1. Estos modelos se
conocen como modelos fantasmas [34] y tienen la curiosa propiedad de que
al ser w < —1 la densidad de energia de tal fluido crece con la expansion del
universo en vez de diluirse, prediciendo en un tiempo finito la existencia de
un Big Rip del espacio-tiempo.

Entonces, el panorama actual para la evolucién del universo, como se
infiere de las observaciones, es que luego del periodo inflacionario por el
que brevemente pudo haber transitado siguié una época dominada por la
radiacién (un fluido con w = 1/3), luego una dominacién por parte de la
materia (w = 0) para finalmente aparecer una segunda era de expansién

acelerada por la que actualmente estariamos transcurriendo.

A pesar de este éxito, por otro lado las teorias cudnticas de las interac-
ciones fundamentales prevén la existencia de una energia de vacio asociada
al estado cuantico fundamental de los campos cuya ecuacion de estado coin-
cide con la de la constante cosmolégica. Notablemente, el valor estimado de
esta energia de vacio llega a ser 120 6rdenes de magnitud mayor que el valor

observado, lo que constituye uno de los enigmas que desafia a cosmologos y
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fisicos en general [35,36] y se le ha dado el status de problema de la constante
cosmologica. Otro inconveniente al que frecuentemente se hace referencia en
la literatura y que debe afrontar la constante cosmolégica es el llamado pro-
blema de la coincidencia, el cual tiene que ver con el hecho de que el periodo
de transicién entre la dominacion del universo por parte de la materia y la
dominacién por la constante cosmoldgica es muy corto comparado a otras
escalas temporales cosmoldgicas y parece haber sucedido, en términos de z,
recientemente. Tanto estos “problemas” como ademaés la cuestion de agregar
una nueva constante universal al modelo cosmoldgico estandar y tener que
ir en busqueda de una explicacién a su valor particular, han llevado a la co-
munidad cientifica a explorar otras variantes para explicar la aceleracion del
universo.

Genéricamente, se denomina energia oscura [37] a la entidad con la que
se trata de describir al fluido que contribuye con més del 70 % de la densidad
de energia del universo y hace que la expansion del mismo sea acelerada [38].

En los tltimos 11 anos desde el descubrimiento de la energia oscura por
parte de S. Perlmutter y A. Riess, muchos modelos teéricos han sido desarro-
llados para tratar de describir este fluido con presién negativa [39-41].

Las teorfas de quintaesencia [35,42] proponen un campo ad hoc cuyo po-
tencial es escogido para lograr el efecto de presion negativa que le permita
tomar el papel de energia oscura. Por un lado, el reemplazo de la constante A
por un campo brinda una mayor flexibilidad al modelo y una mayor capaci-
dad de describir los fenémenos, siendo estos modelos los tipicos del grupo de
una energia oscura dindmica; por ejemplo la dinamica de las perturbaciones
del campo puede dejar huellas en la radiacion césmica de fondo que permitan
diferenciar los modelos de quintaesencia de una mera constante cosmologi-
ca, o nueva fisica puede surgir de la incorporacién de quintaesencia a las
teorias unificadas de las interacciones fundamentales. Pero por otro lado, la
quintaesencia requiere el ajuste de condiciones iniciales muy criticas para dar
cuenta de los valores actuales de energia oscura. Se ha tratado de eludir estas
dificultades proponiendo términos cinéticos no lineales en el lagrangiano de
quintaesencia [43].

Recientemente se ha propuesto un lagrangiano tipo Born-Infeld para la
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quintaesencia [44], que produce una ecuacién de estado semejante a la de
los modelos de gas de Chaplygin generalizado [45]. La comparacién de este
modelo con datos tomados de supernovas la y de fluctuaciones de la radiacion
cosmica de fondo deja abierto un cierto rango de parametros en la ecuacion
de estado del gas compatible con las observaciones.

Lagrangianos tipo Born-Infeld han sido utilizados también en el contexto
de teoria de "branas” (donde nuestro universo serfa el borde cuadridimensio-
nal de un espacio-tiempo de 5 dimensiones). Algunos autores sostienen que un
tnico campo escalar de este tipo podria cumplir el doble papel de ”inflatén”
en el universo primitivo y de energia oscura en el universo actual [46].

Una linea de trabajo diferente busca explicar la expansién acelerada sin
recurrir a un nuevo tipo de campo o fluido. En su lugar propone distin-
tas modificaciones de las ecuaciones de Einstein en un escenario de mate-
ria y radiacién ordinarias [47-49]. Algunas de estas variantes se desarrollan
apelado a més dimensiones espaciales [50,51]. En general existe una amplia
gama de posibles lagrangianos cuadraticos en la curvatura para generalizar el
lagrangiano de Einstein-Hilbert. Algunos de ellos, los lagrangianos de Love-
lock [52,53], conducen a ecuaciones pseudo-lineales en las derivadas segundas
de la métrica.

Otros mas generales, han pasado a constituir las llamadas teorias f(R)
de la gravedad en donde los lagrangianos los constituyen funciones genéricas
del escalar de curvatura R [54-58]. Algunas de las teorfas f(R) propuestas
en los tltimos anos parecen dar una explicacion alternativa al problema de
la energia oscura y la aceleracién del universo (ver por ejemplo [59-63]). Sin
embargo, existe una controversia sobre cudles de las propuestas satisfacen
cotas existentes en el régimen de campos gravitatorios débiles [64,65] o su-
peran criterios de estabilidades gravitatorias [66]. Algunas revisiones del tema
pueden consultarse en [67-69).

En resumen, si bien el modelo ACDM goza de un gran éxito gracias a la
precision increible con que las observaciones mas recientes se han llevado a
cabo, nada se sabe sobre la naturaleza del 96 % del contenido del universo,
en particular del ~ 70 % que conforma la energia oscura. Se estima que las

distintas alternativas para explicar la energia oscura podrian ser contrastadas
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con mayor precision con los resultados que en pocos anos entregaran satélites
como el Supernova Acceleration Probe (SNAP) [70].

1.2. Propodsito y desarrollo de la Tesis

En esta Tesis se propone investigar algunas alternativas sugeridas en la
literatura para explicar la expansion acelerada del universo y la naturaleza
de la energia oscura y realizar una contribucién a las mismas.

Puesto que la evidencia que dio origen a este enigma en la cosmologia
actual ha sido el analisis de las distancias luminosas a supernovas del tipo
Ia, y ademas por tratarse éstas de las pericias mas contundentes, el trabajo
presente busca encarar y contestar el asunto desde dos perspectivas comple-
mentarias: 1) ;Son las distancias luminosas afectadas por el hecho de que
la electrodindmica que rige la propagacion de la luz podria ser incorrecta a
escala cosmoldgica? 2) ;Son las distancias luminosas afectadas si la gravedad
que describe la geometria por la que los rayos de luz se propagan fuera modi-
ficada a escalas cosmoldgicas?

El presente trabajo entonces esta divivido en dos partes. Por un lado se
plantea y analiza una posible alternativa para la interpretacion de las medi-
ciones del flujo luminoso proveniente de supernovas del tipo Ia, puesto que
son las observaciones que dieron origen a partir de 1998 al problema de la
energia oscura. Estas mediciones son utilizadas cotidianamente para el célcu-
lo de las distancias cosmoldgicas en donde intervienen diversos parametros
cosmoldgicos y ademas la suposicion de que la propagacion de la luz esta per-
fectamente descripta por la teoria lineal de Maxwell del electromagnetismo.

Decidimos entonces estudiar algiin posible efecto de teorias de electrodina-
mica no-lineales sobre las relaciones usualmente utilizadas en cosmologia.
Para ello tomamos el caso de lagrangianos tipo Born-Infeld [71], los cuales han
surgido con motivaciones tales como evitar la divergencia en la autoenergia
de una particula cargada puntual; ademas algunos modelos recientes que
intentan explicar la expansién acelerada del universo estan basados en estas
teorfas [72-74] o también lagrangianos tipo Born-Infeld han sido utilizados

en el contexto de teorias de branas como se menciond mas arriba. En la teoria
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de Born-Infeld se introduce una nueva constante fundamental b con unidades
de campo. Cuando b — oo se recupera la teoria de Maxwell.

Conociendo cuales son las ecuaciones dinamicas para la teoria de Born-
Infeld, en el capitulo 2 analizamos los efectos de la electrodinamica no lineal
en presencia de campos externos para el caso de la propagacién de una onda
electromagnética de Born-Infeld. Algunos formalismos al respecto han sido
desarrollados por Plebanski, Novello y otros autores [75-77] quienes, estu-
diando las superficies caracteristicas de las ecuaciones de onda no lineales,
mostraron que en presencia de un campo de fondo la propagacion se realiza
por el interior del cono de luz. En dicho capitulo se exhiben soluciones exactas
de la teoria de Born-Infeld para ondas electromagnéticas planas propagandose
en presencia de campos magnéticos y eléctricos estaticos de fondo.

Siguiendo esta idea, en el capitulo 3 estudiamos cémo es la propagaciéon de
una onda de Born-Infeld en una métrica FLRW con un campo magnético de
fondo de origen cosmolégico. Calculamos las modificaciones a las ecuaciones
correspondientes del flujo luminoso y la distancia luminosa a una fuente pun-
tual, tal como una supernova la, ecuaciones que cotidianamente se utilizan
en la cosmologia y cuyas correcciones podrian decirnos que estamos malin-
terpretando los datos observacionales. Con este estudio damos por concluida
la primera etapa de la Tesis.

En el capitulo 4 se presenta la segunda parte de esta Tesis que consiste
en estudiar otro tipo de modificaciones a las teorias cldsicas de campos y sus
aplicaciones a la cosmologia; modificaciones a las ecuaciones de Einstein que
apelen a lagrangianos més generales (teorfas f(R) de la gravedad u otras).
Mientras que con la teoria de Born-Infeld buscamos una correccién a cortas
distancias de la teorfa de Maxwell, las teorfas f(R) ofrecen modificaciones a
largas distancias de la teoria de Einstein de la Relatividad General.

La idea de buscar teorias alternativas para describir la gravitacion no es
nueva. Una de las primeras personas en preguntarse si la teoria de Einstein
era la unica capaz de describir a la gravedad fue Sir Arthur S. Eddington [78].
Otro ejemplo es el de Robert Dicke junto a Carls Brans, quienes desarrolla-
ron una teoria alternativa que lleva sus nombres [79]. Quizéds sea prematuro

decir que la Relatividad General deba ser modificada para dar cuenta de
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los problemas presentados en la seccién anterior, pero a pesar de que muchas
veces se tenga que pagar el precio de aumentar la complejidad de los modelos,
analizar modificaciones a la teoria existente o buscar teorias alternativas trae
la ventaja de indagarse sobre si la Relatividad General es o no la tnica teoria
que puede describir los fenémenos gravitacionales.

Siguiendo este espiritu de investigacion, se hall una solucién cosmoldgica
en el marco del equivalente Teleparalelo de la Relatividad General [80, 84]
en lugar de hallar variantes en el ambito de las f(R). Mientras que las
teorfas f(R) presentan en general ecuaciones de cuarto orden para la métrica,
una teoria de gravedad modificada basada en términos de la geometria de
Weitzenbock [85] presenta, al igual que Relatividad General, ecuaciones de
movimiento de segundo orden. En estas teorias serd la torsién, una propiedad
geométrica del espacio-tiempo, la que conduzca la aceleracion del universo en
lugar de una energia oscura. Se contrastd, con datos observacionales prove-
nientes de tres lineas de investigacién independientes, la solucién hallada en
el marco de estas nuevas teorias de gravedad modificada para poner cotas al
unico parametro adicional que posee ésta frente al modelo ACDM.

Por 1ultimo, en el capitulo 5 se resumen las conclusiones de esta Tesis.

A modo de sintesis entonces, digamos que si bien se conocen muchas posi-
bles soluciones al problema de la energia oscura y la aceleracién del universo,
poco desarrollo ha sido llevado a cabo en el andlisis de efectos no lineales
que podrian estar presentes en la propagacién de ondas electromagnéticas;
y como se menciond anteriormente, la distancia luminosa a una fuente es
cotidianamente utilizada en cosmologia y es ademas la manera mas directa
y consistente con que se determina la historia reciente de la expansién del
universo.

Por otra parte, la gran mayoria de las teorias de gravedad modificada que
se han estado elaborando a la fecha (teorfas f(R)), son modificaciones de la
Relatividad General que conducen en general a ecuaciones de movimiento de
cuarto orden para la métrica y muy pocos de estos modelos han superado
requisitos minimos de estabilidad y que reproduzcan resultados conocidos en
el régimen de campo débil.

Por lo tanto, el trabajo de esta Tesis provee un analisis de modelos elec-
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trodinamicos no lineales mediante lagrangianos de Born-Infeld aplicados a la
propagaciéon de un rayo de luz en un contexto cosmolédgico; y un estudio de
teorias de gravedad modificada para explicar la aceleracion del universo pero
en el contexto del equivalente Teleparalelo de la Relatividad General cuyas
ecuaciones de movimiento son siempre de segundo orden lo que las convierte

en teorfas mucho mas sencillas de analizar que las mencionadas teorfas f(R).
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Capitulo 2

Efectos anisétropos en la

propagacion de la luz

En este capitulo se calculan soluciones exactas de la teoria de Born-Infeld
para ondas electromagnéticas planas propagandose en presencia de campos
estaticos de fondo.

El caracter no-lineal de las ecuaciones de Born-Infeld genera una interac-
cién entre la onda que se propaga y el campo de fondo que cambia la ve-
locidad de propagacion y ademas adiciona una componente longitudinal a la
onda. Como consecuencia de ello, en la presencia de un fondo de naturaleza
magnética, la direccién del rayo difiere de la direccién en la que la onda se
propaga; un comportamiento que se asemeja al de una onda propagandose

en un medio anisétropo.

2.1. Introducciéon

En 1934 Born e Infeld [71,86] propusieron una teoria electrodindmica
no-lineal con la idea de obtener un valor finito para la auto-energia de una
carga eléctrica puntual. El lagrangiano de Born-Infeld conduce a ecuaciones
de campo cuya solucién estatica y esféricamente simétrica provee un valor
finito b para el campo electrostatico en el origen. La constante b aparece en

el lagrangiano de Born-Infeld como una nueva constante universal que pone
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una cota maxima al valor del campo.

Siguiendo las ideas de Einstein, Born e Infeld consideraron al tensor métri-
co g, v al tensor de campo electromagnético F,, = d,A4, — 0, A, (A" el
potencial electromagnético) como las partes simétrica y antisimétrica de un
tnico campo b g, + Fj,,. Con estas ideas presentes, ellos postularon la den-

sidad Lagrangiana,

L= —ﬁ {\/y det(b g + Fyu)| — 1/~ det (b gw)] (2.1)

donde el segundo término se elige de tal manera que el lagrangiano de Born-
Infeld tienda al correspondiente de Maxwell cuando b — oo. En particular,

L se anula en ausencia de campos electromagnéticos.

En cuatro dimensiones, este lagrangiano es:

b? 25 P2
LZV_gﬂ(l_ 1+b—2—b—4) (22)

donde S y P son los invariantes de campo escalar y pseudoescalar respecti-

vamente definidos como:

1

S = 1 Y e (2.3)
1 * %

P= 1 E,F (2.4)

donde en la ultima ecuacién el tensor dual esta definido como *Fj; = %sijle kt
con €;;; la densidad tensorial de Levi-Civita. Para el caso del espacio-tiempo
de Minkowski se tiene que 2S5 = |B|> — |[E[*> y P = E - B, siendo B y E los
campos magnético y eléctrico totales respectivamente. La electrodinamica no-
lineal presenta un rasgo tipico que es la presencia de birrefringencia, o sea, que
las ecuaciones para el cuadrivector de onda k, no poseen solucién univoca.
Sin embargo, la teoria de Born-Infeld es la tinica teoria no-lineal de campos de
spin 1 que contempla propagacién causal y ausencia de birefringencia [87,88].

Es un hecho bien conocido que en el caso de la electrodindmica no-lineal
la presencia de campos de fondo modifica la velocidad de propagacion de las

ondas electromagnéticas que alli viajen. Esto ya ha sido estudiado en varios
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2.2 Solucién de ondas planas de Born-Infeld

trabajos [75—77,88-90] considerando la propagacién de discontinuidades. El
resultado es que la velocidad de fase es menor que la velocidad de la luz c.
Ademas, los autores mencionados hallaron que la direccién del cuadrivector
de onda puede describirse a través de geodésicas nulas de una geometria
efectiva que depende del campo de fondo [76]. Cuando no hay campo de
fondo presente, la solucién de onda plana es la misma tanto para la teoria de
Maxwell como para la de Born-Infeld, hecho que ya habia sido mencionado
por Schrédinger [91].

En la siguiente secciéon se obtienen las soluciones exactas para ondas
planas de Born-Infeld propagédndose en presencia de un campo de fondo.
Se encontré también un rasgo desconocido hasta el momento que consiste
en que la presencia de un fondo magnético modifica la direccién del rayo
(direccién en que viaja la energia), la cual no coincide con la direccién de
propagacién [92]. Esto es lo que da origen al titulo de este capitulo puesto

que es lo que sucederia en un medio anisétropo.

2.2. Solucién de ondas planas de Born-Infeld

En esta seccién se hard uso de un lenguaje geométrico, en donde fre-
cuentemente apareceran formas diferenciales (o simplemente formas) con el
fin de aprovechar algunas de sus propiedades y ventajas en algunos célculos.

Ver por ejemplo [93] para un estudio en detalle sobre este formalismo.

Se denominan p-formas a los tensores covariantes completamente anti-
simétricos que tienen p indices, con p < n donde n es la dimensién del
espacio. Asi, los escalares son 0-formas, cualquier vector covariante V,, es una

1-forma, los tensores antisimétricos del tipo F},, son 2-formas, etc.

El producto wedge A es el producto tensorial antisimetrizado entre p-
formas. Dada una p-forma A y una g-forma B, podemos construirnos una
(p+q)-forma a través de la definicion del producto wedge, cuyas componentes

se escriben como:

(p+q)!
(AN B) :%

H1.--Hp+q

B (2.5)

[B1pip Plipr1.-piptl
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Cap.2 Efectos anisotropos en la propagacién de la luz

donde los corchetes indican antisimetrizacion de dichos indices. De esta for-
ma, por ejemplo, las componentes del producto wedge de dos 1-formas valen:
(AAB)u,, = A,B, — A, B,. Este producto ademas tiene la propiedad de que
se satisface que: AN B = (—1)" B A A.

La derivada exterior d, nos permite derivar una p-forma para obtener una
(p+1)-forma. Esta derivada esté definida como la derivada parcial totalmente
antisimetrizada y apropiadamente normalizada. Es decir, para una p-forma

A, se escribe:
_104;,

~pl Ozk

o escribiendo sus componentes,

dA dz® Adz' A ... A daP (2.6)

(dA)ul---up+1 = (p + 1) a[ulAm---#pH] (2'7)

Por ejemplo, para la 1-forma con componentes V,, su derivada exterior
consiste en realizar la operacién (dV),, = 9,V, — 9, V.

La razén por la cual la derivada exterior merece una especial atencién
es porque sus componentes transforman como las de un tensor inclusive en
espacio-tiempos curvados, sin importar cual es la métrica o el sistema de
coordenadas.

Otras propiedades importantes de la derivada exterior que usaremos son
el hecho que d(dA) = 0 para cualquier p-forma A y que dw A dw = 0 para
cualquier 1-forma w. La nilpotencia del operador d es consecuencia de la mis-
ma definicién de la derivada exterior y del hecho que las derivadas parciales
conmutan (0,03 = 030,).

La electrodinamica provee un tipico y elegante ejemplo del uso de formas
diferenciales. Como es conocido, las ecuaciones de Maxwell (sin fuentes) del
electromagnetismo pueden escribirse a partir del tensor de campo electro-

magnético F),, como:

F)\;L,V + Fl/)\,}t + F;w,)\ =0 (28)

(V=g "), =0 (2.9)
donde hemos usado la notacion de que una coma indica derivada parcial.
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2.2 Solucién de ondas planas de Born-Infeld

A partir de la definicién de la derivada exterior, la ecuacién (2.8) puede
expresarse simplemente como dF = 0 siendo F' una 2-forma. Pero esto indica
entonces que ademas existe una 1-forma A (el potencial electromagnético A,,)

tal que I = dA. Por otro lado, la ecuacién (2.9) se escribe como d(*F') = 0.

En las siguientes subsecciones usaremos este lenguaje para analizar el

caso de ondas planas de Born-Infeld en presencia de campos de fondo.

2.2.1. Caso con fondo magnético

El campo F de Born-Infeld satisface las ecuaciones,

Fyw+Foy+Fux=0 (2.10)

(V—gF"), =0 (2.11)
donde F,, representa las componentes de la 2-forma F definida como:

o F—L*F

(2.12)

25 _ P2
1+ % — 47

La ecuacién (2.10) es una identidad que proviene de la definicién de F),,,
mientras que la ecuacién (2.11) es la ecuacién de Euler-Lagrange que resulta

de variar el lagrangiano (2.2).

Nuevamente, aqui podemos usar el hecho que F' = dA, y las ecuaciones

(2.10) y (2.11) pueden reescribirse como:

dF = 0 (2.13)
d*F = 0 (2.14)

En este capitulo se buscan hallar y mostrar soluciones de ondas planas en
una geometria plana de Minkowski, por lo que el intervalo aqui lo escribimos
como:

ds® = dt* — da* — dy* — d2* (2.15)
En presencia de un campo magnético uniforme de fondo, se propone la
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Cap.2 Efectos anisotropos en la propagacién de la luz

solucién [92]:

F = E)diNdx + BpdrNdz — Bg dyNdz —
— BpdexNdy + v E(§) dt Ndz (2.16)

donde:
£ =z—0t (2.17)
es la fase de la onda y es la tnica variable en la solucién; mientras que

Bg, Bg, By, son las componentes del campo magnético uniforme de fondo
B=Bgit+ Bgy+ Bz

La ecuacién (2.16) significa en notacién de indices F,, = —E(§) + B,
F,. = =B E(§), etc. Por lo tanto, el campo eléctrico total es E = —E(§)Z +
v E(€)z, y el campo magnético total es B = —F(§)y + B.

Observemos que [ < 1 en la ecuacién (2.17) tiene en cuenta el hecho
de que las ondas podrian propagarse dentro del cono de luz. La solucion
propuesta (2.16) cumple con la ecuacién (2.13) para cualquier funcién E(§)
(ya que por la propiedad mencionada mas arriba d§ A d§ = 0, etc.). En la
Figura 2.1 se muestra la orientacién de los campos de la onda como también

el del campo de fondo.

Los invariantes S y P para esta solucién ahora se escriben,
25 = (1 —+*-=p5%) E()?+B*—-2E(¢)Bp (2.18)

P = (=BBg + vBL) E(§). (2.19)

donde B? = B2 + B% + B%. Para satisfacer la ecuacién (2.14), es conveniente
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2.2 Solucién de ondas planas de Born-Infeld

»Y E(&)
y
A
EE) S
v Bg B
E
B(£)=E(®) |—/ -z
B

L

Figura 2.1: Esquema represntando la orientacién de los campos de la
onda y del fondo magnético uniforme.

analizar el numerador en *F. De acuerdo a (2.12) éste se escribe como:

(F_b_QF): F+ﬁF

= E(€)d(t — fdz) Ndy — Bgdt Ady — Bgdt A dx

—Brdt Ndz —yE(§)dx Ady + b (—3Bg + vBp)
E(&)(E(&)dé ANdx + Bpdr ANdz — Bpdy A dz —

Brdx Ady + v E(€)dt A dz) (2.20)

Si ahora se reemplaza dz por d§ + (3 dt, el resultado anterior puede reescribirse

-5

= (=B — b ?8Bg(—fBg + vBL) E(§)) dt Adx
+((1=B*)E() — Bg — b*BBp(8Bp — yBL)E(£))

dt Ndy+ (—vE(€) + b BL (BBg — vBr) E(€))

de Ndy + dEA ... (2.21)

como,

Por la propiedad de la derivada exterior ya mencionada, esto es que d(d¢ A
....) = 0, y debido a que £ es la unica variable en el campo F', entonces el

cumplimiento de (2.14) depende exclusivamente del comportamiento de los
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Cap.2 Efectos anisotropos en la propagacién de la luz

tres primeros términos en el resultado que se muestra en la ecuacién (2.21).
Pero teniendo en cuenta que la diferenciacién de estos términos con respecto
a & arrojaran tres componentes independientes, entonces la ecuacién (2.14)
solo puede satisfacerse si las componentes tz, ty y xy de *F son constantes. El
hecho de que la componente zy en la ecuacién (2.21) sea lineal y homogénea
en F(£), pero que esto no suceda con el denominador de (2.12), hace que
para que se satisfaga que *F,, = constante, debera tenerse que E(§) =0 o

también que [92],

1= —Eop (222)

Si ahora este valor de 7 se reemplaza en las componentes *F, v *Fy,, éstas

seran constantes para [ igual a [92]:

(2.23)

De esta manera, los valores de las componentes examinadas resultan ser
independientes de la funcién F(§),

B B
Fro = e, *Fyy = — e, *Fipy =0 (2.24)

1+ 5 1+ &

y la ecuacién (2.14) se satisface como era necesario.

Los valores obtenidos para v y [ implican que,

25 P2 B2  ByFE
\/1+b—§—b—4:\/1+ﬁ—3—<5> (2.25)
02\ /1+ 2

Por otra parte, el valor § < 1 en (2.23) es la velocidad de propagacién
de una onda electromagnética de Born-Infeld en presencia de un campo
magnético uniforme de fondo. Aqui es importante tener en cuenta que la
constante 7 # 0 en (2.22) implica la existencia de una componente eléctrica
longitudinal no nula de la onda debida a su interaccion con el campo de fon-

do [92]. Por supuesto, estas diferencias con el caso de Maxwell desaparecen
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2.2 Solucién de ondas planas de Born-Infeld

en el limite donde b — oo.

Se considera ahora el flujo de energia para una onda de Born-Infeld en
presencia de un campo de fondo. El tensor energia-momento en la teoria de
Born-Infeld es,

2 oL

T = — 2.26
V_géguu ( )
1 , ., 25 P2
:_E F“p]:p—l—b2g“ <1— 1+b—2—ﬁ>:|

En particular, las componentes del flujo de energia son relativamente senci-

llas. Por ejemplo,

1 1
th - Ft sz - Ft . fzz Ft fzy
47 P 47 ( + Y )
FxF:rz F,F P
= fiefes T iy (2.27)

25 P2
1+% — %

Cabe entonces definir el vector de Poynting de la electrodinamica de Born-

Infeld como: . BB
S= 1 . (2.28)
2
N

Las componentes del flujo de energia asociadas con la solucién hallada resul-

tan ser [92]:
T
s, _ L OE©BL+1B©Bs 230
T
s _ 1 BBEQEQ -~ Ba) 231

4 25 _ P2
1+ 952 — 47

Como es usual cuando F(§) es una funcién periédica, se consideran sélo
los promedios temporales del flujo de energia. A diferencia de lo que sucede en

la teoria de Maxwell, los rasgos no-lineales de la teoria de Born-Infeld haran
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Cap.2 Efectos anisotropos en la propagacién de la luz

aparecer ahora componentes transversales no nulas del vector de Poynting
< 8 >. Esta caracteristica puede verse sencillamente por ejemplo en < S, >.
Aqui, S, es el flujo de energia a lo largo de la direcciéon de polarizaciéon de
la onda debido a la existencia peculiar de un campo eléctrico longitudinal,
el cual como ya ha sido mencionado, es una consecuencia de la interaccion

entre la onda y el campo de fondo.

Para una onda monocromédtica escrita como E(£) = Ej cos(f7'wf), el

promedio del flujo de energia al orden més bajo en b2 es

E?B; B
<S8, >= W + O™ (2.32)
E? B; Bp _
E? AB?% 4+ 2B% + B?
<S.>= S0y L BT EUETOLL L oty (234
1¥is 2 b2

Bajo esta aproximacién, la parte transversal de < 8§ > resulta ser paralela
a la componente transversal del campo magnético de fondo. El angulo « entre

< 8 > y la direccién de propagacién se encuentra que vale [92]:

B/ B% + B?
tana = —= ber B+ o™ (2.35)

De la misma manera, calculando la densidad de energfa resulta ser [92]:

W_IW+6W2_EO_1+§_E>

- 2 4
4 1—1—21)—25—1;—; dn b b

B b? 1+ b72|B|?
 4r

—1 (2.36)
3o F

Y entonces, la densidad de energia promediada para la solucién estudiada
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2.2 Solucién de ondas planas de Born-Infeld

aqui se escribird como:

E? 3BL+DB%+DB?] B? B?
00 __ 0|1 B E L = E
<=t 202 } 87r[ 4b2]
+0O(b™%) (2.37)

la cual es menor que aquella esperada para la densidad de energia del caso
Maxwelliano. Observemos ademés que, al orden b2, el médulo de la velocidad

' no difiere de la velocidad de fase

con que viaja la energfa < & >< 7% >_

3.

2.2.2. Caso con fondo eléctrico

Se analiza en esta subseccion, el caso en donde el campo de fondo presente
es un campo eléctrico & = Ez + Epy + Erz. Realizando el mismo proced-

imiento que en la seccién anterior, la solucién de (2.13) y (2.14) es [92]:

F = E(6)déNdx + Epdt Adx + Egdt Ady

+Epdt Ndz + yE(E) dt ANdz (2.38)
donde ahora
/ E% + E? EF
B=1/1-— B_';_E7 v = L7 (2.39)
b p24/1 — E%+F2,

b2

Entonces se tiene que,

25 P& (1 b 5)) (2.40)
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y ahora las componentes constantes de *F son,

(2.41)

donde £ = FE% + E? + E%. Las componentes del vector de Poynting 8 para

este caso se escriben como:

1 (Ep ++E(€))E(E)

Sx = ) S, = 07
S y
T 1r8-F

Encontramos aqui un hecho remarcable. Puesto que el factor E, +~vyE(§)
en el numerador de S, es proporcional a la raiz cuadrada del denominador,
estos factores se cancelan y S, resulta ser lineal y homogéneo en E(§). Por lo
tanto hay una diferencia fundamental entre el caso en el que una onda elec-
tromagnética de Born-Infeld se propaga en un fondo magnético o eléctrico:
en el segundo caso, la direccién del promedio temporal del flujo de energia
coincide con la direccién de propagacién mientras que como se mostro en
la seccion anterior este hecho no sucede en el caso magnético. Basta obser-
var que en el caso en consideracion en esta subseccion, los flujos de energia

promediados resultan ser,

<8, >=0
<S5, >=0
E? 2F% + E?
<S8, >= 8—7‘; (1 %) +0(b™) (2.43)

donde Ej es la amplitud de la onda.

Por completitud, las velocidades de propagacién halladas aqui (ecuaciones
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2.2 Solucién de ondas planas de Born-Infeld

(2.23) y (2.39)) pueden ser comparadas con los resultados obtenidos por
otros autores en [75] y en [76]. En esos trabajos se analiza la propagacién de
discontinuidades en presencia de campos de fondo para una teoria no-lineal
general. Bajo este estudio los autores muestran que la ecuacion que gobierna
al cuadrivector de onda puede entenderse como si los rayos se propagaran
a lo largo de geodésicas nulas de una métrica efectiva. Para el caso de la

electrodinamica de Born-Infeld, la métrica efectiva g, es [76]:

1
G = (0 + 5 Fpa 7)) g + FinF™ (2.44)

siendo g, la métrica ordinaria, y £}, es el campo electromagnético de fondo
donde los rayos de luz se propagan. Para un rayo propagandose a lo largo de

la direccién z tendremos entonces,

p _
ds? = Goodt® + G..dz* =0 = d—'; =4 /—? (2.45)

Cuando la métrica efectiva (2.44) se evaliia para el caso de un campo magnético

de fondo, resulta:

1 -1

= G, = ———— 2.46
900 = 4 e P = g2 (2.46)
Mientras que para el caso de un campo eléctrico de fondo se tiene:
Goo = G.. = | (2.47)
SR Ry |

Por lo tanto, las velocidades de propagacién coinciden con las que se mostraron
en (2.23) y en (2.39).
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Capitulo 3

Modificacion de la distancia

luminosa a una fuente

En este capitulo se analiza la propagacién de ondas electromagnéticas de
Born-Infeld interactuando con un campo magnético estatico de fondo en un
universo en expansion. El cardcter no-lineal de la electrodinamica de Born-
Infeld modifica la relacién entre el flujo de energia y la distancia a una fuente,
la cual tiene una nueva dependencia con el corrimiento al rojo cosmologico
que esta gobernada por el campo de fondo. Se calcula luego la distancia
luminosa como funcién del corrimiento al rojo y se comparan las nuevas
curvas con el caso de Maxwell para fuentes tales como supernovas del tipo

Ia.

3.1. Introducciéon

El descubrimiento de una disminucién inesperada en los flujos de energia
observados provenientes de supernovas del tipo Ia [21], las cuales se creen
constituyen candelas patrones de luminosidad, ha sido interpretada en el
contexto del modelo cosmoldgico estandar como evidencia de que la expansion
del universo estaria atravesando por una fase acelerada dominada por algo
que genéricamente se ha llamado energia oscura.

Esto hecho constituye hoy uno de los més misteriosos y profundos proble-
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Cap.3 Modificacion de la distancia luminosa a una fuente

mas en la cosmologia y en la fisica tedrica. A pesar de que la constante cos-
moldgica A parece ser la explicacion mas simple para este fenomeno, otros
modelos han sido desarrollados en los ultimos anos [94] como ya se men-
cioné en la Introduccion de esta Tesis.

Pero es importante destacar, que la evidencia de que el universo es-
tarfa acelerando radica fundamentalmente en mediciones de flujos de energia
provenientes de supernovas del tipo Ia a diferentes valores de corrimientos al
rojo cosmoldgicos. Estas mediciones proveen la manera mas directa y con-
sistente de determinar la historia reciente de la expansién del universo; no
obstante, la relacion entre el corrimiento al rojo cosmoldgico y el flujo de
energia de una fuente puntual contempla no sélo la evolucién del universo
durante el tiempo de viaje de la luz, sino también algunas suposiciones acerca
de la naturaleza de la luz misma. Uno acepta que la teoria de Maxwell des-
cribe la propagacion de la luz, donde la misma se propaga sin interactuar con
otros campos eléctricos o magnéticos que pudiera encontrarse en su camino
hasta nosotros. Sin embargo, en el contexto de la electrodindmica no-lineal,
la interaccién entre la luz emitida desde fuentes lejanas y campos magnéticos
de fondo de origen cosmolégico modifican la relacion entre el corrimiento al
rojo y el flujo de energia. Si este tipo de efecto estuviera presente y no fuese
correctamente interpretado podria conducir a una conclusion errénea sobre
la expansién del universo. Concretamente, un efecto proveniente de la elec-
trodinamica no-lineal podria explicar, por ejemplo, las curvas de distancia
luminosa de supernovas tipo la sin la necesidad de contemplar la existencia
de la energia oscura.

Este planteo nos condujo a utilizar los resultados que obtuvimos en el
trabajo [92] presentados en el capitulo anterior y extenderlos al caso de una
onda de Born-Infeld propagédndose en un universo en expansion.

Recordemos que Born e Infeld propusieron en 1934 [71,86] una teorfa
electrodindmica no-lineal con la idea de obtener un valor finito para la auto-
energia de una carga eléctrica puntual. En el lagrangiano de dicha teoria
aparece una nueva constante universal b que pone una cota maxima al valor
del campo. Por un lado, dicha teoria posee como limite de campo débil a la

teoria de Maxwell, y por otro lado, las ecuaciones no lineales de la teoria de

36
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Born-Infeld predicen que una onda electromagnética interactiia con un campo
estatico externo afectando su velocidad de propagacién. Es conocido también
que la aproximacién de 1 loop de la electrodindmica cuantica (QED) posee
un limite de campo débil descripto por el lagrangiano no lineal de Euler-
Heisenberg [95]. En la seccién 1.3 del texto de Jackson [96] se hace referencia
al limite de bajas energias de la electrodinamica cuéntica y a su relacién con

teorias electrodinamicas no-lineales para poner una cota a la constante b.

Si bien el valor de la constante b atin permanece desconocido, resultaria
interesante averiguar si la presencia de campos externos, como los campos
magnéticos intergalacticos, podrian incidir sobre el flujo de energia en el
marco de una electrodinamica no lineal y permitir algiin aporte al respecto

por consideraciones cosmologicas.

Cabe mencionar que con motivaciones diferentes a las de esta Tesis, la
teoria de Born-Infeld recientemente ha tenido un resurgimiento en el contexto
de supercuerdas debido a que lagrangianos tipo Born-Infeld emergen en el
limite de bajas energias de algunas teorfas de cuerdas [97]. Este tipo de
lagrangianos también han sido propuestos para describir modelos capaces de
conducir al universo a una etapa acelerada [98]. Otros autores se han valido
de la electrodinamica no lineal para estudiar la propagaciéon de un pulso
electromagnético en un fondo del tipo de CMB [99], y para interpretar el
resultado del experimento de PVLAS [100].

Como se describi6 en el capitulo anterior, en el trabajo [92] mostramos que
cuando una onda electromagnética de Born-Infeld se propaga, por ejemplo a
lo largo de la direccién x, en un campo magnético de fondo B = Bg 2+ Bg y+
By, &, su velocidad de propagacién (3 se modifica segin la ecuacién (2.23) y
ademas aparece en la onda un campo eléctrico longitudinal que depende de
By v Bg, de tal manera que los campos eléctrico y magnético totales pueden

escribirse como:

E = —ﬁ Eonda(é) Z+ Elong(g) ’
B = _Eonda<€) Q + B <31)

donde Eynqq(§) es el campo eléctrico transversal ya conocido de la onda, y
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& =x — [t es su fase. La componente longitudinal del campo eléctrico de la

onda es,

-B- (Eonda (5)2)

Elong = B2 % % BL
i (1+55)" (1+ %)
_ _BEBL Eonda(g) § (3 2)

1
N
b2 (1+%>2<1+§—§)2
(donde por supuesto, Ej,,, se anula cuando b — 00).

Como consecuencia de esta nueva componente longitudinal del campo
eléctrico de la onda, el vector de Poynting S adquiere una componente
transversal a la direccién de propagacion. El vector de Poynting entonces

puede escribirse como:

1 ExB

i I (BE [EP) b (B BP .

Si escribimos la onda como F,,q, = E, cos(x— (5t) entonces los valores prome-
diados para las componentes transversal y longitudinal del vector de Poynting

asociadas con el campo (3.1) son:

E?B; B
<8 >= —Lt7L L onp (3.4)
8 1 b?
E? AB? — 2B2 + B2
Sy, >= —<2[1 - — E___ L U 3.5
R 20 + 007 (35)

El simbolo 1 aqui significa que es la contribucion de las componentes per-

pendiculares a la direccién de propagacion.

Por otra parte la densidad de energia asociada con la onda, promediada

en el tiempo, puede escribirse como se mostro en la ecuacion (2.37) como:

E? 3B%? —2B2% + B?
<p> = —21-==£ E__ L
P 8%[ 212 }+
B[ B ,
— |1l - — O~ 3.6
bo- 1= s | + 007 (356)

38



3.2 Ondas planas en un universo en expansion

A partir de estos resultados se estudiard en la siguiente seccién cémo es
la propagacion de una onda electromagnética plana de Born-Infeld en un
universo en expansién, para luego analizar como se modifica la distancia

luminosa a una fuente puntual tal como por ejemplo, una supernova tipo Ia.

3.2. Ondas planas en un universo en expan-
sion

Para estudiar el flujo de energia de ondas de Born-Infeld que se propagan
en un universo en expansion, consideraremos por simplicidad el caso espacial-
mente plano, isétropo y homogéneo, cuyo intervalo espacio-temporal serd el

de FLRW que aqui lo escribiremos como:
ds®> = a(n)*(dn* — d* — dy* — d2?) (3.7)

El tiempo conforme 7 estd relacionado con el tiempo cosmoldgico ¢ (el tiempo
propio de un fluido comévil) a través de la relacién dt = a(n) dn.
Las leyes de conservacion de energia-momento, 7", = 0, pueden rees-

cribirse como:
[V=gT"] , +T}, /=gT" =0 (3.8)

Para el caso aqui analizado donde la geometria es la dictada por (3.7) se

tiene que ng =agpga'4d,,, vy entonces este balance de energfa resulta ser,
a? [a4T8}0+a2T§‘a—a70aT:0 (3.9)

donde  =1,2,3 y T'="T} es la traza del tensor energia-momento.

Se usard (3.9) para estudiar la propagacion de ondas electromagnéticas en
un campo magnético de fondo; entonces, 7§ en (3.9) incluird tanto al campo
de la onda como el de fondo. En el electromagnetismo de Maxwell la traza T'
es idénticamente nula. Y como consecuencia de ello, si {7} resuelve (3.9)
en el espacio-tiempo de Minkowski (a = constante) entonces {Ty PV =

a(n)~{T¥ M resolverd (3.9) en el caso de FLRW espacialmente plano. Como
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Cap.3 Modificacion de la distancia luminosa a una fuente

el tensor energia-momento de Maxwell es cuadratico en los campos, lo ultimo
dicho significara entonces que los campos de Maxwell escalean con el factor
de escala como a(n)~2. Esta conclusién general es aplicable en particular a

nuestro caso de una onda propagandose en un campo magnético de fondo.

Por el contrario, 7' no es nula en el caso de la electrodindmica de Born-

Infeld. Por lo tanto ahora el escaleo de Ty con el factor a(n)™

no garantiza
que se satisfagan las ecuaciones de conservacion (3.9). Se necesita una correc-
cién adicional que deberd desaparecer en el limite b — co. Para hallar esta
correccién, se buscard la misma hasta el orden més bajo en b~? siguiendo
los lineamientos de la seccién anterior. Se supondra ademas que el campo
magnético de fondo no afecta apreciablemente la homogeneidad e isotropia
del espacio-tiempo al cual suponemos dominado por materia y (presumible-
mente) por energia oscura, debido a que la densidad de energia del campo
de fondo es despreciable comparada con las densidades correspondientes a la
materia y energia oscura (un valor tipico para el campo de fondo cosmoldgico

es del orden de 1077G [101]).

Puesto que se considerard la correccién al orden mas bajo en b2 para
las magnitudes tales como (3.2), (3.4), (3.5) y (3.6), bastara para cualquier
magnitud de este orden o mayor solo considerar el escaleo Maxwelliano de los
campos con el factor a(n)~2. En el caso de la velocidad de propagacién (2.23)
la correccion también puede obtenerse a partir de los resultados trabajados en
[75,76] (ver la seccion 2.2), donde se ha mostrado que la ecuacién que gobierna
el cuadrivector de onda puede entenderse como si los rayos se propagaran a
lo largo de geodésicas nulas de una métrica efectiva g,,. En el caso de la
electrodinamica de Born-Infeld que aqui estamos considerando, la métrica

efectiva g, es:

— v 1 g v v
" = (b* + 3 o PP g" + FEE (3.10)

donde g, es la métrica usual y F,, es el campo electromagnético de fondo

por el cual los rayos se propagan, que en este caso sus componentes seran:
F,, = —-Bg, Iy, =—-DB, F,.=Bp (3.11)
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3.2 Ondas planas en un universo en expansion

Si el rayo se propaga en la direccion x entonces tendremos que:

d —
d5® = Gpydn® + Gupdr® =0 = o [ Im

=4 3.12
dn Gz (312)

Cuando la métrica efectiva (3.10) se evaliia para el campo magnético de fondo
(3.11) resulta que:
_ 1 _ —1
9m = - Jzx = o
(12 + 2852 )t (12 + 283 )t

Y entonces se obtiene que la velocidad de propagacion de la onda en el caso

(3.13)

de un universo en expansién en presencia de un campo magnético de fondo

eS: L
B? 2
dx 1+ a( )Iflbz
Bm) =—= | —5— (3.14)
-\ 1+

Si ahora integramos la trayectoria del rayo (3.12) vemos que ahora la fase

¢ tiene que ser reemplazada con

E = - / " 80r) dif (3.15)

(ver por ejemplo el tratamiento adiabatico para un oscilador cuya frecuencia
varia lentamente en [102, 103]). Observemos que dado que 9(/0x = 1y
0¢/0n = —( como en el caso de Minkowski, entonces las derivadas de T*
en (3.9) conservaran su estructura Minkowskiana. Por otro lado, la traza del

tensor energia-momento de Born-Infeld a orden b= es: [92]

V| 14bS | oSt

N - 2
T 1+2b_25_1;_f 2mb

T + 0™ (3.16)

y escalea como a(n)~8. Consideremos una solucién {T¥ }M para el campo de
Born-Infeld en el espacio-tiempo de Minkowski; i.e., {75 }", 4+ {Tg}" , =0

(para el caso en consideracién, {72} es la densidad de energia (3.6), y
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Cap.3 Modificacion de la distancia luminosa a una fuente

{T§ ™ son las componentes del vector de Poynting (3.4-3.5)). Como ya fue
mencionado més arriba, el escaleo de los campos con a(n) ™2 no es suficiente
para encontrar una solucién para (3.9), ya que el término asociado con la
traza ahora no es nulo. Como la traza ya es de orden b™2, solamente T}
tiene que ser corregido en (3.9). Entonces, probando con {Ty }FEW = (1 —

ca b %) a "t {TYIM y reemplazando en (3.9) se obtiene:

a2 (1—ea b 2)({TM, + {18 ) +

+debaga T {T3MM —aga " {TH =0 (3.17)
Y por lo tanto,
T}M
= bQ{— 3.18
T 19

Como la traza es de orden b2, entonces S, Py p = T9 pueden calcularse
con los campos de Maxwell. El promedio temporal de la traza para una onda

plana propagandose en un campo magnético de fondo es [92]:

B*+2E’B?

<{T} > = S

(3.19)
Entonces ¢ resulta ser:
_ B* + 2E§Bi
- 4(B?+ E?)

lo que permite obtener la densidad de energia y el vector de Poynting de una

(3.20)

onda plana de Born-Infeld en un campo magnético de fondo para el caso de

un universo de FLRW espacialmente plano.

En la siguiente seccion se aplicaran estos resultados para hallar cémo es
el flujo de energia que nos llega de una fuente luminosa distante, y entonces
analizar como cambia la ecuacion que gobierna la distancia luminosa a una

fuente puntual.
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3.3 Distancia luminosa a una fuente puntual

3.3. Distancia luminosa a una fuente puntual

De acuerdo a los resultados de la seccién anterior, las componentes del vec-

tor de Poynting (3.4)-(3.5) deben ser corregidas con el factor (1—ea™*b72) a™*.

Entonces, el flujo de energia en la direcciéon de propagacion es,

€ L2
— 1 — o
<5 > ( () b2> S a(n)

AB? — 2B% + B? »
{1 — D a(n) 02 + O™

Ap E?
= (1- . o™ 3.21
(1= ) sai + 90 2
donde Ap = 2B% — B% + BT% + i;—_ﬁ?; es una cantidad positiva. Como

estamos interesados en analizar rayos de luz emitidos por fuentes puntuales
en el universo, debemos tener presente que cuando un rayo viaja en el medio
intergalactico se ve modificado por campos magnéticos presentes en diferentes
regiones a lo largo de su camino hasta nosotros. En este caso, los valores de B,
Bg, etc. que intervienen en la propagacién deberian ser tomados como valores
representativos del campo intergalactico a lo largo de la trayectoria del rayo
de luz, por lo tanto sera correcto tomar a la cantidad Ag como una magnitud
del mismo orden que el cuadrado del campo intergalactico representativo.
(Notar que para los valores tipicos del campo intergalactico, el iltimo término

de Ap siempre es despreciable comparado a los otros términos).

Para el caso de propagacion radial, el flujo de energia esférico Minkowskiano
puede obtenerse a partir del flujo plano (3.21) simplemente dividiendo este
ultimo por el cuadrado de la distancia radial a la fuente 72 = 22 + y? + 22
Por lo tanto, el flujo de energia radial en el caso de un universo FLRW espa-

cialmente plano podra escribirse como:

Ap Eg —4
v = (1= i) Sraea OO (822)

En el caso de la electrodinamica de Maxwell el campo de fondo no interfiere

con la onda, pero en el caso electrodindmico no-lineal de Born-Infeld estu-
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Cap.3 Modificacion de la distancia luminosa a una fuente

diado aqui la primera correccién en (3.22) muestra que existe un acoplamiento

entre la onda y el campo magnético de fondo.

La luminosidad de un objeto resulta de integrar el flujo en el instante del
tiempo de emision 7.; esta integraciéon normaliza la amplitud F, con respecto

al valor de la luminosidad L. Usando la ecuacién (3.22) se obtiene,

L % (1 AB) (3.23)

2 A2
2a? atb

Ahora, combinando las ecuaciones (3.22) y (3.23) el flujo de energia puede

reescribirse como:
L a? Ap a(n)?
~ ——°¢ |1 —1 .24
5= et | e (o (3:24)

Por otra parte, la distancia luminosa dj, esta definida como (ver por ejem-
plo [1])

L

d;? =
L 47F,

(3.25)

donde F, es el flujo medido en el instante 7, en la posicién del observador r,

(suponemos la fuente ubicada en r = 0). Por lo tanto,

2 4
dp = “a—r {1 - 2?;)2 (% - 1)] + O™ (3.26)

Para relacionar la distancia luminosa con el corrimiento al rojo cosmolégi-
co, consideremos qué sucede con un rayo de luz para el cual dr = (3(n) dn.
Entonces, si se emite un rayo en el instante 7. desde una fuente localizada en
r = 0, y llega en el instante 7, a la posiciéon r, del observador, la cresta de
una onda emitida al tiempo 7.+ 97, arribara al observador al tiempo 71, +07,,

de tal manera que

Mo No+6Mo
[ san= [ sy (3.27)
MNe 7]e+67]e
o lo que es lo mismo:
Ne+07e No+0M0
[ sa= [ B (3.28)
MNe Mo
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3.3 Distancia luminosa a una fuente puntual

Entonces vemos que 3, 1. = 3, 01,, i.e. Bea; ' ot. = B,a, " dt,. Por lo tanto,

el corrimiento al rojo z cumplira que:

1+Z:E—%
v, Ot
a B? a?
= 2|1 e b4 2
ae[ +2a§bz< a‘é” + 00 (3.29)

Invirtiendo esta tltima ecuacion se obtiene:

Lon (142) 1+[(1+z)4—1] it (3.30)
e 2aib?

Este cociente entre factores de escala es uno de los componentes en la distan-
cia luminosa (3.26). El otro es la distancia propia a,r,. Esta distancia depende
de como es la evolucién del universo. En efecto, siguiendo el movimiento de

un rayo, la distancia propia resulta ser:

Mo 0 /
ors= [ auBlo)dn = [ jgf)(z d' (3.31)
Ne z dt

donde 2’ es el corrimiento al rojo de una onda emitida en el instante ¢t < t,,.

Aqui uno puede reemplazar dz’/dt en términos del pardmetro de Hubble H =

% = % log (%)) realizando la derivada del logaritmo de (3.30). Entonces,

(3.32)

2
{1+ (1+2)" QBL] dz

atb? | dt

Y por lo tanto, la distancia propia puede escribirse como:

7 a 4 2B? B(2')dZ

oo [t [ 0 ) 2| S

-~ i (0% N4 3BJ2_ dZI

~ | 5 [”(”2) 2a§b2} 5 ) H)

[ , B? | d?

_/0 [1—1—(4(1—}—2)4—1) 2a§b2] () (3.33)

Las ecuaciones de Einstein nos dicen que el parametro de Hubble para un
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Cap.3 Modificacion de la distancia luminosa a una fuente

universo espacialmente plano dominado por materia y constante cosmologica
es [1]:

H(z2)? = H? {Qm (%)3 + QA} (3.34)

Donde €2, v 25 son las contribuciones de la materia y la constante cos-
molégica a la densidad total del universo (o sea, se estd considerando aqui que
Q,, + Q= 1). Usando (3.30) se obtiene entonces que:
3B?

~ (1 + 2)° {1 + [(1+2)* —1] W} + Qa (3.35)

H(z)”
H3

Y por lo tanto la distancia propia (3.33) multiplicada por el valor del

parametro de Hubble hoy, resulta ser:

142z 1
H,a,7, ~ / dZ | ——
1 VA + 9,23

3B2 [ 4zt -1 73 (7 — 1)
2030 \ 3V Qs + 0 2% 2(Qy + O, 23)7

+

(3.36)

Ahora, reemplazando esta tultima integral en la ecuacién (3.26) y com-

binando este resultado con la ecuacién (3.30), se arriba a la distancia lumi-

nosa [104]:
BBi
Ho dL = (1 + Z)fL(Z) + 20412 (1 + Z)gL(Z) +
B? — A
+ (W) (142) [(1+2)"—1] fr(2) (3.37)
donde:
474 —1 0,23 (Z4 - 1)

4z (3.38)

gr(z) = /11+Z

3V + Q23 9 (Qn + 2, 23)7
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3.3 Distancia luminosa a una fuente puntual

1+= 1
fu(z) = /1 Wdz (3.39)

En la ecuacién (3.37) los dltimos dos términos conteniendo las funciones
fr v gr caracterizan la correccion a la distancia luminosa proveniente del
campo magnético de fondo al orden aqui considerado (la aproximacién vale

cuando (1 + 2)* ﬁ—; < 1; ver por ejemplo la ecuacién (3.30)). El factor que

aparece multiplicando al tercer término, %, es negativo. Las funciones
fo(2) vy gr(z) dependen de Q,, y Q5. Para analizar estos términos extra en la
distancia luminosa, consideremos por simplicidad el caso donde las tres com-
ponentes del campo magnético de fondo son iguales al valor representativo.

Llamando a estas componentes By reemplazando esto en la ecuacién (3.37)

se obtiene:
B2
Hydy = (1+2)f1(2) + 575 F(2) (3.40)
donde,
F(2)=6(1+ 2)ga(z) — 5 (14 2) [(14+2)* 1] fu(2) (3.41)

La Figura 3.1 muestra el comportamiento de F(z) para tres modelos
diferentes. Si €2, = 0 entonces F'(2) tiene un méximo en z = 0,35 y se vuelve
negativa cuando z > z,. = 0,54. Por otra parte, si Q,, = 0,3, F(z) tiene un
maximo en z = 0,26 y se vuelve negativa cuando z > z, = 0,43; y si ,,, = 1,
entonces F(z) tiene un maximo en z = 0,21 y se vuelve negativa cuando
z > z. = 0,35. Puede observarse entonces que cuanto menor es el valor de

Q,, mas alto es el valor de z,.

La Figura 3.2 muestra la distancia luminosa multiplicada por el parametro
de Hubble (3.37) para los tres casos considerados de la Figura 3.1 (aqui se

eligié que % = 5x1073). Cuando z < 1 los términos dominantes en (3.40)

2
son Hydp ~ z(1+ %) Por lo que la pendiente a corrimientos al rojo chicos

gana una contribucion proveniente del campo de fondo.

En la Figura 3.3 se compara el comportamiento de la cosmologia estandar
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F(2)

-10h ‘
0 01 02 03 0.4

Redshift z

Figura 3.1: Correccién a la distancia luminosa F'(z) para tres conjun-
tos diferentes de valores de (€2,,,,24). Si z > z, la correccién se vuelve
negativa (z, son los ceros de la funcién F'(z)). Reproducida desde [104].

0.8 e Q=1 T
m

0.7r-

0.6

0.5r-

0.3r

01r

\ \ \ \ \ \
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
Redshift z

Figura 3.2: Distancia luminosa por el pardmetro de Hubble actual
2 -
para los tres conjuntos de valores de (€,,,Q4) (5252 = 5 x 1073).

2alb?
Reproducida desde [104].
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0451

04r b

035F [— Q =03;B=0 -~ b
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|, 03 |==9,=LEa =005 i

0.151 P B
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Redshift z

Figura 3.3: Comportamientos de las curvas tedricas para corrim-
ientos al rojo chicos tanto para el caso de la cosmologia estandar
(Maxwelliana) (linea continua) como para el caso de modelos a partir
de la electrodindmica de Born-Infeld sin cosntante cosmoldgica. Re-
producida desde [104].

para valores chicos de corrimientos al rojo (24 = 0,7, Q,, = 0,3, b — 0)
con modelos basados en la electrodindmica de Born-Infeld sin constante cos-
moldgica (€2, = 1). Notablemente, las observaciones de d vs z pueden ser
bien ajustadas sin incluir constante cosmolégica eligiendo % ~ 0,05. Para
apreciar mejor el rol de la electrodinamica de Born-Infeld ;n estas curvas,
en la Figura 3.3 también se incluye la curva que resulta de la cosmologia

estandar (Maxwelliana) con €2, = 1.

A pesar de que los efectos de la electrodinamica no-lineal podrian explicar
las curvas de distancia luminosa vs corrimiento al rojo para supernovas del
tipo Ia [21,31] sin considerar una componente de energia oscura, uno debe
ser cauteloso. Aceptando un valor tipico de 107G para el campo magnético
cosmoldgico de fondo |B,| = B/a? [101], junto con una cota de b = 102°V/m
para el pardmetro de Born-Infeld [96], entonces las correcciones a la cos-
mologia estandar serian despreciables. Atn asi, la electrodinamica no-lineal
deberia ser considerada como una fuente de degeneracion en las curvas de

dr vs z. En la Figura 3.4 se compara la curva de la cosmologia estandar
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0.2 q

01r 4

. . . . . . .
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Redshift z

Figura 3.4: Distancia luminosa por el pardmetro de Hubble presente

para Q,, = 0,3, Qy = 0,7. Comparacién entre la electrodinamica de
2

Maxwell (linea a trazos) y la de Born-Infeld (linea continua) (;Tbg =

5 x 1073). Reproducida desde [104].

(Qn = 0,3, Q4 = 0,7, b — 00) con una proveniente de la electrodindmica de
Born-Infeld para los mismos valores de €2,,, y {25. Las curvas se intersectan en
z, = 0,43. Si z < z, las curvas alcanzan su maxima separacion para z = 0,26.
Si z > 2z, la distancia luminosa predicha por la electrodinamica de Born-
Infeld se vuelve mas chica que la de la cosmologia estandar. En este tltimo
caso las curvas parecen separarse considerablemente (sin embargo este rasgo
deberia ser confirmado extendiendo el cdlculo hasta érdenes més altos en la
aproximacién). El grado de separaciéon de ambas curvas estd gobernado por
B2

el valor de 575 Observaciones futuras mds precisas quizas podrian permitir
o

testar estos nuevos rasgos y poner una cota para dicho valor.
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Capitulo 4

Teorias de gravedad modificada
para la expansién acelerada del

universo

En este capitulo se analiza otro enfoque al problema de explicar la posible
expansion acelerada del universo recientemente detectada. Una pregunta que
uno puede hacerse es qué tan bien funciona como pilar teérico del modelo del
Big Bang la Teoria de la Relatividad General. Al respecto en los tltimos anos
ha crecido el interés en el estudio de teorias alternativas de la gravedad cono-
cidas como teorias f(R). Si bien el inicio del estudio mismo de estas teorias
se remonta a la década de 1920, en los ultimos tiempos ha resurgido el in-
terés por la posibilidad de dar respuesta al problema de la energia oscura y la
expansion acelerada del universo. Sin embargo, estas teorias, modificaciones
de la Relatividad General, conducen en general a ecuaciones de movimiento
de cuarto orden para la métrica y muy pocos de estos modelos han superado
requisitos minimos de estabilidad, que reproduzcan todas las fases cosmolégi-
cas por las que el universo habria trancurrido, o no contemplan resultados
conocidos en el régimen de campo débil. Por tal motivo se estudié aqui una
solucién cosmoldgica a partir de un modelo de gravedad modificada basa-
do en el equivalente Teleparalelo de la Relatividad General en términos de

la geometria de Weitzenbock. Este modelo presenta, entre otros atractivos
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Cap.4 Teorias de gravedad modificada para la expansion acelerada del
universo

que se desarrollan a posteriori, el hecho de que al igual que en la Relativi-
dad General sus ecuaciones de movimiento son siempre de segundo orden.
Se presenta a continuacién un breve repaso de algunas teorias de gravedad
modificada, se desarrolla el modelo a partir del equivalente Teleparalelo y se

muestran cotas observacionales para la solucion cosmologica hallada.

4.1. Teorias f(R) de gravedad modificada

Las llamadas teorias de gravedad modificada se han convertido en un
area con mucho desarrollo en los tltimos anos con el fin de lograr una des-
cripcion de la interaccién gravitatoria que difiera de la Relatividad General
convencional. Los primeros intentos fueron elaborados por Eddington y Weyl
[78,105] entre 1919 y 1922 considerando modificaciones a la teorfa de Einstein
incluyendo invariantes de érdenes superiores en su accién, simplemente por
curiosidad cientifica.

Llamamos teorfa f(R) a aquella cuya densidad lagrangiana £ contempla
la posibilidad de una generalizacién de la densidad lagrangiana de Einstein-
Hilbert a través de una funcién genérica del escalar de Ricci R. Simbdlica-

mente:

L=yV-gR — L=V=gf(R) (4.1)

Este tipo de modificacion a la Relatividad General no es la tinica posi-
bilidad. Uno podria preguntarse por qué no incluir invariantes de la forma
R, R" por ejemplo, o también considerar otras maneras de apartarse de la
Relatividad General como teorias escalar-tensoriales [79] o modelos del estilo
DGP [50] como son los llamados braneworlds [106]. Sin embargo las teorias
f(R) parecen ser la manera méas simple de buscar alternativas y son lo su-
ficientemente generales para que aparezcan un gran nimero de fenémenos
interesantes a estudiar.

Recientemente, con los datos observacionales mas actuales en el ambito
de la cosmologia, nuestro panorama del universo con respecto a décadas
anteriores ha cambiado radicalmente como ya fue mencionado en los capitulos

anteriores de esta Tesis. Las recientes observaciones de supernovas del tipo
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4.1 Teorias f(R) de gravedad modificada

Ia [21,31] parecen indicar que la expansién del universo es acelerada en la
actualidad y para dar cuenta de ello, mientras algunos autores sostienen la
idea de la existencia de una energia oscura otros proponen modificaciones del
lagrangiano de Einstein-Hilbert que den soluciones cosmoldgicas consistentes

con un universo acelerado para justificar las observaciones citadas.

En particular, una correccién del tipo 1/R fue sugerida recientemente con
la idea de justificar la expansion acelerada sin la necesidad de energia oscura
o de una constante cosmoldgica [59,60]. Tal tipo de modificacién ha sido
criticada por algunos autores argumentando que no son viables por cotas
dentro del sistema solar [64,65] impuestas a través del formalismo PPN [107]

o por presentar fuertes inestabilidades [66].

Aqui es importante realizar la siguiente salvedad: si bien se espera que
futuras observaciones nos permitan descartar o favorecer con mayor precision
algunos modelos frente a otros para explicar la expansién acelerada del uni-
verso, a la fecha todas las evidencias observacionales no descartan el caso
més sencillo; esto es que f(R) = R — 2A. Este lagrangiano conduce a las
conocidas ecuaciones de Einstein de la Relatividad General en vacio que in-
cluyen el término de constante cosmolégica. No solamente las observaciones
actuales no parecen descartar esta posibilidad sino que ademas resulta ser
el caso més favorecido [21, 30,31, 38, 108]. Recordemos ademas que el tensor
de segundo orden mas general construido con el tensor métrico y sus dos
primeras derivadas, con cuadridivergencia nula, simétrico y lineal en las se-
gundas derivadas de la métrica, es el tensor de Einstein G, con el término

de constante cosmoldgica incluido [32,33]:
1
Gul/ = ij — 5 R Guv + A Guv (42)

La motivacion entonces debera ser, por el momento, encontrar o descartar
otras teorias f(R) que también contemplen un universo acelerado ademés de
la teoria que actualmente tenemos. No haremos aqui un estudio exhaustivo de
las teorfas f(R) sino simplemente remarcaremos algunos rasgos importantes
para el objetivo de esta Tesis. Para una revision reciente del tema, ver por

ejemplo [68] y las referencias mencionadas alli.
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4.1.1. Ecuaciones de campo para una f(R) genérica

Veamos entonces cémo se modifican las ecuaciones (4.2) cuando uno con-

sidera un caso mas general. Sea la densidad lagrangiana:

L=+=gf(R) (4.3)

donde R = ¢g"” R, es el escalar de Ricci arriba mencionado. Entonces la
variacion de la accién S respecto a la métrica g"” cuyo determinante es g se

escribe como:

55 = / d'z [V=g5% 31]; OR + [(R)6v/=g| (4.4)

Usando la definicién del escalar de Ricci se tendra que 0R = R, dg"" +

g" dR,, y por lo tanto:

of v
4SS = /d4x [\/ 9559 G OR,, 4+ — Rw,ég“ + f(R) 0v/—g| (4.5)

La variacion de la accidon 0.5 estd compuesta por la suma de tres términos.
Numerando a dichos términos de izquierda a derecha como 65 = §S7 + .5 +
053 podemos analizar por separado cada término y hallar las respectivas

contribuciones a las ecuaciones de Einstein buscadas.

La variaciéon 6S; ya estd escrita en la forma deseada, esto es, como
"algo” multiplicado por la variacién de la métrica dg"”. Por otra parte, el
término que corresponde a 053 puede trabajarse de manera similar al caso
de las ecuaciones de Einstein ordinarias. Escribiendo en §55 que §/—g =

—%\/— 9 909" y juntando términos se puede escribir que:

0 1
0S5+ 685 = /d4x\/—g [—f R, — = f(R) g,w] dgh” (4.6)
OR 2
Estos términos conduciran a las contribuciones:
of
55’2 7 @ R/u/ (47)
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55— ~31(R) g (4.8)

Falta analizar 0.5;. Para el caso de las ecuaciones de Einstein ordinarias,
esta contribucion no aporta debido a que la integral respectiva puede llevarse

a una integral de superficie y puesto que 05 = 0 y los extremos estéan fijos, el

término no contribuye. Pero en este caso aparece en la integral el factor %
que impide poder realizar lo mismo.
El término a analizar es entonces:
4 8f v
05 = [ d x\/—gﬁg“ R, (4.9)

Usando ahora que 6 Ry, = VA(6T;,) =V, (dT3,), donde I'},, es la conexién

de Levi-Civita, la ecuacién (4.9) puede reescribirse en la forma:
4 af v o
051 = | d'z/—yg o gV V (4.10)

donde hemos llamado V7 = g*(0T'g,,) — g7 (0T'3,,).
Sabiendo que V,V7 = %g Js(v/—gV?) e integrando por partes (4.10) se
llega a que:

85, = —/d4x\/—g Ve ag% (4.11)

Para continuar, debe analizarse como escribir las variaciones 01" en térmi-
nos de variaciones de la métrica dg"”. Para ello se debe tener en cuenta

primero que:

1
I, = = D/ —g (4.12)

1
FZV — 5 gU)\ 8#9)\,, + &,gw — (9Agm,] (413)

Entonces, el primer término de V7 es

1
guu(drfw) = 59/“/ [(Sg)\a[augAu+augAu_aAguu]+g/\a [5(6;19)\1/)_'_5(81/9)\#)_5(8Aguu)]]
(4.14)

Para proseguir, se intercambian en los ultimos tres términos las varia-

ciones § por las correspondientes derivadas 0, y ademds debe tenerse en
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cuenta que por ejemplo dgx, = —g, gag 09”77, Usando esto en (4.14) en-
tonces,
17 loa 1 12 (o
g# (5F,uu> = 5 g,u |:5g>\ [augAV + (9119,\“ - 8>\gw] + (415)

+ ¢ [=0,(91092309"") — 00(9ru92309"") + Or(910. 9509”7

Por otra parte, usando (4.12), el segundo término de V7 se puede rees-

cribir como:

¢4 (6T,) = g‘“aw%_g e (4.16)

Con este término también sera necesario intercambiar las variaciones por las
derivadas y usar que 8,\(\/%7 0v/=g) = O\(—2g,w09"). Por lo tanto, esta

contribucién a la variacién de la accién (4.11) sera:

1 9
n / d'a 5 0, [\/_—g ag(é) ng] G 69" (4.17)

Juntando este ultimo resultado junto a las contribuciones de los térmi-
nos provenientes de haber usado (4.15) en (4.11), y ademds renombrando
apropiadamente los indices en las variaciones de tal manera que en todos los

términos aparezca dgh” e integrando por partes se llega a que:

1 0
651 _ \/d4‘/L, - a)\|: /_g ao_(_f) g)\U] gul/ 59/141/ _
- / . a ( f) [@gm + OrGvo — Ovgro| 69" —
(9R
— /d4$ 85 \/ 2 8 ( f) g | (gl/'y 9 5guy) o
4 [ 1 8f By Ao | N
— dm@w \/—9580(—)9 g | (guﬁg)\u 59 )_I—
1
2

R
+ /d4$ 8)\ \/_ f

0o ( ) T g | (gw 9pu 69") (4.18)

Expandiendo las derivadas en cada término, usando los resultados (4.7)
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y (4.8), y recordando que:

0o - J—_a[rgkaé‘(af)]
_ %__gg*“a( )05+ 0a(50) 049" + 7 Dh(
of . oy

) = 905 OR

of
8R)
of

-V, 0, (@

) + a ( ) |: g/\a (aug)\l/ + aug/\u - a)\g;w)]

se llega finalmente a que:

08

051 4+ 052+ 05
1

of of of
= [d'vv=g|g9w 0= —V,0,(=%) + Ry == — = f(R) g | 09"
[ 575 [0 D5~ Vubu5) + B e~ 5 1) 9] b
Como pedimos que 05 = 0 y las variaciones dg"” son arbitrarias, el tensor

de Einstein generalizado para una funcién genérica f(R) sera:

of of of 1

Guw=09,0==—-V,0.(z%)+Ruw == — = f(R) g 4.19
Lo que estéd de acuerdo con el resultado mostrado por ejemplo en [68].

Noétese que las ecuaciones (4.19) son ecuaciones diferenciales no-lineales de

cuarto orden para la métrica g, .

En el formalismo de la métrica por el cual se dedujeron las ecuaciones
(4.19), frecuentemente en la literatura se hace referencia a diferentes frames
en los cuales puede escribirse la accién S (ver por ejemplo [109]). Asi, la
accion (4.4) que conduce a las ecuaciones (4.19) se encuentran escritas en
el Jordan frame. Sin embargo se pueden transformar las ecuaciones (4.19)
en dos ecuaciones de segundo orden, en donde una contiene hasta derivadas
segundas de la métrica y la otra representa la dinamica de un campo escalar
¢. Esto puede realizarse a partir de la accion escrita en el Helmholtz-Jordan

frame:

Sus= [ d'a V=g [#6) + (Rlo) - 0) 0 (4.20)

donde’ representa la derivada respecto al campo escalar ¢. Variando la accion

(4.20) ahora respecto al campo ¢ y a la métrica g,,, mediante un procedimien-
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to similar al seguido para la accién (4.4) se llega al par de ecuaciones:

0 OF (0)=V,00 S ()4 By f'(6)= 5 1 (0= 5 BRI (0) gt

4
f"(@)[R—¢] =0 (4.

Para el caso en que f”(¢) # 0 se tiene entonces que R = ¢ y por lo tanto
las ecuaciones de movimiento tanto para la acciéon S como para Sy son las
mismas.

Pero también a la accién Sy, (ecuacién (4.20)) podemos hacerle la trans-
formacién conforme g, = e 2* g, con e ?* = f'(¢). Usando que R(g) =

e 2[R — 60a — 6(Va)?] [109] y definiendo que:

6 110) - /()
2(/(6))?

la accién puede reescribirse ahora en el Finstein frame como:

V()

S = / d'e V=5 [R(3) — 6(Va)? — 2V (a)] (4.23)

Escrita la accion de esta manera, el lagrangiano queda escrito como el de
Einstein-Hilbert acoplado a un campo escalar a.
Variando esta accién respecto a la métrica y al campo « las ecuaciones

de movimiento en este frame son:

_ 1 _

Gu(7) =6 |V,a¥,a — igw(vaﬁ] — G V() (4.24)
- 1dV(a)
Do = o —~ (4.25)

donde: G,,(9) = Ry — 3GuR. Puesto que el frame de Einstein y el de
Jordan estan relacionados por una transformacion conforme, las ecuaciones
de movimiento en el frame de Jordan (las equivalentes a las ecuaciones (4.19))

pueden obtenerse a partir de (4.24) y (4.25) que resultan ser:

Gu(9) = -2V, V,a +4V,aV,a — g, W(a) (4.26)
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e 2 dV(a)
6 do

Do =2(Va)? + (4.27)

donde: W(a) = f%jﬁ,f/. Con algo de trabajo puede verse que efectivamente

son analogas a las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de la accion
(4.20).

Con estos cambios de frames efectivamente uno encuentra que son teorias
equivalentes puesto que sus ecuaciones de movimiento lo son, pero con el
beneficio de que analizadas de esta forma uno ve claramente que toda teoria
f(R) puede escribirse como una teorfa lineal en R acoplada minimamente a
un campo escalar. De esta manera, modelos de energia oscura variable (como
por ejemplo quintaesencia con algin campo escalar ¢ [35,42]) pueden verse

como una teorfa f(R) y viceversa.

4.1.2. El Principio de equivalencia

Con el objetivo de hallar enfoques alternativos al problema de la acele-
racién del universo y la energia oscura en el marco de las teorias f(R), han
resucitado algunas malas interpretaciones referidas a lo que distintas repre-
sentaciones de una misma teoria pueden o no decirnos [111,112]. Gran parte
de estas malas interpretaciones estan vinculadas con el Principio de equiva-
lencia.

El Principio de equivalencia [2,110,113] emerge de la igualdad entre la
masa inercial y gravitatoria. Galileo (1564-1642) fue quien descubri6 que los
cuerpos caian todos con la misma aceleracion independientemente de su masa
y composicion. Estas observaciones fueron luego corroboradas por Huygens
(1629-1695). Por un lado, de acuerdo a la segunda ley de Newton (1642-
1727) la masa inercial m; es aquella que mide la resistencia de un objeto a

ser acelerado cuando sobre él actia una fuerza F, esto es:

Y por otro lado, la masa gravitatoria m, es la que aparece como la

propiedad de un cuerpo que mide la magnitud de la fuerza gravitatoria que
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sentird en presencia de un campo gravitatorio g segun,

F=m,g (4.29)

Comparando (4.28) y (4.29) vemos que la aceleracién que tal cuerpo ten-

dria en un dado punto del espacio,

a= <@> g (4.30)
my;

serfa diferente para cuerpos con diferentes valores de la relacién my/m;. New-

ton realiz6 experimentos con el fin de testear esta relacion entre las masas,

asi como también Bessel (1784-1846) y més recientemente Eotvos (1848-1947)

entre otros, logrando una precisién para la relacién de masas de 1079 sin en-

contrar diferencias. De esta manera se confirman las ideas de Galileo de que

todos los cuerpos caen con la misma aceleracién a = g.

Esta universalidad de la caida libre de los cuerpos fue lo que llevé a
Einstein en 1907 [125] a proponer la equivalencia entre fuerzas gravitatorias
y las fuerzas de inercia sobre la base de la igualdad mencionada entre las
masas inercial y gravitatoria y construir su teoria de la Relatividad General.
Extender entonces el Principio de relatividad consistié en establecer la indis-
tinguibilidad entre un campo gravitatorio y un campo de fuerzas de inercia de
un sistema no-inercial, o dicho de otra manera, fuerzas inerciales en sistemas
acelerados debian ser equivalentes a fuerzas gravitatorias. La identidad entre
m; y mg impide que un experimentador dentro de un laboratorio reconozca

su estado acelerado.

Einstein también se dio cuenta que si el campo gravitatorio no fuese
uniforme aparecerian fuerzas de marea que delatarian la existencia de dicho
campo a un observador en caida libre. Por lo tanto, la anulacién del campo
gravitatorio-inercial en un sistema que se encuentre en caida libre es una
propiedad local. Asi, un sistema en caida libre es localmente indistinguible de
un sistema de referencia inercial y en él se verificard localmente el Principio

de inercia.

La equivalencia local entre fuerzas gravitatorias y fuerzas de inercia per-
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miten entonces formular el Principio de equivalencia como [2,3,113]: En cada
evento del espacio-tiempo existe una familia de sistemas localmente inerciales
donde las leyes fisicas adoptan la forma conocida que tienen en Relatividad
FEspecial. (Para una discusion sobre algunas variantes de este enunciado ver
por ejemplo [2,110,112]).

Para darle contenido matematico al Principio de equivalencia, la herra-
mienta apropiada es la derivada covariante [113]. El Principio pretende que
las leyes fisicas en una geometria riemanniana sean tales que en los sistemas
localmente inerciales se reduzcan a la forma que tenian en Relatividad Espe-
cial. En el marco de esta ultima, las leyes se construyen con magnitudes ten-
soriales ante transformaciones del grupo de Lorentz y derivadas cartesianas
comunes. En la geometria riemanniana los objetos geométricos (indepen-
dientes del sistema de coordenadas), con los que se representan las magni-
tudes fisicas y se escriben las leyes que las gobiernan, son los tensores ante
cambios generales de coordenadas y las derivadas covariantes. Las leyes fisicas
tienen asi caracter tensorial ante cambios generales de coordenadas (covarian-
cia general), manifestando que sus enunciados son independientes del sistema
de coordenadas utilizado. Pero en cada evento del espacio-tiempo existe un
sistema localmente inercial donde los elementos de la conexion de Levi-Civita
(I'",) se anulan localmente, las derivadas covariantes devienen localmente en
derivadas ordinarias, y las componentes del tensor métrico adoptan local-
mente la forma diagonal de Minkowski. Para que estas propiedades de los
sistemas localmente inerciales reduzcan las leyes fisicas a la forma que tienen
en Relatividad Especial, el Principio de equivalencia se implementa dicien-
do [2,3,113]: Las leyes fisicas de la formulacion covariante de la Relatividad
Especial se trasladan a una geometria riemanniana sustituyendo derivadas
parciales por derivadas covariantes.

Un ejemplo de este enunciado es la ecuacién que gobierna el movimien-
to de una particula libremente gravitante y su relacion con el Principio de
inercia. Como sabemos el movimiento de una particula libremente gravitante
(sometida sélo a campos gravitatorios) es independiente de las propiedades de
la misma, como consecuencia de la igualdad entre la masa inercial y la masa

gravitatoria. En virtud de esta propiedad el movimiento puede geometrizarse
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y decimos que una particula libremente gravitante se mueve inercialmente
a lo largo de curvas naturales en esa geometria. Para la Fisica clasica como
para la Relatividad Especial las curvas naturales en una geometria plana son
las lineas rectas. Mientras que en la geometria euclideana las rectas hacen
minima la distancia entre dos puntos del espacio, en la geometria pseudo-
euclideana del espacio-tiempo de Minkowski, la linea de universo temporal
rectilinea tiene la cualidad de hacer maximo el tiempo propio entre dos even-

tos causalmente conectados.

En general, la curva que une un par de eventos dados haciendo esta-
cionario el valor de la accién S = —me [ ds se llama geodésica. Si el pardmetro
que elegimos para describir la curva es el tiempo propio 7 la ecuacion para
una particula libremente gravitante es,
da¥ da?

d%at

Ahora, si en cada punto del espacio-tiempo x* podemos encontrar un
sistema de coordenadas localmente inercial £'(z*) donde las componentes de
la conexion métrica se anulen en dicho punto y por lo tanto se anule alli el
campo gravitatorio-inercial, debemos poder recuperar las leyes fisicas tal co-
mo las conocemos en Relatividad Especial. Efectivamente, en tal sistema de

coordenadas la ecuacién (4.31) se escribe como:

d2i
5:O

= (4.32)

que no es otra cosa que el Principio de inercia de la Relatividad Especial.
En sistemas localmente inerciales, las trayectorias de una particula en caida

libre son, localmente, lineas rectas.

Otro ejemplo particular del enunciado del Principio de equivalencia, que
abajo discutiremos un poco mas, es lo que concierne a la conservacion local de
la energia y momento de un sistema aislado que, en Relatividad Especial, se
escribe como 0, T"" = 0. Puesto que en Relatividad General el lado izquierdo
de las ecuaciones de Einstein (el tensor (4.2)) satisface que V,G* = 0,

entonces automaticamente se garantiza la conservacion del tensor energia-
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momento de un sistema aislado que se encuentra del lado derecho de las
ecuaciones de Einstein, esto es que V, 7" = 0.

Para el caso de las teorfas f(R), mediante un calculo formal uno puede
convencerse de que el nuevo tensor de Einstein (4.19) deducido en el Jordan
frame en el marco del formalismo de la métrica sigue teniendo cuadridivergen-
cia nula y por lo tanto el Principio de equivalencia, en el sentido mencionado

arriba, se sigue satisfaciendo.

En efecto, realizando la derivada covariante V¥ en cada término de (4.19)

y recordando que V¥g,, = 0 se llega a la expresion:

of 1 of of of
"Ry, —=9,0" f(R)+ R,,0" 90" 0= "V .0, 4.33
L R = 50 S (R)+ B (55) + 00D~ V"V,0,(55) (433)
Usando la identidad de Bianchi:
1
V(R — §gu,,R) =0 (4.34)
el primer término de (4.86) puede rescribirse como:
of —, _ 1 of .,
BT \Y 39w 3R "R (4.35)

Mientras que el segundo término de (4.86) puede escribirse de la forma,

1 1 8f 9R

——gw,ﬁyf(R) = _5 Guv @ %

5 (4.36)

que es justamente igual y opuesto a (4.87) y por lo tanto los dos primeros

términos de (4.86) se cancelan mutuamente.

Los términos que quedan hasta aqui son entonces,

v Of of v of
R0 (aR)+a (DaR) \Y V,ﬁ,,(aR) (4.37)
habiendo usado que g,,,0" = 0,,.
Usando la propiedad de que para un vector V* vale:
V,VV* =V, V, V=R V* (4.38)
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para el caso A = v tendremos que ), = R, y si ademds el vector es 8”(%),

entonces se puede escribir que:

of

of
8R)

OR

af

V,V,.0"( =)

=V, V., 0"(55) + R,.0°( (4.39)
Ahora, como Vya”(%) = Daf y sabiendo que el tensor de Ricci R,, es

simétrico, para p = v se encuentra que:

of of
OR OR

of
OR

of

Bud(5R OR

)+ 0,(0=5) =V, V,0"(55) = V'V,0.(55) (4.40)
Encontramos entonces que el tercer término de (4.37) se cancela con los

dos primeros y por lo tanto se satisface que:
VG, =0 (4.41)

y entonces, la fuente T}, que se agregue en el lado derecho de las ecuaciones
de Einstein generalizadas debera cumplir que V*T),, = 0 con respecto a la
métrica g, y por consiguiente se mantendrd valida esta condicién implicada

por el Principio de equivalencia.

Aqui es el punto en donde uno debe tener cierta precaucién. Existiran
representaciones en las cuales sera obvio que un Principio se satisface y otras
en las cuales quizas sea mas laborioso e intrincado ver que asi ocurre. Sin
embargo, estard claro que la teoria sigue siendo la misma y que sus axio-
mas o principios son independientes de la representacion que se utilice. Cada
representaciéon podria mostrar diferentes caracteristicas de una teoria pero
no deberemos incurrir en malas interpretaciones al momento de sacar con-

clusiones.

Cuando por ejemplo se realizd el procedimiento variacional de la accién
(4.4), se llevé a cabo buscando soluciones de vacio. Estd claro que la accién
completa S;,; es aquella compuesta por la parte gravitatoria en si S y por la
accion de la materia S,,, o sea Sioy = S + Sy, El tensor 7}, que agreguemos
como fuente de materia estamos considerandolo como aquel que proviene de

variar la accién de la materia S,, respecto a la métrica g"” segin: T, =
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—(2/v/=9)05m/dg"".

Cuando hacemos una transformacién conforme a la métrica del estilo
G = € 2% g, vy arribamos a (4.23) para la accién de gravedad en el llamado
FEinstein frame, tenemos claro que es s6lo una manera alternativa de represen-
tar a la misma teoria y que son fisicamente equivalentes. Una inequivalencia
fisica podria aparecer cuando la teoria esta especificada de manera incomple-
ta, por ejemplo, si uno realiza las transformaciones conformes en el primer
término de la accién Sy, y no lo hace en el segundo (el de la materia). Como
menciona Brans [114], si uno hiciera esto estaria expresando la accién de la
teoria en diferentes sistemas conformes pero sélo uno de ellos seria fisicamente

correcto.

Notemos ahora que si uno define el tensor energia-momento en el Einstein
frame como T, = —(2/v/=§)65,/5", puede mostrarse que ahora este
tensor satisface, con respecto a la métrica g, que [112]:

— gﬂ”?ue—a

v, " =-T (4.42)

e*Ol

y que por lo tanto la cuadridivergencia serd cero solo cuando la fuente de
materia posea traza T nula, lo que por supuesto no es el caso general. Es-
to podria conducir a la conclusién de que el Principio de equivalencia no
se satisface en términos de las variables elegidas para la representacién del
Einstein frame. Sin embargo ningiin Principio sera violado simplemente por
una eleccion de representacion de una teoria. Suele mencionarse que el hecho
de que la métrica g,, no es la métrica cuyas geodésicas coinciden con las
trayectorias de una particula libremente gravitante implica una violacién del
Principio de equivalencia en el Einstein frame, cuando en realidad lo que el
Principio implica es la existencia de alguna métrica cuyas geodésicas sean las
trayectorias de caida libre y de hecho ya poseemos una (la g,, involucrada
en el Jordan frame). Si uno elige o no dicha métrica para la representacion es
irrelevante a la hora de llegar a una conclusién sobre la validez de un Prin-
cipio. El hecho de que tengamos una métrica g,, que se distinga por alguna
razon de otras, tales como g, no justifica como a veces sucede en la literatu-

ra llamar o no ’fisica’ a una representacién. Dentro de esta suerte de malas

65



Cap.4 Teorias de gravedad modificada para la expansion acelerada del
universo

interpretaciones, uno podria decir que el hecho de que el campo escalar ¢ en
el Einstein frame no esté acoplado al escalar de Ricci R pero si esté acoplado
no-minimamente a la materia, permite considerar a ¢ como un campo de ma-
teria y contener dichos términos dentro de la accion de la materia S,,. Hecho
esto, uno puede verificar que ahora T,W tiene cuadridivergencia nula respecto
a la métrica g, y decir: ok, ahora no se viola el Principio de equivalencia.
El problema habia surgido de una mala eleccion de como escribir el tensor de
energia-momento’. Sin embargo, esto no es cierto. El tensor métrico g, sigue
siendo la métrica cuyas geodésicas no coinciden con las trayectorias de caida
libre y ademas el tensor T;w que asi resulta (dependiendo ahora también de
¢) no conduce al caso de Relatividad Especial cuando g, se reduce al caso
plano de Minkowski.

De manera repetida ha sido aclamado en la literatura [115-120,122] que
s6lo una eleccion de frame es la correcta o ’fisica’, y que a raiz de ello diferentes
representaciones conformes de una teoria no son fisicamente equivalentes. De
hecho se han sugerido algunos criterios para determinar cuéles frames son co-
rrectos y cudles no [117,119,121]. Algunos autores sostienen que predicciones
fisicas distintas se obtienen por ejemplo en el Jordan o Einstein frame [119].

En resumen, al querer describir una teoria en términos matematicos, uno
elige un conjunto de variables que corresponderan tan sélo a una posible re-
presentacion que no es unica. Luego, a pesar de que enunciados tales como el
Principio de equivalencia son independientes de la representaciéon, al querer
transformarlos en relaciones matematicas cuantitativas contrastables (como
por ejemplo los llamados postulados métricos [124]) éstas se tornan depen-
dientes de la representacion. Esto conduce a que la mayoria de las variantes
en las teorias de gravitacion son tan sélo distintas representaciones de la

misma teoria o clase de teorias.

4.1.3. Teorias f(R) y la aceleracién del universo

Como se mencioné al principio de este capitulo, la motivacién mas re-
ciente para el estudio de las teorfas f(R) proviene de la cosmologia puesto

que algunos de estos modelos parecen dar una explicacion alternativa a la
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aceleracion del universo sin la necesidad de energia oscura.

En cosmologia, la identificacion de nuestro universo con un espacio-tiempo
is6tropo y homogéneo descripto por la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robert-
son-Walker (FLRW) estd basada fundamentalmente por el alto grado de
isotropia detectado en la radiacién césmica de fondo de microondas [30,38].
Considerando que éste sea realmente el caso de nuestro universo, la métrica

de FLRW puede escribirse como:

dr?

1 — kr?

ds* = —dt* + a*(t) [ + 1r?(df* + sen*d dng)] (4.43)
donde (t,7,0,¢) son las llamadas coordenadas comoviles, a(t) es el factor
de escala y k es el parametro de curvatura de las secciones espaciales. Si
ademds suponemos que el universo esta lleno de fluidos ideales, el tensor de

energia-momento se escribe como:
™ = (p+ppuv’ +pg"” (4.44)

donde u* representa la cuadrivelocidad de un observador comovil que se

mueve con el fluido de densidad de energia p y presion p.

Si consideramos el caso de una geometria espacialmente plana (k = 0),
usando (4.43) en las ecuaciones de movimiento (4.19) y suponiendo que el
tensor de energia-momento viene dado por (4.44) las ecuaciones de Friedmann

modificadas pueden escribirse como [68]:

281G [p+Rf ¥

3 - —3HR f"] (4.45)

&1
f/

donde H es el parametro de Hubble, ’ indica derivada respecto a R y el punto

OH + 3H? = —

[p + (R f" + 2HRf" + Rf" + %(f — Rf/)} (4.46)

representa la derivada respecto al tiempo t.

Para analizar la motivacién que tienen las f(R) para dar cuenta de la

expansion acelerada del universo, es ttil definir una densidad de energia y
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una presion efectivas como:

Pof = % — 3HRf" (4.47)

. . . 1
pep = R2f" +2HRf" + Rf" + 5(f — Rf") (4.48)
de esta manera, las ecuaciones (4.45) y (4.46) pueden reescribirse como:

B G

H? = 5 (p+ per) (4.49)
a 8rG
— === [P+ e + 30+ pey) (4.50)

y de esta forma, las correcciones a la curvatura pueden verse como la con-
tribucion proveniente de un fluido efectivo.
Con estas definiciones, el parametro de la ecuacién de estado para este

fluido efectivo sera:

_ pef _ RQf”/—f-QHRf”—l—Rfﬂ—f-%(f—Rf/)

Wer = ; : 4.51
" ey BIT 3[Ry (451)

Considerando que f(R) o< R" y si el factor de escala sigue una ley como

a(t) = ao(%)a puede hallarse w,s en funcién de n. El resultado es [68]:

6n> —7Tn—1

_ 4.52
6n2 —9n + 3 ( )

wef:—

Por lo tanto, eligiendo adecuadamente el valor de n uno puede obtener un
valor de wes tal que la expansién del universo sea acelerada.

Como ya fue mencionado, algunos autores proclamaron haber encontra-
do una solucién a la aceleracién del universo por este mecanismo (ver por
ejemplo [60]). Sin embargo pronto otros autores llamaron la atencién sobre
que este tipo de modelos presentaba fuertes inestabilidades [66] o no pasaban
tests de regimenes de campo débil (ver por ejemplo [64,65]).

El andlisis de estas inestabilidades [66] fue generalizado para una f(R)
arbitraria en el formalismo de la métrica [126] y puede verse de la siguiente

manera.
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Supongamos que planteamos una teoria que no se aparte mucho de la
Relatividad General. Entonces, podremos parametrizarla como f(R) = R +
ep(R) donde € es un parametro pequeno con unidades de masa al cuadrado
y ¢ es una funcién sin unidades. Trazando la ecuacién (4.19) con la métrica
g"” (suponiendo ahora que del lado derecho de la igualdad hay una fuente
T,

) se obtiene:

30f(R) + f'(R)R — 2f(R) = 87G T (4.53)

donde T es la traza del tensor energia-momento 7),,. Para la f(R) ahora en
consideracién esta tltima ecuacién (suponiendo que ¢” # 0 y dividiendo por

3e¢”) puede reescribirse como:

O (e’ — 1) 29  8rGT

——— = 4.54
()0” 3€(p// 3 ()0// 36()0” ( )

usando que:
O¢'(R) = ¢"(R)V*RV LR + ¢"(R)OR (4.55)

entonces:
" (e’ —1) 8rGT  2¢

OR+ ~—V*RV,R+ ——*R = 4.56
+ SOH —"_ 36()0” 36%0” —"_ 3()0// ( )

Considerando una pequena regién del espacio-tiempo en el regimen de campo

débil y aproximando localmente la métrica y el escalar de curvatura por,
Guv = Ny + h;w R=-8GT+ Ry (457)

donde 7, es la métrica de Minkowski y I?; es una pequena perturbacion, se
encuentra que R; a través de la ecuacién (4.56) satisface (a primer orden en

Ry) la ecuacién diferencial:

. 167G = = .1 1
By —VRRy + (VT VR = TR) + = (2 = ¢ ) Ry =
30" \e
/
. 9
_ snGT - sraver - BTEP H20) (4.58)
3()0//
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donde V y V2 son el gradiente y el Laplaciano en 3D respectivamente. La

funcion ¢ y sus derivadas estan evaluadas en R = —8nGT.

El coeficiente de R; en el cuarto término del lado izquierdo de la ecuacién
(4.58) es el cuadrado de una masa efectiva y estd dominado por el término
(3e@”)~t debido a la pequenez de € para que estas teorfas reproduzcan la
correcta dinamica del universo. De este analisis se encuentra entonces que
s6lo aquellas teorfas con ¢” = f” > 0 serdn estables puesto que conducen a

que Ry no diverja.

Ademas del asunto de la estabilidad, otro rasgo sobre el que algunos
autores han llamado la atencién es el que tiene que ver con el hecho de
que las teorfas f(R) mas sencillas, del estilo f(R) = R — «/R", no parecen
presentar una fase dominada por materia antes de la era acelerada [127,128].
Modelos un poco més complejos parecen solucionar estos problemas (ver por

ejemplo la revision [63]).

Para terminar con esta seccion, es interesante destacar que intentar re-
solver el problema de la energia oscura y generar universos acelerados con
teorias f(R) desde el formalismo de la métrica no es el tnico camino. Otra
aproximacién variacional es el formalismo de Palatini, segin el cual, la variacion
de la accién se realiza tanto respecto a la métrica como a la conexion,

tomandose a ambas como campos independientes.

Escribiendo la accién como:

1

donde ahora, el tensor de Ricci R, y el escalar de Ricci R = "R, son
construidos con la conexién tomada de manera independiente. Por otra parte,
la accién de la materia S,, sigue siendo tomada como dependiente sélo de la
métrica y los campos de materia. La variacién de (4.59) respecto a la métrica

y a la conexién conduce a las ecuaciones de segundo orden:

F(R) R(W)—% F(R) g = 87GTo (4.60)
Valv=g ['(R)g") = 0 (4.61)
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donde V es la derivada covariante definida con la conexién independiente
y (puv) indica la simetrizacién sobre los indices p y v. Ademds, cuando
f(R) = R serecupera la Relatividad General y la ecuacién (4.61) se convierte
en la definicion de la conexién de Levi-Civita conocida. Este tltimo caso im-
plica también que tanto el formalismo de la métrica como el de Palatini son
equivalentes, dejando de serlo una vez que uno se aparta de la Relatividad

General.

Suponiendo un universo descripto por la métrica FLRW, la ecuacion de
Friedmann modificada en términos del corrimiento al rojo z y el parametro
de la contribucion a la densidad total por parte de la materia €, puede
escribirse como [129]:

H?  3Q, (1+2)*+ f/H?

5 = 7 (4.62)

donde:
9 /" H2Q,, (1+ 2)3

€:1+2 f/ Rf//_f/

(4.63)

Nuevamente, se manifiesta una complejidad adicional en las ecuaciones
cosmoldgicas una vez que uno se aparta de la Relatividad General. A pesar
de esto, las ecuaciones obtenidas por el formalismo de Palatini permiten ser
abordadas con un poco mas de optimismo que las respectivas en el formalismo
de la métrica. Es asi como algunos autores trabajando con (4.62) han logrado
poner cotas observacionales para teorias del estilo f(R) = R — a/R" [129-
131] con el fin de determinar cudles de estas variantes permiten modelos de

universos acelerados compatibles con los datos disponibles.

Aunque el método de Palatini conduce a ecuaciones de movimiento de
segundo orden, siguen siendo algo dificiles de analizar como ya se manifiesta
en la forma funcional de las ecuaciones de Friedmann modificadas que se
obtienen y algunos autores sostienen que algunas teorfas f(R) dentro de este
formalismo violarfan el Principio de equivalencia mencionado en la seccion
anterior (ver por ejemplo [123]).

Recientemente se han estudiado modelos basados en modificaciones al

equivalente Teleparalelo de la Relatividad General como aproximaciones al-
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ternativas a los modelos inflacionarios [132,133]. Con este espiritu, en la
siguiente seccion se hallard una soluciéon cosmoldgica para la expansion acele-
rada del universo por medio de una clase de teorfas, llamadas teorias f(Lz),
donde la torsion serd la responsable de la aceleracion observada y las ecua-
ciones de campo seran siempre de segundo orden. Veremos ademas que estos

modelos tienen algunos beneficios interesantes frente a las teorias f(R).

4.2. Gravitacion y Teleparalelismo

Como se menciond en la secciéon 4.1.2, la gravitacion tiene la peculiaridad
de que particulas con diferentes masas y composiciones sienten esta interac-
cion de tal manera que todas adquieren la misma aceleracién y ademas, dadas
las mismas condiciones iniciales, también siguen las mismas trayectorias. Esta
universalidad de la caida libre, como se vio anteriormente, se la identifica
con el Principio de equivalencia, el cual establece la igualdad entre la masa
inercial y la masa gravitatoria.

La Relatividad General de Einstein es una teoria basada fundamental-
mente en el Principio de equivalencia. La presencia de un campo gravitatorio
es manifestada a través de la curvatura del espacio-tiempo y las particu-
las (sin spin) siguen geodésicas de este espacio-tiempo curvado por ser las
curvas naturales de esa geometria. En la Relatividad General la geometria
reemplaza el concepto de fuerza y las trayectorias se determinan por ecua-
ciones de geodésicas y no por ecuaciones de fuerzas.

Cualquier variedad diferenciable (a través de su conexién) tiene, en prin-
cipio, dos propiedades: curvatura y torsion [134]. Geométricamente, si al
trasladar paralelamente un vector V; [2,3] a lo largo de una curva cerrada,
encontramos que al retornar al punto de partida el vector V¢ no es el mismo
que el de partida sino que aparece rotado, esto sera senal de que la geometria
subyacente estd curvada (Figura 4.1a)). Un ejemplo clasico para ilustrar es-
to es la superficie de una esfera (Figura 4.1b)): partimos con el vector V;
en el polo norte y lo trasladamos paralelamente por una linea de longitud
constante hasta el ecuador. De alli lo trasladamos paralelamente a lo largo

del ecuador una cierta distancia arbitraria y nuevamente, cerrando la curva,
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Vs

a) b)

Figura 4.1: a) La figura muestra cémo visualizar, a través del trans-
porte paralelo de un vector Vj a lo largo de una curva cerrada, la
presencia o no de curvatura de una superficie. Si el vector trasladado
V¢ aparece rotado respecto al original, la geometria subyacente es-
tard curvada. b) Ejemplo de éste andlisis trasladando paralelamente
un vector a lo largo de una curva cerrada sobre la superficie de una
esfera.

volvemos al punto de partida en el polo norte trasladando paralelamente al
vector por otra linea de longitud constante. Al comparar el vector inicial Vj
con el vector final V¢ vemos que aparecen rotados. Concluimos entonces que

la superficie de la esfera esté curvada.

Tomemos ahora dos vectores A y B. Traslademos paralelamente al vec-
tor A a lo largo de una curva que tenga como vector tangente al vector B
una pequena distancia, digamos €1, y llamemos a ese vector trasladado, A’.
Luego, tomemos el vector B y trasladémoslo paralelamente a lo largo de una
curva que tenga como vector tangente al vector A otra pequena distancia,
digamos €5, y nombrémoslo B’. Si al finalizar este procedimiento el paralelo-
gramo formado no se cierra sera una evidencia de que la geometria subyacente

estd torsionada (ver Figura 4.2)

Para una variedad provista de una conexion arbitraria 17 esta infor-

macion esta contenida en los tensores de curvatura R? vy de torsion 17,

que en una base coordenada sus componentes se escriben:
R ouv — aﬂTfy)U - any;“ + TQMT;, - TiuTgu' (464)
1° 50 = 10, — 10, (4.65)
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Figura 4.2: La figura muestra como visualizar, a través del transporte
paralelo de dos vectores A y B, si una superficie no presenta torsion
(izq) o si estd torsionada (der).

Alli donde estos tensores se anulen, diremos que dicha superficie (variedad)

es plana o que no posee torsién segun sea el caso.

La conexion de la Relatividad General es la conexiéon de Levi-Civita, que
en una base coordenada y en términos del tensor métrico se escribe como
(ecuacion (4.13)),

o 1 o
F[,LV = 5 g A 8}19)\1/ + al/g)\u - 8>\g,w (466)

Esta conexién tiene torsién nula, 7 ,, = 0 pero posee curvatura R? ,,» # 0.
En términos de esta conexion, la ecuacién de movimiento de una particula
estd dada por la ecuacién geodésica (4.31), o lo que es equivalente:
du
H 0 v o__
E—F MVU@U =0 (467)
lo que simplemente nos dice que la cuadri-aceleracion es nula. Esta propiedad

revela la ausencia del concepto de fuerza gravitatoria en Relatividad General.

La eleccion de Einstein de la conexién de Levi-Civita implicé otorgarle a
la curvatura el protagonismo en la descripcion de la gravitacion y no darle
un rol a la torsién en dicho esquema. Cartan fue el primero en contemplar
la posibilidad de esta extension y pronto surgio la formulaciéon de una nueva
teoria, la teorfa de Einstein-Cartan [135], en la cual la conexién de Levi-
Civita fue reemplazada por una conexién general con curvatura y torsion.

Segun esta teoria, a nivel microscopico, la materia que representamos por
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particulas elementales esta caracterizada no sélo por su masa sino ademas
por su spin. Este dltimo deberfa ser también fuente de gravitacién y lo harfa
a través de la torsion. Por lo tanto, en el marco de esta teoria, tanto la
curvatura como la torsion representan grados de libertad independientes y
ambas propiedades son fuentes de gravitacién; entonces, deberiamos esperar
nueva fisica asociada con la torsién. A nivel macroscépico, sin embargo, el
spin es irrelevante y la teoria de Einstein-Cartan deviene en la Relatividad

General.

Pero aqui analizaremos un enfoque diferente para la torsion: jexiste una
teoria en donde los efectos gravitatorios puedan ser descriptos sin curvatura
y solo con torsion? La respuesta es afirmativa y tal teoria es conocida como
el equivalente Teleparalelo de la Relatividad General (TEGR).

La nocién de paralelismo absoluto o teleparalelismo fue introducida por
Einstein entre 1920 y 1930 en un intento infructuoso de unificar la gravedad
con el electromagnetismo [80]. Algunas décadas después sus ideas motivaron a
otros autores para la bisqueda de su utilizacion en el &mbito de la gravitaciéon
[81-84].

Mientras que en Relatividad General se utiliza la conexién de Levi-Civita
(la cual posee curvatura pero no torsién), y las geodésicas se caracterizan
por ser curvas autoparalelas de esta conexion, en teleparalelismo se usara la
conexién de Weitzenbdck [85], con torsién no nula y sin curvatura. Ahora ya
no sera el tensor métrico el que contenga la informacién sobre el campo gravi-
tatorio sino que sera un campo de tétradas en cada punto del espacio-tiempo
e;(x*), donde i = 0,1,2,3. Por otra parte, cada vector e; estd descripto
por sus componentes e con u = 0,1,2,3 en alguna base coordenada, o sea
podemos escribirlo como e; = €/'0,. Los indices latinos hacen referencia al
espacio tangente en cada punto donde esta definida la métrica de Minkowski
ni; = diag(1l,—1,—1,—1), mientras que los indices griegos se refieren a las
coordenadas de una dada variedad curva cuya geometria esta expresada por
el tensor métrico g,,. El nexo entre la tétrada y la métrica proviene de pedir
que la tétrada sea ortonormal:

Nij = Guv €; €] (4.68)
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o bien, usando la co-tétrada ez (satisfaciendo que ez ef = 4,) a través de la
relacion:

Guv = Nij ei 6?; (469)

Con la finalidad de hallar una nocion diferente de paralelismo, se define

la conexién de Weitzenbock como:

w

M, =e 8,,62 = —eL o,e; (4.70)

)

De esta manera, la derivada covariante de Weitzenbock de un vector

cualquiera V = V'e; = V'e!'0,, serd:
V,VE = 9,VF £ Th VA = 9,V (4.71)

y entonces ahora un vector V seré autoparalelo si sus componentes V' = eZV“
son constantes, o sea, si sus proyecciones sobre la tétrada no cambian. En

particular, la propia tétrada es autoparalela.

Como se menciond, el tensor de curvatura (4.64) asociado a la conexién
de Weitzenbock es nulo, pero tiene torsion no nula. En general, cuando una
conexion no es simétrica hemos visto que se define el tensor de torsion de
tal manera que en una base coordenada sus componentes se escriben segin

(4.65).

En el caso de la conexién de Weitzenbock este tensor resulta,

w

T =T = T = & (Gue), — O6)) (4.72)

y el hecho de que ahora este tensor no se anule sera el que dara cuenta de la

existencia de un campo gravitatorio.

El lagrangiano del equivalente Teleparalelo de la Relatividad General debe
ser tal que el valor de la accién teleparalela coincida, a menos de términos de
superficie, con el de la accién de Einstein-Hilbert cuando la métrica es escrita
en funcién de la tétrada usando (4.69). Para lograr esto, a partir de las tres
componentes irreducibles de la torsiéon que pueden construirse, se requiere

la anulacion de la parte axial-vectorial de la torsién, lo que implica ignorar
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las contribuciones del spin de la materia. De esta manera se encontré que el

lagrangiano escalar Teleparalelo es [84,136,137]:
Lp=S,"T°, (4.73)

donde:

p

1
8,0 = 5 (K0 ap 1% — 5, ) (4.74)

y en esta ecuacién aparece el tensor de contorsion definido como:
K — L o _p o (4.75)
P9 P P P )

que no es mas que la diferencia entre la conexiéon de Weitzenbock y la de

Levi-Civita de la Relatividad General, o sea:

w

rm, =r, + K (4.76)

1% pv

La equivalencia entre Relatividad General y el Teleparalelismo se revela en
que sus respectivos lagrangianos difieren en una cuadridivergencia total no
nula. Como el Teleparalelismo gobierna sélo los grados de libertad asociados
a la métrica (4.69), la accién Teleparalela es invariante ante transformaciones

locales de Lorentz del campo de tétradas.

En todas estas tultimas ecuaciones, los indices griegos se suben y bajan
con la métrica g,, y su inversa g"”. La métrica de Minkowski se usara en el

caso de tener que subir o bajar indices latinos.

En términos de la conexiéon de Weitzenbock (4.70), la ecuacién de la
geodésica (4.67) queda ahora escrita como una ecuacién de particula sometida

a una fuerza asociada a la torsién [137]:

du

Te T FQW upu’ =T  ugu” (4.77)
s

%

Vemos asi que la torsion juega el papel de fuerza gravitatoria, al estilo de
fuerza de Lorentz en electrodindmica. Usando la expresion que relaciona la

conexién de Weitzenbock con la de Levi-Civita (4.76) podemos pasar de la
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ecuacién de fuerza (4.77) a la de la geodésica (4.67) de la Relatividad General
y viceversa, y por lo tanto, ambas teorias describen las mismas trayectorias
fisicas. La interaccion gravitatoria tiene entonces dos descripciones equiva-
lentes: una en términos de la curvatura (Relatividad General) y otra a través
de la torsién (TEGR); ésta tltima ahora sin presuponer nueva fisica asociada

a la torsién.

4.3. Teorias f(Ly)

4.3.1. Ecuaciones de campo.

Como se describi6 a lo largo de la seccién 4.1 de esta Tesis, las teorias f(R)
resurgieron en los ultimos anos con el fin de dar una respuesta alternativa a
la aparente aceleracién del universo. Sin embargo, un rasgo que poseen todas
estas teorias debido a que el escalar de Ricci R contiene derivadas segundas
de la métrica, es que (en el formalismo de la métrica) conducen a ecuaciones
de movimiento de cuarto orden para la misma. Para el caso particular del
lagrangiano de Einstein-Hilbert en donde f(R) = R las ecuaciones dindmi-
cas terminan siendo de segundo orden porque el término que contiene las
derivadas segundas puede escribirse como una integral de superficie y puesto
que la variacion de la accion se lleva a cabo manteniendo los extremos fijos,
el término en cuestién termina anulandose. Pero ahora, como se menciond en

of

la seccion 4.1.1, el factor g3 impide realizar lo mismo.

Se buscé entonces construir una teoria de gravedad modificada con el ob-
jetivo de que portara soluciones cosmoldgicas con alguna fase acelerada pero
que a la vez mantuviera el hecho de trabajar con ecuaciones de movimiento
de segundo orden. Esto se conseguio a partir del equivalente Teleparalelo de
la Relatividad General (TEGR) [80,84] descripto en la seccién anterior.

Consideremos entonces una teoria cuya densidad lagrangiana sea una
funcién general del lagrangiano teleparalelo Lr. Esto es, consideremos £ =
e f(Ly) donde e = det(e],) = \/—g. (Ver ecuacién (4.69)). Recordemos que

si f(Lr) = Lt tenemos el caso de la Relatividad General.
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Escribiendo la accion como:

1
I =
167G

/ d*'ze f(Lr) (4.78)

las ecuaciones de movimiento en vacio se obtienen a partir de las ecuaciones

de Euler-Lagrange:

9, [Eﬂ(g—fef,)} - g(fi, ~0 (4.79)
Desarrollando cada término se tiene que,
On [a(gfei)} -
= () (L) s+ ef )l s+ f ()0 (555
y por otra parte,
S = e ) e FLr) 5

Donde ’ significa derivar respecto a L. Luego, usando que:

dLy \
_— 4} S, = 4 G
0(D,¢)) R :
oL A y
) =—4e; Tpu)\ S,

y si la materia se acopla a la métrica de la manera estdndar, entonces las

ecuaciones de movimiento o de campo que se obtienen son:

e_lau(e S MNF(Ly) — e T

7 uA

S, f'(Lr) + S; " 0u(Lr) f" (L) +
1 14 14
—1—1 ei f(Lr) =4nGe" T, (4.80)
donde T}, es como siempre el tensor de energia-momento. Estas ecuaciones
son, para una f (L) genérica, ecuaciones de segundo orden para las tétradas,

lo que ya manifiesta el hecho de que estas teorias tienen ecuaciones dinamicas

mucho mas sencillas que las teorfas f(R).

Algunas observaciones finales de esta subseccién son las siguientes: Por un
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lado, una vez que modifiquemos el lagrangiano del TEGR (4.73) para constru-
irnos una teoria f(Lr) estd claro que ambas teorias, la Relatividad General
y la gravedad Teleparalela, dejaran de ser teorias equivalentes puesto que
sus ecuaciones de campo ya no seran las mismas. Por otro lado, una vez que
modifiquemos el lagrangiano Ly (4.73) mediante una f(Lz) debemos tener en
cuenta que el lagrangiano modificado perderd la invariancia ante transforma-
ciones de Lorentz locales de las tétradas. Esto equivale a decir que, ante una
transformacién local de Lorentz, las ecuaciones de campo no seran iguales y
que dada una solucién a las ecuaciones de campo modificadas, si le hacemos
una transformacion local de Lorentz, el resultado no sera nuevamente solu-
cion. Las ecuaciones dinamicas de la teoria son entonces ecuaciones para los
grados de libertad asociados a la tétrada (no sélo para aquellos grados de

libertad asociados a la métrica).

4.3.2. Solucién cosmolégica acelerada y cotas observa-

cionales

Como buscamos una solucién cosmologica a las ecuaciones de movimiento,
una eleccion natural es trabajar con una métrica que represente un universo
isétropo y homogéneo (FLRW) que por simplicidad ademés supondremos el

caso espacialmente plano (k = 0). De esta manera entonces:
eL = diag(1,a(t),a(t),a(t)) — g = diag(1, —a®(t), —a*(t), —a*(t)) (4.81)

Para este caso, usando las definiciones (4.72), (4.74) y (4.75) se encuentra

que las componentes no nulas valen:

a
1 _ 2 _ 3 _ 1 _ 2 3
TOl - TOQ_TO?)__E__TlO__TQO__TSO

S, 0 = 5202 = 5303 - g = =5 0= —5, e _5330 (4'82)

Y entonces: L
ST = —6 — = —6 H? (4.83)
a

donde en la ultima igualdad se hizo uso de la definiciéon del pardmetro de

80



4.3 Teorias f(Lr)

Hubble H = g Noétese que el invariante (4.83) es proporcional a la variable
dindmica cosmolégica H? y seré ésta la que nos guiard en la busqueda de la

acciéon para la teoria modificada.

Particularizando las ecuaciones (4.80) para el caso de un universo FLRW
(4.81) y teniendo en cuenta (4.83), la ecuacion de Friedmann modificada (Ec.

i =0 =v) para una f(Lr) genérica se escribe como:
12 H? f'(Ly) + f(Ly) = 167G p (4.84)
Por otra parte, usando que S;"" = ¢,”S * la ecuacién i = 1 = v resulta ser:
ASH?f"(Ly)H — f'(Lp)[12H? + 4H] — f(Ly) = 167G p (4.85)

donde aqui se utiliz6 que H = ¢ — H 2y py pson la densidad y presién
totales respectivamente de los fluidos supuestos ideales que llenan el universo.
A partir de estas dos ultimas ecuaciones podemos verificar facilmente que se
satisface una ecuacion de conservacion. Notemos que con esta afirmacion
estamos verificando que V,,T* = (0 y con ello las implicaciones del Principio

de equivalencia que se discutieron en la seccion 4.1.2.

Efectivamente, multiplicando por a? la ecuacién (4.84) y derivandola res-

pecto del tiempo se tiene,

36a’aH*f (Ly) + 24 HH f'(Ly) + 12a*H? f"(Ly) Ly +
: d
+ 3a*af(Lr) + a®f'(Lr)Lr = 16wG£(a3p) (4.86)

donde Ly = —12HH. Por otra parte, (4.85) puede reescribirse como,
. 1 .
Hf"(Lp)Ly = _Z( f'(Lr)(12H? + 4H) + f(Ly) + 167Gp) (4.87)
Usando esto tltimo en (4.86) se obtiene entonces la ecuacién de conservacion:

d
a(a‘?’p) = -3a*Hp (4.88)

para cualquier f(Lr). Entonces, si la ecuacién de estado es p = wp ten-
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dremos que p evolucionard como p oc (14 2)>(+%) (siendo z como siempre el

corrimiento al rojo cosmoldgico).

Estamos interesados en obtener una expansion acelerada sin energia os-
cura sino que sea conducida por la torsién. Por ello, analizamos el tipo de

teorfas f(Lr) en donde

«
f(Ly) =Ly — ——— 4.89
(Le) = Lr = = (4.89)
donde « y n son constantes reales a ser determinadas por cotas observa-
cionales. Aunque la forma funcional de (4.89) es similar a algunas considera-
das en la literatura de las teorias f(R), ahora el parametro o variable que
nos guiard hacia una teoria de gravedad modificada serd H y no R. Este
hecho da a estas teorias otro rasgo interesante puesto que H justamente es
el parametro mas relevante en la cosmologia. Para épocas tardias el térmi-
no —a/(—Ly)" serd dominante mientras que en épocas tempranas, cuando
H — oo, se recupera lo que ya conocemos en Relatividad General. A partir
de (4.84) junto con (4.89), la ecuacién de Friedmann modificada resulta ser,
» @n+1)a 8
(una dependencia funcional similar a la que arribaron en sus resultados otros

autores tales como [51,138] aunque con diferentes motivaciones tedricas).

Reemplazando entonces p = ppmo(1 + 2)% + pro(1 + 2)%, y llamando €; =
87G pio/(3H?) a las contribuciones de la materia y la radiacién a la densidad

total de energia hoy, la ecuacién (4.90) se transforma en
y'(y—B) = C (4.91)

dondey = H?/H? B = Q,,(1+2)3+Q,(1+2)*y C = a(2n+1) (6H2)~("+1),
La evaluacién de esta ecuacion para z = 0 permite reescribir a la constante
C' como una funcién de ; y n: €' =1—Q,, — Q,. Para o = 0 (entonces 1 =
Q,, + Q) vemos que se recupera la ecuaciéon de Friedmann de la Relatividad

General para el caso espacialmente plano H* = H2B. El caso n = ( recupera
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la dindmica de la Relatividad General con una constante cosmoldgica 2y =
1 —Q,, — Q,. Notar la simplicidad funcional de (4.90) en contraste con su
andloga en las teorfas f(R). Comparada con Relatividad General, n es el
tnico parametro libre nuevo en (4.91), puesto que especificando el valor de
ny Qn (Q,) el valor de o (en unidades de H*"+Y) queda automaticamente
fijo a través de la relacién (4.90). Para obtener soluciones exactas de H(z) en
funcién de n se resolvié numéricamente la ecuacién (4.91) haciendo uso de un
c6digo implementado con el Wolfram Mathematica Software y hallando una
funcién H(z) interpolando adecuadamente y comparando esto con algunas
soluciones analiticas exactas conocidas para ciertos valores de n (tales como
-1, 0, 1, 2 etc.).

Dado que la evidencia mas sélida para la aceleracién del universo proviene
de las mediciones de distancias luminosas de supernovas del tipo Ia, usamos
aqui la compilaciéon de datos mas reciente que consiste en 307 eventos de
SNs Ia (la compilacién o muestra llamada Union) [31] para poner cotas en el
plano de los parametros n — €2,,. El médulo de distancia predicho para una

supernova con un corrimiento al rojo z, para un dado conjunto de parametros
P=(n, Q,,), vale

p(z | P)y=m— M =5log(dr) + 25 (4.92)

donde m y M son las magnitudes aparente y absoluta respectivamente, y dr,
es la distancia luminosa (medida en megaparsecs),

dp(5P) = (1 + 2) /0% (4.93)

donde H(z;P) esta dada por la solucién numérica de (4.91). Usamos también
una estadistica de x? con el fin de hallar el mejor ajuste a los datos, para un

dado conjunto de parametros P (marginalizando sobre H,),

N=307

Vo= S VAP )P Lo

donde y1;(z | P) estd definido por (4.92), ¢ y o; son el mdédulo de distancia
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y su incerteza para cada valor observado [31].

Como es sabido, las mediciones de SNs Ia no son suficientes para acotar
el parametro €2, completamente. Por ello, para llevar a cabo la estadisti-
ca consideramos también, por un lado, la informaciéon proveniente del pico
en las oscilaciones acusticas de bariones (BAO) detectado en la funcién de
correlacién de galaxias rojas luminosas (LRG) del Sloan Digital Sky Survey.
La escala observada del pico acota efectivamente la cantidad (asumiendo un
modelo ACDM) [29],

/ Qo H?
A0’35 - Dv(0735> W - 0,469 + 0,017 (495)

donde z = 0,35 es el corrimiento al rojo tipico de las LRG y Dy esta definido

N EE
Dy(z) = [ﬁ (/0 %) ] (4.96)

Por otro lado, también incluimos en la estadistica el shift parameter de la

como [29]:

Radiacién Césmica de Fondo (CMB), el cual relaciona la distancia didmetro
angular a la superficie de ultimos scatterings con la escala angular del primer
pico acustico en el espectro angular de la CMB. Para hacer esto, consideramos

una contribucién de la radiacién de Q,=5 x 107°. El shift parameter de la

CMB estéd dado por [30],

1089 dz
0

= 1,710 £ 0,019 (4.97)

Aqui podemos usar ambos parametros ya que nuestro modelo presenta

una fase dominada por la materia al momento del desacople.

La Figura 4.3 muestra el diagrama de Hubble para las 307 SNs Ia pertenecientes
a la muestra Union. Las curvas representan modelos con valores de €2, y n
obtenidos a partir de haber minimizado el y? usando sélo SNIa y también
SNIa+BAO+CMB. También se muestra como referencia el modelo ACDM
con €2, = 0,26. Los valores obtenidos para el mejor ajuste a los datos de SNs

solamente son Q,, = 0,42 y n = 1,30 con un reducido x? = x2,,,/v ~ 1,02 (o
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Figura 4.3: Diagrama de Hubble para las 307 SNs Ia de la mues-
tra Union [31]. Las curvas corresponden al modelo de concondancia
ACDM con Qx=0.74 y €,,=0.26 (linea de puntos), y a nuestro mode-
lo con los valores correspondientes al mejor ajuste €2,,=0.42 y n=1.30
(linea a trazos) y también con los valores provenientes del andlisis
conjunto de SNIa+BAO+CMB, ,,,=0.27 y n=-0.10 (linea llena). Re-
producida desde [139].

lo que es equivalente, un Ax?, = —1,1 respecto a ACDM), donde v es el
ntimero de grados de libertad [139].

En la Figura 4.4 se grafica el médulo de distancia residual (Ap) con
respecto al modelo AC'DM para poder apreciar mejor las discrepancias entre
nuestro modelo y el ACDM. Puede observarse que nuestro modelo predice
valores de distancias luminosas menores a éstas provenientes del modelo de

concordancia.

Las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7 muestran los niveles o contornos de confianza
(N.C.) del 68.3%, 95.4% y 99.7%, para la probabilidad conjunta del par
de pardmetros n y €,,. Para el caso de BAO y CMB se observa una fuerte
degeneracion en los parametros formando bandas en vez de graficos que se
parezcan a elipses. Esto es esperable puesto que las cantidades involucradas
para el analisis de BAO y CMB estan medidas a un valor especifico de corri-

miento al rojo z.

En la Figura 4.8 se muestran los intervalos de confianza al 68.3 %, 95.4 %

y 99.7% para la probabilidad conjunta del par de pardmetros n y €2, ha-
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Figura 4.4: Mdédulo de distancia residual respecto al modelo ACDM
para los mismos valores de la Figura 4.3. Reproducida desde [139].

-1.0 T T T T T T T 1
020 025 030 035 040 045 050 055 0.60

Q

m

Figura 4.5: Contornos de confianza al 68.3 %, 95.4% y 99.7% en el
plano n — €, para los datos de supernovas del tipo Ia utilizados. El
mejor ajuste a los datos se logra con los valores n = 1,3 y ,,, = 0,42
como indica la pequena estrella sobre el grafico.
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Figura 4.6: Contornos de confianza al 68.3%, 95.4% y 99.7% en el
plano n—,, para la medicién del dato Ay 35 utilizado en este trabajo.
El mejor ajuste se logra con los valores n = —0,81 y ,,, = 0,35.
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Figura 4.7: Contornos de confianza al 68.3%, 95.4% y 99.7% en el
plano n — €, para la medicién del shift parameter Rigg9 proveniente
de los datos de CMB utilizado en este trabajo. El mejor ajuste se logra
con los valores n = —0,66 y Q,, = 0,45.
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Figura 4.8: Contornos o intervalos de confianza al 68.3 %, 95.4% y
99.7% en el plano n — Q,, realizados combinando los datos de SNs
Ta, BAO y CMB. El mejor ajuste al andlisis conjunto se logra con los
valores n = —0,10 y ©,, = 0,27. Reproducida desde [139].

biendo combinado los datos de SNs Ia con el dato de BAO y el respectivo
de CMB. El hecho de que afortunadamente las tres lineas de investigacion
aqui consideradas sean complementarias a la hora de acotar parametros cos-
moldgicos, permite encontrar una zona de interseccién entre las tres figuras
4.5, 4.6 y 4.7. Este andlisis arroja que el mejor ajuste a todos los datos se
logra con n = —0,10 y Q,, = 0,27 (con un x2,,/v ~ 1,01, Ax2,, = —1,2) y
ademds los valores de los pardmetros yacen en los rangos (al 68.4% N.C.):
n € [—0,23,0,03]; Q,, € [0,25,0,29] [139].

Para nuestro modelo también analizamos las ecuaciones de estado total
y efectiva en funcién del z. A partir de (4.90) y (4.85) junto con (4.89), uno
puede definir una contribucién a la densidad y la presion por parte de la

torsién como:

3 (2n+1)a
PT = o G el
pr = % [(GHQ)_("H)H[ZLn(n +1) —2n] +
6H2 -n
— 6n(6H*)~ "D H? % (4.98)
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para luego reescribir las ecuaciones dindmicas como,

81
o = T(P+PT) (4.99)
8

Z = —T[p+pT+3(p+pT)] (4.100)

Entonces, haciendo uso de (4.99) y (4.100) las ecuaciones de estado total y

efectiva se reescriben como,

p+pr 2(1+2) dH
= S B ik 4.101
Wit P+ pr + 3H  dz ( )
wepy = L (4.102)
pr

La Figura 4.9 muestra la evolucion de la ecuacion de estado total wy
como funcién del z para nuestro modelo con los valores del mejor ajuste
logrado. Alli pueden observarse las tres tultimas fases de la evolucion del
universo: dominada por radiaciéon (w = 1/3), dominada por materia (w = 0)
y la aceleracién reciente (w ~ —1). La Figura 4.10 muestra la ecuacién
de estado efectiva proveniente de la contribucién de una componente que
podriamos llamar torsion oscura [139)].

Finalmente, analizando (4.100) encontramos que nuestro modelo con n =
—0,10 predice que la transiciéon desde la fase desacelerada a la acelerada
ocurre a Z,.. =~ 0,74, lo que esta de acuerdo con recientes trabajos como por
ejemplo [140].

Un hecho interesante para destacar es que la ecuacién (4.90) revela que
un valor de n > 0, como el que se obtiene al considerar sélo los datos de
SNIa, implica que la ecuacién de estado de torsion oscura efectiva es del
tipo Phantom [34]. Esto es, dado que H decrece a medida que transcurre el
tiempo, la densidad de torsién oscura incrementa en vez de diluirse con la
expansion (w.rr < —1). Sin embargo, cuando combinamos todos los datos
SNIa+BAO+CMB podemos ver desde la Figura 4.8 que es ligeramente fa-

vorecido (1o N.C.) un modelo con n < 0.
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Figura 4.9: Las curvas corresponden a la ecuacién de estado total
en funcion del z esperada para el modelo estandar de concordancia
ACDM con Q,=0.74 y Q,,=0.26 (linea de trazos), y para nuestro
modelo (linea llena) con los valores del mejor ajuste logrado prove-
niente de SNIa+BAO+CMB, €2,,=0.27 y n=-0.10. Pueden apreciarse
las tres fases cosmolégicas. Reproducida desde [139].
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Figura 4.10: Ecuacién de estado efectiva en funcién del z para

nuestro modelo con los valores del mejor ajuste a los datos de
SNIa+BAO-+CMB, Q,,=0.27 y n=-0.10. Reproducida desde [139].
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7 Qué otra cosa vislumbras en la oscura lejania,
alld en el abismo del tiempo?”
SHAKESPEARE, La Tempestad

Si bien en los ultimos 10 anos se han conocido muchas posibles soluciones
al problema de la energia oscura y la aceleracién del universo, por un lado
poco desarrollo ha sido llevado a cabo en el anélisis de efectos no lineales que
podrian estar presentes en la propagacion de ondas electromagnéticas prove-
nientes de fuentes lejanas; y por otro lado la gran mayoria de las teorias de
gravedad modificada que se han estado elaborando a la fecha (teorias f(R)),
son modificaciones de la Relatividad General que conducen en general a ecua-
ciones de movimiento de cuarto orden para la métrica y muy pocos de estos
modelos han superado requisitos minimos de estabilidad y que reproduzcan
resultados conocidos en el régimen de campo débil o presenten todas las fases
de la evolucion cosmoldgica estandar.

Por lo tanto, en esta Tesis se realizé un analisis de modelos electrodinami-
cos no lineales mediante lagrangianos de Born-Infeld aplicados a la propa-
gacion de un rayo de luz en un contexto cosmoldgico; y posteriormente un
estudio de teorias de gravedad modificada para explicar la aceleracion del
universo pero en el contexto del equivalente Teleparalelo de la Relatividad
General cuyas ecuaciones de movimiento son siempre de segundo orden, lo

que las convierte en teorias mucho més sencillas de analizar que las men-
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cionadas teorias f(R).

A lo largo de los capitulos anteriores se ha mostrado cémo los distintos
objetivos propuestos se fueron alcanzando, tanto a nivel teérico como a nivel
de contrastacién observacional con sets de datos provenientes de varias lineas
de investigacion de la Cosmologia actual. A continuacién se presentan las
conclusiones especificas de cada parte del trabajo.

En la primera parte de esta Tesis se lograron hallar soluciones exactas
de la teoria de Born-Infeld para ondas electromagnéticas propagandose en
presencia de campos estaticos de fondo. El caracter no lineal de las ecuaciones
de Born-Infeld genera una interaccion entre estos campos de fondo y el de
la onda que cambia la velocidad de propagacion de la misma y se adiciona
una componente longitudinal a la onda. Para el caso de un fondo magnético,
como consecuencia de esto tltimo, se hallé que la direccién del rayo difiere de
la correspondiente a la propagacién y eventualmente esto podria ser utilizado
en un futuro para testear experimentalmente la teoria de Born-Infeld.

Posteriormente, y con los resultados anteriores, se estudié como se propa-
gan ondas electromagnéticas de Born-Infeld en el caso de un universo en
expansion y en presencia de un campo magnético cosmolégico de fondo.
Hallamos que el caracter no lineal de las ecuaciones en este caso producen
ademas una modificacion a la relacion entre el flujo de energia y la distancia
luminosa a una fuente. Esto genera rasgos interesantes que podrian ser quizés
detectados con mediciones mas precisas de distancias luminosas a supernovas
de tipo Ia y abrir una nueva ventana al analisis de efectos electrodinamicos
no lineales presentes en la propagacién de la luz que recibimos de fuentes
lejanas y que llevaron a concluir la existencia de la energia oscura en 1998
para explicar la expansion acelerada del universo.

En la segunda parte de esta Tesis, hemos estudiado otro tipo de modifi-
caciones a las teorias clasicas de campos y sus aplicaciones a la cosmologia;
modificaciones a las ecuaciones de Einstein que apelen a lagrangianos mas
generales, como son las teorfas f(R) de la gravedad . Mientras que con la
teoria de Born-Infeld buscamos una correccién a cortas distancias de la teoria
de Maxwell, las teorfas f(R) ofrecen modificaciones a largas distancias de la

teoria de Einstein de la Relatividad General.
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La idea basica de estudiar teorias de gravedad modificada es indagar sobre
el hecho de si la Relatividad General es o no la tinica descripcion geométrica
posible de la gravedad. Pero como se describié a lo largo del Capitulo 4,
la motivacién de trabajar con teorias de gravedad modificada resurgié en
los ultimos anos con el fin de dar una respuesta alternativa a la aparente
aceleracion del universo sin la necesidad de energia oscura.

Con este espiritu, mostramos que una teoria f(L7) basada en una modi-
ficacién del equivalente Teleparalelo de la Relatividad General (TEGR) -
donde la torsion es el objeto geométrico que describe la gravedad en lugar
de la curvatura- contiene ecuaciones de campo que son siempre de segundo
orden y son remarcablemente mas sencillas de analizar que las teorfas f(R).

Mas alld de la marcada simplicidad matemética frente a las teorias f(R),
en nuestro caso no tenemos que preocuparnos por distinguir frames ni en-
frentarnos con discusiones sobre si se viola o no el Principio de equivalencia
como se describié en 4.1.2. para hallar teorias validas que den cuenta al pro-
blema cosmolégico en cuestion. De hecho, algunos autores sostienen que en
el marco del Teleparalelismo la cuestion de si es valido o no dicho Principio
puede ser irrelevante [142].

En el marco de las teorias f(Lr), hemos testeado en particular una en
donde f(Ly) = Ly — a(—Ly)™™ con el animo de reproducir la deteccion
reciente de la aceleracion del universo sin la necesidad de energia oscura.
Llevamos a cabo tests de viablilidad para esta teoria usando los datos mas
recientes de supernovas del tipo Ia y los combinamos con la informacion
proveniente de otras dos lineas de observacion; la deteccién del pico acustico
en las oscilaciones de bariones (BAO) y el shift parameter de la radiacién
césmica de fondo (CMB), para hallar cotas en el plano n—¢2,,. Con un 68.3 %
de N.C. encontramos que los valores yacen en los rangos n € [—0,23,0,03] y
Q,, €[0,25,0,29]. Los valores para €, son consistentes con las estimaciones
recientes obtenidas por otros autores (ver por ejemplo, [38]). El modelo con
los valores del mejor ajuste habiendo minimizado el x? que combina los datos
de SNIa+BAO+CMB (n = —0,10 y Q,, = 0,27) contiene las tres ultimas
fases de la evolucion cosmoldgica estandar: era de radiacién, era de materia

y aceleracion tardia; ésta ultima etapa habiendo comenzado en z,.. ~ 0,74.

93



Cap.5 Conclusiones

El modelo presentado en el marco de esta nueva clase de teorias de
gravedad modificada, no solamente contiene ecuaciones mas sencillas de ma-
nipular a la hora de realizar tests. El parametro n nos posibilita desarrollar
modelos (como el presentado aqui) que simulen a aquellos con energia oscura
dinamica que quizés en los proximos anos se vean favorecidos por el hecho
de que se espera una notable mejora en la precision con la que se realizan
las mediciones. En particular, las perspectivas futuras que pueden preverse,
estan fundamentalmente orientadas a la medicién més precisa de la ecuacién
de estado w y la determinacion de si es o no constante. Uno de tales proyectos
es el satélite SNAP [70] que se encuentra en pleno desarrollo y serfa lanzado
antes del ano 2020.

Estas observaciones mas precisas llevaran a que dispongamos de diagra-
mas de Hubble con una enorme cantidad de supernovas y valores de distancias
luminosas que podrian acotar mejor el valor de z,.. permitiendo asi favorecer
algunos modelos frente a otros. Ademas, la incorporacién de otros objetos
luminosos para grandes valores de corrimiento al rojo z como los Gamma Ray
Bursts (GRBs) a estos diagramas de distancias luminosas, parecen sugerir
valores de distancias luminosas inferiores a los esperados en el modelo de
concordancia ACDM [141]. Si este fuera el caso, tanto el modelo presenta-
do en esta Tesis con los valores del mejor ajuste a todos los datos, como
éste en el que solo utilizamos los datos de SNIa predicen distancias lumi-
nosas menores a las del caso ACDM. Adicionalmente, como se mencioné al
final del Capitulo 4, nuestro modelo cosmolégico contempla la posibilidad de
modelos del tipo phantom en el caso de que futuras observaciones favorezcan
casos con n > 0.

Como linea de trabajo posterior a este trabajo de Tesis, se evalia la
posibilidad de analizar y establecer requisitos de estabilidad para nuestro
modelo, asi como también estudiar resultados dentro del regimen de campo
débil. Posiblemente, el hecho de que las ecuaciones de campo sean siempre
de segundo orden haga que este tipo de andlisis sea también mas sencillo que

en el caso de las teorfas f(R).
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