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Grupo de renormalización fuera del equilibrio

En esta tesis aplicamos las técnicas del grupo de renormalización para tratar teorías de

campos fuera del equilibrio. Dos elementos se combinan en este trabajo: i) la formulación

wilsoniana del grupo de renormalización, es decir, la eliminación recursiva de grados de libertad

en cierto intervalo de escalas; y ii) el análisis de sistemas cuánticos abiertos mediante las

técnicas del funcional de influencia y de las integrales de camino temporal cerrado. El sistema

que analizamos es el de un campo escalar con un corte ultravioleta en el impulso. Usamos

para describirlo una funcional generadora de camino temporal cerrado, adecuada para calcular

la evolución causal y real de los valores de expectación. Integrando explícitamente sobre los

modos con impulsos que se encuentran en una capa infinitesimal alrededor del corte, obtenemos

una descripción efectiva para el resto de los modos. Iterando el procedimiento, deducimos las

ecuaciones de grupo de renormalización, cuyo flujo genera de manera natural términos de ruido

y disipación. Este método es usado para estudiar un campo con interacciones de tipo λΦ4,

y los resultados son aplicados a un modelo para calcular el espectro del campo del inflatón

en el universo temprano. Mostramos también que las mismas ideas, desarrolladas en principio

para una teoría cuántica de campos, pueden emplearse para tratar ecuaciones diferenciales

estocásticas. El método es ilustrado deduciendo varios resultados conocidos acerca de la ecuación

de Kardar−Parisi−Zhang.

Palabras claves:

teoría cuántica de campos fuera del equilibrio − camino temporal cerrado − acción de influencia

− grupo de renormalización wilsoniano − teoría λΦ4 − ecuaciones diferenciales estocásticas −

ecuación KPZ − inflación





Nonequilibrium renormalization group

In this thesis we investigate the renormalization group approach to nonequilibrium field

theory. To this end, we combine the Wilsonian momentum-space renormalization group (where

an effective theory for the long wavelength modes is obtained through the coarse graining

of shorter wavelengths) with the closed-time path and influence functional techniques used

to describe open quantum systems. The system we deal with in this thesis is a scalar field

with a sharp ultraviolet cutoff. Infinitesimal momentum shells are coarse-grained one at a time

on a generating functional suitable to cope with systems out of equilibrium. By iterating this

operation, we obtain a set of renormalization group equations, which intrinsically generate noise

and dissipation. We use these methods to study a scalar field theory with λΦ4-type interaction

terms. In its turn, the results thus obtained are applied to compute the power spectrum of an

interacting field in a toy model of inflation. Finally, we show that essentially the same ideas,

derived in the context of quantum field theory, can be used to define a convenient nonequilibrium

action for stochastic differential equations. We illustrate this point by deducing a number of

results related with the Kardar−Parisi−Zhang equation.

Keywords:

nonequilibrium quantum field theory − closed-time path − influence action − Wilsonian

renormalization group − λΦ4 theory − stochastic differential equations − KPZ equation −

inflation
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Introducción

I

El tema central de esta tesis es la formulación de un grupo de renormalización para la teoría

de campos fuera del equilibrio. Esta teoría ha adquirido recientemente la forma de un cuerpo

unificado de técnicas para tratar la evolución de sistemas de campos cuánticos [1]. Nuestro

objetivo es estudiar esta clase de sistemas, y el camino que nos hemos propuesto se basa en

la aplicación de los métodos de grupo de renormalización. El grupo de renormalización ha

sido históricamente un método muy eficaz para analizar sistemas físicos complejos: a partir de

la descripción de un sistema con un dado nivel de resolución, una nueva descripción, con un

nivel más bajo, es obtenida promediando sobre ciertos grados de libertad. Analizando cómo

la descripción del sistema cambia (o, eventualmente, deja de cambiar) frente a este cambio de

resolución, puede obtenerse información relevante.

Mucho de esta tesis se apoya en trabajos previos llevados a cabo por investigadores de este

Departamento: la aplicación del grupo de renormalización para tratar campos cuánticos en

espacios curvos [2], la descripción de la forma en que corren el ruido y la disipación en teorías

de campo efectivas [3], el análisis de la acción efectiva para los campos gravitatorios [4], las

correcciones al potencial newtoniano [5], el estudio de la decoherencia mediante las técnicas de

la funcional de influencia [6], y, de particular importancia, la aplicación de las ecuaciones de

grupo de renormalización exacto dentro del formalismo de Schwinger y Keldysh [7].

Si bien la teoría cuántica de campos en equilibrio ha alcanzado un grado importante de

desarrollo y cuenta con una vasta literatura [8], existe una evidencia cada vez más fuerte de

1



2 Introducción

que sus métodos son insuficientes para tratar muchos fenómenos de interés, en particular en

el terreno del universo temprano y de la física de altas energías. Ejemplo de esto último es

el estudio de los plasmas de quarks y gluones formados en las colisiones de iones pesados [9].

Más extremo aún como ejemplo de proceso fuera del equilibrio, es el proceso cosmológico de

reheating [10], en el que la temperatura del universo aumenta desde prácticamente cero hasta

1012 Gev, en un intervalo de tiempo del orden de los 10−20s. Estos dos fenómenos plantean un

importante reto para los actuales desarrollos teóricos.

En el caso del plasma de quarks y gluones, ha sido posible avanzar en su comprensión

mediante el uso de descripciones fenomenológicas [11], pero es evidente que aún no se cuenta

con una explicación plenamente satisfactoria. Por lo pronto, es claro que una descripción teórica

de los diferentes comportamientos observados en todo el rango de energías de interés requiere

ir más allá de la teoría de perturbaciones [12]. Este carácter no perturbativo aparece en otras

aplicaciones, tales como el estudio de la transición electrodébil y de su relación con el proceso

de bariogénesis [13].

En el caso del reheating, ha sido posible explicar las primeras fases del proceso en términos de

las resonancias que pueden existir entre el campo del inflatón y los productos de su decaimiento

[14]. Pero, como antes, el problema global, que en este caso involucra la interacción del campo

del inflatón con sus subproductos y a su vez con el campo gravitatorio, ha resultado intratable,

salvo al precio de ignorar la naturaleza cuántica del problema [15].

La clase de problemas que se quiere tratar tiene, entonces, dos aspectos fundamentales:

primero, se trata de problemas fuera del equilibrio, y, segundo, para tratarlos parece ser

indispensable ir más allá de la teoría de perturbaciones. La respuesta a la primera cuestión

está dada por la teoría de campos fuera del equilibrio. En cuanto a la segunda, posiblemente la

forma más sistemática de superar las limitaciones propias de las aproximaciones perturbativas

sea la ofrecida por los métodos del grupo de renormalización [16].

Históricamente, estos métodos han sido comunes tanto al ámbito de materia condensada

[17] como al de teoría cuántica de campos [18]. En teoría de campos el grupo de renor-

malización suele emplearse para obtener, por ejemplo, el comportamiento asintótico de las
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funciones de correlación a muy altos o muy bajos impulsos. En materia condensada, el grupo

de renormalización permite obtener exponentes críticos asociados con transiciones de fase [16].

Tratándose de materia condensada, estas técnicas explotan la invariancia del sistema respecto

ciertas transformaciones de escala. Si en cambio se trata de teoría cuántica de campos, el

lenguaje de grupo de renormalización es más comúnmente entendido a partir de la invariancia

de las magnitudes observables respecto a la escala de renormalización. En definitiva ambas

representaciones son conceptualmente equivalentes, aunque el lenguaje en que están expresadas

puede oscurecer esta relación [18].

Como ya se dijo, la base de estos métodos es la invariancia de escala, que permite determinar

el comportamiento de un sistema cuando se modifican ciertos parámetros, tales como la tem-

peratura, el impulso o los campos de background. Hay dos implementaciones de los métodos

de grupo de renormalización que quisiéramos resaltar y que son diametralmente opuestas. Una

es la llamada ecuación de Wegner y Houghton [19], deducida por métodos funcionales y que

ha permitido, por ejemplo, estudiar eficazmente la estructura del funcional de energía libre. La

otra implementación corresponde al llamado “grupo de renormalización dinámico” [20]−[26], que

está basado en descripciones fenomenológicas y que se implementa al nivel de las ecuaciones

estocásticas de Langevin.

II

Aunque aparecen recién en la segunda parte de este escrito, hay que decir que los primeros

resultados de esta investigación fueron obtenidos en relación a las ecuaciones diferenciales

estocásticas. En particular, fue la ecuación KPZ [24, 25, 26] la que sirvió como sujeto de

pruebas. Además del valor intrínseco de obtener una formulación de las ecuaciones estocásticas

basada en la teoría de campos fuera del equilibrio, a partir de este trabajo desarrollamos la

base que serviría a todo el resto de la investigación, a saber: la implementación de un grupo de

un renormalización dinámico al nivel de un funcional generador. El hecho de que las ecuaciones
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estocásticas tengan propiedades bien conocidas sirvió para contrastar los resultados a medida

que los íbamos obteniendo.

Mucho fue lo que avanzamos luego en el desarrollo de una transformación de grupo de renor-

malización fuera del equilibrio. Así, esa primera parte del trabajo sobre ecuaciones diferenciales

en esta exposición será vista más como una aplicación que como un punto de partida. Y esto

no deja de ser en parte cierto, puesto que una vez que entendimos mejor la materia con la

que tratábamos pudimos rever ese primer trabajo y ordenarlo de manera más prolija, que es la

forma con la que aparece en esta tesis.

Dejando entonces las ecuaciones diferenciales estocásticas, la principal motivación de este

trabajo se centró directamente sobre teorías relativistas de campos cuánticos. El objetivo que

nos planteamos fue obtener, a partir de una descripción microscópica inicial, una teoría efectiva

para los modos de longitud de onda larga en situaciones de no equilibrio. Esta teoría efectiva,

como es natural que ocurra dentro del tratamiento de sistemas abiertos, posee una dinámica

con ruido y disipación. Estos dos elementos son fundamentales. Explicar los mecanismos de

disipación es una de las metas principales de la teoría de campos fuera del equilibrio. Varias de

sus principales aplicaciones dependen de esto, como por ejemplo la generación de fluctuaciones

primordiales durante inflación [27, 28], la construcción de modelos para la etapa de reheating

[29] y la formación de defectos durante transiciones de fase fuera del equilibrio [30].

Hay cierto grado de tensión entre la necesidad de construir modelos fenomenológicos que

lleven a soluciones manejables y robustas, por un lado, y por otro, la búsqueda de métodos

basados en primeros principios. Una señal muy clara de este compromiso puede ser encontrado

en el contraste que hay entre los primeros modelos de reheating, donde la disipación era

introducida como un término de fricción [31, 32], y los modelos actualmente más aceptados, en

los que el mecanismo de decaimiento es la resonancia paramétrica de los campos de materia [14].

Existen firmes indicios de que la disipación en las teorías de campos es un fenómeno intrincado

y de carácter no markoviano [33, 34]; notablemente, se ha mostrado que este fenómeno está

suprimido de forma exponencial en los cálculos perturbativos [35].
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Nuestra intención fue investigar esta clase de problemas estudiando la forma en que la

disipación y el ruido aparecen en las teorías de campo efectivas, obtenidas al aplicar el grupo de

renormalización a teorías microscópicas. Teorías microscópicas (es importante resaltarlo) que

no incluyeran el ruido y la disipación de una manera ad hoc. Las fluctuaciones cuánticas en los

modos de longitud de onda corta son eventualmente la fuente del ruido y de la disipación. Una

de las dificultades que enfrentamos, y que es propia de los métodos de grupo de renormalización,

es la generación de infinitos acoplamientos con dependencias no locales; característica que es

aún más notable en el caso de teorías fuera del equilibrio, debido a que la no localidad es

tanto espacial como temporal. En el pasado, se ha intentado sortear esta dificultad a partir de

las ecuaciones de grupo de renormalización exacto, haciendo expansiones en potencias de los

campos [36] o de sus derivadas [7]. El éxito de estos acercamientos ha sido siempre limitado.

Nuestro objetivo fue encontrar algún esquema alternativo que permitiese enfrentar mejor estas

dificultades. De eso trata, principalmente, la primera parte de este escrito.

III

Sin entrar en detalles técnicos, reseñaremos brevemente cuáles son los dos elementos funda-

mentales que son aplicados casi de principio a fin en este trabajo.

Dijimos al comienzo de la Introducción que el tema central de esta tesis era la definición

de un grupo de renormalización fuera del equilibrio. Debe entenderse aquí que se trata de la

definición no tanto en un sentido conceptual como operativo. En el fondo, las ideas sobre grupo

de renormalización que aplicaremos en esta tesis ya tienen cerca de cincuenta años. Quizá, más

que las ideas, deberíamos decir: una de las formas que han adoptado esas ideas en el curso de su

historia, que es, de hecho, más antigua. La encarnación particular del grupo de renormalización

que nos interesará a nosotros es la que aparece en los trabajos precursores de Kadanoff, Fisher,

Wilson, Kogut, Wegner y Houghton [37, 38, 39, 19]. Esto es, la eliminación recursiva de grados

de libertad de un sistema complejo y la construcción de descripciones efectivas para los grados

sobrevivientes. Las reseñas que hacen Wilson [16] y Fisher [40] dan buena cuenta del surgimiento
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y desarrollo de las ideas de grupo de renormalización entendidas desde esa perspectiva. Esta

manera de definir la transformación del grupo de renormalización, tan propia de las áreas de

materia condensada, suele llamarse wilsoniana.

El otro elemento fundamental en esta tesis es la descripción de sistemas cuánticos abiertos

mediante integrales de camino temporal cerrado. Contemporáneos a los trabajos anteriores

sobre grupo de renormalización, son los trabajos de Schwinger, de Keldysh, y el de Feynman

y Vernon [41, 42, 43]. Los primeros introdujeron una formulación en términos de integrales de

camino temporal cerrado para el cálculo de valores de expectación, y aplicaron estos métodos

para analizar la influencia que, sobre un oscilador, ejercen otros sistemas cuánticos con los

que interactúa. Feynman y Vernon trataron también el problema de un sistema sometido a

interacciones con un agente externo, o medio ambiente, y a ellos se debe la definición de la

funcional de influencia. Representando amplitudes de probabilidad por medio de integrales

de camino ordinarias, y luego multiplicando estas amplitudes por sus conjugadas, Feynman y

Vernon llegaron a expresiones cuya forma es, en esencia, la de una integral sobre un camino

temporal cerrado. La equivalencia última entre el método de Schwinger−Keldysh y el de

Feynman−Vernon [44] hace que uno se refiera a esta forma particular de la teoría de campos

por el nombre de formulación closed-time path o CTP. Acerca del formalismo CTP pueden

consultarse las referencias [44]−[50].

Por una lado, la versión wilsoniana del grupo de renormalización elimina de la descripción

del sistema ciertos grados de libertad, en favor de una descripción efectiva para el resto. Y

por otro lado, la formulación CTP da un lenguaje natural para estudiar la influencia de un

sistema sobre otro. La transformación de grupo de renormalización fuera del equilibrio, tal

como la trataremos nosotros, surge de combinar esas dos ideas. Lo único que hay que hacer es

identificar con cierto sistema externo o entorno los grados de libertad que van a ser eliminados,

y llamar al resto de los grados de libertad por el apelativo de “sistema propiamente dicho”.

Ahora hay que indicarle a la maquina de calcular funcionales de influencia: “éste es mi sistema

propiamente dicho, éste es mi entorno”, y dejar que se encargue de dar la descripción efectiva

del sistema. La cuestión es construir la máquina y que además resulte operativa. El trabajo de
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Dalvit y Mazzitelli [7] es fundamental en este sentido de combinar el grupo de renormalización

wilsoniano con el formalismo CTP; fueron ellos los que dieron el primer paso en esa dirección.

(Ver al respecto también las referencias [51] y [52]. Ideas similares, pero aplicadas a otro ámbito,

figuran en [53]. No son del todo ajenos los trabajos [54], [55] y [56]; el primero con un grupo de

renormalización basado en el formalismo de tiempo imaginario, y los otros dos, con uno basado

en el formalismo de tiempo real.)

Querríamos notar aquí una diferencia importante entre las formulaciones del grupo de

renormalización en y fuera del equilibrio. Lo que hará las veces de acción en nuestras integrales

de camino CTP será la acción de influencia. Como mencionamos antes, las integrales funcionales

estarán definidas en un camino temporal cerrado. Estas integrales tienen dos tramos: uno va

desde el tiempo inicial, digamos t = 0, hasta un tiempo final, que llamaremos T , y el otro tramo

vuelve desde T al tiempo inicial. Sobre cada tramo hay definida una historia, de manera que se

termina integrando sobre dos historias. Respecto a las integrales usuales, el número de grados de

libertad se duplica. Y, lo que es peculiar al formalismo CTP, las dos historias mezclan entre sí sus

términos de interacción en formas que resultan imposibles de separar. Esto hace que la propia

estructura de la acción pueda ser muchísimo más compleja que la de las acciones euclídeas o de

tipo in−out usadas en el equilibrio. Al formular un grupo de renormalización fuera del equilibrio

debe lidiarse con el hecho de que la acción CTP puede tener dependencias muy generales en

los campos, y ser no local tanto espacial como temporalmente. En principio, es posible definir

un grupo de renormalización exacto [7, 19, 57], donde esas dependencias tan generales son

consideradas de manera rigurosa. Sin embargo, este formalismo resulta demasiado complejo

como para tener una utilidad práctica [7, 36]. Al mismo tiempo, uno debe prevenirse contra la

tentación de restringir la forma de la acción al punto de dejar afuera los procesos que finalmente

interesan. Por ejemplo, si uno asumiese para la acción CTP una forma funcional en donde las

dos historias del camino temporal cerrado no tuvieran interacciones entre sí, se perderían de

manera inevitable los términos de ruido y disipación. Esto sería irrelevante en el cálculo de

potenciales efectivos, donde no hay dependencia temporal, pero completamente desastroso a

los fines de estudiar problemas fuera del equilibrio. Cuando construyamos la transformación
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de grupo de renormalización mucha de la atención estará dirigida a cuánta libertad puede

quitársele a la acción CTP sin invalidar su aplicabilidad a problemas fuera del equilibrio.

IV

La tesis está dividida en tres partes. En la primera, que es la más extensa, se presentan todos

los elementos necesarios para la construcción de un transformación de grupo de renormalización

fuera del equilibrio. Las otras dos partes son aplicaciones: la segunda trata acerca de las

ecuaciones diferenciales estocásticas, y de su descripción en términos de integrales CTP; la

tercera parte es una aplicación a un problema de cosmología.

Dentro de la primera parte, el Capítulo 1 es más que nada una explicación breve, y esperamos

suficiente, de dos temas principales en todo lo que sigue: por un lado el formalismo CTP, y

por otro las técnicas del funcional de influencia para tratar la interacción de un sistema con

su entorno. En el Capítulo 2, lo que haremos será tomar un campo escalar y definir entre

sus variables una parte que será considerada el sistema y otra como su entorno; al sistema así

dividido le aplicaremos los resultados del capítulo anterior; es decir, mostraremos como calcular

la funcional de influencia adecuada a esta división. Es también en este capítulo donde fijamos

qué tan generales serán las teorías de campos con las que trabajaremos.

El Capítulo 3 es el que da los últimos preparativos necesarios antes de la definición de

la transformación de grupo de renormalización. Ahí se explica cómo calcular la funcional

de influencia cuando la separación entre entorno y sistema, dentro del mismo campo, se va

realizando en pasos infinitesimales. Muy peculiares resultan las reglas diagramáticas que surgen

de esa división. (El Capítulo 4 da un ejemplo detallado de la aplicación de estas reglas, pero su

lectura no es indispensable, ni lógicamente necesaria a los fines de la continuidad del escrito.

Como tampoco lo es la del Capítulo 5, que se encarga de demostrar la validez de ciertas hipótesis,

en especial de la propiedad de clausura relacionada con el cálculo de la funcional de influencia.)

Todos los elementos están dados para presentar en el Capítulo 6 la transformación de grupo

de renormalización. Como lo esencial ha sido hecho antes, en este capítulo sólo se ordenan y se
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les da forma a esos resultados. La sección que cierra ese capítulo es un resumen conceptual de

lo hecho hasta ahí.

Los Capítulos 7 y 8 plantean un problema específico y contienen los resultados fundamentales

de esta parte del trabajo. En esos capítulos, las ecuaciones del grupo de renormalización son

escritas y resueltas para una condición inicial que corresponde a una acción λΦ4. Lo que hacemos

ahí es, primero, ver cuál es el espacio accesible de acciones a las que puede conducir el grupo de

renormalización si se escriben sus ecuaciones hasta orden λ2. El cálculo perturbativo que hay

aquí es muy distinto del que hay, por ejemplo, al calcular funciones de correlación hasta orden λ2

en la teoría original. La cuestión fundamental es encontrar un conjunto de acoplamientos tales

que la transformación sea cerrada hasta ese orden. Veremos que además del acoplamiento λΦ4

aparecen términos no locales de dos, cuatro y seis campos. En especial, los nuevos términos de

dos campos contienen todas las características del ruido y la disipación. Ahí termina la primera

parte.

La segunda parte está dedicada a la formulación CTP de las ecuaciones diferenciales estocás-

ticas. En el Capítulo 9 escribimos una acción y una funcional generadora CTP para este tipo de

ecuaciones y comparamos nuestro método con otros. En especial, mostramos la íntima relación

entre las integrales CTP y el formalismo de Martin−Siggia−Rose. En el Capítulo 10 se usa como

ejemplo de aplicación la ecuación KPZ, una ecuación estocástica principalmente relacionada con

el crecimiento de superficies. Lo que hacemos ahí es calcular una acción efectiva CTP y mostrar

que las ecuaciones de movimiento a que da lugar son las mismas que las obtenidas por los

métodos más usuales, implementados no al nivel de una acción sino de las propias ecuaciones

estocásticas. En el Capítulo 11 se escriben las ecuaciones de grupo de renormalización para la

ecuación KPZ, deducidas a partir de su formulación CTP: son las mismas ecuaciones que se

obtienen mediante las técnicas del grupo de renormalización dinámico. Si las ideas de grupo

de renormalización fueron tomadas originalmente de materia condensada para ser aplicadas a

una teoría cuántica de campos en situaciones de equilibrio, este capítulo le devuelve a materia

condensada un método funcional capaz de tratar situaciones fuera del equilibrio.
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La tercera parte, que consiste sólo en el Capítulo 12, trata acerca de un problema de

cosmología. Es la aplicación del grupo de renormalización fuera del equilibrio para calcular el

espectro de un campo con interacciones. En el contexto del problema, ese campo es el inflatón,

y la forma en que su espectro se aparta del de un campo libre es importante para determinar la

estadística de las inhomogeneidades presentes en el universo. Usamos en este capítulo muchos

de los resultados de los Capítulos 7 y 8, pues asumimos para el inflatón interacciones de tipo

λΦ4. Propio de este capítulo es un método de aproximación de la acción CTP que, teniendo

en cuenta las escalas típicas de evolución involucradas, reemplaza los términos no locales de

la acción por otros locales. En especial, se introduce un término local de fricción. Se vuelve

importante aquí el hecho de que en la formulación CTP, al margen de los parámetros que

definen la acción y la matriz densidad inicial, existe un parámetro dimensional extra, que es

el tiempo al cual se unen las historias del camino temporal cerrado. (Al respecto, y aplicado a

un problema muy similar al que nos ocupó a nosotros, puede consultarse la ref. [58].) Es este

capítulo en el que más completa resulta la aplicación de las ideas de grupo de renormalización,

en especial el concepto de invariancia que relaciona la teoría original con la teoría efectiva a la

que conduce el grupo de renormalización.

La tesis concluye con un resumen de nuestros resultados.
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1

Formalismo CTP y sistemas abiertos

La idea central en todo lo que sigue será la construcción de descripciones efectivas para

ciertos conjuntos privilegiados de variables, dentro de conjuntos mayores. Como en general se

tratará de sistemas cuyas partes interactúan entre sí, decir que uno elimina de la descripción

cierto conjunto de variables implica necesariamente la creación de nuevas interacciones efectivas

entre las variables sobrevivientes, interacciones que antes estaban mediadas por las variables

eliminadas. Es usual que en la teoría efectiva resultante puedan identificarse términos de ruido

y de disipación.

En este trabajo, el sistema que analizaremos será un campo escalar y las variables a

eliminar serán los modos del campo asociados a escalas de distancias cortas. Obtendremos

así una teoría cuyas únicas variables serán los modos de las escalas largas. La influencia de los

modos eliminados aparecerá en los parámetros que definan la descripción efectiva de los modos

sobrevivientes. Consideraremos a los modos de las escalas largas como un sistema abierto, cuyo

entorno serán los modos de las escalas cortas. Se tratará de una aplicación directa de las técnicas

del funcional de influencia de Feynman−Vernon [43]. De manera que empezaremos haciendo

un breve repaso de estos métodos, comenzando por la definición de las integrales de camino

temporal cerrado, que es el lenguaje natural para describir la evolución de las funciones de

correlación. Seguiremos de cerca el desarrollo presentado en [1].

13
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1.1. Integrales de camino temporal cerrado

Las variables campo del sistema completo serán designadas por Φ. En la representación de

Schrödinger los autoestados del campo obedecen la ecuación

∂

∂t
|Φ(t)⟩ = −

i

~
Ĥ(t) |Φ(t)⟩, (1.1)

donde Ĥ es el hamiltoniano del sistema. Aquí se sobrentiende que los estados son también

funciones de las coordenadas; es decir, |Φ(t)⟩ = |Φ(r, t)⟩. Fijado el estado inicial, |Φ(0)⟩, la

solución de la Ec. (1.1) puede escribirse mediante el operador de evolución U ,

|Φ(t)⟩ = U(t, 0) |Φ(0)⟩ , (1.2)

con

U(t, 0) = T exp

[

−
i

~

∫ t

0

dt′ Ĥ(t′)

]

. (1.3)

En esta ecuación T es el ordenador temporal,

T f(t)g(t′) = f(t)g(t′) θ(t− t′) + g(t′)f(t) θ(t′ − t), (1.4)

donde θ(t) es la función escalón de Heaviside. A partir de ahora tomaremos ~ = 1. Es sabido

que U admite una representación en términos de integrales de camino, en la siguiente forma

⟨Φ2 |U(t, 0) | Φ1⟩ =

∫ Φ(t)=Φ2

Φ(0)=Φ1

DΦ eiS[Φ]. (1.5)

La integral se realiza sobre las historias Φ(t) que en los extremos del intervalo toman los valores

Φ1 y Φ2, respectivamente.

Más generalmente, la información sobre el estado del sistema a t = 0 no está representada

por un estado o combinación lineal de autoestados del campo, sino por una matriz densidad,

ρ̂(0) =
∑

i

pi |αi⟩ ⟨αi | , (1.6)

donde cada pi es la probabilidad de que el sistema esté en el estado αi. En conjunto, los αi

forman una base completa. En el caso continuo se tratará de una integral y pi representará
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una densidad de probabilidad. En todo caso, la traza de la matriz densidad siempre es 1. Los

valores de expectación de los operadores se calculan tomando la traza con ρ̂

⟨

Ô
⟩

= Tr ρ̂ Ô. (1.7)

En la representación de Schrödinger, al evolucionar los estados, evoluciona también ρ̂. Los

elementos de matriz de ρ̂ a tiempo T serán representados por

ρ
[

Φ+,Φ−, T
]

=
⟨

Φ+
∣

∣ ρ̂(T )
∣

∣Φ−
⟩

. (1.8)

En seguida quedará claro el sentido de esta notación. Si los estados evolucionan según (1.2), de

acuerdo a la Ec. (1.6) la matriz densidad lo hará a su vez según

ρ̂(T ) =
∑

i

pi

[

U(T, 0) |αi⟩
] [

⟨αi | U(0, T )
]

= U(T, 0) ρ̂(0) U(0, T ). (1.9)

Aquí se ha usado que U †(T, 0) = U(0, T ). Los elementos de matriz evolucionan entonces según

ρ
[

Φ+,Φ−, T
]

=
⟨

Φ+ |U(T, 0) ρ̂(0)U(0, T ) | Φ−
⟩

(1.10)

=

∫

dΦ+(0) dΦ−(0)
⟨

Φ+ |U(T, 0) | Φ+(0)
⟩ ⟨

Φ+(0) | ρ̂(0) | Φ−(0)
⟩ ⟨

Φ−(0) |U(0, T ) | Φ−
⟩

.

Usando ahora la representación de U dada por la Ec. (1.5), resulta

ρ
[

Φ+,Φ−, T
]

=

Φ+(T )=Φ+ Φ−(T )=Φ−

∫

DΦ+

∫

DΦ− eiS[Φ
+,Φ−] ρ

[

Φ+(0),Φ−(0), 0
]

, (1.11)

donde

S[Φ+,Φ−] = S[Φ+]− S[Φ−]. (1.12)

La Ec. (1.11) dice cómo obtener los elementos de matriz de ρ̂ a tiempo T en la representación

de Schrödinger. Se integra sobre dos historias, que sólo tienen fijo su valor en t = T . El hecho

de que figure la matriz densidad a t = 0 impedirá, por lo general, que las dos integrales puedan

hacerse de manera separada.
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Supongamos que en el segundo miembro de la Ec. (1.11) se fuerza la condición Φ+(T ) =

Φ−(T ) y se integra sobre este valor común de las historias en t = T ,

Φ+(T )=Φ−(T )

∫

DΦ+ DΦ− eiS[Φ
+,Φ−] ρ

[

Φ+(0),Φ−(0), 0
]

. (1.13)

Esto no es otra cosa que calcular

∫

dΦ+ ρ
[

Φ+,Φ+, T
]

= Tr ρ̂(T ) = 1. (1.14)

Al unir las historias e integrar sobre su valor común lo que uno está calculando es una traza.

Debería resultar ahora evidente que expresiones de la forma

Φ+(T )=Φ−(T )

∫

DΦ+ DΦ− eiS[Φ
+,Φ−]

[

Φ+(t1)Φ
+(t2) . . .Φ

−(tn−1) Φ
−(tn)

]

ρ
[

Φ+(0),Φ−(0), 0
]

, (1.15)

representan la traza de ρ̂ por cierto producto de campos, con algún ordenamiento temporal

(considerados los campos en la representación de Heisenberg) que habrá que dilucidar.

Este tipo de integrales dobles, en las que el extremo de una historia coincide con el extremo

de la otra,

Φ+(T )=Φ−(T )

∫

DΦ+ DΦ− F [Φ+,Φ−], (1.16)

recibe el nombre de integral de camino temporal cerrado, o CTP, por su nombre en inglés:

closed−time path. Las dos historias pueden ser pensadas como una sola historia, definida sobre

el camino temporal cerrado que va de t = 0 a T y que vuelve de T a t = 0. Sobre la rama

que va de 0 a T , el campo asume la configuración Φ+, y es Φ− sobre la rama que vuelve de

T a 0. En t = T las dos historias coinciden,

Φ+(T ) = Φ−(T ). (1.17)

Así, uno integra sobre configuraciones que son continuas sobre este camino temporal cerrado. La

acción S[Φ+,Φ−], funcional de las historias sobre cada rama, recibe el nombre de acción CTP.

Decir que el camino va y vuelve en el tiempo encuentra su justificación cuando uno reconoce
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cuál es el ordenamiento temporal implicado por la Ec. (1.15). En verdad todo sucede como si

la línea de tiempo avanzara desde el pasado al futuro y, desde el futuro, de nuevo al pasado.

Consideremos un caso sencillo, con sólo dos campos. Por ejemplo, sea

G++(τ, τ ′) =

Φ+(T )=Φ−(T )

∫

DΦ+ DΦ− eiS[Φ
+]−iS[Φ−] Φ+(τ)Φ+(τ ′) ρ

[

Φ+(0),Φ−(0), 0
]

. (1.18)

Para este tipo de expresiones usaremos también la notación

G++(τ, τ ′) =
⟨

Φ+(τ)Φ+(τ ′)
⟩

, (1.19)

y de manera análoga con las otras combinaciones de signos ±. Cada una de estas expresiones

debe verse como una integral CTP, siguiendo el ejemplo de la Ec. (1.18), y no como el valor de

expectación de un producto de operadores. Lo que queremos ver es, precisamente, al valor de

expectación de qué producto de operadores equivalen.

Para calcular G++, asumamos que τ > τ ′. La integral se puede descomponer en varios

tramos,

G++(τ, τ ′) =

∫

dΦ+(0) dΦ−(0) dΦ+(τ) dΦ+(τ ′) dΦ+(T )

×

[∫

0<t<τ ′
DΦ+ eiS[Φ

+]

]

Φ+(τ ′)

[∫

τ ′<t<τ

DΦ+ eiS[Φ
+]

]

Φ+(τ)

×

[∫

τ<t<T

DΦ+ eiS[Φ
+]

] [∫

Φ−(T )=Φ+(T )

DΦ− e−iS[Φ−]

]

ρ
[

Φ+(0),Φ−(0), 0
]

. (1.20)

De acuerdo con la representación dada por la Ec. (1.5), cada expresión entre corchetes puede

identificarse con cierto elemento de matriz del operador de evolución,

G++(τ, τ ′) =

∫

dΦ+(0) dΦ−(0) dΦ+(τ) dΦ+(τ ′) dΦ+(T )

×
⟨

Φ+(τ ′) |U(τ ′, 0) | Φ+(0)
⟩

Φ+(τ ′)
⟨

Φ+(τ) |U(τ, τ ′) | Φ+(τ ′)
⟩

Φ+(τ)

×
⟨

Φ+(T ) |U(T, τ) | Φ+(τ)
⟩ ⟨

Φ+(T ) |U(T, 0) | Φ−(0)
⟩

ρ
[

Φ+(0),Φ−(0), 0
]

. (1.21)
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Usando que U(t1, t2)U(t2, t3) = U(t1, t3) y que Φ |Φ(t)⟩ = Φ(t), se encuentra

G++(τ, τ ′) = Tr
{[

U(0, τ) Φ U(τ, 0)
] [

U(0, τ ′) Φ U(τ ′, 0)
]

ρ̂(0)
}

. (1.22)

Esta última expresión es el valor de expectación de los operadores en la representación de

Heinsenberg

⟨Φ(τ)Φ(τ ′) ⟩. (1.23)

Habíamos asumido τ > τ ′, de manera que en el caso general será

G++(τ, τ ′) = ⟨T Φ(τ)Φ(τ ′)⟩. (1.24)

Este mismo procedimiento permite obtener los valores de expectación de las otras posibles

combinaciones. Así resultan

G−−(τ, τ ′) = ⟨T̃ Φ(τ)Φ(τ ′)⟩,

G+−(τ, τ ′) = ⟨Φ(τ ′)Φ(τ)⟩,

G−+(τ, τ ′) = ⟨Φ(τ)Φ(τ ′)⟩. (1.25)

En la primera de estas expresiones T̃ es el anti−ordenador temporal,

T̃ f(t)g(t′) = f(t)g(t′) θ(t′ − t) + g(t′)f(t) θ(t− t′). (1.26)

Es aquí donde se ve el carácter particular de las integrales CTP. La historia Φ+ se ordena según

el orden temporal usual, pero la historia Φ− lo hace en el sentido inverso. Y, comparada una

con la otra, es como si la historia Φ− fuera posterior a Φ+.

Si se consideran en conjunto, Φ+ y Φ− pueden escribirse como partes de una misma historia,
ΦCTP(s), parametrizada según una variable s, con −T ≤ s ≤ T ,

ΦCTP(s)







Φ+(s+ T ), si − T ≤ s < 0,

Φ−(T − s), si 0 ≤ s ≤ T.
(1.27)
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Integrar sobre las dos historias unidas en t = T es equivalente a integrar sobre la historia continua ΦCTP

definida en s entre −T y T . Entendiendo que S[ΦCTP] = S[Φ+] − S[Φ−], los valores de expectación
definidos por expresiones del tipo

G(s, s′) =

∫

DΦCTP eiS[ΦCTP] ΦCTP(s)ΦCTP(s
′) ρ [ΦCTP(−T ),ΦCTP(T ), 0], (1.28)

están dados siempre por el producto ordenado de acuerdo al parámetro s,

G(s, s′) =
⟨

Ts ΦCTP(s)ΦCTP(s
′)
⟩

. (1.29)

Las siguientes figuras ilustran las varias interpretaciones.

Figura 1.1: Las dos historias del camino temporal cerrado; en el panel de la izquierda parametrizadas según el
tiempo t. En el panel de la derecha vistas como una sola historia, parametrizada según s, como en la Ec. (1.27).

Figura 1.2: Otra forma de ver las dos historias del camino temporal cerrado, mapeando las dos ramas del tiempo
sobre el contorno de un cilindro.
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Lo natural ahora es definir la funcional generadora de los valores de expectación. En la Ec.

(1.11) se agregan a la acción dos términos lineales en los campos y en dos corrientes externas

y se integra sobre el valor común de Φ±(t) en t = T , para obtener, como antes, una traza.

Formalmente, la funcional generadora es

Z[J+, J−] =

Φ+(T )=Φ−(T )

∫

DΦ+ DΦ− exp

{

iS[Φ+,Φ−] + i

∫

(

J+Φ+ + J−Φ−
)

}

ρ
[

Φ+(0),Φ−(0), 0
]

.

(1.30)

La variación respecto las corrientes externas genera valores de expectación de los campos, como

en la Ec. (1.15), con la diferencia de que ahora los campos están acoplados a las corrientes.

Evaluada en J+ = J− = 0, la funcional generadora es igual a la traza de ρ̂(T ), y por lo tanto

es igual a 1. Pero debido a que en las siguientes secciones haremos varias transformaciones y

cambios de variables dentro del integrando de Z[J+, J−], y como por lo común no nos interesará

llevar la cuenta de las constantes multiplicativas que puedan generarse, será usual escribir Z

a menos de esas constantes. En tal caso, la propiedad Z[0, 0] = 1 puede perderse y entonces

será necesario, para calcular los valores de expectación, dividir por Z[0, 0], recuperando así la

normalización. Por lo tanto, lo que definiremos en general como valor de expectación, abusando

un poco de la notación, tendrá la siguiente forma

⟨

Φ+
1 Φ

+
2 . . . Φ−

n−1 Φ
−
n

⟩

=
1

Z

δnZ

in δJ+
1 δJ

+
2 . . . δJ

−
n−1 δJ

−
n

∣

∣

∣

∣

J+=J−=0

. (1.31)

El miembro de la izquierda debe ser interpretado como la integral de la Ec. (1.15), y no en el

sentido de un producto de operadores. Según acabamos de ver, será

⟨

Φ+
1 Φ

+
2 . . . Φ−

n−1 Φ
−
n

⟩

=
⟨ [

T̃ . . . Φn−1Φn

][

T Φ1Φ2 . . .
] ⟩

. (1.32)

1.2. Sistemas abiertos y acción de influencia

Hasta aquí, la Ec. (1.30) brinda una descripción del sistema completo, cuyas variables son

las configuraciones del campo Φ. En lo que sigue se distinguirán dentro del sistema completo

dos conjuntos de variables, uno de los cuales será considerado como el sistema propiamente
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dicho y el otro como el entorno. Las variables del sistema serán designadas por Φs y las del

entorno por Φe.

Figura 1.3: Separación entre un sistema Φs y su entorno Φe, como partes de un sistema mayor Φ.

Esta división depende del contexto. La división puede ser entre distintos campos de partícu-

las, o puede distinguir entre el aparato de medición y el sistema sobre el que se mide. Parte de

un sistema puede servir de baño térmico a otra, sobre la que se privilegia el estudio. El caso, por

decirlo así, arquetípico, es el del movimiento browniano. En el caso que nos interesará aquí, será

una división entre dos sectores de un mismo campo, uno asociado a escalas de distancias largas,

y el otro, a las escalas cortas. Por el momento no haremos referencia al significado explícito de

la división entre sistema y entorno; basta con decir que hay dos conjuntos de variables.

Al introducir la distinción entre sistema y entorno es necesario reescribir la acción y la

matriz densidad como funcionales de estos dos conjuntos de variables

S
[

Φ+,Φ−
]

−→ S
[

Φ+
s ,Φ

+
e ,Φ

−
s ,Φ

−
e

]

, (1.33)

ρ
[

Φ+,Φ−, t
]

−→ ρ
[

Φ+
s ,Φ

+
e ,Φ

−
s ,Φ

−
e , t
]

. (1.34)

El sistema completo queda descripto usando la funcional generadora (1.30), asociada con

la matriz densidad completa, que depende tanto de las variables del sistema como de las del

entorno,



22 1. Formalismo CTP y sistemas abiertos

Z
[

J+
s , J

+
e , J

−
s , J

−
e

]

=

Φ+
s (T )=Φ−

s (T )

∫

DΦ+
s DΦ−

s

Φ+
e (T )=Φ−

e (T )

∫

DΦ+
e DΦ−

e exp
(

iS
[

Φ+
s ,Φ

+
e ,Φ

−
s ,Φ

−
e

]

)

× exp

[

i

∫

(

J+
s Φ

+
s + J+

e Φ
+
e + J−

s Φ
−
s + J−

e Φ
−
e

)

]

ρ
[

Φ+
s ,Φ

+
e ,Φ

−
s ,Φ

−
e , 0
]

. (1.35)

Pero si uno desea calcular valores de expectación únicamente de operadores asociados al sistema,

esto puede hacerse a partir de una funcional generadora en donde sólo aparezcan las variables del

sistema. El primer paso para llegar a esa funcional consiste en eliminar las corrientes asociadas

al entorno. Si no van a calcularse valores de expectación referidos al entorno, no es necesario

arrastrar con las corrientes J±
e . Evaluando Z en J±

e = 0, obtenemos una funcional que sólo

depende de las corrientes acopladas al sistema y a la que llamaremos Zs,

Zs [J
+
s , J

−
s ] ≡ Z [J+

s , 0, J
−
s , 0] =

Φ+
s (T )=Φ−

s (T )

∫

DΦ+
s DΦ−

s

Φ+
e (T )=Φ−

e (T )

∫

DΦ+
e DΦ−

e exp
(

iS
[

Φ+
s ,Φ

+
e ,Φ

−
s ,Φ

−
e

]

)

× exp

[

i

∫

(

J+
s Φ

+
s + J−

s Φ
−
s

)

]

ρ
[

Φ+
s ,Φ

+
e ,Φ

−
s ,Φ

−
e , 0
]

. (1.36)

Escribamos ahora

S
[

Φ+
s ,Φ

+
e ,Φ

−
s ,Φ

−
e

]

= S
[

Φ+
s ,Φ

−
s

]

+∆S
[

Φ+
s ,Φ

+
e ,Φ

−
s ,Φ

−
e

]

. (1.37)

donde la funcional S en el segundo miembro es la acción del sistema cuando la interacción con

el entorno es eliminada. La Ec. (1.37) es sólo una definición de la funcional ∆S, y en realidad

esta separación puede definirse del modo que resulte más práctica. La funcional ∆S contiene

información sobre el entorno y sobre la interacción del entorno con el sistema. Asumamos que

a t = 0 no hay correlaciones entre el sistema y el entorno, es decir, que la matriz densidad total

puede factorizarse del siguiente modo

ρ̂(0) = ρ̂s(0)⊗ ρ̂e(0), (1.38)

donde ρ̂s(0) y ρ̂e(0) se refieren a las matrices densidad del entorno y del sistema, respecti-

vamente. Los elementos de matriz podrán escribirse entonces como
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ρ
[

Φ+
s ,Φ

+
e ,Φ

−
s ,Φ

−
e , 0
]

=
⟨

Φ+
s ,Φ

+
e | ρ̂(0) | Φ−

s ,Φ
−
e

⟩

= ρs
[

Φ+
s ,Φ

−
s , 0
]

ρe
[

Φ+
e ,Φ

−
e , 0
]

. (1.39)

Reemplazando (1.37) y (1.39) en la Ec. (1.36) se obtiene

Zs[J
+
s , J

−
s ] =

Φ+
s (T )=Φ−

s (T )

∫

DΦ+
s DΦ−

s exp

{

iSs[Φ
+
s ,Φ

−
s ] + i

∫

(

J+
s Φ

+
s + J−

s Φ
−
s

)

}

ρs
[

Φ+
s (0),Φ

−
s (0), 0

]

,

(1.40)

donde la acción efectiva para el sistema es

Ss

[

Φ+
s ,Φ

−
s

]

= S
[

Φ+
s ,Φ

−
s

]

+ δS
[

Φ+
s ,Φ

−
s

]

, (1.41)

con

eiδS[Φ
+
s ,Φ−

s ] =

Φ+
e (T )=Φ−

e (T )

∫

DΦ+
e DΦ−

e exp
(

i∆S
[

Φ+
s ,Φ

+
e ,Φ

−
s ,Φ

−
e

]

)

ρe
[

Φ+
e (0),Φ

−
e (0), 0

]

. (1.42)

Así, toda la influencia del entorno sobre el sistema ha quedado implícitamente en δS, que es

conocida como la acción de influencia, en tanto, la exponencial F [Φ+
s ,Φ

−
s ] = eiδS[Φ

+
s ,Φ−

s ] se

conoce con el nombre de funcional de influencia. La funcional de influencia es ella misma una

integral de tipo CTP.

En definitiva, uno parte de una acción S y luego de eliminar las variables del entorno

obtiene otra acción Ss para las variables del sistema. Los valores de expectación de los campos

del sistema propiamente dicho son obtenidos por medio de una funcional generadora Zs que no

hace ninguna referencia a las variables eliminadas.

Una interpretación equivalente puede hacerse en términos de la llamada matriz densidad

reducida. Comparando (1.30) con (1.40), y teniendo en cuenta que detrás de la primera ecuación

está la evolución de la matriz densidad original, vemos que asociada a Zs hay una segunda matriz

densidad ρs cuyos elementos evolucionan según

ρs
[

Φ+
s ,Φ

−
s , T

]

=

Φ+
s (T )=Φ+

s Φ−

s (T )=Φ−

s

∫

DΦ+
s

∫

DΦ−
s exp

(

iSs

[

Φ+
s ,Φ

−
s

]

)

ρs
[

Φ+
s (0),Φ

−
s (0), 0

]

. (1.43)
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Se llama matriz reducida porque lo que está oculto en la definición de Ss es una traza parcial

sobre las variables del entorno, lo que es evidente en la definición de δS en la ecuación (1.42).

Vale decir, esta matriz densidad se puede obtener a partir de la original tomando la traza sobre

las variables del entorno.

1.3. Algunas propiedades de las acciones CTP

En general, aun si la acción CTP de partida es de la forma (1.12), en Ss las dos ramas

del camino temporal cerrado no se separarán tan limpiamente, y una expresión del tipo (1.12)

puede ser imposible de obtener. Conviene entonces abandonar la idea de que las acciones CTP

serán todas de la forma (1.12). Desde un comienzo la acción CTP puede venir dada por una

expresión que mezcle irreparablemente las historias. Ya sea que S [Φ+,Φ−] pueda o no ser escrita

como una diferencia entre las acciones de los campos Φ+ y Φ−, siempre tendrá las siguientes

propiedades,

S
[

Φ+,Φ+
]

= 0, (1.44)

y

S
[

Φ−,Φ+
]

= −S
[

Φ+,Φ−
]∗
. (1.45)

El asterisco indica conjugación compleja. Así, si se introducen nuevas variables

ϕ = Φ+ − Φ− y φ = Φ+ + Φ−, (1.46)

la expansión de S in series de potencias de ϕ (siempre que eso sea posible), con coeficientes

funcionales σn[φ; t1, . . . , tn] que dependen de los campos φ y de n variables temporales,

S [ϕ, φ] =
∑

n≥1

∫

dt1 . . . dtn σn[φ; t1, . . . , tn] ϕ(t1) . . . ϕ(tn), (1.47)

debe empezar por n = 1, los coeficientes asociados a n pares deben ser imaginarios y los

asociados a n impares, reales.
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Podemos encontrar relaciones análogas a la expresada por la Ec. (1.32) pero en términos de

las variables ϕ y φ. Para dos campos, combinando los resultados obtenidos en las Ecs. (1.24)

y (1.25), se obtiene

⟨φ(t)ϕ(t′)⟩ =
⟨

Φ+(t) Φ+(t′)
⟩

+
⟨

Φ−(t) Φ+(t′)
⟩

−
⟨

Φ+(t) Φ−(t′)
⟩

−
⟨

Φ−(t) Φ−(t′)
⟩

= ⟨TΦ(t) Φ(t′)⟩+ ⟨Φ(t) Φ(t′)⟩ − ⟨Φ(t′) Φ(t)⟩ − ⟨T̃Φ(t) Φ(t′)⟩

= 2 ⟨[Φ(t),Φ(t′)]⟩ θ(t− t′), (1.48)

que puede escribirse como

⟨φ(t)ϕ(t′)⟩ = −iG(t, t′) θ(t− t′), (1.49)

para alguna función G(t, t′) que satisface G(t, t) = 0. Esta forma de escribir el valor de

expectación ⟨φϕ′⟩, apartando un factor −i, resultará práctica cuando se calculen diagramas

de Feynman. En el caso de un campo escalar, si los operadores Φ se consideran funciones de

la posición y del tiempo es inmediato comprobar que G es real. Basta analizar el valor de

expectación del producto de dos campos,

⟨Φ(x, t) Φ(x′, t′)⟩
∗
= ⟨Φ(x′, t′) Φ(x, t)⟩. (1.50)

Esto implica que el valor de expectación del conmutador es imaginario, y por lo tanto G debe

ser real.

Los otros dos valores de expectación se obtienen de manera similar,

⟨ϕ(t)ϕ(t′) ⟩ = 0, (1.51)

⟨φ(t)φ(t′) ⟩ = 2 ⟨ {Φ(t),Φ(t′)} ⟩. (1.52)

En lo que sigue, se usarán con exclusividad las variables ϕ y φ, en lugar de Φ+ y Φ−, de

manera que la condición de camino cerrado, Ec. (1.17), será

ϕ(T ) = 0. (1.53)



26 1. Formalismo CTP y sistemas abiertos

Aquí termina el breve repaso del formalismo CTP y de la acción de influencia. La aplicación

de este formalismo en el caso en que el sistema y el entorno son dos sectores de un mismo

campo escalar ocupará extensamente los próximos capítulos.



2

El campo escalar considerado como un
sistema abierto

En el capítulo anterior se mostró el procedimiento general para calcular la acción de influen-

cia cuando en la descripción de un sistema, que se considera cerrado, se distinguen un sistema

propiamente dicho y un entorno. Ahora se aplicarán estas ideas al caso en que el sistema y

el entorno son dos sectores de un mismo campo escalar. La separación corresponderá a una

división en escalas de distancia, o de impulso, según se mire. Los campos del entorno, que antes

llamamos Φe, se notarán ahora como campos Φ>, y a su vez los campos del sistema, antes

designados por Φs, se notarán ahora como campos Φ<. Aquí los signos < y > hacen referencia

a la relación de orden entre los impulsos de cada sector, con el sector de longitudes de onda

cortas asociado a los impulsos de mayor magnitud.

Figura 2.1: La división en modos de escalas largas y cortas.

27
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Por ahora no es necesario dar rigurosamente el criterio de separación entre un sector y el otro;

volveremos sobre eso dentro de un par de secciones. El plan inmediato es el siguiente. Primero,

definir la clase de acciones escalares que será considerada; una definición lo suficientemente

general para que resulte interesante, pero no tanto que se vuelva inabordable. En esencia,

se tratará de acciones que pueden expandirse en series de potencias de los campos, aunque

con términos de interacción no necesariamente locales en el tiempo. Luego daremos el criterio

de separación entre los dos sectores del campo; será una separación entre escalas cortas y

largas, como ya comentamos. Hecho esto, reescribiremos la acción de influencia, adaptando

los resultados del capítulo anterior a esta separación entre sistema y entorno. Consideraremos

entonces el cálculo perturbativo de la acción de influencia, primero de manera general y luego

en el caso particular en que el impulso de los modos eliminados se encuentra en una cáscara

infinitesimal: es ahí donde las cosas empiezan a apartarse considerablemente de los cálculos

diagramáticos usuales. Podemos anticipar que la eliminación de los modos Φ> será el paso

fundamental para construir la transformación del grupo de renormalización.

2.1. Parametrización de la acción y de la matriz densidad

En esta sección se define la clase de acciones para las cuales se calculará la acción de

influencia. Supondremos que inicialmente los modos del campo escalar están acotados por un

cutoff Λ. Así, la teoría de partida puede considerarse ya como una teoría efectiva, donde toda

la física por encima de la escala del cutoff entra implícitamente en los parámetros que definen

la acción para los modos por debajo de Λ.

2.1.1. La acción

El punto de partida es la funcional generadora CTP, ya reescrita en términos de los campos

ϕ y φ definidos en la Ec. (1.46),

Z[J, j ] =

∫

DϕDφ ρ [ϕ(k, 0), φ(k, 0), 0]

× exp

{

iS [ϕ, φ] + i

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk
[

J(k, t)φ(k, t) + j (k, t)ϕ(k, t)
]

}

. (2.1)
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Aunque no está indicado explícitamente, la integral funcional se hace sobre historias que

satisfacen la condición CTP,

ϕ(k, T ) = 0;

esto quedará entendido en todo lo que sigue. El parámetro T , donde se unen los dos caminos de

la integral CTP aparecerá como extremo de las integrales temporales, tal como en el término de

corriente de la Ec. (2.1). Los campos contienen modos con impulso k acotado por el cutoff Λ;

esto quiere decir que ϕ(k, t) y φ(k, t) son nulos si k = |k| > Λ, e igualmente las corrientes J y

j . De acuerdo con esto, el subíndice Λ en la integral sobre k indica que la región de integración

está acotada por k = Λ.

En lo que sigue, se trabajará con acciones pertenecientes a la clase definida por la siguiente

parametrización

S[ϕ, φ] = Sfree[ϕ, φ] + Sint[ϕ, φ], (2.2)

donde la acción libre es

Sfree = S0 + S2, (2.3)

con

S0[ϕ, φ] =

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk
1

2

[

∂ϕ(k, t)

∂t

∂φ(−k, t)

∂t
− k2 ϕ(k, t)φ(−k, t)

]

,

S2[ϕ, φ] =

∫ T

0

dt1

∫ T

0

dt2

∫

Λ

ddk
[

v21(k, t1, t2)ϕ(k, t1)φ(−k, t2)

+ i v22(k, t1, t2) ϕ(k, t1)ϕ(−k, t2)
]

. (2.4)

No incluimos un término lineal en ϕ ya que, al calcular la funcional generadora, un tal término

puede ser absorbido en una redefinición de la corriente j .
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Por otro lado, la parte de las interacciones en la definición (2.2) incluye términos a partir

de los cúbicos,

Sint =
∞
∑

n=3

n
∑

m=1

Snm, (2.5)

con

Snm[ϕ, φ] = i[1+(−1)m]/2

(

n
∏

j=1

∫ T

0

dtj

∫

Λ

ddkj

)

δd

(

n
∑

l=1

kl

)

vnm(k, t)

×
[

ϕ(k1, t1) . . . ϕ(km, tm)
] [

φ(km+1, tm+1) . . . φ(kn, tn)
]

, (2.6)

donde

vnm(k, t) ≡ vnm(k1, . . . ,kn, t1, . . . , tn). (2.7)

Daremos ahora algunas explicaciones sobre esta manera de parametrizar la acción. En todas

estas definiciones, el subíndice Λ en las integrales sobre los impulsos indica que la integración

está restringida a la región |k| ≤ Λ. La acción S0[ϕ, φ] corresponde a la acción libre usual de

un campo escalar sin masa; es la diferencia S0[Φ
+]− S0[Φ

−] con

S0[Φ] = =

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk
1

2

[

∂Φ(k, t)

∂t

∂Φ(−k, t)

∂t
− k2 Φ(k, t)Φ(−k, t)

]

. (2.8)

Según las definiciones (2.4) y (2.6), Snm acopla n campos en total, m de tipo ϕ y n−m de

tipo φ, donde siemprem ≥ 1. Esto está de acuerdo con la expansión (1.47). El factor i[1+(−1)m]/2

hace que los acoplamientos con un número par de campos ϕ estén multiplicados por un factor

i. Por lo tanto, tal como lo implica la propiedad (1.45), todas las funciones vnm son reales.

Impondremos además la condición de que las funciones vnm en Sint no involucren derivadas

de la delta de Dirac de las variables temporales. Es decir, no consideraremos interacciones

donde aparezcan derivadas de los campos respecto de t. Los vértices pueden definirse con
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ciertas simetrías naturales, pero no es fundamental establecer eso como una regla ya desde el

comienzo.1

Los acoplamientos vnm no pueden ser arbitrarios. Las propiedades (1.44) y (1.45) quedan

aseguradas debido a la propia forma de la expansión dada por las Ecs. (2.2)−(2.6). Pero para que

sean válidas las propiedades de causalidad contenidas en las Ecs. (1.49) y (1.51) hay que imponer

otras restricciones. Una condición suficiente que asegura causalidad es que los acoplamientos

vnm, que en las Ecs. (2.4) y (2.6) aparecen en la siguiente combinación con los campos

vnm(t1, . . . , tm, tm+1, . . . , tn) [ϕ(t1) . . . ϕ(tm)] [φ(tm+1) . . . φ(tn)], (2.9)

cumplan que

vnm(t1, . . . , tm, tm+1, . . . , tn) = 0 si máx(t1, . . . , tm) < máx(tm+1, . . . , tn). (2.10)

(La dependencia en los impulsos en estas ecuaciones se da por entendida.) Dicho en otras

palabras, lo que debe ocurrir es que en cada término de la interacción al menos uno de los

campos ϕ debe estar evaluado a un tiempo igual o mayor que los tiempos de todos los campos

φ. Así, por ejemplo, v21(k, t1, t2) debe ser la suma de términos proporcionales a θ(t1 − t2) y a

δ(t1 − t2). La condición (2.10) también garantiza que la eliminación de modos devuelve una

acción perteneciente a la misma clase de partida y que, por lo tanto, tiene buenas propiedades

CTP. La demostración de que esta condición es suficiente se hará más adelante, en el Capítulo

5, cuando ya hayan sido explicadas las reglas para construir los diagramas de Feynman en su

versión CTP y se hayan tratado varios ejemplos.

1 Habría que aclarar algo: una acción definida según la parametrización recién descripta siempre puede
rescribirse en múltiples formas que nada recuerden a la parametrización original. Por ejemplo, expandiendo
los campos en derivadas temporales, o sumando y restando términos no permitidos originalmente. Del mismo
modo, una acción que no tenga la apariencia dada por la parametrización anterior no está inmediatamente
excluida de esa clase de acciones. Es decir, los límites de la definición no son evidentes. A los efectos prácticos
este reparo es insustancial.
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2.1.2. La matriz densidad inicial

Hay que elegir ahora la matriz densidad a t = 0. Trabajaremos con una matriz relativamente

sencilla, dada por

ρ̂(0) = C exp

{∫

Λ

ddk β(k)
[

1
2
Φ̇(k)Φ̇(−k)− 1

2
a2(k) Φ(k)Φ(−k)

]

}

. (2.11)

En el miembro de la derecha figuran los operadores de campo en la representación de Schrödinger.

Este estado inicial corresponde a tener un sistema de campos libres, con masa a(k) y tempe-

ratura β−1(k), ambas dependientes del impulso. Los elementos de matriz pueden calcularse

identificando ρ̂ con un operador de evolución en tiempo imaginario. El resultado, a menos de

un factor multiplicativo, es [50]

ρ [ϕ, φ, 0] = exp

(

−

∫

Λ

ddk
a(k)

4

{

coth

[

a(k)β(k)

2

]

ϕ(k, 0)ϕ(−k, 0)

+ tanh

[

a(k)β(k)

2

]

φ(k, 0)φ(−k, 0)

})

. (2.12)

Debe notarse que para la teoría interactuante esta condición inicial es de no equilibro.

2.2. Separación de los modos

Hemos venido hablando de que un campo escalar puede ser considerado como un sistema

abierto si se distinguen ciertos modos relevantes y se eliminan de la descripción otros que son

considerados como el entorno. En esta sección se hará precisa esa división del campo, en modos

de escala pequeña y modos de escala larga. Hecha esta separación, se reescribirán los resultados

de la Sección 1.2 en una forma que resulte más conveniente para el cálculo perturbativo de la

acción de influencia.

La división entre sistema y entorno será como sigue: sea 0 < b < 1, el dominio k ≤ Λ se

dividirá en dos regiones: una cáscara con bΛ < k ≤ Λ, y la región interior, con k ≤ bΛ. Esta

división señalará los dos sectores de la teoría: el entorno, compuesto por los modos ϕ> y φ>

con impulsos dentro de la cáscara, y el sistema, formado por los modos ϕ< y φ< con impulsos

entre 0 y bΛ; esquemáticamente:
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Figura 2.2: El campo escalar considerado como un sistema abierto: los modos ϕ<, por debajo de bΛ, son
considerados como el sistema propiamente dicho; los modos ϕ>, con impulsos entre bΛ y Λ, forman el entorno.

Los modos dentro de la cáscara son el entorno de aquellos que han quedado por debajo.

Eventualmente, el espesor de la cáscara será hecho tender a 0, pero por el momento no es

necesario tomar este límite.

Introduciremos unas funciones ventana,

W(k1 < k < k2), W(k1 ≤ k < k2),

W(k1 < k ≤ k2) y W(k1 ≤ k ≤ k2), (2.13)

cuyo significado resultará claro: en el intervalo de k indicado valen 1, y fuera de él, cero. El

valor que toman en los extremos del intervalo está dado por el uso de los signos < o ≤.

Figura 2.3: La función W, una generalización de la diferencia de dos funciones escalón, con valores bien definidos
en los extremos del intervalo.
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De manera más formal puede entonces escribirse

ϕ = ϕ< + ϕ>, (2.14)

donde

ϕ>(k, t) = ϕ(k, t) W(bΛ < k ≤ Λ),

ϕ<(k, t) = ϕ(k, t) W(0 ≤ k ≤ bΛ), (2.15)

y lo mismo para φ. Preferimos estas funciones W , antes que trabajar con combinaciones de

escalones de Heaviside, para evitar los problemas de definición en los extremos de los intervalos.

Por otro lado, asumiremos que la matriz densidad a t = 0 satisface la siguiente factorización

ρ [ϕ< + ϕ>, φ< + φ>, 0] = ρ [ϕ<, φ<, 0] ρ [ϕ>, φ>, 0], (2.16)

con la misma funcional ρ en todos los términos. Esto es pedir un poco más que lo expresado

por la Ec. (1.39), que sólo pedía que la matriz fuera factorizable.

2.3. Cálculo perturbativo de la acción de influencia

Escribiremos ahora la acción de influencia cuando la separación entre sistema y entorno

es como la que hemos definido antes, es decir, separando los modos de acuerdo al valor del

impulso. Las Ecs. (1.41) y (1.42) de la Sección 1.2, que daban la acción de influencia en el caso

general, se reescriben como

S<[ϕ<, φ<] = S[ϕ<, φ<] + δS[ϕ<, φ<], (2.17)

donde

eiδS[ϕ<,φ<] =

∫

Dϕ>Dφ> exp
(

i∆S[ϕ<, ϕ>, φ<, φ>]
)

ρ [ϕ>(k, 0), φ>(k, 0), 0]. (2.18)

Observar que lo que en la Sección 1.2 denotábamos con subíndices ’e’ y ’s’ ahora corresponde

a los signos > y <, respectivamente.
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Antes de decir quién es ∆S, hay que recordar que al introducir el doble par de variables >

y < la acción debe escribirse como una funcional de cuatro variables, como en la Ec. (1.33).

Aquí resulta, simplemente,

S[ϕ<, ϕ>, φ<, φ>] = S[ϕ< + ϕ>, φ< + φ>]. (2.19)

La definición análoga a la Ec. (1.37) es ahora

∆S[ϕ<, ϕ>, φ<, φ>] = S[ϕ< + ϕ>, φ< + φ>]− S[ϕ<, φ<]. (2.20)

El cálculo de δS en la Ec. (2.18) será hecho de manera perturbativa. Para una acción de la

forma dada por la Ec. (2.2),

S[ϕ, φ] = Sfree[ϕ, φ] + Sint[ϕ, φ], (2.21)

con Sfree cuadrática en los campos, tendremos, por ortogonalidad entre los modos de un sector

y del otro,

Sfree[ϕ< + ϕ>, φ< + φ>] = Sfree[ϕ<, φ<] + Sfree[ϕ>, φ>], (2.22)

y, por lo tanto, la Ec. (2.20) da como resultado

∆S[ϕ<, ϕ>, φ<, φ>] = Sfree[ϕ>, φ>] + Sint[ϕ< + ϕ>, φ< + φ>]− Sint[ϕ<, φ<]. (2.23)

Así, definiendo

SI[ϕ<, ϕ>, φ<, φ>] ≡ Sint[ϕ< + ϕ>, φ< + φ>]− Sint[ϕ<, φ<], (2.24)

la Ec. (2.18) se reescribe como

eiδS[ϕ<,φ<] =

∫

Dϕ>Dφ> exp
(

iSfree[ϕ>, φ>] + iSI[ϕ<, ϕ>, φ<, φ>]
)

ρ0 [ϕ>, φ>]. (2.25)

Para aligerar un poco la notación se ha escrito ρ0 [ϕ>, φ>] ≡ ρ [ϕ>(k, 0), φ>(k, 0), 0]. Es ahora SI

quien hace las veces de acción de interacción para los modos >. Excepto por estar definida como
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una integral CTP, esta expresión puede calcularse por los métodos habituales. Expandiendo en

potencias de la interacción resulta

eiδS[ϕ<,φ<] =

∫

Dϕ>Dφ> e
iSfree[ϕ>,φ>]

(

1 +
∞
∑

n=1

in

n!
Sn
I [ϕ<, ϕ>, φ<, φ>]

)

ρ0 [ϕ>, φ>]

=

(∫

Dϕ′
>Dφ

′
> e

iSfree[ϕ
′

>,φ′

>] ρ0 [ϕ
′
>, φ

′
>]

)

×









1 +
∞
∑

n=1

in

n!

∫

Dϕ>Dφ> e
iSfree[ϕ>,φ>] Sn

I [ϕ<, ϕ>, φ<, φ>] ρ0 [ϕ>, φ>]
∫

Dϕ′
>Dφ

′
> e

iSfree[ϕ
′

>,φ′

>] ρ0 [ϕ
′
>, φ

′
>]









. (2.26)

Tomando el logaritmo se obtiene una expansión en cumulantes

δS[ϕ<, φ<] = −i log

(∫

Dϕ>Dφ> e
iSfree[ϕ>,φ>] ρ0 [ϕ>, φ>]

)

− i

∞
∑

n=1

in

n!
⟨Sn

I ⟩c [ϕ<, φ<], (2.27)

donde

⟨Sn
I ⟩c [ϕ<, φ<] =

∫

Dϕ>Dφ> e
iSfree[ϕ>,φ>] ρ0 [ϕ>, φ>] S

n
I [ϕ<, ϕ>, φ<, φ>]

∫

Dϕ>Dφ> e
iSfree[ϕ>,φ>] ρ0 [ϕ>, φ>]

∣

∣

∣

∣

conexos

(2.28)

es la suma de los diagramas conexos que pueden trazarse a partir de Sn
I . Los campos ϕ< y φ<

actúan como corrientes externas. El primer término en el segundo miembro de la Ec. (2.27) es

independiente de los campos <, de manera que su efecto es multiplicar la funcional generadora

de estos modos por un factor constante, que omitiremos en lo que sigue.

Los elementos fundamentales de los diagramas serán los propagadores asociados a Sfree,

⟨φ(k, t)ϕ(k′, t′)⟩ =

∫

Dϕ Dφ eiSfree[ϕ,φ] ρ0 [ϕ, φ] φ(k, t)ϕ(k′, t′)
∫

Dϕ Dφ eiSfree[ϕ,φ] ρ0 [ϕ, φ]

, (2.29)

⟨φ(k, t)φ(k′, t′)⟩ =

∫

Dϕ Dφ eiSfree[ϕ,φ] ρ0 [ϕ, φ] φ(k, t)φ(k′, t′)
∫

Dϕ Dφ eiSfree[ϕ,φ] ρ0 [ϕ, φ]
. (2.30)
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Como la acción libre es cuadrática y hemos supuesto que la matriz densidad se factoriza de

igual forma, no tiene sentido distinguir en esta expresión si los campos son de tipo < o >.

Pero al calcular explícitamente los diagramas es esencial tener en cuenta que las líneas internas

estarán siempre asociadas a campos >, de modo tal que si el impulso de una de estas líneas no

está dentro de la cáscara bΛ < k ≤ Λ, el resultado del diagrama será nulo.

Es conveniente introducir un par de funciones para escribir los propagadores, del modo

siguiente

⟨φ(k, t)ϕ(k′, t′)⟩ = −iG(k, t, t′) δd(k+ k′), (2.31)

⟨φ(k, t)φ(k′, t′)⟩ = G(k, t, t′) δd(k+ k′). (2.32)

De acuerdo a las propiedades de la formulación CTP discutidas en la Sección 1.3, la función G

es real y se anula si t ≤ t′. Recordemos, de paso, que según la Ec. (1.51) es innecesario escribir

un propagador para la contracción de dos campos ϕ, pues el resultado es siempre cero.

Los propagadores se representarán gráficamente como muestra la figura a continuación.

Figura 2.4: Representación gráfica de los dos propagadores CTP.

En general, a los campos ϕ se les asignarán líneas discontinuas, y a los φ líneas llenas.

Uniendo estos pares de líneas se forman los propagadores anteriores. Los campos externos se

representarán con líneas que comienzan en un vértice pero no terminan en ninguno.

Respecto a los vértices que pueden aparecer, si la acción Sint admite un desarrollo en

potencias de los campos, tal como ocurre con la clase de acciones que vamos a considerar,



38 2. El campo escalar considerado como un sistema abierto

la funcional SI de la Ec. (2.24) consistirá en una suma de términos con la siguiente forma

genérica

(

n
∏

j=1

∫ T

0

dtj

∫

Λ

ddkj

)

δd (k1 + . . .+ kn) vnmhl(k1, . . . ,kn, t1, . . . , tn)

×

[

h
∏

j=1

ϕ(kj, tj)>

] [

m
∏

j=h+1

ϕ(kj, tj)<

] [

l
∏

j=m+1

φ(kj, tj)>

] [

n
∏

j=l+1

φ(kj, tj)<

]

. (2.33)

Es decir, hay n campos en total, de los cuales m son de tipo ϕ y el resto de tipo φ. De los

primeros, hay un número h que son ϕ>, y de los segundos hay l−m son de tipo φ>. Es evidente

que el término −Sint[ϕ<, φ<] en la Ec. (2.24) hace que siempre haya por lo menos un campo >

en cada término de SI.

Más abajo se muestran varios diagramas completos posibles.

Figura 2.5: Varios diagramas construidos usando los propagadores CTP y combinando vértices con distinto
contenido de campos ϕ y φ. Si no me engaño, en todos hay al menos una línea asociada a un campo ϕ.
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Cada uno de los diagramas que aparezca en la expansión (2.27) será un término de la acción

δS, e incluirá en su expresión analítica los campos < externos y las integrales en los tiempos y

los impulsos de estos campos, que, por otra parte, ya están tenidas en cuenta en la expresión

(2.33). Por ejemplo, el siguiente diagrama aparece al calcular ⟨S2
I ⟩ para una acción como la

dada por las Ecs. (2.2)−(2.6).

Figura 2.6: Ejemplo de un diagrama de un loop construido a partir de dos vértices de cuatro campos. Se indican
los impulsos y tiempos asociados a todos los campos y propagadores.

El diagrama anterior genera en la acción un término al que hemos designado por δS41. Los dos

vértices de SI involucrados son, esquemáticamente,

v41 × [ϕφ]< [φφ]> y v41 × [ϕφ]> [φφ]< . (2.34)

Aunque provienen del mismo término de interacción de la acción original, se trata de vértices

distintos que surgen al expandir el término v41 ϕφ3 de Sint,

v41 ϕφ
3 = v41 × (ϕ< + ϕ>) (φ< + φ>)

3 (2.35)

= 3v41 × [ϕφ]< [φφ]< + 3v41 × [ϕφ]> [φφ]< + . . . (2.36)

En esta manera de contar, está implícitamente entendido que la función v41 es simétrica respecto

a las permutaciones de las variables asociadas a los tres campos φ, pues se los trata como
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equivalentes. Usando ϕ<1 por ϕ<(k1, t1), etc., en realidad, lo que estamos haciendo al escribir

la ecuación (2.36) es lo siguiente:

(

4
∏

j=1

∫ T

0

dtj

∫

Λ

ddkj

)

δd(k1 + k2 + k3 + k4) v41(k1,k2,k3,k4, t1, t2, t3, t4) ϕ1φ2φ3φ4

=

(

4
∏

j=1

∫ T

0

dtj

∫

Λ

ddkj

)

δd(k1 + k2 + k3 + k4) v41(k1,k2,k3,k4, t1, t2, t3, t4)

×
[

ϕ1< ϕ2< φ3>φ4> + ϕ1<φ2> ϕ3< φ4> + ϕ1<φ2>φ3> ϕ4< + . . .
]

=

(

4
∏

j=1

∫ T

0

dtj

∫

Λ

ddkj

)

δd(k1 + k2 + k3 + k4) v41(k1,k2,k3,k4, t1, t2, t3, t4)

× 3ϕ1<φ2<φ3>φ4> + . . . (2.37)

Las puntos suspensivos indican términos con otro contenido de campos < y >. Es en la última

igualdad donde se usa la simetría asumida para v41.

La evaluación del diagrama resulta bastante directa; puede escribirse así

δS41 =

(

4
∏

j=1

∫ T

0

dtj

∫

bΛ

ddkj

)

δd(k1 + . . .+ k4) δv41(k, t) ϕ<1 φ<2φ<3φ<4, (2.38)

con

δv41(k, t) = −i×−
9× 2

2!

(

4
∏

j=1

∫ T

0

dτj

)

∫

bΛ<q≤Λ

ddq [−iG(q, τ1, τ3)] G (|q− k1 − k2|, τ2, τ4)

×v41(k1,k2,−q,q− k1 − k2, t1, t2, τ3, τ4) v41(q,−q+ k1 + k2,k3,k4, τ1, τ4, t3, t4). (2.39)

Nótese que, según cada caso, las integraciones en los impulsos tienen los límites impuestos por

la separación entre los dos sectores del campo. El factor −i adelante de todo es aquel que

aparece frente a la sumatoria en la Ec. (2.27); junto al otro factor i delante de G hacen que

δv41 resulte real, como debe ser. El factor −9× 2/2! tiene en cuenta tres cosas:
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(1) Primero, que según la Ec. (2.36) los dos vértices (2.34) aparecen en SI con multiplicidad

3, y por lo tanto multiplicados aportan un factor 9.

(2) Segundo, el factor −1/2! que viene del desarrollo de la exponencial al escribir la Ec. (2.26).

(3) Y por último, un factor dos de origen combinatorio, que aparece porque hay dos maneras

de contraer los campos [φφ]> del primer vértice con los campos [ϕφ]> del segundo

φ>φ> ϕ>φ> y φ>φ> ϕ>φ> .

Aquí también se usa implícitamente la simetría de las funciones v41 respecto a las variables

de los tres campos φ, pues si los campos φ no fueran equivalentes, las dos contracciones

corresponderían a diagramas diferentes.

δS41 en la Ec. (2.38) da una corrección al vértice v41 de cuatro campos. Esta corrección es

δv41 y tiene la forma típica de un diagrama de un loop, salvo por la restricción en el dominio

de integración. Para esta clase de diagramas es más o menos intuitivo que si el espesor de la

cáscara, δsΛ ≡ (1− b)Λ, es hecho tender a cero, el volumen de integración y todo el diagrama

serán de orden δs. En otras palabras, cuando δs−→ 0 será

δv41(k, t) = f41(k, t) δs, (2.40)

donde toda la dependencia en δs es la que se muestra. Cuando más adelante escribamos cosas

tales como

δvnm
δs

(2.41)

estas expresiones deben identificarse con las funciones fnm como la que aparece en la Ec. (2.40).

En lo que sigue, a veces escribiremos los diagramas como términos de δS, esto es, como

funcionales de los campos <, como por ejemplo δS41 en la Ec. (2.38); pero, en otras ocasiones,

los escribiremos de forma más compacta directamente como correcciones a los acoplamientos,

en cuyo caso serán funciones de los impulsos y de los tiempos de los campos externos, tales como

δv41 en la Ec. (2.39). Con el diagrama a la vista, esto no debería ser motivo de ambigüedad.
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Eliminación de modos en una cáscara
infinitesimal y reglas de Feynman

Según quedó dicho más arriba, los diagramas que aparecen durante el cálculo de la acción

de influencia se componen de líneas externas e internas. Las líneas externas están asociadas

a los campos < que participan en la interacción generada por el diagrama. Estas líneas se

usan a modo de registro, para saber qué tipo de vértice se está generando. Las líneas internas

representan la contracción de pares de campos >, y en la expresión analítica del diagrama se

traducen como propagadores. Debido a que unen pares de campos >, las líneas internas pueden

ser distintas de cero sólo si el impulso que llevan asociado está dentro de la cáscara a la que

pertenecen estos modos; según las definiciones (2.31) y (2.32) esto significa que

⟨φ>(k, t)ϕ>(k
′, t′)⟩ = −δd(k+ k′) iG(k, t, t′) W(bΛ < k ≤ Λ),

⟨φ>(k, t)φ>(k
′, t′)⟩ = δd(k+ k′) G(k, t, t′) W(bΛ < k ≤ Λ), (3.1)

donde W es la función ventana definida en la Ec. (2.13). El impulso de las líneas internas

depende, salvo en diagramas tipo tadpole, del impulso externo que entra en los vértices. Así,

cuando el espesor de la cáscara es hecho tender a cero, este impulso externo debe satisfacer

condiciones muy estrictas para que el diagrama no se anule, pues se requiere una fina precisión

42
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para que el impulso de las líneas internas caiga justo en la región infinitesimal entre bΛ y Λ.

Es conveniente introducir lo que luego será el parámetro infinitesimal de la transformación

δs ≡ 1− b. (3.2)

En las secciones siguientes se mostrará cuáles son las consecuencias de este delicado ajuste

en los impulsos externos, fundamentalmente respecto a la clase de diagramas que es necesario

considerar para el cálculo de δS a primer orden en δs [19, 59].

3.1. Los diagramas hasta orden δs

Es evidente que diagramas con más de un loop serán automáticamente de orden mayor a

δs: cada integración sobre el impulso de los loops se lleva a cabo en una región de volumen

de orden δs, de manera que el término asociado a un diagrama con L loops será, al menos,

proporcional a (δs)L. En realidad, como se mostrará en seguida, los diagramas de tipo árbol

(L = 0) y los que tienen un solo loop (L = 1) son ya al menos de orden δs. Demostraremos que

basta considerar dos tipos de diagramas [19, 59].

Los diagramas del primer tipo son como el que muestra la figura.

Figura 3.1: Diagramas con un solo loop, como éste, forman parte de una de las dos clases que intervienen en el
cálculo la acción de influencia cuando el espesor de la cáscara de modos eliminados tiende a cero.
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El diagrama consta de n vértices y de un único loop. No hay líneas internas que no formen

parte del loop. Por el momento no es necesario distinguir entre los distintos tipos de líneas.

Junto a cada vértice se indica el impulso total de las líneas externas, y para cada línea interna

se indica el impulso asociado. Es claro que los propagadores de las líneas internas llevarán

impulsos k1,k2 . . . ,kn todos contenidos en la cáscara bΛ < k ≤ Λ. Lo que no es tan claro es

que, como veremos en seguida, para que el diagrama resulte de orden δs, el mismo impulso

debe recorrer todo el loop; es decir k1 = k2 = . . . = kn. Esto implica, por otro lado, que el

impulso externo que entra a cada vértice debe ser cero.

Figura 3.2: Para esta primera clase de diagramas, el impulso externo en cada vértice debe ser cero. El mismo
impulso recorre cada tramo del loop.

Esto puede entenderse mediante un ejemplo que ilustrará el carácter general de esta restricción.

Empleando los métodos usuales, consideremos la expresión analítica del siguiente diagrama y

veamos al final cuál es el efecto de hacer tender δs a cero:

Figura 3.3: Ejemplo de diagrama de un loop.
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Debido al loop, el diagrama incluirá una integración de la forma

I =

∫

ddk G1(k)G2(|k+Q|) v1(k,−k−Q,q1,q2) v2(−k,k+Q,q3,q4), (3.3)

donde Q = q1 + q2 es el impulso externo que ingresa al vértice de la izquierda, y donde G1

y G2 son propagadores asociados a campos en la cáscara bΛ < k ≤ Λ. Debido a que por lo

común los propagadores estarán referidos a los campos de tipo >, se dará por entendida la

presencia de las funciones W , que acotan el intervalo de k en donde son distintos de cero, sin

que sean siempre escritas explícitamente; ver la Ec. (3.1). Las variables temporales no juegan

aquí ningún papel, por lo que han sido omitidas. La expresión anterior puede escribirse de un

modo más simétrico a través del cambio de variables k−→ k−Q/2. En ese caso resulta

I =

∫

ddk G1

(∣

∣k− 1
2
Q
∣

∣

)

G2

(∣

∣k+ 1
2
Q
∣

∣

)

×v1
(

k− 1
2
Q,−k− 1

2
Q,q1,q2,

)

v2
(

−k+ 1
2
Q,k+ 1

2
Q,q3,q4

)

. (3.4)

En el cálculo usual de diagramas de Feynman, el módulo del impulso que recorre el loop puede

tomar cualquier entre 0 y Λ. Pero cuando el loop está asociado a campos en la cáscara, uno

debe imponer otras restricciones. Para el diagrama que estamos considerando, la región de

integración estará determinada por dos condiciones, que se leen a partir de los argumentos de

los propagadores en la Ec. (3.4),

bΛ <
∣

∣k− 1
2
Q
∣

∣ ≤ Λ y bΛ < |k+ 1
2
Q| ≤ Λ. (3.5)

En tres dimensiones, el volumen de integración es la intersección de dos cascarones esféricos

de espesor δsΛ. Las condiciones que definen el volumen están representadas en la figura de

abajo, aunque, en este caso, para hacer las cosas más evidentes, el espesor de la cáscara no se

ha tomado pequeño comparado con Λ.



46 3. Eliminación de modos en una cáscara infinitesimal y reglas de Feynman

Figura 3.4: Un corte plano de la región, en 3 dimensiones, en que se satisfacen las dos condiciones (3.5) para
una elección particular de δs y de Q. Otras elecciones determinan regiones cualitativamente diferentes.

Esta figura muestra un corte de las esferas por un plano que contiene al eje de simetría, cuya

dirección es Q. Dependiendo de la separación entre los centros de las esferas, la región de

integración asumirá distintas características bien definidas. La forma que va adoptando el

volumen de integración depende de si b es mayor o menor a 1/3. Habría que considerar los

dos casos por separado, pero como en definitiva nos interesa el caso en que bΛ es muy cercano

a Λ, supondremos que 1/3 ≤ b < 1. Luego veremos el efecto se hacer tender b a 1. Para aligerar

un poco la notación tomaremos Λ = 1 y nos concentraremos en el caso de tres dimensiones

espaciales. Las figuras de abajo muestran el volumen de integración para varios valores de Q,

ordenados de manera creciente. Aquí δs es relativamente grande, igual a 1/2.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 3.5: La región de integración en la Ec. (3.4), para valores crecientes de la separación Q entre los centros
de cada par de las esferas determinadas por las condiciones (3.5). Las regiones tienen simetría cilíndrica, lo que
se muestra son cortes.
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Analizaremos cada situación por separado. (El lector no perderá mucho yendo directamente

hasta la siguiente figura, donde se resume lo fundamental.)

Mientras Q ≤ 1 − b = δs, el volumen está limitado por dos superficies, tiene la forma general

de un cascarón y divide al espacio en tres regiones (Fig. 3.5a). En tres dimensiones el volumen

resulta ser

V =
4π

3

[

(

1− b3
)

−
3

4

(

1 + b2
)

Q+
Q3

8

]

, b = 1− δs. (3.6)

Parametrizando Q = xδs, con 0 ≤ x ≤ 1 y conservando términos de hasta orden δs se encuentra

V = 4πδs
(

1−
x

2

)

. (3.7)

De manera que, en esta zona, V es de orden δs.

Cuando δs ≤ Q ≤ 2(1− δs), la región toma una forma anular (Fig. 3.5b) y su volumen vale

V =
(−1 + b2)

2
π

2Q
. (3.8)

Esta expresión coincide con la del caso anterior en el extremo del intervalo, donde Q = δs. Por

lo tanto V comienza tomando valores de orden δs. Parametrizemos

Q = (1− x)δs+ 2x(1− δs), con 0 ≤ x ≤ 1,

de manera de barrer todo el intervalo. Cuando δs−→ 0 resulta

V = 4π
(δs)2

4x
, (3.9)

siempre que x≫ δs. Así, aunque V comienza siendo de orden δs, rápidamente decae a algo de

orden (δs)2.

Cuando Q supera el valor 2(1−δs) pero se mantiene por debajo de 2−δs, la región tiene forma

lenticular (Fig. 3.5c) y su volumen es

V =
π

12

[

−16b3 +
6 (−1 + b2)

2

Q
+ 12b2Q−Q3

]

. (3.10)
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En todo este intervalo V es de orden (δs)2. Parametrizando Q = 2(1− x)(1− δs) + x(2− δs),

cuando δs−→ 0 se obtiene

V =
π

2
(δs)2

(

2− x2
)

. (3.11)

Por último, cuando 2 − δs ≤ Q ≤ 2 la región de integración está limitada únicamente por las

esferas exteriores (Fig. 3.5d) de manera que su volumen no depende de δs:

V =
π

12
(−2 +Q)2(4 +Q). (3.12)

De todas maneras, como Q varía en un intervalo que sí depende directamente de δs, el volumen

continúa siendo de orden (δs)2. Parametrizando Q = (1− x)(2− δs)+ 2x, a más bajo orden en

δs resulta

V =
π

2
(δs)2(1− x)2. (3.13)

Cuando Q supera el valor 2 no hay puntos que satisfagan las condiciones (3.5) y el volumen es

cero.

La siguiente figura resume las observaciones anteriores.

1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.

0.02

0.04

0.06

Figura 3.6: El volumen de la región de integración para el diagrama de la Fig. 3.3, para dos valores de δs y
como función de Q. Notar que la escala horizontal es logarítmica. En el gráfico de la izquierda aún es posible
distinguir los límites de cada región; en el recuadro está ampliado el intervalo 2(1− δs) ≤ Q ≤ 2. En el gráfico
de la derecha, salvo el límite entre zonas Q = δs, los otros están muy próximos a Q = 2 como para distinguirlos.
Cuando δs−→ 0 la función V/(4π δs) tiende a una delta de Kronecker.



50 3. Eliminación de modos en una cáscara infinitesimal y reglas de Feynman

Aquí aparece graficado el volumen de la región de integración en función de la separación Q

entre los centros de los dos pares de esferas. Se han graficado dos curvas para dos valores de δs,

1/4 y 10−3. Cuando Q supera el valor δs, el volumen rápidamente decae a algo de orden (δs)2.

Cuando δs−→ 0, la función V (Q)/(4πδs) o, en general, V (Q)/(ΩdδsΛ
d), tiende a una delta de

Kronecker. Con Ωd notamos el área de la esfera unidad en d dimensiones.

Figura 3.7: Cuando δs−→ 0, el volumen de integración como función de Q, en la Ec. (3.4), es una delta de
Kronecker.

Recapitulando: para δs ≪ 1, el volumen en el que las dos condiciones (3.5) quedan satisfe-

chas es al menos de orden (δs)2, salvo cuando Q es también de orden δs. En este caso las dos

cáscaras coinciden con una precisión de orden al menos igual a δs, y el volumen de integración

es también de ese orden. En el límite en que δs−→ 0, el diagrama es nulo a menos que sea

Q = 0. Así, definiendo k = ΛΩ, la Ec. (3.3) puede reescribirse como

I = δQ;0 δsΛ
d G1(Λ) G2(Λ)

∫

dΩd v1(ΛΩ,−ΛΩ,q1,q2) v2(−Ω,Ω,q3,q4). (3.14)

El argumento se extiende de forma inmediata a diagramas con más de dos vértices. La suma de

los impulsos externos Qi en cada vértice deberá anularse, y, entonces, por cada vértice habrá

que introducir una delta de Kronecker δQi;0. (Esta delta es innecesaria en diagramas con un

solo vértice, pues la condición de impulso externo nulo queda asegurada por la delta de Dirac

de conservación del impulso total.) Cuando δs−→ 0, la integral en el impulso que recorre el

loop se reduce a una integral en el ángulo sólido,
∫

bΛ<k≤Λ

ddk−→ δsΛd

∫

dΩd . (3.15)
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La regla para hacer la integración sobre el loop se muestra esquemáticamente en la figura.

Figura 3.8: Diagrama de un loop traducido a su expresión analítica: por cada vértice hay una delta de Kronecker
del impulso externo; el impulso que recorre el loop tiene módulo Λ y su integral puede reducirse a una integral
de superficie.

Esto es sólo la regla para evaluar la integral sobre el loop. Si se quiere escribir el diagrama

como una corrección a la acción, deben incluirse los campos externos y las integrales sobre sus

impulsos y tiempos.

Los otros diagramas que hay que tener en cuenta a orden δs consisten en una sola cadena

propagadores, donde la suma de los impulsos de las líneas externas en cada vértice intermedio

debe ser cero.

Figura 3.9: El segundo tipo de diagramas para el cálculo de la acción de influencia a orden δs. En los vértices
se indica el impulso externo total.
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Para demostrar esto no hay que mirar el diagrama en sí sino el término que se genera en la

acción. La idea, sin embargo, es la misma que con los diagramas de un loop: ver que el volumen

asociado a alguna de las integrales es de orden mayor a δs, a menos que se cumpla que el

impulso externo en cada vértice intermedio sea cero. Como ejemplo consideremos el diagrama

siguiente.

Figura 3.10: Ejemplo de diagrama de tipo árbol para el cálculo de la acción de influencia a orden δs.

Prescindiendo de las variables temporales, que aquí no juegan ningún rol, un diagrama como

el de la figura aparecerá en la acción efectiva como un término de la forma

δStree =

∫

(

q
∏

j=1

ddQj

)(

p
∏

j=1

ddPj

)(

r
∏

j=1

ddRj

)

×G1(Q) G2(|Q+P|) v1(−Q,Q1, . . . ,Qq) v2(Q,R,P1, . . . ,Pp) v3(−R,R1, . . . ,Rq)

× [Φ(Q1) . . .Φ(Qq)] [Φ(P1) . . .Φ(Pp)] [Φ(R1) . . .Φ(Rr)] δ
d (Q+P+R), (3.16)

con

Q = Q1 + . . .+Qq, P = P1 + . . .+Pp, y R = R1 + . . .+Rr. (3.17)

Los campos Φ pueden ser de tipo ϕ o φ, no es relevante distinguirlos explícitamente. Si se

cambian las variables de integración, eligiendo Q y P como variables independientes, puede

escribirse
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δStree =

∫

(

q−1
∏

j=1

ddQj

)(

p−1
∏

j=1

ddPj

)(

r
∏

j=1

ddRj

)

∫

ddP

×

{∫

ddQ G1(Q) G2(|Q+P|) v1(−Q,Q1, . . . ,Qq)

×v2(Q,−P−Q,P1, . . . ,Pp) v3(P+Q,R1, . . . ,Rq)

× [Φ(Q1) . . .Φ(Qq)] [Φ(P1) . . .Φ(Pp)] [Φ(R1) . . .Φ(Rr)] δ
d (Q+P+R)

}

, (3.18)

donde se entiende que

Qq = Q−Q1 − . . .−Qq−1,

y lo mismo para Pp. Ahora bien, la integral en ddQ vuelve a tener la forma de una integral

sobre un loop, e incluye el producto de dos propagadores dentro de la cáscara de impulsos,

como en la Ec. (3.3). Por lo visto antes, a menos que P sea cero, el volumen de integración,

y todo el término en sí, será de orden mayor a δs. Cuando P es cero, la integral sobre Q en

la región de la cáscara bΛ < Q ≤ Λ puede reemplazarse por una integral sobre la superficie

Q = Λ, multiplicada por δsΛd. Así, el efecto neto de las condiciones sobre los propagadores

puede tenerse en cuenta directamente en la Ec. (3.16), incluyendo un par de deltas, una delta

de Dirac, δ(Q − Λ), y una de Kronecker, δP ;0. Volviendo sobre la expresión (3.16), podemos

reescribirla como

I =

∫

(

q
∏

j=1

ddQj

)(

p
∏

j=1

ddPj

)(

r
∏

j=1

ddRj

)

δP;0 δs Λδ(Q− Λ)

×G1(Λ) G2(Λ) v1(−Q,Q1, . . . ,Qq) v2(Q,−Q,P1, . . . ,Pp) v3(Q,R1, . . . ,Rq)

× [Φ(Q1) . . .Φ(Qq)] [Φ(P1) . . .Φ(Pp)] [Φ(R1) . . .Φ(Rr)] δ
d (Q+P+R). (3.19)

El argumento se extiende de inmediato a diagramas con cualquier número de líneas internas.

Para un diagrama de este tipo, con n vértices intermedios, la regla general es incluir n factores
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δPi;0, uno por cada vértice intermedio, donde Pi es el impulso neto de las líneas externas que

llegan al vértice i−ésimo. Además, habrá un factor δsΛ δ(Q − Λ), donde Q es el módulo del

impulso que entra por cualquiera de los dos vértices en los extremos del diagrama.

Nótese que tanto en los diagramas de un loop como en los de tipo árbol, en cada vértice

convergen a lo sumo dos líneas internas. Fácilmente se ve que cualquier diagrama que sea una

combinación de diagramas de un loop y de los de tipo árbol es de orden mayor a δs.

Los resultados de este capítulo quedan resumidos en la siguiente prescripción para evaluar

perturbativamente δS: cuando se eliminan modos en una cáscara de espesor infinitesimal,

sólo es necesario considerar dos tipos de diagramas: aquellos que consisten de un loop (y son

irreducibles), y aquellos de tipo árbol que están formados por una única cadena de propagadores.

En los dos casos, el impulso que recorre las líneas internas es constante y tiene módulo Λ.
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El cálculo de δS en acción: un ejemplo

En esta sección se evaluarán a modo de ejemplo algunos diagramas que aparecen en el

cálculo de δS. La acción de partida en este ejemplo será del tipo λΦ4, y los diagramas que

se estudiarán serán de orden λ3, lo que significa que consistirán de tres vértices. Estaremos

calculando por lo tanto el término

δS3 ≡ −i×
i3

3!

⟨

S3
I

⟩

c
= −

1

6

⟨

S3
I

⟩

c
(4.1)

de la Ec. (2.27).

En este ejemplo consideraremos una interacción con dos términos

Sint = λ

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk1 . . .

∫

Λ

ddk4 δ
d(k1 + . . .+ k4)

[

ϕ1 φ2φ3φ4 + ϕ1ϕ2ϕ3 φ4

]

, (4.2)

donde ϕi ≡ ϕ(t,ki), y de modo análogo para los φi. Para los fines del ejemplo no es importante

saber que esta acción se obtiene como la diferencia S[φ+]−S[φ−], donde S[φ] es la acción λΦ4

usual, con λ redefinido para absorber factores numéricos irrelevantes.

Para encontrar SI aplicamos su definición, dada en la Ec. (2.24)

SI[ϕ<, ϕ>, φ<, φ>] = Sint[ϕ< + ϕ>, φ< + φ>]− Sint[ϕ<, φ<].

Reagrupando términos, gracias a la simetría de los integrandos, encontramos

55
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SI[ϕ<, ϕ>, φ<, φ>] = λ

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk1 . . .

∫

Λ

ddk4 δ
d(k1 + . . .+ k4)

{

[ϕ1]> [φ2φ3φ4]<

+3 [ϕ1φ2φ3]< [φ4]> + 3 [ϕ1φ2]> [φ3φ4]< + 3 [ϕ1φ2]< [φ3φ4]> + 3 [ϕ1φ2φ3]> [φ4]<

+ [ϕ1]< [φ2φ3φ4]> + [ϕ1φ2φ3φ4]> + 3[ϕ1]> [ϕ2ϕ3φ4]< + [ϕ1ϕ2ϕ3]< [φ4]> + 3[ϕ1ϕ2]> [ϕ3φ4]<

+3[ϕ1ϕ2]< [ϕ3φ4]> + [ϕ1ϕ2ϕ3]> [φ]< + 3[ϕ]< [ϕ2ϕ3φ4]> + [ϕ1ϕ2ϕ3φ4]>

}

. (4.3)

Si ahora queremos estudiar los diagramas de tres vértices, hay que multiplicar tres de estas

expresiones. Rápidamente se advierte que, encarado de esta forma, el cálculo se vuelve en-

gorroso. En realidad la forma anterior puede simplificarse recordando algo que se mencionó

anteriormente, y es que en los vértices pueden converger a lo sumo dos líneas internas, de modo

que cualquier término de SI con más de dos campos > puede omitirse. No se pierde nada

entonces escribiendo

SI[ϕ<, ϕ>, φ<, φ>] = λ

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk1 . . .

∫

Λ

ddk4 δ
d(k1 + . . .+ k4)

{

[ϕ1]> [φ2φ3φ4]<

+3 [ϕ1φ2φ3]< [φ4]> + 3 [ϕ1φ2]> [φ3φ4]< + 3 [ϕ1φ2]< [φ3φ4]>

+3[ϕ1]> [ϕ2ϕ3φ4]< + [ϕ1ϕ2ϕ3]< [φ4]> + 3[ϕ1ϕ2]> [ϕ3φ4]< + 3[ϕ1ϕ2]< [ϕ3φ4]>

}

. (4.4)

Pero esto, de todas maneras, no trae demasiado alivio al cálculo. Son demasiados vértices.

El objetivo es mostrar que nunca hace falta escribir SI explícitamente, y que a pesar de su

ominosa apariencia, el cálculo de δS puede encararse de un modo mucho más gráfico y sencillo.

La receta sería la siguiente:

i) Primero, formar todas las combinaciones posibles de n vértices (n = 3 en este

ejemplo) distinguiendo únicamente los vértices por el contenido de campos ϕ y φ que posean,

sin fijarse cuáles son de tipo > y cuáles de tipo <. En el ejemplo que estamos discutiendo, cada
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vértice puede ser de tipo ϕφ3 o ϕ3φ, y pueden formarse las siguientes combinaciones primarias

de tres vértices:

ϕφφφ ϕφφφ ϕφφφ (4.5a)

ϕφφφ ϕφφφ ϕϕϕφ (4.5b)

ϕφφφ ϕϕϕφ ϕϕϕφ (4.5c)

ϕϕϕφ ϕϕϕφ ϕϕϕφ (4.5d)

ii) El siguiente paso consiste en formar todos los posibles diagramas de un loop o

de tipo árbol. Empezaremos por los de un loop. Al escribir Sn
I tendremos a disposición todas las

combinaciones admisibles para asignar qué campos estarán unidos a líneas internas y cuáles a

líneas externas, en otras palabras, todas las combinaciones posibles de campos > y <. Dejando

de lado el número de veces que aparecerá una dada combinación, por el momento basta con

concentrarse en agotar el número posible de contracciones que respeten el hecho de que haya dos

líneas internas unidas a cada vértice. Una forma sistemática de hacerlo consiste en considerar

por separado cada una de las cuatro combinaciones primarias de vértices, (4.5a)−(4.5d), vistas

en el paso anterior. Para ilustrar este punto, representaremos los diagramas de una manera que

está a mitad de camino de la representación diagramática propiamente dicha. Por ejemplo,

Figura 4.1: Dos formas de representar un diagrama. La primera es posiblemente la más práctica cuando se trata
de enumerar de manera exhaustiva todos los diagramas que puede generar una dada interacción.
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Correspondientes al primera combinación de campos, (4.5a), tendremos las siguientes posibili-

dades

(8) ϕφφφ ϕφφφ ϕφφφ (8 · 3) ϕφφφ ϕφφφ ϕφφφ

(4 · 3) ϕφφφ ϕφφφ ϕφφφ (2 · 3) ϕφφφ ϕφφφ ϕφφφ

(2) ϕφφφ ϕφφφ ϕφφφ

El número entre paréntesis junto a cada diagrama es una medida de su multiplicidad, como se

explica más abajo en el punto (iii).

Correspondientes a la segunda combinación de campos, (4.5b), están estos otros diagramas:

(8 · 3) ϕφφφ ϕφφφ ϕϕϕφ (8 · 3) ϕφφφ ϕφφφ ϕϕϕφ

(4 · 6) ϕφφφ ϕφφφ ϕϕϕφ (2 · 6) ϕφφφ ϕφφφ ϕϕϕφ

(2 · 6) ϕφφφ ϕφφφ ϕϕϕφ (2 · 6) ϕφφφ ϕφφφ ϕϕϕφ

(2 · 3) ϕφφφ ϕφφφ ϕϕϕφ
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Correspondientes a la tercera combinación:

(2 · 6) ϕφφφ ϕϕϕφ ϕϕϕφ (2 · 3) ϕφφφ ϕϕϕφ ϕϕϕφ

(2 · 3) ϕφφφ ϕϕϕφ ϕϕϕφ (2 · 3) ϕφφφ ϕϕϕφ ϕϕϕφ

Y por último, correspondientes a la cuarta combinación de campos:

(2) ϕϕϕφ ϕϕϕφ ϕϕϕφ

El último diagrama dentro de cada grupo es cero. El motivo de que se anulen se repetirá con

frecuencia en todo lo que sigue: el loop que aparece en todos ellos,

ϕφ ϕφ ϕφ

está formado por propagadores de tipo ⟨φϕ′⟩, todos orientados en un mismo sentido, y en cada

propagador el campo ϕ contraído es el campo que está evaluado a un tiempo que es mayor o igual

que el de todos los campos φ de su propio vértice. Como los propagadores ⟨φϕ⟩ son causales,

al cerrarse el loop se obtiene una condición contradictoria sobre el tiempo del, pongamos por

caso, primer campo, t > t′ > t′′ > t.
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Figura 4.2: Una de las causas más frecuentes de anulación de los diagramas: que sea posible trazar un loop
formado por propagadores ⟨φϕ′⟩, siempre pasando de un tiempo mayor a otro menor, hasta que se regresa al
primero y se genera una condición inconsistente.

Los diagramas de tipo árbol se construyen de manera similar. Volveremos sobre ellos luego de

dar la explicación completa del método.

iii) El tercer paso en la construcción de los diagramas, antes de evaluarlos, consiste

en contar el número que hay de cada uno, es decir, su multiplicidad. Aquí hay que tener presentes

varias cosas. Por un lado S3
I es el producto de tres sumas, una por cada factor SI. A su vez, SI

en la Ec. (4.4), se obtiene de desarrollar productos de campos, ϕφ3 y ϕ3φ, donde los propios

campos son sumas de dos términos, ϕ = ϕ> + ϕ< y φ = φ> + φ<. Cada tipo de vértice se

distingue tanto por su contenido primario de campos ϕ y φ como por si estos son de tipo > o

<. Así, los siguientes vértices son todos de distinto tipo

ϕ>φ<φ<φ< ϕ>φ>φ<φ< ϕ>φ>φ>φ< ϕ>φ>φ>φ>.

Contar diagramas es en esencia contar tres cosas. Supongamos que el diagrama tiene n

vértices, n1 de tipo 1, n2 de tipo 2, etc. Primero hay que contar el número de veces mi que

aparece cada tipo de vértice en el desarrollo de SI. Estos mi son los que acompañan en el

desarrollo de SI a cada combinación diferente de los campos; de manera harto esquemática,

SI =
∑

i

(

∏

j

∫

dtj

∫

ddkj

)

mi vi(k, t) [ϕ>φ> . . .] [ϕ<φ< . . .]. (4.6)
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Por ejemplo, si originalmente en Sint se tiene una interacción v42 ϕ2φ2, desarrollando los

productos luego de reemplazar ϕ por ϕ<+ϕ> y φ por φ<+φ>, en SI aparecerán los siguientes

vértices

v42 ×
(

[ϕ2φ2]> + 2[ϕ2φ]> [φ]< + 2[ϕ]> [ϕφ2]< + [ϕ2]> [φ2]< + [ϕ2]< [φ2]>

+4[ϕφ]> [ϕφ]< + 2[ϕ2φ]< [φ]> + 2[ϕ]< [ϕφ2]>

)

. (4.7)

Las cantidades mi son los factores que aparecen delante de cada sumando dentro del paréntesis.

Pero en realidad no hace falta llegar a escribir expresiones como la de la Ec. (4.7). Los factores

mi pueden obtenerse simplemente preguntándose de cuántas maneras pueden elegirse de entre

tantos campos ϕ, tantos ϕ<, y de entre tantos otros φ, tantos φ<; no son algo propio del

diagrama sino de la interacción.

Luego hay que contar el número de formas en que pueden elegirse los n vértices de entre los

n factores Sn
I . Esto siempre es fácil de calcular, es n!/(n1!n2! . . .). Por último, hay que calcular

el número de contracciones equivalentes, nc, que es algo más específico de cada diagrama. La

multiplicidad del diagrama es entonces
(

∏

i=1

mni

i

)

×
n!

n1!n2! . . .
× nc. (4.8)

Nada de esto difiere fundamentalmente del modo usual de contar diagramas, pero sí hay una

diferencia práctica. Debido a que cada campo puede ser de tipo < o >, el número posible de

vértices crece apreciablemente con el orden de la interacción. Llevar desde un principio la cuenta

de los vértices posibles (que es algo que uno da por hecho en un cálculo diagramático usual

−hay tantos electrones, tantos fotones, tantos muones...) conduce a expresiones poco prácticas,

como la Ec. (4.4). Pero no tiene sentido pasar por este tipo de expresiones. Como ha quedado

visto, la construcción de los diagramas puede hacerse creando los vértices, por decirlo así, sobre

la marcha. Recién al final se procede al censo de diagramas.

El conteo entonces se hace en la siguiente forma. Por ejemplo, tomando el primer diagrama

de un loop

ϕφφφ ϕφφφ ϕφφφ
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Los tres vértices son del mismo tipo, y éste aparece en SI con multiplicidad 3; entonces
∏

mni

i =

33 = 27. No hace falta escribir SI para saber esto, basta ver que en ϕφφφ hay tres maneras de

elegir el campo φ<. Como los tres vértices son iguales, el factor n!/(n1!n2! . . .) es simplemente

3!/3! = 1. Una vez elegidos los tres campos φ no contraídos, quedan 4× 2 maneras de contraer

los tres pares de campos φ restantes: tomado un dado vértice y elegido uno de sus dos campos

φ, este campo puede contraerse con cualquiera de los cuatro campos φ de los otros dos vértices,

4 φφ φφ φφ

A su vez el restante φ en el primer vértice puede contraerse con cualquiera de los dos φ del

tercer vértice,

2× 4 φφ φφ φφ

El último par queda del todo determinado

2× 4 φφ φφ φφ

De manera que hay en total 27× 8 diagramas equivalentes.

Para todos los diagramas de un loop construidos en este ejemplo está presente el factor 27.

Más arriba, cuando se listaron todos los diagramas, lo que está indicado entre paréntesis junto

a cada diagrama es sólo el factor restante, que varía de uno a otro. Dentro de cada paréntesis

el primer factor indica el número de contracciones equivalentes, y el segundo corresponde al

factor n!/(n1!n2! . . .) que depende del número de vértices que hay de cada tipo; este factor se

ha omitido en los casos en que es igual a 1.

Para terminar este punto, daremos los diagramas de tipo árbol. Dentro del paréntesis, el

primer factor corresponde a la multiplicidad de formas en que pueden construirse los tres

vértices con un dado contenido de campos. El segundo factor es el número de contracciones

equivalentes; y el tercero corresponde al factor n!/(n1!n2! . . .).
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(27 · 2 · 3) φϕϕϕ φϕϕϕ φϕϕϕ (27 · 2 · 3) φϕϕϕ φϕϕϕ φϕϕϕ (9 · 2 · 6) φϕϕϕ φϕϕϕ φϕϕϕ

(9 · 1 · 6) φϕϕϕ φϕϕϕ φϕϕϕ (3 · 2 · 3) φϕϕϕ φϕϕϕ φϕϕϕ (27 · 2 · 3) φϕϕϕ φφφϕ φϕϕϕ

(9 · 1 · 6) φϕϕϕ φφφϕ φϕϕϕ (27 · 2 · 3) φϕϕϕ φφφϕ φϕϕϕ (27 · 1 · 6) φϕϕϕ φϕϕϕ φφφϕ

(9 · 1 · 6) φϕϕϕ φϕϕϕ φφφϕ (9 · 1 · 6) φϕϕϕ φϕϕϕ φφφϕ (3 · 1 · 6) φϕϕϕ φϕϕϕ φφφϕ

(9 · 2 · 6) φϕϕϕ φϕϕϕ φφφϕ (27 · 2 · 6) φϕϕϕ φϕϕϕ φφφϕ (3 · 2 · 6) φϕϕϕ φϕϕϕ φφφϕ

(9 · 2 · 6) φϕϕϕ φϕϕϕ φφφϕ (9 · 1 · 6) φφφϕ φϕϕϕ φφφϕ (3 · 2 · 3) φφφϕ φϕϕϕ φφφϕ

(9 · 2 · 6) φφφϕ φϕϕϕ φφφϕ (3 · 2 · 3) φφφϕ φϕϕϕ φφφϕ (27 · 2 · 3) φφφϕ φϕϕϕ φφφϕ

(9 · 2 · 6) φϕϕϕ φφφϕ φφφϕ (27 · 1 · 6)φϕϕϕ φφφϕ φφφϕ (9 · 1 · 6) φϕϕϕ φφφϕ φφφϕ

(3 · 1 · 6)φϕϕϕ φφφϕ φφφϕ (9 · 1 · 6) φϕϕϕ φφφϕ φφφϕ (3 · 2 · 3) φφφϕ φφφϕ φφφϕ

(3 · 2 · 3) φφφϕ φφφϕ φφφϕ (9 · 1 · 6) φφφϕ φφφϕ φφφϕ

Figura 4.3: Diagramas tipo árbol de tres vértices construidos a partir de la acción (4.2).

Construidos y contados los diagramas, resta evaluarlos. Volviendo a la Ec. (4.1), tendremos

δS3 = −
1

6
× suma de todos los diagramas. (4.9)

Como todos los diagramas son muy similares, daremos únicamente un par de ejemplos, los dos

primeros diagramas de un loop asociados al segundo grupo de vértices,

ϕφφφ ϕφφφ ϕϕϕφ ϕφφφ ϕφφφ ϕϕϕφ
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Siguiendo las reglas del capítulo anterior para diagramas de un loop, el resultado de cada

diagrama se muestra en las siguientes figuras:

Figura 4.4: Traducción de un diagrama a su expresión analítica; ver Ec. (4.11).

Figura 4.5: Traducción de un diagrama a su expresión analítica; ver Ec. (4.12).
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De esta manera, la contribución neta de estos dos diagramas a δS, será

δS6 = δS
(I)
6 + δS

(II)
6 , (4.10)

donde la contribución del primer diagrama, incluidos todos los factores combinatorios, es

δS
(I)
6 = 108 δsΛd λ3

∫

bΛ

. . .

∫

bΛ

ddk1 . . . d
dk6

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′
∫ T

0

dt′′ δd(k1 + . . .+ k6)

×[ϕ1φ2]t [ϕ3φ4]t′ [ϕ5φ6]t′′
{

δk1;−k2
δk3;−k4

δk5;−k6
Ωd G(t, t

′)G(t, t′′)G(t′, t′′)
}

, (4.11)

y la del segundo,

δS
(II)
6 = −108 iδsΛd λ3

∫

bΛ

. . .

∫

bΛ

ddk1 . . . d
dk6

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′
∫ T

0

dt′′ δd(k1 + . . .+ k6)

×[ϕ1φ2]t [ϕ3φ4]t′ [ϕ5ϕ6]t′′
{

δk1;−k2
δk3;−k4

δk5;−k6
Ωd G(t, t

′)G(t, t′′)G(t′, t′′)
}

. (4.12)

Notar que el primero genera un término con un número impar de campos ϕ, y el segundo, uno

con un número par. De ahí que este último sea proporcional a i. Si la acción de partida tiene

la forma (2.2)−(2.6), estas correcciones pueden escribirse directamente como perturbaciones a

los acoplamientos de seis campos originales. El primer diagrama corrige el acoplamiento v63, y

el segundo, el v64. Para adaptar el resultado a la forma en que está parametrizada la acción

de la Ec. (2.5), habría que introducir seis tiempos, de t1 a t6, e insertar las deltas necesarias

para asegurar la igualdad de cada par de tiempos en cada vértice. También es necesaria una

redefinición de los nombres de los impulsos de cada campo, ya que en la parametrización

aparecen ordenados de un modo particular, primero los campos ϕ, numerados de 1 a m, y luego

los campos φ, numerados de m + 1 a n. Todo esto da un poco de trabajo, pero finalmente se

encuentra que el primer diagrama da una perturbación

δv63(k, t) = 108 δsΛd λ3
{

δk1;−k4
δk2;−k5

δk3;−k6
Ωd G(t1, t2)G(t1, t3)G(t2, t3)

}

×δ(t1 − t4)δ(t2 − t5)δ(t3 − t6), (4.13)
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y el segundo,

δv64(k, t) = −108 δsΛd λ3
{

δk1;−k5
δk2;−k6

δk3;−k4
Ωd G(t1, t2)G(t1, t3)G(t2, t3)

}

×δ(t1 − t5)δ(t2 − t6)δ(t3 − t4). (4.14)

Antes de dejar esta sección, escribamos el término de δS3 asociado a alguno de los diagramas

de tipo árbol. Por ejemplo, si tomamos el penúltimo de los diagramas listados en la Fig. 4.3,

reescrito aquí abajo propiamente como un diagrama,

encontramos que su efecto es introducir en la acción un acoplamiento de ocho campos, de la

forma

δS8 = 3δsλ3
∫

bΛ

. . .

∫

bΛ

ddk1 . . . d
dk8

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′
∫ T

0

dt′′ δd(k1 + . . .+ k8)

× [ϕ1ϕ2ϕ3]t [ϕ4ϕ5]t′ [ϕ6ϕ7ϕ8]t′′
{

δ(|k1 + k2 + k3| − Λ) [−iG(t, t′)]G(t′, t′′)
}

. (4.15)

De nuevo, al tener un número par de campos ϕ, se trata de un término imaginario. Traducido

a una perturbación al acoplamiento v88 de ocho campos ϕ, resulta

δv88(k, t) = 3δsλ3
{

δ(|k1 + k2 + k3| − Λ) G(t1, t4)G(t4, t6)

}

×δ(t1 − t2)δ(t1 − t3)
[

δ(t4 − t5)
] [

δ(t6 − t7)δ(t6 − t8)
]

. (4.16)

Es importante notar que, aun cuando ni v63, ni v64 ni v88 figuraban en la acción de partida,

dada por la Ec. (4.2), estas interacciones aparecen en la acción efectiva de los modos <. Este es
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un resultado harto común: incluso en los casos más simples, el proceso de eliminación de modos

genera infinitos acoplamientos, con dependencias generales en los impulsos y los tiempos.

Aquí termina el ejemplo con el que queríamos ilustrar el cálculo de diagramas a orden δs.

Todos estos diagramas han resultado fáciles de evaluar porque la función de acoplamiento era

una simple constante λ. Más adelante veremos casos en donde los acoplamientos dependen del

impulso y del tiempo.

Antes de pasar a la definición de la transformación del grupo de renormalización, se de-

mostrarán dos cosas. Primero, que la parametrización de la acción, dada por las Ecs. (2.2)−(2.6),

es admisible desde el punto de vista CTP: fundamentalmente lo que hay que probar es que el

propagador completo ⟨φϕ′⟩full es causal y que ⟨ϕϕ′⟩full es nulo. En segundo lugar mostraremos

que la eliminación de modos es una operación cerrada respecto a esa clase de acciones. Esto

es necesario, puesto que la transformación del grupo de renormalización se define de manera

iterativa.
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Validez de la parametrización, eliminación
de modos y propiedad de clausura

Al definir la parametrización de la acción en las Ecs. (2.2)−(2.6), se pidió que las funciones

vnm cumplieran con la siguiente propiedad: siempre uno de los tiempos de los campos ϕ debía

dominar o igualar los tiempos de todos los demás campos,

vnm(t1, . . . , tm, tm+1, . . . , tn) = 0 si máx(t1, . . . , tm) < máx(tm+1, . . . , tn). (5.1)

Se dijo en aquel momento que esta condición aseguraba causalidad, y que también impedía

generar términos sin campos ϕ en la acción de influencia, términos que desde el punto de

vista CTP no están permitidos. Demostraremos que esta propiedad relativa a los tiempos de

los campos ϕ y φ se conserva al construir cualquier diagrama donde esos campos aparezcan

como líneas externas. Como corolario, veremos que la condición (5.1) impide la aparición de

términos sin campos ϕ, y que, por otro lado, asegura la causalidad del propagador completo,

⟨φ(t)ϕ(t′)⟩full, es decir, el calculado respecto a toda la acción, y no sólo a su parte libre.

Calcular δS o calcular el propagador completo es calcular en realidad valores de expectación.

Este cálculo puede organizarse como una serie de diagramas de Feynman. En el primer caso,

los diagramas poseerán líneas externas correspondientes a los campos <. En el segundo, puede

pensarse que en todos los diagramas hay un par de líneas externas, una conectada al campo

68
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φ(t) y otra al campo ϕ(t′); volveremos sobre esto al final de la sección, una vez expuesto el

argumento principal. Lo que haremos ahora será demostrar que el resultado de cada posible

diagrama, con un dado contenido de líneas externas, genera siempre un término que satisface

la condición (5.1). Con esto queremos decir que si escribimos el resultado de un diagrama

guardando la forma que tiene cada término de Sint en la Ec. (2.6), independientemente del

significado del diagrama, la función vnm en términos de la cual quede escrito cumplirá con

la condición (5.1). La demostración consistirá en tomar un diagrama genérico, supondremos

que viola esta propiedad y entonces iremos identificando ciertas líneas internas que por fuerza

deben figurar en el diagrama. Se verá que estas líneas siempre trazan un subdiagrama que es

igual a cero. Así se demuestra que la hipótesis de partida implica la nulidad del diagrama. En

los diagramas siguientes puede haber más líneas internas no dibujadas y que no afectan a la

demostración. Las líneas internas corresponderán a los propagadores calculados respecto a la

acción libre, para la que asumiremos que vale

⟨φ(t)ϕ(t′)⟩ ∝ θ(t− t′) y ⟨ϕ(t)ϕ(t′)⟩ = 0. (5.2)

Demos por cierto que inicialmente se cumple la propiedad (5.1), y
supongamos haber formado un diagrama no nulo para el cual esta
condición ya no sea válida. Es decir, uno de sus vértices tendrá un
campo externo φ0 evaluado a un tiempo t0 mayor que los tiempos
de todos los campos externos de tipo ϕ. A partir de aquí trataremos
de llegar a una contradicción. Como el vértice al que pertenece φ0

tiene, por hipótesis, un campo ϕ1 evaluado a un tiempo t1 mayor
o igual que el tiempo t0, y como estamos asumiendo que entre los
tiempos de los campos externos ninguno supera ni iguala al de φ0,
por fuerza ϕ1 tiene que formar parte de una línea interna en un
propagador G.

Si esta línea termina en un campo φ(t) del mismo vértice, el
resultado es nulo, porque todos los campos φ están evaluados a
tiempos menores que t1, y además ⟨φ(t)ϕ(t1)⟩ ∝ θ(t− t1).
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De manera que la línea debe terminar en un
campo φ2 de otro vértice. Ahora bien, el campo
φ2 conectado a ϕ1 deberá estar evaluado a un
tiempo t2 > t1, por la causalidad de G(t2, t1).
Si, a su vez, el campo ϕ3, en el segundo vértice,
cuyo tiempo t3 domina a los tiempos de los
campos φ de ese mismo vértice, correspondiese
a una línea externa, dominaría sobre t0, pues
t3 ≥ t2 > t1 > t0. Pero, por hipótesis, esto
no ocurre, de manera que ϕ3 tiene que estar
conectado por un propagador G a un campo φ.

Nuevamente, si este φ perteneciese al
mismo vértice que ϕ3, el diagrama se
anularía. Por otro lado, si el campo φ(t)
estuviese en el primer vértice, se forma-
ría un lazo cerrado de propagadores
⟨φϕ⟩ tales que t > t3 > t2 > t1 ≥ t,
y el diagrama es de nuevo cero.

Por lo tanto, ϕ3 tiene que estar unido a
un campo φ en un tercer vértice. (Evi-
dentemente, si el diagrama consiste sólo
de dos vértices, el argumento termina
aquí.)

Así uno va pasando de un vértice a otro y el argumento se repite hasta agotar todos los

vértices. Es imposible no trazar un lazo cerrado de propagadores G que en cada vértice involucre
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al campo ϕ dominante. Por lo tanto, a menos que el diagrama sea nulo, ninguno de los campos

φ externos puede estar evaluado a un tiempo mayor que el de todos los campos ϕ externos. La

siguiente figura completa el argumento en el caso en que el diagrama tiene cinco vértices.

Figura 5.1: En esta figura se completa al argumento suponiendo que haya cinco vértices en total. Al llegar al
último vértice no queda otra opción que declarar nulo a todo el diagrama.
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Pensados como diagramas que dan contribuciones a δS, vemos que los términos que generan

conservan la condición (5.1). Es fácil ver que también queda demostrado que no se pueden

generar diagramas no nulos sin campos externos ϕ, ya que un diagrama de este tipo pertenece

a la clase en los que el tiempo de uno de los φ domina sobre los tiempos de todos los ϕ, siendo

que ahora no hay ningún campo ϕ.

Veamos aparte como se aplica lo anterior para demostrar que el propagador completo es

causal. Cada uno de los diagramas que aparecen al calcular el valor de expectación

⟨φ(t)ϕ(t′)⟩full =

∫

DϕDφ φ(t)ϕ(t′) eiS[ϕ,φ] ρ0[ϕ, φ]
∫

DϕDφ eiS[ϕ,φ] ρ0[ϕ, φ]

(5.3)

puede tener una de dos formas, como muestra la figura

Las cruces en cada diagrama representan los campos φ(t) y ϕ(t′), que están contraídos con

alguno de los campos en la parte central del diagrama, cuya forma particular no interesa. El

campo ϕ(t′) sólo puede estar conectado a un campo φ(τ ′), pero el campo φ(t) puede contraerse

tanto con un campo ϕ(τ) como con un φ(τ). De allí que hayamos considerado los dos casos.

(Evidentemente, en la expresión final del diagrama habrá un par de integrales, en τ y en τ ′.)

Ahora bien, si aislamos la parte central de cada diagrama y pensamos a los campos en τ y τ ′

como líneas externas, cosa que en verdad son antes de contraerse con φ(t) y ϕ(t′), vemos en

seguida que el segundo caso no puede aparecer, ya que, según acabamos de demostrar, no hay

diagramas sin campos ϕ externos:
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Y en cuanto al primer caso, sabemos que τ debe ser mayor a τ ′; es lo que demostramos más

arriba,

Teniendo en cuenta las contracciones con los campos φ(t) y ϕ(t′), el diagrama completo será

proporcional entonces a esta integral
∫

dτdτ ′ θ(t− τ)θ(τ − τ ′)θ(τ ′ − t′) . . . ∝ θ(t− t′)

[∫

dτdτ ′ . . .

]

, (5.4)

que es lo que queríamos demostrar. Puede notarse además que la nulidad del primer diagra-

ma implica que el propagador completo ⟨ϕ(t)ϕ(t′)⟩full es igual a cero, ya esos son los únicos

diagramas a los que podrían conectarse los campos ϕ(t) y ϕ(t′).

Recapitulemos brevemente: la condición (5.1), que dice que en cada término de la interacción

uno de los campos ϕ debe estar evaluado a un tiempo mayor o igual que los tiempos de los

campos φ, es una propiedad que se preserva al eliminar modos (sin importar si la cáscara es

infinitesimal o no, cosa que en ningún momento tuvimos que suponer), y además asegura que

cualquier término generado durante la eliminación posee al menos un campo ϕ, tal como lo

requiere una buena acción CTP. La condición (5.1) también permite afirmar que el propagador

completo ⟨φ(t)ϕ(t′)⟩full es causal, propiedad que es central en el formalismo CTP.

Faltaría demostrar una última cosa respecto a la clausura del proceso de eliminación de

modos, algo cuya demostración no depende de lo anterior. Se trata de ver que se preserva la

propiedad (1.45),

S
[

Φ−,Φ+
]

= −S
[

Φ+,Φ−
]∗
, (5.5)

o, lo que es equivalente, ver que todos los acoplamientos vnm generados durante el cálculo de

la acción de influencia son reales. La demostración sólo se basa en un conteo de potencias de i,
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y lo único que necesitamos pedir es que los propagadores ⟨φ(t)ϕ(t′)⟩ y ⟨φ(t)φ(t′)⟩, calculados

respecto a la acción libre, tengan la forma ⟨φ(t)ϕ(t′)⟩ = −iG(t, t′) y ⟨φ(t)φ(t′)⟩ = G(t, t′),

donde G y G son funciones reales.

Asumamos que la acción de partida satisface la condición de que todos los vnm sean reales.

Formemos un diagrama genérico. Supongamos que el diagrama tiene N vértices, y que el vértice

j−ésimo tiene nj campos ϕ en total, entre líneas externas e internas. Podemos llevar la cuenta

de los factores i aportados por cada vértice asignándole a cada uno un factor inj . Un vértice

con un número par de campos ϕ será proporcional a ±1; y uno con un número impar, a ±i.

Así, automáticamente el vértice tendrá las propiedades de conjugación adecuadas. (En este

conteo estamos incluyendo el factor i que aparece en la exponencial eiS.) Además, si hay nG

propagadores de tipo ⟨φϕ⟩, habrá un factor inG . De modo que, en total, aparecerá un factor im

con

m = nG +
N
∑

j=1

nj. (5.6)

Evidentemente, si se trata de contar potencias de i, para saber si la contribución del diagrama

es real o imaginaria, es irrelevante el signo con el que aparece cada término del exponente. Lo

mismo daría tener, por ejemplo,

m = ±nG +
N
∑

j=1

±nj, (5.7)

pues sólo importa la paridad de m. Ahora bien, como cada propagador ⟨φϕ⟩ involucra un solo

campo ϕ, el número de campos ϕ externos en el término generado por el diagrama será igual

al número total,
∑

nj, menos nG,

nϕ = −nG +
N
∑

j=1

nj. (5.8)

Vemos entonces que el número m de factores i en la Ec. (5.7) es justo el apropiado para un

acoplamiento con nϕ campos ϕ, según lo dicho al comienzo de este párrafo.
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La transformación del grupo de
renormalización fuera del equilibrio

En este capítulo se define el grupo de renormalización (GR) para las acciones de la Sección

2.1. Luego se aplicarán estos resultados a la teoría λΦ4. Primero se presentará la transformación

infinitesimal, a partir de la cual la transformación finita se construye por iteración. La idea es

la siguiente: construir una transformación tal que, dada una acción de partida, por eliminación

y rescaleo devuelva una acción efectiva para los campos sobrevivientes. La aplicación repetida

de este proceso arrojará sucesivas acciones, todas caracterizadas por un mismo conjunto de

parámetros que irán evolucionando con la transformación. En el límite en que el paso de la

transformación se reduce arbitrariamente, las trayectorias que siguen estos parámetros podrán

describirse mediante un sistema de ecuaciones diferenciales.

6.1. La transformación infinitesimal

La transformación infinitesimal es la composición de dos operaciones [18, 26, 60]:

(1) eliminación de los modos en una cáscara de impulsos de espesor infinitesimal, bΛ < k ≤ Λ.

(2) redefinición de los campos, Φ (k, t) = bαφ Φ′ (b−1 k, b−αt t).
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El primer paso no es otro que el cálculo de la acción de influencia δS hasta orden δs, cuestión

que ya ha ocupado las secciones anteriores. Hemos visto que al eliminar los modos entre bΛ y Λ

se obtiene una acción efectiva S< para los modos no eliminados. De manera general, esta acción

está dada por las Ecs. (2.17) y (2.18). También hemos visto e ilustrado con varios ejemplos

que cuando los modos eliminados se encuentran en una cáscara cuyo espesor se hace tender

a cero, el resultado puede escribirse como una perturbación infinitesimal a los parámetros de

la acción de partida. Las Ecs. (2.39), (4.13), (4.14) y (4.16) muestran varios ejemplos. Así, la

acción efectiva S< puede ser escrita como la acción inicial (2.2) más una perturbación al nivel

de los parámetros que caracterizan a esta clase de acciones. Escribamos S< = S ′ con

S ′ = S ′
0 + S ′

2 + S ′
int, (6.1)

donde

S ′
0[ϕ, φ] =

∫ T

0

dt

∫

bΛ

ddk
[

1
2
(1 + 2ξ δs) ϕ̇ φ̇− 1

2
(1 + 2η δs) k2 ϕφ

]

, (6.2)

y donde S ′
2 y S ′

int tienen la misma forma que S2 y Sint en las Ecs. (2.4) y (2.6), pero con

acoplamientos perturbados

v′nm = vnm + δvnm, (6.3)

siendo δvnm de orden δs. Hay que notar que las integrales en el impulso están acotadas por

bΛ, que es el impulso máximo de los modos que escaparon a la eliminación. Los acoplamientos

v′nm y los parámetros η y ξ se obtienen a partir del cálculo explícito de la acción de influencia,

como en los ejemplos de las secciones anteriores.

Hasta aquí lo ya visto.

El segundo paso de la transformación es una redefinición o rescaleo de los campos. En

esencia, el motivo práctico de esta operación es que si uno va a eliminar cáscara tras cáscara

de modos, cada eliminación pueda realizarse independientemente de las anteriores. Lo que uno

quiere es una operación que no requiera rever todo el mecanismo de cálculo para cada nueva

cáscara que se deba eliminar. El rescaleo da cierta libertad para fijar, dentro del flujo generado
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por la transformación, la forma de ciertos términos en la acción sobre los cuales se construye

el cálculo perturbativo de δS.

El cambio de variables se realiza escribiendo

ϕ (k, t) = bαφ ϕ′
(

b−1 k, b−αt t
)

y φ (k, t) = bαφ φ′
(

b−1 k, b−αt t
)

, (6.4)

con exponentes αϕ y αt que serán fijados en seguida. Podemos independizarnos de las variables

k y t escribiendo

ϕ = Rϕ′ y φ = Rφ′, (6.5)

donde el operador R tiene el efecto mostrado en la Ec. (6.4). El rescaleo redefine los campos y

restaura el cutoff a su valor original, pues cuando k = bΛ, el argumento de los campos ϕ′ y φ′

toma el valor Λ. De modo más explícito, las sustituciones implicadas por la Ec. (6.4) tomarán

típicamente esta forma dentro de las integrales
∫ T

0

dt

∫

bΛ

ddk f(k, t) =

∫ T

0

dt

∫

bΛ

ddk bαf f ′
(

b−1k, b−αt t
)

=

∫ b−αt T

0

dt′
∫

Λ

ddk′ bαf+d+αt f ′(k′, t′). (6.6)

El paso que lleva a la última igualdad ha sido el cambio de variables

k = bk′ y t = bαt t′. (6.7)

Notar que la integral en k vuelve a estar acotada por Λ, pero la integral en t va hasta un nuevo

valor, T ′ = b−αtT . La condición CTP, ϕ(k, T ) = 0, se transformará para los nuevos campos en

esta otra

ϕ′(k, b−αtT ) = 0. (6.8)

Antes se seguir, hagamos una pausa para ver en dónde estamos y a dónde queremos llegar.

Partimos de una acción que dependía de dos pares de variables

S[ϕ<, ϕ>, φ<, φ>].
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Eliminamos los modos > y obtuvimos una acción efectiva para los modos <,

S<[ϕ<, φ<] = S ′[ϕ<, φ<].

(Podemos omitir de ahora en más los subíndices en los campos.) La operación representada por

la Ec. (6.5) permitirá escribir

S ′[ϕ, φ] = S ′[Rϕ′,Rφ′],

pero lo que queremos finalmente es identificar esto con una funcional de los campos ϕ′ y φ′,

de modo que escribiremos

S ′[Rϕ′,Rφ′] = S ′′[ϕ′, φ′]. (6.9)

El objetivo es encontrar la funcional S ′′.

Cuando el rescaleo es aplicado a la Ec. (6.2) se obtiene una nueva acción libre, S ′′
0 . Conser-

vando la notación sin primas y siguiendo los mismos pasos que en la Ec. (6.6), resulta

S ′′
0 [ϕ, φ] =

∫ b−αtT

0

dt

∫

Λ

ddk bd+αt+2αφ

[

1
2
(1 + 2ξ δs)b−2αt ϕ̇ φ̇− 1

2
(1 + 2η δs)(bk)2 ϕφ

]

. (6.10)

Los dos exponentes αϕ y αt pueden ser arbitrarios, pero suelen elegirse de tal manera que el

integrando en S ′′
0 tome la forma que tenía originalmente el integrando de S0. El sentido de esto

es meramente práctico, para conservar la forma de los propagadores lo más inalterable que se

pueda. A partir de esta condición, a orden δs se obtienen las siguientes relaciones entre los

exponentes αϕ y αt, las funciones ξ y η, y la dimensión d del espacio,

2αϕ = −(d+ 1) + η + ξ, (6.11)

αt = −1 + η − ξ. (6.12)

Así, αϕ y αt quedan fijados por los valores de las perturbaciones ξ y η. Cuando estas cantidades

son nulas, los exponentes αϕ y αt coinciden con las dimensiones, en unidades de impulso, de

los campos y el tiempo, respectivamente.
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Fijadas las condiciones que dejan invariante S0, veamos en detalle cuál es el efecto de la

transformación infinitesimal sobre el resto de los términos de la acción, y también sobre la

matriz densidad.

Considérese primero un término genérico asociado a un acoplamiento vnm. En la acción de

partida aparecerá como

Snm[ϕ, φ] = C

[

n
∏

j=1

∫ T

0

dtj

∫

Λ

ddkj

]

δd(k1 + . . .+ kn)

×

[

m
∏

j=1

ϕ(kj, tj)

][

n
∏

j=m+1

φ(kj, tj)

]

vnm(k, t), (6.13)

donde C es 1 o i, dependiendo de si m es impar o par, respectivamente. Las variables k y t

en el argumento de la función vnm representan todo el conjunto de variables kj y tj. Una vez

eliminados los modos en la cáscara, a Snm se agrega cierta corrección, que puede ser vista como

una perturbación al acoplamiento vnm, que es reemplazado por v′nm = vnm + δvnm,

Snm −→ S ′
nm[ϕ, φ] = C

[

n
∏

j=1

∫ T

0

dtj

∫

bΛ

ddkj

]

δd(k1 + . . .+ kn)

×

[

m
∏

j=1

ϕ(kj, tj)

][

n
∏

j=m+1

φ(kj, tj)

]

v′nm(k, t). (6.14)

Aplicando las sustituciones indicadas por las Ecs. (6.4) y (6.7), pero conservando la notación

original para los campos y las variables de integración, la nueva acción rescaleada es

S ′′
nm[ϕ, φ] = C

[

n
∏

j=1

∫ b−αtT

0

dtj

∫

Λ

ddkj

] [

m
∏

j=1

ϕ(kj, tj)

][

n
∏

j=m+1

φ(kj, tj)

]

× δd(k1 + . . .+ kn) b
αn v′nm(bk, b

αtt), (6.15)

donde

αn = (n− 1)d+ n(αt + αϕ). (6.16)

El cutoff en las integrales de los impulsos es de nuevo Λ, pero las integrales temporales van

ahora de 0 hasta b−αt T . Finalmente, expandiendo bαn v′nm(bk, b
αt t) alrededor de k y t hasta
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orden δs, se obtiene

S ′′
nm[ϕ, φ] = C

[

n
∏

j=1

∫ b−αtT

0

dtj

∫

Λ

ddkj

] [

m
∏

j=1

ϕ(kj, tj)

][

n
∏

j=m+1

φ(kj, tj)

]

×δd(k1 + . . .+ kn)

{

1−

[

αn +
n
∑

i=1

(

ki ·
∂

∂ki

+ αt ti
∂

∂ti

)

]

δs

}

v′nm(k, t). (6.17)

La Ec. (6.17) muestra que el rescaleo toma las funciones v′nm, que resultan de la eliminación de

los modos, y devuelve este otro conjunto

v′′nm =

{

1−

[

αn +
n
∑

i=1

(

ki ·
∂

∂ki

+ αt ti
∂

∂ti

)

]

δs

}

v′nm

= vnm + δvnm −

[

αn +
n
∑

i=1

(

ki ·
∂

∂ki

+ αt ti
∂

∂ti

)

]

δs vnm, (6.18)

siempre hasta orden δs. La aplicación que lleva de los vnm a los v′′nm es la transformación

infinitesimal del GR para los acoplamientos vnm.

Figura 6.1: El efecto de cada una de las operaciones infinitesimales sobre los acoplamientos de la acción.

Podemos reescribir esto como un sistema de ecuaciones diferenciales. Introduciendo el parámetro

s de la transformación, identificando vnm(k, t) = vnm(k, t, s) y v′′nm = vnm(k, t, s + δs), y

formando la derivada de vnm respecto de s se obtiene
[

∂

∂s
+ αn +

n
∑

i=1

(

ki ·
∂

∂ki

+ αt ti
∂

∂ti

)

]

vnm =
δvnm
δs

. (6.19)
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Si fuera necesaria una aclaración, el miembro de la derecha debe leerse como se explica en los

párrafos vecinos a la Ec. (2.41). Éstas son las ecuaciones del GR para las funciones vnm.

Respecto a la matriz densidad, Ec. (2.12), hay que decir que sólo es afectada por el rescaleo,

luego del cual, siguiendo los mismos pasos anteriores, toma la forma

ρ′[ϕ(k), φ(k), 0] = exp

(

−

∫

Λ

ddk bd+2αφ
a(bk)

4

{

coth

[

a(bk)β(bk)

2

]

ϕ(k)ϕ(−k) + . . .

})

,

que puede escribirse también como

ρ′[ϕ(k), φ(k), 0] = exp

(

−

∫

Λ

ddk
a′(k)

4

{

coth

[

a′(k) β′(k)

2

]

ϕ(k)ϕ(−k) +. . .

})

, (6.20)

donde

a′(k) = bd+2αφ a(bk) y β′(k) = b−(d+2αφ) β(bk). (6.21)

De esta manera, a orden δs, a y β deben ser reemplazados por

a′ = a+

(

−d− 2αϕ − k
∂

∂k

)

a δs, (6.22)

β′ = β +

(

d+ 2αϕ − k
∂

∂k

)

β δs. (6.23)

Identificando, similarmente a lo ya hecho, a′(k) con a(k, s+δs) y β′(k) con β(k, s+δs), resulta

∂a

∂s
=

(

−d− 2αϕ − k
∂

∂k

)

a, (6.24)

∂β

∂s
=

(

d+ 2αϕ − k
∂

∂k

)

β. (6.25)

El producto aβ sigue una evolución aun más simple,
(

∂

∂s
+ k

∂

∂k

)

aβ = 0. (6.26)

Éstas son las ecuaciones del GR para los parámetros que definen la matriz densidad.

Finalmente, también habrá una ecuación de GR para T . Viendo cómo corre el límite superior

en las integrales temporales, se obtiene

∂T

∂s
= αt T. (6.27)
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Integrar las ecuaciones diferenciales es equivalente a iterar infinitamente la transformación

infinitesimal del GR, con condiciones dadas en s = 0. Para cualquier valor de s > 0, todos

los modos originales con k > e−s Λ habrán sido eliminados; la acción y la matriz densidad

tendrán la misma forma que en las Ecs. (2.2) y (2.12), pero los parámetros que las definan

corresponderán a las soluciones de las ecuaciones del GR. Además, el valor de T deberá ser

reemplazado por

T (s) = exp

[∫ s

0

ds′αt(s
′)

]

T ≡ eβt(s) T. (6.28)

Puesto que αt = −1 + η − ξ, por lo general T (s) será una función decreciente de s, dada en

primera aproximación por e−s T .

Las funciones vnm, a y β, los exponentes αt y αϕ, la matriz densidad y la propia acción,

construida a partir de las soluciones de las ecuaciones del GR para los acoplamientos, deben

ser consideradas funciones explícitas de s. Así, la acción construida con los vnm(k, t, s) debería

ser representada por S[ϕ, φ, s], aunque si no hay riesgo de confundirla con la acción original,

omitiremos indicar su dependencia en s.

6.1.1. Nota acerca de la forma de los acoplamientos y de la expresión

para los exponentes

Al derivar la Ec. (6.16) asumimos que los términos de interacción estaban escritos tal cual

como en la Ec. (2.6), es decir, que siempre tuvimos en mente funciones vnm que dependían de

los n tiempos y los n impulsos. Pero ocurrirá con frecuencia que estas funciones dependan de

un número menor de variables. Un acoplamiento local en el tiempo siempre puede llevarse a

la forma (2.6) introduciendo deltas de Dirac. Y, de igual modo, acoplamientos que dependan

en un número n′ ≤ n de tiempos pueden llevarse a la forma dictada por (2.6). En lugar de

hacer ese paso, lo que conviene es rederivar el valor del exponente α adecuado a cada caso. Se

trata de contar únicamente cuantas variables efectivas hay en realidad en el acoplamiento. Las

ecuaciones diferenciales también pueden adaptarse con relativa facilidad. Lo mencionamos aquí

porque en adelante será algo bastante común, aunque no volveremos a insistir mucho sobre esto.



6.2. Solución de las ecuaciones del GR 83

El lector puede verificar en cada caso que las modificaciones introducidas sean verdaderamente

las correctas.

También ocurrirá que los acoplamientos sean funciones del módulo de una suma de impulsos,

como por ejemplo

v(k1,k2, t1, t2) = f(|k1 + k2|, t1, t2), (6.29)

y no de cada impulso aisladamente. En este caso es fácil ver que el término que corresponde a

los gradientes respecto de ki en la Ec. (6.19) dará origen en la ecuación para f a un término

de la forma

k
∂f(k, t1, t2)

∂k
. (6.30)

6.2. Solución de las ecuaciones del GR

6.2.1. Método de las características

Para escribir la solución de las ecuaciones del GR notemos que todas tienen la forma general
[

∂

∂s
+ αF +

n
∑

i=1

(

ki ·
∂

∂ki

+ αt ti
∂

∂ti

)

]

F (k, t, s) = g(k, t, s), (6.31)

donde αF y αt son funciones sólo de s, y donde k y t representan todo el conjunto de

variables {k1, . . . ,kn} y {t1, . . . , tn}, respectivamente. Trataremos de transformar esta ecuación

en derivadas parciales en una ecuación diferencial ordinaria.

Lo que hay que notar es que el miembro de la izquierda en la Ec. (6.31) puede escribirse en

términos de la derivada total de una nueva función G,
[

∂

∂s
+ αF +

n
∑

i=1

(

ki ·
∂

∂ki

+ αt ti
∂

∂ti

)

]

F (k, t, s) = e−βF (s)

[

dG

ds

]

(

e−s k, e−βt(s) t, s
)

, (6.32)

donde

G (k, t, s) = eβF (s) F
(

es k, eβt(s) t, s
)

, (6.33)

y

βi(s) =

∫ s

0

ds′ αi(s
′). (6.34)
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Con esto, la Ec. (6.32) se escribe como
[

dG

ds

]

(k, t, s) = eβF (s) g
(

es k, eβt(s) t, s
)

, (6.35)

que puede integrarse inmediatamente. La solución, reescrita en términos de la función original

F , es

F (k, t, s) = e−βF (s)F0

(

e−s k, e−βt(s) t
)

+

∫ s

0

ds′ eβF (s′)−βF (s) g
(

es
′−s k, eβt(s′)−βt(s) t, s′

)

,

(6.36)

donde F0 es la condición inicial

F0(k, t) ≡ F (k, t, 0). (6.37)

Esta solución sigue en esencia el método de las características.

6.2.2. Método iterativo

Hay una manera alternativa de llegar a la Ec. (6.36), sin escribir las ecuaciones diferenciales,

sino iterando explícitamente la transformación, paso a paso, y sólo al final tomando el límite

δs−→ 0.

La iteración paso a paso de la transformación del GR para un acoplamiento vnm partirá

desde cierto valor inicial vnm(k, t, 0). La función vnm depende de un dado número de impulsos

y de tiempos, representados en conjunto por k y t, respectivamente. Cada paso aislado de la

transformación infinitesimal tiene dos efectos: primero introduce una corrección G debida a la

eliminación de los modos en la cáscara

vnm −→ vnm +G, (6.38)

y, en segundo lugar, aparecen aquí y allá varios factores con potencias de b, debidos al rescaleo.

Si la cáscara es infinitesimal, la función G será proporcional a δs. Por el momento no es

necesario tener eso en cuenta. Usaremos vnm(k, t, j) para representar el resultado de iterar

la transformación j veces. Para ir del paso j al j + 1 habrá que componer las dos operaciones

vnm(k, t, j + 1) = bαn(j)
[

vnm(bk, b
αt(j) t, j) +G(bk, bαt(j) t, j)

]

, (6.39)
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donde αn está dado por la Ec. (6.16). La Ec. (6.39) muestra los dos efectos: perturbación+rescaleo.

Si al comienzo el acoplamiento es vnm(k, t, 0), luego de un paso tendremos

vnm(k, t, 1) = bαn(0) vnm
(

bk, bαt(0) t, 0
)

+ bαn(0) G
(

bk, bαt(0) t, 0
)

. (6.40)

Luego de dos,

vnm(k, t, 2) = bαn(1)+αn(0) vnm
(

b2 k, bαt(1)+αt(0) t, 0
)

+ bαn(1)+αn(0) G
(

b2 k, bαt(1)+αt(0) t, 0
)

+ bαn(1) G
(

bk, bαt(1) t, 1
)

. (6.41)

Y luego de N ,

vnm(k, t, N) = b∆n(0) vnm
(

bN k, b∆t(0) t, 0
)

+
N−1
∑

j=0

b∆n(j) G
(

bN−j k, b∆t(j) t, j
)

, (6.42)

donde las funciones ∆a(j) están definidas por

∆a(j) =
N−1
∑

l=j

αa(l). (6.43)

La Ec. (6.42) es válida aun cuando la eliminación de modos no ocurriera dentro de una cáscara

de espesor infinitesimal. Su forma sólo depende de cómo se componen las dos operaciones en la

Ec. (6.39) para generar cada paso elemental. Por el momento es útil tener presente la Ec. (6.42)

como método alternativo para seguir la evolución de vnm y para determinar ciertos valores

límites que pueden perderse al escribir las ecuaciones diferenciales. Ya tendremos oportunidad

de aplicar la Ec. (6.42) a varios casos concretos.

Ahora sí, suponiendo que G sea de orden δs,

G = g δs, (6.44)

pasando a una variable continua mediante la identificación

vnm(k, t, j)−→ vnm(k, t, s
′), (6.45)

en el límite en que δs tiende a 0, manteniendo Nδs = s, y recordando que b = 1 − δs, es

posible en la Ec. (6.42) pasar de sumas a integrales. Con unas pocas sustituciones, se recupera

la ecuación (6.36).



86 6. La transformación del grupo de renormalización fuera del equilibrio

6.3. Relación entre la teoría original y la teoría efectiva

Comenzamos con una teoría para un campo Φ, cuyos grados de libertad se extendían hasta

una escala de impulsos dada por un cutoff Λ. Dijimos que en realidad no nos interesaban todos

los grados de libertad sino aquellos por debajo de un nuevo cutoff, digamos Λ′ = e−s Λ < Λ.

Esto hizo que buscásemos eliminar explícitamente de la teoría los grados de libertad entre Λ′

y Λ. Pero en lugar de hacer esto de una sola vez, tomando la traza sobre un rango finito de

modos, dividimos la tarea, distribuyéndola en sucesivas eliminaciones infinitesimales. Pero hubo

más que eso. No se trató simplemente de una división del intervalo de integración en varios

subintervalos, porque cada eliminación infinitesimal vino acompañada de una redefinición de

las variables de campo.

Se plantea ahora lo siguiente: al final de ese infinito proceso de eliminación y rescaleo,

¿qué es lo que está describiendo la acción efectiva S[ϕ, φ, s]? ¿A dónde quedaron los valores de

expectación que estábamos interesados en calcular? Se hace necesario entonces encontrar cuál

es la relación entre la teoría original y la efectiva. Para encontrar esta relación habrá que seguir

con algún cuidado el camino que lleva de una teoría a la otra. En lo hecho más arriba, la cuestión

se centraba en encontrar la evolución de los acoplamientos. Ahora la atención estará puesta no

tanto en los acoplamientos como en la funcional generadora: respecto a la transformación del

GR, esta funcional debe permanecer invariante.

Para simplificar un poco la notación, escribiremos las cosas al modo de una teoría con

una sola familia de campos y corrientes. Inicialmente habrá cierta acción S[ϕ] y una funcional

generadora asociada

Z[J ] =

∫

Dϕ eiS[ϕ] exp

[

i

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk ϕ(k, t)J(k, t)

]

ρ0[ϕ]. (6.46)

A la acción efectiva S[ϕ, s] construida con los acoplamientos vnm(k, t, s) le corresponderá, a su

vez, una funcional generadora

Z[J, s] =

∫

Dϕ eiS[ϕ,s] exp

[

i

∫ T (s)

0

dt

∫

Λ

ddk ϕ(k, t) J(k, t)

]

ρ0 [ϕ, s]. (6.47)
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De las dos expresiones anteriores, la primera describe la teoría original y la segunda, la teoría

efectiva. En s = 0 ambas coinciden.

La observación fundamental es que ni la eliminación de modos ni el rescaleo son operaciones

que afecten el valor de Z[J ]. Como todo ocurre dentro de la integral funcional, Z[J ] es ciega a

esos cambios de variables e integraciones parciales. De ahí que, en lo que respecta a los modos

no eliminados, la teoría efectiva sea tan buena como la original.

Esquemáticamente, esto es lo que ocurre en cada paso de la transformación: primero se

separan, dentro de la integral funcional que define Z[J ], los modos > y <, asumiendo que las

corrientes sólo se acoplan a estos últimos,

Z[J ] =

∫

Dϕ eiS[ϕ]+i
∫
Jϕ ρ0[ϕ] =

∫

Dϕ<

{∫

Dϕ> e
iS[ϕ<,ϕ>] ρ0[ϕ>]

}

ei
∫
J ϕ< ρ0[ϕ<]. (6.48)

Luego, el resultado de integrar sobre los modos > se expresa redefiniendo la acción para los

modos <,

eiS
′[ϕ<] ≡

∫

Dϕ> e
iS[ϕ<,ϕ>] ρ0[ϕ>],

Z[J ] =

∫

Dϕ< e
iS′[ϕ<]+i

∫
J ϕ< ρ0[ϕ<]. (6.49)

Sigue el cambio de variables (6.5), ϕ = Rϕ′,

Z[J ] =

∫

D(Rϕ′) eiS
′[Rϕ′]+i

∫
J (Rϕ′) ρ0[Rϕ′], (6.50)

que es una transformación lineal, por lo tanto su jacobiano no depende de los campos y puede

sacarse fuera de la integral como una constante c,

Z[J ] = c

∫

Dϕ′ eiS
′[Rϕ′]+i

∫
J (Rϕ′) ρ0[Rϕ′]. (6.51)

Ahora se definen S ′′, ρ′0 y J ′ mediante las expresiones

S ′[Rϕ] = S ′′[ϕ], ρ0[Rϕ] = ρ′0[ϕ] y

∫

J (Rϕ) =

∫

J ′ ϕ. (6.52)

Entonces

Z[J ] = c

∫

Dϕ eiS
′′[ϕ]+i

∫
J ′ϕ ρ′0[ϕ]. (6.53)
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Antes nos detuvimos en el cálculo de S ′′ y ρ′, lo que nos permitió llegar a las ecuaciones del

GR para los acoplamientos y los parámetros que definen la matriz densidad. Para terminar de

relacionar la teoría de partida con la teoría efectiva hay que estudiar ahora lo que ocurre con

el término de corriente.

Siguiendo el mismo camino que permitió obtener la transformación de los acoplamientos vnm,

puede pensarse al término de corriente de la funcional generadora (6.46) como otro término de

interacción. En pocos pasos se encuentra que la corriente evoluciona según

J(k, t, s) = e−βJ (s) J(e−s k, e−βt(s) t). (6.54)

En el miembro de la derecha figura la corriente en s = 0, y además

βJ = βϕ + βt + sd. (6.55)

Así, luego de eliminar los modos entre e−s Λ y Λ, queda

Z[J ] = C(s)

∫

Dϕ eiS[ϕ,s] ρ0 [ϕ, s] exp

[

i

∫ T (s)

0

dt

∫

Λ

ddk ϕ(k, t) e−βJ (s) J
(

e−s k, e−βt(s) t
)

]

.

(6.56)

Esta función C(s) lleva la cuenta del efecto acumulado por los jacobianos de cada una de las

transformaciones infinitesimales de ϕ a Rϕ′. Cambiando de variables en el término de corriente

para volver a la función J(k, t), y usando la definición de βJ , queda

Z[J ] = C(s)

∫

Dϕ eiS[ϕ,s] ρ0 [ϕ, s]

× exp

[

i

∫ T

0

dt

∫

e−s Λ

ddk ϕ
(

es k, eβt(s) t
)

e−βφ(s) J(k, t)

]

. (6.57)

Se advertirá que en el término de corriente todo esto es como dar vuelta atrás la transformación,

volviéndola hacia los campos: J vuelve a ser J , T (s) vuelve a ser T y el impulso está acotado

por el verdadero valor del cutoff. Nótese que esta expresión no es idéntica a la dada por la Ec.

(6.47).



6.3. Relación entre la teoría original y la teoría efectiva 89

Las funciones de correlación se obtienen derivando Z[J ] respecto de J y evaluando en J = 0.

De esta manera encontramos, por ejemplo,

⟨ϕ(k, t)ϕ(k′, t′)⟩ = −
1

Z[0]

δ2Z[0]

δJ(k, t)δJ(k′, t′)

=
C(s)

Z[0]

∫

Dϕ eiS[ϕ,s] ρ0 [ϕ, s] ϕ
(

es k, eβt(s) t
)

ϕ
(

es k′, eβt(s) t′
)

e−2βφ(s) . (6.58)

Observando que Z[0] = C(s)Z[0, s], donde Z[J, s] es la funcional generadora asociada a la

acción efectiva en la Ec. (6.47), en seguida puede hallarse una relación entre los valores de

expectación de las dos teorías,

⟨ϕ(k, t)ϕ(k′, t′)⟩ = e−2βφ(s)
⟨

ϕ
(

es k, eβt(s) t
)

ϕ
(

es k′, eβt(s) t′
)⟩

s
. (6.59)

El subíndice s en el último corchete indica que el valor de expectación está referido a la funcional

generadora de la teoría efectiva, para ese valor del parámetro de la transformación. Cada uno de

estos valores de expectación podrá escribirse en una forma que ponga en evidencia la isotropía

y la invariancia translacional; por ejemplo

⟨ϕ(k, t)ϕ(k′, t′)⟩ ≡ G(k, t, t′) δd(k+ k′). (6.60)

En esta forma termina obteniéndose una relación entre las funciones G de la teoría original y

de la teoría efectiva:

G(k, t, t′) = e−sd−2βφ(s) G
(

es k, eβt(s) t, eβt(s) t′, s
)

. (6.61)

El nuevo término sd en la exponencial viene de la delta δd (esk+ esk′) que surge al reescribir

(6.59) usando (6.60). Reemplazando los valores de cada exponente, resulta por fin

G(k, t, t′) = exp

{

s−

∫ s

0
ds′
[

η(s′) + ξ(s′)
]

}

G

(

es k, exp

{

−s+

∫ s

0
ds′
[

η(s′)− ξ(s′)
]

}

t, . . . , s

)

.

(6.62)

Esta relación es muy útil en la práctica, porque mientras el miembro de la izquierda puede ser

muy difícil de calcular, puede ocurrir que tomando valores particulares o ciertos límites de s,

el miembro de la derecha sea, por el contrario, muy fácil de obtener.
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Una manera más directa de obtener la relación anterior, pero que no pone de manifiesto

la importante propiedad de la invariancia de Z[J ], consiste en encontrar la relación entre los

campos iniciales y los finales. La Ec. (6.4) puede ser reescrita como una relación entre el campo

en la escala s y el campo en la escala s+ δs:

ϕ(k, t, s) = bαφ ϕ(b−1 k, b−αt t, s+ δs). (6.63)

Invirtiendo la relación y expandiendo hasta orden δs puede escribirse una ecuación diferencial

para ϕ,
[

∂

∂s
− αϕ + k ·

∂

∂k
+ αtt

∂

∂t

]

ϕ(k, t, s) = 0. (6.64)

La solución es

ϕ(k, t, s) = eβφ(s) ϕ
(

e−s k, e−βt(s) t, 0
)

. (6.65)

Podemos despejar de aquí el campo original en términos del campo en la escala s,

ϕ(k, t, 0) = e−βφ(s) ϕ
(

es k, eβt(s) t, s
)

. (6.66)

Formando el producto de dos campos y tomando valores medios, la relación (6.59) se recupera

inmediatamente, y de ahí en adelante.

Una verificación de Ec. (6.61) es considerar una teoría sin interacciones, con una acción libre

y una matriz densidad dadas por las Ecs. (2.4) y (2.12), respectivamente, y con las siguientes

condiciones en s = 0:

a0(k) = k y β−1
0 (k) = 0. (6.67)

Tomemos por caso el propagador G. Como se muestra en el Apéndice A, Ec. (A.41), fijadas

estas condiciones el propagador de la teoría original es

G(k, t, t′) =
2

k
cos[k(t− t′)]. (6.68)

Cuando no hay interacciones ξ = η = 0 y la teoría efectiva coincide punto por punto con la

teoría original: δS es cero, todo lo que hay es acción libre y ésta es, por construcción, invariante
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frente a la transformación. En particular, G(k, t, t′, s) es igual a G(k, t, t′). Es inmediato verificar

que la Ec. (6.61) queda satisfecha; en efecto, evaluando los dos miembros

2

k
cos[k(t− t′)] = es

2

es k
cos
[

es k
(

e−s t− e−s t′
)]

. (6.69)
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Las ecuaciones del grupo de
renormalización para la teoría λΦ4

Hasta aquí lo que hemos hecho fue definir una transformación del GR para las acciones de

la forma (2.2). La transformación es cerrada respecto de esta clase de acciones, pero aun para

las condiciones iniciales más simples habrá que seguir la evolución de un número infinito de

acoplamientos, con dependencias muy generales en los tiempos y los impulsos. Esta circuns-

tancia ya fue notada en el ejemplo del Capítulo 4, donde a partir de acoplamientos de cuatro

campos, locales en el tiempo, se generaron acoplamientos de seis y ocho campos no locales.

A continuación trataremos el caso en que la condición inicial para el flujo del GR es la

acción λΦ4 con masa cero [61]. La simplificación que introduciremos será calcular las ecuaciones

del GR hasta orden λ2. Esto hará posible trabajar con un conjunto finito de acoplamientos.

Aclaremos que no se trata simplemente de tomar la acción λΦ4 y calcular δS, en la Ec. (2.27),

hasta orden λ2. Ocurrirá que ese primer cálculo de δS genere nuevos acoplamientos que, en un

segundo paso, puedan afectar a los acoplamientos iniciales o generar aun otros más, siempre

sin sobrepasar el orden λ2. Se comprende entonces que lo que hay que hacer primero es ver

cuáles son los acoplamientos que pueden generarse haciendo sucesivas eliminaciones de modos

a partir de la acción inicial λΦ4 y hasta orden λ2. Llegado un punto en que no se generen

92
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nuevos acoplamientos, se habrá alcanzado una situación de clausura de la transformación hasta

el orden λ2.

Inicialmente, cuando el cutoff es Λ, la acción de partida será la versión CTP de la λΦ4, que

es la diferencia entre las acciones λΦ4 asociadas a cada rama del camino temporal,

S
[

Φ+,Φ−
]

= S
[

Φ+
]

− S
[

Φ−
]

, (7.1)

con

S[Φ] =

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk 1
2

[

Φ̇(k, t) Φ̇(−k, t)− k2Φ(k, t)Φ(−k, t)
]

−
λ

24(2π)d

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk1 . . . d
dk4 δ

d (k1 + k2 + k3 + k4) Φ(k1, t)Φ(k2, t)Φ(k3, t)Φ(k4, t).

(7.2)

Una palabra acerca de la convención usada para escribir la ecuación anterior. Cuando los campos
se consideran funciones de la posición y del tiempo, la acción λΦ4 usual se escribe como

S[Φ] =

∫ T

0
dt

∫

ddx

[

1
2 Φ̇

2(x, t)− 1
2 [∇Φ]2(x, t)−

λ

24
Φ4(x, t)

]

. (7.3)

En nuestra notación, la relación entre los campos en la representación de coordenadas y los campos de
la representación de impulsos es

Φ(x, t) =

∫

Λ

ddk

(2π)d/2
e−ik·x Φ(k, t). (7.4)

Es a partir de estas dos ecuaciones que se escribe la Ec. (7.2).

En términos de los campos suma y diferencia, φ = Φ+ + Φ− y ϕ = Φ+ − Φ−, la Ec. (7.1)

es

S[ϕ, φ] =

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk 1
2

[

ϕ̇(k, t) φ̇(−k, t)− k2ϕ(k, t)φ(−k, t)
]

−
λ

48(2π)d

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk1 . . . d
dk4 δ

d (k1 + k2 + k3 + k4)

×
[

ϕ(k1, t)φ(k2, t)φ(k3, t)φ(k4, t) + ϕ(k1, t)ϕ(k2, t)ϕ(k3, t)φ(k4, t)
]

. (7.5)

Lo que seguirá a continuación será investigar cuál es el subespacio de las acciones CTP al

que puede accederse si a partir de la acción λΦ4 se escriben las ecuaciones de transformación
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hasta orden λ2. De esa manera, bastará con concentrarse en escribir y resolver las ecuaciones

de transformación para ese subespacio particular y no para la clase general de acciones tratada

anteriormente. Se verá que la dificultad nunca está en escribir las ecuaciones sino en resolverlas.

Las siguientes secciones pueden omitirse sin mucha pérdida, los resultados se resumen a partir

de la Ec. (7.29).

7.1. Conjunto reducido de acoplamientos a orden λ2

Lo importante aquí es encontrar el conjunto mínimo de funciones de acoplamiento tal que

la transformación del GR sea cerrada con respecto a ese conjunto hasta orden λ2. Al aplicar

la transformación infinitesimal a una acción sobre la variedad definida por este conjunto, el

resultado puede apartarse de la variedad original sólo en términos de orden λ3 o superiores.

Lo que haremos primero será llevar la cuenta de los acoplamientos que se generan hasta

orden λ2 si se parte de la acción λΦ4. Por el momento sólo interesará hacer la lista de estos

acoplamientos y no calcular explícitamente los diagramas. El procedimiento será iterar la

transformación infinitesimal tantas veces como sea necesario hasta que no se generen, a orden

λ2, más acoplamientos. Veremos que basta con dos pasos para agotar todos los acoplamientos.

Sólo es importante, a esta altura, obtener la forma funcional de los acoplamientos y el orden

en potencias de λ con el que aparecen.

7.1.1. Iterando la transformación infinitesimal del GR

La acción λΦ4 inicial tiene únicamente acoplamientos locales en el tiempo. En cada término

los campos aparecen evaluados todos a un mismo tiempo. Ya desde la primera iteración de

la transformación se ve que los nuevos términos no tendrán todos esta propiedad. Como se

verá inmediatamente, a orden λ2 no será necesario considerar acoplamientos con más de dos

tiempos ni que acoplen más de seis campos, pero es fácil ver que al iterar la transformación,

sin imponer restricciones sobre el orden de los acoplamientos, podrían generarse términos con

un número arbitrario de campos y que pueden depender de tantas variables temporales como

campos acoplados.
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Asumiremos que para s ≥ 0 la acción incluirá dos términos de la forma

∫ T (s)

0

dt

∫

Λ

ddk1 . . . d
dk4 δ

d (k1 + . . .+ k4) V41(s) ϕ(k1, t)φ(k2, t)φ(k3, t)φ(k4, t) (7.6)

y

∫ T (s)

0

dt

∫

Λ

ddk1 . . . d
dk4 δ

d (k1 + . . .+ k4) V43(s) ϕ(k1, t)ϕ(k2, t)ϕ(k3, t)φ(k4, t), (7.7)

donde V41 y V43 son de orden λ y no dependen de los ki ni de t. Este par de términos corresponde

a la evolución de los dos términos de interacción que figuran en la Ec. (7.5). Por comparación

con este misma ecuación, cumplirán la siguiente condición inicial

V41(0) = V43(0) = −
λ

48(2π)d
. (7.8)

Iteraremos la transformación infinitesimal a partir de una acción que sólo contenga estos

dos tipos de acoplamientos, sin que sea necesariamente V41 = V43. Cada iteración podrá ir

agregando nuevas clases de acoplamientos. Cuando se llegue a una instancia en donde iteraciones

adicionales no produzcan nuevos términos de acoplamiento, se habrá alcanzado un estado de

clausura de la transformación respecto a un conjunto reducido de interacciones. Es ese conjunto

el que interesa averiguar.

En lo que sigue, usaremos ϕ y φ para denotar los campos evaluados a tiempo t, y ϕ′ y φ′

para los evaluados a tiempo t′.

� Primera iteración: empezando con V41 y V43 se construyen todos los posibles diagramas

de orden λ y λ2 relevantes a orden δs. Estos diagramas se muestran en las figuras siguientes.

Ninguno corrige los acoplamientos originales sino que generan términos nuevos. Debajo de cada

diagrama se indica esquemáticamente el término correspondiente que aparecerá en la acción,

con el nombre del acoplamiento y las variables de las que depende. Se ha definido

Q12... = |k1 + k2 + . . . |, (7.9)

que es el impulso que entra desde los campos externos evaluados a tiempo t.
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• Primero, los diagramas de tipo árbol, que dan origen a los acoplamientos v6i:

Figura 7.1: Diagramas de tipo árbol construidos a partir de los vértices V41 y V43. Debajo de cada diagrama
se indica en forma esquemática el tipo de acoplamiento que genera.

• Segundo, los diagramas de un loop mediante los que se generan los acoplamientos de cuatro

campos dependientes de dos tiempos:

Figura 7.2: Diagramas de un loop y dos vértices construidos a partir de los acoplamientos V41 y V43.
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• Tercero, un tadpole que genera un acoplamiento de dos campos, local en el tiempo:

Figura 7.3: El único diagrama no nulo de un loop y un solo vértice que puede construirse con los acoplamientos
V41 y V43. Este mismo tipo de diagrama es nulo si se construye con un vértice V43, pues necesariamente hay
que conectar un campo φ(t) con un campo ϕ(t), los dos evaluados al mismo tiempo t.

� Segunda iteración: combinando los términos originales con los que se generaron en la

primera iteración pueden construirse los diagramas mostrados en las siguientes figuras.

• Un primer conjunto de tadpoles formados a partir de los vértices de seis campos de la

primera iteración. No generan términos nuevos, sino que corrigen a los ya generados por la

primera iteración:

Figura 7.4: Diagramas de un loop y un solo vértice construidos a partir de los acoplamientos v6i generados en la
primera iteración. Los acoplamientos generados por estos diagramas ya han aparecido en la primera iteración,
son los de la Fig. 7.2

• Un segundo conjunto de tadpoles, formados a partir de los vérticesW4i de la primera iteración.

Son los únicos acoplamientos nuevos generados por la segunda iteración:
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Figura 7.5: Diagramas de un loop y un solo vértice construidos a partir de los acoplamientos W4i generados en
la primera iteración.

El tadpole a continuación corrige al acoplamiento de dos campos formado en la primera

iteración:

Figura 7.6: Último diagrama de la serie: un tadpole construido a partir del acoplamiento W41 ϕφφ′φ′, conectando
los dos campos φ′. El acoplamiento generado es el mismo que el que apareció antes en la Fig. 7.3.

Varios otros diagramas son posibles, pero la mayoría se anula por razones más o menos

obvias, tal como se explica más abajo. Sólo dos nuevos términos son generados en la segunda

iteración. Estos corresponden a los acoplamientos W21 y W22. Como estos términos son de orden

λ2 y sólo involucran dos campos, no pueden usarse en una nueva iteración, ya que deberían

combinarse con algún otro vértice, dando como resultado algo de orden mayor a λ2. Así, la

tercera iteración ya no generará nuevos términos, y ni siquiera nuevos diagramas.
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7.2. Cálculo de los diagramas, diagrama por diagrama

En la sección anterior se construyeron todos los diagramas que es necesario considerar

para obtener las ecuaciones del GR. No nos interesó antes dar las expresiones explícitas de los

diagramas sino tan sólo averiguar qué clase de acoplamientos podían obtenerse si se conservaban

términos con un orden máximo de λ2. Habiendo hecho ese trabajo, calcular ahora el valor de

cada diagrama es muy sencillo. Agruparemos los diagramas según el término que generan en

la acción. El valor de cada diagrama ya incluye su multiplicidad y también el factor 1/n! del

desarrollo de la exponencial en la Ec. (2.26), donde n es el número de vértices. Es necesario

especificar ciertas propiedades de simetría de los acoplamientos para contar correctamente la

multiplicidad de los diagramas. Asumiremos que las funcionesW22,W42, v62, y v66 son simétricas

en t y t′. De esta forma, todos los campos de un mismo tipo que estén evaluados en el mismo

tiempo serán equivalentes.

De aquí en más tomaremos

Λ = 1.

Diagramas para los acoplamientos v61 a v66:
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Diagramas para los acoplamientos W41, W42 y W43:
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Diagramas para los acoplamientos W21, W22 y V21:

El límite de integración en el último término está dado por el hecho de que W41 es propor-

cional a θ(t− t′).

7.2.1. Observaciones acerca de los diagramas y acoplamientos

Notemos primero que ninguno de los diagramas da correcciones a los acoplamientos iniciales

V4i. En cualquier diagrama con cuatro líneas externas siempre hay campos evaluados a dos

tiempos diferentes, t y t′. Tampoco hay correcciones a los términos ϕ̇φ̇ y k2 ϕφ; por lo tanto
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η = ξ = 0. Más generalmente, no hay ningún término nuevo de la forma V (k)ϕ(k, t)φ(−k, t),

del que podría extraerse una corrección de la forma k2 ϕφ.

También puede advertirse que los acoplamientos que dependen de dos tiempos acoplan

siempre un número igual de campos a cada tiempo. Podría pensarse que términos con un

número desigual de campos pueden aparecer mediante los acoplamientos v6i, a través, por

ejemplo, del diagrama de la derecha en la figura de abajo.

Figura 7.7: Ejemplo de un diagrama nulo formado a partir de un vértice v61. El diagrama se anula no porque
viole alguna propiedad CTP, sino debido a la historia previa de la transformación.

Que diagramas como estos sean nulos es un resultado que no depende de la forma en sí de

los diagramas sino de la historia anterior de la transformación. Retrocedamos un paso, y en

lugar de escribir δv61 = 3V 2
41G(t, t′) δs δ(k − 1), conservemos la función W(b < k ≤ 1) que dio

originalmente lugar a la δ(k − 1):

δv61 = 3V 2
41G(t, t′) W(b < k ≤ 1). (7.10)

Recordar que estamos tomando Λ = 1.

Nótese que si las funciones v6i(k, t, t′) parten desde cero, después de N iteraciones serán la

suma de N términos, como en la ecuación (6.42); por ejemplo, en el caso de la función v61

v61(k, t, t
′, N) = 3

N−1
∑

j=0

b∆6(j) V 2
41(j) G

(

b∆t(j) t, b∆t(j) t′, j
)

W
(

b−(N−j−1) < k ≤ b−(N−j)
)

,

(7.11)
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donde ∆6, según la Ec. (6.43) , es

∆6(j) =
N−1
∑

l=j

α6(l). (7.12)

Teniendo en cuenta la forma funcional de los v6i, es

α6 = 6αϕ + 5d+ 2αt = 2d− 5 + ξ + 5η. (7.13)

Del mismo modo, todas las funciones v6i terminan siendo la suma de N términos, donde el

j−ésimo puede ser distinto de cero sólo en el intervalo

b−(N−j−1) < k ≤ b−(N−j),

con j entre 0 y N − 1, como muestra la figura.

Figura 7.8: La reunión de cada uno de los términos de la sumatoria de la Ec. (7.11), cuya forma siguen todos
los acoplamiento de seis campos. Fuera del intervalo 1 < k ≤ b−N las funciones v6i se anulan.

Todos juntos, estos intervalos barren el segmento 1 < k ≤ b−N . El límite superior tiende a es

cuando δs−→ 0 y N −→ ∞, con δsN −→ s. Lo importante aquí es el límite inferior. El impulso

k tiene que ser mayor estricto que 1.

Entonces, volviendo al diagrama de la Fig. 7.7: por conservación del impulso, k6 debe ser

igual a la suma de los impulsos de los campos a tiempo t, es decir, k6 = k1 + k2 + k3, y debe



104 7. Las ecuaciones del grupo de renormalización para la teoría λΦ4

ser tal que |k6| ≤ 1, ya que es el argumento de uno de los campos. Pero, por otra parte, la

misma combinación k1+k2+k3 aparece en el argumento de la función v6i, y debe estar, según

acabamos de observar, en la región 1 < |k1 + k2 + k3|. Estas dos condiciones contradictorias

hacen que el diagrama sea cero, no de manera inmediata sino como consecuencia del propio

flujo del GR. En realidad este resultado no es nada sorprendente. El diagrama de la Fig. 7.7

puede dibujarse incluyendo en la misma figura los dos pasos que llevan hasta él: primero la

formación del vértice v61 a partir de dos vértices v41, y luego la contracción entre los campos

del vértice recién formado. Lo que necesitamos es el primer diagrama de la Fig. 7.1,

Combinado con el diagrama de la Fig. 7.7 resulta

Figura 7.9: Al mirar dentro del vértice en el diagrama superior, se pone en evidencia que el diagrama es nulo
debido a la conservación del impulso y a que las líneas externas corresponden a campos con impulsos menores
que 1.
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El campo externo de la derecha debe tener impulso igual al de la línea interna, que luego del

rescaleo es b−1, una cantidad mayor que 1. Pero los campos externos, por definición, tienen

impulsos menores que 1. De ahí que el diagrama sea cero.

Otras cancelaciones hay que, a orden λ2, impiden la aparición de ciertos acoplamientos.

Ocurren meramente por la causalidad del propagador ⟨φϕ′⟩. Los siguientes tres diagramas son

nulos por ese motivo.

Figura 7.10: Diagramas que se anulan debido a la causalidad del propagador ⟨φϕ′⟩. En principio, podrían
generar interacciones admisibles desde el punto de vista CTP.

Consideremos el segundo de estos diagramas, construido a partir de un vértice

v
(2)
63 (|k1 + k2 + k3|, t, t

′) ϕ1ϕ2ϕ3 φ
′
1φ

′
2φ

′
3. (7.14)

Este diagrama generaría un nuevo acoplamiento, con una combinación de campos a t y t′ de

la forma

ϕϕ φ′φ′. (7.15)

Pero ocurre que, luego de N pasos, v(2)63 está dado por

v
(2)
63 (k, t, t

′) =
N−1
∑

j=0

b∆6(j) V41(j)V43(j) G
(

b∆t(j) t, b∆t(j) t′, j
)

W
(

b−(N−j−1) < k ≤ b−(N−j)
)

,

(7.16)

es decir, es una suma de N términos, todos proporcionales a θ(t−t′), pues la función G es causal.

Pero, por otro lado, el diagrama recién formado incluye un propagador G(t′, t), proporcional
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a θ(t′ − t). El producto de los dos escalones es nulo y hace que este diagrama sea cero. Notar

que ni siquiera existe la posibilidad de que el diagrama sea distinto de cero en t = t′, ya que,

debido a la Ec. (1.49), los propagadores se anulan idénticamente en ese caso, al margen del

problemático valor que tome θ(0). Como antes, este tipo de cancelación es evidente si uno mira

dentro del vértice.

Figura 7.11: El segundo diagrama de la figura anterior, pero mirando lo que pasa dentro del vértice. Ahora es
evidente el producto de funciones escalón cuyos argumentos tienen distinto signo, θ(τ)θ(−τ).

7.2.2. Más acerca de los acoplamientos v6i

Podemos aprovechar este lugar para decir una palabra respecto a las ecuaciones de los

acoplamientos v6i. Tomemos como modelo la Ec. (7.11) para v61. Según (7.11), v61 puede ser

distinto de cero sólo si 1 < k ≤ b−N , de manera que podemos escribir

v61(k, t, t
′, N) = 3b∆6(j) V 2

41(j) G
(

b∆t(j) t, b∆t(j) t′, j
)

W
(

1 < k ≤ b−N
)

, (7.17)

donde j, si existe, es el entero que satisface

b−(N−j−1) < k ≤ b−(N−j). (7.18)

En caso de no existir tal j se convendrá en que la expresión anterior para v61 es automáticamente

cero. En el límite en que δs−→ 0 y N −→ ∞, con δsN = s y jδs = s′, si la solución a la Ec.

(7.18) existe, el valor de s′ correspondiente será s′ = s∗, donde

s∗ = s− log k, (7.19)
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que es el límite al que tienden los dos extremos del intervalo en la Ec. (7.18). Entonces resulta

v61(k, t, t
′, s) = 3 eβ6(s∗)−β6(s) V 2

41(s
∗)G

(

eβt(s∗)−βt(s) t, eβt(s∗)−βt(s) t′, s∗
)

W(1 < k ≤ es). (7.20)

Las funciones βi están dadas por la Ec. (6.34). El punto a notar aquí es que, evaluada en

k = 1, debido a la función W , v61 es igual a cero. Ahora bien, nótese que si construimos la

ecuación diferencial como lo indica la Ec. (6.19), adaptada a la forma funcional de los v6i, con

δv61/δs = 3V 2
41G(t, t′) δ(k − 1), sería

[

∂

∂s
+ k

∂

∂k
+ αt

(

t
∂

∂t
+ t′

∂

∂t′

)]

v61(k, t, t
′, s) = 3V 2

41(s)G(t, t′, s) δ(k − 1). (7.21)

Si aplicamos la solución obtenida por el método de las características, Ec. (6.36), resulta

v61(k, t, s) =

∫ s

0

ds′ 3
[

eβ6(s′)−β6(s) V 2
41(s

′) G
(

eβt(s′)−βt(s) t, eβt(s′)−βt(s) t′, s′
)]

δ
(

es
′−s k − 1

)

= 3
[

eβ6(s∗)−β6(s) V 2
41(s

∗) G
(

eβt(s∗)−βt(s) t, eβt(s∗)−βt(s) t′, s∗
)]

[

θ(es − k)− θ(1− k)
]

. (7.22)

Para s > 0 y k = 1, tomando θ(0) = 1/2, obtenemos

[

θ(es − k)− θ(1− k)
]

k=1
=

1

2
. (7.23)

Así que v61 no tiene por qué anularse en k = 1, diversamente a lo que indica la Ec. (7.20).

La contradicción tiene su origen en el rescaleo. Cuando se aplicó el rescaleo a k y t en la

Ec. (6.17), como las funciones δvnm eran ya de orden δs no se las corrigió de ningún modo. El

rescaleo sólo afectó a las funciones de orden cero en δs. Pero hay que mirar con atención lo que

ocurre cuando δvnm es proporcional a una δ(|K| − 1), donde K es alguna combinación lineal

de las variables de impulso de la función vnm. Si nos olvidáramos del hecho de que δvnm es de

orden δs, e igual le aplicásemos el rescaleo a sus variables de impulso, obtendríamos

δvnm(bk, t) ∝ δ(b|K| − 1) δs (7.24)

o, de manera equivalente,

δvnm(bk, t) ∝ b−1 δ(|K| − b−1) δs. (7.25)
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En el miembro de la derecha, el primer factor b−1 puede ser reemplazado sin peligro por 1, pero

el factor b−1 ≈ 1 + δs dentro de la delta debe conservarse de algún modo, pues especifica el

criterio que debe seguirse al evaluar las integrales donde aparezca la delta. El factor b−1 puede

ser tenido en cuenta definiendo dos funciones, δ(k − 1+) y su integral θ(k − 1+), tales que

∫ q

0

dk δ(k − 1+) = θ(q − 1+) =







0 si q ≤ 1,

1 si q > 1.
(7.26)

De esto modo, θ(q− 1+) evaluada q = 1 es igual a cero. La Ec.(7.25) debe reescribirse entonces

como

δvnm(bk, t) ∝ δ(|K| − 1+) δs. (7.27)

Cuando se usa esta delta en la Ec. (7.21), se obtiene

v61(k, t, t
′, s) = 3

[

eβ(s
∗)−β(s) V 2

41(s
∗) G

(

eβt(s∗)−βt(s) t, eβt(s∗)−βt(s) t′, s∗
)]

×
[

θ(1+ es − k)− θ(1+ − k)
]

. (7.28)

La diferencia respecto a la Ec. (7.22) aparece recién en la última línea. La combinación de

funciones θ que aparece en la Ec. (7.28) es equivalente a la función W de la Ec. (7.20). Esto

resuelve la divergencia entre los dos métodos de integración de las ecuaciones del GR.

La conclusión que hay que sacar de aquí es que, al escribir las ecuaciones diferenciales del

GR, en aquellas en donde aparezcan términos δv/δs asociados a diagramas de tipo árbol, y

que, por lo tanto, contengan una delta de la forma δ(|K| − 1), debe reemplazarse a estas deltas

por la δ(|K| − 1+), con las propiedades que figuran en la Ec. (7.26).

7.3. Resumen: la acción hasta orden λ2

El resultado de las secciones anteriores puede resumirse diciendo que, si uno parte de la

acción (7.5) en s = 0, entonces, para s > 0 podrá escribirse

S = S0 + S2 + S4 + S6, (7.29)
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donde

S0 =

∫ T (s)

0

dt

∫

Λ

ddk 1
2

[

ϕ̇(k, t) φ̇(−k, t)− k2 ϕ(k, t)φ(−k, t)
]

, (7.30)

S2 =

∫ T (s)

0

dt

∫

Λ

ddk

{

V21(t, s) ϕ(k, t)φ(−k, t)

+

∫ T (s)

0

dt′
[

W21(k, t, t
′, s) ϕ(k, t)φ(−k, t′) + iW22(k, t, t

′, s) ϕ(k, t)ϕ(−k, t′)
]

}

, (7.31)

S4 =

∫ T (s)

0

dt

(

∫

Λ

4
∏

i=1

ddki

)

δd

(

4
∑

l=1

kl

)

{

V41(s) ϕ1φ2φ3φ4 + V43(s) ϕ1ϕ2ϕ3φ4

+

∫ T (s)

0

dt′
[

W41(|k1 + k2|, t, t
′, s) ϕ1φ2 φ

′
3φ

′
4 + iW42(|k1 + k2|, t, t

′, s) ϕ1φ2 ϕ
′
3φ

′
4

+W43(|k1 + k2|, t, t
′, s) ϕ1φ2 ϕ

′
3ϕ

′
4

]

}

, (7.32)

S6 =

∫ T (s)

0

dt

∫ T (s)

0

dt′

(

∫

Λ

6
∏

i=1

ddki

)

δd

(

6
∑

l=1

kl

)

[

v61 ϕ1φ2φ3 φ
′
4φ

′
5φ

′
6

+ iv62 ϕ1φ2φ3 ϕ
′
4φ

′
5φ

′
6 + v

(1)
63 ϕ1φ2φ3 ϕ

′
4ϕ

′
5φ

′
6 + v

(2)
63 ϕ1ϕ2ϕ3 φ

′
4φ

′
5φ

′
6

+ iv64 ϕ1φ2φ3 ϕ
′
4ϕ

′
5ϕ

′
6 + v65 ϕ1ϕ2ϕ3 ϕ

′
4ϕ

′
5φ

′
6 + iv66 ϕ1ϕ2ϕ3 ϕ

′
4ϕ

′
5ϕ

′
6

]

. (7.33)

Aquí ϕi = ϕ(ki, t), ϕ′
i = ϕ(ki, t

′), y lo mismo para φ; además, los acoplamientos de seis campos

tienen la siguiente forma

v6i ≡ v6i (|k1 + k2 + k3|, t, t
′, s).
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Las funciones W22, W42, v62, y v66 pueden elegirse simétricas en t y t′. Los acoplamientos

V21, V41, y V43 son de orden λ, mientras que el resto es de orden λ2. También a este orden es

η = ξ = 0, y, por lo tanto, según la Ec. (6.27), T (s) = e−s T . Comparando cada término de

(7.29) con la condición inicial (7.5), se ve que V41(0) = V43(0) = V0, donde

V0 = −
1

(2π)d
λ

48
, (7.34)

mientras que todos los otros acoplamientos son, inicialmente, iguales a cero. En lo que se

refiere a la parte cuadrática de la acción, podemos anticipar que V21 actuará como una masa

dependiente del tiempo,W22 será un término de ruido aditivo y (como se mostrará más adelante)

W21 implicará disipación.

Al ser η = ξ = 0, de acuerdo a la forma funcional de cada uno de los acoplamientos, el

exponente α en la ecuación del GR correspondiente a cada uno será






αV4i
= d− 3,

αv6i = 2d− 5,
αW4i

= d− 4,

{

αW2i
= −3,

αV21
= −2.

(7.35)

7.4. Las ecuaciones del GR para el conjunto reducido de

acoplamientos

En las secciones anteriores vimos que si uno parte de la acción λΦ4 y escribe las ecuaciones

del GR hasta orden λ2, sólo es necesario considerar un cierto conjunto de acoplamientos para

describir el flujo de la acción CTP frente a la transformación del GR. En el camino obtuvimos

también los diagramas necesarios para escribir las ecuaciones asociadas a cada uno de los

acoplamientos. En esta sección pondremos en orden esos resultados y escribiremos las ecuaciones

del GR de una vez por todas.

Se comenzará con las ecuaciones para los acoplamientos V41 y V43, que no dependen ni del

tiempo ni del impulso. Ninguno de los diagramas que encontramos antes da contribuciones de

este tipo, de manera que su evolución bajo el GR es trivial, y está dada por
(

∂

∂s
+ d− 3

)

V41(s) = 0, (7.36)



7.4. Las ecuaciones del GR para el conjunto reducido de acoplamientos 111

(

∂

∂s
+ d− 3

)

V43(s) = 0. (7.37)

En cierto sentido, estos acoplamientos están en una posición muy particular respecto de los

otros: ningún otro acoplamiento participa en sus ecuaciones, pero V41 y V43 sí participan en las

ecuaciones de los demás. Los acoplamientos que ocupan el segundo peldaño en esta jerarquía

son los de seis campos, los v6i. La ecuación asociada a cada uno de ellos se escribe en base a un

único diagrama; así, para v61 resulta

(D+ 2d− 5) v61(k, t, t
′, s) = 3 V 2

41(s)G(t, t′, s) δ(k − 1+), (7.38)

donde

D =
∂

∂s
+ k

∂

∂k
−

(

t
∂

∂t
+ t′

∂

∂t′

)

. (7.39)

La función δ(k − 1+) quedó definida en la Ec. (7.26). Las ecuaciones para los otros v6i copian

este mismo modelo; más concisamente

(D+ 2d− 5) v62 = 9
2
V 2
41 G δ(k − 1+), (7.40)

(D+ 2d− 5)







v
(1)
63

v
(2)
63

v64







= V41V43







9 G

G

3 G







δ
(

k − 1+
)

, (7.41)

(D+ 2d− 5)

{

v65
v66

}

= V 2
43

{

3 G
1
2
G

}

δ
(

k − 1+
)

. (7.42)

El sistema compuesto por las ecuaciones para los V4i y los v6i es cerrado en sí mismo y no

depende de las ecuaciones de las otras funciones. Los que siguen en este escalonamiento son
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los acoplamientos de cuatro campos dependientes del tiempo y del impulso, los W4i. Varios

diagramas aparecen involucrados en las ecuaciones de cada uno de ellos. Así resulta

(D+ d− 4)W41(k, t, t
′, s) = 18 δk;0 Ωd V

2
41(s) GG(t, t′, s)

+

∫

dΩd [6v61(|k+Ω|, t, t′, s)G(t, t′, s) + 4v62(|k+Ω|, t, t′, s)G(t, t′, s)], (7.43)

(D+ d− 4)W42(k, t, t
′, s) = 9 δk;0 Ωd V41(s)

{

V41(s)GG(t, t
′, s)− 2V43(s) [GG(t, t′, s)]tt′

}

+

∫

dΩd

{

4v62(|k+Ω|, t, t′, s)G(t, t′, s)− 4
[

v
(1)
63 (|k+Ω|, t, t′, s)G(t, t′, s)

]

tt′

}

, (7.44)

(D+ d− 4)W43(k, t, t
′, s) = 18 δk;0 Ωd V41(s)V43(s) GG(t, t′, s)

+

∫

dΩd

[

2v
(1)
63 (|k+Ω|, t, t′, s)G(t, t′, s) + 6v64(|k+Ω|, t, t′, s)G(t, t′, s)

]

. (7.45)

El subíndice tt′ en la Ec. (7.44) indica simetrización respecto de t y t′,

[f(t, t′)]tt′ =
1
2
[f(t, t′) + f(t′, t)]. (7.46)

Preferimos definir W42 con esta simetría para facilitar el cálculo de los diagramas; no hace falta

simetrizar los términos donde aparecen v62 y G, ya que éstas son funciones de por sí simétricas.

Recordemos que las deltas que aparecen en estas ecuaciones son deltas de Kronecker. Se verá

luego que a pesar de la aparente discontinuidad introducida por estas deltas en k = 0, todas

las funciones resultan continuas en ese punto.

Excluidas de las ecuaciones para los otros acoplamientos, pero acopladas a todos ellos,

directa o indirectamente, están las funciones W21, W22, y V21. Agrupando los diagramas que
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afectan a cada una, resulta

(D− 3)W2i(k, t, t
′, s) = fi(k, t, t

′, s), (7.47)

(D− 2)V21(t, s) = f3(t, s), (7.48)

donde

f1(k, t, t
′, s) = 2

∫

dΩd

[

W41(|k+Ω|, t, t′, s)G(t, t′, s) +W42(|k+Ω|, t, t′, s)G(t, t′, s)
]

,

f2(k, t, t
′, s) =

∫

dΩd

{

W42(|k+Ω|, t, t′, s)G(t, t′, s)− 2 [W43(|k+Ω|, t, t′, s)G(t, t′, s)]tt′
}

,

f3(t, s) = 3Ωd V41(s)G(t, t, s) + Ωd

∫ t

0

dt′
[

W41(0, t, t
′, s)G(t′, t′, s)

]

. (7.49)

En la definición de f2 vuelve a aparecer la simetrización respecto de t y t′, puesto que estamos

tomando W22 simétrico en esas variables.

Finalmente, las ecuaciones para los parámetros que definen la matriz densidad inicial,

únicamente afectados por el rescaleo, Ecs. (6.24) y (6.25), se escriben fijando η = ξ = 0,

con lo que resulta 2αϕ = −(d+ 1), y entonces

(

∂

∂s
− 1 + k

∂

∂k

)

a = 0, (7.50)

(

∂

∂s
+ 1 + k

∂

∂k

)

β = 0. (7.51)

En tanto, el producto aβ evoluciona según

(

∂

∂s
+ k

∂

∂k

)

aβ = 0. (7.52)

En el próximo capítulo daremos la solución de este sistema de ecuaciones.
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Solución de las ecuaciones para la teoría
λΦ4

En este capítulo escribiremos la solución de las ecuaciones del GR para la teoría λΦ4 [61].

Lo haremos para el caso de tres dimensiones espaciales, es decir, ahora será d = 3. Siempre que

en las integrales aparezca dΩ, se entenderá que es una integración angular en tres dimensiones.

Recordar que estamos usando unidades tales que el cutoff Λ es igual a 1.

8.1. Solución de las ecuaciones del GR para la teoría λΦ4

en 3 dimensiones

Es conveniente parametrizar el flujo del GR en términos de una nueva variable z = es.

Cuando z = 1, todos los acoplamientos son cero, excepto V41 y V43, que tienen el valor común

V0 dado por la Ec. (7.34); fijando d = 3 es

V0 = −
1

(2π)3
λ

48
. (8.1)

De las Ecs. (7.36) y (7.37) con d = 3, resulta

V41(z) = V43(z) = V0. (8.2)

114
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Aunque la condición inicial para la acción ya ha quedado fijada, las soluciones todavía

dependerán de las dos funciones β0(k) y a0(k) que definen la condición inicial para la matriz

densidad. De las Ecs. (7.50) y (7.51) se encuentra

a(k, z) = z a0(z
−1k), (8.3)

β(k, z) = z−1 β0(z
−1k). (8.4)

Encontradas estas soluciones, las ecuaciones para los acoplamientos de seis campos pueden

integrarse en forma inmediata. En realidad ya antes nos tomamos el trabajo de hacerlo para

la función v61. La solución vino dada por la Ec. (7.20). Ahora podemos reescribirla usando

V41(s) = V0, β6 = (2d− 5)s = s y αt = −1. Así se obtiene

v61 (k, t, t
′, z) =

3

k
V 2
0 G

(

kt, kt′, k−1z
)

W(1 < k ≤ z). (8.5)

La función W , introducida en la Ec. (2.13), es 1 en el intervalo indicado, y cero fuera de él. En

particular, la función v61 es cero en k = 1. El resto de las funciones v6i se expresan de manera

similar. Anotamos aquí las que se necesitarán después. Teniendo en cuenta que V41 = V43, es

v62 (k, t, t
′, z) =

9

2k
V 2
0 G

(

kt, kt′, k−1z
)

W(1 < k ≤ z),

v
(1)
63 = 3 v61, v64 =

2
3
v62. (8.6)

Pasemos ahora a las ecuaciones para los acoplamientos de cuatro campos y dos tiempos, los

W4i, Ecs. (7.43)−(7.45). Habrá dos clases de contribuciones, las que provengan de los términos

proporcionales a las deltas δk;0 y las que provengan de los términos que involucran a las integrales

angulares de los acoplamientos v6i. A partir de la solución formal (6.36), cambiando a la variable

de integración y = es−s′ , encontraremos expresiones del tipo

W4i =
[

α δk;0 V
2
0 IG1G2

(t, t′, z) + . . .
]

+
[

α′ V 2
0 IG1G2

(k, t, t′, z) + . . .
]

. (8.7)

Los puntos suspensivos dentro de cada corchete indican otras contribuciones de la misma forma

genérica, α y α′ son constantes y las funciones I y I están definidas por
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IG1G2
(t, t′, z) = 4π

∫ z

1
dy G1G2

(

yt, yt′, y−1z
)

, (8.8)

IG1G2
(k, t, t′, z) =

∫ z

1
dy y G1

(

yt, yt′, y−1z
)

∫

S

dΩ

|k+ yΩ|
G2

(

|k+ yΩ| t, |k+ yΩ| t′, |k+ yΩ|−1z
)

.

(8.9)

La integración angular en (8.9) debe hacerse sobre la región S determinada por la condición

y < |k+ yΩ| ≤ z. (8.10)

Esta condición surge a través de las funciones W en los acoplamientos de seis campos, cuando

se aplica la solución dada en la Ec. (6.36). Dentro de las integrales aparecerán en la forma

W
(

1 < |es
′−s k+Ω| ≤ es

′

)

= W (y < |k+ yΩ| ≤ z).

Identificando cuáles son las contribuciones a cada acoplamiento, se encuentra que W41 =

W43, con

W41(k, t, t
′, z) = 18 δk;0 V

2
0 IGG(t, t

′, z) + 18V 2
0

[

IGG(k, t, t
′, z) + IGG(k, t, t

′, z)
]

, (8.11)

y, por otro lado, es

W42(k, t, t
′, z) = 9 δk;0 V

2
0

[

IGG(t, t
′, z)− 2 IGG(t, t

′, z)tt′
]

+18V 2
0

[

IGG(k, t, t
′, z)− 2 IGG(k, t, t

′, z)tt′
]

. (8.12)

Respecto a las funciones IG1G2
, puede notarse que se anulan en k = 0, ya que en ese caso

no hay direcciones que satisfagan (8.10). Pero el límite de estas funciones cuando k−→ 0+ no

necesariamente es cero. En realidad,

ĺım
k−→0+

IG1G2
(k, t, t′, z) = 1

2
IG1G2

(t, t′, z). (8.13)

En esencia, este límite viene del hecho de que cuando k tiende a cero, la región de integración

se aproxima cada vez más a la semiesfera definida por k ·Ω > 0.
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Figura 8.1: La región de integración S en la Ec. (8.9) para valores de k pequeños. Cuando k tiende a cero, la
región se aproxima a una semiesfera. Sin embargo, justo en k = 0 su área es nula.

De ahí que aparezca el factor 1/2, pues no se recupera toda la integral angular de la Ec. (8.8),

sino sólo la mitad. Hay que notar que la Ec. (8.13) junto con la circunstancia de que sea

IGG = IGG implica el importante resultado de que las funciones W4i, Ecs. (8.11)−(8.12), son

continuas cuando k−→ 0+ (cf. [19], la Ec. 3.17 y el párrafo que le sigue). En efecto,

W41(k−→ 0+, t, t′, z) = 18V 2
0

[

1
2
IGG(k, t, t

′, z) + 1
2
IGG(k, t, t

′, z)
]

= 18V 2
0 IGG(k, t, t

′, z) = W41(0, t, t
′, z), (8.14)

y de forma similar para W42. Entonces, si uno redefine las funciones IG1G2
para que sean

continuas en k = 0, siguiendo la prescripción de que en ese punto tomen el valor dado por el

límite (8.13), los términos proporcionales a las deltas de Kronecker en las Ecs. (8.11) y (8.12)

pueden ser omitidos, escribiendo directamente

W41(k, t, t
′, z) = 18V 2

0

[

IGG(k, t, t
′, z) + IGG(k, t, t

′, z)
]

, (8.15)

W42(k, t, t
′, z) = 18V 2

0

[

IGG(k, t, t
′, z)− 2 IGG(k, t, t

′, z)tt′
]

, (8.16)

sabiendo que W41 = W43 y con el entendimiento de que

IG1G2
(0, t, t′, z) = 1

2
IG1G2

(t, t′, z). (8.17)



118 8. Solución de las ecuaciones para la teoría λΦ4

En el Apéndice B se trata con mayor detalle el cálculo de las funciones IG1G2
.

Ahora daremos las soluciones para los acoplamientos de dos campos dependientes del tiempo,

W21 y W22. Integrando la Ec. (7.47) se obtiene

W2i(k, t, t
′, z) = z3

∫ z

1

dy

y4
fi
(

yz−1 k, y−1z t, y−1z t′, y
)

. (8.18)

Por otro lado, usando las soluciones para los acoplamientos W4i, Ecs. (8.15) y (8.16), las

funciones f1 y f2 de la Ec. (7.49) quedan dadas por

f1(k, t, t
′, z) = 36V 2

0

∫

dΩ
{[

IGG(|k+Ω|, t, t′, z) + IGG(|k+Ω|, t, t′, z)
]

G(t, t′, z)

+
[

IGG(|k+Ω|, t, t′, z)− IGG(|k+Ω|, t, t′, z)
]

G(t, t′, z)
}

, (8.19)

f2(k, t, t
′, z) = 18V 2

0

∫

dΩ

(

[

IGG(|k+Ω|, t, t′, z)− 2IGG(|k+Ω|, t, t′, z)tt′
]

G(t, t′, z)

−2
{[

IGG(|k+Ω|, t, t′, z) + IGG(|k+Ω|, t, t′, z)
]

G(t, t′, z)
}

tt′

)

. (8.20)

En la última línea de la Ec. (8.19) se ha usado que tanto IGG(k, t, t
′, s) como G(t, t′, z) son

proporcionales a θ(t − t′), de manera que el producto [IGG]tt′ G, que proviene del término

W42G en la definición de f1 en la Ec. (7.49), puede ser reescrito como

IGG(k, t, t
′, z)tt′ G(t, t′, z) = 1

2

[

IGG(k, t, t
′, z) + IGG(k, t

′, t, z)
]

G(t, t′, z)

= 1
2
IGG(k, t, t

′, z) G(t, t′, z). (8.21)

Reemplazando primero (8.19) y luego (8.20) en (8.18), vemos que los acoplamientos W21 y W22

estarán dados por la suma de varias contribuciones, que tendrán todas la forma

JG1G2G3
(k, t, t′, z) = z3

∫ z

1

dy

y4

∫

dΩ IG1G2

(

|yz−1 k+Ω|, y−1z t, y−1z t′, y
)

G3

(

y−1z t, y−1z t′, y
)

.

(8.22)
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Así,

W21 = 36V 2
0

(

JGGG + JGGG + JGGG − JGGG

)

, (8.23)

W22 = 18V 2
0

(

JGGG − JGGG − JGGG − JGGG

)

, t′ ≤ t. (8.24)

La salvedad indicada en la última ecuación hace que uno pueda omitir las simetrizaciones que

aparecen en la Ec. (8.20), agregando los factores 1/2 que hicieran falta, como en la Ec. (8.21).

Para calcularW22 en el caso t′ > t, simplemente hay que usar la fórmula anterior intercambiando

t y t′, ya que es una función par. El cálculo de las funciones JG1G2G3
se trata con cierto detalle

en el Apéndice B.

Finalmente, a partir de la Ec. (7.48) y de la última Ec. (7.49) se obtiene la evolución del

acoplamiento V21,

V21(t, z) = z2
∫ z

1

dy

y3
f3
(

y−1z t, y
)

= 4πz2
∫ z

1

dy

y3

{

3V0 G(y
−1z t, y−1z t, y) +

[

∫ y−1zt

0

dt′ 18V 2
0 IGG

(

y−1z t, t′, y
)

G(t′, t′, y)

]}

.

(8.25)

8.2. Sobre la naturaleza de las soluciones

El carácter implícito de las soluciones listadas hasta aquí ha quedado oculto: los propa-

gadores que aparecen en las soluciones dependen de los propios acoplamientos, son funcionales

de W21, W22 y V21. En realidad ninguna solución ha quedado en una forma explícita. Son más

bien ecuaciones integrales para los acoplamientos.

Un esquema posible para resolver las ecuaciones del GR iterativamente, teniendo en cuenta

la dificultad antes señalada, es usar como primera aproximación los propagadores de orden cero,

asociados a (7.30), y que no dependen de ninguna de las funciones de acoplamiento que uno está
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tratando de encontrar. Usando estos propagadores, pueden escribirse las soluciones anteriores

explícitamente. Con estas funciones de acoplamiento, se construyen entonces los propagadores

a primer orden. Con estos nuevos propagadores, que dependen de funciones todas conocidas,

vuelven a calcularse los acoplamientos. De esta manera, uno obtiene nuevos acoplamientos con

los que construir nuevos propagadores. Es claro que este proceso puede ser iterado hasta que,

en el mejor de los casos, converja a un conjunto de soluciones autoconsistentes.

Una cosa es enunciar el esquema anterior y otra es ponerlo en práctica. El primer paso de la

iteración es el fácil y permite obtener expresiones explícitas para los acoplamientos. Pero ya la

segunda iteración incluirá expresiones tan extensas como poco manejables, de forma que tal vez

sea más práctico, a ese nivel, recurrir a métodos numéricos. En este trabajo no abordaremos

esos métodos y nos limitaremos al primer paso de ese proceso iterativo.

8.3. Las soluciones de orden cero

Fijaremos las condiciones iniciales más simples para las funciones a(k, z) y β(k, z), de las

que hasta ahora no se ha dicho nada. Será

a0(k) = k y β−1
0 (k) = 0, (8.26)

lo que corresponde a condiciones iniciales de campo libre, sin masa y a temperatura cero. Como

en realidad la teoría es interactuante, este estado inicial es de no equilibrio. A partir de (8.3) y

(8.4), resulta a(k, z) = k y β−1(k, z) = 0 para todo z. En este caso, para todo z valen para los

propagadores las expresiones obtenidas en el Apéndice A, Ecs. (A.40) y (A.41), con f(aβ) = 0.

Escribámoslos como funciones de k y τ = t− t′,

G(k, τ) =
2

k
sen(kτ) θ(τ), (8.27)

G(k, τ) =
2

k
cos(kτ). (8.28)

Estos propagadores son independientes de z. En el par de expresiones anteriores queda indicada

la dependencia en k, pero hay que recordar que en las ecuaciones del GR lo que aparece son
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los propagadores evaluados en k = Λ = 1, de manera que la dependencia en k, en las secciones

anteriores, ha sido, por lo común, omitida. Veremos que a este nivel en las aproximaciones los

acoplamientos serán, al igual que los propagadores, funciones de τ = t− t′, excepto V21(t), que

depende de un solo tiempo.

El único trabajo aquí, y no demasiado arduo, es calcular las funciones IG1G2
, IG1G2

y

JG1G2G3
. En los apéndices está indicado todo lo esencial.

Empecemos por las soluciones para los acoplamientos v6i. A partir de la Ec. (8.5) encon-

tramos

v61(k, τ, z) =
3

k
V 2
0

[

2 sen(kτ) θ(τ)
]

W(1 < k ≤ z)

= 3V 2
0 G(k, τ) W(1 < k ≤ z). (8.29)

El resto de los v6i se escriben de modo similar. En estas soluciones aparecen siempre las

combinaciones

1

k
G(1, kτ) o

1

k
G(1, kτ), (8.30)

que terminan reproduciendo los propagadores dependientes de k,

1

k
G(1, kτ) = G(k, τ), (8.31)

y análogamente para G. Así, por ejemplo, a partir de las Ecs. (8.6) y (8.28)

v62(k, τ, z) =
9

2
V 2
0 G(k, τ) W(1 < k ≤ z). (8.32)

Las expresiones de los acoplamientos de cuatro campos dependen de si z es mayor o menor

que k + 1, aunque sobre la línea z = k + 1 todos estos acoplamientos son continuos y tienen

derivada primera continua respecto de k. Para simplificar un poco las expresiones, vamos a

escribir V0 y W4i en la siguiente forma

V0 = (4π)−1 v0 y W4i = (4π)−1 w4i . (8.33)
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Resulta lo siguiente

w41(k, τ) =
18v20
kτ 2

[

θ(k + 1− z) w41<(k, τ) + θ(z − k − 1) w41>(k, τ)
]

θ(τ),

w42(k, τ) =
18v20
kτ 2

[

θ(k + 1− z) w42<(k, τ) + θ(z − k − 1) w42>(k, τ)
]

, (8.34)

donde

w41<(k, τ, z) = 2 sen[(1 + z)τ ]− sen[2τ ]− sen[2zτ ],

w41>(k, τ, z) = sen[(2 + k)τ ] + sen[(2z − k)τ ]− sen[2τ ]− sen[2zτ ],

w42<(k, τ, z) = 2 cos[(1 + z)τ ]− cos[2τ ]− cos[2zτ ],

w42>(k, τ, z) = cos[(2 + k)τ ] + cos[(2z − k)τ ]− cos[2τ ]− cos[2zτ ]. (8.35)

(Recordar además que es w43 = w41.) Es interesante que cada par de estas funciones pueda

escribirse como parte real e imaginaria de una tercera función, que es sólo la suma de funciones

exponenciales. Por ejemplo,

w42<(k, τ, z) + i w41<(k, τ, z) = 2 exp[i(1 + z)τ ]− exp[2iτ ]− exp[2izτ ]. (8.36)

Esto después de todo no es tan extraño. Como los propagadores de orden cero son un seno y un

coseno, y los acoplamientos se obtienen integrando productos de estos propagadores, lo que se

obtiene al final es otra combinación de senos y cosenos, con un número limitado de frecuencias

que son sumas y diferencias de unas pocas frecuencias fundamentales.

Sigamos con los acoplamientos de dos campos a dos tiempos, W21 y W22. Ahora hay que

distinguir tres regiones. En lo que sigue siempre es 0 ≤ k ≤ 1 ≤ z.

(i) Si z < 2− k:

W21(k, τ, z) = −
24 v20
τ 3

{

cos[3τ ]− cos[3τz]− 3 cos[τ(2 + z)] + 3 cos[τ(1 + 2z)]
}

θ(τ),
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W22(k, τ, z) =
12 v20
τ 3

{

sen[3τ ]− sen[3τz]− 3 sen[τ(2 + z)] + 3 sen[τ(1 + 2z)]
}

. (8.37)

(ii) Si 2− k ≤ z < 2 + k:

W21(k, τ, z) = −
24 v20
τ3

{

cos[3τ ]− cos[3τz] + 3 cos[τ(1 + 2z)]−
3(2 + k − z) cos[τ(2 + z)]

2k

+
3(−2 + k + z) cos[τ(k + 2z)]

4k
−

3 sen[τ(k − 4)]

8kτ
+

3 sen[τ(2 + z)]

2kτ
−

15 sen[τ(k + 2z)]

8kτ

}

θ(τ),

W22(k, τ, z) =
12 v20
τ3

{

sen[3τ ]− sen[3τz] + 3 sen[τ(1 + 2z)]−
3(2 + k − z) sen[τ(2 + z)]

2k

+
3(−2 + k + z) sen[τ(k + 2z)]

4k
−

3 cos[τ(k − 4)]

8kτ
−

3 cos[τ(2 + z)]

2kτ
+

15 cos[τ(k + 2z)]

8kτ

}

.

(8.38)

(iii) Si 2 + k ≤ z:

W21(k, τ, z) = −
24 v20
τ 3

{

cos[3τ ]− cos[3τz] + 3 cos[τ(1 + 2z)]

+
3(2 + k − z) cos[τ(k − 2z)]

4k
+

3(−2 + k + z) cos[τ(k + 2z)]

4k

−
3 sen[τ(k − 4)]

8kτ
−

3 sen[τ(4 + k)]

8kτ
−

15 sen[τ(k − 2z)]

8kτ
−

15 sen[τ(k + 2z)]

8kτ

}

θ(τ),

W22(k, τ, z) =
12 v20
τ 3

{

sen[3τ ]− sen[3τz] + 3 sen[τ(1 + 2z)]

−
3(2 + k − z) sen[τ(k − 2z)]

4k
+

3(−2 + k + z) sen[τ(k + 2z)]

4k

−
3 cos[τ(k − 4)]

8kτ
+

3 cos[τ(4 + k)]

8kτ
−

15 cos[τ(k − 2z)]

8kτ
+

15 cos[τ(k + 2z)]

8kτ

}

. (8.39)
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Sobre las líneas que dividen las zonas, las funciones W21 y W22 son continuas y tienen derivadas

continuas respecto de k hasta orden 3. Notemos que en cada zona el par de funciones W21 y

W22 puede escribirse como parte real e imaginaria de una tercera función

W = W21 + 2iW22, (8.40)

donde W tiene la particularidad de ser una suma de exponenciales por alguna potencia de τ .

El último acoplamiento de la lista es V21(t). Según la Ec. (8.25), tiene dos partes, una de

orden V0 y otra de orden V 2
0 . En realidad, la primera es independiente del tiempo, pues, de

acuerdo a la Ec. (8.28), G(t, t) es una constante. Así resulta,

V21(t, z) = 3v0 (z
2 − 1) + 18 v20

{

1
2
(z2 − 1)− Ci[2t] + Ci[2tz]− log z

+
sen[2t]− z sen[2tz]

2t
+

cos[2t]− cos[2tz]

4t2

}

. (8.41)

Aquí la función Ci es el coseno integral, definido por

Ci(x) = −

∫ ∞

x

dt
cos t

t
. (8.42)

Señalemos que, supuesta λ > 0, el primer término en la Ec. (8.41), proporcional a v0, a su

vez proporcional a −λ, es siempre negativo, de manera que por su rol en la acción puede

interpretarse como un genuino término de masa al cuadrado, −m2ϕφ. Los otros términos

independientes del tiempo son de orden λ2, de manera que, aunque tengan signo contrario,

no van a alterar fundamentalmente este resultado.

8.3.1. Los acoplamientos cuando z−→ ∞

Aquí no trataremos de hacer una clasificación exhaustiva del flujo generado por el GR. Nos

limitaremos a analizar la forma que asumen las soluciones encontradas en la sección anterior

cuando z−→ ∞.

Los acoplamientos de seis campos están todos dados por expresiones de la forma (8.29) o

(8.32). Allí la dependencia en z aparece únicamente en el factor W(1 < k ≤ z). Puede verse
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en la Ec. (7.33) que k es en realidad el módulo de la suma de los impulsos de tres campos, y

por lo tanto k ≤ 3. De esta forma, para z > 3 los acoplamientos de seis campos alcanzan su

expresión definitiva y ahí se quedan.

Entre los acoplamientos de 4 campos, sabíamos que V0 es constante. Para analizar el

comportamiento de los acoplamientos W4i, habrá que mirar las expresiones de w41> y w42> en

la Ec. (8.35). Observemos primero que no hay ninguna contribución a estos acoplamientos que

pueda divergir con z. Si se prestase atención únicamente al flujo generado por el rescaleo,

∂w4i

δs
− w4i ≈ 0, (8.43)

el cual debería en principio dominar sobre los efectos de las no linealidades, estos acoplamientos

de cuatro campos deberían crecer como z = es. Ahora bien, como inicialmente son cero, si el

rescaleo fuera toda la historia, serían cero para siempre. La no linealidad es necesaria para

generar un segundo miembro no nulo. Pero que el segundo miembro sea no nulo, o incluso que

sea positivo definido, no asegura tampoco el crecimiento perpetuo de los w4i, pues también

importan las derivadas respecto del tiempo y de k. El efecto neto en este caso termina dando

unos acoplamientos que no divergen, y que dependen de z sólo a través de los argumentos de

senos y cosenos.

Promediando los términos rápidamente oscilatorios en el par de ecuaciones para w41> y

w42> en la Ec. (8.35), obtenemos

w41(k, τ, z) −→
18 v20
kτ 2

(

sen[(2 + k)τ ]− sen[2τ ]
)

θ(τ),

w42(k, τ, z) −→
18 v20
kτ 2

(

cos[(2 + k)τ ]− cos[2τ ]
)

. (8.44)

La situación con los acoplamientos W21 y W22 es un poco más complicada. Según la Ec.

(7.49), podríamos esperar que crecieran como z3. Sin embargo, las soluciones dadas por la Ec.

(8.39) crecen a lo sumo como z (ver por ejemplo el cuarto y quinto término dentro de cada

paréntesis). Reteniendo los términos que crecen como z, y los de orden 0 en z pero que no

tienen funciones rápidamente oscilatorias, resulta
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W21(k, τ, z) −→
6v40
kτ 3

(

6z sen[2zτ ] cos[kτ ]− 4k cos[3τ ] +
3

τ
cos[4τ ] sen[kτ ]

)

θ(τ),

W22(k, τ, z) −→
3v40
kτ 3

(

6z cos[2zτ ] sen[kτ ] + 4k sen[3τ ] +
3

τ
sen[4τ ] sen[kτ ]

)

. (8.45)

Por último, el acoplamiento V21(t, z), dado por la Ec. (8.41). Aquí los términos dominantes

sí crecen según el exponente dado por el rescaleo en la Ec. (7.48); es decir, van como z2. El

primer término en esa ecuación, de orden v0, es independiente del tiempo. Analizaremos los

términos proporcionales a v20, que sí dependen de t. Escribamos

V21(t, z) = 3v0 (z
2 − 1) + 9z2v20 v(t, z), (8.46)

donde

v(t, z) =
1

z2

[

(z2 − 1)− 2
(

Ci[2t]− Ci[2tz] + log z
)

+
sen[2t]− z sen[2tz]

t
+

cos[2t]− cos[2tz]

2t2

]

.

(8.47)

Para t > 0 y z > 1 esta función es siempre positiva. Como función de t, la función v(t, z) pasa

por un breve transitorio a partir de t = 0, pero en un tiempo de orden 1/z alcanza prácticamente

su valor asintótico,

v∞(z) = 1−
1 + 2 log z

z2
. (8.48)

Este valor depende de z, pero para z−→ ∞ tiende, a su vez, a una constante. La siguiente

figura ilustra este comportamiento.



8.3. Las soluciones de orden cero 127

-6 -4 -2 0 2 4
0.0

0.5

1.0

1.5

0 1 2 3 4
0.0

0.5

1.0

1.5

Figura 8.2: A la izquierda, la función v(t, z) graficada en función de t para varias elecciones de z. A la derecha,
su valor asintótico cuando t−→ ∞ como función de z.

Y esto es sólo la parte de V21 proporcional de v20. En definitiva, el comportamiento de V21 difiere

muy poco del de un término de masa, con

m2(z) = −2
[

3v0(1 + 3v0)(z
2 − 1)− 18v20 log z

]

. (8.49)

8.3.2. Disipación

Para poner de manifiesto algunas de las características asociadas con el ruido y la disipación,

ignoremos por el momento el transitorio en la función V21, suponiéndolo equivalente a un término

de masa constante, y calculemos el propagador G correspondiente a la parte cuadrática de

la acción, S0 + S2, según las Ecs. (7.30) y (7.31). Bajo estas condiciones podemos escribir

G(t, t′) ≡ G(t − t′). Para simplificar la notación la dependencia con k y z no será escrita

explícitamente.

Para calcular G lo que debemos hacer es encontrar la solución causal de la ecuación

(

∂2

∂t2
+m2 + k2

)

Gret(t)− 2

∫ ∞

−∞

dτ W21(t− τ) Gret(τ) = δ(t), (8.50)

donde además

Gret(t) = 0 si t ≤ 0. (8.51)
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Aquí m2 es el término de masa determinado por el comportamiento asintótico de V21, Ec. (8.49).

Como se muestra en el Apéndice A, G = 2Gret. Definiendo la transformada de Fourier respecto

del tiempo según

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞

dt f(t) eiωt, (8.52)

resulta

Gret(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞

dω Ĝret(ω) e
−iωt. (8.53)

A partir de la Ec. (8.50) es

Ĝret(ω) = −
{

ω2 −
[

m2 + k2 − 2Ŵ21(ω)
]}−1

. (8.54)

Antes de continuar será útil revisar algunas de las propiedades que cumplen las funciones

F (t) que pueden escribirse como

F (t) = f(t) θ(t), (8.55)

donde f(t) toma valores reales sobre el eje real. En primer lugar, la propia función θ(t) admite

la siguiente representación

θ(t) =
i

2π

∫ ∞

−∞

dω
e−iωt

ω + iϵ
, (8.56)

con ϵ−→ 0+. Esto quiere decir que

θ̂(ω) =
i

ω + iϵ
. (8.57)

La transformada de F (t) vendrá dada por la convolución

F̂ (ω) =
i

2π

∫ ∞

−∞

dω′ f̂(ω′)

ω − ω′ + iϵ

=
1

2
f̂(ω) +

i

2π
v.p.

∫

dω′ f̂(ω
′)

ω − ω′
. (8.58)
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La integral en la última línea se calcula según su valor principal. Sin perder nada, podemos

asumir que f(t) está definida tanto para t mayor como menor que cero y que es impar. En ese

caso su transformada f̂(ω), para ω real, es imaginaria. Esto implica que, para ω real,

i Im F̂ (ω) =
1

2
f̂(ω). (8.59)

Considerada como función de la frecuencia no sólo sobre el eje real sino sobre el resto del plano

complejo, tendremos

F̂ (ω + iα) =
i

2π

∫ ∞

−∞

dω′ f̂(ω′)

ω − ω′ + iα
, (8.60)

donde tanto ω como α son reales. Dependiendo de si la parte imaginaria de ω + iα se acerca a

cero por valores positivos o negativos obtendremos

F̂ (ω ± iα)−→ ±
1

2
f̂(ω) +

i

2π
v.p.

∫

dω′ f̂(ω
′)

ω − ω′
, α−→ 0+. (8.61)

Esto significa que la función F̂ tiene un corte de ramificación sobre el eje real allí donde f̂ sea

distinta de cero. El salto al cruzar el corte está dado por

∆ReF = 0, i∆ImF = f̂(ω). (8.62)

Señalemos también que la Ec. (8.58) implica que lo que estamos definiendo como F̂ (ω) para ω

real (es decir, la función F̂ cuya anti transformada es causal) es la rama que queda por encima

del corte, pues es como tomar α = ϵ > 0.

Tanto Gret como W21 son funciones causales y podrán aplicárseles los resultados anteriores.

Los cortes de ramificación de Gret, según la Ec. (8.54), coinciden con los de Ŵ21. Concentrémo-

nos en la región z ≥ 2 + k, donde es válida la Ec. (8.39). Escribamos

W21(k, t, z) = w21(k, t, z) θ(t), (8.63)

con
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w21(k, t, z) = −
24 v20
t3

{

cos[3t]− cos[3tz] + 3cos[t(1 + 2z)]

+
3(2 + k − z) cos[t(k − 2z)]

4k
+

3(−2 + k + z) cos[t(k + 2z)]

4k

−
3 sen[t(k − 4)]

8kt
−

3 sen[t(4 + k)]

8kt
−

15 sen[t(k − 2z)]

8kt
−

15 sen[t(k + 2z)]

8kt

}

. (8.64)

Los cortes de ramificación de Ŵ21 serán los tramos del eje real en donde ŵ21 sea distinta de

cero. La función w21 es una combinación lineal de funciones de la forma

eiωjt

tn
, (8.65)

cuyas transformadas de Fourier son

inπ
(ωj + ω)n−1

(n− 1)!
sg(ωj + ω). (8.66)

Las funciones signo terminan combinándose de modo tal que ŵ21, considerada como función

de ω, es distinta de cero sólo en los intervalos (−3z,−3) y (3, 3z). En esos intervalos estarán

entonces los cortes de ramificación de Ŵ21 y de Ĝret. De manera explícita, para ω > 0 es

−
i

π
ŵ21(k, ω, z) =



















































































































12(ω − 3)2, 3 ≤ ω < 4− k,

− 3
2k

[

k3 + 3k2(−4 + ω) + (ω − 4)3

+ k(−24 + (24− 5ω)ω)
]

, 4− k ≤ ω < 4 + k,

3(ω2 − k2 − 12), 4 + k ≤ ω < 2z − k,

− 3
2k

[

− (12 + 4z − 5ω)(−2z + ω)2

+ 3k2(−4 + ω) + k(12(2 + z(4 + z))

k3 − 24(1 + z)ω + 7ω2)
]

, 2z − k ≤ ω < 2z + k,

12
[

− 3(z2 + 1) + 6z(ω − 2)− 2(ω − 3)ω
]

, 2z + k ≤ ω < 2z + 1,

12(ω − 3z)2, 2z + 1 ≤ ω < 3z.

(8.67)
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Esto da la parte imaginaria de Ŵ21. Para calcular la parte real puede usarse el último término

de la Ec. (8.58),

Re Ŵ21(k, ω, z) =
i

2π
v.p.

∫ ∞

−∞

dω′ ŵ21(k, ω
′, z)

ω − ω′
. (8.68)

No tiene sentido escribir aquí el resultado.

Respecto a los polos de Ĝret, hay que notar que en primera aproximación están en las

posiciones ±k y, como k ≤ 1, estarán siempre lejos de los cortes. Hasta orden v0, podemos

despreciar las correcciones que vengan de la parte real de Ŵ21 (la imaginaria es cero fuera de

los cortes) y entonces, a ese orden, los polos están en

ω = ±ωM ≈ ±(k2 +m2)1/2. (8.69)

Para forzar el comportamiento causal de Ĝret puede sumarse a ω un término iϵ, con ϵ > 0,

de manera que los polos adquieran una pequeña parte imaginaria negativa. Entonces

Gret(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞

dω
−e−iωt

(ω + iϵ)2 −
[

m2 + k2 − 2Ŵ21(ω)
] , (8.70)

donde se entiende que el eje ω es recorrido por sobre los cortes. A la integral anterior, que

recorre el eje real pasando por el lado superior de los cortes, la llamaremos I1.

Figura 8.3: Situación de los cortes (trazo grueso) y de los polos (cruces) para la función Ĝret. La función Gret(t)

es la integral de Fourier de Ĝret. Como esta función tiene cortes en el eje real, es importante distinguir cuál
rama del corte se toma al hacer la integral de la Ec. (8.70): según lo observado a continuación de la Ec. (8.62),
el camino de integración debe pasar por encima de los cortes; esta integral es la que definimos como I1.

No parece haber una manera sencilla de calcular la integral en la Ec. (8.70), dada la forma

particular de Ŵ21. Lo que haremos será tratar de separar en la expresión de Gret una parte
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que corresponda al comportamiento estacionario usual, y otra que decaiga con el tiempo y que

ponga de manifiesto su carácter disipativo. Trataremos de llegar a estos resultados eligiendo

contornos adecuados de integración en el plano complejo.

Empecemos notando que cuando t < 0, la integral puede hacerse sin problemas, cerrando

el contorno por el semiplano superior; los cortes y los polos quedan fuera del contorno y el

resultado de I1 es cero.

Figura 8.4: La integral de contorno para calcular Gret(t) cuando t < 0. La parte del contorno que corre sobre el
eje real está infinitesimalmente desplazada hacia arriba. El contorno no encierra polos ni cortes, y por lo tanto
el resultado es cero; como debe ser, pues se trata de la función de Green retardada.

Cuando t > 0, el contorno no puede cerrarse por el semiplano inferior, porque además de incluir

los polos se estarían incluyendo los cortes. Lo que puede hacerse es deformar el contorno,

haciéndolo pasar por debajo de los cortes, pero sumando después lo que haga falta para

recuperar la integral original. Definamos

I =
1

2π

∫ ′

dω Ĝret(ω) e
−iωt, (8.71)

donde la integración sólo incluye los segmentos del eje real donde no hay cortes de ramificación.

Y por otro lado sean

Ic+ =
1

2π

∫

c+

dω Ĝret(ω) e
−iωt y Ic− =

1

2π

∫

c−

dω Ĝret(ω) e
−iωt. (8.72)

En el primer caso, la integración se hace por sobre los cortes; y en el segundo, por debajo.
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Figura 8.5: La definición de las dos integrales Ic± a lo largo de los cortes: cada una toma una rama diferente
de la función Ĝret. Aquí sólo aparece uno de los cortes; cada integral recibe también una contribución del corte
ubicado simétricamente al que muestra la figura.

Lo que queremos calcular es

I1 = I + Ic+ . (8.73)

De acuerdo al salto que vimos que ocurre en los cortes, Ec. (8.62),

Ic+ =
1

2π

∫

c+

dω
[

Re Ĝret(ω) + i Im Ĝret(ω)
]

e−iωt,

Ic− =
1

2π

∫

c+

dω
[

Re Ĝret(ω)− i Im Ĝret(ω)
]

e−iωt. (8.74)

Notar que las dos expresiones están escritas en términos de integrales que recorren el corte por

la rama +. De esta forma, la diferencia entre las dos es

∆I =
i

π

∫

c+

dω Im Ĝret(ω) e
−iωt. (8.75)

Podemos aplicar el método de residuos no a I1 sino a la integral que va por debajo de los cortes,

que está dada por

I2 = I + Ic− =
1

2π
×
(

− 2πiRes
)

. (8.76)
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Figura 8.6: La integral I2 calculada como una integral de contorno. La única contribución es la de los dos polos
en el semiplano inferior.

Así, I1 se obtiene a partir de I2 sumando a I2 la diferencia entre las dos, que está dada por

la Ec. (8.75),

I1 = I2 +
i

π

∫

c+

dω Im Ĝret(ω) e
−iωt

= −iRes +
i

π

∫

c+

dω Im Ĝret(ω) e
−iωt. (8.77)

Figura 8.7: Otra forma de mirar la Ec. (8.77): I1 es la suma de dos contribuciones: la de integrar alrededor
de los polos, y la de integrar en torno a los cortes de ramificación. Las flechas indican el sentido en que deben
realizarse las integrales. En la integral en torno a los cortes, la parte real de Ĝret se cancela, pues vale lo mismo
a un lado y al otro del corte; el resultado neto es dos veces la integral de su parte imaginaria.

Usando que

Im Ĝret = −|Ĝret|
2 Im Ĝ−1

ret = 2|Ĝret|
2 Im Ŵ21, (8.78)
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y que, por otro lado, la parte imaginaria de Ŵ21 es impar y que los cortes son simétricos respecto

del origen, se obtiene inmediatamente

Gret(t) =

[

senωM t

ωM

+
4

π

∫ 3z

3

dω senωt |Ĝret(ω)|
2 Im Ŵ21(ω)

]

θ(t). (8.79)

El integrando en el segundo término es una función continua y acotada, y el intervalo de

integración es finito. Cuando t−→ ∞ este término tenderá a cero. Si la parte imaginaria de Ŵ21

fuera cero, lo único que quedaría sería el comportamiento estacionario habitual, representado

por el primer término en la Ec. (8.79). De acuerdo con esto escribamos

Gret = Gest
ret +Gdis

ret, (8.80)

donde cada término se corresponde con los de la ecuación anterior. La forma en que el segundo

término se va a cero cuando t−→ ∞ depende de las propiedades de diferenciabilidad del

integrando en la Ec. (8.79). Lo que uno encuentra es que, si bien es continua, Ŵ21 posee un

cierto número de puntos en los que sus derivadas o bien divergen o bien tienen discontinuidades

finitas. El comportamiento a tiempos largos depende tanto del orden de derivación al que

aparecen las singularidades como del tipo de singularidad de que se trate. Para una función

f̂(ω) que tiene derivadas continuas hasta orden n, y cuya derivada de orden n + 1 tiene una

discontinuidad finita, lo que resulta es que

∫ ∞

−∞

dω f̂(ω) e−iωt ∼ t−(n+1) (8.81)

cuando t−→ ∞ [62]. Al estudiar la diferenciabilidad de Ŵ21 hay dos situaciones bien separadas:

el caso k = 0 y el caso 0 < k ≤ 1. Para k = 0, Ŵ ′
21(ω) tiene una discontinuidad finita en ω = 2z,

de manera que en este caso la parte disipativa de Gret decae como

Gdis
ret(k, t) ∼ 1/t2 (si k = 0). (8.82)

Para k > 0, Ŵ ′(ω) es continua, pero Ŵ ′′
21(ω) tiene un cierto número de singularidades. En estos

puntos la derivada segunda de la parte real de Ŵ21 diverge logarítmicamente, pero lo hace del

mismo modo a derecha y a izquierda de cada punto singular. Esto hace que, en definitiva, la
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parte real de Ŵ21 pueda considerarse como efectivamente continua. La parte imaginaria, en

tanto, tiene en esos puntos discontinuidades finitas. Esto permite concluir que, si k > 0,

Gdis
ret(k, t) ∼ 1/t3, (8.83)

a diferencia del caso k = 0, Ec. (8.82). Obviamente la transición entre un tipo y otro de

comportamiento ocurre de manera suave a medida que k se acerca de cero. Para t ≫ 1, fijo,

la transición ocurre en k ∼ 1/t. Y viceversa, fijado k ≪ 1, para tiempos 1 ≪ t el decaimiento

ocurrirá primero según t−3, pero sobrepasado un tiempo de orden 1/k será como t−2.

0 2 4 6 8 10 12

0

100

200

300

400

Figura 8.8: La función −iŵ21(k, ω, z). Para ilustrar el cambio en sus propiedades analíticas la graficamos para
z = 4 y dos valores de k, 0 y 1. Cuando k = 0, ŵ′

21
(ω) es discontinua en ω = 2z. La función ŵ21(ω) es impar y

se anula fuera de los intervalos (−3z,−3) y (3, 3z).
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9

Ecuaciones estocásticas y formalismo CTP

Hasta ahora lo que hemos visto ha sido la aplicación del formalismo CTP a campos escalares,

en especial a la teoría λΦ4. Ahí, la aparición del ruido en la teoría efectiva para las escalas

largas fue una consecuencia de la eliminación de los modos de las escalas cortas. La teoría de

partida no contenía originalmente esa componente estocástica. El objetivo de estas secciones es

mostrar, mediante un ejemplo concreto, como el mismo formalismo CTP puede ser empleado

para describir ecuaciones diferenciales estocásticas (EDE) [63]. Típicamente estas ecuaciones

asumen la forma de una ecuación de Langevin. Debido a que el formalismo CTP es causal y real

y puede incluir naturalmente términos de ruido y disipación, es un buen candidato para tratar

de describir ecuaciones estocásticas, por más que no haya detrás de estas ecuaciones una teoría

de campos, sino simplemente una descripción fenomenológica. El primer paso es escribir una

funcional generadora CTP que permita recuperar la ecuación de Langevin [64, 65]. La evolución

causal y real queda asegurada. Este no es un punto menor. Existen formulaciones en términos

de integrales funcionales de un solo camino temporal, pero tienen el mismo problema que las

teorías de campos in−out: no siempre la evolución de las funciones de correlación es causal y

real.

139
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Una vez recuperada la evolución causal y real a través del formalismo CTP, la misma acción

que permite obtener las ecuaciones de Langevin de la teoría estocástica puede ser usada para

calcular funciones de correlación y para derivar las ecuaciones de movimiento de los campos

medios, esto último a través de la acción efectiva (acción efectiva en el sentido de teoría

de campos habitual, definida por una transformación de Legendre). Y, al mismo tiempo, la

funcional generadora puede usarse para implementar el GR. De esta manera, uno encuentra

un camino alternativo hacia el GR dinámico usual, que por lo común se plantea al nivel de la

ecuación de Langevin [20]−[26].

En lo que sigue representaremos con una sola variable, x o p, las d + 1 coordenadas. Así,

φ(x) debe entenderse como φ(t,x). Análogamente, en la representación de impulso, φ(p) debe

leerse como φ(P,p), donde P es la frecuencia y p el número de onda.

9.1. Acción CTP para ecuaciones estocásticas

Empecemos por considerar una EDE de la siguiente forma general

∂φ(x)

∂t
−K[φ](x) = η(x), (9.1)

donde K[φ] representa un operador diferencial que no incluye derivadas temporales, y donde

el ruido η es una función estocástica con distribución de probabilidad gaussiana y media cero.

Un ruido con esas características tiene una densidad de probabilidad

P [η] = A exp

{

−
1

2

∫

dx dx′ η(x)N−1(x, x′) η(x′)

}

, (9.2)

normalizada de tal manera que

∫

Dη P [η] = 1. (9.3)

La función N−1 debe entenderse como la inversa de N , en el siguiente sentido:

∫

dy N(x, y)N−1(y, x′) = δ(x− x′). (9.4)
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Tenemos así

⟨η(x)⟩ = 0 y ⟨η(x)η(x′)⟩ = N(x, x′). (9.5)

Los promedios se toman sobre las realizaciones del ruido,

⟨η(x1)η(x2) . . .⟩ =

∫

Dη P [η]
[

η(x1)η(x2) . . .
]

. (9.6)

Toda la estadística del ruido está contenida en las Ecs. (9.5). Cualquier función de correlación

del ruido que incluya el producto de más de dos factores se puede calcular en términos de N .

Definiremos

T [φ](x) ≡
∂φ(x)

∂t
−K[φ](x), (9.7)

con lo que la Ec. (9.1) se escribe, en forma más breve,

T [φ] = η. (9.8)

Veremos inmediatamente que esta ecuación puede ser obtenida a partir de la siguiente acción

CTP

SCTP[ϕ, φ] = c

∫

dx ϕ(x) T [φ](x) + c2
i

2

∫

dx dx′ ϕ(x)N(x, x′)ϕ(x′). (9.9)

La constante c que figura en la acción (9.9) debe aparecer naturalmente, de manera que la

acción sea adimensional. La propia dimensión de c dependerá de la interpretación física que

reciba el campo φ. Es fácil ver que al tomar la derivada de SCTP respecto de ϕ, el primer término

en aparecer es el operador T [φ]. Lo que falta ver es cómo surge el término de ruido, es decir,

el segundo miembro en la Ec. (9.8).

La funcional generadora CTP para la acción (9.9) es

ZCTP[J, j ] =

∫

DϕDφ exp

{

iSCTP[ϕ, φ] + i

∫

dx [J(x)φ(x) + j (x)ϕ(x)]

}

. (9.10)

La condición CTP es, como antes, ϕ(T ) = 0, pero dejaremos que T −→ ∞. De ahora en más

esto quedará sobrentendido. Para llegar a la ecuación (9.8) hay que notar que el término

exp

{

−
c2

2

∫

dx dx′ ϕ(x)N(x, x′)ϕ(x′)

}

(9.11)



142 9. Ecuaciones estocásticas y formalismo CTP

incluido en la Ec. (9.10) puede escribirse como la transformada de Fourier de una dada funcional.

Salvo por un factor constante, se encuentra

exp

{

−
c2

2

∫

dx dx′ ϕ(x)N(x, x′)ϕ(x′)

}

=

∫

Dη P [η] exp

[

−ic

∫

dx η(x)ϕ(x)

]

, (9.12)

donde P [η] es la distribución de probabilidad del ruido, dada por la Ec. (9.2). Así, puede

escribirse

ZCTP[J, j ] =

∫

DηDϕDφ P [η] exp

{

iSCTP[ϕ, φ, η] + i

∫

dx [J(x)φ(x) + j (x)ϕ(x)]

}

, (9.13)

donde

SCTP[ϕ, φ, η] = c

∫

dx
[

ϕ(x) T [φ](x)− η(x)ϕ(x)
]

. (9.14)

La variación de esta acción respecto de ϕ conduce a la Ec. (9.8). Este método permite relacionar

la parte imaginaria de la acción CTP, Ec. (9.9), cuadrática en el campo ϕ, con las fuentes

estocásticas de ruido [3, 43, 51, 66, 67, 68]. La constante c puede eventualmente ser absorbida

mediante una redefinición del campo ϕ

ϕ = c−1ϕ′; (9.15)

si se aplica esta redefinición, los campos ϕ′ y φ no tendrán, en general, las mismas dimensiones.

Antes de mostrar con un ejemplo concreto que esta descripción genera las ecuaciones

de movimiento correctas para el campo medio, presentaremos otras maneras de encarar el

problema, sin pasar por CTP.

9.2. Comparación con otros formalismos

Mostraremos ahora que la funcional generadora (9.10) es, a menos de un jacobiano, la misma

funcional que suele definirse en la teoría de EDE cuando se procede directamente a partir de

consideraciones probabilísticas [69, 70, 71, 72]. Lo que se hace en ese caso es definir una funcional

generadora

Z[J ] =

∫

Dη P [η] exp

(

i

∫

dx J(x)φs(x; η]

)

, (9.16)
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donde φs(x; η] es la solución, asumida única, de la Ec. (9.8) para una realización particular del

ruido η. Esta solución φs(x; η] es una función de x, pero también una funcional de η. Al igual

que antes, P [η] es la densidad de probabilidad del ruido. El sentido de la definición (9.16) es

claro: las derivadas de Z con respecto a la corriente externa J dan las funciones de correlación

del campo.

Introduciendo en la Ec. (9.16) la siguiente identidad funcional

∫

Dφ δ
[

φ(x)− φs(x; η]
]

= 1, (9.17)

se obtiene

Z[J ] =

∫

DηDφ P [η] δ
[

φ(x)− φs(x; η]
]

exp

{

i

∫

dx J(x)φ(x)

}

. (9.18)

Mediante un cambio de variables en el argumento de la de delta, resulta

Z[J ] =

∫

DηDφ P [η] δ
[

T [φ](x)− η(x)
]

J exp

{

i

∫

dx J(x)φ(x)

}

, (9.19)

donde

J = det

{

δT [φ]

δφ

}

es el jacobiano asociado al cambio de variables. Si el operador K no contiene derivadas tempo-

rales, este jacobiano, salvo un factor independiente de los campos, está dado por [69, 73]

J = exp

{

−
1

2

∫

dx
δK[φ]

δφ(x)

}

. (9.20)

El paso siguiente es escribir la delta como una transformada de Fourier,

δ
[

T [φ](x)− η(x)
]

=

∫

Dϕ exp

{

i

∫

dx ϕ(x)
[

T [φ](x)− η(x)
]

}

, (9.21)

y reemplazar entonces esta expresión en la Ec. (9.19). La integral sobre el ruido puede hacerse

explícitamente usando la Ec. (9.12), entonces

Z[J ] =

∫

DϕDφ J exp

{

iSCTP[ϕ, φ] + i

∫

J(x)φ(x)

}

, (9.22)
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donde la acción SCTP es la misma que la que figura en la Ec. (9.9), luego de absorber c mediante

la redefinición del campo ϕ.

Se ve entonces que cuando el jacobiano J es independiente de los campos la expresión (9.22)

puede ser identificada directamente con la funcional generadora CTP que definimos en la Ec.

(9.10). Esta propiedad del jacobiano se da para una amplia clase de EDE [70], incluyendo

la ecuación de Navier−Stokes [72] y la ecuación KPZ [74], que será el ejemplo sobre el que

trabajaremos en las próximas secciones.

Otro método para tratar EDE es el desarrollado por Martin, Siggia y Rose [MSR]. Es un resultado
conocido que la formulación probabilística a través de la Ec. (9.16) es equivalente al método de MSR
[70]. La diferencia fundamental entre ambas formulaciones es que el formalismo de MSR introduce
campos auxiliares no físicos, duplicando los grados de libertad de la teoría. Esto da una pauta de que
una representación CTP, con su doble número de campos, aplicada a EDE tiene que poder relacionarse
aun más directamente con el formalismo de MSR que con el representado por la Ec. (9.16). Veremos
que las ecuaciones de movimiento asociadas a la acción CTP,

δSCTP

δφ
= −J y

δSCTP

δϕ
= −j , (9.23)

son equivalentes a las ecuaciones propuestas para los campos físicos y no físicos, respectivamente, en el
trabajo de Martin, Siggia y Rose [75]. Para mostrar esto, adoptaremos la notación usada en su paper.
Así

K[φ](x1) ≡

∫

dx2 U2(x1, x2)φ(x2) +

∫

dx2 dx3 U3(x1, x2, x3)φ(x2)φ(x3), (9.24)

y

U1(x1) ≡ η(x1). (9.25)

Entonces, recordando que el término de ruido en la Ec. (9.9) es obtenido luego de transformar Fourier
el término cuadrático en ϕ, las ecuaciones de movimiento clásicas y físicas (i.e., con J = 0) obtenidas
de la acción CTP, serán

δSCTP

δϕ(x1)
=

∂φ(x1)

∂t
−

∫

dx2 U2(x1, x2)φ(x2)−

∫

dx2dx3 U3(x1, x2, x3)φ(x2)φ(x3) = U1(x1),

(9.26)

δSCTP

δφ(x1)
= −

∂ϕ(x1)

∂t
−

∫

dx2 ϕ(x2)U2(x2, x1)− 2

∫

dx2 dx3 U3(x2, x3, x1)ϕ(x2)φ(x3) = 0.

Estas ecuaciones coinciden con las Ecs. (2.1) y (3.1b) del trabajo de MSR [76].

A partir de la ecuación (9.16) es posible llegar a otra formulación funcional equivalente del

problema estocástico, pero que sólo involucra la integración sobre un camino temporal, como
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en de las teorías de campos habituales [69, 70, 71, 77]). Uno parte del mismo punto que lo

condujo a demostrar la equivalencia de la formulación CTP con la representación dada por la

Ec. (9.16), pero al llegar a la Ec. (9.19) la integral sobre el ruido es hecha explícitamente con

la ayuda de la delta. Así, uno obtiene

Z[J ] =

∫

Dφ P
[

T [φ]
]

J exp

{

i

∫

dx J(x)φ(x)

}

. (9.27)

Usando la definición de (9.2), se encuentra la siguiente acción de un solo camino o single path,

por contraposición a la acción CTP,

SSP = −
1

2

∫

dx dx′ T [φ](x) N−1(x, x′) T [φ](x′). (9.28)

El jacobiano que aparece dentro de la integral funcional puede, en caso necesario, ser escrito

introduciendo campos ghost [70]. Si bien la Ec. (9.27) es una representación válida de la funcional

generadora, no puede ser usada para generar la dinámica de los campos clásicos. Esto puede

verse con el siguiente contraejemplo: supóngase que el operador K en la Ec. (9.8) es lineal en φ.

La linealidad de K implica que SSP[φ] es cuadrática y que el jacobiano J es independiente de

los campos, de manera que puede ignorárselo. Debido a que T es lineal, el campo clásico o medio

asociado con SSP obedecerá la ecuación de movimiento obtenida a partir de la variación de SSP.

Es decir, la evolución del campo clásico puede obtenerse directamente de SSP, sin necesidad

de calcular la acción efectiva Γ. Esta ecuación debería ser causal y real. En presencia de una

corriente externa J , se obtiene

φcl(x) =

∫

dx1 dx2 dx3 G(x, x1)N(x1, x2)G
†(x2, x3)J(x3), (9.29)

donde G es la función de Green causal asociada al operador T . Debido a la causalidad de la

función de Green se verifica G(x, x1) ∝ θ(t − t1) y G†(x2, x3) ∝ θ(t3 − t2), y por lo tanto

no puede afirmarse inequívocamente que φcl obedezca una evolución causal. De esta manera

el significado físico del campo φcl está limitado, del mismo modo que ocurre en el formalismo

in−out en teoría de campos. Este problema está relacionado con el hecho de que el operador

T aparece dos veces en la Ec. (9.28). Tal como se señala en [70], el conjunto de soluciones



146 9. Ecuaciones estocásticas y formalismo CTP

asociado a la variación de SSP incluye no sólo las soluciones de (9.8), que son causales, sino

también soluciones que violan esta propiedad.

En el siguiente capítulo el método CTP es aplicado a un caso particular de ecuación estocástica,

la llamada ecuación KPZ. Además de escribir la acción CTP, se calculará la acción efectiva CTP,

que describe la evolución del campo medio o clásico.



10

La ecuación KPZ

Para ilustrar y extender las ideas anteriores, en esta sección aplicaremos el formalismo CTP

a la ecuación de Kardar, Parisi y Zhang [24]; brevemente, ecuación KPZ, que es la siguiente

∂φ

∂t
− ν∇2φ−

λ

2
(∇φ)2 = η, (10.1)

donde η es un término de ruido con estadística gaussiana, como en las Ecs. (9.2) y (9.5). La

ecuación KPZ es un miembro de un conjunto más amplio de ecuaciones estocásticas de tipo

difusivo, para el que los métodos aquí presentados pueden ser aplicados de manera directa.

Existe una vasta literatura relacionada con la ecuación KPZ; ver, por ejemplo, la referencia

[26] y los numerosos trabajos allí citados. Señalaremos aquí algunas de sus principales aplica-

ciones y propiedades. En el contexto de la dinámica de fluidos, la ecuación KPZ modela el flujo

de un fluido irrotacional, con presión nula, donde el gradiente de φ representa el campo de

velocidad. También se usa esta ecuación para describir algunos fenómenos relacionados con el

crecimiento de superficies [24, 26]; aquí la ecuación KPZ es una de las extensiones no lineales

más sencillas de la ecuación de Edwards−Wilkinson, y φ representa, en este caso, la altura de la

superficie en crecimiento. El rango tan diverso de aplicaciones de la ecuación KPZ se extiende

también al modelado de la propagación de frentes de llamas [78], transportes disipativos [79] y

física de polímeros [80].

147
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Diremos, además, que el valor del acoplamiento λ en el término no lineal de la Ec. (10.1),

depende del contexto. Cuando se la deriva a partir de la ecuación de Navier−Stokes, es λ = 1.

La ecuación KPZ sin término de ruido es invariante ante transformaciones de Galileo: para

un fluido esa propiedad es heredada directamente de la invariancia galileana de la ecuación de

Navier−Stokes; para una superficie en crecimiento, está relacionada con la simetría de rotación.

Si el ruido es blanco y es invariante frente a translaciones, la invariancia galileana vale también

para la ecuación KPZ con el término de ruido incluido. Este hecho implica ciertos resultados no

perturbativos acerca de la manera en que corre el acoplamiento λ cuando se aplican transforma-

ciones del GR [25, 81], reduciendo así el número de exponentes independientes en las relaciones

de escala.

En lo que sigue, empezaremos por definir una funcional generadora CTP para la ecuación

KPZ. Analizaremos luego el caso libre, es decir con λ = 0, de manera de establecer la base para

un calculo perturbativo de la acción efectiva para el caso genuinamente no lineal [63]. Hasta

tanto no volvamos sobre la transformación del GR, el significado del término acción efectiva es

el de la acción Γ a partir de la cual se derivan las ecuaciones de movimiento del campo medio,

y que está dada por la transformada de Legendre del logaritmo de la funcional generadora.

10.1. La acción CTP para la ecuación KPZ

Según se demuestra en [74], el jacobiano J asociado a la ecuación KPZ es independiente del

campo, y por lo tanto podemos definir una acción CTP que describa la dinámica estocástica

del campo φ. Trabajaremos en tres dimensiones espaciales y una temporal, y la constante c

será absorbida dentro de la definición del campo ϕ, de manera que la ecuación (9.9) resultará,

en este caso,

SCTP[ϕ, φ] =

∫

d4x

{

ϕ(x)Lφ(x)−
λ

2
ϕ(x)(∇φ)2(x)

}

+
i

2

∫

d4x d4x′ϕ(x)N(x, x′)ϕ(x′), (10.2)

donde hemos separado la parte lineal del operador diferencial,

L =
∂

∂t
− ν∇2. (10.3)
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La función N(x, x′) es la función de correlación de dos puntos del ruido η, al que asumiremos

gaussiano y con valor medio cero. Con estas definiciones, la ecuación KPZ estocástica es

obtenida según lo explicado en el capítulo anterior. Antes de calcular Γ, estudiaremos el caso

libre, sobre el que se construye el cálculo perturbativo.

10.1.1. El caso libre: ecuaciones de movimiento y propagadores

Si λ = 0, el término no lineal no aparece y estamos por lo tanto en el caso libre, al que

corresponde la siguiente acción

S0[ϕ, φ] =

∫

d4x ϕ(x)Lφ(x) +
i

2

∫

d4xd4x′ ϕ(x)N(x, x′)ϕ(x′). (10.4)

Al incluir corrientes externas, la variación de la acción libre con respecto a los campos da las

ecuaciones clásicas de movimiento,

δS0

δϕ(x)
= Lφ(x) +

∫

d4x′N(x, x′)ϕ(x′) = −j (x), (10.5)

δS0

δφ(x)
= −L∗ϕ(x) = −J(x), (10.6)

donde

L∗ =
∂

∂t
+ ν∇2. (10.7)

Uno puede escribir las soluciones de (10.5) y (10.6) en términos de las soluciones fundamentales

G y G∗, que satisfacen

LxG(x, x
′) = L∗

xG
∗(x, x′) = δ4(x− x′). (10.8)

El subíndice x indica que los operadores diferenciales afectan únicamente esa variable. Así,

ϕ(x) =

∫

d4x1G
∗(x, x1)J(x1),

φ(x) = −

∫

d4x1

[

G(x, x1)j (x1)− i

∫

d4x2 d
4x3 G(x, x1)N(x1, x2)G

∗(x2, x3)J(x3)
]

. (10.9)
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La libertad de sumar a cada una de estas soluciones alguna solución de la ecuación homogénea

está restringida a la solución trivial, puesto que ésta es la única que es acotada para todo

tiempo.

Es fácil ver que G(x, x′) es causal. En efecto, por homogeneidad, G(x, x′) = G(x − x′), y

puede escribirse en términos de su transformada de Fourier,1

G(x) =
1

(2π)2

∫

dp exp [ i (t P − x · p)] G(p). (10.10)

La Ec. (10.8) implica entonces

G(p) =
1

(2π)2
1

iP + ν p2
. (10.11)

Considerada función de la frecuencia P , G(p) tiene un polo en iν p2, de modo que, según

la Ec. (10.10), G(x) resulta proporcional a θ(t). Además, es fácil ver también que G(x, x′) =

−G∗(x′, x), puesto que, según la definición de L∗, es G∗(p) = −G(−p). En 3+1 dimensiones, se

encuentra

G(x, x′) = (4πν|t− t′|)−3/2 exp

[

−
(x− x′)2

4ν(t− t′)

]

θ(t− t′). (10.12)

Las soluciones físicas se obtienen cuando J = 0. En ese caso, a partir de la Ec. (10.9), ϕ = 0 y

φ(x) = −

∫

d4x′ (4πν|t− t′|)−3/2 exp

[

−
(x− x′)2

4ν(t− t′)

]

θ(t− t′) j (x′). (10.13)

Evidentemente, la evolución es causal y real.

Pasemos a los propagadores. La funcional generadora asociada a la acción libre es

Z0[J, j ] =

∫

DϕDφ exp

{

iS0[ϕ, φ] + i

∫

(jϕ+ Jφ)

}

. (10.14)

Teniendo en cuenta que S0 es cuadrática en los campos, Z0 debe serlo en las corrientes.

Además, como estamos en el caso libre, los campos medios, que se obtienen de derivar −i logZ

respecto de las corrientes, satisfacen las ecuaciones clásicas de movimiento, Ec. (10.9). Estas

1 En la Ec. (10.17) se define la convención que estamos usando.
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dos observaciones permiten encontrar Z0. Salvo por factores que no dependen de las corrientes,

resulta

Z0[J, j ] = exp

(∫

d4x1d
4x2

{

J(x1)
[

− iG(x1, x2)
]

j (x2)

− 1
2
J(x1)

[∫

d4x3 d
4x4 G(x1, x3)N(x3, x4)G(x2, x4)

]

J(x2)

})

. (10.15)

Aquí hemos usado que G(x, x′) = −G∗(x′, x).

Las funciones de correlación de dos puntos están dadas por las derivadas segundas de Z0,

⟨ϕ(x)ϕ(x′)⟩ = −
1

Z0

δ2Z0

δj (x)j (x′)

∣

∣

∣

J=j=0
= 0,

⟨φ(x)φ(x′)⟩ = −
1

Z0

δ2Z0

δJ(x)J(x′)

∣

∣

∣

J=j=0
=

∫

d4x1

∫

d4x2 G(x, x1)N(x1, x2)G(x
′, x2),

⟨φ(x)ϕ(x′)⟩ = −
1

Z0

δ2Z0

δJ(x)j (x′)

∣

∣

∣

J=j=0
= iG(x, x′). (10.16)

Ecuaciones análogas se obtienen al trabajar con las transformadas de Fourier de los campos.

Las variables aquí ya no son las tres coordenadas espaciales y t, sino las cuatro componentes

del impulso. Usaremos la siguiente convención: dada una función f(x) ≡ f(t,x) en d + 1

dimensiones, su transformada de Fourier será indicada con la misma letra f , y estará definida

por

f(p) ≡ f(P,p) = (2π)−
d+1

2

∫

dt ddx exp
[

− i (tP − x · p)
]

f(x). (10.17)

Así, la acción KPZ de la Ec. (10.2) escrita en el espacio de momentos es

SCTP[ϕ, φ] =

∫

dp ϕ−p

(

iP + ν p2
)

φp +
i

2

∫

dp1 dp2 ϕ1N (−p1,−p2) ϕ2

+
λ

8π2

∫

dp1 dp2 dp3 δ(p1 + p2 + p3) p2 · p3 ϕ1 φ2 φ3. (10.18)
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Para aliviar un poco la notación definimos ϕp = ϕ(p), ϕi = ϕ(pi), d4p = dp, δ(p) = δ4(p), etc.

En las próximas secciones trabajaremos casi exclusivamente en el espacio de momentos, donde

los propagadores correspondientes a las dos últimas ecuaciones (10.16) se escriben como

⟨φ(p)φ(q)⟩ =
N(p, q)

[iP + ν p2][iQ+ ν q2]
,

⟨φ(p)ϕ(q)⟩ =
iδ(p+ q)

[iP + ν p2]
. (10.19)

Aquí q = (Q,q), donde Q representa la frecuencia y q el número de onda.

10.1.2. El caso interactuante: cálculo de la acción efectiva CTP

Ahora trataremos el caso interactuante. El objetivo es calcular la acción efectiva, de donde

se deducirán las ecuaciones de movimiento de los campos medios. Esto involucrará el cálculo

de diagramas de Feynman cuyos elementos fundamentales serán líneas internas asociadas a los

propagadores (10.19).

Partimos de la definición de la funcional generadora, omitiendo los subíndices CTP,

Z[J, j ] =

∫

DϕDφ exp

{

iS[ϕ, φ] + i

∫

[jϕ+ Jφ]

}

, (10.20)

donde S es la acción completa, Ec. (10.18). La acción efectiva está dada por la transformada

de Legendre

Γ[ϕcl, φcl] = −i logZ[J, j ]−

∫

[ϕclj + φclJ ], (10.21)

donde las corrientes deben escribirse en función de los campos, a través de las relaciones

ϕcl = −i
δ logZ

δj
, φcl = −i

δ logZ

δJ
. (10.22)

La acción efectiva admite la siguiente representación en términos de integrales CTP

eiΓ[ϕcl,φcl] =

∫

1PI

DϕDφ exp
{

iS[ϕcl + ϕ, φcl + φ]
}

. (10.23)
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El subíndice 1PI indica que, en una evaluación de la integral por medio de diagramas, sólo se

tienen en cuenta aquellos que son irreducibles de una partícula. Para la acción CTP dada por

la Ec. (10.18) tenemos

S[ϕcl + ϕ, φcl + φ] = S[ϕcl, φcl] + S0[ϕ, φ] +
(

términos lineales en ϕ y φ
)

+
λ

8π2

∫

dp1 dp2 dp3 δ(p1 + p2 + p3) p2 · p3

[

ϕ1φ2φ3 + 2ϕ1φ2 φcl3 + ϕcl1 φ2φ3

]

. (10.24)

Los términos lineales no intervienen en los diagramas de tipo 1PI, de manera que no es necesario

escribirlos explícitamente. Llevaremos el cálculo hasta orden λ2. Los diagramas que hay que

considerar hasta ese orden son los que muestra la figura.

Figura 10.1: Los tres diagramas necesarios para el cálculo de la acción efectiva (10.23) a orden λ2.

Como antes, líneas de trazos representan campos ϕ, y líneas llenas, campos φ. El propagador

⟨φϕ′⟩ se representa por una línea que combina los dos tipos. Como todavía no hemos dicho

nada acerca de la función N , en especial si es o no invariante translacional, hemos incluido en

las líneas de los propagadores ⟨φφ′⟩ un pequeño círculo representando esta función. El impulso

se conserva en los vértices, pero no necesariamente sobre las líneas ⟨φφ′⟩.

Señalemos que los siguientes diagramas también son lícitos, pero se anulan por causalidad.



154 10. La ecuación KPZ

Aunque estamos trabajando en el espacio de frecuencias y números de onda, es fácil ver que

los diagramas anteriores implican el mismo tipo de cancelación que ya se ha encontrado antes.

Vueltos al espacio ordinario son proporcionales al producto θ(t− t′)θ(t′ − t).

El cálculo de los diagramas es inmediato, lo que encontramos es que

Γ[ϕcl, φcl] = S[ϕcl, φcl] + ∆S[ϕcl, φcl] , (10.25)

donde

∆S[ϕ, φ] =
λ

8π2

∫

dp1 dp2 ∆ii(−p1 − p2, p2) ϕ1

+
λ2

16π2

∫

dp1 dp2

[∫

dq
∆ij(q,−q − p1 − p2)

[−i(P1 +Q) + ν (p1 + q)2]
(p1 + q)i p2j

]

ϕ1φ2

+ i
λ2

64π2

∫

dp1 dp2

[∫

dp dq ∆ij(p, q)∆ij (−p1 − p,−p2 − q)

]

ϕ1ϕ2. (10.26)

El tensor ∆ij está asociado al propagador ⟨φφ′⟩,

∆ij(p, p
′) = ⟨φ(p)φ(p′)⟩ pip

′
j . (10.27)

Variando la acción efectiva se obtienen las ecuaciones de movimiento para los campos medios.

Aquellas con significado físico son las que corresponden a {ϕ,J} = 0. De manera que, hasta

orden λ2, es

[iP + ν p2]φcl +
λ

8π2

∫

dq q · (p− q) φcl(q)φcl(p− q) +
λ

8π2

∫

dq∆ii(p− q, q)

−
λ2

16π4

∫

dp1 dp2
∆ij(p1, p2) (p1 − p)i (p1 + p2 − p)j

[i(P − P1) + ν (p− p1)2]
φcl(p− p1 − p2) = −j (p). (10.28)

Por otro lado, la ecuación para ϕ se satisface automáticamente,

δΓ

δφcl(−p)
[ϕcl = 0, φcl] = 0. (10.29)

La Ec. (10.26) contiene, sin embargo, más información de la que muestran las ecuaciones de

movimiento. La última línea de (10.26) no se refleja en las ecuaciones para φ, pero puede
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interpretarse como un nuevo término de ruido, o como una corrección al ruido original. Teniendo

en cuenta la forma del término de ruido en la Ec. (10.18), resulta

N(p1, p2)−→ N(p1, p2) +
λ2

32π2

∫

dp dq ∆ij(p, q)∆ij (p1 − p, p2 − q). (10.30)

A modo de comparación, la sección siguiente contiene la derivación usual de la Ec. (10.28)

a partir del promedio de la propia ecuación estocástica KPZ.

10.1.3. Las ecuaciones de movimiento sin usar CTP

La ecuación de movimiento para el campo medio puede obtenerse promediando directamente

la ecuación estocástica original, Ec. (10.1), que en la representación de impulsos es

[

iP + ν p2
]

φ(p) +
λ

8π2

∫

d4p1 p1 · (p− p1)φ(p1)φ(p− p1) = η(p). (10.31)

Separaremos en φ una parte fluctuante, ψ, de acuerdo con

φ = φcl + ψ. (10.32)

Como es natural, el valor medio de ψ es cero. Promediando la ecuación KPZ sobre las realiza-

ciones del ruido, obtenemos

[

iP + ν p2
]

φcl(p) +
λ

8π2

∫

dp1 p1 · (p− p1) [φcl(p1)φcl(p− p1) + ⟨ψ(p1)ψ(p− p1)⟩] = 0.

(10.33)

El objetivo es escribir el promedio del producto de los campos ψ, en el segundo miembro, en

función del propio campo medio φcl, de manera de obtener una ecuación cerrada. Restando

(10.33) de (10.31) queda una ecuación para ψ

[

iP + ν p2
]

ψ(p) +
λ

8π2

∫

dp1 p1 · (p− p1)
[

2ψ(p1)φcl(p− p1)

+ ψ(p1)ψ(p− p1)− ⟨ψ(p1)ψ(p− p1)⟩
]

= η(p). (10.34)
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El paso siguiente es escribir ψ como una serie de potencias en λ,

ψ(p) = ψ(0)(p) + λψ(1)(p) + . . . (10.35)

Al igualar términos según potencias de λ a cada lado de la Ec. (10.34), se encuentra

ψ(0)(p) =
η(p)

[iP + ν p2]
,

ψ(1)(p) = −
1

4π2[iP + ν p2]

∫

dp1 p1 · (p− p1)
[

2ψ(0)(p1)φcl(p− p1) + ψ(0)(p1)ψ
(0)(p− p1)

×
⟨

ψ(0)(p1)ψ
(0)(p− p1)

⟩

]

. (10.36)

Con esto basta para calcular ⟨ψψ′⟩ hasta orden λ, que es todo lo que se necesita. Los promedios

resultan ser

⟨

ψ(0)(p)ψ(0)(p′)
⟩

=
N(p, p′)

[iP + ν p2][iP ′ + ν p2]
,

⟨

ψ(1)(p)ψ(0)(p′)
⟩

=
−1

2π2[iP + ν p2]

∫

dp1 p1 · (p− p1)
N(p1, p

′)φcl(p− p1)

[iP1 + ν p2
1][iP

′ + ν p′ 2]
. (10.37)

Volviendo a la Ec. (10.33) encontramos

[

iP + ν p2
]

φcl(p) +
λ

8π2

∫

dp1 p1 · (p− p1) φcl(p1)φcl(p− p1) +
λ

8π2

∫

dp1 ∆ii(p1, p− p1)

−
λ2

16π4

∫

dp1dp2
∆ij(p2, p− p1) (p1 − p2)i p1j

[iP1 + ν p2
1]

φcl(p1 − p2) = 0, (10.38)

donde ∆ij es la misma función que fue definida en la Ec. (10.27). El cambio de variables

p1 → −p1 + p en la última integral conduce de nuevo a la Ec. (10.28), sólo que ahora es j = 0.
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Ahora la cuestión es definir una transformación del GR al nivel de la funcional generadora

CTP para ecuaciones estocásticas. Este es el paso natural luego de haber representado las

ecuaciones estocásticas mediante una funcional generadora. Uno podría seguir aquí los pasos

del trabajo de Forster, Nelson y Stephen [21, 23], y derivar las ecuaciones del GR separando

y promediando modos en las ecuaciones de movimiento del campo. Nosotros queremos seguir

otro camino, uno que se base en una formulación CTP de la ecuación estocástica y donde la

transformación del GR sea aplicada directamente al nivel de la funcional generadora.

Hasta donde sabemos, esta forma de acercarse al problema no ha sido sistemáticamente

discutida en la literatura acerca de las EDE. Hay trabajos donde el GR es derivado, como aquí,

a partir de una formulación funcional de la teoría estocástica (ver, por ejemplo, [73] en relación

a la dinámica crítica de helio, antiferromagnetos y sistemas gas−líquido; o [81, 82] para la

ecuación KPZ). La diferencia fundamental con estos trabajos es que nosotros haremos el coarse

graining de la funcional generadora explícitamente, mediante un cutoff ultravioleta, mientras

que en los trabajos citados, el GR es obtenido estudiando las contribuciones singulares a las

funciones de respuesta de varios puntos. Nunca nos tocará manipular cantidades divergentes.

157
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Trabajaremos en el ejemplo concreto de la ecuación KPZ. Hay que notar que la acción S

con la que empezamos en la Ec. (10.2) es en realidad una acción efectiva; por razones muy

simples: nadie espera que modos de longitudes arbitrariamente cortas sigan teniendo sentido

físico, sea cual sea el contexto en que se esté trabajando. Si se trata de un fluido, eventualmente

se alcanzará la escala atómica. Si se trata de física de partículas, la longitud de onda de Compton

señalará el límite de validez de la descripción en términos de los campos originales. Ese límite

en la descripción está dado por un cutoff Λ. La transformación del GR permitirá obtener la

descripción efectiva de los modos por debajo de un nuevo cutoff, Λ′ < Λ. Este nuevo cutoff

definirá el límite entre las escalas largas, consideradas como el sistema en sí, y las escalas cortas,

consideradas como el entorno. No nos ocuparemos de la separación entre modos rápidos y lentos,

lo que haremos será considerar separación en escalas de distancia.

En el Capítulo 6 se introdujo la transformación del GR para una teoría cuántica de un campo

escalar. En esencia es muy poco lo que hay que cambiar de ese tratamiento para adaptarlo

al problema actual: la acción libre tiene otra forma, ahora no hay una matriz densidad, el

intervalo temporal va de menos a más infinito y se trabaja en el espacio de frecuencias. No es

imprescindible hacer muchas referencias al Capítulo 6. Con menor detalle que lo hecho entonces,

lo que sigue será igualmente autocontenido. Ya no necesitamos, al menos, explicar el modo de

calcular los diagramas, que fue algo que ocupó mucha parte de lo anterior.

Recordemos entonces la manera en que se define la transformación infinitesimal del GR. Se

trata de la composición de dos operaciones:

(i) Eliminación de los modos con impulsos p cuyo módulo esté entre Λ′ y Λ, con Λ′ =

(1− δs)Λ.

(ii) Rescaleo de los campos.

Uno de los objetos del punto (ii) es conservar invariante la forma de la acción libre, de manera

que en el cálculo perturbativo cada etapa de eliminación pueda realizarse independientemente

de las anteriores. Lo que uno quiere es una operación que no requiera modificar o adaptar todo
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el mecanismo de cálculo para cada nueva cáscara que se deba eliminar. En particular, el rescaleo

restaura el valor original del cutoff, Λ′ −→ Λ.

Como lo señalamos más arriba, gran parte del trabajo ha quedado hecho mucho antes,

cuando tratamos un campo escalar desde la perspectiva de los sistemas abiertos. Un buen

tramo de lo hecho anteriormente fue dedicado a la técnica de eliminación de modos y a las

particularidades que surgen cuando los modos eliminados se hallan en una cáscara infinitesimal.

La conclusión de ese trabajo fue el conjunto de las ecuaciones diferenciales del GR. Hasta

ahora la única utilización de esas ecuaciones fue en relación a la teoría λΦ4. Con todos los

ejemplos presentados en aquellas secciones, ahora será relativamente rápido y sencillo arribar

a las ecuaciones del GR para la ecuación KPZ. Prácticamente no se necesita decir ni hacer

nada nuevo, la mayoría de las modificaciones serán triviales. Habrá que calcular otro tipo de

diagramas, lidiar un poco con la forma particular de la interacción, pero es, en comparación,

una labor sencilla.

11.1. Conjunto reducido de acoplamientos hasta orden λ2

Tal como se hizo con la teoría λΦ4, antes de escribir las ecuaciones del GR habrá que fijar la

forma general de la acción que es necesario considerar. Por más que la acción de partida contenga

un único término de interacción, la transformación hará aparecer términos más generales. Si uno

está dispuesto a trabajar hasta cierto orden en λ, tiene que averiguar qué clase de acoplamientos

surgen hasta ese orden.

Como hemos visto antes, la aparición de nuevos términos es algo usual, pero en algún

momento cesa: si el cálculo perturbativo se hace hasta un dado orden, luego de cierto número

de eliminaciones infinitesimales (digamos n) en la siguiente eliminación ya no se generarán

nuevos términos. El paso n + 1 no aportará ninguna novedad a la forma general de la acción.

En este sentido, los primeros n pasos son muy especiales: son los que fijan el esquema general:

si uno es capaz de calcular cómo ir del paso n al n + 1, sabrá luego ir del n + 1 al n + 2, etc.,

y la maquinaria funcionará por sí sola, sin la necesidad de una intervención especial para cada

sucesiva eliminación de modos. La cuestión es encontrar cuántos pasos n es necesario dar y cuál
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es el conjunto de acoplamientos que se generan en esos primeros n pasos. Veremos que para la

ecuación KPZ, hasta orden λ2, la segunda iteración de la transformación infinitesimal agota la

aparición de nuevos términos.

Son entonces dos las cosas que quedan por hacer antes de poder escribir las ecuaciones del

GR: ver cuántas veces hay que iterar la transformación infinitesimal hasta llegar a la forma

definitiva de la acción, y calcular todos los diagramas que hayan aparecido hasta ese momento.

En lo que sigue trabajaremos en d + 1 dimensiones. La acción de partida es la acción KPZ

usual, generalizada a d+ 1 dimensiones

S[ϕ, φ] =

∫

Λ

dp ϕ−p

(

iP + ν p2
)

φp +
i

2

∫

Λ

dp1 dp2 ϕ1N (−p1,−p2) ϕ2

+ λ0

∫

Λ

dp1 dp2 dp3 δ(p1 + p2 + p3) p2 · p3 ϕ1 φ2 φ3, (11.1)

donde ahora indicamos explícitamente la presencia del cutoff, y donde, para simplificar un poco

la notación, definimos

λ0 ≡ (2π)−
d+1

2
λ

2
. (11.2)

Las integrales en p deben entenderse del siguiente modo
∫

Λ

dp =

∫ ∞

−∞

dP

∫

|p|<Λ

ddp. (11.3)

Supondremos además que en la acción inicial el ruido es blanco, sin correlaciones espaciales e

invariante translacional; es decir

N(x, x′) = 2D δ(x− x′). (11.4)

(La notación es convencional.) En tal caso

N(p, p′) = 2D δ(p+ p′). (11.5)

Ésta será la clase de término de ruido que aparezca siempre en la acción libre, que se escribirá

entonces como

S0[ϕ, φ] =

∫

Λ

dp
[

(

iP + ν p2
)

ϕpφ−p + iD ϕpϕ−p

]

. (11.6)
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Los propagadores que figuran en la Ec. (10.19) serán ahora

⟨φ(p)φ(p′)⟩ = G(p) δ(p+ p′), (11.7)

⟨φ(p)ϕ(p′)⟩ = −iG(p) δ(p+ p′), (11.8)

donde

G(p) =
[2D]

[P 2 + ν2 p4]
, (11.9)

G(p) = −
1

[iP + ν p2]
. (11.10)

Éstas son funciones de la frecuencia y del módulo del impulso.

Al igual que hicimos con la teoría λΦ4 en la Sección 7.1, haremos sucesivas iteraciones del

proceso de eliminación de modos en una cáscara infinitesimal, hasta que no aparezcan diagramas

nuevos. Teniendo en cuenta que el espesor de la cáscara será hecho tender a cero, es necesario

únicamente construir los diagramas que sean de orden δs. Estos diagramas pertenecen a las

dos clases presentadas en el Capítulo 3. Una clase estaba formada por los diagramas de un

loop, irreducibles, y con el mismo impulso p = ΛΩ recorriendo cada tramo; en los vértices

el impulso externo debía ser cero. La otra clase estaba compuesta de diagramas tipo árbol,

formados por una sola cadena de propagadores, y en cuyos vértices intermedios la suma del

impulso externo también debía ser cero. Ya que las líneas internas corresponderán a campos con

impulso |p| = Λ, mostraremos en los propagadores sólo su dependencia en la frecuencia, dando

por entendido que el módulo del impulso es Λ. Como nota práctica, debe tenerse algún cuidado

al formar los productos escalares que vienen del término de interacción λ0 p2 · p3 ϕ1φ2φ3; el

cuidado principal debe estar en los signos, si el impulso entra o sale del vértice.

Primera iteración: Pueden construirse cuatro diagramas no nulos, uno de un vértice y tres

de dos. El primer diagrama es un tadpole
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= −δ(p) λ0Λ
d δs

[∫

q=ΛΩ

dΩ q · q

] [∫

dQ G(Q)

]

= −δ(p) λ0Λ
d+2 δs

[∫

dQ G(Q)

]

. (11.11)

Este diagrama genera en la acción un término de la forma
∫

dp δ(p)F ϕp . (11.12)

Los dos diagramas siguientes generan en la acción dos acoplamientos de cuatro campos. El

primero corresponde a un término cúbico en la ecuaciones de movimiento para φ

= −2λ20 Λδs δ(|p1 + p2| − Λ) G(−P1 − P2)
[

(p1 + p2) · p2

] [

p3 · p4

]

. (11.13)

En la acción tendrá asociado un término de la forma
(

4
∏

j=1

∫

dpj

)

δ(p1 + . . .+ p4) v41(P1 + P2, |p1 + p2|)
[

(p1 + p2) · p2

] [

p3 · p4

]

ϕ1φ2 φ3φ4.

(11.14)

Nótese que parte de la dependencia en los impulsos ha quedado factorizada fuera de la definición

de v41. El resultado del diagrama puede ser visto como una corrección a este acoplamiento:

δv41(P, |p|) = −2λ20 Λδs δ(|p| − Λ) G(−P ). (11.15)
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El otro diagrama de tipo árbol es

= 2λ20 Λδs δ(|p1 + p2| − Λ) G(P1 + P2)
[

(p1 + p2) · p2

][

(p3 + p4) · p4

]

. (11.16)

En la acción aparecerá como
(

4
∏

j=1

∫

dpj

)

δ(p1 + . . .+ p4) i v42(P1 + P2, |p1 + p2|)

×
[

(p1 + p2) · p2

][

(p3 + p4) · p4

]

ϕ1φ2 ϕ3φ4. (11.17)

Respecto de P , la función v42(P, |p|) puede elegirse par. Escrita de esta manera se pone de

manifiesto la simetría de la interacción frente al intercambio de ϕ1φ2 con ϕ3φ4. Visto como una

corrección al acoplamiento v42, el resultado del diagrama puede escribirse diciendo

δv42(P, |p|) = 2λ20 Λδs δ(|p| − Λ) G(P ). (11.18)

Será útil notar ahora que esta función es positiva, siempre que D lo sea; ver Ec. (11.9). Veremos

más abajo que este tipo de acoplamiento puede interpretarse como un ruido multiplicativo.

El siguiente diagrama genera un término de ruido, aunque no con la misma forma del que

aparece en la acción libre:

= i λ20 δp;0Λ
dδs

[∫

dQ G(Q)G(P +Q)

] {∫

q=ΛΩ

dΩ
[

q · (p+ q)
]2
}

. (11.19)
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Se recordará que en diagramas de este tipo, el impulso de los campos externos en cada vértice

debe ser cero, ya que, de otro modo, el valor del propio diagrama es nulo. Ésta era una de las

consecuencias de hacer tender a cero el espesor de la cáscara de modos eliminados. De ahí la

delta de Kronecker que aparece en la Ec. (11.19). El término que debe figurar en la acción para

tener en cuenta este tipo de interacciones será
∫

dp iv22(P, |p|) ϕpϕ−p . (11.20)

Evidentemente la forma de este término es más general que la dictada por el diagrama anterior;

preferimos escribirlo así para que abarque también otros términos de ruido que aparecerán

luego. Hecha la integral angular, el diagrama puede leerse como una corrección a v22:

δv
(1)
22 (p) = λ20 δp;0 ΩdΛ

d+4 δs

[∫

dQ G(Q)G(P +Q)

]

. (11.21)

Usamos el supraíndice para distinguirla de otras correcciones que aparecerán en la siguiente

iteración. Espacialmente la corrección es homogénea, pero no es un ruido blanco, puesto que

depende de la frecuencia.

Es posible trazar otros diagramas, además de los cuatro mostrados más arriba, pero son

nulos. Esto ocurre o bien porque carecen de campos ϕ externos, como pasaba en la teoría λΦ4,

o bien por la forma particular del término no lineal en la ecuación KPZ de partida. Por ejemplo,

= 4λ20 δp;0Λ
dδs

[∫

dQ G(Q)G(P +Q)

] [∫

q=ΛΩ

dΩ q · (p+ q) p · (p+ q)

]

= 0. (11.22)

Como es fácil de comprobar, la integral angular es proporcional a |p|2. Pero, por otro lado,

aparece una δp;0. Este es el motivo de que el diagrama sea nulo.
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La conclusión que se saca de esta primera iteración es que, además del término de interacción

original, han de incluirse otros cuatro términos en la acción: un tadpole, dos interacciones de

cuatro campos, y un término de ruido distinto del que aparece en la acción libre.

Segunda iteración: Salvo el tadpole, todos los otros términos generados en la primera iteración

son de orden λ2. El tadpole en sí no puede participar de ningún nuevo diagrama: el impulso del

campo ϕ está forzado a ser igual a cero, pero cualquier diagrama del que formase parte obliga

a que la línea interna conectada a este campo tenga impulso Λ:

Figura 11.1: Ejemplo de un diagrama en donde participa como vértice una interacción del tipo dado por la Ec.
(11.12). El diagrama es nulo: el impulso asociado al campo ϕ del vértice F es cero, pero la línea interna a la
que está conectado debe tener impulso Λ.

En verdad, el tadpole puede eliminarse a orden λ2 con una simple redefinición, remplazando

φ(p) por φ(p) + i2π2λF ∂0δ(p), aunque esto no es esencial. En lo que sigue supondremos que

el término asociado al tadpole se ha eliminado usando esta sustitución.

La única forma de construir nuevos diagramas que no sobrepasen el orden λ2 es usando los

acoplamientos de cuatro campos en diagramas de un loop con un solo vértice. Hay tres de estos

diagramas. Para uso futuro, a los resultados de los dos primeros diagramas los llamaremos δf21

y δg21, respectivamente:
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δf21(p) = 2Λdδs

[∫

dQ G(Q)

∫

q=ΛΩ

dΩ v41(P +Q, |p+ q|) q · (p+ q) q · p

]

. (11.23)

δg21(p) = 2Λdδs

[ ∫

dQ G(Q)

∫

q=ΛΩ

dΩ v42(P +Q, |p+ q|) q · (p+ q) p · (p+ q)

]

.

(11.24)

Los dos diagramas generan en la acción el mismo tipo de término, que escribiremos como
∫

dp v21(P, |p|) ϕpφ−p . (11.25)

El tercer diagrama genera un término de ruido más general que el de la acción libre. La

primera iteración ya nos había forzado a incluir un término de esta clase, Ec. (11.20). Al

resultado del diagrama lo llamaremos iδf22, para distinguirlo del que encontramos antes:

iδf22(p) = iΛdδs

[∫

dQ G(Q)

∫

q=ΛΩ

dΩ v42(P +Q, |p+ q|) [q · (p+ q)]2
]

. (11.26)
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De este modo, la segunda iteración agrega un solo término, de la forma dada por la Ec.

(11.25). Es fácil ver que a partir de los acoplamientos generados en las primeras dos iteraciones,

una tercera iteración no puede agregar ningún otro. Ni siquiera es posible construir un nuevo

diagrama hasta orden λ2 que no haya sido escrito antes.

11.1.1. Sobre el acoplamiento v42

Antes de dejar esta sección veamos cómo es que el término que acompaña a v42 puede

interpretarse como ruido multiplicativo. Haciendo en el último término de la Ec. (11.34) los

cambios de variables p2−→ q − p1 y p4−→ p4 − p3, la exponencial de ese término, tal como

aparecerá en la funcional generadora, puede escribirse como

eiSRM = exp
[

−

∫

dq f(q) v42(q) f(−q)
]

, (11.27)

donde

f(q) =

∫

dp q · (q− p) ϕ(p)φ(q − p). (11.28)

Como v42(q) es positiva y par, la Ec. (11.27) puede escribirse como una transformada de Fourier

funcional. Salvo un factor constante

eiSRM =

∫

Dρ exp

[

−
1

4

∫

dq ρ(q) v−1
42 (q) ρ(−q)

]

exp

[

i

∫

dp ρ(−q) f(q)

]

. (11.29)

Esto equivale a promediar sobre las realizaciones de un ruido gaussiano un término de interac-

ción de la forma
∫

dq ρ(q)

∫

dp q · (q− p) ϕ(p)φ(q − p). (11.30)

El ruido ρ está caracterizado por una función de correlación

Nρ(p, p
′) = 2v42(p) δ(p+ p′). (11.31)

En la ecuación clásica de movimiento, que se obtiene haciendo la variación respecto de ϕ(−p),

aparecerá ahora el siguiente término
∫

dq [q ρ(q)] · [(p− q)φ(p− q)], (11.32)
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que representa en el espacio (t,x) un término de forzado proporcional a

∇ρ(x) · ∇φ(x). (11.33)

Como el ruido aparece multiplicando, se trata, en efecto, de ruido multiplicativo.

11.2. Resumen: la acción hasta orden λ2

En conclusión: para aplicar la transformación infinitesimal del GR a la acción KPZ debemos

considerar la siguiente acción más general

∫

Λ

dp
[

(

iP + ν p2
)

ϕpφ−p + iD ϕpϕ−p

]

+

∫

Λ

dp1 dp2 dp3 δ(p1+p2+p3) λ0 p2 · p3 ϕ1φ2φ3 +

∫

Λ

dp
[

v21(p) ϕpφ−p + iv22(p) ϕpϕ−p

]

+

(

4
∏

j=1

∫

Λ

dpj

)

δ(p1 + . . .+ p4)
{

v41(p1 + p2) [(p1 + p2) · p2 p3 · p4] ϕ1φ2 φ3φ4

+ iv42(p1 + p2) [(p1 + p2) · p2 (p3 + p4) · p4] ϕ1φ2 ϕ3φ4

}

. (11.34)

Aquí las funciones vnm dependen en realidad de la frecuencia y del módulo del impulso, y

v42 es par. Aunque los términos cuadráticos asociados a v21 y v22 podrían con justicia ser

incluidos dentro de la acción libre, seguiremos considerando que la acción a libre es sólo el

primer término en la ecuación anterior. Es decir, será esa la acción sobre la que se construya el

cálculo perturbativo.

11.3. La transformación

Vista cuál es la forma de la acción que hay que considerar a orden λ2 y ya calculados todos

los diagramas, la transformación del GR está a la vuelta de la hoja.1 En las dos breves secciones

que siguen ordenaremos primero los resultados anteriores, que tienen que ver con la eliminación

1 De la hoja 173.
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de modos, y luego introduciremos el rescaleo. Con eso ya quedarán escritas las ecuaciones del

GR para la ecuación KPZ.

Eliminación de modos.

La transformación infinitesimal del GR se compone de dos operaciones: eliminación de modos

y rescaleo. Respecto a la primera operación, prácticamente todo el trabajo está hecho. Resta

hacer algunas aclaraciones respecto de los diagramas que generan acoplamientos de dos campos.

Lo que hay que notar es que al calcular los diagramas que dan origen a estos acoplamientos, uno

debe sustraer aquella parte que por definición debe ser incluida en la acción libre. El resultado

en bruto de los diagramas que generan acoplamientos del tipo ϕφ y ϕϕ es, según las Ecs.

(11.23), (11.24) y (11.26),

δh21 ≡
[

δf21 + δg21

]

, (11.35)

en el caso del primero, y simplemente iδf22 para el segundo. No incluimos aquí el término

asociado a δv(1)22 , en la Ec. (11.21), por su carácter no analítico, ya que es proporcional a una

delta de Kronecker.

Las funciones δh21 y δf22 dependen de las variables P y |p|. Expandiendo δh21 y δf22

alrededor de p = 0, se aíslan los términos que deben ser llevados a la acción libre,

δh21(P, |p|) =
[

iP
{

−iδh
(1,0)
21 (0, 0)

}

+ 1
2
p2 δh

(0,2)
21 (0, 0)

]

+ δv21(P, |p|), (11.36)

iδf22(P, |p|) = i
[

δf22(0, 0)
]

+ iδv
(2)
22 (P, |p|). (11.37)

El supraíndice en δv(2)22 es para distinguir esta contribución de la que aparece en la Ec. (11.21).

Todo lo que no pertenece a la acción libre es dejado dentro de δv21 y δv
(2)
22 . El par de ecuaciones

anteriores es en realidad la definición de estas dos cantidades.

En la Ec. (11.36), δh(1,0)21 modificará el terminó que en la acción libre es iP ϕφ, transfor-

mándolo en

i
[

1− iδh(1,0)(0, 0)
]

P ϕφ.
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Aquí es donde, llegado el caso, juega su rol el rescaleo, llevando ese término de nuevo a su

expresión original. Sin embargo, nada de esto es necesario, puesto que no sólo es δh(1,0)21 (0, 0) = 0,

sino que δh21(P, 0) = 0, ya que los dos diagramas (11.23) y (11.24) se anulan en p = 0.

La corrección a la viscosidad se encuentra a partir del término que va como p2 en el desarrollo

de δh21 (0, |p|) alrededor de |p| = 0,

δν =
1

2
δh

(0,2)
21 (0, 0). (11.38)

Resulta así

δv21 = δh21 − p2 δν. (11.39)

Por otro lado, δf22(0, 0), en la Ec. (11.37), es lo que debe considerarse como la perturbación

al ruido de la acción libre; es decir, δD = δf22, o, a partir de la Ec. (11.26)

δD = Λd+4 Ωdδs

∫

dQ G(Q) v42(Q,Λ). (11.40)

Lo que queda para la perturbación asociada a v22 es la diferencia

δv
(2)
22 (P, |p|) = δf22(P, |p|)− δD. (11.41)

En total, teniendo en cuenta también (11.21) resulta

δv22 = δv
(1)
22 + δv

(2)
22 . (11.42)

Recuérdese que δv(1)22 era una función discontinua de p, proporcional a una delta de Kronecker

en el origen. Veremos que esta discontinuidad respecto del impulso externo compensa la que

existe, pero que no es evidente, en el término δv(2)22 . Esta cancelación de la discontinuidad es

similar a la que vimos en el caso de las ecuaciones del GR para la teoría λΦ4, cuando definimos

las funciones I y I, Ecs. (8.8) y (8.9).

Aquí termina el cálculo de las correcciones a los acoplamientos surgidas del proceso de

eliminación de modos. Ahora veremos la parte que toca al rescaleo.
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Rescaleo.

Para obtener la transformación infinitesimal del GR todavía hace falta redefinir los campos.

Repetimos aquí lo esencial; la modificación principal respecto a lo hecho en la Sección 6.1 es

que ahora trabajamos en el espacio de frecuencias, no de tiempos. Escribiendo como antes

b = 1− δs, los campos originales se redefinen según

ϕ(P,p)−→ bαφϕ
(

bαPP, b−1 p
)

y φ(P,p)−→ bαϕφ
(

bαPP, b−1 p
)

. (11.43)

Hemos permitido aquí un poco más de libertad, dando un exponente para ϕ y otro para φ. La

Ec. (11.43) tiene su análoga en la Ec. (6.4) de la Sección 6.1; lo que antes era −αt ahora es αP .

Un término que en la acción, luego de eliminados los modos en la cáscara infinitesimal

bΛ < |p| ≤ Λ, fuera

∫

bΛ

[

n
∏

j=1

dpj

]

δ(p1 + . . .+ pn) [v + δv](P1, . . . ,p1, . . .)

[ m
∏

j=1

ϕ(Pj,pj)

][ n
∏

j=m+1

φ(Pj,pj)

]

,

(11.44)

donde δv es la corrección de orden δs debida a la eliminación de los modos, al aplicar la

sustitución (11.43) va aparecer transformado en2

∫

bΛ

[

n
∏

j=1

dpj

]

δ(p1 + . . .+ pn) [v + δv](P1, . . . ,p1, . . .)

× bmαφ+(n−m)αϕ

[

m
∏

j=1

ϕ(bαPPj, b
−1 pj)

][

n
∏

j=m+1

φ(bαPPj, b
−1 pj)

]

, (11.45)

y mediante un cambio de variables ordinario puede llevarse a la forma

∫

Λ

[

n
∏

j=1

dpj

]

δ(p1 + . . .+ pn) [v + δv](b−αPP1, . . . , bp1, . . .)

×bαv

[

m
∏

j=1

ϕ(Pj,pj)

][

n
∏

j=m+1

φ(Pj,pj)

]

, (11.46)

2 Si el acoplamiento fuera de dos campos únicamente, la delta de conservación se habrá usado para hacer una
de las integrales y el análisis debe modificarse levemente.
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donde

αv = mαϕ + (n−m)αφ + (n− 1)(d− αP ). (11.47)

Notar que el cutoff volvió a su valor inicial. Si ahora se queda uno con términos de hasta orden

δs, la expresión anterior es igual a

∫

Λ

[

n
∏

j=1

dpj

]

δ(p1 + . . .+ pn)

[

v + δv − δs

(

αv + pi ·
∂

∂pi

− αP Pi
∂

∂Pi

)

v

]

×

[

m
∏

j=1

ϕ(Pj,pj)

][

n
∏

j=m+1

φ(Pj,pj)

]

. (11.48)

Respecto del último paso, hay que repetir una salvedad que ya fue hecha en la Sección 7.2.2,

al tratar el caso de la teoría λΦ4. En principio el término δv, al ser ya de orden δs, no está

afectado por ningún factor de escala ni por ninguna derivada, lo que supondría multiplicarlo

por otro factor δs. Sin embargo si δv contuviera factores tales como δ(|p| − Λ), es importante

conservar el efecto del rescaleo del impulso dentro de la delta, puesto que puede afectar ciertos

límites. Así, si una de tales deltas aparece en la expresión de δv, luego del rescaleo bastará con

indicar de algún modo que el valor para el cual se anula el argumento de la delta no es |p| = Λ

sino una cantidad infinitesimalmente mayor, digamos Λ+. De esta forma en esas expresiones

reemplazaremos δ(|p| − Λ) por δ(|p| − Λ+), y se entenderá que integrales como la siguiente

∫ x

0

dx′ δ(x′ − Λ+) (11.49)

son estrictamente cero cuando x ≤ Λ [Ec. (7.26)]. Para una delta ordinaria uno suele darle el

valor 1/2 al resultado de la integral cuando x = Λ.

La Ec. (11.48) termina de definir la transformación infinitesimal del GR respecto los pa-

rámetros de la acción. Esta transformación puede expresarse de manera alternativa como una

ecuación diferencial, que se lee directamente de la Ec. (11.48)

∂v

∂s
+

(

αv + pi ·
∂

∂pi

− αP Pi
∂

∂Pi

)

v =
δv

δs
. (11.50)
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Resultará conveniente escribir (11.50) usando como variable z = es, en términos de la cual

resulta

z
∂v

∂z
+

(

αv + pi ·
∂

∂pi

− αP Pi
∂

∂Pi

)

v =
δv

δs
. (11.51)

La solución formal en este caso viene dada por

v(P,p, z) = z−αv v
(

zαP P, z−1 p, 1
)

+

∫ z

1

dy

y

(y

z

)αv δv

δs

[(

z

y

)αP

P,
(y

z

)

p, y

]

. (11.52)

Por simplicidad, P y p representan todo el conjunto de variables de las que depende v. Además

hemos supuesto que todos los exponentes son constantes, que es el caso más usual.

Como nota práctica conviene decir que, si como ocurre a menudo, el acoplamiento v puede

factorizarse según

v(p1, . . .) = w(p1, . . .)

[

np
∏

i=1

pji

][

nP
∏

i=1

Phi

]

, (11.53)

es decir, como el producto de una dada función por dos monomios de grados np y nP en las

componentes de los impulsos y de las frecuencias, o más generalmente dos funciones homogéneas

de esas variables, la ecuación para v puede reemplazarse por una ecuación para w, que va a

tener la misma forma (11.51) con

αw = αv + np − nPαP . (11.54)

El término δw/δs deberá leerse directamente de la expresión para δv/δs, dejando de lado los

términos factorizados. La forma (11.53) aparece muchas veces al tratar con la ecuación KPZ;

surge a través del producto escalar contenido en el término de interacción original. Ya antes

hemos trabajado con estos acoplamientos factorizados; por ejemplo al definir v41 y v42, en las

Ecs. (11.14) y (11.17), respectivamente. La viscosidad es también uno de estos acoplamientos,

en la acción libre aparece en el término ν p2ϕφ. En seguida se encuentra que la ecuación para

la viscosidad es

(

z
∂

∂z
+ αν

)

ν =
δν

δs
, (11.55)
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con αν = αϕ + ϕφ + d+ 2− αP .

Los exponentes αϕ, αφ y αP podrían ser cualesquiera funciones de z. Dependiendo de

cómo se elijan, será más o menos complicada la relación entre los campos de partida y los

campos de la acción transformada, y también será más o menos complicado el cálculo en sí de

la transformación. Siguiendo este criterio, se suelen elegir de tal manera que dejen invariante

algún término de la acción libre, para no tener que modificar la forma de los propagadores

a medida que se integran más y más modos. Tampoco se quiere ocultar en la redefinición de

los campos cómo transforman ciertos parámetros que definen la física del problema, aunque

esa información pueda extraerse de todas maneras al final. Estos dos criterios aplicados a

la ecuación KPZ conducen a la condición de que el término iP ϕφ permanezca invariante,

mientras que al término de viscosidad ν p2ϕφ se lo deja correr. Hemos visto antes que no hay

correcciones a iP ϕφ que vengan directamente de la eliminación de modos, por lo tanto el efecto

de la transformación infinitesimal sobre este término se debe sólo al rescaleo, y es llevarlo a la

siguiente forma

bd−2αP+αφ+αϕ × iP ϕφ. (11.56)

Se impone entonces la condición

αϕ = −αφ + 2αP − d. (11.57)

Considerando como independientes a αφ y αP , el resto de los exponentes es







αν = αP + 2,
αD = 3αP − d− 2αφ,
αλ = αφ + d+ 2,















α21 = αP ,
α22 = αD,
α41 = −αP + 2αφ + 2d+ 4,
α42 = αP + d+ 4.

(11.58)

Aquí los exponentes αnm son los asociados a los acoplamientos vnm.

11.4. Ecuaciones del GR para la ecuación KPZ

Con lo visto en la sección anterior podríamos escribir aquí las ecuaciones del GR para la

acción KPZ. En lugar de escribir las ecuaciones para todos los acoplamientos, eliminaremos
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primero los acoplamientos de cuatro campos, resolviéndolos explícitamente en términos de los

otros; después nos concentraremos en las ecuaciones para ν y D.

En general resulta sencillo integrar los acoplamientos que se generan en diagramas de tipo

árbol. Para la ecuación KPZ esos acoplamientos son v41 y v42, quienes, según los resultados de

la sección anterior y las Ecs. (11.15) y (11.18), satisfacen

[

z
∂

∂z
+ α41 + |p|

∂

∂|p|
− αPP

∂

∂P

]

v41(P, |p|, z) = −2λ20(z) Λδ(|p| − Λ+) G(−P, z),

[

z
∂

∂z
+ α42 + |p|

∂

∂|p|
− αPP

∂

∂P

]

v42(P, |p|, z) = 2λ20(z) Λδ(|p| − Λ+) G(P, z). (11.59)

Notar que en el segundo miembro hemos agregado la dependencia en z de los propagadores,

puesto que dependen de ν y de D, y éstas serán funciones de z. No se indica la dependencia

de los propagadores respecto del impulso |p|, ya que siempre estarán evaluados en |p| = Λ. En

términos de una nueva variable χ = Λ/|p|, las soluciones de estas ecuaciones son

v41(P, |p|, z) = −2 [λ0 (zχ)]
2 χα41 G (−χαP P, zχ) W(Λ < |p| ≤ zΛ), (11.60)

v42(P, |p|, z) = 2 [λ0 (zχ)]
2 χα42 G (χαP P, zχ) W(Λ < |p| ≤ zΛ). (11.61)

Estas soluciones suponen que los exponentes son independientes de z. Aquí hemos vuelto a usar

la función W , que es 1 en el intervalo indicado y cero fuera de él [Ec. (2.13)]. Reemplazando

los propagadores por sus expresiones (11.9) y (11.10) resulta

v41(P, |p|, z) = 2 [λ0 (zχ)]
2 χα41

(

1

−iχαP P + ν(zχ) Λ2

)

W(Λ < |p| ≤ zΛ), (11.62)

v42(P, |p|, z) = 2 [λ0 (zχ)]
2 χα42

(

2D(zχ)

χ2αP P 2 + [ν(zχ)]2 Λ4

)

W(Λ < |p| ≤ zΛ). (11.63)

Puede señalarse que debido a la restricción que imponen las funciones W , el valor efectivo de

z al que están evaluadas ν, D y λ0, es decir el valor de zχ, es siempre menor que z y mayor o

igual que 1. Respecto de z se trata de una evolución causal.
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La constante de acoplamiento λ0, al no tener diagramas que la corrijan, se comporta también

de una manera muy simple. Su evolución es controlada únicamente por el rescaleo,

(

z
∂

∂z
+ αλ

)

λ0 = 0. (11.64)

Claro que en el caso general αλ puede ser también una función de z. Cuando αλ es constante

resulta λ0(z) = z−αλ λ0(1).

Pasemos ahora a las ecuaciones menos simples. En primer lugar, la ecuación para ν, que

tendrá la siguiente forma

(

z
∂

∂z
+ αν

)

ν =
δν

δs
. (11.65)

Aquí δν/δs está dado la Ec. (11.38), y queda determinado por el comportamiento de δf21 y

δg21 alrededor de p = 0,

δν

δs
=

1

2

∂2

∂|p|2

[

δf12
δs

+
δg12
δs

]∣

∣

∣

∣

{P,|p|}=0

(11.66)

A partir de las Ecs. (11.23) y (11.24) tenemos

δf21
δs

= 2Λd

∫

dQ

∫

dΩ v41(P +Q, |p+ ΛΩ|, z) G(Q, z) [ΛΩ · (p+ ΛΩ) ΛΩ · p], (11.67)

δg21
δs

= 2Λd

∫

dQ

∫

dΩ v42(P +Q, |p+ ΛΩ|, z) G(Q, z) [ΛΩ · (p+ ΛΩ) p · (ΛΩ+ p)]. (11.68)

Hay que estudiar los primeros términos del desarrollo de estas funciones en potencias de |p|,

evaluadas en P = 0. Teniendo en cuenta las Ecs. (11.62) y (11.63), dejando de lado la integral

en Q y escribiendo p/Λ = ϵ n̂, lo importante es poder encontrar el comportamiento cuando

ϵ−→ 0+ de integrales de la forma

I(ϵ) =

∫

S(ϵ)

dΩ f(|ϵ n̂+Ω|−1)
[

a1 ϵ (n̂ ·Ω) + a2 ϵ
2 + a3 ϵ

2(Ω · n̂)2
]

. (11.69)

En seguida diremos cuál es la región S(ϵ). En el caso de δf21, la función f en la Ec. (11.69) es

f(x) = [λ0 (zx)]
2 xα41

(

1

−ixαP Q+ ν(zx) Λ2

)

[

4Λd+4 G(Q, z)
]

, (11.70)
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y los coeficientes ai, por comparación entre las Ecs. (11.69) y (11.67), son a1 = a3 = 1 y a2 = 0.

Debido a las funciones W en las expresiones (11.62)−(11.69) para v41 y v42, la región de

integración S(ϵ) en (11.69) está definida por

W (Λ < |p+ ΛΩ| ≤ zΛ) = W (1 < |ϵ n̂+Ω| ≤ z). (11.71)

El caso que interesa es siempre z > 1. Dependiendo de si 1+ ϵ es menor o mayor que z la región

comprende el sector de la esfera unidad mostrado en las figuras siguientes. Algo muy parecido

encontramos al calcular las funciones I, Ec. (8.9), en la Sección 8.1.

Figura 11.2: Un corte plano de la región de integración S(ϵ) en la Ec. (11.69). Cuando ϵ = 0 la región no
contiene ningún punto.

Justo en ϵ = 0, S(ϵ) no contiene ningún punto, ya que la condición 1 < |Ω| es imposible de

cumplir. Si ϵ > 0 la integral en S(ϵ) puede traducirse como

∫

S(ϵ)

dΩ−→ θ(z − 1− ϵ)

∫

dΩd−1

∫ 1

−ϵ/2

d(cos θ) (sen θ)d−3

+ θ(1 + ϵ− z)

∫

dΩd−1

∫ (z2−1−ϵ2)/2ϵ

−ϵ/2

d(cos θ) (sen θ)d−3. (11.72)
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Indicamos con un subíndice d− 1 el hecho de que ciertas integraciones sean sobre la esfera en

d−1 dimensiones, y estamos usando que
∫

dΩ =
∫

dΩd−1

∫ 1

−1
d(cos θ)(sen θ)d−3. En el integrando

de la Ec. (11.69), deberá luego reemplazarse n̂ ·Ω por cos θ.

Como lo que interesa es el límite ϵ−→ 0+, únicamente será necesario considerar S(ϵ) para

z > 1 + ϵ. Así resulta

I(ϵ) =
ϵ

2

∫

dΩd−1

{

[f(1) + . . .] [a1ϵ cos θ + . . .]
}

θ=π/2

+

∫

dΩd−1

∫ 1

0

d(cos θ) (sen θ)d−3
[

f(1)− ϵ cos θ f ′(1) + . . .
][

a1 ϵ cos θ + a2 ϵ
2 + a3 ϵ

2(cos θ)2
]

.

(11.73)

Los puntos suspensivos indican términos que en el resultado final contribuyen a orden superior

a ϵ2. En la primera línea de (11.73) hemos mostrado el término que viene de perturbar la

propia región de integración S(ϵ) para ϵ−→ 0+. Sin embargo, este término es nulo, debido a

que el producto escalar n̂ · Ω = cos θ debe evaluarse cuando los versores son perpendiculares.

La segunda línea incluye los términos que vienen de expandir las funciones en el integrando de

(11.69). Las integrales angulares pueden calcularse mediante la identidad

∫

dΩd−1

∫ 1

0

d(cos θ)(sen θ)d−3 (cos θ)n =
π

d−1

2 Γ
(

n+1
2

)

Γ
(

n+d
2

) . (11.74)

En definitiva, hasta orden ϵ2 se obtiene

I(ϵ) = ϵ
Ωd+1

2π
a1f(1) + ϵ2

Ωd

2

[(

a2 +
a3
d

)

f(1)−
a1
d
f ′(1)

]

, (11.75)

donde

Ωd =
2π

d
2

Γ
(

d
2

) (11.76)

es la superficie de la esfera de radio 1 en d dimensiones. Obsérvese que cuando ϵ−→ 0+, la región

de integración es una semiesfera, y no la esfera completa. De haber sido éste el caso, términos

lineales en ϵ, por simetría, no podrían haber aparecido. De todas maneras, estos términos se

cancelarán en la expresión final.
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Veamos cómo aplicar todo esto para calcular δf21/δs, dado por la Ec. (11.67), hasta orden

|p|2. Según la Ec. (11.70)

f(1) = −4Λd+4λ20(z) G(−Q, z)G(Q, z), (11.77)

f ′(1) =

[

2z
λ′0(z)

λ0(z)
+ α41 −

−iαPQ+ zν ′(z)Λ2

−iQ+ ν(z)Λ2

]

f(1). (11.78)

En la última expresión figuran las derivadas de λ0 y ν respecto de z. En particular, de la

expresión para ν ′, Ec. (11.65), será necesario tan sólo conservar el término −ανν, puesto que

el otro es proporcional a λ20, y en (11.78) f(1) es ya proporcional a λ20; por otro lado λ′0 está

dada por (11.64). Como además luego habrá que integrar Q entre −∞ y +∞ podemos desde

ahora sustituir Q por −Q sin ningún efecto en el resultado final pero para mayor claridad de

los pasos intermedios. Entonces

f(1) = −4Λd+4λ20(z) G(Q, z)G(Q, z), (11.79)

f ′(1) =

[

−2αλ + α41 −
iαPQ− αν ν(z)Λ

2

iQ+ ν(z)Λ2

]

f(1). (11.80)

De manera análoga, introduzcamos una función g asociada a la Ec. (11.68), para la que resulta

g(1) = −f(1), (11.81)

g′(1) =

[

−2αλ + α42 − αD −
2αPQ

2 − 2ανν
2(z)Λ4

Q2 + ν2(z)Λ4

]

g(1), (11.82)

con coeficientes análogos a los ai, b1 = b2 = b3 = 1. Notemos que al ser a1 = b1 = 1 y

g(1) = −f(1), el término lineal en ϵ = |p|/Λ que aparece en la suma δf21 + δg21 es cero. En

efecto, de acuerdo a la Ec. (11.75) ese término es

ϵ
Ωd+1

2π

[

a1 f(1) + b1 g(1)
]

= 0. (11.83)

Ya casi estamos. Aplicando la fórmula (11.75) a los dos casos anteriores y reuniendo todo,

el resultado para δν/δs es

δν

δs
= 4λ20Λ

d+2 Ωd

2

∫ ∞

−∞

dQ

{

g(1)−
1

d
[f ′(1) + g′(1)]

}

= −
Dλ2

ν2
d− 2

4d

ΩdΛ
d−2

(2π)d
. (11.84)
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Al pasar a la última línea se ha usado λ0 = (2π)−(d+1)/2 λ/2, Ec. (11.2). Finalmente, podemos

escribir
(

z
∂

∂z
+ αν

)

ν = −
Dλ2

ν2
d− 2

4d

ΩdΛ
d−2

(2π)d
. (11.85)

Esta es la ecuación del GR para ν.

Antes de calcular δD estudiaremos con más detalle las expresiones (11.21) y (11.26) para

δv
(1)
22 y δf22, que son las que dan correcciones a los acoplamientos de dos campos ϕ, entre los

que se cuenta D. Habíamos observado antes que δv(1)22 , en la Ec. (11.21), es proporcional a la

delta de Kronecker δp;0. El resultado completo era

δv
(1)
22 (P,p, z) = δp;0 Λ

d+4 λ20(z) Ωd

∫ ∞

−∞

dQ G(Q, z)G(P +Q, z) δs. (11.86)

Por otro lado, usando (11.61) en la Ec. (11.26) se obtiene

δf22(P, |p|, z) =Λd

∫ ∞

−∞

dQ

∫

S(|p|/Λ)

dΩ

{

2 [λ0 (zχ)]
2 χα42 G (χαP (P +Q), zχ)

}

χ=|p/Λ+Ω|

×G(Q, z) [ΛΩ · (p+ ΛΩ)]2 δs, (11.87)

donde la región de integración está dada por (11.72). Recordemos que esta región es nula cuando

|p| = 0, aunque el límite cuando |p| −→ 0+ corresponde a una semiesfera. Así, δf22 será cero

para p = 0, pero veamos cuál su límite cuando |p| −→ 0+. Tendremos

δf22(P, 0
+, z) = Λd+4

(∫

S(0+)

dΩ

)∫ ∞

−∞

dQ 2λ20(z) G(P +Q, z)G(Q, z) δs

= Λd+4 Ωd

2

∫ ∞

−∞

dQ 2λ20(z) G(P +Q, z) G(Q, z) δs. (11.88)

Este es justamente el valor que toma δv(1)22 , Ec. (11.86), en p = 0. De manera que uno puede

reunir δv(1)22 y δf22 en una misma definición de una función continua en p = 0, o, si se quiere,

convenir de ahora en más en que la función δf22 está dada por (11.87) para |p| > 0, y por

(11.88) en |p| = 0.
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Calcular δD es afortunadamente más sencillo que calcular δν, puesto que hay que analizar

sólo el límite de δf22 cuando P y |p| tienden a cero, es decir, únicamente el término de orden

cero. Resulta entonces

δD(z) = δf22(0, 0, z) = Λd+4 λ20 (z) Ωd δs

∫ ∞

−∞

dQ G2(Q, z)

=
D2λ2

4ν3
ΩdΛ

d−2

(2π)d
δs. (11.89)

Finalmente, la ecuación del GR para D es

(

z
∂

∂z
+ αD

)

D =
D2λ2

4ν3
ΩdΛ

d−2

(2π)d
. (11.90)

No tiene sentido escribir aquí las ecuaciones para los acoplamientos v21 y v22. Todo lo que

necesitábamos conocer de ellos ya fue usado para obtener las Ecs. (11.64), (11.85) y (11.90),

que son las ecuaciones fundamentales del GR para la ecuación KPZ [24, 25, 26].
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12

Un problema de cosmología

Inflación y grupo de renormalización fuera del equilibrio

En este capítulo dispondremos los resultados anteriores para tratar un problema de cos-

mología [83]. El problema es el de encontrar el espectro de las fluctuaciones primordiales

del campo del inflatón. Más precisamente, encontrar cómo se aparta este espectro de aquel

predicho para un campo libre [84]−[87]. Esta es una cuestión importante, puesto que el espectro

del campo del inflatón está directamente relacionado con la magnitud y la estadística de las

inhomogeneidades en el universo observable [88].

La cuestión que vamos a analizar es cómo afectan al espectro los términos no lineales de

un campo con interacciones. Por espectro queremos decir su función de correlación de dos

puntos. Pero hay que señalar que para cada modo lo que interesa es la función de correlación

en el momento en que sale del horizonte, que es distinto para cada uno. Durante inflación, el

tamaño del horizonte causal se mantiene constante, pero las longitudes físicas crecen de manera

exponencial con el factor de escala a(t). Así, un gran intervalo de escalas de distancia, que

al comienzo de inflación estaban relacionadas causalmente, salen del horizonte, se mantienen

latentes, y sólo más tarde vuelven a entrar y a interactuar, durante los períodos dominados por

185
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la radiación y la materia. Por eso son importantes las fluctuaciones al momento de salir del

horizonte, porque son las que, mucho después de terminado el período de inflación, proveen las

inhomogeneidades para la formación de estructura.

Si el campo del inflatón fuera en verdad un campo libre, su espectro debería ser del tipo de

Harrison−Zel’dovich. En tal caso, a la salida del horizonte (SH), la función de correlación del

modo con número de onda k debería ser

⟨Φ(k, t)Φ(−k, t)⟩SH ∝
1

k3
. (12.1)

El tiempo t que figura en esta relación es una función de k, es el tiempo al cual el modo con

número de onda k sale del horizonte. En el caso general de un campo con interacciones el

espectro suele escribirse en términos de un índice espectral, definido por [87, 89]

⟨Φ(k, t)Φ(−k, t)⟩SH ∝
1

k3
kn(k)−1. (12.2)

Así, el espectro de Harrison−Zel’dovich, en la Ec. (12.1), tiene n(k) = 1.

El modelo que usaremos es presumiblemente uno de los más simples. La cuestión no es ajus-

tar los resultados experimentales sino mostrar cómo las técnicas del grupo de renormalización

fuera del equilibrio pueden ser empleadas en este tipo de problemas. Asumiremos una métrica

de tipo Robertson−Walker, espacialmente plana y con una velocidad de expansión constante

ȧ/a = H, que es la característica esencial de una expansión inflacionaria:

ds2 = dt2 − a2(t)
(

dx2 + dy2 + dz2
)

, a(t) = a0e
Ht. (12.3)

Para el inflatón tomaremos un campo descripto por la siguiente acción single path, con inter-

acciones de tipo λΦ4,

S[Φ] =

∫

dt a(t)3
[ ∫

Λ

d3k
1

2

(

Φ̇2 − k2
Φ2

a(t)2
+ ξRR Φ2

)

−
λ

4!

∫

Λ

4
∏

i=1

d3ki δ
3(k1 + . . .+ k4) Φ1Φ2Φ3Φ4

]

. (12.4)

Estamos usando la siguiente notación: Φ2 ≡ Φ(k, t)Φ(−k, t), y Φi ≡ Φ(ki, t); R es el escalar de

curvatura y ξR es la constante con la que se acopla al campo. Esta será la acción en la escala Λ,
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a partir de la cual definiremos la acción CTP. En estas expresiones k debe interpretarse como

el número de onda comoviente, relacionado con el número de onda físico a través del factor de

escala a(t),

kphys = a(t)−1 k. (12.5)

Las cosas quedan más convenientemente expresadas en función del tiempo y el campo conformes,

dη = a−1 dt−→ η = −(aH)−1, (12.6)

Φc = aΦ. (12.7)

Si se ignoran todos los términos de masa, la teoría original es mapeada en una teoría de un

campo escalar en un espacio−tiempo plano, con una coordenada temporal η∗ < η < 0,

S[Φc] =

∫

dη

[ ∫

Λ

d3k
1

2

(

Φ
′2
c − k2 Φ2

c

)

−
λ

4!

∫

Λ

4
∏

i=1

d3ki δ
3(k1 + . . .+ k4) Φc1Φc2Φc3Φc4

]

, (12.8)

con
Φ′

c =
∂Φc

∂η
.

El tiempo conforme η∗ señala el comienzo del período inflacionario. Es fácil mostrar que si

λ = 0 se obtiene el espectro de Harrison−Zel’dovich, Ec. (12.1): cuando λ = 0 el espectro del

campo Φc es el de un campo libre en un espacio−tiempo plano,

⟨Φc(k, η)Φc(−k, η)⟩ ∝
1

k
. (12.9)

Usando la relación entre las dos variables de campo, Ec. (12.7), el espectro para la teoría de

partida es

⟨Φ(k, t)Φ(−k, t)⟩ ∝
1

a2(t)k
. (12.10)

Aún hay que evaluar esta expresión en el tiempo t al que el modo sale del horizonte. Eso ocurre

cuando su escala de longitud física, k−1a(t), iguala el tamaño del horizonte, dado por H−1; es

decir, cuando

a(t) = kH−1. (12.11)



188 12. Inflación y GR fuera del equilibrio

Reemplazando este valor de a en la Ec. (12.10) se recupera la Ec. (12.1). Lo que haremos ahora

será usar las técnicas del grupo de renormalización para calcular el espectro cuando λ ̸= 0.

Supondremos que las escalas a las que se desarrollan las perturbaciones observables quedan

muy por debajo de la escala del cutoff Λ. Trataremos de calcular el espectro para esos modos

relevantes a partir de la teoría efectiva que resulta de eliminar los modos no relevantes. Ideas

similares son aplicadas, por ejemplo, en [27] y [28]; ver también [51].

Dejaremos de lado, por un momento, que lo que estamos tratando es el campo conforme

en el tiempo η y mantendremos la notación que hemos venido usando los últimos capítulos.

Terminada la explicación de lo que vamos a hacer, volveremos a esas variables. La relación que

será fundamental aquí es la Ec. (6.61) del Capítulo 6, que conecta los valores de expectación

de la teoría efectiva con los de la teoría original. Reescribimos abajo esta relación con algunos

cambios, y usando los exponentes de orden cero, βt = −s y 2βϕ = −(d+ 1)s,

G(k, t, t′, λ) = es G
(

es k, e−s t, e−s t′, µ(s)
)

. (12.12)

A la izquierda figura la función de correlación de la teoría original, que sólo depende de la

constante de acoplamiento λ. A la derecha aparece la función de correlación de la teoría efectiva

cuando el parámetro de la transformación vale s. Con µ(s) notamos el conjunto de acoplamientos

que definen la teoría para ese valor de s. Dentro de µ(s) estarán los acoplamientos V4i, W4i, v6i,

W2i y V21; puede consultarse como referencia la Sección 7.3. Estamos usando G para representar

tanto G como G. Luego veremos cuál de las dos funciones representa el valor de expectación

que queremos calcular.

De un lado de la Ec. (12.12) tenemos una teoría definida por un solo parámetro, λ, y con

modos acotados por un cutoff Λ. El cálculo perturbativo en potencias de λ de la función de

correlación estará mal definido si k es mucho menor que el cutoff. En el segundo miembro de la

Ec. (12.12) hay una teoría con una docena de acoplamientos, muchos no locales, pero el cutoff

efectivo puede elegirse del mismo orden de magnitud que las escalas de interés, eliminando el

problema de la teoría original. (Mejor dicho, las escalas de interés pueden acercarse tanto como

se quiera al cutoff, que sigue siendo nominalmente Λ.) La cuestión es ver cómo simplificar el

conjunto µ(s) para poder calcular G.
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Primero que nada recordemos que dentro de la formulación CTP, aparte de los acoplamientos

y del cutoff, existe otro parámetro más, que es el tiempo T en el cual se unen las dos historias

del camino temporal. Si se recuerda lo visto en el Capítulo 1, inicialmente el significado de

T era el del tiempo al que se calculaban los elementos de matriz de la matriz densidad, con

los que a su vez se obtenían los valores de expectación a ese mismo tiempo. Luego, cuando

introdujimos la funcional generadora, vimos que, en realidad, cerrando el camino temporal en

T uno podía calcular valores de expectación que involucraran cualquier tiempo entre 0 y T .

Un mismo valor de T , lo suficientemente grande, podría servir para calcular todos los valores de

expectación en que uno esté interesado, así como una teoría con un cutoff muy grande podría

servir, en principio, para calcular valores de expectación de modos tanto de longitudes cortas

como largas. El punto es que ni una ni otra cosa son necesarias si los tiempos y los impulsos de

interés están acotados [58]. Y, en verdad, cada modo del inflatón poseerá una escala típica de

evolución temporal, dada por el tiempo al que abandona el horizonte.

En segundo lugar, hay que recordar que no todos los acoplamientos de la teoría efectiva

cobran la misma importancia a medida que avanza el flujo del grupo de renormalización. Los

acoplamientos de cuatro campos V4i, locales en el tiempo y en el espacio y que hacen las veces

de λ en la acción CTP, se mantienen constantes. Los otros acoplamientos no locales de cuatro

campos, que llamamos W4i, parten de cero y se comportan como funciones oscilatorias de

es = z. Del mismo modo se comportan los acoplamientos de seis campos, v6i. En cambio, los

acoplamientos no locales de dos campos, W21 y W22, crecen como z, y el término de masa V21

lo hace como z2.

Basándonos en el crecimiento de los acoplamientos, lo que haremos será calcularG(k, t, t′, µ(s))

aproximando la acción CTP por su parte cuadrática, dada por las Ecs. (7.30) y (7.31):

S ≈ S0 + S2, (12.13)

con

S0[ϕ, φ, s] =

∫ T (s)

0

dt

∫

Λ

ddk 1
2

[

ϕ̇(k, t) φ̇(−k, t)− k2 ϕ(k, t)φ(−k, t)
]

, (12.14)
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S2[ϕ, φ, s] =

∫ T (s)

0

dt

∫

Λ

ddk

{

V21(t, s) ϕ(k, t)φ(−k, t)

+

∫ T (s)

0

dt′
[

W21(k, t, t
′, s) ϕ(k, t)φ(−k, t′) + iW22(k, t, t

′, s) ϕ(k, t)ϕ(−k, t′)
]

}

, (12.15)

donde T (s) = e−s T . Cuando es sea mucho mayor que 1, los otros términos de interacción serán

e−s o e−2s menores que los que aparecen en la Ec. (12.13).

Ya vimos en la Sección 8.3.2 que aún usando esta aproximación no es un asunto fácil

calcular las funciones de correlación. Es aquí donde usaremos que cada modo evoluciona

durante un tiempo finito, que asumiremos grande comparado con el período de oscilación de los

acoplamientos. De esta manera, podremos eliminar, promediando en el tiempo, las oscilaciones

rápidas y obtener acoplamientos independientes del tiempo, para los cuales es sencillo calcular

las funciones de correlación. Por ejemplo, a partir del acoplamiento1

i

∫ T (s)

0

dt

∫ T (s)

0

dt′ W22(t, t
′, s)ϕ(t)ϕ(t′), (12.16)

extraeremos un término local de ruido

i

∫ T (s)

0

dt
1

2
ν(s)ϕ(t)ϕ(t), (12.17)

definiendo

ν(s) =
2

T (s)

∫ T (s)

0

dt

∫ T (s)

0

dt′ W22(t, t
′, s) =

4

T (s)

∫ T (s)

0

dt

∫ t

0

dt′ W22(t, t
′, s). (12.18)

En el último paso se ha usado la paridad de W22.

Se recordará que el término
∫ T (s)

0

dt

∫ t

0

dt′ W21(t, t
′, s)ϕ(t)φ(t′) (12.19)

implicaba disipación. Para tener esto en cuenta, lo reemplazaremos por un término de fricción,

de la forma

−

∫ T (s)

0

dt κ(s)ϕ(t)φ̇(t), (12.20)

1 Para no recargar la notación, omitiremos mientras no sea fundamental la dependencia en k o s.



12. Inflación y GR fuera del equilibrio 191

definiendo

κ(s) =
1

T (s)

∫ T (s)

0

dt

∫ t

0

dt′ (t− t′)W21(t, t
′, s). (12.21)

El sentido de esta definición surge de escribir

S21 =

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′ W21(t, t
′)ϕ(t)φ(t′) =

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′ W21(t, t
′)ϕ(t)

[

φ(t) + (t′ − t) φ̇(t) + . . .
]

=

∫ T

0

dt

[

ϕ(t)φ(t)

∫ t

0

dt′ W21(t, t
′) + ϕ(t)φ̇(t)

∫ t

0

dt′ (t′ − t)W21(t, t
′) + . . .

]

, (12.22)

y de aproximar el resultado de las integrales en t′ por sus valores medios

S21 ≈

∫ T

0

dt

[

ϕ(t)φ(t)

{

1

T

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′ W21(t, t
′)

}

− ϕ(t)φ̇(t)

{

1

T

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′ (t− t′)W21(t, t
′)

}

+ . . .

]

. (12.23)

El primer término es equivalente a un término de masa al cuadrado, con

m2
W (s) = −

2

T (s)

∫ T (s)

0

dt

∫ t

0

dt′ W21(t, t
′, s), (12.24)

y el segundo es el término de fricción que introdujimos en las Ecs. (12.20) y (12.21). Genuina-

mente, m2
W no representa lo que uno suele llamar masa, ya que la función W21 es una función de

k. De todas maneras, a los efectos del cálculo del propagador esta distinción no es importante.

Por último, a partir acoplamiento V21(t, s) podemos definir otro término de masa al cuadra-

do, independiente de k esta vez, con

m2
V (s) = −

2

T (s)

∫ T (s)

0

dt V21(t, s). (12.25)

Ahora hay que volver al campo y tiempo conformes. El modo con número de onda k

abandona el horizonte cuando su longitud física iguala al tamaño del horizonte; es decir, cuando

a/k es del mismo orden que H−1. Como antes, tomaremos por criterio la igualdad a/k = H−1.

Usando la Ec. (12.7), esto equivale a decir que a la salida del horizonte es

η = −k−1. (12.26)
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Para los modos que nos interesan, este valor de η es mayor que η∗, el comienzo de inflación. El

tiempo que permanece el modo dentro del horizonte será entonces

T (k) = −k−1 − η∗. (12.27)

Lo que haremos será tomar η∗ como origen del tiempo conforme y usaremos τ para representar

esta variable temporal,

τ = η − η∗. (12.28)

Al ser cuadrática la acción, cada modo puede tratarse por separado. Esto permite definir para

cada modo su propio tiempo T , donde se unen las dos historias del camino temporal cerrado,

identificando T con el tiempo T (k), durante el cual el modo permanece dentro del horizonte.

Estrictamente hablando, la independencia de los modos es válida sólo después de que las no

linealidades han dejado de actuar, ya avanzado el flujo inducido por el grupo de renormalización.

Pero de todas maneras, uno puede definir una familia de acciones CTP, cuyos elementos se

distingan por el valor de T . Para cada modo k se tomará de esa familia la que tenga T = T (k).

Ordenando todo lo que acabamos de decir, la acción CTP en la escala s para cada modo k

del campo conforme, referido a esa misma escala, será aproximada por

Sk[ϕc, φc, s] =

∫ T (k,s)

0

dτ
1

2

{

ϕ′
cφ

′
c −

(

k2 + e2sm2
[

k, T (k, s), s
]

)

ϕcφc

+i e2s ν
[

k, T (k, s), s
]

ϕ2
c − 2 es κ

[

k, T (k, s), s
]

ϕcφ
′
c

}

. (12.29)

Ahora explicaremos el significado de esta elección. Primero, el tiempo

T (k, s) = e−s T (e−s k) (12.30)

tiene en cuenta dos cosas: que el tiempo T en las integrales CTP corre como e−s T , y que el

modo k en la escala s es originalmente el modo e−s k, y por lo tanto antes del rescaleo tenía

asociado un tiempo T (e−sk), apropiado para ese valor de k. Por otro lado, restituyendo la
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dependencia en k,

m2(k, T, s) = −
2e−2s

T

[∫ T

0

dt V21(t, s) +

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′ W21(k, t, t
′, s)

]

, (12.31)

ν(k, T, s) =
4e−2s

T

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′ W22(k, t, t
′, s), (12.32)

κ(k, T, s) =
e−s

T

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′ (t− t′)W21(k, t, t
′, s). (12.33)

Al escribir la acción (12.29) y luego al definir m2, ν y κ hemos apartado un factor e2s, en los

primeros dos casos, y un factor es en el último. Esto es para eliminar en las definiciones de

m2, ν y κ los factores que marcan su crecimiento asintótico cuando es ≫ 1. Esto no quiere

decir necesariamente que los parámetros así definidos sean constantes para es ≫ 1. Además

de funciones oscilatorias, su comportamiento puede incluir términos de crecimiento anómalo,

usualmente proporcionales a alguna potencia de s, no de es. De todas maneras, no será ése el

caso. El hecho de que m2 y ν2 escaleen como e2s y κ lo haga como es puede verse como un

mero reflejo de sus dimensiones.

Volviendo al cálculo de la función de correlación. Como t = t′, la función de correlación que

buscamos está dada por

⟨Φ(k, t)Φ(k′, t)⟩ =
1

4
⟨φ(k, t)φ(k′, t)⟩ =

1

4
G(k, t, t) δ3(k+ k′). (12.34)

[Ver la Ec. (1.52).] A su vez, la función G para el campo original estará relacionada con la

función Gc del campo conforme a través de la Ec. (12.7). Como siempre evaluaremos la función

de correlación en t = t′, mostraremos una sola de estas variables, de manera que resulta

G(k, t) =
1

a(t)2
Gc

(

k, τ(t), λ
)

. (12.35)

La variable τ es la que introdujimos antes, redefiniendo el origen del tiempo conforme en η∗. En

el segundo miembro figura la función Gc asociada a la teoría original para el campo conforme,

donde el único acoplamiento es λ. Ahora usamos la Ec. (12.12) para relacionar esta función con

la función correspondiente de la teoría efectiva en la escala s. Teniendo en cuenta la dependencia
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en k y en T de los acoplamientos, y además que T (es k, s) = e−s T (k), resulta

Gc(k, τ, λ) = es Gc

(

es k, e−s τ, µ[es k, e−s T (k), s]
)

, (12.36)

donde el conjunto de acoplamientos está dado por

µ[k, T, s] =
{

m2(k, T, s), ν(k, T, s), κ(k, T, s)
}

. (12.37)

Es necesario evaluar todas estas funciones en el momento en que el modo abandona el horizonte,

cuando a = kH−1 y τ = T (k). Así, finalmente,

⟨Φ(k, t)Φ(k′, t)⟩SH =
H2

4k2
Gc

(

k, T (k), λ
)

δ3(k+ k′)

=
esH2

4k2
Gc

(

es k, e−s T (k), µ[es k, e−s T (k), s]
)

δ3(k+ k′). (12.38)

Podemos ahora usar la libertad para elegir el valor de s y redistribuir dentro de la función Gc

parte de la dependencia en k. Esto se logra tomando

es =
Λ

k
.

Abreviando T (k) = Tk, con este valor de es queda

⟨Φ(k, t)Φ(k′, t)⟩SH =
ΛH2

4k3
Gc

(

Λ,
k

Λ
Tk, µ

[

Λ,
k

Λ
Tk, log

Λ

k

])

δ3(k+ k′). (12.39)

Si la teoría no tuviera interacciones, sería Gc(k, T ) ∝ k−1, y se recupera el espectro (12.1).

Involucrados también en la expresión final de Gc estarán los parámetros que definen la matriz

densidad inicial,

ρ̂0[Φ] = exp

{∫

ddk β(k)
[

1
2
Φ̇(k)Φ̇(−k)− 1

2
a2(k) Φ(k)Φ(−k)

]

}

, (12.40)

aunque hasta ahora no los hayamos mencionado. Tomaremos para ellos valores de vacío y

temperatura cero,

a(k) = k y β−1(k) = 0. (12.41)
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Se ha señalado antes que para la teoría interactuante éste no es un estado de equilibrio. En el

propagador G lo que importa es la combinación 1+2(eaβ−1)−1, que será igual a 1, independiente

de s; ver las Ecs. (8.3) y (8.4), o la Sección 8.3. El propagador G asociado a esta matriz densidad

y a una acción de la forma

S[ϕ, φ] =

∫ T

0

dt

{

1

2

[

ϕ̇(t) φ̇(t)− (m2 + k2)ϕ(t)φ(t)
]

+
i

2
ν ϕ(t)ϕ(t)− κϕ(t) φ̇(t)

}

, (12.42)

se calcula en el Apéndice A, Ec. (A.46). En t = t′ encontramos

G(k, t, {m2, ν, κ}) =
2

k
e−2κt

[

k2

ω2
+
m2 − κ2

ω2
cos(2ωt) +

κ

ω
sen(2ωt)

]

+
ν

κω2
0

{

1−

[

ω2
0

ω2
−
κ2

ω2
cos(2ωt) +

κ

ω
sen(2ωt)

]

e−2κt

}

, (12.43)

donde ω2
0 = m2 + k2 y ω2 = ω2

0 − κ2. Teniendo en cuenta que en lugar de la acción (12.42)

estamos trabajando con una acción de la forma (12.29), cuando calculemos el segundo miembro

de la Ec. (12.39) en el lugar de ω2
0 aparecerá la combinación

m2Λ
2

k2
+ Λ2. (12.44)

El valor mínimo que tomará k es el correspondiente al modo que al comienzo de inflación tiene

justo el tamaño del horizonte, esto es

k∗ = −
1

η∗
. (12.45)

Sabemos que m2 es de orden λ, y que ν y κ son de orden λ2. Suponiendo que k∗ sea mucho

mayor que m, y por lo tanto mucho mayor que κ, cuando calculemos el segundo miembro de

(12.39) podremos aproximar (12.43) por

Gc(k, t, {m
2, ν, κ}) ≈

2

k
e−2κt

{

1 +
m2

k2

[

cos(2kt)− 1
]

}

. (12.46)

Finalmente,

⟨Φ(k, t)Φ(k′, t)⟩SH ≈
H2

2k3
e−2κk Tk

{

1 +
m2

k

k2

[

cos(2kTk)− 1
]

}

δ3(k+ k′), (12.47)
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con

m2
k = m2

[

Λ,
k

Λ
Tk, log

Λ

k

]

y κk = κ

[

Λ,
k

Λ
Tk, log

Λ

k

]

. (12.48)

La Ec. (12.47) es el resultado fundamental.

Lo que interesa es el comportamiento del espectro como función de k. El primer factor, pro-

porcional a k−3, corresponde a la teoría sin interacciones; es el espectro de Harrison−Zel’dovich.

El producto de los otros dos factores determina lo que definimos en la Ec. (12.2) como el índice

espectral, sabiendo ahora que la constante de proporcionalidad es H2/2:

n(k)− 1 = (log k)−1 log

(

e−2κk Tk

{

1 +
m2

k

k2

[

cos(2kTk)− 1
]

})

= (log k)−1

(

−2κk Tk + log

{

1 +
m2

k

k2

[

cos(2kTk)− 1
]

})

. (12.49)

Lo razonable es que el mayor aporte provenga del término que involucra a m2
k, puesto que κ es

de orden λ2 y m2 es de orden λ. El resultado al que llegaremos al final del capítulo será un

gráfico para n(k)− 1. Primero deberemos fijar con más precisión las condiciones del problema,

y una vez hecho eso todavía habrá que calcular las funciones mk y κk.

Entonces, antes de seguir fijaremos las condiciones que definen el problema. Ya vimos que

el mínimo valor de k está dado por k∗ = 1/|η∗|, que corresponde al primer modo que abandona

el horizonte. El cociente entre las escalas de longitud máximas y mínimas en que se observan

inhomogeneidades es del orden de 100. De manera que

1

|η∗|
≤ k .

100

|η∗|
. (12.50)

A partir de la Ec. (12.27) resulta

kTk = k|η∗| − 1, (12.51)

y entonces

0 ≤ kTk . 100 y 0 ≤ Tk . 990. (12.52)
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Convendrá tomar unidades tales que Λ sea igual a 1. Para asegurar (pero sin exagerar) que

estemos en la zona es ≫ 1, elegiremos η∗ = −1000. Así, k estará entre 1/1000 y 1/10, lo que

corresponde a es = k−1 entre 10 y 1000.

Trataremos por separado las contribuciones al índice espectral de los términos asociados a

m2
k y κk en la Ec. (12.49).

Con respecto a m2: es una cantidad que estará dada por la suma de los dos términos que

aparecen en la Ec. (12.31). En relación al primero ya habíamos notado al calcular las soluciones

de orden cero que, a grandes rasgos, el efecto de de V21 era el de introducir un término de masa.

Ahora habrá también una contribución asociada a W21. Al calcular el promedio indicado en

la Ec. (12.31), la contribución debida a V21 se divide en dos partes, una de orden λ y otra de

orden λ2. En la Ec. (8.46) está escrita la función V21(t, z). La contribución de orden λ a m2,

para es = z ≫ 1, es independiente de T ,

(m2
V,λ)[e

−s T, s] = −6v0. (12.53)

Con los subíndices se indica que: i) la contribución viene de la función V21, y ii) que es la parte

que viene del término de orden λ en la expresión de V21. Al escribir la contribución de orden λ2,

hay que tener en cuenta que, aunque trabajemos en la zona z ≫ 1, el propio Tk tomará valores

de orden z, y entonces el cociente z/T no necesariamente es un número mucho mayor que 1.

Hecha esta salvedad, la contribución de orden λ2 que aporta V21 a la masa es, aproximadamente,

(m2
V,λ2)[e−s T, s] = 9v20

[

− 2 +
1− cos(2T )

T 2
−

2 sen(2T/z)

zT
+

4 log z

z2

]

. (12.54)

La contribución deW21 am2 se calcula tomando el promedio indicado en el segundo miembro

de la Ec. (12.31). Como estamos asumiendo z = es = Λ/k ≫ 1, la función W21 que hay que

usar es la que corresponde a la zona z > k + 2, Ec. (8.39). Escribir el resultado final aquí no

resultará muy ilustrativo. Una expresión aproximada de la contribución de W21 a la masa es

(m2
W )[k, e−s T, s] ≈ −6v20

{

12
[

− 1 + 3Ci(2T )− 3Ci(3T ) + 3 log 3
2

]

−
6

T

[

3 sen(2T )− 2 sen(3T ) + 4Si(2T )− 4Si(3T )
]

−
1

T 2

[

1 + 3 cos(2T )− 4 cos(3T )
]

}

,

(12.55)
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donde Ci y Si son el coseno y el seno integral. Notemos que de los tres términos de masa, el

de orden λ, aportado por V21 en la Ec. (12.53), y que será el dominante, es positivo, ya que

v0 = −λ/(96π2), y λ es por hipótesis una cantidad mayor que cero.

Más abajo se grafican (m2
V,λ2)[e−s T, s] y (m2

W )[1, e−s T, s] como funciones de T , para los dos

valores extremos de z(= es) relevantes al problema que estamos tratando: z = 10 y z = 1000.

Ya para este valor de z, a todos los fines prácticos las funciones son iguales a las que resultan

de tomar z−→ ∞.
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Figura 12.1: Los términos de masa al cuadrado (m2

V,λ2)[e−s T, s] y (m2

W )[k = 1, e−s T, s] graficados como
funciones de T para z = 10 (línea continua) y z = 1000 (línea de puntos). Notar que se trata de funciones que
toman valores negativos. Sin embargo, en el resultado final, el término dominante es el debido a m2

V,λ, igual a
λ/(16π2), y es positivo. Los recuadros muestran con más detalle la región superior de las curvas.

De la función m2
W no estamos graficando la expresión aproximada dada antes sino el

resultado exacto del promedio en (12.31), de ahí la dependencia en z, que no aparece en la

Ec. (12.55). Además la estamos evaluando en k = 1, que es el valor que luego se usará para

calcular m2
k, Ec. (12.48). Las dos funciones m2

V,λ2 y m2
W son siempre negativas, y para valores

grandes de T y z tienden un par de constantes,

m2
V,λ2 −→ −18v20,

m2
W −→ −72v20

(

−1 + 3 log 3
2

)

≈ −16v20. (12.56)

Pasemos ahora a la otra función necesaria para calcular el índice espectral, la función κ,

que exige calcular el promedio dado en la Ec. (12.33). En el intervalo de s y T que necesitamos,
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será suficiente usar la aproximación que resulta de tomar k/z = 0, que escribimos aquí abajo

contando con la indulgencia del lector

κ[e−sT, s] = −
6v20
T

{

3 + 6 cos[2T ] + 4 cos[3T ]− 4
(

3 cos[(2 + 1/z)T ] + cos[3T/z]
)

+3 cos[4T/z] + 9Ci[2T ] + 4Ci[3T ]− 12Ci[(2 + 1/z)T ]− 4Ci[3T/z] + 3Ci[4T/z]

−15 log[2]− 13 log[z] + 12 log[1 + 2z] + 12T
(

Si[2T ] + Si[3T ]− 2Si[T (2 + 1/z)]
)}

+
36v20
zT

{

− 1 + cos[2T ] + 2T
(

Si[2T ]− Si[(2 + 1/z)T ]− Si[3T/z] + Si[4T/z]
)}

. (12.57)

En la figura siguiente, el panel de la izquierda muestra un gráfico de esta función para z = 10

y z = 1000. Contrariamente a lo que pasaba con los términos de masa, a los fines prácticos

z = 1000 y z−→ ∞ no serán en este caso indistinguibles. Como lo que importa en la expresión

(12.49) es el producto κT , y como además T toma valores del orden de z, pueden formarse

productos T/z que de ordinario de anularían en el límite z−→ ∞, pero que para los valores

finitos que estamos usando y para T del mismo orden de magnitud que z, son de orden 1. Esto

es lo que se ilustra en el panel derecho de la figura.
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Figura 12.2: A la izquierda, la función κ[e−s T, s] definida en la Ec. (12.57), graficada como función de T para
z = es = 10 y z = es = 1000. A la derecha, el producto de esa función por T , para varios valores de z.
Aunque en el gráfico de la izquierda las curvas con z > 1000 no se distinguirían entre sí, pequeñas diferencias
de orden 1/z, pueden amplificarse lo suficiente como para ser notadas al multiplicar esas funciones por valores
de T comparables con z.
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Ya calculados los aportes a la masa y a κ, podemos escribir todas las contribuciones al

índice espectral, Ec. (12.49). Entre los términos de masa, genéricamente cada uno contribuirá

a n(k)− 1 con una expresión de la forma

[n(k)− 1]m2 = (log k)−1 log

[

1 +
m2

k

k2

{

cos
[

2(k|η∗| − 1)
]

− 1
}

]

≈ (log k)−1 m
2
k

k2

{

cos
[

2(k|η∗| − 1)
]

− 1
}

. (12.58)

Aquí la función m2
k es

m2
k = m2[1, kTk, 1/k], (12.59)

con Tk = |η∗| − k−1.

De los tres términos de masa, el de orden λ era una constante, y los otros dos eran

aproximadamente constantes para 1 . T . Ahora bien, la variable temporal que aparece en mk

es Tk = |η∗|−1/k. Comienza siendo cero para k = |η∗|−1 = 1/1000, pero muy pronto sobrepasa

el valor 1, cuando 1/999 . k. Así que, prácticamente, para calcular las contribuciones de las

masas al índice espectral sólo necesitamos sus valores asintóticos cuando T −→ ∞, que son

valores que varían a su vez muy poco con z, como muestra la Fig. 12.1. Además, el error que

pueda estarse cometiendo para valores de k muy próximos a |η∗|−1 cae en una zona que de por

sí escapa a una de las hipótesis desde las que partimos. El reparo que hay que hacer a la región

próxima a k = |η∗|−1 es que corresponde a tiempos Tk cercanos a cero. Para esos valores de k

no es cierto que el tiempo Tk sea grande comparado con el período de las oscilaciones, que es

de orden 1 (en términos de las variables de la escala s = 0). Ésta era una de las hipótesis para

justificar el uso de acoplamientos promediados en el tiempo.

El hecho de que para los valores relevantes de las variables, las tres masas sean aproximada-

mente constantes, hace que sus contribuciones al índice espectral estén dadas, con muy poco

error, por una misma función, donde sólo cambia un factor de proporcionalidad igual al valor

asintótico m2 asociado a casa una. Resumiendo, usando la Ec. (12.53) para m2
V,λ y el par de

Ecs. (12.56) para los valores asintóticos de m2
V,λ2 y m2

W , podemos aproximar la parte del índice
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espectral debida m2 por

[n(k)− 1]m2 ≈ m2
∗

cos
[

2(k|η∗| − 1)
]

− 1

k2 log k
, (12.60)

donde

m2
∗ = 6|v0| − v20

[

18 + 72
(

−1 + 3 log 3
2

)]

(12.61)

es la suma de los valores asintóticos de los tres términos de masa al cuadrado. La contribución

dominante vendrá dada por el término de orden v0. Recordamos aquí que v0 = −λ/(96π2).

A todo esto, la contribución al índice espectral del término κkTk es

[n(k)− 1]κ = −2(log k)−1 κkTk, (12.62)

con κk = κ[1, kTk, 1/k], y donde para κ puede usarse la aproximación (12.57). No parece práctico

en este caso tratar de obtener una expresión más simple, como sucedió con la contribución

debida a m2.

La siguiente figura resume los resultados anteriores.
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Figura 12.3: A la izquierda, en trazo continuo, el gráfico de la función que, según la Ec. (12.60), determina
la contribución del término de masa al índice espectral n(k); y la misma función, en línea de trazos, luego
de eliminar el término oscilatorio. El factor |η∗|−2 se introdujo a modo de normalización. A la derecha, la
contribución al índice espectral que viene del término de decaimiento exponencial asociado a κ.

Al graficar [n(k)−1]m2 hemos dividido por |η∗|2, a modo de normalización. Ya que el término

dominante en m2
∗ es positivo, el gráfico es el adecuado a esta elección del signo. Superpuesta



202 12. Inflación y GR fuera del equilibrio

a la función [n(k) − 1]m2 se muestra la curva que resulta de eliminar el término oscilatorio en

la Ec. (12.60). Esto es para mostrar la tendencia general de la función, que es lo máximo que

pueden decir los experimentos actuales. Es interesante que el término asociado a κ sea también

una función que decrece al aumentar k. Aún (muy) en el límite del error experimental, los

resultados de WMAP combinados con otras mediciones de estructura en escalas grandes, dan

un valor negativo para la derivada de n(k) respecto de k [87, 89].



Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado la forma de implementar una transformación de grupo de

renormalización (GR) para teorías de campos fuera del equilibrio. Hemos tratado tanto sistemas

cuánticos como sistemas de campos estocásticos descriptos por ecuaciones de Langevin. La

transformación que hemos definido involucra la eliminación de grados de libertad en las escalas

de longitudes cortas, en favor de una descripción efectiva de las escalas más largas.

Las dos herramientas fundamentales que hemos usado han sido, por un lado, las ideas del GR

en el espacio de momentos (cuya esencia no depende de si se trata de un sistema en equilibrio

o fuera de él), y, por otro lado, las técnicas del funcional de influencia y de las integrales de

camino temporal cerrado (CTP), usadas para tratar la evolución de sistemas cuánticos abiertos.

Bajo este aspecto hemos considerado el problema de un campo escalar con interacciones.

Eliminando recursivamente modos del campo contenidos en cáscaras infinitesimales del

espacio de momentos, hemos obtenido un conjunto de ecuaciones de GR. De fundamental

importancia ha sido trabajar con una parametrización de las acciones CTP dentro de la cual la

transformación de GR resultase cerrada. En relación a esto, hemos dado un método explícito

sobre cómo definir funcionales de los campos, con acoplamientos no locales, que puedan usarse

como punto de partida para definir acciones CTP. Hemos extendido las reglas diagramáticas de

eliminación de modos en una cáscara, propias del GR wilsoniano para sistemas en equilibrio,

al caso en que la descripción se realiza mediante funcionales CTP.

Dentro de la teoría cuántica de campos, consideramos en particular el problema en que

la condición inicial para el GR es la acción λΦ4. Para tratar este problema recurrimos a
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una aproximación que consistió en escribir las ecuaciones de GR conservando únicamente los

acoplamientos generados hasta orden λ2. En una exposición usual de teoría de perturbaciones,

esto significaría construir todos los diagramas posibles hasta ese orden. Pero, a los efectos

de escribir las ecuaciones de GR, eso resultaría insuficiente. Calculada una primer familia de

diagramas y acoplamientos, es necesario volver a plantear de nuevo el cálculo perturbativo, y así

tantas veces como sea necesario, hasta no generar ningún nuevo término de interacción hasta el

orden buscado en λ. Fijar un orden máximo en λ nos permitió trabajar con acoplamientos más

simples. Aún así, hemos tenido que enfrentarnos con acoplamientos no locales en el tiempo,

y ahí radica gran parte de las dificultades que hemos encontrado para resolver las ecuaciones

de GR. Hemos delineado, sin embargo, un posible método de solución autoconsistente, para

el cual hemos escrito las soluciones de orden cero. Para ilustrar el significado de los términos

generados por el GR, hemos expuesto la naturaleza disipativa de la solución encontrada. Hay

que remarcar que nuestro punto de partida fue una teoría sin ruido ni disipación, y que estos

elementos son consecuencia del propio flujo inducido por el GR.

Todavía en el contexto de una teoría cuántica de campos, usamos los resultados obtenidos

al tratar con la teoría λΦ4 para analizar un modelo muy simple del campo del inflatón. Hemos

mostrado cómo el hecho de contar con un parámetro dimensional extra (el tiempo T al que

se unen las historias en las integrales CTP) junto con la existencia de una escala de evolución

temporal bien definida (el tiempo que permanecen los modos del inflatón dentro del horizonte)

permite dar una aproximación local de la acción CTP, con términos de ruido y fricción viscosa.

Usando esta acción local, calculamos el espectro del campo del inflatón relevante para el

problema de la creación de estructura.

Fuera de la teoría cuántica de campos, hemos mostrado que las mismas ideas de sistemas

cuánticos abiertos e integrales CTP permiten tratar ecuaciones diferenciales estocásticas. Es-

cribimos para estas ecuaciones una acción y una funcional generadora CTP, con las cuales es

posible calcular la evolución de valores medios asociados al campo estocástico. La equivalencia

con otros métodos fue puesta de manifiesto, en especial con el método de Martin−Siggia−Rose.
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Aunque durante la investigación el GR fue primero aplicado a las ecuaciones diferenciales

estocásticas y recién después a las teorías de campos cuánticos, preferimos presentar los resul-

tados en el orden inverso. Como modelo de aplicación del GR a las ecuaciones diferenciales

estocásticas, rederivamos un conjunto de resultados conocidos para la ecuación KPZ.





APÉNDICE A

Cálculo de los propagadores CTP

Para calcular los propagadores (2.29) y (2.30), podemos seguir el siguiente procedimiento.

Primero repetimos aquí, simplificando un poco la notación, las definiciones de la acción libre

(2.3) y de la matriz densidad (2.12)

Sfree[ϕ, φ] =

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk

{

1

2

[

ϕ̇k(t) φ̇−k(t)− k2 ϕk(t)φ−k(t)
]

+

∫ T

0

dt′
[

v21(k, t, t
′)ϕk(t)φ−k(t) + i v22(k, t, t

′) ϕk(t)ϕ−k(t
′)
]

}

, (A.1)

ρ0 [ϕk(0), φk(0)] = exp

(

−

∫

Λ

ddk
a(k)

4

{

coth

[

aβ(k)

2

]

|ϕk(0)|
2 + tanh

[

aβ(k)

2

]

|φk(0)|
2

})

.

(A.2)

Como la acción libre y la matriz densidad iniciales son cuadráticas en los campos e invariantes

translacionales, podemos considerar un solo modo. Los propagadores pueden calcularse a partir

de la funcional generadora

Zk[J, j ] =

∫

DϕDφ exp

{

iSk[ϕ, φ] + i

∫ T

0

dt
[

J(t)ϕ(t) + j (t)φ(t)
]

}

ρ0 [ϕ(0), φ(0)], (A.3)
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donde la acción y la matriz densidad para cada modo son

Sk[ϕ, φ] =

∫ T

0
dt

{

1

2

[

ϕ̇(t) φ̇(t)− k2 ϕ(t)φ(t)

]

+

∫ T

0
dt′
[

v21(t, t
′) ϕ(t)φ(t′) + i v22(t, t

′) ϕ(t)ϕ(t′)
]

}

,

(A.4)

ρ0 [ϕ(0), φ(0)] = exp

{

−
a

4

[

1

y
ϕ2(0) + y φ2(0)

]}

, (A.5)

con

y = tanh

(

aβ

2

)

. (A.6)

Queda sobrentendido que las funciones v21, v22, a y β están todas evaluadas en k. Si se conoce

Zk[J, j ], las funciones G y G, Ecs. (2.31) y (2.32), se obtienen tomando sus derivadas,

G(t, t′) = −i
1

Zk

δ2Zk

δJ(t)δj (t′)

∣

∣

∣

J=j=0

G(t, t′) = −
1

Zk

δ2Zk

δJ(t)δJ(t′)

∣

∣

∣

J=j=0
(A.7)

Para simplificar la escritura se ha omitido la dependencia en k de las funciones G y G. Ahora

bien, la Ec. (A.3) tiene la forma de una transformada de Fourier para una funcional gaussiana,

de manera que Zk misma será la exponencial de una funcional gaussiana de las corrientes J y

j ; es decir, uno puede anticipar que

Zk[J, j ] = exp

{∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′
[

J(t) iG(t, t′) j (t′)−
1

2
J(t)G(t, t′)J(t′)

]

}

, (A.8)

a menos de un factor constante. Debido a la condición CTP y al hecho de considerar de manera

explícita una matriz densidad no trivial, no es tan directo obtener G y G. Lo que conviene

hacer primero es eliminar el término v22(t, t
′)ϕ(t)ϕ(t′) de la acción libre, introduciendo una

variable auxiliar,

exp

[

−

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′ v22(t, t
′) ϕ(t)ϕ(t′)

]

=

∫

Dη exp

[

i

∫ T

0

dt ϕ(t)η(t)

]

exp

{

−
1

4

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′ η(t) [v22(t, t
′)]

−1
η(t′)

}

, (A.9)
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siempre a menos de un factor multiplicativo constante, y donde [v22]
−1 debe ser entendido en

un sentido matricial. El hecho importante es que uno puede reescribir la Ec. (A.3) agrupando

el término ηϕ con el término de corriente jϕ,

Zk[J, j ] =

∫

Dη exp

{

−
1

4

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′ η(t) [v22(t, t
′)]

−1
η(t′)

}

×

∫

DϕDφ exp

[

i

∫ T

0

dt

{

1

2

[

ϕ̇(t) φ̇(t)− k2 ϕ(t)φ(t)
]

+

∫ T

0

dt′
[

v21(t, t
′) ϕ(t)φ(t′)

]

}]

× exp

[

i

∫ T

0

dt
{

[η(t) + j (t)]ϕ(t) + J(t)φ(t)
}

]

ρ0 [ϕ(0), φ(0)]. (A.10)

De esta forma la funcional generadora Zk asociada a la acción (A.4) se calcula como una integral

sobre η

Zk[J, j ] =

∫

Dη exp

{

−
1

4

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′ η(t) [v22(t, t
′)]

−1
η(t′)

}

Z̃k[J, j + η], (A.11)

donde Z̃k[J, j ] es la funcional generadora cuando se omite el término v22ϕϕ de la acción,

Z̃k[J, j ] =

∫

DϕDφ exp
{

iS̃[ϕ, φ] + i

∫ T

0

dt
[

j (t)ϕ(t) + J(t)φ(t)
]}

ρ0 [ϕ(0), φ(0)], (A.12)

con

S̃[ϕ, φ] =

∫ T

0

dt

{

1

2

[

ϕ̇(t) φ̇(t)− k2 ϕ(t)φ(t)
]

+

∫ T

0

dt′
[

v21(t, t
′) ϕ(t)φ(t′)

]

}

. (A.13)

Esta Z̃k tendrá la misma forma que Zk, Ec. (A.8),

Z̃k[J, j ] = exp

{∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′
[

J(t) iG̃(t, t′) j (t′)−
1

2
J(t) G̃(t, t′)J(t′)

]

}

. (A.14)

Usando esta forma en la Ec. (A.11), se factoriza la parte del exponente proporcional a η y todo

lo que no depende de η se saca fuera de la integral; entonces resulta

Zk[J, j ] = Z̃k[J, j ]

∫

Dη exp

{

−
1

4

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′ η(t) [v22(t, t
′)]

−1
η(t′)

}

× exp

{

−i

∫ T

0

dt′ η(t′)

[∫ T

0

dtJ(t) G̃(t, t′)

]}

. (A.15)
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La integral sobre η es de nuevo una transformada de Fourier gaussiana, con lo que queda,

finalmente,

Zk[J, j ] = Z̃k[J, j ] exp

{

−

∫ T

0

dτ

∫ T

0

dτ ′
[∫ T

0

dtJ(t) G̃(t, τ)

]

v22(τ, τ
′)

[∫ T

0

dt′ J(t′) G̃(t′, τ ′)

]}

.

(A.16)

Como en la exponencial no aparece j , una conclusión inmediata es que el propagador G̃ asociado

a Z̃k es igual al propagador G asociado a Zk: el término de ruido no modifica el propagador

retardado. En cambio, existirá la siguiente relación entre G̃ y G

G(t, t′) = G̃(t, t′) + 2

∫ T

0

dτ

∫ T

0

dτ ′ G(t, τ) v22(τ, τ
′)G(t′, τ ′). (A.17)

Luego de estas operaciones propiciatorias, estamos casi donde empezamos: el único avance

es que la acción para la que se han de calcular los propagadores es un poco más simple que la

original, pues carece del término de ruido. Para el cálculo propiamente dicho de los propagadores

seguimos ahora el método que figura, por ejemplo, en el libro de Zinn−Justin [69], Sec. 2.3,

adaptándolo a la formulación CTP. Primero, dentro de las integrales funcionales en la Ec. (A.12)

se separan las tres integrales asociadas a los valores de los campos en los extremos del intervalo

0 ≤ t ≤ T , teniendo en cuenta que ϕ(T ) = 0,

Z̃k[J, j ] =

∫ ∞

−∞

dϕ(0)

∫ ∞

−∞

dφ(0)

∫ ∞

−∞

dφ(T )

×

∫

0<t<T

DϕDφ exp
{

iS̃[ϕ, φ] + i

∫ T

0

dt
[

j (t)ϕ(t) + J(t)φ(t)
]}

ρ0 [ϕ(0), φ(0)]. (A.18)

El siguiente paso es cambiar de variables, escribiendo los campos ϕ y φ, en el intervalo 0 <

t < T , como

ϕ = ϕ h + ϕ c, (A.19)

φ = φ h + φ c, (A.20)
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donde ϕ c y φ c satisfacen el par de ecuaciones clásicas de movimiento asociadas a la acción S̃,

ϕ̈ c(t) + k2ϕ c(t)− 2

∫ T

0

dt′ v21(t
′, t)ϕ c(t

′) = 2J(t), (A.21)

φ̈ c(t) + k2φ c(t)− 2

∫ T

0

dt′ v21(t, t
′)φ c(t

′) = 2j (t), (A.22)

con condiciones de borde

ϕ c(0) = ϕ(0), ϕ c(T ) = 0,

φ c(0) = φ(0), φ c(T ) = φ(T ). (A.23)

Estas ecuaciones de movimiento resultan de escribir

δS̃[ϕ c, φ c]

δφ
= −J, (A.24)

δS̃[ϕ c, φ c]

δϕ
= −j , (A.25)

con la salvedad de que los términos de borde asociados a las derivadas del término ϕ̇φ̇ deben

omitirse; por ejemplo:

δ

δϕ

(∫ T

0

dt ϕ̇φ̇

)

−→ −
δ

δϕ

(∫ T

0

dt ϕφ̈

)

= −φ̈. (A.26)

Fijadas las condiciones de borde, desde el punto de vista de las integrales funcionales, estos

campos cumplen el rol de dos constantes. Las nuevas variables de integración son ϕ h y φ h.

Como las condiciones de borde han recaído enteramente sobre ϕ c y φ c, las nuevas variables

satisfacen condiciones homogéneas en t = 0 y t = T ,

ϕ h(0) = ϕ h(T ) = 0,

φ h(0) = φ h(T ) = 0. (A.27)

Con este cambio de variables, integrando por partes y usando las ecuaciones de movimiento de

los campos ϕ c y φ c y la definición (A.5) de ρ0 [ϕ(0), φ(0)], se obtiene
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Z̃k[J, j ] =





∫

0<t<T

Dϕ h Dφ h exp
(

iS̃[ϕ h, φ h]
)





∫ ∞

−∞

dϕ(0)

∫ ∞

−∞

dφ(0)

∫ ∞

−∞

dφ(T )

× exp

[

−
i

2
ϕ(0)φ̇ c(0) + i

∫ T

0

dt J(t)φ c(t)

]

exp

{

−
a

4

[

1

y
ϕ2(0) + y φ2(0)

]}

. (A.28)

El factor constante delante de todo puede omitirse, y así sólo resta calcular las tres integrales

ordinarias. El campo φ c, que es solución de la Ec. (A.22), puede escribirse del siguiente modo

φ c(t) = u1(t)φ(0) + u2(t)

[

φ(T )− 2

∫ T

0

dt′ Gret(T, t
′) j (t′)

]

+ 2

∫ t

0

dt′ Gret(t, t
′) j (t′), (A.29)

donde u1(t) y u2(t) son soluciones de la ecuación homogénea

(

∂2

∂t2
+ k2

)

ui(t)− 2

∫ T

0

dτ v21(t, τ)ui(τ) = 0, (A.30)

con condiciones de contorno

u1(0) = u2(T ) = 1,

u1(T ) = u2(0) = 0, (A.31)

y donde Gret es la solución retardada de la ecuación inhomogénea

(

∂2

∂t2
+ k2

)

Gret(t, t
′)− 2

∫ T

0

dτ v21(t, τ)Gret(τ, t
′) = δ(t− t′),

Gret(t, t
′) = 0 si t ≤ t′. (A.32)

Así

φ̇ c(0) = u̇1(0)φ(0) + u̇2(0)

[

φ(T )− 2

∫ T

0

dt′ Gret(t, t
′)j (t′)

]

. (A.33)

La integral sobre φ(T ) en (A.28) puede hacerse ahora inmediatamente y lo que da es una delta

de Dirac,

δ

[

ϕ(0)− 2

∫ T

0

dt J(t)
u2(t)

u̇2(0)

]

, (A.34)
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que permite a su vez hacer la integral sobre ϕ(0). A menos de factores constantes, resulta

Z̃k[J, j ] = exp

{

2i

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′ J(t)Gret(t, t) j (t
′)−

a

y

[∫ T

0

dt J(t)
u2(t)

u̇2(0)

]2}

×

∫ ∞

−∞

dφ(0) exp

{

iφ(0)

∫ T

0

dt J(t)
w12(t)

u̇2(0)
−
a

4
y φ2(0)

}

, (A.35)

con

w12(t) =
[

u1(t)u̇2(0)− u2(t)u̇1(0)
]

. (A.36)

La última integral es, de nuevo, una gaussiana. Finalmente,

Z̃k[J, j ] = exp

{

−
a

y

[

(∫ T

0

dt J(t)
u2(t)

u̇2(0)

)2

+
1

a2

(∫ T

0

dt J(t)
w12(t)

u̇2(0)

)2
]

+2i

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′ J(t)Gret(t, t
′) j (t′)

}

. (A.37)

A partir de aquí, teniendo en cuenta la Ec. (A.7) y la relación entre los propagadores asociados

a Z y a Z̃, Ec. (A.17), se obtienen el par de funciones que definen los propagadores libres,

G(t, t′) = 2Gret(t, t
′),

G(t, t′) =
2

a

[

w12(t)w12(t
′) + a2u2(t)u2(t

′)

u̇22(0)

]

[1 + 2f(aβ)]

+2

∫ T

0

dτ

∫ T

0

dτ ′ G(t, τ) v22(τ, τ
′)G(t′, τ ′). (A.38)

Aquí se ha usado la definición de y, Ec. (A.6), para escribir

1

y
= coth

(

aβ

2

)

= 1 +
2

eaβ − 1
≡ 1 + 2f(aβ). (A.39)

Como primer ejemplo, en el caso más sencillo, cuando v21 = v22 = 0 y a(k) = k, se obtiene

G(k, t, t′) =
2

k
sen[k(t− t′)] θ(t− t′), (A.40)

G(k, t, t′) =
2

k

{

1 + 2f [kβ(k)]
}

cos[k(t− t′)] . (A.41)
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El segundo ejemplo tendrá la misma matriz densidad inicial, pero tomaremos la siguiente

acción

Sfree[ϕ, φ] =

∫ T

0

dt

∫

Λ

ddk

{

1

2

[

ϕ̇k(t) φ̇−k(t)− (m2 + k2)ϕk(t)φ−k(t)
]

+
i

2
ν ϕk(t)ϕ−k(t)− κϕk(t) φ̇−k(t

′)

}

, (A.42)

con un término de masa al cuadrado, uno de ruido y otro de fricción; tanto ν como κ pueden

ser funciones de k. La ecuación de movimiento clásica para φ (sin término de ruido) será

φ̈k + ω2
0 φk = −2κ φ̇k, (A.43)

con ω2
0 = m2 + k2. Las soluciones serán combinación de las exponenciales

exp
[

− κt± iω
]

, (A.44)

donde ω2 = ω2
0 − κ2. Los propagadores son en este caso

G(k, t, t′) =
2

ω
sen
[

ω(t− t′)
]

e−κ|t−t′| θ(t− t′), (A.45)

G(k, t, t′) =
2

k
e−κ(t+t′) [1 + 2f(k β)]

{

k2

ω2
cos[ω(t− t′)] +

m2 − κ2

ω2
cos[ω(t+ t′)] +

κ

ω
sen[ω(t+ t′)]

}

+
ν

κω2
0

[

(

cos[ω(t− t′)] +
κ

ω
sen[ω|t− t′| ]

)

e−κ|t−t′|

−

(

ω2
0

ω2
cos[ω(t− t′)]−

κ2

ω2
cos[ω(t+ t′)] +

κ

ω
sen[ω(t+ t′)]

)

e−κ(t+t′)

]

. (A.46)



APÉNDICE B

Las funciones IG1G2
y JG1G2G3

B.1. Las funciones IG1G2

Las funciones IG1G2
, que aparecen al escribir las soluciones de las ecuaciones del GR para

la teoría λΦ4, quedaron definidas en las Ecs. (8.9) y (8.10),

IG1G2
(k, t, t′, z) =

∫ z

1
dy y G1

(

yt, yt′, y−1z
)

∫

S

dΩ

|k+ yΩ|
G2

(

|k+ yΩ| t, |k+ yΩ| t′, |k+ yΩ|−1z
)

,

(B.1)

donde la integración angular está restringida a las direcciones Ω tales que

y < |k+ yΩ| ≤ z. (B.2)

Esta región depende de la variable de integración y. Se pueden dar dos casos diferentes,

dependiendo de si y+ k es mayor o menor que z. La siguiente figura ilustra las dos situaciones,

mediante un corte que contiene al eje de simetría, dado por la dirección de k.
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Figura B.1: Un corte plano de la región de integración S de la Ec. (B.1), según sea y + k mayor o menor que
z. A la región S pertenecen los puntos de la esfera |p− k| = y que se encuentran a su vez en la región entre las
esferas |p| = y y |p| = z.

En el primer caso, la esfera definida por los puntos |p − k| = y intersecta tanto a la esfera

definida por |p| = y como a la que está dada por lo puntos |p| = z. En el segundo caso, la

segunda intersección no ocurre. En trazo más grueso está indicada la región que satisface las

condiciones (B.2).

Evidentemente, si el menor valor posible de y + k, es decir k + 1, es mayor que z siempre

se estará en el primer caso. En cambio, si 1 + k < z, para valores de y menores que z − k se

estará en el primer caso, mientras que para valores mayores, en el segundo.

La integral angular puede transformarse en una integral en la variable u = |k + yΩ|, de

manera que resulta

IG1G2
(k, t, t′, z) =

2π

k

∫

S′

dy du G1

(

yt, yt′, y−1z
)

G2(u t, u t
′, z/u). (B.3)
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El dominio de integración en el plano u− y queda definido por

S ′ =























1 ≤ y ≤ z,

|y − k| ≤ u < y + k,

y ≤ u ≤ z.

(B.4)

Es la tercera condición la que es impuesta por la restricción (B.2). Hay que tener presente que

la variable k en las funciones I es la misma que figura en los argumentos de las funciones W4i

en las Ecs. (8.11) y (8.12). A su vez, las funciones W4i aparecen en la acción (7.32) evaluadas

en k = |k1 + k2|, donde k1 y k2 son los impulsos de dos de los campos de la interacción. Esto

implica que k es el módulo de la suma de dos impulsos con módulo menor o igual a 1, por lo

tanto k ≤ 2. Como además y ≥ 1, la condición y ≤ u siempre asegura que |y − k| ≤ u, de

modo que puede prescindirse de esta última. Esto corresponde al hecho de que las dos esferas

de radio y en la Fig. B.1 siempre se intersectan. En el plano u − y el dominio de integración

queda representado en la siguientes dos figuras, dependiendo de si k+ 1 es mayor o menor a z.

Figura B.2: La región de integración en el plano u − y definida por la Ec. (B.4), dependiendo de si k + 1 es
mayor o menor que z.
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Con estos elementos no es difícil demostrar que

IG1G2
(k, t, t′, z) = θ (1 + k − z) IG1G2<(k, t, t

′, z) + θ(z − 1− k) IG1G2>(k, t, t
′, z), (B.5)

donde

IG1G2<(k, t, t
′, z) =

2π

k

∫ z

1

dy

∫ z

y

du G1

(

yt, yt′, y−1z
)

G2

(

ut, ut′, u−1z
)

, (B.6)

IG1G2>(k, t, t
′, z) =

2π

k

(∫ z−k

1

dy

∫ y+k

y

du+

∫ z

z−k

dy

∫ z

y

du

)

G1

(

yt, yt′, y−1z
)

G2

(

ut, ut′, u−1z
)

.

(B.7)

Así definida IG1G2
satisface la Ec. (8.17), y puede demostrarse que es continua y tiene derivadas

continuas a lo largo de la línea z = k + 1.

B.2. Las funciones JG1G2G3

Las funciones JG1G2G3
aparecieron al escribir las soluciones de las ecuaciones del GR para

los acoplamientos de dos campos, W21 y W22. Su definición en la Ec. (8.22) era

JG1G2G3
= z3

∫ z

1

dy

y4

∫

dΩ IG1G2

(

|yz−1 k+Ω|, y−1z t, y−1z t′, y
)

G3

(

y−1z t, y−1z t′, y
)

. (B.8)

Nuevamente, transformando la integral angular en una integral sobre u = |yz−1 k+Ω| resulta

JG1G2G3
=

2πz4

k

∫ z

1

dy

y5

∫ 1+ k
z
y

1− k
z
y

du IG1G2

(

u, y−1z t, y−1z t′, y
)

G3

(

y−1z t, y−1z t′, y
)

. (B.9)

Al integrar en u habrá que distinguir las regiones del plano u− y en que u sea mayor o menor

que y−1, que es la línea, según la Ec. (B.5), que marca la diferencia entre tomar I< o I>. Esto

determina tres regiones de integración notoriamente distintas: (i) cuando 1 ≤ z ≤ 2 − k, (ii)

cuando 2− k < z ≤ 2 + k, y (iii) cuando 2 + k < z.
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Figura B.3: La región de integración en el plano u − y para la integral de la Ec. (B.9). Hay tres casos
cualitativamente diferentes: a la izquierda, el caso 1 ≤ z ≤ 2 − k; en el centro, 2 − k < z ≤ 2 + k; a la
derecha 2 + k < z.

Figura B.4: Las tres regiones en las que se divide el plano k− z al momento de calcular las funciones JG1G2G3
.

• En la región (i), 1 ≤ z ≤ 2− k:

JG1G2G3
=

2πz4

k

∫ z

1

dy

∫ 1+ yk
z

1− yk
z

du
u

y5
IG1G2<

(

u, y−1z t, y−1z t′, y
)

G3

(

y−1z t, y−1z t′, y
)

.

(B.10)

• En la región (ii), 2− k < z ≤ 2 + k:

JG1G2G3
=

2πz4

k

[(∫ 2z
z+k

1

dy

∫ 1+ yk
z

1− yk
z

du+

∫ z

2z
z+k

dy

∫ 1+ yk
z

y−1

du

)

IG1G2<

(

u, y−1z t, y−1z t′, y
)

+

∫ z

2z
z+k

dy

∫ y−1

1− yk
z

du IG1G2>

(

u, y−1z t, y−1z t′, y
)

]

u

y5
G3

(

y−1z t, y−1z t′, y
)

. (B.11)
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• En la región (iii), 2 + k < z:

JG1G2G3
=

2πz4

k

[(∫ 2z
z+k

1

dy

∫ 1+ yk
z

1− yk
z

du+

∫ 2z
z−k

2z
z+k

dy

∫ 1+ yk
z

y−1

du

)

IG1G2<

(

u, y−1z t, y−1z t′, y
)

+

(∫ 2z
z−k

2z
z+k

dy

∫ y−1

1− yk
z

du+

∫ z

2z
z−k

dy

∫ 1+ yk
z

1− yk
z

du

)

IG1G2>

(

u, y−1z t, y−1z t′, y
)

]

u

y5
G3

(

y−1z t, y−1z t′, y
)

.

(B.12)

Cuando k = 0, la integral angular en la Ec. (B.8) es trivial. El argumento de impulso dentro de

la función I es 1. El resultado dependerá de si z es menor o mayor que 2. En el primer caso,

la variable de integración y es también siempre menor que 2, y la única función involucrada

es I<. En el segundo caso, y pasa de una zona a la otra y en el resultado participan tanto I<

como I>:

JG1G2G3
(k = 0) =

z3

2

∫ z

1

dy

y4
IG1G2<

(

1, y−1zt, y−1zt′, y
)

G3

(

y−1z t, y−1z t′, y
)

, (B.13)

JG1G2G3
(k = 0) =

z3

2

[ ∫ 2

1

dy

y4
IG1G2<(1, y

−1zt, y−1zt′, y)

+

∫ z

2

dy

y4
IG1G2>(1, y

−1zt, y−1zt′, y)

]

G3

(

y−1z t, y−1z t′, y
)

. (B.14)

Puede comprobarse que esto es el límite cuando k−→ 0+ de las expresiones (B.10) y (B.12)

para z ≤ 2 y z > 2, respectivamente.
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