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Grupo de renormalizacién fuera del equilibrio

En esta tesis aplicamos las técnicas del grupo de renormalizacion para tratar teorias de
campos fuera del equilibrio. Dos elementos se combinan en este trabajo: i) la formulacion
wilsoniana del grupo de renormalizacion, es decir, la eliminacion recursiva de grados de libertad
en cierto intervalo de escalas; y ii) el analisis de sistemas cuanticos abiertos mediante las
técnicas del funcional de influencia y de las integrales de camino temporal cerrado. El sistema
que analizamos es el de un campo escalar con un corte ultravioleta en el impulso. Usamos
para describirlo una funcional generadora de camino temporal cerrado, adecuada para calcular
la evolucion causal y real de los valores de expectacion. Integrando explicitamente sobre los
modos con impulsos que se encuentran en una capa infinitesimal alrededor del corte, obtenemos
una descripcion efectiva para el resto de los modos. Iterando el procedimiento, deducimos las
ecuaciones de grupo de renormalizacion, cuyo flujo genera de manera natural términos de ruido
y disipacién. Este método es usado para estudiar un campo con interacciones de tipo A®*,
y los resultados son aplicados a un modelo para calcular el espectro del campo del inflaton
en el universo temprano. Mostramos también que las mismas ideas, desarrolladas en principio
para una teoria cuantica de campos, pueden emplearse para tratar ecuaciones diferenciales
estocasticas. El método es ilustrado deduciendo varios resultados conocidos acerca de la ecuacion

de Kardar—Parisi—Zhang.
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Nonequilibrium renormalization group

In this thesis we investigate the renormalization group approach to nonequilibrium field
theory. To this end, we combine the Wilsonian momentum-space renormalization group (where
an effective theory for the long wavelength modes is obtained through the coarse graining
of shorter wavelengths) with the closed-time path and influence functional techniques used
to describe open quantum systems. The system we deal with in this thesis is a scalar field
with a sharp ultraviolet cutoff. Infinitesimal momentum shells are coarse-grained one at a time
on a generating functional suitable to cope with systems out of equilibrium. By iterating this
operation, we obtain a set of renormalization group equations, which intrinsically generate noise
and dissipation. We use these methods to study a scalar field theory with A®*-type interaction
terms. In its turn, the results thus obtained are applied to compute the power spectrum of an
interacting field in a toy model of inflation. Finally, we show that essentially the same ideas,
derived in the context of quantum field theory, can be used to define a convenient nonequilibrium
action for stochastic differential equations. We illustrate this point by deducing a number of

results related with the Kardar—Parisi—Zhang equation.
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GRUPO DE RENORMALIZACION
FUERA DEL EQUILIBRIO







Introduccion

El tema central de esta tesis es la formulacién de un grupo de renormalizaciéon para la teoria
de campos fuera del equilibrio. Esta teoria ha adquirido recientemente la forma de un cuerpo
unificado de técnicas para tratar la evolucion de sistemas de campos cuénticos [1]. Nuestro
objetivo es estudiar esta clase de sistemas, y el camino que nos hemos propuesto se basa en
la aplicaciéon de los métodos de grupo de renormalizacion. El grupo de renormalizacion ha
sido histéricamente un método muy eficaz para analizar sistemas fisicos complejos: a partir de
la descripciéon de un sistema con un dado nivel de resolucién, una nueva descripcién, con un
nivel més bajo, es obtenida promediando sobre ciertos grados de libertad. Analizando c6mo
la descripcion del sistema cambia (o, eventualmente, deja de cambiar) frente a este cambio de
resolucion, puede obtenerse informacion relevante.

Mucho de esta tesis se apoya en trabajos previos llevados a cabo por investigadores de este
Departamento: la aplicaciéon del grupo de renormalizaciéon para tratar campos cuanticos en
espacios curvos [2[, la descripcion de la forma en que corren el ruido y la disipacion en teorias
de campo efectivas [3], el andlisis de la accion efectiva para los campos gravitatorios [4], las
correcciones al potencial newtoniano [5], el estudio de la decoherencia mediante las técnicas de
la funcional de influencia [6], y, de particular importancia, la aplicacion de las ecuaciones de
grupo de renormalizacion exacto dentro del formalismo de Schwinger y Keldysh [7].

Si bien la teoria cuantica de campos en equilibrio ha alcanzado un grado importante de

desarrollo y cuenta con una vasta literatura [8], existe una evidencia cada vez méas fuerte de
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2 Introduccién

que sus métodos son insuficientes para tratar muchos fenémenos de interés, en particular en
el terreno del universo temprano y de la fisica de altas energias. Ejemplo de esto dltimo es
el estudio de los plasmas de quarks y gluones formados en las colisiones de iones pesados [9].
Mas extremo atn como ejemplo de proceso fuera del equilibrio, es el proceso cosmoldgico de
reheating [10], en el que la temperatura del universo aumenta desde practicamente cero hasta
10'2 Gev, en un intervalo de tiempo del orden de los 10~%°s. Estos dos fenémenos plantean un

importante reto para los actuales desarrollos tedricos.

En el caso del plasma de quarks y gluones, ha sido posible avanzar en su comprension
mediante el uso de descripciones fenomenologicas [11], pero es evidente que atn no se cuenta
con una explicacion plenamente satisfactoria. Por lo pronto, es claro que una descripcion teérica
de los diferentes comportamientos observados en todo el rango de energias de interés requiere
ir mas alla de la teoria de perturbaciones [12]|. Este caracter no perturbativo aparece en otras
aplicaciones, tales como el estudio de la transicion electrodébil y de su relaciéon con el proceso
de bariogénesis [13].

En el caso del reheating, ha sido posible explicar las primeras fases del proceso en términos de
las resonancias que pueden existir entre el campo del inflatén y los productos de su decaimiento
[14]. Pero, como antes, el problema global, que en este caso involucra la interaccion del campo
del inflatén con sus subproductos y a su vez con el campo gravitatorio, ha resultado intratable,

salvo al precio de ignorar la naturaleza cuantica del problema [15].

La clase de problemas que se quiere tratar tiene, entonces, dos aspectos fundamentales:
primero, se trata de problemas fuera del equilibrio, y, segundo, para tratarlos parece ser
indispensable ir méas alla de la teoria de perturbaciones. La respuesta a la primera cuestion
esta dada por la teoria de campos fuera del equilibrio. En cuanto a la segunda, posiblemente la
forma mas sisteméatica de superar las limitaciones propias de las aproximaciones perturbativas
sea la ofrecida por los métodos del grupo de renormalizacion [16].

Histéricamente, estos métodos han sido comunes tanto al &mbito de materia condensada
[17] como al de teoria cuantica de campos [18|. En teoria de campos el grupo de renor-

malizaciéon suele emplearse para obtener, por ejemplo, el comportamiento asintético de las
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funciones de correlaciéon a muy altos o muy bajos impulsos. En materia condensada, el grupo
de renormalizaciéon permite obtener exponentes criticos asociados con transiciones de fase [16].
Tratdndose de materia condensada, estas técnicas explotan la invariancia del sistema respecto
ciertas transformaciones de escala. Si en cambio se trata de teoria cuéntica de campos, el
lenguaje de grupo de renormalizaciéon es mas cominmente entendido a partir de la invariancia
de las magnitudes observables respecto a la escala de renormalizacion. En definitiva ambas
representaciones son conceptualmente equivalentes, aunque el lenguaje en que estan expresadas
puede oscurecer esta relacion [18].

Como ya se dijo, la base de estos métodos es la invariancia de escala, que permite determinar
el comportamiento de un sistema cuando se modifican ciertos parametros, tales como la tem-
peratura, el impulso o los campos de background. Hay dos implementaciones de los métodos
de grupo de renormalizacién que quisiéramos resaltar y que son diametralmente opuestas. Una
es la llamada ecuacion de Wegner y Houghton [19], deducida por métodos funcionales y que
ha permitido, por ejemplo, estudiar eficazmente la estructura del funcional de energia libre. La
otra implementacion corresponde al llamado “grupo de renormalizacion dinamico” [20]—[26], que
estd basado en descripciones fenomenoldgicas y que se implementa al nivel de las ecuaciones

estocasticas de Langevin.

IT

Aunque aparecen recién en la segunda parte de este escrito, hay que decir que los primeros
resultados de esta investigacion fueron obtenidos en relacion a las ecuaciones diferenciales
estocasticas. En particular, fue la ecuacion KPZ [24, 25, 26| la que sirvi6 como sujeto de
pruebas. Ademés del valor intrinseco de obtener una formulacion de las ecuaciones estocéasticas
basada en la teoria de campos fuera del equilibrio, a partir de este trabajo desarrollamos la
base que serviria a todo el resto de la investigacion, a saber: la implementaciéon de un grupo de

un renormalizaciéon dinamico al nivel de un funcional generador. El hecho de que las ecuaciones
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estocésticas tengan propiedades bien conocidas sirvié para contrastar los resultados a medida

que los ibamos obteniendo.

Mucho fue lo que avanzamos luego en el desarrollo de una transformacion de grupo de renor-
malizacion fuera del equilibrio. Asi, esa primera parte del trabajo sobre ecuaciones diferenciales
en esta exposicion sera vista méas como una aplicaciéon que como un punto de partida. Y esto
no deja de ser en parte cierto, puesto que una vez que entendimos mejor la materia con la
que tratabamos pudimos rever ese primer trabajo y ordenarlo de manera maés prolija, que es la

forma con la que aparece en esta tesis.

Dejando entonces las ecuaciones diferenciales estocasticas, la principal motivacion de este
trabajo se centré directamente sobre teorias relativistas de campos cuanticos. El objetivo que
nos planteamos fue obtener, a partir de una descripcién microscépica inicial, una teoria efectiva
para los modos de longitud de onda larga en situaciones de no equilibrio. Esta teoria efectiva,
como es natural que ocurra dentro del tratamiento de sistemas abiertos, posee una dinamica
con ruido y disipacion. Estos dos elementos son fundamentales. Explicar los mecanismos de
disipacion es una de las metas principales de la teoria de campos fuera del equilibrio. Varias de
sus principales aplicaciones dependen de esto, como por ejemplo la generacion de fluctuaciones
primordiales durante inflacion [27, 28], la construccion de modelos para la etapa de reheating

[29] y la formacion de defectos durante transiciones de fase fuera del equilibrio [30].

Hay cierto grado de tension entre la necesidad de construir modelos fenomenolégicos que
lleven a soluciones manejables y robustas, por un lado, y por otro, la biisqueda de métodos
basados en primeros principios. Una senial muy clara de este compromiso puede ser encontrado
en el contraste que hay entre los primeros modelos de reheating, donde la disipaciéon era
introducida como un término de fricciéon [31, 32|, y los modelos actualmente mas aceptados, en
los que el mecanismo de decaimiento es la resonancia paramétrica de los campos de materia [14].
Existen firmes indicios de que la disipacion en las teorias de campos es un fenémeno intrincado
y de cardcter no markoviano [33, 34]; notablemente, se ha mostrado que este fenémeno esta

suprimido de forma exponencial en los célculos perturbativos [35].
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Nuestra intencién fue investigar esta clase de problemas estudiando la forma en que la
disipacion y el ruido aparecen en las teorias de campo efectivas, obtenidas al aplicar el grupo de
renormalizacion a teorias microscopicas. Teorias microscopicas (es importante resaltarlo) que
no incluyeran el ruido y la disipacién de una manera ad hoc. Las fluctuaciones cuanticas en los
modos de longitud de onda corta son eventualmente la fuente del ruido y de la disipacion. Una
de las dificultades que enfrentamos, y que es propia de los métodos de grupo de renormalizacion,
es la generacion de infinitos acoplamientos con dependencias no locales; caracteristica que es
aun mas notable en el caso de teorias fuera del equilibrio, debido a que la no localidad es
tanto espacial como temporal. En el pasado, se ha intentado sortear esta dificultad a partir de
las ecuaciones de grupo de renormalizaciéon exacto, haciendo expansiones en potencias de los
campos [36] o de sus derivadas [7]. El éxito de estos acercamientos ha sido siempre limitado.
Nuestro objetivo fue encontrar algiin esquema alternativo que permitiese enfrentar mejor estas

dificultades. De eso trata, principalmente, la primera parte de este escrito.

I11

Sin entrar en detalles técnicos, resenaremos brevemente cuéles son los dos elementos funda-
mentales que son aplicados casi de principio a fin en este trabajo.

Dijimos al comienzo de la Introducciéon que el tema central de esta tesis era la definicion
de un grupo de renormalizacién fuera del equilibrio. Debe entenderse aqui que se trata de la
definicién no tanto en un sentido conceptual como operativo. En el fondo, las ideas sobre grupo
de renormalizacion que aplicaremos en esta tesis ya tienen cerca de cincuenta anos. Quiza, més
que las ideas, deberiamos decir: una de las formas que han adoptado esas ideas en el curso de su
historia, que es, de hecho, mas antigua. La encarnacion particular del grupo de renormalizacion
que nos interesara a nosotros es la que aparece en los trabajos precursores de Kadanoff, Fisher,
Wilson, Kogut, Wegner y Houghton [37, 38, 39, 19]. Esto es, la eliminacion recursiva de grados
de libertad de un sistema complejo y la construcciéon de descripciones efectivas para los grados

sobrevivientes. Las resenas que hacen Wilson [16] y Fisher [40] dan buena cuenta del surgimiento
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y desarrollo de las ideas de grupo de renormalizacién entendidas desde esa perspectiva. Esta
manera de definir la transformacion del grupo de renormalizacion, tan propia de las areas de

materia condensada, suele llamarse wilsoniana.

El otro elemento fundamental en esta tesis es la descripcion de sistemas cuanticos abiertos
mediante integrales de camino temporal cerrado. Contemporaneos a los trabajos anteriores
sobre grupo de renormalizacién, son los trabajos de Schwinger, de Keldysh, y el de Feynman
y Vernon [41, 42, 43]. Los primeros introdujeron una formulacion en términos de integrales de
camino temporal cerrado para el calculo de valores de expectacion, y aplicaron estos métodos
para analizar la influencia que, sobre un oscilador, ejercen otros sistemas cuanticos con los
que interacttia. Feynman y Vernon trataron también el problema de un sistema sometido a
interacciones con un agente externo, o medio ambiente, y a ellos se debe la definicion de la
funcional de influencia. Representando amplitudes de probabilidad por medio de integrales
de camino ordinarias, y luego multiplicando estas amplitudes por sus conjugadas, Feynman y
Vernon llegaron a expresiones cuya forma es, en esencia, la de una integral sobre un camino
temporal cerrado. La equivalencia ultima entre el método de Schwinger—Keldysh y el de
Feynman—Vernon [44] hace que uno se refiera a esta forma particular de la teoria de campos
por el nombre de formulacion closed-time path o CTP. Acerca del formalismo CTP pueden

consultarse las referencias [44]—[50].

Por una lado, la versiéon wilsoniana del grupo de renormalizacién elimina de la descripcion
del sistema ciertos grados de libertad, en favor de una descripcién efectiva para el resto. Y
por otro lado, la formulacion CTP da un lenguaje natural para estudiar la influencia de un
sistema sobre otro. La transformacion de grupo de renormalizacion fuera del equilibrio, tal
como la trataremos nosotros, surge de combinar esas dos ideas. Lo tnico que hay que hacer es
identificar con cierto sistema externo o entorno los grados de libertad que van a ser eliminados,
y llamar al resto de los grados de libertad por el apelativo de “sistema propiamente dicho”.
Ahora hay que indicarle a la maquina de calcular funcionales de influencia: “éste es mi sistema
propiamente dicho, éste es mi entorno”, y dejar que se encargue de dar la descripcion efectiva

del sistema. La cuestion es construir la méquina y que ademas resulte operativa. El trabajo de
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Dalvit y Mazzitelli [7] es fundamental en este sentido de combinar el grupo de renormalizacion
wilsoniano con el formalismo CTP; fueron ellos los que dieron el primer paso en esa direccion.
(Ver al respecto también las referencias [51] y [52]. Ideas similares, pero aplicadas a otro ambito,
figuran en [53]. No son del todo ajenos los trabajos [54], [55] y [56]; el primero con un grupo de
renormalizacion basado en el formalismo de tiempo imaginario, y los otros dos, con uno basado

en el formalismo de tiempo real.)

Querriamos notar aqui una diferencia importante entre las formulaciones del grupo de
renormalizacion en y fuera del equilibrio. Lo que hara las veces de acciéon en nuestras integrales
de camino CTP seréa la accion de influencia. Como mencionamos antes, las integrales funcionales
estaran definidas en un camino temporal cerrado. Estas integrales tienen dos tramos: uno va
desde el tiempo inicial, digamos ¢ = 0, hasta un tiempo final, que llamaremos 7', y el otro tramo
vuelve desde T al tiempo inicial. Sobre cada tramo hay definida una historia, de manera que se
termina integrando sobre dos historias. Respecto a las integrales usuales, el nimero de grados de
libertad se duplica. Y, lo que es peculiar al formalismo CTP, las dos historias mezclan entre si sus
términos de interaccion en formas que resultan imposibles de separar. Esto hace que la propia
estructura de la acciéon pueda ser muchisimo mas compleja que la de las acciones euclideas o de
tipo in—out usadas en el equilibrio. Al formular un grupo de renormalizacion fuera del equilibrio
debe lidiarse con el hecho de que la accion CTP puede tener dependencias muy generales en
los campos, v ser no local tanto espacial como temporalmente. En principio, es posible definir
un grupo de renormalizacion exacto |7, 19, 57|, donde esas dependencias tan generales son
consideradas de manera rigurosa. Sin embargo, este formalismo resulta demasiado complejo
como para tener una utilidad practica |7, 36]. Al mismo tiempo, uno debe prevenirse contra la
tentacion de restringir la forma de la acciéon al punto de dejar afuera los procesos que finalmente
interesan. Por ejemplo, si uno asumiese para la accion CTP una forma funcional en donde las
dos historias del camino temporal cerrado no tuvieran interacciones entre si, se perderian de
manera inevitable los términos de ruido y disipacion. Esto serfa irrelevante en el calculo de
potenciales efectivos, donde no hay dependencia temporal, pero completamente desastroso a

los fines de estudiar problemas fuera del equilibrio. Cuando construyamos la transformacion
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de grupo de renormalizacion mucha de la atencion estara dirigida a cuanta libertad puede

quitéarsele a la accion CTP sin invalidar su aplicabilidad a problemas fuera del equilibrio.

IV

La tesis esta dividida en tres partes. En la primera, que es la mas extensa, se presentan todos
los elementos necesarios para la construccion de un transformacion de grupo de renormalizacion
fuera del equilibrio. Las otras dos partes son aplicaciones: la segunda trata acerca de las
ecuaciones diferenciales estocésticas, y de su descripciéon en términos de integrales CTP; la
tercera parte es una aplicaciéon a un problema de cosmologia.

Dentro de la primera parte, el Capitulo 1 es més que nada una explicacion breve, y esperamos
suficiente, de dos temas principales en todo lo que sigue: por un lado el formalismo CTP, y
por otro las técnicas del funcional de influencia para tratar la interacciéon de un sistema con
su entorno. En el Capitulo 2, lo que haremos sera tomar un campo escalar y definir entre
sus variables una parte que seré considerada el sistema y otra como su entorno; al sistema asf
dividido le aplicaremos los resultados del capitulo anterior; es decir, mostraremos como calcular
la funcional de influencia adecuada a esta division. Es también en este capitulo donde fijamos
qué tan generales seran las teorias de campos con las que trabajaremos.

El Capitulo 3 es el que da los dltimos preparativos necesarios antes de la definicion de
la transformacion de grupo de renormalizacién. Ahi se explica como calcular la funcional
de influencia cuando la separacion entre entorno y sistema, dentro del mismo campo, se va
realizando en pasos infinitesimales. Muy peculiares resultan las reglas diagramaticas que surgen
de esa division. (El Capitulo 4 da un ejemplo detallado de la aplicacion de estas reglas, pero su
lectura no es indispensable, ni légicamente necesaria a los fines de la continuidad del escrito.
Como tampoco lo es la del Capitulo 5, que se encarga de demostrar la validez de ciertas hipdtesis,
en especial de la propiedad de clausura relacionada con el calculo de la funcional de influencia.)

Todos los elementos estan dados para presentar en el Capitulo 6 la transformacion de grupo

de renormalizacion. Como lo esencial ha sido hecho antes, en este capitulo sélo se ordenan y se
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les da forma a esos resultados. La seccién que cierra ese capitulo es un resumen conceptual de

lo hecho hasta ahi.

Los Capitulos 7 y 8 plantean un problema especifico y contienen los resultados fundamentales
de esta parte del trabajo. En esos capitulos, las ecuaciones del grupo de renormalizacién son
escritas y resueltas para una condicion inicial que corresponde a una acciéon A®*. Lo que hacemos
ahi es, primero, ver cuél es el espacio accesible de acciones a las que puede conducir el grupo de
renormalizacion si se escriben sus ecuaciones hasta orden A2. El calculo perturbativo que hay
aqui es muy distinto del que hay, por ejemplo, al calcular funciones de correlacién hasta orden \?
en la teorfa original. La cuestiéon fundamental es encontrar un conjunto de acoplamientos tales
que la transformacion sea cerrada hasta ese orden. Veremos que ademas del acoplamiento A\®*
aparecen términos no locales de dos, cuatro y seis campos. En especial, los nuevos términos de
dos campos contienen todas las caracteristicas del ruido y la disipaciéon. Ahi termina la primera

parte.

La segunda parte esté dedicada a la formulacion CTP de las ecuaciones diferenciales estocas-
ticas. En el Capitulo 9 escribimos una acciéon y una funcional generadora CTP para este tipo de
ecuaciones y comparamos nuestro método con otros. En especial, mostramos la intima relacion
entre las integrales CTP y el formalismo de Martin—Siggia—Rose. En el Capitulo 10 se usa como
ejemplo de aplicacion la ecuacion KPZ, una ecuacion estocéstica principalmente relacionada con
el crecimiento de superficies. Lo que hacemos ahi es calcular una acciéon efectiva CTP y mostrar
que las ecuaciones de movimiento a que da lugar son las mismas que las obtenidas por los
métodos mas usuales, implementados no al nivel de una accién sino de las propias ecuaciones
estocasticas. En el Capitulo 11 se escriben las ecuaciones de grupo de renormalizacion para la
ecuacion KPZ, deducidas a partir de su formulaciéon CTP: son las mismas ecuaciones que se
obtienen mediante las técnicas del grupo de renormalizaciéon dinamico. Si las ideas de grupo
de renormalizacion fueron tomadas originalmente de materia condensada para ser aplicadas a
una teoria cuantica de campos en situaciones de equilibrio, este capitulo le devuelve a materia

condensada un método funcional capaz de tratar situaciones fuera del equilibrio.
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La tercera parte, que consiste solo en el Capitulo 12, trata acerca de un problema de
cosmologia. Es la aplicacion del grupo de renormalizacion fuera del equilibrio para calcular el
espectro de un campo con interacciones. En el contexto del problema, ese campo es el inflaton,
y la forma en que su espectro se aparta del de un campo libre es importante para determinar la
estadistica de las inhomogeneidades presentes en el universo. Usamos en este capitulo muchos
de los resultados de los Capitulos 7 y 8, pues asumimos para el inflatén interacciones de tipo
AP*. Propio de este capitulo es un método de aproximacion de la accion CTP que, teniendo
en cuenta las escalas tipicas de evolucion involucradas, reemplaza los términos no locales de
la accion por otros locales. En especial, se introduce un término local de friccion. Se vuelve
importante aqui el hecho de que en la formulacion CTP, al margen de los parametros que
definen la accion y la matriz densidad inicial, existe un pardmetro dimensional extra, que es
el tiempo al cual se unen las historias del camino temporal cerrado. (Al respecto, y aplicado a
un problema muy similar al que nos ocupé a nosotros, puede consultarse la ref. [58].) Es este
capitulo en el que més completa resulta la aplicacion de las ideas de grupo de renormalizacion,
en especial el concepto de invariancia que relaciona la teoria original con la teoria efectiva a la
que conduce el grupo de renormalizacion.

La tesis concluye con un resumen de nuestros resultados.
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Formalismo CTP y sistemas abiertos

La idea central en todo lo que sigue serd la construcciéon de descripciones efectivas para
ciertos conjuntos privilegiados de variables, dentro de conjuntos mayores. Como en general se
tratara de sistemas cuyas partes interactiian entre si, decir que uno elimina de la descripcién
cierto conjunto de variables implica necesariamente la creacion de nuevas interacciones efectivas
entre las variables sobrevivientes, interacciones que antes estaban mediadas por las variables
eliminadas. Es usual que en la teoria efectiva resultante puedan identificarse términos de ruido
y de disipacion.

En este trabajo, el sistema que analizaremos serd un campo escalar y las variables a
eliminar serdn los modos del campo asociados a escalas de distancias cortas. Obtendremos
asi una teoria cuyas tnicas variables seran los modos de las escalas largas. La influencia de los
modos eliminados aparecera en los parametros que definan la descripcién efectiva de los modos
sobrevivientes. Consideraremos a los modos de las escalas largas como un sistema abierto, cuyo
entorno seran los modos de las escalas cortas. Se tratara de una aplicacion directa de las técnicas
del funcional de influencia de Feynman—Vernon [43]. De manera que empezaremos haciendo
un breve repaso de estos métodos, comenzando por la definicion de las integrales de camino
temporal cerrado, que es el lenguaje natural para describir la evolucién de las funciones de

correlacion. Seguiremos de cerca el desarrollo presentado en [1].

13
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1.1. Integrales de camino temporal cerrado

Las variables campo del sistema completo seran designadas por ®. En la representacion de

Schrodinger los autoestados del campo obedecen la ecuacion

0 i~
5 | 2(0) = —3H(t) | 2(%)), (1.1)

donde H es el hamiltoniano del sistema. Aqui se sobrentiende que los estados son también

funciones de las coordenadas; es decir, |®(t)) = | ®(r,t)). Fijado el estado inicial, | (0)), la

solucion de la Ec. (1.1) puede escribirse mediante el operador de evolucion U,
[ ©(1)) = U(t,0) [$(0)), (1.2)
con
U A
U(t,0) =T exp [—73/ dt' H(t’)]. (1.3)
0
En esta ecuacion T es el ordenador temporal,

T f(t)g(t') = f(t)g(") O(t — 1) + g(t') f(£) O — 1), (1.4)

donde 0(t) es la funcion escalon de Heaviside. A partir de ahora tomaremos h = 1. Es sabido

que U admite una representacion en términos de integrales de camino, en la siguiente forma
<I>(t):q>2 )
(@, |U(£,0)] @) = / Do (il (15)
®(0)=,
La integral se realiza sobre las historias ®(¢) que en los extremos del intervalo toman los valores
®,; y &y, respectivamente.

Mas generalmente, la informacion sobre el estado del sistema a ¢ = 0 no esta representada

por un estado o combinacién lineal de autoestados del campo, sino por una matriz densidad,
p0) = "pi | i) (ol (1.6)

donde cada p; es la probabilidad de que el sistema esté en el estado ;. En conjunto, los «;

forman una base completa. En el caso continuo se tratarda de una integral y p; representara



1.1. Integrales de camino temporal cerrado 15

una densidad de probabilidad. En todo caso, la traza de la matriz densidad siempre es 1. Los

valores de expectacion de los operadores se calculan tomando la traza con p
<O> ~Tr 5O. (1.7)

En la representacién de Schrodinger, al evolucionar los estados, evoluciona también p. Los

elementos de matriz de p a tiempo 1" seran representados por

p®F, @7, T] = (@F

p(T) | 7). (1.8)

En seguida quedaré claro el sentido de esta notacion. Si los estados evolucionan segun (1.2), de

acuerdo a la Ec. (1.6) la matriz densidad lo hara a su vez segin
-Xn 0(1,0) [0 | [(as] U0, 7)] = U(T,0) 5(0) U (0, 7). (1.9)
Aqui se ha usado que UT(T,0) = U(0,T). Los elementos de matriz evolucionan entonces segtin

p|®F, @7, T] = (" |U(T,0)p(0)U(0,T)| @)

(1.10)
:/dcl>+(0)d<1>—(0) (O |U(T,0)| @*(0)) (®7(0) |p (0)) (@(0) |U(0,T)] 7).
Usando ahora la representacion de U dada por la Ec. (1.5), resulta
p[o*, o, 7] /Dcp+ /Dcp ST 5 [97(0), 7(0), 0], (1.11)
donde
S[@*, &7 = S[@F] — S[@7]. (1.12)

La Ec. (1.11) dice como obtener los elementos de matriz de p a tiempo T en la representacion
de Schrodinger. Se integra sobre dos historias, que s6lo tienen fijo su valor en ¢ = T'. El hecho
de que figure la matriz densidad a ¢t = 0 impedira, por lo general, que las dos integrales puedan

hacerse de manera separada.
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Supongamos que en el segundo miembro de la Ec. (1.11) se fuerza la condicion (T =

&~ (T) y se integra sobre este valor comun de las historias en t = T,

/ DO DO~ 5T 5 [94(0), d7(0),0]. (1.13)

&+ (T)=d—(T)

Esto no es otra cosa que calcular
/dq>+ p @7, @7, T] =Trp(T) = 1. (1.14)

Al unir las historias e integrar sobre su valor comtn lo que uno estéa calculando es una traza.

Deberia resultar ahora evidente que expresiones de la forma

Do+ DO~ ST (1) DF(ty) ... D (t,y) <I>—(tn)} p [®1(0),27(0),0], (1.15)
>+ (T)=d (T)
representan la traza de p por cierto producto de campos, con algiin ordenamiento temporal
(considerados los campos en la representacion de Heisenberg) que habra que dilucidar.
Este tipo de integrales dobles, en las que el extremo de una historia coincide con el extremo

de la otra,

DO DO~ F[ot, &, (1.16)

O+ (T)=2~ (T)
recibe el nombre de integral de camino temporal cerrado, o CTP, por su nombre en inglés:
closed—time path. Las dos historias pueden ser pensadas como una sola historia, definida sobre
el camino temporal cerrado que va det =0 a T y que vuelve de T" a t = 0. Sobre la rama
que va de 0 a T, el campo asume la configuracion ®*, y es ®~ sobre la rama que vuelve de

T a 0. Ent =T las dos historias coinciden,
OH(T) = o (7). (1.17)

Asi, uno integra sobre configuraciones que son continuas sobre este camino temporal cerrado. La
accion S[@1, ®7], funcional de las historias sobre cada rama, recibe el nombre de accion CTP.

Decir que el camino va y vuelve en el tiempo encuentra su justificacion cuando uno reconoce
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cudl es el ordenamiento temporal implicado por la Ec. (1.15). En verdad todo sucede como si
la linea de tiempo avanzara desde el pasado al futuro y, desde el futuro, de nuevo al pasado.

Consideremos un caso sencillo, con s6lo dos campos. Por ejemplo, sea

G (r, 1) = / DO DO~ SIS F (1ot (1) p [97F(0), 27(0),0]. (1.18)
O+ (T)=d—(T)

Para este tipo de expresiones usaremos también la notaciéon
Gt (r,7) = (@F(n)@* (7)), (1.19)

y de manera analoga con las otras combinaciones de signos +. Cada una de estas expresiones
debe verse como una integral CTP, siguiendo el ejemplo de la Ec. (1.18), y no como el valor de
expectacion de un producto de operadores. Lo que queremos ver es, precisamente, al valor de
expectacion de qué producto de operadores equivalen.

Para calcular G™*, asumamos que 7 > 7'. La integral se puede descomponer en varios

tramos,

GtH(r,7) = / dD*(0) dD(0) dO* (1) dd+ (') dD+(T)

% / DHt i5127] ] CI>+(7-’) [/ DHT 5127 } (I)Jr(T)
LJo<t<T’ T'<t<T

X / DO* eis[q’*]] [/ DO~ e—ism} p [@7(0),®(0),0]. (1.20)
L r<t<T &= (T)=3+(T)

De acuerdo con la representacion dada por la Ec. (1.5), cada expresiéon entre corchetes puede

identificarse con cierto elemento de matriz del operador de evolucion,

GH (7, 7) = / 40+ (0) dd~(0) dd* (7) dd* (') ddH(T)
x (®F(7) [U(7,0)| @F(0)) @*(r) (®*(7) |U(r,7")| @* (7)) @*(7)

x (OF(T) |U(T, )| @* (7)) (@*(T) |U(T,0)| 2=(0)) p [®*(0),2(0),0]. (1.21)
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Usando que U (ty,t2)U(ta, t3) = U(t1,t3) y que ® |®(¢)) = O(t), se encuentra
G (r,7) = T { [U(0,7) @ U(r,0)] [U(0,7) @ U(+,0)| 5(0)}. (1.22)

Esta ultima expresion es el valor de expectacion de los operadores en la representacion de

Heinsenberg
((m)2(7")). (1.23)
Habiamos asumido 7 > 7/, de manera que en el caso general sera
G (1, 7)) = (T ®(r)®(7)). (1.24)

Este mismo procedimiento permite obtener los valores de expectacion de las otras posibles

combinaciones. Asi resultan

G (7)) = (T ®(r)®(r)),
GT(r ) = (B(7)(7)),

G (1, 7)) = (o(1)®(r)). (1.25)
En la primera de estas expresiones T es el anti—ordenador temporal,

T f(t)g(t') = f()g(t") O(" — 1) + g(t') f(1) O(t —1'). (1.26)

Es aqui donde se ve el cardcter particular de las integrales CTP. La historia & se ordena segtin
el orden temporal usual, pero la historia ®~ lo hace en el sentido inverso. Y, comparada una

con la otra, es como si la historia ®~ fuera posterior a ®7.

Si se consideran en conjunto, ®+ y &~ pueden escribirse como partes de una misma historia,
®crp(s), parametrizada segiin una variable s, con =T < s < T,

Pt (s+T), si —T<s<0,
dorp(s) (1.27)

O (T'—s), si 0<s<T.
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Integrar sobre las dos historias unidas en t = T es equivalente a integrar sobre la historia continua ®c1p
definida en s entre =7 y T. Entendiendo que S[®crp] = S[@F] — S[@~], los valores de expectacion
definidos por expresiones del tipo

G(s,s') = /Dq)CTP eS1eerel §opp(s)®orp(s’) p[®orp(—T), ®crp(T), 0], (1.28)

estan dados siempre por el producto ordenado de acuerdo al parametro s,

G(s,s") = (T @crp(s)@crp(s) ). (1.29)

Las siguientes figuras ilustran las varias interpretaciones.

® Pcrp ¢

OF ¢ | (@+) S
of / T T 0 T

Figura 1.1: Las dos historias del camino temporal cerrado; en el panel de la izquierda parametrizadas segin el
tiempo t. En el panel de la derecha vistas como una sola historia, parametrizada segtn s, como en la Ec. (1.27).

=

T

Figura 1.2: Otra forma de ver las dos historias del camino temporal cerrado, mapeando las dos ramas del tiempo
sobre el contorno de un cilindro.
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Lo natural ahora es definir la funcional generadora de los valores de expectacion. En la Ec.
(1.11) se agregan a la accion dos términos lineales en los campos y en dos corrientes externas
y se integra sobre el valor comtn de ®*(¢) en t = T, para obtener, como antes, una traza.

Formalmente, la funcional generadora es

Z[Jt, 0] = /Dq>+ DO~ exp {z'S[cIﬁ,@—] +¢/ (Jrot + J—cp—)} p [®%(0),®(0),0].
O+ (T)=0—(T)
(1.30)

La variacion respecto las corrientes externas genera valores de expectacion de los campos, como
en la Ec. (1.15), con la diferencia de que ahora los campos estan acoplados a las corrientes.
Evaluada en J* = J~ = 0, la funcional generadora es igual a la traza de p(7'), y por lo tanto
es igual a 1. Pero debido a que en las siguientes secciones haremos varias transformaciones y
cambios de variables dentro del integrando de Z[J T, J~], y como por lo comun no nos interesara
llevar la cuenta de las constantes multiplicativas que puedan generarse, sera usual escribir Z
a menos de esas constantes. En tal caso, la propiedad Z[0,0] = 1 puede perderse y entonces
serd necesario, para calcular los valores de expectacion, dividir por Z]0, 0], recuperando asi la
normalizacion. Por lo tanto, lo que definiremos en general como valor de expectacion, abusando
un poco de la notacién, tendra la siguiente forma

1 5"z
Z iS00y .. 00, 0

n

(Of®] ... 0, D, )= (1.31)

Jt=J-=0
El miembro de la izquierda debe ser interpretado como la integral de la Ec. (1.15), y no en el

sentido de un producto de operadores. Segin acabamos de ver, seré

(D) ... By &) = < [T D @n] [T 0D, ] > (1.32)

1.2. Sistemas abiertos y accién de influencia

Hasta aqui, la Ec. (1.30) brinda una descripcion del sistema completo, cuyas variables son
las configuraciones del campo ®. En lo que sigue se distinguiran dentro del sistema completo

dos conjuntos de variables, uno de los cuales seré considerado como el sistema propiamente
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dicho y el otro como el entorno. Las variables del sistema serdn designadas por @ y las del

entorno por ..

Figura 1.3: Separacién entre un sistema ®4 y su entorno ®., como partes de un sistema mayor ®.

Esta division depende del contexto. La division puede ser entre distintos campos de particu-
las, o puede distinguir entre el aparato de medicion y el sistema sobre el que se mide. Parte de
un sistema puede servir de bano térmico a otra, sobre la que se privilegia el estudio. El caso, por
decirlo asi, arquetipico, es el del movimiento browniano. En el caso que nos interesara aqui, sera
una division entre dos sectores de un mismo campo, uno asociado a escalas de distancias largas,
y el otro, a las escalas cortas. Por el momento no haremos referencia al significado explicito de
la division entre sistema y entorno; basta con decir que hay dos conjuntos de variables.

Al introducir la distincion entre sistema y entorno es necesario reescribir la acciéon y la

matriz densidad como funcionales de estos dos conjuntos de variables

Slet, o7 — S[of,f, 0,0, ], (1.33)

p[0F, 07 t] — p[Df,0F, D7, D7, t]. (1.34)

El sistema completo queda descripto usando la funcional generadora (1.30), asociada con
la matriz densidad completa, que depende tanto de las variables del sistema como de las del

entorno,
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Z L0, J] = / Do+ Db / Do+ DD exp <z’S [cbj,cbj,cb;,q);})

s 1Y%e 1»Ys 1 Ye

T (T)=5 (T) & (T)=2 (T)

< exp {@/ (JHOF 4 JF0 + I Do + Jg@e‘)} p[0F, 05, 07,020 (135)

Pero si uno desea calcular valores de expectacion inicamente de operadores asociados al sistema,
esto puede hacerse a partir de una funcional generadora en donde sblo aparezcan las variables del
sistema. El primer paso para llegar a esa funcional consiste en eliminar las corrientes asociadas
al entorno. Si no van a calcularse valores de expectacion referidos al entorno, no es necesario
arrastrar con las corrientes J*. Evaluando Z en JF = 0, obtenemos una funcional que sélo

depende de las corrientes acopladas al sistema y a la que llamaremos Zj,

S 7 Ys y“s

Z [T+, I = Z[JF,0,J7,0] = /chj DO /D@j DO exp (iS [cbj,@j,cb;,cb;})

o (1)=5(T) &3 (1)=2: (T)
X exp [z/(J;cb;JrJSq)s)} p |5, ®F, 0, ®.,0].  (1.36)
Escribamos ahora
Slof of, o, 0] =S [0f, ;] + AS [0f, 0f, &, ]. (1.37)

donde la funcional S en el segundo miembro es la acciéon del sistema cuando la interacciéon con
el entorno es eliminada. La Ec. (1.37) es so6lo una definicion de la funcional AS, y en realidad
esta separacion puede definirse del modo que resulte mas practica. La funcional AS contiene
informacion sobre el entorno y sobre la interaccion del entorno con el sistema. Asumamos que
a t = 0 no hay correlaciones entre el sistema y el entorno, es decir, que la matriz densidad total

puede factorizarse del siguiente modo

p(0) = ps(0) @ pe(0), (1.38)

donde ps(0) y pe(0) se refieren a las matrices densidad del entorno y del sistema, respecti-

vamente. Los elementos de matriz podran escribirse entonces como
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p o, 0,07, 07,0] = (OF,F |4(0) | @7, )

= 5 [0F,7,0] pe [F,07,0]. (1.39)
Reemplazando (1.37) y (1.39) en la Ec. (1.36) se obtiene

213,551 = [ Do D e {isiar.ac) i [ (rer + s | 010,05 00,0],

o (T)=b5 (T)
(1.40)
donde la accién efectiva para el sistema es
Ss[@F, @] =S [@F, @] +6S [@F, @], (1.41)

con

e

es[ed o] - / DO+ DD exp (iAS [cb:,cpj,@;,cb;]) pe [BF(0),87(0),0].  (1.42)
o (T)=Pc (T)

Asi, toda la influencia del entorno sobre el sistema ha quedado implicitamente en 4.5, que es
conocida como la accion de influencia, en tanto, la exponencial F[®] &] = eS[a0. 2] oo
conoce con el nombre de funcional de influencia. La funcional de influencia es ella misma una

integral de tipo CTP.
En definitiva, uno parte de una acciéon S y luego de eliminar las variables del entorno
obtiene otra accion Sy para las variables del sistema. Los valores de expectacion de los campos
del sistema propiamente dicho son obtenidos por medio de una funcional generadora Z; que no

hace ninguna referencia a las variables eliminadas.

Una interpretacion equivalente puede hacerse en términos de la llamada matriz densidad
reducida. Comparando (1.30) con (1.40), y teniendo en cuenta que detras de la primera ecuacion
esta la evolucion de la matriz densidad original, vemos que asociada a Zg hay una segunda matriz

densidad ps cuyos elementos evolucionan segtin

ps [0F, 07, T /Dqﬁ /ch eXp zs [@F *}) ps [©F(0), @7(0),0].  (1.43)

o (T)=2F &5 (T)=
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Se llama matriz reducida porque lo que esta oculto en la definicién de Sg es una traza parcial
sobre las variables del entorno, lo que es evidente en la definicion de 65 en la ecuacion (1.42).
Vale decir, esta matriz densidad se puede obtener a partir de la original tomando la traza sobre

las variables del entorno.

1.3. Algunas propiedades de las acciones CTP

En general, aun si la accion CTP de partida es de la forma (1.12), en Ss las dos ramas
del camino temporal cerrado no se separaran tan limpiamente, y una expresion del tipo (1.12)
puede ser imposible de obtener. Conviene entonces abandonar la idea de que las acciones CTP
seran todas de la forma (1.12). Desde un comienzo la accion CTP puede venir dada por una
expresion que mezcle irreparablemente las historias. Ya sea que S [®T, ®~] pueda o no ser escrita

como una diferencia entre las acciones de los campos ®* y @7, siempre tendra las siguientes

propiedades,
St et] =0, (1.44)
y
S[@7, 7] =-5[oF, @] (1.45)
El asterisco indica conjugacion compleja. Asi, si se introducen nuevas variables
¢=0" — & N p=0" + 7, (1.46)

la expansion de S in series de potencias de ¢ (siempre que eso sea posible), con coeficientes

funcionales o, [p; t1, ..., t,] que dependen de los campos ¢ y de n variables temporales,
S, ¢ :Z/dtl...dtn Onlity, .. tn] O(t) ... o(t), (1.47)
n>1
debe empezar por n = 1, los coeficientes asociados a n pares deben ser imaginarios y los

asociados a n impares, reales.
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Podemos encontrar relaciones anélogas a la expresada por la Ec. (1.32) pero en términos de
las variables ¢ y . Para dos campos, combinando los resultados obtenidos en las Ecs. (1.24)

y (1.25), se obtiene

(pt) o)) = (@T(1) 2 (t)) + (27 (1) 2" () — (2" (1) (') — (2~ (1) ™ (¢))

= (T () 2(t)) + (D(t) () — (D(t) B(t)) — (T 0(t) (')

= 2([®(1), () Ot — 1), (1.48)
que puede escribirse como

(p()o(t) = —iG(t, 1) O(t —1'), (1.49)

para alguna funcion G(¢,t) que satisface G(¢,t) = 0. Esta forma de escribir el valor de
expectacion (p¢'), apartando un factor —i, resultara practica cuando se calculen diagramas
de Feynman. En el caso de un campo escalar, si los operadores ¢ se consideran funciones de
la posicion y del tiempo es inmediato comprobar que G es real. Basta analizar el valor de

expectacion del producto de dos campos,
(B(x,t) (X, 1)) = (X, ) D(x,1)). (1.50)

Esto implica que el valor de expectacion del conmutador es imaginario, y por lo tanto G debe
ser real.

Los otros dos valores de expectacion se obtienen de manera similar,

(o(t)o(t)) = 0, (1.51)

(p®e(t)) = 2({2@), (t)}). (1.52)

En lo que sigue, se usaran con exclusividad las variables ¢ y ¢, en lugar de &t y &, de

manera que la condicion de camino cerrado, Ec. (1.17), sera

o(T') = 0. (1.53)
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Aqui termina el breve repaso del formalismo CTP y de la accién de influencia. La aplicacion
de este formalismo en el caso en que el sistema y el entorno son dos sectores de un mismo

campo escalar ocuparéa extensamente los proximos capitulos.



El campo escalar considerado como un
sistema abierto

En el capitulo anterior se mostro el procedimiento general para calcular la accion de influen-
cia cuando en la descripcion de un sistema, que se considera cerrado, se distinguen un sistema
propiamente dicho y un entorno. Ahora se aplicaran estas ideas al caso en que el sistema y
el entorno son dos sectores de un mismo campo escalar. La separacion correspondera a una
division en escalas de distancia, o de impulso, segiin se mire. Los campos del entorno, que antes
llamamos ®,, se notaran ahora como campos P, y a su vez los campos del sistema, antes
designados por P, se notaran ahora como campos ®_. Aqui los signos < y > hacen referencia
a la relacion de orden entre los impulsos de cada sector, con el sector de longitudes de onda

cortas asociado a los impulsos de mayor magnitud.

O D
RAVAVER 1
k

Figura 2.1: La division en modos de escalas largas y cortas.

27
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Por ahora no es necesario dar rigurosamente el criterio de separaciéon entre un sector y el otro;
volveremos sobre eso dentro de un par de secciones. El plan inmediato es el siguiente. Primero,
definir la clase de acciones escalares que serd considerada; una definicién lo suficientemente
general para que resulte interesante, pero no tanto que se vuelva inabordable. En esencia,
se tratard de acciones que pueden expandirse en series de potencias de los campos, aunque
con términos de interacciéon no necesariamente locales en el tiempo. Luego daremos el criterio
de separacion entre los dos sectores del campo; serd una separacion entre escalas cortas y
largas, como ya comentamos. Hecho esto, reescribiremos la accién de influencia, adaptando
los resultados del capitulo anterior a esta separaciéon entre sistema y entorno. Consideraremos
entonces el célculo perturbativo de la acciéon de influencia, primero de manera general y luego
en el caso particular en que el impulso de los modos eliminados se encuentra en una cascara
infinitesimal: es ahi donde las cosas empiezan a apartarse considerablemente de los célculos
diagramaticos usuales. Podemos anticipar que la eliminacién de los modos ®-. serd el paso

fundamental para construir la transformacion del grupo de renormalizacion.

2.1. Parametrizacion de la accién y de la matriz densidad

En esta seccion se define la clase de acciones para las cuales se calculara la accion de
influencia. Supondremos que inicialmente los modos del campo escalar estan acotados por un
cutoff A. Asi, la teoria de partida puede considerarse ya como una teoria efectiva, donde toda
la fisica por encima de la escala del cutoff entra implicitamente en los parametros que definen

la acciéon para los modos por debajo de A.

2.1.1. La accion

El punto de partida es la funcional generadora CTP, ya reescrita en términos de los campos

¢ y o definidos en la Ec. (1.46),
213.5) = [ DDy p16.0),4(0.0),0

xexp{i5[¢,90]+i " /A d?k [J(k,t)gp(k,t)+ j(k,t)gb(k,t)]}. (2.1)

0
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Aunque no estd indicado explicitamente, la integral funcional se hace sobre historias que

satisfacen la condicion CTP,
o(k,T) = 0;

esto quedaré entendido en todo lo que sigue. El parametro T', donde se unen los dos caminos de
la integral CTP aparecera como extremo de las integrales temporales, tal como en el término de
corriente de la Ec. (2.1). Los campos contienen modos con impulso k acotado por el cutoff A;
esto quiere decir que ¢(k,t) v ¢(k,t) son nulos si k = |k| > A, e igualmente las corrientes J y
j. De acuerdo con esto, el subindice A en la integral sobre k indica que la region de integracion
esté acotada por k = A.

En lo que sigue, se trabajaré con acciones pertenecientes a la clase definida por la siguiente

parametrizacion

S1¢, @] = Shee[®d, €] + Sint [0, ©], (2.2)

donde la accion libre es
Sfree = SO + 527 (23)

con

g 1 [00(k,t) Op(—k
Sologl = [ar [ g |20 PO Lt npin|,

T T
Sald, @] = /0 dtl/o dtQ/Addk [021(k,t17t2)¢(k7t1)90(—k,t2)

+i022(k,t1,t2> gb(k, tl) ¢<—k, t2> . (24)

No incluimos un término lineal en ¢ ya que, al calcular la funcional generadora, un tal término

puede ser absorbido en una redefinicién de la corriente j.
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Por otro lado, la parte de las interacciones en la definicion (2.2) incluye términos a partir

de los ctuibicos,

Sint = Z Z Snma (25>

n=3 m=1

con
n T n
Spmld, o] = dltHED™/2 dt; | d%; | 6¢ k o (K, T
6.0 = i (H/ / ) (23)()
X |olki,t) - 0 tn)| [t i) ol ta)] s (26)
donde
U (K, 1) = Vpm (K1, oo Kt o ). (2.7)

Daremos ahora algunas explicaciones sobre esta manera de parametrizar la acciéon. En todas
estas definiciones, el subindice A en las integrales sobre los impulsos indica que la integracion
estd restringida a la region |k| < A. La accion Sy[é, ] corresponde a la accion libre usual de

un campo escalar sin masa; es la diferencia Sy[®T] — Sp[®~] con

Sol®] = = /0 " /A d'k %{aq)g?t) aq)(gtk’t) 2ok, HO(—-k.t)|.  (28)

Segun las definiciones (2.4) y (2.6), S, acopla n campos en total, m de tipo ¢ y n—m de
tipo ¢, donde siempre m > 1. Esto est4 de acuerdo con la expansion (1.47). El factor 4l'*(=1)"1/2
hace que los acoplamientos con un niimero par de campos ¢ estén multiplicados por un factor
i. Por lo tanto, tal como lo implica la propiedad (1.45), todas las funciones v, son reales.
Impondremos ademés la condiciéon de que las funciones v,,, en Sy no involucren derivadas
de la delta de Dirac de las variables temporales. Es decir, no consideraremos interacciones

donde aparezcan derivadas de los campos respecto de t. Los vértices pueden definirse con
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ciertas simetrias naturales, pero no es fundamental establecer eso como una regla ya desde el

comienzo.!

Los acoplamientos vy, no pueden ser arbitrarios. Las propiedades (1.44) y (1.45) quedan
aseguradas debido a la propia forma de la expansion dada por las Ecs. (2.2)—(2.6). Pero para que
sean validas las propiedades de causalidad contenidas en las Ecs. (1.49) y (1.51) hay que imponer
otras restricciones. Una condicién suficiente que asegura causalidad es que los acoplamientos

Unm, que en las Ecs. (2.4) y (2.6) aparecen en la siguiente combinacion con los campos

U (t1, -ty b1, tn) [@(E2) - d(tm)] [P (Ema) - @(En)], (2.9)

cumplan que

U (t1, - byt 1y -« o5 tn) =0 si Max(t1, ..., tm) < MEAX(Emi1y .- -y tn)- (2.10)

(La dependencia en los impulsos en estas ecuaciones se da por entendida.) Dicho en otras

palabras, lo que debe ocurrir es que en cada término de la interaccién al menos uno de los
campos ¢ debe estar evaluado a un tiempo igual o mayor que los tiempos de todos los campos
@. Asi, por ejemplo, vy (k,t1,t2) debe ser la suma de términos proporcionales a 0(t; —t5) y a
d(t; — t2). La condicion (2.10) también garantiza que la eliminacion de modos devuelve una
accion perteneciente a la misma clase de partida y que, por lo tanto, tiene buenas propiedades
CTP. La demostracion de que esta condicion es suficiente se hard mas adelante, en el Capitulo
5, cuando ya hayan sido explicadas las reglas para construir los diagramas de Feynman en su

version CTP y se hayan tratado varios ejemplos.

I Habria que aclarar algo: una accién definida segtin la parametrizacién recién descripta siempre puede
rescribirse en miultiples formas que nada recuerden a la parametrizacion original. Por ejemplo, expandiendo
los campos en derivadas temporales, o sumando y restando términos no permitidos originalmente. Del mismo
modo, una accién que no tenga la apariencia dada por la parametrizacién anterior no estd inmediatamente
excluida de esa clase de acciones. Es decir, los limites de la definiciéon no son evidentes. A los efectos practicos
este reparo es insustancial.
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2.1.2. La matriz densidad inicial

Hay que elegir ahora la matriz densidad a ¢t = 0. Trabajaremos con una matriz relativamente

sencilla, dada por

p(0) = C exp {/A d'k B(k) [ Lo (k)d(—k) — L a?(k) @(k)@(—k)] } . (2.11)

En el miembro de la derecha figuran los operadores de campo en la representacion de Schrodinger.
Este estado inicial corresponde a tener un sistema de campos libres, con masa a(k) y tempe-
ratura S71(k), ambas dependientes del impulso. Los elementos de matriz pueden calcularse
identificando p con un operador de evoluciéon en tiempo imaginario. El resultado, a menos de

un factor multiplicativo, es [50]

p[6,0,0] = exp (— | @{ coth [M] 6(k,0)6(~k, 0)

+tanh {%} o(k, 0)p(—k, 0)}). (2.12)

Debe notarse que para la teoria interactuante esta condicién inicial es de no equilibro.

2.2. Separacion de los modos

Hemos venido hablando de que un campo escalar puede ser considerado como un sistema
abierto si se distinguen ciertos modos relevantes y se eliminan de la descripciéon otros que son
considerados como el entorno. En esta seccion se hara precisa esa division del campo, en modos
de escala pequena y modos de escala larga. Hecha esta separacion, se reescribirén los resultados
de la Seccion 1.2 en una forma que resulte mas conveniente para el calculo perturbativo de la
accion de influencia.

La divisién entre sistema y entorno serd como sigue: sea 0 < b < 1, el dominio & < A se
dividirad en dos regiones: una cascara con bA < k < A, y la region interior, con k£ < bA. Esta
division senalara los dos sectores de la teoria: el entorno, compuesto por los modos ¢~ y ¢~
con impulsos dentro de la cascara, y el sistema, formado por los modos ¢- y . con impulsos

entre 0 y bA; esquematicamente:
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Figura 2.2: El campo escalar considerado como un sistema abierto: los modos ¢, por debajo de bA, son
considerados como el sistema propiamente dicho; los modos ¢~ , con impulsos entre bA y A, forman el entorno.

Los modos dentro de la cascara son el entorno de aquellos que han quedado por debajo.
Eventualmente, el espesor de la céascara sera hecho tender a 0, pero por el momento no es
necesario tomar este limite.

Introduciremos unas funciones ventana,

Wk, < k < ky), W(ky <k < k),

cuyo significado resultaré claro: en el intervalo de k indicado valen 1, y fuera de él, cero. El

valor que toman en los extremos del intervalo estéd dado por el uso de los signos < o <.

W(kl <k< kg) 1 W(k’l <k< k‘g) 1 W(kl <k< kg) 1 W(kl <k< ]{32)
' 3

"k ko "k ko "k ko "k, ko

Figura 2.3: La funcion W, una generalizacion de la diferencia de dos funciones escalén, con valores bien definidos
en los extremos del intervalo.
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De manera mas formal puede entonces escribirse

= o<+ 9>, (2.14)

donde

¢>(k,t) = o(k,t) WOA <k <A),

¢<(k,t) = o(k,t) W(0 <k <DA), (2.15)

y lo mismo para . Preferimos estas funciones W, antes que trabajar con combinaciones de
escalones de Heaviside, para evitar los problemas de definicién en los extremos de los intervalos.

Por otro lado, asumiremos que la matriz densidad a ¢ = 0 satisface la siguiente factorizacion

p[¢< + ¢>7§0< + 90>70] - p[¢<7 90<’0] p [¢>790>70]7 (216)

con la misma funcional p en todos los términos. Esto es pedir un poco més que lo expresado

por la Ec. (1.39), que s6lo pedia que la matriz fuera factorizable.

2.3. Calculo perturbativo de la acciéon de influencia

Escribiremos ahora la accion de influencia cuando la separacién entre sistema y entorno
es como la que hemos definido antes, es decir, separando los modos de acuerdo al valor del
impulso. Las Ecs. (1.41) y (1.42) de la Secciéon 1.2, que daban la acciéon de influencia en el caso

general, se reescriben como

S<[¢<7()0<] = S[¢<790<] +6S[¢<790<]7 (217)

donde

eSlo<e<l = / D¢ Dy-. exp (iAS [¢<,¢>,90<,90>]> plo-(k,0),¢-(k,0),0.  (2.18)

Observar que lo que en la Secciéon 1.2 denotdbamos con subindices ’e’ y ’s” ahora corresponde

a los signos > y <, respectivamente.
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Antes de decir quién es AS, hay que recordar que al introducir el doble par de variables >
y < la accion debe escribirse como una funcional de cuatro variables, como en la Ec. (1.33).

Aqui resulta, simplemente,

S[¢<a¢>790<790>] :S[¢<+¢>a9@<+9@>]~ (2.19)

La definicion analoga a la Ec. (1.37) es ahora

AS[p, b, 0, 05] = Slp< + o>, 0 + 0] = Slo<, o). (2.20)

El célculo de S en la Ec. (2.18) sera hecho de manera perturbativa. Para una accion de la

forma dada por la Ec. (2.2),

S[¢, ] = Streel®, ] + Sint [0, ], (2.21)

con Sgee cuadratica en los campos, tendremos, por ortogonalidad entre los modos de un sector

y del otro,

Sfree[¢< + §b>, P< + SO>] - Sfree[¢<7 30<] + Sfree[¢>7 90>]a (222)

y, por lo tanto, la Ec. (2.20) da como resultado

AS[¢<7 G>, P<, 90>] = Sfree[¢>7 90>] + Sint[¢< + o5, o<+ 90>] - Sint[<15<a 90<]- (2-23)

Asi, definiendo

Stlo<, O, 0<, 5] = Sintd< + 05, 0« + 5] — Sin[d<, <], (2.24)

la Ec. (2.18) se reescribe como

Sl p<l = /D¢>D80> €xp <isfree[¢>7(p>] + Z'SI[€Z5<7¢>>; PY<, <P>]) Po [¢>790>]- (2-25>

Para aligerar un poco la notacion se ha escrito po [¢, =] = p ¢ (k,0), s (k, 0),0]. Es ahora Sy

quien hace las veces de accion de interaccion para los modos >. Excepto por estar definida como
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una integral CTP, esta expresion puede calcularse por los métodos habituales. Expandiendo en

potencias de la interaccién resulta

eSlosesl = /D¢>D90> ! Sirecld> 2] (1 + Z ESI [0<; &>, 0, <P>]> po [0, 5]
n=1 """

= ([ pope st i o))

©_n /D¢>DS0> g Siree[#>:0>] ST <, b, 0<, 5] po [P, @]

1+Zla

X

(2.26)
/ D¢, Dy, e ieel0o25] g [l ol ]

Tomando el logaritmo se obtiene una expansion en cumulantes

- 7 >,0> . = Zn n
dS[p<, o] = —ilog (/ DD, ' eel®>01 g, (6 90>]) - ZZ ol (S ld<s <], (2:27)
n=1
donde

/D¢>D90> gt Streeld>2>] po [, ps] Stld<, ds, o<, 5]

(ST)c o< <] = (2.28)

conexos

/D¢>D(p> eisfree[¢>7<p>} pO [¢>’ ()0>:|

es la suma de los diagramas conexos que pueden trazarse a partir de S7'. Los campos ¢ y @<
actian como corrientes externas. El primer término en el segundo miembro de la Ec. (2.27) es
independiente de los campos <, de manera que su efecto es multiplicar la funcional generadora
de estos modos por un factor constante, que omitiremos en lo que sigue.
Los elementos fundamentales de los diagramas serén los propagadores asociados a Sgee,
[ Doy Slo o) ol ) 60K 1)

<90(k7 t) ¢(k,7 t,)> = ' , (2.29)
[ Do D Seeled 6,

/ D¢ Dy eSreel®¥ po [6, o] ok, 1) p(K', 1)
(p(k, 1) p(K', 1)) = , . (2.30)
/ D¢ Dy 08 p [, ]
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Como la acciéon libre es cuadrética y hemos supuesto que la matriz densidad se factoriza de
igual forma, no tiene sentido distinguir en esta expresion si los campos son de tipo < o >.
Pero al calcular explicitamente los diagramas es esencial tener en cuenta que las lineas internas
estaran siempre asociadas a campos >, de modo tal que si el impulso de una de estas lineas no
esté dentro de la céscara bA < k < A, el resultado del diagrama sera nulo.

Es conveniente introducir un par de funciones para escribir los propagadores, del modo

siguiente

(pk,t) oK, 1)) = —iG(k,t, ') 6%k +K), (2.31)

(p(k, t) (K, ")) = Gk, t,t") 6%k + K. (2.32)

De acuerdo a las propiedades de la formulacion CTP discutidas en la Seccion 1.3, la funcion G
es real y se anula si t < t’. Recordemos, de paso, que segun la Ec. (1.51) es innecesario escribir
un propagador para la contraccion de dos campos ¢, pues el resultado es siempre cero.

Los propagadores se representaran graficamente como muestra la figura a continuacion.

p(k, 1) _ eLt) =  —iG(k,t,t") 6%k + k')
o(k,t) p(k', 1)

= Gkt 1) 0%k + K')

Figura 2.4: Representacion grafica de los dos propagadores CTP.

En general, a los campos ¢ se les asignarén lineas discontinuas, y a los ¢ lineas llenas.
Uniendo estos pares de lineas se forman los propagadores anteriores. Los campos externos se
representaran con lineas que comienzan en un vértice pero no terminan en ninguno.

Respecto a los vértices que pueden aparecer, si la accion Sy, admite un desarrollo en

potencias de los campos, tal como ocurre con la clase de acciones que vamos a considerar,
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la funcional S; de la Ec. (2.24) consistird en una suma de términos con la siguiente forma

genérica

n T
<H/O dtj/Addkj 6 (ki + ... 4+ k) V(K- Kt t)
7=1

X [H¢<kj>tj)> [ H ¢(kj7tj)<] [ H Qp(kjvtj)>] [H @(kj>tj)<]- (2'33>

j=h+1 j=m+1 j=l+1

Es decir, hay n campos en total, de los cuales m son de tipo ¢ y el resto de tipo . De los
primeros, hay un niimero h que son ¢~ y de los segundos hay [ —m son de tipo ¢~. Es evidente
que el término —Si[d<, p<] en la Ec. (2.24) hace que siempre haya por lo menos un campo >

en cada término de Si.

Maés abajo se muestran varios diagramas completos posibles.

Figura 2.5: Varios diagramas construidos usando los propagadores CTP y combinando vértices con distinto
contenido de campos ¢ y . Si no me engafo, en todos hay al menos una linea asociada a un campo ¢.
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Cada uno de los diagramas que aparezca en la expansion (2.27) serd un término de la accion
0S, e incluiré en su expresion analitica los campos < externos y las integrales en los tiempos y
los impulsos de estos campos, que, por otra parte, ya estan tenidas en cuenta en la expresion
(2.33). Por ejemplo, el siguiente diagrama aparece al calcular (S7) para una acciéon como la

dada por las Ecs. (2.2)—(2.6).

(ki t1) | —iG(q, 11, 73) p(ks, t3)
\

\N T1
N\

=051

ks, t2) G (lg—ki —ka|, 72, 74) pka,ta)

Figura 2.6: Ejemplo de un diagrama de un loop construido a partir de dos vértices de cuatro campos. Se indican
los impulsos y tiempos asociados a todos los campos y propagadores.

El diagrama anterior genera en la acciéon un término al que hemos designado por 05y;. Los dos

vértices de S7 involucrados son, esqueméticamente,

v X [pp]< [po]> y v X [p0]s o)< - (2.34)

Aunque provienen del mismo término de interaccion de la acciéon original, se trata de vértices

distintos que surgen al expandir el término vy ¢® de Siy,

vt dp® = v X (d< + ) (o< +95)° (2.35)

= vy X [Pp]< [pp]< + 3va X [P¢]s [pp]< + ... (2.36)

En esta manera de contar, esta implicitamente entendido que la funciéon vy, es simétrica respecto

a las permutaciones de las variables asociadas a los tres campos ¢, pues se los trata como
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equivalentes. Usando ¢ por ¢ (ky,t1), etc., en realidad, lo que estamos haciendo al escribir

la ecuacion (2.36) es lo siguiente:

4 T
(H / dtj / ddkj) 5d(k1 + kQ + k3 + k4) V41 (kl, kg, k3, k4, tl; t27 t37 t4) ¢1902903904
4 T
— (H/ dtj/ddkj> 6% (ky + ko + ks + ky) v (ki, ko, ks, Ky, 11, Lo, t3, ty)
X [¢1< Pac P3>Pa> T P1<Pas Pa< Pas + P1<Pr>P3> Pac + ...
4 T
= (H/ dt; / ddkj) 0%(ky + ko + ks + ki) va1 (K1, Ko, ks, K, b1, £, 3, 14)

X 3 Pr<Pacps>Pas + ... (2.37)

Las puntos suspensivos indican términos con otro contenido de campos < y >. Es en la tdltima
igualdad donde se usa la simetria asumida para vy;.

La evaluacion del diagrama resulta bastante directa; puede escribirse asi

4 T
051 = (H/ dtj/ ddkj) 0(ki + ...+ kq) dvai(k,t) da1 pcapeapas,  (2:38)
i1 /0 bA

con

4 T
: 9 x2 ‘
5U41(k>t) =1 X = 21 ( I I / de) / ddq [_ZG<Q7 71, 7_5)] g (’q - k1 - kQ‘a 7_277—4)

A<g<A

xuvg(ky, ko, —q,q — ki — ko, 1,10, 73, 74) var(d, —q + ki + ko, ks, ky, 71, 74, £3,t4).  (2.39)

Notese que, segiin cada caso, las integraciones en los impulsos tienen los limites impuestos por
la separacion entre los dos sectores del campo. El factor —¢ adelante de todo es aquel que
aparece frente a la sumatoria en la Ec. (2.27); junto al otro factor i delante de G hacen que

dvyy resulte real, como debe ser. El factor —9 x 2/2! tiene en cuenta tres cosas:
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(1) Primero, que segtn la Ec. (2.36) los dos vértices (2.34) aparecen en Sy con multiplicidad

3, v por lo tanto multiplicados aportan un factor 9.
(2) Segundo, el factor —1/2! que viene del desarrollo de la exponencial al escribir la Ec. (2.26).

(3) Y por tltimo, un factor dos de origen combinatorio, que aparece porque hay dos maneras

de contraer los campos [py]s del primer vértice con los campos [¢p]s del segundo

1 1
P>P> O y P>P> O .

Aqui también se usa implicitamente la simetria de las funciones v4; respecto a las variables
de los tres campos ¢, pues si los campos ¢ no fueran equivalentes, las dos contracciones

corresponderian a diagramas diferentes.

0S41 en la Ec. (2.38) da una correccion al vértice vy, de cuatro campos. Esta correccion es
0vy1 y tiene la forma tipica de un diagrama de un loop, salvo por la restricciéon en el dominio
de integracion. Para esta clase de diagramas es mas o menos intuitivo que si el espesor de la
cascara, 0sA = (1 — b)A, es hecho tender a cero, el volumen de integracion y todo el diagrama

seran de orden ds. En otras palabras, cuando ds — 0 sera
(51)41 (k, t) = f41 (k, t) 58, (240)

donde toda la dependencia en ds es la que se muestra. Cuando mas adelante escribamos cosas
tales como

OV

0s

estas expresiones deben identificarse con las funciones f,,,,, como la que aparece en la Ec. (2.40).

(2.41)

En lo que sigue, a veces escribiremos los diagramas como términos de 4.5, esto es, como
funcionales de los campos <, como por ejemplo §.S4; en la Ec. (2.38); pero, en otras ocasiones,
los escribiremos de forma més compacta directamente como correcciones a los acoplamientos,
en cuyo caso seran funciones de los impulsos y de los tiempos de los campos externos, tales como

dvg1 en la Ec. (2.39). Con el diagrama a la vista, esto no deberia ser motivo de ambigiiedad.
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infinitesimal y reglas de Feynman

Segiin qued6 dicho mas arriba, los diagramas que aparecen durante el calculo de la accion
de influencia se componen de lineas externas e internas. Las lineas externas estan asociadas
a los campos < que participan en la interacciéon generada por el diagrama. Estas lineas se
usan a modo de registro, para saber qué tipo de vértice se esta generando. Las lineas internas
representan la contraccion de pares de campos >, y en la expresion analitica del diagrama se
traducen como propagadores. Debido a que unen pares de campos >, las lineas internas pueden
ser distintas de cero soélo si el impulso que llevan asociado esta dentro de la cascara a la que

pertenecen estos modos; segin las definiciones (2.31) y (2.32) esto significa que

(o= (k, t)ps (K, 1)) = —6Uk+X)iG(k,t,t') WA < k < A),
(o= (k, )= (K, ) = Uk +K) Gk, t,t') WOA < k <A), (3.1)

donde W es la funcién ventana definida en la Ec. (2.13). El impulso de las lineas internas
depende, salvo en diagramas tipo tadpole, del impulso externo que entra en los vértices. Asi,
cuando el espesor de la cascara es hecho tender a cero, este impulso externo debe satisfacer

condiciones muy estrictas para que el diagrama no se anule, pues se requiere una fina precision

42



3.1. Los diagramas hasta orden s 43

para que el impulso de las lineas internas caiga justo en la region infinitesimal entre bA y A.

Es conveniente introducir lo que luego sera el parametro infinitesimal de la transformacion
0s=1-—0b. (3.2)

En las secciones siguientes se mostrara cuéles son las consecuencias de este delicado ajuste
en los impulsos externos, fundamentalmente respecto a la clase de diagramas que es necesario

considerar para el calculo de §S a primer orden en ds [19, 59].

3.1. Los diagramas hasta orden os

Es evidente que diagramas con mas de un loop seran autométicamente de orden mayor a
0s: cada integracion sobre el impulso de los loops se lleva a cabo en una regiéon de volumen
de orden s, de manera que el término asociado a un diagrama con L loops sera, al menos,
proporcional a (§s)L. En realidad, como se mostrard en seguida, los diagramas de tipo arbol
(L =0) y los que tienen un solo loop (L = 1) son ya al menos de orden d§s. Demostraremos que
basta considerar dos tipos de diagramas [19, 59|.

Los diagramas del primer tipo son como el que muestra la figura.

Q2 Qs

ko =k + Q2
ks =k; + Qs

kp,=kp 1+ Qn

Qn

Figura 3.1: Diagramas con un solo loop, como éste, forman parte de una de las dos clases que intervienen en el
célculo la accion de influencia cuando el espesor de la cascara de modos eliminados tiende a cero.
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El diagrama consta de n vértices y de un tnico loop. No hay lineas internas que no formen
parte del loop. Por el momento no es necesario distinguir entre los distintos tipos de lineas.
Junto a cada vértice se indica el impulso total de las lineas externas, y para cada linea interna
se indica el impulso asociado. Es claro que los propagadores de las lineas internas llevaran
impulsos ki, ks ..., k, todos contenidos en la cascara bA < k < A. Lo que no es tan claro es
que, como veremos en seguida, para que el diagrama resulte de orden ds, el mismo impulso
debe recorrer todo el loop; es decir k; = ky = ... = k,,. Esto implica, por otro lado, que el

impulso externo que entra a cada vértice debe ser cero.

Q=0 Q3=0

ano

Figura 3.2: Para esta primera clase de diagramas, el impulso externo en cada vértice debe ser cero. El mismo
impulso recorre cada tramo del loop.

Esto puede entenderse mediante un ejemplo que ilustraré el caracter general de esta restriccion.
Empleando los métodos usuales, consideremos la expresion analitica del siguiente diagrama y

veamos al final cudl es el efecto de hacer tender ds a cero:
q1 k+Q qs
1 V2

q2 k Q4

Figura 3.3: Ejemplo de diagrama de un loop.
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Debido al loop, el diagrama incluird una integracion de la forma

I= /ddk G1(k) Ga([k + Q) vi(k, =k — Q, q1, q2) v2(—k, k + Q, q3, q4), (3.3)

donde Q = q; + g2 es el impulso externo que ingresa al vértice de la izquierda, y donde G,
y G5 son propagadores asociados a campos en la céscara bA < k < A. Debido a que por lo
comun los propagadores estaran referidos a los campos de tipo >, se darad por entendida la
presencia de las funciones W, que acotan el intervalo de k en donde son distintos de cero, sin
que sean siempre escritas explicitamente; ver la Ec. (3.1). Las variables temporales no juegan
aqui ningin papel, por lo que han sido omitidas. La expresion anterior puede escribirse de un

modo mas simétrico a través del cambio de variables k — k — Q/2. En ese caso resulta
1= [ a6y (k- 1al) G (k+ kal)

XU1 (k — %Q, -k — %Qa q1, q27) U?(_k + %Qa k + %Qa qs, Q4) (34)

En el célculo usual de diagramas de Feynman, el moédulo del impulso que recorre el loop puede
tomar cualquier entre 0 y A. Pero cuando el loop esta asociado a campos en la cascara, uno
debe imponer otras restricciones. Para el diagrama que estamos considerando, la region de
integracion estaré determinada por dos condiciones, que se leen a partir de los argumentos de

los propagadores en la Ec. (3.4),
bA < [k —3Q| <A y bA < [k +3Q| < A. (3.5)

En tres dimensiones, el volumen de integracion es la interseccion de dos cascarones esféricos
de espesor ds A. Las condiciones que definen el volumen estan representadas en la figura de
abajo, aunque, en este caso, para hacer las cosas més evidentes, el espesor de la cascara no se

ha tomado pequeno comparado con A.
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A

— 1

Figura 3.4: Un corte plano de la region, en 3 dimensiones, en que se satisfacen las dos condiciones (3.5) para
una eleccién particular de ds y de Q. Otras elecciones determinan regiones cualitativamente diferentes.

Esta figura muestra un corte de las esferas por un plano que contiene al eje de simetria, cuya
direcciéon es Q. Dependiendo de la separacion entre los centros de las esferas, la region de
integracion asumira distintas caracteristicas bien definidas. La forma que va adoptando el
volumen de integracion depende de si b es mayor o menor a 1/3. Habria que considerar los
dos casos por separado, pero como en definitiva nos interesa el caso en que bA es muy cercano
a A, supondremos que 1/3 < b < 1. Luego veremos el efecto se hacer tender b a 1. Para aligerar
un poco la notaciéon tomaremos A = 1 y nos concentraremos en el caso de tres dimensiones
espaciales. Las figuras de abajo muestran el volumen de integracién para varios valores de (),

ordenados de manera creciente. Aqui ds es relativamente grande, igual a 1/2.
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Q=0 0<Q<ds
(a)

Q =0s 55 < Q < 2(1 —6s)
(b)

Q= 2(1-14s) 2(1-0s) < Q <2—90s
(c)

Q=2-96s 2—-0s<@Q <2
(d)

Figura 3.5: La region de integracion en la Ec. (3.4), para valores crecientes de la separacion ) entre los centros
de cada par de las esferas determinadas por las condiciones (3.5). Las regiones tienen simetria cilindrica, lo que

se muestra son cortes.
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Analizaremos cada situacion por separado. (El lector no perdera mucho yendo directamente

hasta la siguiente figura, donde se resume lo fundamental.)

Mientras Q < 1 — b = ds, el volumen esta limitado por dos superficies, tiene la forma general
de un cascarén y divide al espacio en tres regiones (Fig. 3.5a). En tres dimensiones el volumen

resulta ser

47

vl - Q_g],

8

A~ w

(1+0*)Q+ b=1-6s. (3.6)

Parametrizando ) = xds, con 0 < x < 1y conservando términos de hasta orden ds se encuentra

V = 4rds (1 - g) (3.7)

De manera que, en esta zona, V' es de orden ds.

Cuando ds < @ < 2(1 — Js), la region toma una forma anular (Fig. 3.5b) y su volumen vale

V= %. (3.8)

Esta expresion coincide con la del caso anterior en el extremo del intervalo, donde ) = ds. Por

lo tanto V' comienza tomando valores de orden ds. Parametrizemos
Q= (1—-=x)ds+ 2x(1 —0ds), con 0<z<1,

de manera de barrer todo el intervalo. Cuando s — 0 resulta

V= 4w% : (3.9)

siempre que x > ds. Asi, aunque V comienza siendo de orden ds, rapidamente decae a algo de

orden (ds)2.

Cuando () supera el valor 2(1 —Js) pero se mantiene por debajo de 2 —ds, la region tiene forma

lenticular (Fig. 3.5¢) y su volumen es

1+ p2)?
V= % —16b + % +120°Q — Q°1. (3.10)



3.1. Los diagramas hasta orden s 49

En todo este intervalo V es de orden (§s)?. Parametrizando @ = 2(1 — z)(1 — §s) + x(2 — ds),

cuando ds — 0 se obtiene
V= g(és)2 (2—22). (3.11)

Por dltimo, cuando 2 — ds < @) < 2 la region de integracion esté limitada tnicamente por las

esferas exteriores (Fig. 3.5d) de manera que su volumen no depende de ds:
s

V=1

(—2+Q)*(4+ Q). (3.12)
De todas maneras, como () varia en un intervalo que si depende directamente de s, el volumen
continia siendo de orden (ds)?. Parametrizando @Q = (1 — x)(2 — ds) + 2z, a més bajo orden en
0s resulta

V= g(css)?a — )2 (3.13)
Cuando @ supera el valor 2 no hay puntos que satisfagan las condiciones (3.5) y el volumen es

cero.

La siguiente figura resume las observaciones anteriores.

V 1.0
47 ds

0.6

0.06
0.04 0.8

0.02

15 16 17 18 19 2. 0.6

- 5s = 0.25 ds =103

0.4

0.2
0.2

0.0)

10.001 0.01 0.1 y K 10-6 104 0.01 1

Figura 3.6: El volumen de la regiéon de integracion para el diagrama de la Fig. 3.3, para dos valores de ds y
como funcién de @. Notar que la escala horizontal es logaritmica. En el grafico de la izquierda atn es posible
distinguir los limites de cada region; en el recuadro esta ampliado el intervalo 2(1 — ds) < @ < 2. En el grafico
de la derecha, salvo el limite entre zonas Q = ds, los otros estan muy proximos a Q = 2 como para distinguirlos.
Cuando ds — 0 la funcion V/(4w ds) tiende a una delta de Kronecker.
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Aqui aparece graficado el volumen de la regién de integraciéon en funciéon de la separacion @)
entre los centros de los dos pares de esferas. Se han graficado dos curvas para dos valores de ds,
1/4 y 1073. Cuando Q supera el valor ds, el volumen rdpidamente decae a algo de orden ().
Cuando §s — 0, la funcién V(Q)/(47ds) o, en general, V(Q)/(Qq40sA%), tiende a una delta de

Kronecker. Con €); notamos el area de la esfera unidad en d dimensiones.

v

Q95 Ad 05— 0

5@;0

Q

Figura 3.7: Cuando ds — 0, el volumen de integracion como funcion de @, en la Ec. (3.4), es una delta de
Kronecker.

Recapitulando: para ds < 1, el volumen en el que las dos condiciones (3.5) quedan satisfe-
chas es al menos de orden (ds)?, salvo cuando @ es también de orden ds. En este caso las dos
cascaras coinciden con una precision de orden al menos igual a ds, y el volumen de integraciéon
es también de ese orden. En el limite en que ds — 0, el diagrama es nulo a menos que sea

@ = 0. Asi, definiendo k = A Q, la Ec. (3.3) puede reescribirse como
I = 500 65 A% Gh(A) Ga(A) /de (A —AQ ) 05(— 2, g, qa). (3.14)

El argumento se extiende de forma inmediata a diagramas con mas de dos vértices. La suma de
los impulsos externos (); en cada vértice debera anularse, y, entonces, por cada vértice habra
que introducir una delta de Kronecker d¢,0. (Esta delta es innecesaria en diagramas con un
solo vértice, pues la condicién de impulso externo nulo queda asegurada por la delta de Dirac
de conservacion del impulso total.) Cuando ds — 0, la integral en el impulso que recorre el

loop se reduce a una integral en el &ngulo so6lido,

/ dk — §sA? / dQy . (3.15)
bA<k<A
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La regla para hacer la integracion sobre el loop se muestra esquematicamente en la figura.

Qs
U3
@ Js [Ad S0 5Q2;0...} [Gl(A) Ga(A) G3(A)...]
v Q, =
2 ’ X(/de [UI(AQ’_AQ,”,) UQ(AQ,—AQ,---)ou])
Go
U1
G\ q

Figura 3.8: Diagrama de un loop traducido a su expresion analitica: por cada vértice hay una delta de Kronecker
del impulso externo; el impulso que recorre el loop tiene moédulo A y su integral puede reducirse a una integral
de superficie.

Esto es solo la regla para evaluar la integral sobre el loop. Si se quiere escribir el diagrama
como una correccion a la accion, deben incluirse los campos externos y las integrales sobre sus

impulsos y tiempos.

Los otros diagramas que hay que tener en cuenta a orden ds consisten en una sola cadena
propagadores, donde la suma de los impulsos de las lineas externas en cada vértice intermedio

debe ser cero.

R

5@~ 0P

5R;0

Figura 3.9: El segundo tipo de diagramas para el célculo de la acciéon de influencia a orden ds. En los vértices
se indica el impulso externo total.
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Para demostrar esto no hay que mirar el diagrama en si sino el término que se genera en la
accion. La idea, sin embargo, es la misma que con los diagramas de un loop: ver que el volumen
asociado a alguna de las integrales es de orden mayor a ds, a menos que se cumpla que el
impulso externo en cada vértice intermedio sea cero. Como ejemplo consideremos el diagrama

siguiente.

P R

Q P, 2 Pp 1
Q2 Ry

. G, Go .

. U1 V2 U3 .

Qq R,

Figura 3.10: Ejemplo de diagrama de tipo arbol para el calculo de la accién de influencia a orden Js.

Prescindiendo de las variables temporales, que aqui no juegan ningin rol, un diagrama como

el de la figura aparecera en la acciéon efectiva como un término de la forma

() ) )

XGl(Q) GQ(‘Q + Pl) Ul(_Qa Q17 seey Qq) U2(Q7R7P17 LR 7Pp) /03<_R7 Rlv L 7Rq)

x [@(Q1) ... 2(Q,)] [®(Py)...2(P,)] [®(R,))...®(R,)] §*(Q+P +R), (3.16)
Q=Qi+...+Q, P=P, +...+P,, v R=R;+...+R,. (3.17)

Los campos ® pueden ser de tipo ¢ o ¢, no es relevante distinguirlos explicitamente. Si se
cambian las variables de integracion, eligiendo Q y P como variables independientes, puede

escribirse
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5Stree—/ (ﬁdde> <ﬁddpj) (ﬁdde> /ddP

j=1 j=1 j=1

x{ /ddQ G1(Q) Ga(1Q + P)) v1(~Q,Qu,.. ., Qy)
X’UQ(Q, —P — Q7P17 e ,Pp) U3<P -+ (2,]117 - ,Rq>

< [2(Qu)... 2(Q))] [2(P1)... ®(Py)] [P(Ry) ... 2(R,)] 6 (Q+ P +R) } (3.18)

donde se entiende que

Qq:Q_Ql_-“_Qq—b

y lo mismo para P,. Ahora bien, la integral en d?Q vuelve a tener la forma de una integral
sobre un loop, e incluye el producto de dos propagadores dentro de la cascara de impulsos,
como en la Ec. (3.3). Por lo visto antes, a menos que P sea cero, el volumen de integracion,
y todo el término en si, serd de orden mayor a ds. Cuando P es cero, la integral sobre Q en
la region de la cascara bA < (Q < A puede reemplazarse por una integral sobre la superficie
Q = A, multiplicada por dsA?. Asi, el efecto neto de las condiciones sobre los propagadores
puede tenerse en cuenta directamente en la Ec. (3.16), incluyendo un par de deltas, una delta
de Dirac, 6(Q — A), y una de Kronecker, dp,o. Volviendo sobre la expresion (3.16), podemos
reescribirla como

I :/ (ﬁdde> (ﬁdde> <ﬁdde) 5p. 65 AS(Q — A)

J=1 J=1 J=1

XGl(A) G2(A) Ul(_Qa Qb ey Qq) U2(Q> _QaPla cee 7Pp) U3(Q7R17 cee 7Rq)

x [@(Q1) ... 2(Q,)] [®(Py)...2(P,)] [®(R,)...®(R,)] §*(Q+P +R). (3.19)

El argumento se extiende de inmediato a diagramas con cualquier niimero de lineas internas.

Para un diagrama de este tipo, con n vértices intermedios, la regla general es incluir n factores
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dp,.0, uno por cada vértice intermedio, donde P; es el impulso neto de las lineas externas que
llegan al vértice i—ésimo. Ademas, habra un factor dsA §(Q — A), donde @ es el modulo del
impulso que entra por cualquiera de los dos vértices en los extremos del diagrama.

Notese que tanto en los diagramas de un loop como en los de tipo arbol, en cada vértice
convergen a lo sumo dos lineas internas. Facilmente se ve que cualquier diagrama que sea una

combinacion de diagramas de un loop y de los de tipo arbol es de orden mayor a ds.

Los resultados de este capitulo quedan resumidos en la siguiente prescripcion para evaluar
perturbativamente §S: cuando se eliminan modos en una céscara de espesor infinitesimal,
s6lo es necesario considerar dos tipos de diagramas: aquellos que consisten de un loop (y son
irreducibles), y aquellos de tipo arbol que estan formados por una tnica cadena de propagadores.

En los dos casos, el impulso que recorre las lineas internas es constante y tiene moédulo A.



El calculo de 05 en accién: un ejemplo

En esta seccion se evaluaran a modo de ejemplo algunos diagramas que aparecen en el
calculo de 4S. La accién de partida en este ejemplo serd del tipo A\®*, y los diagramas que
se estudiaran seran de orden )3, lo que significa que consistiran de tres vértices. Estaremos

calculando por lo tanto el término
P L s
553 = —1 X 5 <SI >C = _6 <SI >c (41)

de la Ec. (2.27).

En este ejemplo consideraremos una interacciéon con dos términos

T
Sint = )\/ dt/ ddkl e / ddk4 5d(k1 —I— Ce —|— k4) [¢1 902303@4 —|— ¢1¢2¢3 304 s (42)
0 A A

donde ¢; = ¢(t,k;), y de modo analogo para los ¢;. Para los fines del ejemplo no es importante
saber que esta accion se obtiene como la diferencia S[p*] — S[p~], donde S[y] es la accion AP*
usual, con \ redefinido para absorber factores numeéricos irrelevantes.

Para encontrar S aplicamos su definicion, dada en la Ec. (2.24)

SI[¢<7 G>, P, 90>] = Sint[¢< + ¢, 0« + 80>] - Sint[¢<a <P<]-

Reagrupando términos, gracias a la simetria de los integrandos, encontramos

95
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T
Silo<, b, p<, 5] = A/ dt/Addk1~~/Addk4 5%(ky + ...+ ky) {[¢1]> [a103004]
0
+3 [p10203] . [pals + 3 [Dr1pals [wapa] . + 3[Prp2] . [p3pals + 3 [d1p2ps]s [pa].
+[01]. [020304]s + [01020304)< + 3[01]s [D2d304] < + [P10203] < [@a]s + 3[P102]s [P34]<

+3[h1d2]< [P3pa]s + [P10203]> [@]< + 3[@]< [D2d3004]> + [¢1¢2¢3S04]>}~ (4.3)

Si ahora queremos estudiar los diagramas de tres vértices, hay que multiplicar tres de estas
expresiones. Rapidamente se advierte que, encarado de esta forma, el célculo se vuelve en-
gorroso. En realidad la forma anterior puede simplificarse recordando algo que se mencion6
anteriormente, y es que en los vértices pueden converger a lo sumo dos lineas internas, de modo
que cualquier término de S; con mas de dos campos > puede omitirse. No se pierde nada

entonces escribiendo

T
Sild<, O, p<, 5] = )\/ dt/Addkl : --/Addk4 64 ks + ...+ ky) {[¢1]> [P20304]
0
+3 [p10203] . [pals + 3 [d1pa]s [wspa] . + 3[P1p2] . [@30a]s

+3[01]s [D2d304]< + [P10203] < [@a]s + 3[P102]s [P304]« + 3[P102)< [<Z53904}>}- (4.4)

Pero esto, de todas maneras, no trae demasiado alivio al célculo. Son demasiados vértices.
El objetivo es mostrar que nunca hace falta escribir St explicitamente, y que a pesar de su
ominosa apariencia, el calculo de S puede encararse de un modo mucho mas grafico y sencillo.

La receta seria la siguiente:

i) Primero, formar todas las combinaciones posibles de n vértices (n = 3 en este
ejemplo) distinguiendo tnicamente los vértices por el contenido de campos ¢ y ¢ que posean,

sin fijarse cudles son de tipo > y cuales de tipo <. En el ejemplo que estamos discutiendo, cada
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vértice puede ser de tipo ¢?® o ¢3p, v pueden formarse las siguientes combinaciones primarias

de tres vértices:

Qoo dppp  Pppp (4.5a)
Pppp  dppp  Pddp (4.5b)
P Pddp  dddy (4.5¢)
ololols olotolts olotolts (4.5d)

ii) El siguiente paso consiste en formar todos los posibles diagramas de un loop o
de tipo arbol. Empezaremos por los de un loop. Al escribir ST tendremos a disposiciéon todas las
combinaciones admisibles para asignar qué campos estaran unidos a lineas internas y cuéles a
lineas externas, en otras palabras, todas las combinaciones posibles de campos > y <. Dejando
de lado el nimero de veces que aparecera una dada combinacién, por el momento basta con
concentrarse en agotar el niimero posible de contracciones que respeten el hecho de que haya dos
lineas internas unidas a cada vértice. Una forma sistematica de hacerlo consiste en considerar
por separado cada una de las cuatro combinaciones primarias de vértices, (4.5a)—(4.5d), vistas
en el paso anterior. Para ilustrar este punto, representaremos los diagramas de una manera que

esta a mitad de camino de la representacion diagramatica propiamente dicha. Por ejemplo,

V2
\

\

bopp  dppp Py
V1 Vo U3 \\_ L

V1 7 \ U3
/ \

Figura 4.1: Dos formas de representar un diagrama. La primera es posiblemente la méas préctica cuando se trata
de enumerar de manera exhaustiva todos los diagramas que puede generar una dada interaccion.
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Correspondientes al primera combinacion de campos, (4.5a), tendremos las siguientes posibili-

dades

(®) doop PP Pppy (8:3) dopp PP Py
[ 1 [ 1
(4-3) dopp  bopp  Pppp (2:3) pppp PPy %sosg)s&

(2) ?ww'p PP ng

El niimero entre paréntesis junto a cada diagrama es una medida de su multiplicidad, como se

explica méas abajo en el punto (iii).

Correspondientes a la segunda combinacion de campos, (4.5b), estéan estos otros diagramas:

(5:3) dopp  dpep  0ddy (58:3) dopp PP 9ddy

(4-6) bppp  Pppp  9ddy (2:6) dppp  oppp  9dde
e | 1

(2:6) pppp Py %cbcbslo (2-6) dppp PPy $¢¢s|0

(2:3) dopp  Pppp  9ddy
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99

Correspondientes a la tercera combinacion:

(2-6) dopp  0odp PPy (2:3) dopp 0oy

olololts

(2:3) dppp 00  Pddp (2:3) bppp  9odp

0o

Y por tltimo, correspondientes a la cuarta combinacién de campos:

(@) 9009 Pédp ooy

El ultimo diagrama dentro de cada grupo es cero. El motivo de que se anulen se repetira con

frecuencia en todo lo que sigue: el loop que aparece en todos ellos,

o0 dp O

esté formado por propagadores de tipo (p¢’), todos orientados en un mismo sentido, y en cada

propagador el campo ¢ contraido es el campo que esté evaluado a un tiempo que es mayor o igual

que el de todos los campos ¢ de su propio vértice. Como los propagadores (p¢) son causales,

al cerrarse el loop se obtiene una condicién contradictoria sobre el tiempo del, pongamos por

caso, primer campo, t > t' > t" > t.
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< Ot —t) Ot —t")O(t" —t) =0

Figura 4.2: Una de las causas més frecuentes de anulacion de los diagramas: que sea posible trazar un loop
formado por propagadores (p¢’), siempre pasando de un tiempo mayor a otro menor, hasta que se regresa al
primero y se genera una condicién inconsistente.

Los diagramas de tipo arbol se construyen de manera similar. Volveremos sobre ellos luego de

dar la explicaciéon completa del método.

iii) El tercer paso en la construccion de los diagramas, antes de evaluarlos, consiste
en contar el nimero que hay de cada uno, es decir, su multiplicidad. Aqui hay que tener presentes
varias cosas. Por un lado S} es el producto de tres sumas, una por cada factor Sy. A su vez, Sy
en la Ec. (4.4), se obtiene de desarrollar productos de campos, ¢p® y ¢3p, donde los propios
campos son sumas de dos términos, ¢ = ¢~ + o vy ¢ = p~ + .. Cada tipo de vértice se
distingue tanto por su contenido primario de campos ¢ y ¢ como por si estos son de tipo > o

<. Asi, los siguientes vértices son todos de distinto tipo

P> PcP<ip< OG> P> PP OG> P> PP O P> P> P

Contar diagramas es en esencia contar tres cosas. Supongamos que el diagrama tiene n
vértices, ny de tipo 1, ny de tipo 2, etc. Primero hay que contar el nimero de veces m; que
aparece cada tipo de vértice en el desarrollo de S. Estos m; son los que acompanan en el

desarrollo de St a cada combinacion diferente de los campos; de manera harto esquemaética,

Sy = Z (H/dtj/ddkj> m;vi(k, 1) [sps .. | [dcpe .. ] (4.6)
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Por ejemplo, si originalmente en Si,; se tiene una interaccion vy ¢*p?, desarrollando los
productos luego de reemplazar ¢ por ¢ + ¢~ y @ por o+ ¢~, en Sy apareceran los siguientes

vértices

Vg2 X <[¢2S02]> + 2[¢290]> [o]< + 2[0]> [¢802}< + [¢2]> [902]< + [¢2]< [902]>

+4[6¢]> [pel< + 206%l< [o]> +20e)< 9675 ). (47)

Las cantidades m; son los factores que aparecen delante de cada sumando dentro del paréntesis.
Pero en realidad no hace falta llegar a escribir expresiones como la de la Ec. (4.7). Los factores
m; pueden obtenerse simplemente preguntandose de cuantas maneras pueden elegirse de entre
tantos campos ¢, tantos ¢., y de entre tantos otros ¢, tantos ¢.; no son algo propio del
diagrama sino de la interaccion.

Luego hay que contar el nimero de formas en que pueden elegirse los n vértices de entre los
n factores SJ'. Esto siempre es facil de calcular, es n!/(ny!ny! ...). Por dltimo, hay que calcular
el nimero de contracciones equivalentes, n., que es algo mas especifico de cada diagrama. La
multiplicidad del diagrama es entonces

. n!
[ x —2— s (45)
i1 TL1! TLQ' e

Nada de esto difiere fundamentalmente del modo usual de contar diagramas, pero si hay una
diferencia practica. Debido a que cada campo puede ser de tipo < o >, el nimero posible de
vértices crece apreciablemente con el orden de la interaccion. Llevar desde un principio la cuenta
de los vértices posibles (que es algo que uno da por hecho en un célculo diagramético usual
—hay tantos electrones, tantos fotones, tantos muones...) conduce a expresiones poco practicas,
como la Ec. (4.4). Pero no tiene sentido pasar por este tipo de expresiones. Como ha quedado
visto, la construcciéon de los diagramas puede hacerse creando los vértices, por decirlo asi, sobre
la marcha. Recién al final se procede al censo de diagramas.

El conteo entonces se hace en la siguiente forma. Por ejemplo, tomando el primer diagrama

de un loop

[ | [ 1
P PP dppp
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Los tres vértices son del mismo tipo, y éste aparece en Sy con multiplicidad 3; entonces [[ m}"* =
3% = 27. No hace falta escribir Sy para saber esto, basta ver que en ¢ppp hay tres maneras de
elegir el campo ¢.. Como los tres vértices son iguales, el factor n!/(ni!ny! ...) es simplemente
3!/3! = 1. Una vez elegidos los tres campos ¢ no contraidos, quedan 4 x 2 maneras de contraer
los tres pares de campos ¢ restantes: tomado un dado vértice y elegido uno de sus dos campos

p, este campo puede contraerse con cualquiera de los cuatro campos ¢ de los otros dos vértices,

1
4 pp wp pp

A su vez el restante ¢ en el primer vértice puede contraerse con cualquiera de los dos ¢ del

tercer vértice,

1
2xd oo P @

El dltimo par queda del todo determinado

[ 1
2xd oo PP @

De manera que hay en total 27 x 8 diagramas equivalentes.

Para todos los diagramas de un loop construidos en este ejemplo esta presente el factor 27.
Mas arriba, cuando se listaron todos los diagramas, lo que esté indicado entre paréntesis junto
a cada diagrama es soOlo el factor restante, que varia de uno a otro. Dentro de cada paréntesis
el primer factor indica el nimero de contracciones equivalentes, y el segundo corresponde al
factor n!/(ni!ny! ...) que depende del nimero de vértices que hay de cada tipo; este factor se
ha omitido en los casos en que es igual a 1.

Para terminar este punto, daremos los diagramas de tipo &rbol. Dentro del paréntesis, el
primer factor corresponde a la multiplicidad de formas en que pueden construirse los tres
vértices con un dado contenido de campos. El segundo factor es el niimero de contracciones

equivalentes; y el tercero corresponde al factor n!/(ni!ny! ...).



4. El calculo de .S en accién: un ejemplo

63

(27-2-3) dppp  dPpp  dppp  (27-2-3) dppp  dppp  dpp  (9-2-6) dppd PP dppp

-1 1
(9-1-6) dppp  dppe oo (3-2-3) dppp  dppp dopp  (27-2-3) dppp  dddp by

(9-1-6) oo dddp dppp  (27-2-3) dppp  dddp  dppp  (27-1-6) dppp  dppp  dddy

— — 1
(9-1-6) dppp  dppp dddp  (9-1-6) dopp dppp  ddde  (3-1-6) dppp  dppp  dddp

- 1 — l—|,—|
(9-2-6) dopp  dppe ddde  (27-2-6) dppp dppp dddp  (3-2-6) dppp depp  dddp

(9-2-6) dppp  dppp dddp  (9-1-6) bddp dppp ddp  (3-2-3) dddp dppp  dbdp

(9-2-6) dddp  dppp dddp  (3-2-3) dddp dppp dddp  (27-2-3) dode o G

(9-2-6) dppp  dddp ddde  (2T-1-6)dppp dddp dddp  (9-1-6) dppp  ddde  ddde

- 1 1
B-1-6)dppp  dddp ddde  (9-1-6) dopp dddp dddo  (3-2-3) dddp bbb

(3-2-3) 0dp 0ddp dddp  (9-1-6) pddp dbdp dbdp

Figura 4.3: Diagramas tipo arbol de tres vértices construidos a partir de la accion (4.2).

Construidos y contados los diagramas, resta evaluarlos. Volviendo a la Ec. (4.1), tendremos

053 = ~5 x suma de todos los diagramas.

(4.9)

Como todos los diagramas son muy similares, daremos tnicamente un par de ejemplos, los dos

primeros diagramas de un loop asociados al segundo grupo de vértices,

boop  bppp  9dde boop oo 9o
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Siguiendo las reglas del capitulo anterior para diagramas de un loop, el resultado de cada

diagrama se muestra en las siguientes figuras:

:63Ad)\3/ / dk; ... d%g 6%k, + ...+ ke)
bA bA

T T T
X/o dt/o dt’/o dt" 1]t [d3pale [d506]e

b it B [0 6(0.0) iG] iG]

T T T
:—63Ad)\3/ / ddkl...dde/ dt/ dt’/ dt” 64(ky + ... + k)
bA bA 0 0 0

X [pr2]e (P34l [Ps506) e {5k1;k2 Oks:—ky Okgi—kg S2d g(t7t/)G(tat”)G(t/7t//)}

Figura 4.4: Traduccion de un diagrama a su expresion analitica; ver Ec. (4.11).

:5sAdA3/ / d%; ... d%s 6%(ky + ... + k)
bA bA

T T T
X/o dt/o dt’/o dt" [p1p2]e [dspale [dsde)er

X {51(1;_1(2 51{3;_1{4 6k5;—k6 /de g(t,t/)g(t,t”) [—iG(t/,t//)]}

T T T
= idsA4 )\3/ / ddkl...ddk(;/ dt/ dt’/ dt" 54 (ky + ... + ke)
bA bA 0 0 0

X [p1p2]t [P3pale [Psd6)er X {5k1;k2;0 Oks:—ky Oksi—kg $2d g(t,t’)g(t,t”)G(t’,t”)}

Figura 4.5: Traduccion de un diagrama a su expresion analitica; ver Ec. (4.12).
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De esta manera, la contribucién neta de estos dos diagramas a §.5, sera
556 = 65 + 555, (4.10)

donde la contribucion del primer diagrama, incluidos todos los factores combinatorios, es

T T T
550 = 108 5sA% AP / / ddkl...ddka/ dt/ dt’/ dt” §°(ky + ... + ko)
bA bA 0 0 0

% [12)s [0l (0506 { it G s Obsiobo Qu GGG}, (411)

y la del segundo,

T T T
55 = —108 igsA? A?’/ / ddkl...ddkﬁ/ dt/ dt’/ dt" 5% (ky + ... + k)
bA bA 0 0 0

X[¢1902]t [¢3904]t’ [¢5¢6]t”{5k1;—k2 5k3;—k4 5k5§—k6 Qq g(t7t/)g(t7t/l>G(t/7t//)}‘ (412>

Notar que el primero genera un término con un nimero impar de campos ¢, y el segundo, uno
con un numero par. De ahi que este ultimo sea proporcional a i. Si la accién de partida tiene
la forma (2.2)—(2.6), estas correcciones pueden escribirse directamente como perturbaciones a
los acoplamientos de seis campos originales. El primer diagrama corrige el acoplamiento vg3, y
el segundo, el vgy. Para adaptar el resultado a la forma en que estd parametrizada la accién
de la Ec. (2.5), habria que introducir seis tiempos, de t; a tg, e insertar las deltas necesarias
para asegurar la igualdad de cada par de tiempos en cada vértice. También es necesaria una
redefiniciéon de los nombres de los impulsos de cada campo, ya que en la parametrizacion
aparecen ordenados de un modo particular, primero los campos ¢, numerados de 1 a m, y luego
los campos ¢, numerados de m + 1 a n. Todo esto da un poco de trabajo, pero finalmente se

encuentra que el primer diagrama da una perturbacion

5’063(1{, t) =108 58Ad )\3 {51(1;_1(4 5k2;—k5 51(3;_1(6 Qd Q(tl, tQ)G(tl, tg)G(tQ, tg)}

)8t — t2)d(ts — 13)0(ts — ts),  (4.13)
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y el segundo,

(51]64(1{, t) = —108 (58Ad )\3 {61{1;_1{5 5k2;_k6 (51(3;_1(4 Qd g(tl, tg)g(tl, t3>G(t27t3)}
X(S(tl — t5)(5(t2 — tG)(S(tg — t4) (414)

Antes de dejar esta seccion, escribamos el término de 055 asociado a alguno de los diagramas
de tipo arbol. Por ejemplo, si tomamos el pentltimo de los diagramas listados en la Fig. 4.3,

reescrito aqui abajo propiamente como un diagrama,

k
kl\ ké /° /k6
\ \ /
\ \ 7/ /
ke ———p—-¥— ¢ ——— ky
st t t"\
/ \
ks’ Vkg

encontramos que su efecto es introducir en la acciéon un acoplamiento de ocho campos, de la

T T T
688:355)\3/ / ddkl...ddkg/ dt/ dt’/ dt" 6%k, + ...+ kg)
bA bA 0 0 0

X (0102031 [@4¢s]e [Pedrds]em {5(‘1{1 + ko +ks| — A) [—iG(t,t’)]Q(t’,t”)}. (4.15)

forma

De nuevo, al tener un niimero par de campos ¢, se trata de un término imaginario. Traducido

a una perturbacion al acoplamiento vgg de ocho campos ¢, resulta

(Svgg(k, t) = 358)\3 {5(|k1 + k2 + kg‘ - A) G(tl,t4)g(t4,t6)}

x6(ts — t2)0(t — 1) [8(ts — t5)] [8(ts — t7)0(ts — 15)]. (4.16)

Es importante notar que, aun cuando ni wvg3, ni vgy ni vgg figuraban en la accién de partida,

dada por la Ec. (4.2), estas interacciones aparecen en la accion efectiva de los modos <. Este es
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un resultado harto comiin: incluso en los casos mas simples, el proceso de eliminaciéon de modos

genera infinitos acoplamientos, con dependencias generales en los impulsos y los tiempos.

Aqui termina el ejemplo con el que queriamos ilustrar el célculo de diagramas a orden Js.
Todos estos diagramas han resultado faciles de evaluar porque la funciéon de acoplamiento era
una simple constante \. Més adelante veremos casos en donde los acoplamientos dependen del
impulso y del tiempo.

Antes de pasar a la definicién de la transformacion del grupo de renormalizacién, se de-
mostraran dos cosas. Primero, que la parametrizacion de la accion, dada por las Ecs. (2.2)—(2.6),
es admisible desde el punto de vista CTP: fundamentalmente lo que hay que probar es que el
propagador completo (p¢’),  es causal y que (¢p¢'),, es nulo. En segundo lugar mostraremos
que la eliminaciéon de modos es una operacion cerrada respecto a esa clase de acciones. Esto
es necesario, puesto que la transformacion del grupo de renormalizaciéon se define de manera

iterativa.



Validez de la parametrizacion, eliminaciéon
de modos y propiedad de clausura

Al definir la parametrizacion de la accion en las Ecs. (2.2)—(2.6), se pidié que las funciones
Unm cumplieran con la siguiente propiedad: siempre uno de los tiempos de los campos ¢ debia

dominar o igualar los tiempos de todos los demés campos,
’Unm(tla---atmytm+17--'atn) =0 =i méx(tl,...,tm) <méx(tm+1,...,tn). (51)

Se dijo en aquel momento que esta condicién aseguraba causalidad, y que también impedia
generar términos sin campos ¢ en la accién de influencia, términos que desde el punto de
vista CTP no estan permitidos. Demostraremos que esta propiedad relativa a los tiempos de
los campos ¢ y ¢ se conserva al construir cualquier diagrama donde esos campos aparezcan
como lineas externas. Como corolario, veremos que la condiciéon (5.1) impide la aparicion de
términos sin campos ¢, y que, por otro lado, asegura la causalidad del propagador completo,
(@(t)P(t')) s €s decir, el calculado respecto a toda la accién, y no sélo a su parte libre.
Calcular 6S o calcular el propagador completo es calcular en realidad valores de expectacion.
Este calculo puede organizarse como una serie de diagramas de Feynman. En el primer caso,
los diagramas poseeran lineas externas correspondientes a los campos <. En el segundo, puede

pensarse que en todos los diagramas hay un par de lineas externas, una conectada al campo

68
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©(t) y otra al campo ¢(t'); volveremos sobre esto al final de la secciéon, una vez expuesto el
argumento principal. Lo que haremos ahora serd demostrar que el resultado de cada posible
diagrama, con un dado contenido de lineas externas, genera siempre un término que satisface
la condicion (5.1). Con esto queremos decir que si escribimos el resultado de un diagrama
guardando la forma que tiene cada término de Siy en la Ec. (2.6), independientemente del
significado del diagrama, la funcién v,,, en términos de la cual quede escrito cumplira con
la condicion (5.1). La demostracion consistira en tomar un diagrama genérico, supondremos
que viola esta propiedad y entonces iremos identificando ciertas lineas internas que por fuerza
deben figurar en el diagrama. Se vera que estas lineas siempre trazan un subdiagrama que es
igual a cero. Asi se demuestra que la hipotesis de partida implica la nulidad del diagrama. En
los diagramas siguientes puede haber mas lineas internas no dibujadas y que no afectan a la
demostracion. Las lineas internas corresponderan a los propagadores calculados respecto a la

accion libre, para la que asumiremos que vale

(e()o(t)) ot —1) vy (o()p(t)) = 0. (5:2)

Demos por cierto que inicialmente se cumple la propiedad (5.1), y

supongamos haber formado un diagrama no nulo para el cual esta

condicion ya no sea valida. Es decir, uno de sus vértices tendra un ol
campo externo ¢y evaluado a un tiempo ¢y mayor que los tiempos

de todos los campos externos de tipo ¢. A partir de aqui trataremos

de llegar a una contradicciéon. Como el vértice al que pertenece ¢q

tiene, por hipoétesis, un campo ¢; evaluado a un tiempo t; mayor

o igual que el tiempo ¢y, y como estamos asumiendo que entre los

tiempos de los campos externos ninguno supera ni iguala al de ¢, // le
por fuerza ¢, tiene que formar parte de una linea interna en un

propagador G.

Si esta linea termina en un campo ¢(t) del mismo vértice, el
resultado es nulo, porque todos los campos ¢ estan evaluados a
tiempos menores que tq, y ademas (p(t)o(t1)) o< O(t — t1).

/
01
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2y

De manera que la linea debe terminar en un
campo g de otro vértice. Ahora bien, el campo
9 conectado a ¢ debera estar evaluado a un
tiempo ty > t;, por la causalidad de G(ts,t;). ,
Si, a su vez, el campo ¢3, en el segundo vértice, /¢1
cuyo tiempo t3 domina a los tiempos de los _/
campos ¢ de ese mismo vértice, correspondiese ¢3——— 2

a una linea externa, dominaria sobre t;, pues

t3 > ty > t; > ty. Pero, por hipoétesis, esto

no ocurre, de manera que ¢s tiene que estar

conectado por un propagador G a un campo ¢.

¥o ©o

Nuevamente, si este ¢ perteneciese al ¥
mismo vértice que ¢3, el diagrama se
anularfa. Por otro lado, si el campo ¢(t) ( v 1 [ /01
estuviese en el primer vértice, se forma- \\ é |\ /

ria un lazo cerrado de propagadores AN 2 P\
(pp) tales que t > t3 > to > t; > {,

y el diagrama es de nuevo cero.

Por lo tanto, ¢3 tiene que estar unido a

un campo ¢ en un tercer vértice. (Evi-

dentemente, si el diagrama consiste s6lo %
de dos vértices, el argumento termina \
aqui.) 2N

Asi uno va pasando de un vértice a otro y el argumento se repite hasta agotar todos los

vértices. Es imposible no trazar un lazo cerrado de propagadores G que en cada vértice involucre
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al campo ¢ dominante. Por lo tanto, a menos que el diagrama sea nulo, ninguno de los campos
© externos puede estar evaluado a un tiempo mayor que el de todos los campos ¢ externos. La

siguiente figura completa el argumento en el caso en que el diagrama tiene cinco vértices.

®o ¥o ©o ®o

—e
2] 2] ®0 ®o

®o

Figura 5.1: En esta figura se completa al argumento suponiendo que haya cinco vértices en total. Al llegar al
altimo vértice no queda otra opcion que declarar nulo a todo el diagrama.
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Pensados como diagramas que dan contribuciones a 65, vemos que los términos que generan
conservan la condicion (5.1). Es facil ver que también queda demostrado que no se pueden
generar diagramas no nulos sin campos externos ¢, ya que un diagrama de este tipo pertenece
a la clase en los que el tiempo de uno de los ¢ domina sobre los tiempos de todos los ¢, siendo
que ahora no hay ningin campo ¢.

Veamos aparte como se aplica lo anterior para demostrar que el propagador completo es

causal. Cada uno de los diagramas que aparecen al calcular el valor de expectacion
| DD elt)oe) 59 mis,
(p()P(t))pn = ,
/ DgDy 1% po[6y, ]

puede tener una de dos formas, como muestra la figura

(5.3)

Las cruces en cada diagrama representan los campos p(t) v ¢(t'), que estan contraidos con
alguno de los campos en la parte central del diagrama, cuya forma particular no interesa. El
campo ¢(t") solo puede estar conectado a un campo ¢ (7’), pero el campo ¢(t) puede contraerse
tanto con un campo ¢(7) como con un ¢(7). De alli que hayamos considerado los dos casos.
(Evidentemente, en la expresion final del diagrama habra un par de integrales, en 7y en 7'.)
Ahora bien, si aislamos la parte central de cada diagrama y pensamos a los campos en 7 y 7/
como lineas externas, cosa que en verdad son antes de contraerse con ¢(t) y ¢(t'), vemos en
seguida que el segundo caso no puede aparecer, ya que, segin acabamos de demostrar, no hay

diagramas sin campos ¢ externos:

o(T) o(7')
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Y en cuanto al primer caso, sabemos que 7 debe ser mayor a 7’; es lo que demostramos mas

arriba,

¢(7) p(7')

-- x O(t — 7).

Teniendo en cuenta las contracciones con los campos ¢(t) y ¢(t'), el diagrama completo sera

proporcional entonces a esta integral

/ drdr' 0t — 1)0(r — 7)0(r — ) ... oc Ot — ) [ / drdr .. } | (5.4)

que es lo que queriamos demostrar. Puede notarse ademés que la nulidad del primer diagra-
ma implica que el propagador completo (¢(t)p(t'))g,, es igual a cero, ya esos son los tnicos

diagramas a los que podrian conectarse los campos ¢(t) y o(t').

Recapitulemos brevemente: la condicion (5.1), que dice que en cada término de la interaccion
uno de los campos ¢ debe estar evaluado a un tiempo mayor o igual que los tiempos de los
campos ¢, es una propiedad que se preserva al eliminar modos (sin importar si la cascara es
infinitesimal o no, cosa que en ningin momento tuvimos que suponer), y ademas asegura que
cualquier término generado durante la eliminaciéon posee al menos un campo ¢, tal como lo
requiere una buena accion CTP. La condicion (5.1) también permite afirmar que el propagador

completo (p(t)p(t'))s, es causal, propiedad que es central en el formalismo CTP.

Faltaria demostrar una tltima cosa respecto a la clausura del proceso de eliminacion de
modos, algo cuya demostracion no depende de lo anterior. Se trata de ver que se preserva la

propiedad (1.45),
S[e™, 0] =-S5 [0t 7], (5.5)

0, lo que es equivalente, ver que todos los acoplamientos v,,, generados durante el célculo de

la accion de influencia son reales. La demostracion sélo se basa en un conteo de potencias de i,
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y lo tnico que necesitamos pedir es que los propagadores (p(t)op(t')) v (@(t)e(t')), calculados
respecto a la accion libre, tengan la forma (p(t)p(t')) = —i G(t,t') y (p(t)e(t)) = G(t, 1),
donde G y G son funciones reales.

Asumamos que la accion de partida satisface la condicion de que todos los v, sean reales.
Formemos un diagrama genérico. Supongamos que el diagrama tiene N vértices, y que el vértice
Jj—ésimo tiene n; campos ¢ en total, entre lineas externas e internas. Podemos llevar la cuenta
de los factores ¢ aportados por cada vértice asignandole a cada uno un factor ™. Un vértice
con un nimero par de campos ¢ sera proporcional a +1; y uno con un nimero impar, a =i.
Asi, automéaticamente el vértice tendréa las propiedades de conjugacion adecuadas. (En este
conteo estamos incluyendo el factor i que aparece en la exponencial €'®.) Ademas, si hay ng
propagadores de tipo (p¢@), habra un factor i"¢. De modo que, en total, aparecera un factor ™

con
N
m=ng + an. (5.6)
j=1

Evidentemente, si se trata de contar potencias de ¢, para saber si la contribucion del diagrama
es real o imaginaria, es irrelevante el signo con el que aparece cada término del exponente. Lo
mismo daria tener, por ejemplo,

N

m = +ng + Z +n;, (5.7)

j=1
pues solo importa la paridad de m. Ahora bien, como cada propagador {p¢) involucra un solo
campo ¢, el nimero de campos ¢ externos en el término generado por el diagrama sera igual

al namero total, ) n;, menos ng,

N
ng = —ng + an. (5.8)
=1

Vemos entonces que el nimero m de factores i en la Ec. (5.7) es justo el apropiado para un

acoplamiento con n, campos ¢, segin lo dicho al comienzo de este parrafo.



La transformacioén del grupo de
renormalizaciéon fuera del equilibrio

En este capitulo se define el grupo de renormalizacion (GR) para las acciones de la Seccion
2.1. Luego se aplicaran estos resultados a la teoria A®*. Primero se presentara la transformacion
infinitesimal, a partir de la cual la transformacion finita se construye por iteracion. La idea es
la siguiente: construir una transformacion tal que, dada una accién de partida, por eliminaciéon
y rescaleo devuelva una accion efectiva para los campos sobrevivientes. La aplicacion repetida
de este proceso arrojaré sucesivas acciones, todas caracterizadas por un mismo conjunto de
parametros que iran evolucionando con la transformacion. En el limite en que el paso de la
transformacion se reduce arbitrariamente, las trayectorias que siguen estos parametros podran

describirse mediante un sistema de ecuaciones diferenciales.

6.1. La transformacién infinitesimal

La transformacion infinitesimal es la composicion de dos operaciones [18, 26, 60]:

(1) eliminacion de los modos en una céscara de impulsos de espesor infinitesimal, bA < k < A.

(2) redefinicion de los campos, @ (k,t) = b* &' (b~ k, b~ t).

I6)
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El primer paso no es otro que el calculo de la accién de influencia §S hasta orden ds, cuestion
que ya ha ocupado las secciones anteriores. Hemos visto que al eliminar los modos entre bA y A
se obtiene una accién efectiva S. para los modos no eliminados. De manera general, esta accion
estd dada por las Ecs. (2.17) y (2.18). También hemos visto e ilustrado con varios ejemplos
que cuando los modos eliminados se encuentran en una céscara cuyo espesor se hace tender
a cero, el resultado puede escribirse como una perturbaciéon infinitesimal a los pardmetros de
la accion de partida. Las Ecs. (2.39), (4.13), (4.14) y (4.16) muestran varios ejemplos. Asi, la
accion efectiva S— puede ser escrita como la accién inicial (2.2) mas una perturbacion al nivel

de los parametros que caracterizan a esta clase de acciones. Escribamos S. = S con

S =5, + S5+ Sy,

(6.1)

donde

T .
S(')[(b,go]:/o dt /bAddk [%(1+2£55)¢¢—%(1+2n55) K ool, (6.2)

y donde S} y S

int

tienen la misma forma que Sy y Sy en las Ecs. (2.4) y (2.6), pero con

acoplamientos perturbados

!/

Unm = Unm + 5vnma (63)

siendo 0v,,, de orden ds. Hay que notar que las integrales en el impulso estan acotadas por
bA, que es el impulso méaximo de los modos que escaparon a la eliminacion. Los acoplamientos
vl v los pardmetros n y £ se obtienen a partir del calculo explicito de la accion de influencia,
como en los ejemplos de las secciones anteriores.

Hasta aqui lo ya visto.

El segundo paso de la transformacion es una redefinicion o rescaleo de los campos. En
esencia, el motivo practico de esta operacion es que si uno va a eliminar cascara tras cascara
de modos, cada eliminacién pueda realizarse independientemente de las anteriores. Lo que uno
quiere es una operacion que no requiera rever todo el mecanismo de calculo para cada nueva

cascara que se deba eliminar. El rescaleo da cierta libertad para fijar, dentro del flujo generado
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por la transformacion, la forma de ciertos términos en la acciéon sobre los cuales se construye
el calculo perturbativo de 05.

El cambio de variables se realiza escribiendo
o (k,t) =b* ¢’ (b‘1 kb= t) y o (k,t) =b* ¢ (b‘1 kb~ t), (6.4)

con exponentes oy y o que seran fijados en seguida. Podemos independizarnos de las variables

k y t escribiendo

¢=R¢ y ¢ =Ry, (6.5)

donde el operador R tiene el efecto mostrado en la Ec. (6.4). El rescaleo redefine los campos y
restaura el cutoff a su valor original, pues cuando k = bA, el argumento de los campos ¢’ y ¢’
toma el valor A. De modo més explicito, las sustituciones implicadas por la Ec. (6.4) tomaran

tipicamente esta forma dentro de las integrales

T T
/ dt / dk f(k,t) = / dt / d'% b7 f' (b7 'k, b7 ¢)
0 bA 0 bA

b=t T
= / dt’ / dK psTater f1(K ¢, (6.6)
0 A
El paso que lleva a la tltima igualdad ha sido el cambio de variables
k =0k y t=0b"1. (6.7)

Notar que la integral en k vuelve a estar acotada por A, pero la integral en ¢ va hasta un nuevo
valor, T" = b~*T'. La condicion CTP, ¢(k,T) = 0, se transformaré para los nuevos campos en

esta otra
gzﬁ’(k, b*atT) = 0. (6.8)

Antes se seguir, hagamos una pausa para ver en déonde estamos y a déonde queremos llegar.

Partimos de una accién que dependia de dos pares de variables

S[¢<,¢>790<7 90>]-
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Eliminamos los modos > y obtuvimos una accién efectiva para los modos <,

S<[¢<7 90<] = Sl[¢<a 90<]-

(Podemos omitir de ahora en mas los subindices en los campos.) La operacion representada por

la Ec. (6.5) permitira escribir
S'p. o] = SR, Ry,

pero lo que queremos finalmente es identificar esto con una funcional de los campos ¢ y ¢/,

de modo que escribiremos
S'R¢ Ry =5"¢,¢]. (6.9)
El objetivo es encontrar la funcional S”.

Cuando el rescaleo es aplicado a la Ec. (6.2) se obtiene una nueva accion libre, S{. Conser-

vando la notacion sin primas y siguiendo los mismos pasos que en la Ec. (6.6), resulta

b—tT
Slo, o] = / dt / d'%k b0 1 L(1 4 2¢ §s)b72 gp — L (1+ 21 8s)(bk)2d . (6.10)
0 A

Los dos exponentes g y oy pueden ser arbitrarios, pero suelen elegirse de tal manera que el
integrando en S{ tome la forma que tenia originalmente el integrando de Sy. El sentido de esto
es meramente practico, para conservar la forma de los propagadores lo méas inalterable que se
pueda. A partir de esta condicién, a orden ds se obtienen las siguientes relaciones entre los

exponentes ay y a, las funciones £ y 7, y la dimension d del espacio,

200 = —(d+1)+n+¢, (6.11)

a = —l+4n—¢ (6.12)

Asi, oy ¥ oy quedan fijados por los valores de las perturbaciones ¢ y 7. Cuando estas cantidades
son nulas, los exponentes o, y a; coinciden con las dimensiones, en unidades de impulso, de

los campos y el tiempo, respectivamente.
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Fijadas las condiciones que dejan invariante Sy, veamos en detalle cual es el efecto de la
transformacion infinitesimal sobre el resto de los términos de la accién, y también sobre la
matriz densidad.

Considérese primero un término genérico asociado a un acoplamiento v,,,. En la accién de

partida aparecera como

Suml9, 0] = [H/ dt; /ddk] 0k + ...+ k)

n

[H¢(kj,tj)] [ 11 @(kj,tj)] Unm (K, 1), (6.13)

Jj=m+1
donde C es 1 o 1, dependiendo de si m es impar o par, respectivamente. Las variables k y ¢
en el argumento de la funcién vy, representan todo el conjunto de variables k; y t;. Una vez
eliminados los modos en la céscara, a S, se agrega cierta correcciéon, que puede ser vista como

una perturbacion al acoplamiento v,,,, que es reemplazado por v),,. = Upm + Vpm,

n

H/ dt; /bAdk] 50k + ... + k)
[HQb(kjatj)] [ H SO(kj,tj)] v;m(k’t). (6.14)

j=m+1

Spm — Sl

Aplicando las sustituciones indicadas por las Ecs. (6.4) y (6.7), pero conservando la notacion

original para los campos y las variables de integracion, la nueva acciéon rescaleada es

H/b atTdt /ddk] [H¢ ] [ﬁ <p(kj,tj)]

j=m+1

S//

x 6%ky + ...+ k) b o), (bk, bt), (6.15)
donde
a, = (n—1)d+n(o + ay). (6.16)

El cutoff en las integrales de los impulsos es de nuevo A, pero las integrales temporales van

ahora de 0 hasta b~ T'. Finalmente, expandiendo b** v/, (bk,b* t) alrededor de k y ¢ hasta



80 6. La transformacién del grupo de renormalizacién fuera del equilibrio

orden ds, se obtiene

n

H/Ob atTdt /ddk] [ﬁd)(kj,tj)] [ﬁ w(kj,tj)]

7j=1 j=m+1

an+Z( aic +ut aat )lés}v;m(k,t). (6.17)

La Ec. (6.17) muestra que el rescaleo toma las funciones v/, , que resultan de la eliminacion de

S//

6%k, + ...+ k,) {1—

los modos, y devuelve este otro conjunto

= {1— an+Z( +Ozt ai)]és}v;m

= Upm + 0Upm — | O + Z < + ot (‘ft )] 05 Vpm, (6.18)

siempre hasta orden ds. La aplicacion que lleva de los v, a los v/ = es la transformacion

infinitesimal del GR para los acoplamientos v,,,.

Transformacién infinitesimal
del grupo de renormalizacién

Unm v v
eliminacién
de modos

nm
rescaleo

Figura 6.1: El efecto de cada una de las operaciones infinitesimales sobre los acoplamientos de la accion.

Podemos reescribir esto como un sistema de ecuaciones diferenciales. Introduciendo el parametro
s de la transformacion, identificando v, (k,t) = vom(k,t,s) vy 02 = vpn(k, t,s + 9s), ¥y

formando la derivada de v, respecto de s se obtiene

(9 OV,
= . 1
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Si fuera necesaria una aclaracion, el miembro de la derecha debe leerse como se explica en los
parrafos vecinos a la Ec. (2.41). Estas son las ecuaciones del GR para las funciones v,,.
Respecto a la matriz densidad, Ec. (2.12), hay que decir que so6lo es afectada por el rescaleo,

luego del cual, siguiendo los mismos pasos anteriores, toma la forma

#1600, p(K), 0] = exp (— [ 200 { coth {w} H)O(—K) + ... })

que puede escribirse también como

p'lo(k), o(k),0] = exp (— /Addk @{coth {w} o(k)o(—k) +.. }), (6.20)
donde
a (k) = b2 a(bk) v B (k) = b~(@+229) g(pE). (6.21)

De esta manera, a orden ds, a y [ deben ser reemplazados por

a =a+ (—d — 20 — k%) ads, (6.22)
, 0
B =B+ <d + 20y — k%> B ds. (6.23)
Identificando, similarmente a lo ya hecho, a/(k) con a(k, s+ds) y B'(k) con B(k,s+ds), resulta
da 0
% = (—d — 20Z¢ — k%) a, (624)
ap 0
El producto af sigue una evoluciéon aun mas simple,
0 0
il - = 0. 2
(as—l—kak)aﬂ 0 (6.26)

Estas son las ecuaciones del GR para los parametros que definen la matriz densidad.
Finalmente, también habra una ecuacién de GR para T'. Viendo cémo corre el limite superior
en las integrales temporales, se obtiene

or

o=l (6.27)
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Integrar las ecuaciones diferenciales es equivalente a iterar infinitamente la transformacion
infinitesimal del GR, con condiciones dadas en s = 0. Para cualquier valor de s > 0, todos
los modos originales con k£ > e * A habran sido eliminados; la accién y la matriz densidad
tendran la misma forma que en las Ecs. (2.2) y (2.12), pero los pardmetros que las definan
corresponderan a las soluciones de las ecuaciones del GR. Ademas, el valor de T debera ser

reemplazado por

T(s) = exp { /0 S ds’at(s')l T=e*T. (6.28)

Puesto que ay = —1 +n — &, por lo general T'(s) sera una funcion decreciente de s, dada en
primera aproximacion por e *7T".

Las funciones v,,, a y 3, los exponentes oy, y v, la matriz densidad y la propia accion,
construida a partir de las soluciones de las ecuaciones del GR para los acoplamientos, deben
ser consideradas funciones explicitas de s. Asi, la accion construida con los vy, (k, t, s) deberia
ser representada por S[¢, ¢, s], aunque si no hay riesgo de confundirla con la acciéon original,

omitiremos indicar su dependencia en s.

6.1.1. Nota acerca de la forma de los acoplamientos y de la expresiéon
para los exponentes

Al derivar la Ec. (6.16) asumimos que los términos de interaccion estaban escritos tal cual
como en la Ec. (2.6), es decir, que siempre tuvimos en mente funciones vy, que dependian de
los n tiempos y los n impulsos. Pero ocurrird con frecuencia que estas funciones dependan de
un namero menor de variables. Un acoplamiento local en el tiempo siempre puede llevarse a
la forma (2.6) introduciendo deltas de Dirac. Y, de igual modo, acoplamientos que dependan
en un namero n’ < n de tiempos pueden llevarse a la forma dictada por (2.6). En lugar de
hacer ese paso, lo que conviene es rederivar el valor del exponente o adecuado a cada caso. Se
trata de contar inicamente cuantas variables efectivas hay en realidad en el acoplamiento. Las
ecuaciones diferenciales también pueden adaptarse con relativa facilidad. Lo mencionamos aqui

porque en adelante sera algo bastante comtn, aunque no volveremos a insistir mucho sobre esto.
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El lector puede verificar en cada caso que las modificaciones introducidas sean verdaderamente
las correctas.
También ocurrira que los acoplamientos sean funciones del médulo de una suma de impulsos,

como por ejemplo
U(klakQat17t2) = f(|k1 +k2‘7t17t2)? <629)

y no de cada impulso aisladamente. En este caso es facil ver que el término que corresponde a
los gradientes respecto de k; en la Ec. (6.19) dara origen en la ecuacion para f a un término

de la forma

af(kv tla t2) )

g ok

(6.30)

6.2. Solucion de las ecuaciones del GR

6.2.1. Meétodo de las caracteristicas

Para escribir la solucion de las ecuaciones del GR notemos que todas tienen la forma general

0 u 0 0

donde ar y «a; son funciones sélo de s, y donde k y t representan todo el conjunto de

F(k,t,s) = g(k,t,s), (6.31)

variables {ki,...,k,} y {t1,...,t,}, respectivamente. Trataremos de transformar esta ecuacion
en derivadas parciales en una ecuacion diferencial ordinaria.
Lo que hay que notar es que el miembro de la izquierda en la Ec. (6.31) puede escribirse en

términos de la derivada total de una nueva funcion G,

n

9 9 9
%+aF+Z(ki-a—ki+attia—m)

=1

E
ds

F(k,t,s)=e 70 { } (e k,e Pt 5),  (6.32)

G (k,t,s) = F (e k, ™ ¢, 5), (6.33)

Bi(s) = /OS ds" oy (s"). (6.34)
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Con esto, la Ec. (6.32) se escribe como

dG

[d—] (k,t,s) =€’ g (68 k, P ¢, s), (6.35)
s

que puede integrarse inmediatamente. La solucion, reescrita en términos de la funciéon original

F. es

F(k)t’ S) — e_ﬁF(S)FO (e—s k’ e—ﬁt(s) t) + / ds’' eﬁF(s’)*ﬁF(S) g (es’fs k’ eﬁt(s’)*ﬁt(s) t} 8/)7
0

(6.36)
donde Fj es la condicién inicial
Fy(k,t) = F (k,t,0). (6.37)

Esta solucion sigue en esencia el método de las caracteristicas.

6.2.2. Meétodo iterativo

Hay una manera alternativa de llegar a la Ec. (6.36), sin escribir las ecuaciones diferenciales,
sino iterando explicitamente la transformacion, paso a paso, y s6lo al final tomando el limite
0s — 0.

La iteracion paso a paso de la transformacion del GR para un acoplamiento v, partira
desde cierto valor inicial v, (k,t,0). La funcién v, depende de un dado ntimero de impulsos
y de tiempos, representados en conjunto por k y t, respectivamente. Cada paso aislado de la
transformacion infinitesimal tiene dos efectos: primero introduce una correccion G debida a la

eliminacion de los modos en la céscara
Unm — Unm + G, (6.38)

y, en segundo lugar, aparecen aqui y alla varios factores con potencias de b, debidos al rescaleo.
Si la cascara es infinitesimal, la funcion G sera proporcional a ds. Por el momento no es
necesario tener eso en cuenta. Usaremos v, (k,t,j) para representar el resultado de iterar

la transformacion j veces. Para ir del paso j al 7 + 1 habra que componer las dos operaciones

V(K t, j + 1) = 0D [u,,,(bk, 5D ¢, 5) + G(bk, 5D ¢, 5)], (6.39)
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donde «, esta dado por la Ec. (6.16). La Ec. (6.39) muestra los dos efectos: perturbacién+rescaleo.

Si al comienzo el acoplamiento es vy, (k, t,0), luego de un paso tendremos
Vnm(k, 8, 1) = b v, (b, 670 1,0) + 52 G (bk, b ¢,0). (6.40)
Luego de dos,

Vam (K, 1, 2) = bonD¥en @ 4y (52 i D) )

+ penDFen(0) G (B2 k, bW Tee @ ¢ 0) + 5220 G (bk, bW ¢ 1), (6.41)

Y luego de N,
N-1
Vam (K, £, N) = 04O w0 (BN K 05O 1 0) + > 020 @ (0N Tk, 6208, 5), (6.42)
§=0

donde las funciones A,(j) estan definidas por

Bali) = Y ) (6.43)

La Ec. (6.42) es valida aun cuando la eliminacion de modos no ocurriera dentro de una céscara
de espesor infinitesimal. Su forma so6lo depende de como se componen las dos operaciones en la
Ec. (6.39) para generar cada paso elemental. Por el momento es 1til tener presente la Ec. (6.42)
como método alternativo para seguir la evolucién de v,,, y para determinar ciertos valores
limites que pueden perderse al escribir las ecuaciones diferenciales. Ya tendremos oportunidad

de aplicar la Ec. (6.42) a varios casos concretos.

Ahora si, suponiendo que G sea de orden ds,
G = gds, (6.44)
pasando a una variable continua mediante la identificacion
Vpm (K, 1, 7) — vam (K, 8, 87), (6.45)

en el limite en que ds tiende a 0, manteniendo Nds = s, y recordando que b = 1 — ds, es
posible en la Ec. (6.42) pasar de sumas a integrales. Con unas pocas sustituciones, se recupera

la ecuacion (6.36).
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6.3. Relacion entre la teoria original y la teoria efectiva

Comenzamos con una teoria para un campo P, cuyos grados de libertad se extendian hasta
una escala de impulsos dada por un cutoff A. Dijimos que en realidad no nos interesaban todos
los grados de libertad sino aquellos por debajo de un nuevo cutoff, digamos A" = e * A < A.
Esto hizo que buscésemos eliminar explicitamente de la teoria los grados de libertad entre A’
y A. Pero en lugar de hacer esto de una sola vez, tomando la traza sobre un rango finito de
modos, dividimos la tarea, distribuyéndola en sucesivas eliminaciones infinitesimales. Pero hubo
més que eso. No se traté simplemente de una division del intervalo de integracion en varios
subintervalos, porque cada eliminacién infinitesimal vino acompanada de una redefiniciéon de
las variables de campo.

Se plantea ahora lo siguiente: al final de ese infinito proceso de eliminaciéon y rescaleo,
;qué es lo que estéa describiendo la accion efectiva S[o, p, s|? (A donde quedaron los valores de
expectacion que estabamos interesados en calcular? Se hace necesario entonces encontrar cuél
es la relacion entre la teoria original y la efectiva. Para encontrar esta relacion habra que seguir
con algin cuidado el camino que lleva de una teoria a la otra. En lo hecho mas arriba, la cuestion
se centraba en encontrar la evolucion de los acoplamientos. Ahora la atencién estara puesta no
tanto en los acoplamientos como en la funcional generadora: respecto a la transformacion del

GR, esta funcional debe permanecer invariante.

Para simplificar un poco la notacién, escribiremos las cosas al modo de una teoria con
una sola familia de campos y corrientes. Inicialmente habré cierta accion S[¢] y una funcional

generadora asociada

Z[J] = / D¢ 1) exp [z /0 ' dt /A d?k ¢(k, t)J(k,t)} pold]. (6.46)

A la accion efectiva S[¢, s| construida con los acoplamientos vy, (k, ¢, s) le correspondera, a su

vez, una funcional generadora

T(s)
Z[J, s = / D¢ 519 exp [z / dt / A% ¢(k, t) J(k,t)] po [0, 5]. (6.47)
0 A
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De las dos expresiones anteriores, la primera describe la teoria original y la segunda, la teoria
efectiva. En s = 0 ambas coinciden.

La observacion fundamental es que ni la eliminaciéon de modos ni el rescaleo son operaciones
que afecten el valor de Z[J]. Como todo ocurre dentro de la integral funcional, Z[J] es ciega a
esos cambios de variables e integraciones parciales. De ahi que, en lo que respecta a los modos
no eliminados, la teoria efectiva sea tan buena como la original.

Esquematicamente, esto es lo que ocurre en cada paso de la transformaciéon: primero se
separan, dentro de la integral funcional que define Z[J], los modos > y <, asumiendo que las

corrientes s6lo se acoplan a estos ultimos,

71 = / D S+ 96 1) — / D¢<{ / Do, ¢iSI6<4>] Po[¢>]}€if 705 polée]. (6.48)

Luego, el resultado de integrar sobre los modos > se expresa redefiniendo la accién para los

modos <,

eisl[¢<] = /D¢> 6i5[¢<7¢>} p0[¢>]7

21 = [ Doc s o] (6.49)
Sigue el cambio de variables (6.5), ¢ = R ¢/,
217) = / D(R ) ¢RI TR py[R o] (6.50)

que es una transformacion lineal, por lo tanto su jacobiano no depende de los campos y puede

sacarse fuera de la integral como una constante c,
Z[J| = c/'ng’ RO+ T RS IR ). (6.51)
Ahora se definen S”, pj y J' mediante las expresiones
SRo| =56l R =l v [IRe) = [T (6.52)

Entonces

21 = [ Do eI il (6.53)
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Antes nos detuvimos en el célculo de S” y o, lo que nos permitié llegar a las ecuaciones del
GR para los acoplamientos y los pardmetros que definen la matriz densidad. Para terminar de
relacionar la teoria de partida con la teoria efectiva hay que estudiar ahora lo que ocurre con
el término de corriente.

Siguiendo el mismo camino que permitié obtener la transformaciéon de los acoplamientos vy,
puede pensarse al término de corriente de la funcional generadora (6.46) como otro término de

interaccion. En pocos pasos se encuentra que la corriente evoluciona segin
J(k,t,s) = e P10 Jle=o ke P t). (6.54)
En el miembro de la derecha figura la corriente en s = 0, y ademas

By = By + B + sd. (6.55)

Asi, luego de eliminar los modos entre e * A y A, queda

, T(s)
Z[J] = C(s) /D¢ 195 oo b, 5] exp [2 / dt / d% p(k,t) e P J (e k,e ) ¢)
0 A

(6.56)

Esta funcion C(s) lleva la cuenta del efecto acumulado por los jacobianos de cada una de las
transformaciones infinitesimales de ¢ a R ¢’. Cambiando de variables en el término de corriente

para volver a la funcion J(k,t), y usando la definicion de §;, queda

Z17] = C(s) / Do 16l o6 5]

T
X exp {z/ dt/ d'k ¢ (e*k,e?t) el J(k, t)]. (6.57)
0 e SA

Se advertira que en el término de corriente todo esto es como dar vuelta atras la transformacion,
volviéndola hacia los campos: J vuelve a ser J, T'(s) vuelve a ser T' y el impulso esta acotado
por el verdadero valor del cutoff. Notese que esta expresion no es idéntica a la dada por la Ec.

(6.47).
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Las funciones de correlacion se obtienen derivando Z[J] respecto de J y evaluando en J = 0.
De esta manera encontramos, por ejemplo,

1 A
0] 6J(k,t)6J (K, t')

<¢(k7 t)(b(klvt/» = _Z

C ,
= %/Dqﬁ eSSl polo,s] @ (e® k, e%(®) t) ¢ (e’ K/, ) t) e 20s(s) (6.58)
Observando que Z[0] = C(s)Z]0,s], donde Z[J,s] es la funcional generadora asociada a la

accion efectiva en la Ec. (6.47), en seguida puede hallarse una relacion entre los valores de

expectacion de las dos teorias,
(p(k, t)p(K' 1)) = e 2P (¢ (e k, P t) ¢ (e K, e* 1)) . (6.59)

El subindice s en el iltimo corchete indica que el valor de expectacion esta referido a la funcional
generadora de la teoria efectiva, para ese valor del parametro de la transformacion. Cada uno de
estos valores de expectacion podra escribirse en una forma que ponga en evidencia la isotropia

y la invariancia translacional; por ejemplo
(0(k, (K, 1)) = Glk,1,1') 6(k + K). (6.60)

En esta forma termina obteniéndose una relacion entre las funciones G de la teoria original y

de la teoria efectiva:
Gk, t,t') = e 4720 G (e k, ™) ¢, ¢ 5). (6.61)

El nuevo término sd en la exponencial viene de la delta §¢ (e’k + e°k’) que surge al reescribir

(6.59) usando (6.60). Reemplazando los valores de cada exponente, resulta por fin

Gl t,t') = exp {s - /Osds’ [n(s") +§(s')]} G <esk,exp {—s + /Osds’ [(s') f(s’)]} b ,3).

(6.62)

Esta relacion es muy 1util en la practica, porque mientras el miembro de la izquierda puede ser
muy dificil de calcular, puede ocurrir que tomando valores particulares o ciertos limites de s,

el miembro de la derecha sea, por el contrario, muy facil de obtener.
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Una manera mas directa de obtener la relaciéon anterior, pero que no pone de manifiesto
la importante propiedad de la invariancia de Z[J], consiste en encontrar la relacion entre los
campos iniciales y los finales. La Ec. (6.4) puede ser reescrita como una relacion entre el campo

en la escala s y el campo en la escala s + ds:

ok, t,s) = b d(b kbt s+ ds). (6.63)
Invirtiendo la relacién y expandiendo hasta orden ds puede escribirse una ecuacién diferencial
para ¢,
— + ot — ok, t,s) =0. (6.64)
La solucién es

o(k,t,s) = e ¢ (e ke P ¢ 0). (6.65)
Podemos despejar de aqui el campo original en términos del campo en la escala s,

p(k,t,0) = e ) g (es k, %) ¢, s) : (6.66)

Formando el producto de dos campos y tomando valores medios, la relacion (6.59) se recupera

inmediatamente, y de ahi en adelante.

Una verificacion de Ec. (6.61) es considerar una teoria sin interacciones, con una accion libre
y una matriz densidad dadas por las Ecs. (2.4) y (2.12), respectivamente, y con las siguientes

condiciones en s = 0:
ak)=k v By'(k)=0. (6.67)

Tomemos por caso el propagador G. Como se muestra en el Apéndice A, Ec. (A.41), fijadas

estas condiciones el propagador de la teoria original es

Gk, t,t') = %cos[k(t —t)]. (6.68)

Cuando no hay interacciones & = n = 0 y la teorfa efectiva coincide punto por punto con la

teoria original: 05 es cero, todo lo que hay es accion libre y ésta es, por construccion, invariante
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frente a la transformacion. En particular, G(k,¢,t', s) es igual a G(k, ¢,t’). Es inmediato verificar

que la Ec. (6.61) queda satisfecha; en efecto, evaluando los dos miembros

2 "] — Sl s —s54 _ ,—sq/
Ecos[k:(t—t)]—e esl{:cos[e k(e®t—et)]. (6.69)



Las ecuaciones del grupo de
renormalizacion para la teoria \d?

Hasta aqui lo que hemos hecho fue definir una transformacion del GR para las acciones de
la forma (2.2). La transformacion es cerrada respecto de esta clase de acciones, pero aun para
las condiciones iniciales mas simples habra que seguir la evoluciéon de un ntmero infinito de
acoplamientos, con dependencias muy generales en los tiempos y los impulsos. Esta circuns-
tancia ya fue notada en el ejemplo del Capitulo 4, donde a partir de acoplamientos de cuatro

campos, locales en el tiempo, se generaron acoplamientos de seis y ocho campos no locales.

A continuacion trataremos el caso en que la condicion inicial para el flujo del GR es la
accion A®* con masa cero |61]. La simplificacion que introduciremos seré calcular las ecuaciones
del GR hasta orden A2. Esto hara posible trabajar con un conjunto finito de acoplamientos.
Aclaremos que no se trata simplemente de tomar la accion A®* y calcular 45, en la Ec. (2.27),
hasta orden A\2. Ocurrira que ese primer calculo de §S genere nuevos acoplamientos que, en un
segundo paso, puedan afectar a los acoplamientos iniciales o generar aun otros mas, siempre
sin sobrepasar el orden A\?. Se comprende entonces que lo que hay que hacer primero es ver
cuéles son los acoplamientos que pueden generarse haciendo sucesivas eliminaciones de modos

a partir de la accion inicial A\®* y hasta orden A?. Llegado un punto en que no se generen

92
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nuevos acoplamientos, se habré alcanzado una situacion de clausura de la transformacion hasta
el orden \2.
Inicialmente, cuando el cutoff es A, la accién de partida seré la version CTP de la A®*, que

es la diferencia entre las acciones A®* asociadas a cada rama del camino temporal,
S[ot.a7] = 8 [0+ 5 [o7]. r.)
con

/ dt/ddk t) d(—k, 1) — k2<1>(k,t)<1>(—k,t)]

T
— L/ dt/ddkl...ddk4 6% (ky + ko + ks +ky) Pk, t)P(ky, t)D(ks, t)P(ky, t).
24(2m)¢ Jo — Ja
(7.2)

Una palabra acerca de la convencién usada para escribir la ecuacién anterior. Cuando los campos
se consideran funciones de la posiciéon y del tiempo, la accion A®* usual se escribe como

/ dt/dd { $2(x, 1) — L [VOI2(x, 1) - %@4@(,@ . (7.3)

En nuestra notacion, la relacién entre los campos en la representaciéon de coordenadas y los campos de
la representacion de impulsos es

d .
d(x,t) = /A (;)1;/2 e kX ok, t). (7.4)

Es a partir de estas dos ecuaciones que se escribe la Ec. (7.2).

En términos de los campos suma y diferencia, p = ®* +d~ y ¢ = d" — &~ la Ec. (7.1)

€S

Slg, 0] = / dt/ddk o(—k,t) — k2o(k, t)p(—k, 1)
— ﬁ/%t/ddkl...ddk45d(k1+k2+k3+k4)
Q 0 A
X [ab(kl,t)@(kzvt)w(ks,t)so(kz;,t)+¢(k1,t)¢(k2,t)¢(k3,t)so(k4,t) . (7.9)

Lo que seguird a continuacién sera investigar cual es el subespacio de las acciones CTP al

que puede accederse si a partir de la accion A®* se escriben las ecuaciones de transformacion
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hasta orden A?. De esa manera, bastara con concentrarse en escribir y resolver las ecuaciones
de transformacion para ese subespacio particular y no para la clase general de acciones tratada
anteriormente. Se vera que la dificultad nunca esta en escribir las ecuaciones sino en resolverlas.
Las siguientes secciones pueden omitirse sin mucha pérdida, los resultados se resumen a partir

de la Ec. (7.29).

7.1. Conjunto reducido de acoplamientos a orden \?

Lo importante aqui es encontrar el conjunto minimo de funciones de acoplamiento tal que
la transformacion del GR sea cerrada con respecto a ese conjunto hasta orden A2. Al aplicar
la transformacion infinitesimal a una acciéon sobre la variedad definida por este conjunto, el
resultado puede apartarse de la variedad original sélo en términos de orden A\* o superiores.

Lo que haremos primero sera llevar la cuenta de los acoplamientos que se generan hasta
orden A\? si se parte de la accion A®*. Por el momento s6lo interesard hacer la lista de estos
acoplamientos y no calcular explicitamente los diagramas. El procedimiento sera iterar la
transformacion infinitesimal tantas veces como sea necesario hasta que no se generen, a orden
A2, mas acoplamientos. Veremos que basta con dos pasos para agotar todos los acoplamientos.
Solo es importante, a esta altura, obtener la forma funcional de los acoplamientos y el orden

en potencias de A\ con el que aparecen.

7.1.1. Iterando la transformaciéon infinitesimal del GR

La accion A®* inicial tiene inicamente acoplamientos locales en el tiempo. En cada término
los campos aparecen evaluados todos a un mismo tiempo. Ya desde la primera iteraciéon de
la transformacion se ve que los nuevos términos no tendran todos esta propiedad. Como se
vera inmediatamente, a orden A% no sera necesario considerar acoplamientos con méas de dos
tiempos ni que acoplen mas de seis campos, pero es facil ver que al iterar la transformacion,
sin imponer restricciones sobre el orden de los acoplamientos, podrian generarse términos con
un numero arbitrario de campos y que pueden depender de tantas variables temporales como

campos acoplados.
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Asumiremos que para s > 0 la acciéon incluird dos términos de la forma

T(s)
/ dt/Addkl...ddkm (ki + ...+ ky) Vi(s) ke, t)p(ko, t)o(ks, t)o(ky, t) (7.6)
0

T(s)
/ dt/f\ddkl...ddk4 6% (ky + ...+ ky) Vis(s) o(ky, t)p(ky, t)p(ks, t)p(ky, t), (7.7)
0

donde Vj; y Vi3 son de orden A y no dependen de los k; ni de ¢. Este par de términos corresponde
a la evolucion de los dos términos de interaccion que figuran en la Ec. (7.5). Por comparacion

con este misma ecuaciéon, cumpliran la siguiente condiciéon inicial

A

V41(0) = Vis(0) = Tl

(7.8)

Iteraremos la transformacion infinitesimal a partir de una acciéon que sélo contenga estos
dos tipos de acoplamientos, sin que sea necesariamente V;; = V,3. Cada iteraciéon podra ir
agregando nuevas clases de acoplamientos. Cuando se llegue a una instancia en donde iteraciones
adicionales no produzcan nuevos términos de acoplamiento, se habra alcanzado un estado de
clausura de la transformacion respecto a un conjunto reducido de interacciones. Es ese conjunto
el que interesa averiguar.

En lo que sigue, usaremos ¢ y ¢ para denotar los campos evaluados a tiempo ¢,y ¢’ y ¢

para los evaluados a tiempo t'.

B Primera iteraciéon: empezando con Vy; y Vi3 se construyen todos los posibles diagramas
de orden X\ y A? relevantes a orden ds. Estos diagramas se muestran en las figuras siguientes.
Ninguno corrige los acoplamientos originales sino que generan términos nuevos. Debajo de cada
diagrama se indica esquematicamente el término correspondiente que aparecera en la accion,

con el nombre del acoplamiento y las variables de las que depende. Se ha definido

Qu2. = ki + ko + ..., (7.9)

que es el impulso que entra desde los campos externos evaluados a tiempo t.
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e Primero, los diagramas de tipo arbol, que dan origen a los acoplamientos vg;:

kl\ k4
N

ks ﬁ ‘ kg

v61(Q123,t,t") P10203 YLPEPE

\

\

SN\ Vs Vi /
»

/
4
’

2
v(().3)(Q1237t,t’) P1P203 CLPsPs

Figura 7.1: Diagramas de tipo arbol construidos a partir de los vértices V41 y Vis. Debajo de cada diagrama

N 4

N /7
NV Vg s

N

ve2(Q123,1,t") P10203 DLP5P

N 4

\ /7
2 V43:/

N\
N\
A

v64(Q123, 1, 1) D123 Pydsdg

S ’

\ 7/
N\ Vis Vig s

/ N\
/ N\
4 \

ve6(Q123, 1, 1) 10203 PLdLdg

se indica en forma esquematica el tipo de acoplamiento que genera.

e Segundo, los diagramas de un loop mediante los que se generan los acoplamientos de cuatro

campos dependientes de dos tiempos:

Wi (Qi2,t,t") dr192 053¢

N ’
N\ 4
N\ Vi Vig s

<

1
U((;3)(Q1237t-, ) p1p2p3 Oydseg

\ 4

\ /
N Vig Vi s

/

4
’

v65(Q123, 1, ") 10203 D506

Was(Qu2,t, 1) 192 d5¢)

Figura 7.2: Diagramas de un loop y dos vértices construidos a partir de los acoplamientos Vi1 y Vis.
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e Tercero, un tadpole que genera un acoplamiento de dos campos, local en el tiempo:

-k
Vai(k,t) drxp—x

Figura 7.3: El tnico diagrama no nulo de un loop y un solo vértice que puede construirse con los acoplamientos
Vi1 v Vis. Este mismo tipo de diagrama es nulo si se construye con un vértice V3, pues necesariamente hay
que conectar un campo ¢(t) con un campo ¢(t), los dos evaluados al mismo tiempo ¢.

B Segunda iteracion: combinando los términos originales con los que se generaron en la

primera iteracion pueden construirse los diagramas mostrados en las siguientes figuras.

e Un primer conjunto de tadpoles formados a partir de los vértices de seis campos de la
primera iteracion. No generan términos nuevos, sino que corrigen a los ya generados por la

primera iteracion:

V61 V62 Vg3 V64
rd ” ~ ” ~ ”
/’ // \\ /’ \ \\ /’ \ \\
Pd 'l ~ g \ ~ g ~
\ \
\ \
N e g
N N N
”41 ”42 ”43

Figura 7.4: Diagramas de un loop y un solo vértice construidos a partir de los acoplamientos vg; generados en la
primera iteracion. Los acoplamientos generados por estos diagramas ya han aparecido en la primera iteracion,
son los de la Fig. 7.2

e Un segundo conjunto de tadpoles, formados a partir de los vértices Wy; de la primera iteracion.

Son los tnicos acoplamientos nuevos generados por la segunda iteracion:



98 7. Las ecuaciones del grupo de renormalizacién para la teoria A®*

N\
\
I
)
/
/
L s
—_——
Wai(k,t,t') oy’ \ Waa(k,t,t') oxd’

Figura 7.5: Diagramas de un loop y un solo vértice construidos a partir de los acoplamientos Wy; generados en
la primera iteracion.

El tadpole a continuacién corrige al acoplamiento de dos campos formado en la primera

iteracion:

Figura 7.6: Ultimo diagrama de la serie: un tadpole construido a partir del acoplamiento Wy ¢y’ conectando
los dos campos ¢’. El acoplamiento generado es el mismo que el que apareci6é antes en la Fig. 7.3.

Varios otros diagramas son posibles, pero la mayoria se anula por razones mas o menos
obvias, tal como se explica més abajo. S6lo dos nuevos términos son generados en la segunda
iteracion. Estos corresponden a los acoplamientos Wa; vy Was. Como estos términos son de orden
A? y s6lo involucran dos campos, no pueden usarse en una nueva iteracién, ya que deberian
combinarse con algiin otro vértice, dando como resultado algo de orden mayor a \2. Asi, la

tercera iteracion ya no generara nuevos términos, y ni siquiera nuevos diagramas.
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7.2. Calculo de los diagramas, diagrama por diagrama

En la secciéon anterior se construyeron todos los diagramas que es necesario considerar
para obtener las ecuaciones del GR. No nos intereso antes dar las expresiones explicitas de los
diagramas sino tan solo averiguar qué clase de acoplamientos podian obtenerse si se conservaban
términos con un orden méaximo de A\2. Habiendo hecho ese trabajo, calcular ahora el valor de
cada diagrama es muy sencillo. Agruparemos los diagramas segin el término que generan en
la accion. El valor de cada diagrama ya incluye su multiplicidad y también el factor 1/n! del
desarrollo de la exponencial en la Ec. (2.26), donde n es el namero de vértices. Es necesario
especificar ciertas propiedades de simetria de los acoplamientos para contar correctamente la
multiplicidad de los diagramas. Asumiremos que las funciones Wag, Wys, vg2, v Vge SOn simétricas
ent y t'. De esta forma, todos los campos de un mismo tipo que estén evaluados en el mismo
tiempo seran equivalentes.

De aqui en mas tomaremos

Diagramas para los acoplamientos vg; a vgg:

\\\ / _ dve1 \\\ ‘/’ ~ Ove2
T ~6s - Js
/ \ 2 | / \ . |
=3V G(t,t') 6(k—1) =5Vagt.t) ok —1)

\\\ /" 51)((5? AN 51;((3?
7_"4\" T s ":f)—" T s

=9V Vis G(t,¢) 6(k — 1) =V Vis G(t, 1) 6(k — 1)
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\\ /, 51)64 \\\ //' 57}65
> € --- :5— c——,— - —- :6—
7 s s
= 3V Vs G(t,t') 6(k — 1) = 3V G(tt) o(k—1)
\\ ,I
\ /7 6”66
- =
L’ . 0s

1
= SVAG(LY) (k1)

Diagramas para los acoplamientos Wy, Wy y Wiys:

Wy
0s

= [95,6;0 Q4 V3 g(m')ﬂ n [— 1800 Qu V41v430(t,t’)2}

+ [4/de vea(k + QL4 ¥) (¢, t’)] + [—4/de o[k + QL4 ) G, t’)}
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ds

= 18610 Qa Vi Vis Gg(t,t’)} + [Q/de oS (K + Q) g(m')} + {G/de ves([k + Q, 1,t) G(t, 1)

Diagramas para los acoplamientos Wy, Wy y Voi:

\\
]
/I
5W21 o 6W22 N n /
53 /// 58 ”/’ \\\\ /’/’ \\\
= [2/d9d W41(|k+m,t,t’)g(t,t’)} = Vdﬂd W42(|k+ﬂ\,t,t’)g(t,t’)}
+ [2/dﬂd Wia(k + 9, 1, G(t,t’)} 4 {—2/d9d Wis(k + ), 1, ) G(t, t’)}
Vi Wyt
SV R R ¢
521 = _- + - = [3Qd \%% g(t,t)] + [Qd / dt’ W41(O,t,t’)g(t/’t/)]
S 0

El limite de integracion en el dltimo término esta dado por el hecho de que Wy, es propor-

cional a 0(t — t').

7.2.1. Observaciones acerca de los diagramas y acoplamientos

Notemos primero que ninguno de los diagramas da correcciones a los acoplamientos iniciales
V4. En cualquier diagrama con cuatro lineas externas siempre hay campos evaluados a dos

tiempos diferentes, ¢t y t'. Tampoco hay correcciones a los términos nggb y k% ¢p; por lo tanto



102 7. Las ecuaciones del grupo de renormalizacién para la teoria A®*

n =& = 0. Més generalmente, no hay ningtan término nuevo de la forma V' (k) ¢(k, t)p(=k, 1),
del que podria extraerse una correccion de la forma k* ¢op.

También puede advertirse que los acoplamientos que dependen de dos tiempos acoplan
siempre un numero igual de campos a cada tiempo. Podria pensarse que términos con un
numero desigual de campos pueden aparecer mediante los acoplamientos wvg;, a través, por
ejemplo, del diagrama de la derecha en la figura de abajo.

kit

Ky, t/ Ky,
\

ko, t N ks, t'

ks,t ke, t' ks,t ke, t'
/
QPP P

Figura 7.7: Ejemplo de un diagrama nulo formado a partir de un vértice vg;. El diagrama se anula no porque
viole alguna propiedad CTP, sino debido a la historia previa de la transformacion.

Que diagramas como estos sean nulos es un resultado que no depende de la forma en si de
los diagramas sino de la historia anterior de la transformaciéon. Retrocedamos un paso, y en
lugar de escribir dvg; = 3VAG(t,¢') ds §(k — 1), conservemos la funcion W(b < k < 1) que dio

originalmente lugar a la §(k — 1):
Sver = SVAG(t, ) Wb < k <1). (7.10)

Recordar que estamos tomando A = 1.
Notese que si las funciones vg;(k, t,t") parten desde cero, después de N iteraciones seran la

suma de N términos, como en la ecuacion (6.42); por ejemplo, en el caso de la funcion vg;

N-1
var(k, t,t,N) =33 b™OVE(G) G (0¥ 530 j) W (bW <k < bm ),
7=0

(7.11)
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donde Ag, segtn la Ec. (6.43) , es

Ag(j) = as(D). (7.12)
Teniendo en cuenta la forma funcional de los vg;, es
ag = 6y + 5d + 204 = 2d — 5+ & + 5. (7.13)

Del mismo modo, todas las funciones vg; terminan siendo la suma de N términos, donde el

J—ésimo puede ser distinto de cero s6lo en el intervalo
b~ IN=i-1 | < b—(N—j)7

con j entre 0 y N — 1, como muestra la figura.

A
Uﬁi(k‘)
vg; = 0 vg; = 0
—ﬁ l 1 cee >
1 b=t b2 oI pN

k

Figura 7.8: La reunion de cada uno de los términos de la sumatoria de la Ec. (7.11), cuya forma siguen todos
los acoplamiento de seis campos. Fuera del intervalo 1 < k < b~ las funciones vg; se anulan.

Todos juntos, estos intervalos barren el segmento 1 < k& < b=V, El limite superior tiende a e*
cuando 0s — 0 y N — oo, con dsN — s. Lo importante aqui es el limite inferior. El impulso
k tiene que ser mayor estricto que 1.

Entonces, volviendo al diagrama de la Fig. 7.7: por conservaciéon del impulso, kg debe ser

igual a la suma de los impulsos de los campos a tiempo t, es decir, kg = k; + ko + k3, y debe
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ser tal que |kg| < 1, ya que es el argumento de uno de los campos. Pero, por otra parte, la
misma combinacién k; + ks + k3 aparece en el argumento de la funciéon vg;, y debe estar, segin
acabamos de observar, en la region 1 < |k; + ko + ks|. Estas dos condiciones contradictorias
hacen que el diagrama sea cero, no de manera inmediata sino como consecuencia del propio
flujo del GR. En realidad este resultado no es nada sorprendente. El diagrama de la Fig. 7.7
puede dibujarse incluyendo en la misma figura los dos pasos que llevan hasta él: primero la
formacion del vértice vg; a partir de dos vértices vy, y luego la contraccion entre los campos

del vértice recién formado. Lo que necesitamos es el primer diagrama de la Fig. 7.1,

Combinado con el diagrama de la Fig. 7.7 resulta

kit

ko, t

ks,t

Figura 7.9: Al mirar dentro del vértice en el diagrama superior, se pone en evidencia que el diagrama es nulo
debido a la conservaciéon del impulso y a que las lineas externas corresponden a campos con impulsos menores
que 1.
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El campo externo de la derecha debe tener impulso igual al de la linea interna, que luego del
rescaleo es b~1, una cantidad mayor que 1. Pero los campos externos, por definicién, tienen
impulsos menores que 1. De ahi que el diagrama sea cero.

Otras cancelaciones hay que, a orden A2, impiden la aparicién de ciertos acoplamientos.
Ocurren meramente por la causalidad del propagador (p¢'). Los siguientes tres diagramas son

nulos por ese motivo.

rd \
' \
\ |
\ /
\ /
(2) \ /

Vg3 = Ves =0
Pl /’l AN N
-7 27 1 v S
/ / \

/ / \
pp ¢'¢ o9 '’ oo ¢'¢

Figura 7.10: Diagramas que se anulan debido a la causalidad del propagador {(¢¢’). En principio, podrian
generar interacciones admisibles desde el punto de vista CTP.

Consideremos el segundo de estos diagramas, construido a partir de un vértice

v (k1 + ko + K, 1, 1) ¢16265 @bl (7.14)

Este diagrama generaria un nuevo acoplamiento, con una combinacion de campos a t y t' de

la forma

09 @' (7.15)

(2)

Pero ocurre que, luego de N pasos, vg esta dado por

v63 k‘ t, t Zb 6(J ‘/41 ‘/43( )G (bAt(j)t,bAt(j) t,;j) W(b—(N—j 1) <k< p( ))7
(7.16)

es decir, es una suma de N términos, todos proporcionales a §(t—t'), pues la funcion G es causal.

Pero, por otro lado, el diagrama recién formado incluye un propagador G(t,t), proporcional
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a 0(t' — t). El producto de los dos escalones es nulo y hace que este diagrama sea cero. Notar
que ni siquiera existe la posibilidad de que el diagrama sea distinto de cero en t = t/, ya que,
debido a la Ec. (1.49), los propagadores se anulan idénticamente en ese caso, al margen del
problematico valor que tome 6(0). Como antes, este tipo de cancelacion es evidente si uno mira

dentro del vértice.

Figura 7.11: El segundo diagrama de la figura anterior, pero mirando lo que pasa dentro del vértice. Ahora es
evidente el producto de funciones escalén cuyos argumentos tienen distinto signo, 0(7)0(—7).

7.2.2. Mas acerca de los acoplamientos vg;

Podemos aprovechar este lugar para decir una palabra respecto a las ecuaciones de los
acoplamientos vg;. Tomemos como modelo la Ec. (7.11) para vg;. Segun (7.11), vg; puede ser

distinto de cero sélo si 1 < k < b, de manera que podemos escribir
ver(k,t,t', N) = 3620 V2 (5) G (6% ¢, bM0) ¢ §) W (1 <k <bN), (7.17)
donde 7, si existe, es el entero que satisface
bWV < | < oV, (7.18)

En caso de no existir tal j se convendré en que la expresion anterior para vg; es automéaticamente
cero. En el limite en que 6s— 0 y N — 00, con 0sN = s y jds = ¢, si la solucion a la Ec.

(7.18) existe, el valor de s’ correspondiente sera s’ = s*, donde

s*=s—logk, (7.19)
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que es el limite al que tienden los dos extremos del intervalo en la Ec. (7.18). Entonces resulta
ver(k, t, 1, s) = 3 eB6(5")—Bs(s) ‘/421(5*) G (eﬁt(s*)—ﬂt(s) t, ePi(s*)=Bi(s) v, S*) W(1 < k < e). (7.20)

Las funciones (; estan dadas por la Ec. (6.34). El punto a notar aqui es que, evaluada en
k = 1, debido a la funciéon W, vg; es igual a cero. Ahora bien, notese que si construimos la
ecuacion diferencial como lo indica la Ec. (6.19), adaptada a la forma funcional de los vg;, con

dve [0s = 3VAG(t,t') 6(k — 1), seria

0 0 o 0 b N ot ,
[% + k‘% + oy (ta +1 %)] ver(k,t,t',s) = 3Vi(s) G(t,t',s) 6(k —1). (7.21)

Si aplicamos la soluciéon obtenida por el método de las caracteristicas, Ec. (6.36), resulta

ve1(k,t,s) = /S ds' 3 [eﬂa(s/)—ﬂe(s) ‘/421(8/) G <€Bt(s')—ﬁt(s) t, eBe(s') =B (s) ¢ Sl)} S (esl—g L — 1)
0

=3 [656(5*)—,36(8) V421(5*) G (eﬂt(s*)—ﬁt(S) t, ePt(s*)=Bi(s) v, S*)} [9(65 _ k) _ 9(1 _ k)} (7'22>
Para s >0 y k =1, tomando 6(0) = 1/2, obtenemos

o —m—00-8)] =2 (7.23)

k=1 2
Asi que vg; no tiene por qué anularse en k = 1, diversamente a lo que indica la Ec. (7.20).

La contradiccion tiene su origen en el rescaleo. Cuando se aplico el rescaleo a k y ¢ en la
Ec. (6.17), como las funciones dv,, eran ya de orden ds no se las corrigi6 de ningin modo. El
rescaleo solo afectoé a las funciones de orden cero en ds. Pero hay que mirar con atencién lo que
ocurre cuando dvy, es proporcional a una 6(|K| — 1), donde K es alguna combinacion lineal
de las variables de impulso de la funcién v,,,. Si nos olvidaramos del hecho de que dv,,, es de

orden ds, e igual le aplicasemos el rescaleo a sus variables de impulso, obtendriamos
pm(bk,t) o< §(b|K| —1) ds (7.24)
o, de manera equivalente,

SUnm (bk, ) o b1 O(|K| — b71) ds. (7.25)
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En el miembro de la derecha, el primer factor b~! puede ser reemplazado sin peligro por 1, pero
el factor b= ~ 1 + ds dentro de la delta debe conservarse de algtin modo, pues especifica el
criterio que debe seguirse al evaluar las integrales donde aparezca la delta. El factor b=! puede
ser tenido en cuenta definiendo dos funciones, §(k — 17) y su integral 6(k — 17), tales que

0 sig<1,

q
h/dk&k—ﬁ):em—lﬂz (7.26)
0 1 sig>1.

De esto modo, §(q¢ — 1) evaluada ¢ = 1 es igual a cero. La Ec.(7.25) debe reescribirse entonces
como

U (DK, 1) o< §(JK| — 1) ds. (7.27)
Cuando se usa esta delta en la Ec. (7.21), se obtiene

ver (i, 1,1, 5) = 3 [e56)7B6) V2 (57) G (€86 -0105) ¢ eBuls)=5uls) ¢/ 57)]

x [9(1+ S k) — (1t — k)]. (7.28)

La diferencia respecto a la Ec. (7.22) aparece recién en la ultima linea. La combinacion de
funciones 6 que aparece en la Ec. (7.28) es equivalente a la funcion W de la Ec. (7.20). Esto

resuelve la divergencia entre los dos métodos de integracion de las ecuaciones del GR.

La conclusion que hay que sacar de aqui es que, al escribir las ecuaciones diferenciales del
GR, en aquellas en donde aparezcan términos dv/ds asociados a diagramas de tipo arbol, y
que, por lo tanto, contengan una delta de la forma §(|K| — 1), debe reemplazarse a estas deltas

por la §(JK| — 17), con las propiedades que figuran en la Ec. (7.26).

7.3. Resumen: la accién hasta orden )2

El resultado de las secciones anteriores puede resumirse diciendo que, si uno parte de la

accion (7.5) en s = 0, entonces, para s > 0 podra escribirse

S = So+ Sa+ Sy + Se, (7.29)
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donde
Sp = / dt / 2k 3ok, 1) (k. 1) — k2 o(k 1)~k 1)]. (7.30)
/ w [ {mt, 5) 6(k, (k. 1
A
+/T ng k t t 8) (b(k, t)g&(—k, t/) +?:W22(k,t,t/,8) (b(k, t)¢(—k,t/)] }, (731)

T(s) 4 4
S, :/ dt (/ Hdde) 5¢ (Z kl) {\/41(8) P1p20304 + Vis(S) d1020304
0 Ay =1

T(s)
+/ dt’ [W41(’k1 + kol, t,t',s) P12 w0y + iWaa(|ki + kaol, 1,1, 8) drpa b5
0

+Was([k1 + kal, £, 5) 19 ¢§¢Z} }7 (7.32)

T(s) T(s) 6 6
Ss :/ dt/ dt’ /Hddki & Zkz [U61 D19203 PyP5 L
0 0 Ay =1

. 1 2
+ Vg2 1203 Pypsps + Uc(sg) d1p2p3 Pydspy + Uég) G123 P1P5Pg

+ 1064 Q10203 ¢2¢é¢la + Vo5 910203 ¢2¢g%0’6+ W6 P10203 ¢/4¢:5¢/6 . (7-33)

Aqui ¢; = ¢(ky, t), ¢ = o(k;, '), y lo mismo para ¢; ademaés, los acoplamientos de seis campos

tienen la siguiente forma

v = Vg (k1 + ko + ks, t,t, 5).
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Las funciones Was, Wya, vs2, v e pueden elegirse simétricas en t y t'. Los acoplamientos
Vor, Vi, v Vas son de orden ), mientras que el resto es de orden \?. También a este orden es
n =& =0,y por lo tanto, segin la Ec. (6.27), T(s) = ¢~*T. Comparando cada término de
(7.29) con la condicién inicial (7.5), se ve que Vi (0) = Vj3(0) = Vi, donde

1 A
Vo = “aryias (7.34)

mientras que todos los otros acoplamientos son, inicialmente, iguales a cero. En lo que se
refiere a la parte cuadratica de la accion, podemos anticipar que Va; actuard como una masa
dependiente del tiempo, Whs serd un término de ruido aditivo y (como se mostrara mas adelante)
W51 implicara disipacion.

Al ser n = £ = 0, de acuerdo a la forma funcional de cada uno de los acoplamientos, el
exponente « en la ecuacion del GR correspondiente a cada uno sera

Oy, = _37

Qg = 2d — 5, o = —9
21 ‘

OéWM = d—47

ay,, = d— 3,
{ (7.35)

7.4. Las ecuaciones del GR para el conjunto reducido de
acoplamientos

En las secciones anteriores vimos que si uno parte de la accion A®* y escribe las ecuaciones
del GR hasta orden A2, sélo es necesario considerar un cierto conjunto de acoplamientos para
describir el flujo de la accion CTP frente a la transformacion del GR. En el camino obtuvimos
también los diagramas necesarios para escribir las ecuaciones asociadas a cada uno de los
acoplamientos. En esta seccion pondremos en orden esos resultados y escribiremos las ecuaciones
del GR de una vez por todas.

Se comenzara con las ecuaciones para los acoplamientos Vy; y Vi3, que no dependen ni del
tiempo ni del impulso. Ninguno de los diagramas que encontramos antes da contribuciones de
este tipo, de manera que su evolucion bajo el GR es trivial, y esta dada por

(% +d- 3) Vii(s) = 0, (7.36)
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(%+d—3> Vis(s) = 0. (7.37)

En cierto sentido, estos acoplamientos estan en una posiciéon muy particular respecto de los
otros: ningin otro acoplamiento participa en sus ecuaciones, pero Vy; y Vi3 si participan en las
ecuaciones de los demés. Los acoplamientos que ocupan el segundo peldano en esta jerarquia
son los de seis campos, los vg;. La ecuacion asociada a cada uno de ellos se escribe en base a un

unico diagrama; asi, para vg; resulta

(D +2d — 5) vg1 (k, t,t',5) = 3 VA(s) G(t, 1, s) 6(k —1T), (7.38)
donde
o) o) o 0
D = $+k%—<ta+t%). (7.39)

La funcion §(k — 1) quedo definida en la Ec. (7.26). Las ecuaciones para los otros vg; copian

este mismo modelo; méas concisamente

D+2d—-5)ve, = SVEGH(k—17), (7.40)
vé? 9G

(D+2d—-5)¢ o) = ViV G ; 6(k—1%), (7.41)
V64 3 g

(D+2d—5){ U6 } - V2 {

Vg6

o= QO

S } 6 (k—1%). (7.42)

El sistema compuesto por las ecuaciones para los Vy; y los vg; es cerrado en si mismo y no

depende de las ecuaciones de las otras funciones. Los que siguen en este escalonamiento son



112 7. Las ecuaciones del grupo de renormalizacién para la teoria A®*

los acoplamientos de cuatro campos dependientes del tiempo y del impulso, los Wy;. Varios

diagramas aparecen involucrados en las ecuaciones de cada uno de ellos. Asi resulta

(D + d — 4) W41(/{5, t, t/, S) = 18 5k;0 Qd ‘/;121(8) Gg(t, t/, S)

+ / dQ [6ver (|k + Q. ¢, 1, s) G(t, 1, s) + dvea([k + Q, 1,1, 5) G(¢, T, 5)], (7.43)

(D+d—4) Wik, t,t',s) =9 dgo Qq V41(8){V41(S) GG (t,t',s) — 2Vi3(s) [GG(¢, V', 3)]?}

+ / a0 { sk + Q1,8 9) G 1, 5) — 4 [l (K + Q1,1 5) G s)] L, (7.44)

tt/

(D + d— 4) W43(]€, t, t,, S) = 18 5k;0 Qd ‘/;;1(8)‘/43(8) Gg(t, t,, S)

n / 2y [%g;)(\k Q41 8) Gt s) + 6uga([k + Q1,1 5) G(t, s)] . (7.45)

El subindice t#' en la Ec. (7.44) indica simetrizacién respecto de t y ¢/,

[f(t )] = 5 [f(t,¢) + f(t,1)]. (7.46)

Preferimos definir Wy, con esta simetria para facilitar el calculo de los diagramas; no hace falta
simetrizar los términos donde aparecen vge y G, va que éstas son funciones de por si simétricas.
Recordemos que las deltas que aparecen en estas ecuaciones son deltas de Kronecker. Se vera
luego que a pesar de la aparente discontinuidad introducida por estas deltas en k& = 0, todas
las funciones resultan continuas en ese punto.

Excluidas de las ecuaciones para los otros acoplamientos, pero acopladas a todos ellos,

directa o indirectamente, estan las funciones Wsy, Was, v V1. Agrupando los diagramas que
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afectan a cada una, resulta

(D — 3) Wai(k,t,t,s) = fi(k,t,,5), (7.47)

D=2 Vai(t.s) = filt,s), (7.48)
donde

f1<k,t,tl,8) = 2/de[W41(|k—|—Q|,t,t/,S)g(t,tl,S)—|—W42(|k—|—9|,t,t/,8) G(t,t/,8>:|,

folk,t,t')s) = /de {W42(|k+Q|,t,t',s)g(t,t’,s)—2[W43(|k+Q|,t,t',s)G(t,t',8)]g},

t
30 Vir(5) Gt £, 5) + O / 4t [Wan(0.1,7.5) G(1. 7. 5)] (7.49)
0

f3<t7 S)

En la definicion de f5 vuelve a aparecer la simetrizacion respecto de t y ', puesto que estamos

tomando Wyy simétrico en esas variables.

Finalmente, las ecuaciones para los parametros que definen la matriz densidad inicial,

tnicamente afectados por el rescaleo, Ecs. (6.24) y (6.25), se escriben fijando n = £ = 0,

con lo que resulta 2a, = —(d + 1), y entonces
(% -1+ k%) a = 0, (7.50)
(% +1+ k%) g = 0. (7.51)
En tanto, el producto af evoluciona segin
(% + k‘%) aff = 0. (7.52)

En el préoximo capitulo daremos la solucion de este sistema de ecuaciones.



Soluciéon de las ecuaciones para la teoria
AD?

En este capitulo escribiremos la solucion de las ecuaciones del GR para la teorfa A®* [61].
Lo haremos para el caso de tres dimensiones espaciales, es decir, ahora serd d = 3. Siempre que
en las integrales aparezca df), se entendera que es una integraciéon angular en tres dimensiones.

Recordar que estamos usando unidades tales que el cutoff A es igual a 1.

8.1. Solucién de las ecuaciones del GR para la teoria \d*
en 3 dimensiones

Es conveniente parametrizar el flujo del GR en términos de una nueva variable z = e°.
Cuando z = 1, todos los acoplamientos son cero, excepto V41 v Vi3, que tienen el valor comin

Vo dado por la Ec. (7.34); fijando d = 3 es

Vo=— —. 8.1
SN CPSENT (8.1)

De las Ecs. (7.36) y (7.37) con d = 3, resulta
‘/;11<Z) = ‘/43(2) = ‘/0 (82)

114
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Aunque la condicién inicial para la acciéon ya ha quedado fijada, las soluciones todavia
dependeran de las dos funciones fy(k) y ao(k) que definen la condicion inicial para la matriz

densidad. De las Ecs. (7.50) y (7.51) se encuentra

alk,z) = zag(z7'k), (8.3)
Blk,z) = 27! Bo(z7k). (8.4)

Encontradas estas soluciones, las ecuaciones para los acoplamientos de seis campos pueden
integrarse en forma inmediata. En realidad ya antes nos tomamos el trabajo de hacerlo para
la funciéon vg. La solucion vino dada por la Ec. (7.20). Ahora podemos reescribirla usando

Vir(s) = Vo, Bs = (2d — 5)s = s y oy = —1. Asi se obtiene
ver (k,t,t,2) = %Vg G (kt,kt', k7'2) W <k < z). (8.5)

La funcion W, introducida en la Ec. (2.13), es 1 en el intervalo indicado, y cero fuera de él. En
particular, la funcién vg; es cero en k = 1. El resto de las funciones vg; se expresan de manera

similar. Anotamos aqui las que se necesitaran después. Teniendo en cuenta que Vy; = Vj3, es

vea (K, t, 1, 2) = % Vi g (kt, kt', k:_lz) W1 <k <z),

Uéé) = 37}617 Vs — %UGQ. (86)

Pasemos ahora a las ecuaciones para los acoplamientos de cuatro campos y dos tiempos, los
Wi, Ecs. (7.43)—(7.45). Habra dos clases de contribuciones, las que provengan de los términos
proporcionales a las deltas dx.0 y las que provengan de los términos que involucran a las integrales
angulares de los acoplamientos vg;. A partir de la solucion formal (6.36), cambiando a la variable

de integracion y = e*~*, encontraremos expresiones del tipo
Wy = [adko Vy Loye, (6,1, 2) + ... + [& VE Taya, (k6 2) + ... (8.7)

Los puntos suspensivos dentro de cada corchete indican otras contribuciones de la misma forma

genérica, o y o/ son constantes y las funciones I y 7 estan definidas por
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z
IGlGQ(tatlaz) = 47T/ dy G1G2 (yta yt/7y_lz)a (88)
1

? ds?
IG;[GQ(kat)t/vz) = / dy yGl(ytvytlvy_lz)/ M. 1 Ol GQ(’k+yQ|t7|k+yﬂ|t,7|k+yﬂ|_lz)
1 s [k+yQ|
(8.9)

La integracion angular en (8.9) debe hacerse sobre la region S determinada por la condicion
y<lk+yQ| <z (8.10)

Esta condicion surge a través de las funciones WV en los acoplamientos de seis campos, cuando

se aplica la solucion dada en la Ec. (6.36). Dentro de las integrales apareceran en la forma
W (1<l k0l <) =Wy < k+yQf < 2)

Identificando cuales son las contribuciones a cada acoplamiento, se encuentra que Wy, =

W3, con
Wan(h,t,¥',2) = 18000 Vi Tag(t, ', 2) + 18VE [Zoa (k1. ¥, 2) + Tag(ht,¢,2) |, (8:11)
y, por otro lado, es

W42(/{7, t, tl, Z) =9 6k;0 ‘/02 [Igg(t, t/, Z) -2 IGG (t, t/, Z)ﬁ]

+18 Vb? Igg(k‘, t, t/, Z) — 2:[(;(;(]{5, t, t/, Z)ﬁ] . (8.12)

Respecto a las funciones Zg, ¢,, puede notarse que se anulan en k = 0, ya que en ese caso
no hay direcciones que satisfagan (8.10). Pero el limite de estas funciones cuando & — 0% no

necesariamente es cero. En realidad,
lim IG1G2(kat7t,7Z> = % IGIGQ(t,t/,Z). (813)
k—0t

En esencia, este limite viene del hecho de que cuando £ tiende a cero, la regiéon de integracion

se aproxima cada vez més a la semiesfera definida por k- 2 > 0.
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Y LT
NN,

Figura 8.1: La region de integracion S en la Ec. (8.9) para valores de k pequenios. Cuando k tiende a cero, la
region se aproxima a una semiesfera. Sin embargo, justo en k = 0 su area es nula.

De ahi que aparezca el factor 1/2, pues no se recupera toda la integral angular de la Ec. (8.8),
sino so6lo la mitad. Hay que notar que la Ec. (8.13) junto con la circunstancia de que sea
lgg = Igg implica el importante resultado de que las funciones Wy;, Ecs. (8.11)—(8.12), son

continuas cuando k — 07 (cf. [19], la Ec. 3.17 y el parrafo que le sigue). En efecto,

Wa(k— 0T ¢, 2) = 18Vf %Igg(kz,t,t’,z)—l—%Igg(k:,t,t’,z)]

= 18V{ Igg(k,t, 1, 2) = Wy (0,t, ¢, 2), (8.14)

y de forma similar para Wjys. Entonces, si uno redefine las funciones Zg,, para que sean
continuas en k = 0, siguiendo la prescripcién de que en ese punto tomen el valor dado por el
limite (8.13), los términos proporcionales a las deltas de Kronecker en las Ecs. (8.11) y (8.12)

pueden ser omitidos, escribiendo directamente

Wk, t,t,2) = 1812 [Igg(k;,t,t’,z)+Igg(k,t,t’,z)], (8.15)

Was(k,t,t,2) = 18V [zgg(k, 1, 2) — 2 Taa(k .1, z)tﬂ , (8.16)
sabiendo que Wy, = Wy3 y con el entendimiento de que

IG1G2(O7t7t,7Z) = % IG1G2(t7t,7Z)' (817)
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En el Apéndice B se trata con mayor detalle el célculo de las funciones Zg, ¢, .

Ahora daremos las soluciones para los acoplamientos de dos campos dependientes del tiempo,
Wy v Way. Integrando la Ec. (7.47) se obtiene
z dy

Woi(k,t,t',2) = z3/ — l(yz’lk,y’lzt,yflzt',y). (8.18)
1 Y

Por otro lado, usando las soluciones para los acoplamientos Wy, Ecs. (8.15) y (8.16), las

funciones fi y fo de la Ec. (7.49) quedan dadas por

filk,t 8, 2) = 361/02/dg{[zgg(|k+m,t,t',z)+1Gg(|k+Q|,t,t',z)}g<t,t',z)

+ | Tag(lk + Q11,1 2) — Toa(k+ Q. 4,¢,2) | G(L.1,2) |, (8.19)

falk,t, 1, 2) = 181/02/dQ ([zgg(\mm,t,t',z)—QIGG(yk+m,t,t',z)tt,}g(t,t',z)

—2{ |:Igg(|k +Q|,t,t,2) + Zag(|k + Q|, ¢, 1, z)] G(t,t, z)}) (8.20)

tt’
En la dltima linea de la Ec. (8.19) se ha usado que tanto Zgg(k,t,t',s) como G(t,t, z) son
proporcionales a 0(t — t'), de manera que el producto [Zggl;z G, que proviene del término

WG en la definicion de f; en la Ec. (7.49), puede ser reescrito como

Tec(k Lt 2) Gt 2) = %[IGG(k,t,t’,z)+IGG(k,t’,t,z)] G(Lt, 2)

= 1Zgc(k,t,t,2) G(t,t, 2). (8.21)

Reemplazando primero (8.19) y luego (8.20) en (8.18), vemos que los acoplamientos Wy y Way

estaran dados por la suma de varias contribuciones, que tendran todas la forma

z d _ B _ B _
Jclczag(k,t,t’w)zz?’/ y‘Z/dQI&GQ(yz k+Qy ety T2t y) Gs(y zty T2t y).
1
(8.22)
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Asi,

Wy = 36%2 (ch,g + Jagg + Jgga — JGGG), (8.23)

Way = 18V02(Jggg — Jecs — Joca — JGQG>, ¢ <t (8.24)

La salvedad indicada en la ultima ecuaciéon hace que uno pueda omitir las simetrizaciones que
aparecen en la Ec. (8.20), agregando los factores 1/2 que hicieran falta, como en la Ec. (8.21).
Para calcular s, en el caso t' > ¢, simplemente hay que usar la formula anterior intercambiando
t y t', ya que es una funciéon par. El calculo de las funciones Jg, ¢,6, se trata con cierto detalle

en el Apéndice B.

Finalmente, a partir de la Ec. (7.48) y de la altima Ec. (7.49) se obtiene la evolucion del

acoplamiento Vaq,

z dy 3
Vau(t, 2) =z?/1 " fs (y 'zt y)

“d
—471'22/ y_g {3%Q(ylzt,y1zt,y)—|—
1

y Lzt
/ dt’ 18‘/02 Igg (yilztat,ay) g(t/7 tl7y)] } .
0

(8.25)

8.2. Sobre la naturaleza de las soluciones

El caracter implicito de las soluciones listadas hasta aqui ha quedado oculto: los propa-
gadores que aparecen en las soluciones dependen de los propios acoplamientos, son funcionales
de Wy, Wos v Vai. En realidad ninguna solucién ha quedado en una forma explicita. Son mas
bien ecuaciones integrales para los acoplamientos.

Un esquema posible para resolver las ecuaciones del GR iterativamente, teniendo en cuenta
la dificultad antes senalada, es usar como primera aproximacion los propagadores de orden cero,

asociados a (7.30), y que no dependen de ninguna de las funciones de acoplamiento que uno esta
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tratando de encontrar. Usando estos propagadores, pueden escribirse las soluciones anteriores
explicitamente. Con estas funciones de acoplamiento, se construyen entonces los propagadores
a primer orden. Con estos nuevos propagadores, que dependen de funciones todas conocidas,
vuelven a calcularse los acoplamientos. De esta manera, uno obtiene nuevos acoplamientos con
los que construir nuevos propagadores. Es claro que este proceso puede ser iterado hasta que,
en el mejor de los casos, converja a un conjunto de soluciones autoconsistentes.

Una cosa es enunciar el esquema anterior y otra es ponerlo en practica. El primer paso de la
iteracion es el facil y permite obtener expresiones explicitas para los acoplamientos. Pero ya la
segunda iteracion incluird expresiones tan extensas como poco manejables, de forma que tal vez
sea mas practico, a ese nivel, recurrir a métodos numéricos. En este trabajo no abordaremos

esos métodos y nos limitaremos al primer paso de ese proceso iterativo.

8.3. Las soluciones de orden cero

Fijaremos las condiciones iniciales mas simples para las funciones a(k, z) y B(k, z), de las

que hasta ahora no se ha dicho nada. Sera

a(k) =k y By'(k)=0, (8.26)

lo que corresponde a condiciones iniciales de campo libre, sin masa y a temperatura cero. Como
en realidad la teoria es interactuante, este estado inicial es de no equilibrio. A partir de (8.3) y
(8.4), resulta a(k,z) =k y 87 '(k, z) = 0 para todo z. En este caso, para todo z valen para los
propagadores las expresiones obtenidas en el Apéndice A, Ecs. (A.40) y (A.41), con f(af) = 0.

Escribamoslos como funciones de k y 7 =1 —t/,

Gk, 7) — %sen(/w) o(r), (8.27)
2
Gk, ) = Ecos(lm'). (8.28)

Estos propagadores son independientes de z. En el par de expresiones anteriores queda indicada

la dependencia en k, pero hay que recordar que en las ecuaciones del GR lo que aparece son
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los propagadores evaluados en £k = A = 1, de manera que la dependencia en k, en las secciones
anteriores, ha sido, por lo comtn, omitida. Veremos que a este nivel en las aproximaciones los
acoplamientos seran, al igual que los propagadores, funciones de 7 =t — t/, excepto Va1 (t), que
depende de un solo tiempo.

El tnico trabajo aqui, y no demasiado arduo, es calcular las funciones Ig,¢,, Zeia, ¥

Ja, 6.4 En los apéndices estéa indicado todo lo esencial.

Empecemos por las soluciones para los acoplamientos vg;. A partir de la Ec. (8.5) encon-

tramos

ver(k,7,2) = % Vi |2sen(kT) 6’(7’)] Wl <k<z)

= 3V Gk, 7) W( <k <2). (8.29)

El resto de los wvg; se escriben de modo similar. En estas soluciones aparecen siempre las

combinaciones

1 1
FG(LAT) o 2G(LkT), (8.30)

que terminan reproduciendo los propagadores dependientes de k,
1
z G(L,kr) = G(k, 1), (8.31)
y analogamente para G. Asi, por ejemplo, a partir de las Ecs. (8.6) y (8.28)
9
vea(k,7,2) = 3 Vi Gk, T) W(1 < k < 2). (8.32)

Las expresiones de los acoplamientos de cuatro campos dependen de si z es mayor o menor
que k + 1, aunque sobre la linea z = k 4+ 1 todos estos acoplamientos son continuos y tienen
derivada primera continua respecto de k. Para simplificar un poco las expresiones, vamos a

escribir V y Wy; en la siguiente forma

‘/0 = (471')_1 Vo y W4z‘ == (47T>_1 Wy; - (833)
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Resulta lo siguiente

wy(k,7) = 1;:2% [Q(k‘ +1—2) wp<(k,7)+0(z—k—1) w41>(k,7')} 0(r),
Wik, 7) = 1;:23 60k 41— 2) wiac (b, 7) + 0z — b — 1) wans (k. 7)|, (8.34)
donde
wy<(k,7,2) = 2sen[(1+ 2)7] — sen[27] — sen[2z7],
was(k,7,2) = sen[(2+ k)7| + sen[(2z — k)7] — sen[27] — sen[227],
wyo<(k,7,2) = 2cos[(1+ z)7] — cos[27] — cos[2z7],
Waas (k,7,2) = cos[(2+ k)T] + cos[(22 — k)T] — cos[27] — cos[2zT]. (8.35)

(Recordar ademas que es wy3 = wy;.) Es interesante que cada par de estas funciones pueda
escribirse como parte real e imaginaria de una tercera funcion, que es sélo la suma de funciones

exponenciales. Por ejemplo,
Wao< (k, 7, 2) + i wy<(k,7,2) = 2expli(1l + 2)7| — exp|2iT] — exp[2izT]. (8.36)

Esto después de todo no es tan extrano. Como los propagadores de orden cero son un seno y un
coseno, y los acoplamientos se obtienen integrando productos de estos propagadores, lo que se
obtiene al final es otra combinacion de senos y cosenos, con un numero limitado de frecuencias

que son sumas y diferencias de unas pocas frecuencias fundamentales.

Sigamos con los acoplamientos de dos campos a dos tiempos, Ws; y Was. Ahora hay que

distinguir tres regiones. En lo que sigue siempre es 0 < k <1 < 2.

(i) Siz<2—k:

Wor(k,7,2) = —24713}0 {005[37’] — cos[37z] — 3 cos[T(2 + z)] + 3cos[T(1 + 2z)]} 0(r),
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1202
-3

ng(k, T, Z) =

{sen[BT] —sen[37z] — 3sen|[7(2 + z)] + 3sen[r(1 + 2z)]} (8.37)

(i) Si2—k<z<2+k:

24 v}
Wor(k, 7, 2) = — ;)0 { cos[37] — cos[37z] + 3cos[T(1 + 22)] —
T

32+ k — z) cos[T(2 + 2)]
2k

3(=2+k + z)cos[t(k+2z)] 3sen[r(k—4)] 3sen[r(2+2)] 15sen[r(k+ 2z)] 9
* 4k - 8kt 2kt a 8kt (™),

2

Was(k, 7, 2) = 120§ { sen[37] — sen[372] + 3sen[T(1 + 22)] — 324k — z)sen[r(2 + 2)]

2k

3

3(=2+ k + z)sen[r(k +2z2)] 3cos[r(k—4)] 3cos[t(2+z)] 15cos[r(k+ 22)]
- Ak B 8kt B 2kt 8kt ‘

(8.38)

(i) Si2+k < z:
241)3

3

Wor(k,7,2) = — {008[37'] — cos[37z] + 3cos[T(1 + 22)]

32+ Fk —z)cos[t(k—2z)]  3(—=24k+ 2)cos[t(k + 2z)]
" 1k " I

_BSen[T(k —4)] B 3sen[r(4 + k)] 15 sen[r(k — 2z)] 15 sen[7(k + 22)] } 0(r)
8kt 8kt 8kt 8kt 7

1202 { sen[37] — sen[37z] + 3sen|r(1 + 22)]

ng(k’, T, Z) =

T3

32+ k —z)sen[r(k —22)]  3(=2+k+ z)sen[r(k + 22)]
I - I

3cos[t(k—4)]  3cos[r(4d+ k)] 15cos[r(k —2z)] 15cos[T(k + 2z)]
B 8kt 8kt a 8kt * 8kt } (8:39)
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Sobre las lineas que dividen las zonas, las funciones W5, y Way son continuas y tienen derivadas
continuas respecto de k£ hasta orden 3. Notemos que en cada zona el par de funciones Wy, vy

Wso puede escribirse como parte real e imaginaria de una tercera funcion
W == W21 + 2Z WQQ, (840)

donde W tiene la particularidad de ser una suma de exponenciales por alguna potencia de 7.

El altimo acoplamiento de la lista es Va;(t). Segin la Ec. (8.25), tiene dos partes, una de
orden V; y otra de orden V{. En realidad, la primera es independiente del tiempo, pues, de

acuerdo a la Ec. (8.28), G(t,t) es una constante. Asi resulta,

Vor(t,z) = 3up (22 — 1) + 18v3{ L (22 —1)— Ci[2t] + Ci[2tz] — log 2
0) 2

sen|2t] — zsen[2tz]  cos[2t] — cos[2tz]
+ +

}. (8.41)

2t 4t?
Aqui la funcién Ci es el coseno integral, definido por
> t
Ci(z) = —/ dt % (8.42)

Senalemos que, supuesta A > 0, el primer término en la Ec. (8.41), proporcional a vy, a su
vez proporcional a —\, es siempre negativo, de manera que por su rol en la accién puede
interpret ino término d 1 cuadrado, —m?2¢y. Los otros térmi

interpretarse como un genuino término de masa al cuadrado, —m~¢p. Los otros términos
independientes del tiempo son de orden A%, de manera que, aunque tengan signo contrario,

no van a alterar fundamentalmente este resultado.

8.3.1. Los acoplamientos cuando z — oo

Aqui no trataremos de hacer una clasificaciéon exhaustiva del flujo generado por el GR. Nos
limitaremos a analizar la forma que asumen las soluciones encontradas en la seccién anterior
cuando z — 00.

Los acoplamientos de seis campos estan todos dados por expresiones de la forma (8.29) o

(8.32). Alli la dependencia en z aparece unicamente en el factor W(1 < k < z). Puede verse
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en la Ec. (7.33) que k es en realidad el modulo de la suma de los impulsos de tres campos, y
por lo tanto k < 3. De esta forma, para z > 3 los acoplamientos de seis campos alcanzan su
expresion definitiva y ahi se quedan.

Entre los acoplamientos de 4 campos, sabiamos que V{, es constante. Para analizar el
comportamiento de los acoplamientos Wy;, habra que mirar las expresiones de wy1~ v wso~ €n
la Ec. (8.35). Observemos primero que no hay ninguna contribuciéon a estos acoplamientos que
pueda divergir con z. Si se prestase atencion tnicamente al flujo generado por el rescaleo,

0w4i

0s

— Wy = 0, (843)

el cual deberfa en principio dominar sobre los efectos de las no linealidades, estos acoplamientos
de cuatro campos deberfan crecer como z = e®. Ahora bien, como inicialmente son cero, si el
rescaleo fuera toda la historia, serian cero para siempre. La no linealidad es necesaria para
generar un segundo miembro no nulo. Pero que el segundo miembro sea no nulo, o incluso que
sea positivo definido, no asegura tampoco el crecimiento perpetuo de los wy;, pues también
importan las derivadas respecto del tiempo y de k. El efecto neto en este caso termina dando
unos acoplamientos que no divergen, y que dependen de z sélo a través de los argumentos de
SeNnos y Ccosenos.

Promediando los términos rapidamente oscilatorios en el par de ecuaciones para wy~ y
wye~ en la Ec. (8.35), obtenemos

18v2

wy (k,7,2) — 12

(sen[(Z + k)] — Sen[%]) 0(7),

18 v}
kT2

wyo(k,7,2) — (cos[(? + k)7] — cos[27]>. (8.44)

La situacion con los acoplamientos Wy, y Was es un poco més complicada. Segun la Ec.
(7.49), podriamos esperar que crecieran como z3. Sin embargo, las soluciones dadas por la Ec.
(8.39) crecen a lo sumo como z (ver por ejemplo el cuarto y quinto término dentro de cada
paréntesis). Reteniendo los términos que crecen como z, y los de orden 0 en z pero que no

tienen funciones rapidamente oscilatorias, resulta
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Wa(k,1,2) — —% (6z sen[2z7] cos|kT| — 4k cos[37] + 3 cos[47] sen[k‘ﬂ) 0(7),

T

4
Wo(k,7,2) — 3% (6,2 cos[2z7|sen[kT] + 4k sen[37] + 3 sen[47] sen[lw]). (8.45)

T

Por tultimo, el acoplamiento Va; (¢, z), dado por la Ec. (8.41). Aqui los términos dominantes
sf crecen segtn el exponente dado por el rescaleo en la Ec. (7.48); es decir, van como z2. El
primer término en esa ecuacion, de orden vy, es independiente del tiempo. Analizaremos los

términos proporcionales a v2, que si dependen de ¢. Escribamos

Vai(t, 2) = 3up (22 — 1) + 92203 v(t, 2), (8.46)

donde

sen|[2t] — zsen[2tz]  cos[2t] — cos[2tz]

t * 22

(t,z) = % [(22 —1) - 2(01[215] — Ci[2t2] + log z) +

(8.47)

Parat >0 y z > 1 esta funcion es siempre positiva. Como funcion de ¢, la funcion v(¢, z) pasa
por un breve transitorio a partir de ¢t = 0, pero en un tiempo de orden 1/z alcanza practicamente

su valor asintoético,

1+ 2logz

Uo(2) =1 o

(8.48)

Este valor depende de z, pero para z — oo tiende, a su vez, a una constante. La siguiente

figura ilustra este comportamiento.
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2=10° z=5000 2z =200

15 15
—
R
+ z=25
N—
>

0.5 z=2

z=1.2
/\/\A’WW"""‘—
0.0¢ 7 ) 0 ) 2 3 7
logy 1 logyg 2

Figura 8.2: A la izquierda, la funcion v(t, z) graficada en funcion de ¢ para varias elecciones de z. A la derecha,
su valor asintotico cuando t — oo como funcién de z.

Y esto es solo la parte de Va; proporcional de v2. En definitiva, el comportamiento de V5; difiere

muy poco del de un término de masa, con

m2(2) = —2 | 3up(1 + 3v0) (2% — 1) — 18vglog,z]. (8.49)

8.3.2. Disipacién

Para poner de manifiesto algunas de las caracteristicas asociadas con el ruido y la disipacion,
ignoremos por el momento el transitorio en la funcién V4, suponiéndolo equivalente a un término
de masa constante, y calculemos el propagador G correspondiente a la parte cuadratica de
la accion, Sy + S, segin las Ecs. (7.30) y (7.31). Bajo estas condiciones podemos escribir
G(t,t") = G(t — t'). Para simplificar la notacion la dependencia con k£ y z no sera escrita
explicitamente.

Para calcular G lo que debemos hacer es encontrar la solucién causal de la ecuaciéon

(g_t 4 k) Gualt) =2 [ dr Warlt = 7) Gua() = 500, (8:50)

donde ademés

G(t) =0  sit<O0. (8.51)
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Aqui m? es el término de masa determinado por el comportamiento asintético de Vay, Ec. (8.49).
Como se muestra en el Apéndice A, G = 2G,;. Definiendo la transformada de Fourier respecto
del tiempo segin

flo)= [ s (8.52)

o0

resulta

~

1 [ .
Gt (t) = %/ dw Gier(w) e ™. (8.53)

o0

A partir de la Ec. (8.50) es

~

Gret(w) = — {wz — [mQ + k- 2W21(w)] }1 : (8.54)

Antes de continuar sera tutil revisar algunas de las propiedades que cumplen las funciones

F(t) que pueden escribirse como
F(t) = f(t) (1), (8.55)

donde f(t) toma valores reales sobre el eje real. En primer lugar, la propia funcion 6(t) admite

la siguiente representacion

o(t) — - /_ T (8.56)

21 o wti€’
con € — 07. Esto quiere decir que

6(w) = - i - (8.57)

La transformada de F'(t) vendra dada por la convolucion

f(w)Jri7T v.p. / o L&) (8.58)
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La integral en la tltima linea se calcula segin su valor principal. Sin perder nada, podemos
asumir que f(t) esta definida tanto para ¢ mayor como menor que cero y que es impar. En ese

caso su transformada f(w), para w real, es imaginaria. Esto implica que, para w real,

iIm F(w) = = f(w). (8.59)

N —

Considerada como funcién de la frecuencia no sélo sobre el eje real sino sobre el resto del plano
complejo, tendremos
. oo Y
Flw+ia) = 21 / o ) (8.60)
™

w—w +ia’

—00

donde tanto w como « son reales. Dependiendo de si la parte imaginaria de w + i« se acerca a

cero por valores positivos o negativos obtendremos

Flw+ia)— + % flw) + - V.p. /dw’ UCH a— 07", (8.61)

or w—uw’

Esto significa que la funcién F tiene un corte de ramificacién sobre el eje real alli donde f sea

distinta de cero. El salto al cruzar el corte esta dado por
AReF =0, iAImF = f(w). (8.62)

Senalemos también que la Ec. (8.58) implica que lo que estamos definiendo como a (w) para w
real (es decir, la funcion F cuya anti transformada es causal) es la rama que queda por encima
del corte, pues es como tomar o = € > 0.

Tanto G,¢; como Wsy son funciones causales y podrén aplicarseles los resultados anteriores.
Los cortes de ramificacion de Gy, segun la Ec. (8.54), coinciden con los de ng. Concentrémo-

nos en la region z > 2 + k, donde es valida la Ec. (8.39). Escribamos
ng(k‘,t,Z) = WQl(k',t,Z) e(t), (863)

con
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2

24 vg {cos[3t] — cos[3tz] + 3cos[t(1 + 2z)]

U)Ql(k?,t,Z) = — t3

32+ k —z)coslt(k —2z)]  3(=24k+ z) cos[t(k + 2z2)]
" I " 1k

3sen[t(k —4)] 3sen[t(4+ k)] 15sen[t(k —2z)]  15sen[t(k + 22)]
a 8kt a 8kt a 8kt a 8kt } (8.64)

Los cortes de ramificaciéon de Wy, seran los tramos del eje real en donde ws; sea distinta de

cero. La funcion ws; es una combinacion lineal de funciones de la forma

eiw]'t
8.65
i ? ( )
cuyas transformadas de Fourier son
. n—1
i"m ) sg(w; +w). (8.66)

(n—1)!

Las funciones signo terminan combinandose de modo tal que ws;, considerada como funciéon
de w, es distinta de cero solo en los intervalos (—3z,—3) v (3,3z). En esos intervalos estarén

entonces los cortes de ramificacion de W v de G,e;. De manera explicita, para w > 0 es

12(w — 3)2, 3<w<4—k,

~3 [k3 3k (—d 4 w) + (w—4)

+k(—24+(24—5w)w)}, A-k<w<d4+k,
3(w? — k2 —12), 44+ k<w<2z—k,
)
_ o (ke —
7[_’11}21( 7W72) —%[—(12—'—42—5&))(—22—‘—&})2

+3k%(—4 +w) + k(122 + 2(4 + 2))
k3—24(1+z)w—|—7w2)], 22—k <w<2z+k,

12[—3(z2+1)+62(w—2)—z(w—3)w], 2%tk <w< 241,

12(w — 32)2, 22+ 1<w< 3z
(8.67)
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Esto da la parte imaginaria de Way. Para calcular la parte real puede usarse el altimo término

de la Ec. (8.58),

12121(]6,0/,2) (8 68)

w—w'

Re Wy (k,w, 2) = QLv.p./ dw'’
T

—00

No tiene sentido escribir aqui el resultado.

Respecto a los polos de G, hay que notar que en primera aproximaciéon estan en las
posiciones +k y, como k < 1, estaran siempre lejos de los cortes. Hasta orden vy, podemos
espreciar las correcciones que vengan de la parte real de W5, (la imaginaria es cero fuera de
d 1 de 1 t 1 de Wy (1 f d

los cortes) y entonces, a ese orden, los polos estan en
w = twy ~ £k +m?)V2 (8.69)

Para forzar el comportamiento causal de G,¢; puede sumarse a w un término e, con € > 0,

de manera que los polos adquieran una pequena parte imaginaria negativa. Entonces

1 [es] _ ,—twt
Giree(t) = = / du ¢ N (5.70)
2 Joso (i) = [m? 4 k2 = 2y ()]

donde se entiende que el eje w es recorrido por sobre los cortes. A la integral anterior, que

recorre el eje real pasando por el lado superior de los cortes, la llamaremos ;.

Imw
Iy

-3z -3 3 3z

Rew

—wp — 1€ Wy — 1€

Figura 8.3: Situacion de los cortes (trazo grueso) y de los polos (cruces) para la funcion Giep. La funcion Ge(t)
es la integral de Fourier de Giet. Como esta funcion tiene cortes en el eje real, es importante distinguir cual
rama del corte se toma al hacer la integral de la Ec. (8.70): segtn lo observado a continuacion de la Ec. (8.62),
el camino de integracion debe pasar por encima de los cortes; esta integral es la que definimos como 1.

No parece haber una manera sencilla de calcular la integral en la Ec. (8.70), dada la forma

particular de Wy;. Lo que haremos sera tratar de separar en la expresion de G, una parte
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que corresponda al comportamiento estacionario usual, y otra que decaiga con el tiempo y que
ponga de manifiesto su caracter disipativo. Trataremos de llegar a estos resultados eligiendo
contornos adecuados de integracion en el plano complejo.

Empecemos notando que cuando ¢ < 0, la integral puede hacerse sin problemas, cerrando
el contorno por el semiplano superior; los cortes y los polos quedan fuera del contorno y el

resultado de I; es cero.

Imw

x| Rew

Figura 8.4: La integral de contorno para calcular G, (t) cuando ¢ < 0. La parte del contorno que corre sobre el
eje real esta infinitesimalmente desplazada hacia arriba. El contorno no encierra polos ni cortes, y por lo tanto
el resultado es cero; como debe ser, pues se trata de la funciéon de Green retardada.

Cuando t > 0, el contorno no puede cerrarse por el semiplano inferior, porque ademés de incluir
los polos se estarian incluyendo los cortes. Lo que puede hacerse es deformar el contorno,
haciéndolo pasar por debajo de los cortes, pero sumando después lo que haga falta para

recuperar la integral original. Definamos
1 [ A
I =— [ dw Gpe(w)e ™, 8.71
" (@) (3.71)
donde la integracion so6lo incluye los segmentos del eje real donde no hay cortes de ramificacion.

Y por otro lado sean

1 A . 1 . .
[c+ = % o dw Gret(w) e*’twt y [C* = % " dw GTEt(w) e*lwt. (872)

En el primer caso, la integraciéon se hace por sobre los cortes; y en el segundo, por debajo.
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Imw

I

——

I Rew

Figura 8.5: La definicion de las dos integrales I.+ a lo largo de los cortes: cada una toma una rama diferente
de la funcion Ge;. Aqui solo aparece uno de los cortes; cada integral recibe también una contribucion del corte
ubicado simétricamente al que muestra la figura.

Lo que queremos calcular es

L=I+1,. (8.73)

De acuerdo al salto que vimos que ocurre en los cortes, Ec. (8.62),

1 . . ‘

I, = — dw [Re Gret(w) + 7 1m Gret(w)} et
27 Jou
1 A . ~ —iwt

I = o [ dw[ReGra(w) = iTm Gualw)| e (8.74)
P

Notar que las dos expresiones estan escritas en términos de integrales que recorren el corte por

la rama +. De esta forma, la diferencia entre las dos es

Al = L / dw Tm Gep (w) e, (8.75)
c+

™

Podemos aplicar el método de residuos no a [; sino a la integral que va por debajo de los cortes,

que esta dada por

|
12:J+[,:2—><<—2m'Res). (8.76)

™
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Imw

8 Rew

Figura 8.6: La integral I5 calculada como una integral de contorno. La tnica contribucion es la de los dos polos

en el semiplano inferior.

Asi, I se obtiene a partir de I, sumando a I la diferencia entre las dos, que esta dada por

la Ec. (8.75),
I, = Ig—i-i/ dw Iméret(w) et
T Jes
= —iRes+i/ dw Tm G (w) €7 (8.77)
T Joy
Imw
I ‘

x | x Rew @’@

Figura 8.7: Otra forma de mirar la Ec. (8.77): I; es la suma de dos contribuciones: la de integrar alrededor
de los polos, y la de integrar en torno a los cortes de ramificaciéon. Las flechas indican el sentido en que deben
realizarse las integrales. En la integral en torno a los cortes, la parte real de Giret sE cancela, pues vale lo mismo
a un lado y al otro del corte; el resultado neto es dos veces la integral de su parte imaginaria.

Usando que

Im G, = —\Gret|2 ImG' = 2]Gret|2 Tm Wy, (8.78)

ret
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y que, por otro lado, la parte imaginaria de Ws; es impar y que los cortes son simétricos respecto
del origen, se obtiene inmediatamente

t 4 3z R .
Grot(t) = [M + 2 / dew senwt |Greg(w)|? Im War (w) | 6(2). (8.79)
3

W ™

El integrando en el segundo término es una funcién continua y acotada, y el intervalo de
integracion es finito. Cuando t — oo este término tendera a cero. Si la parte imaginaria de Wy
fuera cero, lo tnico que quedaria seria el comportamiento estacionario habitual, representado

por el primer término en la Ec. (8.79). De acuerdo con esto escribamos

Gt = G+ G (8.80)

ret ret)

donde cada término se corresponde con los de la ecuaciéon anterior. La forma en que el segundo
término se va a cero cuando t — oo depende de las propiedades de diferenciabilidad del
integrando en la Ec. (8.79). Lo que uno encuentra es que, si bien es continua, ng posee un
cierto niimero de puntos en los que sus derivadas o bien divergen o bien tienen discontinuidades
finitas. El comportamiento a tiempos largos depende tanto del orden de derivacion al que
aparecen las singularidades como del tipo de singularidad de que se trate. Para una funcion
f (w) que tiene derivadas continuas hasta orden n, y cuya derivada de orden n + 1 tiene una
discontinuidad finita, lo que resulta es que

/ dw f(w)e ™ ~ =D (8.81)

o0

cuando t — oo [62]. Al estudiar la diferenciabilidad de W1 hay dos situaciones bien separadas:
el caso k = 0y el caso 0 < k < 1. Para k = 0, W}, (w) tiene una discontinuidad finita en w = 2z,

de manera que en este caso la parte disipativa de G, decae como

GE(k t) ~ 1/t (sik =0). (8.82)

ret

Para k > 0, W’(w) es continua, pero W (w) tiene un cierto nimero de singularidades. En estos
puntos la derivada segunda de la parte real de Woay diverge logaritmicamente, pero lo hace del

mismo modo a derecha y a izquierda de cada punto singular. Esto hace que, en definitiva, la
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parte real de W5, pueda considerarse como efectivamente continua. La parte imaginaria, en

tanto, tiene en esos puntos discontinuidades finitas. Esto permite concluir que, si & > 0,

GE(k, 1) ~ 1/83, (8.83)

ret

a diferencia del caso k = 0, Ec. (8.82). Obviamente la transicion entre un tipo y otro de
comportamiento ocurre de manera suave a medida que k se acerca de cero. Para t > 1, fijo,
la transicion ocurre en k ~ 1/t. Y viceversa, fijado k < 1, para tiempos 1 < t el decaimiento

ocurrird primero segin t~3, pero sobrepasado un tiempo de orden 1/k serd como ¢~2.

400 |

300 ¢}

200

100

Figura 8.8: La funcion —iws; (k,w, z). Para ilustrar el cambio en sus propiedades analiticas la graficamos para
z =4y dos valores de k, 0 y 1. Cuando k = 0, W), (w) es discontinua en w = 2z. La funcién ws; (w) es impar y
se anula fuera de los intervalos (—3z,—3) y (3, 3z2).
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Ecuaciones estocasticas y formalismo CTP

Hasta ahora lo que hemos visto ha sido la aplicacion del formalismo CTP a campos escalares,
en especial a la teoria A®*. Ahi, la aparicion del ruido en la teoria efectiva para las escalas
largas fue una consecuencia de la eliminaciéon de los modos de las escalas cortas. La teoria de
partida no contenfa originalmente esa componente estocéstica. El objetivo de estas secciones es
mostrar, mediante un ejemplo concreto, como el mismo formalismo CTP puede ser empleado
para describir ecuaciones diferenciales estocasticas (EDE) [63]. Tipicamente estas ecuaciones
asumen la forma de una ecuacion de Langevin. Debido a que el formalismo CTP es causal y real
y puede incluir naturalmente términos de ruido y disipacién, es un buen candidato para tratar
de describir ecuaciones estocasticas, por mas que no haya detras de estas ecuaciones una teoria
de campos, sino simplemente una descripcion fenomenolégica. El primer paso es escribir una
funcional generadora CTP que permita recuperar la ecuaciéon de Langevin [64, 65]. La evolucion
causal y real queda asegurada. Este no es un punto menor. Existen formulaciones en términos
de integrales funcionales de un solo camino temporal, pero tienen el mismo problema que las
teorias de campos in—out: no siempre la evoluciéon de las funciones de correlacion es causal y

real.

139
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Una vez recuperada la evoluciéon causal y real a través del formalismo CTP, la misma accion
que permite obtener las ecuaciones de Langevin de la teoria estocastica puede ser usada para
calcular funciones de correlacion y para derivar las ecuaciones de movimiento de los campos
medios, esto ultimo a través de la accion efectiva (accion efectiva en el sentido de teoria
de campos habitual, definida por una transformacion de Legendre). Y, al mismo tiempo, la
funcional generadora puede usarse para implementar el GR. De esta manera, uno encuentra
un camino alternativo hacia el GR dinamico usual, que por lo comun se plantea al nivel de la

ecuacion de Langevin [20]—[26].

En lo que sigue representaremos con una sola variable, z o p, las d + 1 coordenadas. Asi,
(z) debe entenderse como ¢(t,x). Andlogamente, en la representacion de impulso, ¢(p) debe

leerse como ¢(P, p), donde P es la frecuencia y p el ntumero de onda.

9.1. Accion CTP para ecuaciones estocasticas

Empecemos por considerar una EDE de la siguiente forma general

%) Klg) = i) (0.)

donde K[p] representa un operador diferencial que no incluye derivadas temporales; y donde
el ruido 7 es una funcién estocéstica con distribucion de probabilidad gaussiana y media cero.

Un ruido con esas caracteristicas tiene una densidad de probabilidad

Ply = A exp {—% / dz dz' n(z) N~ (z, o) 77(3:’)} | 9.2)

normalizada de tal manera que

/Dn Pln] =1. (9.3)

La funciéon N~! debe entenderse como la inversa de N, en el siguiente sentido:

/ dy N(z,y) N"Y(y,2') = 6(x — ). (9.4)
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Tenemos asi

(n(z)) = 0 y (n(x)n(a)) = N(z,z"). (9.5)

Los promedios se toman sobre las realizaciones del ruido,

(en(as)) = [ Pn Pl [n(eontas) ... | (9.6

Toda la estadistica del ruido esta contenida en las Ecs. (9.5). Cualquier funcién de correlacion
del ruido que incluya el producto de mas de dos factores se puede calcular en términos de N.

Definiremos

— Klg](x), (9.7)

con lo que la Ec. (9.1) se escribe, en forma maés breve,

Tlel =n. (9.8)

Veremos inmediatamente que esta ecuacion puede ser obtenida a partir de la siguiente accion

CTP

Screlo. ) = ¢ [ do olo) Tlel(a) + ¢ § [ doda’ 6(o) N(w. o) o(a') (9.9

La constante ¢ que figura en la accion (9.9) debe aparecer naturalmente, de manera que la
accion sea adimensional. La propia dimension de ¢ dependerd de la interpretacion fisica que
reciba el campo . Es facil ver que al tomar la derivada de Scrp respecto de ¢, el primer término
en aparecer es el operador T [p]. Lo que falta ver es como surge el término de ruido, es decir,
el segundo miembro en la Ec. (9.8).

La funcional generadora CTP para la accion (9.9) es

ZCTP[J,j] = /ng Dg& exp {iSCTP[¢, 90] + Z/dx [J(w)gp(a:) +]($)¢(.’Iﬁ)]} . (910)

La condicion CTP es, como antes, ¢(T) = 0, pero dejaremos que T'— oo. De ahora en maés

esto quedara sobrentendido. Para llegar a la ecuacion (9.8) hay que notar que el término

exp {—%2 / dz da’ ¢(z)N(z, x’)¢(x’)} (9.11)
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incluido en la Ec. (9.10) puede escribirse como la transformada de Fourier de una dada funcional.

Salvo por un factor constante, se encuentra

exp{—%z / dz dz’ gb(x)N(x,x’)gb(m’)} - / Dy P[] exp [—ic / dmn(m)qﬁ(x)}, (9.12)

donde P[n| es la distribucion de probabilidad del ruido, dada por la Ec. (9.2). Asi, puede

escribirse

Zereld,j) = / DnDé Dy Pl exp {z'smw, ool i / dr [3(z)p(x) +j<x>¢<x>1} C(9.13)

donde

Sorels. ol = [ da [6() Tlel(e) = nla) 6(0)] (9.14)

La variacion de esta accion respecto de ¢ conduce a la Ec. (9.8). Este método permite relacionar
la parte imaginaria de la accion CTP, Ec. (9.9), cuadratica en el campo ¢, con las fuentes
estocasticas de ruido [3, 43, 51, 66, 67, 68]. La constante ¢ puede eventualmente ser absorbida

mediante una redefinicién del campo ¢

¢ — Cilgﬁ/; (9.15)

si se aplica esta redefinicion, los campos ¢’ y ¢ no tendréan, en general, las mismas dimensiones.
Antes de mostrar con un ejemplo concreto que esta descripcion genera las ecuaciones
de movimiento correctas para el campo medio, presentaremos otras maneras de encarar el

problema, sin pasar por CTP.

9.2. Comparaciéon con otros formalismos

Mostraremos ahora que la funcional generadora (9.10) es, a menos de un jacobiano, la misma
funcional que suele definirse en la teoria de EDE cuando se procede directamente a partir de
consideraciones probabilisticas [69, 70, 71, 72]. Lo que se hace en ese caso es definir una funcional

generadora

7101 = [ Dy Pl exp ( [ 1) 903(37;77]), (9.16)
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donde @g(z; ] es la solucion, asumida tnica, de la Ec. (9.8) para una realizacion particular del
ruido 7. Esta solucion ¢, (z;n| es una funcion de z, pero también una funcional de n. Al igual
que antes, P[n] es la densidad de probabilidad del ruido. El sentido de la definiciéon (9.16) es
claro: las derivadas de Z con respecto a la corriente externa J dan las funciones de correlacion
del campo.

Introduciendo en la Ec. (9.16) la siguiente identidad funcional

[ Pesfot@) - outwnl] =1, (917)

se obtiene

200) = [ i Pl [ote) - putainl] o {i [ e T(a)e(o) | (9.18)

Mediante un cambio de variables en el argumento de la de delta, resulta

2101 = [ DaDg Pl 3[Tlele) ~ n(w)] T exp { [ s J(sc)so(:c)} , (9.19)
donde

es el jacobiano asociado al cambio de variables. Si el operador K no contiene derivadas tempo-

rales, este jacobiano, salvo un factor independiente de los campos, esta dado por [69, 73|

PR PRGNS 020

El paso siguiente es escribir la delta como una transformada de Fourier,

5[ Tel@) = n(w)] = [ Do exp { [ e 612 [Tlel(a) = i) } , (9:21)

y reemplazar entonces esta expresion en la Ec. (9.19). La integral sobre el ruido puede hacerse

explicitamente usando la Ec. (9.12), entonces

201 = [ DoDe 7 e {iscrls.ol +i [ 1)o@} (9.22)
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donde la accion Scrp es la misma que la que figura en la Ec. (9.9), luego de absorber ¢ mediante
la redefinicion del campo ¢.

Se ve entonces que cuando el jacobiano J es independiente de los campos la expresion (9.22)
puede ser identificada directamente con la funcional generadora CTP que definimos en la Ec.
(9.10). Esta propiedad del jacobiano se da para una amplia clase de EDE [70], incluyendo
la ecuacion de Navier—Stokes [72] y la ecuacion KPZ [74], que seréa el ejemplo sobre el que

trabajaremos en las proximas secciones.

Otro método para tratar EDE es el desarrollado por Martin, Siggia y Rose [MSR]. Es un resultado
conocido que la formulacion probabilistica a través de la Ec. (9.16) es equivalente al método de MSR
[70]. La diferencia fundamental entre ambas formulaciones es que el formalismo de MSR introduce
campos auxiliares no fisicos, duplicando los grados de libertad de la teoria. Esto da una pauta de que
una representacion CTP, con su doble niimero de campos, aplicada a EDE tiene que poder relacionarse
aun mas directamente con el formalismo de MSR que con el representado por la Ec. (9.16). Veremos
que las ecuaciones de movimiento asociadas a la accién CTP,

d0Scrp d0Scrp
dp o)
son equivalentes a las ecuaciones propuestas para los campos fisicos y no fisicos, respectivamente, en el

trabajo de Martin, Siggia y Rose |75]. Para mostrar esto, adoptaremos la notacién usada en su paper.
Asi

3y ) (9.23)

Klpl(z1) = /d:):g Us(z1, z2)p(x2) + /dxg dxs Us(x1, x2, x3)0(x2)p(x3), (9.24)

Ul(l'l) = 77(1'1). (9.25)

Entonces, recordando que el término de ruido en la Ec. (9.9) es obtenido luego de transformar Fourier
el término cuadratico en ¢, las ecuaciones de movimiento clasicas y fisicas (i.e., con J = 0) obtenidas
de la accién CTP, seran

gj(cglf; _ 3908(;51) _ /da:g Uz (21, 22)p(w2) — /dargda:g Us(x1, w9, w3)p(x2)0(23) = Up(11),
(9.26)
;552355 _ _8¢({§Z¢1) _ /dfcz d(x2)Us(x2, 1) — 2/da:2 drs Us(xe, x3, 1) d(x2)0(23) = 0.

Estas ecuaciones coinciden con las Ecs. (2.1) y (3.1b) del trabajo de MSR [76].

A partir de la ecuacion (9.16) es posible llegar a otra formulacion funcional equivalente del

problema estocéstico, pero que sélo involucra la integraciéon sobre un camino temporal, como
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en de las teorias de campos habituales [69, 70, 71, 77]). Uno parte del mismo punto que lo
condujo a demostrar la equivalencia de la formulacion CTP con la representacion dada por la
Ec. (9.16), pero al llegar a la Ec. (9.19) la integral sobre el ruido es hecha explicitamente con

la ayuda de la delta. Asi, uno obtiene

Z[J] = / Dy P[TM} T exp {z / dz J(x)@(a:)}. (9.27)

Usando la definicion de (9.2), se encuentra la siguiente acciéon de un solo camino o single path,

por contraposicion a la accion CTP,
1
Sop = =5 [ dode! Tlel@) N7 (z,) Tl@). (9.28)

El jacobiano que aparece dentro de la integral funcional puede, en caso necesario, ser escrito
introduciendo campos ghost [70]. Si bien la Ec. (9.27) es una representacion vélida de la funcional
generadora, no puede ser usada para generar la dindmica de los campos clasicos. Esto puede
verse con el siguiente contraejemplo: supongase que el operador K en la Ec. (9.8) es lineal en ¢.
La linealidad de K implica que Ssp[p] es cuadrética y que el jacobiano J es independiente de
los campos, de manera que puede ignorarselo. Debido a que 7 es lineal, el campo clasico o medio
asociado con Sgp obedecera la ecuacion de movimiento obtenida a partir de la variacion de Sgp.
Es decir, la evolucién del campo clésico puede obtenerse directamente de Ssp, sin necesidad
de calcular la acciéon efectiva I'. Esta ecuacion deberia ser causal y real. En presencia de una

corriente externa .J, se obtiene
walz) = /d:ﬂl dxs dxs G(.CE,IL’l)N(CB1,ZE2)GT(l’Q,l’g)J(ZL’g), (9.29)

donde G es la funcion de Green causal asociada al operador 7. Debido a la causalidad de la
funcion de Green se verifica G(x,71) x 0(t —t1) v GT(xa,23) o O(t3 — t3), y por lo tanto
no puede afirmarse inequivocamente que ¢, obedezca una evoluciéon causal. De esta manera
el significado fisico del campo ¢ esta limitado, del mismo modo que ocurre en el formalismo
in—out en teoria de campos. Este problema esta relacionado con el hecho de que el operador

T aparece dos veces en la Ec. (9.28). Tal como se seniala en [70], el conjunto de soluciones
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asociado a la variacion de Sgp incluye no solo las soluciones de (9.8), que son causales, sino

también soluciones que violan esta propiedad.

En el siguiente capitulo el método CTP es aplicado a un caso particular de ecuaciéon estocastica,
la llamada ecuacion KPZ. Ademas de escribir la accion CTP, se calculara la acciéon efectiva CTP,

que describe la evolucién del campo medio o clésico.



10

La ecuacion KPZ

Para ilustrar y extender las ideas anteriores, en esta seccion aplicaremos el formalismo CTP

a la ecuacion de Kardar, Parisi y Zhang [24]; brevemente, ecuacion KPZ, que es la siguiente
% v Awer =y (10.1)

donde 7 es un término de ruido con estadistica gaussiana, como en las Ecs. (9.2) y (9.5). La
ecuacion KPZ es un miembro de un conjunto mas amplio de ecuaciones estocésticas de tipo
difusivo, para el que los métodos aqui presentados pueden ser aplicados de manera directa.
Existe una vasta literatura relacionada con la ecuacion KPZ; ver, por ejemplo, la referencia
[26] y los numerosos trabajos alli citados. Senalaremos aqui algunas de sus principales aplica-
ciones y propiedades. En el contexto de la dindmica de fluidos, la ecuaciéon KPZ modela el flujo
de un fluido irrotacional, con presiéon nula, donde el gradiente de ¢ representa el campo de
velocidad. También se usa esta ecuacion para describir algunos fenémenos relacionados con el
crecimiento de superficies [24, 26]; aqui la ecuacion KPZ es una de las extensiones no lineales
més sencillas de la ecuacion de Edwards—Wilkinson, y ¢ representa, en este caso, la altura de la
superficie en crecimiento. El rango tan diverso de aplicaciones de la ecuacion KPZ se extiende
también al modelado de la propagacion de frentes de llamas [78], transportes disipativos [79] y

fisica de polimeros [80].
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Diremos, ademaés, que el valor del acoplamiento A en el término no lineal de la Ec. (10.1),
depende del contexto. Cuando se la deriva a partir de la ecuacion de Navier—Stokes, es A = 1.
La ecuaciéon KPZ sin término de ruido es invariante ante transformaciones de Galileo: para
un fluido esa propiedad es heredada directamente de la invariancia galileana de la ecuacién de
Navier—Stokes; para una superficie en crecimiento, esté relacionada con la simetria de rotacion.
Si el ruido es blanco y es invariante frente a translaciones, la invariancia galileana vale también
para la ecuacion KPZ con el término de ruido incluido. Este hecho implica ciertos resultados no
perturbativos acerca de la manera en que corre el acoplamiento A cuando se aplican transforma-
ciones del GR |25, 81], reduciendo asi el nimero de exponentes independientes en las relaciones

de escala.

En lo que sigue, empezaremos por definir una funcional generadora CTP para la ecuacion
KPZ. Analizaremos luego el caso libre, es decir con A = 0, de manera de establecer la base para
un calculo perturbativo de la accion efectiva para el caso genuinamente no lineal [63]. Hasta
tanto no volvamos sobre la transformacion del GR, el significado del término accién efectiva es
el de la accion I a partir de la cual se derivan las ecuaciones de movimiento del campo medio,

y que esta dada por la transformada de Legendre del logaritmo de la funcional generadora.

10.1. La accion CTP para la ecuacion KPZ

Segun se demuestra en [74], el jacobiano J asociado a la ecuacion KPZ es independiente del
campo, y por lo tanto podemos definir una acciéon CTP que describa la dindamica estocastica
del campo ¢. Trabajaremos en tres dimensiones espaciales y una temporal, y la constante ¢
serd absorbida dentro de la definicion del campo ¢, de manera que la ecuacion (9.9) resultara,

en este caso,

Screlo o] = [ e {o)teto) - Go@NTeR ) + 5 [atediroN o), (102

donde hemos separado la parte lineal del operador diferencial,

L= % A (10.3)
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La funcion N(z,z") es la funcion de correlacion de dos puntos del ruido 7, al que asumiremos
gaussiano y con valor medio cero. Con estas definiciones, la ecuacion KPZ estocéstica es
obtenida segtin lo explicado en el capitulo anterior. Antes de calcular I', estudiaremos el caso

libre, sobre el que se construye el calculo perturbativo.

10.1.1. El caso libre: ecuaciones de movimiento y propagadores

Si A = 0, el término no lineal no aparece y estamos por lo tanto en el caso libre, al que

corresponde la siguiente accion

Silonel = [ do d()Lple) + 5 [ dtads’ ola)N e, )o(w). (10.9)

Al incluir corrientes externas, la variacion de la accion libre con respecto a los campos da las

ecuaciones clasicas de movimiento,

0% _ T Yo' N(x, 2 )p(z)) = —j(z
o = L)t [N @) = —it), (105)
5 o
dp(z) Lro(@) = — (), (10.6)
donde
L= % + VVQ. (107)

Uno puede escribir las soluciones de (10.5) y (10.6) en términos de las soluciones fundamentales

G y G*, que satisfacen
L.G(x,2) =LG(x,2") =6(x—2). (10.8)
El subindice x indica que los operadores diferenciales afectan tnicamente esa variable. Asi,

o(x) = /d4a:1G*(:1:,1:1)J(:v1),

o(x) = —/d4x1 [G(m,xl)j(xl) —i/d4:z;2 d*zs G(z,21)N (21, 29)G* (29, 23)I (z3)].  (10.9)
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La libertad de sumar a cada una de estas soluciones alguna solucion de la ecuacion homogénea
esta restringida a la solucion trivial, puesto que ésta es la tinica que es acotada para todo
tiempo.

Es facil ver que G(z,2’) es causal. En efecto, por homogeneidad, G(z,2') = G(z — '), y

puede escribirse en términos de su transformada de Fourier,*

G(z) = (2;)2 /dp exp[i(tP—x-p)|] G(p). (10.10)
La Ec. (10.8) implica entonces
Glp) = — 1 (10.11)

(2m)%2 iP + v p?
Considerada funcién de la frecuencia P, G(p) tiene un polo en iv p?, de modo que, segin
la Ec. (10.10), G(x) resulta proporcional a 6(t). Ademas, es facil ver también que G(x,z’) =
—G*(2', x), puesto que, segun la definicion de L*, es G*(p) = —G(—p). En 3+1 dimensiones, se
encuentra

(x — x')?

G(ZC, Z'/) = (47TV|t — t/Dis/Q exp [—m

] ot —t'). (10.12)
Las soluciones fisicas se obtienen cuando J = 0. En ese caso, a partir de la Ec. (10.9), ¢ =0 y

(x —x)?

o(r) = —/d4a:’ (4mv|t — )73/ exp {_4u(t 7

] ot —t') j(a'). (10.13)

Evidentemente, la evolucion es causal y real.

Pasemos a los propagadores. La funcional generadora asociada a la accién libre es

203,51 = [ DD exp {iSo[ﬁb, A+i o+ Js@)}- (10.14)

Teniendo en cuenta que Sy es cuadrética en los campos, Z; debe serlo en las corrientes.
Ademas, como estamos en el caso libre, los campos medios, que se obtienen de derivar —ilog Z

respecto de las corrientes, satisfacen las ecuaciones clasicas de movimiento, Ec. (10.9). Estas

1 En la Ec. (10.17) se define la convenciéon que estamos usando.
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dos observaciones permiten encontrar Z,. Salvo por factores que no dependen de las corrientes,

resulta

Zol3,j] = exp ( / iz dizs {J(:z:l) [—iG(xl,xg)] j(2)

— L) [ / s 'z, G(xl,xg)N(xg,m)G(xg,m)] J(@)}). (10.15)

Aqui hemos usado que G(z,2") = —G*(2/, x).

Las funciones de correlacion de dos puntos estan dadas por las derivadas segundas de Zj,

1%
Zy 5j(ac)j(x’)

=0,
J=j=0

o)) = —f o = [t [t G N )6 )
1 622y

=iG(z, ). (10.16)

J=j=0

" Z 53(0)j ()

Ecuaciones analogas se obtienen al trabajar con las transformadas de Fourier de los campos.
Las variables aqui ya no son las tres coordenadas espaciales y ¢, sino las cuatro componentes
del impulso. Usaremos la siguiente convencion: dada una funcion f(z) = f(t,x) en d + 1
dimensiones, su transformada de Fourier sera indicada con la misma letra f, y estaré definida

por

F(p) = f(P.p) = (2m)%* /dtddx exp[~i(tP—x )| (2. (10.17)

Asi, la accion KPZ de la Ec. (10.2) escrita en el espacio de momentos es

Scre(p, ] = /dp ¢—p (iP + v p°) ¢p+%/dp1 dpy 1 N (—=p1, —p2) ¢2

A
- @/dpl dpadps 6(p1+p2+p3) P2 P3 b1p2 3. (10.18)
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Para aliviar un poco la notacion definimos ¢, = ¢(p), ¢; = ¢(p;), d*p = dp, 5(p) = 6*(p), etc.
En las proximas secciones trabajaremos casi exclusivamente en el espacio de momentos, donde
los propagadores correspondientes a las dos ultimas ecuaciones (10.16) se escriben como

N(p,q)
[iP+vp?[iQ+vq?’

id(p + q)

s (10.19)

Aqui ¢ = (@, q), donde @ representa la frecuencia y q el nimero de onda.

10.1.2. El caso interactuante: calculo de la accién efectiva CTP

Ahora trataremos el caso interactuante. El objetivo es calcular la accion efectiva, de donde
se deduciran las ecuaciones de movimiento de los campos medios. Esto involucraré el calculo
de diagramas de Feynman cuyos elementos fundamentales serén lineas internas asociadas a los
propagadores (10.19).

Partimos de la definiciéon de la funcional generadora, omitiendo los subindices CTP,

Z[J,j] = /D¢D<p exp {iS[qb, o] —H’/ [j¢+Jgp]}, (10.20)

donde S es la accion completa, Ec. (10.18). La accién efectiva esta dada por la transformada

de Legendre

D[, 0] = —ilog Z[J,j] - / (e + pad ], (10.21)

donde las corrientes deben escribirse en funcién de los campos, a través de las relaciones

0log Z 0log Z
= —i , q=—i . 10.22
Pal ? 5 Pel t 5] ( )
La accion efectiva admite la siguiente representacion en términos de integrales CTP
etoasal — | DDy exp {iSloa +6, pa+vl} (10.23)

1PI
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El subindice 1PI indica que, en una evaluacién de la integral por medio de diagramas, solo se
tienen en cuenta aquellos que son irreducibles de una particula. Para la accion CTP dada por

la Ec. (10.18) tenemos

Slpa + ¢, v + @] = S|pa, pa] + Solo, ] + <términos lineales en ¢ v cp)

A
+@ /dpl dps dps 0(p1 + p2 + p3) P2 P3 [¢1§02903 + 20102 Y3 + Gen @2@3]‘ (10.24)

Los términos lineales no intervienen en los diagramas de tipo 1PI, de manera que no es necesario
escribirlos explicitamente. Llevaremos el célculo hasta orden A\2. Los diagramas que hay que

considerar hasta ese orden son los que muestra la figura.

D2 N(p.q)
P q
1 ®1 ®2
N(—p1 — p2,p2) —_— - - -— —
P p1 D2
p+p1 q + p2
P11+ P2 N(¢,—q—p1 —p2) N(=p—p1,—q—p2)

Figura 10.1: Los tres diagramas necesarios para el calculo de la accion efectiva (10.23) a orden 2.

Como antes, lineas de trazos representan campos ¢, y lineas llenas, campos ¢. El propagador
(p@’) se representa por una linea que combina los dos tipos. Como todavia no hemos dicho
nada acerca de la funcién N, en especial si es 0 no invariante translacional, hemos incluido en
las lineas de los propagadores (p¢') un pequeno circulo representando esta funcion. El impulso
se conserva en los vértices, pero no necesariamente sobre las lineas (p¢’).

Senialemos que los siguientes diagramas también son licitos, pero se anulan por causalidad.
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Aunque estamos trabajando en el espacio de frecuencias y nimeros de onda, es facil ver que
los diagramas anteriores implican el mismo tipo de cancelaciéon que ya se ha encontrado antes.

Vueltos al espacio ordinario son proporcionales al producto 6(t —t")0(t' —t).

El célculo de los diagramas es inmediato, lo que encontramos es que

F[¢C17 Qpcl} - S[Qscla QPcl] + AS[¢C17 Qpcl] y (1025)

donde

A
AS[Q <P] = @/dpl dps An’(—]?l —p2ap2) o1

A Aij(¢,—q — p1 — p2) ' }
o /dpl o U WP+ Q) 7w (o1 @ P T ViPa] G

2

T Gan

/ dpy dps [ / dp dq Ay (p, @) Aij (—p1 — p, —p2 —q)} P13 (10.26)

El tensor A;; esta asociado al propagador ('),

Aij(p, 1) = {e(p)e(®)) PP} (10.27)
Variando la accion efectiva se obtienen las ecuaciones de movimiento para los campos medios.
Aquellas con significado fisico son las que corresponden a {¢,J} = 0. De manera que, hasta
orden A2, es

A
/quii(p - q, Q)

A
. 2
[ZP+Vp]<pc1+@/dqq-(p—q) socl(q)socl(p—q)Jr@

)‘2 A’L ) - 1 + - 1 .
/ D1 dps g(p1 pz) (p1 p) (Pl P2 P)g (Pcl(p_pl—]?z) :_](m' (10.28)

- 167 [i(P—P1)+v(p—p1)?
Por otro lado, la ecuacion para ¢ se satisface autométicamente,

or
¢Cl = 07 Pel] = 0. 10.29
5%1(—1))[ | (10:29)
La Ec. (10.26) contiene, sin embargo, mas informacion de la que muestran las ecuaciones de

movimiento. La tltima linea de (10.26) no se refleja en las ecuaciones para ¢, pero puede



10.1. La accion CTP para la ecuacion KPZ 155

interpretarse como un nuevo término de ruido, o como una correccion al ruido original. Teniendo
en cuenta la forma del término de ruido en la Ec. (10.18), resulta

2

3272

N(p1,p2) — N(p1,p2) + /dp dq Aii(p,q) Aij (p1 — P, p2 — q)- (10.30)

A modo de comparacion, la seccion siguiente contiene la derivacion usual de la Ec. (10.28)

a partir del promedio de la propia ecuacion estocastica KPZ.

10.1.3. Las ecuaciones de movimiento sin usar CTP

La ecuaciéon de movimiento para el campo medio puede obtenerse promediando directamente

la ecuacion estocastica original, Ec. (10.1), que en la representacion de impulsos es

iP+v ] o) + o [ (0= pe) o —p) =alp)l  (103])

Separaremos en ¢ una parte fluctuante, v, de acuerdo con

Como es natural, el valor medio de 9 es cero. Promediando la ecuacion KPZ sobre las realiza-

ciones del ruido, obtenemos

i+ 07 0uld) + g [ B (0= p1) fpap)eae = p2) + ()00 = p)] =0
(10.33)

El objetivo es escribir el promedio del producto de los campos 1, en el segundo miembro, en
funcion del propio campo medio ¢, de manera de obtener una ecuaciéon cerrada. Restando

(10.33) de (10.31) queda una ecuacién para

[iP +v PZ] ¢(p) + i/61101 P1- (P - P1) [2¢(p1)¢c1(p - p1)

82

+ Y(p1)Y(p —p1) = (W)Y —p1)) | =np). (10.34)
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El paso siguiente es escribir ¢ como una serie de potencias en A,

U(p) =0 (p) + WD (p) + ... (10.35)

Al igualar términos segin potencias de A a cada lado de la Ec. (10.34), se encuentra

oy 1)
O (p) = At
w(”(p) = T yne [z’Ple v p?] /dpl p1-(P—P1) [2¢(0) (p1)walp —p1) + w(o) (pl)w(‘” (p—p1)

x (O ) (p—p)) |. (10.36)

Con esto basta para calcular (¢7)’) hasta orden A, que es todo lo que se necesita. Los promedios

resultan ser

0 0/ N(p.p)
<¢( P (v )> ~ [iP+vpY[iP 4+ v p?’
1 0) (/) — —1 A N(p1,p') palp — p1)

Volviendo a la Ec. (10.33) encontramos

. A A
[ZP +v p2] ea(p) + ) dpr p1- (P — P1) @a(p1) palp —p1) + 82 /dpl Asi(p1,p — 1)

A2 Aij(p2,p — p1) (P1 — P2)i Py,

1674 [iP, + v p?]
donde A;; es la misma funcion que fue definida en la Ec. (10.27). El cambio de variables

p1 — —p1+p en la dltima integral conduce de nuevo a la Ec. (10.28), s6lo que ahora es j = 0.
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Grupo de renormalizacién para
ecuacliones diferenciales estocasticas

Ahora la cuestion es definir una transformacion del GR al nivel de la funcional generadora
CTP para ecuaciones estocasticas. Este es el paso natural luego de haber representado las
ecuaciones estocasticas mediante una funcional generadora. Uno podria seguir aqui los pasos
del trabajo de Forster, Nelson y Stephen [21, 23|, y derivar las ecuaciones del GR separando
y promediando modos en las ecuaciones de movimiento del campo. Nosotros queremos seguir
otro camino, uno que se base en una formulacion CTP de la ecuaciéon estocéstica y donde la

transformacion del GR sea aplicada directamente al nivel de la funcional generadora.

Hasta donde sabemos, esta forma de acercarse al problema no ha sido sistematicamente
discutida en la literatura acerca de las EDE. Hay trabajos donde el GR es derivado, como aqui,
a partir de una formulacion funcional de la teoria estocéstica (ver, por ejemplo, [73| en relacion
a la dindmica critica de helio, antiferromagnetos y sistemas gas—liquido; o [81, 82] para la
ecuacion KPZ). La diferencia fundamental con estos trabajos es que nosotros haremos el coarse
graining de la funcional generadora explicitamente, mediante un cutoff ultravioleta, mientras
que en los trabajos citados, el GR es obtenido estudiando las contribuciones singulares a las

funciones de respuesta de varios puntos. Nunca nos tocard manipular cantidades divergentes.

157
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Trabajaremos en el ejemplo concreto de la ecuacion KPZ. Hay que notar que la accién S
con la que empezamos en la Ec. (10.2) es en realidad una acciéon efectiva; por razones muy
simples: nadie espera que modos de longitudes arbitrariamente cortas sigan teniendo sentido
fisico, sea cual sea el contexto en que se esté trabajando. Si se trata de un fluido, eventualmente
se alcanzara la escala atomica. Si se trata de fisica de particulas, la longitud de onda de Compton
senalara el limite de validez de la descripcion en términos de los campos originales. Ese limite
en la descripcion esta dado por un cutoff A. La transformacion del GR permitira obtener la
descripcion efectiva de los modos por debajo de un nuevo cutoff, A’ < A. Este nuevo cutoff
definira el limite entre las escalas largas, consideradas como el sistema en si, y las escalas cortas,
consideradas como el entorno. No nos ocuparemos de la separacion entre modos rapidos y lentos,

lo que haremos sera considerar separacion en escalas de distancia.

En el Capitulo 6 se introdujo la transformacion del GR para una teoria cuantica de un campo
escalar. En esencia es muy poco lo que hay que cambiar de ese tratamiento para adaptarlo
al problema actual: la accion libre tiene otra forma, ahora no hay una matriz densidad, el
intervalo temporal va de menos a més infinito y se trabaja en el espacio de frecuencias. No es
imprescindible hacer muchas referencias al Capitulo 6. Con menor detalle que lo hecho entonces,
lo que sigue seréd igualmente autocontenido. Ya no necesitamos, al menos, explicar el modo de
calcular los diagramas, que fue algo que ocup6 mucha parte de lo anterior.

Recordemos entonces la manera en que se define la transformacion infinitesimal del GR. Se

trata de la composicién de dos operaciones:

(i) Eliminaciéon de los modos con impulsos p cuyo moédulo esté entre A’ y A, con A’ =

(1 —4ds)A.

(ii) Rescaleo de los campos.

Uno de los objetos del punto (ii) es conservar invariante la forma de la accion libre, de manera
que en el calculo perturbativo cada etapa de eliminaciéon pueda realizarse independientemente

de las anteriores. Lo que uno quiere es una operaciéon que no requiera modificar o adaptar todo



11.1. Conjunto reducido de acoplamientos hasta orden \* 159

el mecanismo de célculo para cada nueva céscara que se deba eliminar. En particular, el rescaleo
restaura el valor original del cutoff, A" — A.

Como lo senalamos mas arriba, gran parte del trabajo ha quedado hecho mucho antes,
cuando tratamos un campo escalar desde la perspectiva de los sistemas abiertos. Un buen
tramo de lo hecho anteriormente fue dedicado a la técnica de eliminaciéon de modos y a las
particularidades que surgen cuando los modos eliminados se hallan en una céscara infinitesimal.
La conclusiéon de ese trabajo fue el conjunto de las ecuaciones diferenciales del GR. Hasta
ahora la tinica utilizacién de esas ecuaciones fue en relacién a la teorfa A®*. Con todos los
ejemplos presentados en aquellas secciones, ahora sera relativamente rapido y sencillo arribar
a las ecuaciones del GR para la ecuacion KPZ. Préacticamente no se necesita decir ni hacer
nada nuevo, la mayoria de las modificaciones serén triviales. Habra que calcular otro tipo de
diagramas, lidiar un poco con la forma particular de la interaccién, pero es, en comparacion,

una labor sencilla.

11.1. Conjunto reducido de acoplamientos hasta orden \*

Tal como se hizo con la teoria A®*, antes de escribir las ecuaciones del GR habré que fijar la
forma general de la acciéon que es necesario considerar. Por més que la accion de partida contenga
un Unico término de interaccion, la transformacién hara aparecer términos mas generales. Si uno
esta dispuesto a trabajar hasta cierto orden en A, tiene que averiguar qué clase de acoplamientos
surgen hasta ese orden.

Como hemos visto antes, la aparicion de nuevos términos es algo usual, pero en algin
momento cesa: si el calculo perturbativo se hace hasta un dado orden, luego de cierto ntmero
de eliminaciones infinitesimales (digamos n) en la siguiente eliminacién ya no se generaran
nuevos términos. El paso n + 1 no aportaré ninguna novedad a la forma general de la accion.
En este sentido, los primeros n pasos son muy especiales: son los que fijan el esquema general:
si uno es capaz de calcular como ir del paso n al n + 1, sabra luego ir del n + 1 al n + 2, etc.,
y la maquinaria funcionaréa por si sola, sin la necesidad de una intervencién especial para cada

sucesiva eliminacion de modos. La cuestion es encontrar cuantos pasos n es necesario dar y cuél
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es el conjunto de acoplamientos que se generan en esos primeros n pasos. Veremos que para la
ecuacion KPZ, hasta orden A2, la segunda iteracion de la transformacion infinitesimal agota la

aparicion de nuevos términos.

Son entonces dos las cosas que quedan por hacer antes de poder escribir las ecuaciones del
GR: ver cuantas veces hay que iterar la transformacion infinitesimal hasta llegar a la forma
definitiva de la accién, y calcular todos los diagramas que hayan aparecido hasta ese momento.
En lo que sigue trabajaremos en d + 1 dimensiones. La accion de partida es la accion KPZ
usual, generalizada a d + 1 dimensiones
7

Stoel = [ db 0, (P+vpt) iyt ;

/dpl dps ¢1 N (—p1, —p2) P2
A

+ )\o/dpl dpa dps 06(p1 + p2 +Dp3) P2 Ps 192 ¥3, (11.1)
A

donde ahora indicamos explicitamente la presencia del cutoff, y donde, para simplificar un poco
la notacién, definimos

_d+1

Ao = (2m)7 2 (11.2)

N >

Las integrales en p deben entenderse del siguiente modo

/dp:/ dP/ dp. (11.3)
A —o0 [p|<A

Supondremos ademéas que en la accién inicial el ruido es blanco, sin correlaciones espaciales e

invariante translacional; es decir

N(z,2") =2D 6(x — 2'). (11.4)
(La notacién es convencional.) En tal caso

N(p.p') =2D é(p+p). (11.5)

Esta sera la clase de término de ruido que aparezca siempre en la accion libre, que se escribira

entonces como

Sold, ] = /Adp[(iP—i—VPQ) Opp—p + 1D Gpd_p|. (11.6)
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Los propagadores que figuran en la Ec. (10.19) seran ahora

(o)) = Gp)op+1), (11.7)
(e(p)o(p)) = —iG(p)d(p+1), (11.8)
donde
6) = prri (1L9)
G@p) — —m. (11.10)

Estas son funciones de la frecuencia y del moédulo del impulso.

Al igual que hicimos con la teoria A®* en la Seccién 7.1, haremos sucesivas iteraciones del
proceso de eliminaciéon de modos en una cascara infinitesimal, hasta que no aparezcan diagramas
nuevos. Teniendo en cuenta que el espesor de la cascara sera hecho tender a cero, es necesario
unicamente construir los diagramas que sean de orden ds. Estos diagramas pertenecen a las
dos clases presentadas en el Capitulo 3. Una clase estaba formada por los diagramas de un
loop, irreducibles, y con el mismo impulso p = A€ recorriendo cada tramo; en los vértices
el impulso externo debia ser cero. La otra clase estaba compuesta de diagramas tipo arbol,
formados por una sola cadena de propagadores, y en cuyos vértices intermedios la suma del
impulso externo también debia ser cero. Ya que las lineas internas corresponderan a campos con
impulso |p| = A, mostraremos en los propagadores solo su dependencia en la frecuencia, dando
por entendido que el modulo del impulso es A. Como nota préctica, debe tenerse algin cuidado
al formar los productos escalares que vienen del término de interaccion A\g ps - ps ¢1p2¢3; €l

cuidado principal debe estar en los signos, si el impulso entra o sale del vértice.

Primera iteraciéon: Pueden construirse cuatro diagramas no nulos, uno de un vértice y tres

de dos. El primer diagrama es un tadpole
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= —0(p) AoA"ds Uq:mdQ q-q] [/dQ G(Q)]

= —5(p) MAT2 65 U dQ Q(Q)] : (11.11)
Este diagrama genera en la acciéon un término de la forma
/dp 5(p) F 6. (11.12)

Los dos diagramas siguientes generan en la accién dos acoplamientos de cuatro campos. El

primero corresponde a un término cubico en la ecuaciones de movimiento para ¢

®1 ¥3
\\\ P1 +p2- <
¥2 P4
= =203 05 0(py + Ba| = A) G(=Py = P) [(1+2) 2] [ps-pa].  (1113)

En la accion tendra asociado un término de la forma
4
(H/dpj> 0(p1+ ...+ pa) var(PL+ P, [p1 + p2) [(Pl +P2) - pz} [p3 : p4} P12 P3P
j=1
(11.14)

Notese que parte de la dependencia en los impulsos ha quedado factorizada fuera de la definiciéon

de v41. El resultado del diagrama puede ser visto como una correcciéon a este acoplamiento:

Svq (P, |p|) = —2X2 Ads §(|p| — A) G(—P). (11.15)
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El otro diagrama de tipo arbol es

o1 P3

L4

N '

~ P1+ P2 -

P2 P4
= 2)‘3 Ads 6(|p1 + pa| — A) G(PL + P) [(pl + p2) - pz} [(ps + pa) - P4]- (11.16)

En la accién aparecera como

4
(H/d]%) (5(p1—|—...+p4) iU42(P1+P2,|p1+p2|)
j=1

X [(Pl + Pp2) - pz} [(p:s + Pa) - P4] P12 P304 (11.17)

Respecto de P, la funcion vy (P, |p|) puede elegirse par. Escrita de esta manera se pone de
manifiesto la simetria de la interaccion frente al intercambio de ¢1p9 con ¢szp4. Visto como una

correccion al acoplamiento vys, el resultado del diagrama puede escribirse diciendo
duaa (P, |p|) = 2X3 Ads 6(|p| — A) G(P). (11.18)

Ser4 1til notar ahora que esta funcion es positiva, siempre que D lo sea; ver Ec. (11.9). Veremos

més abajo que este tipo de acoplamiento puede interpretarse como un ruido multiplicativo.

El siguiente diagrama genera un término de ruido, aunque no con la misma forma del que

aparece en la accion libre:

q
O _ O
p¥q
— i 02 6,0A%s Ud@ Q(Q)Q(PJrQ)} {/q:m a9 [q- (p+q)r}. (11.19)
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Se recordaré que en diagramas de este tipo, el impulso de los campos externos en cada vértice
debe ser cero, ya que, de otro modo, el valor del propio diagrama es nulo. Esta era una de las
consecuencias de hacer tender a cero el espesor de la cascara de modos eliminados. De ahi la
delta de Kronecker que aparece en la Ec. (11.19). El término que debe figurar en la acciéon para

tener en cuenta este tipo de interacciones seré

[ iva(P1p) 6,0, (11.20)

Evidentemente la forma de este término es méas general que la dictada por el diagrama anterior;
preferimos escribirlo asi para que abarque también otros términos de ruido que aparecerian

luego. Hecha la integral angular, el diagrama puede leerse como una correccion a vqs:

008 (p) = A2 0o QA"+ 65 l/ dQ G(Q)G(P +Q)|. (11.21)

Usamos el supraindice para distinguirla de otras correcciones que apareceran en la siguiente
iteracion. Espacialmente la correcciéon es homogénea, pero no es un ruido blanco, puesto que

depende de la frecuencia.

Es posible trazar otros diagramas, ademas de los cuatro mostrados mas arriba, pero son
nulos. Esto ocurre o bien porque carecen de campos ¢ externos, como pasaba en la teoria \®4,

o bien por la forma particular del término no lineal en la ecuacion KPZ de partida. Por ejemplo,

Op \ P—p

p+q

= 4X] dp0A 705 l/dQG(Q)Q(PJrQ)} M d2q-(p+aq)p-(p+aq)| =0 (11.22)

=AQ
Como es facil de comprobar, la integral angular es proporcional a |p|?>. Pero, por otro lado,

aparece una dp,. Este es el motivo de que el diagrama sea nulo.
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La conclusion que se saca de esta primera iteracion es que, ademaés del término de interacciéon
original, han de incluirse otros cuatro términos en la acciéon: un tadpole, dos interacciones de

cuatro campos, y un término de ruido distinto del que aparece en la accién libre.

Segunda iteracion: Salvo el tadpole, todos los otros términos generados en la primera iteracion
son de orden A\2. El tadpole en sf no puede participar de ningtin nuevo diagrama: el impulso del
campo ¢ esta forzado a ser igual a cero, pero cualquier diagrama del que formase parte obliga

a que la linea interna conectada a este campo tenga impulso A:

5(lp| = A)
. —_——— — -9
d(p) F

Figura 11.1: Ejemplo de un diagrama en donde participa como vértice una interaccion del tipo dado por la Ec.
(11.12). El diagrama es nulo: el impulso asociado al campo ¢ del vértice F es cero, pero la linea interna a la
que esta conectado debe tener impulso A.

En verdad, el tadpole puede eliminarse a orden A\? con una simple redefinicion, remplazando
©(p) por p(p) + 272\ F 9yd(p), aunque esto no es esencial. En lo que sigue supondremos que

el término asociado al tadpole se ha eliminado usando esta sustitucion.

La tnica forma de construir nuevos diagramas que no sobrepasen el orden A\? es usando los
acoplamientos de cuatro campos en diagramas de un loop con un solo vértice. Hay tres de estos
diagramas. Para uso futuro, a los resultados de los dos primeros diagramas los llamaremos 9 fo;

y 0¢o1, respectivamente:

=0 f2
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8 for(p) = 2A%s [/dQ G(Q) /_AQdQ va(P+Q,lp+d)) a-(p+q) a-p|. (11.23)

< v
¢p //
rd

dg21(p) =2Ad55{/d62 G(Q)/ dQ ve(P+Q,lp+d|) q-(p+q) p-(P+a)|.

=AQ2

(11.24)
Los dos diagramas generan en la accién el mismo tipo de término, que escribiremos como

J e (11.25)

El tercer diagrama genera un término de ruido mas general que el de la accion libre. La
primera iteracion ya nos habia forzado a incluir un término de esta clase, Ec. (11.20). Al

resultado del diagrama lo llamaremos id f22, para distinguirlo del que encontramos antes:

ifaly) = in%s | [1Q0@ [ a0 vaPr@lpral fa-pralF] (1120
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De este modo, la segunda iteraciéon agrega un solo término, de la forma dada por la Ec.
(11.25). Es facil ver que a partir de los acoplamientos generados en las primeras dos iteraciones,
una tercera iteracion no puede agregar ningtn otro. Ni siquiera es posible construir un nuevo

diagrama hasta orden A\? que no haya sido escrito antes.

11.1.1. Sobre el acoplamiento v,

Antes de dejar esta secciéon veamos céHmo es que el término que acompana a vs puede
interpretarse como ruido multiplicativo. Haciendo en el dltimo término de la Ec. (11.34) los
cambios de variables po — ¢ — p1 y ps —> ps — p3, la exponencial de ese término, tal como

aparecera en la funcional generadora, puede escribirse como

s —exp [ = [ da f(0) valo) f(-a)]. (11.27)

donde

fla) = / dp q-(a-p) 6p)ela - ). (11.28)

Como v45(q) es positiva y par, la Ec. (11.27) puede escribirse como una transformada de Fourier

funcional. Salvo un factor constante

s = [ exp |5 [aa ota) 5@ -0 | oo | [ avot-a flw)]. 1120

Esto equivale a promediar sobre las realizaciones de un ruido gaussiano un término de interac-

cion de la forma

[dasta) [ava:@@-p)otrela ). (11.30)
El ruido p esta caracterizado por una funcién de correlacion
N,(p,p') = 2v12(p) 0(p +1'). (11.31)

En la ecuacion clasica de movimiento, que se obtiene haciendo la variacion respecto de ¢(—p),

aparecera ahora el siguiente término

/ dg [ap(0)) - [(p — @) o(p — @)l (11.32)
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que representa en el espacio (¢,x) un término de forzado proporcional a
Vp(zx) - V(). (11.33)

Como el ruido aparece multiplicando, se trata, en efecto, de ruido multiplicativo.

11.2. Resumen: la accién hasta orden \2

En conclusion: para aplicar la transformacion infinitesimal del GR a la accion KPZ debemos

considerar la siguiente acciéon mas general

/ dp| (iP + v P?) Gypp +iD G0,
A
+/dp1 dp2 dps 6(pr+p2+p3) Ao P2 P3 d1p203 + /dp [U21(p> Gpp—p + 1022(p) Ppd-p
A A
1
+ (H/ dpj> O(p1+ ..+ pa) {U41(p1 +p2) [(P1+P2) P2 P3-Pal d1020304
j=174

+ ivga(p1 + p2) [(P1+P2) - P2 (P3+Pa) - Pa] G192 ¢3%04}- (11.34)

Aqui las funciones v,,, dependen en realidad de la frecuencia y del modulo del impulso, y
vgo €8s par. Aunque los términos cuadraticos asociados a w91 y v9e podrian con justicia ser
incluidos dentro de la accién libre, seguiremos considerando que la accién a libre es solo el
primer término en la ecuaciéon anterior. Es decir, seré esa la accion sobre la que se construya el

calculo perturbativo.

11.3. La transformacion

Vista cual es la forma de la accién que hay que considerar a orden A? y ya calculados todos
los diagramas, la transformacion del GR est4 a la vuelta de la hoja.! En las dos breves secciones

que siguen ordenaremos primero los resultados anteriores, que tienen que ver con la eliminacién

I De la hoja 173.
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de modos, y luego introduciremos el rescaleo. Con eso ya quedaran escritas las ecuaciones del

GR para la ecuacion KPZ.

Eliminaciéon de modos.

La transformacion infinitesimal del GR se compone de dos operaciones: eliminaciéon de modos
y rescaleo. Respecto a la primera operacion, practicamente todo el trabajo estéd hecho. Resta
hacer algunas aclaraciones respecto de los diagramas que generan acoplamientos de dos campos.
Lo que hay que notar es que al calcular los diagramas que dan origen a estos acoplamientos, uno
debe sustraer aquella parte que por definicién debe ser incluida en la accion libre. El resultado

en bruto de los diagramas que generan acoplamientos del tipo ¢ y ¢¢ es, segin las Ecs.

(11.23), (11.24) y (11.26),

dhgy = [5f21 + 5g21], (11.35)

en el caso del primero, y simplemente id foo para el segundo. No incluimos aqui el término
asociado a 51}&?, en la Ec. (11.21), por su caracter no analitico, ya que es proporcional a una
delta de Kronecker.

Las funciones dhs; y 0f2 dependen de las variables Py |p|. Expandiendo 0ho; y 0 fao

alrededor de p = 0, se aislan los términos que deben ser llevados a la accion libre,

ohar(Plpl) = [P {-idh$”(0,0)} + 1 p* 5h32(0,0)] + dusi (P Ip]),  (11.36)

i6 fas(P,|p|) = i[éfgg(0,0)] + 00l (P, p)). (11.37)

El supraindice en 61}% es para distinguir esta contribucion de la que aparece en la Ec. (11.21).
Todo lo que no pertenece a la accion libre es dejado dentro de dvg; y 50&3). El par de ecuaciones
anteriores es en realidad la definicién de estas dos cantidades.

En la Ec. (11.36), (5hg11’0) modificara el terminé que en la accion libre es iP ¢, transfor-

méndolo en

i [1—4i6h9(0,0)] P .



170 11. Grupo de renormalizacién para ecuaciones diferenciales estocasticas

Aqui es donde, llegado el caso, juega su rol el rescaleo, llevando ese término de nuevo a su
expresion original. Sin embargo, nada de esto es necesario, puesto que no sélo es § héll’o) (0,0) =0,
sino que dhg(P,0) = 0, ya que los dos diagramas (11.23) y (11.24) se anulan en p = 0.

La correccién a la viscosidad se encuentra a partir del término que va como p? en el desarrollo

de 0hy (0, |p|) alrededor de |p| = 0,

1
ov =3 5h2(0,0). (11.38)
Resulta asi
5’021 = 5h21 — p2 ov. (1139)

Por otro lado, § f22(0,0), en la Ec. (11.37), es lo que debe considerarse como la perturbacion

al ruido de la accion libre; es decir, D = ¢ f9, 0, a partir de la Ec. (11.26)
6D = A Quds / dQ G(Q)vs(Q,N). (11.40)
Lo que queda para la perturbacion asociada a vqe9 es la diferencia
03 (P, |p|) = 8 fao(P, |p|) — 0D (11.41)
En total, teniendo en cuenta también (11.21) resulta
Svgg = dusy) + vl (11.42)

Recuérdese que 611%) era una funcién discontinua de p, proporcional a una delta de Kronecker
en el origen. Veremos que esta discontinuidad respecto del impulso externo compensa la que
existe, pero que no es evidente, en el término 5@53). Esta cancelacion de la discontinuidad es
similar a la que vimos en el caso de las ecuaciones del GR para la teoria A®*, cuando definimos

las funciones I y Z, Ecs. (8.8) y (8.9).

Aqui termina el céalculo de las correcciones a los acoplamientos surgidas del proceso de

eliminacion de modos. Ahora veremos la parte que toca al rescaleo.
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Rescaleo.

Para obtener la transformaciéon infinitesimal del GR todavia hace falta redefinir los campos.
Repetimos aqui lo esencial; la modificaciéon principal respecto a lo hecho en la Seccién 6.1 es
que ahora trabajamos en el espacio de frecuencias, no de tiempos. Escribiendo como antes

b=1-—9s, los campos originales se redefinen segin
¢(P,p) — b*¢ (0°7 P,b™" p) vy @(Pp)— b (b7 P07 p). (11.43)

Hemos permitido aqui un poco mas de libertad, dando un exponente para ¢ y otro para . La
Ec. (11.43) tiene su analoga en la Ec. (6.4) de la Seccién 6.1; lo que antes era —ay ahora es ap.
Un término que en la accién, luego de eliminados los modos en la cascara infinitesimal

bA < |p| < A, fuera

/bA [ﬁdpj] S(pr+ ..+ pa) [v+ V(P .., P1, -2 [ﬁab(Pj,pj)} [ .H

j=1

@(Pj’ pj)} )
(11.44)

donde dv es la correccion de orden ds debida a la eliminacién de los modos, al aplicar la

sustitucion (11.43) va aparecer transformado en?

/bA [f[dpj] S(pr+ 4 pa) [+ 60)(Pry P,

w pmagt(n—m)a, [H ¢(baPPj, b1 pj)] [ H gp(baPPj, bt pj)] , (11.45)

j=1 Jj=m+1

y mediante un cambio de variables ordinario puede llevarse a la forma

/A [ﬁdpj] S(pr+ ...+ pn) v+ V(PP bpy,...)

m

H¢(Pjapj)

Jj=1

X b (11.46)

[ I #(P.py|,

j=m+1

2 Si el acoplamiento fuera de dos campos tinicamente, la delta de conservaciéon se habra usado para hacer una
de las integrales y el analisis debe modificarse levemente.
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donde
a, =mag+ (n—m)a, + (n — 1)(d — ap). (11.47)

Notar que el cutoff volvié a su valor inicial. Si ahora se queda uno con términos de hasta orden

0s, la expresion anterior es igual a
/ ﬁdp- d(pr+...+pn) |v+dv—14s ozUeri-i—@pPii v
A LGS ’ Ip; opF;

(11.48)

X [H(b(Pmpj)

Respecto del ultimo paso, hay que repetir una salvedad que ya fue hecha en la Seccion 7.2.2,

[ H @(Pj’pj) :

j=m+1

al tratar el caso de la teoria A®*. En principio el término dv, al ser ya de orden s, no esta
afectado por ningin factor de escala ni por ninguna derivada, lo que supondria multiplicarlo
por otro factor ds. Sin embargo si dv contuviera factores tales como §(|p| — A), es importante
conservar el efecto del rescaleo del impulso dentro de la delta, puesto que puede afectar ciertos
limites. Asi, si una de tales deltas aparece en la expresion de dv, luego del rescaleo bastaré con
indicar de algiin modo que el valor para el cual se anula el argumento de la delta no es |p| = A
sino una cantidad infinitesimalmente mayor, digamos A™. De esta forma en esas expresiones
reemplazaremos 0(|p| — A) por (|p| — AT), y se entenderé que integrales como la siguiente

/xda:/(S(w’—AJr) (11.49)

0

son estrictamente cero cuando x < A [Ec. (7.26)]. Para una delta ordinaria uno suele darle el

valor 1/2 al resultado de la integral cuando x = A.

La Ec. (11.48) termina de definir la transformacion infinitesimal del GR respecto los pa-
rametros de la accion. Esta transformacion puede expresarse de manera alternativa como una

ecuacion diferencial, que se lee directamente de la Ec. (11.48)

ov 0 0 v
%—l—(au—l-pi'a—pi—apﬂa—a)v—g- (11.50)
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s

Resultara conveniente escribir (11.50) usando como variable z = €®) en términos de la cual

resulta

ov 0 0 ov
Z&%—(av-l—Pi'a—m—OéPPia—R)U:&- (11.51)

La solucion formal en este caso viene dada por

o(Pp,2) = 2~ v (27 P,z"" p,1) +/Z@ (3)““ ‘;_z{(z)ap P (y> p,y}. (11.52)

1 Y Nz ) z
Por simplicidad, P y p representan todo el conjunto de variables de las que depende v. Ademés

hemos supuesto que todos los exponentes son constantes, que es el caso mas usual.

Como nota practica conviene decir que, si como ocurre a menudo, el acoplamiento v puede

factorizarse segin

: (11.53)

U(pl,...):w(pl,...) [th] HPhi

es decir, como el producto de una dada funciéon por dos monomios de grados n, y np en las

componentes de los impulsos y de las frecuencias, o més generalmente dos funciones homogéneas
de esas variables, la ecuaciéon para v puede reemplazarse por una ecuacidén para w, que va a
tener la misma forma (11.51) con

Qyy = 0y + Np — Npap. (11.54)

El término dw/ds deberé leerse directamente de la expresion para dv/ds, dejando de lado los
términos factorizados. La forma (11.53) aparece muchas veces al tratar con la ecuacion KPZ;
surge a través del producto escalar contenido en el término de interaccion original. Ya antes
hemos trabajado con estos acoplamientos factorizados; por ejemplo al definir vy; y v49, en las
Ecs. (11.14) y (11.17), respectivamente. La viscosidad es también uno de estos acoplamientos,
en la accion libre aparece en el término v p2¢p. En seguida se encuentra que la ecuacién para

la viscosidad es

<z% + a,,) V= ov (11.55)
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con o, = Qg + ¢, +d+2 — ap.

Los exponentes oy, a, y ap podrian ser cualesquiera funciones de z. Dependiendo de
como se elijan, serd mas o menos complicada la relacion entre los campos de partida y los
campos de la accion transformada, y también serd més o menos complicado el calculo en si de
la transformacion. Siguiendo este criterio, se suelen elegir de tal manera que dejen invariante
algiin término de la accion libre, para no tener que modificar la forma de los propagadores
a medida que se integran mas y mas modos. Tampoco se quiere ocultar en la redefiniciéon de
los campos como transforman ciertos parametros que definen la fisica del problema, aunque
esa informacion pueda extraerse de todas maneras al final. Estos dos criterios aplicados a
la ecuacion KPZ conducen a la condiciéon de que el término ¢P ¢p permanezca invariante,
mientras que al término de viscosidad v p%¢¢ se lo deja correr. Hemos visto antes que no hay
correcciones a i P ¢ que vengan directamente de la eliminacién de modos, por lo tanto el efecto
de la transformacion infinitesimal sobre este término se debe so6lo al rescaleo, y es llevarlo a la

siguiente forma

pi-2artastas o P . (11.56)

Se impone entonces la condicion

ap = —a, + 20p — d. (11.57)

Considerando como independientes a a, y ap, el resto de los exponentes es

Qo1 = Qp
o, = ap + 2, ’

ap = 3ap —d — 2ay,
ay=a,+d+2,

Qg2 = Qp,
g1 — —(Jép+20égp+2d+4,
us = ap +d+4.

(11.58)

Aqui los exponentes «,,,, son los asociados a los acoplamientos v,,,.

11.4. Ecuaciones del GR para la ecuacion KPZ

Con lo visto en la seccién anterior podriamos escribir aqui las ecuaciones del GR para la

accion KPZ. En lugar de escribir las ecuaciones para todos los acoplamientos, eliminaremos
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primero los acoplamientos de cuatro campos, resolviéndolos explicitamente en términos de los
otros; después nos concentraremos en las ecuaciones para v y D.

En general resulta sencillo integrar los acoplamientos que se generan en diagramas de tipo
arbol. Para la ecuacion KPZ esos acoplamientos son vy y w42, quienes, segtn los resultados de

la seccion anterior y las Ecs. (11.15) y (11.18), satisfacen

0 0
_25 + oy + ‘p‘m — OéPPa—P_ U41(P7 ’PLZ) = _2)\3(2) A5(‘P‘ - A+) G(_R 2)7
29 an+ b=l —arP L on(Plplz) = 222(2) AS(p| — AF) G(P,2). (11.59)
_Zaz Q42 p8|p| ap 8P_U42 , P, %) = %4 P y %) .

Notar que en el segundo miembro hemos agregado la dependencia en z de los propagadores,
puesto que dependen de v y de D, y éstas seran funciones de z. No se indica la dependencia
de los propagadores respecto del impulso |p|, ya que siempre estaran evaluados en |p| = A. En

términos de una nueva variable x = A/|p|, las soluciones de estas ecuaciones son

on(PIplz) = =2 (20 X G (—x™ P.2x) W(A < |p| < zA),  (1L.60)

via(P, [Pl 2) = 2[o (2X)]* X*2 G (X" P, 2x) W(A < |p| < 2A). (11.61)

Estas soluciones suponen que los exponentes son independientes de z. Aqui hemos vuelto a usar
la funcién W, que es 1 en el intervalo indicado y cero fuera de él [Ec. (2.13)]. Reemplazando
los propagadores por sus expresiones (11.9) y (11.10) resulta

1
—ix? P+ v(zx) A?

vn(PIpl2) = 2D ()] (o ( )W<A<|p|sm>, (11.62)

2D(zx)
x2er P2+ [p(zx)]* A4

va(P.Iph2) = 2D (20 x* ( )W<A<rp|5zA>. (11.63)

Puede senalarse que debido a la restriccion que imponen las funciones W, el valor efectivo de
z al que estan evaluadas v, D y )y, es decir el valor de zy, es siempre menor que z y mayor o

igual que 1. Respecto de z se trata de una evoluciéon causal.
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La constante de acoplamiento )y, al no tener diagramas que la corrijan, se comporta también

de una manera muy simple. Su evoluciéon es controlada tinicamente por el rescaleo,

0

Claro que en el caso general a;, puede ser también una funciéon de z. Cuando «) es constante

resulta Ag(2) = 27 Ao(1).

Pasemos ahora a las ecuaciones menos simples. En primer lugar, la ecuacion para v, que

tendra la siguiente forma

0 ov
(z% + a,,) V= (11.65)

Aqui dv/ds esta dado la Ec. (11.38), y queda determinado por el comportamiento de §fo; y
0ga1 alrededor de p = 0,

v _ 10 {% 5912} oo
0s  20pl* L 05 05 [lipp-0
A partir de las Ecs. (11.23) y (11.24) tenemos
5
% = 2Ad/dQ dQ vy (P+Q,|p+ AR, 2) G(Q,2) [AQ- (p+AQ) AQ - p], (11.67)

% = QAd/dQ/dQ via(P +Q,[p+ AR, 2) G(Q,2) [A- (p+AQ) p- (AQ+p)].  (11.68)

Hay que estudiar los primeros términos del desarrollo de estas funciones en potencias de |p|,
evaluadas en P = 0. Teniendo en cuenta las Ecs. (11.62) y (11.63), dejando de lado la integral
en () y escribiendo p/A = en, lo importante es poder encontrar el comportamiento cuando

e — 07 de integrales de la forma
I(e) = / dQ f(len+ Q") [are(n- Q)+ aze® + az (- 7)?]. (11.69)
S(e)

En seguida diremos cuél es la region S(e). En el caso de § fa1, la funcion f en la Ec. (11.69) es

1
—ixor QQ + v(zx) A2

f(@) = [N (z2)]? a0 ( ) [N G(Q, 2)], (11.70)
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y los coeficientes a;, por comparacion entre las Ecs. (11.69) y (11.67),sona; =az =1y as = 0.
Debido a las funciones W en las expresiones (11.62)—(11.69) para vy y v42, la region de

integracion S(e) en (11.69) esta definida por
WA<p+AQ <zA)=W({A < |en+ Q| < 2). (11.71)

El caso que interesa es siempre z > 1. Dependiendo de si 1+ € es menor o mayor que z la regiéon
comprende el sector de la esfera unidad mostrado en las figuras siguientes. Algo muy parecido

encontramos al calcular las funciones Z, Ec. (8.9), en la Seccion 8.1.

z>1+¢€ z<1l+e€

Figura 11.2: Un corte plano de la region de integracion S(e) en la Ec. (11.69). Cuando ¢ = 0 la region no
contiene ningin punto.

Justo en € = 0, S(€) no contiene ningtn punto, ya que la condicion 1 < |€2| es imposible de

cumplir. Si € > 0 la integral en S(€) puede traducirse como

1
/ dQ—0(z—1—¢) /de—1/ d(cos 0) (sen )3
S(e) —e/2

(22—1—¢€2)/2¢
+0(1+€—2) /de1 / d(cos 0) (sen )72, (11.72)

€/2
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Indicamos con un subindice d — 1 el hecho de que ciertas integraciones sean sobre la esfera en
d—1 dimensiones, y estamos usando que [ dQ = [ dQq_; f_ll d(cos ) (sen §)4=3. En el integrando
de la Ec. (11.69), debera luego reemplazarse 7 - €2 por cos 6.

Como lo que interesa es el limite e — 0T, Gnicamente serd necesario considerar S(e) para

z > 1+ €. Asi resulta

€

1) = 5

/de_1 { [f(1) +...][are c089+...]}

O0=m/2

1
+/de1/ d(cos ) (sen )2 | f(1) — € cos @ f'(1) + .. } [al € cosf + as € + az € (cos 0)?|.
0
(11.73)

Los puntos suspensivos indican términos que en el resultado final contribuyen a orden superior
a €2. En la primera linea de (11.73) hemos mostrado el término que viene de perturbar la
propia region de integracion S(e) para e — 07. Sin embargo, este término es nulo, debido a
que el producto escalar n - £ = cos debe evaluarse cuando los versores son perpendiculares.
La segunda linea incluye los términos que vienen de expandir las funciones en el integrando de

(11.69). Las integrales angulares pueden calcularse mediante la identidad

1 =l (ntl
I (2L
/de_l/ d(cos 0)(sen §)*3 (cos )" = %. (11.74)
0 (=)
En definitiva, hasta orden €? se obtiene
. Qa1 o {24 as ar
16) = e S anf(1) + ¢ 5 (a2 + d)f(l) -2 )], (11.75)
donde
ore
Qg (11.76)
r'(2)

es la superficie de la esfera de radio 1 en d dimensiones. Obsérvese que cuando e — 07, la region
de integracion es una semiesfera, y no la esfera completa. De haber sido éste el caso, términos
lineales en €, por simetria, no podrian haber aparecido. De todas maneras, estos términos se

cancelaran en la expresion final.
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Veamos como aplicar todo esto para calcular ¢ f; /s, dado por la Ec. (11.67), hasta orden

Ip|?. Segtn la Ec. (11.70)

f) = —4A"MN(2) G(-Q,2)G(Q, 2), (11.77)
1y = |90 o —iepQ 4 2V(2)A?
fl)y = |2 AO(Z)+ 1 ey f(1). (11.78)

En la dltima expresion figuran las derivadas de Ay y v respecto de z. En particular, de la
expresion para v/, Ec. (11.65), sera necesario tan solo conservar el término —a,v, puesto que
el otro es proporcional a A3, y en (11.78) f(1) es ya proporcional a A2; por otro lado )| esta
dada por (11.64). Como ademés luego habréa que integrar @) entre —oo y +o0o podemos desde
ahora sustituir () por —() sin ningin efecto en el resultado final pero para mayor claridad de

los pasos intermedios. Entonces

) = —4ATN(2) G(Q,2)G(Q, ), (11.79)
/ o 92 nr — iapQ — Oy I/(Z)A2
f(1) = { 200 + auy 0T o()A2 ]f(l). (11.80)

De manera anéloga, introduzcamos una funcion g asociada a la Ec. (11.68), para la que resulta

g(1) = —f(1), (11.81)
20pQ? — 201,12 (2) A
1) = |-2 — — 1 11.82
g( ) [ Q) + Oy ap Q2+V2(Z)A4 g( )7 ( )
con coeficientes anéalogos a los a;, by = by = bg = 1. Notemos que al ser a; = by =1 y
g(1) = —f(1), el término lineal en € = |p|/A que aparece en la suma §fo; + dgo; es cero. En

efecto, de acuerdo a la Ec. (11.75) ese término es

e Q;: [al F(1) + blg(l)] ~0. (11.83)

Ya casi estamos. Aplicando la formula (11.75) a los dos casos anteriores y reuniendo todo,

el resultado para év/ds es

ov DX d—2 QuA\I2

S — e [ ag {o - S gy = - 25 02 S s
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Al pasar a la tltima linea se ha usado Ay = (27)~(#*1/2 X /2, Ec. (11.2). Finalmente, podemos

escribir

0 DX d—2 QA2
— =— . 11.
(Zﬁz * a,,) g v2 4d  (2m)d (11.85)

Esta es la ecuacion del GR para v.

Antes de calcular §D estudiaremos con mas detalle las expresiones (11.21) y (11.26) para
51}&? y 0 fa2, que son las que dan correcciones a los acoplamientos de dos campos ¢, entre los
que se cuenta D. Habiamos observado antes que (51}5?, en la Ec. (11.21), es proporcional a la

delta de Kronecker dp,. El resultado completo era

) (P.p,2) = g AV N (2) S [ T dQ G(Q. 1) G(P + @, 2) bs. (11.86)

Por otro lado, usando (11.61) en la Ec. (11.26) se obtiene

of=(F Ipl, 2) :Ad/_oon /s<| \/A)dQ {2 Do ()] X* G (x*7 (P + Q), zx) }

x=|p/A+£

xXG(Q,z) [AQ- (p+ AQ)] ds, (11.87)

donde la region de integracion esta dada por (11.72). Recordemos que esta region es nula cuando
|p| = 0, aunque el limite cuando |p| — 0" corresponde a una semiesfera. Asi, § fop sera cero
para p = 0, pero veamos cuél su limite cuando |p| — 07. Tendremos

Sfoa(P,0%,2) = A% (/ dQ) /Oon 2X2(2) G(P 4+ Q,2)G(Q, 2) 6s
S(

0t) —00

_ A % /Oon 2N2(2) G(P +Q,2) G(Q, 2) bs. (11.88)

—00
Este es justamente el valor que toma 51)%), Ec. (11.86), en p = 0. De manera que uno puede
reunir 51)%) y 0 f2 en una misma definiciéon de una funcién continua en p = 0, o, si se quiere,

convenir de ahora en mas en que la funciéon dfyy esta dada por (11.87) para |p| > 0, y por

(11.88) en |p| = 0.
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Calcular 6D es afortunadamente mas sencillo que calcular v, puesto que hay que analizar
solo el limite de § foo cuando P y |p| tienden a cero, es decir, tnicamente el término de orden
cero. Resulta entonces

D) = 0fa(0.0.2) = AR () Qubs [ dQGHQ.2)

D2 )\2 QdAa%Q
_ 11.
43 (2m)d (11.89)
Finalmente, la ecuacion del GR para D es
0 D?)\2 QuA1—2
— D=——F ———. 11.
(Zé?z * O‘D) W (2n)d (11.90)

No tiene sentido escribir aqui las ecuaciones para los acoplamientos vy, v v9. Todo lo que
necesitdbamos conocer de ellos ya fue usado para obtener las Ecs. (11.64), (11.85) y (11.90),

que son las ecuaciones fundamentales del GR para la ecuacion KPZ [24, 25, 26].
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12

Un problema de cosmologia

Inflaciéon y grupo de renormalizacion fuera del equilibrio

En este capitulo dispondremos los resultados anteriores para tratar un problema de cos-
mologia [83]. El problema es el de encontrar el espectro de las fluctuaciones primordiales
del campo del inflatén. Més precisamente, encontrar cémo se aparta este espectro de aquel
predicho para un campo libre [84]—[87|. Esta es una cuestion importante, puesto que el espectro
del campo del inflaton esta directamente relacionado con la magnitud y la estadistica de las

inhomogeneidades en el universo observable [88].

La cuestion que vamos a analizar es como afectan al espectro los términos no lineales de
un campo con interacciones. Por espectro queremos decir su funcién de correlaciéon de dos
puntos. Pero hay que senalar que para cada modo lo que interesa es la funcién de correlacion
en el momento en que sale del horizonte, que es distinto para cada uno. Durante inflacion, el
tamano del horizonte causal se mantiene constante, pero las longitudes fisicas crecen de manera
exponencial con el factor de escala a(t). Asi, un gran intervalo de escalas de distancia, que
al comienzo de inflaciéon estaban relacionadas causalmente, salen del horizonte, se mantienen

latentes, y s6lo mas tarde vuelven a entrar y a interactuar, durante los periodos dominados por

185
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la radiacion y la materia. Por eso son importantes las fluctuaciones al momento de salir del
horizonte, porque son las que, mucho después de terminado el periodo de inflacién, proveen las
inhomogeneidades para la formacion de estructura.

Si el campo del inflatén fuera en verdad un campo libre, su espectro deberia ser del tipo de
Harrison—Zel’dovich. En tal caso, a la salida del horizonte (SH), la funciéon de correlacion del

modo con nimero de onda k deberia ser

(B(k, )B(—k, 1))y ox %

(12.1)
El tiempo t que figura en esta relacion es una funciéon de k, es el tiempo al cual el modo con
nimero de onda k sale del horizonte. En el caso general de un campo con interacciones el

espectro suele escribirse en términos de un indice espectral, definido por |87, 89]

(D (k,1)P(—k,t))gy o % =1, (12.2)

Asi, el espectro de Harrison—Zel’dovich, en la Ec. (12.1), tiene n(k) = 1.

El modelo que usaremos es presumiblemente uno de los més simples. La cuestion no es ajus-
tar los resultados experimentales sino mostrar como las técnicas del grupo de renormalizacion
fuera del equilibrio pueden ser empleadas en este tipo de problemas. Asumiremos una métrica
de tipo Robertson—Walker, espacialmente plana y con una velocidad de expansién constante

a/a = H, que es la caracteristica esencial de una expansion inflacionaria:
ds* = dt* — a*(t) (do® + dy® + dz2°) , a(t) = age™". (12.3)

Para el inflatén tomaremos un campo descripto por la siguiente accion single path, con inter-

acciones de tipo \®*,

S[®] = /dt a(t)? [/Ad?’k % (ciﬂ — K ac(i; +¢rR cb?)

4
A
—Z/Hdi”ki SBky + ... +ky) c1>1<1>2<1>3c1>4} (12.4)
CIA

Estamos usando la siguiente notacion: ®* = & (k, t)®(—k,t), y ®; = ®(k;, t); R es el escalar de

curvatura y g es la constante con la que se acopla al campo. Esta sera la accion en la escala A,
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a partir de la cual definiremos la accion CTP. En estas expresiones k debe interpretarse como
el nimero de onda comoviente, relacionado con el nimero de onda fisico a través del factor de

escala a(t),
Konys = a(t) k. (12.5)
Las cosas quedan mas convenientemente expresadas en funciéon del tiempo y el campo conformes,
dp=atdt—n = —(aH)™", (12.6)
o, = ad. (12.7)

Si se ignoran todos los términos de masa, la teoria original es mapeada en una teoria de un

campo escalar en un espacio—tiempo plano, con una coordenada temporal n* < n < 0,

S[®.] = /dn{/Ad?’k % (@’g = @3)

\ 4
_Z/ H d’k; (ki + ... + ki) (I)cl‘ch‘I)c:aq)cz;} ; (12.8)
TN
con o od,
c 8’)7 .

El tiempo conforme n* senala el comienzo del periodo inflacionario. Es facil mostrar que si
A = 0 se obtiene el espectro de Harrison—Zel’dovich, Ec. (12.1): cuando A = 0 el espectro del

campo P, es el de un campo libre en un espacio—tiempo plano,

(@)@~ 1) o 1 (129)

Usando la relacion entre las dos variables de campo, Ec. (12.7), el espectro para la teoria de

partida es

(®(k, 1) B(—k, 1)) x (12.10)

a(t)k
Atn hay que evaluar esta expresion en el tiempo t al que el modo sale del horizonte. Eso ocurre
cuando su escala de longitud fisica, k™ 'a(t), iguala el tamano del horizonte, dado por H!; es

decir, cuando

a(t) = kH . (12.11)
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Reemplazando este valor de a en la Ec. (12.10) se recupera la Ec. (12.1). Lo que haremos ahora
seré usar las técnicas del grupo de renormalizacion para calcular el espectro cuando A # 0.

Supondremos que las escalas a las que se desarrollan las perturbaciones observables quedan
muy por debajo de la escala del cutoff A. Trataremos de calcular el espectro para esos modos
relevantes a partir de la teoria efectiva que resulta de eliminar los modos no relevantes. Ideas
similares son aplicadas, por ejemplo, en [27] y |28]; ver también [51].

Dejaremos de lado, por un momento, que lo que estamos tratando es el campo conforme
en el tiempo 7 y mantendremos la notacion que hemos venido usando los tultimos capitulos.
Terminada la explicaciéon de lo que vamos a hacer, volveremos a esas variables. La relacion que
serd fundamental aqui es la Ec. (6.61) del Capitulo 6, que conecta los valores de expectacion
de la teoria efectiva con los de la teoria original. Reescribimos abajo esta relaciéon con algunos

cambios, y usando los exponentes de orden cero, f; = —s y 204 = —(d + 1)s,
G(k,t,t',\) =¢° G(es ke ®t, e *t, ,u(s)). (12.12)

A la izquierda figura la funcion de correlacién de la teoria original, que sélo depende de la
constante de acoplamiento A. A la derecha aparece la funciéon de correlacion de la teoria efectiva
cuando el pardametro de la transformacion vale s. Con pi(s) notamos el conjunto de acoplamientos
que definen la teoria para ese valor de s. Dentro de u(s) estaran los acoplamientos Vi, Wy, vei,
Wa; v Vor; puede consultarse como referencia la Seccion 7.3. Estamos usando GG para representar
tanto G como G. Luego veremos cual de las dos funciones representa el valor de expectacion
que queremos calcular.

De un lado de la Ec. (12.12) tenemos una teoria definida por un solo parametro, A, y con
modos acotados por un cutoff A. El célculo perturbativo en potencias de A de la funcién de
correlacion estara mal definido si k£ es mucho menor que el cutoff. En el segundo miembro de la
Ec. (12.12) hay una teoria con una docena de acoplamientos, muchos no locales, pero el cutoff
efectivo puede elegirse del mismo orden de magnitud que las escalas de interés, eliminando el
problema de la teoria original. (Mejor dicho, las escalas de interés pueden acercarse tanto como
se quiera al cutoff, que sigue siendo nominalmente A.) La cuestion es ver como simplificar el

conjunto p(s) para poder calcular G.
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Primero que nada recordemos que dentro de la formulacién CTP, aparte de los acoplamientos
y del cutoff, existe otro parametro més, que es el tiempo T en el cual se unen las dos historias
del camino temporal. Si se recuerda lo visto en el Capitulo 1, inicialmente el significado de
T era el del tiempo al que se calculaban los elementos de matriz de la matriz densidad, con
los que a su vez se obtenian los valores de expectacion a ese mismo tiempo. Luego, cuando
introdujimos la funcional generadora, vimos que, en realidad, cerrando el camino temporal en
T uno podia calcular valores de expectacion que involucraran cualquier tiempo entre 0 y T
Un mismo valor de T, lo suficientemente grande, podria servir para calcular todos los valores de
expectacion en que uno esté interesado, asi como una teoria con un cutoff muy grande podria
servir, en principio, para calcular valores de expectacion de modos tanto de longitudes cortas
como largas. El punto es que ni una ni otra cosa son necesarias si los tiempos y los impulsos de
interés estan acotados [58]. Y, en verdad, cada modo del inflatéon poseera una escala tipica de
evolucion temporal, dada por el tiempo al que abandona el horizonte.

En segundo lugar, hay que recordar que no todos los acoplamientos de la teoria efectiva
cobran la misma importancia a medida que avanza el flujo del grupo de renormalizacion. Los
acoplamientos de cuatro campos Vj;, locales en el tiempo y en el espacio y que hacen las veces
de X en la accion CTP, se mantienen constantes. Los otros acoplamientos no locales de cuatro
campos, que llamamos Wy;, parten de cero y se comportan como funciones oscilatorias de

S

e® = z. Del mismo modo se comportan los acoplamientos de seis campos, vg;. En cambio, los

acoplamientos no locales de dos campos, Ws; v Was, crecen como z, y el término de masa Vs
lo hace como z2.
Basandonos en el crecimiento de los acoplamientos, lo que haremos sera calcular G(k, t, ¢, ju(s))

aproximando la accion CTP por su parte cuadrética, dada por las Ecs. (7.30) y (7.31):

con

7(s) _
Solo, ¢, s] :/0 dt /Addk%[qﬁ(k,t) Pk, t) = k* ¢(k, t)p(—k, 1), (12.14)



190 12. Inflacién y GR fuera del equilibrio

Sald. 0,5 / a [ ddk{vms> o, )p(—k, )

(s)
+/T dt’ [W21(k,t,t’,s) ok, t)o(=Kk,t') +iWa(k,t,t',s) ok, t)p(—Kk, t’)]}, (12.15)
0

donde T'(s) = e~*T'. Cuando e® sea mucho mayor que 1, los otros términos de interaccion seran

-5 —2s

e~® o e *° menores que los que aparecen en la Ec. (12.13).

Ya vimos en la Seccién 8.3.2 que atin usando esta aproximaciéon no es un asunto facil
calcular las funciones de correlacion. Es aqui donde usaremos que cada modo evoluciona
durante un tiempo finito, que asumiremos grande comparado con el periodo de oscilacion de los
acoplamientos. De esta manera, podremos eliminar, promediando en el tiempo, las oscilaciones
rapidas y obtener acoplamientos independientes del tiempo, para los cuales es sencillo calcular

las funciones de correlacion. Por ejemplo, a partir del acoplamiento!

s) T(s)
i /0 dt /0 dt' Ws(t,1', 5) d(1) (1)), (12.16)

extraeremos un término local de ruido

T(s) 1
j /0 dt 5 v(5) 0(0)6(0), (12.17)

T(s)
/ dt/ dt W22 t t S / dt/ dt W22 tt S) (1218)

En el dltimo paso se ha usado la paridad de Wss.

definiendo

Se recordaréa que el término

T(s) t
/ dt / dt W (¢, ) () (1) (12.19)
0 0
implicaba disipacién. Para tener esto en cuenta, lo reemplazaremos por un término de friccion,

de la forma

T(s)
- /0 dt k() S)(8), (12.20)

I Para no recargar la notacién, omitiremos mientras no sea fundamental la dependencia en k o s.
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definiendo

(s) = %8) /0 " /0 A () W (1. 1) (12.21)

El sentido de esta definicion surge de escribir

Sy = /OTdt/Otdt’ War (t, 1) p(t)p(t') = /OTdt/Otdt' W (t,t") ¢(t) [g&(t) F (=) @t) + .. }

= /OTdt [(b(t)go(t) /tdt’ War(t, 1)) + o(t)p(2) /t dt’ (t' —t) ng(t,t,)-f-..}, (12.22)

0 0

y de aproximar el resultado de las integrales en ¢’ por sus valores medios

o1 z/OTdt [gs(t)@(t) {%/OTdt/otdt’ WZl(t,t’)}

— b)) {%/OT dt/ot dt (t— 1) ng(t,t’)} b ] (12.23)

El primer término es equivalente a un término de masa al cuadrado, con

T(s) t
miy,(s) = — 2 dt | dt Wy (t,t,s) (12.24)
1(s) Jo 0 .

y el segundo es el término de friccion que introdujimos en las Ecs. (12.20) y (12.21). Genuina-
mente, m?;, no representa lo que uno suele llamar masa, ya que la funcion Wy, es una funcion de
k. De todas maneras, a los efectos del calculo del propagador esta distincién no es importante.

Por ultimo, a partir acoplamiento Vs (¢, s) podemos definir otro término de masa al cuadra-

do, independiente de k esta vez, con

mi(s) = —T?S) /OT(S) dt Vo (t, s). (12.25)

Ahora hay que volver al campo y tiempo conformes. El modo con ntimero de onda k
abandona el horizonte cuando su longitud fisica iguala al tamano del horizonte; es decir, cuando
a/k es del mismo orden que H~*. Como antes, tomaremos por criterio la igualdad a/k = H~1.

Usando la Ec. (12.7), esto equivale a decir que a la salida del horizonte es

n=—k" (12.26)
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Para los modos que nos interesan, este valor de 1 es mayor que n*, el comienzo de inflacién. El

tiempo que permanece el modo dentro del horizonte seré entonces
T(k)=—k—' —n* (12.27)

Lo que haremos sera tomar n* como origen del tiempo conforme y usaremos 7 para representar

esta variable temporal,
T=n—n" (12.28)

Al ser cuadréatica la accidon, cada modo puede tratarse por separado. Esto permite definir para
cada modo su propio tiempo T', donde se unen las dos historias del camino temporal cerrado,
identificando 7" con el tiempo T'(k), durante el cual el modo permanece dentro del horizonte.
Estrictamente hablando, la independencia de los modos es valida s6lo después de que las no
linealidades han dejado de actuar, ya avanzado el flujo inducido por el grupo de renormalizacion.
Pero de todas maneras, uno puede definir una familia de acciones CTP, cuyos elementos se
distingan por el valor de T'. Para cada modo k se tomaré de esa familia la que tenga T' = T'(k).

Ordenando todo lo que acabamos de decir, la accion CTP en la escala s para cada modo k

del campo conforme, referido a esa misma escala, sera aproximada por

Ths) 1 r 2 25 2
Sk[@e, pe, S] :/ dr §{¢Capc — <k‘ +e“*m [k:,T(k:,s),s})chgpc
0

+ie* v [k, T(k,s), 5] P2 —2e° K []{7, T(k,s), s] </5<;90/C}. (12.29)
Ahora explicaremos el significado de esta eleccion. Primero, el tiempo
T(k,s)=e*T(e k) (12.30)

tiene en cuenta dos cosas: que el tiempo 7' en las integrales CTP corre como e *T', y que el
modo k en la escala s es originalmente el modo e~ *k, y por lo tanto antes del rescaleo tenia

asociado un tiempo T'(e~*k), apropiado para ese valor de k. Por otro lado, restituyendo la
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dependencia en k,

26—23 T T t
m?(k,T,s) = — 7 {/ dt ‘/Ql(t,s)‘l’/ dt/ dt' Wy (k,t,t',s)|, (12.31)
0 0 0
46725 T t
Wk, T,s) — / dt / At Wk, 1, 5), (12.32)
T 0 0
e—s T t
k(k,T,s) = 7 / dt/ dt' (t —t') Wy (k, t,t', s). (12.33)
0 0

Al escribir la accion (12.29) y luego al definir m?, v y x hemos apartado un factor ¢*, en los
primeros dos casos, y un factor e® en el ultimo. Esto es para eliminar en las definiciones de
m?, vy k los factores que marcan su crecimiento asintético cuando e® > 1. Esto no quiere
decir necesariamente que los parametros asi definidos sean constantes para e® > 1. Ademas
de funciones oscilatorias, su comportamiento puede incluir términos de crecimiento anémalo,
usualmente proporcionales a alguna potencia de s, no de e®. De todas maneras, no sera ése el
caso. El hecho de que m? y v escaleen como e¢* y & lo haga como e® puede verse como un
mero reflejo de sus dimensiones.

Volviendo al calculo de la funcién de correlacion. Como ¢ = t/, la funcion de correlacién que

buscamos esta dada por

(B, VDK, 1)) =+ (o(k, 1) (K, 1)) — i Gk, t,1) 53 (k + K). (12.34)

=~ =

[Ver la Ec. (1.52).] A su vez, la funcion G para el campo original estara relacionada con la
funcion G. del campo conforme a través de la Ec. (12.7). Como siempre evaluaremos la funciéon

de correlacion en ¢t = t/, mostraremos una sola de estas variables, de manera que resulta
Gl t) = —— Ge (k. 7(1). ). (12.35)
a(t)?
La variable 7 es la que introdujimos antes, redefiniendo el origen del tiempo conforme en n*. En
el segundo miembro figura la funcién G. asociada a la teoria original para el campo conforme,
donde el tnico acoplamiento es A\. Ahora usamos la Ec. (12.12) para relacionar esta funcion con

la funcion correspondiente de la teoria efectiva en la escala s. Teniendo en cuenta la dependencia
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en ky en T de los acoplamientos, y ademés que T'(e® k, s) = e * T'(k), resulta
Gk, 7, \) =¢€° G, (es ke T ule’ ke * T(k), s]) : (12.36)
donde el conjunto de acoplamientos estéd dado por
plk, T, s) = {mz(k:,T, s),v(k,T,s),k(k,T, s)} (12.37)

Es necesario evaluar todas estas funciones en el momento en que el modo abandona el horizonte,

cuando a = kH™' y 7 = T(k). Asi, finalmente,

(@(k, DK, 1))y = % G (k: T(k), /\> 5k + K

sHQ /
= S G ke TR e ke TR, 8]) Yk K). (12.389)

Podemos ahora usar la libertad para elegir el valor de s y redistribuir dentro de la funciéon G,

parte de la dependencia en k. Esto se logra tomando

Abreviando T'(k) = T}, con este valor de e® queda

, A H? k k A ,
(@000 gy = "y (A T { Teton ) P 23

Si la teorfa no tuviera interacciones, serfa G.(k,T) oc k!, y se recupera el espectro (12.1).
Involucrados también en la expresion final de G, estaran los parametros que definen la matriz

densidad inicial,

po[®] = exp {/ddk B(k) [%i)(k)ci)(—k) — La2(k) <I>(k)<1>(—k)] } (12.40)

aunque hasta ahora no los hayamos mencionado. Tomaremos para ellos valores de vacio y

temperatura cero,

a(k) =k y B71(k) = 0. (12.41)
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Se ha senalado antes que para la teoria interactuante éste no es un estado de equilibrio. En el
propagador G lo que importa es la combinacién 142(e* —1)~1, que ser4 igual a 1, independiente
de s; ver las Ecs. (8.3) y (8.4), o la Seccién 8.3. El propagador G asociado a esta matriz densidad
y a una acciéon de la forma

Sloel = [ {5[60 60 - 0 + 1) 6(000] + Sro 60 - wot0 60 | (1202

se calcula en el Apéndice A, Ec. (A.46). En ¢t = ¢’ encontramos

2 k> m?— K? K
2 _ 2 =2kt |V -
Gk, t,{m* v, Kk}) = 7€ [wQ + — cos(2wt) + 5 sen(?wt)}
FRLAD S wp cos(2wt) + z sen(2wt) | e 2" (12.43)
Kwd w2 w? w ’ '

donde w2 = m? + k? y w? = wi — k2. Teniendo en cuenta que en lugar de la accion (12.42)

estamos trabajando con una accién de la forma (12.29), cuando calculemos el segundo miembro
de la Ec. (12.39) en el lugar de w? aparecera la combinacion
A2
mQE + A% (12.44)
El valor minimo que tomara k es el correspondiente al modo que al comienzo de inflacion tiene
justo el tamano del horizonte, esto es
1

= ——.
1

(12.45)

Sabemos que m? es de orden \, y que v y & son de orden A\%. Suponiendo que k* sea mucho
mayor que m, y por lo tanto mucho mayor que k, cuando calculemos el segundo miembro de

(12.39) podremos aproximar (12.43) por
2 2 —2kKt m2
Gelk,t, {m? v, k})  — e 314 [cos(Zkt) - 1] . (12.46)

Finalmente,

2 2

(D(k, )D(K, 1)) gy ~ 2%3 e~k T {1 + % [cos(%Tk) - 1} } Bkrk),  (12.47)
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con

k A}. (12.48)

k A
m; = m? [A’KTk’logE] y K :m{A,KTk,logE

La Ec. (12.47) es el resultado fundamental.

Lo que interesa es el comportamiento del espectro como funcién de k. El primer factor, pro-
porcional a k~3, corresponde a la teoria sin interacciones; es el espectro de Harrison—Zel’dovich.
El producto de los otros dos factores determina lo que definimos en la Ec. (12.2) como el indice
espectral, sabiendo ahora que la constante de proporcionalidad es H?/2:

2

n(k) =1 = (logk)™" log (e_m " {1 + 7 [cost2rT) 1] })

— (logk)™ (—2 o log{l + %’2“ | cos(2kTy) — 1] }> (12.49)

Lo razonable es que el mayor aporte provenga del término que involucra a m3, puesto que « es
de orden A\? y m? es de orden . El resultado al que llegaremos al final del capitulo serd un
grafico para n(k) — 1. Primero deberemos fijar con més precision las condiciones del problema,
y una vez hecho eso todavia habré que calcular las funciones my v ky.

Entonces, antes de seguir fijaremos las condiciones que definen el problema. Ya vimos que
el minimo valor de k esta dado por k* = 1/|n*|, que corresponde al primer modo que abandona
el horizonte. El cociente entre las escalas de longitud méximas y minimas en que se observan

inhomogeneidades es del orden de 100. De manera que

1 1
<k (12.50)
7| 7|
A partir de la Ec. (12.27) resulta
KTy = kln*| — 1, (12.51)

y entonces

0<kT, <100 vy 0<Tp<990. (12.52)
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Convendra tomar unidades tales que A sea igual a 1. Para asegurar (pero sin exagerar) que
estemos en la zona e® > 1, elegiremos n* = —1000. Asi, k estara entre 1/1000 y 1/10, lo que
corresponde a e® = k! entre 10 y 1000.

Trataremos por separado las contribuciones al indice espectral de los términos asociados a
mi y ki en la Ec. (12.49).

Con respecto a m?: es una cantidad que estara dada por la suma de los dos términos que
aparecen en la Ec. (12.31). En relacion al primero ya habjamos notado al calcular las soluciones
de orden cero que, a grandes rasgos, el efecto de de V5 era el de introducir un término de masa.
Ahora habré también una contribucion asociada a Ws;. Al calcular el promedio indicado en
la Ec. (12.31), la contribucion debida a Vs se divide en dos partes, una de orden A y otra de

2

orden A2, En la Ec. (8.46) esta escrita la funcion Vy (£, 2). La contribuciéon de orden A a m?,

para e® = z > 1, es independiente de T,
(my\)]e T, s] = —6uy. (12.53)

Con los subindices se indica que: i) la contribucién viene de la funcién Vs, v ii) que es la parte
)
que viene del término de orden ) en la expresion de Va;. Al escribir la contribucion de orden A2,
hay que tener en cuenta que, aunque trabajemos en la zona z > 1, el propio T}, tomara valores
) )
de orden z, y entonces el cociente z/T no necesariamente es un nimero mucho mayor que 1.
Hecha esta salvedad, la contribucion de orden A\? que aporta Va; a la masa es, aproximadamente,

1 —cos(2T) 2sen(27/z) n 4log z
T2 2T 2

(m}2)e " T, s] = 9v5 | —2+ (12.54)

La contribucion de Wy, a m? se calcula tomando el promedio indicado en el segundo miembro
de la Ec. (12.31). Como estamos asumiendo z = e®* = A/k > 1, la funcion Wa; que hay que
usar es la que corresponde a la zona z > k + 2, Ec. (8.39). Escribir el resultado final aqui no

resultard muy ilustrativo. Una expresion aproximada de la contribucion de Ws; a la masa es
(my)[k, e * T, s] ~ —6v] {12 [— 1+ 3Ci(27T) — 3Ci(3T) + 3 log %}

—% 3sen(2T) — 2sen(37) + 4Si(2T) — 4Si(3T)} - % [1 + 3cos(2T) — 4 COS(3T)} }

(12.55)



198 12. Inflacién y GR fuera del equilibrio

donde Ci y Si son el coseno y el seno integral. Notemos que de los tres términos de masa, el
de orden A, aportado por Vs en la Ec. (12.53), y que sera el dominante, es positivo, ya que
vo = —A/(9672), y A es por hipotesis una cantidad mayor que cero.

Mas abajo se grafican (m3, ,,)[e™* T, s] y (m{y)[1,e* T, s] como funciones de T', para los dos
valores extremos de z(= e®) relevantes al problema que estamos tratando: z = 10 y z = 1000.
Ya para este valor de z, a todos los fines practicos las funciones son iguales a las que resultan

de tomar z — oo.

15

10

1000

0

0.01 0.1 1 10 100 1000 .01 0.1 1 10 100 1000

Figura 12.1: Los términos de masa al cuadrado (m}, ,.)[e™*T,s] y (m3,)[k = 1,e *T,s] graficados como
funciones de T para z = 10 (linea continua) y z = 1000 (linea de puntos). Notar que se trata de funciones que
toman valores negativos. Sin embargo, en el resultado final, el término dominante es el debido a m%/7 \s igual a

A/(1672), y es positivo. Los recuadros muestran con mas detalle la region superior de las curvas.

De la funcién mj, no estamos graficando la expresion aproximada dada antes sino el
resultado exacto del promedio en (12.31), de ahi la dependencia en z, que no aparece en la
Ec. (12.55). Ademés la estamos evaluando en k = 1, que es el valor que luego se usaré para
calcular m?, Ec. (12.48). Las dos funciones m%é ey m}, son siempre negativas, y para valores

grandes de Ty z tienden un par de constantes,
m%,,,\z — —181}8,
my,  — —T2up (=1 +3log3) ~ —16v}. (12.56)

Pasemos ahora a la otra funcién necesaria para calcular el indice espectral, la funciéon x,

que exige calcular el promedio dado en la Ec. (12.33). En el intervalo de s y T que necesitamos,
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seré suficiente usar la aproximacion que resulta de tomar k/z = 0, que escribimos aqui abajo

contando con la indulgencia del lector

kle T, s] = —6%)3 {3 + 6 cos[2T] + 4 cos[3T| — 4(3 cos[(2+ 1/2)T] + cos[3T/z])
+3 cos[4T/z] + 9Ci[2T] + 4Ci[3T] — 12Ci[(2 + 1/2)T| — 4Ci[3T/z] + 3Ci[4T/ 7]

—151og[2] — 131og[2] + 121log[1 + 22] + 127 (Si[27] + Si[3T] — 2Si[T(2 + 1/z)]>}

361}0
ZT

{ — 1+ cos[2T] + 2T <Sl[2T] Si[(2 + 1/2)T] — Si[3T/2] + Sl[4T/z]) } (12.57)

En la figura siguiente, el panel de la izquierda muestra un gréafico de esta funciéon para z = 10
y z = 1000. Contrariamente a lo que pasaba con los términos de masa, a los fines précticos
z=1000 y z—> oo no seran en este caso indistinguibles. Como lo que importa en la expresion
(12.49) es el producto <7, y como ademéas T toma valores del orden de z, pueden formarse
productos T'/z que de ordinario de anularian en el limite z — oo, pero que para los valores
finitos que estamos usando y para 1" del mismo orden de magnitud que z, son de orden 1. Esto

es lo que se ilustra en el panel derecho de la figura.

150

100

50

0
0.01 0.1 1 10 100 1000 0.01 0.1 1 10 100 1000

Figura 12.2: A la izquierda, la funciéon x[e™* T, s] definida en la Ec. (12.57), graficada como funciéon de T para
z=¢e*=10 y z = e® = 1000. A la derecha, el producto de esa funciéon por T, para varios valores de z.
Aunque en el grafico de la izquierda las curvas con z > 1000 no se distinguirian entre si, pequenas diferencias
de orden 1/z, pueden amplificarse lo suficiente como para ser notadas al multiplicar esas funciones por valores
de T comparables con z.
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Ya calculados los aportes a la masa y a x, podemos escribir todas las contribuciones al
indice espectral, Ec. (12.49). Entre los términos de masa, genéricamente cada uno contribuira
a n(k) — 1 con una expresion de la forma

2

(k) — 1,2 = (log k)" log {1 + % { cos [z(km*y - 1)} - 1}]

2

1 m "
~ (logk)™! k—; { oS [Q(k‘m | — 1)} — 1}. (12.58)
Aqui la funcién m? es
m; = m?[1,kT}, 1/k], (12.59)

con Ty, = |n*| — k=%

De los tres términos de masa, el de orden A era una constante, y los otros dos eran
aproximadamente constantes para 1 < 7. Ahora bien, la variable temporal que aparece en my,
es Ty, = |n*| — 1/k. Comienza siendo cero para k = |n*|~! = 1/1000, pero muy pronto sobrepasa
el valor 1, cuando 1/999 < k. Asi que, practicamente, para calcular las contribuciones de las
masas al indice espectral s6lo necesitamos sus valores asintoticos cuando T'— 00, que son
valores que varfan a su vez muy poco con z, como muestra la Fig. 12.1. Ademas, el error que
pueda estarse cometiendo para valores de k muy proximos a |n*|~! cae en una zona que de por
si escapa a una de las hipotesis desde las que partimos. El reparo que hay que hacer a la region
proxima a k = |n*|7! es que corresponde a tiempos T}, cercanos a cero. Para esos valores de k
no es cierto que el tiempo T} sea grande comparado con el periodo de las oscilaciones, que es
de orden 1 (en términos de las variables de la escala s = 0). Esta era una de las hipétesis para
justificar el uso de acoplamientos promediados en el tiempo.

El hecho de que para los valores relevantes de las variables, las tres masas sean aproximada-
mente constantes, hace que sus contribuciones al indice espectral estén dadas, con muy poco
error, por una misma funciéon, donde s6lo cambia un factor de proporcionalidad igual al valor
asintotico m? asociado a casa una. Resumiendo, usando la Ec. (12.53) para m%& y ¥ el par de

Ecs. (12.56) para los valores asintoticos de m%/ 2y m?;, podemos aproximar la parte del indice
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espectral debida m? por

cos [2(k;|77*| — 1)] -1

— 1,2 = 2

(12.60)
donde
m? = 6|vo| —vf [18+ 72 (=1 +3log 3)] (12.61)

es la suma de los valores asintoticos de los tres términos de masa al cuadrado. La contribucién
dominante vendra dada por el término de orden vy. Recordamos aqui que vg = —\/(9672).

A todo esto, la contribucién al indice espectral del término 7T}, es
(k) — 1], = —2(log k)" ki Th, (12.62)

con Ky, = k[1, kT, 1/k], y donde para x puede usarse la aproximacion (12.57). No parece practico
en este caso tratar de obtener una expresion més simple, como sucedié con la contribucién

debida a m2.

La siguiente figura resume los resultados anteriores.

0.08
11

0.06 10

* —2
(m*m.) ™% [n(k) — 1] me
0.04 9
0.02 3
0 ) \7[‘\—/\—;\“._.
.001 0.002 0.005 0.01 0.02 0.05 0.1 0.001 -6-2 0.005 0.01 0.02 0.05 0.1
k k

Figura 12.3: A la izquierda, en trazo continuo, el grafico de la funcion que, segin la Ec. (12.60), determina
la contribucion del término de masa al indice espectral n(k); y la misma funcién, en linea de trazos, luego
de eliminar el término oscilatorio. El factor |n*|~2 se introdujo a modo de normalizacién. A la derecha, la
contribucién al indice espectral que viene del término de decaimiento exponencial asociado a «.

Al graficar [n(k)—1],,2 hemos dividido por |n*|?, a modo de normalizacion. Ya que el término

2

2 es positivo, el grafico es el adecuado a esta eleccion del signo. Superpuesta

dominante en m
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a la funcion [n(k) — 1],,2 se muestra la curva que resulta de eliminar el término oscilatorio en
la Ec. (12.60). Esto es para mostrar la tendencia general de la funcion, que es lo maximo que
pueden decir los experimentos actuales. Es interesante que el término asociado a k sea también
una funcién que decrece al aumentar k. Aun (muy) en el limite del error experimental, los
resultados de WMAP combinados con otras mediciones de estructura en escalas grandes, dan

un valor negativo para la derivada de n(k) respecto de k [87, 89].



Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado la forma de implementar una transformacion de grupo de
renormalizacion (GR) para teorias de campos fuera del equilibrio. Hemos tratado tanto sistemas
cuanticos como sistemas de campos estocéasticos descriptos por ecuaciones de Langevin. La
transformacion que hemos definido involucra la eliminaciéon de grados de libertad en las escalas

de longitudes cortas, en favor de una descripcion efectiva de las escalas méas largas.

Las dos herramientas fundamentales que hemos usado han sido, por un lado, las ideas del GR
en el espacio de momentos (cuya esencia no depende de si se trata de un sistema en equilibrio
o fuera de él), y, por otro lado, las técnicas del funcional de influencia y de las integrales de
camino temporal cerrado (CTP), usadas para tratar la evolucion de sistemas cuénticos abiertos.

Bajo este aspecto hemos considerado el problema de un campo escalar con interacciones.

Eliminando recursivamente modos del campo contenidos en céscaras infinitesimales del
espacio de momentos, hemos obtenido un conjunto de ecuaciones de GR. De fundamental
importancia ha sido trabajar con una parametrizacion de las acciones CTP dentro de la cual la
transformacion de GR resultase cerrada. En relacion a esto, hemos dado un método explicito
sobre como definir funcionales de los campos, con acoplamientos no locales, que puedan usarse
como punto de partida para definir acciones CTP. Hemos extendido las reglas diagramaticas de
eliminaciéon de modos en una céascara, propias del GR wilsoniano para sistemas en equilibrio,

al caso en que la descripcién se realiza mediante funcionales CTP.
Dentro de la teoria cuantica de campos, consideramos en particular el problema en que

la condiciéon inicial para el GR es la acciéon \®*. Para tratar este problema recurrimos a
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una aproximacion que consistié en escribir las ecuaciones de GR conservando tnicamente los
acoplamientos generados hasta orden A\?. En una exposicién usual de teoria de perturbaciones,
esto significarfa construir todos los diagramas posibles hasta ese orden. Pero, a los efectos
de escribir las ecuaciones de GR, eso resultaria insuficiente. Calculada una primer familia de
diagramas y acoplamientos, es necesario volver a plantear de nuevo el calculo perturbativo, y asi
tantas veces como sea necesario, hasta no generar ningtin nuevo término de interaccion hasta el
orden buscado en A. Fijar un orden maximo en A nos permitié trabajar con acoplamientos mas
simples. Aun asi, hemos tenido que enfrentarnos con acoplamientos no locales en el tiempo,
y ahi radica gran parte de las dificultades que hemos encontrado para resolver las ecuaciones
de GR. Hemos delineado, sin embargo, un posible método de solucién autoconsistente, para
el cual hemos escrito las soluciones de orden cero. Para ilustrar el significado de los términos
generados por el GR, hemos expuesto la naturaleza disipativa de la solucién encontrada. Hay
que remarcar que nuestro punto de partida fue una teoria sin ruido ni disipacién, y que estos

elementos son consecuencia del propio flujo inducido por el GR.

Todavia en el contexto de una teoria cuantica de campos, usamos los resultados obtenidos
al tratar con la teoria A®* para analizar un modelo muy simple del campo del inflatén. Hemos
mostrado como el hecho de contar con un parametro dimensional extra (el tiempo 7" al que
se unen las historias en las integrales CTP) junto con la existencia de una escala de evolucion
temporal bien definida (el tiempo que permanecen los modos del inflatén dentro del horizonte)
permite dar una aproximacion local de la accion CTP, con términos de ruido y friccion viscosa.
Usando esta accion local, calculamos el espectro del campo del inflaton relevante para el

problema de la creaciéon de estructura.

Fuera de la teoria cuantica de campos, hemos mostrado que las mismas ideas de sistemas
cuanticos abiertos e integrales CTP permiten tratar ecuaciones diferenciales estocasticas. Es-
cribimos para estas ecuaciones una accién y una funcional generadora CTP, con las cuales es
posible calcular la evolucién de valores medios asociados al campo estocastico. La equivalencia

con otros métodos fue puesta de manifiesto, en especial con el método de Martin—Siggia—Rose.



Conclusiones 205

Aunque durante la investigacion el GR fue primero aplicado a las ecuaciones diferenciales
estocasticas y recién después a las teorias de campos cuénticos, preferimos presentar los resul-
tados en el orden inverso. Como modelo de aplicacion del GR a las ecuaciones diferenciales

estocésticas, rederivamos un conjunto de resultados conocidos para la ecuacion KPZ.






APENDICE A

Calculo de los propagadores CTP

Para calcular los propagadores (2.29) y (2.30), podemos seguir el siguiente procedimiento.
Primero repetimos aqui, simplificando un poco la notacién, las definiciones de la accion libre

(2.3) y de la matriz densidad (2.12)
1
Saloel = [t [ % {3 [0n0) poult) 1 ul01oat0)]

+ / At [ (k1) drc(t) 9 ac(t) + i v3alh, 1) Gn(t) (1) } (A1)

o600 (00 = exp ([ @t ‘DL com PO gy o 1 st [ 1] o0y}
(A.2)

Como la accién libre y la matriz densidad iniciales son cuadraticas en los campos e invariantes
translacionales, podemos considerar un solo modo. Los propagadores pueden calcularse a partir

de la funcional generadora

T

23,4 = [DoDe e {isk[qs, di[ a3 +j(t)so(t)]} p0[6(0),9(0)],  (A3)
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donde la accién y la matriz densidad para cada modo son

T T
Silongl = [ o {; 900 910 = 2 6(00(0)| + [’ [oar(8.0) 0(0) l¢) + d vt 8) 010) (0] }

(A.4)
wl00)9(0] = e {4 [ L 20) +4 0] . (A5)
y = tanh (;) (A.6)

Queda sobrentendido que las funciones vq1, V99, @ y [ estan todas evaluadas en k. Si se conoce

Zx[J, 7], las funciones G y G, Ecs. (2.31) y (2.32), se obtienen tomando sus derivadas,

1 2%
tt) = —i———
Gt %) "7 83(1)57 () 320
1 2%
tt) = ————F— AT
G(t.1) Zy 0J(t)0J (") 13=j=0 (A7)

Para simplificar la escritura se ha omitido la dependencia en k de las funciones G y G. Ahora
bien, la Ec. (A.3) tiene la forma de una transformada de Fourier para una funcional gaussiana,
de manera que 7, misma seré la exponencial de una funcional gaussiana de las corrientes J y

7; es decir, uno puede anticipar que

A ,]—eXp{/ dt/ dt' |3 iG(t, 1) j ()—-J()g( ’)J(t’)]}, (A.8)
a menos de un factor constante. Debido a la condicién CTP y al hecho de considerar de manera
explicita una matriz densidad no trivial, no es tan directo obtener G y G. Lo que conviene
hacer primero es eliminar el término wves(t,t') ¢(t)p(t') de la accion libre, introduciendo una

variable auxiliar,

exp [_ /0 Lt /0 L (.19 ¢(t)¢<t')]
= [y ew [/ &t (0 }exp{——/ dt/ ) et O] ) | (A9
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siempre a menos de un factor multiplicativo constante, y donde [vy]™! debe ser entendido en
un sentido matricial. El hecho importante es que uno puede reescribir la Ec. (A.3) agrupando

el término 7¢ con el término de corriente j @,

add= [onew {1 [ [ atnit feate. ) e}

) /Dd)DSO - {Z /OT » {% [¢(t)¢(t) 2 ¢(t)go(t)] + /OT di’ [Ugl(t,t,) ¢(t)90(t')} H

<o i [ at {0+ 560 0+ 3)5t0)}] 16001 0] (A.10)

De esta forma la funcional generadora 7y asociada a la accion (A.4) se calcula como una integral

sobre 7
23, 5] = /Dn exp {—% /OTdt/OTdt’ n(E) [oms(t, )]~ n(t’)} Zd. g+, (AL
donde Zy [J, 7] es la funcional generadora cuando se omite el término veap¢ de la accion,
Zul3.4) = [DoDy exp {iSi6.¢) + / at [i(000) + 300)] } m[600). 90, (212
Sio.el = [ {3000~ oet0] + [ a0 [ttty o0 0)] | (a13

Esta Zy tendra la misma forma que Zy, Ec. (A.8),

Zu[3. 4] = exp { /0 "t /0 " [J(t)z’é(t,t’) it — % I(1) Gt 1) J(t’)] } . (A.14)

Usando esta forma en la Ec. (A.11), se factoriza la parte del exponente proporcional a 'y todo

lo que no depende de 7 se saca fuera de la integral; entonces resulta

40331 = 2033 [ Do {1 [at [t o) st i)}

X exp {—z’ /OTdt’n(t/) [/OT dt J(t) G(t, t/)] } . (A.15)



210 A. Calculo de los propagadores CTP

La integral sobre n es de nuevo una transformada de Fourier gaussiana, con lo que queda,
finalmente,

Zi[3, 7] = Zi |3, 5] exp {—/OTdT/OTdT’ [/OTdtJ(t) G(t, 7)] Vo (T, T') [/Tdt/J(t’) é(t’,#)} } :

0

(A.16)

Como en la exponencial no aparece j, una conclusion inmediata es que el propagador G asociado
a Zy es igual al propagador G asociado a Zj: el término de ruido no modifica el propagador

retardado. En cambio, existira la siguiente relacion entre Q~ y G
B T T
Gt ) = Gt ) + 2 / ir / i’ G(t,7) v (7, ) G (¥, 7). (A17)
0 0

Luego de estas operaciones propiciatorias, estamos casi donde empezamos: el tinico avance
es que la acciéon para la que se han de calcular los propagadores es un poco mas simple que la
original, pues carece del término de ruido. Para el calculo propiamente dicho de los propagadores
seguimos ahora el método que figura, por ejemplo, en el libro de Zinn—Justin [69], Sec. 2.3,
adaptandolo a la formulacion CTP. Primero, dentro de las integrales funcionales en la Ec. (A.12)
se separan las tres integrales asociadas a los valores de los campos en los extremos del intervalo
0 <t <T, teniendo en cuenta que ¢(T") =0,

2341 = [ a000) [ aet0) [ agm)

—00 —00

« [ Dog exp {iSlo. +1 [ at [i(00(0) +3020)] } m[6(0).20)1. (219

0<t<T

El siguiente paso es cambiar de variables, escribiendo los campos ¢ y ¢, en el intervalo 0 <

t < T, como

¢ = out oo, (A.19)

Y = POntPe (A.20)
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donde ¢. y . satisfacen el par de ecuaciones clasicas de movimiento asociadas a la accion S,

bo(t) + E*p(t) —2/0Tdt’ vor (U, ) (t) = 2J(t), (A.21)

Belt) + K2po(t) — 2 /0 0t vy (1)) = 2§(8), (A.22)

con condiciones de borde

¢c(0) = ¢(0),  ¢(T)=0,

pe(0) = ©(0), @(T)=(T). (A.23)

Estas ecuaciones de movimiento resultan de escribir

5S[¢C,¢C] _
T — _J7 (A.24)
5g[¢07g0C] _ :

ofd -, (A.25)

con la salvedad de que los términos de borde asociados a las derivadas del término gégb deben

omitirse; por ejemplo:

L) i([e) s

Fijadas las condiciones de borde, desde el punto de vista de las integrales funcionales, estos
campos cumplen el rol de dos constantes. Las nuevas variables de integracion son ¢ y ¢yp.
Como las condiciones de borde han recaido enteramente sobre ¢. y ., las nuevas variables

satisfacen condiciones homogéneas en t =0 y t =T,

u(0) = ou(T) =0,
gOh(O) = (ph(T):O. (A27)

Con este cambio de variables, integrando por partes y usando las ecuaciones de movimiento de

los campos ¢. y ¢,y la definicion (A.5) de po [¢(0), »(0)], se obtiene
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2340 = | [Powpen e (iSlonel) | [ ao) [ oo [~ )

00 00
0<t<T

< exp [ 500)pul0) + /OTdtm)gac(t)} e {-5| L0 +y20]) @

El factor constante delante de todo puede omitirse, y asi s6lo resta calcular las tres integrales

ordinarias. El campo ¢, que es solucion de la Ec. (A.22), puede escribirse del siguiente modo

0c(t) =ui(t) p(0) + ua(t) [cp(T) - 2/ dt' Gyet (T, t/)j(t’)} +2 /Odt’ Gt (t, 1) 7(t), (A.29)

0

donde wu;(t) y us(t) son soluciones de la ecuacion homogénea
62 T
(@ + kz) ui(t) — 2/ dr vy (t, T)us (1) = 0, (A.30)
0
con condiciones de contorno

u1(0) =ue(T) = 1,

u(T) = uz(0) = 0, (A.31)
y donde Gy es la solucion retardada de la ecuaciéon inhomogénea

2 T
(% + kz) Gret(t, 1) — 2/ drva1(t,7) Gret (T, 1) = (¢ — 1),
0

Gt t) =0  sit<t. (A.32)
Asi
p2(0) = i (0)(0) + i2(0) [som —2 [t Gt t’)j(t')] | (A.33)

La integral sobre ¢(T") en (A.28) puede hacerse ahora inmediatamente y lo que da es una delta

de Dirac,

} , (A.34)
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que permite a su vez hacer la integral sobre ¢(0). A menos de factores constantes, resulta

243, ]] —exp{QZ/ dt/dt 3(t) Grar(t,1) 5 (¢ >—§U0Td”(t>522<(é))r}

« /_ T dp(0) exp {w(()) /O " 3yl —%ygpQ(O)}, (A.35)

o0

wia(t) = [ul(t)ug(O) - u2(t)u1(0)]. (A.36)

La tltima integral es, de nuevo, una gaussiana. Finalmente,
. a T wt)\ 1/ [T wi(t)\
Zi|J,jl = exp<—— /dtJt_ )+—(/ dt J(t)— )
(.4 p{ : [( a5 ) v ([ et

+22/ dt/dt () G (£.1) ] (t)}. (A.37)

A partir de aqui, teniendo en cuenta la Ec. (A.7) y la relacion entre los propagadores asociados

azZya Z, Ec. (A.17), se obtienen el par de funciones que definen los propagadores libres,

G(t, 1) = 2G(t,t),

’ . 2 wlg(t)wlg(t/) + a2u2(t)u2(t’)
gt.t) = = { 20) [1+2f(aB)]
T T
+2/ dT/ dr" G(t, 1) ve(7, ") G(t', 7). (A.38)
0 0
Aqui se ha usado la definicion de y, Ec. (A.6), para escribir

1 af 2
g—coth <7) _1+ea5—1 =1+ 2f(apB). (A.39)

Como primer ejemplo, en el caso mas sencillo, cuando ve; = v9s = 0 y a(k) = k, se obtiene

G(k,t,t') = %sen[k:(t—t’)] ot —t'), (A.40)

Gk t.t) — %{1+2f[kﬁ(k)]} cos[h(t — )] (A41)
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El segundo ejemplo tendré la misma matriz densidad inicial, pero tomaremos la siguiente

accion

Sualoop = [t [ @t L1 [3u0) 6oatt) - (44 ont)p (0]

—l—% v ox(t) o—x(t) — K ox(t) @k(t/)}v (A.42)

con un término de masa al cuadrado, uno de ruido y otro de friccién; tanto v como x pueden

ser funciones de k. La ecuacién de movimiento clasica para ¢ (sin término de ruido) sera
P+ Wh Pr = =26 i, (A.43)
con wi = m? + k% Las soluciones seran combinacion de las exponenciales
exp [— Kt £ iw} : (A.44)

donde w? = w2 — x%. Los propagadores son en este caso

Gk t,1) = %sen [w(t — )] =71 gt — ¢), (A.45)

Gl t, ) = 2 e ") [1 4 27(k B)] L coslw(t — )] + m’ coslw(t + )] + — sen[w(t + t')]
Tk w? w? w

+/<ccyu§ <cos[w(t — )] + g senfw|t — | ])e_”“_t/'

- <°”o cosfo(t — )] — = cosfelt + )] + = senfuo(t + t')]) e—“““’)] (A.46)
w2 w2 w ' '



APENDICE B

Las funciones IGng y JG1G2G3

B.1. Las funciones Zg,qg,

Las funciones Zg, ,, que aparecen al escribir las soluciones de las ecuaciones del GR para

la teoria A®*, quedaron definidas en las Ecs. (8.9) y (8.10),

z dQ
T6,6, (k1,1 2) = / dy y Gi(yt.yt',y~'2) / e G2k + 9t [k +yQ[ ¢, [k +yQ[7'2),
1 s [k +y€
(B.1)
donde la integraciéon angular esta restringida a las direcciones €2 tales que
y<lk+yQ| <z (B.2)

Esta region depende de la variable de integracion y. Se pueden dar dos casos diferentes,
dependiendo de si y + k es mayor o menor que z. La siguiente figura ilustra las dos situaciones,

mediante un corte que contiene al eje de simetria, dado por la direcciéon de k.
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y+k>=z y+k<z

Figura B.1: Un corte plano de la region de integracion S de la Ec. (B.1), segin sea y + k mayor o menor que
z. A la region S pertenecen los puntos de la esfera |p — k| = y que se encuentran a su vez en la region entre las
esferas |p| =y y |p| = 2.

En el primer caso, la esfera definida por los puntos |p — k| = y intersecta tanto a la esfera
definida por |p| = y como a la que estd dada por lo puntos |p| = z. En el segundo caso, la
segunda interseccién no ocurre. En trazo mas grueso esta indicada la region que satisface las
condiciones (B.2).

Evidentemente, si el menor valor posible de y + k, es decir k + 1, es mayor que z siempre
se estara en el primer caso. En cambio, si 1 + k < z, para valores de y menores que z — k se

estara en el primer caso, mientras que para valores mayores, en el segundo.

La integral angular puede transformarse en una integral en la variable v = |k + yQ|, de

manera que resulta

2
Taya, (bt 2) = %/ dydu Gi(yt,yt',y~'z) Ga(ut,ut', z/u). (B.3)

/
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El dominio de integraciéon en el plano u — y queda definido por

1<y<z

=< ly—kl<u<y+k, (B.4)

y<u<z.

Es la tercera condicion la que es impuesta por la restriccion (B.2). Hay que tener presente que
la variable k en las funciones Z es la misma que figura en los argumentos de las funciones Wy;
en las Ecs. (8.11) y (8.12). A su vez, las funciones Wy; aparecen en la accion (7.32) evaluadas
en k = |k; + ks|, donde k; y ks son los impulsos de dos de los campos de la interaccion. Esto
implica que k es el modulo de la suma de dos impulsos con moédulo menor o igual a 1, por lo
tanto £ < 2. Como ademas y > 1, la condiciéon y < w siempre asegura que |y — k| < u, de
modo que puede prescindirse de esta dltima. Esto corresponde al hecho de que las dos esferas
de radio y en la Fig. B.1 siempre se intersectan. En el plano u — y el dominio de integraciéon

queda representado en la siguientes dos figuras, dependiendo de si £+ 1 es mayor o menor a z.

k+1f------- //
Z z
o /
U X k4 1f-----------

Y | Y

Figura B.2: La region de integracion en el plano u — y definida por la Ec. (B.4), dependiendo de si k + 1 es
mayor o menor que z.
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Con estos elementos no es dificil demostrar que

IGlG2(ka tatlv Z) =0 (1 +k— 2) IG1G2<(ka tatla Z) + 0(2 -1- k:) IG1G2>(k7ta t/a Z)v (B5)

donde
2 z z
Teco<(kit b, 2) = %/ dy/ du Gy(yt,yt',y~'2) Go(ut, ut',u™'z), (B.6)
1 y
o z—k y+k z z
To,as(k 1, 2) = ?(/ dy/ du+/ dy/ du)Gl(yt,yt/,y_lz) Gg(ut,ut/,u_lz).
1 y z—k Y

(B.7)

Asi definida Zg, ¢, satisface la Ec. (8.17), y puede demostrarse que es continua y tiene derivadas

continuas a lo largo de la linea z = k + 1.

B.2. Las funciones Jg,¢,c;

Las funciones Jg, ¢,¢, aparecieron al escribir las soluciones de las ecuaciones del GR para

los acoplamientos de dos campos, Wa; y Was. Su definicion en la Ec. (8.22) era

“d _ _ _ _ _
JayGyas 223/ y—i{/dﬂ IG1G2(|yz 'k 4+ Ql,y 2ty 1zt’,y) G5 (y Loty 1zt',y). (B.8)
1

Nuevamente, transformando la integral angular en una integral sobre u = |yz~! k + | resulta

2nzt [* dy L2 1 1,4 1 1,4
JG1G2G3 = T/ E/ . du IG1G2 (U’vy_ Zt’y_ zt ’y) G3 (y_ Zt7y_ zt 7y) (B9>
1 1-Zy

Al integrar en u habra que distinguir las regiones del plano u — y en que u sea mayor o menor
que y — 1, que es la linea, segun la Ec. (B.5), que marca la diferencia entre tomar Z_ o Z... Esto
determina tres regiones de integracion notoriamente distintas: (i) cuando 1 < z < 2 — k, (ii)

cuando 2 — k < z < 2+ k, y (iii) cuando 2 + k < z.
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Uu
y—1
\\
y 2z z 2z 2z 2z z
z+k z+k z—k z+k z—k

Figura B.3: La region de integracion en el plano w — y para la integral de la Ec. (B.9). Hay tres casos
cualitativamente diferentes: a la izquierda, el caso 1 < z < 2 — k; en el centro, 2 — k < 2 < 2+ k; a la
derecha 2 + k < z.

(i) (iif)

Figura B.4: Las tres regiones en las que se divide el plano k — z al momento de calcular las funciones Jg, ¢,G5-

e En la region (i), 1 <2 <2—k:

o2 z 1+% U
JG1G2G3 = L / dy/ " du E IG1G2< (uvy_IZt7y_1Zt,7y) G3 (y_IZtvy_IZtlvy)'
1 1-uk

(B.10)

e En laregion (i), 2 —k <2z <2+ k:
2= 144k z 1+
z+k z z 1 1 ,
dy du + dy du | Ze,ay< (u,y zt,y zt,y)
1 1- ¥ 2 y—1

z y—1
+/ dy/ du Zg, o> (u, y_lzt,y_lzt’,y)] % Gs (y_lzt,y_lzt’,y). (B.11)
z 1

2 yk
z+k z

2zt
JG1GaGy = ?
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e En la region (iii), 2+ k < z:

2z

2= 1+ 141
z+k z k z 1 1 ,
|:</ dy/ du + / dy/ du) IG1G2< (U,y 2ty zt 7y)
1 1-k 2z y—1

-
>

o2zt
JG1GoGy = ’

+(

2

z

— y—1 z 1+2L2 u
dy/ . du —I—/ dy/ du) Z6,Go> (u, y oty et y) ] 7 G (y—lz ty tat, y)‘
=5 - 1=

2z yk
z

z
2
z+ z—k

(B.12)

Cuando k£ = 0, la integral angular en la Ec. (B.8) es trivial. El argumento de impulso dentro de
la funcion Z es 1. El resultado dependera de si z es menor o mayor que 2. En el primer caso,
la variable de integracion y es también siempre menor que 2, y la tnica funcién involucrada
es Z.. En el segundo caso, y pasa de una zona a la otra y en el resultado participan tanto Z_

como Z-:
J, k=0) = Gl Zdyz Ly ‘et y ot y) Gy (y ety tzt B.13
GlG2G3( - ) - 5 ) E G1G2<(7y /LYy z 7y) 3(y 2L,y < ,y), ( : )

3

2

z d _ B

JG1G2G3(k:O) = E|:/ y_:ZIG1G2<(1>y 1Zt>y 1Zt/7y)
1

z dy B B _ B
+ / E IG1G2>(17y 12757@ 1Zt/)y) G3 (?J IZtay IZtlay)' <B14)
2

Puede comprobarse que esto es el limite cuando kK — 0% de las expresiones (B.10) y (B.12)

para z < 2 y z > 2, respectivamente.
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