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Resumen
En este trabajo se estudian 
ondensados de Bose-Einstein generados ensistemas de átomos al
alinos ultrafríos. Entre algunas de sus múltiples apli
a-
iones, los sistemas de gases ultrafríos resultan de gran interés por su poten
ialuso para la medi
ión de la intera

ión entre átomos y super�
ies. Di
ha inte-ra

ión, 
ono
ida 
omo efe
to Casimir-Polder, ha sido dete
tada exitosamenteen este 
ontexto utilizando al 
ondensado 
omo un dete
tor lo
al en el 
aso enque la geometría de la super�
ie es plana. Nuevos avan
es en la des
rip
ión deeste efe
to han permitido 
onsiderar, desde el punto de vista teóri
o, el 
asode super�
ies más generales en que la geometría juega un papel no trivial. Enestos 
asos, además de la 
omponente normal del poten
ial de Casimir-Polder,existe un término lateral. Esto motiva la implementa
ión de nuevos esque-mas que permitan transdu
ir el efe
to de la intera

ión lateral sobre algunode los observables del sistema atómi
o. Con este propósito aquí se estudianlos efe
tos de una super�
ie periódi
a sobre el espe
tro de exita
iones de un
ondensado unidimensional. Para des
ribir el sistema, en el régimen de inte-ra

iones débiles, se utiliza la teoría de 
ampo medio, la 
ual permite es
ribir ladinámi
a del 
ondensado en términos de una fun
ión que satisfa
e una e
ua
iónauto
onsistente (Gross-Pitaevskii). El espe
tro del sistema, modi�
ado por laintera

ión 
on la super�
ie, presenta gaps y a partir de los mismos podríadeterminarse el valor de los 
oe�
ientes de Fourier del poten
ial de Casimir-Polder lateral, ya que el espe
tro puede medirse por medio de espe
tros
opiade Bragg.



ii ResumenMotivados por los 
ambios 
ualitativos presentes en las 
on�gura
iones unidi-mensionales estudiadas en el régimen de 
ampo medio, se bus
ó también 
om-prender el efe
to de un poten
ial externo sobre un 
ondensado unidimensional
uando las intera

iones son fuertes. Este sistema, que también es a

esible ex-perimentalmente, puede ser tratado analíti
amente a través de una biye

ión
on un sistema de fermiones no intera
tuantes. Utilizando esta herramienta se
onsiguió 
ara
terizar la distribu
ión de impulsos del gas en el límite de impul-sos grandes, en
ontrando que ésta presenta una ley universal de de
aimientoalgebrai
o. El resultado que desarrollaremos aquí generaliza trabajos anterio-res en los que éste 
omportamiento fue observado sólo en 
asos parti
ulares.Otro 
aso aún más 
omplejo que el de una super�
ie periódi
a es el de unasuper�
ie 
on per�l de rugosidad esto
ásti
o, para el 
ual también es posible el
ál
ulo del término lateral de la intera

ión de Casimir-Polder. Motivados porla posibilidad de explotar la naturaleza 
uánti
a del 
ondensado para dete
tarel efe
to de la intera

ión 
on la super�
ie, estudiamos la expansión de un
ondensado unidimensional en presen
ia de un poten
ial aleatorio. En rela
ión
on el problema de lo
aliza
ión de Anderson en 1D, se plantea un modelo per-turbativo para des
ribir el per�l de densidad de los átomos lo
alizados debidoa la intera

ión 
on la super�
ie que genera el poten
ial esto
ásti
o. Di
homodelo nos permitió 
omprender el 
omportamiento del sistema y las predi
-
iones derivadas de éste se 
orroboraron 
on simula
iones numéri
as exa
tas dela e
ua
ión de Gross-Pitaevskii. Con todo esto, se estable
ió un mar
o posiblepara la dete

ión del efe
to de lo
aliza
ión indu
ida por la intera

ión 
on lasuper�
ie esto
ásti
a.
Palabras 
laves: Condensados de Bose-Einstein, Efe
to Casimir-Polder,E
ua
ión de Gross-Pitaevskii, Gas de Tonks-Girardeau.



iiiTitle: Non-equlibrium quantum �eld theory and Bose-EinsteinCondensatesAbstra
t:In this Thesis we studied Bose-Einstein Condensates (BECs) in ultra-
old alka-li gases. Among their potential appli
ations, ultra-
old gases are unique probesto study the intera
tion between atoms and surfa
es. This intera
tion, knownas Casimir-Polder e�e
t, has been su

essfully dete
ted using a BEC as a lo
alprobe near a plane surfa
e. Advan
es in the theoreti
al des
ription of this ef-fe
t do now in
lude more general surfa
es where geometry plays a non-trivialrole. In su
h 
ases, not only the normal 
omponent of the Casimir-Polderpotential is present, but there is also a lateral term whi
h motivates the imple-mentation of new s
hemes to test this e�e
t using BECs. With this propose,here we study the e�e
t of a periodi
 surfa
e on the ex
itation spe
trum of aone-dimensional 
ondensate. Using Mean Field theory we have des
ribed thissystem in the limit of weak intera
tions, where the dynami
s is governed bya non-linear self-
onsistent (Gross-Pitaevskii) equation. The perturbation dueto the proximity of the surfa
e indu
es gaps in the spe
trum and those gaps,whi
h 
an be measure via Bragg spe
tros
opy, 
ontain all the information thatis ne
essary to 
al
ulate the Fourier 
oe�
ients of the lateral Casimir-Polderpotential.The qualitative 
hanges of this system under the e�e
t of the external poten-tial motivated further investigation, 
onsidering the limit of strong intera
tions.This 
ase, whi
h 
an be a
hieved experimentally, 
an be treated analyti
allymapping the strongly intera
ting bosoni
 system onto a free fermion one. Usingthis mapping we have 
hara
terized the momentum distribution of the gas inthe limit of high momentum, �nding that it 
an be des
ribed by an universalalgebrai
 de
ay law. Our result generalizes previous studies where only parti-
ular 
ases were 
onsidered.



iv ResumenA 
ase whi
h goes beyond a periodi
 surfa
e is that of a sto
hasti
 roughnesspro�le. The lateral Casimir-Polder intera
tion 
an also be 
al
ulated in su
h
ase, and this fa
t motivated our resear
h of a possible 
on�guration that takesadvantage of the 
ondensate's quantum nature to dete
t the intera
tion of itwith the sto
hasti
 surfa
e. To a
hieve this goal we studied the expansion of aone-dimensional 
ondensate in an disordered potential. By means of a pertur-bative model, whi
h takes into a

ount the relation of this problem with 1DAnderson lo
alization, we 
al
ulated the lo
alized density pro�le due to theintera
tion with the sto
hasti
 surfa
e. This model allowed us to understandthe interplay of the parameters de�ning the system and the predi
tions ofit were 
ompared with numeri
al simulations. Using these results a possibleframework for the dete
tion of the e�e
t is established.
Keywords: Bose-Einstein Condensates, Casimir-Polder E�e
t, Gross-Pitaevskii equation, Tonks-Girardeau gas.
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Capítulo 1
Introdu

ión

La 
ondensa
ión de Bose-Einstein en gases bosóni
os fue predi
ha porEinstein en 1925, sin embargo, no fue hasta 1995 
uando los primeros experi-mentos tuvieron éxito en al
anzar la 
ondensa
ión de un sistema de mu
haspartí
ulas en el laboratorio. Di
ho experimento requirió de la 
ombina
ión demétodos de enfriado láser, que se fueron desarrollando para átomos al
alinosdesde mediados de 1970, 
on té
ni
as de enfriado evaporativo, lograndoasí al
anzar las temperaturas ne
esesarias para la 
ondensa
ión de estossistema diluídos [CorWie02, AEMWC95℄. Desde ese momento las té
ni
asde enfriado y 
on�namiento han avanzado al punto tal de ha
er rutinariosexperimentos 
on sistemas de unos 106 átomos y 
on posibilidad de repetirlosen minutos. Debido al alto grado de 
ontrol sobre el sistema de átomos, estosexperimentos han abierto la puerta a la implementa
ión de sistemas 
uánti
osen los 
uales los parámetros que de�nen la dinámi
a del sistema pueden ser
ontrolados de manera prá
ti
amente arbitraria. En esta tesis estudiaremosdesde un punto de vista teóri
o diferentes modelos para la des
rip
ión de talessistemas, ha
iendo parti
ular énfasis en los 
ambios 
ualitativos frente a lasperturba
iones externas.



2 Introdu

ión1.1. El sistema a estudiarTípi
amente los sistemas de interés prá
ti
o 
onsisten en un 
onjunto de Nátomos al
alinos 
on N ≤ 107, atrapados por una trampa magnéti
a u ópti
a[PetSmi08℄. La idea bási
a del 
on�namiento radi
a en utilizar el 
ambio deenergía de un estado átomi
o debido al efe
to Zeeman en un 
ampo magnéti
oexterno inhomogéneo. Dado que las es
alas temporales en las que el átomose mueve son mu
ho mayores a los tiempos típi
os de transi
ión atómi
a, lavaria
ión en el espa
io del 
ampo externo indu
e una varia
ión en los niveles deenergía del átomo que está bien de�nida en 
ada punto del espa
io. Este efe
topuede 
al
ularse en teoría de perturba
iones asumiendo que el 
ampo no varíaen una es
ala típi
a del orden de v/Ω, donde v es la velo
idad del átomo y Ωla fre
uen
ia de transi
ión no perturbada. Si bien las varia
iones del 
ampoen di
ha es
ala de distan
ias es despre
iable, el efe
to de la velo
idad v es im-portante a la hora de 
al
ular el 
orrimiento Doppler. La perturba
ión en losniveles de energía es equivalente a un poten
ial externo a
tuando sobre el áto-mo 
omo un todo y por lo tanto puede ser utilizada para 
on�nar la partí
ulasi las varia
iones del 
ampo externo están 
orre
tamente diseñadas. Más es-pe
i�
amente, puede demostrarse que sólo los estados que aumentan su energía
uando el módulo del 
ampo magnéti
o |B| aumenta pueden ser 
on�nados (enausen
ia de fuentes para los 
ampos). Existe una gran variedad de estrategiaspara generar poten
iales 
on�nantes, entre las 
uales se en
uentran aquéllasen las que el 
ampo es estáti
o (trampas 
uadrupolares, Io�e�Prit
hard, et
.)o dinámi
o [PetSmi08℄. En este último 
aso se utilizan 
ampos variables 
onuna fre
uen
ia mu
ho menor a la transi
ión atómi
a (ejemplo aquellas 
ono-
idas 
omo TOP), de manera tal que el poten
ial efe
tivo a
tuando sobre elátomo será propor
ional al promedio temporal de |B(x, t)|, que a su vez puedediseñarse para generar un mínimo en un punto del espa
io.Por otro lado, dado que los átomos neutros se polarizan en un 
ampo elé
-tri
o, pueden generarse poten
iales externos que a
túen sobre ellos a través



1.1 El sistema a estudiar 3de láseres. Este efe
to permite 
rear poten
iales periódi
os sobre la nube deátomos en los que no sólo se puede variar de manera arbitraria la profundidadde los pozos de poten
ial sino que además la periodi
idad puede sintonizarsede manera externa.Las té
ni
as de enfriado láser también están rela
ionadas 
on efe
tos de tran-si
iones atómi
as entre los niveles internos de los átomos. En parti
ular, elme
anismo Doppler está basado en sintonizar la fre
uen
ia de dos láseres 
on-trapropagantes 
er
a de una transi
ión atómi
a donde la probabilidad de ab-sor
ión de fotones se vuelve importante. Enton
es, dado que la probabilidad deabsor
ión depende del estado de movimiento del átomo (justamente por 
orri-miento Doppler), puede generarse la situa
ión en la que los átomos moviéndoseha
ia la dere
ha absorban 
on mayor probabilidad fotones 
on impulso ha
iala izquierda y vi
eversa, generando así un término de tipo vis
oso sobre elmovimiento 
lási
o del átomo. Con ésta té
ni
a de enfriamiento pueden al-
anzarse temperaturas �nales de 
ientos de µK. Di
ha temperatura puede dis-minuirse aún más hasta llegar al µK utilizando enfriado láser pero a través deun me
anismo sub-Doppler un po
o más 
omplejo 
ono
ido 
omo enfriamien-to de Sísifo [DalCoh89, MetStr02℄, en el que se utiliza la inhomogeneidad del
ampo para generar transi
iones entre diferentes niveles de energía de manerasele
tiva. Finalmente, para lograr la 
ondensa
ión es ne
esaria también unaetapa de enfriamiento evaporativo [Hess86, PrHeMa89℄ en la que a través deradia
ión en fre
uen
ia de radio se puede disminuir progresivamente la alturade la trampa permitiendo que los átomos más energéti
os es
apen, mientrasque los átomos 
on menor velo
idad retermalizan por 
olisiones.De esta manera es posible lograr sistemas de átomos fríos en diferentes tipos depoten
iales externos. Los 
asos más 
omunes en los experimentos son poten-
iales de tipo parabóli
o 
on eventualmente algún poten
ial superpuesto. Otro
aso de gran interés es aquel en el que se superpone una red ópti
a 
onsistenteen dos (o más) pares de láseres 
ruzados. Esto permite imprimir un poten
ialexterno periódi
o en el que tanto el parámetro de red 
omo la altura de los po-



4 Introdu

iónzos de poten
ial pueden ser sele

ionados de manera arbitraria. De esta formaes posible a

eder a sistemas de interés en materia 
ondensada, 
omo aquellosdes
riptos por modelos de tipo tight binding, 
on la ventaja de poder 
ontrolar
on gran pre
isión los parámetros que de�nen el sistema [BlDaZw08, JakZol05℄.A
tualmente estos 
asos, entre los que se en
ontraban los primeros es
enariosexperimentales, han sido generalizados, existiendo ahora la posibilidad de im-plementar poten
iales de forma arbitraria e in
luso dinámi
os [HRMCB09℄.Hasta este punto hemos 
omentado 
ómo los sistemas de átomos fríos puedenser 
on�nados, sin embargo aún no hemos 
ontemplado el problema de la in-tera

ión de los átomos entre sí. Para de�nir más pre
isamente este problema,llamemos ψ̂†(x, t) al operador de 
rea
ión de partí
ulas en el punto x. Enton
estendremos que el hamiltoniano típi
o de un sistema de átomos bosóni
os será
H =

(∫

− ~2

2m
ψ̂†(x, t)∇2ψ̂(x, t) + V (x, t) ψ̂†(x, t)ψ̂(x, t)

)

d3x + Hint ,(1.1)donde el término 
uadráti
o en los operadores de 
ampo puede ser 
ontroladoexperimentalmente (a través del poten
ial externo V (x, t)) y Hint representa eltérmino de intera

ión entre los átomos. Di
ho término típi
amente resultaráser una suma sobre poten
iales interatómi
os de la forma Vint(x−x′) = Vint(|x−
x′|), donde en prin
ipio se podrá tener una dependen
ia 
ompli
ada en ladistan
ia interatómi
a r = |x− x′|. Sin embargo, en el límite de baja energíala 
ara
teriza
ión de esta intera

ión puede simpli�
arse 
onsiderablemente yaque las 
olisiones están dominadas por la 
ontribu
ión de onda s [Saku94℄, la
ual queda unívo
amente de�nida a través de un úni
o parámetro, la longitudde s
attering a. Este parámetro puede 
al
ularse en teoría de perturba
iones(aproxima
ión de Born), y al orden más bajo se obtine:

a =
m

4π~2

∫

Vint(x) d
3x . (1.2)



1.1 El sistema a estudiar 5Puede demostrarse [Castin01℄ que la intera

ión entre los átomos para 
olisio-nes de baja energía se puede reemplazar por la intera

ión de 
onta
to efe
tiva:
Vint(x− x′) =

4π~2a

m
δ(x− x′) . (1.3)Enton
es, en este mismo límite, será posible es
ribir el hamiltoniano de inte-ra

ión en términos de los operadores de segunda 
uanti�
a
ión [Ballen98℄ enla forma lo
al:

Hint =
g

2

∫

ψ†2(x, t)ψ̂2(x, t) d3x , (1.4)donde g = 4π~2a/m. En prin
ipio el valor de a estaría �jo una vez �jadala espe
ie atómi
a que se fuera a utilizar. Sin embargo, afortunadamente,existe otro fenómeno notable que permite 
ontrolar también este parámetroexternamente a través de un 
ampo magnéti
o [TiVeSt93℄. Di
ho efe
to sebasa en la resonan
ia de Feshba
h [CCRCW00℄, y permite no sólo variar elvalor del parámetro de s
attering sino además 
ambiar su signo. Con ello nosólo se han podido explorar 
ondensados 
on intera

iones repulsivas, sinoque al tener a

eso a sistemas en que las intera

iones son atra
tivas se hanpodido generar 
on�gura
iones inestables en las que el 
ondensado 
olapsa[Pitaev96, RCCDCW01, DCCRCW01, UedSai03, Calzet08℄. Con ésto quedaen eviden
ia que los sistemas de átomos ultrafríos abren oportunidades úni
aspara explorar sistemas 
uánti
os en los 
uales todos los parámetros de interésen el problema se pueden 
ontrolar en los experimentos.Además del a

eso a los parámetros que intervienen en la dinámi
a de estossistemas, también es mu
ho lo que se ha logrado en la posterior medi
ión delmismo [KeDuSt99℄. Dado que el sistema sólo está 
ompuesto por una pequeña
antidad de átomos, es obviamente imposible utilizar una sonda ma
ros
ópi
apara la medi
ión. Por este motivo 
ualquier informa
ión proveniente delsistema se obtiene por medios ópti
os, ha
iendo intera
tuar débilmente a losátomos 
on luz [KeDuSt99℄. Cuando el 
ondensado es muy diluído puedentomarse imágenes de absor
ión iluminandolo y registrando la sombra sobreuna 
ámara CCD. En el 
aso de un objeto transparente el pro
edimiento es



6 Introdu

iónsimilar pero la informa
ión debe obtenerse de los 
orrimientos de fase. Estosmétodos de absor
ión o dispersión tienen la ventaja de ser no destru
tivos. Porotro lado, otra té
ni
a que suele utilizarse es la toma de imágenes midiendotiempo de vuelo, 
aso en el 
ual la muestra se destruye ya que se permite suexpansión balísti
a por un tiempo �jo, y a partir de una imagen del estado�nal se puede inferir la distribu
ión de impulsos ini
iales. La ventaja de esteúltimo 
aso es que 
iertas 
antidades, 
omo la 
antidad de átomos en el
ondensado, pueden medirse 
on mayor resolu
ión. A partir de la informa-
ión provista por estas té
ni
as pueden obtenerse distribu
iones espa
iales departí
ulas o de sus impulsos en las diferentes etapas de la evolu
ión del sistema.
1.2. Intera

ión de átomos 
on super�
iesEn esta tesis estudiaremos sistemas de átomos fríos en diferentes regímenes,según lo des
ripto anteriormente. Será de espe
ial interés en lo que sigue elefe
to del poten
ial externo sobre el sistema de átomos, en parti
ular porquea partir de medi
iones sobre el sistema es posible inferir las 
ara
terísti
asdel poten
ial. En parti
ular bus
aremos estable
er bajo qué 
ondi
iones talessistemas podrían ser implementados para la medi
ión de la intera

ión entreátomos y super�
ies, 
ono
ida 
omo intera

ión de Casimir-Polder [CasPol48℄.El 
ál
ulo original de Casimir y Polder predi
e que un átomo neutro frente auna super�
ie, a distan
ia z, experimentará un poten
ial atra
tivo UCP(z) quede
aerá 
omo:

UCP(z) ∝ − 1

zν
, (1.5)donde ν = 3 
uando z ≪ λ, y λ es la longitud de onda para la transi
iónatómi
a. Cuando z ≫ λ los efe
tos de retardamiento en la propaga
ión de lasperturba
iones en el 
ampo ele
tromagnéti
o ha
en que el efe
to disminuya,siendo el exponente en este 
aso ν = 4. Si bien el efe
to es muy pequeño,sistemas de átomos fríos han sido utilizados de manera exitosa en este 
ontex-



1.3 Resultados de este trabajo 7to, habiéndose logrado medir la intera

ión entre un átomo y una super�
ieplana a temperatura 
ero [HOMGC05℄, y posteriormente a temperatura �nita[OWAPSC07℄. Ambos experimentos se basaron en determinar el 
ambio en lafre
uen
ia de os
ila
ión del 
entro de masa de un 
ondensado atrapado 
uandola super�
ie es traída a su proximidad, es de
ir, se utilizó el gas 
omo un de-te
tor lo
al 
lási
o, sin explotar los efe
tos de 
oheren
ia del sistema 
uánti
o.En esta tesis bus
aremos enton
es alternativas para la des
rip
ión de sistemasde gases ultrafríos en los 
uales se puedan explotar los efe
tos intrínse
amente
uánti
os del sistema para llegar a abar
ar in
luso el 
aso en el 
ual las super-�
ies puedan ser de forma arbitraria.1.3. Resultados de este trabajoEn los próximos 
apítulos des
ribiremos los resultados prin
ipales quehemos obtenido en el 
ontexto de este trabajo de investiga
ión. En el 
apítulo2 daremos una breve reseña del mar
o teóri
o en el que se en
uadra la des
rip-
ión de los sistemas de átomos fríos. En el 
apítulo 3 mostraremos 
ómo un
ondensado unidimensional puede intera
tuar 
on una super�
ie rugosa y 
ómoel efe
to de di
ha intera

ión puede, en prin
ipio, revelarse a través de métodosespe
tros
ópi
os para obtener una medida de la intera

ión de Casimir-Polderentre el sistema 
oherente de átomos y la super�
ie. En el 
apítulo 4 bus
are-mos estudiar un 
aso límite del sistema unidimensional, 
ono
ido 
omo gas deTonks-Girardeau, en el 
ual los átomos intera
túan fuertemente. En este 
asoes posible en
ontrar una solu
ión exa
ta para la fun
ión de onda del problemade mu
has partí
ulas, lo 
ual nos ha permitido avanzar desde el punto de vistaanalíti
o. En parti
ular hemos podido demostrar que la forma fun
ional dela distribu
ión de impulsos del gas, para valores grandes del momento, resul-ta independiente del poten
ial 
on�nante y por lo tanto no presenta 
ambios
ualitativos frente a las perturba
iones externas. En el 
apítulo 5 trataremosel problema de la expansión de un 
ondensado en la proximidad de una super-



8 Introdu

ión�
ie esto
ásti
a. Esto nos llevará a estudiar la 
onexión entre lo
aliza
ión deAnderson en 1D y la ausen
ia de transporte para este sistema intera
tuante.En este último 
aso hemos podido avanzar analíti
amente sobre el modelo per-turbativo, mientras que la des
rip
ión del sistema en todo el rango de interésprá
ti
o tuvo que abordarse por medio de simula
iones numéri
as. Finalmenteen el 
apítulo 6 exhibiremos nuestras 
on
lusiones.



Capítulo 2
Des
rip
ión del sistema

En el presente 
apítulo exhibiremos algunos de los formalismos bási
osutilizados para la des
rip
ión de un gas intera
tuante de átomos ultrafríos.Existen diferentes maneras de representar el sistema dependiendo de los ob-servables que uno busque 
ara
terizar. Bási
amente el problema de en
ontrarqué objetos darán una des
rip
ión ade
uada es el mismo que se presenta en
ualquier sistema de mu
has partí
ulas: la des
rip
ión exa
ta estará dada poruna jerarquía de e
ua
iones que deberá trun
arse de alguna manera para ob-tener un sistema 
errado (y tratable) que represente al sistema de interés. Enla primer se

ión 
onsideraremos la teoría de 
ampo medio, la 
ual es la teoríamás sen
illa que permite des
ribir a un sistema de átomos ultrafríos intera
-tuantes. Esta teoría fun
iona 
on muy buena pre
isión en 3D debido a que elparámetro que 
ontrola la expansión perturbativa es la densidad del gas porel volumen aso
iado al parámetro de s
atering na3 que, típi
amente, es muypequeño en los sistemas de interés. Esta des
rip
ión aproximada se dará en-ton
es a través de una fun
ión 
ompleja ψ(x, t), la 
ual permite el 
ál
ulo de
ualquier observable. La evolu
ión dinámi
a de di
ha fun
ión estará determi-nada por una e
ua
ión de S
hröedinger no lineal, 
ono
ida 
omo e
ua
ión deGross-Pitaevskii [Pitaev61℄.



10 Des
rip
ión del sistemaEn la segunda se

ión, 
ontemplaremos otro 
aso límite en el 
ual las inte-ra

iones pueden ha
erse muy grandes y, por lo tanto, la des
rip
ión anterior,la 
ual parte 
on un orden 
ero dado por el 
ampo medio, resulta inade
uada.Si el gas presenta intera

iones de 
onta
to y se en
uentra restringido a mo-verse en una úni
a dimensión espa
ial existe la posibilidad de avanzar sobrela solu
ión exa
ta del problema intera
tuante tanto 
uando las intera

ionesson �nitas 
omo 
uando tienden a in�nito (más adelante des
ribiremos pre-
isamente que queremos de
ir 
on esto). Ambos 
asos, 
ono
idos 
omo gas deLieb-Liniger [LieLin63, Lieb63℄ y gas de Tonks-Girardeau [Girard60℄, puedenser des
riptos de manera más 
onveniente en términos de la fun
ión de ondapara el sistema de mu
has partí
ulas. En parti
ular aquí estudiaremos en de-talle el 
aso límite del gas de Tonks-Girardeau, para el 
ual es posible es
ribirsolu
iones analíti
as para las autofun
iones del problema por medio de unabiye

ión a un sistema de fermiones no intera
tuantes.2.1. La e
ua
ión de Gross-PitaevskiiLa e
ua
ión de Gross-Pitaevskii es una aproxima
ión de 
ampo medio alproblema de bosones intera
tuantes a T = 0K. Como veremos a 
ontinua
ióndi
ha aproxima
ión resulta válida en el 
aso de sistemas débilmente intera
-tuantes, 
ondi
ión que se 
umplirá en 3D 
uando el gas sea diluído. Si bienla e
ua
ión es muy simple, esta teoría es 
apaz de reprodu
ir 
orre
tamentelas propiedades exhibidas en los experimentos, 
omo propaga
ión de exita-
iones 
ole
tivas o efe
tos de interferen
ia. Esto la ha 
onvertido en el puntode partida para analizar mu
hos de los experimentos sobre 
ondensados deBose-Einstein [DGPS99℄.A 
ontinua
ión mostraremos 
ómo surge la e
ua
ión 
omenzando por el 
a-so más sen
illo de un gas homogéneo de partí
ulas débilmente intera
tuantes,para luego 
onsiderar el 
aso no homogéneo y algunas solu
iones de interés quese derivan de él.



2.1 La e
ua
ión de Gross-Pitaevskii 112.1.1. El gas homogéneoComen
emos enton
es 
on el 
aso más sen
illo posible, por ejemplo un gasde partí
ulas intera
tuantes en el que el término de intera

ión se aproximapor la e
ua
ión (1.3) y 
onsiderando además que éste se en
uentra 
on�nadoen una 
aja tridimensional de volumen V , en la que imponemos 
ondi
ionesperiódi
as de 
ontorno. De esta forma el hamiltoniano del sistema resulta:
H =

∫

− ~2

2m
ψ̂†(x, t)∇2ψ̂(x, t) d3x+

g

2

∫

ψ†2(x, t)ψ̂2(x, t) d3x , (2.1)donde g = 4π~2a/m. Para aprove
har la simetría de transla
ión del sistema es
onveniente realizar un 
ambio de base para los operadores de segunda 
uan-ti�
a
ión a una base de estados de una partí
ula tipo onda planas [Ballen98℄,es de
ir:
ψ̂(x, t) =

∑

p

1√
V
âpe

ip·x/~ . (2.2)Si ahora es
ribimos el hamiltoniano en términos de los operadores de 
rea
ión-aniquila
ión en la base de ondas planas obtenemos:
H =

∑

p

p2

2m
â†pâp +

g

2V

∑

p1,p2,q

â†p1+qâ
†
p2−qâp2 âp1 . (2.3)Obviamente si el término no 
uadráti
o estuviera ausente podríamos entenderperfe
tamente al sistema de N bosones en términos del operador anterior yaque 
ualquier estado se podría es
ribir en términos de 
ombina
iones linealesde estados 
on números de o
upa
ión bien de�nidos, siendo 
ada uno de estosúltimos un autoestado de H. Es más, aquí el 
on
epto de 
ondensa
ión resultaevidente pues para éste 
aso el estado fundamental sería propor
ional a |ψ〉 ∝

(â†0)
n |0〉. Sin embargo, las intera

iones distorsionarán esta imagen ha
iendoque, in
luso en el estado fundamental del sistema, estén poblados estados deuna partí
ula 
on p 6= 0. En el 
aso en que las intera

iones son débiles el estadofundamental de una partí
ula 
on p = 0 aún se en
ontrará ma
ros
ópi
amentepoblado y esto enton
es nos permitirá realizar una aproxima
ión para 
al
ular



12 Des
rip
ión del sistemael efe
to de las intera

iones sobre el sistema. Re
ordando que los operadoresde aniquila
ión-
rea
ión a
túan sobre un autoestado 
on N0 partí
ulas en elfundamental 
omo:
â†0 |N0〉 =

√

N0 + 1 |N0 + 1〉 â0 |N0〉 =
√

N0 |N0 − 1〉 , (2.4)resulta plausible pensar que 
uando la o
upa
ión del estado 0 es ma
ros
ópi
ael operador â0 se 
omporta 
omo un número 
omplejo, es de
ir â0 ≈ √
N0. Estapres
rip
ión fue introdu
ida por primera vez por Bogoliubov [Bogoli47℄ y serála que nos permitirá 
al
ular el espe
tro de exita
iones elementales llevandoel hamiltoniano a uno que sea 
uadráti
o en los operadores de 
rea
ión ydestru

ión. Para ello separemos los términos por su 
ontenido de â0 y nosquedamos a orden 
uadráti
o en los operadores ap6=0:

H =
N2

0 g

2V
+
∑

p6=0

(
p2

2m
+ 2

N0g

V

)

â†pâp +
N0g

2V

∑

p6=0

(â†pâ
†
−p + âpâ−p) . (2.5)Para pro
eder nos restringiremos a 
onsiderar estados 
on un número departí
ulas totales N �jo (notar que esto es 
onsistente 
on el hamiltonianooriginal que 
onserva la 
antidad de partí
ulas totales en el sistema). Sobreeste subespa
io, el operador de número será:

N̂ = N = N0 +
∑

p6=0

â†pâp , (2.6)por lo tanto tendremos:
H =

N2g

2V
+
∑

p6=0

(
p2

2m
+
N0g

V

)

â†pâp +
N0g

2V

∑

p6=0

(â†pâ
†
−p + âpâ−p) . (2.7)Cuando el sistema tiene N0 ≈ N obtenemos un hamiltoniano 
uadráti
o (alorden más bajo) en los âp6=0. Di
ho hamiltoniano 
uadráti
o puede ser diago-nalizado por una transforma
ión de Bogoliubov. No daremos aquí los detallesde la dedu

ión pues pueden en
ontrarse en la bibliografía estándar del tema[PitStr03, PetSmi08℄, pero el resultado es:

âp = upb̂p + v∗−pb̂
†
−p â†p = u∗pb̂

†
p + v−pb̂−p , (2.8)



2.1 La e
ua
ión de Gross-Pitaevskii 13donde [bp, b
†
p′ ] = δpp′ y :

up = Cosh(αp) v−p = Sinh(αp) , (2.9)donde
Coth(αp) = −p

2/2m+ gn

gn
. (2.10)Aquí hemos tomado n = N/V ya que a este orden de aproxima
ión podemosusar N0 ≈ N . El hamiltoniano del sistema expresado en términos de los ope-radores de 
rea
ión y destru

ión de exita
iones sobre el fundamental resulta:

H = E0 +
∑

p6=0

EB(p)b̂
†
pb̂p , (2.11)donde EB es el espe
tro de exita
iones de Bogoluibov:

EB(p) =

√
(
p2

2m

)2

+ 2gn

(
p2

2m

)

. (2.12)Cuando p2/2m ≫ gn se re
upera el espe
tro de partí
ula libre, mientras quepara impulsos pequeños domina el segundo término y el espe
tro se vuelvelineal EB ≈ cp 
on c =√gn/m.Esta des
rip
ión aproximada enton
es nos di
e que, a muy baja temperatura,el sistema puede pensarse en términos de un estado fundamental modi�
ado enel 
ual el estado de una partí
ula 
on p = 0 está muy poblado y los estados 
on
p 6= 0 po
o poblados. Las exita
iones sobre di
ho estado fundamental intera
-tuante tienen la rela
ión de dispersión dada por (2.12). Más aún, esta imagen yla 
onsisten
ia del argumento se pueden veri�
ar 
al
ulando la pobla
ión de losmodos 
on p 6= 0, Nexi, en el va
ío de exita
iones del problema intera
tuante,
|0〉 / bp |0〉 = 0, a partir de la de�ni
ión (2.9). El resultado de éste 
ál
ulo es:

Nexi

N
=

8

3
√
π
(na3)1/2 . (2.13)Es de
ir que, en el estado fundamental, la 
antidad de partí
ulas que estánpoblando estados de impulso no nulo es pequeña 
uando la densidad del gas
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rip
ión del sistemaes baja. Esto al mismo tiempo nos da el parámetro pequeño 
orre
to para lasexpansiones de este gas en 3D: na3. Debido a que una gran parte de los ex-perimentos se realizan 
on gases diluídos tridimensionales, la teoría de 
ampomedio resulta muy exitosa para entender al sistema. En el 
apítulo 4 
onsi-deraremos en detalle el 
aso opuesto en el que las intera

iones dejan de seruna perturba
ión débil, y veremos 
ómo en di
ha situa
ión la pobla
ión de losestados de una partí
ula 
on p 6= 0 se vuelve importante.2.1.2. Caso no homogéneoEn este 
aso pro
ederemos basados en los argumentos de plausibilidad dela se

ión anterior. De
imos plausibilidad porque, si bien estas aproxima
ionesnos llevan a una teoría que está en perfe
to a
uerdo 
on el experimento, elproblema de demostrar rigurosamente la validez de tales aproxima
iones es devieja data [Ginib68℄ y sólo re
ientemente ha sido es
lare
ida 
on toda genera-lidad [LiSeYn05℄.En el 
aso no homogéneo, y bajo la aproxima
ión de Born, la evolu
ión deloperador de 
ampo ψ̂(x, t) estará dada por la e
ua
ión de Heisenberg
dψ̂(x, t)

dt
=
i

~
[H, ψ̂(x, t)] , (2.14)
on H dado por (2.1). Enton
es, en este 
aso el análogo a la pres
rip
ión deBogoliubov será reemplazar el operador de 
ampo ψ̂(x, t) por su valor 
lási
o

ψ(x, t) y éste último tendrá 
omo e
ua
ión de movimiento:
i~
∂ψ(x, t)

∂t
=

(

−~
2∇2

2m
+ V (x, t) + g|ψ(x, t)|2

)

ψ(x, t) , (2.15)que es la e
ua
ión de Gross-Pitaevskii [PitStr03℄. De más está de
ir que ψ(x, t)no es la fun
ión de onda del sistema de mu
hos 
uerpos, pero nos permitiráevaluar los observables aso
iados al 
ondensado.A 
ontinua
ión haremos uso de la e
ua
ión (2.15) para 
al
ular algunas 
an-tidades que de interés en los 
apítulos posteriores. Como primer apli
a
ión



2.1 La e
ua
ión de Gross-Pitaevskii 15bus
aremos el estado esta
ionario (V (x, t) = V (x)) de mínima energía, es de-
ir bus
aremos una solu
ión de la forma ψ(x, t) = ϕ(x)e−iµt
~ , la 
ual va asatisfa
er la e
ua
ión de Gross-Pitaevskii independiente del tiempo:

µϕ(x) =

(

−~2∇2

2m
+ V (x) + g|ϕ(x)|2

)

ϕ(x) . (2.16)El parámetro µ es el poten
ial quími
o, el 
ual está aso
iado al 
ambio deenergía al variar la 
antidad de átomos del sistema. Bajo la aproxima
ión de
ampo medio la densidad de partí
ulas n(x) se obtiene 
omo
n(x) = |ϕ(x)|2 . (2.17)La fun
ión ϕ(x), la 
ual puede asumirse real (ϕ(x) ∈ R), resulta de un 
ál
uloauto
onsistente en el que las intera

iones generan un poten
ial dependientede la densidad g|ϕ(x)|2. Éste término puede ser positivo o negativo segúnlas intera

iones entre los átomos sean repulsivas o atra
tivas. Típi
amentela e
ua
ión (2.16) tendrá que ser resuelta numéri
amente, sin embargo bajo
iertas 
ondi
iones es posible en
ontrar solu
iones aproximadas. Por ejemplo,si ϕ(x) varía lentamente el término 
inéti
o puede despre
iarse dando lugar ala aproxima
ión 
ono
ida 
omo Thomas-Fermi, la 
ual nos di
e:

nTF(x) =
1

g
(µ− V (x)) , (2.18)donde µ queda determinado por la 
ondi
ión de normaliza
ión ∫ nTF(x) d

3x =

N . Es de
ir que 
uando la densidad sea relativamente alta el per�l de densidaddel gas 
opiará la trampa. Esta aproxima
ión puede veri�
arse 
omparando elpeso relativo de los términos −~2∇2/2m y g|ϕ(x)|2 para la solu
ión (2.18). Esde
ir que si la es
ala típi
a de varia
ión de la solu
ión (2.18) es LTF , basta
omparar −~2/2mL2
TF 
on g|ϕ(x)|2 para veri�
ar la validez. Es fá
il ver quejustamente los puntos para los 
uales n = 0 la aproxima
ión dejará de valer,por lo que no se espera que el per�l de Thomas-Fermi fun
ione 
er
a de losbordes. Este punto será importante en el 
apítulo 5, donde 
ompararemos endetalle la solu
ión exa
ta de la e
ua
ión (2.16) 
on el per�l aproximado (2.18).
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rip
ión del sistemaUn 
aso típi
o de interés es el de 
on�namiento parabóli
o. Si tomamos porejemplo la e
ua
ión (2.16) en 1D y V (x) = mω2
xx

2/2, la 
ondi
ión n = 0 nospermite de�nir la longitud de Thomas-Fermi LTF 
omo
µ =

1

2
mω2

xL
2
TF . (2.19)Es de
ir que, en este 
aso parti
ular, el per�l toma aproximadamente la forma

nTF (x) =
µ

g

(
1− (x/LTF )

2
)

. (2.20)Finalmente la rela
ión entre LTF y la 
antidad de partí
ulas del sistema quedadeterminada por la 
ondi
ión de normaliza
ión
∫ LTF

−LTF

nTF(x) dx = N , (2.21)lo 
ual nos da
LTF =

(
3gN

2mω2
x

)1/3

. (2.22)Usando esta e
ua
ión es fá
il tradu
ir la 
ondi
ión de validez de la aproxima-
ión en ~ωx ≪ (gN/~)2, lo 
ual nos di
e ésta será una buena aproxima
iónpara trampas suaves o sistemas 
on mu
has partí
ulas.Otra solu
ión de interés que permite entender 
ualitativamente el 
om-portamiento del 
ondensado puede dedu
irse 
al
ulando 
úal sería el per�l dedensidad en el 
aso en que se imponga una 
ondi
ión de nulidad en la den-sidad para un punto espe
í�
o del espa
io. Es de
ir, nos gustaría saber 
úales la es
ala espa
ial típi
a ξ en la 
ual el 
ondensado se re
upera de di
haperturba
ión. Es fá
il ver que en estas 
ondi
iones el teorema Pi sólo nos deja
omo es
ala de distan
ia la 
antidad: ξ2 = 2mgn∞/~
2. Para tener también eldetalle de la forma fun
ional de la solu
ión 
onsideremos 
omo ejemplo el 
asoen que V (x) = 0 y ϕ(x = 0) = 0, x ∈ Rd, imponiendo n(x) → n∞ 
uando

x → ∞. Es de
ir, debemos resolver el problema:
µϕ(x) =

(

−~2∇2

2m
+ g|ϕ(x)|2

)

ϕ(x)

ϕ(0) = 0, ϕ(∞) =
√
n∞

. (2.23)



2.1 La e
ua
ión de Gross-Pitaevskii 17Dado que en in�nito la 
ondi
ión de 
ontorno es libre, estamos forzados aimponer µ = gn∞, enton
es de�niendo f tal que ϕ(x) = √
n∞ f(x) obtenemos:

f(x) =
(

− ~2∇2

2mgn∞

+ f(x)2
)

f(x)

f(0) = 0, f(∞) = 1
. (2.24)Pero enton
es si además rede�nimos las es
alas espa
iales a xi = ξyi eligiendo

ξ2 = ~2/2mgn∞, obtenemos:
h(y) =

(
−∇2

y + h(y)2
)
h(y)

h(0) = 0, h(∞) = 1
. (2.25)Es de
ir que siendo ϕ(x) =

√
n∞ h(x/ξ), y teniendo h(y) una es
ala típi
ade varia
ión del orden de la unidad, 
laramente la es
ala típi
a en la 
ual el
ondensado se re
upera de una perturba
ión en el per�l de densidad es:
ξ2 =

~2

2mgn∞
. (2.26)Esta rela
ión es independiente de si la e
ua
ión de Gross-Pitaevskii estéplanteada en una, dos o tres dimensiones espa
iales. La e
ua
ión (2.25) puederesolverse en general numéri
amente. En parti
ular, si �jamos d = 1 
omo unejemplo 
on
reto, y ha
iendo una analogía 
on el movimiento de una partí
ulaen un poten
ial 
uárti
o, la solu
ión se puede en
ontrar fá
ilmente. El resul-tado se muestra en la Figura (2.1), 
on�rmando una es
ala de varia
ión delorden de la unidad. De esta forma vemos que ξ nos da la es
ala de re
u-pera
ión del 
ondensado y jugará un rol importante en los 
ál
ulos en los quela aproxima
ión de 
ampo medio esté involu
rada. En parti
ular la 
ondi
iónde apli
abilidad más general de la aproxima
ión de 
ampo medio se tradu
een requerir que la distan
ia típi
a entre los átomos d (la 
ual depende de ladensidad y dimensionalidad del gas) sea menor que ξ [PitStr03℄, es de
ir quela teoría de 
ampo medio será válida si:

d≪ ξ . (2.27)
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Figura 2.1: Fun
ión h(y) según e
ua
ión (2.25) que da la forma fun
ionalpara la solu
ión aso
iada al per�l de densidad en una dimensión 
uando se�ja por 
ondi
ión de 
ontorno h(0) = 0 y h(∞) = 1.
Finalmente podemos notar además que la longitud de re
upera
ión ξ tambiénestá rela
ionada 
on el espe
tro de exita
iones elementales, ya que ~/ξ de�nela es
ala de impulso que determina la transi
ión entre el régimen 
uadráti
o ylineal en el espe
tro de Bogoliubov (2.12).Cuando la aproxima
ión de 
ampo medio no es su�
iente para des
ribir alsistema las desvia
iones respe
to de esta primer aproxima
ión pueden 
al
u-larse de manera sistemáti
a a través del formalismo de integrales de 
aminotemporal 
errado [CalHu08℄. El mismo permite obtener una jeraquía de e
ua-
iones para el 
ampo medio y los propagadores la 
ual, al ser trun
ada, generalos diferentes esquemas de aproxima
ión que son utilizados más 
omunmente(Hartree-Fo
k-Bogoliubov, Popov, et
.).



2.2 Gas de Tonks-Girardeau 192.2. Gas de Tonks-GirardeauEn esta se

ión 
onsideraremos un 
aso parti
ular en el que es más 
on-veniente retomar una des
rip
ión en términos de fun
iones de onda, es de
ir,des
ribiremos el problema por medio de la fun
ión de onda para el sistema demu
hos 
uerpos. Por gas de Tonks-Girardeau entenderemos un gas de átomosunidimendionales que intera
túan entre ellos 
on un poten
ial de 
onta
to tipo
λδ(x−x′), en el límite en que λ→ ∞. Por lo tanto la e
ua
ión de S
hröedingerindependiente del tiempo para el sistema de N bosones es:

E ψ(x1, x2, . . . , xN) =

(
N∑

i=1

− ~2

2m

∂2

∂x2i
+ Vext(xi)

)

ψ(x1, x2, . . . , xN) .(2.28)Aquí la 
ondi
ión λ→ ∞ se impone 
omo una restri

ión en la solu
ión:
ψ(x1, x2, . . . , xN) = 0 si ∃ i, j / xi = xj . (2.29)Obviamente también existe una restri

ión sobre la simetría de la fun
ión deonda para el sistema, esto es:
ψ(x1, x2, . . . , xN ) = ψ(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(N)) , (2.30)donde σ es 
ualquier elemento del grupo de permuta
iones de N objetos, σ ∈

SN .Es notable que el sistema anterior de e
ua
iones se puede resolver exa
tamentenotando la similitud que existe 
on un sistema de fermiones no intera
tuantes.Si sólo se tuviera que 
onsiderar las e
ua
iones (2.28) y (2.29) es fá
il verque el determinante de Slater formado 
on N autofun
iones diferentes delhamiltoniano de una partí
ula:
E1p

i φi(x) = − ~2

2m

d2φi

dx2
+ Vext(x)φi(x) , (2.31)resolvería el problema, ya que ésta fun
ión de onda para el sistema de fermioneslibres ψF resuelve tanto (2.28) 
omo (2.29). Sin embargo, aún debe tenerse en
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uenta la restri

ión esen
ial (2.30), que para el 
aso de la fun
ión 
onstruí-da 
omo un determinante de Slater 
ontiene un 
ambio de signo por 
adapermuta
ión entre dos partí
ulas. No obstante, en una dimensión, es posible
orregir el signo sin modi�
ar la e
ua
ión que estamos resolviendo ya que pode-mos 
onstruir una fun
ión totalmente antisimétri
a de módulo 1 en las regionesdonde xi 6= xj . Es fá
il 
omprobar que tal fun
ión es:
A(x1, . . . , xN) =

∏

i<j

sgn(xi − xj) , (2.32)donde sgn es la fun
ión signo. Enton
es
|A(x1, . . . , xN)| = 1 , (2.33)y

A(x1, . . . , xN ) = −A(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(N)) (2.34)si σ es 
ualquier permuta
ión de dos objetos. Esta observa
ión le fue su�
ientea M. Girardeau para probar [Girard60℄ que la solu
ión de la e
ua
ión (2.28)puede mapearse de manera biunívo
a sobre un problema de fermiones libres yaque, por las propiedades indi
adas anteriormente, queda 
laro que la solu
ióndel problema bosóni
o se es
ribe 
omo:
ψB = AψF , (2.35)y vi
eversa (A2 = 1). Por lo tanto, a 
ada una de las autofun
iones del proble-ma de bosones intera
tuantes le 
orresponde una úni
a solu
ión del problemade fermiones no intera
tuantes dada por la rela
ión (2.35), ambas solu
ionestienen la misma energía. El determinante de Slater se 
onstruye resolviendoun problema aún más simple, ya que para 
onstruirlo sólo debemos 
al
ularlas autofun
iones del problema de una partí
ula (2.31).Más explí
itamente enton
es podemos a�rmar que las solu
iones del problemade bosones fuertemente intera
tuantes en 1D es:

ψ(x1, . . . , xN) =
1√
N !

A(x1, . . . , xN) det [φαi
(xj)] , (2.36)
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onjunto de autofun
iones {φαi
}Ni=1 de la e
ua
ión (2.31) determinael nivel de energía

E = E1p
α1

+ . . .+ E1p
αN

. (2.37)Veamos algunas de la 
ara
terísti
as que pueden inferirse a partir de lo di
hoanteriormente. Supongamos que queremos 
onsiderar el estado fundamental delsistema de bosones intera
tuantes. Enton
es debemos 
onsiderar las primeras
N autofun
iones de la e
ua
ión (2.31) y 
onstruir (2.36). Dado que |A| = 1se tendrá |ψB| = |ψF|, es de
ir que las propiedades lo
ales del problema debosones intera
tuantes, 
omo por ejemplo la densidad de partí
ulas en unpunto, serán exa
tamente las mismas que las propiedades lo
ales del problemade fermiones no intera
tuantes. Sin embargo, las propiedades no lo
ales deambos sistemas diferirán fuertemente debido a la presen
ia de la fun
ión Aen (2.36). Por ejemplo 
onsideremos los números de o
upa
ión de los estadosde una partí
ula para alguna base de fun
iones {χi}i≥1. Si se elige di
ha base
omo base de autoestados del hamiltoniano, enton
es es 
laro que los númerosde o
upa
ión para el problema fermióni
o serán nF (k) = 1 si k ≤ kF , mientrasque nF (k) = 0 si k ≥ kF , 
on kF el nivel de Fermi. Sin embargo, en el 
asobosóni
o tendremos que ha
er una integral no trivial. Re
ordemos primero que
iertas propiedades no lo
ales, 
omo los números de o
upa
ión de los estadosde una partí
ula, pueden ser 
al
ulados a partir de la matriz densidad redu
ida
n(x, y):

n(x, y) = N

∫

ψ∗(x, x2, . . . , xN)ψ(y, x2, . . . , xN) dx2, . . . , dxN . (2.38)Enton
es, a partir de esta 
antidad es fá
il ver que los números de o
upa
iónse obtienen 
omo
〈n̂k〉 = n(k) =

∫

χ∗
k(x) n(x, y) χk(y) dxdy . (2.39)En la e
ua
ión que de�ne a n(x, y), a diferen
ia del 
aso fermióni
o, no todaslas fun
iones signo provenientes de A pueden 
an
elarse. Esto ha
e que lapobla
ión de los estados de una partí
ula di�era notablemente en ambos 
asos.
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Figura 2.2: Números de o
upa
ión para el estado fundamental de un sis-tema de N ≫ 1 fermiones no intera
tuantes nF (k) y N bosones fuertementeintera
tuantes nB(k) en una 
aja (
ondi
iones de 
ontorno nula en los ex-tremos). Los autoestados se indexan 
on un natural k ∈ N que rotula losautoestados del hamiltoniano de una partí
ula {sin
(
kπx
L

)
}k≤1.En la Figura (2.2) se muestran los números de o
upa
ión aso
iados al estadofundamental para ambos sistemas 
uando N ≫ 1 y las partí
ulas se en
uentran
on�nadas en una 
aja (
ondi
iones de 
ontorno nula en los extremos). En el
apítulo 4 volveremos a tratar este problema en más detalle para terminar
ara
terizando la distribu
ión de impulsos en el 
aso de k grande.



Capítulo 3
Condensados en 1D e intera

ión
on super�
ies periódi
as

El alto grado de 
ontrol en los experimentos 
on sistemas de gases ultrafríosha abierto la posibilidad de utilizarlos 
omo dete
tores lo
ales de la intera

iónentre átomos y super�
ies [AnPiSt04, CPSMI05, DPRL08, DJPA08℄. Motiva-dos por los re
ientes experimentos en los que se implementaron exitosamente
ondensados de Bose-Einstein para medir la intera

ión de Casimir-Polder en-tre un átomo y una super�
e plana [HOMGC05, OWAPSC07℄, en este 
apítuloestudiaremos 
úal es el efe
to de una super�
ie 
orrugada sobre el espe
trode ex
ita
iones de un 
ondensado unidimensional y 
ómo a partir de éste sepodría obtener informa
ión respe
to de la intera

ión entre los átomos y lasuper�
ie. De esta forma bus
amos proponer una alternativa en la que se ex-plote la 
oheren
ia del 
ondensado para resolver el problema de una geometríamás 
ompleja estable
iendo bajo qué 
ondi
iones experimentales se podríanrevelar los efe
tos no triviales de la geometría en di
ha intera

ión. En parti-
ular enfo
aremos nuestro análisis sobre el término lateral de la intera

ión deCasimir-Polder [DJPA08℄.Para ello, en las primeras se

iones de este 
apítulo, estudiaremos el efe
to
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ión 
on super�
ies periódi
asde un poten
ial periódi
o sobre un gas débilmente intera
tuante 
uando ladinámi
a del mismo está restringida a una dimensión espa
ial. Luego 
onsi-deraremos la intera

ión de este gas 
on luz láser para explorar el me
anismode espe
tros
opía 
omunmente utilizado en las medi
iones del espe
tro de ex-
ita
iones del 
ondensado [SOKD02, SKODTD03℄. En di
hos experimentos setransmite impulso lineal al gas de manera resonante 
uando los láseres uti-lizados se 
ombinan de manera de satisfa
er la rela
ión de dispersión de lasex
ita
iones 
ole
tivas del mismo. Finalmente utilizaremos todos estos resulta-dos para estimar perturbativamente el efe
to de una super�
ie 
orrugada sobreun 
ondensado, 
al
ulando el poten
ial de Casimir-Polder que a
túa sobre elmismo y su efe
to sobre el espe
tro de ex
ita
iones. Con ello se prodría te-ner una medida indire
ta de la intera

ión 
ondensado-super�
ie a través delimpulso transferido en el experimento espe
tros
ópi
o.3.1. Dinámi
a unidimensional del gasEn esta se

ión bus
aremos estudiar el espe
tro de un gas 
uya dinámi
aestá restringida a una dimensión espa
ial. En lo que sigue apli
aremos la teoríade 
ampo medio para des
ribir esta situa
ión, pero al ha
er ésto se debentener en 
uenta las restri

iones bajo las 
uales esta teoría es apli
able. Enparti
ular hemos visto que, para que la teoría fun
ione 
orre
tamente, la es
alade re
upera
ión ξ debe ser mayor que la distan
ia típi
a entre los átomosdel gas d. El 
o
iente entre ambas es
alas tiene una dependen
ia no trivial
on la dimensionalidad del gas, ya que si estamos en presen
ia de un gastridimensional se tendrá que
ξ/d ∝ n−1/6 , (3.1)lo 
ual nos di
e, quizá 
omo es de esperar intuitivamente, que a medida quela densidad n → 0 mejor será la aproxima
ión dada por la teoría de 
ampomedio. Sin embargo, si las partí
ulas son 
on�nadas radialmente a un tamaño
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a unidimensional del gas 25del orden o menor que la distan
ia típi
a entre ellas la ley de es
ala de lavariable d 
on n será d ∝ n−1 (en lugar de d ∝ n−1/3 
omo en 3D) pero, dadoque ξ seguirá siendo propor
ional a n−1/2 (
omo lo muestra la e
ua
ión (2.26)),tendremos:
ξ/d ∝ n1/2 . (3.2)Es de
ir que 
uando la se

ión transversal del gas se ha
e menor a la distan
iatípi
a entre átomos el 
omportamiento 
on la densidad se invierte, y la teoríade 
ampo medio deja de valer para gases extremadamente diluídos. En efe
toen este límite el gas se vuelve fuertemente intera
tuante [PitStr03℄. En este
apítulo enton
es estudiaremos el 
aso de un gas 
uya dinámi
a se restringe auna dimensión pero en el rango de parámetros en los que la aproxima
ión de
ampo medio sigue siendo válida. En el próximo 
apítulo 
onsideraremos endetalle el 
aso 
omplementario de un gas unidimensional fuertemente intera
-tuante utilizando el formalismo de Girardeau.3.1.1. E
ua
ión de 
ampo medio efe
tiva en 1DEn esta subse

ión veremos 
ómo la dinámi
a del gas en la aproxima
ión de
ampo medio da una e
ua
ión de Gross-Pitaevskii efe
tiva en una dimensión.Bus
aremos 
al
ular el espe
tro de ex
ita
iones de un 
ondensado atrapado enla proximidad de una super�
ie 
omo se esquematiza en la Figura 3.1. Para ellola idea bási
amente será proye
tar la e
ua
ión tridimensional sobre el estadofundamental de la 
omponente que proviene del término radial. Esta situa
iónlímite en que la dinámi
a está restringida a 1D se puede al
anzar 
uando el
on�namiento radial es muy intenso. A �n de poder apli
ar de manera dire
talos resultados obtenidos en esta se

ión al 
aso de interés de un 
ondensado enla proximidad de la super�
ie, es
ribiremos la e
ua
ión de Gross-Pitaevskii enla forma:

i~
∂ψ(x, t)

∂t
=

(

−~2∇2

2m
+ V (x) + g|ψ(x, t)|2

)

ψ(x, t) , (3.3)
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ión 
on super�
ies periódi
as
ẑ

x̂

BEC

λ

U = UN (z) + UL(x, z)

Superficie CorrugadaFigura 3.1: Condensado en la proximidad de una super�
ie 
orrugada.Aquí U = UN(z) + UL(x, z) representa el poten
ial de Casimir-Polder a
-tuando sobre el 
ondensado.donde el término de poten
ial externo V será
V (x) =

1

2
m(ω2

z(z − z1)
2 + ω2

yy
2 + ω2

xx
2)

︸ ︷︷ ︸

Trampa

+UN(z) + UL(x, z)
︸ ︷︷ ︸

Casimir−Polder

, (3.4)
aquí los tres primeros términos provienen de la trampa que 
on�na al gas enla dire

ión radial (en el plano y, z) y axial (
on fre
uen
ia ωx), mientras quelos dos últimos representarán la intera

ión de los átomos 
on la super�
ie(notar que el 
ero de las 
oordenadas se va a medir respe
to de ésta). Eltérmino UN (z) representa la 
omponente normal de la intera

ión, mientrasque UL(x, z) es el término lateral [DPRL08℄ que se bus
a estudiar. En lo quesigue 
onsideraremos la situa
ión en que el 
on�namiento radial es intenso yel poten
ial debido a la super�
ie sólo a
túa 
omo una perturba
ión. Por elloharemos una expansión del poten
ial alrededor del punto z0 elegido de formaque:

mω2
z(z0 − z1) +

∂UN (z)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=z0

= 0 . (3.5)
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a unidimensional del gas 27Esto nos da la siguiente expansión en serie de Taylor:
1

2
m
(
ω2
z(z0 − z1)

2 + ω2
yy

2 + ω2
xx

2
)
+ UN(z0) + UL(x, z0) +

∂UL(x, z0)

∂z
(z − z0) +

1

2
mω2(z − z0)

2 +O(∂2zUL(z, x)(z − z0)
2) +

O(∂3zUN (z)(z − z0)
3) +O(∂3zUL(z, x)(z − z0)

3) +

O(∂4zUN (z)(z − z0)
4) +O(∂4zUL(z, x)(z − z0)

4) + . . . , (3.6)donde:
ω2 = ω2

z +
1

m

∂2UN(z)

∂z2

∣
∣
∣
∣
z=z0

. (3.7)En lo que sigue �jaremos ω = ωy. Notar que la 
omponente normal de laintera

ión de Casimir-Polder renormaliza la fre
uen
ia del os
ilador en ladire

ión ortogonal a la super�
ie 
omo se muestra en la Figura (3.2).Para obtener la e
ua
ión que da la dinámi
a efe
tiva en 1D expandiremos al
ampo medio ψ(x, t) 
omo:
ψ(x, t) =

∑

n

fn(r)ϕn(x, t) , (3.8)donde las fun
iones {fn(r)} son autofun
iones del operador
−(~2/2m)∆r +mω2r2/2 , (3.9)y r =

√

y2 + (z − z0)2 (dado que 
onsideraremos 
ondi
iones ini
iales 
onsimetría de rota
ión podemos omitir la dependen
ia angular). La dinámi
aefe
tiva en 1D enton
es se obtiene 
uando proye
tamos la e
ua
ión (3.3) so-bre f0(r), la autofun
ión 
orrespondiente al estado fundamental del operadorradial. La dinámi
a del 
oe�
iente ϕ0(x, t) se desa
opla de los {ϕj(x, t)}j≥1
uando µ≪ ~ω, y por lo tanto bajo esta 
ondi
ión tendremos
ψ(x, t) ≈ f0(r)ϕ0(x, t) . (3.10)Para ver esto 
omen
emos 
on la e
ua
ión tridimensional en la que el poten
ialarmóni
o, 
on simetría de rota
ión, es el término dominante 
omo poten
ial
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on super�
ies periódi
as

z

UN(z), término CP Normal

UN(z) +
1
2mω

2
z(z − z1)

2

z0

1
2mω

2
z(z − z1)

2, trampa

U(z)

Potencial total (componente z)

Figura 3.2: Componente del poten
ial total a
tuando en la dire

ión nor-mal a la super�
ie.externo. El término adi
ional, que representa todos los términos no armóni
osen (3.6) lo denotaremos por v(x, z) (notar que v(x, z) ≪ ~ω)
i~ψ̇ = − ~2

2m
∇2ψ +

m

2
(ω2r2 + ω2

xx
2)ψ + g|ψ|2ψ + v(x, z)ψ . (3.11)Expandamos ψ en la base que diagonaliza la parte radial: {fn(r)}n≥0 , auto-fun
iones de − ~2

2m
∆r+

m
2
ω2
rr

2 (re
ordar que omitiremos la dependen
ia angularpor la simetría que supondremos para la 
ondi
ión ini
ial, de todas formas elmismo análisis se puede generalizar fá
ilmente al 
aso en que no existe talsimetría repitiendo el argumento a 
ontinua
ión en 
oordenadas 
artesianas).Enton
es, dado que 
onsideraremos sólo pequeñas perturba
iones del estado
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a unidimensional del gas 29base del problema podemos bus
ar la 
ondi
ión de desa
ople sobre una solu
iónde la forma ψ =
∑

n fn(r)ϕn(x)e
−iµ0t/~. Usando esta expansión y proye
tandola e
ua
ión sobre la k-ésima autofun
ión radial fk:

µϕk = − ~2

2m
∂2xϕk + v(x, z)ϕk + k ~ωϕk +

m

2
ω2
xx

2 ϕk

+ g
∑

n1,n2,n3

(fk, fn1fn2fn3)ϕ
∗
n1
ϕn2ϕn3 , (3.12)donde ( , ) indi
a produ
to interno 
on fun
ión de peso r y µ = µ0 − ~ω serede�nió absorbiendo la energía de punto 
ero ~ω (notar que obviamente lostérminos 
orrespondientes a un poten
ial 
onstante siempre se pueden absorver
omo un 
ambio de fase global). Enton
es, lo que bus
amos mostrar aquí esque la e
ua
ión 1D efe
tiva es

µϕ0 = − ~2

2m
∂2xϕ0 + v(x, z)ϕ0 +

m

2
ω2
xx

2 ϕ0 + g (f0, f
3
0 )ϕ

∗
0ϕ0 ϕ0 . (3.13)Para ver bajo qué 
ondi
iones ésto es así estimemos el error que se genera pordespre
iar los términos de a
oplamiento a modos 
on k 6= 0 que no estamosin
luyendo en esta e
ua
ión. Cuando los modos 
on k 6= 0 tengan amplitudespequeñas podremos aproximarlos al orden más bajo por:

µϕk = − ~2

2m
∂2xϕk + v(x, z)ϕk + k ~ω ϕk +

m

2
ω2
xx

2 ϕk

+ g (fk, f
3
0 )ϕ

∗
0ϕ0ϕ0 , (3.14)enton
es, usando la aproxima
ión de Thomas-Fermi podemos despejar ϕk y verde qué orden es el término que este modo indu
e sobre la e
ua
ión para ϕ0, esmás dado que sólo bus
amos estimar el orden de magnitud podemos omitir lostérminos de poten
ial mω2

xx
2/2 y v(x, z). Enton
es, la e
ua
ión aproximadapara φk es:

ϕk ≈
g(fk, f

3
0 )|ϕ0|2ϕ0

µ− k ~ω
. (3.15)Ahora veamos 
úal es el efe
to de este aproximante para ϕk en el término nolineal ϕkϕ

∗
0ϕ0 (que será el término de a
ople más importante en estas 
ondi-
iones) que estaríamos despre
iando en la e
ua
ión aproximada (3.13) para ϕ0.
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ión 
on super�
ies periódi
asLuego, de lo anterior, tenemos que el término que estamos despre
iando es:
g(f0, f

2
0 fk)|ϕ0|2ϕk = g(f0, f

2
0 fk)|ϕ0|2

g(fk, f
3
0 )|ϕ0|2ϕ0

µ− k ~ω
. (3.16)Enton
es pedimos que el término no lineal que sí estamos teniendo en 
uenta

g(f0, f
3
0 )|ϕ0|2ϕ0 , (3.17)sea mu
ho mayor al que estamos despre
iando. Ésta 
ondi
ión se transformaen:

(f0, f
3
0 )

2 ≫
∣
∣
∣
∣

µ

µ− k ~ω

∣
∣
∣
∣
(fk, f

3
0 )

2 . (3.18)Por otro lado, el primer valor de k 6= 0 
orrespondiente a una autofun
iónsin dependen
ia angular es k = 2 [CTDL06℄, por lo tanto usando que
(f0, f

3
0 ) = 1/2π y |(f2, f 3

0 )| = 1/4π en
ontramos que la 
ondi
ión para que ladinámi
a radial permanez
a 
ongelada en el estado base f0 y desa
oplada delos demás modos es:
µ ≪ 8

5
~ω . (3.19)Finalmente utilizamos éste 
ál
ulo en nuestro 
aso espe
í�
o. Teniendo en
uenta las e
ua
iones (3.3), (3.4) y (3.6), podemos realizar la proye

ión sobreel modo f0 que nos provee de la siguiente e
ua
ión de Gross-Pitaevskii efe
tivapara ϕ0(x, t):

i~∂tϕ0(x, t) = − ~2

2m

∂2ϕ0

∂x2
(x, t) + UL(x, z0)ϕ0(x, t)

+
m

2
ω2
xx

2ϕ0(x, t) + gef |ϕ0(x, t)|2ϕ0(x, t) , (3.20)donde la 
onstante de a
oplamiento efe
tiva es
gef = g/2πσ2. (3.21)Aquí σ representa el an
ho típi
o del per�l gaussiano σ2 = ~/mω. Dado que elpoten
ial de Casimir-Polder de
ae aproximadamente 
omo una ley de poten
ias
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a unidimensional del gas 31[DJPA08℄, los términos en (3.20) que estamos despre
iando son de orden
O
((

σ

z0

)2

UL(x, z0)

)

+O
((

σ

z0

)4

UN (z0)

)

. (3.22)Esto quiere de
ir que la dinámi
a unidimensional efe
tiva del 
ondensado (3.20)nos permitirá estudiar el término lateral UL(x, z0) 
uando σ/z0 ≪ 1, o sea
uando el an
ho típi
o del 
ondensado sea menor a la distan
ia media del
ondensado a la super�
ie. La e
ua
ión (3.20) es el resultado prin
ipal deésta se

ión y será la que utilizaremos para estudiar el gas unidimensionalen el régimen de 
ampo medio. A 
ontinua
ión 
al
ularemos el espe
tro deex
ita
iones 
uando UL(x, z0) = UL,kc cos(kcx).3.1.2. Espe
tro en presen
ia de un poten
ial periódi
odébilDado que en el 
aso de interés prá
ti
o que bus
amos estudiar la es
alatípi
a de varia
ión del poten
ial de Casimir-Polder es mu
ho menor a la es-
ala típi
a de varia
ión de la trampa axial que 
on�na al gas, en esta se

ión
al
ularemos el espe
tro de (3.20) 
on ωx = 0. En la próxima se

ión veremos
ómo in
luir el efe
to de la trampa en el observable del experimento. Por lotanto resolveremos:
i~∂tϕ0(x, t) = − ~2

2m

∂2ϕ0

∂x2
(x, t) + UL(x, z0)ϕ0(x, t)

+gef |ϕ0(x, t)|2ϕ0(x, t) , (3.23)donde el poten
ial de Casimir-Polder se asumirá de la forma
UL(x, z0) = UL,kc cos(kcx) , (3.24)aquí el número de onda kc = 2π/λ 
on λ la longitud de onda de la 
orruga
iónen el per�l de alturas de la super�
ie. Dado que este poten
ial será débilbus
aremos el efe
to al orden más bajo, el 
aso de un poten
ial periódi
o
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ión 
on super�
ies periódi
asgenéri
o (que se obtiene obviamente 
omo suma de términos de fre
uen
ias
nkc) se sigue fá
ilmente repitiendo el argumento que daremos a 
ontinua
ión.El espe
tro de ex
ita
iones puede 
al
ularse linealizando sobre una solu
iónpara el estado fundamental obtenida bajo la aproxima
ión de Thomas-Fermi.Para esto es
ribimos

ϕ0(x, t) = e−iµt
~ [ϕTF(x) + δϕ(x, t)] , (3.25)donde la solu
ión de Thomas-Fermi se 
al
ula 
omo en el 
apítulo 2:

ϕTF(x) =

(
µ− UL(x, z0)

gef

)1/2

. (3.26)Para en
ontrar el espe
tro de ex
ita
iones expandimos δϕ
δϕ(x, t) = u(x) e−iEt

~ + v(x) ei
Et
~ . (3.27)Insertando las e
ua
iones (3.26) y (3.27) en la e
ua
ión (3.23) obtenemos elsistema

E u = − ~2

2m

d2u

dx2
+ (µ− UL(x, zcm))(u+ v∗) ,

−E v = − ~2

2m

d2v

dx2
+ (µ− UL(x, zcm))(u

∗ + v) . (3.28)Para resolver estas e
ua
iones al orden más bajo en UL (que es la perturba
iónpequeña) haremos una expansión en teoría de perturba
iones para la energía
E(q) = E(0)(q) + E(1)(q) + . . . . (3.29)Aquí las autofun
iones que 
orresponden al orden 
ero E(0)(q) obviamente sonondas planas (de allí la indexa
ión 
on el número de onda q), por lo que aorden 
ero la solu
ión tiene la forma
u(0)(x) =

∑

q u
(0)
q exp(iqx) ,

v(0)(x) =
∑

q v
(0)
q exp(iqx) ,

(3.30)



3.1 Dinámi
a unidimensional del gas 33y el espe
tro E(0)
q es igual al espe
tro de Bogoliubov EB(q)

E(0)
q = EB(q) =

√

Tq (Tq + 2µ) , (3.31)donde
Tq =

~2q2

2m
. (3.32)Para en
ontrar la solu
ión a primer orden ahora ha
emos una expansión sobreesta base de autofun
iones de orden 
ero. Como o
urre en el 
aso de partí
ulasno intera
tuantes [AshMer76℄ los estados sin perturbar se a
oplan debido a

UL y, a primer orden en el poten
ial periódi
o, se abren gaps en los bordesde la primer zona de Brillouin, es de
ir, 
uando q = ±kc/2. Notar que para elpoten
ial elegido (3.24) sólo tenemos dos 
oe�
ientes de Fourier no nulos en±kcy de valor UL,kc/2. Diagonalizando el problema para los estados degeneradosen un entorno de kc/2 y −kc/2 obtenemos un espe
tro 
omo el que se muestraen la Figura (3.3). Allí indi
amos las dos ramas del espe
tro por E± y laposi
ión del gap en el valor q = kc/2. A diferen
ia 
on el 
aso de partí
ulas nointera
tuantes en este 
aso la magnitud del gap no es el 
oe�
iente de Fourier
|UL,kc| del poten
ial en serie de 
osenos sino

∆Ekc/2 = |UL,kc| × F (kc/2) , (3.33)donde la fun
ión F (q) viene dada por:
F (q) = Tq/E

(0)
q . (3.34)En la Figura (3.4) se muestra una grá�
a de esta fun
ión en la que se ha�jado 
omo es
ala típi
a de impulsos kµ proveniente de la es
ala de energía

µ = ~2k2µ/2m. En el régimen en que las ex
ita
iones 
orresponden a partí
u-las no intera
tuantes, q/kµ ≫ 1 se tiene que F (q) → 1, 
omo uno podríaesperar intuitivamente. En el 
aso opuesto la supresión es lineal, y en gene-ral F (q) < 1 ∀q. Esto puede entenderse en el 
ontexto de la aproxima
iónde Thomas-Fermi, dado que la densidad en el estado fundamental será ma-yor en los pozos de poten
ial y por lo tanto allí también se tendrá un mayor
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ión 
on super�
ies periódi
as

E−(q)

qq = kc/2

F (q)|UL,kc|

E(q)

E+(q)

Figura 3.3: Espe
tro de ex
ita
iones de un 
ondensado sometido a unpoten
ial periódi
o débil. Se muestran las dos ramas del espe
tro E± y laposi
ión del gap en el borde de la primer zona q = kc/2.efe
to de repulsión debido al término de intera

ión entre los átomos gef |ϕ|2(que asumiremos siempre positivo). De ésta forma el efe
to siempre resultaser un apantallamiento par
ial del poten
ial periódi
o impuesto. Cabe notarademás que en el 
aso límite de ex
ita
iones de baja energía nuestro 
ál
uloestá en a
uerdo 
on estudios previos de 
ondensados en poten
iales periódi
os[BeSoMo98℄.3.2. Espe
tros
opía del 
ondensadoEn esta se

ión veremos 
omo se puede utilizar la intera

ión del 
onden-sado 
on luz para revelar el espe
tro de ex
ita
iones. Primeramente 
onside-raremos un ejemplo aún más sen
illo que el de la se

ión anterior para exhibirla idea bási
a de la té
ni
a. Luego veremos 
ómo se puede tratar el 
aso másgeneral de espe
tros
opía [PitStr03, ToDa03, BlaBal00, BlBaGa02℄, que será
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q/kµ

F (q)

Figura 3.4: Fun
ión F que modula la amplitud del gap en términos de lavariable adimensional q/kµ.de interés en 
onexión 
on la intera

ión de Casimir-Polder.Lo que 
onsideraremos en primera instan
ia será la tasa de impulso transferi-do a un 
ondensado homogéneo por la intera

ión de los átomos 
on el 
ampoele
tromagnéti
o apli
ado a través de un láser. El impulso transferido al gaspuede ser medido por tiempo de vuelo, y por lo tanto a partir de esta 
antidadpodremos extraer informa
ión del sistema.Como hemos 
omentado en la introdu

ión, el poten
ial que afe
ta a los áto-mos en presen
ia de un 
ampo elé
tri
o es propor
ional al 
uadrado del 
am-po. Usando esta intera

ión puede demostrarse [BlaBal00℄ que a partir de dosláseres 
on número de onda k1 y k2 y 
on fre
uen
ias ω1 y ω2 es posible generarun poten
ial sobre el 
ondensado de la forma:
VL cos(q · x− ωt) , (3.35)donde q = k1 − k2 y ω = ω1 − ω2. Di
ho poten
ial genera un término deintera

ión 
on el láser de la forma

Hlas
int =

∫

ψ̂†(x, t)ψ̂(x, t) VL cos(q · x− ωt) , (3.36)
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ión 
on super�
ies periódi
asDado que estamos interesados en el 
aso unidimensional es
ribiremos q =

qx̂, enton
es tendremos que la tasa de impulso transferida al gas debido a laperturba
ión indu
ida por el láser es
〈Ṗ〉laser = VL

∫

x

q sin(qx− ωt) 〈ψ̂†(x, t)ψ̂(x, t)〉 . (3.37)Para 
al
ular el valor medio de la fun
ión de dos puntos adoptaremos la aproxi-ma
ión de 
ampo medio. Para ello supondremos además que el gas está en elestado fundamental y que el láser es una pequeña perturba
ión que se apli
aa partir de t = 0. Luego, tenemos que resolver al orden más bajo
i~ψ̇ = − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ g|ψ|2ψ +Θ(t) VL cos(qx− ωt)ψ , (3.38)donde Θ es la fun
ión es
alón de Heaviside. Dado que para t < 0 el láserestá apagado, en ése intervalo basta es
ribir ψ0 = φ e−iµt. Al prender el láser,queremos 
apturar una perturba
ión de esta solu
ión a primer orden en VL.Es
ribiendo la perturba
ión ξ(x, t) 
omo:
ψ = (φ+ ξ)e−iµt/~ , (3.39)y quedándonos al orden más bajo en la amplitud del láser, ξ(x, t) veri�
a lae
ua
ión:

i~ξ̇ = − ~2

2m

∂2ξ

∂x2
+ µ (ξ + ξ∗) + VL φ cos(qx− ωt) , (3.40)donde φ =

√

N/V siendo V el volumen (aquí en 1D). Ahora bien, de�namos
u, v tales que

ξ(x, t) = u(x, t) + iv(x, t) . (3.41)Enton
es estas dos fun
iones reales veri�
an:
−~ v̇ = − ~2

2m

∂2u

∂x2
+ 2µ u+ VL φ cos(qx− ωt)

~ u̇ = − ~
2

2m

∂2v

∂x2
(3.42)



3.2 Espe
tros
opía del 
ondensado 37La 
ondi
ión ini
ial del problema es ξ(x, 0) = 0. Enton
es lo que debemosha
er es bus
ar una solu
ión parti
ular, todas las solu
iones del homogéneo,sumarlas, y �nalmente �jar los 
oe�
ientes de manera tal que ξ(x, 0) = 0. Esfá
il ver que la solu
ión general del homogéneo es:






uh =
∑

k αk sin(Ωkt− kx+ θαk) + βk sin(Ωkt + kx+ θβk)

vh =
∑

k
αkΩk

Tk
cos(Ωkt− kx+ θαk) +

βkΩk

Tk
cos(Ωkt + kx+ θβk)

~
2Ω2

k = T 2
k + 2µTk Tk = ~2k2

2m

(3.43)También es trivial en
ontrar una solu
ión parti
ular, 
omo por ejemplo:






up = A cos(qx− ωt) A = φVLTq

~2(ω2−Ω2
q)

vp = B sin(qx− ωt) B = φVLω
~(ω2−Ω2

q)

(3.44)Imponiendo la 
ondi
ión ini
ial se obtiene θαq = θβq = π/2, αq =

−1
2
A
(

1 + ω
Ωq

) y βq = 1
2
A
(

ω
Ωq

− 1
). Los 
oe�
ientes 
on k 6= q se anulan.Enton
es, usando estos resultados en la e
ua
ión para el impulso transferido(3.37):

〈Ṗ〉laser = VL

∫

q sin(qx− ωt) 2φ u(x, t) dx , (3.45)que 
on la fórmula explí
ita de u nos 
ondu
e a
〈Ṗ〉laser = 2qVLφαq

∫

sin(Ωqt− qx+ π/2) sin(qx− ωt) dx =

= −qVLφαq [Volumen] sin ((Ωq − ω)t) . (3.46)Usando el valor αq obtenemos
〈Ṗ〉laser = −1

2
N V 2

L q
Tq
~Ωq

[
sin ((Ωq − ω)t)

~(Ωq − ω)

]

. (3.47)Claramente vemos que el impulso se transmite de manera resonante 
uando
ω = Ωq, es de
ir 
uando los parámetros que de�nen al poten
ial del láser q y
ω satisfa
en la rela
ión de dispersión para las ex
ita
iones 
ole
tivas del gas

~ω =
√

T 2
q + 2µTq . (3.48)
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ión 
on super�
ies periódi
asEste es el punto 
lave de la espe
tros
opía. El tiempo de apli
a
ión del pulsoláser t determina la inversa del an
ho en fre
uen
ia, es de
ir el límite de resolu-
ión del método. En el 
aso de interés que bus
amos analizar es más 
omplejoque este ejemplo, ya que el 
ondensado ini
ialmente no es homogéneo sino queestá sometido a un poten
ial de la forma:
m

2
ω2
xx

2 + UL(x, z0) , (3.49)donde el poten
ial parabóli
o 
on�nante varía lentamente respe
to de la es
alatípi
a λ de varia
ión del poten
ial periódi
o pequeño UL. Si bien la tasa deimpulso transferida ha sido estudiada en el 
aso de un poten
ial armóni
o[BDPSZ01, ToDa03℄ o, por otro lado, para un poten
ial periódi
o [MKPS03℄,aquí estamos en una situa
ión diferente ya que bus
amos 
al
ular el efe
to
ombinado de ambos términos bajo las restri

iones antes indi
adas. En el 
asomás general es 
onveniente es
ribir la tasa de impulso transferida al 
ondensado(debido al láser) en la forma [PitStr03℄
〈Ṗ〉laser = 2 q V 2

L

∫

S(q, ω′)
sin ((ω − ω′)t)

ω − ω′
dω′ , (3.50)donde S(q, ω) es el denominado fa
tor de estru
tura dinámi
o del 
ondensado[PitStr03℄, el 
ual está rela
ionado 
on la respuesta del mismo a una pertur-ba
ión externa y se de�ne de manera general 
omo

S(q, ω) =
1

Q

∑

m,n

e−βEm |〈n| T (q) |m〉|2 δ(~ω − ~ωnm) , (3.51)donde Q es la fun
ión de parti
ión, β = 1/kBT 
on kB la 
onstante de Boltz-mann y T la temperatura, T (q) un operador arbitrario, indexado por q, quea
túa sobre los estados |n〉 del sistema y ~ωnm = En − Em es la diferen
ia deenergía entre los estados. En el ejemplo explí
ito que hemos presentado an-teriormente, en el 
ual un 
ondensado uniforme débilmente intera
tuante y atemperatura 
ero es afe
tado por el láser según (3.36), el operador T (q) toma laforma T (q) = ρ†q donde ρq es la transformada de Fourier del operador densidad



3.2 Espe
tros
opía del 
ondensado 39(q 6= 0). Usando la de�ni
ión (3.51) se puede demostrar que [PitStr03℄
S(q, ω) = N

~2q2

2mEB(q)
δ(~ω −EB(q)) , (3.52)lo 
ual nos lleva nuevamente a (3.47). El fa
tor de estru
tura dinámi
o paralos 
ondensados de gases ultrafríos ha sido extensamente estudiado y exis-ten resultados que permiten su 
ál
ulo aproximado en 
iertos 
asos límite[ZPSKS00, PitStr03℄. En parti
ular, si la densidad media de los átomos varíalentamente es posible 
al
ular el fa
tor de estru
tura a través de la aproxima-
ión de densidad lo
al [ZPSKS00, PitStr03℄. Ahora bien, dado que en nuestro
aso de interés tenemos un espe
tro lo
al, que será el de un 
ondensado enun poten
ial periódi
o UL 
al
ulado previamente, y la densidad media aso
ia-da a ése espe
tro lo
al varía lentamente debido al poten
ial parabóli
o 
on�-nante mω2

xx
2/2, podemos utilizar di
ha aproxima
ión de densidad lo
al parael 
ál
ulo del fa
tor de estru
tura. El mismo enton
es es obtenido en la forma[ZPSKS00℄
S(q, ω) ∝

∫

nTF(x)
N~2q2

2mE(x, q)
δ(~ω − E(x, q)) dx , (3.53)donde el espe
tro E(x, q) depende de la densidad lo
al, que en nuestro 
asopuede 
al
ularse utilizando la aproxima
ión de Thomas-Fermi a través delper�l parabóli
o invertido: nTF(x) = [1 − (2x/l)2], aquí l/2 = LTF representala longitud de Thomas-Fermi 
omo la hemos 
al
ulado en la e
ua
ión (2.22)del 
apítulo 2. Realizando la integral (3.53) se obtiene que

S±(q, ω) ∝
∣
∣
∣
∣

∂E±(x, q)

∂x

∣
∣
∣
x∗

∣
∣
∣
∣

−1

, (3.54)donde 
ada rama S±(q, ω) está aso
iada 
on una rama del espe
tro de energía
~ω = E±(x∗, q) 
al
ulado en presen
ia del poten
ial periódi
o. Esta últimae
ua
ión determina implí
itamente x∗ = x∗(ω) que debe usarse en (3.54) junto
on la versión lo
al del espe
tro que hemos 
al
ulado para el 
aso de un 
on-densado en presen
ia de un poten
ial periódi
o, el 
ual en la posi
ión del gap
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ión 
on super�
ies periódi
astiene la forma
E±(x, q) = E(0)(x, q)± Tq

2E(0)(x, q)
UL,kc,

E(0)(x, q) =

√
√
√
√T 2

q + 2Tqµ

[

1−
(
2x

l

)2
]

. (3.55)El resultado, que fue evaluado numéri
amente, es una fun
ión S±(q, ω) queresulta divergente 
uando ~ω = E±(0, q) (ver Figura 3.6 para el 
aso par-ti
ular de la próxima se

ión), es de
ir que S 
re
e inde�nidamente 
uandolos parámetros q y ω aso
iados al láser veri�
an la rela
ión de dispersión del
ondensado bajo la a

ión del poten
ial periódi
o (utilizando la densidad me-dia en el origen de 
oordendas x = 0, donde se tiene el mínimo del poten
ialparabóli
o).Para tiempos grandes (
omparados 
on ~/E
(0)
q donde E(0)

q es la energía típi
a)la tasa de impulso transferido debido al láser resulta propor
ional al fa
torde estru
tura dinámi
o, ya que bajo esta 
ondi
ión es posible demostrar quelas otras varia
iones del impulso total del gas, debidas a la trampa parabóli
ay el poten
ial periódi
o débil, resultan despre
iables [MoDaCa10, BlBaGa02℄.Por lo tanto, dada la respuesta resonante del sistema 
uando los parámetrosdel láser veri�
an la rela
ión de dispersión del gas, es posible obtener por estemedio el espe
tro del mismo y 
on ello el valor de los 
oe�
ientes de Fourier delpoten
ial. En la siguiente se

ión utilizaremos los resultados de las se

ionesanteriores para analizar el 
aso espe
í�
o de una super�
ie perfe
tamente re-�e
tora.3.3. Efe
to Casimir-Polder lateral en el gas 1DEn esta se

ión utilizaremos todo lo anterior en el 
aso 
aso 
on
reto deun 
ondensado en la proximidad de una super�
ie 
ondu
tora 
orrugada. Su-pongamos enton
es que un 
ondensado de átomos de 87Rb elongado 
omo el



3.3 Efe
to Casimir-Polder lateral en el gas 1D 41que se muestra en la Figura (3.5) se en
uentra en la proximidad de una su-per�
ie 
on un per�l 
orrugado uniaxial. Para estimar el orden de magnituddel efe
to nos 
on
entraremos en un sólo armóni
o, pero el análisis puede ex-tenderse fá
ilmente en el 
aso más general [MoDaCa10℄. Para estimar el orden
k1, ω1

q, ω

k2, ω2

l

z0

x̂ŷ

ẑ

λ

h

2σ

Figura 3.5: Esquema propuesto para la medi
ión de efe
to Casimir-Polderlateral a través de espe
tros
opía del espe
tro de ex
ita
iones modi�
ado.de magnitud del gap generado por la intera

ión de Casimir-Polder tendremosque poder evaluar el 
oe�
iente de Fourier UL,kc de la e
ua
ión (3.24). Paraello utilizaremos el resultado a primer orden en el per�l de 
orruga
ión h[DPRL08, DJPA08℄ que nos permitirá 
al
ular explí
itamente el valor de UL
uando:
h(x) =

∑

j

hj cos(jkcx) , (3.56)donde hj son los 
oe�
ientes de Fourier del per�l de alturas y λ = 2π/kc es laperiodi
idad. El resultado es
U

(1)
L (x, z0) = −3~cα(0)

8π2ǫ0z5

∞∑

j=0

hj cos(jkcx)g
(1)(jkc, z0) , (3.57)que 
ontiene una fun
ión repuesta g(1)(jkc, z0) para 
ada modo de Fourier.Como es de esperar g(1) → 0 
uando z0/λ→ ∞. Más explí
itamente la fun
ión
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ión 
on super�
ies periódi
asrespuesta se puede 
al
ular en el 
aso de un 
ondu
tor perfe
to 
omo:
g
(1)
perf(k, z) = e−Z (1 + Z + 16Z2/45 + Z3/45), (3.58)
on Z = kz y α(0)/ǫ0 = 47,3× 10−30m3 la polarizabilidad estáti
a para 87Rb.Notar que, en el 
aso ideal, esta fun
ión sólo depende de la variable adimen-sional Z = kz.Supondremos enton
es la situa
ión típi
a en que un 
ondensado de N = 104átomos se en
uentra a una distan
ia z0 = 3µm de una super�
ie 
orrugadauni-axial 
on longitud de onda λ = 2π/kc = 9,75µm y amplitud de 
orru-ga
ión h = 1µm. 
onsideraremos que los átomos se en
uentran atrapados poruna trampa parabóli
a anisotrópi
a 
on ωx = 2π×0,83 Hz y ω = 2π×2,7kHz.Para estos valores se en
uentra que σ = 0,2µm. Además, el poten
ial quími
o

µ y la longitud de Thomas-Fermi LTF = l/2 quedan determinados por:
N =

∫

φ2
0,TF(x) dx (3.59)y

µ =
1

2
mω2

x(l/2)
2 , (3.60)donde φ0,TF es la solu
ión de Thomas-Fermi para el estado base del problema

1D (es fá
il 
omprobar que para los parámetros propuestos aquí di
ha aproxi-ma
ión es válida). Como hemos notado en la e
ua
ión (2.22) del 
apítulo 2, deestas dos e
ua
iones es fá
il ver que
l/2 = (3gefN/2mω

2
x)

1/3 (3.61)y
µ = (mω2

x/8)
1/3(3gefN/2)

2/3 , (3.62)que para el 
aso parti
ular propuesto nos da l/2 = 408µm y µ = ~3,1kHz.Para estos valores se veri�
a (3.19), por lo que estamos en 
ondi
iones deapli
ar la aproxima
ión en que la dinámi
a radial está 
ongelada. Finalmenteel valor de la energía 
inéti
a en el gap es Tq=kc/2 = ~38Hz y la energía típi
a



3.3 Efe
to Casimir-Polder lateral en el gas 1D 43de las ex
ita
iones 
ole
tivas EB(q) = E
(0)
q = ~485Hz. En estas 
ondi
ionesel impulso transferido al gas en fun
ión de q y ω 
al
ulado a partir de lase
ua
iones (3.54) y (3.55) será 
omo el que se muestra en la Figura (3.6).Con estos valores puede verse que el 
oe�
iente de Fourier para el 
aso de

q
kc/2

S−(q, ω)

ω (Hz)

S(q, ω)

S+(q, ω)

(a.u.)

∆ω

Figura 3.6: Fa
tor de estru
tura dinámi
o (propor
ional al impulso trans-ferido al gas) en fun
ión de q y ω para los parámetros propuestos.
ondu
tor perfe
to es U (1)
3µm,kc

= ~ 1,4Hz y el fa
tor de supresión aso
iadoa éste F (kc/2) = 0,08. Con ello vemos que en este es
enario deberían depoder dete
tarse varia
iones de ~0,1Hz 
entradas en E
(0)
q = ~485Hz pararevelar un efe
to del término lateral de la intera

ión de Casimir-Polder entrela super�
ie y los átomos. Si bien este tipo de 
on�gura
iones son posiblesde implementar, aún no existen datos reportados de espe
tros
opía 
on esaresolu
ión en fre
uen
ia. Otro es
enario posible es 
onsiderar distan
ias ala pared más pequeñas. Es
aleando los parámetros anteriores al rango enque z0 = 0,7µm, λc = 4µm, y h = 100nm, se en
uentra que el gap es de

~50Hz y está 
entrado en una energía de E = ~1,2kHz. Si bien la resolu
iónespe
tros
ópi
a que se ne
esita en estas 
ondi
iones ya ha sido al
anzada en



44 Condensados en 1D e intera

ión 
on super�
ies periódi
aslos experimentos [SOKD02, SKODTD03℄, la distan
ia mínima a la que un
ondensado puede a
er
arse a una super�
ie en experimentos llevados a 
abohasta el momento es de 2µm [Modu09℄. Vemos que aún el rango ne
esariopara revelar los efe
tos del poten
ial de Casimir-Polder lateral no ha sidoal
anzado por los experimentos, no obstante 
reemos que ésta propuesta, la
ual explota la 
oheren
ia del sistema para 
apturar el efe
to de la intea

ión
on la super�
ie, podría superar las limita
iones de otros métodos que hansido diseñados para la medi
ión de la 
omponente normal [HOMGC05℄ y quepara la geometría propuesta aquí se en
uentran a dos órdenes de magnitud dela sensibilidad ne
esaria en tal medi
ión [MoDaCa10℄.En este 
apítulo hemos 
onsiderado el gas unidimensional bajo la aproxi-ma
ión de intera

iones débiles y hemos 
ara
terizado su espe
tro en presen
iade una super�
ie periódi
a. Hemos demostrado que el espe
tro de ex
ita
ionespresenta una diferen
ia 
ualitativa en éste 
aso y también hemos 
ara
terizadoposibles es
enarios para la medi
ión del efe
to. A diferen
ia de otros métodosen los que se utiliza al 
ondensado 
omo un sensor 
lási
o aquí se explota la
oheren
ia del mismo para obtener el valor del 
oe�
iente de Fourier del tér-mino lateral de la intera

ión a partir del espe
tro.En el próximo 
apítulo 
onsideraremos a un gas unidimensional en el límite deintera

iones fuertes y veremos que el prin
ipal observable de los experimentosno sufre 
ambios 
ualitativos frente a perturba
iones en el poten
ial externo.Finalmente 
abe notar que lo di
ho aquí se extiende a una super�
ie periódi
agenéri
a repitiendo lo que hemos he
ho para 
ada armóni
o. Sin embargo, enel 
aso de una super�
ie arbitraria, es de
ir 
on una transformada de Fourier
ontinua, el análisis deja de valer. Por lo tanto éste 
aso tendrá que en
ararsede una forma 
ompletamente diferente a la de éste 
apítulo. Retomaremos estadis
usión en el 
apítulo 5, donde abordaremos el problema de lo
aliza
ión engases ultrafríos.



Capítulo 4Distribu
ión de impulsos en ellímite Tonks-Girardeau
En el presente 
apítulo estudiaremos en detalle el 
aso de un gas unidi-mensional 
on intera

iones fuertes. Como hemos indi
ado en la introdu

iónel modelo que bus
amos estudiar es el de N bosones intera
tuantes en 1D 
onhamiltoniano:

H =
N∑

i=1

(

− ~2

2m

∂2

∂x2i
+ Vext(xi)

)

+
λ

2

∑

i 6=j

δ(xi − xj) . (4.1)El límite de intera

iones fuertes se impone bajo la 
ondi
ión λ→ ∞. En parti-
ular nos 
on
entraremos en estudiar la distribu
ión de impulsos del gas 
omoobservable de interés. Si bien disponemos de la e
ua
ión (2.36) para es
ribir demanera explí
ita 
ada autofun
ión del problema, las propiedades no lo
ales nose derivan fá
ilmente de ésta [Girard60℄. Algunos trabajos posteriores al aportede Girardeau bus
aron des
ribir la pobla
ión de estados de impulso pequeñopara dilu
idar el efe
to de las intera

iones sobre el fenómeno de 
ondensa
iónque se da en el problema no intera
tuante [S
hulz63, Lenard64℄. Sólo dos dé-
adas después se reportaron nuevos resultados analíti
os bus
ando 
ara
terizarel 
omportamiento asintóti
o de la distribu
ión de impulsos [VaiTra79℄. Sin
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ión de impulsos en el límite Tonks-Girardeauembargo, éste problema sólo tuvo interés 
omo un modelo teóri
o hasta quelos rápidos avan
es logrados a partir de los primeros experimentos exitosos en
ondensados de Bose-Einstein permitieron dar un mar
o fa
tible para la reali-za
ión de un gas unidimensional 
on intera

iones fuertes en el laboratorio[Olshan98℄. Ésta propuesta fue exitosa y 2004 se reportaron los dos primerosexperimentos en los que se logró al
anzar el límite de intera

iones fuertes enun gas unidimensional [PWMMFC04, KiWeWe04℄. La inminente posibilidadde a

eder experimentalmente a tal sistema despertó nuevamente el interéssobre el problema planteado por Girardeau y existieron nuevos intentos de
ara
terizar la distribu
ión de impulsos del gas, esta vez teniendo en 
uenta elpoten
ial 
on�nante Vext dependiente de la posi
ión ne
esario para atrapar elgas [LaGiWr02, MiViTo02, FFGW03, RigMur04, RigMur05℄. En todos estostrabajos se en
ontró que la distribu
ión de impulsos del gas, 
on�nado poruna trampa parabóli
a y en el límite de impulsos grandes, presenta una ley dede
aimiento asintóti
a de la forma
n(k) ∝ k−4 k → ∞ , (4.2)que 
oin
ide 
on la observada en el 
aso de un poten
ial 
onstante [VaiTra79℄.Es más, simula
iones numéri
as [RigMur04, RigMur05℄ son 
ompatibles 
on(4.2) para algunos otros poten
iales 
on�nantes. En éste 
apítulo mostraremosque estas observa
iones son 
onse
uen
ia de que tal ley de poten
ias es válidapara todo poten
ial Vext (lo su�
ientemente suave), es de
ir que la distorsión enla distribu
ión de impulsos asintóti
a se debe enteramente a las intera

ionesentre las partí
ulas y es robusta frente a 
ambios en el poten
ial 
on�nante.En las siguientes se

iones en
ontraremos una expresión para la matriz den-sidad redu
ida que luego utilizaremos para derivar una aproxima
ión válidapara des
ribir las propiedades del gas en es
alas pequeñas. Apli
aremos di
haaproxima
ión a un 
aso parti
ular para veri�
ar la 
onsisten
ia del esquema
omparándolo 
on solu
iones exa
tas. Finalmente utilizaremos ésto para ex-plorar el 
omportamiento asintóti
o de la distribu
ión de impulsos y demostrarla ley de de
aimiento (4.2) en el 
aso general.



4.1 Matriz densidad redu
ida 474.1. Matriz densidad redu
idaEl objeto que bus
aremos estudiar es la matriz densidad redu
ida:
n(x, y) = 〈ψ̂†(x)ψ̂(y)〉 . (4.3)Por medio de éste objeto podemos 
al
ular los números de o
upa
ión en
ualquier base de estados de una partí
ula {χi}i≥1 (notar que éstos estadosno ne
esariamente 
orresponden a autoestados del hamiltoniano). Es fá
il verque los números de o
upa
ión n(k) en ésta base son [Ballen98℄:

n(k) = 〈n̂k〉 =
∫

χ∗
k(x) n(x, y) χk(y) dxdy , (4.4)donde n̂k es el operador de número aso
iado al k−ésimo estado de una partí
u-la. De más está de
ir que la base dis
reta {χi}i≥1 puede ser reemplazada poruna base 
ontinua (
omo por ejemplo autoestados de la posi
ión) si así se lodesea.A 
ontinua
ión bus
aremos utilizar la solu
ión es
rita en términos de fun
ionesde onda 
omo hemos visto en el 
apítulo 2, por lo que será más 
onvenientetradu
ir la e
ua
ión (4.3) de segunda 
uanti�
a
ión al lenguaje de fun
ionesde onda. Es fá
il expandir el valor de espe
ta
ión 〈ψ̂†(x)ψ̂(y)〉 en una basede autoestados de la posi
ión para ver que n(x, y) también se puede 
al
ular
omo:

n(x, y) = N

∫

ψ∗(x, x2, . . . , xN )ψ(y, x2, . . . , xN) dx2, . . . , dxN ,donde la fun
ión de onda ψ del sistema de N partí
ulas está normalizada a launidad.Consideremos enton
es la solu
ion (2.36) para un autoestado del problema de
N bosones (4.1)

ψ(x1, . . . , xN) =
1√
N !

A(x1, . . . , xN) det [φαi
(xj)] ,



48 Distribu
ión de impulsos en el límite Tonks-Girardeauaquí las autofun
iones {φαi
}Ni=1 pueden ser 
ualesquiera autofun
iones del pro-blema de una partí
ula (2.31)

Ei φi(x) = − ~2

2m

d2φi

dx2
+ Vext(x)φi(x) . (4.5)Para ha
er más 
ompa
ta la nota
ión, a partir de éste punto, 
ambiaremos larotula
ión de los estados es
ribiendo i para el índi
e αi, es de
ir que denotare-mos dire
tamente al 
onjunto {φαi

}Ni=1 por {φi}Ni=1. Enton
es debe re
ordarseque a 
ontinua
ión {φi}Ni=1 signi�
ará un 
onjunto 
ualquiera de N autofun-
iones diferentes de (2.31) y no el 
onjunto de las primeras N autofun
ionesordenadas por su energía. Con ésto, la matriz densidad redu
ida puede es-
ribirse 
omo
n(x, y) =

1

(N − 1)!

∫

sgn(x− x2) . . . sgn(x− xN ) sgn(y − x2) . . .

× sgn(y − xN)

(
∑

σ∈SN

Sgn(σ)φσ(1)(x)φσ(2)(x2) . . . φσ(N)(xN )

)

×
(
∑

λ∈SN

Sgn(λ)φλ(1)(y)φλ(2)(x2) . . . φσ(N)(xN )

)

× dx2, . . . , dxN , (4.6)donde Sgn(σ) denota el signo de la permuta
ión σ ∈ SN . Asumiendo que y ≥ xes fá
il ver que
n(x, y) =

1

(N − 1)!

∑

σ,λ∈SN

φσ(1)(x)φλ(1)(y)Sgn(σ)Sgn(λ)

×
N∏

j=2

(

δσ(j),λ(j) − 2

∫ y

x

φσ(j)(z)φλ(j)(z) dz

)

, (4.7)donde δl,s es la delta de Krone
ker. Si ahora bus
amos remover la 
ondi
ión
y ≥ x, repetimos el mismo 
ál
ulo, lo que nos llevará a un resultado análogo.
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ida 49El 
aso general se puede es
ribir 
omo:
n(x, y) =

1

(N − 1)!

∑

σ,λ∈SN

φσ(1)(x)φλ(1)(y)Sgn(σ)Sgn(λ)

×
N∏

j=2

(

δσ(j),λ(j) − 2[Θ(y − x)−Θ(x− y)]

×
∫ y

x

φσ(j)(z)φλ(j)(z) dz
)

. (4.8)La e
ua
ión (4.8) es el resultado prin
ipal de esta se

ión y nos permite 
al-
ular de manera exa
ta la matriz densidad redu
ida del problema bosóni
ointera
tuante una vez espe
i�
adas las fun
iones de onda φi para el problemade una partí
ula. Es interesante en éste punto 
omparar la diferen
ia de lamatriz densidad redu
ida (4.8) 
on la que obtendríamos para el 
aso del pro-blema de fermiones no intera
tuantes nF (x, y). Pro
ediendo 
omo en el 
asobosóni
o es fá
il ver que la matriz densidad redu
ida para el sistema de Nfermiones no intera
tuantes es:
nF (x, y) =

1

(N − 1)!

∑

σ,λ∈SN

φσ(1)(x)φλ(1)(y)Sgn(σ)Sgn(λ)

N∏

j=2

δσ(j),λ(j) ,(4.9)Esta e
ua
ión es similar a (4.8) pero no 
ontine el término de prefa
tor [Θ(y−
x)−Θ(x− y)] en la produ
toria. Éste último será enton
es el que generará la
orre

ión bosóni
a respe
to de la matriz densidad para el 
aso fermióni
o. Sise 
onsideran las propiedades lo
ales de ambos sistemas, tomando x = y en(4.8) y en (4.9), ambas matri
es densidad 
oin
iden, sin embargo para x 6= y sepresenta la diferen
ia antes señalada, que será fundamental 
omo mostraremosa 
ontinua
ión.La e
ua
ión (4.9) puede redu
irse aún más:

nF (x, y) =
1

(N − 1)!

∑

σ∈SN

φσ(1)(x)φσ(1)(y) , (4.10)y por lo tanto
nF (x, y) =

N∑

i=1

φi(x)φi(y) . (4.11)



50 Distribu
ión de impulsos en el límite Tonks-GirardeauEs interesante utilizar las e
ua
iones (4.11) y (4.8) para 
omparar los númerosde o
upa
ión de los estados de una partí
ula aso
iados a ambos sistemas.Pongamos enton
es por ejemplo el 
aso de un sistema de N = 5 bosonesfuertemente intera
tuantes y 5 fermiones no intera
tuantes 
on�nados en una
aja de longitud L = 1. Supongamos que ambos sistemas se en
uentran en elestado fundamental. En el 
ál
ulo de los números de o
upa
ión utilizaremos
omo base
{√

2 sin (πkx)
}

k≥1
, (4.12)que es una base de autoestados del hamiltoniano de una partí
ula. El índi
e

k da una medida del impulso lineal de las partí
ulas. Para hallar los númerosde o
upa
ión en esta base utilizaremos la e
ua
ión (4.4). El 
ál
ulo en el 
asofermióni
o es trivial, mientras que para el sistema bosóni
o resulta 
omplejohallar un resultado analíti
o 
ompa
to. Debido a ésto el 
ál
ulo exa
to se
ompletó numéri
amente. En la Figura (4.1) se muestra el resultado de ambos
ál
ulos. El 
aso fermióni
o, 
omo es de esperar, presenta un es
alón ubi
adoen el nivel de Fermi. En el 
aso bosóni
o en 
ambio el estado de menor energíapara el problema de una partí
ula es el que se en
uentra más poblado, 
omo esde esperar para el estado fundamental de un sistema de bosones. Sin embargo,en éste último 
aso, todos los estados 
on k 6= 0 tienen una pobla
ión no nuladebido a las intera

iones. Naturalmente la pobla
ión de los estados dependede la forma espe
í�
a que adopte el poten
ial 
on�nante Vext, no obstante,
omo mostraremos en las siguientes se

iones siempre se tendrá una ley dede
aimiento asintóti
a de la forma n(k) ∝ 1/k4 si k indexa los autoestados delmomento.4.2. Aproxima
ión para impulsos grandesLa 
ompara
ión de las e
ua
iones (4.8) y (4.9) sugiere que, para el 
asode impulsos grandes o lo que es equivalente para distan
ias 
ortas, la 
orre
-
ión bosóni
a a la pobla
ión de los estados podría 
al
ularse sólo teniendo
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Figura 4.1: Números de o
upa
ión n(k) para la base de autoestados deuna partí
ula {√2 sin (πkx)
}

k≥1
, en el estado fundamental de un sistemade N = 5 fermiones (
uadrados rojos) no intera
tuantes y N = 5 bosones(puntos negros) fuertemente intera
tuantes. Las poligonales sólo se exhibenpor 
laridad, n(k) es una fun
ión 
on dominio N.en 
uenta al orden más bajo posible los términos 
orre
tivos de la forma:

−2[Θ(y−x)−Θ(x− y)]
∫ y

x
φσ(j)(z)φλ(j)(z) dz. Esto resulta evidente del he
hode que las es
alas pequeñas se harán importantes 
uando |x− y| sea pequeño,y justamente en éste 
aso, siendo el integrando regular, resultará que el fa
tor

−2[Θ(y−x)−Θ(x− y)]
∫ y

x
φσ(j)(z)φλ(j)(z) dz está a
otado por un número delorden de la longitud del intervalo |x − y|. Éste razonamiento heurísti
o, quejusti�
aremos en detalle en la próxima se

ión, nos 
ondu
irá a una expresión



52 Distribu
ión de impulsos en el límite Tonks-Girardeauaproximada para la matriz densidad redu
ida que será válida para des
ribirlas propiedades de ésta 
antidad en es
alas pequeñas.Por lo tanto, 
onsideraremos 
omo punto de partida la e
ua
ión (4.8) y ex-pandimos el produ
to quedándonos sólo 
on los términos al orden más bajo en
∫ y

x
. Luego de un po
o de álgebra se en
uentra que la forma aproximada parala matriz densidad redu
ida nep es:
nep(x, y) =

N∑

i=1

φi(x)φi(y) + [Θ(y − x)−Θ(x− y)] N (x, y) , (4.13)donde la fun
ión N (x, y) es:
N (x, y) = − 2

∑

i,j

∫ y

x

φi(x)φi(y)φj(z)φj(z)dz

+ 2
∑

i,j

∫ y

x

φi(x)φj(y)φi(z)φj(z)dz . (4.14)Obviamente el primer término de la e
ua
ión (4.13) es nF (x, y), mientras queel segundo da la primer 
ontribu
ión no trivial. Además N (x, y) es una fun-
ión suave muy simple de 
al
ular dado que la suma en (4.14) ya no 
ontienepermuta
iones, por lo que ésta e
ua
ión presenta grandes ventajas a la hora de
al
ular las propiedades en es
alas pequeñas. Cabe notar que en [PezBul07℄ sededu
e una e
ua
ión equivalente pero en forma matri
ial, sin embargo allí nose demuestra la validez de la misma en el régimen de impulsos grandes, he
hoque, 
omo veremos, no es trivial. Otro punto que requiere mayor de�ni
ión es
uál es la es
ala típi
a de transi
ión que nos permite de
ir que las es
alas espa-
iales son pequeñas. Es fá
il identi�
ar a tal es
ala 
omo la es
ala más pequeñaque esté presente en el 
onjunto de las autofun
iones {φi}Ni=1 (nuevamente ésterazonamiento heurísti
o será justi�
ado en detalle más adelante). Enton
es,por ejemplo, si el poten
ial es suave la es
ala más pequeña quedará determina-da por la 
antidad de nodos de la autofun
ión (re
ordar que estamos en 1D),es de
ir, por el nivel de energía. Anali
emos enton
es nuevamente el ejemplodel sistema de bosones fuertemente intera
tuantes en una 
aja de longitud
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L = 1. Si 
onsideramos el estado fundamental de éste sistema intera
tuantetendremos que tomar las primeras N autofun
iones del 
onjunto (4.12) y, porlo tanto, la es
ala de transi
ión ha
ia el régimen asintóti
o será justamente N ,ya que la N−ésima autofun
ión tendrá N nodos. A �n de 
omparar nep 
onla solu
ión exa
ta 
al
ularemos los números de o
upa
ión en la base (4.12)para k ≫ N utilizando la expresión (4.13). Para ésto tenemos que proye
tarla e
ua
ión (4.13) según (4.4). Éste 
ál
ulo sólo involu
ra la integra
ión deprodu
tos de fun
iones trigonométri
as y puede ser realizado analíti
amentepara N arbitrario. El resultado es

n(k) =
4

π2

N∑

i,j=1, i 6=j

2k2i2 − k2j2 − i2j2

(k2 − i2)2(k2 − j2)
k ≫ N . (4.15)Ésta rela
ión se gra�
a en la Figura (4.2) junto 
on el 
ál
ulo exa
to según lae
ua
ión (4.8). Vemos que ambos están en perfe
to a
uerdo 
uando k ≫ N ,
omo habíamos anti
ipado. Es más, éste 
aso parti
ular que estamos exhibien-do aquí a modo de ejemplo ha sido estudiado en [FFGW03℄ por medio deotras té
ni
as, el resultado en
ontrado allí también 
oin
ide 
on (4.15) luegode tomar el límite termodinámi
o N ≫ 1, en el que la expresión (4.15) tomala forma:

n(k) =
4

3π2

(
N

k

)4

k ≫ N . (4.16)Debe re
ordarse que, siendo que estamos 
onsiderando el estado fundamentaldel sistema y utilizando las autofun
iones de la base (4.12), el nivel de Fermies kF = N .Finalmente notemos que del 
ál
ulo explí
ito (4.15) se obtiene una distribu
iónde impulsos que de
ae 
omo:
n(k) ∝ 1

k4
, (4.17)donde la primer 
orre

ión a la misma es de orden O(k−6). En la próxima se
-
ión veremos que (4.17) es válida para todo poten
ial que sea lo su�
ientementesuave y dis
utiremos en mayor detalle la validez de (4.13).
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5Figura 4.2: Números de o
upa
ión n(k) para la base de autoestados deuna partí
ula {√2 sin (πkx)
}

k≥1
en el estado fundamental de un sistema de

N = 5 bosones fuertemente intera
tuantes. Resultado exa
to (puntos llenosrojos) y 
ál
ulo aproximado (puntos hue
os negros) según e
ua
ión (4.15)que proviene de nuestra aproxima
ión (4.13) para des
ribir las propiedadesen es
alas pequeñas. Las poligonales sólo se exhiben por 
laridad, n(k) esuna fun
ión 
on dominio N.4.3. Comportamiento asintóti
o de n(k)En esta se

ión mostraremos que la ley de poten
ias (4.17) es general parapoten
iales suaves. Nuestro punto de partida será la e
ua
ión (4.13)
nep(x, y) =

N∑

i=1

φi(x)φi(y) + [Θ(y − x)−Θ(x− y)] N (x, y) ,



4.3 Comportamiento asintóti
o de n(k) 55donde las fun
iones φi serán las autofun
iones para un poten
ial 
on�nantearbitrario (y suave). Para realizar la integral (4.4) tomaremos una base deondas planas normalizadas en un segmento de longitud L:
χk =

eikx√
L

. (4.18)A �n de dis
utir 
ada 
ontribu
ión por separado de�nimos el término fermióni-
o
nA(x, y) =

N∑

i=1

φi(x)φi(y)

nA(k) =

∫
e−ikx

√
L

nA(x, y)
eiky√
L
dxdy , (4.19)y la 
orre

ión bosóni
a

nB(x, y) = [Θ(y − x)−Θ(x− y)] N (x, y)

nB(k) =

∫
e−ikx

√
L

nB(x, y)
eiky√
L
dxdy . (4.20)Demostremos enton
es que el primer término, nA, no 
ontribuye apre
iable-mente en el límite k → ∞ 
uando el poten
ial 
on�nante es suave. Esto es evi-dente en el 
aso en que las autofun
iones del hamiltoniano sean ondas planas,es de
ir si el poten
ial 
on�nante es 
onstante, ya que al ser el primer términoel 
orrespondiente al sistema de fermiones no intera
tuantes la proye

ión quedetermina la o
upa
ión será nula si |k| > kmax, donde kmax = kF en el 
asode que se estudie el estado fundamental o será eventualmente mayor para unaautofun
ión genéri
a. Si el poten
ial no es plano esto no es trivial ya que lao
upa
ión de estados de onda plana puede ser no nula para todo valor de k.Sin embargo, si el poten
ial 
on�nante Vext tiene todas sus derivadas 
ontinuashasta la α-ésima, donde fuere sólo 
ontinuo a trozos (denotemos esta propiedadpor Cα), puede demostrarse que las autofun
iones que resuelven la e
ua
ióndiferen
ial (4.5) son Cα+2 [Wolans07℄. Teniendo en 
uenta que si una fun
iónreal f es de 
lase Cq su 
oe�
iente de Fourier ∫ f(x) eikx dx de
ae 
omo 1/kq+1,



56 Distribu
ión de impulsos en el límite Tonks-Girardeaupodemos a�rmar que el primer término de (4.13) de
ae 
omo 1/k2(α+3). Porlo tanto, si el poten
ial 
on�nante es lo su�
ientemente suave (por ejemplo unpoten
ial 
on un es
alón en una región 
ualquiera 
orresponde a tener α = 0),la 
ontribu
ión del primer término nA(k) quedará a
otada por
nA(k) ≤ 1

k6
. (4.21)Como veremos a 
ontinua
ión la 
ontribu
ión del segundo término nB(k) siem-pre supera a ésta última. Para ello 
al
ulamos di
ha 
ontribu
ión a los númerosde o
upa
ión 
uando k → ∞, es de
ir tenemos que 
al
ular la 
antidad

∫
e−ikx

√
L

[Θ(y − x)−Θ(x− y)]N (x, y)
eiky√
L
dxdy .Para realizar ésta integral 
ambiamos variables a X , r de�nidas por

x = X, y = X + r , (4.22)
on lo que obtenemos
nB(k) =

1

L

∫

eikr N (X, r) [Θ(r)−Θ(−r)] dXdr , (4.23)es de
ir que la 
ontribu
ión del segundo término nB(k) a la distribu
ión deimpulsos n(k) es
nB(k) =

∫

eikr
(
1

L

∫

N (X, r)dX

)

[Θ(r)−Θ(−r)] dr . (4.24)Enton
es, 
laramente, surge de aquí que el de
aimiento algebrái
o de la dis-tribu
ión de impulsos proviene de la singularidad del integrando en el entornode r = 0. Ésta singularidad a su vez se en
uentra modulada por el 
ompor-tamiento de N 
er
a del origen. Luego, podremos obtener la ley de poten
iasrealizando una expansión de N en un entorno de r = 0. Utilizando la de�ni
ión
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o de n(k) 57(4.14) y luego de un po
o de álgebra se puede veri�
ar que N (X, r) satisfa
e:
N (X, 0) = 0

∂N
∂r

(X, 0) = 0

∂2N
∂r2

(X, 0) = 0

∂3N
∂r3

(X, 0) 6= 0 , (4.25)que surje 
omo 
onse
uen
ia de las simetrías de ésta fun
ión. Teniendo en
uenta las 
ondi
iones (4.25) obtenemos que, al orden más bajo en r,
nB(k) ∝

∫

eikrr3 [Θ(r)−Θ(−r)]dr

=
1

i3
∂3

∂k3

∫

eikr[Θ(r)−Θ(−r)]dr . (4.26)Por lo tanto, ésto muestra que nB(k) 
ontribuye a nep 
omo
nB(k) ∝ 1

k4
, (4.27)por lo 
ual, si el poten
ial 
on�nante es lo su�
ientemente suave, tendremosque

n(k) ∝ 1

k4
. (4.28)Notar que del 
ál
ulo se desprende que, para que sea 
orre
to quedarnos 
on losprimeros términos de la serie de Taylor de N , el valor de r debe de ser menorque la es
ala más pequeña que aparez
an en las autofun
iones del problemade una partí
ula φi, que de�nen la autofun
ión del problema intera
tuante.Es de
ir que la inversa de ésta es
ala �ja el valor de k a partir del 
ual laaproxima
ión n(x, y) ≈ nep(x, y) 
omienza a valer.Debe notarse que aún debemos mostrar que la aproxima
ión (4.13) es vá-lida, más allá de nuestro razonamiento heurísti
o. Visto que el término nB
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ión de impulsos en el límite Tonks-Girardeau
ontribuye 
omo 1/k4, lo que deberíamos ha
er es veri�
ar que los términosen (4.8) que estamos despre
iando en nuestra versión aproximada (4.13) 
on-tribuyen en menos de ésta 
antidad. Es fá
il ver que los úni
os términos quepodrían generar una 
ontribu
ión no trivial, es de
ir de orden r3, son solamenteaquellos 
on dos o tres integrales ∫ y

x
. Veamos enton
es que éstos términos no
ontribuyen apre
iablemente. Primero debe notarse que todos los términos
uyo prefa
tor 
ontiene dos integrales son regulares ya que los fa
tores singu-lares se 
an
elan ([Θ(y−x)−Θ(x−y)]2 = 1) y, por lo tanto, pueden despre
iarse
omo ya hemos argumentado en el 
aso de nA. Por otra parte, los términos enque apare
en tres integrales son de la forma:

∑

σ,λ∈SN

φσ(1)(x)φλ(1)(y) [Θ(y − x)−Θ(x− y)]Sgn(σ)Sgn(λ) ×
(∫ y

x

φσ(a)(z)φλ(a)(z) dz

) (∫ y

x

φσ(b)(z)φλ(b)(z) dz

)

×
(∫ y

x

φσ(c)(z)φλ(c)(z) dz

) N∏

j=2,j 6=a,b,c

δσ(j),λ(j) , (4.29)donde el término 
ompleto de éste orden se obtiene sumando sobre todas lasele

iones posibles de los índi
es a, b y c. Para una ele

ión 
ualquiera de ellos,la 
ontribu
ión al orden r3 se en
uentra reemplazando las integrales por suaproxima
ión a primer orden en r, es de
ir que el prefa
tor tiene la forma
∑

σ,λ∈SN

Sgn(σ)Sgn(λ)φσ(1)(X)φλ(1)(X)×

φσ(a)(X)φλ(a)(X)φσ(b)(X)φλ(b)(X)φσ(c)(X)φλ(c)(X) , (4.30)pero éste se 
an
ela idénti
amente al sumar sobre todas las permuta
iones.Por lo tanto, sólo el término de primer orden en ∫ y

x

ontribuye a orden r3 ytodos los demás 
ontribuyen a órdenes superiores, generando así 
orre

ionesmenores a 1/k4 en la ley de de
aimiento. Esto 
ompleta nuestro argumentopara garantizar la validez de (4.13).



4.3 Comportamiento asintóti
o de n(k) 59De ésta manera vemos que la distribu
ión de impulsos del gas en éste límiteestá dominada por las intera

iones y su forma es robusta frente a varia
ionesen el poten
ial 
on�nante. Hemos demostrado que para poten
iales suavessiempre se obtiene un de
aimiento algebrai
o 
on exponente independientedel poten
ial, resultado que geraliza lo ya observado en 
asos parti
ulares[LaGiWr02, MiViTo02, FFGW03, RigMur04, RigMur05℄. Además, la expre-sión aproximada para la matriz densidad redu
ida (4.13) 
onverge rápidamentea su valor asintóti
o, 
omo puede verse de la 
ompara
ión 
on el 
aso exa
to(Figura 4.2).En 
onexión 
on el problema estudiado en el 
apítulo anterior, donde la pre-sen
ia de una super�
ie periódi
a indu
ía un 
ambio 
ualitativo en el sistema,vemos que un sistema 
omo éste no sería ade
uado para intentar dete
tar laspequeñas perturba
iones sobre el 
ondensado debido al poten
ial de Casimir-Polder lateral debido al rol dominante que juegan las intera

iones.





Capítulo 5
Expansión del BEC en presen
iade super�
ies esto
ásti
as

La dinámi
a de una partí
ula 
uánti
a en presen
ia de un poten
ial aleato-rio débil posee 
ara
terísti
as que la distinguen notablemente de su análogo
lási
o. En parti
ular aquí estudiaremos el fenómeno de lo
aliza
ión, en el quela envolvente de la fun
ión de onda que des
ribe los estados de una partí
ulade
re
e de manera exponen
ial debido a la intera

ión 
on el poten
ial esto
ás-ti
o [LiGrPa88℄. Éste efe
to puede entenderse teniendo en 
uenta las múltiplesre�exiones de una onda plana debido al poten
ial, dado que los 
ambios defase no serán todos idénti
os, 
omo o
urriría en un poten
ial periódi
o, y porlo tanto estos generarán una supresión en la probabilidad de propaga
ión de lapartí
ula 
uando el efe
to de interferen
ia se a
umule. Desde el primer trabajode P. W. Anderson [Ander58℄ en el que estable
ieron las primeras estima
iones(en 
iertos 
asos parti
ulares) de la magnitud del poten
ial aleatorio ne
esariopara la ausen
ia de transporte, se han realizado avan
es signi�
ativos en éste
ampo [KraMaK93℄. En 3D la lo
aliza
ión sólamente se da para los estados
on una energía menor a un valor umbral, por lo que se habla de la existen-
ia de un borde de mobilidad. Sin embargo, si tomamos por 
aso una grilla



62 Expansión del BEC en presen
ia de super�
ies esto
ásti
asunidimensional en la que el ruido está des
orrela
ionado entre los diferentessitios, todos los estados de ese sistema se en
uentran exponen
ialmente lo
a-lizados, in
luso en el límite de un poten
ial aleatorio débil [Ishii73℄ *. En éste
aso la es
ala espa
ial típi
a de de
aimiento de la fun
ión de onda, 
ono
ida
omo longitud de lo
aliza
ión, divergerá 
uando el poten
ial tienda a 
ero, sinembargo para 
ualquier valor �nito los autoestados del hamiltoniano estaránexponen
ialmente lo
alizados, lo 
ual se 
ontrapone al 
aso 
lási
o en el que,para energías lo su�
ientemente grandes, uno debería esperar sólo una pequeñaperturba
ión en la propaga
ión.Desde el punto de vista experimental los sistemas de gases ultrafríos han abier-to la posibilidad para poner a prueba estos modelos [Modug10, SaPaLe10℄ 
onun 
ontrol sin pre
edentes sobre los parámetros que de�nen el sistema. Nosólo se ha logrado 
ontrolar el poten
ial desordenado presente [BJZBHL08℄,sino también, simultáneamente, eliminar las intera

iones entre los átomos[RDEFFF08℄. De ésta forma, a
tualmente se tiene a

eso no sólo al 
aso delproblema lineal de una partí
ula no intera
tuante en un poten
ial desorde-nado, sino que además se puede estudiar experimentalmente la 
omplejidadintrodu
ida por la no linealidad en el sistema intera
tuante. Este último 
asopuede presentar mar
adas diferen
ias: de he
ho, si las intera

iones repulsi-vas son lo su�
ientemente intensas, el efe
to de lo
aliza
ión puede perderse[PikShe08, GarShe09℄.En este 
apítulo estudiaremos la dinámi
a de un 
ondensado de Bose-Einsteinexpandiéndose en presen
ia de una super�
ie 
on un per�l rugoso esto
ásti-
o, lo 
ual es de interés prá
ti
o 
omo una posible 
on�gura
ión en la que seponga de mani�esto la intera

ión de Casimir-Polder lateral en una geometríano trivial. El efe
to de la super�
ie esto
ásti
a será indu
ir un poten
ial, tam-bién aleatorio, sobre el 
ondensado y por lo tanto a partir de la dinámi
a delmismo se podrá obtener informa
ión sobre la intera

ión átomo-super�
ie. En*No obstante, en el 
aso en que existen 
orrela
iones entre los sitios de la grilla seránposibles también estados extendidos [IzrKro99℄



5.1 Formula
ión del problema 63éste 
ontexto nuestro aporte será 
ara
terizar el per�l de densidad asintóti
ode un 
ondensado que se expande en presen
ia de la super�
ie. Considerare-mos tanto el 
aso perturbativo de distan
ias relativamente grandes, donde esposible avanzar sobre la solu
ión analíti
a, 
omo también en el 
aso no pertur-bativo, donde hemos implementado un método pseudo-espe
tral para resolvernuméri
amente la e
ua
ión de Gross-Pitaevskii en las 
on�gura
iones de in-terés. De esta forma estable
eremos un posible mar
o en el 
ual la intera

iónde Casimir-Polder lateral debida a una super�
ie 
on un per�l esto
ásti
o sepone de mani�esto.A �n de modelar el sistema utilizaremos la e
ua
ión de Gross-Pitaevskii efe
ti-va en 1D que ha sido dis
utida en el Capítulo 3. En la primer se

ión de�nire-mos 
on exa
titud qué tipo de 
on�gura
iones bus
aremos explorar y quéparámetros son los relevantes en este problema. En las siguientes se

ionesgeneralizaremos la solu
ión de un modelo perturbativo para la expansión delBEC [SPCLBS07, SPCLBA08℄. Este modelo, que ya ha sido apli
ado a 
asossimilares, nos permitirá prede
ir de manera aproximada el 
omportamiento delsistema y estable
er los valores típi
os en los 
uales se podría observar el efe
to.Finalmente 
ompararemos el modelo perturbativo 
on la solu
ión numéri
a delas e
ua
iones y además utilizaremos éstas últimas para explorar posibilidadesfuera del régimen perturbativo.5.1. Formula
ión del problemaConsideraremos un 
ondensado unidimensional en el régimen de intera

io-nes débiles, el 
ual se podrá des
ribir por una e
ua
ión de Gross-Pitaevskii efe
-tiva en 1D 
omo hemos dis
utido detalladamente en el 
apítulo 3. Bus
aremosestudiar el per�l de densidad del mismo 
uando el 
ondensado se expande enpresen
ia de una super�
ie esto
ásti
a 
omo la que se muestra en la Figura5.1. Si bien en esta dis
usión 
onsideraremos el 
aso en que existe simetría detrasla
ión en la dire

ión ŷ, esta restri

ión no será importante 
uando el radio



64 Expansión del BEC en presen
ia de super�
ies esto
ásti
astípi
o del 
ondensado, σ, sea mu
ho menor a la distan
ia media a la super�
ie,
z0 (ver Figura). Esto es así porque, 
omo se ha indi
ado anteriormente (verse

ión 3.3), existe una supresión exponen
ial de los modos que 
omponen ULpropor
ional a e−2πz0/λi , donde λi es la longitud de onda del modo. Por lotanto, siendo que estamos 
onsiderando el 
aso σ ≪ z0 sólo será relevante unavaria
ión en la dire

ión ŷ si la longitud de onda típi
a λi veri�
a λi < σ, peroenton
es tendremos λi < σ ≪ z0, lo que nos di
e que las varia
iones en esadire

ión se vuelven irrelevantes por estar exponen
ialmente suprimidas 
onun fa
tor z0/λi ≫ 1.Más espe
í�
amente, bus
aremos 
al
ular el per�l de densidad n(x, t) 
uando

2σ

z0

ẑ

ŷ

2LTF

x̂Figura 5.1: Condensado de an
ho típi
o σ y longitud de Thomas-Fermi
LTF en la 
er
anía de una super�
ie esto
ásti
a.este se promedia sobre in�nitas realiza
iones de la super�
ie esto
ásti
a. De-notaremos los promedios sobre las variables aleatorias por 〈〈.〉〉, por lo tantonuestro objetivo será 
ara
terizar la fun
ión 〈〈n(x, t)〉〉 y su rela
ión 
on los pa-rámetros que de�nen la super�
ie. El resultado bási
o que bus
amos estable
eres que, luego de la expansión del 
ondensado a través del poten
ial ruidoso,parte de los átomos permane
erán atrapados desarrollando un per�l de densi-dad esta
ionario. Di
ho per�l dependerá obviamente del poten
ial aleatorio yde esta forma la intera

ión del 
ondensado 
on la super�
ie dejará una huellaen él. Naturalmente gran parte del análisis a 
ontinua
ión no hará uso explí-
ito de la situa
ión 
on
reta que a
abamos de des
ribir, sino que bus
aremos



5.2 Solu
ión perturbativa 65estable
er el 
omportamiento de 〈〈n(x, t)〉〉 en el 
aso de un poten
ial aleatoriogenéri
o, para luego espe
ializarlo en el de una super�
ie.Para des
ribir la expansión del gas modelaremos el sistema a través de lae
ua
ión de Gross-Pitaevskii:
i~
∂ϕ

∂t
(x, t) = − ~2

2m

∂2ϕ

∂x2
(x, t) + UL(x, z0)Θ(t)ϕ(x, t)

+
mω2

xx
2

2
Θ(−t)ϕ(x, t) + gef |ϕ(x, t)|2ϕ(x, t) , (5.1)notar que para t ≤ 0 el gas sólo se en
uentra en presen
ia del poten
ial 
on-�nante mω2

xx
2/2, mientras que a partir de t = 0 la trampa parabóli
a axiales retirada y el sistema se expone a la presen
ia de la super�
ie que generaun poten
ial UL(x, z0). Supondremos que para t ≤ 0 el sistema se en
uentraen el estado fundamental por lo que, luego de apagar la trampa, el término
inéti
o y las intera

iones repulsivas tenderán a expandir el gas. El poten
ialde Casimir-Polder lateral UL quedará determinado una vez que espe
i�quemosla estru
tura de la super�
ie. Esta última será modelada en la forma

h(x) =
Nmax∑

i=1

hi cos

(
2π

λi
x+ θi

)

, (5.2)donde Nmax será un parámetro �jo que representa la máxima 
antidad de ar-móni
os que se tendrán en 
uenta en las simula
iones y los parámetros aleato-rios que de�nen di
hos armóni
os serán hi, λi y θi. Posteriormente utilizaremosun modelo 
on
reto a la hora de de�nir 
úales son las densidades de proba-bilidad de los parámetros hi y λi, sin embargo en lo que sigue siempre nosrestringiremos al 
aso en que θi ∈ [0, 2π] 
on densidad de probabilidad uni-forme, lo 
uál asegura la simetría de trasla
ión para los 
orreladores de lasuper�
ie (y del poten
ial).5.2. Solu
ión perturbativaEn esta se

ión estudiaremos una solu
ión perturbativa al problema an-terior que nos permitirá identi�
ar qué rol juega 
ada uno de los paráme-



66 Expansión del BEC en presen
ia de super�
ies esto
ásti
astros que de�nen el problema. Para ello resumiremos brevemente lo 
ono
idopara el problema de la expansión de un 
ondensado en un poten
ial ruidoso[SPCLBS07, SPCLBA08℄ y luego generalizaremos ese análisis a nuestro 
asode interés.Para 
al
ular el per�l de densidad asintóti
o 〈〈n(x)〉〉 dividiremos la evolu
ióndel 
ondensado en dos etapas. Inmediatamente después de apagar la trampaparabóli
a las intera

iones serán relativamente importantes debido a la altadensidad y, por lo tanto, en la etapa ini
ial de la expansión el poten
ial ruidoso
UL sólo será una pequeña perturba
ión respe
to del término repulsivo debidoa las intera

iones, por lo que el primero podrá ser despre
iado. Ésta primeraetapa, que diremos o
urre en un intervalo (0, t∗), será válida en una es
ala detiempo típi
a del orden de t∗ > 1/ωx. A medida que el 
ondensado se expandala densidad va a disminuir, lo 
ual hará que las intera

iones sean 
ada vezmenos importantes. Enton
es, para ωxt ≫ 1, el problema se volverá no inte-ra
tuante. Luego, en esta última etapa, se podrá 
al
ular la lo
aliza
ión delper�l de densidad utilizando los resultados 
ono
idos para el problema de lo
a-liza
ión de partí
ulas no intera
tuantes en 1D [LiGrPa88℄. Para enlazar ambasetapas de la expansión tendremos que 
al
ular la transformada de Fourier delestado ϕ luego de la expansión ini
ial (
uando ωxt ≫ 1) y proye
tarla sobrelos estados lo
alizados del problema no intera
tuante. Finalmente lograremosobtener una expresión para el per�l esta
ionario en términos de la 
ondi
iónini
ial del problema y las propiedades del poten
ial aleatorio.A 
ontinua
ión utilizamos este razonamiento, desarrollado par
ialmente tam-bién en [SPCLBA08℄, para 
al
ular 〈〈n(x)〉〉. Si bien este modelo unidimensio-nal tendrá sentido matemáti
amente para estudiar el per�l de densidad in
lusoen el 
aso |x| → ∞, debe notarse que si la densidad fuese extremadamente ba-ja, de forma que la distan
ia entre los átomos d sea mu
ho mayor al valor de lalongitud de re
upera
ión ξ, la aproxima
ión de 
ampo medio dejaría de valer.Sin embargo, en los 
asos parti
ulares que bus
aremos estudiar, los 
uales 
on-templarán además el tamaño �nito |x| = Lmax en que el sistema puede ser



5.2 Solu
ión perturbativa 67observado, la aproxima
ión de 
ampo medio será válida.5.2.1. Expansión del 
ondensado intera
tuanteConsideraremos enton
es primero la evolu
ión en el intervalo (0, t∗). Elestado ini
ial del 
ondensado se en
uentra resolviendo la e
ua
ión de Gross-Pitaevskii independiente del tiempo
µϕ(x) = − ~

2

2m

d2ϕ(x)

dx2
+
mω2

xx
2

2
ϕ(x) + gef |ϕ(x)|2ϕ(x) . (5.3)Esto se puede ha
er bajo la aproxima
ión de Thomas-Fermi des
ripta en el
apítulo 2, la 
ual nos da 
omo estado ini
ial

ϕ(x, 0) =

√
µ

gef

√

1−
(

x

LTF

)2

, (5.4)donde LTF =
√

2µ/mω2
x, y el poten
ial quími
o µ se obtiene de la 
ondi
ión denormaliza
ión µ = (mω2
x/8)

1/3(3gefN/2)
2/3. Como veremos en la última se

iónde este 
apítulo, donde 
ompararemos el modelo 
on solu
iones numéri
asexa
tas, la aproxima
ión anterior es válida en el rango de parámetros en el queestamos interesados. Cuando la aproxima
ión de Thomas-Fermi es válida, laevolu
ión se puede resolver de manera aproximada a través de una solu
iónautosemejante de la e
ua
ión

i~
∂ϕ

∂t
(x, t) = − ~2

2m

∂2ϕ

∂x2
(x, t) + gef |ϕ(x, t)|2ϕ(x, t) . (5.5)Di
ha solu
ión tiene la forma [CasDum96℄**:

ϕ(x, t) =

(

ϕ(x/b(t), 0)
√

b(t)

)

eimx2 ḃ(t)/2~b(t) , (5.6)donde la fun
ión b(t) satisfa
e
b̈(t) =

ω2
x

b2(t)
, b(0) = 1 , ḃ(0) = 0 . (5.7)**Solu
iones semejantes en d > 1 se dis
uten en también en [SSCVL11℄
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ia de super�
ies esto
ásti
asEs fá
il integrar esta e
ua
ión para obtener b(t) de manera implí
ita. Dado queestamos interesados en la solu
ión a tiempos grandes ωxt ≫ 1, basta hallarla solu
ión asintóti
a, la 
ual resulta b(t) ≃
√
2ωxt. Esto enton
es nos dauna aproxima
ión para el estado del 
ondensado ϕ(x, t) una vez terminada laexpansión ini
ial debido a las intera

iones repulsivas. Para tener los elementosne
esarios en la próxima etapa de la evolu
ión de�niremos la transformada de

ϕ por:
ϕ̂(k, t) =

1√
2π

∫ ∞

−∞

ϕ(x, t) e−ikx dx . (5.8)Utilizando la solu
ión explí
ita (5.6) obtenemos
ϕ̂(k, t) =

1√
2π

∫ ∞

−∞

e−ikx ϕ(x/b, 0)√
b

ei
mḃ
2~b

x2

dx , (5.9)que, ha
iendo el 
ambio de variables x = bLTF ρ, nos lleva a
ϕ̂(k, t) =

LTF b
1/2

√
2π

∫ ∞

−∞

e−ikLTF bρ ϕ(LTF ρ, 0) e
i
mL2

TF
bḃ

2~
ρ2 dρ . (5.10)Si aquí tenemos en 
uenta la solu
ión (5.4) podemos trun
ar los límites deintegra
ión a

ϕ̂(k, t) =
LTF b

1/2

√
2π

∫ 1

−1

e−ikLTF bρ ϕ(LTF ρ, 0) e
i
mL2

TF
bḃ

2~
ρ2 dρ . (5.11)Esta integral es de la forma

∫ 1

−1

e−iq2ρ f(ρ) eiq1ρ
2

dρ = e
i
q22
4q1

∫ 1

−1

eiq1(ρ−q2/2q1)
2

f(ρ) dρ , (5.12)donde
q1 =

m

2~
bḃ L2

TF (5.13)y
q2 = kbLTF . (5.14)Es más, dado que ωxt≫ 1 tendremos que b ≈ √

2ωxt, 
on lo 
ual
q1 ≈

mωxL
2
TF

~
ωxt . (5.15)
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ión perturbativa 69Pero, teniendo en 
uenta que bajo la aproxima
ión de Thomas-Fermi µ ≫
~2/2mL2

TF y además que µ = mω2
xL

2
TF/2, se obtiene mωxL

2
TF/~ ≫ 1 y, por lotanto, sólo debemos 
al
ular la integral (5.12) en el límite q1 ≫ 1. En di
holímite tendremos una integral Gaussiana que se podrá 
al
ular aproximada-mente por el método de fase esta
ionaria 
omo

∫ 1

−1

e−iq2ρ f(ρ) eiq1ρ
2

dρ ≈
√

iπ

q1
e
i
q22
4q1 f(q2/2q1) Θ (1− |q2/2q1|) (q1 ≫ 1) ,(5.16)donde

q2
2q1

≈ k
~√

2mωxLTF

= k ξ . (5.17)Aquí hemos de�nido la longitud de re
upera
ión ξ por ξ = ~/
√
4mµ (notar queésta 
ontiene un fa
tor 1/√2 adi
ional respe
to de (2.26)). Cuando |q2/2q1| > 1la integral (5.12) no es estri
tamente nula, pero puede ser estimada ha
iendouna expansión en torno a ρ = ±1, en
ontrando que la misma está a
otadapor |f ′(±1)|/q22 ≪ 1, y por lo tanto en lo que sigue podremos despre
iar estapequeña 
ontribu
ión. Usando enton
es la identidad (5.16) tenemos que

ϕ̂(k, t) =

√

~√
2mωx

Θ (1− |kξ|) ϕ(LTF kξ, 0) e
iw(k,t) , (5.18)donde la fun
ión w(k, t) es una fase irrelevante en lo que sigue. Finalmente, siusamos (5.4) para 
al
ular ϕ(LTF kξ, 0) es fá
il ver que

ϕ̂(k, t) =

√

3Nξ

4
(1− k2ξ2) Θ(1− |kξ|) eiw(k,t) . (5.19)Notar enton
es que si bien (5.19) depende del tiempo a través de la fase w(k, t),la distribu
ión de impulsos |ϕ̂(k, t)|2 luego de la primer etapa de la expansiónse vuelve esta
ionaria

|ϕ̂(k, t)|2 = 3Nξ

4
(1− k2ξ2) Θ(1− |kξ|) , ωxt≫ 1 . (5.20)Este es el resultado que ne
esitaremos utilizar en la próxima se

ión.
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ia de super�
ies esto
ásti
as5.2.2. Expansión no intera
tuante en el poten
ial desor-denadoEn esta se

ión bus
aremos 
al
ular el per�l de densidad esta
ionario ypromediado sobre las realiza
iones del ruido. Una vez que el 
ondensado seha expandido lo su�
iente el término no lineal se volverá despre
iable y porlo tanto el problema será aproximadamente no intera
tuante. Por lo tantobus
aremos proye
tar el estado 
al
ulado en la se

ión anterior en los autoes-tados del problema no intera
tuante que 
orresponde a esta nueva etapa de laexpansión. Para ha
er esto dis
utiremos brevemente primero las propiedadesde di
hos estados. En el 
ál
ulo a 
ontinua
ión exhibiremos un método para
al
ular el exponente aso
iado a la inversa de la longitud de lo
aliza
ión, sinembargo no obtendremos de manera explí
ita la ley de de
aimiento exponen-
ial que se observa en las simula
iones numéri
as, sino que el 
ál
ulo sólo seráde utilidad para 
apturar una expresión analíti
a del mismo.Para 
ada realiza
ión del poten
ial los autoestados del problema no intera
-tuante serán una solu
ión de
Eφk(x) = − ~2

2m

d2φk(x)

dx2
+ UL(x, z0)φk(x) , (5.21)donde el poten
ial aleatorio UL es una pequeña perturba
ión. Para 
al
ularla forma en la que éstos de
aen es 
onveniente introdu
ir las variales ρk(x) y

θk(x) de�nidas por
φk(x) = ρk(x) sin(θk(x))

φ′
k(x) = kρk(x) cos(θk(x)) , (5.22)donde φ′

k(x) = dφk(x)/dx. Por lo tanto, el problema de autovalores (5.21) y la
ondi
ión
( ρk(x) sin(θk(x))
︸ ︷︷ ︸

φk(x)

)′ = kρk(x) cos(θk(x))
︸ ︷︷ ︸

φ′

k
(x)

, (5.23)
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ión perturbativa 71nos dan el siguiente sistema de e
ua
iones
kρk(x) cos(θk(x)) = ρ′k(x) sin(θk(x)) + ρk(x) θ

′
k(x) cos(θk(x))

kρk(x) sin(θk(x)) = −ρ′k(x) cos(θk(x)) + ρk(x) θ
′
k(x) sin(θk(x)) +

+
2mUL(x, z)

k
ρk(x) sin(θk(x)) . (5.24)Notar que de esta forma transformamos la e
ua
ión de segundo orden para φken dos e
ua
iones de primer orden. Éstas pueden ser desa
opladas fá
ilmente,multipli
ando por sin y cos y tomando la diferen
ia o multipli
ando por cos y

sin y tomando la suma, lo que nos lleva a
θ′k(x) = k − 2m

~2k
UL(x, z) sin

2(θk(x))

ρ′k(x)

ρk(x)
=

m

~2k
UL(x, z) sin(2θk(x)) . (5.25)La primer e
ua
ión sólo involu
ra a la fun
ión θk(x) mientras que, una vezresuelta ésta, la segunda se puede 
al
ular por integra
ión dire
ta. En el 
asode un poten
ial débil podemos resolverlas de manera perturbativa. La solu
iónde la primer e
ua
ión al orden más bajo no trivial es

θk(x) = θ0 + kx − 2m

~2k

∫ x

0

UL(s, z) sin
2(θ0 + ks) ds . (5.26)Por otro lado la solu
ión al orden más bajo para ρk es

ρk(x) = ρk(0) e
∫ x

0
m

~2k
UL(ξ,z) sin[2(θ0+ kξ)]dξ . (5.27)A partir de esta e
ua
ión podemos 
al
ular la envolvente del per�l asintóti
o de

〈〈|φk(x)|2〉〉 
uando el ruido es gaussiano. Re
ordando que, a partir del teoremade Wi
k [Zinn02℄, para una variable gaussiana A se tiene que:
〈〈
eA
〉〉

= e〈〈A2〉〉/2 , (5.28)tenemos que
〈〈
ρ2k(x)

〉〉
= ρ2k(0) e

∫ x

0

∫ x

0
1
2 (

2m
~2k

)
2
〈〈UL(ξ,z)UL(ξ

′,z)〉〉 sin[2(θ0+ kξ)] sin[2(θ0+ kξ′)] dξdξ′ .(5.29)
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ia de super�
ies esto
ásti
asCambiando variables a (ξ+ξ′)/2 y ξ−ξ′ es fá
il ver que esta expresión, 
uando
x→ ∞, se 
omporta 
omo

〈〈
ρ2k(x)

〉〉
∝ e2γ(k) x , x→ ∞ , (5.30)donde el exponente γ(k) queda determinado por:

γ(k) =
m

4~2Ek

∫ ∞

−∞

C(x)Cos(2kx) dx =
m

4~2Ek

Ĉ(2k) , (5.31)aquí C(x) es la fun
ión de dos puntos del poten
ial aleatorio
C(x) = C(|x|) = 〈〈UL(x

′, z0)UL(x+ x′, z0)〉〉 . (5.32)Para ha
er más 
ompa
ta la nota
ión omitimos la dependen
ia de C(x) y
γ(k) 
on z0. En la e
ua
ión (5.30) se en
uentra una envolvente 
on exponentepositivo 
uando x→ ∞ lo 
ual ha
e que el límite esté mal de�nido. El problemaradi
a en que la solu
ión de la e
ua
ión es una suma de una exponen
ial
re
iente y otra de
re
iente y, al no estar �jando aquí ninguna 
ondi
ión de
ontorno, sólo se obtiene la 
ontribu
ión de la 
omponente divergente 
uando
x → ∞. Sin embargo si 
onstruyéramos una solu
ión exa
ta 
on amplitud�nita en un entorno de x = 0 e impusiéramos que la misma de
rez
a 
uando
|x| → ∞ obtendríamos una envolvente de la forma ∝ e−2γ(k) |x| [LiGrPa88,SPCLBA08℄. La distan
ia 
ara
terísti
a 1/2γ(k) es la longitud de lo
aliza
ióny 
omo muestra la fórmula (5.31) está determinada por la transformada dela fun
ión de dos puntos del poten
ial esto
ásti
o. Dado que los estados noperturbados son ondas planas la 
ondi
ión de 
onsisten
ia para poder utilizarla expansión perturbativa en el poten
ial al orden más bajo resulta γ(k) ≪ k,de forma que la longitud de lo
aliza
ión típi
a de un modo sea mu
ho mayora la longitud de onda 
ara
terísti
a.Sin embargo debe notarse que este formalismo solamente es de utilidad paraobtener una expresión analíti
a del exponente γ(k) y nada di
e del prefa
toraso
iado a las autofun
iones promediadas. Es más, el 
ara
ter exponen
ialen
ontrado o
urre bajo la 
ondi
ión γ(k) ≥ ǫ > 0, ya que en el 
aso 
ontrario,
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ión perturbativa 73donde no es posible tomar el límite γ(k)|x| → ∞, las desvia
iones respe
to delde
aimiento exponen
ial pueden ser importantes. En un 
ál
ulo más 
omplejose puede demostrar que la forma del prefa
tor y las desvia
iones respe
todel 
ara
ter exponen
ial quedan in
luídas en la fórmula integral [Gogoli76,GoMeRa76, Berezi74℄:
〈〈
|φk(x)|2

〉〉
=
π2γ(k)

2

∫ ∞

0

u Sinh(πu)

(
1 + u2

1 + Cosh(πu)

)2

e−2(1+u2)γ(k)|x| du .(5.33)Si volvemos al 
aso en que γ(k) 6= 0 y se 
onsidera el límite γ(k)|x| ≫ 1,podemos aproximar el integrando de la e
ua
ión anterior por:
u Sinh(πu)

(
1 + u2

1 + Cosh(πu)

)2

e−2u2γ(k)|x| ≈

≈ πu2

4
e−2u2γ(k)|x| , (5.34)
on lo que se tiene fá
ilmente

〈〈
|φk(x)|2

〉〉
=
γ(k)π7/2

64
√
2

e−2γ(k)|x|

(γ(k)|x|)3/2 . (5.35)De aquí resulta 
laro que la primer 
orre

ión a la ley de de
aimiento exponen-
ial es algebrai
a. En lo que sigue utilizaremos el resultado (5.33) para estudiarel problema de la expansión.Cono
ido el 
omportamiento de las fun
iones de onda de una partí
ula pode-mos pro
eder para obtener la evolu
ión de 〈〈n(x, t)〉〉 a todo tiempo t > t∗.Para ello, para 
ada realiza
ión del poten
ial, obtenemos la evolu
ión ulteriordel sistema proye
tando el estado según:
ϕ(x, t) =

∫ ∞

−∞

(φk, ϕ(x, t
∗))φk(x) e

−iEk(t−t∗) dk . (5.36)Luego, el per�l de densidad se podrá obtener a partir de
|ϕ(x, t)|2 =

∫ ∞

−∞

(φk, ϕ(x, t
∗)) (φk′, ϕ(x, t

∗))∗φk(x)φk′(x) e
−i(Ek−Ek′)(t−t∗) dk dk′ .(5.37)
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ia de super�
ies esto
ásti
asEn este punto debemos tomar el valor de espe
ta
ión sobre las realiza
ionesdel poten
ial UL. Cuando el per�l de densidad se vuelve esta
ionario se puedever que los términos en (5.37) 
on k 6= k′ no 
ontribuyen apre
iablemente[SPCLBA08℄, 
on lo 
ual obtenemos
〈〈
|ϕ(x, t)|2

〉〉
≈
∫
〈〈
|(φk, ϕ(x, t

∗))|2 |φk(x)|2
〉〉

dk . (5.38)Finalmente, si la longitud de lo
aliza
ión es mayor al tamaño típi
o ini
ial del
ondensado, las fun
iones φk serán prá
ti
amente ondas planas en el rango enque ϕ(x, t∗) 6= 0, luego
〈〈
|ϕ(x, t∗)|2

〉〉
≈
∫

|ϕ̂(k, t))|2
〈〈
|φk(x)|2

〉〉
dk . (5.39)Vemos enton
es que el per�l de densidad asintóti
o está determinado apro-ximadamente por la transformada de Fourier (5.20), la 
ual es independientedel tiempo, y el promedio sobre el ruido de las autofun
iones del problema nointera
tuante (5.33). Este es el resultado prin
ipal de esta se

ión.Más explí
itamente podemos de
ir que la solu
ión esta
ionaria deberá satis-fa
er:

〈〈n(x)〉〉 = 3Nξ

4

∫

(1− k2ξ2) Θ(1− |kξ|)
〈〈
|φk(x)|2

〉〉
dk , (5.40)que junto 
on las fórmulas (5.33) y (5.31) que permiten 
al
ular 〈〈|φk|2〉〉 y

γ(k) dan un sistema 
errado para 
al
ular el per�l de densidad promediado.Dependiendo del 
omportamiento del 
omportamiento del exponente γ(k) seobtendrán diferentes situa
iones para la fun
ión 〈〈n(x)〉〉. A 
ontinua
ión pro-
ederemos a analizar el resultado de este modelo perturbativo, en fun
ión delas 
ara
terísti
as del poten
ial de�nidas a través de la fun
ión γ(k) y poste-riormente utilizaremos esos resultados para estudiar el 
aso espe
í�
o de unasuper�
ie.5.2.3. Análisis del modelo perturbativoSupongamos 
omo primer 
aso que la transformada de la fun
ión de dospuntos del poten
ial Ĉ(2k) no se anula en el rango (0, 1/ξ) aso
iado al intervalo
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ión perturbativa 75de integra
ión en (5.40), enton
es según la e
ua
ión (5.31) se tendrá tambiénque γ(k) = (m/4~2Ek) Ĉ(2k) 6= 0 ∀k ∈ (0, 1/ξ), 
omo representamos en laFigura 5.2. En estas 
ondi
iones el per�l de densidad lo
alizado se 
ompone de

k

1/ξ

|ϕ̂(k)|2

γ(k)
γ(1/ξ) 6= 0

Figura 5.2: Transformada de Fourier del estado y fun
ión γ(k) que deter-minan el per�l 〈〈n(x)〉〉 según la e
ua
ión (5.40). Dado que γ(k) 6= 0 ∀k ∈
(0, 1/ξ) el per�l de densidad se en
uentra exponen
ialmente lo
alizado 
onuna longitud de lo
aliza
ión dada por 1/2γ(1/ξ).una suma de fun
iones exponen
ialmente lo
alizadas y por lo tanto la envol-vente de tal per�l de
aerá 
on una longitud 
ara
terísti
a igual a la máximalongitud de de
aimiento de las exponen
iales que 
omponen el per�l. Si γ(k)es una fun
ión monótona de
re
iente (
omo generalmente será el 
aso) la lon-gitud máxima 
orresponde al menor valor de γ(k) presente en las fun
ionesque 
omponen el per�l, es de
ir a γ(1/ξ). Por lo tanto, bajo estas 
ondi
iones,se observará un per�l exponen
ialmente lo
alizado 
on una longitud de lo
ali-za
ión 1/2γ(1/ξ).Supongamos ahora el 
aso 
ontrario, en el que existe un valor de k, digamos

kc, tal que kc < 1/ξ y γ(kc) = 0, 
omo se muestra en la Figura 5.3. En este
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ia de super�
ies esto
ásti
as
aso los modos 
on k ∈ (kc, 1/ξ) 
ontinuarán expandiéndose y eventualmentea tiempos lo su�
ientemente grandes no 
ontribuirán al per�l de densidad.Por otro lado, la longitud de lo
aliza
ión de los modos 
on k → k−c diverge-rá y por lo tanto estos resultarán efe
tivamente deslo
alizados. Formalmente

k

1/ξkc

|ϕ̂(k)|2
γ(k)

γ(kc) = 0

Figura 5.3: Transformada de Fourier del estado y fun
ión γ(k) que de-terminan el per�l 〈〈n(x)〉〉 según la e
ua
ión (5.40). Aquí se tiene que
γ(kc) = 0, lo que indu
irá un per�l lo
alizado algebrái
amente.uno debería de 
ono
er la solu
ión exa
ta para poder a�rmar que la 
ontribu-
ión exponen
ial se 
an
ela 
uando γ → 0, sin embargo dado que el sistemasólo puede medirse hasta un tamaño máximo Lmax �nito, basta 
on que losmodos tengan una longitud de lo
aliza
ión mayor a Lmax para que se vean
omo efe
tivamente deslo
alizados (volveremos sobre esta idea, que resultaráfundamental, en la próxima se

ión). Por lo tanto, ya no se generará un per-�l exponen
ialmente lo
alizado, dado que la envolvente quedará determinadapor los modos 
on k → k−c y la longitud de lo
aliza
ión de estos modos estádivergiendo. Para 
al
ular la envolvente del per�l tendremos que 
al
ular sóla-mente 
ual es la in�uen
ia de los modos 
on k → k−c , dado que los modos 
on
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ión perturbativa 77
γ(k) ≥ ǫ son fuertemente suprimidos en el per�l de densidad si |x| > 1/ǫ ypor lo tanto podrán ser despre
iados. Por ello, nos será de utilidad es
ribir lasiguiente expansión de Taylor para γ(k) válida 
uando k → k−c

γ(k) =
1

n!
γ(n)(kc)(k − kc)

n + . . . (k < kc) . (5.41)Obviamente aquí n ≥ 1. Para utilizar esta expansión en la e
ua
ión (5.40)primero notamos que 
uando x > 0 la e
ua
ión (5.33) se puede es
ribir en laforma
〈〈
|φk(x)|2

〉〉
= −π

2

4

∂

∂x

∫ ∞

0

u Sinh(πu)
1 + u2

(1 + Cosh(πu))2
e−2(1+u2)γ(k)x du .(5.42)Naturalmente el mismo razonamiento se puede apli
ar 
uando x ≤ 0. Enton
essi ahora insertamos la expansión de Taylor para γ(k) 
er
a de kc obtenemos:

〈〈n(x)〉〉 ∝
(

− ∂

∂x

)∫ ∞

0

u Sinh(πu)
1 + u2

(1 + Cosh(πu))2

×
(∫ kc

0

(1− k2ξ2)e−2(1+u2) 1
n!
γ(n)(kc)(k−kc)nx dk

)

du . (5.43)Como hemos indi
ado, en las 
ondi
iones anteriores sólo los modos 
on k →
k−c 
ontribuyen apre
iablemente, 
on lo que ha
iendo el 
ambio de variables
θ = kc − k tenemos:

〈〈n(x)〉〉 ∝
(

− ∂

∂x

)∫ ∞

0

u Sinh(πu)
1 + u2

(1 + Cosh(πu))2

×
(

(1− k2cξ
2)

∫ ∞

0

e−2(1+u2) 1
n!
|γ(n)(kc)|θnx dθ

)

du . (5.44)Aquí hemos usado explí
itamente el he
ho de que γ(k) es de
re
iente. Luegotenemos que
〈〈n(x)〉〉 ∝

(

− ∂

∂x

)(
1− k2cξ

2

(|γ(n)(kc)| x)1/n
)

×
∫ ∞

0

u Sinh(πu)
(1 + u2)1−1/n

(1 + Cosh(πu))2
du . (5.45)



78 Expansión del BEC en presen
ia de super�
ies esto
ásti
asLo 
ual quiere de
ir que la ley de de
aimiento del per�l de densidad esta
ionarioes
〈〈n(x)〉〉 ∝ 1

x1+1/n
. (5.46)Enton
es, el per�l de
ae algebrái
amente 
on un exponente que depende de
uan suavemente se anula la fun
ión γ(k) en un entorno de kc. El 
aso parti-
ular de n = 1, 
orrespondiente a un 
orte lineal, nos da una ley de la forma

1/|x|ν 
on ν = 2. Di
ho 
aso ha sido estudiado en [SPCLBS07℄, sin embargoentendemos que aquí se reporta por primera vez la rela
ión (5.46) en el 
asogeneral, la 
ual puede 
ontener exponentes en el rango (1, 2] ***. En lo siguien-te utilizaremos estos resultados para estudiar el 
aso parti
ular del poten
ialgenerado por la super�
ie esto
ásti
a.5.3. Poten
ial de Casimir-Polder y Longitud delo
aliza
iónA �n de apli
ar el modelo perturbativo al 
aso 
on
reto de una super�
ie,en esta se

ión daremos los elementos ne
esarios para el 
ál
ulo del términolateral de la intera

ión de Casimir-Polder. Además exhibiremos la fun
ión
γ(k) aso
iada al per�l de alturas (5.2):

h(x) =
Nmax∑

i=1

hi cos

(
2π

λi
x+ θi

)

.El per�l de altura determina el valor del poten
ial de Casimir-Polder lateral ypuede 
al
ularse perturbativamente en h(x) 
uando esta es la es
ala espa
ialmás pequeña en el problema (√〈〈h2〉〉 ≪ λi, z0). El 
ál
ulo hasta segundoorden en h(x) puede es
ribirse 
omo
UL(x, z) = U

(1)
L (x, z) + U

(2)
L (x, z) , (5.47)***Si bien éste análisis fue ne
esario en [MMDLMR10℄ no fue posible, debido al espa
iodisponible, extender allí el desarrollo del modelo perturbativo de [SPCLBS07℄.
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ión 79donde el primer orden se 
al
ula 
omo hemos indi
ado la e
ua
ión (3.57) del
apítulo 3 [DPRL08, DJPA08℄
U

(1)
L (x, z) = −3~cα(0)

8π2ǫ0z5

∞∑

i=1

hi g
(1)(kiz) cos(kix+ θi) , (5.48)y el segundo orden [Mess11℄

U
(2)
L (x, z) = −15~cα(0)

32π2ǫ0z6

∞∑

i,j=1

hihj (5.49)
× [cos((ki + kj)x+ θi + θj)g

(2)(kiz, kjz)

+ cos((ki − kj)x+ θi − θj) g
(2)(kiz,−kjz)] .Aquí las fun
iones respuesta adimensionales g(1) y g(2) dependen en prin
i-pio de las propiedades ópti
as de la super�
ie. Como hemos 
onsiderado enel 
apítulo 3, para ha
er las estima
iones del orden de magnitud del efe
to,estudiaremos la situa
ión ideal de una super�
ie perfe
tamente re�e
tora, en
uyo 
aso ambas son fun
iones de las variables adimensionales Zi = kiz. Comohemos indi
ado en (3.58), en di
ha situa
ión el nú
leo g(1) toma la forma

g(1)(Z) = e−Z

(

1 + Z +
16Z2

45
+

Z3

45

)

.Una grá�
a de este nú
leo adimensional se muestra en la Figura 5.4.El nú
leo g(2) sólo admite una representa
ión integral que no reprodu
iremosaquí. En la Figura 5.5 gra�
amos su 
omportamiento en fun
ión de variablesadimensionales. Notar que sobre la dire

ión (1,−1) el nú
leo 
re
e, lo 
ualpodría resultar en prin
ipio en una in
onsisten
ia 
on la teoría perturba
iones.Sin embargo debe notarse que la restri

ión √〈〈h2〉〉 ≪ λi, z0 impone unvalor máximo para Z dado aproximadamente por Zmax = 2πz0/h, donde h =
√

〈〈h2〉〉 es la altura típi
a del per�l. Si uno usa además el he
ho de que el
re
imiento de g(2)(Z,−Z) es lineal 
on |Z| [Mess11℄, resulta fá
il demostrarque el desarrollo perturbativo es 
onsistente en el sentido de que |U (1)
L (x, z)| ≥

|U (2)
L (x, z)| en todo el rango de interés.
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Figura 5.4: Fun
ión respuesta adimensional g(1)(Z) para el 
ál
ulo aprimer orden del poten
ial de Casimir-Polder lateral para una super�
ieperfe
tamente re�e
tora.El resultado a segundo orden será de importan
ia para las solu
iones numéri
asen las que bus
aremos también estudiar 
on�gura
iones más allá del modeloperturbativo. Sin embargo, en el 
aso en que h≪ z0 podremos quedarnos sólo
on el orden más bajo, U (1)
L , para el 
ál
ulo del 
orrelador (5.32) ya que la
ontribu
ión dominante es

C(x) =
〈〈

U
(1)
L (x′, z0)U

(1)
L (x+ x′, z0)

〉〉

. (5.50)En el apéndi
e A se demuestra que si usamos la expresión (3.57) para 
al
ular
U

(1)
L y suponemos que las variables esto
ásti
as son independientes y tienenuna distribu
ión uniforme en los intervalos hi ∈ [0, hmax], θi ∈ [0, 2π] y λi ∈
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Zi

Zj

g(2)(Zi, Zj)

Figura 5.5: Fun
ión respuesta adimensional g(2) para el 
ál
ulo a segundoorden del poten
ial de Casimir-Polder lateral para una super�
ie perfe
ta-mente re�e
tora.
[λmin, λmax], se tiene

γ(k) =
m

4~2Ek
F 2(z)Nmax

h2max

3
(g(1)(2kz))2

π2

(λmax − λmin)(2k)2
, (5.51)donde F (z) = 3~cα(0)/8π2ǫ0z

5. En la Figura (5.6) se muestra un 
aso típi
ode una super�
ie perfe
tamente re�e
tora en la que la distan
ia a la super�-
ie es z = 1,5µm. En di
ha grá�
a la es
ala espa
ial se adimensionaliza 
on ξ,que es el parámetro relevante para determinar qué modos están presentes en latransformada de Fourier del 
ondensado (a �n de 
omparar luego 
on las simu-la
iones numéri
as aquí se tomará ξ = 0,85µm). Como se dedu
e de la formaexplí
ita de g(1) y de γ, existe una fuerte supresión exponen
ial 
on kξ. Porlo tanto, 
omo es de esperar, la longitud de lo
aliza
ión será eventualmentepequeña sólo 
uando se 
onsidere el 
aso de un 
ondensado muy próximo ala super�
ie. En rela
ión 
on la se

ión anterior vemos que los modos 
on kgrande pueden tener longitudes de lo
aliza
ión extremadamente grandes. Porejemplo, si gra�
amos la misma situa
ión pero en es
ala Log-Lin, tendremosun 
aso 
omo el que se muestra en la Figura 5.7. Notar que 
uando kξ → 1la longitud de lo
aliza
ión puede as
ender hasta 10cm, lo 
uál es demasiado
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kξ

γ
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)
[µ
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1 ]

Figura 5.6: Fun
ión γ(k) aso
iada a una distan
ia de z = 1,5µm, Nmax =

25, λ ∈ [1, 20]µm y hi ∈ [0, 200]nm. En linea llena se muestra el resultadoanalíti
o (5.51) y en puntos la veri�
a
ión numéri
a por sampleo.grande para 
ualquier sistema de gases ultrafríos. Por lo tanto aquí resultafundamental tener en 
uenta la es
ala máxima Lmax que se puede medir en elexperimento. En el 
aso en que Lmax → ∞ tendremos obviamente un per�lexponen
ialmente lo
alizado ya que γ(k) 6= 0 ∀k ∈ [0, 1/ξ]. Sin embargo, paraun valor �nito de Lmax (por ejemplo para el 
aso anterior hemos 
onsiderado
Lmax = 1mm), existirá un valor de k dado por k∗ = γ−1(1/Lmax) para el 
uallos modos 
on k & k∗ estarán efe
tivamente deslo
alizados, mientras que aque-llos 
on k . k∗ están exponen
ialmente lo
alizados. Por lo tanto, estaremos enun 
aso similar al desarrollado anteriormente 
uando se en
ontraba un per�l
on lo
aliza
ión algebrai
a. La diferen
ia aquí es que el valor de k∗ no 
lasi�
aperfe
tamente los modos entre lo
alizados y deslo
alizados 
omo o
urría 
on
kc, sino que aquí la transi
ión será suave y por lo tanto se podrán tener un 
on-tínuo de exponentes en el rango ν ∈ (1, 2). Por otro lado, en esta situa
ión noes posible realizar un 
ál
ulo explí
ito de las integrales involu
radas en (5.40),
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1/Lmax

k∗ξ kξ

Loc. Desloc.

Anaĺıtico

Numérico

γ(k)[µm−1]

Figura 5.7: Fun
ión γ(k) aso
iada a una distan
ia de z = 1,5µm,
Nmax = 25, λ ∈ [1, 20]µm y hi ∈ [0, 200]nm. En linea llena se muestrael resultado analíti
o (5.51) y en puntos la veri�
a
ión numéri
a por sam-pleo. Se muestra el valor de k = k∗ que separa los modos efe
tivamentelo
alizados (Lo
.) de aquellos efe
tivamente deslo
alizados (Deslo
.), segúnla es
ala máxima que es posible medir en el problema Lmax.

por lo que in
luso en el régimen del modelo perturbativo es ne
esario evaluar
iertas 
antidades numéri
amente.Por lo tanto, en el 
ontexto de lo
aliza
ión indu
ida por la intera

ión 
on unasuper�
ie, donde exponente aso
iado a la inversa de la longitud de lo
aliza
iónestá exponen
ialmente suprimido, se esperará siempre un per�l algerai
amentelo
alizado, 
on un exponente en el rango (1, 2). En la siguiente se

ión 
om-pararemos los resultados del modelo perturbativo desarrollado aquí y éstasobserva
iones 
ualitativas 
on la solu
ión numéri
a de la e
ua
ión de Gross-Pitaevskii.
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ia de super�
ies esto
ásti
as5.4. Cál
ulo numéri
o y 
ompara
ión 
on elmodelo perturbativoEn esta se

ión 
ompararemos el análisis perturbativo de la se

ión anterior
on la solu
ión exa
ta del problema obtenida evolu
ionando numéri
amente elestado según la e
ua
ión de Gross-Pitaevskii in
luyendo el poten
ial aleato-rio debido a la intera

ión de Casimir-Polder. Cada una de las evolu
iones esutilizada para luego 
al
ular los promedios sobre el ruido de los per�les dedensidad n(x, t) según el modelo de ruido que hemos indi
ado. A �n de 
om-parar una situa
ión 
on
reta en vistas de estable
er un posible es
enario enel 
ual di
ho efe
to sea apre
iable, 
onsideraremos un 
ondensado de átomosde 87Rb 
on�nados fuertemente en la dire

ión radial, 
on un an
ho típi
o de
σ = 0,25µm y un tamaño axial típi
o (según la aproxima
ión de Thomas-Fermi) de 35µm. Si se asumen N = 102 átomos en el 
ondensado se tiene quela longitud de re
upera
ión es ξ = 0,85µm.Para 
al
ular de manera exa
ta la evolu
ión del sistema, 
omenzamos 
on el
ómputo numéri
o del estado ini
ial del 
ondensado. Para obtener este últi-mo se realizó una evolu
ión en tiempo imaginario implementando un esquemade Crank-Ni
olson [MurAdh09℄. El resultado de este 
ál
ulo se muestra en laFigura 5.8 junto 
on la aproxima
ión dada por el per�l de Thomas-Fermi quese utiliza en el modelo perturbativo. Vemos que, para el sistema que bus
amosestudiar, la aproxima
ión utilizada explí
itamente en el modelo perturbativoreprodu
e 
orre
tamente el per�l salvo por las singularidades en la derivadaque se en
uentran en los bordes x = ±LTF .Para evolu
ionar el estado ini
ial se implementó un método time-splitting[PTVF97℄ pseudo-espe
tral de 
uarto orden que resuelve la e
ua
ión de Gross-Pitaevskii dinámi
a. Este método puede en
ontrarse desarrollado detallada-mente en [BaJaMa03, BaoLiu07℄ y, en parti
ular, el integrador temporal de
uarto orden (y otras aproxima
iones de orden superior) se en
uentran de-sarrolladas en [Yoshi90℄. La transformada rápida ne
esaria para el método
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Figura 5.8: Condi
ión ini
ial 
al
ulada bajo la aproxima
ión de Thomas-Fermi (linea roja) y numéri
amente evolu
ionando en tiempo imaginario(linea negra). Densidad (unidades arbitrarias) vs. posi
ión (µm).pseudo-espe
tral se 
al
uló mediante el paquete FFTW [FFTW℄. En el 
ódi-go se tomó el estado ini
ial exa
to 
al
ulado por el método de evolu
ión entiempo imaginario y se lo evolu
ionó hasta un tiempo �jo para 
ada una delas realiza
iones de la super�
ie. Luego se tomó el promedio de la densidadsobre estas itera
iones, que típi
amente fueron 40, para obtener el per�l dedensidad promediado. Es importante resaltar que el 
ódigo pseudo-espe
tralfue validado implementando de manera independiente un método de Crank-Ni
olson para evolu
ionar el estado en tiempo real. Naturalmente éste últimométodo resulta mu
ho menos e�
iente que el pseudo-espe
tral, sin embargo fuede utilidad para la valida
ión, que se realizó 
al
ulando evolu
iones a tiempos
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ásti
asrelativamente 
ortos (aproximadamente 1/5 del tiempo total que se bus
abaal
anzar) y 
omparando entre ambos resultados. Para evolu
iones de mayordura
ión sólo se utilizó el método pseudoespe
tral y para 
orroborar la 
onver-gen
ia en esta nueva es
ala, además de utilizar las a
ota
iones estable
idas en[BaoLiu07℄, también se dupli
ó la 
antidad de puntos de grilla para veri�
arque los resultados tengan un error despre
iable.Primeramente examinaremos los resultados del 
ál
ulo numéri
o en una regiónde parámetros en la que es válido el modelo perturbativo. Como es de espe-rar, lo que de�ne si estamos en el rango de validez de aquél es la distan
iaa la super�
ie z0. Como hemos indi
ado anteriormente, para poder utilizarla aproxima
ión que permite 
al
ular explí
itamente 〈〈|φk|2〉〉, la longitud delo
aliza
ión debe ser mayor que las longitudes de onda típi
as de los estadosde una partí
ula no perturbados que están involu
rados en la transformada deFourier del estado ϕ. Es fá
il ver que esto o
urrirá 
uando la energía típi
a delpoten
ial aleatorio dada por
VR(z0) =

√
〈〈

(UL(x, z0)− 〈〈UL(x, z0)〉〉 )2
〉〉 (5.52)sea mu
ho menor al poten
ial quími
o µ. Luego, bajo la 
ondi
ión VR(z0) ≪ µ,que es una restri

ión sobre z0, esperamos que el modelo perturbativo re-produz
a la forma de de
aimiento del per�l esta
ionario. En la Figura 5.9 semuestra la evolu
ión del 
ondensado luego de un tiempo ωxt = 28 para un
ondensado libre y otro en presen
ia de una super�
ie en el régimen perturba-tivo (VR(z0) = 0,089µ). En di
ha �gura puede verse que parte del 
ondensadoen presen
ia de la super�
ie 
ontinúa su expansión siguiendo al per�l libre,mientras que en un entorno del origen se desarrolla un per�l que permane
eatrapado 
er
a de la 
ondi
ión ini
ial. El per�l de partí
ulas atrapadas puede
ompararse 
on el 
aso perturbativo dis
utido en las se

iones anteriores,que 
orresponde a t → ∞. En la Figura 5.10 se 
omparan ambos per�lesen es
ala Log-Log. Vemos que ambos están en buen a
uerdo en la región
er
ana al origen, donde el per�l promediado deja de variar. Además vemos
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Figura 5.9: Compara
ión entre la evolu
ión libre y la evolu
ión en presen-
ia de la super�
ie. Se exhiben n(x, t) y 〈〈n(x, t)〉〉 a un tiempo ωxt = 28. Elpromediado se toma sobre 40 realiza
iones del poten
ial ruidoso a una dis-tan
ia z0 = 1,5µm. La super�
ie 
ontiene 25 armóni
os 
on λi ∈ [1, 20]µmy hi ∈ [0, 200]nm, lo 
ual 
orresponde a VR(z0) = 0,089µ.que habiendo �jado una es
ala máxima, aquí de Lmax = 1mm, el de
aimientoes 
ompatible 
on una ley algebrai
a. En la aproxima
ión dada por el modeloperturbativo en
ontramos que el per�l de densidad de
ae 
on un exponente
ν = 1,1 (el ajuste lineal de la grá�
a Log-Log tuvo una desvia
ión en lapendiente menor al 1%), lo 
ual está en buen a
uerdo 
on la solu
ión que



88 Expansión del BEC en presen
ia de super�
ies esto
ásti
as
〈〈
n
(x
)〉〉

[u
.a
.]

Tamaño inicial

x/LmaxFigura 5.10: Compara
ión del per�l de densidad asintóti
o 
al
ulado per-turbativamente (linea llena verde) y per�l de densidad 
al
ulado numéri-
amente 〈〈n(x, t)〉〉 (puntos negros) para ωxt = 28 promediado sobre 40realiza
iones del poten
ial ruidoso a una distan
ia z0 = 1,5µm. Aquí setomó Lmax = 1mm.hemos obtenido de manera íntegramente numéri
a. Además de 
oin
idir 
onla solu
ión numéri
a, el 
omportamiento 
ualitativo del per�l está de a
uerdo
on nuestra dis
usión en rela
ión 
on el per�l que hemos 
al
ulado en (5.46),donde el 
ál
ulo analíti
o sí fue posible.Esto nos permite ver que, en el 
aso perturbativo de distan
ias relativamentegrandes, las aproxima
iones que hemos he
ho en el modelo resultan 
onsis-tentes. Por otro lado, a partir del esquema perturbativo y la forma explí
itade γ(k) dada por la e
ua
ión (5.51) es fá
il en
ontrar una es
ala típi
a dedistan
ia a la super�
ie para la 
ual resulte posible la dete

ión de átomoslo
alizados debido a la intera

ión de Casimir-Polder lateral en un 
ontextorelativamente genéri
o. Para un es
enario en el que se busque lo
aliza
ión
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ondensado unidimendional, tendremos típi
amente una longitud dere
upera
ión en el orden de 1µm. Si además requerimos que al menos el
10% de los átomos tengan una longitud de lo
aliza
ión menor o igual a
100µm es fá
il utilizar la e
ua
ión (5.51) y la Figura 5.7 para en
ontrar quela distan
ia típi
a z0 es z0 = 2,5µm. Es de
ir que, por debajo de di
ho valor,es esperable tener un mar
ado efe
to de lo
aliza
ión sobre el per�l de densidad.Finalmente es interesante analizar el 
aso en que el modelo perturbativodeja de valer. La transi
ión se produ
e rápidamente debido a la fuertedependen
ia de γ 
on z0. Si se toma por ejemplo z0 = 1µm se tiene que
VR(z0) = 0,5µ y el término de segundo orden para el 
ál
ulo de la intera

iónde Casimir-Polder debe ser in
luído en la simula
ión numéri
a. En la Figura5.11 se muestra el resultado de la evolu
ión promediada sobre 40 realiza
ionespara un tiempo ωxt = 14. En este 
aso, dado que la super�
ie está más 
er
adel 
ondensado, el efe
to de lo
aliza
ión es mu
ho mayor que en el 
aso dondees válido el modelo pertubativo, y muy po
as partí
ulas es
apan del nú
leoprin
ipal 
on�nado en un entorno de la 
ondi
ión ini
ial. Las partí
ulas quedesarrollan las alas del per�l 〈〈n(x)〉〉 se en
uentran nuevamente lo
alizadas
on un per�l algebrai
o. En la Figura se muestra un ajuste lineal del grá�
oLog-Log, en el que se en
uentra que 〈〈n(x)〉〉 ∝ 1/xν 
on ν = 1,85. Paralos parámetros de ésta simula
ión se llega al límite de validez para laaproxima
ión de 
ampo medio que des
ribe el 
ondensado 
uando x → Lmaxdebido a la baja densidad del sistema en ése límite indu
ida por el efe
to delo
aliza
ión. Como hemos indi
ado, en esta expansión deja de ser válido elmodelo perturbativo y, en parti
ular, 
ae la hipótesis de poder despre
iar elpoten
ial aleatorio en la primer etapa de la expansión donde sólo se teníanen 
uenta las intera

iones repulsivas. Sin embargo, las partí
ulas de mayorenergía son justamente las que es
apan del entorno de la 
ondi
ión ini
ial yéstas típi
amente tendrán longitudes de lo
aliza
ión mayores a la longitud deonda 
ara
terísti
a 2π/k. Además para ellas el valor de kz0 será grande y por
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Figura 5.11: 〈〈n(x, t)〉〉 (puntos negros) para ωxt = 14 promediado sobre
40 realiza
iones del poten
ial ruidoso a una distan
ia z0 = 1µm. La lineallena 
orresponde a un ajuste algebrai
o de la forma 〈〈n(x)〉〉 ∝ 1/|x|ν , 
on
ν = 1,85. Se tomó Lmax = 1mm.lo tanto también se podrá obtener γ(k) utilizando sólo el primer orden deltérmino lateral (re
ordar el de
amiento exponen
ial 
on kz0). Por lo tanto, sibien estamos en un régimen donde es ne
esario el 
ál
ulo numéri
o del per�lde densidad, para los modos más energéti
os que 
omponen el 
ondensado,se tendrá un exponente γ que de
aerá de manera exponen
ial lo 
ual indi
aque el 
omportamiento 
ualitativo de la solu
ión se debería preservar. Estopermite entender porqué aún en este 
aso donde el modelo de expansión noes apli
able el de
aimiento algebrai
o del per�l se mantiene.Además de los 
asos que a
abamos de des
ribir también fueron exploradasotras situa
iones en las que se varió el 
ontenido espe
tral de la super�
ie

h(x), sin embargo los resultados obtenidos fueron similares. Esto se debe aque las longitudes de onda muy pequeñas respe
to de z0 están típi
amente
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on el modelo perturbativo 91suprimidas de manera exponen
ial, mientras que las longitudes de ondamuy largas sólo afe
tan a una 
antidad de partí
ulas muy pequeña (aquellaspresentes en la transformada de Fourier y 
on k → 0).Además de esto, la forma espe
í�
a de la densidad de probabilidad de las va-riables λi utilizada para el 
ál
ulo de γ tampo
o resulta esen
ial ya que, 
omopuede verse en la e
ua
ión (5.51), el fa
tor dominante en el 
omportamientode γ(k) es la supresión exponen
ial debida al nú
leo g(1).En términos de lo analizado aquí, vemos que un posible es
enario paraponer de mani�esto el efe
to Casimir-Polder lateral debido a una super�
ieesto
ásti
a podría ser el de un 
ondensado unidimensional expandiéndose enla proximidad de tal super�
e, a distan
ias típi
as de 1 − 2µm. El modeloperturbativo resulta una buena aproxima
ión para distan
ias relativamentegrandes y permite obtener expresiones explí
itas para 
al
ular la longitud delo
aliza
ión de los modos presentes en el 
ondensado. Además da una des
rip-
ión 
uantitativa 
orre
ta en el rango de distan
ias grandes y permite entender
ualitativamente los resultados de las simula
iones numéri
as que hemos im-plementado para explorar la región de distan
ias 
ortas. Si bien el montaje deun experimento podría 
ontener múltiples di�
ultades té
ni
as no 
onsidera-das aquí, 
reemos que, de ser posible la implementa
ión de una 
on�gura
ión
omo la que hemos estudiado, ésta presentaría la ventaja de estar explotan-do (a través del efe
to de lo
aliza
ión) la naturaleza 
uánti
a del 
ondensadoa diferen
ia de otros esquemas en los que se lo utiliza úni
amente 
omo undete
tor lo
al 
lási
o de la intera

ión.





Capítulo 6
Con
lusiones

En este trabajo hemos 
onsiderado la des
rip
ión de 
ondensados de Bose-Einstein de átomos al
alinos. En el régimen de 
ampo medio, válido para des-
ribir al sistema 
uando las intera

iones son débiles, hemos 
ontemplado losefe
tos de poten
iales externos periódi
os y esto
ásti
os generados por efe
-to Casimir-Polder de una super�
ie 
er
ana al 
ondensado. En el 
aso de unpoten
ial periódi
o hemos 
ara
terizado el espe
tro de exita
iones del sistemaintera
tuante y 
al
ulado las 
antidades ne
esarias para su observa
ión a travésde espe
tros
opía de Bragg. De esta forma nuestros resultados pueden ser deutilidad en el 
aso de utilizar un 
ondensado unidimensional 
omo transdu
tordel efe
to Casimir-Polder lateral generado por una super�
ie periódi
a, ya quelos 
oe�
ientes de Fourier de la expansión de este último podrían ser 
al
uladosa partir del espe
tro modi�
ado del 
ondensado, explotando así la naturaleza
uánti
a del sistema en lugar de sólo utilizar observables 
lási
os.Un 
aso que no puede ser 
ontemplado de la misma menera que el 
aso anteriores aquel de una super�
ie esto
ásti
a. Aquí enton
es se bus
ó otra alternativapara transdu
ir el efe
to de la intera

ión. En parti
ular, se 
ondiseró la ex-pansión de un 
ondensado unidimensional en presen
ia del poten
ial aleatotiogenerado por la 
omponente lateral del poten
ial de Casimir-Polder. A través



94 Con
lusionesde un modelo perturbativo se 
ara
terizó el per�l de densidad asintóti
o yesta
ionario de los átomos atrapados debido al poten
ial ruidoso por efe
to delo
aliza
ión. La generaliza
ión de los resultados 
ono
idos permitió entender el
omportamiento genéri
o que se podría esperar en el 
aso de una super�
ie es-to
ásti
a. Además del modelo perturbativo, también se realizaron simula
ionesnuméri
as para 
al
ular la evolu
ión exa
ta del sistema. Estas permitieron nosólo 
orroborar las predi

iones del modelo aproximado, sino también explorarotros posibles es
enarios más allá del 
aso perturbativo. De esta forma se logróestable
er un mar
o posible donde se pone de mani�esto la intera

ión de lasuper�
ie esto
ásti
a 
on el gas ultrafrío a través del efe
to de lo
aliza
ión.Además del régimen de intera

iones débiles des
ripto por la teoría de 
ampomedio, en esta tesis hemos 
onsiderado el 
aso de un gas unidimensional muydiluído, en el 
ual las intera

iones entre átomos son dominantes. En este 
asose estudió la in�uen
ia del poten
ial externo sobre la distribu
ión de impulsosdel gas, que es el observable de interés en el sistema. Utilizando 
omo puntode partida la solu
ión analíti
a para el problema de mu
hos 
uerpos se dedujouna expresión para des
ribir al gas en el límite de impulsos grandes y se en-
ontró que la distribu
ión de impulsos del mismo sigue una ley de de
aimientoalgebrai
a independiente del poten
ial 
on�nante. El exponente de esta leyfue 
al
ulado y 
omparado 
on solu
iones exa
tas que, junto 
on los traba-jos anteriores en los que se estudia a este sistema sólo en 
asos parti
ulares,
oin
idieron 
on la predi

ión.



Apéndi
e ACál
ulo del exponente γ(k)En este apéndi
e 
al
ularemos explí
itamente el exponente γ(k) utilizandola expansión perturbativa para el término lateral de la intea

ión de Casimir-Polder. Notemos enton
es que, a primer orden en el per�l rugoso, el poten
ialde Casimir-Polder lateral se puede 
al
ular 
omo
U

(1)
L (x, z) = −F (z)

Nmax∑

i=1

hi g
(1)(kiz) cos(kix+ θi) . (A.1)Aquí utilizamos Nmax para denotar la 
antidad de modos que se in
luirán aldes
ribir la super�
ie en las simula
iones numéri
as. De ser ne
esario, es fá
ilgeneralizar el análisis siguiente al 
aso 
ontinuo. En la e
ua
ión anterior, lafun
ión F está de�nida por

F (z) =
3~cα(0)

8π2ǫ0z5
, (A.2)y la fun
ión respuesta g(1) puede en prin
ipio ser la de un material no ideal.Los parámetros esto
ásti
os de este modelo dis
reto se tomarán en el ran-go hi ∈ [0, hmax], θi ∈ [0, 2π] y λi ∈ [λmin, λmax] y serán 
onsiderados todosindependientes entre sí. Como hemos indi
ado, para asegurar la simetría detransla
ión, tomaremos las variables θi 
on densidad de probabilidad 
onstante.La densidad de probabilidad de las variables hi y λi será espe
i�
ada poste-riormente.



96 Cál
ulo del exponente γ(k)Enton
es 
omen
emos 
on la de�ni
ón
C(x, x′; z) = 〈UL(x, z)UL(x

′, z) 〉h,λ,θ . (A.3)Aquí indi
amos el promedio sobre el ruido por 〈.〉h,λ,θ, de forma de ha
er ex-plí
ito sobre qué variable estamos promediando. Enton
es al orden más bajoen la perturba
ión tendremos:
C(x, x′; z) = F 2(z)

Nmax∑

i,j=1

〈hihj g(1)(kiz)g(1)(kjz)

× cos(kix+ θi) cos(kjx
′ + θj)〉h,λ,θ , (A.4)es de
ir que

C(x, x′; z) =
F 2(z)

2

Nmax∑

i,j=1

〈hihj g(1)(kiz)g(1)(kjz) [cos(kix+ kjx
′ + θj + θi)

+ cos(kix− kjx
′ + θi − θj)]〉h,λ,θ . (A.5)Que las variables θi veri�quen θi ∈ [0, 2π] de manera uniforme nos garantiza:

〈cos(kix+ kjx
′ + θj + θi)〉θ = 0 , (A.6)por lo tanto

C(x, x′; z) =
F 2(z)

2

Nmax∑

i,j=1

〈hihj g(1)(kiz)g(1)(kjz)

× cos(kix− kjx
′ + θi − θj)〉h,λ,θ . (A.7)Por el mismo motivo que es válida (A.6) los términos 
on i 6= j se 
an
elan en(A.7), por lo tanto:

C(x, x′; z) =
F 2(z)

2

Nmax∑

i=1

〈h2i g(1)(kiz)2 cos(ki(x− x′))〉h,λ . (A.8)Enton
es tenemos que:
C(|x− x′|; z) = F 2(z)

2
Nmax 〈h2i 〉h 〈g(1)(kiz)2 cos(ki(x− x′))〉λ . (A.9)



97La densidad de probabilidad de las variables hi sólo interviene al tomar elvalor medio 〈h2i 〉h y por lo tanto resulta irrelevante. Aquí enton
es introdu
i-mos la de�ni
ión de la fun
ión γ(k), ya que sólo estaremos interesados en latransformda-
oseno de la e
ua
ión (A.9). Re
ordar enton
es que
γ(k) =

m

4~2Ek

∫ ∞

−∞

C(x) cos(2kx) dx =
m

4~2Ek

Ĉ(2k) ,donde Ek = ~2k2/2m. Pero además, notando que:
∫ ∞

−∞

cos(kix) cos(2kx) = πδ(2k − ki) , (A.10)y utilizando la e
ua
ión (A.9) resulta 
laro que:
γ(k) =

m

4~2Ek

F 2(z)

2
Nmax 〈h2i 〉h g(1)(2kz)2π 〈δ(2k − ki)〉λ . (A.11)Por lo tanto, para tener el valor explí
ito de γ sólo nos resta 
al
ular

〈δ(2k − ki)〉λ . (A.12)Llamemos enton
es P (λ) a la densidad de probabilidad de 
ada una de lasvariables independientes λi (obviamente asumimos una úni
a densidad de pro-babilidad para todas). Luego, por de�ni
ión
〈δ(2k − ki)〉λ =

∫ λmax

λmin

P (λ) δ(2k − 2π

λ
) dλ

=

∫ 2π/λmin

2π/λmax

P (2π/ξ) δ(2k − ξ)
2π

ξ2
dξ , (A.13)es de
ir que

〈δ(2k − ki)〉λ = P (π/k)
2π

(2k)2
Θ(k − π/λmax) Θ(π/λmin − k) . (A.14)Esta 
antidad sólo toma valores no nulos en el intervalo k ∈ [π/λmax, π/λmin].Por simpli
idad asumiremos 
omo modelo aquél en el que las variables λitienen una distribu
ión uniforme (es evidente 
ómo modi�
ar lo que sigue en



98 Cál
ulo del exponente γ(k)otro 
aso), por lo tanto podremos 
al
ular P (λ) explí
itamente 
omo P (λ) =
1/(λmax − λmin). Enton
es tenemos que:
〈δ(2k − ki)〉λ =

2π

(λmax − λmin)(2k)2
Θ(k − π/λmax) Θ(π/λmin − k) . (A.15)Por lo tanto los valores no triviales de γ resultan:

γ(k) =
m

4~2Ek

(F (z))2

2
Nmax 〈h2i 〉h (g(1)(2kz))2

2π2

(λmax − λmin)(2k)2
. (A.16)Por último, 
onsideraremos el 
aso espe
í�
o en que las variables hi tambiéntienen una distribu
ión de probabilidad uniforme en el intervalo [0, hmax], esde
ir que 〈h2i 〉h = h2max/3. Con lo que �nalmente arribamos a

γ(k) =
m

4~2Ek
F 2(z)Nmax

h2max

3
(g(1)(2kz))2

π2

(λmax − λmin)(2k)2
. (A.17)Como se muestra en el 
apítulo 5 esta e
ua
ión está en perfe
to a
uerdo 
onel 
ál
ulo obtenido numéri
amente utilizando variables aleatorias.El 
omportamiento de γ es independiente de la forma de la distribu
ión deprobabilidad de las variables hi. Más aún, si bien la forma espe
í�
a dependede la distribu
ión P (λ), el 
omportamiento para k → ∞ típi
amente 
ontendráun de
aimiento exponen
ial dominado por el nú
leo g(1).



Bibliografía[AEMWC95℄ M.H. Anderson, J.R. Ensher, M.R. Matthewes, C.E. Wieman yE.A. Cornell, S
ien
e 269, 198 (1995).[Ander58℄ P.W. Anderson, Phys. Rev. 109, 1492 (1958).[AnPiSt04℄ M. Antezza, L. P. Pitaevskii y S. Stringari. Phys. Rev. A 70,053619 (2004).[AshMer76℄ N. W. Ash
roft y N. D. Mermin. Solid State Physi
s. 1ra Ed.Brooks Cole (1976).[BaJaMa03℄ W. Bao, D. Jaks
h y P.A. Markowi
h. Journal of ComputationalPhysi
s 187, 318-342 (2003).[Ballen98℄ L. E. Ballentine, Quantum Me
hani
s: A Modern Development.World S
ienti�
 Publishing Company (1998).[BaoLiu07℄ W. Bao y J. G. Liu. Dynami
s in models of Coarsening, Coagula-tion, Condensation and Quantization. World S
ienti�
 (2007) 189-192.[BDPSZ01℄ A. Brunello, F. Dalfovo, L. P. Pitaevskii, S. Stringari y F. Zambelli.Phys. Rev. A 64, 063614 (2001).[Berezi74℄ V. L. Berezinskii. Sov. Phys. JETP 38, 629 (1974).[BeSoMo98℄ K. Berg-Sorensen y K. Molmer. Phys. Rev. A 58, 1480 (1998).



100 BIBLIOGRAFÍA[BJZBHL08℄ J. Billy, V. Josse, Z. Zuo, A. Bernard, B. Hambre
ht, P. Lugan,D. Clément, L. San
hez-Palen
ia, P. Bouyer y A. Aspe
t. Nature 453, 891(2008).[BlaBal00℄ P. B. Blakie y R. J. Ballagh. Journal of Physi
s B 33, 3961 (2000).[BlBaGa02℄ P. B. Blakie, R. J. Ballagh y C. W. Gardiner. Phys. Rev. A 65,033602 (2002).[BlDaZw08℄ I. Blo
h, J. Dalibard, W. Zwerger. Rev. Mod. Phys. 80, pp. 885-964 (2008).[Bogoli47℄ N. N. Bogoliubov. J. Phys. (USSR) 11, 23 (1947).[CalHu08℄ E. A. Calzetta y B. L. Hu. Nonequilibrium Quantum Field Theory.Cambridge University Press (2008).[Calzet08℄ E. Calzetta. J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 41, 025302 (2008).[CasDum96℄ Y. Castin y R. Dum. Phys. Rev. Lett. 77, 5315 (1996).[Castin01℄ Y. Castin. Publi
ado en: Coherent atomi
 matter waves, Le
tureNotes of Les Hou
hes Summer S
hool. pp. 1-136. Editado por R. Kaiser,C. Westbrook y F. David. EDP S
ien
es y Springer-Verlag (2001).[CasPol48℄ H. B. G. Casimir y D. Polder, Phys. Rev. 73, 360 (1948).[CCRCW00℄ S.L. Cornish, N.R. Claussen, J.L. Roberts, E.A. Cornell y C.E.Wieman. Phys. Rev. Lett. 85, 1795 (2000).[CorWie02℄ E. A. Cornell y C. E. Wieman. Rev. Mod. Phys. 74, pp. 875�893(2002).[CPSMI05℄ I. Carusotto, L. P. Pitaevskii, S. Stringari, G. Modugno y M. In-gus
io. Phys. Rev. Lett. 95, 093202 (2005).



BIBLIOGRAFÍA 101[CTDL06℄ C. Cohen-Tannoudji, B. Diu y F. Laloe. Quantum Me
hani
s, VolI, Wiley (2006).[DalCoh89℄ J. Dalibard y C. Cohen-Tannoudji. J. Opt. So
. Am. B 6, 2023(1989).[DCCRCW01℄ E. A. Donley, N. R. Claussen, S. L. Cornish, J. L. Roberts, E.A. Cornell y C. E. Wieman. Nature 412, 295 (2001).[DGPS99℄ F. Dalfovo, S. Giorgini, L.P.Pitaevskii, S.Stringari. Rev. Mod. Phys.71, pp. 463�512 (1999).[DJPA08℄ D. A. R. Dalvit, P. Maia Neto, A. Lambre
ht y S. Reynaud. J. Phys.A: Math. Theo 41, 164028 (2008).[DPRL08℄ D. A. R. Dalvit, P. Maia Neto, A. Lambre
ht y S. Reynaud. Phys.Rev. Lett. 100, 040405 (2008).[FeyHib65℄ R. P. Feynman, A. R. Hibbs. Quantum Me
hani
s and Path Inte-grals. MCGraw-Hill (1965).[FFGW03℄ P. J. Forrester, N. E. Frankel, T. M. Garoni, y N. S. Witte. Phys.Rev. A 67, 043607 (2003).[FFTW℄ La informa
ión sobre el paquete se en
uentra disponible en:www.fftw.org[GarShe09℄ I. Gar
ía-Mata y D. L. Shepelyansky. Phys. Rev. E 79, 026205(2009).[Ginib68℄ J. Ginibre. Comm. Math. Phys. 8, Number 1, pp. 26-51 (1968).[Girard60℄ M. Girardeau. J. Math. Phys. 1, 516 (1960).[Gogoli76℄ A. A. Gogolin. Sov. Phys. JETP 44, 1003 (1976).



102 BIBLIOGRAFÍA[GoMeRa76℄ A. A. Gogolin, V. A. Mel'nikov y E. I. Rashba. Sov. Phys. JETP42, 168 (1976).[Hess86℄ H. F. Hess. Phys. Rev. B 34, 3476 (1986).[HOMGC05℄ D. M. Harber, J. M. Obre
ht, J. M. M
Guirk y E. A. Cornell,Phys. Rev. A 72, 033610 (2005).[HRMCB09℄ K. Henderson, C. Ryu, C. Ma
Cormi
k y M. G. Boshier. New J.Phys. 11, 043030 (2009).[Ishii73℄ K. Ishii. Prog. Theor. Pys. Suppl. 53, 77 (1973).[IzrKro99℄ F. M. Izrailev y A. A. Krokhin. Phys. Rev. Lett. 82, 4062 (1999).[JakZol05℄ D. Jaks
h y P. Zoller. Annals of Physi
s, 315, Issue 1, pp. 52-79(2005).[KeDuSt99℄ W. Ketterle, D.S. Durfee y D.M. Stamper-Kurn. Making, prob-ing and understanding Bose-Einstein 
ondensates. Publi
ado en: Bose-Einstein Condensation in Atomi
 Gases, Pro
eedings of the InternationalS
hool of Physi
s (Enri
o Fermi) Course Cxl : Varenna on Lake ComoVilla Monastero 7-17 July 1998, (1999).[KiWeWe04℄ T. Kinoshita, T. Wenger y D. S. Weiss. S
ien
e 305, 1125 (2004).[KraMaK93℄ B. Kramer y A. Ma
Kinnon. Rep. Prog. Phys. 56, pp. 1469-1564(1993).[LaGiWr02℄ G. Lapeyre, M. Girardeau y E. Wright. Phys. Rev. A 66, 023606(2002).[Lenard64℄ A. Lenard. J. Math. Phys. 5, 930 (1964).[Lieb63℄ E. H. Lieb. Phys. Rev. 130, pp. 1616�1624 (1963).[LieLin63℄ E. H. Lieb y W. Liniger. Phys. Rev. 130, pp. 1605�1616 (1963).



BIBLIOGRAFÍA 103[LiGrPa88℄ I. M. Lifshits, S. A. Gredeskul y L. A. Pastur. Introdu
tion to theTheory of Disordered Systems. Wiley, New York (1988).[LiSeYn05℄ E. H. Lieb, R. Seiringer y J. Yngvason. Phys. Rev. Lett. 94, 080401(2005).[Mess11℄ R. Messina, et al.. A ser publi
ado (2011).[MetStr02℄ H. J. Met
alf y P. van der Straten, Laser Cooling and Trapping.
2da Edi
ión, Springer (2002).[MiViTo02℄ A. Minguzzi, P. Vignolo y M. Tosi. Phys. Lett. A 294, 222, (2002).[MKPS03℄ C. Menotti, M. Kramer, L. P. Pitaevskii y S. Stringari. Phys. Rev.A 67, 053609 (2003).[MMDLMR10℄ G. A. Moreno, R. Messina, D. A. R. Dalvit, A. Lambre
ht, P.A. Maia Neto y S. Reynaud. Phys. Rev. Lett. 105, 210401 (2010).[MoDaCa10℄ G. A. Moreno, D. A. R. Dalvit y E. Calzetta. New J. Phys. 12,033009 (2010).[Modu09℄ Mi
hele Modugno, 
omuni
a
ión personal (Julio, 2009).[Modug10℄ G. Modugno. Rep. Prog. Phys. 73, 102401 (2010).[MurAdh09℄ P. Muruganandam y S. K. Adhikari. Comput. Phys. Commun.180, pp. 1888-1912 (2009).[Olshan98℄ M. Olshanii. Phys. Rev. Lett. 81, 938 (1998).[OWAPSC07℄ J. M. Obre
ht, R. J. Wild, M. Antezza, L. P. Pitaevskii, S.Stringari y E. A. Cornell. Phys. Rev. Lett. 98, 063201 (2007).[PetSmi08℄ C. J. Pethi
k y H. Smith. Bose-Einstein Condensation in DiluteGases. Cambridge University Press, 2da Ed. (2008).



104 BIBLIOGRAFÍA[PezBul07℄ R. Pezer y H. Buljan. Phys. Rev. Lett. 98, 240403 (2007).[PikShe08℄ A. S. Pikovsky y D. L. Shepelyansky. Phys. Rev. Lett. 100, 094101(2008).[Pitaev61℄ L. P. Pitaevskii. Sov. Phys. JETP 13, 451 (1961). E.P. Gross, NuovoCimento 20, 454 (1961).[Pitaev96℄ L. P. Pitaevskii. Phys. Lett. A 221, pp. 14-18 (1996).[PitStr03℄ L. P. Pitaevskii y S. Stringari. Bose-Einstein Condensation. OxfordUniversity Press, Oxford (2003).[PrHeMa89℄ D. E. Prit
hard, K. Helmerson y A. G. Martin. Pro
eedings 11thInternational Conferen
e on Atomi
 Physi
s. World S
ienti�
, Singaporepp. 179�197 (1989).[PTVF97℄ W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling and B. P. Flannery.Numeri
al Re
ipies in C, Cambridge University Press (1997).[PWMMFC04℄ B. Paredes, A. Widera, V. Murg, O. Mandel, S. Fölling, I.Cira
, G. V. Shlyapnikov, T. W. Häns
h e I. Blo
h. Nature 429, 277(2004).[RCCDCW01℄ J. L. Roberts, N. R. Claussen, S. L. Cornish, E. A. Donley, E.A. Cornell y C. E. Wieman. Phys. Rev. Lett. 86, 4211 (2001).[RDEFFF08℄ G. Roati, C. D' Erri
o, L. Fallani, M. Fattori, C. Fort, M. Za
-
anti, G. Modugno, M. Modugno y M. Ingus
io. Nature 453, 895 (2008).[RigMur04℄ M. Rigol y A. Muramatsu. Phys. Rev. A 70, 031603(R) (2004).[RigMur05℄ M. Rigol y A. Muramatsu. Comput. Phys. Commun. 169, pp.416-420 (2005)



BIBLIOGRAFÍA 105[Saku94℄ J. J. Sakurai.Modern Quantum Me
hani
s. Rev. Ed. Addison-Wesley(1994).[SaPaLe10℄ L. San
hez-Palen
ia y M. Lewenstein. Nature Physi
s 6, pp. 87-95(2010).[S
hulz63℄ T. D. S
hulz. J. Math. Phys. 4, 666 (1963).[SKODTD03℄ J. Steinhauer, N. Katz, R. Ozeri, N. Davidson, C. Tozzo y F.Dalfovo. Phys. Rev. Lett. 90, 060404 (2003).[SOKD02℄ J. Steinhauer, R. Ozeri, N. Katz y N. Davidson. Phys. Rev. Lett.88, 120407 (2002).[SPCLBA08℄ L. San
hez-Palen
ia, D. Clément, P. Lugan, P. Bouyer y A. As-pe
t. New J. Phys. 10, 045019 (2008).[SPCLBS07℄ L. San
hez-Palen
ia, D. Clément, P. Lugan, P. Bouyer, G. V.Shlyapnikov y A. Aspe
t. Phys. Rev. Lett. 98, 210401 (2007).[SSCVL11℄ J. F. S
ha�, X. L. Song, P. Capuzzi, P. Vignolo y G. Labeyrie.EPL, 93 23001 (2011).[TiVeSt93℄ E. Tiesinga, B. J. Verhaar y H. T. C. Stoof. Phys. Rev. A 47, 4114(1993).[ToDa03℄ C. Tozzo y F. Dalfovo. New J. Phys. 5, 54 (2003).[UedSai03℄ M. Ueda y H. Saito. J. Phys. So
. Jpn. Vol. 72 Suppl. C pp. 127-133(2003).[VaiTra79℄ H. G. Vaidya y C. A. Tra
y. J. Math Phys. 20, 2291 (1979).[Wolans07℄ N. Wolanski. Introdu

ión a las e
ua
iones diferen
iales ordinar-ias. Cursos de Grado, Fas
í
ulo 1, Publi
a
iones del Departamento deMatemáti
a, FCEyN-UBA (2007).



106 BIBLIOGRAFÍA[Yoshi90℄ H. Yoshida. Phys. Lett. A 150, pp. 262-268 (1990).[ZPSKS00℄ F. Zambelli, L. P. Pitaevskii, D. M. Stamper-Kurn y S. Stringari.Phys. Rev. A 61, 063608 (2000).[Zinn02℄ J. Zinn-Justin. Quantum Field Theory and Criti
al Phenomena. Ox-ford University Press (2002).



Publi
a
iones a las que dió lugaresta tesis
G. A. Moreno, R. Messina, D. A. R. Dalvit, A. Lambre
ht, P. A. MaiaNeto, S. Reynaud.Disorder in quantum va
uum: Casimir-indu
ed lo
alization of matter waves.Phys. Rev. Lett. 105, 210401 (2010).G. A. Moreno.Lateral Casimir-Polder for
e measurement using Bose-Einstein Condensates.Pro
eedings of the 9th Conferen
e on Quantum Field Theory Under theIn�uen
e of External Conditions (QFEXT09), eds. K. A. Milton and M.Bordag, World S
ienti�
, Singapore pp 122-126 (2010).G. A. Moreno, D. A. R. Dalvit, E. Calzetta.Bragg spe
tros
opy for measuring Casimir-Polder intera
tions with Bose-Einstein 
ondensates above 
orrugated surfa
es.New Journal of Physi
s 12, 033009 (2010).G. A. Moreno.High-momentum tail in the Tonks-Girardeau gas under general 
on�ning po-tentials.Phys. Lett. A 373, pp. 3897-3900 (2009).





Agrade
imientos
Agradez
o al CONICET y la UBA por el �nan
iamiento e
onómi
o y el lugarde trabajo. Le agradez
o a Esteban por todo el tiempo que me ha dedi
adoy por haberme permitido tomar de
isiones en los temas de investiga
iónabordados. De
irle gra
ias a Diego Dalvit sería po
o, aún así le agradez
olas di
usiones y todo el trabajo que hemos he
ho en 
onjunto, 
omo asítambién haber 
onseguido el �nan
iamiento de mis estadías en LANL, dondese gestaron buena parte de las ideas desarrolladas en esta tesis.Quiero agrade
er a Álvaro Caso y a Jerónimo Peralta-Ramos por haber leído
on interés parte de mi trabajo, y a Pablo Dmitruk y Gabriel Pagola porhaberme enseñado tru
os sin los 
uales mis programas no hubieran 
orrido.A mi novia María, a mi Familia y a Marta les agradez
o por ser una fuenteinagotable de afe
to. Le quiero agrade
er espe
ialmente a María por ban
armeen los momentos malos, que terminan por durar po
o 
uando ella interviene.


	Portada
	Resumen
	Abstract
	Índice general
	Capítulo 1
	Capítulo 2
	Capítulo 3
	Capítulo 4
	Capítulo 5
	Capítulo 6
	Apéndice A
	Bibliografía
	Publicaciones
	Agradecimientos

