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Resumen

En este trabajo se estudian condensados de Bose-Einstein generados en
sistemas de dtomos alcalinos ultrafrios. Entre algunas de sus multiples aplica-
ciones, los sistemas de gases ultrafrios resultan de gran interés por su potencial
uso para la medicion de la interaccion entre atomos y superficies. Dicha inte-
raccion, conocida como efecto Casimir-Polder, ha sido detectada exitosamente
en este contexto utilizando al condensado como un detector local en el caso en
que la geometria de la superficie es plana. Nuevos avances en la descripcion de
este efecto han permitido considerar, desde el punto de vista teorico, el caso
de superficies més generales en que la geometria juega un papel no trivial. En
estos casos, ademéas de la componente normal del potencial de Casimir-Polder,
existe un término lateral. Esto motiva la implementacién de nuevos esque-
mas que permitan transducir el efecto de la interaccion lateral sobre alguno
de los observables del sistema atomico. Con este proposito aqui se estudian
los efectos de una superficie periddica sobre el espectro de exitaciones de un
condensado unidimensional. Para describir el sistema, en el régimen de inte-
racciones débiles, se utiliza la teoria de campo medio, la cual permite escribir la
dindmica del condensado en términos de una funciéon que satisface una ecuacion
autoconsistente (Gross-Pitaevskii). El espectro del sistema, modificado por la
interaccion con la superficie, presenta gaps y a partir de los mismos podria
determinarse el valor de los coeficientes de Fourier del potencial de Casimir-
Polder lateral, ya que el espectro puede medirse por medio de espectroscopia

de Bragg.



II Resumen

Motivados por los cambios cualitativos presentes en las configuraciones unidi-
mensionales estudiadas en el régimen de campo medio, se busc6 también com-
prender el efecto de un potencial externo sobre un condensado unidimensional
cuando las interacciones son fuertes. Este sistema, que también es accesible ex-
perimentalmente, puede ser tratado analiticamente a través de una biyeccidon
con un sistema de fermiones no interactuantes. Utilizando esta herramienta se
consiguié caracterizar la distribucion de impulsos del gas en el limite de impul-
sos grandes, encontrando que ésta presenta una ley universal de decaimiento
algebraico. El resultado que desarrollaremos aqui generaliza trabajos anterio-
res en los que éste comportamiento fue observado sélo en casos particulares.

Otro caso ain més complejo que el de una superficie periddica es el de una
superficie con perfil de rugosidad estocastico, para el cual también es posible el
calculo del término lateral de la interaccion de Casimir-Polder. Motivados por
la posibilidad de explotar la naturaleza cuantica del condensado para detectar
el efecto de la interaccién con la superficie, estudiamos la expansién de un
condensado unidimensional en presencia de un potencial aleatorio. En relacion
con el problema de localizacion de Anderson en 1D, se plantea un modelo per-
turbativo para describir el perfil de densidad de los 4&tomos localizados debido
a la interaccion con la superficie que genera el potencial estocastico. Dicho
modelo nos permitié comprender el comportamiento del sistema y las predic-
ciones derivadas de éste se corroboraron con simulaciones numéricas exactas de
la ecuacion de Gross-Pitaevskii. Con todo esto, se estableci6 un marco posible
para la deteccion del efecto de localizacion inducida por la interacciéon con la

superficie estocéstica.

Palabras claves: Condensados de Bose-Einstein, Efecto Casimir-Polder,

Ecuacion de Gross-Pitaevskii, Gas de Tonks-Girardeau.
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Title: Non-equlibrium quantum field theory and Bose-Einstein

Condensates

Abstract:

In this Thesis we studied Bose-Einstein Condensates (BECs) in ultra-cold alka-
li gases. Among their potential applications, ultra-cold gases are unique probes
to study the interaction between atoms and surfaces. This interaction, known
as Casimir-Polder effect, has been successfully detected using a BEC as a local
probe near a plane surface. Advances in the theoretical description of this ef-
fect do now include more general surfaces where geometry plays a non-trivial
role. In such cases, not only the normal component of the Casimir-Polder
potential is present, but there is also a lateral term which motivates the imple-
mentation of new schemes to test this effect using BECs. With this propose,
here we study the effect of a periodic surface on the excitation spectrum of a
one-dimensional condensate. Using Mean Field theory we have described this
system in the limit of weak interactions, where the dynamics is governed by
a non-linear self-consistent (Gross-Pitaevskii) equation. The perturbation due
to the proximity of the surface induces gaps in the spectrum and those gaps,
which can be measure via Bragg spectroscopy, contain all the information that
is necessary to calculate the Fourier coefficients of the lateral Casimir-Polder
potential.

The qualitative changes of this system under the effect of the external poten-
tial motivated further investigation, considering the limit of strong interactions.
This case, which can be achieved experimentally, can be treated analytically
mapping the strongly interacting bosonic system onto a free fermion one. Using
this mapping we have characterized the momentum distribution of the gas in
the limit of high momentum, finding that it can be described by an universal
algebraic decay law. Our result generalizes previous studies where only parti-

cular cases were considered.



v Resumen

A case which goes beyond a periodic surface is that of a stochastic roughness
profile. The lateral Casimir-Polder interaction can also be calculated in such
case, and this fact motivated our research of a possible configuration that takes
advantage of the condensate’s quantum nature to detect the interaction of it
with the stochastic surface. To achieve this goal we studied the expansion of a
one-dimensional condensate in an disordered potential. By means of a pertur-
bative model, which takes into account the relation of this problem with 1D
Anderson localization, we calculated the localized density profile due to the
interaction with the stochastic surface. This model allowed us to understand
the interplay of the parameters defining the system and the predictions of
it were compared with numerical simulations. Using these results a possible

framework for the detection of the effect is established.

Keywords: Bose-Einstein Condensates, Casimir-Polder Effect, Gross-

Pitaevskii equation, Tonks-Girardeau gas.
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Capitulo 1

Introduccion

La condensacion de Bose-Einstein en gases bosoénicos fue predicha por
Einstein en 1925, sin embargo, no fue hasta 1995 cuando los primeros experi-
mentos tuvieron éxito en alcanzar la condensacion de un sistema de muchas
particulas en el laboratorio. Dicho experimento requirié de la combinacion de
métodos de enfriado laser, que se fueron desarrollando para atomos alcalinos
desde mediados de 1970, con técnicas de enfriado evaporativo, logrando
asi alcanzar las temperaturas necesesarias para la condensacion de estos
sistema diluidos [CorWie02, AEMWC95|. Desde ese momento las técnicas
de enfriado y confinamiento han avanzado al punto tal de hacer rutinarios
experimentos con sistemas de unos 10® atomos y con posibilidad de repetirlos
en minutos. Debido al alto grado de control sobre el sistema de atomos, estos
experimentos han abierto la puerta a la implementacion de sistemas cuanticos
en los cuales los parametros que definen la dinamica del sistema pueden ser
controlados de manera practicamente arbitraria. En esta tesis estudiaremos
desde un punto de vista tedrico diferentes modelos para la descripcion de tales
sistemas, haciendo particular énfasis en los cambios cualitativos frente a las

perturbaciones externas.
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1.1. El sistema a estudiar

Tipicamente los sistemas de interés practico consisten en un conjunto de N
atomos alcalinos con N < 107, atrapados por una trampa magnética u 6ptica
[PetSmi08]. La idea bésica del confinamiento radica en utilizar el cambio de
energia de un estado atomico debido al efecto Zeeman en un campo magnético
externo inhomogéneo. Dado que las escalas temporales en las que el d&tomo
se mueve son mucho mayores a los tiempos tipicos de transicién atémica, la
variacion en el espacio del campo externo induce una variaciéon en los niveles de
energia del &tomo que esta bien definida en cada punto del espacio. Este efecto
puede calcularse en teoria de perturbaciones asumiendo que el campo no varia
en una escala tipica del orden de v/(2, donde v es la velocidad del atomo y €2
la frecuencia de transicion no perturbada. Si bien las variaciones del campo
en dicha escala de distancias es despreciable, el efecto de la velocidad v es im-
portante a la hora de calcular el corrimiento Doppler. La perturbacion en los
niveles de energia es equivalente a un potencial externo actuando sobre el ato-
mo como un todo y por lo tanto puede ser utilizada para confinar la particula
si las variaciones del campo externo estan correctamente disenadas. Mas es-
pecificamente, puede demostrarse que solo los estados que aumentan su energia
cuando el modulo del campo magnético |B| aumenta pueden ser confinados (en
ausencia de fuentes para los campos). Existe una gran variedad de estrategias
para generar potenciales confinantes, entre las cuales se encuentran aquéllas
en las que el campo es estéatico (trampas cuadrupolares, Toffe—Pritchard, etc.)
o dindmico [PetSmi08]. En este ultimo caso se utilizan campos variables con
una frecuencia mucho menor a la transicion atémica (ejemplo aquellas cono-
cidas como TOP), de manera tal que el potencial efectivo actuando sobre el
atomo seréa proporcional al promedio temporal de |B(x, )|, que a su vez puede
disenarse para generar un minimo en un punto del espacio.

Por otro lado, dado que los 4tomos neutros se polarizan en un campo eléc-

trico, pueden generarse potenciales externos que actiien sobre ellos a través
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de laseres. Este efecto permite crear potenciales periddicos sobre la nube de
atomos en los que no soélo se puede variar de manera arbitraria la profundidad
de los pozos de potencial sino que ademas la periodicidad puede sintonizarse
de manera externa.

Las técnicas de enfriado laser también estan relacionadas con efectos de tran-
siciones atomicas entre los niveles internos de los atomos. En particular, el
mecanismo Doppler estd basado en sintonizar la frecuencia de dos laseres con-
trapropagantes cerca de una transicion atomica donde la probabilidad de ab-
sorcion de fotones se vuelve importante. Entonces, dado que la probabilidad de
absorcion depende del estado de movimiento del &tomo (justamente por corri-
miento Doppler), puede generarse la situacion en la que los &tomos moviéndose
hacia la derecha absorban con mayor probabilidad fotones con impulso hacia
la izquierda y viceversa, generando asi un término de tipo viscoso sobre el
movimiento clasico del &tomo. Con ésta técnica de enfriamiento pueden al-
canzarse temperaturas finales de cientos de pK. Dicha temperatura puede dis-
minuirse atin més hasta llegar al yK utilizando enfriado laser pero a través de
un mecanismo sub-Doppler un poco mas complejo conocido como enfriamien-
to de Sisifo [DalCoh89, MetStr02|, en el que se utiliza la inhomogeneidad del
campo para generar transiciones entre diferentes niveles de energia de manera
selectiva. Finalmente, para lograr la condensacion es necesaria también una
etapa de enfriamiento evaporativo [Hess86, PrHeMag89| en la que a través de
radiacion en frecuencia de radio se puede disminuir progresivamente la altura
de la trampa permitiendo que los a&tomos mas energéticos escapen, mientras
que los atomos con menor velocidad retermalizan por colisiones.

De esta manera es posible lograr sistemas de atomos frios en diferentes tipos de
potenciales externos. Los casos mas comunes en los experimentos son poten-
ciales de tipo parabolico con eventualmente algiin potencial superpuesto. Otro
caso de gran interés es aquel en el que se superpone una red 6ptica consistente
en dos (o méas) pares de laseres cruzados. Esto permite imprimir un potencial

externo periodico en el que tanto el parametro de red como la altura de los po-
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zos de potencial pueden ser seleccionados de manera arbitraria. De esta forma
es posible acceder a sistemas de interés en materia condensada, como aquellos
descriptos por modelos de tipo tight binding, con la ventaja de poder controlar
con gran precision los parametros que definen el sistema [BIDaZw08, JakZol05].
Actualmente estos casos, entre los que se encontraban los primeros escenarios
experimentales, han sido generalizados, existiendo ahora la posibilidad de im-
plementar potenciales de forma arbitraria e incluso dinamicos [HRMCBO09|.

Hasta este punto hemos comentado como los sistemas de atomos frios pueden
ser confinados, sin embargo atin no hemos contemplado el problema de la in-
teraccion de los atomos entre si. Para definir més precisamente este problema,
llamemos Qﬂf(x, t) al operador de creacion de particulas en el punto z. Entonces

tendremos que el hamiltoniano tipico de un sistema de atomos bosonicos sera

H = (/ —h—;lﬁT(X, t)V21/AJ(X, t)+ V(x,t) QZJT(X, t)i/?(x, t)) Pr + Hine

(1.1)
donde el término cuadratico en los operadores de campo puede ser controlado
experimentalmente (a través del potencial externo V(x,t)) y Hin representa el
término de interaccion entre los Atomos. Dicho término tipicamente resultaré
ser una suma sobre potenciales interatomicos de la forma Vi (x—x') = Vi (|x—
x'|), donde en principio se podra tener una dependencia complicada en la
distancia interatomica r = |x — x’|. Sin embargo, en el limite de baja energia
la caracterizacion de esta interaccion puede simplificarse considerablemente ya
que las colisiones estan dominadas por la contribucion de onda s [Saku94], la
cual queda univocamente definida a través de un tnico parametro, la longitud
de scattering a. Este parametro puede calcularse en teoria de perturbaciones

(aproximacion de Born), y al orden mas bajo se obtine:

m

_ 3
a= gy Vi (x) &’z . (1.2)
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Puede demostrarse [Castin01] que la interaccion entre los d&tomos para colisio-
nes de baja energia se puede reemplazar por la interaccion de contacto efectiva:

Arha
m

Vi (x — x') = d(x—x) . (1.3)

Entonces, en este mismo limite, serd posible escribir el hamiltoniano de inte-
raccion en términos de los operadores de segunda cuantificacion [Ballen98| en

la forma local:
Hint = g/@/)m(x, t)@/A)Q(X, t)yd’z (1.4)

donde g = 4wh?a/m. En principio el valor de a estarfa fijo una vez fijada
la especie atomica que se fuera a utilizar. Sin embargo, afortunadamente,
existe otro fenobmeno notable que permite controlar también este pardmetro
externamente a través de un campo magnético [TiVeSt93|. Dicho efecto se
basa en la resonancia de Feshbach [CCRCWO00|, y permite no sélo variar el
valor del parametro de scattering sino ademas cambiar su signo. Con ello no
s6lo se han podido explorar condensados con interacciones repulsivas, sino
que al tener acceso a sistemas en que las interacciones son atractivas se han
podido generar configuraciones inestables en las que el condensado colapsa
[Pitaev96, RCCDCWO01, DCCRCWO01, UedSai03, Calzet08|. Con ésto queda
en evidencia que los sistemas de atomos ultrafrios abren oportunidades tinicas
para explorar sistemas cuanticos en los cuales todos los parametros de interés
en el problema se pueden controlar en los experimentos.

Ademés del acceso a los pardmetros que intervienen en la dindmica de estos
sistemas, también es mucho lo que se ha logrado en la posterior medicion del
mismo [KeDuSt99]. Dado que el sistema s6lo esta compuesto por una pequena
cantidad de dtomos, es obviamente imposible utilizar una sonda macroscopica
para la medicién. Por este motivo cualquier informaciéon proveniente del
sistema se obtiene por medios 6pticos, haciendo interactuar débilmente a los
atomos con luz [KeDuSt99]. Cuando el condensado es muy diluido pueden
tomarse imagenes de absorcion iluminandolo y registrando la sombra sobre

una camara CCD. En el caso de un objeto transparente el procedimiento es
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similar pero la informacion debe obtenerse de los corrimientos de fase. Estos
métodos de absorcion o dispersion tienen la ventaja de ser no destructivos. Por
otro lado, otra técnica que suele utilizarse es la toma de imagenes midiendo
tiempo de vuelo, caso en el cual la muestra se destruye ya que se permite su
expansion balistica por un tiempo fijo, y a partir de una imagen del estado
final se puede inferir la distribucién de impulsos iniciales. La ventaja de este
ultimo caso es que ciertas cantidades, como la cantidad de Atomos en el
condensado, pueden medirse con mayor resolucion. A partir de la informa-
cion provista por estas técnicas pueden obtenerse distribuciones espaciales de

particulas o de sus impulsos en las diferentes etapas de la evolucion del sistema.

1.2. Interaccién de aAtomos con superficies

En esta tesis estudiaremos sistemas de atomos frios en diferentes regimenes,
segtin lo descripto anteriormente. Serd de especial interés en lo que sigue el
efecto del potencial externo sobre el sistema de atomos, en particular porque
a partir de mediciones sobre el sistema es posible inferir las caracteristicas
del potencial. En particular buscaremos establecer bajo qué condiciones tales
sistemas podrian ser implementados para la medicién de la interaccién entre
atomos y superficies, conocida como interaccion de Casimir-Polder [CasPol48§].
El calculo original de Casimir y Polder predice que un dtomo neutro frente a
una superficie, a distancia z, experimentara un potencial atractivo Ucp(z) que
decaera como:

Ucp(z) o _2_1” : (1.5)
donde v = 3 cuando z < A, y A es la longitud de onda para la transicién
atomica. Cuando z > X los efectos de retardamiento en la propagacion de las
perturbaciones en el campo electromagnético hacen que el efecto disminuya,
siendo el exponente en este caso v = 4. Si bien el efecto es muy pequeno,

sistemas de atomos frios han sido utilizados de manera exitosa en este contex-
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to, habiéndose logrado medir la interaccion entre un d4tomo y una superficie
plana a temperatura cero [HOMGCO5]|, y posteriormente a temperatura finita
[OWAPSCO07|. Ambos experimentos se basaron en determinar el cambio en la
frecuencia de oscilacion del centro de masa de un condensado atrapado cuando
la superficie es traida a su proximidad, es decir, se utiliz6 el gas como un de-
tector local clasico, sin explotar los efectos de coherencia del sistema cuéntico.
En esta tesis buscaremos entonces alternativas para la descripcion de sistemas
de gases ultrafrios en los cuales se puedan explotar los efectos intrinsecamente
cuanticos del sistema para llegar a abarcar incluso el caso en el cual las super-

ficies puedan ser de forma arbitraria.

1.3. Resultados de este trabajo

En los proximos capitulos describiremos los resultados principales que
hemos obtenido en el contexto de este trabajo de investigacion. En el capitulo
2 daremos una breve resena del marco tedrico en el que se encuadra la descrip-
cion de los sistemas de atomos frios. En el capitulo 3 mostraremos como un
condensado unidimensional puede interactuar con una superficie rugosa y como
el efecto de dicha interaccion puede, en principio, revelarse a través de métodos
espectroscopicos para obtener una medida de la interaccion de Casimir-Polder
entre el sistema coherente de atomos y la superficie. En el capitulo 4 buscare-
mos estudiar un caso limite del sistema unidimensional, conocido como gas de
Tonks-Girardeau, en el cual los &tomos interactiian fuertemente. En este caso
es posible encontrar una soluciéon exacta para la funcion de onda del problema
de muchas particulas, lo cual nos ha permitido avanzar desde el punto de vista
analitico. En particular hemos podido demostrar que la forma funcional de
la distribucion de impulsos del gas, para valores grandes del momento, resul-
ta independiente del potencial confinante y por lo tanto no presenta cambios
cualitativos frente a las perturbaciones externas. En el capitulo 5 trataremos

el problema de la expansién de un condensado en la proximidad de una super-
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ficie estocastica. Esto nos llevara a estudiar la conexiéon entre localizacion de
Anderson en 1D y la ausencia de transporte para este sistema interactuante.
En este ultimo caso hemos podido avanzar analiticamente sobre el modelo per-
turbativo, mientras que la descripcion del sistema en todo el rango de interés
practico tuvo que abordarse por medio de simulaciones numéricas. Finalmente

en el capitulo 6 exhibiremos nuestras conclusiones.



Capitulo 2

Descripcion del sistema

En el presente capitulo exhibiremos algunos de los formalismos béasicos
utilizados para la descripcion de un gas interactuante de atomos ultrafrios.
Existen diferentes maneras de representar el sistema dependiendo de los ob-
servables que uno busque caracterizar. Basicamente el problema de encontrar
qué objetos daran una descripcién adecuada es el mismo que se presenta en
cualquier sistema de muchas particulas: la descripciéon exacta estarid dada por
una jerarquia de ecuaciones que deberé truncarse de alguna manera para ob-
tener un sistema cerrado (y tratable) que represente al sistema de interés. En
la primer secciéon consideraremos la teoria de campo medio, la cual es la teoria
més sencilla que permite describir a un sistema de atomos ultrafrios interac-
tuantes. Esta teoria funciona con muy buena precision en 3D debido a que el
parametro que controla la expansion perturbativa es la densidad del gas por
el volumen asociado al pardmetro de scatering na® que, tipicamente, es muy
pequeno en los sistemas de interés. Esta descripciéon aproximada se dara en-
tonces a través de una funcion compleja ¥ (x,t), la cual permite el calculo de
cualquier observable. La evolucion dinamica de dicha funcién estara determi-
nada por una ecuacién de Schroedinger no lineal, conocida como ecuacion de
Gross-Pitaevskii [Pitaev61].
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En la segunda seccién, contemplaremos otro caso limite en el cual las inte-
racciones pueden hacerse muy grandes y, por lo tanto, la descripcién anterior,
la cual parte con un orden cero dado por el campo medio, resulta inadecuada.
Si el gas presenta interacciones de contacto y se encuentra restringido a mo-
verse en una tunica dimension espacial existe la posibilidad de avanzar sobre
la solucion exacta del problema interactuante tanto cuando las interacciones
son finitas como cuando tienden a infinito (més adelante describiremos pre-
cisamente que queremos decir con esto). Ambos casos, conocidos como gas de
Lieb-Liniger [LieLin63, Lieb63] y gas de Tonks-Girardeau |Girard60], pueden
ser descriptos de manera mas conveniente en términos de la funciéon de onda
para el sistema de muchas particulas. En particular aqui estudiaremos en de-
talle el caso limite del gas de Tonks-Girardeau, para el cual es posible escribir
soluciones analiticas para las autofunciones del problema por medio de una

biyeccién a un sistema de fermiones no interactuantes.

2.1. La ecuacion de Gross-Pitaevskii

La ecuacion de Gross-Pitaevskii es una aproximacion de campo medio al
problema de bosones interactuantes a 7' = 0K. Como veremos a continuaciéon
dicha aproximacion resulta valida en el caso de sistemas débilmente interac-
tuantes, condicion que se cumplird en 3D cuando el gas sea diluido. Si bien
la ecuaciéon es muy simple, esta teoria es capaz de reproducir correctamente
las propiedades exhibidas en los experimentos, como propagacion de exita-
ciones colectivas o efectos de interferencia. Esto la ha convertido en el punto
de partida para analizar muchos de los experimentos sobre condensados de
Bose-Einstein [DGPS99).

A continuacién mostraremos como surge la ecuacion comenzando por el ca-
so mas sencillo de un gas homogéneo de particulas débilmente interactuantes,
para luego considerar el caso no homogéneo y algunas soluciones de interés que

se derivan de él.
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2.1.1. El gas homogéneo

Comencemos entonces con el caso mas sencillo posible, por ejemplo un gas
de particulas interactuantes en el que el término de interaccidén se aproxima
por la ecuacion (1.3) y considerando ademds que éste se encuentra confinado
en una caja tridimensional de volumen V', en la que imponemos condiciones

periodicas de contorno. De esta forma el hamiltoniano del sistema resulta:

H = / —%W(XJW%(X, t) d3x+% / P P (x ) dPe o (2.1)

donde g = 4wh?a/m. Para aprovechar la simetria de translacion del sistema es
conveniente realizar un cambio de base para los operadores de segunda cuan-
tificacion a una base de estados de una particula tipo onda planas [Ballen98§],

es decir:
~ 1 .
P(x,t) = ——ape®" (2.2)
P \/V

Si ahora escribimos el hamiltoniano en términos de los operadores de creacion-

aniquilacion en la base de ondas planas obtenemos:

H= Z d p 2V Z Qg+ gl p2 qOpalp, - (2.3)

P1,P2,9

Obviamente si el término no cuadratico estuviera ausente podriamos entender
perfectamente al sistema de N bosones en términos del operador anterior ya
que cualquier estado se podria escribir en términos de combinaciones lineales
de estados con niimeros de ocupacion bien definidos, siendo cada uno de estos
ultimos un autoestado de H. Es mas, aqui el concepto de condensacion resulta
evidente pues para éste caso el estado fundamental seria proporcional a |¢))
(al)™|0). Sin embargo, las interacciones distorsionaran esta imagen haciendo
que, incluso en el estado fundamental del sistema, estén poblados estados de
una particula con p # 0. En el caso en que las interacciones son débiles el estado
fundamental de una particula con p = 0 atn se encontrara macroscopicamente

poblado y esto entonces nos permitira realizar una aproximacion para calcular
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el efecto de las interacciones sobre el sistema. Recordando que los operadores
de aniquilacion-creacion actian sobre un autoestado con Ny particulas en el

fundamental como:

ay|No) = vV No+1|No+1) ag|No) =+ No|No—1) (2.4)

resulta plausible pensar que cuando la ocupaciéon del estado 0 es macroscopica
el operador g se comporta como un niimero complejo, es decir ag ~ +/Ny. Esta
prescripcion fue introducida por primera vez por Bogoliubov [Bogolid7| y sera
la que nos permitira calcular el espectro de exitaciones elementales llevando
el hamiltoniano a uno que sea cuadratico en los operadores de creacion y
destruccion. Para ello separemos los términos por su contenido de ag y nos

quedamos a orden cuadratico en los operadores ap.o:

N Nog N Nog oA A
H=—=+ Ve J 4 (—+2 % ) il p+ Z ana +apa_p) . (2.5)
p#O
Para proceder nos restringiremos a considerar estados con un nimero de
particulas totales N fijo (notar que esto es consistente con el hamiltoniano

original que conserva la cantidad de particulas totales en el sistema). Sobre

este subespacio, el operador de niimero sera:

N=N=N+> alap (2.6)
p#0
por lo tanto tendremos:
Nog\ i Nog = at .-
+ Z (— + —) anap + oV (aLaip +apa_p) . (2.7)
p#0

Cuando el sistema tiene Ny ~ N obtenemos un hamiltoniano cuadrético (al
orden méas bajo) en los dpo. Dicho hamiltoniano cuadratico puede ser diago-
nalizado por una transformacién de Bogoliubov. No daremos aqui los detalles
de la deduccion pues pueden encontrarse en la bibliografia estandar del tema
[PitStr03, PetSmi08|, pero el resultado es:

ip = Upbp + v pr_p al = u;BL Fu_pbp (2.8)
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donde [bp, b;r,,] = pp' V :

up = Cosh(ap) v_p = Sinh(ayp) (2.9)
donde 2 /o
Coth(ag) — —L/2mtgn (2.10)
gn

Aqui hemos tomado n = N/V ya que a este orden de aproximacion podemos
usar Ny ~ N. El hamiltoniano del sistema expresado en términos de los ope-

radores de creacion y destruccion de exitaciones sobre el fundamental resulta:

H=Eo+ Y Es(p)bib, . (2.11)

p#0

donde Ejg es el espectro de exitaciones de Bogoluibov:

Es(p) = \/(%)2 +2gn (%) . (2.12)

Cuando p?/2m > gn se recupera el espectro de particula libre, mientras que

para impulsos pequenos domina el segundo término y el espectro se vuelve
lineal Eg ~ cp con ¢ = \/W

Esta descripcion aproximada entonces nos dice que, a muy baja temperatura,
el sistema puede pensarse en términos de un estado fundamental modificado en
el cual el estado de una particula con p = 0 esta muy poblado y los estados con
p # 0 poco poblados. Las exitaciones sobre dicho estado fundamental interac-
tuante tienen la relacion de dispersion dada por (2.12). Mas atn, esta imagen y
la consistencia del argumento se pueden verificar calculando la poblacion de los
modos con p # 0, Ny, en el vacio de exitaciones del problema interactuante,
|0) /bp |0) = 0, a partir de la definicion (2.9). El resultado de éste calculo es:

Nexi - 8
N 37

Es decir que, en el estado fundamental, la cantidad de particulas que estan

(na®)*? . (2.13)

poblando estados de impulso no nulo es pequena cuando la densidad del gas
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es baja. Esto al mismo tiempo nos da el pardmetro pequeno correcto para las
expansiones de este gas en 3D: na®. Debido a que una gran parte de los ex-
perimentos se realizan con gases diluidos tridimensionales, la teoria de campo
medio resulta muy exitosa para entender al sistema. En el capitulo 4 consi-
deraremos en detalle el caso opuesto en el que las interacciones dejan de ser
una perturbacion débil, y veremos como en dicha situacion la poblacion de los

estados de una particula con p # 0 se vuelve importante.

2.1.2. Caso no homogéneo

En este caso procederemos basados en los argumentos de plausibilidad de
la seccion anterior. Decimos plausibilidad porque, si bien estas aproximaciones
nos llevan a una teoria que estd en perfecto acuerdo con el experimento, el
problema de demostrar rigurosamente la validez de tales aproximaciones es de
vieja data [Ginib68| y solo recientemente ha sido esclarecida con toda genera-
lidad [LiSeYn05].

En el caso no homogéneo, y bajo la aproximacién de Born, la evolucion del
operador de campo @(X, t) estard dada por la ecuacion de Heisenberg
dp(x,t) i -

T = ﬁ[H’¢(X’ t)] s (214)

con H dado por (2.1). Entonces, en este caso el andlogo a la prescripcion de
Bogoliubov sera reemplazar el operador de campo ’IZJ(X, t) por su valor clasico
¥(x,t) y éste altimo tendra como ecuacion de movimiento:

(x.1) (_ 2?2

ROV
! 2m

ot

+V(x,t) + g|v(x, t)|2) V(x,t) (2.15)

que es la ecuacion de Gross-Pitaevskii [PitStr03]. De mas esta decir que ¥(x, t)
no es la funcién de onda del sistema de muchos cuerpos, pero nos permitird
evaluar los observables asociados al condensado.

A continuacion haremos uso de la ecuacion (2.15) para calcular algunas can-

tidades que de interés en los capitulos posteriores. Como primer aplicacion
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buscaremos el estado estacionario (V' (x,t) = V(x)) de minima energia, es de-
cir buscaremos una solucion de la forma ¥(x,t) = p(x)e "%, la cual va a
satisfacer la ecuacion de Gross-Pitaevskii independiente del tiempo:

EAVE

2m

up(x) = ( V) +9|¢(X)I2> o(x) - (2.16)

El pardmetro p es el potencial quimico, el cual estd asociado al cambio de
energia al variar la cantidad de atomos del sistema. Bajo la aproximacion de

campo medio la densidad de particulas n(x) se obtiene como

n(x) = lp(x)* . (2.17)

La funciéon ¢(x), la cual puede asumirse real (p(x) € R), resulta de un calculo
autoconsistente en el que las interacciones generan un potencial dependiente
de la densidad g|o(x)|?. Este término puede ser positivo o negativo segiin
las interacciones entre los dtomos sean repulsivas o atractivas. Tipicamente
la ecuacion (2.16) tendra que ser resuelta numeéricamente, sin embargo bajo
ciertas condiciones es posible encontrar soluciones aproximadas. Por ejemplo,
si p(x) varia lentamente el término cinético puede despreciarse dando lugar a

la aproximacion conocida como Thomas-Fermi, la cual nos dice:

1

nrr(X) = g(u -V(x) (2.18)

donde y queda determinado por la condicion de normalizacion [ nyp(x) d*z =
N. Es decir que cuando la densidad sea relativamente alta el perfil de densidad
del gas copiara la trampa. Esta aproximacion puede verificarse comparando el
2

peso relativo de los términos —h?V?/2m y g|p(x)|? para la solucion (2.18). Es

decir que si la escala tipica de variacion de la solucion (2.18) es Lrp, basta
comparar —h?/2mL%,. con g|p(x)|? para verificar la validez. Es facil ver que
justamente los puntos para los cuales n = 0 la aproximaciéon dejara de valer,
por lo que no se espera que el perfil de Thomas-Fermi funcione cerca de los
bordes. Este punto serd importante en el capitulo 5, donde compararemos en

detalle la solucion exacta de la ecuacion (2.16) con el perfil aproximado (2.18).
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Un caso tipico de interés es el de confinamiento parabodlico. Si tomamos por
ejemplo la ecuacion (2.16) en 1D y V(z) = mw?22?/2, la condiciéon n = 0 nos
permite definir la longitud de Thomas-Fermi Ly como

1
po= imngQTF . (2.19)

Es decir que, en este caso particular, el perfil toma aproximadamente la forma

Finalmente la relacion entre Lrp y la cantidad de particulas del sistema queda

determinada por la condicién de normalizacion

Lrp
/ nre(z)de =N | (2.21)
—LtFp
lo cual nos da 3
3gN
Lrp = . 2.22
Tr (Qmwg) ( )

Usando esta ecuacion es facil traducir la condicién de validez de la aproxima-
ciéon en hw, < (gN/h)?, lo cual nos dice ésta serd una buena aproximacion

para trampas suaves o sistemas con muchas particulas.

Otra solucién de interés que permite entender cualitativamente el com-
portamiento del condensado puede deducirse calculando cial seria el perfil de
densidad en el caso en que se imponga una condiciéon de nulidad en la den-
sidad para un punto especifico del espacio. Es decir, nos gustaria saber ctal
es la escala espacial tipica ¢ en la cual el condensado se recupera de dicha
perturbacion. Es facil ver que en estas condiciones el teorema Pi s6lo nos deja
como escala de distancia la cantidad: €2 = 2mgn../h*. Para tener también el
detalle de la forma funcional de la solucién consideremos como ejemplo el caso
en que V(x) = 0y ¢(x = 0) = 0, x € R, imponiendo n(x) — n, cuando

x — 00. Es decir, debemos resolver el problema:

pp(x) = (— 52 + glo(x)?) p(x)

(2.23)
©(0) =0, ()=l
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Dado que en infinito la condiciéon de contorno es libre, estamos forzados a

imponer p = gn.,, entonces definiendo f tal que ¢(x) = /N f(x) obtenemos:

£00) = (— g + 1) f0)
=1

2.24
f(0) =0, f(0) 22

Pero entonces si ademas redefinimos las escalas espaciales a z; = £y; eligiendo

&% = h?/2mgn.., obtenemos:

hy) = (=V + h(y)?) h(y)

h(0) =0, h(co) =1 (2.25)

Es decir que siendo p(x) = /no h(x/), vy teniendo h(y) una escala tipica
de variacion del orden de la unidad, claramente la escala tipica en la cual el

condensado se recupera de una perturbacion en el perfil de densidad es:

P

= 2.26
2magnse ( )

Esta relacion es independiente de si la ecuacion de Gross-Pitaevskii esté
planteada en una, dos o tres dimensiones espaciales. La ecuacion (2.25) puede
resolverse en general numéricamente. En particular, si fijamos d = 1 como un
ejemplo concreto, y haciendo una analogia con el movimiento de una particula
en un potencial cuartico, la solucién se puede encontrar facilmente. El resul-
tado se muestra en la Figura (2.1), confirmando una escala de variacion del
orden de la unidad. De esta forma vemos que & nos da la escala de recu-
peracion del condensado y jugard un rol importante en los calculos en los que
la aproximaciéon de campo medio esté involucrada. En particular la condicién
de aplicabilidad més general de la aproximacion de campo medio se traduce
en requerir que la distancia tipica entre los d4tomos d (la cual depende de la
densidad y dimensionalidad del gas) sea menor que & [PitStr03], es decir que

la teoria de campo medio serd valida si:

d<¢ . (2.27)
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Figura 2.1: Funcion h(y) segin ecuacion (2.25) que da la forma funcional
para la soluciéon asociada al perfil de densidad en una dimensioén cuando se

fija por condicion de contorno h(0) =0y h(oco) = 1.

Finalmente podemos notar ademés que la longitud de recuperacion £ también
esta relacionada con el espectro de exitaciones elementales, ya que h/{ define
la escala de impulso que determina la transicién entre el régimen cuadratico y
lineal en el espectro de Bogoliubov (2.12).

Cuando la aproximacion de campo medio no es suficiente para describir al
sistema las desviaciones respecto de esta primer aproximaciéon pueden calcu-
larse de manera sistemética a través del formalismo de integrales de camino
temporal cerrado [CalHu08]. El mismo permite obtener una jeraquia de ecua-
ciones para el campo medio y los propagadores la cual, al ser truncada, genera
los diferentes esquemas de aproximacion que son utilizados mas comunmente

(Hartree-Fock-Bogoliubov, Popov, etc.).
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2.2. Gas de Tonks-Girardeau

En esta seccion consideraremos un caso particular en el que es mas con-
veniente retomar una descripcion en términos de funciones de onda, es decir,
describiremos el problema por medio de la funcién de onda para el sistema de
muchos cuerpos. Por gas de Tonks-Girardeau entenderemos un gas de atomos
unidimendionales que interactian entre ellos con un potencial de contacto tipo
Aé(x—1a'), en el limite en que A — oo. Por lo tanto la ecuacion de Schréedinger

independiente del tiempo para el sistema de N bosones es:

S
Ew(ﬂj‘l,l’g,...’x]v) = ;_%@ —+ ‘/ext('ri) "Lp(.ﬁljl,l’g,...,l’]\/)
(2.28)

Aqui la condicion A — oo se impone como una restriccion en la solucion:
(1, 29,...,an) =0 si 34,5 /v =x; . (2.29)

Obviamente también existe una restriccion sobre la simetria de la funcion de

onda para el sistema, esto es:

@Z)(l’l, T, ... 7xN) = QyD("L‘U(l)a To(2)y- - - 7$0(N)) ) (230)

donde o es cualquier elemento del grupo de permutaciones de N objetos, o €
Sy

Es notable que el sistema anterior de ecuaciones se puede resolver exactamente
notando la similitud que existe con un sistema de fermiones no interactuantes.
Si solo se tuviera que considerar las ecuaciones (2.28) y (2.29) es facil ver
que el determinante de Slater formado con N autofunciones diferentes del
hamiltoniano de una particula:

R

- 2m da?

E}” ¢i(w) = + Vet (@) dil) (2.31)

resolveria el problema, ya que ésta funcién de onda para el sistema, de fermiones

libres ¢p resuelve tanto (2.28) como (2.29). Sin embargo, atin debe tenerse en
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cuenta la restriccion esencial (2.30), que para el caso de la funcion construi-
da como un determinante de Slater contiene un cambio de signo por cada
permutacion entre dos particulas. No obstante, en una dimension, es posible
corregir el signo sin modificar la ecuacién que estamos resolviendo ya que pode-
mos construir una funcion totalmente antisimétrica de modulo 1 en las regiones

donde z; # x;. Es facil comprobar que tal funcién es:

A(zy,...,xN) = H sgn(x; —xj) (2.32)

1<j

donde sgn es la funcion signo. Entonces

|A<x17' . wa)‘ =1 ) (233)

A(SL’l, ce ,SL’N) = —A<.TO-(1)7.TU(2)7 e ,SL’O(N)) (234)

si o es cualquier permutacion de dos objetos. Esta observacion le fue suficiente
a M. Girardeau para probar [Girard60| que la solucion de la ecuacion (2.28)
puede mapearse de manera biunivoca sobre un problema de fermiones libres ya
que, por las propiedades indicadas anteriormente, queda claro que la solucion

del problema bosonico se escribe como:

Y = AvYp (2.35)

y viceversa (A? = 1). Por lo tanto, a cada una de las autofunciones del proble-
ma, de bosones interactuantes le corresponde una tinica solucion del problema
de fermiones no interactuantes dada por la relacion (2.35), ambas soluciones
tienen la misma energia. El determinante de Slater se construye resolviendo
un problema atin més simple, ya que para construirlo sélo debemos calcular
las autofunciones del problema de una particula (2.31).

Mas explicitamente entonces podemos afirmar que las soluciones del problema

de bosones fuertemente interactuantes en 1D es:

1

W(xy,. .., xy) = i A(zy,. .., xN) det[Po, ()] (2.36)



2.2 Gas de Tonks-Girardeau 21

donde el conjunto de autofunciones {¢,, }~, de la ecuacion (2.31) determina
el nivel de energia
1 1
E=E}r+.. . +EF . (2.37)

Veamos algunas de la caracteristicas que pueden inferirse a partir de lo dicho
anteriormente. Supongamos que queremos considerar el estado fundamental del
sistema de bosones interactuantes. Entonces debemos considerar las primeras
N autofunciones de la ecuacion (2.31) y construir (2.36). Dado que |[A| =1
se tendra || = |ir|, es decir que las propiedades locales del problema de
bosones interactuantes, como por ejemplo la densidad de particulas en un
punto, seran exactamente las mismas que las propiedades locales del problema
de fermiones no interactuantes. Sin embargo, las propiedades no locales de
ambos sistemas diferiran fuertemente debido a la presencia de la funciéon A
en (2.36). Por ejemplo consideremos los nimeros de ocupacion de los estados
de una particula para alguna base de funciones {y;}:>1. Si se elige dicha base
como base de autoestados del hamiltoniano, entonces es claro que los niimeros
de ocupacion para el problema fermionico seran np(k) = 1 si k < kg, mientras
que ng(k) = 0 si k > kp, con kr el nivel de Fermi. Sin embargo, en el caso
bosonico tendremos que hacer una integral no trivial. Recordemos primero que
ciertas propiedades no locales, como los niimeros de ocupaciéon de los estados

de una particula, pueden ser calculados a partir de la matriz densidad reducida

n(x,y):
n(l‘,y):N/’QZ)*(I‘,ZL'Q,...,{L'N)w(y,l'g,...,ZL‘N)dZL'Q,...,dZL'N . (2.38)

Entonces, a partir de esta cantidad es facil ver que los nimeros de ocupacion

se obtienen como
(i) = (k) = [ xile) nle) (o) dody (2.39)

En la ecuacion que define a n(z,y), a diferencia del caso fermiénico, no todas
las funciones signo provenientes de A pueden cancelarse. Esto hace que la

poblacién de los estados de una particula difiera notablemente en ambos casos.
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kp
Figura 2.2: Nameros de ocupacion para el estado fundamental de un sis-
tema de N > 1 fermiones no interactuantes ng(k) y N bosones fuertemente
interactuantes np(k) en una caja (condiciones de contorno nula en los ex-
tremos). Los autoestados se indexan con un natural £ € N que rotula los

autoestados del hamiltoniano de una particula {sin (*7%)};<;.

En la Figura (2.2) se muestran los nimeros de ocupacion asociados al estado
fundamental para ambos sistemas cuando N > 1y las particulas se encuentran
confinadas en una caja (condiciones de contorno nula en los extremos). En el
capitulo 4 volveremos a tratar este problema en mas detalle para terminar

caracterizando la distribucion de impulsos en el caso de k grande.



Capitulo 3

Condensados en 1D e interaccion

con superficies periodicas

El alto grado de control en los experimentos con sistemas de gases ultrafrios
ha abierto la posibilidad de utilizarlos como detectores locales de la interaccion
entre atomos y superficies [AnPiSt04, CPSMI05, DPRLO08, DJPA08]. Motiva-
dos por los recientes experimentos en los que se implementaron exitosamente
condensados de Bose-Einstein para medir la interaccion de Casimir-Polder en-
tre un atomo y una superfice plana [HOMGC05, OWAPSCO07|, en este capitulo
estudiaremos cual es el efecto de una superficie corrugada sobre el espectro
de excitaciones de un condensado unidimensional y como a partir de éste se
podria obtener informacion respecto de la interaccion entre los atomos y la
superficie. De esta forma buscamos proponer una alternativa en la que se ex-
plote la coherencia del condensado para resolver el problema de una geometria
mas compleja estableciendo bajo qué condiciones experimentales se podrian
revelar los efectos no triviales de la geometria en dicha interaccion. En parti-
cular enfocaremos nuestro analisis sobre el término lateral de la interaccion de
Casimir-Polder [DJPAOS].

Para ello, en las primeras secciones de este capitulo, estudiaremos el efecto
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de un potencial periédico sobre un gas débilmente interactuante cuando la
dindmica del mismo estd restringida a una dimension espacial. Luego consi-
deraremos la interaccion de este gas con luz laser para explorar el mecanismo
de espectroscopia comunmente utilizado en las mediciones del espectro de ex-
citaciones del condensado [SOKDO02, SKODTDO03|. En dichos experimentos se
transmite impulso lineal al gas de manera resonante cuando los laseres uti-
lizados se combinan de manera de satisfacer la relacion de dispersion de las
excitaciones colectivas del mismo. Finalmente utilizaremos todos estos resulta-
dos para estimar perturbativamente el efecto de una superficie corrugada sobre
un condensado, calculando el potencial de Casimir-Polder que actiia sobre el
mismo y su efecto sobre el espectro de excitaciones. Con ello se prodria te-
ner una medida indirecta de la interaccion condensado-superficie a través del

impulso transferido en el experimento espectroscopico.

3.1. Dinadmica unidimensional del gas

En esta seccion buscaremos estudiar el espectro de un gas cuya dinamica
estd restringida a una dimension espacial. En lo que sigue aplicaremos la teoria
de campo medio para describir esta situacion, pero al hacer ésto se deben
tener en cuenta las restricciones bajo las cuales esta teoria es aplicable. En
particular hemos visto que, para que la teoria funcione correctamente, la escala
de recuperacion ¢ debe ser mayor que la distancia tipica entre los atomos
del gas d. El cociente entre ambas escalas tiene una dependencia no trivial
con la dimensionalidad del gas, ya que si estamos en presencia de un gas

tridimensional se tendra que
£/docn 6 (3.1)

lo cual nos dice, quizd como es de esperar intuitivamente, que a medida que
la densidad n — 0 mejor sera la aproximaciéon dada por la teoria de campo

medio. Sin embargo, si las particulas son confinadas radialmente a un tamano
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del orden o menor que la distancia tipica entre ellas la ley de escala de la

13 como en 3D) pero, dado

variable d con n sera d o< n~! (en lugar de d oc n~
que & seguira siendo proporcional a n~/2? (como lo muestra la ecuacion (2.26)),

tendremos:

£/d oc n'/? . (3.2)

Es decir que cuando la seccion transversal del gas se hace menor a la distancia
tipica entre Atomos el comportamiento con la densidad se invierte, y la teoria
de campo medio deja de valer para gases extremadamente diluidos. En efecto
en este limite el gas se vuelve fuertemente interactuante [PitStr03|. En este
capitulo entonces estudiaremos el caso de un gas cuya dinamica se restringe a
una dimensiéon pero en el rango de parametros en los que la aproximacion de
campo medio sigue siendo valida. En el proximo capitulo consideraremos en
detalle el caso complementario de un gas unidimensional fuertemente interac-

tuante utilizando el formalismo de Girardeau.

3.1.1. Ecuaciéon de campo medio efectiva en 1D

En esta subseccion veremos como la dindmica del gas en la aproximacion de
campo medio da una ecuacion de Gross-Pitaevskii efectiva en una dimension.
Buscaremos calcular el espectro de excitaciones de un condensado atrapado en
la proximidad de una superficie como se esquematiza en la Figura 3.1. Para ello
la idea béasicamente sera proyectar la ecuacion tridimensional sobre el estado
fundamental de la componente que proviene del término radial. Esta situacion
limite en que la dindmica estad restringida a 1D se puede alcanzar cuando el
confinamiento radial es muy intenso. A fin de poder aplicar de manera directa
los resultados obtenidos en esta secciéon al caso de interés de un condensado en
la proximidad de la superficie, escribiremos la ecuacion de Gross-Pitaevskii en

la forma:

O V) e 0P vt L (33)
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BEC

U= UN(Z> JrUL(I,Z)

Figura 3.1: Condensado en la proximidad de una superficie corrugada.
Aqui U = Un(z) + Ur(z, z) representa el potencial de Casimir-Polder ac-

tuando sobre el condensado.

donde el término de potencial externo V' sera

1 2

V(x) = §m(wz(z —21)? + wiy® + wia?) +Un(2) + UL(w,2), (3.4)
h RE g Casimi;:Polder
Trampa

aqui los tres primeros términos provienen de la trampa que confina al gas en
la direccion radial (en el plano y, z) y axial (con frecuencia w,), mientras que
los dos ultimos representaran la interaccion de los atomos con la superficie
(notar que el cero de las coordenadas se va a medir respecto de ésta). El
término Uy(z) representa la componente normal de la interaccion, mientras
que Up(z, z) es el término lateral [DPRLO8| que se busca estudiar. En lo que
sigue consideraremos la situacién en que el confinamiento radial es intenso y
el potencial debido a la superficie s6lo actiia como una perturbaciéon. Por ello
haremos una expansion del potencial alrededor del punto zy elegido de forma

que:

OUn(z)
0z

mw?(z — 21) + =0 . (3.5)

z2=20
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Esto nos da la siguiente expansion en serie de Taylor:
1

gm (w2(z0 — 21)* + waz + w2a?) 4+ Un(20) + Ur(z, 20) +
U (x, 2

Léz o (z = 20) +
1

—mw?(z — 20)° + O(?UL(z,2)(2 — 20)°) +

2
O(02Un(2)(2 — 20)°) + O(92UL(2, 2)(z — 20)*) +
O(02UN(2) (2 — 20)H) + O(Q2UL(z,2) (2 — 20)) + ..., (3.6)
donde: )
&:@+%9%¥%m. (3.7)

En lo que sigue fijaremos w = w,. Notar que la componente normal de la
interaccion de Casimir-Polder renormaliza la frecuencia del oscilador en la
direccion ortogonal a la superficie como se muestra en la Figura (3.2).

Para obtener la ecuacion que da la dindmica efectiva en 1D expandiremos al

campo medio ¥(x,t) como:
V() =D fulr)pnla,t) (3.8)
donde las funciones {f,(r)} son autofunciones del operador
—(R?/)2m) A, + mw*r?/2 | (3.9)

vy r = /y?+ (2 — 2)? (dado que consideraremos condiciones iniciales con
simetria de rotacién podemos omitir la dependencia angular). La dinamica
efectiva en 1D entonces se obtiene cuando proyectamos la ecuacion (3.3) so-
bre fo(r), la autofuncion correspondiente al estado fundamental del operador
radial. La dinamica del coeficiente ¢q(x,t) se desacopla de los {¢;(z,t)};>1

cuando p < hw, y por lo tanto bajo esta condicion tendremos

U(x,t) = fo(r)po(z,t) . (3.10)

Para ver esto comencemos con la ecuacion tridimensional en la que el potencial

armonico, con simetria de rotacion, es el término dominante como potencial
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‘ fimw?(z — z1)?, trampa

Un(z) + %mwg(z — 2)?

Potencial total (componente z)

1
!
I

Un(z), término CP Normal

Figura 3.2: Componente del potencial total actuando en la direccién nor-

mal a la superficie.

externo. El

término adicional, que representa todos los términos no armonicos

en (3.6) lo denotaremos por v(x, z) (notar que v(zx, z) <K hw)

tha) 2m

Expandam

h2 m
V3 + §<w2fr2 + w2z + gl + v(x, 2) (3.11)

os 1 en la base que diagonaliza la parte radial: {f,(r)},>0 , auto-

. 2 .. .
funciones de —;—mAr + %w?frz (recordar que omitiremos la dependencia angular

por la simetria que supondremos para la condicién inicial, de todas formas el

mismo an

alisis se puede generalizar facilmente al caso en que no existe tal

simetria repitiendo el argumento a continuacion en coordenadas cartesianas).

Entonces, dado que consideraremos sélo pequenas perturbaciones del estado
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base del problema podemos buscar la condicién de desacople sobre una solucion
de la forma o = Y fu(r)p.(x)e 0t/ Usando esta expansion y proyectando

la ecuacion sobre la k-ésima autofuncion radial fj:

h? m
per = —=—020k +v(x, 2)pr + k hwey, + —wiz® o
2m 2
+ g Z (fkafnlfnzfn3)¢:1§0n2¢N3a (3'12)
ni,n2,n3

donde (, ) indica producto interno con funcién de peso r y u = po — hw se
redefini6 absorbiendo la energia de punto cero fw (notar que obviamente los
términos correspondientes a un potencial constante siempre se pueden absorver
como un cambio de fase global). Entonces, lo que buscamos mostrar aqui es

que la ecuacion 1D efectiva es

h? m *
Hpo = 5~ 200 + v(z, 2) o + EWJ%!EQ wo+ g (fo, f3) wowo o - (3.13)

Para ver bajo qué condiciones ésto es asi estimemos el error que se genera por
despreciar los términos de acoplamiento a modos con k # 0 que no estamos
incluyendo en esta ecuacion. Cuando los modos con k # 0 tengan amplitudes

pequenas podremos aproximarlos al orden més bajo por:

2 m
Hpr = —%&%(Pk + U(.T, z)@k + k hw Yr + Ewilz Pk

+ g (fis f5) wor000 (3.14)

entonces, usando la aproximaciéon de Thomas-Fermi podemos despejar ¢ y ver
de qué orden es el término que este modo induce sobre la ecuaciéon para ¢, es
més dado que s6lo buscamos estimar el orden de magnitud podemos omitir los

términos de potencial mw?z?/2 y v(z, z). Entonces, la ecuacion aproximada

para ¢y es:
9k J3)lpol*e0
=k hw
Ahora veamos cial es el efecto de este aproximante para ¢, en el término no

(3.15)

lineal @i (que serd el término de acople mas importante en estas condi-

ciones) que estariamos despreciando en la ecuacion aproximada (3.13) para go.
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Luego, de lo anterior, tenemos que el término que estamos despreciando es:

(fr £5)100l* %0

9o 3 10lol o = g, £3 flol? T 0000

(3.16)

Entonces pedimos que el término no lineal que s7 estamos teniendo en cuenta

g(fo, f)leol*eo (3.17)

sea mucho mayor al que estamos despreciando. Esta condicion se transforma

en:
(for £ > '#_%] (s J3)? (3.18)

Por otro lado, el primer valor de £ # 0 correspondiente a una autofuncion
sin dependencia angular es k& = 2 [CTDLO06|, por lo tanto usando que
(fo, [3) = 1/27 y |(f2, f&)] = 1/4m encontramos que la condicion para que la
dindmica radial permanezca congelada en el estado base fy y desacoplada de

los demés modos es:

<< ghw . (3.19)

Finalmente utilizamos éste céilculo en nuestro caso especifico. Teniendo en
cuenta las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.6), podemos realizar la proyeccion sobre
el modo fy que nos provee de la siguiente ecuacion de Gross-Pitaevskii efectiva
para @o(z,t):

2 o2
- af; (2,1) + Us(x, 20)0(z, t)

m
+§W§$2¢0($at) +gef|900(xat)|2§00(x7t) ) (320)

ihOypo(z,t) =

donde la constante de acoplamiento efectiva es
Get = g/2m0. (3.21)

Aqui o representa el ancho tipico del perfil gaussiano 02 = hi/mw. Dado que el

potencial de Casimir-Polder decae aproximadamente como una ley de potencias
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[DJPAO8|, los términos en (3.20) que estamos despreciando son de orden

o ((%)2 Us(z, zo)> +O ((230)4UN(20)> . (3.22)

Esto quiere decir que la dindmica unidimensional efectiva del condensado (3.20)
nos permitird estudiar el término lateral Up(z, 2p) cuando o/zy < 1, o sea
cuando el ancho tipico del condensado sea menor a la distancia media del
condensado a la superficie. La ecuacion (3.20) es el resultado principal de
ésta seccion y serd la que utilizaremos para estudiar el gas unidimensional
en el régimen de campo medio. A continuacion calcularemos el espectro de

excitaciones cuando Up(z, z9) = Up k. cos(k.x).

3.1.2. Espectro en presencia de un potencial periédico
débil
Dado que en el caso de interés practico que buscamos estudiar la escala
tipica de variacion del potencial de Casimir-Polder es mucho menor a la es-
cala tipica de variacion de la trampa axial que confina al gas, en esta seccién
calcularemos el espectro de (3.20) con w, = 0. En la proxima seccion veremos
como incluir el efecto de la trampa en el observable del experimento. Por lo
tanto resolveremos:
h? 0%
e x,t) + Ur(x, 2 x,t
0 1) + Ui, 20)0(, 1)
+gef|900<x7t)|2900<x7t) ) (323)

Z.77/825()00 (SL’, t) =

donde el potencial de Casimir-Polder se asumira de la forma,
Ur(z, z0) = Up j, cos(kex) (3.24)

aqui el namero de onda k. = 27/ con A la longitud de onda de la corrugacion
en el perfil de alturas de la superficie. Dado que este potencial sera débil

buscaremos el efecto al orden méas bajo, el caso de un potencial perioédico
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genérico (que se obtiene obviamente como suma de términos de frecuencias
nk.) se sigue facilmente repitiendo el argumento que daremos a continuacion.
El espectro de excitaciones puede calcularse linealizando sobre una solucién
para el estado fundamental obtenida bajo la aproximacion de Thomas-Fermi.

Para esto escribimos
o(x,t) = e [pre(@) + 6p(w,t)] (3.25)

donde la solucion de Thomas-Fermi se calcula como en el capitulo 2:

—Up(z, 2 1/2
prr(z) = (—M L °>) (3.26)
Gef
Para encontrar el espectro de excitaciones expandimos dp
- Bt - Bt
dp(x,t) =u(z)e " n +o(x)e'n . (3.27)

Insertando las ecuaciones (3.26) y (3.27) en la ecuacion (3.23) obtenemos el

sistema
2 d?u
Fu = —— — *
Uu o d? + (/~L UL(LZcm))(u_'_U ) )
K2 d?v
—Euv = 573 + (= Up(z, zem)) (0" +v) . (3.28)

Para resolver estas ecuaciones al orden méas bajo en Uy, (que es la perturbacion

pequena) haremos una expansion en teoria de perturbaciones para la energia
E(q)=EYQ)+EY () +... . (3.29)

Aqui las autofunciones que corresponden al orden cero E()(g) obviamente son
ondas planas (de alli la indexacion con el nimero de onda g¢), por lo que a

orden cero la solucion tiene la forma

uO(z) = ¥, uy’ expligr) ,

3.30
vO(2) = S v expligr) (3:30)
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y el espectro Eéo) es igual al espectro de Bogoliubov Eg(q)

Eg)) = E(q) = /T, (T, +2u) , (3.31)
donde F2,2
q

Para encontrar la solucion a primer orden ahora hacemos una expansiéon sobre
esta base de autofunciones de orden cero. Como ocurre en el caso de particulas
no interactuantes [AshMer76| los estados sin perturbar se acoplan debido a
Uy, y, a primer orden en el potencial periddico, se abren gaps en los bordes
de la primer zona de Brillouin, es decir, cuando ¢ = +k./2. Notar que para el
potencial elegido (3.24) s6lo tenemos dos coeficientes de Fourier no nulos en £k,
y de valor Up k. /2. Diagonalizando el problema para los estados degenerados
en un entorno de k./2 y —k./2 obtenemos un espectro como el que se muestra
en la Figura (3.3). Alli indicamos las dos ramas del espectro por E* y la
posicion del gap en el valor ¢ = k./2. A diferencia con el caso de particulas no
interactuantes en este caso la magnitud del gap no es el coeficiente de Fourier

|UL k.| del potencial en serie de cosenos sino

AElcc/2 == ‘UL,k‘c X F(kc/Q) ) (333)
donde la funcion F'(q) viene dada por:
F(q) =T,/EQ . (3.34)

En la Figura (3.4) se muestra una grafica de esta funcion en la que se ha
fijado como escala tipica de impulsos k, proveniente de la escala de energia
W= hzki/ 2m. En el régimen en que las excitaciones corresponden a particu-
las no interactuantes, ¢/k, > 1 se tiene que F(g) — 1, como uno podria
esperar intuitivamente. En el caso opuesto la supresion es lineal, y en gene-
ral F'(q) < 1Vq. Esto puede entenderse en el contexto de la aproximacion
de Thomas-Fermi, dado que la densidad en el estado fundamental serd ma-

yor en los pozos de potencial y por lo tanto alli también se tendrd un mayor
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\

q=ke/2 q

Figura 3.3: Espectro de excitaciones de un condensado sometido a un
potencial periddico débil. Se muestran las dos ramas del espectro E* y la

posicion del gap en el borde de la primer zona ¢ = k./2.

efecto de repulsion debido al término de interaccion entre los Atomos ge|p|?
(que asumiremos siempre positivo). De ésta forma el efecto siempre resulta
ser un apantallamiento parcial del potencial periédico impuesto. Cabe notar
ademas que en el caso limite de excitaciones de baja energia nuestro célculo

esta en acuerdo con estudios previos de condensados en potenciales periddicos
[BeSoMo098].

3.2. Espectroscopia del condensado

En esta seccion veremos como se puede utilizar la interaccién del conden-
sado con luz para revelar el espectro de excitaciones. Primeramente conside-
raremos un ejemplo aiin més sencillo que el de la seccién anterior para exhibir
la idea béasica de la técnica. Luego veremos cémo se puede tratar el caso mas
general de espectroscopia [PitStr03, ToDa03, BlaBal00, BIBaGa02|, que sera



3.2 Espectroscopia del condensado 35

. I . I . I . ! . Q/k,u
0 2 4 6 8 1C

Figura 3.4: Funcién F' que modula la amplitud del gap en términos de la

variable adimensional ¢/k,,.

de interés en conexion con la interaccion de Casimir-Polder.

Lo que consideraremos en primera instancia sera la tasa de impulso transferi-
do a un condensado homogéneo por la interaccién de los &tomos con el campo
electromagnético aplicado a través de un laser. El impulso transferido al gas
puede ser medido por tiempo de vuelo, y por lo tanto a partir de esta cantidad
podremos extraer informacion del sistema.

Como hemos comentado en la introduccion, el potencial que afecta a los ato-
mos en presencia de un campo eléctrico es proporcional al cuadrado del cam-
po. Usando esta interaccion puede demostrarse [BlaBal00| que a partir de dos
laseres con nimero de onda k; y ko v con frecuencias w; y ws es posible generar

un potencial sobre el condensado de la forma:
Vi cos(q-x — wt) (3.35)

donde q = k1 — ks vy w = w; — ws. Dicho potencial genera un término de

interaccion con el laser de la forma

Hi — / O (@, 6)p (2, 1) Vi, cos(q - x —wt) (3.36)
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Dado que estamos interesados en el caso unidimensional escribiremos q =
qZ, entonces tendremos que la tasa de impulso transferida al gas debido a la

perturbacion inducida por el laser es

(P = Vi / ¢ sin(gqz — wit) (1(z, i, 1) . (3.37)

Para calcular el valor medio de la funcién de dos puntos adoptaremos la aproxi-
maciéon de campo medio. Para ello supondremos ademés que el gas esta en el
estado fundamental y que el laser es una pequena perturbacion que se aplica

a partir de t = 0. Luego, tenemos que resolver al orden més bajo

il = —h—m— + gl* +O(t) Vi cos(qr — wt) ¥, (3.38)

donde © es la funcion escalon de Heaviside. Dado que para ¢t < 0 el laser
estd apagado, en ése intervalo basta escribir 1)y = ¢ e~™¢. Al prender el laser,
queremos capturar una perturbacion de esta solucién a primer orden en V7.

Escribiendo la perturbacion £(z,t) como:

)= (¢ +Ee M, (3.39)
y quedandonos al orden mas bajo en la amplitud del laser, &(x,t) verifica la
ecuacion:
= LT (€4 €) + Vi cosla — wt) (3.40)
th = ———2 cos(qr — w .
omaz? | H L 1 ’

donde ¢ = \/N/V siendo V el volumen (aqui en 1D). Ahora bien, definamos
u, v tales que
E(z,t) = u(x,t) +iv(x,t) . (3.41)

Entonces estas dos funciones reales verifican:

_ R? 0*u
—hv = ~om 922 +2pu+ Vi ¢ cos(qr — wt)
h2 2
hi = 00 (3.42)

2m O0x?
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La condicion inicial del problema es £(x,0) = 0. Entonces lo que debemos
hacer es buscar una solucién particular, todas las soluciones del homogéneo,
sumarlas, y finalmente fijar los coeficientes de manera tal que &(x,0) = 0. Es

facil ver que la solucion general del homogéneo es:

p

Up = Zk ay, sin(Qt — kx + 0ur) + Bk sin(Qit + kx + eﬁk)

U= akTilk cos(Q%t — kx + Oar) + B’r}—f’“ cos(t + kx +0g,)  (3.43)

\ RO} =T +2uly, T, =2E

También es trivial encontrar una solucion particular, como por ejemplo:

u, = A cos(qr —wt) A= ;pavziL_Tf)g)
(3.44)
v, = B sin(qr —wt) B = h(f;/fgg)
Imponiendo la condiciéon inicial se obtiene 6,, = 03, = 7/2, oy =

—1A (1 + Q%) v By = 34 (Qﬂq - 1). Los coeficientes con k # ¢ se anulan.
Entonces, usando estos resultados en la ecuacién para el impulso transferido
(3.37):

Py = Ve [ asinlar = ot) 26 u(ast)da (3.45)

que con la formula explicita de u nos conduce a

<P>laser = 2q¢Vi¢a, / sin(Q,t — gz + 7/2) sin(qr — wt) de =

= —qV5¢a, [Volumen] sin ((Q, —w)t) . (3.46)
Usando el valor a,, obtenemos
. 1 T, [sin((Q, —w)t)
P = ——NV?q—2 a . A4
< >laser 9 VL q th |: h(Qq _ w) (3 7)

Claramente vemos que el impulso se transmite de manera resonante cuando
w = €, es decir cuando los pardmetros que definen al potencial del laser ¢ y

w satisfacen la relacion de dispersion para las excitaciones colectivas del gas

hw = /T2 +2uT, . (3.48)
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Este es el punto clave de la espectroscopia. El tiempo de aplicacion del pulso
laser ¢t determina la inversa del ancho en frecuencia, es decir el limite de resolu-
cion del método. En el caso de interés que buscamos analizar es méas complejo
que este ejemplo, ya que el condensado inicialmente no es homogéneo sino que
estd sometido a un potencial de la forma:

%wi:f + Up(z, z0) (3.49)

donde el potencial parabdlico confinante varia lentamente respecto de la escala
tipica A de variacion del potencial periddico pequeno Uy. Si bien la tasa de
impulso transferida ha sido estudiada en el caso de un potencial armoénico
[BDPSZ01, ToDa03| o, por otro lado, para un potencial perioédico [MKPS03],
aqui estamos en una situacion diferente ya que buscamos calcular el efecto
combinado de ambos términos bajo las restricciones antes indicadas. En el caso
més general es conveniente escribir la tasa de impulso transferida al condensado
(debido al laser) en la forma [PitStr03]

sin ((w — w')t)

w—w

<P>laser:2qVL2/S(q,w') dw' | (3.50)

donde S(gq,w) es el denominado factor de estructura dindmico del condensado
[PitStr03], el cual estd relacionado con la respuesta del mismo a una pertur-

bacion externa y se define de manera general como

S(q,w) = gze% (] T(q) [m)? 8(heo — i) (3.51)

donde @ es la funcion de particion, f = 1/kgT con kg la constante de Boltz-
mann y 7' la temperatura, 7 (¢) un operador arbitrario, indexado por ¢, que
actua sobre los estados |n) del sistema y fuw,,, = E, — E,, es la diferencia de
energia entre los estados. En el ejemplo explicito que hemos presentado an-
teriormente, en el cual un condensado uniforme débilmente interactuante y a
temperatura cero es afectado por el laser segin (3.36), el operador 7 (¢) toma la

forma 7 (¢) = p! donde p, es la transformada de Fourier del operador densidad
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(¢ # 0). Usando la definicion (3.51) se puede demostrar que [PitStr03|

hZ q2

S(q,w) :Nm

6(hw — Eg(q)) (3.52)

lo cual nos lleva nuevamente a (3.47). El factor de estructura dinamico para
los condensados de gases ultrafrios ha sido extensamente estudiado y exis-
ten resultados que permiten su calculo aproximado en ciertos casos limite
[ZPSKS00, PitStr03]. En particular, si la densidad media de los 4tomos varia
lentamente es posible calcular el factor de estructura a través de la aproxima-
cion de densidad local [ZPSKS00, PitStr03]. Ahora bien, dado que en nuestro
caso de interés tenemos un espectro local, que sera el de un condensado en
un potencial peridédico Uy, calculado previamente, y la densidad media asocia-
da a ése espectro local varia lentamente debido al potencial paraboélico confi-
nante mw?2r?/2, podemos utilizar dicha aproximacion de densidad local para

el calculo del factor de estructura. El mismo entonces es obtenido en la forma
[ZPSKS00|

NR2q?

mBlag (e - B@ade . (359)

S(q,w) OC/nTF(Jf)

donde el espectro E(z,q) depende de la densidad local, que en nuestro caso
puede calcularse utilizando la aproximacion de Thomas-Fermi a través del
perfil parabolico invertido: nrp(z) = [1 — (22/1)?], aqui 1/2 = Lyp representa
la longitud de Thomas-Fermi como la hemos calculado en la ecuacion (2.22)

del capitulo 2. Realizando la integral (3.53) se obtiene que

OE*(z,q) |

o , (3.54)

S*(g,w) o '

xT*

donde cada rama S*(q,w) estd asociada con una rama del espectro de energia
hw = E*(2*,q) calculado en presencia del potencial periddico. Esta tltima
ecuacion determina implicitamente z* = x*(w) que debe usarse en (3.54) junto
con la version local del espectro que hemos calculado para el caso de un con-

densado en presencia de un potencial periddico, el cual en la posicion del gap
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tiene la forma

T.
E* = B0 +—="t U
("L‘a q) ("L‘a q) 2E(0) (l‘, q) Lkc»

- (27‘”)2] | (3.55)

El resultado, que fue evaluado numéricamente, es una funcion S*(g,w) que

E9z,q) = |T2+2T,

resulta divergente cuando hw = E*(0,q) (ver Figura 3.6 para el caso par-
ticular de la proxima seccion), es decir que S crece indefinidamente cuando
los parametros ¢ y w asociados al laser verifican la relacion de dispersion del
condensado bajo la accion del potencial periodico (utilizando la densidad me-
dia en el origen de coordendas x = 0, donde se tiene el minimo del potencial
parabolico).

Para tiempos grandes (comparados con i/ E§°) donde Eéo) es la energia tipica)
la tasa de impulso transferido debido al laser resulta proporcional al factor
de estructura dinamico, ya que bajo esta condicion es posible demostrar que
las otras variaciones del impulso total del gas, debidas a la trampa parabdlica
y el potencial periddico débil, resultan despreciables [MoDaCal0, BIBaGa02].
Por lo tanto, dada la respuesta resonante del sistema cuando los parametros
del laser verifican la relacion de dispersion del gas, es posible obtener por este
medio el espectro del mismo y con ello el valor de los coeficientes de Fourier del
potencial. En la siguiente seccion utilizaremos los resultados de las secciones
anteriores para analizar el caso especifico de una superficie perfectamente re-

flectora.

3.3. Efecto Casimir-Polder lateral en el gas 1D

En esta seccidon utilizaremos todo lo anterior en el caso caso concreto de
un condensado en la proximidad de una superficie conductora corrugada. Su-

pongamos entonces que un condensado de atomos de 8'Rb elongado como el
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que se muestra en la Figura (3.5) se encuentra en la proximidad de una su-
perficie con un perfil corrugado uniaxial. Para estimar el orden de magnitud
del efecto nos concentraremos en un sélo armonico, pero el analisis puede ex-

tenderse facilmente en el caso més general [MoDaCal0|. Para estimar el orden

A
\/\):# h
i

—? A..kej 20
1, W1 2, W2
| |

| l |

<>
=>

|

20 q, w

Figura 3.5: Esquema propuesto para la medicion de efecto Casimir-Polder

lateral a través de espectroscopia del espectro de excitaciones modificado.

de magnitud del gap generado por la interaccion de Casimir-Polder tendremos
que poder evaluar el coeficiente de Fourier Upj, de la ecuacion (3.24). Para
ello utilizaremos el resultado a primer orden en el perfil de corrugacion h
[DPRL08, DJPAOS] que nos permitira calcular explicitamente el valor de Uy,

cuando:
= Z h; cos(jk.x) (3.56)

donde h; son los coeficientes de Fourier del perfil de alturas y A = 27 /k, es la

periodicidad. El resultado es

3h
US)(x, 2p) = ca Zh cos(jk.z) gV (jke, 20) (3.57)

87225 =

que contiene una funciéon repuesta gM(jk., z) para cada modo de Fourier.

Como es de esperar g1) — 0 cuando 25/ — co. Més explicitamente la funcion
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respuesta se puede calcular en el caso de un conductor perfecto como:

g\ (k,2) = e% (1+ 2 +162%/45 + 2°/45), (3.58)

erf

con Z =kzy a(0)/eg = 47,3 x 1073m? la polarizabilidad estatica para 8’Rb.
Notar que, en el caso ideal, esta funcién so6lo depende de la variable adimen-
sional Z = kz.

Supondremos entonces la situacion tipica en que un condensado de N = 10*
atomos se encuentra a una distancia zy = 3um de una superficie corrugada
uni-axial con longitud de onda A\ = 27/k. = 9,75um y amplitud de corru-
gacion h = lum. consideraremos que los 4&tomos se encuentran atrapados por
una trampa parabolica anisotropica con w, = 27 x 0,83 Hz y w = 27 x 2,7kHz.
Para estos valores se encuentra que o = 0,2pum. Ademas, el potencial quimico

p y la longitud de Thomas-Fermi Lyp = [/2 quedan determinados por:

N = [ G apla) da (3.59)

= %mwz(l/2)2 , (3.60)

donde ¢ 1r es la soluciéon de Thomas-Fermi para el estado base del problema
1D (es facil comprobar que para los parametros propuestos aqui dicha aproxi-
macion es véalida). Como hemos notado en la ecuacion (2.22) del capitulo 2, de

estas dos ecuaciones es facil ver que

1/2 = (3ges N/2mw?)'/3 (3.61)

p= (mw?/8)3 (3¢ N/2)*° (3.62)

que para el caso particular propuesto nos da (/2 = 408um y p = h3,1kHz.
Para estos valores se verifica (3.19), por lo que estamos en condiciones de
aplicar la aproximacion en que la dinamica radial esta congelada. Finalmente

el valor de la energia cinética en el gap es Tj— o = h38Hz y la energia tipica
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de las excitaciones colectivas Eg(q) = (50) = h485Hz. En estas condiciones
el impulso transferido al gas en funciéon de g y w calculado a partir de las
ecuaciones (3.54) y (3.55) serd como el que se muestra en la Figura (3.6).

Con estos valores puede verse que el coeficiente de Fourier para el caso de

488 186 484 482

w(Hz)

Figura 3.6: Factor de estructura dindmico (proporcional al impulso trans-

ferido al gas) en funciéon de ¢ y w para los parametros propuestos.

conductor perfecto es UtV = h1,4Hz y el factor de supresién asociado

3pm, k.
a éste F'(k./2) = 0,08. Con ello vemos que en este escenario deberian de
poder detectarse variaciones de h0,1Hz centradas en Eéo) = h485Hz para

revelar un efecto del término lateral de la interaccion de Casimir-Polder entre
la superficie y los 4tomos. Si bien este tipo de configuraciones son posibles
de implementar, ain no existen datos reportados de espectroscopia con esa
resolucion en frecuencia. Otro escenario posible es considerar distancias a
la pared méas pequenas. Escaleando los pardmetros anteriores al rango en
que 2o = 0,7um, A\, = 4pum, y h = 100nm, se encuentra que el gap es de
h50Hz y esta centrado en una energia de ' = hl,2kHz. Si bien la resolucion

espectroscopica que se necesita en estas condiciones ya ha sido alcanzada en
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los experimentos [SOKDO02, SKODTDO03], la distancia minima a la que un
condensado puede acercarse a una superficie en experimentos llevados a cabo
hasta el momento es de 2um [Modu09|. Vemos que atn el rango necesario
para revelar los efectos del potencial de Casimir-Polder lateral no ha sido
alcanzado por los experimentos, no obstante creemos que ésta propuesta, la
cual explota la coherencia del sistema para capturar el efecto de la inteaccién
con la superficie, podria superar las limitaciones de otros métodos que han
sido disenados para la medicion de la componente normal [HOMGCO05| y que
para la geometria propuesta aqui se encuentran a dos érdenes de magnitud de

la sensibilidad necesaria en tal medicion [MoDaCal0).

En este capitulo hemos considerado el gas unidimensional bajo la aproxi-
macion de interacciones débiles y hemos caracterizado su espectro en presencia
de una superficie periddica. Hemos demostrado que el espectro de excitaciones
presenta una diferencia cualitativa en éste caso y también hemos caracterizado
posibles escenarios para la medicion del efecto. A diferencia de otros métodos
en los que se utiliza al condensado como un sensor clasico aqui se explota la
coherencia del mismo para obtener el valor del coeficiente de Fourier del tér-
mino lateral de la interaccion a partir del espectro.

En el proximo capitulo consideraremos a un gas unidimensional en el limite de
interacciones fuertes y veremos que el principal observable de los experimentos
no sufre cambios cualitativos frente a perturbaciones en el potencial externo.

Finalmente cabe notar que lo dicho aqui se extiende a una superficie peridédica
genérica repitiendo lo que hemos hecho para cada armonico. Sin embargo, en
el caso de una superficie arbitraria, es decir con una transformada de Fourier
continua, el anélisis deja de valer. Por lo tanto éste caso tendra que encararse
de una forma completamente diferente a la de éste capitulo. Retomaremos esta
discusion en el capitulo 5, donde abordaremos el problema de localizacion en

gases ultrafrios.



Capitulo 4

Distribuciéon de impulsos en el

limite Tonks-Girardeau

En el presente capitulo estudiaremos en detalle el caso de un gas unidi-
mensional con interacciones fuertes. Como hemos indicado en la introducciéon
el modelo que buscamos estudiar es el de NV bosones interactuantes en 1D con

hamiltoniano:

2 92
HoX (—go g+ Veale)) 45 Sdlei—a) ()
i#]
El limite de interacciones fuertes se impone bajo la condiciéon A — oco. En parti-
cular nos concentraremos en estudiar la distribucién de impulsos del gas como
observable de interés. Si bien disponemos de la ecuacion (2.36) para escribir de
manera explicita cada autofuncion del problema, las propiedades no locales no
se derivan facilmente de ésta [Girard60]. Algunos trabajos posteriores al aporte
de Girardeau buscaron describir la poblacion de estados de impulso pequeno
para dilucidar el efecto de las interacciones sobre el fenémeno de condensacion
que se da en el problema no interactuante [Schulz63, Lenard64]. So6lo dos dé-
cadas después se reportaron nuevos resultados analiticos buscando caracterizar

el comportamiento asintético de la distribucion de impulsos [VaiTra79]. Sin
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embargo, éste problema soélo tuvo interés como un modelo tedrico hasta que
los rapidos avances logrados a partir de los primeros experimentos exitosos en
condensados de Bose-Einstein permitieron dar un marco factible para la reali-
zacion de un gas unidimensional con interacciones fuertes en el laboratorio
[Olshan98. Esta propuesta fue exitosa y 2004 se reportaron los dos primeros
experimentos en los que se logr6 alcanzar el limite de interacciones fuertes en
un gas unidimensional [PWMMFC04, KiWeWe04|. La inminente posibilidad
de acceder experimentalmente a tal sistema despertd6 nuevamente el interés
sobre el problema planteado por Girardeau y existieron nuevos intentos de
caracterizar la distribucion de impulsos del gas, esta vez teniendo en cuenta el
potencial confinante V. dependiente de la posicién necesario para atrapar el
gas [LaGiWr02, MiViTo02, FFGWO03, RigMur04, RigMur05]. En todos estos
trabajos se encontrdé que la distribucion de impulsos del gas, confinado por
una trampa parabodlica y en el limite de impulsos grandes, presenta una ley de

decaimiento asintotica de la forma
nk) xk™* k—oo , (4.2)

que coincide con la observada en el caso de un potencial constante [VaiTra79.
Es maés, simulaciones numeéricas [RigMur04, RigMur05] son compatibles con
(4.2) para algunos otros potenciales confinantes. En éste capitulo mostraremos
que estas observaciones son consecuencia de que tal ley de potencias es valida
para todo potencial Ve (lo suficientemente suave), es decir que la distorsion en
la distribuciéon de impulsos asintotica se debe enteramente a las interacciones
entre las particulas y es robusta frente a cambios en el potencial confinante.

En las siguientes secciones encontraremos una expresion para la matriz den-
sidad reducida que luego utilizaremos para derivar una aproximaciéon valida
para describir las propiedades del gas en escalas pequenas. Aplicaremos dicha
aproximacion a un caso particular para verificar la consistencia del esquema
comparandolo con soluciones exactas. Finalmente utilizaremos ésto para ex-
plorar el comportamiento asintotico de la distribucion de impulsos y demostrar

la ley de decaimiento (4.2) en el caso general.
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4.1. Matriz densidad reducida

El objeto que buscaremos estudiar es la matriz densidad reducida:

~

n(z,y) = @1 @)dy) (4.3)

Por medio de éste objeto podemos calcular los ntimeros de ocupacién en
cualquier base de estados de una particula {y;};>1 (notar que éstos estados
no necesariamente corresponden a autoestados del hamiltoniano). Es facil ver

que los nimeros de ocupacion n(k) en ésta base son [Ballen98]:

n(k) = (i) = / xi(@) n(z,y) xely) dady | (4.4)

donde ny, es el operador de niimero asociado al k—ésimo estado de una particu-
la. De mas esta decir que la base discreta {x;};>1 puede ser reemplazada por
una base continua (como por ejemplo autoestados de la posicion) si asi se lo
desea.

A continuacion buscaremos utilizar la solucién escrita en términos de funciones
de onda como hemos visto en el capitulo 2, por lo que serd més conveniente
traducir la ecuacion (4.3) de segunda cuantificacion al lenguaje de funciones
de onda. Es facil expandir el valor de espectacion (¢f(2)1(y)) en una base
de autoestados de la posicion para ver que n(z,y) también se puede calcular

comao.

n(z,y) :N/w*(x,xg,...,:L’N)lp(y,xQ,...,xN)da:Q,...,de ,

donde la funcion de onda v del sistema de N particulas estd normalizada a la
unidad.

Consideremos entonces la solucion (2.36) para un autoestado del problema de
N bosones (4.1)

U(xy,. .., xy) = \/%

A(zy,. .., xN) det [Po, ()]
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aqui las autofunciones {¢q, }¥; pueden ser cualesquiera autofunciones del pro-
blema de una particula (2.31)

Eiu(x) =~ 0 4 V@) u(a) (4.5)

Para hacer més compacta la notacion, a partir de éste punto, cambiaremos la
rotulaciéon de los estados escribiendo ¢ para el indice «;, es decir que denotare-
mos directamente al conjunto {¢,. }, por {¢;}¥,. Entonces debe recordarse
que a continuacion {¢;}Y, significar4 un conjunto cualquiera de N autofun-
ciones diferentes de (2.31) y no el conjunto de las primeras N autofunciones
ordenadas por su energia. Con ésto, la matriz densidad reducida puede es-

cribirse como

n(z,y) = ﬁ / sgn(z — xg) ...sgn(x — xy) sgn(y — xa) . ..

X sgn(y — ry) (Z Sgn (o) ¢o)(x )¢a(2)($2)---¢a(N)($N)>

oESN

(ZSQ” ) P )¢A(2>(~”Ez)---¢a(m(m)>

AESN
Xdl‘g,...,d!L‘N R (46)

donde Sgn (o) denota el signo de la permutaciéon o € Sy. Asumiendo que y > x

es facil ver que

n(x,y) = Z Po(1)()dr1) (y) Sgn(o) Sgn()

. o, \ESN

H( m)—?/ Do) (2)Pa) (2) dz ) . (A7)

donde ;5 es la delta de Kronecker. Si ahora buscamos remover la condicién

y > x, repetimos el mismo calculo, lo que nos llevara a un resultado analogo.
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El caso general se puede escribir como:

n(r,y) = _ Z Bo1) ()01 (y) Sgn(o) Sgn(A)

H ( 2010 —2[0(y —2) = 6(z —y)]

< [ o Dor () 2) (4.

La ecuacion (4.8) es el resultado principal de esta seccion y nos permite cal-
cular de manera exacta la matriz densidad reducida del problema bosénico
interactuante una vez especificadas las funciones de onda ¢; para el problema
de una particula. Es interesante en éste punto comparar la diferencia de la
matriz densidad reducida (4.8) con la que obtendriamos para el caso del pro-
blema de fermiones no interactuantes np(x,y). Procediendo como en el caso
bosonico es facil ver que la matriz densidad reducida para el sistema de N

fermiones no interactuantes es:

ne(z,y) = Z bo1)(2)dr) (y) Sgn(o) Sgn(A

) o,\eSN

||:2

(4.9)
Esta ecuacion es similar a (4.8) pero no contine el término de prefactor [O(y —
r) — O(z — 7)] en la productoria. Este tltimo sera entonces el que generara la
correccién bosonica respecto de la matriz densidad para el caso fermionico. Si
se consideran las propiedades locales de ambos sistemas, tomando x = y en
(4.8) y en (4.9), ambas matrices densidad coinciden, sin embargo para = # y se
presenta la diferencia antes senalada, que sera fundamental como mostraremos
a continuacion.
La ecuacion (4.9) puede reducirse ain més:

np(r,y) , Z Doy (%) D) (y) (4.10)

gESN

y por lo tanto

= Z¢z(x)¢z(y) . (4.11)
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Es interesante utilizar las ecuaciones (4.11) y (4.8) para comparar los nimeros
de ocupacion de los estados de una particula asociados a ambos sistemas.
Pongamos entonces por ejemplo el caso de un sistema de N = 5 bosones
fuertemente interactuantes y 5 fermiones no interactuantes confinados en una
caja de longitud L = 1. Supongamos que ambos sistemas se encuentran en el
estado fundamental. En el célculo de los nimeros de ocupacion utilizaremos

como base

{\/5 sin (ka)} : (4.12)

k>1
que es una base de autoestados del hamiltoniano de una particula. El indice
k da una medida del impulso lineal de las particulas. Para hallar los niimeros
de ocupacion en esta base utilizaremos la ecuacion (4.4). El calculo en el caso
fermionico es trivial, mientras que para el sistema bosénico resulta complejo
hallar un resultado analitico compacto. Debido a ésto el calculo exacto se
completé numéricamente. En la Figura (4.1) se muestra el resultado de ambos
calculos. El caso fermiénico, como es de esperar, presenta un escaléon ubicado
en el nivel de Fermi. En el caso bosénico en cambio el estado de menor energia
para el problema de una particula es el que se encuentra mas poblado, como es
de esperar para el estado fundamental de un sistema de bosones. Sin embargo,
en éste ultimo caso, todos los estados con k # 0 tienen una poblaciéon no nula
debido a las interacciones. Naturalmente la poblaciéon de los estados depende
de la forma especifica que adopte el potencial confinante V.., no obstante,
como mostraremos en las siguientes secciones siempre se tendrd una ley de
decaimiento asintotica de la forma n(k) oc 1/k* si k indexa los autoestados del

momento.

4.2. Aproximacion para impulsos grandes

La comparacion de las ecuaciones (4.8) y (4.9) sugiere que, para el caso
de impulsos grandes o lo que es equivalente para distancias cortas, la correc-

cion bosonica a la poblacion de los estados podria calcularse solo teniendo
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n(k)
2.5

®—@ 5 Bosones
® 5 Fermiones

Figura 4.1: Nameros de ocupacion n(k) para la base de autoestados de

una particula {\/5 sin (mkx) , en el estado fundamental de un sistema

}k>1
de N =5 fermiones (cuadrados rojos) no interactuantes y N = 5 bosones
(puntos negros) fuertemente interactuantes. Las poligonales solo se exhiben

por claridad, n(k) es una funcion con dominio N.

en cuenta al orden més bajo posible los términos correctivos de la forma:
—2[0(y —z) —O(z —y)] [Y ¢o(j)(2)dr(j)(2) dz. Esto resulta evidente del hecho
de que las escalas pequenas se haran importantes cuando |z — y| sea pequeno,
y justamente en éste caso, siendo el integrando regular, resultara que el factor
—2[0(y —x) —O(x —y)] [? ¢s(j)(2)Pr¢j)(2) dz esta acotado por un mimero del
orden de la longltud del intervalo |z — y|. Este razonamiento heuristico, que

justificaremos en detalle en la proxima seccidén, nos conducira a una expresion
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aproximada para la matriz densidad reducida que serd valida para describir
las propiedades de ésta cantidad en escalas pequenas.

Por lo tanto, consideraremos como punto de partida la ecuacion (4.8) y ex-
pandimos el producto quedandonos sblo con los términos al orden mas bajo en
f;’ Luego de un poco de édlgebra se encuentra que la forma aproximada para

la matriz densidad reducida ne, es:

Nep(2,7) Zcb@ ¢i(y) +0y—2) -0 -y N(@y) ,  (413)
donde la funcion A (z, y) es
N = = 2% [ tarswes1o )z
+ 2 Z/ (y)6i(2)0;(2)dz . (4.14)

Obviamente el primer término de la ecuacion (4.13) es np(z,y), mientras que
el segundo da la primer contribucion no trivial. Ademéas N (z,y) es una fun-
cion suave muy simple de calcular dado que la suma en (4.14) ya no contiene
permutaciones, por lo que ésta ecuacion presenta grandes ventajas a la hora de
calcular las propiedades en escalas pequenias. Cabe notar que en [PezBul07] se
deduce una ecuaciéon equivalente pero en forma matricial, sin embargo alli no
se demuestra la validez de la misma en el régimen de impulsos grandes, hecho
que, como veremos, no es trivial. Otro punto que requiere mayor definicion es
cual es la escala tipica de transiciéon que nos permite decir que las escalas espa-
ciales son pequenas. Es facil identificar a tal escala como la escala méas pequena
que esté presente en el conjunto de las autofunciones {¢;}, (nuevamente éste
razonamiento heuristico serd justificado en detalle mas adelante). Entonces,
por ejemplo, si el potencial es suave la escala mas pequena quedara determina-
da por la cantidad de nodos de la autofuncion (recordar que estamos en 1D),
es decir, por el nivel de energia. Analicemos entonces nuevamente el ejemplo

del sistema de bosones fuertemente interactuantes en una caja de longitud
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L = 1. Si consideramos el estado fundamental de éste sistema interactuante
tendremos que tomar las primeras N autofunciones del conjunto (4.12) y, por
lo tanto, la escala de transicion hacia el régimen asintotico serd justamente IV,
ya que la N—ésima autofuncion tendrd N nodos. A fin de comparar ne, con
la solucion exacta calcularemos los nimeros de ocupacion en la base (4.12)
para k > N utilizando la expresion (4.13). Para ésto tenemos que proyectar
la ecuacion (4.13) segiin (4.4). Este calculo sélo involucra la integracion de
productos de funciones trigonométricas y puede ser realizado analiticamente

para NN arbitrario. El resultado es

N

- 2% — k)% — i)
T k>N 41

Esta relacion se grafica en la Figura (4.2) junto con el calculo exacto segin la
ecuacion (4.8). Vemos que ambos estan en perfecto acuerdo cuando k > N,
como habiamos anticipado. Es mas, éste caso particular que estamos exhibien-
do aqui a modo de ejemplo ha sido estudiado en [FFGWO03| por medio de
otras técnicas, el resultado encontrado alli también coincide con (4.15) luego
de tomar el limite termodinamico N > 1, en el que la expresion (4.15) toma

la forma:

T3z \k

Debe recordarse que, siendo que estamos considerando el estado fundamental

n(k) = — (5)4 ESN (4.16)

del sistema y utilizando las autofunciones de la base (4.12), el nivel de Fermi
es kp = N.
Finalmente notemos que del célculo explicito (4.15) se obtiene una distribucion

de impulsos que decae como:
n(k) < — (4.17)

donde la primer correccion a la misma es de orden O(k~%). En la proxima sec-
cion veremos que (4.17) es valida para todo potencial que sea lo suficientemente

suave y discutiremos en mayor detalle la validez de (4.13).



54 Distribucién de impulsos en el limite Tonks-Girardeau

n(k)
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Figura 4.2: Numeros de ocupacion n(k) para la base de autoestados de

una particula {\/5 sin (rkx en el estado fundamental de un sistema de

) o1
N = 5 bosones fuertemente 1n:eractuantes. Resultado exacto (puntos llenos
rojos) y célculo aproximado (puntos huecos negros) segin ecuacion (4.15)
que proviene de nuestra aproximacion (4.13) para describir las propiedades
en escalas pequenas. Las poligonales solo se exhiben por claridad, n(k) es

una funcion con dominio N.

4.3. Comportamiento asintdtico de n(k)

En esta seccion mostraremos que la ley de potencias (4.17) es general para

potenciales suaves. Nuestro punto de partida seré la ecuacion (4.13)

nepl‘y Z¢z Z [ (y—x)—@(x—y)]/\/’(x,y) )
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donde las funciones ¢; seran las autofunciones para un potencial confinante
arbitrario (y suave). Para realizar la integral (4.4) tomaremos una base de

ondas planas normalizadas en un segmento de longitud L:
eika}
Xk =
VL

A fin de discutir cada contribuciéon por separado definimos el término fermioni-

(4.18)

(610]

nay) = 3 @)

—ikx " eiky
r,y) — dxdy 4.19
(z,9) 77 dedy (4.19)

C n
VL
y la correccién bosonica

n’(z,y) = [O(y—x)—O(x —y)] N(z,y)

e—ikm eiky
nBk) = Ni7 n®(z,y) NG dxdy . (4.20)
A

Demostremos entonces que el primer término, n

, no contribuye apreciable-
mente en el limite £ — oo cuando el potencial confinante es suave. Esto es evi-
dente en el caso en que las autofunciones del hamiltoniano sean ondas planas,
es decir si el potencial confinante es constante, ya que al ser el primer término
el correspondiente al sistema de fermiones no interactuantes la proyeccion que
determina la ocupacion seré nula si |k| > kpax, donde kpax = kp en el caso
de que se estudie el estado fundamental o sera eventualmente mayor para una
autofuncion genérica. Si el potencial no es plano esto no es trivial ya que la
ocupacion de estados de onda plana puede ser no nula para todo valor de k.
Sin embargo, si el potencial confinante V., tiene todas sus derivadas continuas
hasta la a-ésima, donde fuere solo continuo a trozos (denotemos esta propiedad
por C%), puede demostrarse que las autofunciones que resuelven la ecuacion
diferencial (4.5) son C**2? [Wolans07]. Teniendo en cuenta que si una funciéon

real f es de clase C? su coeficiente de Fourier [ f(z)e'** dz decae como 1/k971,
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podemos afirmar que el primer término de (4.13) decae como 1/k**+3). Por
lo tanto, si el potencial confinante es lo suficientemente suave (por ejemplo un
potencial con un escal6n en una region cualquiera corresponde a tener av = 0),
la contribucion del primer término n(k) quedara acotada por

n(k) < (4.21)

1
kS
Como veremos a continuacion la contribucion del segundo término n (k) siem-
pre supera a ésta tultima. Para ello calculamos dicha contribucién a los nimeros
de ocupacion cuando k — oo, es decir tenemos que calcular la cantidad

iky

/ = 16y =) = 0w ~ )N e.) = day

Para realizar ésta integral cambiamos variables a X ,r definidas por

r=X, y=X+r , (4.22)

con lo que obtenemos

1 .
n®(k) = T /e”" N(X,r)[O(r) — O(—r)dXdr (4.23)
es decir que la contribucién del segundo término n?(k) a la distribucion de

impulsos n(k) es

nP(k) = / kT (% / N(X,r)dX) [O(r) — O(—r)]dr . (4.24)

Entonces, claramente, surge de aqui que el decaimiento algebriico de la dis-
tribucion de impulsos proviene de la singularidad del integrando en el entorno
de r = 0. Esta singularidad a su vez se encuentra modulada por el compor-
tamiento de A cerca del origen. Luego, podremos obtener la ley de potencias

realizando una expansion de NV en un entorno de r = 0. Utilizando la definicion
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(4.14) y luego de un poco de édlgebra se puede verificar que N (X, r) satisface:

N(X,0) = 0
%[(X,O) ~ 0
a;g/ (X,0) = 0
a;gf (X,0) # 0 | (4.25)

que surje como consecuencia de las simetrias de ésta funcion. Teniendo en

cuenta las condiciones (4.25) obtenemos que, al orden mas bajo en r,

nP(k) o / ¢ [O(r) — O(—r)dr

_ %% / r[O(r) — O(—r)dr . (4.26)

Por lo tanto, ésto muestra que n”(k) contribuye a ne, como

1

n® (k) = (4.27)

por lo cual, si el potencial confinante es lo suficientemente suave, tendremos

que
1

n(k) o< o7 (4.28)

Notar que del célculo se desprende que, para que sea correcto quedarnos con los
primeros términos de la serie de Taylor de A/, el valor de r debe de ser menor
que la escala més pequena que aparezcan en las autofunciones del problema
de una particula ¢;, que definen la autofuncién del problema interactuante.
Es decir que la inversa de ésta escala fija el valor de k£ a partir del cual la
aproximacion n(z,y) = nep(z,y) comienza a valer.

Debe notarse que atin debemos mostrar que la aproximacion (4.13) es va-

lida, més alla de nuestro razonamiento heuristico. Visto que el término n®
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contribuye como 1/k%, lo que deberfamos hacer es verificar que los términos
en (4.8) que estamos despreciando en nuestra version aproximada (4.13) con-
tribuyen en menos de ésta cantidad. Es facil ver que los tinicos términos que
podrian generar una contribucion no trivial, es decir de orden 73, son solamente
aquellos con dos o tres integrales f;’ Veamos entonces que éstos términos no
contribuyen apreciablemente. Primero debe notarse que todos los términos
cuyo prefactor contiene dos integrales son regulares ya que los factores singu-
lares se cancelan ([©(y—x)—O(z—y)]* = 1) y, por lo tanto, pueden despreciarse
como ya hemos argumentado en el caso de n“. Por otra parte, los términos en

que aparecen tres integrales son de la forma:

Y bo) (@) (y) [B(y — x) — O(x — y)] Sgn(0) Sgn()) x

. (/xy Po(a) (2)Pr(a) (2) dZ) (/xy Po(v)(2)Pr) (2) dz) "

( / ¢o<e>(z)¢x<c>(2)d2) I dome - (429

j=2,j#abe

donde el término completo de éste orden se obtiene sumando sobre todas las
elecciones posibles de los indices a, b y c. Para una eleccion cualquiera de ellos,
la contribucién al orden r3 se encuentra reemplazando las integrales por su

aproximacion a primer orden en r, es decir que el prefactor tiene la forma

Y Sgn(a) Sgn(\) ¢y (X)drm (X)

0, ESN

Po(a) (X)Or(a) (X ) Po(v) (X)Dr) (X) Po(e) (X)Dae) (X) (4.30)

pero éste se cancela idénticamente al sumar sobre todas las permutaciones.
Por lo tanto, solo el término de primer orden en ff contribuye a orden 73 y
todos los demés contribuyen a 6rdenes superiores, generando asi correcciones
menores a 1/k* en la ley de decaimiento. Esto completa nuestro argumento

para garantizar la validez de (4.13).
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De ésta manera vemos que la distribucion de impulsos del gas en éste limite
estd dominada por las interacciones y su forma es robusta frente a variaciones
en el potencial confinante. Hemos demostrado que para potenciales suaves
siempre se obtiene un decaimiento algebraico con exponente independiente
del potencial, resultado que geraliza lo ya observado en casos particulares
[LaGiWr02, MiViTo02, FFGW03, RigMur04, RigMur05]. Ademas, la expre-
sion aproximada para la matriz densidad reducida (4.13) converge rapidamente
a su valor asintotico, como puede verse de la comparacion con el caso exacto
(Figura 4.2).

En conexion con el problema estudiado en el capitulo anterior, donde la pre-
sencia de una superficie peridédica inducia un cambio cualitativo en el sistema,
vemos que un sistema como éste no seria adecuado para intentar detectar las
pequenas perturbaciones sobre el condensado debido al potencial de Casimir-

Polder lateral debido al rol dominante que juegan las interacciones.






Capitulo 5

Expansion del BEC en presencia

de superficies estocasticas

La dinamica de una particula cuantica en presencia de un potencial aleato-
rio débil posee caracteristicas que la distinguen notablemente de su anélogo
clasico. En particular aqui estudiaremos el fenémeno de localizacion, en el que
la envolvente de la funciéon de onda que describe los estados de una particula
decrece de manera exponencial debido a la interacciéon con el potencial estocas-
tico [LiGrPa88]. Este efecto puede entenderse teniendo en cuenta las miiltiples
reflexiones de una onda plana debido al potencial, dado que los cambios de
fase no seran todos idénticos, como ocurriria en un potencial periédico, y por
lo tanto estos generaran una supresion en la probabilidad de propagacion de la
particula cuando el efecto de interferencia se acumule. Desde el primer trabajo
de P. W. Anderson [Ander58] en el que establecieron las primeras estimaciones
(en ciertos casos particulares) de la magnitud del potencial aleatorio necesario
para la ausencia de transporte, se han realizado avances significativos en éste
campo [KraMaK93|. En 3D la localizacion solamente se da para los estados
con una energia menor a un valor umbral, por lo que se habla de la existen-

cia de un borde de mobilidad. Sin embargo, si tomamos por caso una grilla
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unidimensional en la que el ruido estd descorrelacionado entre los diferentes
sitios, todos los estados de ese sistema se encuentran exponencialmente loca-
lizados, incluso en el limite de un potencial aleatorio débil [Ishii73] *. En éste
caso la escala espacial tipica de decaimiento de la funciéon de onda, conocida
como longitud de localizacion, divergera cuando el potencial tienda a cero, sin
embargo para cualquier valor finito los autoestados del hamiltoniano estaran
exponencialmente localizados, lo cual se contrapone al caso clasico en el que,
para energias lo suficientemente grandes, uno deberia esperar s6lo una pequena
perturbacion en la propagacion.

Desde el punto de vista experimental los sistemas de gases ultrafrios han abier-
to la posibilidad para poner a prueba estos modelos [Modugl0, SaPalLel0| con
un control sin precedentes sobre los parametros que definen el sistema. No
solo se ha logrado controlar el potencial desordenado presente |[BJZBHLO0S|,
sino también, simultdneamente, eliminar las interacciones entre los atomos
[RDEFFF08]. De ésta forma, actualmente se tiene acceso no solo al caso del
problema lineal de una particula no interactuante en un potencial desorde-
nado, sino que ademés se puede estudiar experimentalmente la complejidad
introducida por la no linealidad en el sistema interactuante. Este tltimo caso
puede presentar marcadas diferencias: de hecho, si las interacciones repulsi-
vas son lo suficientemente intensas, el efecto de localizacién puede perderse
[PikShe08, GarShe09].

En este capitulo estudiaremos la dindmica de un condensado de Bose-Einstein
expandiéndose en presencia de una superficie con un perfil rugoso estocasti-
co, lo cual es de interés practico como una posible configuracion en la que se
ponga de manifiesto la interaccion de Casimir-Polder lateral en una geometria
no trivial. El efecto de la superficie estocastica serd inducir un potencial, tam-
bién aleatorio, sobre el condensado y por lo tanto a partir de la dindmica del

mismo se podra obtener informacion sobre la interaccion atomo-superficie. En

* . . .. . 2
No obstante, en el caso en que existen correlaciones entre los sitios de la grilla seran

posibles también estados extendidos [IzrKro99|
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éste contexto nuestro aporte serd caracterizar el perfil de densidad asintotico
de un condensado que se expande en presencia de la superficie. Considerare-
mos tanto el caso perturbativo de distancias relativamente grandes, donde es
posible avanzar sobre la solucién analitica, como también en el caso no pertur-
bativo, donde hemos implementado un método pseudo-espectral para resolver
numéricamente la ecuacion de Gross-Pitaevskii en las configuraciones de in-
terés. De esta forma estableceremos un posible marco en el cual la interaccion
de Casimir-Polder lateral debida a una superficie con un perfil estocéstico se
pone de manifiesto.

A fin de modelar el sistema utilizaremos la ecuacion de Gross-Pitaevskii efecti-
va en 1D que ha sido discutida en el Capitulo 3. En la primer seccion definire-
mos con exactitud qué tipo de configuraciones buscaremos explorar y qué
parametros son los relevantes en este problema. En las siguientes secciones
generalizaremos la solucion de un modelo perturbativo para la expansion del
BEC [SPCLBS07, SPCLBAOS|. Este modelo, que ya ha sido aplicado a casos
similares, nos permitira predecir de manera aproximada el comportamiento del
sistema y establecer los valores tipicos en los cuales se podria observar el efecto.
Finalmente compararemos el modelo perturbativo con la solucién numérica de
las ecuaciones y ademas utilizaremos éstas tiltimas para explorar posibilidades

fuera del régimen perturbativo.

5.1. Formulacion del problema

Consideraremos un condensado unidimensional en el régimen de interaccio-
nes débiles, el cual se podra describir por una ecuacion de Gross-Pitaevskii efec-
tiva en 1D como hemos discutido detalladamente en el capitulo 3. Buscaremos
estudiar el perfil de densidad del mismo cuando el condensado se expande en
presencia de una superficie estocastica como la que se muestra en la Figura
5.1. Si bien en esta discusion consideraremos el caso en que existe simetria de

traslacion en la direccion g, esta restriccion no serd importante cuando el radio
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tipico del condensado, o, sea mucho menor a la distancia media a la superficie,
2o (ver Figura). Esto es asi porque, como se ha indicado anteriormente (ver
seccion 3.3), existe una supresion exponencial de los modos que componen Uy,

*2”0/’\1‘, donde \; es la longitud de onda del modo. Por lo

proporcional a e
tanto, siendo que estamos considerando el caso 0 < zy sblo seré relevante una
variacion en la direccion ¢ si la longitud de onda tipica A; verifica \; < o, pero
entonces tendremos \; < 0 < zp, lo que nos dice que las variaciones en esa
direccion se vuelven irrelevantes por estar exponencialmente suprimidas con
un factor zo/\; > 1.

Mas especificamente, buscaremos calcular el perfil de densidad n(z,t) cuando

Figura 5.1: Condensado de ancho tipico ¢ y longitud de Thomas-Fermi

L7r en la cercania de una superficie estocastica.

este se promedia sobre infinitas realizaciones de la superficie estocastica. De-
notaremos los promedios sobre las variables aleatorias por ((.)), por lo tanto
nuestro objetivo sera caracterizar la funcion ((n(x,t))) y su relacion con los pa-
rametros que definen la superficie. El resultado béasico que buscamos establecer
es que, luego de la expansion del condensado a través del potencial ruidoso,
parte de los &tomos permaneceran atrapados desarrollando un perfil de densi-
dad estacionario. Dicho perfil dependeré obviamente del potencial aleatorio y
de esta forma la interaccion del condensado con la superficie dejara una huella
en él. Naturalmente gran parte del andlisis a continuaciéon no haré uso expli-

cito de la situaciéon concreta que acabamos de describir, sino que buscaremos
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establecer el comportamiento de ((n(x,t))) en el caso de un potencial aleatorio
genérico, para luego especializarlo en el de una superficie.
Para describir la expansion del gas modelaremos el sistema a través de la

ecuacion de Gross-Pitaevskii:

Oy R PPy
ih E@’t) = —%@(x,t) + Up(z,20)0O(t) o(x, t)
mw2z?
; O(—t) p(,t) + get|p(x, V)| p(z, 1) (5.1)

notar que para t < 0 el gas s6lo se encuentra en presencia del potencial con-
finante mw?x?/2, mientras que a partir de ¢ = 0 la trampa parabolica axial
es retirada y el sistema se expone a la presencia de la superficie que genera
un potencial U (x, z). Supondremos que para ¢t < 0 el sistema se encuentra
en el estado fundamental por lo que, luego de apagar la trampa, el término
cinético y las interacciones repulsivas tenderan a expandir el gas. El potencial
de Casimir-Polder lateral U, quedara determinado una vez que especifiquemos

la estructura de la superficie. Esta tltima serd modelada en la forma,

Nmax
h(z) = Z h; cos (i—ﬂx + 9¢) , (5.2)

donde Np.. serd un parametro fijo que representa la maxima cantidad de ar-
monicos que se tendran en cuenta en las simulaciones y los pardmetros aleato-
rios que definen dichos armonicos seréan h;, A; v ;. Posteriormente utilizaremos
un modelo concreto a la hora de definir ctiales son las densidades de proba-
bilidad de los parametros h; y A;, sin embargo en lo que sigue siempre nos
restringiremos al caso en que 6; € [0,27] con densidad de probabilidad uni-
forme, lo cuél asegura la simetria de traslacion para los correladores de la

superficie (y del potencial).

5.2. Solucién perturbativa

En esta seccion estudiaremos una soluciéon perturbativa al problema an-

terior que nos permitird identificar qué rol juega cada uno de los parame-
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tros que definen el problema. Para ello resumiremos brevemente lo conocido
para el problema de la expansién de un condensado en un potencial ruidoso
[SPCLBS07, SPCLBAOQS8| y luego generalizaremos ese anélisis a nuestro caso
de interés.

Para calcular el perfil de densidad asintotico ((n(z))) dividiremos la evolucion
del condensado en dos etapas. Inmediatamente después de apagar la trampa
parabodlica las interacciones seran relativamente importantes debido a la alta
densidad y, por lo tanto, en la etapa inicial de la expansion el potencial ruidoso
Uy, solo serd una pequena perturbacion respecto del término repulsivo debido
a las interacciones, por lo que el primero podra ser despreciado. Esta primera
etapa, que diremos ocurre en un intervalo (0,t"), sera valida en una escala de
tiempo tipica del orden de t* > 1/w,. A medida que el condensado se expanda
la densidad va a disminuir, lo cual har& que las interacciones sean cada vez
menos importantes. Entonces, para w,t > 1, el problema se volverd no inte-
ractuante. Luego, en esta ultima etapa, se podra calcular la localizacion del
perfil de densidad utilizando los resultados conocidos para el problema de loca-
lizacion de particulas no interactuantes en 1D [LiGrPa88|. Para enlazar ambas
etapas de la expansion tendremos que calcular la transformada de Fourier del
estado ¢ luego de la expansion inicial (cuando w,t > 1) y proyectarla sobre
los estados localizados del problema no interactuante. Finalmente lograremos
obtener una expresion para el perfil estacionario en términos de la condicién
inicial del problema y las propiedades del potencial aleatorio.

A continuacion utilizamos este razonamiento, desarrollado parcialmente tam-
bién en [SPCLBAOS], para calcular ((n(z))). Si bien este modelo unidimensio-
nal tendré sentido mateméaticamente para estudiar el perfil de densidad incluso
en el caso |z| — oo, debe notarse que si la densidad fuese extremadamente ba-
ja, de forma que la distancia entre los &tomos d sea mucho mayor al valor de la
longitud de recuperacion &, la aproximacion de campo medio dejaria de valer.
Sin embargo, en los casos particulares que buscaremos estudiar, los cuales con-

templaran ademas el tamano finito || = L.y en que el sistema puede ser
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observado, la aproximacion de campo medio serd valida.

5.2.1. Expansién del condensado interactuante

Consideraremos entonces primero la evolucion en el intervalo (0,t*). El
estado inicial del condensado se encuentra resolviendo la ecuaciéon de Gross-
Pitaevskii independiente del tiempo

R do(x)  mw?a?

om  dx? 5 () + getlo(x)Po(z) (5.3)

pp(z) =

Esto se puede hacer bajo la aproximacion de Thomas-Fermi descripta en el

capitulo 2, la cual nos da como estado inicial

¢(z,0) = \/g \ - (LLTF)Q : (5.4)

donde Lyp = \/2u/mw?2, y el potencial quimico p se obtiene de la condicion de
normalizacion g = (mw?/8)Y/3(3geN/2)?/3. Como veremos en la tltima seccion
de este capitulo, donde compararemos el modelo con soluciones numéricas
exactas, la aproximacion anterior es vilida en el rango de parametros en el que
estamos interesados. Cuando la aproximacién de Thomas-Fermi es valida, la
evolucion se puede resolver de manera aproximada a través de una solucion
autosemejante de la ecuacion

h2 8290

. O B
’lh—<l’,t) = —%@

ot

Dicha solucién tiene la forma [CasDum96]™:

2 4) — ¢(z/b(t),0) pima2b(t) /2hb(1)
p(z,1) (75(7:) ) : (5.6)

(2,8) + get o (@, 1) (. 8) (5.5)

donde la funcion b(t) satisface

wZ

b(t) = b2<§) . b0)=1, b0)=0 . (5.7)

“*Soluciones semejantes en d > 1 se discuten en también en [SSCVL11]
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Es facil integrar esta ecuacion para obtener b(t) de manera implicita. Dado que
estamos interesados en la solucién a tiempos grandes w,t > 1, basta hallar
la solucion asintética, la cual resulta b(t) ~ v/2w,t. Esto entonces nos da
una aproximacion para el estado del condensado ¢(z,t) una vez terminada la
expansion inicial debido a las interacciones repulsivas. Para tener los elementos

necesarios en la proxima etapa de la evolucion definiremos la transformada de

 por:

k1) \/ﬂ/ ke gy (5.8)
Utilizando la solucion explicita (5.6) obtenemos
b ;s m
ok, t) _27T/ e—tke ¥ x\él_) U i dy : (5.9)

que, haciendo el cambio de variables x = bLyg p, nos lleva a

mLTbe N

@(Lrrp,0) e 20" dp . (5.10)

~ LTF b1/2
ft) = P2
o(k,t) el

Si aqui tenemos en cuenta la solucion (5.4) podemos truncar los limites de

o~ kLT rbp

integracion a

Lo bl/2 1 ) mL bb
sé(k:,t)zTFW e KLTFY oLy p, 0) e3P dp . (5.11)
—1
Esta integral es de la forma
1 o 2
/ e f(p) €0 dp = T / el w2’ f(pydp , (5.12)
—1 -1
donde
m .
@ =gz bb L3z (5.13)
y

Es mas, dado que w,t > 1 tendremos que b ~ v/2w,t, con lo cual

mwy L2,

it (5.15)

g1~
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Pero, teniendo en cuenta que bajo la aproximaciéon de Thomas-Fermi p >
h%/2mL2, y ademés que pu = mw?L2,/2, se obtiene mw, L2 /h > 1y, por lo
tanto, solo debemos calcular la integral (5.12) en el limite ¢; > 1. En dicho
limite tendremos una integral Gaussiana que se podra calcular aproximada-

mente por el método de fase estacionaria como

1 . 2
/ () e dp [T flf2m) © (1= la/20]) (0> 1)
(5.16)
donde
@ oM e (5.17)

20 V2mw,Lrp
Aqui hemos definido la longitud de recuperacion & por £ = h/+/4mu (notar que
ésta contiene un factor 1/4/2 adicional respecto de (2.26)). Cuando |ga/2¢:| > 1
la integral (5.12) no es estrictamente nula, pero puede ser estimada haciendo
una expansiéon en torno a p = +1, encontrando que la misma estd acotada
por |f'(£1)|/¢3 < 1, y por lo tanto en lo que sigue podremos despreciar esta

pequena contribucion. Usando entonces la identidad (5.16) tenemos que

h
V2mw,

donde la funcion w(k,t) es una fase irrelevante en lo que sigue. Finalmente, si

Pk, t) = © (1 — |k€|) o(Lrr k€, 0) ™™D (5.18)

usamos (5.4) para calcular p(Lrp k€, 0) es facil ver que

3N ,
p(k,t) = % Tgu — k2€2) O(1 — [ke|) et (5.19)
Notar entonces que si bien (5.19) depende del tiempo a través de la fase w(k, t),

la distribucion de impulsos |p(k, t)|* luego de la primer etapa de la expansion

se vuelve estacionaria

otk 0 = 250wy o - k) . wi>1 . (520

Este es el resultado que necesitaremos utilizar en la proxima secciéon.
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5.2.2. Expansién no interactuante en el potencial desor-

denado

En esta secciéon buscaremos calcular el perfil de densidad estacionario y
promediado sobre las realizaciones del ruido. Una vez que el condensado se
ha expandido lo suficiente el término no lineal se volvera despreciable y por
lo tanto el problema serd aproximadamente no interactuante. Por lo tanto
buscaremos proyectar el estado calculado en la seccion anterior en los autoes-
tados del problema no interactuante que corresponde a esta nueva etapa de la
expansion. Para hacer esto discutiremos brevemente primero las propiedades
de dichos estados. En el calculo a continuacién exhibiremos un método para
calcular el exponente asociado a la inversa de la longitud de localizacion, sin
embargo no obtendremos de manera explicita la ley de decaimiento exponen-
cial que se observa en las simulaciones numéricas, sino que el cilculo s6lo sera
de utilidad para capturar una expresion analitica del mismo.

Para cada realizacién del potencial los autoestados del problema no interac-

tuante seran una solucién de

I du(x)

Eoun) = =~

+ Up(x, 20) ¢p(x) (5.21)

donde el potencial aleatorio Uy es una pequena perturbaciéon. Para calcular
la forma en la que éstos decaen es conveniente introducir las variales pg(x) y

0y(x) definidas por

S
=
—
\a¥
I

pi(x) sin(B)(x))
kpi(z) cos(Ok(x)) (5.22)

<

RSS

=
I

donde ¢}.(z) = d¢y(x)/dz. Por lo tanto, el problema de autovalores (5.21) y la
condicién

( pr(z) sin(by()) )" = kpr(x) cos(br(z)) (5.23)

(. 4 (.

v~

bi(z) ne
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nos dan el siguiente sistema de ecuaciones

kp(x) cos(Ok(z)) = pi() sin(0k(z)) + pi(x) Oy (x) cos(Ok(x))

kou(@) sin(0u(@)) = —phlx) cos(u(@)) + pi() 04(x) sin(6u(x)) +
+ M]{ka(x)sin(ek(x)) . (5.24)

Notar que de esta forma transformamos la ecuacion de segundo orden para ¢y
en dos ecuaciones de primer orden. Estas pueden ser desacopladas facilmente,
multiplicando por sin y cos y tomando la diferencia o multiplicando por cos y

sin y tomando la suma, lo que nos lleva a

/ 2m . 9

0.(x) =k — o Upr(x, z) sin”(0x(z))

i) = T, z) sin x

ou(z) W2k Uw(w, z) sin(20x(x)) (5.25)

La primer ecuacion solo involucra a la funcién (x) mientras que, una vez
resuelta ésta, la segunda se puede calcular por integracion directa. En el caso
de un potencial débil podemos resolverlas de manera perturbativa. La solucién
de la primer ecuacion al orden més bajo no trivial es
Or(x) =60y + kx — % ' UpL(s, z) sin?(0p + ks)ds . (5.26)
0
Por otro lado la solucion al orden més bajo para pj es

pi(z) = pi(0) oo BUL(E:2) sin[2(00+ k))ds (5.27)

A partir de esta ecuacion podemos calcular la envolvente del perfil asintotico de
{{|¢r(2)|*)) cuando el ruido es gaussiano. Recordando que, a partir del teorema

de Wick [Zinn02|, para una variable gaussiana A se tiene que:
((e*)) = el (5.28)
tenemos que

{{pi(z))) = p}(0) eJo 54 (25) (ULE) UL(E 2)) sinl2(00+KE)] sin[2(00-+ ke")] dede’
(5.29)
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Cambiando variables a (§4¢')/2 y € — ¢’ es facil ver que esta expresion, cuando

T — 00, se comporta como
{pp(x)))y oce®® 700 | (5.30)

donde el exponente (k) queda determinado por:

m o m A

= °E, N C(z)Cos(2kx) dx = MC’(W{:) : (5.31)

v(k)
aqui C(z) es la funcion de dos puntos del potencial aleatorio
C(z) = C(|z]) = ((Up(2', 20)Ur(z + 2/, 20))) . (5.32)

Para hacer mas compacta la notacion omitimos la dependencia de C(x) y
v(k) con zp. En la ecuacion (5.30) se encuentra una envolvente con exponente
positivo cuando x — oo lo cual hace que el limite esté mal definido. El problema
radica en que la solucion de la ecuaciéon es una suma de una exponencial
creciente y otra decreciente y, al no estar fijando aqui ninguna condicion de
contorno, s6lo se obtiene la contribucion de la componente divergente cuando
xr — 00. Sin embargo si construyéramos una solucion exacta con amplitud
finita en un entorno de x = 0 e impusiéramos que la misma decrezca cuando
|z| — oo obtendriamos una envolvente de la forma oc e=2Y®)Iel [LiGrPa88,
SPCLBAOS]. La distancia caracteristica 1/2v(k) es la longitud de localizacion
y como muestra la formula (5.31) estd determinada por la transformada de
la funcién de dos puntos del potencial estocastico. Dado que los estados no
perturbados son ondas planas la condicién de consistencia para poder utilizar
la expansion perturbativa en el potencial al orden méas bajo resulta v(k) < k,
de forma que la longitud de localizacion tipica de un modo sea mucho mayor
a la longitud de onda caracteristica.

Sin embargo debe notarse que este formalismo solamente es de utilidad para
obtener una expresion analitica del exponente v(k) y nada dice del prefactor
asociado a las autofunciones promediadas. Es més, el caracter exponencial

encontrado ocurre bajo la condicion (k) > € > 0, ya que en el caso contrario,
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donde no es posible tomar el limite v(k)|z| — oo, las desviaciones respecto del
decaimiento exponencial pueden ser importantes. En un calculo mas complejo
se puede demostrar que la forma del prefactor y las desviaciones respecto
del caracter exponencial quedan incluidas en la formula integral [Gogoli76,
GoMeRaT76, Berezi74|:

2 wy(k) [ . 1+ u? S Py
<<|¢k($)| >> = %/0 u Sinh(7u) (HCj)_—sh(Wu)) 20+ n®)el| g,
(5.33)

Si volvemos al caso en que (k) # 0 y se considera el limite v(k)|z| > 1,
podemos aproximar el integrando de la ecuacién anterior por:

1+ u? 2 2
L “uty (Rl
u Sinh(ru) (1 + Cosh(ﬁu)) ‘

2
~ %ﬂ“%(k”x‘ , (5.34)

con lo que se tiene facilmente

(k/')']T?/2 6727(]‘:)‘33‘

2\\ _ 7
WD) =607 i

(5.35)

De aqui resulta claro que la primer correccién a la ley de decaimiento exponen-
cial es algebraica. En lo que sigue utilizaremos el resultado (5.33) para estudiar
el problema de la expansion.

Conocido el comportamiento de las funciones de onda de una particula pode-
mos proceder para obtener la evolucion de ((n(z,t))) a todo tiempo t > t*.
Para ello, para cada realizacion del potencial, obtenemos la evolucién ulterior

del sistema proyectando el estado segiin:

(e, t) :/w (6, (@, 1)) ou(x) e B dke (5.36)

Luego, el perfil de densidad se podra obtener a partir de

(. 1) = / ) (Dr, @, 1)) (Dr, P (2, 1)) g () Py () € FR=FDED e !
(5.37)
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En este punto debemos tomar el valor de espectacion sobre las realizaciones
del potencial Uy. Cuando el perfil de densidad se vuelve estacionario se puede

ver que los términos en (5.37) con k # k' no contribuyen apreciablemente
[SPCLBAO8], con lo cual obtenemos

(e ) ~ / (b o NP @) dk . (5.38)

Finalmente, si la longitud de localizaciéon es mayor al tamafo tipico inicial del

condensado, las funciones ¢, seran practicamente ondas planas en el rango en

que p(z,t*) # 0, luego

(|, t)*)) = / B(k, 1) ({|pn(x)]?)) di . (5.39)

Vemos entonces que el perfil de densidad asintotico estd determinado apro-
ximadamente por la transformada de Fourier (5.20), la cual es independiente
del tiempo, y el promedio sobre el ruido de las autofunciones del problema no
interactuante (5.33). Este es el resultado principal de esta seccion.

Mas explicitamente podemos decir que la solucién estacionaria debera satis-

facer:
(inte) = 235 [(1= R 00 = k) ((u(0)F)) db . (a0

que junto con las férmulas (5.33) y (5.31) que permiten calcular ({|¢x|?)) v
v(k) dan un sistema cerrado para calcular el perfil de densidad promediado.
Dependiendo del comportamiento del comportamiento del exponente (k) se
obtendran diferentes situaciones para la funcion ((n(x))). A continuacioén pro-
cederemos a analizar el resultado de este modelo perturbativo, en funcion de
las caracteristicas del potencial definidas a través de la funcion (k) y poste-
riormente utilizaremos esos resultados para estudiar el caso especifico de una

superficie.

5.2.3. Analisis del modelo perturbativo

Supongamos como primer caso que la transformada de la funciéon de dos

puntos del potencial C'(2k) no se anula en el rango (0, 1/¢) asociado al intervalo
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de integracion en (5.40), entonces segin la ecuacion (5.31) se tendra también
que v(k) = (m/4h*Ey) C(2k) # 0Vk € (0,1/€), como representamos en la

Figura 5.2. En estas condiciones el perfil de densidad localizado se compone de

1/¢

Figura 5.2: Transformada de Fourier del estado y funcion v(k) que deter-
minan el perfil ((n(z))) segin la ecuacion (5.40). Dado que (k) # 0Vk €
(0,1/¢) el perfil de densidad se encuentra exponencialmente localizado con

una longitud de localizacion dada por 1/2v(1/€).

una suma de funciones exponencialmente localizadas y por lo tanto la envol-
vente de tal perfil decaerd con una longitud caracteristica igual a la maxima
longitud de decaimiento de las exponenciales que componen el perfil. Si (k)
es una funcion mondtona decreciente (como generalmente sera el caso) la lon-
gitud méaxima corresponde al menor valor de 7(k) presente en las funciones
que componen el perfil, es decir a y(1/£). Por lo tanto, bajo estas condiciones,
se observara un perfil exponencialmente localizado con una longitud de locali-
zacion 1/2v(1/€).

Supongamos ahora el caso contrario, en el que existe un valor de k, digamos

ke, tal que k. < 1/ y v(k.) = 0, como se muestra en la Figura 5.3. En este
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caso los modos con k € (k.,1/£) continuaran expandiéndose y eventualmente
a tiempos lo suficientemente grandes no contribuirdn al perfil de densidad.
Por otro lado, la longitud de localizacion de los modos con k — k. diverge-

rd y por lo tanto estos resultaran efectivamente deslocalizados. Formalmente

A

e 1/€

Figura 5.3: Transformada de Fourier del estado y funcion (k) que de-
terminan el perfil ((n(z))) segin la ecuacion (5.40). Aqui se tiene que

v(k.) = 0, lo que inducira un perfil localizado algebraicamente.

uno deberia de conocer la solucién exacta para poder afirmar que la contribu-
cion exponencial se cancela cuando v — 0, sin embargo dado que el sistema
s6lo puede medirse hasta un tamano maximo L., finito, basta con que los
modos tengan una longitud de localizacion mayor a L., para que se vean
como efectivamente deslocalizados (volveremos sobre esta idea, que resultara
fundamental, en la proxima seccion). Por lo tanto, ya no se generara un per-
fil exponencialmente localizado, dado que la envolvente quedara determinada
por los modos con £ — k_ y la longitud de localizacion de estos modos esta
divergiendo. Para calcular la envolvente del perfil tendremos que calcular séla-

mente cual es la influencia de los modos con £ — k., dado que los modos con
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(k) > € son fuertemente suprimidos en el perfil de densidad si |z| > 1/ey
por lo tanto podran ser despreciados. Por ello, nos sera de utilidad escribir la

siguiente expansion de Taylor para y(k) valida cuando k — k.

1
v(k) = Ew)(kc)(k — k)" (k<k) . (5.41)
Obviamente aqui n > 1. Para utilizar esta expansion en la ecuacion (5.40)
primero notamos que cuando x > 0 la ecuacion (5.33) se puede escribir en la

forma

2 ——W—QQ oou inh(mu L+u? e
<<|¢k(x)‘ >> -4 837/0 Sinh( )(1+Cosh(7ru))2

—2(14u?)y(k)z du .

(5.42)
Naturalmente el mismo razonamiento se puede aplicar cuando x < 0. Entonces

si ahora insertamos la expansion de Taylor para y(k) cerca de k. obtenemos:

(n(z))) (_a%) /0 " 4 Sinh(ru) T é:sgim))Q

ke
% (/ (1 . k2£2)€f2(1+u2)$7(")(kc)(kfkc)”m dk) du . (543)
0

Como hemos indicado, en las condiciones anteriores s6lo los modos con k —
k_ contribuyen apreciablemente, con lo que haciendo el cambio de variables

0 = k. — k tenemos:

{nfe)) o (‘a%) /000 uSinh(ru) cljjss;m))?

X ((1 — k2% / e~ 201+u) ™ (ko) |7 d@) du . (5.44)
0

Aqui hemos usado explicitamente el hecho de que (k) es decreciente. Luego

o = (-z) (Fest)

0o 2\1-1/n
X / u Sinh(mu) (1+u) 5
0 (1 + Cosh(mu))

tenemos que

du . (5.45)
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Lo cual quiere decir que la ley de decaimiento del perfil de densidad estacionario

() o~ (5.46)

Entonces, el perfil decae algebraicamente con un exponente que depende de
cuan suavemente se anula la funcion (k) en un entorno de k.. El caso parti-
cular de n = 1, correspondiente a un corte lineal, nos da una ley de la forma
1/|xz]” con v = 2. Dicho caso ha sido estudiado en [SPCLBS07], sin embargo
entendemos que aqui se reporta por primera vez la relacion (5.46) en el caso

ok

general, la cual puede contener exponentes en el rango (1,2] ~. En lo siguien-
te utilizaremos estos resultados para estudiar el caso particular del potencial

generado por la superficie estocéstica.

5.3. Potencial de Casimir-Polder y Longitud de

localizacion

A fin de aplicar el modelo perturbativo al caso concreto de una superficie,
en esta seccion daremos los elementos necesarios para el cilculo del término
lateral de la interaccion de Casimir-Polder. Ademéas exhibiremos la funcion

v(k) asociada al perfil de alturas (5.2):

N,
max 2
h(z) = Z h; cos ()\—Wx + Qi)
i=1 !

El perfil de altura determina el valor del potencial de Casimir-Polder lateral y

puede calcularse perturbativamente en h(z) cuando esta es la escala espacial
mas pequenia en el problema (1/((h?)) < A, z0). El calculo hasta segundo

orden en h(x) puede escribirse como

Up(z,2) = U (,2) + U (2, 2) (5.47)

*Si bien éste analisis fue necesario en [MMDLMRI10] no fue posible, debido al espacio
disponible, extender alli el desarrollo del modelo perturbativo de [SPCLBSO07].
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donde el primer orden se calcula como hemos indicado la ecuacion (3.57) del
capitulo 3 [DPRLO08, DJPAOS]

g
Uél)(x, z) = 3hea(0 Z hig z) cos(kx +6;) (5.48)

871'26025
y el segundo orden [Messl1]

15hca(0

(2) —
U7 (x,z) = ~32r%ey Z hih; (5.49)

[cos((k; + kj)x +0; +0;)gP (kiz, k;2)
+cos((ki — kj)x + 0; — 0;) gP (kiz, —k;2)]

X

Aqui las funciones respuesta adimensionales ¢ y ¢(® dependen en princi-
pio de las propiedades opticas de la superficie. Como hemos considerado en
el capitulo 3, para hacer las estimaciones del orden de magnitud del efecto,
estudiaremos la situacion ideal de una superficie perfectamente reflectora, en
cuyo caso ambas son funciones de las variables adimensionales Z; = k;z. Como

hemos indicado en (3.58), en dicha situacion el niicleo gV toma la forma

62?2 2Z3
gM(2)=e*% (1+Z+ 0 )

T
Una grafica de este niicleo adimensional se muestra en la Figura 5.4.
El niicleo ¢® s6lo admite una representacion integral que no reproduciremos
aqui. En la Figura 5.5 graficamos su comportamiento en funcién de variables
adimensionales. Notar que sobre la direccion (1, —1) el nicleo crece, lo cual
podria resultar en principio en una inconsistencia con la teoria perturbaciones.
Sin embargo debe notarse que la restriccion \/W < \j, 29 impone un
valor maximo para Z dado aproximadamente por 2.« = 2729/h, donde h =
((h?)) es la altura tipica del perfil. Si uno usa ademas el hecho de que el
crecimiento de g®(Z, —Z) es lineal con |Z| [Mess11], resulta facil demostrar
que el desarrollo perturbativo es consistente en el sentido de que |U S)(:U, z)| >

|U£2) (z,z)| en todo el rango de interés.
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Figura 5.4: Funcién respuesta adimensional ¢(!)(Z) para el calculo a
primer orden del potencial de Casimir-Polder lateral para una superficie

perfectamente reflectora.

El resultado a segundo orden sera de importancia para las soluciones numéricas
en las que buscaremos también estudiar configuraciones mas alla del modelo
perturbativo. Sin embargo, en el caso en que h < 2y, podremos quedarnos s6lo
con el orden mas bajo, US), para el calculo del correlador (5.32) ya que la

contribucién dominante es

C(r) = <<US)($',ZO)US)(36 + 2, zo)>> : (5.50)

En el apéndice A se demuestra que si usamos la expresion (3.57) para calcular
U S) y suponemos que las variables estocasticas son independientes y tienen

una distribuciéon uniforme en los intervalos h; € [0, hpax), 0; € [0,27] y A\; €
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_5 0 ql_‘_‘__ |
b 10 z

—

Figura 5.5: Funcion respuesta adimensional ¢® para el calculo a segundo
orden del potencial de Casimir-Polder lateral para una superficie perfecta-

mente reflectora.

[)\mina )\max], se tiene

R e —
3 ()\max - )\mln)(2k>2 ’

donde F(z) = 3hca(0)/872%¢2°. En la Figura (5.6) se muestra un caso tipico

. m
 AR2E,

(k) (5.51)

de una superficie perfectamente reflectora en la que la distancia a la superfi-
cie es z = 1,5um. En dicha grafica la escala espacial se adimensionaliza con &,
que es el parametro relevante para determinar qué modos estan presentes en la
transformada de Fourier del condensado (a fin de comparar luego con las simu-
laciones numeéricas aqui se tomara £ = 0,85um). Como se deduce de la forma
explicita de g™ y de v, existe una fuerte supresion exponencial con k€. Por
lo tanto, como es de esperar, la longitud de localizacion serda eventualmente
pequena soélo cuando se considere el caso de un condensado muy proximo a
la superficie. En relaciéon con la secciéon anterior vemos que los modos con k
grande pueden tener longitudes de localizacion extremadamente grandes. Por
ejemplo, si graficamos la misma situacion pero en escala Log-Lin, tendremos
un caso como el que se muestra en la Figura 5.7. Notar que cuando k§ — 1

la longitud de localizaciéon puede ascender hasta 10cm, lo cuél es demasiado
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Figura 5.6: Funcion (k) asociada a una distancia de z = 1,5um, Npyax =
25, A € [1,20]um y h; € [0,200/nm. En linea llena se muestra el resultado

analitico (5.51) y en puntos la verificacion numérica por sampleo.

grande para cualquier sistema de gases ultrafrios. Por lo tanto aqui resulta
fundamental tener en cuenta la escala maxima L., que se puede medir en el
experimento. En el caso en que L,.x — oo tendremos obviamente un perfil
exponencialmente localizado ya que (k) # 0Vk € [0,1/&]. Sin embargo, para
un valor finito de L., (por ejemplo para el caso anterior hemos considerado
Liax = Imm), existird un valor de k dado por k* = y71(1/Ly.y) para el cual
los modos con k 2 k* estaran efectivamente deslocalizados, mientras que aque-
llos con k < k* estan exponencialmente localizados. Por lo tanto, estaremos en
un caso similar al desarrollado anteriormente cuando se encontraba un perfil
con localizacion algebraica. La diferencia aqui es que el valor de £* no clasifica
perfectamente los modos entre localizados y deslocalizados como ocurria con
k., sino que aqui la transicion serd suave y por lo tanto se podran tener un con-
tinuo de exponentes en el rango v € (1,2). Por otro lado, en esta situacion no

es posible realizar un céalculo explicito de las integrales involucradas en (5.40),
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7(;g)[/imfl] i 05 — Analitico
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Figura 5.7: Funcion (k) asociada a una distancia de z = 1,5um,

Nmax = 25, A € [1,20lum y h; € [0,200]nm. En linea llena se muestra
el resultado analitico (5.51) y en puntos la verificacion numérica por sam-
pleo. Se muestra el valor de k£ = k* que separa los modos efectivamente
localizados (Loc.) de aquellos efectivamente deslocalizados (Desloc.), segin

la escala maxima que es posible medir en el problema L,,,y.

por lo que incluso en el régimen del modelo perturbativo es necesario evaluar
ciertas cantidades numéricamente.

Por lo tanto, en el contexto de localizacion inducida por la interaccién con una
superficie, donde exponente asociado a la inversa de la longitud de localizacion
estd exponencialmente suprimido, se esperara siempre un perfil algeraicamente
localizado, con un exponente en el rango (1,2). En la siguiente seccion com-
pararemos los resultados del modelo perturbativo desarrollado aqui y éstas
observaciones cualitativas con la soluciéon numérica de la ecuacion de Gross-

Pitaevskii.
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5.4. CAalculo numérico y comparacién con el

modelo perturbativo

En esta seccion compararemos el analisis perturbativo de la seccién anterior

con la solucion exacta del problema obtenida evolucionando numéricamente el
estado segiin la ecuacion de Gross-Pitaevskii incluyendo el potencial aleato-
rio debido a la interaccion de Casimir-Polder. Cada una de las evoluciones es
utilizada para luego calcular los promedios sobre el ruido de los perfiles de
densidad n(x,t) segtin el modelo de ruido que hemos indicado. A fin de com-
parar una situacién concreta en vistas de establecer un posible escenario en
el cual dicho efecto sea apreciable, consideraremos un condensado de atomos
de 8"Rb confinados fuertemente en la direcciéon radial, con un ancho tipico de
o = 0,25pum y un tamano axial tipico (segin la aproximacion de Thomas-
Fermi) de 35um. Si se asumen N = 10? 4&tomos en el condensado se tiene que
la longitud de recuperacion es & = 0,85um.
Para calcular de manera exacta la evolucion del sistema, comenzamos con el
computo numérico del estado inicial del condensado. Para obtener este tulti-
mo se realizd una evoluciéon en tiempo imaginario implementando un esquema
de Crank-Nicolson [MurAdh09]. El resultado de este calculo se muestra en la
Figura 5.8 junto con la aproximacion dada por el perfil de Thomas-Fermi que
se utiliza en el modelo perturbativo. Vemos que, para el sistema que buscamos
estudiar, la aproximacion utilizada explicitamente en el modelo perturbativo
reproduce correctamente el perfil salvo por las singularidades en la derivada
que se encuentran en los bordes x = £ Ly p.

Para evolucionar el estado inicial se implementd un método time-splitting
[PTVF97| pseudo-espectral de cuarto orden que resuelve la ecuacion de Gross-
Pitaevskii dinamica. Este método puede encontrarse desarrollado detallada-
mente en [BaJaMa03, BaoLiu07| y, en particular, el integrador temporal de
cuarto orden (y otras aproximaciones de orden superior) se encuentran de-

sarrolladas en [Yoshi90|. La transformada rapida necesaria para el método
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Figura 5.8: Condicion inicial calculada bajo la aproximacién de Thomas-
Fermi (linea roja) y numéricamente evolucionando en tiempo imaginario

(linea negra). Densidad (unidades arbitrarias) vs. posicion (um).

pseudo-espectral se calculé mediante el paquete FEFTW [FFTW]|. En el codi-
go se tomo el estado inicial exacto calculado por el método de evolucion en
tiempo imaginario y se lo evolucion6 hasta un tiempo fijo para cada una de
las realizaciones de la superficie. Luego se tomo6 el promedio de la densidad
sobre estas iteraciones, que tipicamente fueron 40, para obtener el perfil de
densidad promediado. Es importante resaltar que el codigo pseudo-espectral
fue validado implementando de manera independiente un método de Crank-
Nicolson para evolucionar el estado en tiempo real. Naturalmente éste ultimo
método resulta mucho menos eficiente que el pseudo-espectral, sin embargo fue

de utilidad para la validacion, que se realizé calculando evoluciones a tiempos
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relativamente cortos (aproximadamente 1/5 del tiempo total que se buscaba
alcanzar) y comparando entre ambos resultados. Para evoluciones de mayor
duracion solo se utilizo el método pseudoespectral y para corroborar la conver-
gencia en esta nueva escala, ademés de utilizar las acotaciones establecidas en
[BaoLiu07|, también se duplico la cantidad de puntos de grilla para verificar
que los resultados tengan un error despreciable.

Primeramente examinaremos los resultados del calculo numeérico en una regiéon
de pardmetros en la que es valido el modelo perturbativo. Como es de espe-
rar, lo que define si estamos en el rango de validez de aquél es la distancia
a la superficie z5. Como hemos indicado anteriormente, para poder utilizar
la aproximacion que permite calcular explicitamente ({|¢x|?)), la longitud de
localizacion debe ser mayor que las longitudes de onda tipicas de los estados
de una particula no perturbados que estan involucrados en la transformada de
Fourier del estado ¢. Es facil ver que esto ocurrira cuando la energia tipica del

potencial aleatorio dada por

Va(z0) = \/({ (Un(a, 20) — ({Us(z, 20))) )* ) (5.52)

sea mucho menor al potencial quimico p. Luego, bajo la condicion Vg (2) < p,
que es una restriccion sobre zp, esperamos que el modelo perturbativo re-
produzca la forma de decaimiento del perfil estacionario. En la Figura 5.9 se
muestra la evolucién del condensado luego de un tiempo w,t = 28 para un
condensado libre y otro en presencia de una superficie en el régimen perturba-
tivo (Vk(20) = 0,089). En dicha figura puede verse que parte del condensado
en presencia de la superficie continiia su expansion siguiendo al perfil libre,
mientras que en un entorno del origen se desarrolla un perfil que permanece
atrapado cerca de la condicién inicial. El perfil de particulas atrapadas puede
compararse con el caso perturbativo discutido en las secciones anteriores,
que corresponde a t — oo. En la Figura 5.10 se comparan ambos perfiles
en escala Log-Log. Vemos que ambos estan en buen acuerdo en la regiéon

cercana al origen, donde el perfil promediado deja de variar. Ademés vemos
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Figura 5.9: Comparacion entre la evolucion libre y la evoluciéon en presen-
cia de la superficie. Se exhiben n(z,t) y ({(n(z,t))) a un tiempo w,t = 28. El
promediado se toma sobre 40 realizaciones del potencial ruidoso a una dis-
tancia zo = 1,5um. La superficie contiene 25 armoénicos con \; € [1,20]um

y h; € [0,200]nm, lo cual corresponde a Vg(zp) = 0,089s.

que habiendo fijado una escala méaxima, aqui de L., = Imm, el decaimiento
es compatible con una ley algebraica. En la aproximacion dada por el modelo
perturbativo encontramos que el perfil de densidad decae con un exponente
v = 1,1 (el ajuste lineal de la grafica Log-Log tuvo una desviacién en la

pendiente menor al 1%), lo cual estd en buen acuerdo con la solucion que
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({n(x))) [ua]

0.1
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0.1 1

Figura 5.10: Comparacion del perfil de densidad asintotico calculado per-
turbativamente (linea llena verde) y perfil de densidad calculado numeéri-
camente ((n(z,t))) (puntos negros) para w,t = 28 promediado sobre 40
realizaciones del potencial ruidoso a una distancia zg = 1,5um. Aqui se

tomé Ly = 1mm.

hemos obtenido de manera integramente numérica. Ademéas de coincidir con
la solucion numérica, el comportamiento cualitativo del perfil esta de acuerdo
con nuestra discusion en relacion con el perfil que hemos calculado en (5.46),
donde el calculo analitico si fue posible.

Esto nos permite ver que, en el caso perturbativo de distancias relativamente
grandes, las aproximaciones que hemos hecho en el modelo resultan consis-
tentes. Por otro lado, a partir del esquema perturbativo y la forma explicita
de (k) dada por la ecuacion (5.51) es facil encontrar una escala tipica de
distancia a la superficie para la cual resulte posible la deteccion de atomos
localizados debido a la interaccion de Casimir-Polder lateral en un contexto

relativamente genérico. Para un escenario en el que se busque localizacion
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de un condensado unidimendional, tendremos tipicamente una longitud de
recuperacion en el orden de lpym. Si ademads requerimos que al menos el
10% de los atomos tengan una longitud de localizacion menor o igual a
100pum es facil utilizar la ecuacion (5.51) y la Figura 5.7 para encontrar que
la distancia tipica 2y es zp = 2,5um. Es decir que, por debajo de dicho valor,

es esperable tener un marcado efecto de localizacion sobre el perfil de densidad.

Finalmente es interesante analizar el caso en que el modelo perturbativo
deja de valer. La transicion se produce rapidamente debido a la fuerte
dependencia de v con zy. Si se toma por ejemplo zp = lum se tiene que
Vk(z0) = 0,510 y el término de segundo orden para el cilculo de la interaccion
de Casimir-Polder debe ser incluido en la simulacion numérica. En la Figura
5.11 se muestra el resultado de la evolucién promediada sobre 40 realizaciones
para un tiempo w,t = 14. En este caso, dado que la superficie estd mas cerca
del condensado, el efecto de localizacion es mucho mayor que en el caso donde
es valido el modelo pertubativo, y muy pocas particulas escapan del ntcleo
principal confinado en un entorno de la condicion inicial. Las particulas que
desarrollan las alas del perfil ({(n(x))) se encuentran nuevamente localizadas
con un perfil algebraico. En la Figura se muestra un ajuste lineal del gréfico
Log-Log, en el que se encuentra que ((n(x))) o 1/2¥ con v = 1,85. Para
los parametros de ésta simulacion se llega al limite de validez para la
aproximacion de campo medio que describe el condensado cuando z — L.«
debido a la baja densidad del sistema en ése limite inducida por el efecto de
localizacion. Como hemos indicado, en esta expansion deja de ser valido el
modelo perturbativo y, en particular, cae la hipotesis de poder despreciar el
potencial aleatorio en la primer etapa de la expansion donde sblo se tenian
en cuenta las interacciones repulsivas. Sin embargo, las particulas de mayor
energia son justamente las que escapan del entorno de la condicion inicial y
éstas tipicamente tendran longitudes de localizacion mayores a la longitud de

onda caracteristica 27 /k. Ademds para ellas el valor de kz, serd grande y por
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Figura 5.11: ((n(z,t))) (puntos negros) para w,t = 14 promediado sobre
40 realizaciones del potencial ruidoso a una distancia zp = 1um. La linea
llena corresponde a un ajuste algebraico de la forma ((n(zx))) o< 1/]z|", con

v = 1,85. Se tomd L. = Imm.

lo tanto también se podra obtener 7 (k) utilizando so6lo el primer orden del
término lateral (recordar el decamiento exponencial con kzy). Por lo tanto, si
bien estamos en un régimen donde es necesario el célculo numérico del perfil
de densidad, para los modos més energéticos que componen el condensado,
se tendra un exponente v que decaerd de manera exponencial lo cual indica
que el comportamiento cualitativo de la solucién se deberia preservar. Esto
permite entender porqué aiin en este caso donde el modelo de expansién no
es aplicable el decaimiento algebraico del perfil se mantiene.

Ademés de los casos que acabamos de describir también fueron exploradas
otras situaciones en las que se varié el contenido espectral de la superficie
h(x), sin embargo los resultados obtenidos fueron similares. Esto se debe a

que las longitudes de onda muy pequenas respecto de z; estan tipicamente
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suprimidas de manera exponencial, mientras que las longitudes de onda
muy largas solo afectan a una cantidad de particulas muy pequena (aquellas
presentes en la transformada de Fourier y con k — 0).

Ademaés de esto, la forma especifica de la densidad de probabilidad de las va-
riables \; utilizada para el calculo de v tampoco resulta esencial ya que, como
puede verse en la ecuacion (5.51), el factor dominante en el comportamiento

de (k) es la supresion exponencial debida al nicleo g,

En términos de lo analizado aqui, vemos que un posible escenario para
poner de manifiesto el efecto Casimir-Polder lateral debido a una superficie
estocastica podria ser el de un condensado unidimensional expandiéndose en
la proximidad de tal superfice, a distancias tipicas de 1 — 2um. El modelo
perturbativo resulta una buena aproximacién para distancias relativamente
grandes y permite obtener expresiones explicitas para calcular la longitud de
localizacion de los modos presentes en el condensado. Ademés da una descrip-
cion cuantitativa correcta en el rango de distancias grandes y permite entender
cualitativamente los resultados de las simulaciones numéricas que hemos im-
plementado para explorar la regién de distancias cortas. Si bien el montaje de
un experimento podria contener multiples dificultades técnicas no considera-
das aqui, creemos que, de ser posible la implementacion de una configuraciéon
como la que hemos estudiado, ésta presentaria la ventaja de estar explotan-
do (a través del efecto de localizacion) la naturaleza cuéntica del condensado
a diferencia de otros esquemas en los que se lo utiliza tinicamente como un

detector local clasico de la interaccion.






Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos considerado la descripcién de condensados de Bose-
Einstein de atomos alcalinos. En el régimen de campo medio, valido para des-
cribir al sistema cuando las interacciones son débiles, hemos contemplado los
efectos de potenciales externos periddicos y estocasticos generados por efec-
to Casimir-Polder de una superficie cercana al condensado. En el caso de un
potencial periddico hemos caracterizado el espectro de exitaciones del sistema
interactuante y calculado las cantidades necesarias para su observacion a través
de espectroscopia de Bragg. De esta forma nuestros resultados pueden ser de
utilidad en el caso de utilizar un condensado unidimensional como transductor
del efecto Casimir-Polder lateral generado por una superficie periddica, ya que
los coeficientes de Fourier de la expansion de este tltimo podrian ser calculados
a partir del espectro modificado del condensado, explotando asi la naturaleza
cuantica del sistema en lugar de so6lo utilizar observables clasicos.

Un caso que no puede ser contemplado de la misma menera que el caso anterior
es aquel de una superficie estocastica. Aqui entonces se busco otra alternativa
para transducir el efecto de la interacciéon. En particular, se condiserd la ex-
pansion de un condensado unidimensional en presencia del potencial aleatotio

generado por la componente lateral del potencial de Casimir-Polder. A través
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de un modelo perturbativo se caracterizd el perfil de densidad asintotico y
estacionario de los &tomos atrapados debido al potencial ruidoso por efecto de
localizacion. La generalizacion de los resultados conocidos permitié entender el
comportamiento genérico que se podria esperar en el caso de una superficie es-
tocéastica. Ademas del modelo perturbativo, también se realizaron simulaciones
numéricas para calcular la evolucion exacta del sistema. Estas permitieron no
solo corroborar las predicciones del modelo aproximado, sino también explorar
otros posibles escenarios més alla del caso perturbativo. De esta forma se logro
establecer un marco posible donde se pone de manifiesto la interaccion de la
superficie estocastica con el gas ultrafrio a través del efecto de localizacion.

Ademas del régimen de interacciones débiles descripto por la teoria de campo
medio, en esta tesis hemos considerado el caso de un gas unidimensional muy
diluido, en el cual las interacciones entre atomos son dominantes. En este caso
se estudid la influencia del potencial externo sobre la distribucion de impulsos
del gas, que es el observable de interés en el sistema. Utilizando como punto
de partida la solucion analitica para el problema de muchos cuerpos se dedujo
una expresion para describir al gas en el limite de impulsos grandes y se en-
contrd que la distribuciéon de impulsos del mismo sigue una ley de decaimiento
algebraica independiente del potencial confinante. El exponente de esta ley
fue calculado y comparado con soluciones exactas que, junto con los traba-
jos anteriores en los que se estudia a este sistema sb6lo en casos particulares,

coincidieron con la prediccion.



Apéndice A
Calculo del exponente (k)

En este apéndice calcularemos explicitamente el exponente y(k) utilizando
la expansion perturbativa para el término lateral de la inteaccion de Casimir-
Polder. Notemos entonces que, a primer orden en el perfil rugoso, el potencial
de Casimir-Polder lateral se puede calcular como

Nﬂ]ax
Ug)(a:, z) =—F(z) Z hi g (kiz) cos(kx +6;) . (A1)

i=1
Aqui utilizamos N, para denotar la cantidad de modos que se incluiran al
describir la superficie en las simulaciones numéricas. De ser necesario, es facil
generalizar el anélisis siguiente al caso continuo. En la ecuacién anterior, la
funcion F' esta definida por

_ 3hea(0)

8m2ey2°

F(z) (A.2)

y la funcion respuesta ¢() puede en principio ser la de un material no ideal.
Los parametros estocéasticos de este modelo discreto se tomaran en el ran-
go h; € [0, hmax)s 6; € [0,27] v A\i € [Amin, Amax] ¥ seran considerados todos
independientes entre si. Como hemos indicado, para asegurar la simetria de
translacion, tomaremos las variables #; con densidad de probabilidad constante.
La densidad de probabilidad de las variables h; y \; seré especificada poste-

riormente.
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Entonces comencemos con la definicén
Clz,2's2) = (U, 2) UL(2', 2) )jrp- (A.3)

Aqui indicamos el promedio sobre el ruido por (.), ,,, de forma de hacer ex-
plicito sobre qué variable estamos promediando. Entonces al orden més bajo

en la perturbacion tendremos:

Cla,2’s2) = FZ(Z)%:MU%% 9 (kiz)g" (k;2)
ij=1
X cos(kl-xj+ 0;) cos(k;x’ +0;))nro (A.4)
es decir que
Clx,2';2) = F22(z) sz:ax(hihj gV (k;i2)gW (k;z2) [cos(kiw + ko' + 0; + 6;)
ij=1
+ Cos(kl-xj— kix' +0; —0))nae - (A.5)

Que las variables 0; verifiquen 6; € [0, 27] de manera uniforme nos garantiza:

(cos(kjx + kjz’' +0;, +6;)), =0 , (A.6)
por lo tanto
F2(z)
Ca,a'; 2) () > (b g (kiz) g™ (k;2)
ij=1
x  cos(kix — kjx" +6; —0;))hre - (A7)

Por el mismo motivo que es valida (A.6) los términos con ¢ # j se cancelan en
(A.7), por lo tanto:

5
]

C(x, s 2) )(ki2)? )7 cos(ki(z — ")), 5 - (A.8)
Entonces tenemos que:

Clle — 2'|: _@N 2 W (. ~)2 (r — 1 A

(lz —a'f;2) = max (B5)p, (9" (kiz)™ cos(ki(z — 7))y (A9)

2
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La densidad de probabilidad de las variables h; s6lo interviene al tomar el
valor medio (h?), y por lo tanto resulta irrelevante. Aqui entonces introduci-
mos la definicion de la funcion ~y(k), ya que solo estaremos interesados en la

transformda-coseno de la ecuacion (A.9). Recordar entonces que

m m A

1) = /_ Ol eos(2ke) de = = C2A)

donde Ej = h?k?/2m. Pero ademas, notando que:
/ cos(k;x) cos(2kx) = wd (2k — k;) (A.10)

y utilizando la ecuacion (A.9) resulta claro que:

1(4) = o T N (120, oD 2k (62— KD, - (AD

Por lo tanto, para tener el valor explicito de 7 s6lo nos resta calcular
(0(2k — ki), - (A.12)

Llamemos entonces P(\) a la densidad de probabilidad de cada una de las
variables independientes \; (obviamente asumimos una unica densidad de pro-

babilidad para todas). Luego, por definicion

(5(2k — k), — / " b 82k — 2T ax

Amin A
27 / Amin 27T
= [ Tremgsei-9 G (A
27 /Amax §
es decir que
2
(0(2k — k;)), = P(n/k) (2]:)2 Ok — 7/ Amax) O(T/Amuin — k) . (A.14)

Esta cantidad solo toma valores no nulos en el intervalo k € [/ Anax, T/ Amin]-
Por simplicidad asumiremos como modelo aquél en el que las variables \;

tienen una distribucion uniforme (es evidente como modificar lo que sigue en
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otro caso), por lo tanto podremos calcular P()) explicitamente como P()\) =

1/(Amax — Amin). Entonces tenemos que:

2w
()\max - )\min) (2k)

Por lo tanto los valores no triviales de 7 resultan:

2
_m (PO
AR2E, 2

(0(2k — ky)), = 5 Ok — 7/ Amax) O(7/Amin — k) . (A.15)

212

(Amax — Amin) (2k)?2

Por ultimo, consideraremos el caso especifico en que las variables h; también

v(k) ax (B3, (g (2kz2))?

(A.16)

tienen una distribucion de probabilidad uniforme en el intervalo [0, Ay, €s

decir que (h?), = h2,./3. Con lo que finalmente arribamos a

71_2

(Amax — Amin) (2k)?

Como se muestra en el capitulo 5 esta ecuaciéon esta en perfecto acuerdo con

m

%@=4m&

2
F?(2) Ny hn;x () (2k2))? (A17)

el calculo obtenido numéricamente utilizando variables aleatorias.

El comportamiento de v es independiente de la forma de la distribucion de
probabilidad de las variables h;. Més atn, si bien la forma especifica depende
de la distribucion P(\), el comportamiento para k — oo tipicamente contendra

un decaimiento exponencial dominado por el nicleo g(V.
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