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Resumen
En este trabajo se estudian ondensados de Bose-Einstein generados ensistemas de átomos alalinos ultrafríos. Entre algunas de sus múltiples aplia-iones, los sistemas de gases ultrafríos resultan de gran interés por su potenialuso para la mediión de la interaión entre átomos y super�ies. Diha inte-raión, onoida omo efeto Casimir-Polder, ha sido detetada exitosamenteen este ontexto utilizando al ondensado omo un detetor loal en el aso enque la geometría de la super�ie es plana. Nuevos avanes en la desripión deeste efeto han permitido onsiderar, desde el punto de vista teório, el asode super�ies más generales en que la geometría juega un papel no trivial. Enestos asos, además de la omponente normal del potenial de Casimir-Polder,existe un término lateral. Esto motiva la implementaión de nuevos esque-mas que permitan transduir el efeto de la interaión lateral sobre algunode los observables del sistema atómio. Con este propósito aquí se estudianlos efetos de una super�ie periódia sobre el espetro de exitaiones de unondensado unidimensional. Para desribir el sistema, en el régimen de inte-raiones débiles, se utiliza la teoría de ampo medio, la ual permite esribir ladinámia del ondensado en términos de una funión que satisfae una euaiónautoonsistente (Gross-Pitaevskii). El espetro del sistema, modi�ado por lainteraión on la super�ie, presenta gaps y a partir de los mismos podríadeterminarse el valor de los oe�ientes de Fourier del potenial de Casimir-Polder lateral, ya que el espetro puede medirse por medio de espetrosopiade Bragg.



ii ResumenMotivados por los ambios ualitativos presentes en las on�guraiones unidi-mensionales estudiadas en el régimen de ampo medio, se busó también om-prender el efeto de un potenial externo sobre un ondensado unidimensionaluando las interaiones son fuertes. Este sistema, que también es aesible ex-perimentalmente, puede ser tratado analítiamente a través de una biyeiónon un sistema de fermiones no interatuantes. Utilizando esta herramienta seonsiguió araterizar la distribuión de impulsos del gas en el límite de impul-sos grandes, enontrando que ésta presenta una ley universal de deaimientoalgebraio. El resultado que desarrollaremos aquí generaliza trabajos anterio-res en los que éste omportamiento fue observado sólo en asos partiulares.Otro aso aún más omplejo que el de una super�ie periódia es el de unasuper�ie on per�l de rugosidad estoástio, para el ual también es posible elálulo del término lateral de la interaión de Casimir-Polder. Motivados porla posibilidad de explotar la naturaleza uántia del ondensado para detetarel efeto de la interaión on la super�ie, estudiamos la expansión de unondensado unidimensional en presenia de un potenial aleatorio. En relaiónon el problema de loalizaión de Anderson en 1D, se plantea un modelo per-turbativo para desribir el per�l de densidad de los átomos loalizados debidoa la interaión on la super�ie que genera el potenial estoástio. Dihomodelo nos permitió omprender el omportamiento del sistema y las predi-iones derivadas de éste se orroboraron on simulaiones numérias exatas dela euaión de Gross-Pitaevskii. Con todo esto, se estableió un maro posiblepara la deteión del efeto de loalizaión induida por la interaión on lasuper�ie estoástia.
Palabras laves: Condensados de Bose-Einstein, Efeto Casimir-Polder,Euaión de Gross-Pitaevskii, Gas de Tonks-Girardeau.



iiiTitle: Non-equlibrium quantum �eld theory and Bose-EinsteinCondensatesAbstrat:In this Thesis we studied Bose-Einstein Condensates (BECs) in ultra-old alka-li gases. Among their potential appliations, ultra-old gases are unique probesto study the interation between atoms and surfaes. This interation, knownas Casimir-Polder e�et, has been suessfully deteted using a BEC as a loalprobe near a plane surfae. Advanes in the theoretial desription of this ef-fet do now inlude more general surfaes where geometry plays a non-trivialrole. In suh ases, not only the normal omponent of the Casimir-Polderpotential is present, but there is also a lateral term whih motivates the imple-mentation of new shemes to test this e�et using BECs. With this propose,here we study the e�et of a periodi surfae on the exitation spetrum of aone-dimensional ondensate. Using Mean Field theory we have desribed thissystem in the limit of weak interations, where the dynamis is governed bya non-linear self-onsistent (Gross-Pitaevskii) equation. The perturbation dueto the proximity of the surfae indues gaps in the spetrum and those gaps,whih an be measure via Bragg spetrosopy, ontain all the information thatis neessary to alulate the Fourier oe�ients of the lateral Casimir-Polderpotential.The qualitative hanges of this system under the e�et of the external poten-tial motivated further investigation, onsidering the limit of strong interations.This ase, whih an be ahieved experimentally, an be treated analytiallymapping the strongly interating bosoni system onto a free fermion one. Usingthis mapping we have haraterized the momentum distribution of the gas inthe limit of high momentum, �nding that it an be desribed by an universalalgebrai deay law. Our result generalizes previous studies where only parti-ular ases were onsidered.



iv ResumenA ase whih goes beyond a periodi surfae is that of a stohasti roughnesspro�le. The lateral Casimir-Polder interation an also be alulated in suhase, and this fat motivated our researh of a possible on�guration that takesadvantage of the ondensate's quantum nature to detet the interation of itwith the stohasti surfae. To ahieve this goal we studied the expansion of aone-dimensional ondensate in an disordered potential. By means of a pertur-bative model, whih takes into aount the relation of this problem with 1DAnderson loalization, we alulated the loalized density pro�le due to theinteration with the stohasti surfae. This model allowed us to understandthe interplay of the parameters de�ning the system and the preditions ofit were ompared with numerial simulations. Using these results a possibleframework for the detetion of the e�et is established.
Keywords: Bose-Einstein Condensates, Casimir-Polder E�et, Gross-Pitaevskii equation, Tonks-Girardeau gas.
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Capítulo 1
Introduión

La ondensaión de Bose-Einstein en gases bosónios fue prediha porEinstein en 1925, sin embargo, no fue hasta 1995 uando los primeros experi-mentos tuvieron éxito en alanzar la ondensaión de un sistema de muhaspartíulas en el laboratorio. Diho experimento requirió de la ombinaión demétodos de enfriado láser, que se fueron desarrollando para átomos alalinosdesde mediados de 1970, on ténias de enfriado evaporativo, lograndoasí alanzar las temperaturas neesesarias para la ondensaión de estossistema diluídos [CorWie02, AEMWC95℄. Desde ese momento las téniasde enfriado y on�namiento han avanzado al punto tal de haer rutinariosexperimentos on sistemas de unos 106 átomos y on posibilidad de repetirlosen minutos. Debido al alto grado de ontrol sobre el sistema de átomos, estosexperimentos han abierto la puerta a la implementaión de sistemas uántiosen los uales los parámetros que de�nen la dinámia del sistema pueden serontrolados de manera prátiamente arbitraria. En esta tesis estudiaremosdesde un punto de vista teório diferentes modelos para la desripión de talessistemas, haiendo partiular énfasis en los ambios ualitativos frente a lasperturbaiones externas.



2 Introduión1.1. El sistema a estudiarTípiamente los sistemas de interés prátio onsisten en un onjunto de Nátomos alalinos on N ≤ 107, atrapados por una trampa magnétia u óptia[PetSmi08℄. La idea básia del on�namiento radia en utilizar el ambio deenergía de un estado átomio debido al efeto Zeeman en un ampo magnétioexterno inhomogéneo. Dado que las esalas temporales en las que el átomose mueve son muho mayores a los tiempos típios de transiión atómia, lavariaión en el espaio del ampo externo indue una variaión en los niveles deenergía del átomo que está bien de�nida en ada punto del espaio. Este efetopuede alularse en teoría de perturbaiones asumiendo que el ampo no varíaen una esala típia del orden de v/Ω, donde v es la veloidad del átomo y Ωla freuenia de transiión no perturbada. Si bien las variaiones del ampoen diha esala de distanias es despreiable, el efeto de la veloidad v es im-portante a la hora de alular el orrimiento Doppler. La perturbaión en losniveles de energía es equivalente a un potenial externo atuando sobre el áto-mo omo un todo y por lo tanto puede ser utilizada para on�nar la partíulasi las variaiones del ampo externo están orretamente diseñadas. Más es-pei�amente, puede demostrarse que sólo los estados que aumentan su energíauando el módulo del ampo magnétio |B| aumenta pueden ser on�nados (enausenia de fuentes para los ampos). Existe una gran variedad de estrategiaspara generar poteniales on�nantes, entre las uales se enuentran aquéllasen las que el ampo es estátio (trampas uadrupolares, Io�e�Prithard, et.)o dinámio [PetSmi08℄. En este último aso se utilizan ampos variables onuna freuenia muho menor a la transiión atómia (ejemplo aquellas ono-idas omo TOP), de manera tal que el potenial efetivo atuando sobre elátomo será proporional al promedio temporal de |B(x, t)|, que a su vez puedediseñarse para generar un mínimo en un punto del espaio.Por otro lado, dado que los átomos neutros se polarizan en un ampo elé-trio, pueden generarse poteniales externos que atúen sobre ellos a través



1.1 El sistema a estudiar 3de láseres. Este efeto permite rear poteniales periódios sobre la nube deátomos en los que no sólo se puede variar de manera arbitraria la profundidadde los pozos de potenial sino que además la periodiidad puede sintonizarsede manera externa.Las ténias de enfriado láser también están relaionadas on efetos de tran-siiones atómias entre los niveles internos de los átomos. En partiular, elmeanismo Doppler está basado en sintonizar la freuenia de dos láseres on-trapropagantes era de una transiión atómia donde la probabilidad de ab-sorión de fotones se vuelve importante. Entones, dado que la probabilidad deabsorión depende del estado de movimiento del átomo (justamente por orri-miento Doppler), puede generarse la situaión en la que los átomos moviéndosehaia la dereha absorban on mayor probabilidad fotones on impulso haiala izquierda y vieversa, generando así un término de tipo visoso sobre elmovimiento lásio del átomo. Con ésta ténia de enfriamiento pueden al-anzarse temperaturas �nales de ientos de µK. Diha temperatura puede dis-minuirse aún más hasta llegar al µK utilizando enfriado láser pero a través deun meanismo sub-Doppler un poo más omplejo onoido omo enfriamien-to de Sísifo [DalCoh89, MetStr02℄, en el que se utiliza la inhomogeneidad delampo para generar transiiones entre diferentes niveles de energía de maneraseletiva. Finalmente, para lograr la ondensaión es neesaria también unaetapa de enfriamiento evaporativo [Hess86, PrHeMa89℄ en la que a través deradiaión en freuenia de radio se puede disminuir progresivamente la alturade la trampa permitiendo que los átomos más energétios esapen, mientrasque los átomos on menor veloidad retermalizan por olisiones.De esta manera es posible lograr sistemas de átomos fríos en diferentes tipos depoteniales externos. Los asos más omunes en los experimentos son poten-iales de tipo parabólio on eventualmente algún potenial superpuesto. Otroaso de gran interés es aquel en el que se superpone una red óptia onsistenteen dos (o más) pares de láseres ruzados. Esto permite imprimir un potenialexterno periódio en el que tanto el parámetro de red omo la altura de los po-



4 Introduiónzos de potenial pueden ser seleionados de manera arbitraria. De esta formaes posible aeder a sistemas de interés en materia ondensada, omo aquellosdesriptos por modelos de tipo tight binding, on la ventaja de poder ontrolaron gran preisión los parámetros que de�nen el sistema [BlDaZw08, JakZol05℄.Atualmente estos asos, entre los que se enontraban los primeros esenariosexperimentales, han sido generalizados, existiendo ahora la posibilidad de im-plementar poteniales de forma arbitraria e inluso dinámios [HRMCB09℄.Hasta este punto hemos omentado ómo los sistemas de átomos fríos puedenser on�nados, sin embargo aún no hemos ontemplado el problema de la in-teraión de los átomos entre sí. Para de�nir más preisamente este problema,llamemos ψ̂†(x, t) al operador de reaión de partíulas en el punto x. Entonestendremos que el hamiltoniano típio de un sistema de átomos bosónios será
H =

(∫

− ~2

2m
ψ̂†(x, t)∇2ψ̂(x, t) + V (x, t) ψ̂†(x, t)ψ̂(x, t)

)

d3x + Hint ,(1.1)donde el término uadrátio en los operadores de ampo puede ser ontroladoexperimentalmente (a través del potenial externo V (x, t)) y Hint representa eltérmino de interaión entre los átomos. Diho término típiamente resultaráser una suma sobre poteniales interatómios de la forma Vint(x−x′) = Vint(|x−
x′|), donde en prinipio se podrá tener una dependenia ompliada en ladistania interatómia r = |x− x′|. Sin embargo, en el límite de baja energíala araterizaión de esta interaión puede simpli�arse onsiderablemente yaque las olisiones están dominadas por la ontribuión de onda s [Saku94℄, laual queda unívoamente de�nida a través de un únio parámetro, la longitudde sattering a. Este parámetro puede alularse en teoría de perturbaiones(aproximaión de Born), y al orden más bajo se obtine:

a =
m

4π~2

∫

Vint(x) d
3x . (1.2)



1.1 El sistema a estudiar 5Puede demostrarse [Castin01℄ que la interaión entre los átomos para olisio-nes de baja energía se puede reemplazar por la interaión de ontato efetiva:
Vint(x− x′) =

4π~2a

m
δ(x− x′) . (1.3)Entones, en este mismo límite, será posible esribir el hamiltoniano de inte-raión en términos de los operadores de segunda uanti�aión [Ballen98℄ enla forma loal:

Hint =
g

2

∫

ψ†2(x, t)ψ̂2(x, t) d3x , (1.4)donde g = 4π~2a/m. En prinipio el valor de a estaría �jo una vez �jadala espeie atómia que se fuera a utilizar. Sin embargo, afortunadamente,existe otro fenómeno notable que permite ontrolar también este parámetroexternamente a través de un ampo magnétio [TiVeSt93℄. Diho efeto sebasa en la resonania de Feshbah [CCRCW00℄, y permite no sólo variar elvalor del parámetro de sattering sino además ambiar su signo. Con ello nosólo se han podido explorar ondensados on interaiones repulsivas, sinoque al tener aeso a sistemas en que las interaiones son atrativas se hanpodido generar on�guraiones inestables en las que el ondensado olapsa[Pitaev96, RCCDCW01, DCCRCW01, UedSai03, Calzet08℄. Con ésto quedaen evidenia que los sistemas de átomos ultrafríos abren oportunidades úniaspara explorar sistemas uántios en los uales todos los parámetros de interésen el problema se pueden ontrolar en los experimentos.Además del aeso a los parámetros que intervienen en la dinámia de estossistemas, también es muho lo que se ha logrado en la posterior mediión delmismo [KeDuSt99℄. Dado que el sistema sólo está ompuesto por una pequeñaantidad de átomos, es obviamente imposible utilizar una sonda marosópiapara la mediión. Por este motivo ualquier informaión proveniente delsistema se obtiene por medios óptios, haiendo interatuar débilmente a losátomos on luz [KeDuSt99℄. Cuando el ondensado es muy diluído puedentomarse imágenes de absorión iluminandolo y registrando la sombra sobreuna ámara CCD. En el aso de un objeto transparente el proedimiento es



6 Introduiónsimilar pero la informaión debe obtenerse de los orrimientos de fase. Estosmétodos de absorión o dispersión tienen la ventaja de ser no destrutivos. Porotro lado, otra ténia que suele utilizarse es la toma de imágenes midiendotiempo de vuelo, aso en el ual la muestra se destruye ya que se permite suexpansión balístia por un tiempo �jo, y a partir de una imagen del estado�nal se puede inferir la distribuión de impulsos iniiales. La ventaja de esteúltimo aso es que iertas antidades, omo la antidad de átomos en elondensado, pueden medirse on mayor resoluión. A partir de la informa-ión provista por estas ténias pueden obtenerse distribuiones espaiales departíulas o de sus impulsos en las diferentes etapas de la evoluión del sistema.
1.2. Interaión de átomos on super�iesEn esta tesis estudiaremos sistemas de átomos fríos en diferentes regímenes,según lo desripto anteriormente. Será de espeial interés en lo que sigue elefeto del potenial externo sobre el sistema de átomos, en partiular porquea partir de mediiones sobre el sistema es posible inferir las araterístiasdel potenial. En partiular busaremos estableer bajo qué ondiiones talessistemas podrían ser implementados para la mediión de la interaión entreátomos y super�ies, onoida omo interaión de Casimir-Polder [CasPol48℄.El álulo original de Casimir y Polder predie que un átomo neutro frente auna super�ie, a distania z, experimentará un potenial atrativo UCP(z) quedeaerá omo:

UCP(z) ∝ − 1

zν
, (1.5)donde ν = 3 uando z ≪ λ, y λ es la longitud de onda para la transiiónatómia. Cuando z ≫ λ los efetos de retardamiento en la propagaión de lasperturbaiones en el ampo eletromagnétio haen que el efeto disminuya,siendo el exponente en este aso ν = 4. Si bien el efeto es muy pequeño,sistemas de átomos fríos han sido utilizados de manera exitosa en este ontex-



1.3 Resultados de este trabajo 7to, habiéndose logrado medir la interaión entre un átomo y una super�ieplana a temperatura ero [HOMGC05℄, y posteriormente a temperatura �nita[OWAPSC07℄. Ambos experimentos se basaron en determinar el ambio en lafreuenia de osilaión del entro de masa de un ondensado atrapado uandola super�ie es traída a su proximidad, es deir, se utilizó el gas omo un de-tetor loal lásio, sin explotar los efetos de oherenia del sistema uántio.En esta tesis busaremos entones alternativas para la desripión de sistemasde gases ultrafríos en los uales se puedan explotar los efetos intrínseamenteuántios del sistema para llegar a abarar inluso el aso en el ual las super-�ies puedan ser de forma arbitraria.1.3. Resultados de este trabajoEn los próximos apítulos desribiremos los resultados prinipales quehemos obtenido en el ontexto de este trabajo de investigaión. En el apítulo2 daremos una breve reseña del maro teório en el que se enuadra la desrip-ión de los sistemas de átomos fríos. En el apítulo 3 mostraremos ómo unondensado unidimensional puede interatuar on una super�ie rugosa y ómoel efeto de diha interaión puede, en prinipio, revelarse a través de métodosespetrosópios para obtener una medida de la interaión de Casimir-Polderentre el sistema oherente de átomos y la super�ie. En el apítulo 4 busare-mos estudiar un aso límite del sistema unidimensional, onoido omo gas deTonks-Girardeau, en el ual los átomos interatúan fuertemente. En este asoes posible enontrar una soluión exata para la funión de onda del problemade muhas partíulas, lo ual nos ha permitido avanzar desde el punto de vistaanalítio. En partiular hemos podido demostrar que la forma funional dela distribuión de impulsos del gas, para valores grandes del momento, resul-ta independiente del potenial on�nante y por lo tanto no presenta ambiosualitativos frente a las perturbaiones externas. En el apítulo 5 trataremosel problema de la expansión de un ondensado en la proximidad de una super-



8 Introduión�ie estoástia. Esto nos llevará a estudiar la onexión entre loalizaión deAnderson en 1D y la ausenia de transporte para este sistema interatuante.En este último aso hemos podido avanzar analítiamente sobre el modelo per-turbativo, mientras que la desripión del sistema en todo el rango de interésprátio tuvo que abordarse por medio de simulaiones numérias. Finalmenteen el apítulo 6 exhibiremos nuestras onlusiones.



Capítulo 2
Desripión del sistema

En el presente apítulo exhibiremos algunos de los formalismos básiosutilizados para la desripión de un gas interatuante de átomos ultrafríos.Existen diferentes maneras de representar el sistema dependiendo de los ob-servables que uno busque araterizar. Básiamente el problema de enontrarqué objetos darán una desripión adeuada es el mismo que se presenta enualquier sistema de muhas partíulas: la desripión exata estará dada poruna jerarquía de euaiones que deberá trunarse de alguna manera para ob-tener un sistema errado (y tratable) que represente al sistema de interés. Enla primer seión onsideraremos la teoría de ampo medio, la ual es la teoríamás senilla que permite desribir a un sistema de átomos ultrafríos intera-tuantes. Esta teoría funiona on muy buena preisión en 3D debido a que elparámetro que ontrola la expansión perturbativa es la densidad del gas porel volumen asoiado al parámetro de satering na3 que, típiamente, es muypequeño en los sistemas de interés. Esta desripión aproximada se dará en-tones a través de una funión ompleja ψ(x, t), la ual permite el álulo deualquier observable. La evoluión dinámia de diha funión estará determi-nada por una euaión de Shröedinger no lineal, onoida omo euaión deGross-Pitaevskii [Pitaev61℄.



10 Desripión del sistemaEn la segunda seión, ontemplaremos otro aso límite en el ual las inte-raiones pueden haerse muy grandes y, por lo tanto, la desripión anterior,la ual parte on un orden ero dado por el ampo medio, resulta inadeuada.Si el gas presenta interaiones de ontato y se enuentra restringido a mo-verse en una únia dimensión espaial existe la posibilidad de avanzar sobrela soluión exata del problema interatuante tanto uando las interaionesson �nitas omo uando tienden a in�nito (más adelante desribiremos pre-isamente que queremos deir on esto). Ambos asos, onoidos omo gas deLieb-Liniger [LieLin63, Lieb63℄ y gas de Tonks-Girardeau [Girard60℄, puedenser desriptos de manera más onveniente en términos de la funión de ondapara el sistema de muhas partíulas. En partiular aquí estudiaremos en de-talle el aso límite del gas de Tonks-Girardeau, para el ual es posible esribirsoluiones analítias para las autofuniones del problema por medio de unabiyeión a un sistema de fermiones no interatuantes.2.1. La euaión de Gross-PitaevskiiLa euaión de Gross-Pitaevskii es una aproximaión de ampo medio alproblema de bosones interatuantes a T = 0K. Como veremos a ontinuaióndiha aproximaión resulta válida en el aso de sistemas débilmente intera-tuantes, ondiión que se umplirá en 3D uando el gas sea diluído. Si bienla euaión es muy simple, esta teoría es apaz de reproduir orretamentelas propiedades exhibidas en los experimentos, omo propagaión de exita-iones oletivas o efetos de interferenia. Esto la ha onvertido en el puntode partida para analizar muhos de los experimentos sobre ondensados deBose-Einstein [DGPS99℄.A ontinuaión mostraremos ómo surge la euaión omenzando por el a-so más senillo de un gas homogéneo de partíulas débilmente interatuantes,para luego onsiderar el aso no homogéneo y algunas soluiones de interés quese derivan de él.



2.1 La euaión de Gross-Pitaevskii 112.1.1. El gas homogéneoComenemos entones on el aso más senillo posible, por ejemplo un gasde partíulas interatuantes en el que el término de interaión se aproximapor la euaión (1.3) y onsiderando además que éste se enuentra on�nadoen una aja tridimensional de volumen V , en la que imponemos ondiionesperiódias de ontorno. De esta forma el hamiltoniano del sistema resulta:
H =

∫

− ~2

2m
ψ̂†(x, t)∇2ψ̂(x, t) d3x+

g

2

∫

ψ†2(x, t)ψ̂2(x, t) d3x , (2.1)donde g = 4π~2a/m. Para aprovehar la simetría de translaión del sistema esonveniente realizar un ambio de base para los operadores de segunda uan-ti�aión a una base de estados de una partíula tipo onda planas [Ballen98℄,es deir:
ψ̂(x, t) =

∑

p

1√
V
âpe

ip·x/~ . (2.2)Si ahora esribimos el hamiltoniano en términos de los operadores de reaión-aniquilaión en la base de ondas planas obtenemos:
H =

∑

p

p2

2m
â†pâp +

g

2V

∑

p1,p2,q

â†p1+qâ
†
p2−qâp2 âp1 . (2.3)Obviamente si el término no uadrátio estuviera ausente podríamos entenderperfetamente al sistema de N bosones en términos del operador anterior yaque ualquier estado se podría esribir en términos de ombinaiones linealesde estados on números de oupaión bien de�nidos, siendo ada uno de estosúltimos un autoestado de H. Es más, aquí el onepto de ondensaión resultaevidente pues para éste aso el estado fundamental sería proporional a |ψ〉 ∝

(â†0)
n |0〉. Sin embargo, las interaiones distorsionarán esta imagen haiendoque, inluso en el estado fundamental del sistema, estén poblados estados deuna partíula on p 6= 0. En el aso en que las interaiones son débiles el estadofundamental de una partíula on p = 0 aún se enontrará marosópiamentepoblado y esto entones nos permitirá realizar una aproximaión para alular



12 Desripión del sistemael efeto de las interaiones sobre el sistema. Reordando que los operadoresde aniquilaión-reaión atúan sobre un autoestado on N0 partíulas en elfundamental omo:
â†0 |N0〉 =

√

N0 + 1 |N0 + 1〉 â0 |N0〉 =
√

N0 |N0 − 1〉 , (2.4)resulta plausible pensar que uando la oupaión del estado 0 es marosópiael operador â0 se omporta omo un número omplejo, es deir â0 ≈ √
N0. Estapresripión fue introduida por primera vez por Bogoliubov [Bogoli47℄ y serála que nos permitirá alular el espetro de exitaiones elementales llevandoel hamiltoniano a uno que sea uadrátio en los operadores de reaión ydestruión. Para ello separemos los términos por su ontenido de â0 y nosquedamos a orden uadrátio en los operadores ap6=0:

H =
N2

0 g

2V
+
∑

p6=0

(
p2

2m
+ 2

N0g

V

)

â†pâp +
N0g

2V

∑

p6=0

(â†pâ
†
−p + âpâ−p) . (2.5)Para proeder nos restringiremos a onsiderar estados on un número departíulas totales N �jo (notar que esto es onsistente on el hamiltonianooriginal que onserva la antidad de partíulas totales en el sistema). Sobreeste subespaio, el operador de número será:

N̂ = N = N0 +
∑

p6=0

â†pâp , (2.6)por lo tanto tendremos:
H =

N2g

2V
+
∑

p6=0

(
p2

2m
+
N0g

V

)

â†pâp +
N0g

2V

∑

p6=0

(â†pâ
†
−p + âpâ−p) . (2.7)Cuando el sistema tiene N0 ≈ N obtenemos un hamiltoniano uadrátio (alorden más bajo) en los âp6=0. Diho hamiltoniano uadrátio puede ser diago-nalizado por una transformaión de Bogoliubov. No daremos aquí los detallesde la deduión pues pueden enontrarse en la bibliografía estándar del tema[PitStr03, PetSmi08℄, pero el resultado es:

âp = upb̂p + v∗−pb̂
†
−p â†p = u∗pb̂

†
p + v−pb̂−p , (2.8)



2.1 La euaión de Gross-Pitaevskii 13donde [bp, b
†
p′ ] = δpp′ y :

up = Cosh(αp) v−p = Sinh(αp) , (2.9)donde
Coth(αp) = −p

2/2m+ gn

gn
. (2.10)Aquí hemos tomado n = N/V ya que a este orden de aproximaión podemosusar N0 ≈ N . El hamiltoniano del sistema expresado en términos de los ope-radores de reaión y destruión de exitaiones sobre el fundamental resulta:

H = E0 +
∑

p6=0

EB(p)b̂
†
pb̂p , (2.11)donde EB es el espetro de exitaiones de Bogoluibov:

EB(p) =

√
(
p2

2m

)2

+ 2gn

(
p2

2m

)

. (2.12)Cuando p2/2m ≫ gn se reupera el espetro de partíula libre, mientras quepara impulsos pequeños domina el segundo término y el espetro se vuelvelineal EB ≈ cp on c =√gn/m.Esta desripión aproximada entones nos die que, a muy baja temperatura,el sistema puede pensarse en términos de un estado fundamental modi�ado enel ual el estado de una partíula on p = 0 está muy poblado y los estados on
p 6= 0 poo poblados. Las exitaiones sobre diho estado fundamental intera-tuante tienen la relaión de dispersión dada por (2.12). Más aún, esta imagen yla onsistenia del argumento se pueden veri�ar alulando la poblaión de losmodos on p 6= 0, Nexi, en el vaío de exitaiones del problema interatuante,
|0〉 / bp |0〉 = 0, a partir de la de�niión (2.9). El resultado de éste álulo es:

Nexi

N
=

8

3
√
π
(na3)1/2 . (2.13)Es deir que, en el estado fundamental, la antidad de partíulas que estánpoblando estados de impulso no nulo es pequeña uando la densidad del gas



14 Desripión del sistemaes baja. Esto al mismo tiempo nos da el parámetro pequeño orreto para lasexpansiones de este gas en 3D: na3. Debido a que una gran parte de los ex-perimentos se realizan on gases diluídos tridimensionales, la teoría de ampomedio resulta muy exitosa para entender al sistema. En el apítulo 4 onsi-deraremos en detalle el aso opuesto en el que las interaiones dejan de seruna perturbaión débil, y veremos ómo en diha situaión la poblaión de losestados de una partíula on p 6= 0 se vuelve importante.2.1.2. Caso no homogéneoEn este aso proederemos basados en los argumentos de plausibilidad dela seión anterior. Deimos plausibilidad porque, si bien estas aproximaionesnos llevan a una teoría que está en perfeto auerdo on el experimento, elproblema de demostrar rigurosamente la validez de tales aproximaiones es devieja data [Ginib68℄ y sólo reientemente ha sido eslareida on toda genera-lidad [LiSeYn05℄.En el aso no homogéneo, y bajo la aproximaión de Born, la evoluión deloperador de ampo ψ̂(x, t) estará dada por la euaión de Heisenberg
dψ̂(x, t)

dt
=
i

~
[H, ψ̂(x, t)] , (2.14)on H dado por (2.1). Entones, en este aso el análogo a la presripión deBogoliubov será reemplazar el operador de ampo ψ̂(x, t) por su valor lásio

ψ(x, t) y éste último tendrá omo euaión de movimiento:
i~
∂ψ(x, t)

∂t
=

(

−~
2∇2

2m
+ V (x, t) + g|ψ(x, t)|2

)

ψ(x, t) , (2.15)que es la euaión de Gross-Pitaevskii [PitStr03℄. De más está deir que ψ(x, t)no es la funión de onda del sistema de muhos uerpos, pero nos permitiráevaluar los observables asoiados al ondensado.A ontinuaión haremos uso de la euaión (2.15) para alular algunas an-tidades que de interés en los apítulos posteriores. Como primer apliaión



2.1 La euaión de Gross-Pitaevskii 15busaremos el estado estaionario (V (x, t) = V (x)) de mínima energía, es de-ir busaremos una soluión de la forma ψ(x, t) = ϕ(x)e−iµt
~ , la ual va asatisfaer la euaión de Gross-Pitaevskii independiente del tiempo:

µϕ(x) =

(

−~2∇2

2m
+ V (x) + g|ϕ(x)|2

)

ϕ(x) . (2.16)El parámetro µ es el potenial químio, el ual está asoiado al ambio deenergía al variar la antidad de átomos del sistema. Bajo la aproximaión deampo medio la densidad de partíulas n(x) se obtiene omo
n(x) = |ϕ(x)|2 . (2.17)La funión ϕ(x), la ual puede asumirse real (ϕ(x) ∈ R), resulta de un áluloautoonsistente en el que las interaiones generan un potenial dependientede la densidad g|ϕ(x)|2. Éste término puede ser positivo o negativo segúnlas interaiones entre los átomos sean repulsivas o atrativas. Típiamentela euaión (2.16) tendrá que ser resuelta numériamente, sin embargo bajoiertas ondiiones es posible enontrar soluiones aproximadas. Por ejemplo,si ϕ(x) varía lentamente el término inétio puede despreiarse dando lugar ala aproximaión onoida omo Thomas-Fermi, la ual nos die:

nTF(x) =
1

g
(µ− V (x)) , (2.18)donde µ queda determinado por la ondiión de normalizaión ∫ nTF(x) d

3x =

N . Es deir que uando la densidad sea relativamente alta el per�l de densidaddel gas opiará la trampa. Esta aproximaión puede veri�arse omparando elpeso relativo de los términos −~2∇2/2m y g|ϕ(x)|2 para la soluión (2.18). Esdeir que si la esala típia de variaión de la soluión (2.18) es LTF , bastaomparar −~2/2mL2
TF on g|ϕ(x)|2 para veri�ar la validez. Es fáil ver quejustamente los puntos para los uales n = 0 la aproximaión dejará de valer,por lo que no se espera que el per�l de Thomas-Fermi funione era de losbordes. Este punto será importante en el apítulo 5, donde ompararemos endetalle la soluión exata de la euaión (2.16) on el per�l aproximado (2.18).



16 Desripión del sistemaUn aso típio de interés es el de on�namiento parabólio. Si tomamos porejemplo la euaión (2.16) en 1D y V (x) = mω2
xx

2/2, la ondiión n = 0 nospermite de�nir la longitud de Thomas-Fermi LTF omo
µ =

1

2
mω2

xL
2
TF . (2.19)Es deir que, en este aso partiular, el per�l toma aproximadamente la forma

nTF (x) =
µ

g

(
1− (x/LTF )

2
)

. (2.20)Finalmente la relaión entre LTF y la antidad de partíulas del sistema quedadeterminada por la ondiión de normalizaión
∫ LTF

−LTF

nTF(x) dx = N , (2.21)lo ual nos da
LTF =

(
3gN

2mω2
x

)1/3

. (2.22)Usando esta euaión es fáil traduir la ondiión de validez de la aproxima-ión en ~ωx ≪ (gN/~)2, lo ual nos die ésta será una buena aproximaiónpara trampas suaves o sistemas on muhas partíulas.Otra soluión de interés que permite entender ualitativamente el om-portamiento del ondensado puede deduirse alulando úal sería el per�l dedensidad en el aso en que se imponga una ondiión de nulidad en la den-sidad para un punto espeí�o del espaio. Es deir, nos gustaría saber úales la esala espaial típia ξ en la ual el ondensado se reupera de dihaperturbaión. Es fáil ver que en estas ondiiones el teorema Pi sólo nos dejaomo esala de distania la antidad: ξ2 = 2mgn∞/~
2. Para tener también eldetalle de la forma funional de la soluión onsideremos omo ejemplo el asoen que V (x) = 0 y ϕ(x = 0) = 0, x ∈ Rd, imponiendo n(x) → n∞ uando

x → ∞. Es deir, debemos resolver el problema:
µϕ(x) =

(

−~2∇2

2m
+ g|ϕ(x)|2

)

ϕ(x)

ϕ(0) = 0, ϕ(∞) =
√
n∞

. (2.23)



2.1 La euaión de Gross-Pitaevskii 17Dado que en in�nito la ondiión de ontorno es libre, estamos forzados aimponer µ = gn∞, entones de�niendo f tal que ϕ(x) = √
n∞ f(x) obtenemos:

f(x) =
(

− ~2∇2

2mgn∞

+ f(x)2
)

f(x)

f(0) = 0, f(∞) = 1
. (2.24)Pero entones si además rede�nimos las esalas espaiales a xi = ξyi eligiendo

ξ2 = ~2/2mgn∞, obtenemos:
h(y) =

(
−∇2

y + h(y)2
)
h(y)

h(0) = 0, h(∞) = 1
. (2.25)Es deir que siendo ϕ(x) =

√
n∞ h(x/ξ), y teniendo h(y) una esala típiade variaión del orden de la unidad, laramente la esala típia en la ual elondensado se reupera de una perturbaión en el per�l de densidad es:
ξ2 =

~2

2mgn∞
. (2.26)Esta relaión es independiente de si la euaión de Gross-Pitaevskii estéplanteada en una, dos o tres dimensiones espaiales. La euaión (2.25) puederesolverse en general numériamente. En partiular, si �jamos d = 1 omo unejemplo onreto, y haiendo una analogía on el movimiento de una partíulaen un potenial uártio, la soluión se puede enontrar fáilmente. El resul-tado se muestra en la Figura (2.1), on�rmando una esala de variaión delorden de la unidad. De esta forma vemos que ξ nos da la esala de reu-peraión del ondensado y jugará un rol importante en los álulos en los quela aproximaión de ampo medio esté involurada. En partiular la ondiiónde apliabilidad más general de la aproximaión de ampo medio se tradueen requerir que la distania típia entre los átomos d (la ual depende de ladensidad y dimensionalidad del gas) sea menor que ξ [PitStr03℄, es deir quela teoría de ampo medio será válida si:

d≪ ξ . (2.27)



18 Desripión del sistema

Figura 2.1: Funión h(y) según euaión (2.25) que da la forma funionalpara la soluión asoiada al per�l de densidad en una dimensión uando se�ja por ondiión de ontorno h(0) = 0 y h(∞) = 1.
Finalmente podemos notar además que la longitud de reuperaión ξ tambiénestá relaionada on el espetro de exitaiones elementales, ya que ~/ξ de�nela esala de impulso que determina la transiión entre el régimen uadrátio ylineal en el espetro de Bogoliubov (2.12).Cuando la aproximaión de ampo medio no es su�iente para desribir alsistema las desviaiones respeto de esta primer aproximaión pueden alu-larse de manera sistemátia a través del formalismo de integrales de aminotemporal errado [CalHu08℄. El mismo permite obtener una jeraquía de eua-iones para el ampo medio y los propagadores la ual, al ser trunada, generalos diferentes esquemas de aproximaión que son utilizados más omunmente(Hartree-Fok-Bogoliubov, Popov, et.).



2.2 Gas de Tonks-Girardeau 192.2. Gas de Tonks-GirardeauEn esta seión onsideraremos un aso partiular en el que es más on-veniente retomar una desripión en términos de funiones de onda, es deir,desribiremos el problema por medio de la funión de onda para el sistema demuhos uerpos. Por gas de Tonks-Girardeau entenderemos un gas de átomosunidimendionales que interatúan entre ellos on un potenial de ontato tipo
λδ(x−x′), en el límite en que λ→ ∞. Por lo tanto la euaión de Shröedingerindependiente del tiempo para el sistema de N bosones es:

E ψ(x1, x2, . . . , xN) =

(
N∑

i=1

− ~2

2m

∂2

∂x2i
+ Vext(xi)

)

ψ(x1, x2, . . . , xN) .(2.28)Aquí la ondiión λ→ ∞ se impone omo una restriión en la soluión:
ψ(x1, x2, . . . , xN) = 0 si ∃ i, j / xi = xj . (2.29)Obviamente también existe una restriión sobre la simetría de la funión deonda para el sistema, esto es:
ψ(x1, x2, . . . , xN ) = ψ(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(N)) , (2.30)donde σ es ualquier elemento del grupo de permutaiones de N objetos, σ ∈

SN .Es notable que el sistema anterior de euaiones se puede resolver exatamentenotando la similitud que existe on un sistema de fermiones no interatuantes.Si sólo se tuviera que onsiderar las euaiones (2.28) y (2.29) es fáil verque el determinante de Slater formado on N autofuniones diferentes delhamiltoniano de una partíula:
E1p

i φi(x) = − ~2

2m

d2φi

dx2
+ Vext(x)φi(x) , (2.31)resolvería el problema, ya que ésta funión de onda para el sistema de fermioneslibres ψF resuelve tanto (2.28) omo (2.29). Sin embargo, aún debe tenerse en



20 Desripión del sistemauenta la restriión esenial (2.30), que para el aso de la funión onstruí-da omo un determinante de Slater ontiene un ambio de signo por adapermutaión entre dos partíulas. No obstante, en una dimensión, es posibleorregir el signo sin modi�ar la euaión que estamos resolviendo ya que pode-mos onstruir una funión totalmente antisimétria de módulo 1 en las regionesdonde xi 6= xj . Es fáil omprobar que tal funión es:
A(x1, . . . , xN) =

∏

i<j

sgn(xi − xj) , (2.32)donde sgn es la funión signo. Entones
|A(x1, . . . , xN)| = 1 , (2.33)y

A(x1, . . . , xN ) = −A(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(N)) (2.34)si σ es ualquier permutaión de dos objetos. Esta observaión le fue su�ientea M. Girardeau para probar [Girard60℄ que la soluión de la euaión (2.28)puede mapearse de manera biunívoa sobre un problema de fermiones libres yaque, por las propiedades indiadas anteriormente, queda laro que la soluióndel problema bosónio se esribe omo:
ψB = AψF , (2.35)y vieversa (A2 = 1). Por lo tanto, a ada una de las autofuniones del proble-ma de bosones interatuantes le orresponde una únia soluión del problemade fermiones no interatuantes dada por la relaión (2.35), ambas soluionestienen la misma energía. El determinante de Slater se onstruye resolviendoun problema aún más simple, ya que para onstruirlo sólo debemos alularlas autofuniones del problema de una partíula (2.31).Más explíitamente entones podemos a�rmar que las soluiones del problemade bosones fuertemente interatuantes en 1D es:

ψ(x1, . . . , xN) =
1√
N !

A(x1, . . . , xN) det [φαi
(xj)] , (2.36)



2.2 Gas de Tonks-Girardeau 21donde el onjunto de autofuniones {φαi
}Ni=1 de la euaión (2.31) determinael nivel de energía

E = E1p
α1

+ . . .+ E1p
αN

. (2.37)Veamos algunas de la araterístias que pueden inferirse a partir de lo dihoanteriormente. Supongamos que queremos onsiderar el estado fundamental delsistema de bosones interatuantes. Entones debemos onsiderar las primeras
N autofuniones de la euaión (2.31) y onstruir (2.36). Dado que |A| = 1se tendrá |ψB| = |ψF|, es deir que las propiedades loales del problema debosones interatuantes, omo por ejemplo la densidad de partíulas en unpunto, serán exatamente las mismas que las propiedades loales del problemade fermiones no interatuantes. Sin embargo, las propiedades no loales deambos sistemas diferirán fuertemente debido a la presenia de la funión Aen (2.36). Por ejemplo onsideremos los números de oupaión de los estadosde una partíula para alguna base de funiones {χi}i≥1. Si se elige diha baseomo base de autoestados del hamiltoniano, entones es laro que los númerosde oupaión para el problema fermiónio serán nF (k) = 1 si k ≤ kF , mientrasque nF (k) = 0 si k ≥ kF , on kF el nivel de Fermi. Sin embargo, en el asobosónio tendremos que haer una integral no trivial. Reordemos primero queiertas propiedades no loales, omo los números de oupaión de los estadosde una partíula, pueden ser alulados a partir de la matriz densidad reduida
n(x, y):

n(x, y) = N

∫

ψ∗(x, x2, . . . , xN)ψ(y, x2, . . . , xN) dx2, . . . , dxN . (2.38)Entones, a partir de esta antidad es fáil ver que los números de oupaiónse obtienen omo
〈n̂k〉 = n(k) =

∫

χ∗
k(x) n(x, y) χk(y) dxdy . (2.39)En la euaión que de�ne a n(x, y), a diferenia del aso fermiónio, no todaslas funiones signo provenientes de A pueden anelarse. Esto hae que lapoblaión de los estados de una partíula di�era notablemente en ambos asos.
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Figura 2.2: Números de oupaión para el estado fundamental de un sis-tema de N ≫ 1 fermiones no interatuantes nF (k) y N bosones fuertementeinteratuantes nB(k) en una aja (ondiiones de ontorno nula en los ex-tremos). Los autoestados se indexan on un natural k ∈ N que rotula losautoestados del hamiltoniano de una partíula {sin
(
kπx
L

)
}k≤1.En la Figura (2.2) se muestran los números de oupaión asoiados al estadofundamental para ambos sistemas uando N ≫ 1 y las partíulas se enuentranon�nadas en una aja (ondiiones de ontorno nula en los extremos). En elapítulo 4 volveremos a tratar este problema en más detalle para terminararaterizando la distribuión de impulsos en el aso de k grande.



Capítulo 3
Condensados en 1D e interaiónon super�ies periódias

El alto grado de ontrol en los experimentos on sistemas de gases ultrafríosha abierto la posibilidad de utilizarlos omo detetores loales de la interaiónentre átomos y super�ies [AnPiSt04, CPSMI05, DPRL08, DJPA08℄. Motiva-dos por los reientes experimentos en los que se implementaron exitosamenteondensados de Bose-Einstein para medir la interaión de Casimir-Polder en-tre un átomo y una super�e plana [HOMGC05, OWAPSC07℄, en este apítuloestudiaremos úal es el efeto de una super�ie orrugada sobre el espetrode exitaiones de un ondensado unidimensional y ómo a partir de éste sepodría obtener informaión respeto de la interaión entre los átomos y lasuper�ie. De esta forma busamos proponer una alternativa en la que se ex-plote la oherenia del ondensado para resolver el problema de una geometríamás ompleja estableiendo bajo qué ondiiones experimentales se podríanrevelar los efetos no triviales de la geometría en diha interaión. En parti-ular enfoaremos nuestro análisis sobre el término lateral de la interaión deCasimir-Polder [DJPA08℄.Para ello, en las primeras seiones de este apítulo, estudiaremos el efeto



24 Condensados en 1D e interaión on super�ies periódiasde un potenial periódio sobre un gas débilmente interatuante uando ladinámia del mismo está restringida a una dimensión espaial. Luego onsi-deraremos la interaión de este gas on luz láser para explorar el meanismode espetrosopía omunmente utilizado en las mediiones del espetro de ex-itaiones del ondensado [SOKD02, SKODTD03℄. En dihos experimentos setransmite impulso lineal al gas de manera resonante uando los láseres uti-lizados se ombinan de manera de satisfaer la relaión de dispersión de lasexitaiones oletivas del mismo. Finalmente utilizaremos todos estos resulta-dos para estimar perturbativamente el efeto de una super�ie orrugada sobreun ondensado, alulando el potenial de Casimir-Polder que atúa sobre elmismo y su efeto sobre el espetro de exitaiones. Con ello se prodría te-ner una medida indireta de la interaión ondensado-super�ie a través delimpulso transferido en el experimento espetrosópio.3.1. Dinámia unidimensional del gasEn esta seión busaremos estudiar el espetro de un gas uya dinámiaestá restringida a una dimensión espaial. En lo que sigue apliaremos la teoríade ampo medio para desribir esta situaión, pero al haer ésto se debentener en uenta las restriiones bajo las uales esta teoría es apliable. Enpartiular hemos visto que, para que la teoría funione orretamente, la esalade reuperaión ξ debe ser mayor que la distania típia entre los átomosdel gas d. El oiente entre ambas esalas tiene una dependenia no trivialon la dimensionalidad del gas, ya que si estamos en presenia de un gastridimensional se tendrá que
ξ/d ∝ n−1/6 , (3.1)lo ual nos die, quizá omo es de esperar intuitivamente, que a medida quela densidad n → 0 mejor será la aproximaión dada por la teoría de ampomedio. Sin embargo, si las partíulas son on�nadas radialmente a un tamaño



3.1 Dinámia unidimensional del gas 25del orden o menor que la distania típia entre ellas la ley de esala de lavariable d on n será d ∝ n−1 (en lugar de d ∝ n−1/3 omo en 3D) pero, dadoque ξ seguirá siendo proporional a n−1/2 (omo lo muestra la euaión (2.26)),tendremos:
ξ/d ∝ n1/2 . (3.2)Es deir que uando la seión transversal del gas se hae menor a la distaniatípia entre átomos el omportamiento on la densidad se invierte, y la teoríade ampo medio deja de valer para gases extremadamente diluídos. En efetoen este límite el gas se vuelve fuertemente interatuante [PitStr03℄. En esteapítulo entones estudiaremos el aso de un gas uya dinámia se restringe auna dimensión pero en el rango de parámetros en los que la aproximaión deampo medio sigue siendo válida. En el próximo apítulo onsideraremos endetalle el aso omplementario de un gas unidimensional fuertemente intera-tuante utilizando el formalismo de Girardeau.3.1.1. Euaión de ampo medio efetiva en 1DEn esta subseión veremos ómo la dinámia del gas en la aproximaión deampo medio da una euaión de Gross-Pitaevskii efetiva en una dimensión.Busaremos alular el espetro de exitaiones de un ondensado atrapado enla proximidad de una super�ie omo se esquematiza en la Figura 3.1. Para ellola idea básiamente será proyetar la euaión tridimensional sobre el estadofundamental de la omponente que proviene del término radial. Esta situaiónlímite en que la dinámia está restringida a 1D se puede alanzar uando elon�namiento radial es muy intenso. A �n de poder apliar de manera diretalos resultados obtenidos en esta seión al aso de interés de un ondensado enla proximidad de la super�ie, esribiremos la euaión de Gross-Pitaevskii enla forma:

i~
∂ψ(x, t)

∂t
=

(

−~2∇2

2m
+ V (x) + g|ψ(x, t)|2

)

ψ(x, t) , (3.3)
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ẑ
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BEC
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U = UN (z) + UL(x, z)

Superficie CorrugadaFigura 3.1: Condensado en la proximidad de una super�ie orrugada.Aquí U = UN(z) + UL(x, z) representa el potenial de Casimir-Polder a-tuando sobre el ondensado.donde el término de potenial externo V será
V (x) =

1

2
m(ω2

z(z − z1)
2 + ω2
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2 + ω2

xx
2)

︸ ︷︷ ︸

Trampa

+UN(z) + UL(x, z)
︸ ︷︷ ︸

Casimir−Polder

, (3.4)
aquí los tres primeros términos provienen de la trampa que on�na al gas enla direión radial (en el plano y, z) y axial (on freuenia ωx), mientras quelos dos últimos representarán la interaión de los átomos on la super�ie(notar que el ero de las oordenadas se va a medir respeto de ésta). Eltérmino UN (z) representa la omponente normal de la interaión, mientrasque UL(x, z) es el término lateral [DPRL08℄ que se busa estudiar. En lo quesigue onsideraremos la situaión en que el on�namiento radial es intenso yel potenial debido a la super�ie sólo atúa omo una perturbaión. Por elloharemos una expansión del potenial alrededor del punto z0 elegido de formaque:

mω2
z(z0 − z1) +

∂UN (z)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=z0

= 0 . (3.5)



3.1 Dinámia unidimensional del gas 27Esto nos da la siguiente expansión en serie de Taylor:
1

2
m
(
ω2
z(z0 − z1)

2 + ω2
yy

2 + ω2
xx

2
)
+ UN(z0) + UL(x, z0) +

∂UL(x, z0)

∂z
(z − z0) +

1

2
mω2(z − z0)

2 +O(∂2zUL(z, x)(z − z0)
2) +

O(∂3zUN (z)(z − z0)
3) +O(∂3zUL(z, x)(z − z0)

3) +

O(∂4zUN (z)(z − z0)
4) +O(∂4zUL(z, x)(z − z0)

4) + . . . , (3.6)donde:
ω2 = ω2

z +
1

m

∂2UN(z)

∂z2

∣
∣
∣
∣
z=z0

. (3.7)En lo que sigue �jaremos ω = ωy. Notar que la omponente normal de lainteraión de Casimir-Polder renormaliza la freuenia del osilador en ladireión ortogonal a la super�ie omo se muestra en la Figura (3.2).Para obtener la euaión que da la dinámia efetiva en 1D expandiremos alampo medio ψ(x, t) omo:
ψ(x, t) =

∑

n

fn(r)ϕn(x, t) , (3.8)donde las funiones {fn(r)} son autofuniones del operador
−(~2/2m)∆r +mω2r2/2 , (3.9)y r =

√

y2 + (z − z0)2 (dado que onsideraremos ondiiones iniiales onsimetría de rotaión podemos omitir la dependenia angular). La dinámiaefetiva en 1D entones se obtiene uando proyetamos la euaión (3.3) so-bre f0(r), la autofunión orrespondiente al estado fundamental del operadorradial. La dinámia del oe�iente ϕ0(x, t) se desaopla de los {ϕj(x, t)}j≥1uando µ≪ ~ω, y por lo tanto bajo esta ondiión tendremos
ψ(x, t) ≈ f0(r)ϕ0(x, t) . (3.10)Para ver esto omenemos on la euaión tridimensional en la que el potenialarmónio, on simetría de rotaión, es el término dominante omo potenial
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z

UN(z), término CP Normal

UN(z) +
1
2mω

2
z(z − z1)

2

z0

1
2mω

2
z(z − z1)

2, trampa

U(z)

Potencial total (componente z)

Figura 3.2: Componente del potenial total atuando en la direión nor-mal a la super�ie.externo. El término adiional, que representa todos los términos no armóniosen (3.6) lo denotaremos por v(x, z) (notar que v(x, z) ≪ ~ω)
i~ψ̇ = − ~2

2m
∇2ψ +

m

2
(ω2r2 + ω2

xx
2)ψ + g|ψ|2ψ + v(x, z)ψ . (3.11)Expandamos ψ en la base que diagonaliza la parte radial: {fn(r)}n≥0 , auto-funiones de − ~2

2m
∆r+

m
2
ω2
rr

2 (reordar que omitiremos la dependenia angularpor la simetría que supondremos para la ondiión iniial, de todas formas elmismo análisis se puede generalizar fáilmente al aso en que no existe talsimetría repitiendo el argumento a ontinuaión en oordenadas artesianas).Entones, dado que onsideraremos sólo pequeñas perturbaiones del estado



3.1 Dinámia unidimensional del gas 29base del problema podemos busar la ondiión de desaople sobre una soluiónde la forma ψ =
∑

n fn(r)ϕn(x)e
−iµ0t/~. Usando esta expansión y proyetandola euaión sobre la k-ésima autofunión radial fk:

µϕk = − ~2

2m
∂2xϕk + v(x, z)ϕk + k ~ωϕk +

m

2
ω2
xx

2 ϕk

+ g
∑

n1,n2,n3

(fk, fn1fn2fn3)ϕ
∗
n1
ϕn2ϕn3 , (3.12)donde ( , ) india produto interno on funión de peso r y µ = µ0 − ~ω serede�nió absorbiendo la energía de punto ero ~ω (notar que obviamente lostérminos orrespondientes a un potenial onstante siempre se pueden absorveromo un ambio de fase global). Entones, lo que busamos mostrar aquí esque la euaión 1D efetiva es

µϕ0 = − ~2

2m
∂2xϕ0 + v(x, z)ϕ0 +

m

2
ω2
xx

2 ϕ0 + g (f0, f
3
0 )ϕ

∗
0ϕ0 ϕ0 . (3.13)Para ver bajo qué ondiiones ésto es así estimemos el error que se genera pordespreiar los términos de aoplamiento a modos on k 6= 0 que no estamosinluyendo en esta euaión. Cuando los modos on k 6= 0 tengan amplitudespequeñas podremos aproximarlos al orden más bajo por:

µϕk = − ~2

2m
∂2xϕk + v(x, z)ϕk + k ~ω ϕk +

m

2
ω2
xx

2 ϕk

+ g (fk, f
3
0 )ϕ

∗
0ϕ0ϕ0 , (3.14)entones, usando la aproximaión de Thomas-Fermi podemos despejar ϕk y verde qué orden es el término que este modo indue sobre la euaión para ϕ0, esmás dado que sólo busamos estimar el orden de magnitud podemos omitir lostérminos de potenial mω2

xx
2/2 y v(x, z). Entones, la euaión aproximadapara φk es:

ϕk ≈
g(fk, f

3
0 )|ϕ0|2ϕ0

µ− k ~ω
. (3.15)Ahora veamos úal es el efeto de este aproximante para ϕk en el término nolineal ϕkϕ

∗
0ϕ0 (que será el término de aople más importante en estas ondi-iones) que estaríamos despreiando en la euaión aproximada (3.13) para ϕ0.



30 Condensados en 1D e interaión on super�ies periódiasLuego, de lo anterior, tenemos que el término que estamos despreiando es:
g(f0, f

2
0 fk)|ϕ0|2ϕk = g(f0, f

2
0 fk)|ϕ0|2

g(fk, f
3
0 )|ϕ0|2ϕ0

µ− k ~ω
. (3.16)Entones pedimos que el término no lineal que sí estamos teniendo en uenta

g(f0, f
3
0 )|ϕ0|2ϕ0 , (3.17)sea muho mayor al que estamos despreiando. Ésta ondiión se transformaen:
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∣
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3
0 )

2 . (3.18)Por otro lado, el primer valor de k 6= 0 orrespondiente a una autofuniónsin dependenia angular es k = 2 [CTDL06℄, por lo tanto usando que
(f0, f

3
0 ) = 1/2π y |(f2, f 3

0 )| = 1/4π enontramos que la ondiión para que ladinámia radial permaneza ongelada en el estado base f0 y desaoplada delos demás modos es:
µ ≪ 8

5
~ω . (3.19)Finalmente utilizamos éste álulo en nuestro aso espeí�o. Teniendo enuenta las euaiones (3.3), (3.4) y (3.6), podemos realizar la proyeión sobreel modo f0 que nos provee de la siguiente euaión de Gross-Pitaevskii efetivapara ϕ0(x, t):

i~∂tϕ0(x, t) = − ~2

2m

∂2ϕ0

∂x2
(x, t) + UL(x, z0)ϕ0(x, t)

+
m

2
ω2
xx

2ϕ0(x, t) + gef |ϕ0(x, t)|2ϕ0(x, t) , (3.20)donde la onstante de aoplamiento efetiva es
gef = g/2πσ2. (3.21)Aquí σ representa el anho típio del per�l gaussiano σ2 = ~/mω. Dado que elpotenial de Casimir-Polder deae aproximadamente omo una ley de potenias



3.1 Dinámia unidimensional del gas 31[DJPA08℄, los términos en (3.20) que estamos despreiando son de orden
O
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z0

)2

UL(x, z0)

)

+O
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σ

z0

)4

UN (z0)

)

. (3.22)Esto quiere deir que la dinámia unidimensional efetiva del ondensado (3.20)nos permitirá estudiar el término lateral UL(x, z0) uando σ/z0 ≪ 1, o seauando el anho típio del ondensado sea menor a la distania media delondensado a la super�ie. La euaión (3.20) es el resultado prinipal deésta seión y será la que utilizaremos para estudiar el gas unidimensionalen el régimen de ampo medio. A ontinuaión alularemos el espetro deexitaiones uando UL(x, z0) = UL,kc cos(kcx).3.1.2. Espetro en presenia de un potenial periódiodébilDado que en el aso de interés prátio que busamos estudiar la esalatípia de variaión del potenial de Casimir-Polder es muho menor a la es-ala típia de variaión de la trampa axial que on�na al gas, en esta seiónalularemos el espetro de (3.20) on ωx = 0. En la próxima seión veremosómo inluir el efeto de la trampa en el observable del experimento. Por lotanto resolveremos:
i~∂tϕ0(x, t) = − ~2

2m

∂2ϕ0

∂x2
(x, t) + UL(x, z0)ϕ0(x, t)

+gef |ϕ0(x, t)|2ϕ0(x, t) , (3.23)donde el potenial de Casimir-Polder se asumirá de la forma
UL(x, z0) = UL,kc cos(kcx) , (3.24)aquí el número de onda kc = 2π/λ on λ la longitud de onda de la orrugaiónen el per�l de alturas de la super�ie. Dado que este potenial será débilbusaremos el efeto al orden más bajo, el aso de un potenial periódio



32 Condensados en 1D e interaión on super�ies periódiasgenério (que se obtiene obviamente omo suma de términos de freuenias
nkc) se sigue fáilmente repitiendo el argumento que daremos a ontinuaión.El espetro de exitaiones puede alularse linealizando sobre una soluiónpara el estado fundamental obtenida bajo la aproximaión de Thomas-Fermi.Para esto esribimos

ϕ0(x, t) = e−iµt
~ [ϕTF(x) + δϕ(x, t)] , (3.25)donde la soluión de Thomas-Fermi se alula omo en el apítulo 2:

ϕTF(x) =

(
µ− UL(x, z0)

gef

)1/2

. (3.26)Para enontrar el espetro de exitaiones expandimos δϕ
δϕ(x, t) = u(x) e−iEt

~ + v(x) ei
Et
~ . (3.27)Insertando las euaiones (3.26) y (3.27) en la euaión (3.23) obtenemos elsistema

E u = − ~2
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d2u
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+ (µ− UL(x, zcm))(u+ v∗) ,

−E v = − ~2

2m

d2v

dx2
+ (µ− UL(x, zcm))(u

∗ + v) . (3.28)Para resolver estas euaiones al orden más bajo en UL (que es la perturbaiónpequeña) haremos una expansión en teoría de perturbaiones para la energía
E(q) = E(0)(q) + E(1)(q) + . . . . (3.29)Aquí las autofuniones que orresponden al orden ero E(0)(q) obviamente sonondas planas (de allí la indexaión on el número de onda q), por lo que aorden ero la soluión tiene la forma
u(0)(x) =

∑

q u
(0)
q exp(iqx) ,

v(0)(x) =
∑

q v
(0)
q exp(iqx) ,

(3.30)



3.1 Dinámia unidimensional del gas 33y el espetro E(0)
q es igual al espetro de Bogoliubov EB(q)

E(0)
q = EB(q) =

√

Tq (Tq + 2µ) , (3.31)donde
Tq =

~2q2

2m
. (3.32)Para enontrar la soluión a primer orden ahora haemos una expansión sobreesta base de autofuniones de orden ero. Como ourre en el aso de partíulasno interatuantes [AshMer76℄ los estados sin perturbar se aoplan debido a

UL y, a primer orden en el potenial periódio, se abren gaps en los bordesde la primer zona de Brillouin, es deir, uando q = ±kc/2. Notar que para elpotenial elegido (3.24) sólo tenemos dos oe�ientes de Fourier no nulos en±kcy de valor UL,kc/2. Diagonalizando el problema para los estados degeneradosen un entorno de kc/2 y −kc/2 obtenemos un espetro omo el que se muestraen la Figura (3.3). Allí indiamos las dos ramas del espetro por E± y laposiión del gap en el valor q = kc/2. A diferenia on el aso de partíulas nointeratuantes en este aso la magnitud del gap no es el oe�iente de Fourier
|UL,kc| del potenial en serie de osenos sino

∆Ekc/2 = |UL,kc| × F (kc/2) , (3.33)donde la funión F (q) viene dada por:
F (q) = Tq/E

(0)
q . (3.34)En la Figura (3.4) se muestra una grá�a de esta funión en la que se ha�jado omo esala típia de impulsos kµ proveniente de la esala de energía

µ = ~2k2µ/2m. En el régimen en que las exitaiones orresponden a partíu-las no interatuantes, q/kµ ≫ 1 se tiene que F (q) → 1, omo uno podríaesperar intuitivamente. En el aso opuesto la supresión es lineal, y en gene-ral F (q) < 1 ∀q. Esto puede entenderse en el ontexto de la aproximaiónde Thomas-Fermi, dado que la densidad en el estado fundamental será ma-yor en los pozos de potenial y por lo tanto allí también se tendrá un mayor
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E−(q)

qq = kc/2

F (q)|UL,kc|

E(q)

E+(q)

Figura 3.3: Espetro de exitaiones de un ondensado sometido a unpotenial periódio débil. Se muestran las dos ramas del espetro E± y laposiión del gap en el borde de la primer zona q = kc/2.efeto de repulsión debido al término de interaión entre los átomos gef |ϕ|2(que asumiremos siempre positivo). De ésta forma el efeto siempre resultaser un apantallamiento parial del potenial periódio impuesto. Cabe notarademás que en el aso límite de exitaiones de baja energía nuestro áluloestá en auerdo on estudios previos de ondensados en poteniales periódios[BeSoMo98℄.3.2. Espetrosopía del ondensadoEn esta seión veremos omo se puede utilizar la interaión del onden-sado on luz para revelar el espetro de exitaiones. Primeramente onside-raremos un ejemplo aún más senillo que el de la seión anterior para exhibirla idea básia de la ténia. Luego veremos ómo se puede tratar el aso másgeneral de espetrosopía [PitStr03, ToDa03, BlaBal00, BlBaGa02℄, que será
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q/kµ

F (q)

Figura 3.4: Funión F que modula la amplitud del gap en términos de lavariable adimensional q/kµ.de interés en onexión on la interaión de Casimir-Polder.Lo que onsideraremos en primera instania será la tasa de impulso transferi-do a un ondensado homogéneo por la interaión de los átomos on el ampoeletromagnétio apliado a través de un láser. El impulso transferido al gaspuede ser medido por tiempo de vuelo, y por lo tanto a partir de esta antidadpodremos extraer informaión del sistema.Como hemos omentado en la introduión, el potenial que afeta a los áto-mos en presenia de un ampo elétrio es proporional al uadrado del am-po. Usando esta interaión puede demostrarse [BlaBal00℄ que a partir de dosláseres on número de onda k1 y k2 y on freuenias ω1 y ω2 es posible generarun potenial sobre el ondensado de la forma:
VL cos(q · x− ωt) , (3.35)donde q = k1 − k2 y ω = ω1 − ω2. Diho potenial genera un término deinteraión on el láser de la forma

Hlas
int =

∫

ψ̂†(x, t)ψ̂(x, t) VL cos(q · x− ωt) , (3.36)



36 Condensados en 1D e interaión on super�ies periódiasDado que estamos interesados en el aso unidimensional esribiremos q =

qx̂, entones tendremos que la tasa de impulso transferida al gas debido a laperturbaión induida por el láser es
〈Ṗ〉laser = VL

∫

x

q sin(qx− ωt) 〈ψ̂†(x, t)ψ̂(x, t)〉 . (3.37)Para alular el valor medio de la funión de dos puntos adoptaremos la aproxi-maión de ampo medio. Para ello supondremos además que el gas está en elestado fundamental y que el láser es una pequeña perturbaión que se apliaa partir de t = 0. Luego, tenemos que resolver al orden más bajo
i~ψ̇ = − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ g|ψ|2ψ +Θ(t) VL cos(qx− ωt)ψ , (3.38)donde Θ es la funión esalón de Heaviside. Dado que para t < 0 el láserestá apagado, en ése intervalo basta esribir ψ0 = φ e−iµt. Al prender el láser,queremos apturar una perturbaión de esta soluión a primer orden en VL.Esribiendo la perturbaión ξ(x, t) omo:
ψ = (φ+ ξ)e−iµt/~ , (3.39)y quedándonos al orden más bajo en la amplitud del láser, ξ(x, t) veri�a laeuaión:

i~ξ̇ = − ~2

2m

∂2ξ

∂x2
+ µ (ξ + ξ∗) + VL φ cos(qx− ωt) , (3.40)donde φ =

√

N/V siendo V el volumen (aquí en 1D). Ahora bien, de�namos
u, v tales que

ξ(x, t) = u(x, t) + iv(x, t) . (3.41)Entones estas dos funiones reales veri�an:
−~ v̇ = − ~2

2m

∂2u

∂x2
+ 2µ u+ VL φ cos(qx− ωt)

~ u̇ = − ~
2

2m

∂2v

∂x2
(3.42)



3.2 Espetrosopía del ondensado 37La ondiión iniial del problema es ξ(x, 0) = 0. Entones lo que debemoshaer es busar una soluión partiular, todas las soluiones del homogéneo,sumarlas, y �nalmente �jar los oe�ientes de manera tal que ξ(x, 0) = 0. Esfáil ver que la soluión general del homogéneo es:






uh =
∑

k αk sin(Ωkt− kx+ θαk) + βk sin(Ωkt + kx+ θβk)

vh =
∑

k
αkΩk

Tk
cos(Ωkt− kx+ θαk) +

βkΩk

Tk
cos(Ωkt + kx+ θβk)

~
2Ω2

k = T 2
k + 2µTk Tk = ~2k2

2m

(3.43)También es trivial enontrar una soluión partiular, omo por ejemplo:






up = A cos(qx− ωt) A = φVLTq

~2(ω2−Ω2
q)

vp = B sin(qx− ωt) B = φVLω
~(ω2−Ω2

q)

(3.44)Imponiendo la ondiión iniial se obtiene θαq = θβq = π/2, αq =

−1
2
A
(

1 + ω
Ωq

) y βq = 1
2
A
(

ω
Ωq

− 1
). Los oe�ientes on k 6= q se anulan.Entones, usando estos resultados en la euaión para el impulso transferido(3.37):

〈Ṗ〉laser = VL

∫

q sin(qx− ωt) 2φ u(x, t) dx , (3.45)que on la fórmula explíita de u nos ondue a
〈Ṗ〉laser = 2qVLφαq

∫

sin(Ωqt− qx+ π/2) sin(qx− ωt) dx =

= −qVLφαq [Volumen] sin ((Ωq − ω)t) . (3.46)Usando el valor αq obtenemos
〈Ṗ〉laser = −1

2
N V 2

L q
Tq
~Ωq

[
sin ((Ωq − ω)t)

~(Ωq − ω)

]

. (3.47)Claramente vemos que el impulso se transmite de manera resonante uando
ω = Ωq, es deir uando los parámetros que de�nen al potenial del láser q y
ω satisfaen la relaión de dispersión para las exitaiones oletivas del gas

~ω =
√

T 2
q + 2µTq . (3.48)



38 Condensados en 1D e interaión on super�ies periódiasEste es el punto lave de la espetrosopía. El tiempo de apliaión del pulsoláser t determina la inversa del anho en freuenia, es deir el límite de resolu-ión del método. En el aso de interés que busamos analizar es más omplejoque este ejemplo, ya que el ondensado iniialmente no es homogéneo sino queestá sometido a un potenial de la forma:
m

2
ω2
xx

2 + UL(x, z0) , (3.49)donde el potenial parabólio on�nante varía lentamente respeto de la esalatípia λ de variaión del potenial periódio pequeño UL. Si bien la tasa deimpulso transferida ha sido estudiada en el aso de un potenial armónio[BDPSZ01, ToDa03℄ o, por otro lado, para un potenial periódio [MKPS03℄,aquí estamos en una situaión diferente ya que busamos alular el efetoombinado de ambos términos bajo las restriiones antes indiadas. En el asomás general es onveniente esribir la tasa de impulso transferida al ondensado(debido al láser) en la forma [PitStr03℄
〈Ṗ〉laser = 2 q V 2

L

∫

S(q, ω′)
sin ((ω − ω′)t)

ω − ω′
dω′ , (3.50)donde S(q, ω) es el denominado fator de estrutura dinámio del ondensado[PitStr03℄, el ual está relaionado on la respuesta del mismo a una pertur-baión externa y se de�ne de manera general omo

S(q, ω) =
1

Q

∑

m,n

e−βEm |〈n| T (q) |m〉|2 δ(~ω − ~ωnm) , (3.51)donde Q es la funión de partiión, β = 1/kBT on kB la onstante de Boltz-mann y T la temperatura, T (q) un operador arbitrario, indexado por q, queatúa sobre los estados |n〉 del sistema y ~ωnm = En − Em es la diferenia deenergía entre los estados. En el ejemplo explíito que hemos presentado an-teriormente, en el ual un ondensado uniforme débilmente interatuante y atemperatura ero es afetado por el láser según (3.36), el operador T (q) toma laforma T (q) = ρ†q donde ρq es la transformada de Fourier del operador densidad



3.2 Espetrosopía del ondensado 39(q 6= 0). Usando la de�niión (3.51) se puede demostrar que [PitStr03℄
S(q, ω) = N

~2q2

2mEB(q)
δ(~ω −EB(q)) , (3.52)lo ual nos lleva nuevamente a (3.47). El fator de estrutura dinámio paralos ondensados de gases ultrafríos ha sido extensamente estudiado y exis-ten resultados que permiten su álulo aproximado en iertos asos límite[ZPSKS00, PitStr03℄. En partiular, si la densidad media de los átomos varíalentamente es posible alular el fator de estrutura a través de la aproxima-ión de densidad loal [ZPSKS00, PitStr03℄. Ahora bien, dado que en nuestroaso de interés tenemos un espetro loal, que será el de un ondensado enun potenial periódio UL alulado previamente, y la densidad media asoia-da a ése espetro loal varía lentamente debido al potenial parabólio on�-nante mω2

xx
2/2, podemos utilizar diha aproximaión de densidad loal parael álulo del fator de estrutura. El mismo entones es obtenido en la forma[ZPSKS00℄
S(q, ω) ∝

∫

nTF(x)
N~2q2

2mE(x, q)
δ(~ω − E(x, q)) dx , (3.53)donde el espetro E(x, q) depende de la densidad loal, que en nuestro asopuede alularse utilizando la aproximaión de Thomas-Fermi a través delper�l parabólio invertido: nTF(x) = [1 − (2x/l)2], aquí l/2 = LTF representala longitud de Thomas-Fermi omo la hemos alulado en la euaión (2.22)del apítulo 2. Realizando la integral (3.53) se obtiene que

S±(q, ω) ∝
∣
∣
∣
∣

∂E±(x, q)

∂x

∣
∣
∣
x∗

∣
∣
∣
∣

−1

, (3.54)donde ada rama S±(q, ω) está asoiada on una rama del espetro de energía
~ω = E±(x∗, q) alulado en presenia del potenial periódio. Esta últimaeuaión determina implíitamente x∗ = x∗(ω) que debe usarse en (3.54) juntoon la versión loal del espetro que hemos alulado para el aso de un on-densado en presenia de un potenial periódio, el ual en la posiión del gap



40 Condensados en 1D e interaión on super�ies periódiastiene la forma
E±(x, q) = E(0)(x, q)± Tq

2E(0)(x, q)
UL,kc,

E(0)(x, q) =

√
√
√
√T 2

q + 2Tqµ

[

1−
(
2x

l

)2
]

. (3.55)El resultado, que fue evaluado numériamente, es una funión S±(q, ω) queresulta divergente uando ~ω = E±(0, q) (ver Figura 3.6 para el aso par-tiular de la próxima seión), es deir que S ree inde�nidamente uandolos parámetros q y ω asoiados al láser veri�an la relaión de dispersión delondensado bajo la aión del potenial periódio (utilizando la densidad me-dia en el origen de oordendas x = 0, donde se tiene el mínimo del potenialparabólio).Para tiempos grandes (omparados on ~/E
(0)
q donde E(0)

q es la energía típia)la tasa de impulso transferido debido al láser resulta proporional al fatorde estrutura dinámio, ya que bajo esta ondiión es posible demostrar quelas otras variaiones del impulso total del gas, debidas a la trampa parabóliay el potenial periódio débil, resultan despreiables [MoDaCa10, BlBaGa02℄.Por lo tanto, dada la respuesta resonante del sistema uando los parámetrosdel láser veri�an la relaión de dispersión del gas, es posible obtener por estemedio el espetro del mismo y on ello el valor de los oe�ientes de Fourier delpotenial. En la siguiente seión utilizaremos los resultados de las seionesanteriores para analizar el aso espeí�o de una super�ie perfetamente re-�etora.3.3. Efeto Casimir-Polder lateral en el gas 1DEn esta seión utilizaremos todo lo anterior en el aso aso onreto deun ondensado en la proximidad de una super�ie ondutora orrugada. Su-pongamos entones que un ondensado de átomos de 87Rb elongado omo el



3.3 Efeto Casimir-Polder lateral en el gas 1D 41que se muestra en la Figura (3.5) se enuentra en la proximidad de una su-per�ie on un per�l orrugado uniaxial. Para estimar el orden de magnituddel efeto nos onentraremos en un sólo armónio, pero el análisis puede ex-tenderse fáilmente en el aso más general [MoDaCa10℄. Para estimar el orden
k1, ω1

q, ω

k2, ω2

l

z0

x̂ŷ

ẑ

λ

h

2σ

Figura 3.5: Esquema propuesto para la mediión de efeto Casimir-Polderlateral a través de espetrosopía del espetro de exitaiones modi�ado.de magnitud del gap generado por la interaión de Casimir-Polder tendremosque poder evaluar el oe�iente de Fourier UL,kc de la euaión (3.24). Paraello utilizaremos el resultado a primer orden en el per�l de orrugaión h[DPRL08, DJPA08℄ que nos permitirá alular explíitamente el valor de ULuando:
h(x) =

∑

j

hj cos(jkcx) , (3.56)donde hj son los oe�ientes de Fourier del per�l de alturas y λ = 2π/kc es laperiodiidad. El resultado es
U

(1)
L (x, z0) = −3~cα(0)

8π2ǫ0z5

∞∑

j=0

hj cos(jkcx)g
(1)(jkc, z0) , (3.57)que ontiene una funión repuesta g(1)(jkc, z0) para ada modo de Fourier.Como es de esperar g(1) → 0 uando z0/λ→ ∞. Más explíitamente la funión



42 Condensados en 1D e interaión on super�ies periódiasrespuesta se puede alular en el aso de un ondutor perfeto omo:
g
(1)
perf(k, z) = e−Z (1 + Z + 16Z2/45 + Z3/45), (3.58)on Z = kz y α(0)/ǫ0 = 47,3× 10−30m3 la polarizabilidad estátia para 87Rb.Notar que, en el aso ideal, esta funión sólo depende de la variable adimen-sional Z = kz.Supondremos entones la situaión típia en que un ondensado de N = 104átomos se enuentra a una distania z0 = 3µm de una super�ie orrugadauni-axial on longitud de onda λ = 2π/kc = 9,75µm y amplitud de orru-gaión h = 1µm. onsideraremos que los átomos se enuentran atrapados poruna trampa parabólia anisotrópia on ωx = 2π×0,83 Hz y ω = 2π×2,7kHz.Para estos valores se enuentra que σ = 0,2µm. Además, el potenial químio

µ y la longitud de Thomas-Fermi LTF = l/2 quedan determinados por:
N =

∫

φ2
0,TF(x) dx (3.59)y

µ =
1

2
mω2

x(l/2)
2 , (3.60)donde φ0,TF es la soluión de Thomas-Fermi para el estado base del problema

1D (es fáil omprobar que para los parámetros propuestos aquí diha aproxi-maión es válida). Como hemos notado en la euaión (2.22) del apítulo 2, deestas dos euaiones es fáil ver que
l/2 = (3gefN/2mω

2
x)

1/3 (3.61)y
µ = (mω2

x/8)
1/3(3gefN/2)

2/3 , (3.62)que para el aso partiular propuesto nos da l/2 = 408µm y µ = ~3,1kHz.Para estos valores se veri�a (3.19), por lo que estamos en ondiiones deapliar la aproximaión en que la dinámia radial está ongelada. Finalmenteel valor de la energía inétia en el gap es Tq=kc/2 = ~38Hz y la energía típia



3.3 Efeto Casimir-Polder lateral en el gas 1D 43de las exitaiones oletivas EB(q) = E
(0)
q = ~485Hz. En estas ondiionesel impulso transferido al gas en funión de q y ω alulado a partir de laseuaiones (3.54) y (3.55) será omo el que se muestra en la Figura (3.6).Con estos valores puede verse que el oe�iente de Fourier para el aso de

q
kc/2

S−(q, ω)

ω (Hz)

S(q, ω)

S+(q, ω)

(a.u.)

∆ω

Figura 3.6: Fator de estrutura dinámio (proporional al impulso trans-ferido al gas) en funión de q y ω para los parámetros propuestos.ondutor perfeto es U (1)
3µm,kc

= ~ 1,4Hz y el fator de supresión asoiadoa éste F (kc/2) = 0,08. Con ello vemos que en este esenario deberían depoder detetarse variaiones de ~0,1Hz entradas en E
(0)
q = ~485Hz pararevelar un efeto del término lateral de la interaión de Casimir-Polder entrela super�ie y los átomos. Si bien este tipo de on�guraiones son posiblesde implementar, aún no existen datos reportados de espetrosopía on esaresoluión en freuenia. Otro esenario posible es onsiderar distanias ala pared más pequeñas. Esaleando los parámetros anteriores al rango enque z0 = 0,7µm, λc = 4µm, y h = 100nm, se enuentra que el gap es de

~50Hz y está entrado en una energía de E = ~1,2kHz. Si bien la resoluiónespetrosópia que se neesita en estas ondiiones ya ha sido alanzada en



44 Condensados en 1D e interaión on super�ies periódiaslos experimentos [SOKD02, SKODTD03℄, la distania mínima a la que unondensado puede aerarse a una super�ie en experimentos llevados a abohasta el momento es de 2µm [Modu09℄. Vemos que aún el rango neesariopara revelar los efetos del potenial de Casimir-Polder lateral no ha sidoalanzado por los experimentos, no obstante reemos que ésta propuesta, laual explota la oherenia del sistema para apturar el efeto de la inteaiónon la super�ie, podría superar las limitaiones de otros métodos que hansido diseñados para la mediión de la omponente normal [HOMGC05℄ y quepara la geometría propuesta aquí se enuentran a dos órdenes de magnitud dela sensibilidad neesaria en tal mediión [MoDaCa10℄.En este apítulo hemos onsiderado el gas unidimensional bajo la aproxi-maión de interaiones débiles y hemos araterizado su espetro en preseniade una super�ie periódia. Hemos demostrado que el espetro de exitaionespresenta una diferenia ualitativa en éste aso y también hemos araterizadoposibles esenarios para la mediión del efeto. A diferenia de otros métodosen los que se utiliza al ondensado omo un sensor lásio aquí se explota laoherenia del mismo para obtener el valor del oe�iente de Fourier del tér-mino lateral de la interaión a partir del espetro.En el próximo apítulo onsideraremos a un gas unidimensional en el límite deinteraiones fuertes y veremos que el prinipal observable de los experimentosno sufre ambios ualitativos frente a perturbaiones en el potenial externo.Finalmente abe notar que lo diho aquí se extiende a una super�ie periódiagenéria repitiendo lo que hemos heho para ada armónio. Sin embargo, enel aso de una super�ie arbitraria, es deir on una transformada de Fourierontinua, el análisis deja de valer. Por lo tanto éste aso tendrá que enararsede una forma ompletamente diferente a la de éste apítulo. Retomaremos estadisusión en el apítulo 5, donde abordaremos el problema de loalizaión engases ultrafríos.



Capítulo 4Distribuión de impulsos en ellímite Tonks-Girardeau
En el presente apítulo estudiaremos en detalle el aso de un gas unidi-mensional on interaiones fuertes. Como hemos indiado en la introduiónel modelo que busamos estudiar es el de N bosones interatuantes en 1D onhamiltoniano:

H =
N∑

i=1

(

− ~2

2m

∂2

∂x2i
+ Vext(xi)

)

+
λ

2

∑

i 6=j

δ(xi − xj) . (4.1)El límite de interaiones fuertes se impone bajo la ondiión λ→ ∞. En parti-ular nos onentraremos en estudiar la distribuión de impulsos del gas omoobservable de interés. Si bien disponemos de la euaión (2.36) para esribir demanera explíita ada autofunión del problema, las propiedades no loales nose derivan fáilmente de ésta [Girard60℄. Algunos trabajos posteriores al aportede Girardeau busaron desribir la poblaión de estados de impulso pequeñopara diluidar el efeto de las interaiones sobre el fenómeno de ondensaiónque se da en el problema no interatuante [Shulz63, Lenard64℄. Sólo dos dé-adas después se reportaron nuevos resultados analítios busando araterizarel omportamiento asintótio de la distribuión de impulsos [VaiTra79℄. Sin



46 Distribuión de impulsos en el límite Tonks-Girardeauembargo, éste problema sólo tuvo interés omo un modelo teório hasta quelos rápidos avanes logrados a partir de los primeros experimentos exitosos enondensados de Bose-Einstein permitieron dar un maro fatible para la reali-zaión de un gas unidimensional on interaiones fuertes en el laboratorio[Olshan98℄. Ésta propuesta fue exitosa y 2004 se reportaron los dos primerosexperimentos en los que se logró alanzar el límite de interaiones fuertes enun gas unidimensional [PWMMFC04, KiWeWe04℄. La inminente posibilidadde aeder experimentalmente a tal sistema despertó nuevamente el interéssobre el problema planteado por Girardeau y existieron nuevos intentos dearaterizar la distribuión de impulsos del gas, esta vez teniendo en uenta elpotenial on�nante Vext dependiente de la posiión neesario para atrapar elgas [LaGiWr02, MiViTo02, FFGW03, RigMur04, RigMur05℄. En todos estostrabajos se enontró que la distribuión de impulsos del gas, on�nado poruna trampa parabólia y en el límite de impulsos grandes, presenta una ley dedeaimiento asintótia de la forma
n(k) ∝ k−4 k → ∞ , (4.2)que oinide on la observada en el aso de un potenial onstante [VaiTra79℄.Es más, simulaiones numérias [RigMur04, RigMur05℄ son ompatibles on(4.2) para algunos otros poteniales on�nantes. En éste apítulo mostraremosque estas observaiones son onseuenia de que tal ley de potenias es válidapara todo potenial Vext (lo su�ientemente suave), es deir que la distorsión enla distribuión de impulsos asintótia se debe enteramente a las interaionesentre las partíulas y es robusta frente a ambios en el potenial on�nante.En las siguientes seiones enontraremos una expresión para la matriz den-sidad reduida que luego utilizaremos para derivar una aproximaión válidapara desribir las propiedades del gas en esalas pequeñas. Apliaremos dihaaproximaión a un aso partiular para veri�ar la onsistenia del esquemaomparándolo on soluiones exatas. Finalmente utilizaremos ésto para ex-plorar el omportamiento asintótio de la distribuión de impulsos y demostrarla ley de deaimiento (4.2) en el aso general.



4.1 Matriz densidad reduida 474.1. Matriz densidad reduidaEl objeto que busaremos estudiar es la matriz densidad reduida:
n(x, y) = 〈ψ̂†(x)ψ̂(y)〉 . (4.3)Por medio de éste objeto podemos alular los números de oupaión enualquier base de estados de una partíula {χi}i≥1 (notar que éstos estadosno neesariamente orresponden a autoestados del hamiltoniano). Es fáil verque los números de oupaión n(k) en ésta base son [Ballen98℄:

n(k) = 〈n̂k〉 =
∫

χ∗
k(x) n(x, y) χk(y) dxdy , (4.4)donde n̂k es el operador de número asoiado al k−ésimo estado de una partíu-la. De más está deir que la base disreta {χi}i≥1 puede ser reemplazada poruna base ontinua (omo por ejemplo autoestados de la posiión) si así se lodesea.A ontinuaión busaremos utilizar la soluión esrita en términos de funionesde onda omo hemos visto en el apítulo 2, por lo que será más onvenientetraduir la euaión (4.3) de segunda uanti�aión al lenguaje de funionesde onda. Es fáil expandir el valor de espetaión 〈ψ̂†(x)ψ̂(y)〉 en una basede autoestados de la posiión para ver que n(x, y) también se puede alularomo:

n(x, y) = N

∫

ψ∗(x, x2, . . . , xN )ψ(y, x2, . . . , xN) dx2, . . . , dxN ,donde la funión de onda ψ del sistema de N partíulas está normalizada a launidad.Consideremos entones la soluion (2.36) para un autoestado del problema de
N bosones (4.1)

ψ(x1, . . . , xN) =
1√
N !

A(x1, . . . , xN) det [φαi
(xj)] ,



48 Distribuión de impulsos en el límite Tonks-Girardeauaquí las autofuniones {φαi
}Ni=1 pueden ser ualesquiera autofuniones del pro-blema de una partíula (2.31)

Ei φi(x) = − ~2

2m

d2φi

dx2
+ Vext(x)φi(x) . (4.5)Para haer más ompata la notaión, a partir de éste punto, ambiaremos larotulaión de los estados esribiendo i para el índie αi, es deir que denotare-mos diretamente al onjunto {φαi

}Ni=1 por {φi}Ni=1. Entones debe reordarseque a ontinuaión {φi}Ni=1 signi�ará un onjunto ualquiera de N autofun-iones diferentes de (2.31) y no el onjunto de las primeras N autofunionesordenadas por su energía. Con ésto, la matriz densidad reduida puede es-ribirse omo
n(x, y) =

1

(N − 1)!

∫

sgn(x− x2) . . . sgn(x− xN ) sgn(y − x2) . . .

× sgn(y − xN)

(
∑

σ∈SN

Sgn(σ)φσ(1)(x)φσ(2)(x2) . . . φσ(N)(xN )

)

×
(
∑

λ∈SN

Sgn(λ)φλ(1)(y)φλ(2)(x2) . . . φσ(N)(xN )

)

× dx2, . . . , dxN , (4.6)donde Sgn(σ) denota el signo de la permutaión σ ∈ SN . Asumiendo que y ≥ xes fáil ver que
n(x, y) =

1

(N − 1)!

∑

σ,λ∈SN

φσ(1)(x)φλ(1)(y)Sgn(σ)Sgn(λ)

×
N∏

j=2

(

δσ(j),λ(j) − 2

∫ y

x

φσ(j)(z)φλ(j)(z) dz

)

, (4.7)donde δl,s es la delta de Kroneker. Si ahora busamos remover la ondiión
y ≥ x, repetimos el mismo álulo, lo que nos llevará a un resultado análogo.



4.1 Matriz densidad reduida 49El aso general se puede esribir omo:
n(x, y) =

1

(N − 1)!

∑

σ,λ∈SN

φσ(1)(x)φλ(1)(y)Sgn(σ)Sgn(λ)

×
N∏

j=2

(

δσ(j),λ(j) − 2[Θ(y − x)−Θ(x− y)]

×
∫ y

x

φσ(j)(z)φλ(j)(z) dz
)

. (4.8)La euaión (4.8) es el resultado prinipal de esta seión y nos permite al-ular de manera exata la matriz densidad reduida del problema bosóniointeratuante una vez espei�adas las funiones de onda φi para el problemade una partíula. Es interesante en éste punto omparar la diferenia de lamatriz densidad reduida (4.8) on la que obtendríamos para el aso del pro-blema de fermiones no interatuantes nF (x, y). Proediendo omo en el asobosónio es fáil ver que la matriz densidad reduida para el sistema de Nfermiones no interatuantes es:
nF (x, y) =

1

(N − 1)!

∑

σ,λ∈SN

φσ(1)(x)φλ(1)(y)Sgn(σ)Sgn(λ)

N∏

j=2

δσ(j),λ(j) ,(4.9)Esta euaión es similar a (4.8) pero no ontine el término de prefator [Θ(y−
x)−Θ(x− y)] en la produtoria. Éste último será entones el que generará laorreión bosónia respeto de la matriz densidad para el aso fermiónio. Sise onsideran las propiedades loales de ambos sistemas, tomando x = y en(4.8) y en (4.9), ambas matries densidad oiniden, sin embargo para x 6= y sepresenta la diferenia antes señalada, que será fundamental omo mostraremosa ontinuaión.La euaión (4.9) puede reduirse aún más:

nF (x, y) =
1

(N − 1)!

∑

σ∈SN

φσ(1)(x)φσ(1)(y) , (4.10)y por lo tanto
nF (x, y) =

N∑

i=1

φi(x)φi(y) . (4.11)



50 Distribuión de impulsos en el límite Tonks-GirardeauEs interesante utilizar las euaiones (4.11) y (4.8) para omparar los númerosde oupaión de los estados de una partíula asoiados a ambos sistemas.Pongamos entones por ejemplo el aso de un sistema de N = 5 bosonesfuertemente interatuantes y 5 fermiones no interatuantes on�nados en unaaja de longitud L = 1. Supongamos que ambos sistemas se enuentran en elestado fundamental. En el álulo de los números de oupaión utilizaremosomo base
{√

2 sin (πkx)
}

k≥1
, (4.12)que es una base de autoestados del hamiltoniano de una partíula. El índie

k da una medida del impulso lineal de las partíulas. Para hallar los númerosde oupaión en esta base utilizaremos la euaión (4.4). El álulo en el asofermiónio es trivial, mientras que para el sistema bosónio resulta omplejohallar un resultado analítio ompato. Debido a ésto el álulo exato seompletó numériamente. En la Figura (4.1) se muestra el resultado de ambosálulos. El aso fermiónio, omo es de esperar, presenta un esalón ubiadoen el nivel de Fermi. En el aso bosónio en ambio el estado de menor energíapara el problema de una partíula es el que se enuentra más poblado, omo esde esperar para el estado fundamental de un sistema de bosones. Sin embargo,en éste último aso, todos los estados on k 6= 0 tienen una poblaión no nuladebido a las interaiones. Naturalmente la poblaión de los estados dependede la forma espeí�a que adopte el potenial on�nante Vext, no obstante,omo mostraremos en las siguientes seiones siempre se tendrá una ley dedeaimiento asintótia de la forma n(k) ∝ 1/k4 si k indexa los autoestados delmomento.4.2. Aproximaión para impulsos grandesLa omparaión de las euaiones (4.8) y (4.9) sugiere que, para el asode impulsos grandes o lo que es equivalente para distanias ortas, la orre-ión bosónia a la poblaión de los estados podría alularse sólo teniendo
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Figura 4.1: Números de oupaión n(k) para la base de autoestados deuna partíula {√2 sin (πkx)
}

k≥1
, en el estado fundamental de un sistemade N = 5 fermiones (uadrados rojos) no interatuantes y N = 5 bosones(puntos negros) fuertemente interatuantes. Las poligonales sólo se exhibenpor laridad, n(k) es una funión on dominio N.en uenta al orden más bajo posible los términos orretivos de la forma:

−2[Θ(y−x)−Θ(x− y)]
∫ y

x
φσ(j)(z)φλ(j)(z) dz. Esto resulta evidente del hehode que las esalas pequeñas se harán importantes uando |x− y| sea pequeño,y justamente en éste aso, siendo el integrando regular, resultará que el fator

−2[Θ(y−x)−Θ(x− y)]
∫ y

x
φσ(j)(z)φλ(j)(z) dz está aotado por un número delorden de la longitud del intervalo |x − y|. Éste razonamiento heurístio, quejusti�aremos en detalle en la próxima seión, nos onduirá a una expresión



52 Distribuión de impulsos en el límite Tonks-Girardeauaproximada para la matriz densidad reduida que será válida para desribirlas propiedades de ésta antidad en esalas pequeñas.Por lo tanto, onsideraremos omo punto de partida la euaión (4.8) y ex-pandimos el produto quedándonos sólo on los términos al orden más bajo en
∫ y

x
. Luego de un poo de álgebra se enuentra que la forma aproximada parala matriz densidad reduida nep es:
nep(x, y) =

N∑

i=1

φi(x)φi(y) + [Θ(y − x)−Θ(x− y)] N (x, y) , (4.13)donde la funión N (x, y) es:
N (x, y) = − 2

∑

i,j

∫ y

x

φi(x)φi(y)φj(z)φj(z)dz

+ 2
∑

i,j

∫ y

x

φi(x)φj(y)φi(z)φj(z)dz . (4.14)Obviamente el primer término de la euaión (4.13) es nF (x, y), mientras queel segundo da la primer ontribuión no trivial. Además N (x, y) es una fun-ión suave muy simple de alular dado que la suma en (4.14) ya no ontienepermutaiones, por lo que ésta euaión presenta grandes ventajas a la hora dealular las propiedades en esalas pequeñas. Cabe notar que en [PezBul07℄ sededue una euaión equivalente pero en forma matriial, sin embargo allí nose demuestra la validez de la misma en el régimen de impulsos grandes, hehoque, omo veremos, no es trivial. Otro punto que requiere mayor de�niión esuál es la esala típia de transiión que nos permite deir que las esalas espa-iales son pequeñas. Es fáil identi�ar a tal esala omo la esala más pequeñaque esté presente en el onjunto de las autofuniones {φi}Ni=1 (nuevamente ésterazonamiento heurístio será justi�ado en detalle más adelante). Entones,por ejemplo, si el potenial es suave la esala más pequeña quedará determina-da por la antidad de nodos de la autofunión (reordar que estamos en 1D),es deir, por el nivel de energía. Analiemos entones nuevamente el ejemplodel sistema de bosones fuertemente interatuantes en una aja de longitud



4.2 Aproximaión para impulsos grandes 53
L = 1. Si onsideramos el estado fundamental de éste sistema interatuantetendremos que tomar las primeras N autofuniones del onjunto (4.12) y, porlo tanto, la esala de transiión haia el régimen asintótio será justamente N ,ya que la N−ésima autofunión tendrá N nodos. A �n de omparar nep onla soluión exata alularemos los números de oupaión en la base (4.12)para k ≫ N utilizando la expresión (4.13). Para ésto tenemos que proyetarla euaión (4.13) según (4.4). Éste álulo sólo involura la integraión deprodutos de funiones trigonométrias y puede ser realizado analítiamentepara N arbitrario. El resultado es

n(k) =
4

π2

N∑

i,j=1, i 6=j

2k2i2 − k2j2 − i2j2

(k2 − i2)2(k2 − j2)
k ≫ N . (4.15)Ésta relaión se gra�a en la Figura (4.2) junto on el álulo exato según laeuaión (4.8). Vemos que ambos están en perfeto auerdo uando k ≫ N ,omo habíamos antiipado. Es más, éste aso partiular que estamos exhibien-do aquí a modo de ejemplo ha sido estudiado en [FFGW03℄ por medio deotras ténias, el resultado enontrado allí también oinide on (4.15) luegode tomar el límite termodinámio N ≫ 1, en el que la expresión (4.15) tomala forma:

n(k) =
4

3π2

(
N

k

)4

k ≫ N . (4.16)Debe reordarse que, siendo que estamos onsiderando el estado fundamentaldel sistema y utilizando las autofuniones de la base (4.12), el nivel de Fermies kF = N .Finalmente notemos que del álulo explíito (4.15) se obtiene una distribuiónde impulsos que deae omo:
n(k) ∝ 1

k4
, (4.17)donde la primer orreión a la misma es de orden O(k−6). En la próxima se-ión veremos que (4.17) es válida para todo potenial que sea lo su�ientementesuave y disutiremos en mayor detalle la validez de (4.13).
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5Figura 4.2: Números de oupaión n(k) para la base de autoestados deuna partíula {√2 sin (πkx)
}

k≥1
en el estado fundamental de un sistema de

N = 5 bosones fuertemente interatuantes. Resultado exato (puntos llenosrojos) y álulo aproximado (puntos hueos negros) según euaión (4.15)que proviene de nuestra aproximaión (4.13) para desribir las propiedadesen esalas pequeñas. Las poligonales sólo se exhiben por laridad, n(k) esuna funión on dominio N.4.3. Comportamiento asintótio de n(k)En esta seión mostraremos que la ley de potenias (4.17) es general parapoteniales suaves. Nuestro punto de partida será la euaión (4.13)
nep(x, y) =

N∑

i=1

φi(x)φi(y) + [Θ(y − x)−Θ(x− y)] N (x, y) ,



4.3 Comportamiento asintótio de n(k) 55donde las funiones φi serán las autofuniones para un potenial on�nantearbitrario (y suave). Para realizar la integral (4.4) tomaremos una base deondas planas normalizadas en un segmento de longitud L:
χk =

eikx√
L

. (4.18)A �n de disutir ada ontribuión por separado de�nimos el término fermióni-o
nA(x, y) =

N∑

i=1

φi(x)φi(y)

nA(k) =

∫
e−ikx

√
L

nA(x, y)
eiky√
L
dxdy , (4.19)y la orreión bosónia

nB(x, y) = [Θ(y − x)−Θ(x− y)] N (x, y)

nB(k) =

∫
e−ikx

√
L

nB(x, y)
eiky√
L
dxdy . (4.20)Demostremos entones que el primer término, nA, no ontribuye apreiable-mente en el límite k → ∞ uando el potenial on�nante es suave. Esto es evi-dente en el aso en que las autofuniones del hamiltoniano sean ondas planas,es deir si el potenial on�nante es onstante, ya que al ser el primer términoel orrespondiente al sistema de fermiones no interatuantes la proyeión quedetermina la oupaión será nula si |k| > kmax, donde kmax = kF en el asode que se estudie el estado fundamental o será eventualmente mayor para unaautofunión genéria. Si el potenial no es plano esto no es trivial ya que laoupaión de estados de onda plana puede ser no nula para todo valor de k.Sin embargo, si el potenial on�nante Vext tiene todas sus derivadas ontinuashasta la α-ésima, donde fuere sólo ontinuo a trozos (denotemos esta propiedadpor Cα), puede demostrarse que las autofuniones que resuelven la euaióndiferenial (4.5) son Cα+2 [Wolans07℄. Teniendo en uenta que si una funiónreal f es de lase Cq su oe�iente de Fourier ∫ f(x) eikx dx deae omo 1/kq+1,



56 Distribuión de impulsos en el límite Tonks-Girardeaupodemos a�rmar que el primer término de (4.13) deae omo 1/k2(α+3). Porlo tanto, si el potenial on�nante es lo su�ientemente suave (por ejemplo unpotenial on un esalón en una región ualquiera orresponde a tener α = 0),la ontribuión del primer término nA(k) quedará aotada por
nA(k) ≤ 1

k6
. (4.21)Como veremos a ontinuaión la ontribuión del segundo término nB(k) siem-pre supera a ésta última. Para ello alulamos diha ontribuión a los númerosde oupaión uando k → ∞, es deir tenemos que alular la antidad

∫
e−ikx

√
L

[Θ(y − x)−Θ(x− y)]N (x, y)
eiky√
L
dxdy .Para realizar ésta integral ambiamos variables a X , r de�nidas por

x = X, y = X + r , (4.22)on lo que obtenemos
nB(k) =

1

L

∫

eikr N (X, r) [Θ(r)−Θ(−r)] dXdr , (4.23)es deir que la ontribuión del segundo término nB(k) a la distribuión deimpulsos n(k) es
nB(k) =

∫

eikr
(
1

L

∫

N (X, r)dX

)

[Θ(r)−Θ(−r)] dr . (4.24)Entones, laramente, surge de aquí que el deaimiento algebráio de la dis-tribuión de impulsos proviene de la singularidad del integrando en el entornode r = 0. Ésta singularidad a su vez se enuentra modulada por el ompor-tamiento de N era del origen. Luego, podremos obtener la ley de poteniasrealizando una expansión de N en un entorno de r = 0. Utilizando la de�niión



4.3 Comportamiento asintótio de n(k) 57(4.14) y luego de un poo de álgebra se puede veri�ar que N (X, r) satisfae:
N (X, 0) = 0

∂N
∂r

(X, 0) = 0

∂2N
∂r2

(X, 0) = 0

∂3N
∂r3

(X, 0) 6= 0 , (4.25)que surje omo onseuenia de las simetrías de ésta funión. Teniendo enuenta las ondiiones (4.25) obtenemos que, al orden más bajo en r,
nB(k) ∝

∫

eikrr3 [Θ(r)−Θ(−r)]dr

=
1

i3
∂3

∂k3

∫

eikr[Θ(r)−Θ(−r)]dr . (4.26)Por lo tanto, ésto muestra que nB(k) ontribuye a nep omo
nB(k) ∝ 1

k4
, (4.27)por lo ual, si el potenial on�nante es lo su�ientemente suave, tendremosque

n(k) ∝ 1

k4
. (4.28)Notar que del álulo se desprende que, para que sea orreto quedarnos on losprimeros términos de la serie de Taylor de N , el valor de r debe de ser menorque la esala más pequeña que aparezan en las autofuniones del problemade una partíula φi, que de�nen la autofunión del problema interatuante.Es deir que la inversa de ésta esala �ja el valor de k a partir del ual laaproximaión n(x, y) ≈ nep(x, y) omienza a valer.Debe notarse que aún debemos mostrar que la aproximaión (4.13) es vá-lida, más allá de nuestro razonamiento heurístio. Visto que el término nB



58 Distribuión de impulsos en el límite Tonks-Girardeauontribuye omo 1/k4, lo que deberíamos haer es veri�ar que los términosen (4.8) que estamos despreiando en nuestra versión aproximada (4.13) on-tribuyen en menos de ésta antidad. Es fáil ver que los únios términos quepodrían generar una ontribuión no trivial, es deir de orden r3, son solamenteaquellos on dos o tres integrales ∫ y

x
. Veamos entones que éstos términos noontribuyen apreiablemente. Primero debe notarse que todos los términosuyo prefator ontiene dos integrales son regulares ya que los fatores singu-lares se anelan ([Θ(y−x)−Θ(x−y)]2 = 1) y, por lo tanto, pueden despreiarseomo ya hemos argumentado en el aso de nA. Por otra parte, los términos enque apareen tres integrales son de la forma:

∑

σ,λ∈SN

φσ(1)(x)φλ(1)(y) [Θ(y − x)−Θ(x− y)]Sgn(σ)Sgn(λ) ×
(∫ y

x

φσ(a)(z)φλ(a)(z) dz

) (∫ y

x

φσ(b)(z)φλ(b)(z) dz

)

×
(∫ y

x

φσ(c)(z)φλ(c)(z) dz

) N∏

j=2,j 6=a,b,c

δσ(j),λ(j) , (4.29)donde el término ompleto de éste orden se obtiene sumando sobre todas laseleiones posibles de los índies a, b y c. Para una eleión ualquiera de ellos,la ontribuión al orden r3 se enuentra reemplazando las integrales por suaproximaión a primer orden en r, es deir que el prefator tiene la forma
∑

σ,λ∈SN

Sgn(σ)Sgn(λ)φσ(1)(X)φλ(1)(X)×

φσ(a)(X)φλ(a)(X)φσ(b)(X)φλ(b)(X)φσ(c)(X)φλ(c)(X) , (4.30)pero éste se anela idéntiamente al sumar sobre todas las permutaiones.Por lo tanto, sólo el término de primer orden en ∫ y

x
ontribuye a orden r3 ytodos los demás ontribuyen a órdenes superiores, generando así orreionesmenores a 1/k4 en la ley de deaimiento. Esto ompleta nuestro argumentopara garantizar la validez de (4.13).



4.3 Comportamiento asintótio de n(k) 59De ésta manera vemos que la distribuión de impulsos del gas en éste límiteestá dominada por las interaiones y su forma es robusta frente a variaionesen el potenial on�nante. Hemos demostrado que para poteniales suavessiempre se obtiene un deaimiento algebraio on exponente independientedel potenial, resultado que geraliza lo ya observado en asos partiulares[LaGiWr02, MiViTo02, FFGW03, RigMur04, RigMur05℄. Además, la expre-sión aproximada para la matriz densidad reduida (4.13) onverge rápidamentea su valor asintótio, omo puede verse de la omparaión on el aso exato(Figura 4.2).En onexión on el problema estudiado en el apítulo anterior, donde la pre-senia de una super�ie periódia induía un ambio ualitativo en el sistema,vemos que un sistema omo éste no sería adeuado para intentar detetar laspequeñas perturbaiones sobre el ondensado debido al potenial de Casimir-Polder lateral debido al rol dominante que juegan las interaiones.





Capítulo 5
Expansión del BEC en preseniade super�ies estoástias

La dinámia de una partíula uántia en presenia de un potenial aleato-rio débil posee araterístias que la distinguen notablemente de su análogolásio. En partiular aquí estudiaremos el fenómeno de loalizaión, en el quela envolvente de la funión de onda que desribe los estados de una partíuladeree de manera exponenial debido a la interaión on el potenial estoás-tio [LiGrPa88℄. Éste efeto puede entenderse teniendo en uenta las múltiplesre�exiones de una onda plana debido al potenial, dado que los ambios defase no serán todos idéntios, omo ourriría en un potenial periódio, y porlo tanto estos generarán una supresión en la probabilidad de propagaión de lapartíula uando el efeto de interferenia se aumule. Desde el primer trabajode P. W. Anderson [Ander58℄ en el que estableieron las primeras estimaiones(en iertos asos partiulares) de la magnitud del potenial aleatorio neesariopara la ausenia de transporte, se han realizado avanes signi�ativos en ésteampo [KraMaK93℄. En 3D la loalizaión sólamente se da para los estadoson una energía menor a un valor umbral, por lo que se habla de la existen-ia de un borde de mobilidad. Sin embargo, si tomamos por aso una grilla



62 Expansión del BEC en presenia de super�ies estoástiasunidimensional en la que el ruido está desorrelaionado entre los diferentessitios, todos los estados de ese sistema se enuentran exponenialmente loa-lizados, inluso en el límite de un potenial aleatorio débil [Ishii73℄ *. En ésteaso la esala espaial típia de deaimiento de la funión de onda, onoidaomo longitud de loalizaión, divergerá uando el potenial tienda a ero, sinembargo para ualquier valor �nito los autoestados del hamiltoniano estaránexponenialmente loalizados, lo ual se ontrapone al aso lásio en el que,para energías lo su�ientemente grandes, uno debería esperar sólo una pequeñaperturbaión en la propagaión.Desde el punto de vista experimental los sistemas de gases ultrafríos han abier-to la posibilidad para poner a prueba estos modelos [Modug10, SaPaLe10℄ onun ontrol sin preedentes sobre los parámetros que de�nen el sistema. Nosólo se ha logrado ontrolar el potenial desordenado presente [BJZBHL08℄,sino también, simultáneamente, eliminar las interaiones entre los átomos[RDEFFF08℄. De ésta forma, atualmente se tiene aeso no sólo al aso delproblema lineal de una partíula no interatuante en un potenial desorde-nado, sino que además se puede estudiar experimentalmente la omplejidadintroduida por la no linealidad en el sistema interatuante. Este último asopuede presentar maradas diferenias: de heho, si las interaiones repulsi-vas son lo su�ientemente intensas, el efeto de loalizaión puede perderse[PikShe08, GarShe09℄.En este apítulo estudiaremos la dinámia de un ondensado de Bose-Einsteinexpandiéndose en presenia de una super�ie on un per�l rugoso estoásti-o, lo ual es de interés prátio omo una posible on�guraión en la que seponga de mani�esto la interaión de Casimir-Polder lateral en una geometríano trivial. El efeto de la super�ie estoástia será induir un potenial, tam-bién aleatorio, sobre el ondensado y por lo tanto a partir de la dinámia delmismo se podrá obtener informaión sobre la interaión átomo-super�ie. En*No obstante, en el aso en que existen orrelaiones entre los sitios de la grilla seránposibles también estados extendidos [IzrKro99℄



5.1 Formulaión del problema 63éste ontexto nuestro aporte será araterizar el per�l de densidad asintótiode un ondensado que se expande en presenia de la super�ie. Considerare-mos tanto el aso perturbativo de distanias relativamente grandes, donde esposible avanzar sobre la soluión analítia, omo también en el aso no pertur-bativo, donde hemos implementado un método pseudo-espetral para resolvernumériamente la euaión de Gross-Pitaevskii en las on�guraiones de in-terés. De esta forma estableeremos un posible maro en el ual la interaiónde Casimir-Polder lateral debida a una super�ie on un per�l estoástio sepone de mani�esto.A �n de modelar el sistema utilizaremos la euaión de Gross-Pitaevskii efeti-va en 1D que ha sido disutida en el Capítulo 3. En la primer seión de�nire-mos on exatitud qué tipo de on�guraiones busaremos explorar y quéparámetros son los relevantes en este problema. En las siguientes seionesgeneralizaremos la soluión de un modelo perturbativo para la expansión delBEC [SPCLBS07, SPCLBA08℄. Este modelo, que ya ha sido apliado a asossimilares, nos permitirá predeir de manera aproximada el omportamiento delsistema y estableer los valores típios en los uales se podría observar el efeto.Finalmente ompararemos el modelo perturbativo on la soluión numéria delas euaiones y además utilizaremos éstas últimas para explorar posibilidadesfuera del régimen perturbativo.5.1. Formulaión del problemaConsideraremos un ondensado unidimensional en el régimen de interaio-nes débiles, el ual se podrá desribir por una euaión de Gross-Pitaevskii efe-tiva en 1D omo hemos disutido detalladamente en el apítulo 3. Busaremosestudiar el per�l de densidad del mismo uando el ondensado se expande enpresenia de una super�ie estoástia omo la que se muestra en la Figura5.1. Si bien en esta disusión onsideraremos el aso en que existe simetría detraslaión en la direión ŷ, esta restriión no será importante uando el radio



64 Expansión del BEC en presenia de super�ies estoástiastípio del ondensado, σ, sea muho menor a la distania media a la super�ie,
z0 (ver Figura). Esto es así porque, omo se ha indiado anteriormente (verseión 3.3), existe una supresión exponenial de los modos que omponen ULproporional a e−2πz0/λi , donde λi es la longitud de onda del modo. Por lotanto, siendo que estamos onsiderando el aso σ ≪ z0 sólo será relevante unavariaión en la direión ŷ si la longitud de onda típia λi veri�a λi < σ, peroentones tendremos λi < σ ≪ z0, lo que nos die que las variaiones en esadireión se vuelven irrelevantes por estar exponenialmente suprimidas onun fator z0/λi ≫ 1.Más espeí�amente, busaremos alular el per�l de densidad n(x, t) uando

2σ

z0

ẑ

ŷ

2LTF

x̂Figura 5.1: Condensado de anho típio σ y longitud de Thomas-Fermi
LTF en la eranía de una super�ie estoástia.este se promedia sobre in�nitas realizaiones de la super�ie estoástia. De-notaremos los promedios sobre las variables aleatorias por 〈〈.〉〉, por lo tantonuestro objetivo será araterizar la funión 〈〈n(x, t)〉〉 y su relaión on los pa-rámetros que de�nen la super�ie. El resultado básio que busamos estableeres que, luego de la expansión del ondensado a través del potenial ruidoso,parte de los átomos permaneerán atrapados desarrollando un per�l de densi-dad estaionario. Diho per�l dependerá obviamente del potenial aleatorio yde esta forma la interaión del ondensado on la super�ie dejará una huellaen él. Naturalmente gran parte del análisis a ontinuaión no hará uso explí-ito de la situaión onreta que aabamos de desribir, sino que busaremos



5.2 Soluión perturbativa 65estableer el omportamiento de 〈〈n(x, t)〉〉 en el aso de un potenial aleatoriogenério, para luego espeializarlo en el de una super�ie.Para desribir la expansión del gas modelaremos el sistema a través de laeuaión de Gross-Pitaevskii:
i~
∂ϕ

∂t
(x, t) = − ~2

2m

∂2ϕ

∂x2
(x, t) + UL(x, z0)Θ(t)ϕ(x, t)

+
mω2

xx
2

2
Θ(−t)ϕ(x, t) + gef |ϕ(x, t)|2ϕ(x, t) , (5.1)notar que para t ≤ 0 el gas sólo se enuentra en presenia del potenial on-�nante mω2

xx
2/2, mientras que a partir de t = 0 la trampa parabólia axiales retirada y el sistema se expone a la presenia de la super�ie que generaun potenial UL(x, z0). Supondremos que para t ≤ 0 el sistema se enuentraen el estado fundamental por lo que, luego de apagar la trampa, el términoinétio y las interaiones repulsivas tenderán a expandir el gas. El potenialde Casimir-Polder lateral UL quedará determinado una vez que espei�quemosla estrutura de la super�ie. Esta última será modelada en la forma

h(x) =
Nmax∑

i=1

hi cos

(
2π

λi
x+ θi

)

, (5.2)donde Nmax será un parámetro �jo que representa la máxima antidad de ar-mónios que se tendrán en uenta en las simulaiones y los parámetros aleato-rios que de�nen dihos armónios serán hi, λi y θi. Posteriormente utilizaremosun modelo onreto a la hora de de�nir úales son las densidades de proba-bilidad de los parámetros hi y λi, sin embargo en lo que sigue siempre nosrestringiremos al aso en que θi ∈ [0, 2π] on densidad de probabilidad uni-forme, lo uál asegura la simetría de traslaión para los orreladores de lasuper�ie (y del potenial).5.2. Soluión perturbativaEn esta seión estudiaremos una soluión perturbativa al problema an-terior que nos permitirá identi�ar qué rol juega ada uno de los paráme-



66 Expansión del BEC en presenia de super�ies estoástiastros que de�nen el problema. Para ello resumiremos brevemente lo onoidopara el problema de la expansión de un ondensado en un potenial ruidoso[SPCLBS07, SPCLBA08℄ y luego generalizaremos ese análisis a nuestro asode interés.Para alular el per�l de densidad asintótio 〈〈n(x)〉〉 dividiremos la evoluióndel ondensado en dos etapas. Inmediatamente después de apagar la trampaparabólia las interaiones serán relativamente importantes debido a la altadensidad y, por lo tanto, en la etapa iniial de la expansión el potenial ruidoso
UL sólo será una pequeña perturbaión respeto del término repulsivo debidoa las interaiones, por lo que el primero podrá ser despreiado. Ésta primeraetapa, que diremos ourre en un intervalo (0, t∗), será válida en una esala detiempo típia del orden de t∗ > 1/ωx. A medida que el ondensado se expandala densidad va a disminuir, lo ual hará que las interaiones sean ada vezmenos importantes. Entones, para ωxt ≫ 1, el problema se volverá no inte-ratuante. Luego, en esta última etapa, se podrá alular la loalizaión delper�l de densidad utilizando los resultados onoidos para el problema de loa-lizaión de partíulas no interatuantes en 1D [LiGrPa88℄. Para enlazar ambasetapas de la expansión tendremos que alular la transformada de Fourier delestado ϕ luego de la expansión iniial (uando ωxt ≫ 1) y proyetarla sobrelos estados loalizados del problema no interatuante. Finalmente lograremosobtener una expresión para el per�l estaionario en términos de la ondiióniniial del problema y las propiedades del potenial aleatorio.A ontinuaión utilizamos este razonamiento, desarrollado parialmente tam-bién en [SPCLBA08℄, para alular 〈〈n(x)〉〉. Si bien este modelo unidimensio-nal tendrá sentido matemátiamente para estudiar el per�l de densidad inlusoen el aso |x| → ∞, debe notarse que si la densidad fuese extremadamente ba-ja, de forma que la distania entre los átomos d sea muho mayor al valor de lalongitud de reuperaión ξ, la aproximaión de ampo medio dejaría de valer.Sin embargo, en los asos partiulares que busaremos estudiar, los uales on-templarán además el tamaño �nito |x| = Lmax en que el sistema puede ser



5.2 Soluión perturbativa 67observado, la aproximaión de ampo medio será válida.5.2.1. Expansión del ondensado interatuanteConsideraremos entones primero la evoluión en el intervalo (0, t∗). Elestado iniial del ondensado se enuentra resolviendo la euaión de Gross-Pitaevskii independiente del tiempo
µϕ(x) = − ~

2

2m

d2ϕ(x)

dx2
+
mω2

xx
2

2
ϕ(x) + gef |ϕ(x)|2ϕ(x) . (5.3)Esto se puede haer bajo la aproximaión de Thomas-Fermi desripta en elapítulo 2, la ual nos da omo estado iniial

ϕ(x, 0) =

√
µ

gef

√

1−
(

x

LTF

)2

, (5.4)donde LTF =
√

2µ/mω2
x, y el potenial químio µ se obtiene de la ondiión denormalizaión µ = (mω2
x/8)

1/3(3gefN/2)
2/3. Como veremos en la última seiónde este apítulo, donde ompararemos el modelo on soluiones numériasexatas, la aproximaión anterior es válida en el rango de parámetros en el queestamos interesados. Cuando la aproximaión de Thomas-Fermi es válida, laevoluión se puede resolver de manera aproximada a través de una soluiónautosemejante de la euaión

i~
∂ϕ

∂t
(x, t) = − ~2

2m

∂2ϕ

∂x2
(x, t) + gef |ϕ(x, t)|2ϕ(x, t) . (5.5)Diha soluión tiene la forma [CasDum96℄**:

ϕ(x, t) =

(

ϕ(x/b(t), 0)
√

b(t)

)

eimx2 ḃ(t)/2~b(t) , (5.6)donde la funión b(t) satisfae
b̈(t) =

ω2
x

b2(t)
, b(0) = 1 , ḃ(0) = 0 . (5.7)**Soluiones semejantes en d > 1 se disuten en también en [SSCVL11℄



68 Expansión del BEC en presenia de super�ies estoástiasEs fáil integrar esta euaión para obtener b(t) de manera implíita. Dado queestamos interesados en la soluión a tiempos grandes ωxt ≫ 1, basta hallarla soluión asintótia, la ual resulta b(t) ≃
√
2ωxt. Esto entones nos dauna aproximaión para el estado del ondensado ϕ(x, t) una vez terminada laexpansión iniial debido a las interaiones repulsivas. Para tener los elementosneesarios en la próxima etapa de la evoluión de�niremos la transformada de

ϕ por:
ϕ̂(k, t) =

1√
2π

∫ ∞

−∞

ϕ(x, t) e−ikx dx . (5.8)Utilizando la soluión explíita (5.6) obtenemos
ϕ̂(k, t) =

1√
2π

∫ ∞

−∞

e−ikx ϕ(x/b, 0)√
b

ei
mḃ
2~b

x2

dx , (5.9)que, haiendo el ambio de variables x = bLTF ρ, nos lleva a
ϕ̂(k, t) =

LTF b
1/2

√
2π

∫ ∞

−∞

e−ikLTF bρ ϕ(LTF ρ, 0) e
i
mL2

TF
bḃ

2~
ρ2 dρ . (5.10)Si aquí tenemos en uenta la soluión (5.4) podemos trunar los límites deintegraión a

ϕ̂(k, t) =
LTF b

1/2

√
2π

∫ 1

−1

e−ikLTF bρ ϕ(LTF ρ, 0) e
i
mL2

TF
bḃ

2~
ρ2 dρ . (5.11)Esta integral es de la forma

∫ 1

−1

e−iq2ρ f(ρ) eiq1ρ
2

dρ = e
i
q22
4q1

∫ 1

−1

eiq1(ρ−q2/2q1)
2

f(ρ) dρ , (5.12)donde
q1 =

m

2~
bḃ L2

TF (5.13)y
q2 = kbLTF . (5.14)Es más, dado que ωxt≫ 1 tendremos que b ≈ √

2ωxt, on lo ual
q1 ≈

mωxL
2
TF

~
ωxt . (5.15)



5.2 Soluión perturbativa 69Pero, teniendo en uenta que bajo la aproximaión de Thomas-Fermi µ ≫
~2/2mL2

TF y además que µ = mω2
xL

2
TF/2, se obtiene mωxL

2
TF/~ ≫ 1 y, por lotanto, sólo debemos alular la integral (5.12) en el límite q1 ≫ 1. En diholímite tendremos una integral Gaussiana que se podrá alular aproximada-mente por el método de fase estaionaria omo

∫ 1

−1

e−iq2ρ f(ρ) eiq1ρ
2

dρ ≈
√

iπ

q1
e
i
q22
4q1 f(q2/2q1) Θ (1− |q2/2q1|) (q1 ≫ 1) ,(5.16)donde

q2
2q1

≈ k
~√

2mωxLTF

= k ξ . (5.17)Aquí hemos de�nido la longitud de reuperaión ξ por ξ = ~/
√
4mµ (notar queésta ontiene un fator 1/√2 adiional respeto de (2.26)). Cuando |q2/2q1| > 1la integral (5.12) no es estritamente nula, pero puede ser estimada haiendouna expansión en torno a ρ = ±1, enontrando que la misma está aotadapor |f ′(±1)|/q22 ≪ 1, y por lo tanto en lo que sigue podremos despreiar estapequeña ontribuión. Usando entones la identidad (5.16) tenemos que

ϕ̂(k, t) =

√

~√
2mωx

Θ (1− |kξ|) ϕ(LTF kξ, 0) e
iw(k,t) , (5.18)donde la funión w(k, t) es una fase irrelevante en lo que sigue. Finalmente, siusamos (5.4) para alular ϕ(LTF kξ, 0) es fáil ver que

ϕ̂(k, t) =

√

3Nξ

4
(1− k2ξ2) Θ(1− |kξ|) eiw(k,t) . (5.19)Notar entones que si bien (5.19) depende del tiempo a través de la fase w(k, t),la distribuión de impulsos |ϕ̂(k, t)|2 luego de la primer etapa de la expansiónse vuelve estaionaria

|ϕ̂(k, t)|2 = 3Nξ

4
(1− k2ξ2) Θ(1− |kξ|) , ωxt≫ 1 . (5.20)Este es el resultado que neesitaremos utilizar en la próxima seión.



70 Expansión del BEC en presenia de super�ies estoástias5.2.2. Expansión no interatuante en el potenial desor-denadoEn esta seión busaremos alular el per�l de densidad estaionario ypromediado sobre las realizaiones del ruido. Una vez que el ondensado seha expandido lo su�iente el término no lineal se volverá despreiable y porlo tanto el problema será aproximadamente no interatuante. Por lo tantobusaremos proyetar el estado alulado en la seión anterior en los autoes-tados del problema no interatuante que orresponde a esta nueva etapa de laexpansión. Para haer esto disutiremos brevemente primero las propiedadesde dihos estados. En el álulo a ontinuaión exhibiremos un método paraalular el exponente asoiado a la inversa de la longitud de loalizaión, sinembargo no obtendremos de manera explíita la ley de deaimiento exponen-ial que se observa en las simulaiones numérias, sino que el álulo sólo seráde utilidad para apturar una expresión analítia del mismo.Para ada realizaión del potenial los autoestados del problema no intera-tuante serán una soluión de
Eφk(x) = − ~2

2m

d2φk(x)

dx2
+ UL(x, z0)φk(x) , (5.21)donde el potenial aleatorio UL es una pequeña perturbaión. Para alularla forma en la que éstos deaen es onveniente introduir las variales ρk(x) y

θk(x) de�nidas por
φk(x) = ρk(x) sin(θk(x))

φ′
k(x) = kρk(x) cos(θk(x)) , (5.22)donde φ′

k(x) = dφk(x)/dx. Por lo tanto, el problema de autovalores (5.21) y laondiión
( ρk(x) sin(θk(x))
︸ ︷︷ ︸

φk(x)

)′ = kρk(x) cos(θk(x))
︸ ︷︷ ︸

φ′

k
(x)

, (5.23)



5.2 Soluión perturbativa 71nos dan el siguiente sistema de euaiones
kρk(x) cos(θk(x)) = ρ′k(x) sin(θk(x)) + ρk(x) θ

′
k(x) cos(θk(x))

kρk(x) sin(θk(x)) = −ρ′k(x) cos(θk(x)) + ρk(x) θ
′
k(x) sin(θk(x)) +

+
2mUL(x, z)

k
ρk(x) sin(θk(x)) . (5.24)Notar que de esta forma transformamos la euaión de segundo orden para φken dos euaiones de primer orden. Éstas pueden ser desaopladas fáilmente,multipliando por sin y cos y tomando la diferenia o multipliando por cos y

sin y tomando la suma, lo que nos lleva a
θ′k(x) = k − 2m

~2k
UL(x, z) sin

2(θk(x))

ρ′k(x)

ρk(x)
=

m

~2k
UL(x, z) sin(2θk(x)) . (5.25)La primer euaión sólo involura a la funión θk(x) mientras que, una vezresuelta ésta, la segunda se puede alular por integraión direta. En el asode un potenial débil podemos resolverlas de manera perturbativa. La soluiónde la primer euaión al orden más bajo no trivial es

θk(x) = θ0 + kx − 2m

~2k

∫ x

0

UL(s, z) sin
2(θ0 + ks) ds . (5.26)Por otro lado la soluión al orden más bajo para ρk es

ρk(x) = ρk(0) e
∫ x

0
m

~2k
UL(ξ,z) sin[2(θ0+ kξ)]dξ . (5.27)A partir de esta euaión podemos alular la envolvente del per�l asintótio de

〈〈|φk(x)|2〉〉 uando el ruido es gaussiano. Reordando que, a partir del teoremade Wik [Zinn02℄, para una variable gaussiana A se tiene que:
〈〈
eA
〉〉

= e〈〈A2〉〉/2 , (5.28)tenemos que
〈〈
ρ2k(x)

〉〉
= ρ2k(0) e

∫ x

0

∫ x

0
1
2 (

2m
~2k

)
2
〈〈UL(ξ,z)UL(ξ

′,z)〉〉 sin[2(θ0+ kξ)] sin[2(θ0+ kξ′)] dξdξ′ .(5.29)



72 Expansión del BEC en presenia de super�ies estoástiasCambiando variables a (ξ+ξ′)/2 y ξ−ξ′ es fáil ver que esta expresión, uando
x→ ∞, se omporta omo

〈〈
ρ2k(x)

〉〉
∝ e2γ(k) x , x→ ∞ , (5.30)donde el exponente γ(k) queda determinado por:

γ(k) =
m

4~2Ek

∫ ∞

−∞

C(x)Cos(2kx) dx =
m

4~2Ek

Ĉ(2k) , (5.31)aquí C(x) es la funión de dos puntos del potenial aleatorio
C(x) = C(|x|) = 〈〈UL(x

′, z0)UL(x+ x′, z0)〉〉 . (5.32)Para haer más ompata la notaión omitimos la dependenia de C(x) y
γ(k) on z0. En la euaión (5.30) se enuentra una envolvente on exponentepositivo uando x→ ∞ lo ual hae que el límite esté mal de�nido. El problemaradia en que la soluión de la euaión es una suma de una exponenialreiente y otra dereiente y, al no estar �jando aquí ninguna ondiión deontorno, sólo se obtiene la ontribuión de la omponente divergente uando
x → ∞. Sin embargo si onstruyéramos una soluión exata on amplitud�nita en un entorno de x = 0 e impusiéramos que la misma dereza uando
|x| → ∞ obtendríamos una envolvente de la forma ∝ e−2γ(k) |x| [LiGrPa88,SPCLBA08℄. La distania araterístia 1/2γ(k) es la longitud de loalizaióny omo muestra la fórmula (5.31) está determinada por la transformada dela funión de dos puntos del potenial estoástio. Dado que los estados noperturbados son ondas planas la ondiión de onsistenia para poder utilizarla expansión perturbativa en el potenial al orden más bajo resulta γ(k) ≪ k,de forma que la longitud de loalizaión típia de un modo sea muho mayora la longitud de onda araterístia.Sin embargo debe notarse que este formalismo solamente es de utilidad paraobtener una expresión analítia del exponente γ(k) y nada die del prefatorasoiado a las autofuniones promediadas. Es más, el arater exponenialenontrado ourre bajo la ondiión γ(k) ≥ ǫ > 0, ya que en el aso ontrario,



5.2 Soluión perturbativa 73donde no es posible tomar el límite γ(k)|x| → ∞, las desviaiones respeto deldeaimiento exponenial pueden ser importantes. En un álulo más omplejose puede demostrar que la forma del prefator y las desviaiones respetodel arater exponenial quedan inluídas en la fórmula integral [Gogoli76,GoMeRa76, Berezi74℄:
〈〈
|φk(x)|2

〉〉
=
π2γ(k)

2

∫ ∞

0

u Sinh(πu)

(
1 + u2

1 + Cosh(πu)

)2

e−2(1+u2)γ(k)|x| du .(5.33)Si volvemos al aso en que γ(k) 6= 0 y se onsidera el límite γ(k)|x| ≫ 1,podemos aproximar el integrando de la euaión anterior por:
u Sinh(πu)

(
1 + u2

1 + Cosh(πu)

)2

e−2u2γ(k)|x| ≈

≈ πu2

4
e−2u2γ(k)|x| , (5.34)on lo que se tiene fáilmente

〈〈
|φk(x)|2

〉〉
=
γ(k)π7/2

64
√
2

e−2γ(k)|x|

(γ(k)|x|)3/2 . (5.35)De aquí resulta laro que la primer orreión a la ley de deaimiento exponen-ial es algebraia. En lo que sigue utilizaremos el resultado (5.33) para estudiarel problema de la expansión.Conoido el omportamiento de las funiones de onda de una partíula pode-mos proeder para obtener la evoluión de 〈〈n(x, t)〉〉 a todo tiempo t > t∗.Para ello, para ada realizaión del potenial, obtenemos la evoluión ulteriordel sistema proyetando el estado según:
ϕ(x, t) =

∫ ∞

−∞

(φk, ϕ(x, t
∗))φk(x) e

−iEk(t−t∗) dk . (5.36)Luego, el per�l de densidad se podrá obtener a partir de
|ϕ(x, t)|2 =

∫ ∞

−∞

(φk, ϕ(x, t
∗)) (φk′, ϕ(x, t

∗))∗φk(x)φk′(x) e
−i(Ek−Ek′)(t−t∗) dk dk′ .(5.37)



74 Expansión del BEC en presenia de super�ies estoástiasEn este punto debemos tomar el valor de espetaión sobre las realizaionesdel potenial UL. Cuando el per�l de densidad se vuelve estaionario se puedever que los términos en (5.37) on k 6= k′ no ontribuyen apreiablemente[SPCLBA08℄, on lo ual obtenemos
〈〈
|ϕ(x, t)|2

〉〉
≈
∫
〈〈
|(φk, ϕ(x, t

∗))|2 |φk(x)|2
〉〉

dk . (5.38)Finalmente, si la longitud de loalizaión es mayor al tamaño típio iniial delondensado, las funiones φk serán prátiamente ondas planas en el rango enque ϕ(x, t∗) 6= 0, luego
〈〈
|ϕ(x, t∗)|2

〉〉
≈
∫

|ϕ̂(k, t))|2
〈〈
|φk(x)|2

〉〉
dk . (5.39)Vemos entones que el per�l de densidad asintótio está determinado apro-ximadamente por la transformada de Fourier (5.20), la ual es independientedel tiempo, y el promedio sobre el ruido de las autofuniones del problema nointeratuante (5.33). Este es el resultado prinipal de esta seión.Más explíitamente podemos deir que la soluión estaionaria deberá satis-faer:

〈〈n(x)〉〉 = 3Nξ

4

∫

(1− k2ξ2) Θ(1− |kξ|)
〈〈
|φk(x)|2

〉〉
dk , (5.40)que junto on las fórmulas (5.33) y (5.31) que permiten alular 〈〈|φk|2〉〉 y

γ(k) dan un sistema errado para alular el per�l de densidad promediado.Dependiendo del omportamiento del omportamiento del exponente γ(k) seobtendrán diferentes situaiones para la funión 〈〈n(x)〉〉. A ontinuaión pro-ederemos a analizar el resultado de este modelo perturbativo, en funión delas araterístias del potenial de�nidas a través de la funión γ(k) y poste-riormente utilizaremos esos resultados para estudiar el aso espeí�o de unasuper�ie.5.2.3. Análisis del modelo perturbativoSupongamos omo primer aso que la transformada de la funión de dospuntos del potenial Ĉ(2k) no se anula en el rango (0, 1/ξ) asoiado al intervalo



5.2 Soluión perturbativa 75de integraión en (5.40), entones según la euaión (5.31) se tendrá tambiénque γ(k) = (m/4~2Ek) Ĉ(2k) 6= 0 ∀k ∈ (0, 1/ξ), omo representamos en laFigura 5.2. En estas ondiiones el per�l de densidad loalizado se ompone de

k

1/ξ

|ϕ̂(k)|2

γ(k)
γ(1/ξ) 6= 0

Figura 5.2: Transformada de Fourier del estado y funión γ(k) que deter-minan el per�l 〈〈n(x)〉〉 según la euaión (5.40). Dado que γ(k) 6= 0 ∀k ∈
(0, 1/ξ) el per�l de densidad se enuentra exponenialmente loalizado onuna longitud de loalizaión dada por 1/2γ(1/ξ).una suma de funiones exponenialmente loalizadas y por lo tanto la envol-vente de tal per�l deaerá on una longitud araterístia igual a la máximalongitud de deaimiento de las exponeniales que omponen el per�l. Si γ(k)es una funión monótona dereiente (omo generalmente será el aso) la lon-gitud máxima orresponde al menor valor de γ(k) presente en las funionesque omponen el per�l, es deir a γ(1/ξ). Por lo tanto, bajo estas ondiiones,se observará un per�l exponenialmente loalizado on una longitud de loali-zaión 1/2γ(1/ξ).Supongamos ahora el aso ontrario, en el que existe un valor de k, digamos

kc, tal que kc < 1/ξ y γ(kc) = 0, omo se muestra en la Figura 5.3. En este



76 Expansión del BEC en presenia de super�ies estoástiasaso los modos on k ∈ (kc, 1/ξ) ontinuarán expandiéndose y eventualmentea tiempos lo su�ientemente grandes no ontribuirán al per�l de densidad.Por otro lado, la longitud de loalizaión de los modos on k → k−c diverge-rá y por lo tanto estos resultarán efetivamente desloalizados. Formalmente

k

1/ξkc

|ϕ̂(k)|2
γ(k)

γ(kc) = 0

Figura 5.3: Transformada de Fourier del estado y funión γ(k) que de-terminan el per�l 〈〈n(x)〉〉 según la euaión (5.40). Aquí se tiene que
γ(kc) = 0, lo que induirá un per�l loalizado algebráiamente.uno debería de onoer la soluión exata para poder a�rmar que la ontribu-ión exponenial se anela uando γ → 0, sin embargo dado que el sistemasólo puede medirse hasta un tamaño máximo Lmax �nito, basta on que losmodos tengan una longitud de loalizaión mayor a Lmax para que se veanomo efetivamente desloalizados (volveremos sobre esta idea, que resultaráfundamental, en la próxima seión). Por lo tanto, ya no se generará un per-�l exponenialmente loalizado, dado que la envolvente quedará determinadapor los modos on k → k−c y la longitud de loalizaión de estos modos estádivergiendo. Para alular la envolvente del per�l tendremos que alular sóla-mente ual es la in�uenia de los modos on k → k−c , dado que los modos on
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γ(k) ≥ ǫ son fuertemente suprimidos en el per�l de densidad si |x| > 1/ǫ ypor lo tanto podrán ser despreiados. Por ello, nos será de utilidad esribir lasiguiente expansión de Taylor para γ(k) válida uando k → k−c

γ(k) =
1

n!
γ(n)(kc)(k − kc)

n + . . . (k < kc) . (5.41)Obviamente aquí n ≥ 1. Para utilizar esta expansión en la euaión (5.40)primero notamos que uando x > 0 la euaión (5.33) se puede esribir en laforma
〈〈
|φk(x)|2

〉〉
= −π

2

4

∂

∂x

∫ ∞

0

u Sinh(πu)
1 + u2

(1 + Cosh(πu))2
e−2(1+u2)γ(k)x du .(5.42)Naturalmente el mismo razonamiento se puede apliar uando x ≤ 0. Entonessi ahora insertamos la expansión de Taylor para γ(k) era de kc obtenemos:

〈〈n(x)〉〉 ∝
(

− ∂

∂x

)∫ ∞

0

u Sinh(πu)
1 + u2

(1 + Cosh(πu))2

×
(∫ kc

0

(1− k2ξ2)e−2(1+u2) 1
n!
γ(n)(kc)(k−kc)nx dk

)

du . (5.43)Como hemos indiado, en las ondiiones anteriores sólo los modos on k →
k−c ontribuyen apreiablemente, on lo que haiendo el ambio de variables
θ = kc − k tenemos:

〈〈n(x)〉〉 ∝
(

− ∂

∂x

)∫ ∞

0

u Sinh(πu)
1 + u2

(1 + Cosh(πu))2

×
(

(1− k2cξ
2)

∫ ∞

0

e−2(1+u2) 1
n!
|γ(n)(kc)|θnx dθ

)

du . (5.44)Aquí hemos usado explíitamente el heho de que γ(k) es dereiente. Luegotenemos que
〈〈n(x)〉〉 ∝

(

− ∂

∂x

)(
1− k2cξ

2

(|γ(n)(kc)| x)1/n
)

×
∫ ∞

0

u Sinh(πu)
(1 + u2)1−1/n

(1 + Cosh(πu))2
du . (5.45)



78 Expansión del BEC en presenia de super�ies estoástiasLo ual quiere deir que la ley de deaimiento del per�l de densidad estaionarioes
〈〈n(x)〉〉 ∝ 1

x1+1/n
. (5.46)Entones, el per�l deae algebráiamente on un exponente que depende deuan suavemente se anula la funión γ(k) en un entorno de kc. El aso parti-ular de n = 1, orrespondiente a un orte lineal, nos da una ley de la forma

1/|x|ν on ν = 2. Diho aso ha sido estudiado en [SPCLBS07℄, sin embargoentendemos que aquí se reporta por primera vez la relaión (5.46) en el asogeneral, la ual puede ontener exponentes en el rango (1, 2] ***. En lo siguien-te utilizaremos estos resultados para estudiar el aso partiular del potenialgenerado por la super�ie estoástia.5.3. Potenial de Casimir-Polder y Longitud deloalizaiónA �n de apliar el modelo perturbativo al aso onreto de una super�ie,en esta seión daremos los elementos neesarios para el álulo del términolateral de la interaión de Casimir-Polder. Además exhibiremos la funión
γ(k) asoiada al per�l de alturas (5.2):

h(x) =
Nmax∑

i=1

hi cos

(
2π

λi
x+ θi

)

.El per�l de altura determina el valor del potenial de Casimir-Polder lateral ypuede alularse perturbativamente en h(x) uando esta es la esala espaialmás pequeña en el problema (√〈〈h2〉〉 ≪ λi, z0). El álulo hasta segundoorden en h(x) puede esribirse omo
UL(x, z) = U

(1)
L (x, z) + U

(2)
L (x, z) , (5.47)***Si bien éste análisis fue neesario en [MMDLMR10℄ no fue posible, debido al espaiodisponible, extender allí el desarrollo del modelo perturbativo de [SPCLBS07℄.



5.3 Potenial de Casimir-Polder y Longitud de loalizaión 79donde el primer orden se alula omo hemos indiado la euaión (3.57) delapítulo 3 [DPRL08, DJPA08℄
U

(1)
L (x, z) = −3~cα(0)

8π2ǫ0z5

∞∑

i=1

hi g
(1)(kiz) cos(kix+ θi) , (5.48)y el segundo orden [Mess11℄

U
(2)
L (x, z) = −15~cα(0)

32π2ǫ0z6

∞∑

i,j=1

hihj (5.49)
× [cos((ki + kj)x+ θi + θj)g

(2)(kiz, kjz)

+ cos((ki − kj)x+ θi − θj) g
(2)(kiz,−kjz)] .Aquí las funiones respuesta adimensionales g(1) y g(2) dependen en prini-pio de las propiedades óptias de la super�ie. Como hemos onsiderado enel apítulo 3, para haer las estimaiones del orden de magnitud del efeto,estudiaremos la situaión ideal de una super�ie perfetamente re�etora, enuyo aso ambas son funiones de las variables adimensionales Zi = kiz. Comohemos indiado en (3.58), en diha situaión el núleo g(1) toma la forma

g(1)(Z) = e−Z

(

1 + Z +
16Z2

45
+

Z3

45

)

.Una grá�a de este núleo adimensional se muestra en la Figura 5.4.El núleo g(2) sólo admite una representaión integral que no reproduiremosaquí. En la Figura 5.5 gra�amos su omportamiento en funión de variablesadimensionales. Notar que sobre la direión (1,−1) el núleo ree, lo ualpodría resultar en prinipio en una inonsistenia on la teoría perturbaiones.Sin embargo debe notarse que la restriión √〈〈h2〉〉 ≪ λi, z0 impone unvalor máximo para Z dado aproximadamente por Zmax = 2πz0/h, donde h =
√

〈〈h2〉〉 es la altura típia del per�l. Si uno usa además el heho de que elreimiento de g(2)(Z,−Z) es lineal on |Z| [Mess11℄, resulta fáil demostrarque el desarrollo perturbativo es onsistente en el sentido de que |U (1)
L (x, z)| ≥

|U (2)
L (x, z)| en todo el rango de interés.
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Figura 5.4: Funión respuesta adimensional g(1)(Z) para el álulo aprimer orden del potenial de Casimir-Polder lateral para una super�ieperfetamente re�etora.El resultado a segundo orden será de importania para las soluiones numériasen las que busaremos también estudiar on�guraiones más allá del modeloperturbativo. Sin embargo, en el aso en que h≪ z0 podremos quedarnos sóloon el orden más bajo, U (1)
L , para el álulo del orrelador (5.32) ya que laontribuión dominante es

C(x) =
〈〈

U
(1)
L (x′, z0)U

(1)
L (x+ x′, z0)

〉〉

. (5.50)En el apéndie A se demuestra que si usamos la expresión (3.57) para alular
U

(1)
L y suponemos que las variables estoástias son independientes y tienenuna distribuión uniforme en los intervalos hi ∈ [0, hmax], θi ∈ [0, 2π] y λi ∈
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Zi

Zj

g(2)(Zi, Zj)

Figura 5.5: Funión respuesta adimensional g(2) para el álulo a segundoorden del potenial de Casimir-Polder lateral para una super�ie perfeta-mente re�etora.
[λmin, λmax], se tiene

γ(k) =
m

4~2Ek
F 2(z)Nmax

h2max

3
(g(1)(2kz))2

π2

(λmax − λmin)(2k)2
, (5.51)donde F (z) = 3~cα(0)/8π2ǫ0z

5. En la Figura (5.6) se muestra un aso típiode una super�ie perfetamente re�etora en la que la distania a la super�-ie es z = 1,5µm. En diha grá�a la esala espaial se adimensionaliza on ξ,que es el parámetro relevante para determinar qué modos están presentes en latransformada de Fourier del ondensado (a �n de omparar luego on las simu-laiones numérias aquí se tomará ξ = 0,85µm). Como se dedue de la formaexplíita de g(1) y de γ, existe una fuerte supresión exponenial on kξ. Porlo tanto, omo es de esperar, la longitud de loalizaión será eventualmentepequeña sólo uando se onsidere el aso de un ondensado muy próximo ala super�ie. En relaión on la seión anterior vemos que los modos on kgrande pueden tener longitudes de loalizaión extremadamente grandes. Porejemplo, si gra�amos la misma situaión pero en esala Log-Lin, tendremosun aso omo el que se muestra en la Figura 5.7. Notar que uando kξ → 1la longitud de loalizaión puede asender hasta 10cm, lo uál es demasiado
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Figura 5.6: Funión γ(k) asoiada a una distania de z = 1,5µm, Nmax =

25, λ ∈ [1, 20]µm y hi ∈ [0, 200]nm. En linea llena se muestra el resultadoanalítio (5.51) y en puntos la veri�aión numéria por sampleo.grande para ualquier sistema de gases ultrafríos. Por lo tanto aquí resultafundamental tener en uenta la esala máxima Lmax que se puede medir en elexperimento. En el aso en que Lmax → ∞ tendremos obviamente un per�lexponenialmente loalizado ya que γ(k) 6= 0 ∀k ∈ [0, 1/ξ]. Sin embargo, paraun valor �nito de Lmax (por ejemplo para el aso anterior hemos onsiderado
Lmax = 1mm), existirá un valor de k dado por k∗ = γ−1(1/Lmax) para el uallos modos on k & k∗ estarán efetivamente desloalizados, mientras que aque-llos on k . k∗ están exponenialmente loalizados. Por lo tanto, estaremos enun aso similar al desarrollado anteriormente uando se enontraba un per�lon loalizaión algebraia. La diferenia aquí es que el valor de k∗ no lasi�aperfetamente los modos entre loalizados y desloalizados omo ourría on
kc, sino que aquí la transiión será suave y por lo tanto se podrán tener un on-tínuo de exponentes en el rango ν ∈ (1, 2). Por otro lado, en esta situaión noes posible realizar un álulo explíito de las integrales involuradas en (5.40),
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Figura 5.7: Funión γ(k) asoiada a una distania de z = 1,5µm,
Nmax = 25, λ ∈ [1, 20]µm y hi ∈ [0, 200]nm. En linea llena se muestrael resultado analítio (5.51) y en puntos la veri�aión numéria por sam-pleo. Se muestra el valor de k = k∗ que separa los modos efetivamenteloalizados (Lo.) de aquellos efetivamente desloalizados (Deslo.), segúnla esala máxima que es posible medir en el problema Lmax.

por lo que inluso en el régimen del modelo perturbativo es neesario evaluariertas antidades numériamente.Por lo tanto, en el ontexto de loalizaión induida por la interaión on unasuper�ie, donde exponente asoiado a la inversa de la longitud de loalizaiónestá exponenialmente suprimido, se esperará siempre un per�l algeraiamenteloalizado, on un exponente en el rango (1, 2). En la siguiente seión om-pararemos los resultados del modelo perturbativo desarrollado aquí y éstasobservaiones ualitativas on la soluión numéria de la euaión de Gross-Pitaevskii.



84 Expansión del BEC en presenia de super�ies estoástias5.4. Cálulo numério y omparaión on elmodelo perturbativoEn esta seión ompararemos el análisis perturbativo de la seión anterioron la soluión exata del problema obtenida evoluionando numériamente elestado según la euaión de Gross-Pitaevskii inluyendo el potenial aleato-rio debido a la interaión de Casimir-Polder. Cada una de las evoluiones esutilizada para luego alular los promedios sobre el ruido de los per�les dedensidad n(x, t) según el modelo de ruido que hemos indiado. A �n de om-parar una situaión onreta en vistas de estableer un posible esenario enel ual diho efeto sea apreiable, onsideraremos un ondensado de átomosde 87Rb on�nados fuertemente en la direión radial, on un anho típio de
σ = 0,25µm y un tamaño axial típio (según la aproximaión de Thomas-Fermi) de 35µm. Si se asumen N = 102 átomos en el ondensado se tiene quela longitud de reuperaión es ξ = 0,85µm.Para alular de manera exata la evoluión del sistema, omenzamos on elómputo numério del estado iniial del ondensado. Para obtener este últi-mo se realizó una evoluión en tiempo imaginario implementando un esquemade Crank-Niolson [MurAdh09℄. El resultado de este álulo se muestra en laFigura 5.8 junto on la aproximaión dada por el per�l de Thomas-Fermi quese utiliza en el modelo perturbativo. Vemos que, para el sistema que busamosestudiar, la aproximaión utilizada explíitamente en el modelo perturbativoreprodue orretamente el per�l salvo por las singularidades en la derivadaque se enuentran en los bordes x = ±LTF .Para evoluionar el estado iniial se implementó un método time-splitting[PTVF97℄ pseudo-espetral de uarto orden que resuelve la euaión de Gross-Pitaevskii dinámia. Este método puede enontrarse desarrollado detallada-mente en [BaJaMa03, BaoLiu07℄ y, en partiular, el integrador temporal deuarto orden (y otras aproximaiones de orden superior) se enuentran de-sarrolladas en [Yoshi90℄. La transformada rápida neesaria para el método
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Figura 5.8: Condiión iniial alulada bajo la aproximaión de Thomas-Fermi (linea roja) y numériamente evoluionando en tiempo imaginario(linea negra). Densidad (unidades arbitrarias) vs. posiión (µm).pseudo-espetral se aluló mediante el paquete FFTW [FFTW℄. En el ódi-go se tomó el estado iniial exato alulado por el método de evoluión entiempo imaginario y se lo evoluionó hasta un tiempo �jo para ada una delas realizaiones de la super�ie. Luego se tomó el promedio de la densidadsobre estas iteraiones, que típiamente fueron 40, para obtener el per�l dedensidad promediado. Es importante resaltar que el ódigo pseudo-espetralfue validado implementando de manera independiente un método de Crank-Niolson para evoluionar el estado en tiempo real. Naturalmente éste últimométodo resulta muho menos e�iente que el pseudo-espetral, sin embargo fuede utilidad para la validaión, que se realizó alulando evoluiones a tiempos



86 Expansión del BEC en presenia de super�ies estoástiasrelativamente ortos (aproximadamente 1/5 del tiempo total que se busabaalanzar) y omparando entre ambos resultados. Para evoluiones de mayorduraión sólo se utilizó el método pseudoespetral y para orroborar la onver-genia en esta nueva esala, además de utilizar las aotaiones estableidas en[BaoLiu07℄, también se duplió la antidad de puntos de grilla para veri�arque los resultados tengan un error despreiable.Primeramente examinaremos los resultados del álulo numério en una regiónde parámetros en la que es válido el modelo perturbativo. Como es de espe-rar, lo que de�ne si estamos en el rango de validez de aquél es la distaniaa la super�ie z0. Como hemos indiado anteriormente, para poder utilizarla aproximaión que permite alular explíitamente 〈〈|φk|2〉〉, la longitud deloalizaión debe ser mayor que las longitudes de onda típias de los estadosde una partíula no perturbados que están involurados en la transformada deFourier del estado ϕ. Es fáil ver que esto ourrirá uando la energía típia delpotenial aleatorio dada por
VR(z0) =

√
〈〈

(UL(x, z0)− 〈〈UL(x, z0)〉〉 )2
〉〉 (5.52)sea muho menor al potenial químio µ. Luego, bajo la ondiión VR(z0) ≪ µ,que es una restriión sobre z0, esperamos que el modelo perturbativo re-produza la forma de deaimiento del per�l estaionario. En la Figura 5.9 semuestra la evoluión del ondensado luego de un tiempo ωxt = 28 para unondensado libre y otro en presenia de una super�ie en el régimen perturba-tivo (VR(z0) = 0,089µ). En diha �gura puede verse que parte del ondensadoen presenia de la super�ie ontinúa su expansión siguiendo al per�l libre,mientras que en un entorno del origen se desarrolla un per�l que permaneeatrapado era de la ondiión iniial. El per�l de partíulas atrapadas puedeompararse on el aso perturbativo disutido en las seiones anteriores,que orresponde a t → ∞. En la Figura 5.10 se omparan ambos per�lesen esala Log-Log. Vemos que ambos están en buen auerdo en la regiónerana al origen, donde el per�l promediado deja de variar. Además vemos
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Figura 5.9: Comparaión entre la evoluión libre y la evoluión en presen-ia de la super�ie. Se exhiben n(x, t) y 〈〈n(x, t)〉〉 a un tiempo ωxt = 28. Elpromediado se toma sobre 40 realizaiones del potenial ruidoso a una dis-tania z0 = 1,5µm. La super�ie ontiene 25 armónios on λi ∈ [1, 20]µmy hi ∈ [0, 200]nm, lo ual orresponde a VR(z0) = 0,089µ.que habiendo �jado una esala máxima, aquí de Lmax = 1mm, el deaimientoes ompatible on una ley algebraia. En la aproximaión dada por el modeloperturbativo enontramos que el per�l de densidad deae on un exponente
ν = 1,1 (el ajuste lineal de la grá�a Log-Log tuvo una desviaión en lapendiente menor al 1%), lo ual está en buen auerdo on la soluión que
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x/LmaxFigura 5.10: Comparaión del per�l de densidad asintótio alulado per-turbativamente (linea llena verde) y per�l de densidad alulado numéri-amente 〈〈n(x, t)〉〉 (puntos negros) para ωxt = 28 promediado sobre 40realizaiones del potenial ruidoso a una distania z0 = 1,5µm. Aquí setomó Lmax = 1mm.hemos obtenido de manera íntegramente numéria. Además de oinidir onla soluión numéria, el omportamiento ualitativo del per�l está de auerdoon nuestra disusión en relaión on el per�l que hemos alulado en (5.46),donde el álulo analítio sí fue posible.Esto nos permite ver que, en el aso perturbativo de distanias relativamentegrandes, las aproximaiones que hemos heho en el modelo resultan onsis-tentes. Por otro lado, a partir del esquema perturbativo y la forma explíitade γ(k) dada por la euaión (5.51) es fáil enontrar una esala típia dedistania a la super�ie para la ual resulte posible la deteión de átomosloalizados debido a la interaión de Casimir-Polder lateral en un ontextorelativamente genério. Para un esenario en el que se busque loalizaión



5.4 Cálulo numério y omparaión on el modelo perturbativo 89de un ondensado unidimendional, tendremos típiamente una longitud dereuperaión en el orden de 1µm. Si además requerimos que al menos el
10% de los átomos tengan una longitud de loalizaión menor o igual a
100µm es fáil utilizar la euaión (5.51) y la Figura 5.7 para enontrar quela distania típia z0 es z0 = 2,5µm. Es deir que, por debajo de diho valor,es esperable tener un marado efeto de loalizaión sobre el per�l de densidad.Finalmente es interesante analizar el aso en que el modelo perturbativodeja de valer. La transiión se produe rápidamente debido a la fuertedependenia de γ on z0. Si se toma por ejemplo z0 = 1µm se tiene que
VR(z0) = 0,5µ y el término de segundo orden para el álulo de la interaiónde Casimir-Polder debe ser inluído en la simulaión numéria. En la Figura5.11 se muestra el resultado de la evoluión promediada sobre 40 realizaionespara un tiempo ωxt = 14. En este aso, dado que la super�ie está más eradel ondensado, el efeto de loalizaión es muho mayor que en el aso dondees válido el modelo pertubativo, y muy poas partíulas esapan del núleoprinipal on�nado en un entorno de la ondiión iniial. Las partíulas quedesarrollan las alas del per�l 〈〈n(x)〉〉 se enuentran nuevamente loalizadason un per�l algebraio. En la Figura se muestra un ajuste lineal del grá�oLog-Log, en el que se enuentra que 〈〈n(x)〉〉 ∝ 1/xν on ν = 1,85. Paralos parámetros de ésta simulaión se llega al límite de validez para laaproximaión de ampo medio que desribe el ondensado uando x → Lmaxdebido a la baja densidad del sistema en ése límite induida por el efeto deloalizaión. Como hemos indiado, en esta expansión deja de ser válido elmodelo perturbativo y, en partiular, ae la hipótesis de poder despreiar elpotenial aleatorio en la primer etapa de la expansión donde sólo se teníanen uenta las interaiones repulsivas. Sin embargo, las partíulas de mayorenergía son justamente las que esapan del entorno de la ondiión iniial yéstas típiamente tendrán longitudes de loalizaión mayores a la longitud deonda araterístia 2π/k. Además para ellas el valor de kz0 será grande y por
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Figura 5.11: 〈〈n(x, t)〉〉 (puntos negros) para ωxt = 14 promediado sobre
40 realizaiones del potenial ruidoso a una distania z0 = 1µm. La lineallena orresponde a un ajuste algebraio de la forma 〈〈n(x)〉〉 ∝ 1/|x|ν , on
ν = 1,85. Se tomó Lmax = 1mm.lo tanto también se podrá obtener γ(k) utilizando sólo el primer orden deltérmino lateral (reordar el deamiento exponenial on kz0). Por lo tanto, sibien estamos en un régimen donde es neesario el álulo numério del per�lde densidad, para los modos más energétios que omponen el ondensado,se tendrá un exponente γ que deaerá de manera exponenial lo ual indiaque el omportamiento ualitativo de la soluión se debería preservar. Estopermite entender porqué aún en este aso donde el modelo de expansión noes apliable el deaimiento algebraio del per�l se mantiene.Además de los asos que aabamos de desribir también fueron exploradasotras situaiones en las que se varió el ontenido espetral de la super�ie

h(x), sin embargo los resultados obtenidos fueron similares. Esto se debe aque las longitudes de onda muy pequeñas respeto de z0 están típiamente



5.4 Cálulo numério y omparaión on el modelo perturbativo 91suprimidas de manera exponenial, mientras que las longitudes de ondamuy largas sólo afetan a una antidad de partíulas muy pequeña (aquellaspresentes en la transformada de Fourier y on k → 0).Además de esto, la forma espeí�a de la densidad de probabilidad de las va-riables λi utilizada para el álulo de γ tampoo resulta esenial ya que, omopuede verse en la euaión (5.51), el fator dominante en el omportamientode γ(k) es la supresión exponenial debida al núleo g(1).En términos de lo analizado aquí, vemos que un posible esenario paraponer de mani�esto el efeto Casimir-Polder lateral debido a una super�ieestoástia podría ser el de un ondensado unidimensional expandiéndose enla proximidad de tal super�e, a distanias típias de 1 − 2µm. El modeloperturbativo resulta una buena aproximaión para distanias relativamentegrandes y permite obtener expresiones explíitas para alular la longitud deloalizaión de los modos presentes en el ondensado. Además da una desrip-ión uantitativa orreta en el rango de distanias grandes y permite entenderualitativamente los resultados de las simulaiones numérias que hemos im-plementado para explorar la región de distanias ortas. Si bien el montaje deun experimento podría ontener múltiples di�ultades ténias no onsidera-das aquí, reemos que, de ser posible la implementaión de una on�guraiónomo la que hemos estudiado, ésta presentaría la ventaja de estar explotan-do (a través del efeto de loalizaión) la naturaleza uántia del ondensadoa diferenia de otros esquemas en los que se lo utiliza úniamente omo undetetor loal lásio de la interaión.





Capítulo 6
Conlusiones

En este trabajo hemos onsiderado la desripión de ondensados de Bose-Einstein de átomos alalinos. En el régimen de ampo medio, válido para des-ribir al sistema uando las interaiones son débiles, hemos ontemplado losefetos de poteniales externos periódios y estoástios generados por efe-to Casimir-Polder de una super�ie erana al ondensado. En el aso de unpotenial periódio hemos araterizado el espetro de exitaiones del sistemainteratuante y alulado las antidades neesarias para su observaión a travésde espetrosopía de Bragg. De esta forma nuestros resultados pueden ser deutilidad en el aso de utilizar un ondensado unidimensional omo transdutordel efeto Casimir-Polder lateral generado por una super�ie periódia, ya quelos oe�ientes de Fourier de la expansión de este último podrían ser aluladosa partir del espetro modi�ado del ondensado, explotando así la naturalezauántia del sistema en lugar de sólo utilizar observables lásios.Un aso que no puede ser ontemplado de la misma menera que el aso anteriores aquel de una super�ie estoástia. Aquí entones se busó otra alternativapara transduir el efeto de la interaión. En partiular, se ondiseró la ex-pansión de un ondensado unidimensional en presenia del potenial aleatotiogenerado por la omponente lateral del potenial de Casimir-Polder. A través



94 Conlusionesde un modelo perturbativo se araterizó el per�l de densidad asintótio yestaionario de los átomos atrapados debido al potenial ruidoso por efeto deloalizaión. La generalizaión de los resultados onoidos permitió entender elomportamiento genério que se podría esperar en el aso de una super�ie es-toástia. Además del modelo perturbativo, también se realizaron simulaionesnumérias para alular la evoluión exata del sistema. Estas permitieron nosólo orroborar las prediiones del modelo aproximado, sino también explorarotros posibles esenarios más allá del aso perturbativo. De esta forma se logróestableer un maro posible donde se pone de mani�esto la interaión de lasuper�ie estoástia on el gas ultrafrío a través del efeto de loalizaión.Además del régimen de interaiones débiles desripto por la teoría de ampomedio, en esta tesis hemos onsiderado el aso de un gas unidimensional muydiluído, en el ual las interaiones entre átomos son dominantes. En este asose estudió la in�uenia del potenial externo sobre la distribuión de impulsosdel gas, que es el observable de interés en el sistema. Utilizando omo puntode partida la soluión analítia para el problema de muhos uerpos se dedujouna expresión para desribir al gas en el límite de impulsos grandes y se en-ontró que la distribuión de impulsos del mismo sigue una ley de deaimientoalgebraia independiente del potenial on�nante. El exponente de esta leyfue alulado y omparado on soluiones exatas que, junto on los traba-jos anteriores en los que se estudia a este sistema sólo en asos partiulares,oinidieron on la prediión.



Apéndie ACálulo del exponente γ(k)En este apéndie alularemos explíitamente el exponente γ(k) utilizandola expansión perturbativa para el término lateral de la inteaión de Casimir-Polder. Notemos entones que, a primer orden en el per�l rugoso, el potenialde Casimir-Polder lateral se puede alular omo
U

(1)
L (x, z) = −F (z)

Nmax∑

i=1

hi g
(1)(kiz) cos(kix+ θi) . (A.1)Aquí utilizamos Nmax para denotar la antidad de modos que se inluirán aldesribir la super�ie en las simulaiones numérias. De ser neesario, es fáilgeneralizar el análisis siguiente al aso ontinuo. En la euaión anterior, lafunión F está de�nida por

F (z) =
3~cα(0)

8π2ǫ0z5
, (A.2)y la funión respuesta g(1) puede en prinipio ser la de un material no ideal.Los parámetros estoástios de este modelo disreto se tomarán en el ran-go hi ∈ [0, hmax], θi ∈ [0, 2π] y λi ∈ [λmin, λmax] y serán onsiderados todosindependientes entre sí. Como hemos indiado, para asegurar la simetría detranslaión, tomaremos las variables θi on densidad de probabilidad onstante.La densidad de probabilidad de las variables hi y λi será espei�ada poste-riormente.



96 Cálulo del exponente γ(k)Entones omenemos on la de�nión
C(x, x′; z) = 〈UL(x, z)UL(x

′, z) 〉h,λ,θ . (A.3)Aquí indiamos el promedio sobre el ruido por 〈.〉h,λ,θ, de forma de haer ex-plíito sobre qué variable estamos promediando. Entones al orden más bajoen la perturbaión tendremos:
C(x, x′; z) = F 2(z)

Nmax∑

i,j=1

〈hihj g(1)(kiz)g(1)(kjz)

× cos(kix+ θi) cos(kjx
′ + θj)〉h,λ,θ , (A.4)es deir que

C(x, x′; z) =
F 2(z)

2

Nmax∑

i,j=1

〈hihj g(1)(kiz)g(1)(kjz) [cos(kix+ kjx
′ + θj + θi)

+ cos(kix− kjx
′ + θi − θj)]〉h,λ,θ . (A.5)Que las variables θi veri�quen θi ∈ [0, 2π] de manera uniforme nos garantiza:

〈cos(kix+ kjx
′ + θj + θi)〉θ = 0 , (A.6)por lo tanto

C(x, x′; z) =
F 2(z)

2

Nmax∑

i,j=1

〈hihj g(1)(kiz)g(1)(kjz)

× cos(kix− kjx
′ + θi − θj)〉h,λ,θ . (A.7)Por el mismo motivo que es válida (A.6) los términos on i 6= j se anelan en(A.7), por lo tanto:

C(x, x′; z) =
F 2(z)

2

Nmax∑

i=1

〈h2i g(1)(kiz)2 cos(ki(x− x′))〉h,λ . (A.8)Entones tenemos que:
C(|x− x′|; z) = F 2(z)

2
Nmax 〈h2i 〉h 〈g(1)(kiz)2 cos(ki(x− x′))〉λ . (A.9)



97La densidad de probabilidad de las variables hi sólo interviene al tomar elvalor medio 〈h2i 〉h y por lo tanto resulta irrelevante. Aquí entones introdui-mos la de�niión de la funión γ(k), ya que sólo estaremos interesados en latransformda-oseno de la euaión (A.9). Reordar entones que
γ(k) =

m

4~2Ek

∫ ∞

−∞

C(x) cos(2kx) dx =
m

4~2Ek

Ĉ(2k) ,donde Ek = ~2k2/2m. Pero además, notando que:
∫ ∞

−∞

cos(kix) cos(2kx) = πδ(2k − ki) , (A.10)y utilizando la euaión (A.9) resulta laro que:
γ(k) =

m

4~2Ek

F 2(z)

2
Nmax 〈h2i 〉h g(1)(2kz)2π 〈δ(2k − ki)〉λ . (A.11)Por lo tanto, para tener el valor explíito de γ sólo nos resta alular

〈δ(2k − ki)〉λ . (A.12)Llamemos entones P (λ) a la densidad de probabilidad de ada una de lasvariables independientes λi (obviamente asumimos una únia densidad de pro-babilidad para todas). Luego, por de�niión
〈δ(2k − ki)〉λ =

∫ λmax

λmin

P (λ) δ(2k − 2π

λ
) dλ

=

∫ 2π/λmin

2π/λmax

P (2π/ξ) δ(2k − ξ)
2π

ξ2
dξ , (A.13)es deir que

〈δ(2k − ki)〉λ = P (π/k)
2π

(2k)2
Θ(k − π/λmax) Θ(π/λmin − k) . (A.14)Esta antidad sólo toma valores no nulos en el intervalo k ∈ [π/λmax, π/λmin].Por simpliidad asumiremos omo modelo aquél en el que las variables λitienen una distribuión uniforme (es evidente ómo modi�ar lo que sigue en



98 Cálulo del exponente γ(k)otro aso), por lo tanto podremos alular P (λ) explíitamente omo P (λ) =
1/(λmax − λmin). Entones tenemos que:
〈δ(2k − ki)〉λ =

2π

(λmax − λmin)(2k)2
Θ(k − π/λmax) Θ(π/λmin − k) . (A.15)Por lo tanto los valores no triviales de γ resultan:

γ(k) =
m

4~2Ek

(F (z))2

2
Nmax 〈h2i 〉h (g(1)(2kz))2

2π2

(λmax − λmin)(2k)2
. (A.16)Por último, onsideraremos el aso espeí�o en que las variables hi tambiéntienen una distribuión de probabilidad uniforme en el intervalo [0, hmax], esdeir que 〈h2i 〉h = h2max/3. Con lo que �nalmente arribamos a

γ(k) =
m

4~2Ek
F 2(z)Nmax

h2max

3
(g(1)(2kz))2

π2

(λmax − λmin)(2k)2
. (A.17)Como se muestra en el apítulo 5 esta euaión está en perfeto auerdo onel álulo obtenido numériamente utilizando variables aleatorias.El omportamiento de γ es independiente de la forma de la distribuión deprobabilidad de las variables hi. Más aún, si bien la forma espeí�a dependede la distribuión P (λ), el omportamiento para k → ∞ típiamente ontendráun deaimiento exponenial dominado por el núleo g(1).
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