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UN ESTUDIO GENERAL DEL PROCESO DE
DECOHERENCIA CUANTICA

Resumen: En el presente trabajo se aborda un estudio general de la decoheren-
cia cudntica, entendiendo por general que no se centra en el andlisis de un modelo
particular.

El estudio de la decoherencia ha adquirido, recientemente, una gran importancia
en la computacién cudntica, donde el fenémeno de la decoherencia representa un
gran obstaculo para implementacién de hardware para procesamiento de la infor-
macién. Por otro lado, la decoherencia juega un papel esencial en el limite cldsico
y en la emergencia del comportamiento clasico en sistemas cudnticos. Por este mo-
tivo la comprensién del fenémeno de la decoherencia y el desarrollo de formalismos
matemadticos para estudiarla son esenciales. De acuerdo con los trabajos de Zurek
et al., la decoherencia es un proceso que resulta de la interacciéon entre un sistema
cudntico abierto y su ambiente (EID). Este proceso determina cuél es la base priv-
ilegiada, que define los observables que adquieren caracteristicas cldsicas y pueden
interpretarse como propiedades que obedecen a la légica booleana. Recientemente
Castagnino et al senalaron la conveniencia de tomar en cuenta tres aspectos de la
teorfa: (i) la posibilidad de estudiar la decoherencia de sistemas cerrados (sin am-
biente), (ii) el criterio para determinar cudl es el subsistema que decohere, y (iii) el
calculo de la base privilegiada mévil. Por otro lado, en la bibliografia se encuentran
otros enfoques para describir tanto la decoherencia como la relajaciéon de los sis-
temas cudnticos. Tal es el caso de los trabajos de Castagnino et al., segiin el cual la
relajacion es un proceso que resulta de la eleccién de los observables que tienen rele-
vancia fisica en un sistema cerrado (SID), y que define los observables que adquieren
caracterfsticas cldsicas y pueden interpretarse como propiedades que obedecen a la
l6gica booleana. La existencia de ambos enfoques aporta puntos de vista distintos
acerca de los fenémenos fisicos de la decoherencia y de la relajacion. En esta tesis
se presenta una perspectiva basada en valores medios, que cambia el foco de interés
del operador de estado a los valores medios. Dicha perspectiva da lugar a un esque-
ma general que unifica los enfoques anteriores de decoherencia y relajacién, sobre el
cual se espera seguir trabajando para la incorporaciéon de otros enfoques. Esta per-
spectiva, ademds, permite reconsiderar los tres aspectos senalados anteriormente:
(i) incorpora el estudio de sistemas sin ambiente, (ii) explicita el caracter relativo
de la decoherencia respecto de la eleccion de los observables relevantes y permite
definir al “mundo” clédsico emergente como un conjunto de observables, y (iii) provee
caracterizaciones alternativas del tiempo de decoherencia y de la base privilegiada
movil.

Por otro lado, se presentan aportes de naturaleza técnica sobre aspectos de la
decoherencia, en particular se propone una técnica que permite calcular los tiempos
de decoherencia y relajaciéon a partir de la extensién analitica de funciones que
dependen del Hamiltoniano.

Palabras clave: decoherencia, limite cldsico, base privilegiada, relajacion, tiem-
pos caracteristicos, evoluciones no unitarias






A GENERAL STUDY OF QUANTUM DECOHERENCE
PROCESS

Abstract: The present work addresses a general study of quantum decoherence,
where general is understood in the sense that it is not an analysis of a particular
model.

Recently the study of quantum decoherence has acquired a great importance in
quantum computing, where the phenomenon of decoherence is a major obstacle to
the implementation of hardware for information processing. On the other hand, de-
coherence plays an essential role in the classical limit of quantum mechanics and in
the emergence of classical behavior in quantum systems. For this reason, the under-
standing of the phenomenon of decoherence and the development of mathematical
formalisms to study it are essential. According to the work of Zurek et al., decoher-
ence is a process resulting from the interaction between an open quantum system
and its environment (EID). This process determines the privileged basis, which de-
fines the observables that will behave classically, and that can be interpreted as
properties obeying Boolean logic.

Recently, Castagnino et al pointed out the convenience of taking into account
three aspects of the theory: (i) the possibility of studying decoherence in closed sys-
tems (no environment), (ii) the criterion to determine the subsystem that decoheres,
and (iii) the compotation of the moving preferred basis. On the other hand, in the
literature there are other approaches to describe both the decoherence and the relax-
ation of quantum systems. For example, in the works of Castagnino et al., relaxation
is a process resulting from the selection of the physically relevant observables in a
closed system (SID), which defines the classical observables that can be interpreted
as Boolean properties. The existence of both approaches provides different views
about the physical phenomena of decoherence and relaxation. This thesis presents a
perspective based on expectation values, which shifts the focus from state operators
to mean values. This perspective leads to a general framework that unifies the pre-
vious approaches to decoherence and relaxation. Moreover, this perspective allows
us to reconsider the three aspects mentioned above: (i) it adds the study of systems
without environment, (ii) it makes explicit the relative nature of decoherence with
respect to the selection of the relevant observables, and makes possible to define the
emergent classic world as a set of observables, and (iii) supplies alternative char-
acterizations of the decoherence time and the privileged basis. On the other hand,
the thesis introduces technical contributions about certain aspects of decoherence;
in particular, it provides a method that allows us to compute the decoherence and
the relaxation times on the basis of the analytic extension of funcions depending on
the Hamiltonian.

Keywords: decoherence, clasical limit, prefered basis, relaxation, characteristic
times, non-unitary evolution
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Capitulo 1

Introduccién y objetivos

1.1. Reconstruccién del programa de la decoheren-
cia

Las caracterfsticas peculiares de la mecdnica cudntica se deben principalmente
al principio de superposicién y su consecuencia, el fenémeno de interferencia. Por
lo tanto, cualquier intento de explicar cémo lo cldsico emerge del comportamien-
to cudntico debe incluir dos elementos: un proceso a través del cual la interferencia
desaparece y una regla de superseleccién que elimina la superposicién. La decoheren-
cia es el proceso que cancela la interferencia y conduce a la regla que selecciona los
candidatos a estados clésicos.

Histéricamente, la decoherencia fue concebida en términos de la bisqueda de
explicacién acerca de como un estado coherente puro se convierte en una mezcla es-
table decoherente sin términos de interferencia. En otras palabras, la tarea consistia
en explicar cémo el estado de un sistema cudntico pasa de la frontera de un conjunto
convexo de estados a su interior. Sobre esta base, la decoherencia fue estudiada en
sistemas abiertos y cerrados. Esqueméticamente, pueden identificarse tres perfodos
en el desarrollo de este programa general:

= Primer periodo: La llegada al equilibrio de los sistemas irreversibles
(van Kampen [1], van Hove [2], Daneri et al. [3]). Con el propésito de entender
cémo las caracteristicas cldsicas macroscopicas emergen del comportamiento
cudntico microscépico, se definen observables colectivos, y los estados que son
indistinguibles para un observador macroscépico (esto es, que sélo accede a los
observables colectivos) se describen mediante el mismo estado de grano grue-
50 pg(t). Cuando se estudia la evolucién de py(t) (o del valor medio de los
observables colectivos), se comprueba que alcanza el equilibrio en el tiempo
de relajacion tg; por lo tanto, p;(t) decohere en su propia autobase luego de
un tiempo de decoherencia. Este esquema tiene sus raices en el estudio tradi-
cional de los procesos irreversibles. El principal problema de este periodo fue
la comprobaciéon de que el tiempo de decoherencia calculado con estos prim-



itivos formalismos resulté ser demasiado largo comparado con las mediciones
experimentales (ver [4]).

= Segundo periodo: Sistemas abiertos y la base privilegiada mévil. El
sistema abierto S se considera en interaccién con su ambiente F, y se es-
tudia la evolucion del estado reducido pg(t) = Trgp(t). El enfoque llamado
decoherencia inducida por el ambiente, o en inglés environment-induced deco-
herence (EID) (Zeh [5], Zurek [6], [7], [8] and [9]) prueba que, como los estados
de E devienen rapidamente ortogonales, los términos de interferencia de pg(t)
desaparecen rapidamente y pg(t) decohere en una base “puntero” adecuada
(que mds adelante se denominard base privilegiada mdvil) luego de un tiempo
de decoherencia tp muy corto; esto resuelve el principal problema del primer
periodo. Actualmente, este formalismo ha sido aplicado a un amplio espectro
de modelos, y sus resultados han tenido muchas confirmaciones experimentales
(ver [10]).

= Tercer periodo: Sistemas abiertos y cerrados. Aunque actualmente EID
aun se considera la posicién “ortodoxa” en el tema (ver [11]), durante los
iltimos tiempos se han propuesto otros esquemas para dar cuenta de la de-
coherencia en sistemas cerrados (Diosi, Milburn, Penrose, Casati y Chirikov,
Adler [12]). Algunos de estos métodos son claramente “no disipativos” (ver
[13], [14], [15]), esto es, no estdn basados en la disipacién de energfa desde
el sistema hacia el entorno. Entre ellos, se ha desarrollado el enfoque llama-
do decoherencia autoinducida, o en inglés self-induced decoherence (SID), de
acuerdo con el cual un sistema cudntico cerrado con espectro continuo puede
decoherir por interferencia destructiva y alcanzar un estado final donde puede
obtenerse el limite cldsico (ver [16]). La principal critica al formalismo de de-
coherencia SID es que estudia los sistemas en la base de la energia y por lo
tanto se tratarfa de un formalismo de la relajacién y no especificamente de
decoherencia (este punto se desarrollara en detalle en la Seccién 2.3.3).

1.2. Objetivos de la tesis

A pesar del hecho de que las teorfas de decoherencia en sistemas abiertos y cer-
rados coexisten en el tercer periodo, en la bibliografia ambos tipos de teorias son
considerados alternativamente en distintos escenarios, o como explicando fenémenos
distintos (ver [17]). Utilizando el lenguaje més simple posible aquf se intentard ar-
gumentar que éste no es el caso. Por el contrario, estos formalismos, originalmente
concebidos para ser aplicados en situaciones distintas, o sea, sistemas abiertos y cer-
rados, pueden enmarcarse en un esquema tedrico mas general que, para resumir, aqui
denominaremos Esquema General de la Decoherencia' (GTFD por las siglas de su
denominacion en inglés General Theoretical Framework for Decoherence, ver [18]).

'Es preciso aclarar que la este esquema general se trata de una construccién en desarrollo y de
ningin modo se lo considera completamente general en su estado actual.
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El objetivo general de la tesis es realizar un pequeno avance hacia el desarrollo
de un GTFD que sea capaz de subsumir los distintos formalismos de decoherencia
y relajacién, unificando asi fenémenos diferentes. Especificamente, en esta tesis se
presenta un GTFD que unifica la decoherencia y la relajaciéon en un mismo esquema
en sistemas con o sin ambiente. Ademads, al brindar un marco unificado a distintos
enfoques de la decoherencia, el GTFD clarifica algunos puntos que permanecen os-
curos cuando se los considera por separado. Por otro lado, el GTDF, que puede ser
aplicado a sistemas abiertos y a algunos sistemas sin ambiente, explicita el cardcter
relativo de la decoherencia respecto de la eleccién de los observables relevantes y
permite definir el “mundo” cldsico emergente en términos de un conjunto de ob-
servables. A lo largo de la tesis se aplica el GTFD y se van proponiendo distintas
técnicas que pueden resultar de utilidad a la hora de estudiar sistemas concretos,
en particular se provee una técnica matematica alternativa para hallar el tiempo
de decoherencia de un modo diferente al usual. En resumen, esta tesis incluye un
pequeno avance hacia la construccién de un GTFD y presenta un conjunto de resul-
tados que pueden aportar al estudio de la decoherencia mediante el uso de técnicas
no tradicionales.

Sobre esta base, el trabajo se organiza en los siguientes capitulos

= En el Capitulo 2 se presentan las ideas fundamentales sobre las que serd con-
struido el GTFD. En primer lugar, continuando con ideas propuestas por Zeh,
se propone un cambio de énfasis para la decoherencia, segtin el cual el énfa-
sis puesto en el estudio de la diagonalizacion del estado pasa al estudio de
la desaparicién de los términos de interferencia de los valores medios. Luego
se muestra que este cambio de énfasis, al que se llamard “perspectiva de los
valores medios”, dard lugar a un GTFD basado en el estudio de los valores
medios.

= En el Capitulo 3 se muestra que, al ser el GTFD un esquema unificador, per-
mite la exportacién de métodos de un enfoque a otro. En particular, se presenta
una versién de SID aplicable a sistemas con espectro de energia discreto. Este
enfoque hace uso de una técnica especifica desarrollada especialmente para el
caso, e incluye un lema que permite determinar si un sistema discreto decohere
o no. El GTFD permite advertir que SID y EID son esencialmente el mismo
fenémeno y, por lo tanto, es posible aplicar los métodos de SID en EID, en
particular el mencionado lema.

= En el Capitulo 4 se estudia el tipico modelo de spines mediante la técnica
desarrollada para SID, mostrando asi la aplicabilidad del GTFD. Por otro
lado, se estudia dicho modelo y se muestra cémo en este caso es posible definir
cudl es el mundo cldsico emergente, incluyendo el comportamiento clédsico del
lo que tradicionalmente se llama ambiente.

= En el Capitulo 5 se estudia una generalizacién del modelo de spines, en la cual
se ponen de manifiesto algunas caracteristicas que no aparecian en el modelo
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de spines tradicional. En este modelo el GTFD es capaz de definir un mundo
cldsico emergente que no tiene un operador de estado asociado, sino que viene
definido por un conjunto de observables cuyos valores medios se comportan
cldsicamente.

En el Capitulo 6 se introduce el formalismo utilizado en el estudio de resonan-
cias, basado en el estudio de los polos de la extensién analitica del Hamiltoni-
ano. Sobre esta base, se propone un formalismo, que se llamard a lo largo de
la tesis “técnica polar”, el cual permite hallar los tiempos de relajaciéon y de-
coherencia de un sistema dado de un modo diferente al usual en la bibliografia
sobre decoherencia.

En el Capitulo 7 se aplica la técnica polar al conocido modelo que consiste
en un oscilador arménico en interaccién con un bano de osciladores. En este
caso, los tiempos de decoherencia y relajacién, coinciden con los resultados
calculados mediante el tratamiento ortodoxo.

En el Capitulo 8 se presenta un resumen del trabajo, sus conclusiones generales,
y las nuevas perspectivas que abre la presente linea de investigacion.



Capitulo 2

Distintos enfoques para la
decoherencia

El fenémeno de la decoherencia es tradicionalmente estudiado mediante el angli-
sis de la evolucién del estado reducido del sistema. En este Capitulo se propone
un enfoque alternativo que consiste en estudiar la estructura interna de los val-
ores medios y su evolucién, siguiendo el camino iniciado por H. D. Zeh en [10].
Se discuten en detalle las caracteristicas de este enfoque y sus diferencias con el
enfoque ortodoxo. Ademads se muestra como este enfoque permite sentar las bases
de lo que se llamaré a lo largo de la tesis Esquema General de la Decoherencia, el
cual permite dar cuenta de los enfoques EID y SID en un solo formalismo. Por este
motivo, en este capitulo se discuten sélo aspectos conceptuales en forma general;
algunas aplicaciones del formalismo y discusiones sobre su utilidad pueden consul-
tarse en [18], [19], [20], [21], [22] y [23]. En el resto de los capitulos se estudian
distintos modelos concretos y podra apreciarse que, junto con la introduccién de
algunas técnicas matematicas, se realizan aportes al estudio de la decoherencia y la
relajacion.

2.1. Consideraciones previas

2.1.1. Los estados en mecanica cuantica
Sistemas cerrados

Segin el formalismo de la mecdnica cudntica, todo sistema tiene asociado un
operador de estado p que lleva toda la informacién (estadistica o probabilistica)
posible acerca del sistema. La representaciéon matemdtica del estado se realiza en el
espacio de Liouville! £, y en el caso discreto se puede pensar al operador de estado
como una matriz cuyos elementos evolucionan en el tiempo segiin la ecuacién de von

'Es el producto tensorial de dos espacios de Hilbert ordinarios £ = H ® H
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Neumann-Schrodinger:
dp 1 1
L~ A7 2.1
it ih [ p 21)
donde H es el Hamiltoniano del sistema.

Cada propiedad fisica del sistema queda representada por un observable especi-
fico O que pertenece al espacio dual de £, £, de modo que el operador § representa
la posicion, el operador p representa el momento, etc. Para calcular magnitudes de
interés fisico, se realizan operaciones algebraicas a partir de los mencionados oper-
adores. Asi, por ejemplo, el valor medio de la propiedad representada por O, para un
sistema en el estado p, se calcula como la traza del producto de ambos operadores:

(0) =17 (50) (2.2)
P
En el caso de los sistemas simples? no hay diferencia sustancial entre conocer el
estado y conocer los valores medios de los observables que constituyen una base
completa del espacio de operadores®:

(i) dado el estado, se puede calcular el valor medio de cualquier observable, y

(ii) dado el valor medio de los observables que constituyen una base completa
del espacio de operadores, es posible calcular el estado del sistema.

Por lo tanto, en estos casos resulta intuitiva la postura segin la cual hay un
sistema fisico, cuyo comportamiento es cudntico y tiene asociado un operador de
estado p.

Sistemas abiertos

En el caso de sistemas compuestos, el estado inicial del sistema total se construye
como el producto tensorial de los estados de sus subsistemas. En el caso de un sistema
compuesto de N particulas*, el procedimiento es el siguiente:

e Se consideran N particulas inicialmente separadas e independientes: la particula
1 en el estado p,(0), la particula 2 en el estado p4(0),... y la particula N en el
estado py(0).

e Se asume que a partir del instante ¢ = 0 las N particulas serdn consideradas
partes de un sistema compuesto total cuyo estado inicial es (que es un caso
particular)

pr(0) = p1(0) ® py(0) ® - @ py(0) = X 2:(0) (2.3)

2Simples en el sentido de que no son sistema compuestos.

3Esto resulta evidente ya que las componentes del operador de estado no son otra cosa que los
valores medios de los operadores de la base.

4M4s genéricamente, en lugar de “particulas” pueden considerarse subsistemas.
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e En ¢ = 0 es posible recuperar el estado de cualquiera de las particulas mediante
la traza parcial, que consiste en “trazar” los grados de libertad del resto de las
particulas:

p1(0) = Tra, .~ (pr(0)) (2.4)

En general, cuando se quiere recuperar el estado inicial de alguna particula
dada, se dice que esa particula constituye el sistema de interés S y se llama
al resto de las particulas ambiente E. Asi, la notacién se simplifica:

f?s(o) =Trg (f)T(O)> (2~5)

donde S y E simplemente hacen referencia a los grados de libertad que se
conservan y los que se trazan respectivamente.

e El estado total del sistema evoluciona, como todo sistema cudntico, segin la
ecuacién de von Neumann-Schrodinger:

e Se calculan los valores medios del modo usual:

<0A>ﬁT - (@Té) (2.7)

Con este procedimiento se trabaja normalmente sin inconvenientes.

Luego se quiere retomar la idea de evolucién de las “particulas componentes” del
sistema total. Una vez compuesto el sistema, éste evoluciona como un todo siguiendo
la ecuacién de Liouville - von Neumann de acuerdo con el Hamiltoniano total, y sus
partes, si estdn en interaccion, pierden su individualidad. Nada impide tomar la traza
parcial del estado total evolucionado y recuperar un ente matemdtico que tiene la
apariencia de un estado y se denomina estado reducido:

ps(t) = Tre (pr(t)) (2.8)

este estado reducido no evoluciona segtn la ecuaciéon de Liouville - von Neumann:

dp 1 r1ax
% — [HS, ps} (2.9)
La dindmica del estado reducido responde a una ecuacién maestra no unitaria, dis-
tinta en cada problema particular.

Suele afirmarse que la particula 1 puede reidentificarse en el sistema compuesto o
sea, es un sistema cudntico (que no obedece la ecuacién de von Neumann-Schroédinger)
que estd representado por el operador de estado reducido pg. En efecto, si se con-
sideran observables que actian sélo sobre el sistema de interés:

O=05®Ig (2.10)
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donde Og es un observable cualquiera del sistema Sy I es la identidad del espacio
de observables del sistema FE, entonces se pueden calcular los valores medios de estos
observables del siguiente modo:

<Os>ﬁs —Tr (@SOS) (2.11)
ya que
<O>ﬁT = Tr (pTO> = Tr (f)T <OS ® IE>> —Tr (pSOS) - <Os>ﬁs (2.12)

Por lo tanto, los valores medios de estos observables se calculan de forma idéntica
que para los sistemas cerrados, pero usando el operador de estado reducido pg. Sin
embargo, hay que tener en cuenta que esto sélo vale para los observables de la forma
Os® Ip. La expresion (2.11) reproduce la estadistica de las mediciones que puedan
realizarse teniendo acceso solamente a S: ya que el operador de estado reducido pg
no permite calcular las correlaciones de S con E. El corolario de esta observacion
es que, si se conocen completamente pg v pp, no se tiene la informacién del sistema
total ya que no es posible recuperar todas las correlaciones.

Este hecho, perfectamente compatible con la interpretaciéon ortodoxa de la mecéni-
ca cuantica, puede representar una dificultad para las interpretaciones sin colapso
como las interpretaciones modales. Segiin las interpretaciones modales, luego de una
medicion el sistema no colapsa y permanece en una superposicién. La tnica manera
de explicar la coincidencia de la lectura de los punteros en mediciones sucesivas del
mismo observable es apelando a las correlaciones entre el sistema y los aparatos de
medicién. En este caso la pérdida de las correlaciones resulta desastrosa. Sin embar-
go, en la mayorfa de los casos, estas cuestiones no resultan relevantes y se opera con
ps.

En el caso de los sistemas compuestos tampoco hay diferencia entre conocer el
estado reducido y conocer los valores medios de los observables que constituyen una
base completa del espacio de operadores del sistema S:

(i) dado el estado reducido, se puede calcular el valor medio de cualquier observ-
able Og en el estado pg, y

(ii) dado el valor medio de los observables que constituyen una base completa
del espacio de operadores del sistema S, es posible calcular el estado reducido
del sistema pg.

2.1.2. La decoherencia como origen del limite clasico

El principio de correspondencia establece que deberfa ser posible recuperar las
leyes de la mecénica cldsica a partir de las de la cudntica. Un modo de establecer
el vinculo entre ambas teorias es la utilizacién de la teoria de deformaciones alge-
braicas, segin la cual es posible “deformar” un dlgebra hasta convertirla en otra por
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medio de algin operador [24]. Con ayuda de esta teoria es posible transformar el
estado cudntico p en un estado andlogo al de la mecénica estadistica clasica, p(p, q),
que habita el espacio de las fases. Se pretende interpretar esta funcién como una
distribucién de probabilidad en el espacio de las fases, que fija la probabilidad de
que el sistema posea un par posicién-momento cldsico bien definido.

Sin embargo es posible establecer una transicién cudntico-cldsico a nivel de los
valores medios. En esta seccion se muestra el modo en que se entiende este limite
clasico de los valores medios y su relaciéon con el limite de los estados.

Los valores medios cldsicos y cudanticos

A continuacién tomamos por simplicidad el caso de sistemas con espectro discreto
de energfa; todas las consideraciones de este capitulo pueden hacerse también en el
caso continuo.

Segin las estadisticas cldsicas, se puede calcular el valor medio de un observable
O sumando los valores que es posible medir para este observable pesados con su prob-
abilidad. Si los valores que es posible medir para el observable O son {01, 09, -+ , 0N},
Q = {01,092, - ,0n} es el espacio de eventos posibles, y P; es la probabilidad de
medir o;, entonces el valor medio es

©0)=Y o (2.13)

donde 0 < P, <1y> P =1

Sin embargo la mecdnica cudntica da lugar a valores medios que poseen otra
estructura. Si utilizamos la expresién (2.2) para calcular el valor medio de un ob-
servable O en el estado p se obtiene

<O>p - Z Oijpji (2.14)
2Y)

Es importante senalar que, el operador de estado p es un ente matematico que admite
multiples representaciones concretas; por ejemplo, en el caso discreto y finito p es
una matriz que se puede escribir en distintas bases. Pero los elementos de matriz
pj; del operador p cambian cuando se elige expresarlos en una base u otra. Por lo
tanto expresar al operador p a partir de sus componentes p;; implica la eleccién
de una base particular del espacio de Hilbert. En la expresién (2.14), donde se ha
elegido una base particular del espacio de Hilbert, se pueden separar los términos
que tienen origen en las componentes diagonales de O y py los que tienen origen en
los términos no-diagonales:

S i]
En la primer sumatoria aparecen los elementos diagonales O;; = O; del observable,

que segun la interpretacién usual serfan los valores que es posible medir, multi-
plicados por los elementos diagonales p;; del operador de estado, que justamente
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corresponden a las probabilidades P;; = P; que asigna la regla de Born. Es decir,
(0), =320P+3 7 Oup, (2.16)
P : .
i i#]

Se obtienen entonces dos sumatorias, la que incluye los aportes de las componentes
diagonales de O y p,
D
Y=Y orp (2.17)

y la que incluye los aportes de las componentes no-diagonales de O y 0,

ZND = Z Oijpji (2.18)

i#]

Teniendo en cuenta que 0 < P, < 1y >, P, = 1, se concluye que ZD tiene la
estructura de un valor medio clédsico y se le puede dar una interpretaciéon por ig-
norancia. Por otro lado, ZND no posee dicha estructura ya que, por ejemplo, pj;

puede no ser positivo. Entonces el término ZND dificulta la interpretacién del valor
medio cudntico como un valor medio clésico, y este hecho es razonable porque de
otro modo no habria nada especial en la mecénica cudntica. En la sumatoria ZND
es donde se ven manifestadas las caracteristicas mas curiosas de la mecanica cudnti-
ca: los fenémenos de superposicién e interferencia. Por este motivo, los términos de
ZND suelen denominarse términos de interferencia.

Un puente entre valores medios: La decoherencia

Queda claro, entonces, que en la sumatoria ZND se ponen de manifiesto las
caracterfsticas peculiares de la mecédnica cudntica. Por lo tanto, cualquier intento
de hallar un lfmite entre las estadisticas cudnticas y las estadisticas cldsicas debe
incluir un proceso mediante el cual desaparezcan los términos de interferencia en los

valores medios, i.e.
ND
Y =0 (2.19)
A este proceso se lo llamara decoherencia. Asi es posible armar el siguiente esquema:
<O> =SP4+ 5VP o Estadistica cugntica
p
!
Decoherencia
(0),=2
?
!

Interpretacion de P;
<O> =>.0F ~  Estadistica cldsica
o
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En este punto es conveniente hacer una observacién que va a dar lugar al enfoque
ortodoxo de la decoherencia. La condicién para obtener el limite entre las estadisticas
L. L i . ND
clésica y cuéntica es que a partir de cierto momento » = 0. Y esto sucede,
en particular, cuando el operador de estado es diagonal en la base donde se esta
trabajando (méds adelante se discute la importancia de esta base):

ND
Si p es diagonal = Z =0 (2.20)

De hecho, si se consideran los observables que constituyen una base completa del
espacio de operadores :

(i) cuando p es diagonal, desaparecen los términos de interferencia del valor medio
los observables que constituyen una base completa del espacio de operadores

» Y

(i) si desaparecen los términos de interferencia de los valores medios los observ-
ables que constituyen una base completa del espacio de operadores, entonces
p es diagonal.

De manera que, cuando se consideran los observables que constituyen una base
completa del espacio de operadores, el estudio de la decoherencia se puede encarar
desde dos puntos de vista equivalentes:

1. El estudio de la diagonalizacién del estado.

2. El estudio de la desaparicién de los términos de interferencia de los valores
medios.

Pero no hay que olvidar que, ya sea que se considere el estado o los valores
medios, siempre es necesario elegir una base particular en la que se escriben p;; y

0,.

2.2. El enfoque ortodoxo de la decoherencia

La decoherencia es un proceso originalmente concebido para explicar la diago-
nalizaciéon de la matriz reducida. Su versién ortodoxa, la decoherencia inducida por
el ambiente (Environment Induced Decoherence, EID), es un enfoque que se aplica
a sistemas abiertos ya que, como su nombre lo indica, considera al sistema bajo
estudio S embebido en un ambiente £ que induce la decoherencia.

El sistema S es un sistema abierto que tiene asociado un espacio de Hilbert Hg y
ambiente F es un sistema abierto que tiene asociado un espacio de Hilbert Hg. Los
correspondientes espacios de von Neumann-Liouville de cada uno son: Lg = Hg®
Hs v L = Hp® Hg. El universo U es un sistema cerrado que tiene asociado un
espacio de Hilbert H que es el producto de los espacios de Hilbert que corresponden
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al sistema propio S y al ambiente E, es decir, H = Hs® Hpg; por otro lado el

correspondiente espacio de von Neumann-Liouvillede U es L=HQ H = Ls® L.
Al ser U un sistema compuesto, el estado inicial del sistema total se construye

segtin (2.3) como el producto tensorial de los estados iniciales de sus subsistemas®

pr(0) = ps(0) © p(0) (2.21)

El estado total del sistema evoluciona, segiin la ecuacién de Liouville - von Neumann:

dp 112~
% - = [H, pT] (2.22)
Tomando la traza parcial del estado total evolucionado, se recuperara el estado
reducido evolucionado,

ps(t) = Trg (pr(t)) (2.23)
La dindmica del estado reducido responde a una ecuacién maestra no unitaria, dis-
tinta en cada problema particular.

Asi, segiin el enfoque EID, el estudio de la decoherencia se basa en el estudio
de la evolucion de la matriz reducida escrita en una dada base. Ya sea calculando
explicitamente pg(t) o analizando caso por caso la ecuacién maestra, es posible
determinar si en determinadas condiciones el operador de estado reducido se vuelve
diagonal o no en una base particular. En muchos modelos de sistemas fisicos donde
la cantidad de grados de libertad del ambiente es enorme, se demuestra que

tilpgs pg(t) = f)(SD) (t) diagonal (2.24)
Segun el criterio usual se dice q}ue como luego de un tiempo de decoherencia tpg
la matriz pg(t) evolucioné a Ps diagonal (luego de un tiempo tpg el estado pg(t)
se diagonaliza en cierta base), entonces se dio un proceso de decoherencia inducido
por la gran cantidad de grados de libertad del ambiente. Esto equivale a pensar
que pg(t) representa el estado de una parte del sistema total, y que esta parte se
volvié cldsica. En general, esta parte se piensa de un modo bastante concreto, ya
que en muchos casos el sistema representa una particula. Como el estado se volvié
diagonal y representa una particula, entonces se puede decir que esta particula se
volvié clésica.

Esta perspectiva es ttil cuando se adopta el punto de vista de un observador
para el que no es posible acceder al sistema E' y, por lo tanto, tampoco es posible
acceder a las correlaciones. La tnica informaciéon que puede obtener este observador
es la que brindan los valores medios de los observables de la forma

Os ® Ip (2.25)

?Obsérvese que esta eleccién es un caso particular adecuado a los cédlculos que siguen. Algunos
autores realizan elecciones mas generales del estado inicial, pero de ese modo trasladan el problema
de la individualidad a la situacién inicial. En este trabajo se prefiere no dar lugar a controversias
en ese sentido.

6Para completar el limite cldsico hay que hacer la transformada de Wigner y & — 0.
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Entonces, desde su punto de vista, las correlaciones carecen de sentido préactico y
el operador de estado pg le provee toda la informacién sobre el sistema S, y este
sistema responde a una estadistica cldsica.

2.2.1. La base privilegiada madvil

Como es sabido, el operador de estado es hermitico y, por lo tanto, siempre
existe una base en la que es diagonal. Esto parecerfa sugerir que, como siempre
es posible escribir pg de forma diagonal, entonces los valores medios no tendran
términos de interferencia y siempre es posible interpretarlos como valores medios
clasicos. Por lo tanto, puesto que un operador de estado pg es siempre diagonal en
alguna base, hay que aclarar a qué se refiere la expresién “pg se diagonaliza”. En
efecto, el estado pg se puede representar en distintas bases, dando lugar a expresiones
en las que los valores medios se pueden expresar en términos de ZD y ZND distintas
en cada base. A su vez, hay una base particular que cambia instante a instante
en la que ZND es siempre cero. Sin embargo, las caracteristicas del sistema de
interés, su ambiente y la interaccién entre ambos determina una base particular en
la que se deben realizar los cédlculos. A esta base se la llama base privilegiada mdvil
(moving preferred basis en inglés) y esta formada por el conjunto de estados més
estables y robustos, menos afectados por la interaccién entre el sistema y su entorno.
Si hay decoherencia, el sistema evoluciona de manera que, luego de un tiempo y
si h — 0, el estado expresado en esa base es diagonal; entonces desaparecen los
términos de interferencia de los valores medios de todos los observables y se los puede
pensar como valores medios cldsicos. Asi, la decoherencia no habla simplemente de
la diagonalizacién del operador de estado, sino que habla de la diagonalizacion del
estado escrito en una base particular. Es decir, fijada la base base privilegiada mévil
donde la representacion del estado inicial del sistema es no-diagonal, la decoherencia
es un proceso que, en esa misma base, hace que luego de evolucionar durante un
tiempo de decoherencia tpg el estado quede representado por un estado diagonal y
permanezca de ese modo.

Segtin el enfoque ortodoxo de la decoherencia, dado un sistema .S embebido en
un ambiente £ con muchos grados de libertad, la transicién cudntico-cldsico del
sistema S puede explicarse del siguiente modo: existe una base privilegiada en la
que el estado reducido pg del sistema S se vuelve aproximadamente diagonal en
el tiempo tpg. Esta base privilegiada es la que indica cudl es la realidad cldsica
emergente.

2.2.2. Otros aspectos de la decoherencia

Actualmente, el formalismo de EID ha sido aplicado a un amplio espectro de
modelos, sus resultados han tenido muchas confirmaciones experimentales, y recien-
temente su estudio ha cobrado especial relevancia en computacién cudntica. Por otro
lado es posible hacer algunos comentarios sobre otros aspectos de la decoherencia
entendida de un modo més amplio:
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La decoherencia de sistemas sin ambiente

La bibliograffa incluye modelos donde es posible describir una decoherencia en
sistemas que no tienen un ambiente entendido del modo tradicional. Algunos ejem-
plos son:

» Sistemas como el de Casati-Prosen [25]: En este tipo de sistemas la decoheren-
cia se manifiesta en la observacién del patrén de interferencia que se obtiene
en una pantalla a la salida de una doble rendija ubicada en una cavidad con
una geometria particular. Mds alld de los detalles del modelo, y si bien no es
un problema central de la fisica, éste es un caso en el que no es posible atribuir
la desaparicion de la interferencia a un ambiente externo al sistema.

» El caso de los sistemas estudiados por SID [16]: SID es un caso particular
de decoherencia que se produce en la base de la energfa, por lo que se la
puede considerar una teorfa de la relajacién. No obstante describe la transi-
cién cudntico-clasica (y la relajacién) en los casos particulares donde la base
privilegiada mévil es la base de la energia (tal es el caso del los modelos de
espines). En este formalismo la pérdida de coherencia se atribuye a un grano
grueso y es dificil atribuirla a la presencia de un ambiente externo al sistema.

» Los sistemas estudiados por Gambini [14]: En este caso se analiza la influen-
cia de un término extra en la ecuacién diferencial del estado, proveniente de
consideraciones hechas basasadas en gravedad cudntica. Este término puede
interpretarse como una indeterminacién en el tiempo fisico o un grano grue-
so temporal. En este formalismo tampoco parece fdcil la identificacién de un
ambiente que cause la pérdida de coherencia.

Debido a sus caracteristicas, estos casos de decoherencia quedan fuera del alcance
de EID, que pretende, como su nombre lo indica, estudiar la decoherencia inducida
por el ambiente. Segtin Zurek, la clasicidad de sistemas cerrados no puede siquiera ser
planteada en EID (ver [26], p.181). Por lo tanto puede resultar conveniente elaborar
un esquema unificador que incluya todos estos formalismos en uno solo.

La identificacién del sistema que decohere

Como se ha senalado anteriormente, el enfoque EID resulta satisfactorio en gran
cantidad de casos, pero EID no se aplica directamente a sistemas cerrados. El modo
de proceder ante un sistema cerrado consiste en dividirlo: se considera “sistema”
a ciertos grados de libertad y “ambiente” al resto. Un ejemplo reciente y claro
es el procedimiento aplicado en [27] al modelo cosmoldgico actual. En este caso,
cuando se estudian las fluctuaciones generadas durante el perfodo inflacionario de
la evolucién césmica, puesto que el universo no interactia con nada, se distingue
entre fluctuaciones escalares y fluctuaciones de tipo tensorial, y se las considera en
interaccién. De este estudio se concluye que las fluctuaciones tensoriales pueden
provocar la pérdida de coherencia de las escalares, de manera que el tratamiento
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de estas tltimas como fluctuaciones clésicas estd justificado. Este es un ejemplo de
como es posible dividir entre sistema y ambiente en el caso cosmolégico, aunque
diferente del modo usual donde la separacién consiste en considerar como “entorno”
a los modos de longitud de onda cortos y como sistema a los de longitud de onda
largos [28].

En el procedimiento de definir cudl es el sistema que se debe estudiar surge una
aparente dificultad. Puesto que el entorno puede ser externo o interno al sistema
de interés, no hay un criterio univoco para decidir dénde ubicar el “corte” entre
sistema y entorno. Si bien podria pensarse que esto es una dificultad de EID, no es
asi, puesto que la decoherencia se define en funcién del sistema de interés. Ademds,
cabe senalar que EID permite el estudio de las correlaciones entre el sistema y el
ambiente, incluyendo asf el estudio del ambiente [29], también permite estudiar la
decoherencia de distintos subsistemas.

Si bien el formalismo basado en la descripcién del estado reducido no presen-
ta dificultades, debe ser interpretado cuidadosamente al momento de explicar la
emergencia de las propiedades cldsicas a partir de las cudnticas. En efecto, dado un
sistema cerrado cudntico U al que se aplica el esquema EID, U puede descomponerse
en sistema y ambiente de diferentes modos:

Descomposicién 1: U = S; U E;

Descomposicién 2: U = Sy U Fy

Descomposicién n: U = S, U E,
En este punto pueden darse tres situaciones:

1. Si todos los sistemas de interés que surgen de la diferentes descomposiciones
no decoheren, entonces en este sistema no hay emergencia del mundo clésico.

2. Si todos los sistemas de interés surgidos de la diferentes descomposiciones no
decoheren excepto uno, entonces en este subsistema emerge un mundo clésico.

3. Si més de uno de los sistemas de interés surgidos de las diferentes descomposi-
ciones decoheren, entonces en este sistema emerge mas de un mundo clésico.

Este tltimo caso la emergencia del mundo clédsico debe explicarse con sumo
cuidado, ya que en el mundo que usualmente se llama cldsico es 1nico, y estd bien
determinado por las leyes de la mecdnica clasica, y es el mundo que observamos en
la vida cotidiana.

Un ejemplo concreto de esta situacién se analizara en el Capitulo 5, donde todas
las particulas del sistema decoheren frente al entorno si se las considera por separado,
pero el sistema compuesto de todas ellas no lo hace.
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La identificacién de la base privilegiada

Segtin las secciones anteriores, la transicion cudntico-clédsico del sistema S puede
explicarse del siguiente modo: dados el sistema S y el ambiente F, existe una base
privilegiada en la que el estado reducido pg del sistema S se vuelve aproximadamente
diagonal a partir del tiempo de decoherencia ¢p. Esta es una conclusién que surge a
la vista de muchisimos modelos resueltos en la bibliografia sobre decoherencia. En la
resolucién de estos modelos primero se define el Hamiltoniano H del sistema a tratar,
luego se halla la evolucion no unitaria definida por S en interacciéncon FE, se escribe
pg(t) en un una base de estados que son aproximadamente estables, y se muestra
que pg(t) se vuelve diagonal aproximadamente luego del tiempo de decoherencia.
Por lo tanto, el tiempo de decoherencia es aquél a partir del cual el operador de
estado se vuelve aproximadamente diagonal y se mantiene diagonal en una base
de estados que son aproximadamente estables. El criterio que permite distinguir
los elementos de la base privilegiada mévil es conocido como predictability sieve
criterion (ver [30]). La idea bésica es la siguiente: para encontrar los estados de la
base privilegiada, se deben considerar todos los posibles estados iniciales puros para
el sistema y calcular la entropia asociada al estado reducido después de un tiempo
t; los estados puntero son los que reducen al minimo la producciéon de entropia.
Este criterio es facil de aplicar a sistemas simples donde el Hamiltoniano propio
del sistema o el Hamiltoniano de interaccién se pueden despreciar. Por otro lado,
también ha sido aplicado en numerosos casos que incluyen el movimiento Browniano
cuantico. Mediante este criterio se puede definir la base privilegiada, en tanto base
menos afectada por la dindmica del sistema.

El predictability sieve criterion tiene la particularidad de que exige el cdlculo de
la evolucién de la entropia (o de la pureza segun una variante del criterio) del sistema
[31], lo cual puede ser mds o menos facil segun el caso, y depende fuertemente de
la habilidad del observador de predecir la evolucién temporal del sistema de interés.
Por lo tanto, si bien es un muy buen criterio, podria ser fructifero suplementar las
herramientas matematicas mediante una técnica que no requiriera el cdlculo de la
evolucién completa del sistema y no apele a conceptos como la entropia o la pureza.

2.3. El enfoque basado en valores medios

En las consideraciones realizadas en la Secciéon 2.1 se mostré que, si bien el
enfoque basado en el operador de estado presenta algunas dificultades para ciertas
interpretaciones sin colapso, no hay diferencia sustancial entre conocer el estado y
conocer los valores medios los observables que constituyen una base completa del
espacio de operadores. Por lo tanto es posible describir los sistemas cudnticos abiertos
y cerrados desde el punto de vista de los valores medios sin diferencia alguna con el
enfoque usual basado en el estado. Por otro lado, en la Seccién 2.1.2 se mostré que el
estudio de la decoherencia se puede estudiar desde dos puntos de vista equivalentes:

1. El estudio de la diagonalizacién del estado en la base privilegiada.
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2. El estudio de la desaparicién de los términos de interferencia de los valores
medios escritos en la base privilegiada.

En enfoque ortodoxo aborda el problema estudiando la diagonalizacién del estado
y fue descrito en la seccién anterior. En la presente seccién se desarrolla el segundo
punto de vista, encontrando que este enfoque es compatible con los resultados del
ortodoxo, pero presenta las siguientes diferencias:

= Permite la descripcién de una decoherencia sin ambiente.

= Si bien tampoco establece un criterio para determinar cudl es el “sistema” y
cudl es el “ambiente”, permite definir al mundo clédsico en una situacién como
la que se describe en 2.2.2.

= Ofrece un marco amplio para desarrollar la teoria de la decoherencia.

2.3.1. Irreversibilidad y decoherencia

Como enfatiza Omnes en [32], la decoherencia es un caso particular del problema
general de la irreversibilidad en mecdnica cudntica. El problema de la irreversibilidad
puede ser expresado en los siguientes términos. Un estado cuédntico p(t) describe

oy

v

una evolucién unitaria dada por el operador de evolucién temporal U(t) = e *7*; el
cardcter unitario de esta evolucién impide que el estado alcance el equilibrio para
t — oo. Esto significa que, para dar cuenta de la llegada al equilibrio, es necesario
utilizar algiin tipo de evolucién no unitaria; por lo tanto, se debe introducir algin
tipo de operacién que transforme la evolucién unitaria en una no unitaria. Desde
un punto de vista general, esta operacién consiste en la particién de la informacion
maximal del sistema en una parte relevante y una no relevante. La parte relevante
es considerada, como su nombre lo indica, de interés y la informacién que proviene
de ella se retiene, mientras que la parte no relevante se desprecia. En un esquema de
este tipo la evolucién puede alcanzar una situacion de equilibrio final. Es importante
senalar que, desde el punto de vista m&s general, al hablar de parte relevante y
parte no relevante se hace referencia a la informacién maximal del sistema, y eso
no implica de ningtin modo que se deje de pensar al sistema fisico como un todo o
que se establezca una separacién en grupos de las particulas que forman parte del
sistema. Este tiltimo caso seria sélo un modo particular de particionar la informacién
maximal del sistema.

Esta idea, expresada de un modo amplio en el parrafo anterior, puede ser refor-
mulada en el lenguaje de operadores. La informaciéon maximal de un sistema U estd
dada por el espacio O de todos los observables que tedricamente es posible construir
para el sistema. La divisién entre la informacién relevante y la informacion irrele-
vante se realiza eligiendo observar una “parte” del sistema que resulta de interés y
pasar por alto la “parte” restante; esto equivale a elegir un subespacio Or C O de
observables relevantes que dan cuenta de la informacién elegida, e ignorar el resto.
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Debido a la importancia de este concepto, se vuelve a subrayar que la separacién
en “partes” refiere a la informacién maximal del sistema y no a la divisién del sistema
en subsistemas que puedan identificarse con “objetos” con propiedades esenciales y
espacialmente localizados. Por ejemplo, dado el sistema cerrado U, podrian elegirse
como observables relevantes todos los O € O salvo uno, O;, aun cuando (O; no
puede interpretarse por si solo como representando un objeto fisico (por ejemplo,
una particula).

Una elecciéon muy frecuente de los Or € Opg es la que se efectia dividiendo el
sistema cerrado U, representado en ‘H, en dos subsistemas abiertos S y E, represen-
tados en Hg y ‘Hp respectivamente, de modo tal que U = S U E. En este caso:

Or=0s®Ip € HOH (2.26)

donde I es la identidad en Hg ® Hg, y Os € Hs ® Hg es un observable del sistema
S. Puesto que el tnico observable considerado en el subsistema E es la identidad
I, resulta claro que Og sélo brinda informacién acerca de S. En casos como éste,
S suele denominarse sistema y el subespacio 2 ambiente.

Por consiguiente, los valores medios (Og) o(t) de los observables Or € O dan
cuenta sélo de la parte relevante del sistema cerrado. Es importante aclarar que,
en principio, la decisién de cudles son los observables relevantes, es decir, los que
se consideran de interés, depende del propdsito particular que se plantee en cada
situacion. Si bien la eleccién no es meramente arbitraria, si es convencional ya que
depende solamente de las intenciones del observador. En otras palabras, la eleccion
de los observables relevantes responde a un propésito, pero no indica un modo “es-
encial” de identificar los subsistemas. Por otra parte, la divisién del sistema cerrado
en subsistemas no implica que éstos deban necesariamente decoherir: en principio,
la decoherencia o no de los subsistemas debe demostrarse en cada caso.

También es importante enfatizar que, sin una restriccién sobre el espacio de
observables, la descripcién de evoluciones no unitarias irreversibles no es posible ya
que, de acuerdo con el postulado dindmico de la mecdnica cudntica, el estado del
sistema cerrado U evoluciona unitariamente segin la ecuaciéon de Schrodinger en la
versién de von Neumann. Como la decoherencia es un proceso irreversible, siempre se
debe efectuar la particién de todo el espacio de observables en el subespacio relevante
Or C O y el subespacio irrelevante, conformado por los restantes observables. Es
interesante advertir que, para explicar la decoherencia en todas sus versiones, de
un modo u otro se elige un subespacio de observables relevantes: los observables
“gruesos” en van Kampen [1], los observables macroscopicos del aparato en Daneri et
al. [3], los observables del sistema abierto en EID [5] [6] [7], los observables colectivos
en Omnes [32], los observables de van Hove en SID [16], etc.

2.3.2. La decoherencia de los observables

La desaparicion de los términos no-diagonales ZND del valor medio escritos en
la base privilegiada puede analizarse desde el punto de vista de los valores medios.
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Asi, el fenémeno de la decoherencia se presenta de un modo mas fiel al planteo
presentado en la Seccién 2.2. Dado un estado inicial p(0) y un subespacio de observ-
ables relevantes Or C O, la decoherencia se da cuando, en la base privilegiada (ver
Seccién 2.1.2),

ZND(t) —0 (2.27)

en el tiempo de decoherencia, y

ZND(t) ~ 0 (2.28)

a partir de entonces. Esto implica que el operador de estado sea diagonal, sino simple-
mente que para el conjunto de observables relevantes no hay términos de interferencia
(usando la base privilegiada). Entonces se puede afirmar que el estado inicial p(0)
evoluciona como p(t) y luego de un tiempo llamado tiempo de decoherencia tp el
estado adopta una forma particular que hace desaparecer los términos no-diagonales
del valor medio (en la base privilegiada)

lim <OR>M - (2.29)

Esta manera de describir la decoherencia es distinta de la ortodoxa pero la in-
cluye. En efecto, cuando se eligen los observables relevantes de la forma Og =
Og ® I, entonces el requerimiento de pedir que desaparezcan los términos de in-
terferencia del valor medio equivale a pedir que el operador de estado reducido del
sistema sea diagonal. Pero cuando se eligen los observables relevantes de otro modo,
la equivalencia se pierde. Este enfoque sienta las bases de un GTFD, por medio del
cual se pueden englobar distintos enfoques existentes de decoherencia y relajacion
en un unico marco tedérico general. Ademds, puede dar lugar a nuevos enfoques;
en particular permite describir la decoherencia para conjuntos de observables que
no tienen un operador de estado asociado (por ejemplo la decoherencia de un solo
observable). En los siguientes apartados se vuelve sobre este punto.

2.3.3. La relacién entre decoherencia y relajacién

Si bien la decoherencia de un sistema cudntico y su relajacién son fenémenos que
se estudian separadamente, existe una relaciéon entre ellos. Entender esta relacion
es fundamental para desarrollar un GTFD,que pretenda dar cuenta de ambos fené-
menos. Por este motivo, a continuacion se resume dicha relacion.

Por simplicidad se considera el caso de sistemas con espectro de energfa discreto,
pero los resultados son facilmente exportables a sistemas continuos. Sea un sistema
cuantico S con un espacio de Hilbert asociado Hg, y un Hamiltoniano Hg con
autoestados {|w;)} vy autovalores {w;}. El estado inicial para el sistema S, escrito en
la base de la energifa, es

ps(0) = me |wi) (wil + Z Pij |wi) (wj| (2.30)
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El valor medio de un observable cualquiera en el estado inicial resulta
<O>p © > Oupi+ Y Ojip (2:31)
o i ij

Si el sistema evoluciona cudnticamente de acuerdo con la evolucién de Liouville -
von Neumann, en la base elegida el valor medio evolucionado es

<O>ﬁs(t) = Z Oiipy; + Zj Ojipye et = 37 L ™) (2.32)

La relajaciéon se da cuando, luego de un tiempo llamado tiempo de relajacion del
sistema tg, los valores medios de los observables ya no evolucionan. Cuando se
escriben los valores medios en la base de la energfa, el requerimiento de que los
valores medios no evolucionen es equivalente a pedir que la sumatoria ZND(t) se
haga cero. Asi, la parte dependiente del tiempo desaparece y el sistema alcanza
la relajacion. La base de equilibrio final es aquélla que diagonaliza al operador de
estado cuando el sistema alcanzé la relajacion, i.e. luego del tiempo de relajacién
th.

Por otro lado, si hay decoherencia en esta base, desaparecen los términos de
interferencia y sobreviven los términos diagonales que no evolucionan en el tiempo,
i.e. S"P(t) se hace cero. Entonces el sistema decohere y llega al equilibrio al mismo
tiempo. Asi, es posible afirmar que la decoherencia en la base de la energia y la
relajacién se dan simultdneamente o bien, son el mismo fenémeno.

Hasta aqui la base elegida fue la de la energia. En el caso general donde se
estudia la desaparicién de los términos de interferencia en la base privilegiada mdvil,
el andlisis anterior muestra que, como la base que diagonaliza al estado es tinica,
entonces la base privilegiada mdovil y la base de equilibrio final deben converger en
el tiempo de relajacion. En este caso general la evolucién del valor medio expresada
en la base privilegiada mévil es:

<O>ps(t) S+ (2.33)

Asi en el tiempo de decoherencia se tiene que la interferencia desaparece

<O>ﬁs(t) -3 (2.34)

y en el tiempo de relajacion el sistema deja de evolucionar

<O>ﬁs(t) . ZD (2.35)

En conclusion, cuando la decoherencia se da en la base de la energfa entonces
el tiempo de decoherencia y relajacién son el mismo y, por supuesto, la base de la
decoherencia coincide con la base de equilibrio (la de la energia). Ademds, cuando
la base privilegiada no es la de la energia, ésta es movil y converge a la de equilibrio
para tiempos grandes.

Con esta relacién y las consideraciones presentadas en las subsecciones anteriores
es posible formular un GTFED.
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2.3.4. Un esquema general de la decoherencia

El enfoque de valores medios permite analizar las partes de un sistema desde la
perspectiva del sistema cerrado. Como ya se explicé anteriormente, el énfasis se pone
en la eleccion de los observables relevantes del sistema cerrado. Antes de continuar
conviene precisar algunas definiciones:

s La base de equilibrio final es aquélla que diagonaliza al operador de estado
cuando el sistema alcanzé la relajacion, i.e. luego del tiempo de relajacion tg.

= La base privilegiada movil es aquélla que diagonaliza al operador de estado
luego del tiempo de decoherencia tp.

» La técnica polar es la técnica que se desarrollara en el Capitulo 6 de esta tesis
y consiste en analizar la distribucién de polos de la extensién analitica del
Hamiltoniano del sistema.

Entonces, dado un sistema cudntico, los fenémenos de la decoherencia y de la
relajacion se pueden explicar en el marco de un esquema que consiste en aplicar
cuatro pasos, que son una generalizacién del GTFD con tres pasos presentado ante-
riormente’ (para més detalles, ver [33] y [34]):

1. Primer paso: Dado el sistema cudntico bajo estudio, se eligen los observables
que resultan de interés para el problema que se quiere tratar. Cada uno de estos
observables Or se denomina observable relevante, y todos ellos conforman el
conjunto Or de observables relevantes del sistema. De modo que Og € Op.

2. Segundo paso: Se obtiene el valor medio de cualquiera de los observables
relevantes, (Og) ), VOr € Og. Para ello se calcula (Og), como el valor
medio de Op en el estado p(t) del sistema completo, que evoluciona de forma
unitaria.

3. Tercer paso: Se demuestra (cuando hay relajaciéon) que, para todo Og € Og,

(OR) () alcanza un valor final de equilibrio (Or), :

lfm (Og) ) = (Or), = ZD (2.36)

t—tr

Se calcula el tiempo de relajacién tr y, con él, la base de equilibrio final®. El
estado de equilibrio p, es un operador de estado que cumple los requisitos
usuales, entre ellos, ser autoadjunto; por lo tanto, se puede escribir en forma
diagonal en su propia base de autovectores. Esta base serd llamada base de
equilibrio final.

"Se entiende que este GTFD es una construccién en desarrollo que no tiene pretensiones de ser
completamente general en su estado actual, pero avanza en ese sentido.
8Este paso puede realizarse mediante la técnica polar o no.
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4. Cuarto paso: Se calcula el tiempo de decoherencia tp analizando los tiempos
de decaimiento caracteristicos de los valores medios’. Con tp se construye la
base privilegiada movil. Y se demuestra (cuando hay decoherencia) que para
todo Og € Og, (Og) o(t) adopta la forma diagonal en la base privilegiada movil:

D D
tlig]g <OR>p(t) = Z (t) v <OR>p(t) th Z (t) (2.37)

Estrictamente hablando, la ecuacién (2.36) sélo indica que el valor medio en el
estado global p(t) alcanza el equilibrio, es decir, tiene definido su limite cuando t —
tr. Partiendo de este hecho, en virtud de (2.36) no puede afirmarse simplemente que
lim;_¢,, p(t) = p,. Por el contrario, en este caso se dice, segin la jerga matemética,
que el estado p(t), que representa a todo el sistema y evoluciona en forma unitaria,
tiene definido sélo un limite débil, que se simboliza del siguiente modo:

W — lim p(t) = p, (2.38)
t—tr

Anslogamente, la ecuacién (2.37) da lugar al siguiente limite débil:
W = lim (p(t) = pa(t)) =0 (2.39)

La interpretacién de este limite débil es que, aunque los términos fuera de la diag-
onal de p(t) nunca desaparecen a través de la evolucién unitaria, el sistema llega
al equilibrio (ec. 2.38) y a la decoherencia (ec. 2.39) desde el punto de vista obser-
vacional, es decir, desde el punto de vista dado por los observables relevantes del
sistema Opr € Og.

Desde esta perspectiva general, resulta claro que la decoherencia y la relajacién
son procesos descriptos por una operacion de grano grueso, que lleva al limite cldsico
s6lo en ese sentido. Es decir, el fenémeno de interferencia es suprimido porque los
términos fuera de la diagonal de p(t) desaparecen desde el punto de vista de los
observables relevantes.

Los argumentos que defienden la introduccién de los cuatro pasos del GTFD
serdn desarrollados a lo largo de esta tesis. La intenciéon de la presente seccion
es, simplemente, presentar el esquema y comentar brevemente cémo contribuye a
enriquecer la descripcién del fenémeno.

2.3.5. El GTFD y EID

El enfoque EID encaja perfectamente en el GTFD, ya que considera los observ-
ables de la forma Orp = Og ® [g, donde Og son observables del sistema y I es
la identidad en el espacio de Hilbert del ambiente. Sin embargo, el GTFD permite
elegir los observables relevantes de otros modos: ésta es la clave para integrar los for-
malismos de decoherencia sin ambiente y definir el mundo cldsico emergente cuando
no hay un estado asociado, segin se detalla a continuacion.

9Esto puede hacerse analizando la distribucién de polos de la extensién analitica de los valores
medios (técnica polar) o con otra técnica.
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La inclusién de formalismos de decoherencia sin ambiente

Ademis de incluir a EID, el GTFD también incluye al enfoque de la decoherencia
llamado decoherencia autoinducida (en inglés, Self Induced Decoherence, SID). El
enfoque SID fue desarrollado en la ultima década con intencién de dar cuenta de
la decoherencia en sistemas cerrados. Su elaboracién abarcé tanto la parte tedrica
(ver [16]) como los fundamentos matemaéticos (ver [35]) y los fundamentos filoséficos
(ver [31]). En particular, este enfoque puede explicar el caso de la decoherencia en
modelos como el de Casati-Prosen (ver [36]). Sin embargo, la presentacién original
es susceptible de una critica: SID trata de la decoherencia en la base de la energia,
por lo tanto trata de la relajacion de los sistemas'®. Si bien relajacién y decoherencia
son el mismo fenémeno cuando se trabaja en la base de la energfa, el enfoque SID
original no puede describir la decoherencia de los sistemas sin ambiente cuando la
base privilegiada no es la de la energia.

Pero por intermedio del GTFD es posible tomar las ideas de SID y aplicarlas a
sistemas generales que decoheren en bases que no son las de la energia. Esto se logra
gracias a la introduccién del paso 4 del GTFD:

1. Primer paso: Se considera un sistema cudntico con un Hamiltoniano H con
espectro continuo: H |w) = w|w), w € [0,00). La restriccién en el espacio de
observables se introduce al considerar sélo los observables de van Hove, cuyas
componentes estdn dadas por

Or(w,w') = Ow)d(w — ') + Ow, ') (2.40)

donde O(w,w’) es una funcién regular. Por lo tanto, los observables relevantes
tienen la siguiente forma

On =[Ol [ [7 0w w) dod (2.41)

donde |w) = |w) (w| ¥ |w,w’) = |w) ('|. Esta restriccién en los observables no
disminuye la generalidad de SID, ya que los observables que no pertenecen al
espacio de van Hove no son experimentalmente accesibles y, por esta razon,
en la préactica son siempre aproximados con la precision deseada por observ-
ables regulares para los cuales el enfoque funciona satisfactoriamente (para un
argumento completo ver [31]).

2. Segundo paso: La evolucién temporal del valor medio de un observable Og €
Ovy en el estado p € S se puede calcular como la accién del funcional p(t)
sobre el operador Op (ver [16]):

(OR)pt) = / P (w)O(w) dw +/ / P (w, w)O(w,w) 2T duodud
0 o Jo
(2.42)

10Ge agradece la observacién y el interés de Juan Pablo Paz en el trabajo del grupo.
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3. Tercer paso: Se requiere que la funcién p*(w,w’)O(w,w’) sea regular, en ver-
dad simplemente IL; en la variable v = w — ', de modo que el teorema de
Riemann-Lebesgue puede ser aplicado a (2.42)''. Como consecuencia, el se-
gundo término desaparece:

o
th'm (OR) oty = / p*(w)O(w) dw (2.43)
— 00 0

Esto significa que, para t — oo, el valor medio de cualquier observable O €
Oy g en el estado p € S se puede calcular como si el sistema se encontrara en
un estado final estable p, tal que

M (Or) o) = (Or)y, (2.44)

donde p, = [ p*(w) (w| dw, escrito en la base del Hamiltoniano, tiene sélo
términos diagonales. Asi queda demostrado que la base de equilibrio final es
la de la energia.

4. Cuarto paso: Se calcula el tiempo de decoherencia tp analizando los tiempos
de decaimiento caracteristicos de los valores medios. Con tp se construye la
base privilegiada mdvil. Y se demuestra (cuando hay decoherencia) que (Or) ;)
adopta la forma

lim (Or), = 3 (1) (2.45)

t—>tD

La restriccion para la base privilegiada movil es que, para tiempos largos,
tienda a la base de equilibrio final. Un ejemplo de esto se encuentra en las
secciones 6.3 y 6.4'2.

De este modo, a través de los cuatro pasos, SID cancela la interferencia y selec-
ciona los estados privilegiados que, eventualmente, pueden ser observados al final
del proceso. Asi, cuando el valor medio inicial tiene componentes diagonales y no
diagonales, el sistema evoluciona de manera tal que luego de un tiempo de deco-
herencia tp los términos de interferencia desaparecen pero el valor medio contintda
evolucionando hasta que en algin tiempo ¢z el valor medio se “detiene”:

S+ - -3 (2.46)

El enfoque fue concebido originalmente para sistemas sin ambiente de espectro
continuo, pero puede aplicarse también a sistemas sin ambiente con espectro discreto
de energia bajo ciertas condiciones (ver préximo capitulo).

I'E] teorema de Riemann-Lebesgue expresa mateméiticamente el fenémeno de la interferencia
destructiva y afirma:

Sif(v) el = th’m /duf(u)ei”t =0

12l formalismo presentado aqui es una ampliacién de SID. Un desarrollo completo y detallado
se encontrard en un paper que actualmente se encuentra en preparacion.
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De este modo, el GTFD permite la descripcién de decoherencia y relajacién en
sistemas sin ambiente, unificando EID y SID en un mismo formalismo. Por supuesto,
si el GTFD pretende ser un formalismo general, la tarea debe continuar para incluir
otros formalismos. Dicha tarea se encuentra en desarrollo.

La identificacién del sistema que decohere

El GTFEFD pone de manifiesto en forma explicita que no hay un criterio univoco
para determinar cudles son los grados de libertad de interés, revelando el cardcter
relativo de la decoherencia. En efecto, el paso 1 del GTFD indica que se debe hacer
una seleccion de los observables relevantes segin el propédsito del observador, en
consonancia con las opiniones de Zurek, quien sostiene que el primer paso es definir
el sistema de interés.

Por otro lado el GTFD, permite encarar la situacion presentada en 2.2.2. Por
ejemplo, sea un sistema U compuesto que se puede descomponer de dos formas:

Descomposicién 1: U = 51 ® Fj.

Descomposicion 2: U = Sy ® Es.

Puede darse el caso en que las partes S y S; decoheren pero el sistema compuesto
U no lo hace. Queda claro que no tiene sentido afirmar que existen dos mundos
clasicos emergentes. Para el enfoque de valores medios en este caso el mundo cldsico
estd univocamente definido por todos los observables {O.} tales que sus valores
medios no presentan términos de interferencia luego del tiempo de decoherencia. Por
lo tanto, para definir el mundo clésico basta definir el conjunto {O.}. Un ejemplo
concreto de esta situacion se encuentra en el Capitulo 5.

2.4. Conclusiones parciales

En este capitulo se presenté una forma de estudiar a la decoherencia inspirada
en los trabajos de Zeh [10]. El enfoque de valores medios propone estudiar la de-
saparicién de los términos de interferencia de dichos valores, mientras que el enfoque
ortodoxo centra su atencion en el estado. Se mostré que ambos enfoques son equiv-
alentes en los casos tratados por el enfoque ortodoxo, pero el enfoque de valores
medios permite seleccionar los observables relevantes de otro modo. Por otro lado,
se presenté un esquema general de la decoherencia que, basado en el enfoque de
valores medios, atiende a las pretenciones planteadas en 2.2.2:

= El GTFD permite incluir EID y formalismos de decoherencia sin ambiente en
un mismo esquema.

= El GTFD explicita en su formulacion el cardcter relativo de la decoherencia
y permite identificar el mundo cldsico en términos de los observables cuyos
valores medios no presentan términos de interferencia luego del tiempo de
decoherencia.
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= El GTFD invita a proponer un modo alternativo de calcular el tiempo de de-
coherencia, en términos del cual, a su vez, puede obtenerse la base privilegiada
movil.

En los capitulos que siguen se aplican estas ideas generales a casos concretos,
poniendo de manifiesto sus aspectos positivos.
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Capitulo 3

Un esquema unificador enfoques

El GTFD presentado en el capitulo anterior engloba en un mismo formalismo la
llegada al equilibrio y la decoherencia. En este sentido, cumple un papel unificador
en virtud del cual se pueden enriquecer los aspectos técnicos. Es sabido que cada
enfoque de la decoherencia (lo mismo sucede con la llegada al equilibrio) desarrolla
su marco conceptual y sus técnicas de calculo especificas. El objetivo del presente
capitulo es mostrar que, bajo la 6rbita del GTFD, es posible exportar ficilmente los
métodos de un enfoque a otro. Comprender esta posibilidad amplia la diversidad de
técnicas disponibles para resolver problemas y motiva una mejor comprension del
fenémeno de la decoherencia. El estudio se centra en dos enfoques: la decoherencia
inducida por el ambiente (EID) desarrollado para ser aplicado a sistemas abiertos,
y la decoherencia autoinducida (SID) desarrollado para ser aplicado a sistemas sin
ambiente con espectro de energia continuo. En particular se desarrollan dos aspectos
de la unificacién:

i. El GTFD permite reconocer que la diferencia fundamental entre EID y SID
reside en la eleccién de los observables relevantes. Por lo tanto, deberia poder
plantearse una versién de SID que fuera aplicable a sistemas con espectro de
energfa discreto. Esto permite una mejor comparacién entre teorias, y

ii. una vez que se dispone de una versién de SID aplicable a sistemas con espectro
de energia discreto, la exportacién de los métodos de SID a EID es inmediata.
De este modo se enriquece el bagaje de métodos que es posible utilizar para
mostrar que un sistema decohere o no.

Este desarrollo puede encontrarse también en [37].

3.1. La generalizaciéon de SID al caso discreto

En el capitulo anterior, Seccién 2.3.5, el enfoque SID fue reinterpretado para en-
marcarlo en el GTFD. Esta claro que el argumento fundamental para la desaparicion
de los términos no diagonales esta basado en el teorema de Riemann-Lebesgue.
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3.1.1. El teorema de Riemann-Lebesgue y el caso discreto

El teorema de Riemann-Lebesgue, que es la expresion matemética de la interfer-
encia destructiva, establece que:

Sif(v) el = tlirgo/dyf(y)ei”t =0 (3.1)

Este es el teorema sobre el que descansa el enfoque SID de la decoherencia ya que,
segin lo expuesto en la Seccién 2.3.5, se utiliza en el tercer paso del formalismo.
Aplicédndolo es posible obtener la expresion (2.43) e inferir que el sistema decohere
en la base de autovectores del Hamiltoniano.

Es evidente que el teorema de Riemann-Lebesgue estrictamente sélo se aplica
en los casos de espectro de energia continuo. Sin embargo, también se sabe que
se pueden utilizar los resultados provenientes de la esfera continua en casos cuasi-
continuos, esto es, en modelos discretos donde (i) el espectro de energia es cuasi-
continuo, i.e., el espaciamiento entre los niveles de energia es muy pequeno, y (ii) las
funciones de la energfa utilizadas en el formalismo son tales que las sumatorias en las
que participan se pueden aproximar por integrales de Riemann. Estas condiciones
son bastante débiles: de hecho, la inmensa mayoria de los modelos fisicos estudia-
dos en la bibliograffa sobre dindmica, termodindmica, mecédnica cuédntica y teoria
cuantica de campos son cuasi-continuos. El objetivo general de la presente seccion
es proporcionar una formulacién rigurosa de esta idea intuitiva.

En particular, se desarrolla un anédlogo discreto del teorema de Riemann-Lebesgue,
y esta tarea llevard a introducir un lema en términos del cual es posible predecir de
un modo tedrico si un sistema discreto decohere o no.

3.1.2. Tres casos en el anadlogo discreto

Para obtener una versiéon aplicable al caso de espectro discreto, se analiza el
andlogo de la integral de Riemann en el caso de espectro discreto:

L N
, 1 A
— wi _ _ J i1
R(t) = /dl/f(y)e — Rp(t) = E Nf (N> e'N (3.2)
0 =0
donde 0 < j/N <1,y t es un tiempo adimensional. Como la funcién Rp(t) es una

suma finita de funciones armonicas f (%) ei%t, tendrd un tiempo de recurrencia o
de Poincaré tp. Dado un estado inicial Rp(0), se busca el tiempo de Poincaré tal
que Rp(0) = Rp(tp). Es decir:

N : v
; %f (%) (ai%tp - 1) —0 = tp=2r (3.3)

Como el sistema vuelve al estado inicial cuando ¢t = tp , no hay andlogo dis-
creto riguroso del teorema de Riemann-Lebesgue. Pero en esta instancia se pueden
distinguir tres situaciones posibles, a saber:
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N‘ (esto es, la diferencia entre
los niveles de energia) se vuelve infinitesimal y ¢tp — o0o. Por lo tanto, es-
ta situacién puede considerarse como un caso de espectro continuo donde el
teorema de Riemann-Lebesgue se puede aplicar.

1. Si N — oo, entonces la diferencia ‘]%1 — L

2. Si N es grande, entonces la diferencia ]il — % es muy pequena. Por lo tan-
to, las sumatorias pueden aproximarse por integrales de Riemann. De este
modo se reobtiene, en forma aproximada, el caso de espectro continuo donde
el teorema se puede aplicar. Esta condicién se cumple en un ejemplo concreto
en [38]: a pesar del hecho de que, en sentido estricto, un sistema con espectro
discreto nunca alcanza el equilibrio debido a la recurrencia de Poincaré, este
paper muestra que, para tiempos t < tp, el espectro discreto se puede aproxi-
mar por un espectro continuo, donde las funciones consideradas satisfacen las

condiciones ordinarias de regularidad e integrabilidad.

3. Si N no es grande, entonces la diferencia jil — —| dista mucho de ser infin-

itesimal y las sumatorias no pueden aprox1marse por integrales de Riemann.
En consecuencia, el teorema de Riemann-Lebesgue no es aplicable.

Es importante senalar que la diferencia entre los casos 2. y 3. no es completamente
precisa, ya que no se ha definido un criterio para determinar cudndo N es grande y
cuéando no. En las secciones que siguen se establecerd este criterio.

3.1.3. Condiciones para la validez del andlogo discreto

El problema es encontrar las condiciones para el tiempo ¢ tal que Rp(t) — 0
cuando t — tp: por lo tanto, en la escala de tiempo [0, t¢| se puede considerar que N
es lo suficientemente grande como para hacer aplicable la aproximacién de espectro
continuo. Para hacer frente a este problema, se comienza por considerar un tiempo
fijo t y la descomposicién de la exponencial de (3.2) como

N N
Rp(t) = Z%f et Z ! — f () cos (z;t) —i—zz f(x;)sin (z;t)  (3.4)

=0 =0

donde los puntos x; = i/N pertenecer a un conjunto discreto {z;} coni = 0,1, ..., N.
Primero se analiza el caso donde f (z;) = 1, esto es,

N N
1 1
i=0 =0

En particular, se analizardn las sumatorias

N N

1 1

N g CcoSs (q;zt) = RSC)<t) N E sin (Z‘Zt) = Rgs) (t) (36)
=0 =0
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Se comienza por considerar Rgc)(t), porque el caso de R%S) (t) serd andlogo.
La sumatoria Rgc)(t) desaparece cuando sus términos se cancelan de a pares, es

decir, cuando para cualquier z; € {z;},
cos (z;t) + cos (z;t +7) =0 (3.7)
donde zy, = x; + 7/t € {z;}. Como z; = i/N, esto sucede cuando

k T T s

E o T =N .

N-N + ; =k—1 ; (3.8)
donde k —i € Ny N € N. Sin embargo, ya que en general 7/t ¢ N, la condicién

. . . 1c
(3.8) no siempre se cumple. Entonces, en lugar de exigir que los términos de Rﬁj )(t)
se cancelen entre si exactamente, sélo se requiere que la diferencia correspondiente
sea pequena en el siguiente sentido:

|cos (z;t) + cos (zit + 7+ 0;)] <e K1 (3.9)
donde ahora zy = x; + 7/t + 6;/t € {z;} ¥
9, = mil’n {6:} con 0;=uxpt—xit—m (i =0...N) (3.10)
Sid; < 1, el desarrollo de Taylor de cos (x;t + 7 + §,) conduce a
|cos (1) + cos (z;t + 7 + 6;)| ~ |sin () §; + cos () 05| < & (3.11)
Pero, por otro lado,

|sin (2;t) 0; + cos (z;t) 6| = |0;] |sin (2;t) + cos (z;t) ;]|

< 105] (Jsin (:t)| + |cos (wit)] |6;]) < [65] (1 +18;]) < 1451
(3.12)
Entonces, si [0;| < ¢ < 1, a partir de las ecuaciones (3.11) y (3.12) se obtiene la

condicién de la ecuacién (3.9). Por lo tanto, la condicién de “cancelacién aproxima-
da” es (ver (3.10))

0l <ex1 con 0; =zt —xt —m (3.13)

A continuacién se expresa esta condicién (3.13) en términos del tiempo ¢. Primero
hay que advertir que la condicién no se cumple para t = 0, ya que t = 0 = J; =
—m = |0;| > ¢. Entonces, la primera condicién es ¢ > 0. Ahora, recordando que
x; = i/N, de la expresién de §; en (3.13) se obtiene

N  O;N
k;—j:T+]T (3.14)

Pero como j, k € N,y j, k € [0, N], entonces para j < k,

N &N
1<k—j<N — 1§7TT+JT§N (3.15)
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Figura 3.1: El punto 1 se cancela con el punto 9, el punto 2 con el punto 10, ... , el
punto 8 con el punto 16.

Asi, si 9] < e < 1, la expresién (3.15) implica que

N
1< WT <N (3.16)

Por lo tanto, la condicién |§;| < ¢ < 1 de “cancelacién aproximada” resulta ser
T<t<wN (3.17)

Hasta este momento se ha demostrado que, para 7 <t < 7V, cos (z,t) se cancela
aproximadamente con cos (z;t + 7 + ;). La Figura 3.1 muestra un ejemplo de esta
situacion, donde el punto 1 se cancela con el punto 9, el punto 2 con el punto 10,...,
el punto 8 con el punto 16. Sin embargo, éste no es el caso méds general, ya que los
puntos se cancelan de a pares sélo cuando ¢ = 27n. En el caso general, hay puntos
sin contraparte para ser cancelados. Un ejemplo de esta situacion se muestra en la
Figura 3.2, donde los puntos 13, 14, 15 y 16 no se cancelan.

Para analizar esta situaciéon general, se considera el “peor” caso, cuando los
puntos de medio periodo no se cancelan, es decir, cuando t = (2n + 1) 7. Como en ¢
hay N +1 puntos, en medio periodo hay (N + 1) /(2n+1) puntos, cuya contribucién

. (10)
r.(t) a la sumatoria Ry, () es

Nt+1 g
1 2n+1
re(t) = — cos (x;t) (3.18)
N i=0
Esta contribucién esta acotadas:
e
1 75 1 N+1 1 T
(1) = — i) < — =~ = — 3.19
relt) = D cos(ait N2n+1 2n+1 ¢ (3.19)
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Figura 3.2: Los puntos 13, 14, 15 y 16 no se cancelan.

Entonces, la contribucién () de los puntos que no se cancelan es irrelevante cuando
ro(t) = m/t <e < 1,y esto suma la condicién

t>m (3.20)

En resumen, si se combinan las ecuaciones (3.17) y (3.20), se obtiene la condicién
en la escala de tiempo que garantiza la “cancelacién aproximada” de los términos
de Rgc) (t):

Sir<t<aN = R9YMN<e<1 (3.21)

Mediante el mismo argumento aplicado a RSS) (t), se obtiene un resultado andlogo
que, cuando se combina con (3.21), resulta

Sir<t<aN = RVt <e<1 (3.22)

3.1.4. Un lema para la aplicaciéon del analogo discreto

Hasta este momento se ha estudiado el caso f (z;) = 1; A continuacién se gener-
aliza el resultado para f (z;) # 1. Con el fin de calcular Rp(t) tal como se define en
la ecuacién (3.4), hay que pedir un cierto grado de regularidad de la funcién f (z;).
El primer paso consiste en dividir el conjunto {x;} en G subconjuntos de (P + 1)
puntos consecutivos:

G G
{w:} = U {$(k—1)(P+1)+17 ---,xk(p+1)} = U Xk (3.23)
k=1 k=1

Si ahora se renombran los puntos z; € X}, como j = (k—1) (P + 1)+1, ...,k (P + 1),
se puede reemplazar el indice j por el indice 7, = j+(1 — k) (P + 1) —1, y se obtiene

r; € Xy — x,, €Xy conry=0,..,P (3.24)
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Entonces, se define
Definicién 1 Sea {x;} un conjunto de puntos uniformemente distribuidos (o
equidistantes), con i € [0,N] y N > 1. El conjunto {x;} se dice que es cuasi-

continuo de clase 1 st 3G € N, 3P € N tal que P > 1y {z;} = UkG:1 {m(k,l)(pﬂ)ﬂ, .

aQ . L .
Up—y X Al conjunto Xy, se le llama la k componente de la descomposicion cuasi-
continua.

Si la funcién f(x,,) es casi constante en X, i.e.

f(zr,) = C (3.25)

entonces, puede definese

Definicién 2 Sea f(z;) : R — R una funcion discreta definida sobre el conjunto
cuasi-continuo {xz;} de clase 1. Si en cada componente Xy de la descomposicion
cuasi-continua f(z,,) = Cy, con x,, € Xy, se dice que f(x;) € Ly .

Por lo tanto, cuando f(x;) € L4, la funcién discreta Rp(t) se puede escribir como

¢ p [P ’
- et =3 (X e ) -3 e (3 pe)

k=1 rp=0 re=0
(3.26)

Z iyt (3.27)

entonces la funcion discreta Rp(t) resulta

Si se define la funcién

“p
NPt
_ }k:l: R (1) (3.28)

Bajo esta forma, la condicién de la ecuacién (3.22) obtenida en la subseccién anterior
se puede aplicar a cada Rg)(t):

Sir<t<rP = RPt)<e<1 (3.29)

Cuando se cumple esta condicién, la sumatoria RD(t) resulta

G

P PG
Rp Z chR(’“ Z NC = Ce=Cc (330)
k=1 k=

donde ¢ = méxy {ex} y C = méx, {C}. Como consecuencia de ello, si tenemos en
cuenta que tp = 27, se ha demostrado que

Lema 1. Sea f(z;) definida sobre el conjunto cuasi-continuo {x;} de clase I,
coni=1.N.Si f(z;) € Ly, entonces

lim Z —f(z;) et =0 (3.31)

t%tp/?
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Hay diferentes tipos de funciones para las que la sumatoria Rp(t) se anula y
que podrian ser caracterizadas otros lemas, pero esos casos no seran considerados en
este trabajo. Sin embargo, con esta funcién es posible introducir una observacién de
orden practico. Dada una funcién f(x;), su transformada de fourier discreta (DFT
por sus siglas en inglés), que se utiliza en el andlisis de senales (ver [39], [40], [41]
y [42]) se define como

flt) =3 31 e (3:32)

Esta observacién puede ser muy 1itil en la préctica, en particular en los casos en que
el Lema 1 es dificil de aplicar. De hecho, cuando se cae en la cuenta de que la suma-
toria Rp(t) correspondiente a la funcién f (z;) es precisamente la DFT de f (x;), se
pueden utilizar todas las propiedades de la DF'T —como linealidad, simetria, time-
shifting, frequency-shifting y los teoremas de convolucién— para estudiar Rp(t).
Ademis, se puede aprovechar la gran cantidad de software disenado para calcular
DFT, ampliamente utilizados en fisica e ingenieria. Todos estos recursos, que son
las herramientas estdndar del andlisis de senales, pueden resultar muy ttiles para el
estudio de decoherencia en modelos discretos.

3.1.5. Una version discreta de SID

Se tomard en consideracién un sistema cudntico asociado a un Hamiltoniano H
con espectro de energfa discreto, es decir H|w;) = w;|w;), i = 1,2, ..., y se aplica el
GTFD:

1. Primer paso: Se eligen los observables relevantes de la forma

Or = Z Oj|wi){wi| + ; Ojjwi) (w;] (3.33)

Estos observables relevantes pertenecen al espacio de “van Hove”!

base es {|w;)(wil, |wi)(w;|}-

Oy py cuya

2. Segundo paso: El valor medio de los observables Og € Oy en el estado
p € S puede ser calculado como la traza del funcional p aplicado al operador
Og, es decir, (Or), = Tr(pOg), y resulta

(Or)p = Z piO;i + Z P304 (3.34)

i#]

! Este espacio est4 bien definido en el caso de espectro continuo. En el caso de espectro discreto
serfan los observables tales que se pueda aplicar el Lema 1 en el valor medio.
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donde p; y O; son tales que la primer sumatoria estd bien definida. Por otro
lado, como se sabe, la evolucién temporal del valor de medio estd dada por

(Or)pwy = ZPZO +Y 550 ¢ T (3.35)
i#j
= ZD+END() (3.36)

3. Tercer paso: Los elementos de matriz pj;0;; y las diferencias de energfas
w; — wj se usan para defir una f tal que

S0 = f(t) = Y 7 (5 ) e (3.37)

J=0
De este modo se puede aplicar el Lema 1 de la subsecciéon anterior para deter-
minar si el sistema relaja o no. En el caso afirmativo se obtiene:

lim (Og) o Z ;0 (3.38)

t—>oo

4. Cuarto paso: Se calcula el tiempo de decoherencia tp analizando los tiempos
caracteristicos del los valores medios. Con tp se construye la base privilegiada
movil. Y se demuestra (cuando hay decoherencia) que (Org) ) adopta la forma

D
tlirg) (OR) s p(t) = Z (t) (3.39)

Esto significa que, para t — 00, el valor medio de cualquier observable Og € Oy gy
en un estado p € S puede calcularse como si el sistema se encontrara en un estado
final estable p, = ), p;|wi)(wi|, que es diagonal en la autobase del Hamiltoniano, es
decir,

M (Or) o) = (Or)y, (3.40)
Este resultado también puede expresarse como un limite débil:
W — th p(t) = p, (3.41)

Como ya se ha senalado, la estructura formal del enfoque SID se aplica, en
forma estricta, a sistemas con espectro de energia continuo. No obstante, esta versién
simplificada puede aplicase a sistemas con espectro discreto de energfa cuando se
cumplen los requisitos del Lema 1.

3.2. Exportacion de los métodos de SID a EID

El GTFD permite exportar los métodos de SID a EID. Por ejemplo, el Lema
1 desarrollado en la seccién anterior podria ser utilizado en el tratamiento de los
modelos de EID. Para ello se enmarca el enfoque EID en el GTFD y se introduce el
Lema 1.
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3.2.1. El lema 1 en EID

Como fue senalado, EID es un enfoque concebido para sistemas abiertos ya que,
como su nombre lo indica, considera al sistema bajo estudio S acompanado de
un ambiente F que induce la decoherencia. El sistema compuesto S U E forma el
universo U y queda claro que, al distinguir las partes S y E, lo que se introduce es
un corte o particién que equivale a elegir los observables relevantes. Los pasos 1 a
4 no estdn explicitados en el formalismo original de EID; sin embargo, el enfoque
se puede enmarcar en el esquema general que toma en cuenta el sistema cerrado
completo U.

El universo U es un sistema cerrado que tiene asociado un espacio de Hilbert
‘H que es el producto de los espacios de Hilbert que corresponden al sistema propio
S (Hs) y al ambiente E (Hg), es decir, H = Hs® Hpg. El correspondiente espacio
de von Neumann-Liouville de U es L = H® H = Ls® Lg, donde L5 = Hs® Hg
v L = Hg® Hg. Se tomardn en consideraciéon el Hamiltoniano Hg del sistema
S con espectro de energia discreto, es decir Hg|lw;) = wj|w;), y el Hamiltoniano
Hp, del ambiente E con espectro de energia discreto, es decir Hg|w,) = wa|ws). El
Hamiltoniano del sistema total U es H = Hg + Hg + H;,;, también con espectro
de energfa discreto H|wj,) = wja|wja) donde wj, = w; + wq + Wint, 0 bien H|w,) =
wy|w,) donde joo = vy wjq = w,.

1. Primer paso: Un observable genérico O de U pertenece a L y se representa

0= Owlwowrl = 3 Opujarlja) el (3.42)
v, Ja,g’ ol

En el caso considerado los observables relevantes son los del sistema S. Por
lo tanto, la parte del observable O que actia sobre el subespacio Hg, que es
la que se pretende ignorar, debe ser la identidad, Ir € Lg (04 €n compo-
nentes), mientras la parte que actia sobre Hg no tiene més restricciones que
Og € Lg autoadjunto (O, en componentes). En consecuencia, los observables
relevantes Op adoptan la siguiente forma:

Or =Y (On),, |w)ws| = D Ojjbaalwio)(wyml (3.43)
v, Jra,j' e

o bien
OR:Os®IE c OR (344)

donde Or C L es un subespacio de todos los posibles observables relevantes,
en particular, el subespacio que considera las propiedades del sistema S.

2. Segundo paso: Dado un estado p del sistema completo U, con componentes

Pjajrars €l valor medio de cualquier observable relevante Or € Op se escribe

(Or)p = Tr(pOg) =Tr(p(Os ® I1))

= Z Ojj' Z p;aj’a’ 50406' = Z Ojj' Z p;ozj’oz (345)
7' ao’ 34" a
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Se definen entonces las componentes del estado reducido de S, pg,
Z Piaj'a = Pij (3.46)

donde O es el espacio dual de Og. Con esta definicién, dado un estado p, el
valor medio (Opg),u) se puede expresar del siguiente modo:

(ORr) oy =Tr (p(t) Or) =Tr (ps(t) Os) = (Os) ps(t) (3.47)
o bien -
<OR>P(t) = Z (OR)VV pl/l/ + Z OR Vl/’ pl/V/ 6 f ! (348)

3. Tercer paso: Los elementos de matriz (Og),,, p}, v las diferencias de energfas
W, — w, se usan para definir una funcién f tal que

SND(t) Z f( ) ikt (3.49)

De este modo se puede aplicar el Lema 1 de la Seccién 3.1.4 para determinar
si el sistema relaja o no. En el caso afirmativo se obtiene

lim (OR) Z ;0 (3.50)

t—>oo

4. Cuarto paso: Se calcula el tiempo de decoherencia tp analizando los tiempos
caracteristicos del los valores medios. Con tp se construye la base privilegiada
movil. Y se demuestra (cuando hay decoherencia) que (Og) ) adopta la forma

lim (On),p =3 (#) (3.51)

t—tp ( ) o

La expresién (3.51) significa que, para t — oo, el valor medio de cualquier ob-
servable Or € Oypy en un estado p € S puede calcularse como si el sistema se
encontrara en un estado final estable p, = ). p;|w;)(w;|, que es diagonal en la auto-
base del Hamiltoniano, es decir,

1 (Or) oty = (Or)y, (3.52)
Este resultado también puede expresarse como un limite débil:

W — lim p(t) = p, (3.53)

t—o00

De este modo, las técnicas desarrolladas originalmente para una versién discreta de
SID pueden utilizarse en la versién discreta de EID. Este método serd utilizado en
el Capitulo 4 para resolver el conocido modelo de spines.
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3.3. Conclusiones parciales

En este capitulo se mostré cémo el GTFD puede actuar como marco para la
unificacién de los formalismos existentes para la decoherencia y la relajacién. Esto
puede lograrse también desde el punto de vista practico. Para ello se desarrollé una
versién de SID aplicable a sistemas con espectro discreto de energia. Este nuevo
formalismo incluye el Lema 1, que brinda un criterio para decidir si un sistema
decohere.

Por otra parte, se ha mostrado cémo la gran cantidad de métodos matematicos
de la ingenierfa de software basado en la Transformada de Fourier Discreta puede
utilizarse para predecir la decoherencia en modelos discretos.

Finalmente, con ayuda del GTFD se exporté la técnica desarrollada al enfoque
EID. Simplemente cambiando la eleccién de observables relevantes es posible aplicar
el Lema 1 a sistemas abiertos. Estas ideas serdn utilizadas en un ejemplo concreto
en el préximo capitulo, a fin de ilustrar la aplicacién de la técnica.
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Capitulo 4

Sobre el modelo de spines

En este capitulo se estudia un ejemplo bien conocido y extensamente tratado en
la bibliografia sobre decoherencia. El ejemplo en cuestién ha sido elegido teniendo
en cuenta que: (i) el problema es susceptible de ser tratado desde el enfoque EID
porque es facil tomar la traza parcial respecto de distintas partes del sistema; (ii) el
problema es susceptible de ser tratado desde otros enfoques porque el Hamiltoniano
puede ser facilmente diagonalizado. La tarea realizada en esta seccién permite echar
luz sobre algunos aspectos del GTFD y las libertades que confiere la perspectiva
de los valores medios. Los resultados aqui presentados pueden también encontrarse
en [43], [44], [45], [37] y [46]. Es importante tener presente que se tratard un “modelo
de juguete” de la decoherencia y no un modelo completo para el limite cldsico.

4.1. Presentacion del modelo a tratar

Se considera un sistema total U compuesto por las siguientes partes: (i) un
sistema S, constituido por una particula P de spin %, que tiene asociado un espacio
de Hilbert Hg. Los dos estados que forman la base ortonormal del operador de spin
Ss= en la direccién v son [1}),[{}), y cumplen (tomando & = 1, como en el resto
del capitulo)

)y Ssr =3 (4.1

(ii) un ambiente E , constituido por una coleccién de N particulas P; de spin %, cada

una de las cuales tiene asociado un espacio de Hilbert H;, con 7« = 1,2, ..., N. Los
estados que forman la base ortonormal de los operadores de spin \S;  en la direccién
@ son |T;), |1i), y cumplen

[4i) (4.2)



N
El espacio de Hilbert total del sistema compuesto U = SUFE es H = Hg Q) H;. Por
i=1

lo tanto, un estado producto del sistema total se escribe como
N
) = (alf) + b)) ® <® (i [T:) + B |li>)> (4.3)
i=1
Los Hamiltonianos libres del sistema y el ambiente se consideran nulos:
Hs=Hrp=0 (4.4)

El Hamiltoniano del sistema compuesto H = Hg + Hg + Hgg es (ver [6] y [17])

H = Hgp = 5 (M) 4] = 1) ) @ g (1) (1 WEIRL G

J#i

N | —

donde I; = |1;) (1] + |1;) (1| es la identidad del subespacio H,. En este caso, el
Hamiltoniano ya esta escrito en forma diagonal puesto que sélo contiene términos del

tipo [1) (M, ) (U], 1T) (Tils [Ls) (li]- Entonces, los autovectores son [{) |T1) ... |[T4) ...
Tn—a) [T) s ) [T0) o [Ta) oo [Tv—a) [In) s oos ) [La) oo 1) oo [Iv—1) [Lv). Para sim-

plificar, se los representara como |A,), con A = 1,2, ..., 2V ! Entonces hay:

» Dos autoestados con todas las particulas de F con spin |]):
1 /N
A = T 1) = A = 5 (£ ) 1)
1 /N
A =Tt ) = ) =5 (Sa) 4 @9

= 2N autoestados con una sola particula de F con spin ||):

1 /N
"’4]> = HT) Ta "'7Ta la T7 sy T7T> — H ’A]> =3 (Z 9i — gk) |Aj>

1
A = [T LT 1) = HIAL) = (z . ) AL
con j=23  N+lyk=12 .N (4.7)

= (N — 1) N autoestados con dos particulas de E con spin ||):

1 N
|A]> - |ﬂaT77"'aT7~L7TM"'7T7laT7 7TaT> — H|Aj> - 5 (Zg — Gk _gl> |A]>
1 N
|A—j> = |U” Ta RIS Ta lv T? PEEE) T?la Ta "'7Ta T> = H |-’4—j> - _5 ;gz — gk — gl) |A—j>
con j:N+2,N+3,...,N+1+Myk,l:1,2,...,N (4.8)
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» Para el resto de los autoestados con mds spines ||) el procedimiento es andlogo.

Por lo tanto, cuando las constantes de acoplamiento g; son nimeros aleato-
rios, todos los autovalores son distintos. Por otro lado, cuando las constantes de
acoplamiento son todas iguales g; = g, se obtiene que hay

N
2 autoestados con autovalores 5 g

N -2

2N autoestados con autovalores g

N! N —2]
ZW autoestados con autovalores

g (4.9)

conl =0,1,...N. En este caso, estd claro que H es degenerado: tiene 2V*! autoes-
tados pero 2NN autovalores distintos. En ambos casos el niimero de energias posibles
distintas es grande cuando N es un mimero grande.

Se considera un estado inicial puro de la forma (4.3), donde los coeficientes «; y
S, son aleatorios con la restricciéon |ai|2 + |6Z~|2 = 1. Para simplificar la notacién se
agrupan los grados de libertad del ambiente en s6lo un ket |£(0)). Entonces (4.3) se
escribe

[9(0)) = a [1)[£(0)) +b [)[£(0)) (4.10)

El estado [¢(0)) evoluciona bajo la accién de H con el operador evolucion temporal
U(t) = et es decir,

N N
=i (Ml _Zl9j%(|Tj><Tj|—|lj><lj|)t i) (U Zlgj%(\Tj)(Tj\—llﬁ(ljl)t
Jj= Jj=

Ut)=e e (4.11)

donde el primer término puede llamarse Uy (t) y el segundo Uy (t), de modo que
U(t) = Uy (t)Uy(t). Se definen ademds |Ey (1)) v |Ey()), de modo que se cumpla

(W) = UB[0)) = ally(t) [1)[E(0)) + bUy () [¥) [E(0))

= alf) &) + b [1) [Ey(t)) (4.12)
Por lo tanto:
Ea(1)) = [Ey(—1)) = ® (i €972 |15) + By e 92 |1)) (4.13)

La matriz densidad que corresponde al estado evolucionado |1/ (t)) es, como siempre,

p(t) = [9 (@) ().
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4.2. Aplicacién del esquema general de la deco-
herencia

En primer lugar, se introducirdn ciertos observables O¢ € O, a partir de los
cuales se definirdn los observables relevantes para cada caso a tratar. La forma
genérica de los O serd

= OS5y [62) (o (4.14)
AN
Explicitamente' (ver [17]),

o_ sm|ﬂ><m+sﬁm><w+) S (1) (Tl + el 113 (Ll +
7= (e ®(+ei?|u><m+e§?ui><u )

Como los operadores deben ser hermiticos, las componentes de la diagonal s44, Sy,
e%),eﬁ) deben ser nidmeros reales y las componentes fuera de ella son, en general,

numeros complejos que deben cumplir spy = sj,, e%) ET) .

Los valores medios de los observables O € O en el estado 1(t) pueden calculase
como

(O ) = (lalsgp + [b]*syy) To(t) + 2 Re [ab” sy T (1)) (4.16)
donde
N
= H []al eTT + 18, ]%u + ai*ﬁie%?e*igit + (ozi*ﬁie%?)*eigit} (4.17)
=1
N
- H [|o¢Z eﬁ et +18; |26u) it ai*ﬁie(T? + (ai*ﬁie%))*} (4.18)
i=1

4.3. Caso (a): Observando la particula S

Se consideran una division sistema-ambiente en la que al sistema S es la particula
P fuertemente acoplada con el ambiente E = J, P,.

1. Primer paso: Los observables relevantes son sélo aquellos que corresponden
al sistema S fuertemente acoplado con el ambiente E. Esto equivale a dividir
el sistema compuesto U en las partes originalmente planteadas, U = S U E.
Segiin la ecuacion (3.44), estos observables Or € O se escriben como

Op = ( > sssz|s><s’|) @1 = OS®IZ» (4.19)

s7s/:ﬂ7u
o)

Esto sucede cuando, en la expresién (4.15), ETT e, =1y €T . =0.

1Si bien los observables mas generales pueden ser escritos como suma de productos tensoriales,
los O¢ aqui presentados tienen la generalidad suficiente para los propésitos de esta tesis.
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2. Segundo paso: El valor medio de Og en el estado ¢(t) de U resulta

(ORr)p@w) = lal* spp + [b] syy + Relab” syq 7(2)] (4.20)
donde
N . .
r(t) = (EENEN®)) = [T (Jeul* e + |, o) (4.21)
=1
y

N

N
r(OF = [T0cul* + 181" + 2lif?|8:]7 cos 2g:t) = [ [ r:(¢) (4.22)
=1

i=1

3. Tercer paso: En este caso la base privilegiada es la base de autoestados de
la energfa. Por lo tanto, segin lo comentado en la Seccién 2.3.3 del Capitulo
2, en este caso no hay diferencia entre decoherencia y relajacién; entonces es
posible utilizar alguno de los métodos de SID extrapolado a EID mediante
el esquema general. Aunque hay muchos métodos usualmente utilizados para
calcular el limite de este valor medio, en este caso se recurrird al método de la
Seccion 2.3.3 sélo con fines ilustrativos.

La expresion (4.20) se puede escribir como

(Or)y() = Z piO;i + Z piO, et (4.23)
donde
> p0i = lal* syq + b syy (4.24)
y
N
Z pr0, et = 2 Relab* sy4 H (Jauil? e + 18] €9i*)] (4.25)
v i=1

Esta iltima expresién es un producto binomial, y es fécil constatar que se
puede escribir como una sumatoria. De hecho, se puede hacer siguiendo el
siguiente razonamiento. Primero se define el indice v que establece el nimero
de términos de la sumatoria: como en (4.25) hay 2V términos, entonces v =
0,1,---2% — 1. Se define ademds el nimero p,; como el i-¢simo digito del
nimero v escrito en base 2. Por otro lado cada término de la suma es un
producto de N exponenciales del tipo e~%i’, que pueden ser agrupadas en una
sola exponencial ¢!, Los niimeros w, son todas las posibles sumas y restas
entre los coeficientes g;. Para obtener un w, en particular, se calcula

o= (1) (4.26)



entonces,

v=0=0---000, — wy =

2
w

v=2=0---010, — wqy =

N-1
vr=1=0---001 — wy = ( g — )

9i —gN-1+ QN)

27

2

v=3=0---011) —, w3 = ( gi_gN—l_gN>

.
Il

2
[\'J)—i

v=4=0---100p — wy = ( gi_gN—2+gN—1+9N)

=1

N
y=2N—1=1---1b—>w2N:(—zgi> (4.27)
Por otro lado, la funcién discreta fy(w,) es
N
(@) = [Tl (4.28)
k=1

donde v, ;, = (o — Br) Pvk + By que es igual a ay si p,p = 1 y es igual a 3,
si p,r = 0. Luego,

N 2NV -1
[T (il e + 18P ) = 37 falw,)e ™" (4.29)
i=1 v=0
Asi se obtiene
2N
(OR) ) = ZpZO + 2 Relab” sy Z fa(wy) e (4.30)
v=0

Para aplicar el lema 1 es necesario que fy(w,) € L£;. Primero se considera que
{w,} tiene 2 elementos; entonces para N > 1, {w,} es cuasi-continuo de
clase 1. Por otro lado, fq(w,) definida en (4.28), donde 0 < |7, ;> <1, esel
producto de N nimeros menores que 1. Entonces,

|’Yyk’2<1=>fdwu H]’yyk|2<<11fN>>1
k=1

=0< fylw,) <ex1
= méx (| falw) = fulw)]) <1 (4.31)
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Este es requisito es suficiente para que fy(w,) € £;. Entonces, por Lema 1,
(Or)uiy = Y_ 00 (4.32)

y el sistema decohere.

Anaélisis del tiempo de Poincaré.

Un anélisis completo de las condiciones que tiene que tener la distribucion de
constantes de acoplamiento para producir un decaimiento gaussiano en la funcién
r(t) puede encontrarse en [47]>. En esta seccién se pretende mostrar un andlisis
minimo que permita mostrar la aplicacién del GTFD.

Cada 7;(t) de la expresion (4.22) vuelve a su estado inicial por primera vez en
un tiempo tp;, dado por 2g;tp; = 2w = tp; = m/g;. Por este motivo |r(t)|* vuelve a
su estado inicial por primera vez cuando todos los factores r;(t) vuelvan a su estado
inicial simultdaneamente. Por lo tanto el tiempo de Poincaré tp de este modelo es
aquél en el que todos los factores r;(t) vuelvan a su estado inicial simultdneamente.
Pueden distinguirse tres casos:

(i) Todos los g; tienen el mismo valor: g; = g, para todo i. Entonces el valor
medio de las constantes de acoplamiento es g; = ¢g. En este caso todos los
factores r;(t) vuelven al estado inicial al mismo tiempo tp; = 7/g. El tiempo
de Poincaré del sistema es tp = m/g = 7/g;, y no depende del nimero de
particulas V.

(ii) Todos los g; son tales que g; = n;gmm, con n; € N. En este caso, tp es el t p; mas
grande, que se corresponde con el g; mas chico, gmm: tp = 7/ gmm. Entonces,
dado un gy, el tiempo de Poincaré tp no depende de N. Dado que el valor
medio es §; > gmm, Se obtiene tp > w/7;.

(iii) Todos los g; son aleatorios. Dado que cualquier nimero irracional se puede
aproximar por un numero racional con precisién arbitrariamente grande, no
se pierde generalidad al considerar que g; es un nimero racional, es decir,
9i = pi/q, con p;,q; € N. Si se hace tp = 7@, el numero () tiene que ser tal
que @ = n;q;/p; para todo i, con n; € N. Luego, n; = Q p;/¢;. Como p; y g; son
nimeros naturales aleatorios, el mds bajo () que garantiza que n; sea natural
para todo i es Q = Hf\il g;.- Entonces,

N
tp=mQ =7 H i (4.33)
i=1

A su vez, () es més grande que cualquier ¢;, y mayor a medida que aumenta N .
Entonces, para N grande y para cualquier g; = p;/q;, el tiempo de Poincaré es

2Para un andlisis de estas condiciones en modelos mds generales ver [48].
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Figura 4.1: Evolucién temporal de |r(¢)|? dada por (4.22), para N =100y g, = g =
0,5.

tp =7mQ > wq; > 7q;/p; = 7/g; = tp;, y también tp > 7/g;. Por otra parte, el
orden de magnitud del ¢p se puede estimar como tp = 1Q ~ g~ > (7 /E)N'
cuando los coeficientes de acoplamiento son aleatorios, el tiempo de Poincaré
aumenta exponencialmente con el nimero de particulas.

Como es habitual en esta instancia, se realizé un cdlculo numérico con computa-
. 2 2
dora, en el que se utilizaron valores de |o;|” y |5;|” tomados de un generador de
. . 2 ., .
nimeros aleatorios. De este modo se puede graficar |r(t)|” en funcién del tiempo.

Ambiente homogéneo con interaccién homogénea.

Se considera primero el caso en el que todas las particulas del ambiente son de
la misma especie y, por lo tanto interactiian con P mediante la misma constante de
acoplamiento g; = g (Caso (i) del apartado anterior). El comportamiento de (Or)qy )
en el tiempo dado por (4.30) cuando N = 100y ¢g; = g = 0,5 se muestra en la Figura
4.1: puede verse que el tiempo de Poincaré tp = m/g = 7/0,5 ~ 6,28 no es mucho
més largo que el tiempo de decoherencia, lo cual no parece suficiente como para
considerar la transicién del sistema a un régimen clésico.

Tres ejemplos més, relacionados con los Casos (ii) y (iii) del apartado anterior,
se presentan en el Anexo.

4.4. Caso (b): Observando una particula del am-
biente

Como ya fue senalado, no hay descomposicién esencial ni privilegiada entre sis-
tema y ambiente.La perspectiva de los valores medios permite estudiar la decoheren-
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cia en las diferentes particiones posibles del sistema total. Esto es lo que se analizard
en los casos (b), (c) y (d).

1. Primer paso: Podria considerarse de interés observar una particula j del
conjunto que antes se consideraba ambiente. Si ése es el caso, el sistema de
interés S pasa a ser P;, y los observables relevantes son sélo los que dan cuenta
de esta particula, o sea, los que actiian sé6lo sobre el subespacio correspondiente
a 5. Segtin (3.44), estos nuevos observables relevantes Og; € O; son

Or, = 1s® Os, Q) I (4.34)
i#]

donde (ver 4.15)

Os, = ETT RENSF: |"+_6 | 1Ll |+€ | LA |+€u | T(L5 | (4.35)

donde los coeficientes e%), eijl), EEJT) son ahora genéricos (la tnica restriccion es

que estén definidos de modo que Og, sea autoadjunto).

2. Segundo paso: En este caso, el valor medio de Og, en el estado ¥ (t) de U
resulta:

(Or,uy = lay* €7 + |, {26?1 + Re (%B ee Z91> (4.36)

3. Tercer paso: Si se decide centrar la atencién sobre la particula P; (que en el
Caso (a) era s6lo un oscilador del ambiente), hay que considerar la ev01u01on del
valor medio de los correspondientes estados relevantes Og, € O;. En este caso
tampoco es necesaria una simulacién numérica mediante computadora para
sefalar que la expresién (4.36) muestra que (Og, )y oscila y, por lo tanto,
no tiene limite para t — oo. En efecto, la expresién (4.36), la dependencia
temporal esta en el tercer término, que por conveniencia se reescribe

Re <oz]ﬁ*e%ji ' ) = mod (q,ﬁ"e%) cos (g]t + arg (ajﬁ*e(ﬂ )) (4.37)

Como consecuencia, se puede afirmar que una particula cualquiera del antes
llamado ambiente no decohere. Este resultado puede parecer completamente
previsible desde un punto de vista fisico, ya que la particula P; que forma el
sistema .S, perteneciente al antes llamado ambiente, estéd desacoplada (no in-
teractia) con todo el resto, sino que evoluciona libremente interactuando sélo
con P; en otras palabras, su ambiente es practicamente no interactuante y, por
lo tanto, incapaz de hacerla alcanzar un estado final de decoherencia. Sin em-
bargo, este resultado no es trivial, ya que, como se vera mas adelante, es posible
encontrar particiones donde hay decoherencia con un ambiente compuesto de
una sola particula.
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4.5. Caso (c): Observando varias particulas del
ambiente

1. Primer paso: En esta seccién se considera un arreglo que observa, ya no una
particula acoplada con el ambiente como en el Caso (a), o una particula sola
del ambiente como en el Caso (b), sino que observa un conjunto de particulas
del antes llamado ambiente, por ejemplo, las p primeras particulas P;. En este

p
caso, el sistema de interés estd formado por p particulas, S = > P;, y el nuevo
i=1

N
ambiente estd compuesto por todas las particulas restantes, £ = P+ > P,.
1=p+1
Entonces en la ecuacién (4.15), spq = syy = 1, sqy = syp = 0, los coeficientes
E%T), eil), EET) son genéricos para j € {1..p}, y e% = eﬁf 1, EET) e%’f = ( para

i € {p+ 1...N}. Por lo tanto, los observables relevantes O € Or C O son

o1 (®0s )« (@ 1) (439

j=1 i=p+1
donde Oy, estd dado por (4.35).

2. Segundo paso: En este caso, el valor medio de Og, en el estado v (t) de U

resulta
p

(Or)w) H

(4.39)

v |? GTT + Ozi*ﬁ-eﬁ())_igi‘t
+B; |25u (" Bye u)*ezgit

3. Tercer paso: Si bien la ecuacién (4.39) es muy similar a la ecuacion (4.25), se
calcula la evolucién temporal de los valores medios por medio de simulaciones
numeéricas.

Con el fin de simplificar el célculo, se considera el caso particular en el que los
observables relevantes son

p N
Op=1Is® ((X) Sg)) ® ( (09 IZ-) (4.40)
j=1 i=p+1

donde Siaj ) es la proyeccién del spin de la particula P; en la direccién . Entonces

6%) = eﬁ) = 0, y los valores medios se escriben

:v

(ORr)y() =r3(t) = [2 * Re (Oéz‘*ﬁﬁ%?e*igit)] (4.41)

i=1

En esta ecuacién se puede seleccionar cualquier N > P. También en este caso la
dependencia temporal de 73(t) viene dada por una funcién periédica, cuyo tiempo
de recurrencia aumenta fuertemente con el nimero de particulas implicadas.
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Figura 4.2: Gréfico de r3(t) dada por (4.41), para p = 4.

La evolucion de r3(t), con p = 4, se muestra en la Figura 4.2, donde se puede ver
una rdpida caida seguida por fluctuaciones en torno al cero. Como era de esperar,
este tipo de fluctuaciones se hacen méas pequenas con el aumento del mimero p de
particulas; asf se muestra en la Figura 4.3 (p = 8) y la Figura 4.4 (p = 10). Con
p = 200 el gréafico resulta ser indistinguible del obtenido para la decoherencia del
Caso (a) con N = 200.

La consecuencia sorprendente de estos resultados es que el comportamiento es
independiente del nimero N de particulas P;, y sélo depende del nimero P de las
particulas que constituyen el sistema de interés (véase la ecuacién (4.39)). Por lo
tanto, se puede considerar un caso limite con N = p = 10, donde el sistema S
estd compuesto por p = N = 10 particulas y el ambiente E es una sola particula,
E = P: en este caso, como se muestra en la Figura 4.4, resulta que un sistema de
10 particulas decohere como resultado de su interaccién con un entorno de una sola
particula. La situacion se vuelve alin més evidente a medida que aumenta el niimero
p: con N = p = 200, el sistema de 200 particulas fuertemente acopladasa un entorno
de una séla particula decohere de un modo similar al Caso (a) de una particula en
un bano de N = 200 particulas.

La idea de que no es necesario un ambiente enorme para producir decoherencia
se viene desarrollando hace algiin tiempo y en este ejemplo se pone de manifiesto.
Hay modelos en los que unos pocos grados de libertad con una dindmica comple-
ja permiten que, pese a tener pocos grados de libertad, el efecto de este entorno
sea parecido al de un entorno simple con muchos grados de libertad (ver [49]). Por
otro lado unos pocos grados de libertad acoplados de la manera apropiada pueden
anular completamente la interferencia. Este es el caso de las junturas Josephson,
donde se descubrié que el efecto de la decoherencia estaba amplificado fuertemente
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Figura 4.3: Gréfico de r3(t) dada por (4.41), para p = 8.

por el acoplamiento a unos pocos grados de libertad (impurezas) que funcionaban
efectivamente como sistemas de dos niveles fuertemente acoplados con el flujo su-
perconductor? (ver [50]). El ejemplo presentado aqui es un aporte sencillo en esta
linea.

4.6. Caso (d): Observando el sistema cerrado

1. Primer paso: Una posibilidad es la de estudiar al sistema cerrado como un
todo. En ese caso los observables relevantes son

o — ( s 1) (1] + s 1) (4] + > Q (1 119 (1l ) 1 dl +
+sy [) (1] + suq [4) (U] el L) (il + € 1) (Ll
(4.42)
Como los operadores deben ser hermiticos, las componentes de la diagonal s¢,
SuLs 6%),6&) deben ser nimeros reales y las componentes fuera de ella son, en

general, nimeros complejos que deben cumplir sy = sj,, e%) = EY'T)*.

=1

2. Segundo paso: Los valores medios de los observables O¢ € O en el estado
1 (t) pueden calcularse como

(O%) s = (lal*spy + [bIsyy) To(t) + 2Re [ab" sy T1()] (4.43)
con I'g(t) y I'1(t) dados por (4.17) y (4.18).

3. Tercer paso: El resultado obtenido con la perspectiva de los valores medios
permite inferir el comportamiento del sistema cerrado compuesto U. Como se

3 Agradecemos a Juan Pablo Paz por las discusiones y sugerencias.
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Figura 4.4: Grafico de r3(t) dada por (4.41), para p = 10.

concluyé al final del paper [51], la decoherencia de U impone una restriccion
fisica suficientemente fuerte como para implicar la decoherencia de cualquiera
de sus subsistemas. Por lo tanto, si cualquiera de los subsistemas de un sistema
cerrado compuesto U no decohere, entonces se puede afirmar que U tampoco
decohere. Este es, precisamente, el caso del modelo expuesto en esta seccién:
cémo S decohere pero las particulas de E no lo hacen, el sistema compuesto
U = SUEFE no puede decoherir, esto es, tiene un tiempo de decoherencia infinito
t DS — OQ.

Lo que el modelo pone de manifiesto que el sistema cerrado no decohere cuando
el Hamiltoniano del ambiente es trivial, o sea, cuando el ambiente no decohere.

4.7. Conclusiones parciales

En este Capitulo se estudié el conocido modelo de spines. Se consideraron dis-
tintas particiones entre sistema y ambiente. La particién usual del Caso (a) se pudo
analizar mediante la técnica desarrollada para sistemas sin ambiente (SID discreto),
mostrando asi que pueden exportarse los métodos de un enfoque a otro, enrique-
ciendo el bagaje de herramientas matemadticas disponibles a la hora de tratar con
un modelo concreto. Ademsds, el andlisis de las particiones de los Casos (b), (¢) y
(d) revela aspectos curiosos de la decoherencia. En efecto, muestra que es posible
que, estudiando particulas que no decoheren, se encuentre un conjunto de observ-
ables globales que si decoheren; esto permitirfa definir la emergencia de un mundo
clésico en lo que tradicionalmente se denomina ambiente. Por otro lado, en este sen-
cillo ejemplo también es posible observar que no es necesario un nimero enorme de
particulas en el entorno para inducir la decoherencia en el sistema abierto: el Caso
(c) muestra observables que decoheren con un ambiente de una sola particula.
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Capitulo 5

Sobre el modelo de spines
generalizado

En este capitulo se estudia un caso méds general que el ejemplo tratado en el
capitulo anterior. El caso en cuestién ha sido elegido teniendo en cuenta que: (i) el
problema es susceptible de ser tratado desde distintos enfoques porque el Hamilto-
niano puede ser facilmente diagonalizado, (ii) es fécil tomar la traza parcial respecto
de distintas partes del sistema, y (iii) es la generalizaciéon de un caso bien estudi-
ado. Esta generalizacion del ejemplo tipico de la decoherencia es un paso, quizds
pequeno pero ciertamente necesario, hacia el desarrollo de un esquema aplicable al
caso méas general posible. La tarea realizada en este capitulo permite profundizar el
conocimiento sobre el proceso de decoherencia y, ademds, extraer algunas conclu-
siones interesantes. El ejemplo se analiza desde el punto de vista teérico y se realizan
experiencias simuladas haciendo uso de técnicas simples de cédlculo numérico, lo que
permite visualizar los resultados y completa el conocimiento que puede extraerse
del mismo. Los aportes de la perspectiva de los valores medios al campo de la de-
coherencia expuestos en este capitulo pueden encontrarse también en [45], [52], [53]
y [51]. Es importante tener presente que se tratard un “modelo de juguete” de la
decoherencia y no un modelo completo para el limite clésico.

5.1. Presentaciéon del modelo a tratar

Se considera un sistema total U compuesto por los siguientes subsistemas:

1. El subsistema A, que tiene M subsistemas A;, con i = 1,2, ..., M, cada uno
asociado a un espacio de Hilbert Hg,, y constituido por una particula de spin
%. Los estados que forman la base ortonormal de los operadores de spin Sg,
del sistema A; en la direccién " son |, [{};), y cumplen (como en el capitulo
anterior, se tomard h = 1)

1 1
Sa,w i) = B M)y Saw )= —3 44) (5.1)
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M
Los M subsistemas forman el sistema compuesto A = | J A;, que tiene asociado

=1
N
un espacio de Hilbert H4 = ) H,. Entonces, un estado de este sistema A se
i=1
puede escribir como
N
A) = &) (@i 1) + b; [:) (5.2)
i=1
con
Jail* + |b:]* =1 (5.3)

2. El subsistema B, que posee N subsistemas By, con k = 1,2, ..., N, cada uno
asociado a un espacio de Hilbert Hp, y constituido por una particula de spin
%. Los estados que forman la base ortonormal de los operadores de spin Sp,_+
en la direccién " son |T4),|lx), ¥ cumplen

Spwltd =31 v Spll) =51k (5.4

N
Los N subsistemas forman el sistema compuesto B = |J By, que tiene asocia-
k=1
N
do un espacio de Hilbert Hp = ) Hp, . Entonces, un estado de este subsistema
k=1
B se puede escribir como

=z

1B) = @) (a [1x) + B | L)) (5.5)

)+ 18, =1 (5.6)

El espacio de Hilbert total del sistema compuesto U = AU B es H = Ha ® Hp,
o0 sea,

. (é H) ° (é H3k> 6.)

Por lo tanto, teniendo en cuenta las expresiones (5.2) y (5.5), un estado producto
del sistema total se escribe como |¢)) = |A) ® |B), o sea!,

) = <® (@i [f:) + bi |il¢>)> ® <® (an [Tk) + By |lk>)> (5.8)

i=1 k=1

'Al igual que en los ejemplos precedentes, la antisimetrfa de la funcién de onda no se hace
explicita, ya que una particula real tiene asociada ademds una parte espacial. De modo que, com-
binando los subespacios simétricos, antisimétricos, y mixtos de la parte espacial con la de spin, se
logra la antisimetria y no es necesario reducir el nimero de elementos de la base asociada al spin.
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N

L7

(2) (b)

Figura 5.1: (a) El esquema de la interaccién entre las particulas del Sistema y el
Ambiente en el modelo tradicional de spines. (b) El esquema de la interaccién entre
las particulas del grupo A y las del grupo B en el modelo generalizado de spines.

Los Hamiltonianos libres de A y de B se consideran nulos:
Hy=Hp=0 (5.9)

El Hamiltoniano del sistema compuesto, H = Hy + Hg + Hyp, es,

M M N N
H=Hap=H ® Hy = (Z Sayw ®1Aj> ® (Z 9587 ) 13n> (5.10)
1=1 k=1

j#i ni

donde I, = [ft;) (ft;|+ ;) (U] es la identidad del subespacio Ha, y I, = |1;) (T;]+
1) (15| es la identidad del subespacio Hp,. Entonces, el sistema U considerado
consiste en un grupo A de M particulas de spin % y un grupo B de N particulas de
spin % Una dada particula del grupo A interactia con cada una de las particulas
del grupo N; graficamente, esta situacién se puede representar con el esquema de la
Figura 5.1.

En este caso el Hamiltoniano estd escrito en forma diagonal, ya que sélo contiene
términos del tipo |f1;) (], [:) (s 1T:) (Til5 [Ls) (1s]. Los autovectores de H; confor-
man una una base de Hy4 cuyos elementos serdn ordenados de dos modos distintos,
como {|A})} y como {|A;)}, para facilitar los célculos.

Considérese el primer ordenamiento. Un autovector |.A’) tiene un autovalor A,
y el conjunto {|A})} es la base de autovectores de A y tiene 2 elementos. Para
formar la base {|.A})}, los |A}) se pueden ordenar de la forma m4s intuitiva posible,
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o sea, similar al ordenamiento de los niimeros binarios:

Y= )
) o=
Az = I
) A s 4 )

|A/2M> = |‘U’7‘U’7"'7‘U’7‘U’7‘U7‘u> (511)

Esta base tiene una caracteristica que serd aprovechada méds adelante: sus elementos

estdan ordenados de modo que los Sz> con ¢ par tienen el spin M en el estado 1, y

los Sl-> con ¢ impar tienen el spin M en el estado |}.

Considérese el segundo ordenamiento, que se utilizard para el resto de los cél-
culos. Un autovector |A4;) tiene un autovalor A; y el conjunto {|.A;)} es la base de
autovectores de H; y tiene 2™ elementos. Los |.A;) se ordenan tomando en cuenta
cuantas particulas de ese subespacio tienen spin |}. Para esto se define el nimero
[ € Ny que indica cudntas particulas estan en el estado {}. De este modo, los valores
posibles de [ son [ = 0,1, 2...M. El orden respecto de [ queda entonces:

1. [ = 0. Encabeza la lista el estado que no tienene ninguna particula en el estado
|. Tal estado es tinico, y es el que tiene todas sus particulas con spin . De
modo que:

A = [0t ) = Hi Ay = % | A1) (5.12)

2. [ = 1. Siguen los estados que sélo tienen una particula en el estado |}. La
eleccion de cudl es la particula a la que se asigna spin |} se hace sobre M
particulas y, por tanto que hay M posibilidades. Como sélo hay dos estados
posibles para cada particula, los estados que cumplen esta condicién son M y
se ordenan de la siguiente forma (si bien el orden de estos estados (I = 1) no
serd relevante para el célculo):

M —
A) = Bttt ) = ) = 2 )
M -2
|A3> = HT?/ﬂ\v "'>/ﬂ7/ﬂ\7‘U7ﬂ> - Hl |A3> = 2 |A3>
’ M—2
|AM+1> = |U7ﬂv "',ﬂaﬂvﬁaﬂ> - Hl |AM+1> = 9 |AM+1> (513)

3. Para los restantes valores de [, el procedimiento es analogo.
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En consecuencia, se contabilizan:

M
1 autovector con autovalor ?

M -2
M autovectores con autovalor

M M — 21
m autovectores con autovalor

(5.14)

donde I = 0,1,...M. Queda claro entonces que hay 2V autovectores pero sélo M
autovalores distintos. La expresion (5.2) para un estado genérico de A puede ser
escrita en la base {|.A4;)}, como

oM

|A) => " Ci|A;) C Ha (5.15)

con
2]\4

Yo =1 (5.16)
=1

Como se ha senalado, el orden de los autoestados con igual [ no es relevante para
el cdlculo que se quiere realizar, ya que la pretension es identificar los autoestados
con autovalores distintos pero los autoestados con igual [ tienen el mismo autovalor.
Si bien el orden de los autoestados con igual [ es irrelevante, el hecho de que existan
autoestados con igual autovalor (esto es, que el Hamiltoniano sea degenerado) tiene
consecuencias que se senalaran llegado el momento.

Hasta aqui se ha considerado el sistema A, representado en H 4 y con una base
conformada por los autovectores de H;. Ahora, se analizard el sistema completo
U = AU B representado en H, con una base formada por los autovectores del
Hamiltoniano total H dado por la expresién (5.10). Mediante las expresiones (5.8)
y (5.15), un estado puro de U puede ser escrito como

k=1

=Y o)) e <® (s 1) + By um) (517

donde los coeficientes «;, 3; y C; son aleatorios, con la restricciones dadas por las
expresiones (5.6) y (5.16). Para simplificar la notacién, los grados de libertad del
subsistema B se agrupan en un sélo ket |B(0)), de modo que el estado inicial de U
se puede escribir

2M
[0 (0)) = CilAi)1B(0)) (5.18)
i=1
El estado [1(0)) evoluciona bajo la accién de H con el operador de evolucién tem-
poral U(t) = e 1
[¥(8)) = U(B)[¥(0)) (5.19)
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Entonces, para cada |Ax), hay un término en (5.19) de la forma
C | A) Un(t) |B(0)) = Ci | Ax) [Bi(0)) (5.20)

donde, si se llama Ay, al autovalor de |.Ay), resulta

iAg % 9;5B; .5t
Upt) = e = (5.21)

Como hay una cierta cantidad autoestados |.4;) con el mismo autovalor A;, cantidad
dada por (5.14), los términos tipo (5.20) pueden agruparse, de modo que el estado
evolucionado resulta

() = (CylAw)[Bo(t))) + (Z O [AN) IBl(t)>> +

A=1
M1+ DM

X AN B |+t
o (¥)
+ Z Cy| AN |Bi(t)) | + ...+
A=145h ()
+ (Cor [ Agr) [Bur (1)) (5.22)

donde

N
Bi(1) = @ (ene™ 29 1) + Bye™ 29 |1)) (5.23)

Si se define la funcién

£ = {Z;_O (A1) sil:0,1,...,M} (5.24)

0 en otro caso

o)y =>" > CilA)IB(E) (5.25)

y el operador de estado p(t) = |¥(t)) (¢(t)| resulta

o
£

Z N OCy AN IBI() (Br(t)] (A (5.26)

1,I'=0 A fU=1)+1
=f('-1)+1
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5.2. Aplicacién del GTFD

Al igual que en el capitulo anterior, en primer lugar se introducirdn ciertos ob-
servables OY € O, a partir de los cuales se definirdn los observables relevantes para
cada caso a tratar. La forma genérica de los O serd

C=>"08,18,) (] (5.27)

Explicitamente?,

2" N o[ 9
0° = A (A e? 113} (Tal + € [13) (Ll + ) - s
5\%2()8)\)\| )\>< )\{ @(+65?|lz><T|+ l)|l><lz| ( )

Nuevamente, Como los operadores deben ser hermiticos, las componentes de la di-

agonal sy 3, E%T) €, deben ser mimeros reales y las componentes fuera de ella son, en

general, nimeros complejos que deben cumplir s; AN T 5% Y 6%) YT)*

Los valores medios de los observables O € O en el estado p(t) pueden ser
calculados como

(0% oy = Tr (0p(1)) (5.29)
Si se define el operador auxiliar
N
Op = (2 11:) (1l + € 1) (Lil + el 103} (1l + €V Ly (Ll)— (5.30)
i=1

se puede escribir

O]
ran 2™

Z > D CaChsys AN IB(0) (Be(D)] O (Ax| (5.3

LI=0 A=+t 5
=F(/=1)+1

Para calcular el valor medio (5.29), primero se toma la traza parcial de (5.31) sobre
los grados de libertad del sistema A:

21\4
Tra (0%(1) = Y (AJO0(1)|A,) =
v=0
f()
M £

= 3 Y OCsealB(®) (Br()] 05 (5.32)

LU'=0 A=f(-1)+1
N=f1'-1)+1

2N6tese que la expresién (4.15) del capitulo anterior es un caso particular de (5.28), donde s6lo
hay cuatro términos en el primer factor. Si bien los operadores més generales pueden ser escritos
como suma de productos tensoriales, los O son suficientemente generales para los propésitos de
la tesis.

63



La expresion |B(t)) (B (t)| Op se calcula mediante (5.23) y (5.30) como

[ t . —
aka*el(gk,l—gj l/)§€(J)
( Tl(j) Hk> <T]’ +

+

Ta ,6* z(gkz+9 z)% If
[ Buage i) 1) (1] +
N +/8k/6* fi(gklfgj l/)%e(j) g !
1Bi(t)) (Br(t)] Op = X) -
‘ o a e(gkl g]l’)Qe(J)+
= 1) {1+
+ayBje ’Z(gkﬁgyz')t (]) Y

B a*e—l<9kl+gj 11)26(])+
+6k6* *Z(gkz g]l/) |~Lk>< |

donde se definio la variable auxiliar
Gry = (21 — M) gy (5.33)

Luego hay que tomar la traza de (5.32) sobre los restantes grados de libertad, lo

cual resulta
£
Fa7)

Z > BuTi(t) (5.34)

LU'=0 x=f(-1)+1

N=f(—1)+1
donde
T (t) l_N[ oy om0 )3el) 4y greloncton) )+ (5.35)
(t) = e AL o Lo )
i1 \ +Bjaze rton)idd) 4 |5 | elono)zef)
siendo

By x = C\Cliswa (5.36)
una variable auxiliar.

La expresion (5.34) es un tanto dificil de analizar bajo la forma en que ha sido
presentada; por esta razén se la reescribird. Es conveniente notar que las exponen-
ciales de (5.35) son las responsables de la evolucién temporal de (5.34), y que el
argumento de estas exponenciales es del tipo ¢;; £ g; 1, que en algunos casos se an-
ula. Por conveniencia se elige separar los términos en los que se anula el argumento
de alguna de estas exponenciales:

M f()
Oy = Z Z ByxTi(t) +
1=0 AN =f(I—1)+1

+ Z Z By (Tiar—i(t) + Tar—1(t)) +
=0 A\ =f(I-1)+1

O]
1@

+ Z Z By Tin(t) (5.37)

LU= A=f(-1)41
l;él’ N=f'-1)+1
V#EM—1
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donde?

~ M2 i M es par
= e ) (5.3)
si M es impar
N
Ti(t) = [T (losl? € + 2Re (aniesstte])) + |3, ) (5.39)
j=1
N
Tiaa(t) = (|aj| it 4 oy fredD 1 Bratel) 4| g,|7 et @) (5.40)
j=1
N
Th-1a(t) = H <‘04j’ € 1g”t€(] +a35*6% +5Ja;‘6% +|8; ‘ e'9ille (J)) (5.41)

<.
Il
-

Entonces, como indican (5.40) y (5.41), Ty yan (t) = (Thar—ian (t))* y la expresion
(5.37) resulta

O = Tr{O%p) =3 Z BTl +
=0 A\ N=f(-1)+
M I
£35S Bu2Re (T () +
1=0 AN =f(1—1)+1

F(1)
£

+ Z Z ByxyTip(t) (5.42)

1,1!=0 A=f(1-1)+1
£ N=fl'-1)+1
V#M—1

Se consideran dos divisiones sistema-ambiente distintas, lo cual corresponde a
elegir cuatro tipos de observables relevantes.

5.3. Caso (a): Observando el sistema A

1. Primer paso: Este modelo es similar al modelo tipico usado como ejemplo
de EID, donde los observables relevantes son sélo aquéllos que corresponden
al sistema A fuertemente acoplado con el sistema B. Esto equivale a dividir
al sistema compuesto U en las partes originalmente planteadas, U = AU B =
SUE, donde el sistema S es A y el ambiente E es B. Segun la ecuacién (3.44),
estos observables Or € O se escriben:

oM N N
On={ 3 s15 40 (4] | Q=04 Q1. (5.43)
5\’5\/:0 1=1 i=1

3Nétese que la expresion (5.39) corresponde a la (4.17) del capitulo anterior, mientras que la
suma de las expresiones (5.40) y (5.41) corresponde a la (4.18).
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Esto sucede cuando, en la expresién (5.28), %T) i l) lye % l) 0.

2. Segundo paso: Imponiendo la condicién dada por la expresion (5.6), las fun-
ciones auxiliares definidas en (5.35), (5.39), (5.40) y (5.41) resultan

::]z

T'”/ (‘& ’ 9]1 9]1/>% + ‘6 ‘ e~ (9]1 Qﬂ/)%) (544)
7=1
N
2
Tia(t) = TT (lesl* + 18,7) = 1 (5.45)
7j=1
N
0 2 _iq.
Tiaga(t) = TT (Jog? et 4 |8, [ e (5.46)
j=1
N
P 2 .
Taa(t) = [ (|aj\2 et 4 |8 | e’g“t) (5.47)
j=1

Segtin las cuatro expresiénes anteriores y (5.42), el valor medio de Op en el
estado p(t) de U resulta

DS SR

1=0 A\ N= f(l 1)+1

+ Z Z BAM\IZ Re (1), pm-i(t)) +

=0 AN =f(-1)+
O]
I
+ Z Z By Tiu(t) (5.48)
L= )\ Fl—1)+1
l;él’ =f('-1)+1
V£M—1

Es util deﬁnir Ri(t) = [Tim(t)? y Ru(t) = [Tip(t)* que, segin (5.46) y
(5.33) son*

N
= [T (el + 18,]* + 2]l 3, cos (2 (21 — M) gt)) (5.49)
=1
N
Ru(t) = [ (leul* + 18" + 2|l 18, cos (2 (1 = I') git)) (5.50)
=1

4Nétese que las expresiones (5.49) y (5.50) corresponden a |r(t)|* de (4.22) del capftulo anterior.
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3. Tercer paso: El valor medio que se muestra en la expresién (5.48) tiene tres
sumandos

<OR>p(t) = 2(1)(25) + @ (t) + »®) (t) (5.51)

que se pueden analizar por separado. El primero es, segin (5.36),

M 0 M f@)
»® = Z Z BM => > C,\C)\S)\)\ = (5.52)
=0 N=f(— 1=0 A=f(l-1)+

donde intervienen todas constantes, provenientes de las condiciones iniciales
y de los observables, asociadas a las componentes no diagonales; queda claro
que este sumando no evoluciona en el tiempo porque se utiliza la base de la
energia:

»D = x® £ vW ) (5.53)

El segundo sumando es

S =" Y Buw2Re(Tiu(t) (5.54)

=0 AN =f(1—-1)+1
cuya evolucién temporal esta dada por 7j p—(t). El tercer sumando es

F ()
£

Z Z By T (1) (5.55)

LI/=0 A=f(l—1)+1
1A AN =f(—1)+1
UV£M—1
cuya evolucién temporal estd dada por 77 (t). El segundo y el tercer sumando
forman los términos de interferencia del valor medio:

YD (1) = 5@ (t) 4 2O (t) (5.56)

Para estudiar la evolucién de estos sumandos se puede comenzar por analizar
la evolucién de cada uno de los términos de las sumatorias. Si se estudia la
funcién

Ri(t) = [T (W) y  Ru(t) = [Tip(t))? (5.57)

dada por las expresiones (5.49) y (5.50), se tendrd una forma de determinar si
cada uno de estos sumandos es cero o no. Primero se calcula el limite de R;(t)
para t — oo. Teniendo en cuenta la condicién (5.6), es evidente que, a medida
que transcurre el tiempo, se tiene que

miix (Jasf* + |B,1* + 2 |l 1B, cos (221 = M) i) = (il + 18,2)") =
méix (Joil* + 8] + 2 |ail* |8, cos (2 (20 — M) git)) = 1 (5.58)
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Por otro lado,
; 2
min (Jail" + B, + 2 asf |8, cos (2 21 = M) git)) = ((leil® — 18,2)°) =

; 2
min (Jeul* + 18" + 2?18 cos (2 (21 — M) git)) = (2]es> — 1) (5.59)

El andlisis es similar al realizado para el término (4.22) en el Capitulo 4:
(|o¢i|4 + 18" + 2|l 18] cos (2 (21 — M) git)) es un nimero aleatorio que, si
t # 0, fluctda entre (2 ;| — 1)2 y 1. Nétese que, como los |a;|* vy |8;* son
nimeros aleatorios en el intervalo cerrado [0, 1], si hay muchas particulas (esto
es, N — 00), el valor estadistico de los casos |a;|° = 1, |5, = 1, |au|* = 0
y |8;]° = 0 es nulo. Entonces, la expresién (5.49) para R;(t) es un producto
infinito de nimeros que pertenecen al intervalo abierto (0, 1), por lo cual se
puede afirmar que, cuando N — oo,

lim R(t) =0 (5.60)

N—o00
Esta conclusion es similar a la que se encontré en el capitulo anterior, pero en
este caso el andlisis es un poco més delicado. Al encontrase que R;(t) — 0,
sobreviene la tentacién de establecer la total analogia con el caso tratado
anteriormente y concluir que el sistema “decohere”. Sin embargo, si bien se
tiene que R;(t) — 0, este nimero (en realidad, su raiz) estd dentro de una
sumatoria. Si el nimero de términos es pequeno, entonces es posible adoptar
la senalada simplificacién sin mayores problemas, ya que la suma de unos pocos
términos que tienden a cero también tiende a cero. Pero cuando el nimero de
términos es grande y creciente, este procedimiento no es el correcto ya que la
serie, si bien converge, puede no converger a cero. El mismo andlisis vale para
el tercer sumando.

= En el caso en que M << N (similar al ejemplo tipico de decoherencia),
entonces puede decirse que VP (t) tiende a cero y el sistema decohere.

= Cuando M >> N o M = N, la situacién es nueva respecto del caso
tratado en el capitulo anterior.

En este punto ya es posible extraer una conclusién. Cuando M << N, aplicando
el mismo andlisis realizado en el capitulo anterior, se obtiene lim; .., X () = 0 y
lim; o X®)(¢) = 0. Por lo tanto,

lim (@) + 23 (1)) = lim (ZVP(#)) =0 (5.61)

t—o00 t—o00

y de la expresion (5.48) se obtiene el limite

M f)
XIS S SN ED> z C\Cisa = Onls. (552)
I= '=f(I-1)+ =0 AN =f(-1)+1
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donde p, es el estado final diagonal de U.

Cuando no se cumple M << N, el andlisis anterior falla por la siguiente razén.
Si bien imy oo Ry (t) = 0y limpy oo Ry (t) = 0, estas funciones de ¢ estdn dentro
de sumatorias cuya cantidad de términos es funcién de M; por eso no es posible,
en principio, asegurar que las sumatorias £ y ) sean cero, ya que la suma de
muchos nimeros cercanos a cero puede no ser cercana a cero.

5.3.1. Simulaciones numeéricas

Se realizé un calculo numérico con computadora, en el que se utilizaron valores
de |a;|” v |8;])* tomados de un generador de niimeros aleatorios para obtener Tj,(ty,).
Luego se eligié una condicién inicial para S donde todos los posibles estados tengan
igual probabilidad, es decir:

2M
1 1 1
S(0) = —= ) |S)) = O\ = Cs = ——=VA = O\C} = 7 (5.63)
VM3 v2M 2
Para realizar el cdlculo, se eligieron los sy , = 1; entonces:
1
By =ox (5.64)

De este modo se puede graficar XV (t) en funcién del tiempo. La primera simulacién
muestra la evolucién de VP (t) en el caso en que M << N, es decir, cuando hay
decoherencia. En la Figura 5.2 se muestran los casos para N = 103 con M =1y
M = 10; en ambos casos se observa que el sistema decohere y hay una dependencia
del tiempo de decoherencia respecto del nimero de particulas que componen el
sistema A.

La segunda simulacién muestra la evolucién de VP (t) en el caso en que M >>
N. En la Figura 5.3 se muestran los casos para M = 103 con N = 10 y N = 100; en
ambos casos se observa que el sistema no decohere.La tercera simulacién muestra
la evolucién de VP (¢) en el caso en que M = N. En la Figura 5.4 se muestran los
casos para N = 10% con M = 10> y M = 103, en ambos casos se observa que si
bien el sistema presenta una reduccién en los términos de interferencia, el sistema
no decohere.

La conclusién para el Caso (a) es la siguiente:

= Cuando M << N, el sistema decohere.
s Cuando M >> N o M = N, el sistema no decohere.

Por otro lado, si se observa la Figura 5.1, donde se representan las interacciones
entre particulas, se reconoce inmediatamente una simetria importante del sistema.
Todas las particulas del grupo A interactian con todas las particulas del grupo B,
pero a su vez todas las particulas del grupo B interactian con todas las particulas
del grupo A. Esto significa que no hay una diferencia sustancial entre el andlisis del
sistema A y el B. Teniendo esto en cuenta, se puede afirmar que:
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Figura 5.2: Evolucién de XVP(¢) con N = 103. M = 10 en linea sélida y M =1 en
linea punteada.
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Figura 5.3: Evolucién de SVP(t) con M = 10°. N = 10 en linea interrumpida y
N =100 en linea punteada.
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Figura 5.4: Evolucién de X¥P(t) con N = 103. M = 10? en linea interrumpida y
M = 103 en linea continua.

s Cuando M << N, el sistema A decohere y el sistema B no decohere.
= Cuando M >> N, el sistema A no decohere y el sistema B decohere.

s Cuando M = N, ninguno de los sistemas, A y B, decoheren.

5.4. Caso (b): Observando una particula del sis-
tema A

1. Primer paso: Otro modelo similar al del capitulo anterior es el que se obtiene
cuando se eligen como observables relevantes sélo aquéllos que corresponden
una unica particula Ay del sistema A fuertemente acoplado con el sistema
B. Esto equivale a dividir al sistema compuesto U en nuevas partes: ahora el
sistema de interés S’ pasa a ser, por ejemplo, Ay, que es la iltima particula
que se representa en el ket [, 1, ..., 1, 1, 1, {), y el nuevo ambiente es £’ =

(Uf\izl Ai> U B. De modo que U = Aj; U E'. Segin la ecuacién (3.44), estos
observables Or € O se escriben como

M—-1 N N
Op = (@ L») @ Y swlh|e (@ L) =04, Q)L (5.65)
=1 AN =14 i=1 i=1

En este punto es posible simplificar mucho las expresiones si se trabaja en
la base {|A}) (A'|} definida en (5.11). De modo que es conveniente reescribir
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O4,, en la base {|A") (A'|}:

(g (| s ) (|
o= (oL e ey )0

Estos observables se obtienen cuando, en la expresion (5.28), entre otras cosas,

(4) (4) (i) _
e =€ =lyeg =0

. Segundo paso: Las funciones auxiliares definidas en (5.35), (5.39) y (5.40)
resultan ser iguales que en el Caso (a), es decir, las dadas por las expresiones
(5.44), (5.45) y (5.46). El valor medio de Op en el estado p(t) de U resultan,

entonces,

S SR S

=0 A\ \N'=f(1-1)+1

+Z Z BA,X2Re<TZ,M4(t))+
1=0 AN=f(—-1)+

Q)
1)

+ Z > BuwTis(t) (5.67)

L= A=f(I-1)+1
l;él’ N=f'—1)+1
UV#M—1

La diferencia entre las expresiones (5.48) y (5.67) se concentra en los B, y/, que
dependen de la forma particular de los observables, y cuya expresiéon general

no es facil escribir en la base {|Sy) }. Pero en la base { ‘3 ,\>} se pueden escribir,
segun (5.36) y (5.66), como:

C\C5/54q st Aespary X es par
C\C5/5py  si Aespary X esimpar

By = C\C5/3y4  si A esimpary N es par (5.68)
C\C%/3yy  si A esimpary \ es impar
De modo que la primer sumatoria de la expresién (5.67) resulta
[ (o i IO
1=0 AN =f(1—1)+1 e 1=0 AN =F(1—1)+1 TSt |

+C1 05y 150
donde: s
N si [ es par
f() = { £(0) ) : } (5.70)

— 1 si M es impar
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3. Tercer paso: El valor medio (Og),) dado por la ecuacién (5.67) nuevamente
se puede separar en tres sumatorias que pueden ser analizadas por separado:

(OR) oy = V(1) + 22 () + 2O(1)

» El primero es, segin (5.68) y (5.70),

M f) 2M—1
2(1) = ED = Z Z B)\’)\ = Z (’02)\’2 §Tm + ’CQ)\+1’2§UU)
=0 A=f(I—-1)+1 A=0

(5.71)
donde todas las constantes que intervienen provienen de las condiciones
iniciales y de los observables asociadas a las componentes no diagonales;
queda claro que este sumando no evoluciona en el tiempo porque se utiliza
la base de la energfa:

2D = x® 2 vW @) (5.72)
» El segundo sumando, segin (5.68) y (5.70), es

N £
M FOM=1)
0

>3t = Z Z By x2Re (Tini(t)) =

=0 A=f(-1)+1
N=f(M—1—1)+1

= Cpoa )11 Chaca_y),, (3up +3p) 2Re <T%,% (@5)73)

Luego, con el fin de obtener el limite de este término, tenemos que calcular
el limite de Tty (t), que es precisamente el T}, (t) del Caso (a) en
el caso particular en que [ = % vyl = @ Pero, como hemos visto
en el Caso (a), T;(t) tiene la misma forma funcional que el I'y(t) del
modelo original (ver eq. (4.18)), que tiende a cero para t — oo cuando

N > 1. Por lo tanto, para N > 1, T%Jﬂ;l (t) también tiende a cero

para t — 00, y lo mismo vale para %) (¢) ya que es una suma de dos
términos que contienen Tm-1 a1 ().
2 7 2

= La dependencia temporal de la tercera parte estd dada por T (t). X

resulta
M I
MRIGESY (Bapr1Tige1(t) + BapoiTigoa () (5.74)
=0 A=f(l-1)+1
#F Ty

Como " =1+ 1, en este caso Tj;41(t) es

N

T“il(t) = H (’%’\2 e Tt 4 Wj|2 eiigjt) (5‘75)

j=1
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Si se compara esta ecuacién con (4.21) para r(t) en el modelo original de
spines, se puede ver que

Tiaa(t) =r(t) vy Taalt) =r*(t) (5.76)

Entonces,
SO(#) = (Syr(t) + S_r*(t)) (5.77)

donde S, y S_ son constantes dadas por

M f(0)
Z > BA At (5.78)
L A=F-1)+

2

Sobre la base de las simulaciones del modelo original, se puede afirmar
que, cuando N > 1, r(t) tiende a cero para t — oo. Por tanto, cuando
N > 1, O)(t) tiende a cero para t — oo.

Entonces, la sumatoria ¥” permanece constante y la sumatoria VP () =
Y@(t) + B®)(t) tiende a cero cuando t — oo para N > 1.

Puesto que la decisién de elegir A,; al comienzo fue arbitraria, y dada la simetria
del sistema, las mismas conclusiones pueden extraerse para cualquier particula A,
del subsistema A. Por lo tanto,

» Cuando N >> 1 el sistema A; decohere Vj. Es decir, todas las particulas del
sistema A decoheren independientemente del valor de M.

Teniendo en cuenta las consideraciones de simetria mencionadas en el Caso (a),
se puede extraer una conclusiéon andloga para las particulas del sistema B:

s Cuando M >> 1, el sistema By decohere Vk. Es decir, todas las particulas del
sistema B decoheren independientemente del valor de N.

Para ilustrar esta situacion se realizaron simulaciones numéricas con la misma
técnica que en el Caso (a). En la Figura 5.5 se muestra la evolucién de XV (t) para
N =1 cuando M = 10 y M = 10?; se ve el sistema no decohere y en ambos casos
los gréficos se superponen completamente. En la Figura 5.6 se muestra la evolucién
de XNP(t) para N = 10% cuando M = 10 y M = 10?; se ve el sistema decohere y
en ambos casos los grificos se superponen completamente. La tinica condicién para
que el sistema A; (By,) decohera es que el nimero N (M) sea grande.
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Figura 5.5: Evolucién de ZVP(t) para N = 1 cuando M = 10 (linea continua) y
M = 10? (Iinea de puntos); se ve el sistema no decohere y los gréficos se superponen
completamente.
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Figura 5.6: Evolucién de VP (t) para N = 10% cuando M = 10 (lfnea continua) y
M = 10? (linea de puntos); se ve el sistema decohere y los graficos se superponen
completamente.
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5.5. Conclusiones parciales

En este capitulo se estudié una generalizacién de modelo de spines, donde el
sistema cerrado U estd compuesto por dos subsistemas, U = AU B, con A de M
particulas A; y B de N particulas B;. Se mostré cémo el modelo se comporta bajo
diferentes definiciones del sistema de interés y de las relaciones entre los niimeros de
M y N. Los resultados obtenidos permiten senalar las siguientes observaciones:

a) Se ha visto que, cuando M > N o M ~ N, el subsistema A no decohere,
pero la particula A;, considerada de forma independiente, decohere cuando
N > 1, Vi. Esto significa que hay situaciones con sentido fisico, dadas por
M > N>10M ~ N > 1, donde todos los A; decoheren a pesar de que
A no decohere. En otras palabras, a pesar del hecho de que ciertas particulas
decoheren y pueden comportarse de forma clésica, el subsistema formado por
todas ellas conserva su naturaleza cudntica. También se vio que, por simetria,
todas las particulas B;, consideradas de forma independiente, también deco-
heren cuando M > 1. Entonces, cuando M > N > 1o M ~ N > 1, el
requisito M > 1 permanece y se puede concluir que no sélo todos los A;, sino
también todos los B; decoheren, aunque A y B no decoheran. Por lo tanto, to-
das las particulas del sistema cerrado U = (U;A;) U (U; B;) pueden convertirse
en clasicas cuando se las considera independientes, a pesar de que el sistema
cerrado U no decohera y, por lo tanto, conserve su cardcter cuantico. Estos
resultados, considerados en conjunto, son una manifestaciéon clara del hecho,
ya senalado por Schlosshauer ( [54]), que la disipacién de la energia y la de-
coherencia son fenémenos diferentes: ya que todas las particulas del sistema
U decoheren cuando se las considera independiente, la decoherencia no puede
ser resultado de la disipaciéon de energia de los sistemas a sus entornos.

b) El modelo generalizado, que muestra la divisién del sistema cerrado en un sis-
tema abierto y su entorno, responde a la seleccién de los observables relevantes
en cada situacion. Puesto que no hay descomposicién privilegiada o esencial, se
pueden seleccionar los observables del subsistema A de forma que el sistema no
decohera. De esta manera, serfa posible utilizar los subsistemas seleccionados
apropiadamente, de modo de constituir un sistema abierto no afectado por la
decoherencia, para el almacenamiento de informacién cudntica, como ya se ha
hecho en los clusters de spines.

c) El paso mds natural de la generalizacién consistird en seguir las ideas del
paper [55], y la introduccién de acoplamiento interno para los subsistemas A
o B. Por ejemplo, dado que la decoherencia de A es cada vez menor en cuanto
aumenta su nimero de particulas M, se podria esperar que la supresién de la
decoherencia sea también mds eficiente, cuando la interaccién entre los spines
del banos se incremente.

d) Este es un claro ejemplo de modelo que debe ser interpretado cuidadosamente
al momento de explicar la emergencia de las propiedades clasicas a partir
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de las cudnticas. Puesto que todas las particulas A; y B; decoheren pero los
sistemas A y B no lo hacen, es imposible definir el sistema cudntico que
decohere en términos de un tnico estado. Por otro lado, el enfoque de val-
ores medios permite definir el mundo cldsico en este caso, como el conjunto
{Oa1,051,049,0p2, ...}, ya que en los valores medios de todos estos observ-
ables los términos de interferencia desaparecen.
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Capitulo 6

Tiempo de decoherencia y base
privilegiada

En este capitulo se introduce una técnica matemdtica para calcular el tiempo
de decoherencia y el de relajacion (ver [33] y [34]). Como es bien sabido, los auto-
valores del Hamiltoniano determinan las frecuencias caracteristicas de la evolucién
unitaria de un sistema oscilatorio. De forma andloga, para la evolucién no unitaria,
los polos de la extension analitica del Hamiltoniano son el catdlogo de los modos
de decaimiento hacia el equilibrio de estas evoluciones no unitarias (ver [56]). Esta
serd la idea principal para encontrar los tiempos de relajacién y de decoherencia: el
primero de ellos se calculard mediante el polo méds cercano al eje real, mientras que
el segundo se obtendra mediante un promedio de los restantes polos, pesado con las
condiciones iniciales.

En este capitulo se intenta avanzar hacia una técnica que permita calcular el
tiempo de decoherencia en forma simple, y en el caso de una distribucién general de
polos y para cualquier espacio O de observables relevantes. Entonces es necesario
dotar a las coordenadas de los observables y los estados en la base del Hamiltoniano
{lw)} (i.e. las funciones O(w,w’) y p(w,w’)) con propiedades adicionales de analiti-
cidad, pero en general estas propiedades adicionales son simples y razonables. Es
bien sabido que este requerimiento es habitual en muchos capitulos de la fisica, e.g.
en la teorfa de la dispersion.

También se sabe que la evolucién hacia el equilibrio tiene dos fases:

1. Una fase exponencial de decaimiento, que se puede describir estudiando la
continuacién analitica del Hamiltoniano al plano complejo de la energia (ver
[56], [57], [58], [59], [60], [61]). Este hecho también es bien conocido en la teoria
de la dispersion.

2. Un decaimiento polinomial final en ¢!, conocido como efecto Khalfin (ver [62],
[63]), que es muy débil y dificil de detectar experimentalmente (ver [64]).

!También hay perfodo no exponencial inicial (¢ = 0) llamado efecto Zenén, que no es importante
para este trabajo.
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Estas dos fases pueden ser identificadas por la teorfa de la continuacién analitica
de los vectores, observables y estados.

Como fue senalado en el Capitulo 2, la base privilegiada mdvil es la base, com-
puesta por estados aproximadamente estables, en la cual el operador de estado se
vuelve aproximadamente diagonal (y permanece asi) luego del tiempo de decoheren-
cia. Para obtener la base privilegiada se suele utilizar un criterio, el predictability
sieve criterion [30]. En este capitulo se indicarén las relaciones entre los diferentes
tiempos caracteristicos de decaimiento y las diferentes bases que se pueden utilizar
para expresar el estado. A partir de ello, se introducird un modo alternativo de
identificar la base privilegiada mévil en términos del tiempo de decoherencia.

6.1. Relaciones entre tiempos y bases

Es conocido el hecho (ver (2.36) y (2.38)) de que el estado, cuando hay relajacién,
sigue una evolucion irreversible con un limite débil

(OR)p(t) = (OR) px (6.1)

Esto significa que el sistema alcanza el estado de equilibrio px*, y la ecuacién (2.43)
indica que el estado px es diagonal en la base de la energia. Por lo tanto se define?

1. la base de equilibrio final {|f.)}, tal que {|f.)} ~ {|w)} es la base de autovec-
tores del Hamiltoniano. Entonces,

po =D ol =D pplws) (sl (6.2)
! f

El estado final de relajaciéon queda diagonal en esta base.
Por otro lado se sabe que el operador de estado es hermitico, y por lo tanto diag-
onalizable en todo momento. Esto significa que hay una base mévil que diagonaliza

al operador de estado en todo instante. Entonces se define

2. la base de diagonalizacion instantanea {|i(t))} tal que
p(t) =Y p (i) (D)) (6.3)

El estado queda diagonal en esta base en todo momento. Notar que {|i(t))} es
la autobase de p(t).

Cabe senalar que la base que diagonaliza un operador hermitico es unica (se
considera el caso no degenerado por simplicidad). Por lo tanto, la base {|i(¢))} debe

2Para simplificar, se utilizan sumatorias en lugar de utilizar integrales.
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converger a la base {|f.)} para tiempos largos, ya que ambas son las bases que
diagonalizan el estado a tiempos largos.
Finalmente, a través de un cambio de base genérico se puede llegar a una base

—_~—

genérica {|j(t))} |
5(0) = > a;(0)li(t) (6.4)

Por lo tanto, se tiene

3. una base moévil genérica tal que

(1) = 3 o (OO (6.5)

A continuacién se determinan cudles son las condiciones que deben cumplir los

—_~—

coeficientes a’(t) para que {|j(t))} se convierta en la base privilegiada moévil. Se
impone la condiciéon de que esta base sea aquélla que diagonaliza al operador de
estado luego del tiempo de decoherencia. Asi

a. El tiempo de decoherencia tp del sistema es el tiempo en el que el estado p(t)

—_~—

adopta una forma diagonal en la base {|j(t))}.

b. El tiempo de relajacion tg del sistema es el tiempo en el que el estado p(t)
alcanza el equilibrio.

Entonces puede hacerse una eleccién especial para la base genérica {|j(¢))}. Dado

el tiempo de decoherencia tp y tiempo de relajacion tg, tales que 0 < tp < tg , se

toman los coeficientes a’(t) de la ecuacion (6.4), que definen el cambio de base entre

—_~—

@)}y {li(#)}, como

i. Parat € [0,tp] se impone la condicién a§(t) + 5;, fuera de esto los coeficientes
son genéricos.

ii. Parat € [tp,tg] se impone la condicién a(t) = 45.

iii. Para el tiempo tp, a%(t) debe ser una funcién continua, de modo que el salto

J
1532 @

del régimen “i” al régimen de “ii” sea continuo.

Esta base es lo suficientemente general para el propdsito que aqui se plantea:

—_~— —_~—

. Parat <tp, |j(t)) #|i(t)) y p(t) no es diagonal en la base {|j(¢))}.

—_~— —_~—

. Parat > tp, |j(t)) = |i(t)) y p(t) es diagonal en la base {|j(t))}.

—_—~—

. Parat =tp, |j(t)) converge continuamente a |i(t)).
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. Parat — tg, |i(t)) converge continuamente a |f,).

Queda claro que este procedimiento permite construir una base que diagonaliza
el estado a partir del tiempo de decoherencia ¢, siempre que dicho tiempo este dado

P

de antemano. Si a esto se suma la restriccion de que de todas las {|j(¢))} posibles
se selecciona la opcién adiabética (robusta o estable), entonces dado el tiempo de
decoherencia es posible calcular la base privilegiada moévil. En las secciones siguientes
se introducird una técnica, basada en el estudio de los polos de la continuacién
analitica de una funcién, que permitird calcular el tiempo de decoherencia y, con él,
caracterizar la base privilegiada mévil.

6.2. La técnica polar: elementos matematicos

La técnica que se introduce en esta seccién sigue la linea de los trabajos [56], [60]
y [65], de los cuales se presentard un breve resumen.

6.2.1. Continuaciones analiticas en el lenguaje de bra-ket

En primer lugar se resumen las caracteristicas de la continuacién analitica de
estados puros. Dado el Hamiltoniano H = Hy + V', donde H, es el Hamiltoniano
libre que satisface (ver [56], eq. (8) o [60])

Holw) = w|w), (w|Hy =w(w|, 0<w< o (6.6)
y (ver [56], eq. (9))

I= [ duloptel, o) = 8- (6.7)
entonces (ver [56], eq. (10))
Ho= [ elelde (63)
v (ver [56], eq. (11))

H:H0+V:/ w\w><w\dw+/ dw/ 4 Vo [ (0] :/ Wl | dw
0 0 0 0

(6.9)
donde los |w™) son los autoestados del Hamiltoniano completo H, que también
satisfacen la condicién de la ecuacién (6.7). Los autoestados de H estdan dados por
las ecuaciones de Lippmann-Schwinger (ver [56], eq. (12) y (13)):

1

gy ey A
(6.10)

V), {wPle) = () + {wlV

(ot = (l) + (] ——
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Figura 6.1: Contorno complejo I" en el semiplano inferior de energfa compleja usado
en la evaluacion de las integrales. La “energfa” 2, es el polo que se asume simple.

Las funciones de w se dotan de propiedades de analiticidad (ver [66]): e.g. se considera
que el estado |p) (resp. (1|) es tal que no introduce polos en la extensién analitica
de (w|p) (resp. (P|w)), de modo que esta funcién sea analitica en todo el plano
complejo de la energfa. Esta es una simplificacién que, como se verd mds adelante,
tiene que relajarse en algunos casos. Ademsds se considera que la extensién analitica
de la funcién (w™|p) (resp. (¥|w™)) es analitica pero con un solo polo simple en zj
= wo— %70, Yo > 0, en el semiplano inferior (resp. otro polo 2§ = wo+ %70, Yo > 0 en
el semiplano superior) (ver [65] para detalles®). Si bien pueden existir muchos polos,
por simplicidad se comenzaré considerando sélo uno de ellos, y luego se realizard la
generalizacién.

El primer paso consiste en efectuar la continuacién analitica del eje positivo de
w a la curva I' del semiplano inferior del plano de la Figura 6.1 *.

Luego (ver [56], eq. (29)) se puede definir

(folg) = conturzg (W0}, (Wlfo) = (=2mi)contu oo (o — 20)(W|w®)

(frlip) = conty—ar(w™t o), (] f) = conty.(Plw®), 2 €T,V @) (Y] (6.11)
y (ver [56], eq. (31))

(V1fo) = contuzs (|, (folg) = (2mi)contur .z (w — 20) ()

3Este es un modelo “de juguete” con un solo polo y el efecto Khalfin. Modelos més generales,
con dos polos y més, se considerardn en la siguientes subsecciones. El polo se corresponde con el
residuo que se puede calcular con la curva C, y el efecto Khalfin con integral a lo largo de la curva
I' de la Figura 6.1.

4Todas los graficos son meramente ilustrativos y no la solucién numérica de un problema con-
creto.
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(WIfa) = conty o (Plw"),  (folg) = contua(wlp), z€TV |9) (Y] (6.12)

donde cont es la continuacién analitica. Por tltimo, se puede demostrar que (ver [56])

H:%mxm+ﬁamﬁmz (6.13)

que es una simple expresién de H en términos de los vectores del plano complejo.

6.2.2. Lenguaje de observables y estados

El procedimiento utilizado con estados puros y el Hamiltoniano se puede repetir
con los estados, observables y el operador Liouvilliano L (ver [67]). Pero es preferible
seguir el camino de [56], manteniendo el enfoque Hamiltoniano y discutir la extensién
analitica de (O) ), que se va a simbolizar como (p()|0O). De acuerdo con el enfoque
de los valores medios, éste es el personaje principal para estudiar la decoherencia y
la relajacién de los sistemas.

Se introduce la notacién, ya utilizada en el Capitulo 2 (ver [56], eq. (42)),

w) = [w)wl, ¥ |w,w') = [w){] (6.14)

Asi, un observable relevante genérico O € Op se expresa (ver [60], eq. (42) o [56],
eq. (42))

Or =1|0g) = /dwO(w)|w) +/dw/dw'0(w,w')|w,w') (6.15)
y un estado genérico se expresa ( [60], eq. (45) o [56], eq. (45) )

P

pn = (oal = [ dp)(@] + [ do [ ' plio, )i (6.16)

donde (ver también [60] eq. (44) o [56]. eq. (45))

(W) =6d6w—-u) ¥y (W ") =0w-—uw")iw —u") (6.17)

Entonces

—~ —_——

(w|ORr) = O(w), (w,w'|Or) = O(w,w) (6.18)

Se seguird el tratamiento ma&s general posible, i.e. O es cualquier observable tal
que Orp € Op y py cualquier estado tal quep, € O%. De hecho, en la préxima
seccién se considerara solamente el valor medio genérico (Or),) para dos modelos
paradigmaticos: el modelo 1 con un solo polo acompanado del término de Khalfin y
el modelo 2 con dos polos.
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6.3. Modelos particulares de decoherencia y rela-
jacién tratados mediante la técnica polar

En esta seccién se presentan dos modelos particulares de decoherencia y rela-
jacién a fin de mostrar como se aplican las ideas presentadas en la seccién anterior.
La comprensién de estos modelos es fundamental para construir el modelo general
que se presentard en la siguiente seccion.

6.3.1. Modelo 1. Un polo y el término de Khalfin

Se puede demostrar (ver [56], eq. (67)) que la expresién de la evolucién del valor

medio (p(t)|O) es

(Or)pry = (p(t)|Or)

— / dw—i—/ / O(w,w') i%wtdwdw(6.19)
0

Usando (6.15) y (6.16), este valor medio en el caso V' # 0 es

(0(010r) = [ dwlpO)@)EIOR) + [ s [ el & (p0)s) (B2s10r)
N o (6.20)
donde O(w) = (£./08), 0(w.&!) = (E2s[0r), (@) = (PO)B.), p'(w.s) =

(pR(0)| Py ), v los vectores @ se definen del siguiente modo:

—_— ~

2) = o), (Bl = @, @) = ) (7], (0:21)

y
(@l = [ delfurtle) el — 8w = 306 = @+ [ de [ a2t le)e )]
(6.22)

Entonces, si las funciones poseen las propiedades analiticas mencionadas anterior-
mente y hay un solo polo zy en el semiplano inferior, se puede probar que ( [56] eq.

(70))
(P(t)IOR)=/dW(p(0)|@w)@LIOR) + €1 55720 (p(0)|Boo) (P00 | Or)

/d FG5 = (p(0) Do) (Bor| Or) + / 02+ G0 (5(0)| By, ) (02 |Or)
/ d / 02/ eH G0 (p(0)] @) (3w [O) (6.23)

donde zy = wy — %”yo, Yo > 0, es el polo simple del semiplano inferior de la Figura
6.1, y donde |®,), (D.|,|P..) v (P../| son las extensiones analiticas en el semiplano
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inferior que se pueden definir como en el caso de (6.11) y (6.12) (ver ( [56] eq. (54)),
o también pueden definirse como una simple generalizacién de los vectores | fo), (%|,
I£.) v (.| (ver [56], eq. (42)). Entonces, las ecuaciones (6.23) y (6.19) permiten
calcular los limites (2.36) y (2.37) para cualquier p(0).

Por lo tanto, se puede concluir que los cuatro tltimos términos de la ecuacion

(6.23) desaparecen con tiempos caracteristicos

h 2h 2h
i T (6.24)
Yo Yo 7o

respectivamente. Es conveniente introducir las siguientes observaciones:

i. La desaparicién del segundo, tercero y cuarto términos de la ecuacién (6.23)
se da a través de decaimientos exponenciales. Este también serd el caso en los
modelos méas complicados, con muchos polos.

ii. El oo significa que la evolucién del iltimo término de esta ecuacién corresponde
a un decaimiento polinomial, i.e. la evolucion de Khalfin. Este es un efecto muy
débil, detectado experimentalmente en 2006 [64]. Si hay un nimero finito de
polos y la curva I' pasa por debajo de ellos, entonces la contribucién de la
integral a lo largo de I" corresponde al efecto Khalfin®. Un modelo de sistema,
cerrado para el efecto Khalfin se pueden encontrar en [68], Seccién 6, y uno
tipo EID en [69], Seccién 5.

Una vez obtenidos todos los tiempos caracteristicos, se considera que el tiempo
caracterfstico mas pequeno es el tiempo de decoherencia tp = vi Para tiempos t >
0

tp, la ecuacién (6.23) queda

(P(0108) = [ dulpOI@)(@.10)+ [ d= [ aelp0)10..)@210) (625)

ya que para t > tp = % los términos que incluyen el polo desaparecen®.

Ahora se puede diagonalizar el p(t) que interviene en la ecuacién (6.23) como’

p(t) = Z pi(B)]i(6)) (1) (6.26)

°Si hay un conjunto infinito de los polos z;, con parte imaginaria —%% de tal manera que
lim;—c07; = 00, entonces se puede elegir una curva I'; por debajo de los polos 74,75, ...7,. Entonces
la integral a lo largo de la curva I'; contiene el efecto de los polos v, 1,742, ..y y el efecto Khalfin.
Asi, se puede elegir la curva I'; de tal forma que los tiempos de decaimiento que corresponden a
estos polos, tj1, = h/7j+n, sean muy pequenos y puedan despreciarse.

6Como tp sélo brinda un orden de magnitud de la tasa de decaimiento, se considera que las
tres primeras partes imaginarias de las ecuaciones (6.24) son esencialmente equivalentes.

TAqui, en aras de la simplicidad, se utilizara la suma en lugar de la integral, y también se hard
mis adelante en todos los casos de diagonalizacién. Por otra parte, en muchos casos, el Og o las
condiciones iniciales s6lo se pueden desarrollar en forma discreta (véase mds adelante).
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Figura 6.2: p(t) y pp(t) coinciden en el limite para t — tp

donde {|i(t))} es la base de diagonalizacién instantdnea de p(t). A continuacién se
define un estado (pp(t)], el estado privilegiado, de modo que, para todo tiempo,
cumple

(pr(0108) = [ depO[@)(@.10) + [ dz [ a2el 1 (p(0)]@.)(@210)
* r
(6.27)
Asi, pp(t) es el estado que evolucionaria en un modelo sin polos pero con el término
de Khalfin. Esta evolucién existe y puede encontrarse con una interaccién adecuada®.
Es claro que

i. parat <tp, p(t) # pp(t),
i para t — tp, plt) — ppt)
ili. parat > tp, p(t) = pp(t)

La autobase de pp(t) es aquella que se elegird como base privilegiada mévil. De
hecho, diagonalizando pp(t) se obtiene

pp(®) = 3 (I ) D) (6.28)

y cuando ¢ — tp = -t se tiene que p(t) — pp(t). Por lo tanto, de las ecuaciones
(6.26) y (6.28) se observa que la autobase de p(t) tambien converge a la de pp(t):

(i)} — {156 (6.29)

8Todas estas férmulas han sido confirmadas por la coincidencia de resultados con otros métodos:
e.g. los que se utilizan para estudiar el estado de un 208Pb(2d5/2) en un potencial de Woods-Saxon
(ver [56] Figura 3).
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Es decir, {|i(t))} converge a {|j(t))} y p(t) se vuelve diagonal en la base {|j(¢))}: por

—_—~—

lo tanto, {|j(¢))} se considera la base privilegiada mévil. En este modelo, el tiempo
de relajacion tg se corresponde con el tiempo caracteristico del término de Khalfin,
que es extremadamente largo:

tp L tp (630)

6.3.2. Modelo 2: Dos polos sin término de Khalfin

El termino de Khalfin es tan pequeno (ver [64]) que puede ser despreciado en la
mayoria de las situaciones experimentales. Por eso, en este nuevo modelo se desprecia
el término de Khalfin y se consideran dos polos zy y 2. Asi, la ecuacién (6.23) se
convierte en

(P(010) = [ dulp(0)2.)(@{0r) + et T (5(0) 1) (BnlO) +

+ei 20 (p(0) | 19) (B10] Or) + €7 572 (p(0)| P01 ) (@01 |Or)
+er FI20) (p(0)]|Dy1) (11| OR) (6.31)
donde zyp = wp — %70, Yo >0, 21 = wy — %71, v, > 0, y también se consider-

ard que v, < 7, (ver [70], Section 3, para detalles). Entonces, los cuatro tiempos
caracteristicos (6.24) ahora son

ﬁ. h B h N h
’70’ Y1+ Yo Y1+ Yo 1

(6.32)

Para tiempos t > tp = %, la ecuacién (6.25) se convierte en

(p(1)|Or) = / dws(p(0)| @) (B | Or) + et 5 (p(0)|Poo) (P00|Or)  (6.33)

y se puede definir el estado (pp(t)| tal que, para todo tiempo, se escriba

(pp(010m) = [ do(p(0)12.)(B.I0n) + e 5 (p(0)] ) BlOR) (630

Repitiendo el razonamiento anterior se puede ver que, diagonalizando esta tltima
ecuacién, se obtiene la base privilegiada movil como la base que diagonaliza al es-
tado si no existiera el polo z;. Luego, en este caso la relajaciéon se obtiene con un
decaimiento exponencial dado por el polo zy (no con el término de Khalfin) y

h h
th=—>1tp=— (6.35)
Yo Y1

Una vez mds, cuando t — tp = % se tiene que p(t) — pp(t), y nuevamente se llega
a la ecuacion (6.29): p(t) se vuelve en diagonal en la base privilegiada mévil en el
tiempo tp.
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6.3.3. Observaciones sobre los Modelos 1 y 2

Antes de examinar el caso de muchos polos conviene a introducir algunos comen-
tarios generales.

Sobre los observables y las condiciones iniciales

Conviene sefialar que (,,|Ox), (o |Og), (Po-|Or) v (®../|O) pueden ser cero,
dependiendo del observable Og. Entonces, en el caso de muchos polos, puede haber
algunos polos que son detectados por Og, y otros que no y desaparecen de la férmula.
Para ilustrar la situacién se introduce el siguiente ejemplo: sea el sistema S con el
Hamiltoniano

H = Hy+ Hppy (6.36)

donde -
Hy = 1) (1] + Q2|2) (2] + 2/ w|w) (w|dw (6.37)
0

o0

Hzntz/oa%(” [Iw><1l+|1><wl]dW+/b VP ()2 + 12w de’  (6.38)

donde a < by (1]2) = (w|2) = (1|w) = 0. Este Hamiltoniano se puede expresar
como
H=H + H, (6.39)

donde

Hy = 1)) + / " ol (ol + / VO ) (1] + 1) ) oo (6.40)

0

H2:£22|2><2|—|—/Ooow’|w’>(w’\dw’+/boo VO ()2 + 20w de’ (6.41)

Entonces es facil demostrar que
[Hy, Ha] =0 (6.42)

Yy que

exp(—ﬁHt) = eXp(—ﬁHlt) eXp(_ﬁHQt) (6.43)

Se descompone ahora el sistema como & = P; U Py, donde la parte P; estd rela-
cionada con Hamiltoniano H; y la parte P, estd relacionada con Hamiltoniano Ho.
Cabe observar que estas dos partes no son independientes, puesto que comparten un
espectro continuo comun, i. e. 2 [ w|w)(w|dw. Si se definen los espacios de observ-
ables Oy, Oz, Op1 y Ogs como los que tienen las bases {|1)(1]}, {|2)(2|}, {|w){w|} ¥y
{|w")(w'|} respectivamente, los observables relevantes para la parte P; son O ® Iy,
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y para la parte Py son Oy ® [ o. Asi, se pueden considerar los dos tipos de observables
relevantes del sistema S = P; U Po,

@1:Ol®[E1®IQ®[E2y@2:[1®[E1®02®IE2 (644)

donde I es el operador identidad. Entonces,

(p(1)]01) = (p(0)[04(1)) = (p(0)] exp(5 Hit)Os exp(— Hit) © I @ B0 ) (6.45)

(0(1)]02) = ((0)[0(1)) = (p(O)| 1y © Ty © exp(3 Ht) Oy expl+ Hif) & ) (6.46)

Asi, Oy sélo “ve” la evolucion de la parte Py, mientras que Qg s6lo “ve” la evolucion
de la parte P,. En consecuencia, como los polos de la parte P; corresponden a los
modos de decaimiento de la evolucién de esa parte, O, s6lo “ve” los polos de la parte
P;. Respectivamente, O, sélo “ve” los polos de la parte Ps. q.e.d.
Este también es el caso de las condiciones iniciales (p(0)|®,,), (p(0)|®.1), (p(0)|Pq.)

y (p(0)|®../), que pueden eventualmente ser cero. Pero O o p(0) también pueden
crear algunos polos. Asi que algunos polos pueden ser eliminados o creados por los
observables o las condiciones iniciales, mientras que otros pueden ser retenidos. Pero,
usualmente, se elegiran Og y p(0) tales que que no crean ni eliminan polos.

Sobre los tiempos de decoherencia y relajacién

Sobre la base de los propios conceptos de tiempo de decoherencia y tiempo de
relajacion, se sabe que
tp < tg (647)

Asi, el tiempo de relajacion debe estar asociado al polo con parte imaginaria mas
pequena para obtener el tiempo caracteristico mas largo. Por otro lado, como el
tiempo de decoherencia debe ser menor, se lo asociard al siguiente polo o, como se
verd mas adelante, a todo el resto de los polos.

6.4. El caso general: N polos

En esta seccién se considera el caso general de un sistema con N + 1 polos
z; = w) —i7,. En este caso es fdcil ver que la ecuacién (6.31) (sin término de Khalfin)
se convierte en

(0()|0r) = (p.]OR) + Y as(t) exp (=3it) = (0.10R) + £V (6.48)

donde (p,|Og) es el valor de equilibrio final de (p(¢)|Og) y a;(t) son funciones reales
oscilatorias. Sea que los z; estén distribuidos al azar o no, se los puede ordenar”

Yo < V1 < Vg < .. (6.49)

9Para simplificar, se considera sélo el caso v, < 7; < 75 < ... Otros casos especiales deberdn
considerarse en otra oportunidad.
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Figura 6.3: La funcién F'(t) esta dominada por diferentes componentes en distintos
periodos de tiempo. En un primer momento dominan las componentes con tiempo
caracteristico pequeno (linea de puntos), luego las componentes con tiempo carac-
teristico mediano (linea de trazos) y finalmente las componentes con tiempo carac-
teristico largo (linea de continua).

Para ilustrar la situacion se graficé la funcion F(t) = (pr(t)|Or) — (pr.|Or) en la
Figura 6.3.

Entonces es claro que el tiempo de relajacion queda identificado sin ambigiiedad
como tp = %

A continuacién se considera el tiempo de decoherencia. Cada polo z; define un
modo de decaimiento con un tiempo caracteristico

ti = — (6.50)
' Vi
Esto significa que los polos llevan consigo la esencia de los fenémenos de decaimiento
exponencial. Sin embargo el tiempo de decoherencia depende de su distribucion y
de otros datos, como la condicién inicial del sistema. En una distribuciéon completa-
mente al azar de los polos, la mejor opcién parece ser

h h
tp=—, Ip=— (6.51)
Yo 71
Entonces, en este caso,
(pp(1)|0x) = (p1.|OR) + ao(t) exp (~2¢) (6.52)

—_~—

y la base privilegiada maévil {|j(¢))} es la base que diagonaliza pp(t), como en el
caso de 2 polos. Pero, como se verd, se puede mejorar esta caracterizaciéon mediante
una que serfa véalida en un caso més general.
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La experiencia obtenida por el estudio de muchos modelos de la bibliografia
muestra que tr parece estar dado por el tiempo caracteristico méas lento, indepen-
dientemente de las condiciones iniciales. Por este motivo se puede caracterizar el
tiempo de relajacién mediante la estrategia de la seccién anterior: usar el polo méds
cercano al eje real:

h
7o
Este ti coincidird con el del modelo del siguiente capitulo.

Pero las condiciones iniciales parecen ser esenciales en la determinacién de tp.
Para introducir tales condiciones iniciales, se toma f(t)

th= (6.53)

N N
t) = a;(t e’%t, "(t) = a.(t)e” mt — a(t Ji =Tt 6.54
f(@t) Z:; (t) f(@) zZ(;Z() ()4 (6.54)
Entonces las condiciones iniciales a ¢t = 0 resultan
N N | N
f(0) = ai(0), F'(0) =3 _a0) =+ ai0), (6.55)
i=0 i=0 i=0

La funcién f(t) se puede escribir como f(t) = const.exp g(t) ~ exp g(t), y se puede
expandir la funcién ¢(t) en una serie de Taylor

1
g(t) = g(0) + ¢'(0)t + 5g”(o)t2 + ... (6.56)
Esta funcién se puede expresar en términos de la variable adimensional n = i

usando tg, el tnico tiempo caracteristico que se tiene hasta ahora:

9(n) = g(0) + ¢'(0)trn + %g”(o)t?ﬁ + ... (6.57)

donde g(t) = g(n), ¢'(0)tr, g"(0)t%, ... son adimensionales. Como ya fue indicado,
lp < tg, i.e. n < 1. Luego, con esta condicién tenemos las aproximaciones

g(n) = g(0) +¢'(0)trn o g(t) = g(0)+¢'(0)t (6.58)
donde
f'(0)
£(0)

Estas ecuaciones contienen las condiciones iniciales. Luego, en esta aproximacién

9(0) = log £(0),  g/(0) = (6.59)

f(t) = expg(0) exptg’(0) = f(0)a;(t) exp <—%%t) = f(0)a;(t) exp (—ve—gft)
o (6.60)
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i) = F(0)exp | 20 Loty r) = ar)e ( t
a;(t) = Xp | = Yeff = =<n Y = a; XP\ —Yerfrz
Ei]i[) @i Z?Lo a; h
(6.61)

Entonces, el tiempo de decoherencia puede obtenerse como

h
tp = — (6.62)
Yerr

En consecuencia, como tipicamente ., > 7, resulta que {p < tg, donde 7.¢p y
tp son ambas funciones de las condiciones iniciales. De este modo se ha obtenido un
decaimiento tipicamente muy répido, y esta evolucién es la que produce el fenémeno
de la decoherencia.

A continuacién se caracteriza la base privilegiada mdévil, tarea sencilla ya que
ahora se cuenta con el tiempo de decoherencia. Es evidente que, para tiempos t > tp,
los modos con tiempos caracteristicos t; < tp (i.e. v; > 7.ss), que se llamardn modos
rapidos, se han convertido en insignificantes en la ecuacién (6.48). Por lo tanto, en
este caso pp(t) se puede definir como

(bp(DIOR) = (0.]08) + Y aslt) exp (-74) (6.63)

donde la sumatoria de esta ecuacion sélo contiene los M < N polos tales que v; <
Yerss @ los que se llamard modos lentos!’. Esta es nuestra eleccién adiabética, ya
que se han elegido los modos con decaimiento més lentos para definir pp(t) y se
ignoraron todos los modos répidos!!.

Por otra parte, el movimiento producido por los modos rapidos tales que 7y, >
Yesss €8 decir, aquéllos con los movimientos mas répidos que el de la evolucién de la
ecuacién (6.61), dejan de ser relevantes cuando t > tp y pp(t) — pg(t). Entonces se

—_—~

puede diagonalizar pp(t) y se obtiene la base privilegiada maévil {|j(¢))}, la autobase
de pp(t), que evoluciona sélo influenciada por los polos 7, < Yessi cuando t — tp,

P

{l7(t))} — la autobase de pg(t).

Valores medios y estados: un caso particular

Si bien hasta aqui se ha trabajado con valores medios, en el caso particular donde
se estudia un estado dado por la superposicién de dos estados de la base privilegiada

10E. g. en el caso de la ecuacién (6.34) sélo aparece zg del lado derecho. Este es un caso particular
de la ecuacién (6.63), cuando ag = a1 y vy < ;-

"Tas condiciones iniciales intervienen en la definicién de 7, 77 ¥, por lo tanto, de los modos
lentos y rapidos. La eleccién adiabdtica realizada equivale a retener los modos lentos y descartar
los rdpidos. Entonces, en este trabajo los modos robustos son los lentos, porque ellos son los menos
afectados por la interaccién con el ambiente, que crea los polos. Esta es la nocién de robustez que
introduce el tratamiento polar. Andlogamente, si se calcula la entropia lineal se obtiene la minima
variacion de esa entropfa al considerar los modos lentos. Esta serfa la minimizacién de la entropia
lineal: la evolucién de la base privilegiada mévil contiene sélo los modos lentos.
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y donde los observables relevantes son todos los observables de un cierto subsistema,
puede resultar mas fécil trabajar con los polos pero desde el punto de vista del estado
reducido del subsistema. Si (p(t)] es el estado escrito en la base privilegiada, entonces

(,0(25)’ _ ( P11(t) ,012(15) ) _ (p(t)|D+ < p*0<t) plz()(t> ) (6.64)

Pia(t)  paa(t) 12

donde (p(t)|p es la parte diagonal de (p(t)|. Cuando hay decoherencia del estado,
en la parte no diagonal hay una exponencial real. Entonces,

0 P12(1) > ( 0 P12(t) ) ey st
t) = t -+ * = t —+ . e Teff
) = ool + (e 78 ) = telo+ (50 7
y en este caso particular el tiempo de decoherencia depende de las condiciones
iniciales pero no del observable.

6.5. Conclusiones parciales

En este capitulo se ha desarrollado en detalle la técnica polar que permite calcular
los tiempos de decoherencia y de relajacion de un sistema cuédntico. La conclusion es
que los polos de la extensién analitica de los valores medios suministran el catdlogo
de evoluciones no unitarias. Por lo tanto, el estudio de la distribucién de estos polos
permite calcular todos los tiempos caracteristicos:

= Kl polo més cercano al eje real corresponde al tiempo caracterfstico mas largo
y se asocia al tiempo de relajacién tg.

= El tiempo de decoherencia tp estd asociado a un polo efectivo 7., que se
define como un promedio de los restantes polos pesados con las condiciones
iniciales.

= Finalmente, se muestra que tp < tg

Esta estrategia basada en el estudio de los polos de una funcién tiene una ventaja
de orden pragmético. Para hallar los polos se puede aprovechar la infinidad de soft-
ware desarrollado en ingenierfa para el cdlculo de polos de funciones en el contexto
de la teorfa de circuitos. Esta teoria establece que cada componente electrénico de
un circuito tiene asociado un operador, que se debe combinar con los operadores
de los otros componentes para dar lugar a la ecuacién diferencial que determina la
corriente del circuito. Para resover esta ecuacién diferencial, se le aplica la transfor-
mada de Laplace, y al resultado se le buscan los polos. Estos polos son los que dan
la informacién acerca de cémo responde el circuito ante un determinado estimulo.
Puesto que esta técnica consiste en buscar polos y se aplica a infinidad de circuitos
de interés comercial, la industria ya ha invertido mucho esfuerzo y dinero en desar-
rollar software con este fin, que se puede aprovechar para estudiar la decoherencia
de los sistemas.
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Capitulo 7

Sobre el modelo de osciladores

Para estudiar el tiempo de relajacién y el tiempo de decoherencia, los modelos
de espines estudiados en los Capitulos 4 5 no son los més didécticos, ya que en ellos
la base privilegiada mévil es siempre la base de la energfa; por lo tanto, el sistema
relaja y decohere al mismo tiempo. Por este motivo, se expone a continuaciéon un
modelo simple que es un buen ejemplo de decoherencia y relajacién: el oscilador que
se encuentra analizado en el capitulo 7 del libro [71] de Omnes. El ejemplo que allf
se expone es el tipico modelo en el que el sistema es un oscilador armoénico y el am-
biente es un conjunto de muchos osciladores no interactuantes. Dicho de otro modo,
se eligen los observables relevantes del sistema total de modo que queda definido
el subsistema oscilador principal, y el inico acoplamiento existente es el que se da
entre el oscilador principal y el resto de los osciladores que conforman el ambiente.
Este ejemplo queda enmarcado en el caso particular mencionado al final del capitu-
lo anterior: resulta mas sencillo trabajar con el estado reducido que con los valores
medios. En este capitulo se utiliza un método basado en el estudio de los polos de la
extension analitica de funciones para calcular el tiempo de decoherencia del sistema.
Por otra parte, en el enfoque de Omnes, la base preferida mévil debe estar relaciona-
da con algunas “variables colectivas” que son experimentalmente accesibles. En este
caso, la variable colectiva relevante es el centro de masa del oscilador principal, i. e.,
el valor medio de la posicién en estados coherentes.

7.1. Presentacion del modelo

En [71] se considera un oscilador en una dimensién (el sistema) en un bano
de osciladores (el ambiente). Debido a que el tratamiento méas simple es el caso
del oscilador armoénico, se elige describir el sistema con operadores de creacién a'
y destruccién a con una frecuencia angular caracteristica wg. Y los N osciladores
armonicos con frecuencia angular wy, (k= 1,2, ..., N) que conforman el ambiente son
descriptos mediante sus correspondientes operadores de creacién b,t: y destruccion by.
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Siendo éste el ejemplo a tratar, el Hamiltoniano total se escribe como?

H = woa'a + Zwkbzbk + Z()\kcﬁbk + )\ZabL) (7.1)
k k

donde el primer término representa la energia del centro de masa del oscilador prin-
cipal, el segundo es el Hamiltoniano de los N osciladores y el tiltimo es el término de
interaccién entre el oscilador principal y los osciladores del ambiente, caracterizado
por las constantes de acoplamiento A\, que se asumen pequenas. Se construyen los
estados coherentes {|a, {8,})} de la forma habitual, donde o y 4, B, ..., By son los
autovalores complejos de los operadores de destruccién?, es decir

ale, {8x}) = ale, {8i}); bl {By}) = Bila, {Bi}) (7.2)

Estos mimeros complejos definen los estados coherentes®. Como es sabido (ver [72]),
los estados coherentes forman una base que genera todo el espacio (pero no es
ortogonal). Por lo tanto, un estado genérico se puede obtener combinando estados
coherentes.

Este modelo se puede resolver de distintos modos y hallar el tiempo de decoheren-
cia y relajacién. Con fines comparativos, a continuaciéon se muestra el resultado tal
como es obtenido en [71]. El amortiguamiento produce que el sistema llegue a un
estado de relajacién en un tiempo

trs =1/v (7.3)
donde
Y= / n(v)dv' 2,8 (w — ) (7.4)
siendo n(v’')dv’ = dk . Por otro lado, el tiempo de decoherencia del sistema es
(ver [71], pp. 289-291)
¢ L (7.5)
P mwolL3 f .

En la siguiente seccion se pretende recuperar estos resultados a partir de la intro-
duccién de la técnica de polos en el estudio de este modelo.

'Este Hamiltoniano es similar al de la ecuacién (6.9) y (7.6) que se introducird més adelante.
De hecho, en algunas etapas del tratamiento, Omneés se ve obligado a pasar al espectro continuo.
Un tratamiento completo de este modelo continuo se puede encontrar en [61]. Por otro lado, en
este capitulo se toma A = 1.

2Puesto que los operadores de destruccién a y by no son autoadjuntos, sus autovalores son, en
general, complejos.

A2

3El estado coherente que define el nimero A es [\) = e~ 2 era' |0, ver [73].
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7.2. El calculo del tiempo de decoherencia en base
a los polos

Si no se toma en cuenta el término de Khalfin en el modelo de Lee-Friedrich, éste
puede asimilarse al modelo de osciladores mencionado en el apartado anterior. Por
ese motivo, en las siguientes subsecciones se presentard el modelo de Friedrich, que
tiene un polo, y luego su generalizacion en el modelo de Lee-Friedrich con N polos.
Los resultados servirdn para ser aplicados al modelo de osciladores introducido en
el apartado anterior.

7.2.1. El modelo de Lee-Friedrich

Muchos modelos de especial importancia se pueden estudiar, como el de [61], con
el Hamiltoniano

H = woata + / wich! biedk + / Ae(bla + alby)dk (7.6)

i.e. una version continua de (7.1). En esta versién, se debe dotar a los escalares
(p(t)|Or) de las condiciones de analiticidad. Para ello, la funcién \; (donde k =
wy = |k|) se elige de tal forma que

dk\;

Wr — Wg! 410 (77)

N (wi) = wr — wo — /

no se anula para k € R, y su extensién analitica 7, (z) al semiplano inferior sélo
tiene un polo simple en zy. Este hecho va a tener influencia en los polos de (p(t)|Og)
y, como se propuso en el capitulo anterior, el estudio de (py(t)|Or) serd el camino
esencial para entender el problema.

El Hamiltoniano (7.6) a veces es llamado Hamiltoniano de Lee-Friedrich y se
caracteriza por el hecho de que contiene diferentes sectores de nimeros de modos
(mimero de sectores de particulas en QFT). De hecho, al y bL son operadores de
creacion que permiten definir los sectores con nimeros de modos, e.g. el sector de
un modo contendré estados como af|0) y b]|0) (donde a|0) = by |0) = 0). Entonces,
la accién de exp (—Ht) (o simplemente la de H) conservard el nimero de modos de
este sector en un solo modo, ya que en (7.6) todos los operadores de destruccién
son precedidos por un operador de creacién. Este también es el caso del sector de n
modos. El Hamiltoniano del sector de un solo modo es el llamado Hamiltoniano del
modelo de Friedrich, i. e.

szwo|1><1|+/wulv> <v|dv+/(k(v) ) (L[ + A" (V) [1) (W) dv (7.8)

Como consecuencia de la condicién de analiticidad impuesta, este sencillo modelo de
Friedrich muestra sélo una resonancia, que se produce en zy. Sea Hr el Hamiltoniano
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de la continuacién analitica del modelo de Friedrich, entonces?,
Hplzo) = z0|20), Hp|z) = z|2) (7.9)

donde zy = wy + dw, — iy = w — iy es el inico poloy z € T.

7.2.2. El tiempo de relajacion

El modelo de Lee-Friedrich describe la interaccién entre un oscilador cudntico
y un campo escalar, y se encuentra analizado ampliamente en la bibliografia. En
general, este modelo se estudia mediante el andlisis del sector de un modo excitado,
i.e., el modelo de Friedrich. Entonces, si se calcula el polo de este 1ltimo modelo
hasta el segundo orden en )\, se obtiene que

dk’'\2,
_ _ XA 7.10
. w0+/w0—wk+i0 (7.10)

Cuando este polo (que corresponde al polo més cercano al eje real en el modelo de
Lee-Friedrich) se calcula (ver [74], eq. (42)), el resultado coincide con el presentado
en el libro de Omneés ( [71], p. 288) para el tiempo de relajacién. De hecho,

! P( ! ) A (7.11)

wo—w’—l—iO: wop — w'
donde P es la “parte principal”. Asi
dk' A\
20 = Wo + P/ —_— = iﬂ/dk,)\i/5(WQ — wk) (712)
Wy — Wk
Luego, si dk = n(v")dv’, se obtiene
Ndv' A,
dw = P/ n(v)—vlu’ Y= / n(v)dv' N2, 5(wo — v') (7.13)
Wop — U

donde dw produce un corrimiento en la frecuencia del oscilador principal w = wy+dw,
y v produce un amortiguamiento. Estos resultados coinciden con los resultados de
[71] p. 288. De este modo,

20 = (wo + 0w) — 1y =w — 1y (7.14)

En definitiva, el resultado presentado en el libro de Omneés para el tiempo de rela-
jacién coincide con el obtenido sobre el mismo modelo mediante la técnica de polar,
esto es,

th=— (7.15)

1S6lo simbélicamente, ya que los polos pertenecen a los escalares (p(t)]O).
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2,

Figura 7.1: Contorno complejo en el semiplano inferior de energia compleja para el
sector de tres modos. Los polos de energias zg, 229 y 329 se asumen simples.

7.2.3. Los otros polos del modelo de Lee-Friedrich

Ahora se considerara el Hamiltoniano de Lee-Friedrich (7.6) para sectores de més
de una particula, e. g. para el sector de tres modos. Entonces se tiene que’:

H|zq, b, 2¢) = (24 + 26 + 2¢) |20, 26, 2c) (7.16)

donde (z, + 2, + z.) es el autovalor. Si z1, 29, 23 € I' (donde I es el contorno complejo
en el semiplano inferior de energia compleja para el sector de tres modos) y zj es el
polo del sector de una particula, en el plano complejo del espectro de H se obtienen

1.- Autovalores (21 + 22 + z3) con tres puntos de la curva I'.

2.- Autovalores (21 + 22 + 29), (21 + 20 + 23) ¥ (20 + 22 + 23), con dos puntos en
la curva y el polo z.

3.- Autovalores (27 + 20 + 20), (20 + 22+ 20) ¥ (20 + 20 + 23), con un polo en 2z,
y un punto de la curva I'.

4.- El autovalor (29 + 2o + 29), con el polo en 3z.

En la Figura 7.1 se ilustra la situacién. Como es usual, se desprecian los términos
de Khalfin porque esos términos corresponden a un decaimiento no exponencial.
Entonces si se eliminan z;, 2z y z3 de la ecuacion (7.16), solamente quedan los
vectores |zo) = |1), |20, 20) = |2) ¥ |20, 20, 20) = |3). Por supuesto, en el caso general
3 se reemplaza por n y, como consecuencia, el espectro es nzp+ la curva I', donde
n=0,1,2. 3,... En efecto

Zn:nZO+UZj, z; el (7.17)

J

5 z . 1 . .
°Sélo simbdlicamente, como ya se ha explicado en una nota anterior.
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Entonces, si se desprecia el término de Khalfin ya que tiene asociado un tiempo de
decaimiento extremadamente largo, I' desaparece y solamente quedan los vectores
|20, ..., 20) = |n). Luego, bajo esta aproximacién, el sistema tiene un Hamiltoniano
efectivo (no hermitico)

1 1
Heff = 2y (agao + 5) = 20 (N + 5) (718)

donde ag, ap son los operadores de creacién y destruccién para el modo correspon-

diente al polo zp y N = a;r)ao es el correspondiente niimero de polos del operador

N|n) = nln) (7.19)
En la aproximacién sin término de Khalfin, y si n es muy grande, el H.;s resulta
Hepp = zoagao = 20Ny (7.20)
los autovalores de H.s¢ son
Zn = nzo = n(w — i) (7.21)
y la evolucion de los autoestados es
e~ Herttn) = e~ ) = e~ im=0t|p) (7.22)

Entonces, en esta aproximacion, el Hamiltoniano efectivo H.s¢ de Lee-Friedrich es
simplemente una versién no Hermitica de H, con un término de decaimiento.

7.2.4. Las condiciones iniciales

Como las condiciones iniciales son estados coherentes (|a;(0)) v |az2(0))), se los
puede expresar en la base {|n)}, con n = 0,1...,00. Un estado coherente es

D2 e A
AN =e¢e 2 —n 7.23
W= ) (7.2

Pero también se puede elegir una versién aproximada de las condiciones iniciales,
donde el nimero de modos sea N y se toma n = 0,1..., N, es decir, un estado
cuasi-coherente o cuasi-Gaussiano

A) = (; %) Z:; \/—% ) (7.24)

Este estado cuasi-Gaussiano se convierte en un estado coherente cuando N — oo.
A partir de aqui se considera que N es lo suficientemente grande como para poder
aproximar el estado cuasi-Gaussiano a un estado coherente.
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Luego se eligen las condiciones iniciales como la suma de dos estados coherentes,
es decir,
[2(0)) = aax(0)) + b]az(0)) (7.25)

donde |a;1(0)) y |a2(0)) son estados coherentes. En efecto,

ar(0)) = ¢ €Y —(O‘ifg_?>n in) (7.26)

as(0) = e 52 20 (721

n=0

Asi, el estado inicial es
po = |9(0)) (2(0)| = |a]* |41 (0)) (a1 (0)] + ab” [a1(0)) (a2 (0)]
+a*blaz(0)) (a1 (0)] + [b]* [a2(0)) (a2(0)] (7.28)

Se eligen los dos estados coherentes (7.26) y (7.27) con centro en p; 2(0) = 0; entonces
(ver [71], ec. (7.15) de p. 284)

@ (0) = =i (0) (7.29)
s (0) = 7;:10 2(0) (7.30)

Bajo estas condiciones, a;(0) y a2(0) son nimeros reales.

Sin pérdida de generalidad (ya que con un cambio de coordenadas se pueden
trasladar x1(0) y 22(0)), se puede considerar que a;(0) y a2(0) son positivos. Por
este motivo se pueden utilizar a;(0) y |a;(0)| indistintamente.

7.2.5. La condicién de macroscopicidad

La evoluciéon temporal del estado es

p(t) = @) ((6)] = |al* [ar(t)) (ar ()] + [b* [z (1)) {aa(t)] +
+ab™ [on (1)) (a2 (t)] + a™baa(t)) (aa (t)] (7.31)
donde |ay(t)) v |aa(t)) son los estados evolucionados de las condiciones iniciales

|a1(0)) v |a2(0)). El estado |a;(t)) es la evolucién del estado inicial |a;(0)) regida
por el Hamiltoniano efectivo H. s

au(t)) = e Y (O‘éz_? ezt | (7.32)

Por otro lado, |&;(t)) es la evolucién del estado inicial |«;(0)) regida por el Hamil-
toniano del oscilador armoénico con frecuencia w sin interaccion

a;(t)) = e‘w > %e‘“”t n) (7.33)

n=0



Entonces, en la base {|a1(t)) , |aa(t))},

p(t) = pP(t) + pNP(t) (7.34)
donde pP)(t) es la parte diagonal de p(t)
PO (t) = pY P (1) |6 (1)) (@ ()] + pSs ) (t) |Ga(t)) (Ga(t))] (7.35)
y pVP) es la parte no diagonal de p(t)
pPNPY() = piy (1) |Ga(t)) (Ga(t)] + ps 7 (E) |Ga(t)) (Ga (2] (7.36)

A continuacién se mostrard que, para condiciones iniciales macroscépicas, i.e. cuando
los picos de las dos Gaussianas estdn alejados uno del otro, los estados |ai(t)) y
|ax(t)) son cuasi-ortogonales, es decir,

(0n (t)]a(t)) = (ax(t)|an(t)) = 0 (7.37)
En efecto,
(i 0)faalt)) — 5o 3 (20O (7.35)
Luego, "

_ (21(0)—ag(0)?

(an(t)|as(t)) =e 2 (7.39)
Entonces, para |a;(0) — a2(0)| — oo, se obtiene la ortogonalidad que se prometié
demostrar. Esto significa que la condicién de macroscopicidad es: |a1(0) — az(0)]
> 1 (siempre que N — 00).

7.2.6. La amplitud de probabilidad

Mediante las ecuaciones (7.32) y (7.33), es facil calcular la amplitud

Aji(t) = (a;(8)]ea(t)) (7.40)
De la ecuacién (7.21) se tiene
Zn = Wy + 1, (7.41)
Entonces,
(s (250)" X (03(0)ar(0)"
Ai(t)=e 2 ZO e Tnt (7.42)

Como fue senalado, si se desprecia el término de Khalfin, los niveles de energia
compleja son miltiplos de la energia fundamental:

Vo =107 (7.43)

donde zy = w — 77y. Por lo tanto,

0 (20)" 2 (ay(0)a; (0)e )"
Aji(t) = e 2 > v
n=0 ’

. 2 o 2
_ B_Meai(om(meﬂf (7.44)
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7.2.7. Componentes no diagonales del estado

De aqui en adelante se considerara que |a;(0) — a2(0)] y N cumplen las condi-
ciones de macroscopicidad, por lo que la base {|&;(t)),|@2(t))} es cuasi-ortogonal.
Entonces, de la expresién (7.36)

a7 () = (@ (1) /)
P D (t) = (aa(t)| p NPt | (t)) (7.45)

Usando la ecuacién (7.31) se obtiene

pia (1) = ab” (@ (8) e (1)) aa(t)|Ga(t)) + a”b (@ ()]s (1)) (o (1)]a (1))
P (1) = ab” (@(t) e (1)) ()]G (1)) + a*b (@a(t) s (D)) {aa (D)@ (1)) (7.46)

Con la expresién (7.42) se pueden calcular estos productos:

(Gt (t)) = e (@10 glar(®)e™ (7.47)
(G1(t)|az(t)) = ¢~ SHOEOE oy 0)a 0 (7.48)
(Go(t)]an(t)) = 67(0(1(0))2?(&2(0))2eo‘l(o)”(o)e_% (7.49)
(Ga(t)]ag(t)) = e (2O gloalOF (7.50)

Si se tienen en cuenta ahora las expresiones (7.29) y (7.30), y se recuerda que
los centros iniciales de las Gaussianas estdan dados por (7.26) y (7.27), sin pérdida

de generalidad se puede elegir
a;(0) =0 (7.51)

mwo

v/ 2mwy

No debe olvidarse que se impuso la condicion de macroscopicidad a las condiciones
iniciales: |a1(0) — a2(0)| > 1. Entonces, en el caso dado por (7.51) y (7.52), se tiene
que

a(0) = Lo (7.52)

|01 (0) — a(0)] = as(0) > 1 (7.53)
esto es,
TN 1> 1 (7.54)
2muwg

Luego, si se sustituyen (7.51), (7.52) y (7.53) en las ecuaciones (7.47), (7.48), (7.49)
y (7.50) y se tiene en cuenta (7.53), se obtiene

(@1(t)|an(t)) =1 (7.55)

_ (a2(0))?
2

{aa(t)]aa(t)) = e
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_ (a9(0)?
2

(G ()| (1)) =€ =0 (7.57)
(G (t)|aa(t)) = e~ (@20 (1=e7) (7.58)

Ademas, si se sustituyen (7.55), (7.56), (7.57) y (7.58) en la expresién (7.46), se
obtiene
PP () = abtem(02O) (1)

P 0) 2 a0 1) 75

7.2.8. El tiempo de decoherencia
A partir de las ecuaciones (7.59) y (7.36) se calcula

mwo
2

(ND)

ol u-e"| (760

(1) o< exp [~ (22(0))” (1 = )] = exp |~

En este punto se puede hacer una expansion de Taylor de (1 — e™7*) a primer orden
de modo que, para tiempos cortos, la expresién (7.60) resulta

mwo

Pl (1) oc exp(—— " Liyt) (7.61)
Por lo tanto, el tiempo de decoherencia es
2 1
tp = ———— 7.62
b mwq L3y ( )

que es el mismo tiempo obtenido por Omnes en [71] (ver (7.5)). Esta coincidencia
del valor obtenido mediante la técnica de los polos es un buen argumento para
pensar que dicha técnica es una alternativa adecuada para el cédlculo del tiempo de
decoherencia.

Puesto que en la ecuacién (7.60) no aparecen en forma explicita las contribuciones
v,, de los polos individuales z,, podria pensarse que tales polos no intervienen en
el resultado final. Sin embargo, si se observa la ecuacién (7.60), recordando que
v, = n7y se comprueba que

ND (0 o (a2(0))2n —n S -
pgj )(t) o e (@2(0) Z e 7= che ' (7.63)

n:
n=0 n=0

Esta expresiéon muestra que pl(-ND) (t) es proporcional a la suma, pesada con las
J

condiciones iniciales, de los decaimientos producidos por la parte imaginaria vy, de

cada polo z, de (7.43). Si se llama f(t) = > 7 c,e "', entonces puede utilizarse la

misma estrategia presentada en la Seccién 6.4, de modo que la suma de decaimientos

puede aproximarse por el decaimiento que produce un polo efectivo 7, ,

mwo
Yeff = TL?)’Y (7.64)
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Puesto que el tiempo de decoherencia es tp = fy;flf, obtiene la misma expresién que
en (7.62).

Finalmente, si se recuerda que el tiempo de relajacion ¢ty viene dado por el polo
original (7.12), se obtiene la relacion entre tp y tg,

2 1
tp = o L_%tR (7.65)
que es la misma relacién presentada en [71].
En definitiva, para t < tp la evolucién de py(t) contiene todos los modos (més
o menos como en la figura 3.315, de [10]). Para t > tp los modos répidos ya no son
importantes y la evolucién responde a la ecuacién (6.63), donde sélo los modos lentos
tienen una influencia en la evolucién de p(t) (méds o menos como en la figura 3.315,
de [10]). Para tiempos largos sélo sobreviven las “grande montanas” de la figura
3.315, de [10], mientras que el patrén de interferencia central ha desaparecido. Estas
montanas en movimiento son la base privilegiada mévil en este caso. Finalmente
para t ~ tp las dos montanas han alcanzado el equilibrio y s6lo permanece pp(t).

7.3. Conclusiones parciales

En el capitulo anterior se describié en detalle la técnica polar y las estrategias
propuestas para efectuar los cdlculos. Sin embargo, es posible que el lector quedara
con la sensacion de que todo aquello no tenfa mucho que ver con el tipo de modelos
que se encuentran en la bibliografia sobre decoherencia. En este capitulo se intro-
dujeron los polos al cdlculo del tiempo de decoherencia y relajacién en un modelo
bien conocido: un oscilador en un bano de osciladores donde la condicién inicial
es la superposicién de dos estados coherentes. La coincidencia entre los resultados
presentados en la bibliograffa y los obtenidos mediante la utilizaciéon de la técnica
polar es un buen inicio. Por supuesto, es necesario corroborar estas ideas en otros
modelos, pero el primer paso ya fue dado.
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Capitulo 8

Resumen, conclusiones y
perspectivas

En este capitulo final se presentan las conclusiones obtenidas en esta tesis, y las
posibles tareas a realizar como continuacién de esta linea de investigacion.

8.1. Resumen y conclusiones

En esta tesis se presentan aportes de naturaleza técnica sobre aspectos de la
decoherencia, en particular se propone una técnica que permite calcular los tiempos
de decoherencia y relajaciéon a partir de la extensién analitica de funciones que
dependen del Hamiltoniano. Ademds, se propone de un esquema general para el
estudio de la decoherencia, que puede describir en el mismo formalismo distintos
enfoques de decoherencia y relajacién.

En el Capitulo 1 se mencionaron diferentes enfoques de la decoherencia, esto es:
las primitivas aproximaciones estudiadas por van Kampen, van Hove y, Daneri et al.,
el enfoque EID, y las recientes perspectivas no disipativas. A su vez, se formularon
los objetivos del trabajo.

En el Capitulo 2 se presenté una forma de estudiar la decoherencia inspirada en
los trabajos de Zeh. El enfoque de valores medios propone estudiar la desapariciéon
de los términos de interferencia de dichos valores, mientras que el enfoque ortodoxo
centra su atencién en el estado. Se mostré que ambos enfoques son equivalentes en
los casos tratados por el enfoque ortodoxo, pero el enfoque de valores medios permite
seleccionar los observables relevantes de otro modo. Por otro lado, se presenté un
esquema general para el estudio de la decoherencia que:

= permite incluir EID y formalismos de decoherencia sin ambiente en un mismo
esquema.

= explicita en su formulacién el cardcter relativo de la decoherencia y permite
identificar el mundo clésico en términos de los observables cuyos valores medios
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no presentan términos de interferencia luego del tiempo de decoherencia.

= invita a proponer un modo alternativo de calcular el tiempo de decoherencia,
en términos del cual, a su vez, puede obtenerse la base privilegiada mévil.

En el Capitulo 3 se mostré cémo el esquema general propuesto puede actuar
como marco para la unificacién de los formalismos existentes para la decoherencia
y la relajaciéon. A fin de ilustrar esta unificacién, se desarrollé una versién de SID
aplicable a sistemas con espectro discreto de energia. Este nuevo formalismo incluye
el Lema 1, que brinda un criterio para decidir si un sistema decohere. Por otra parte,
senalé que la gran cantidad de métodos matematicos de la ingenierfa de software
basado en la transformada de Fourier discreta puede utilizarse para predecir la
decoherencia en modelos discretos. Finalmente, se exporté la técnica desarrollada al
enfoque EID, puesto que cambiando la eleccién de observables relevantes es posible
aplicar el Lema 1 a sistemas abiertos.

En el Capitulo 4 se estudié el conocido modelo de spines. Se consideraron dis-
tintas particiones entre sistema y ambiente. La particion usual se pudo analizar
mediante la técnica desarrollada para sistemas sin ambiente (SID discreto), mostran-
do asf que pueden exportarse los métodos de un enfoque a otro, enriqueciendo el
bagaje de herramientas matematicas disponibles a la hora de tratar con un modelo
concreto. Ademads, el andlisis de las distintas particiones revelé aspectos curiosos de
la decoherencia, permitiendo definir la emergencia de un mundo cldsico en lo que
tradicionalmente se denomina ambiente. Por otro lado, en este sencillo ejemplo tam-
bién es posible observar que no es necesario un nimero enorme de particulas en el
entorno para inducir la decoherencia en el sistema abierto.

En el Capitulo 5 se estudié una generalizaciéon del modelo de spines, donde el
sistema cerrado U estd compuesto por dos subsistemas de M y N particulas. Se
mostré cémo el modelo se comporta bajo diferentes definiciones del sistema de interés
y de las relaciones entre los nimeros de M y N. Los resultados obtenidos permitieron
senalar que: (i) todas las particulas del sistema cerrado pueden decoherir cuando se
las considera independientes, a pesar de que el sistema cerrado no decohera; (ii)
puesto que no hay descomposicién privilegiada o esencial, se pueden seleccionar los
observables relevantes de modo de constituir un sistema abierto no afectado por la
decoherencia, que resulte til para el almacenamiento de informacién cudntica; (iii)
puesto que todas las particulas decoheren pero los sistemas de M y N particulas
no lo hacen, es imposible definir el sistema cudntico que decohere en términos de
un tunico estado; no obstante, el enfoque de valores medios permite definir el mundo
cldsico como el conjunto de observables cuyos términos de interferencia desaparecen.

En el Capitulo 6 se desarroll6 en detalle la técnica que permite calcular los
tiempos de decoherencia y de relajaciéon de un sistema cudntico en términos de
polos. La conclusién es que los polos de la extensién analitica de los valores medios
suministran el catdlogo de evoluciones no unitarias. Por lo tanto, el estudio de la
distribucion de estos polos permite calcular todos los tiempos caracteristicos: (i) el
polo més cercano al eje real corresponde al tiempo de relajacion; (ii) el tiempo de
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decoherencia estd asociado a un polo efectivo que se define como un promedio de los
restantes polos pesados con las condiciones iniciales; (iii) se muestra que tp < tg.
Esta estrategia basada en el estudio de los polos de una funcién permite aprovechar la
infinidad de software desarrollado en ingenieria para el cdlculo de polos de funciones
en el contexto de la teorfa de circuitos, al cual la industria ha dedicado mucho tiempo
y dinero.

En el Capitulo 7, a fin de conectar la estrategia del capitulo anterior con el tipo
de modelos que se encuentran en la bibliografia sobre decoherencia, se introdujeron
los polos al cédlculo del tiempo de decoherencia y relajacion en un modelo bien
conocido: un oscilador en un bano de osciladores. La coincidencia entre los resultados
presentados en la bibliograffa y los obtenidos mediante la utilizacién de la técnica
polar es un buen inicio. Por supuesto, es necesario corroborar estas ideas en otros
modelos, pero el primer paso ya fue dado..

8.2. Perspectivas de trabajo

Los resultados obtenidos en los Capitulos 4, 5, y 7 muestran que la aplicacién de
este enfoque puede ser de utilidad en el estudio de la decoherencia y la relajacion de
los sistemas cudnticos. Por otro lado, respecto de los aportes de naturaleza técnica
es necesario comprobar que con la técnica basada en el estudio de polos se obtienen
los mismos resultados en otros modelos conocidos. Y, por supuesto, la aplicacién de
la técnica a modelos nuevos resulta esencial si se pretende la que los métodos den
lugar a resultados novedosos. La ventaja del método que se espera explotar es que
se basa en la bisqueda de polos de una funcién, por lo que se puede adaptar la gran
cantidad y variedad de software existente.

De la posibilidad explicada en el Capitulo 2 de hacer distintas descomposiciones
en un sistema total y de obtener los tiempos tp y tg por el método de los polos surge
la posibilidad de que el proceso hacia la clasicalidad y el equilibrio tenga diferentes
etapas (este tipo de estudio es realizado mediante las técnicas tradicionales). En cada
una de ellas, distintas partes del sistema total sucesivamente llegan a la clasicidad
y al equilibro. Este proceso complejo debera ser estudiado en el futuro mediante la
técnica polar.

Finalmente, si se pretende alcanzar un objetivo unificador y clarificador, se de-
berdn encontrar modelos que puedan ser analizados desde esta perspectiva y no
desde las perspectivas tradicionales. El ejemplo presentado en el Capitulo 5 es un
inicio pero de ningin modo resulta suficiente.
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Capitulo 9

Anexo

Un anélisis completo de las condiciones que tiene que tener la distribucion de
constantes de acoplamiento para producir un decaimiento gaussiano en la funcién
r(t) puede encontrarse en [47]'. En esta seccién se pretende mostrar un andlisis
minimo.

9.0.1. Caso (a.2): Ambiente homogéneo con interaccién het-
erogénea.

Se considera ahora el caso en el que todas las particulas P; del ambiente son
de la misma especie pero interactian con P mediante constantes de acoplamiento
distintas. En particular se supone que los coeficientes de acoplamiento son aleatorios
dentro del intervalo [g; — Ag, g; + Ag] alrededor del valor medio g; (Caso (iii) del
apartado anterior). El comportamiento de (Og)y) en el tiempo dado por (4.30)
cuando N = 100 y g; aleatorios? con g; = 0,5y Ag = 0,1 se muestra en la Figura 9.1.
En este caso, el tiempo de Poincaré es mucho més largo que (7 /E)N = (6,28)100, un
valor que se puede considerar infinito para todos los propésitos practicos. Entonces,
como muestra la Figura 9.1 es legitimo decir que los observables Og han decoherido
y se volvieron clésicos.

9.0.2. Caso (a.3): Ambiente contaminado.

En este caso se considera un ambiente cuyas particulas P; no son todas del
mismo tipo, y las particulas de cada tipo j interactian con P a través de su propio

coeficiente de acoplamiento g;: N; particulas con g, N, particulas con g, ... y N,
p

particulas con g¢,, de modo que ZN]- = N. Luego, la expresién (4.22) se puede
j=1

!Para un andlisis de estas condiciones en modelos més generales ver [48].

2Por simplicidad en este anexo se considera solamente el caso de una distribucién uniforme de
las constantes de acoplamiento. Si la distribucién es otra, el decaimiento se ve afectado tal como
se muestra en [48].
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Figura 9.1: Evolucién temporal de |r(t)|? dada por (4.22), para N = 100 y g; €
[0,4,0,6] aleatorio.

escribir como

0 =[] £ = (H fio <t>) (H fi,gg<t>> (H f@»,gp@)) (9

donde cada productoria es la contribucién de los distintos tipos de particulas. En
particular, se considera una situacién en la que el ambiente estd compuesto por
N particulas, todas del mismo tipo excepto por una pequena contaminacién de
particulas de otro tipo. La evolucién temporal de |r(¢)]?, dada por la ecuacién (9.1)
con N =100, Ny =91, No=N3=N,=3,91 =24, 9o=12,93=06y g4 = 0,3,
se muestra en la Figura 9.2. Como todos los g; son tales que ¢; = n;gmm = N Ga,
esta situacién corresponde con el Caso (ii). Entonces se puede encontrar el tiempo
de Poincaré facilmente: tp = 7/gmm = 7/0,3 ~ 10,43. Por lo tanto, en la Figura 9.2
el pico en 10,43 es la recurrencia de |r(t)|? pero los picos anteriores no lo son y por
lo tanto no puede considerarse que el sistema haya decoherido. Esto significa que la
particula P en contacto con un ambiente contaminado no decohere.

9.0.3. Caso (a.4): Ambiente inhomogéneo.

Ahora se considera que P no interactiia de la misma forma con las particulas
de un mismo tipo j mismo, pero los coeficientes de acoplamiento g;; son aleato-
rios en los intervalos [g;; — Agj, g;i + Ag;] en torno al valor medio correspondi-
ente gj;: N; particulas con g1, € [g1; — Agr, g1i + Aga], No particulas con go; €
[G2i — Aga, Gai + Agal, ... y N, particulas con g, € [Gpi — Agp, Gpi + Agy), tal que

p
Z N; = N. Luego, la funcién |r(¢)|? de(4.22) se puede rescribir como
j=1
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Figura 9.2: Evolucién temporal de |r(¢)|? dada por (9.1), para N = 100, N; = 91,
Ny =N3=Nys=3,01=24,9.=12,93=06y g4 =03

0 =[] £ - (H fian <t>> (H fion <t>) <ﬁ fiom <t>> 02

i=1 i=1

En particular, se estudia una situacién similar a la anterior respecto de los valores
de N y de Nj;, donde los coeficientes de acoplamientos g; utilizados en el caso (a.3)
provienen de promediar los coeficientes aleatorios utilizados en el presente caso gj;.
Por otra parte, en todos los casos el maximo corrimiento de los coeficientes Ag;
respecto del valor medio gj; se eligié de aproximadamente un 30 %.

La evolucién de la funcién |r(t)|* dada por (9.2), para N = 100, N; = 91,
No=N3=Ny=3,91; =24, g2s = 1,2, g3, = 0,6, 94; = 0,3, Ag; = 0,8, Agy = 04,
Ags = 0,2 y Agy = 0,1, se grafica en la Figura 9.3, donde se puede ver la dréstica
decoherencia del modelo. El mismo resultado se representa en la Figura 9.4 con una
escala de tiempo diferente, con el fin de mostrar el tiempo de decoherencia.
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Figura 9.3: Evolucién temporal de |r(¢)|? dada por (9.2), para N = 100, N; = 91,
Ny = N3 =Ny =3,y g1; € [1,6,3,2], g2; € [0,8,1,6], g3; € [0,4,0,8], y g4; € [0,2,0,4]
aleatorios.
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Figura 9.4: El mismo gréafico que 9.3 pero con otra escala temporal.
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