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Resumen

En esta tesis doctoral, estudiaremos diversos aspectos de soluciones solitonicas y su-
persimetria en teorias donde la dindmica del campo de gauge esta dictada por un término
de Chern-Simons. Analizaremos el modelo de Jackiw-Pi en espacio no-conmutativo. Mostra-
remos que es posible elegir las constantes de acoplamiento de la teoria de forma tal que el
modelo presente una extension supersimétrica y ecuaciones de auto-dualidad. Estudiaremos
a continuacién modelos suspersimétricos en (1+1)-dimensiones (discutidos originalmente en
el contexto de dtomos frios) y mostraremos que pueden ser obtenidos por reduccién di-
mensional de la extension supersimétrica del modelo de Jackiw-Pi. Calcularemos las cargas
supersimétricas, su algebra y finalmente obtendremos las ecuaciones de auto-dualidad del
modelo. Por tltimo discutiremos la existencia de solitones en modelos tipo Chern-Simons-
CP(1) y mostraremos que este modelo no soporta soluciones soliténicas en R? contrariamente

a lo anunciado en otros trabajos.

Palabras calves: Chern-Simons, Supersimetria, Soluciones Soliténicas, Gases Ultra-

frios, Teorias CP(N).



Aspects of soliton solutions in Chern-Simons
theories

Abstract

In this Doctoral thesis we will study several aspects of soliton solutions and supersym-
metry in theories where the dynamics of the gauge fields is dictated by a ChernSimons term.
We analyze the Jackiw-Pi model in non-commutative space. We show that it is possible to
choose the coupling constants in such a way that the model has an extended supersymmetry
and self-dual equations. We also study supersymmetric models in (141)-dimensions (discus-
sed originally in the context of cold atoms) and we show that these models can be obtained
by dimensional reduction of the supersymmetric extension of the Jackiw-Pi model. In addi-
tion, we identify the supercharges, their algebra and self-dual equations of the model. Finally
we discuss the existence of soliton solutions in a type of Chern-Simons-CP(1) models, we
show that these models cannot support soliton solutions in R?, in contrast to earlier claims

in the literature.

Keywords: Chern-Simons, Supersymmetry, Soliton Solutions, Ultracold gases, CP(N)

theories.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde los primeros desarrollos en Teoria Cuantica de Campos, la utilizacion de méto-
dos semiclasicos ha jugado un papel central para el andlisis de diversos efectos no perturba-
tivos. En este esquema, el estudio de soluciones no triviales de las ecuaciones de movimiento
(distintas del vacio trivial sobre el cual se monta la teoria de perturbaciones) representa el
puntapié inicial[1]-[5].

Estas soluciones suelen ser designadas como solitones e instantones, dependiendo que
sean estas correspondientes a una teoria definida en espacio de Minknowski o Euclideo.
Aunque de interpretacion diversa, ambos tipos de soluciones estan asociadas a una estructura
no trivial del “vacio”. Las soluciones tipo solitones (de la cual nos ocuparemos en esta Tesis)
se presentan por lo general en teorias con ruptura espontanea de la simetria de gauge, y su
existencia y estabilidad puede ser ligadas con distintas propiedades topoldgicas. Reciben los
nombres de (en orden dimensionalidad creciente) de kinks o paredes de dominio, vértices
y monopolos. Tipicamente, los solitones son soluciones localizadas en el espacio. En otras
palabras esto quiere decir que su densidad de energia se encuentra concentrada en una region
bien definida del espacio. Fuera de esta region los campos decaen rapidamente a su valor
de expetacién de vacio, valor de expectaciéon no nulo que rompe algunas de las siemtrias
de la teoria. Es decir, los solitones pueden ser asociados con “defectos” en el mecanismo de
ruptura de la simetria.

El mecanismo de ruptura de simetria también es frecuente en varias Teorias efectivas



de la Materia Condensada por lo que no es de extranar que este tipo de soluciones también
tengan relevancia en esta area, y de hecho, en algunos casos, discutidas con anterioridad.
Paredes de dominio en ferromagnetos, vortices en superconductores y superfluidos y hasta los
recientemente discutidos monopolos en la teorfa del "hielo de espin”son algunos ejemplos|6]-
8].

Entre las soluciones solitonicas, el caso mas relevante para los temas de esta Tesis es el
de los vortices magnéticos discutidos originalmente por Abrikosov en la Teorfa de Ginzburg
Landau de la superconductividad y por Nielsen y Olesen en el modelo Abeliano de Higgs.
Estas son soluciones axialmente simétricas que pueden ser asociadas con un tubo de flujo
“magnético” (en el caso de teorfas de particulas o teorias efectivas el campo no necesariamente
es el del electromagnetismo) alrededor del cual la fase del pardmetro de orden (o el campo
de Higgs) cambia en un multiplo de 27.

Debido a la simetria cilindrica, los vértices también pueden ser considerados como
soluciones no triviales en teorias definidas en un espacio 2 + 1 dimensional. En esta di-
mensionalidad, es posible considerar, ademas del término de Maxwell, para la dindamica de
los campos de gauge, un término de Chern-Simons [9, 10]. En un principio las teorias de
Chern-Simons llamaron la atenciéon por que proveen un mecanismo de generaciéon de ma-
sa para bosones vectoriales, distinto del de Higgs , dando lugar a lo que se conoce como
masa topoldgica. Mas tarde se mostré que también pueden jugar un papel relevante en la
descripcién de procesos que estan confinados al plano espacial tales como el problema de
Landau, los efectos Bhom-Aharonov y Hall, y la superconductividad a temperatura critica.

El lagrangeano de Chern-Simons en (2+1)-dimensiones y en su versién abeliana se escribe

Los = ge“”pAuauAp, (1.1)

Acoplando el término de Chern-Simons (combinado también con un término de Maxwell)
a la dindmica de los campos de materia es posible construir una variedad de teorias que
presentan interesantes soluciones tipo vortice. A diferencia de los vértices de Nielsen Olesen,

estos tienen también carga eléctrica y pueden poseer estadistica fraccionaria.



Un punto importante en el estudio de soluciones no triviales esta dado por la existencia
de ecuaciones de autodualidad. Estas son ecuaciones que existen en algunas teorias y para
valores particulares de parametros, cuyas soluciones también son soluciones de las ecuaciones
de movimiento de Euler Lagrange. Mas atin, varias propiedades de las soluciones (como por
ejemplo su energia) pueden ser inferidas sin la necesidad de resolver las ecuaciones y las
propiedades de estabilidad pueden ser derivadas de propiedades topolégicas. Otro aspecto
interesante relacionado con las ecuaciones de autodualidad es que por lo general, el valor de
los parametros para los cuales la teoria presenta estas ecuaciones coincide con la condicién
sobre los parametros impuestas por la existencia de una extension supersimétrica.

En esta tesis nos ocuparemos de distintos aspectos relacionados con la existencia y
propiedades de soluciones clasicas no triviales en teorias 2 + 1 dimensionales.

Se presentaran trabajos originales, que describen teorias de Chern-Simons acopladas
a campos de Higgs no relativistas y campos C'P(1), tanto en espacio ordinario como no-
conmutativo.

Comenzaremos, en el capitulo 2, por hacer una introducion a las teorias de Higgs y
Chern-Simons-Higgs, estudiando las soluciones tipo vértice que alli se presentan y su relacién
con la extencion supersimétrica de estos modelos. Mas especificamente, en la primer seccién
estudiaremos el modelo de Higgs y mostraremos que imponiendo condiciones de borde para
energia finita se obtiene, como solucién a las ecuaciones de campo, vértices topoldgicos, los
cuales ademas son auto-duales. Luego veremos que las teorias de Chern-Simons-Higgs, tanto
relativista como no relativista (modelo de Jackiw-Pi), son también auto-duales y soportan
vortices topoldgicos. En la parte final analizaremos como esta teorias de Chern-Simons se
extienden supersimétricamente en el punto de auto-dualidad.

El capitulo 3 esta dedicado a las teorias de campos en espacios no-conmutativos. En
el comienzo se estudian aspectos generales del producto Moyal y la formulacién de teorias
de gauge en espacio no-conmutativo. Se analizaran también resultados ya conocidos como la
generalizacion a espacio no-conmutativo del modelo abeliano de Higgs y de Jackiw-Pi. En la

ultima parte se presenta el primer trabajo original de los que se constituye esta tesis. Aqui,



exploraremos la posibilidad de extender al caso no-conmutativo el modelo supersimétrico de
Jackiw-Pi. Se encontraran las supersimetrias y se comprobara que la teoria supersimétrica
es auto-dual. Por ultimo construiremos las cargas supersimétricas y su algebra.

El estudio de soluciones soliténicas supersimétricas en (1 + 1)-dimensiones, es tratado
en el capitulo 4. Alli se verd que la reducién de una dimensién espacial en el modelo de
Jackiw-Pi conduce a una teoria que es auto-dual en el caso estatico y en el dindmico que-
da gobernada por una ecuacién no lineal de Schrodinger. Estas ecuaciones se resolveran en
forma analitica y mostraremos que en ambos casos las soluciones son solitones. La segunda
parte de este capitulo esta dedicada a dos trabajos originales. Estos tratan sobre solitones
supersimétricos en un modelo que describe gases ultra-frios. El primero de ellos es un es-
tudio de la reduccién en una dimensién espacial del modelo de Jackiw-Pi supersimetrizado.
Mediante este proceso se lograra identificar las supersimetrias correctas del modelo de gases
ultra-frios. Ademas mostraremos que la teoria obtenida a partir de la reducciéon dimensional
es auto-dual. El segundo de los trabajos comienza por analizar la extension supersimétri-
ca de un modelo de Maxwell-Chern-Simons no-relativista, para luego estudiar su reduccién
en una dimensién espacial. Luego, usando las cargas calculadas en el primero de los traba-
jos, se mostrara como obtener el dlgebra completa de la teoria. Para finalizar, mostraremos
la existencia de ecuaciones solitonicas originales y construiremos su solucién para el caso
bosoénico.

El capitulo que cierra la parte de investigacion de la tesis es dedicado al estudio de
solitones en la teoria Chern-Simons-CP(1). Una introduccién al modelo CP(N) es presentada
en el comienzo del capitulo 5. La parte final esta abocada al estudio de un modelo de Chern-
Simons-CP(1) sin término de potencial y es parte original de la investigacién realizada.
Contrariamente a lo creido, mostraremos en forma analitica y también numérica que este
modelo no soporta soluciones soliténicas en R2.

La tesis finaliza, en el capitulo 6, con una breve discusién de los resultados obtenidos
en los capitulos anteriores.

Resultados parciales contenidos en esta tesis han sido publicados en:
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Capitulo 2

Soluciones tipo vortice en teorias de
Chern-Simons-Higgs

2.1. Introduccion

Los vértices son soluciones axialmente simétricas localizadas de accién finita (por uni-
dad de longitud) de las ecuaciones cldsicas de movimiento de una teoria de campos. Estas
soluciones toman la forma de cuerdas o lineas de flujo magnético localizadas. Este tipo de
soluciones juegan un rol central en el anélisis de aspectos no perturbativos en teorias de gau-
ge. Fueron por primera vez considerados en el drea de materia condensada por Abrikosov|11]
y mas tarde redescubiertos en el contexto de la fisica de altas energias por Nielsen y Olesen
[12]. En su trabajo, Nielsen y Olesen lograron mostrar que una teoria abeliana de Higgs
admite soluciones tipo vortice en analogia con las encontradas en los superconductores tipo
II. La existencia de estos vértices fue originalmente discutida en relacién a las cuerdas dua-
les de Nambu[13] pero cobraron relevancia anos més tarde en un contexto cosmolégico. Los
vértices son soluciones ”topoldgicamente’no triviales pues su existencia y estabilidad esta
relacionada como discutiremos mas adelante con propiedades topologicas del vacio. Exis-
ten diversos tipos de soluciones topoldgicas no triviales, quiza una de la mas interesantes
de estas es la descubierta por 't Hooft[14] y Polyakov[15], quienes en forma independiente
mostraron la existencia de monopolos magnéticos en una teoria no-abeliana de Higgs en

(3 + 1)-dimensiones. La existencia y propiedades de vértices, monopolos (y paredes de do-



minio) han sido ampliamente discutida en diversos aspectos no perturbativos. También en
los anos 70 y 80 su estudio fue muy intenso en el contexto de modelos Gran Unificados. En
un contexto cosmoldgico, estos modelos presentan diversas transiciones de fase, entre una
era de alta temperatura (con un vacio simétrico) y una era actual de baja temperatura (con
simetria rota). En las sucesivas transiciones de fase, la aparicién de defectos como paredes,
vortices y monopolos es posible[16].

En el contexto de las teorias de Chern-Simons, soluciones tipo vértices fueron discuti-
das a mediados de la década de los 80 en trabajos realizados por De Vega y Schaposnik|[17, 18]
y por Paul y Khare[19]. Este tipo de soluciones cobraron particular relevancia hacia fines
de los 80 principalmente en el contexto de teorias efectivas en Materia Condensada pues el
término de Chern-Simons aparece en forma natural en la descripcion del efecto Hall fraccio-
nario y se especul6 que podria cumplir un rol en la superconductividad de alta temperatura
critica.

Hacia comienzos de los anos 90 la existencia de ecuaciones de auto-dualidad en teorias
de Chern Simons fue discutida por primera vez en trabajos de Jackiw y Weinberg[20] y de
Hong, Kim y Pac[21], quienes mostraron la existencia de dichas soluciones en el modelo
abeliano de Chern-Simons-Higgs. Poco tiempo después Jackiw y Pi propusieron una teoria
de Chern-Simons no relativista|22] y mostraron la existencia de vértices auto-duales en la
misma. Por tltimo vale la pena destacar, como una carecteristica notable, la posibilidad de
extender supersimetricamente las teorias que presentan soluciones auto-duales. Este hecho
fue notado por primera vez por Witten y Olive[23] y mds tarde extendido para los vortices de
Chern-Simons-Higgs en las referencias [24, 25]. Asi, pues, en este capitulo nos proponemos
resumir las caracteristicas fundamentales de los vértices tanto en los modelos de Higgs como
de Chern-Simons-Higgs. Para el caso de las teorias de Chern-Simons presentaremos también

su extension supersimétrica y su conexion con la teoria auto-dual.



2.2. El modelo de Higgs abeliano y los vértices de
Abrikosov-Nielsen-Olesen

El modelo abeliano de Higgs describe campos escalares cargados interactuando con
campos de gauge U(1). En (2+1) dimensiones este modelo esta caracterizado por la siguiente

accion

Sun= [ @ (= 4P+ Dol - 36 - v2)) (2.1)

Aqui D, = 0, +ieA, (u = 0,1,2) es la derivada covariante y el tensor F),, es el tensor

electromagnético dado por

Fo = 0,4, — 0,A, (2.2)

La constante v es positiva, A es una constante de acoplamiento y la signatura es (1, —1,—1).

Las ecuaciones de movimiento son

A
DuD"6 = So(lof* — )
MF, = J, (2.3)

donde

o = ie[¢0, 0" — ¢*0, 0] + 2€*|¢|*A, (2.4)

Eligiendo el gauge Ag = 0, la energia para una configuaracion estética de los campos es

Ban= [ o (3B+ 1Dl + 310 - v2)?) (25)



donde B = Fi5yi = (1,2). Para que la energia del sistema sea finita, su densidad debe tender
a cero asintéticamente en infinito. Es decir se deben satisfacer las siguientes condiciones de

contorno

lim B=0
=00
lfm D = 0
r—00
’ 2 _ 2
rlinoé‘d =v (2.6)

Estas condiciones determinan el comportamiento asintético de los campos, de manera tal

que estos deben satisfacer

lim ¢ = ve'™®
r—00

r—00

lfm A, = é@i(log ®) (2.7)

Aqui «(0) es una fase que no queda fijada por las condiciones de borde en infinito. Este hecho
permite establecer un mapa entre los puntos del circulo espacial infinito, que denotamos como
S! v los puntos del circulo que define el factor de fase mencionado. Asf las configuraciones
de campo para energia finita tienen asociado un mapa S!. — S!. Para que el campo ¢ sea
continuo, a debe variar en 2w N cuando 6 varia en 27, donde /N es un ntimero entero conocido
como winding number o vorticidad del campo. Puesto que solo puede tomar valores enteros,
el winding number no cambia ante deformaciones continuas en los campos. De esta forma
el winding number resulta ser una cantidad conservada que no proviene de una simetria
de la accion, sino de consideraciones puramente topolédgicas. Estas consideraciones implican

ademas otra consecuencia importante, la cuantizacion del flujo magnético

o= [ PaB=§,  Ade'=-0C000) _ 2N (2.8)

€ €



En busqueda de una solucién a las ecuaciones de movimiento sefialadas en la formula (2.3),

Nielsen y Olesen propusieron el siguiente ansatz con simetria cilindrica

o(0,7) = f(r)e™N?, Ag(r) = a(r), A, =0 (2.9)

Sustituyendo este ansatz en las condiciones de borde (2.7), obtenemos

lim f(r) =wv
r—00
N
Ii = —— 2.10
Jlim a(r) = ——, (2.10)

mientras que las ecuaciones de movimiento escritas en términos de este ansatz son

L5 0) + [+ ealr)? + AG0) — )] ) = 0
L rar)) + (Catr) + ) £2) = 0 (2.11)

La solucién a estas ecuaciones no se conoce en forma analitica. Sin embargo resulta relativa-
mente sencillo obtener una aproximacion cuando r es arbitrariamente grande. En este caso
las soluciones deberfan aproximar a las condiciones de borde (2.10) en forma exponencial.
Sustituyendo v por f(r) en la segunda de las ecuaciones de movimiento (2.11) obtenemos

que

N —ev/2
lim a(r) = —— + C—exp( e\/_w*)
-

r—00 re \/_

donde ¢ es una constante. Insertando esta ultima expresion en la primera de las ecuaciones

: (2.12)

(2.11) obtenemos la forma asintética para f(r)

lim f(r)=v+ ce VI (2.13)

7—00
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(En realidad el argumento anterior es solo valido para \/e? < 4, ver [26]). Las magnitudes
mg = ev2v v my, = Vv también son las masas de los campos de gauge y de materia
asociadas a la fase de Higgs que presenta la accién (2.1). Numéricamente[27] ha sido mostrado

que dos vértices se repelen si mg > m, y se atraen si my < m,. Cuando las masas son iguales
me =my (2.14)

la fuerza entre los vortices desaparece y es posible encontrar configuraciones de vértices
estables. En la teoria de superconductores, este punto critico corresponde a la interfase entre
superconductividad tipo T y II[28]. Desde el punto de vista del modelo abeliano de Higgs

este punto coincide con el punto de auto-dualidad, donde

A = 2¢? (2.15)

Cuando esta relacién, entre la carga e y la constante de acoplamiento A ocurre, el modelo
de Higgs presenta particulares caractéristicas matematicas y fisicas. Entre ellas las princi-
pales son la ya mencionada posibilidad de extender el modelo supersimétricamente[23] y
la reduccién de las ecuaciones de movimiento (2.3) a ecuaciones de primer orden en las
derivadas[29, 30]. En el punto critico, A = 2¢2, la energia (2.5) puede ser reescrita como la
suma de términos positivos mas un término topoldgico proporcional al winding number. En

efecto, podemos ver que usando la identidad

|D;i¢)* = |(Dy £ iDy)¢|* F eBlé|* + €7 0;5; (2.16)

la formula (2.5) para la energia toma la siguiente expresion

Eay = / i [% (B Fe(lp? — v2))2 (D) £ D)o +
(T R R (217
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donde puede comprobarse ficilmente, usando el teorema de Stokes y la formula (2.7), que
el valor de la ultima integral es cero. En el punto de auto-dualidad esta ultima expresion se

reduce a

Bar = [ dof5(BFeloP - o)) +I(Di£iD)oP] Fete (219

de donde se deduce, entonces, que la energia esta acotada inferiormente por un multiplo del

flujo magnético (el signo — se elije si el flujo es negativo y el + si el flujo es positivo)

Ean > ev?|d| (2.19)

La cota es saturada cuando los cuadrados presentes en la formula (2.18) se anulan, condu-

ciéndonos a la llamas ecuaciones de Bogomolnyi o de auto-dualidad

B = +e(|¢]* — v?) (2.20)

Los configuraciones de campos que satisfacen estas ecuaciones son automaticamente un mini-
mo de energia y por lo tanto solucién también de las ecuaciones de movimiento (2.3). En

efecto, partiendo de la primera de las ecuaciones (2.20) tenemos

(Dy — iDy)(Dy +iDy)¢ = 0 (2.21)

desarrollando este producto y usando la segunda ecuacién de Bogogomolnyi, obtenemos la

primera de las ecuaciones (2.3)

(D1D1 + DyD3)¢ = —i[Dy, Do]¢p = eBo = i€2(‘¢‘2 - U2)¢ = i%(’¢|2 - U2>¢ (2.22)
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La segunda ecuacién de movimiento se obtiene al derivar la expresion de B en las ecuaciones

(2.20)

B = tedh(9]? — v?) = £e(&' D+ (D16)'0) = —ie(d" Do — (Dad)'d)  (2:23)

En forma similar puede mostrarse que 0o B = ie(¢p* D¢ — (D1¢)*¢), lo que finalmente cons-
tituye la segunda de las ecuaciones (2.3). También puede probarse que las configuraciones de
campo que satisfacen las ecuaciones de movimiento (2.3) son solucién de las ecuaciones de
Bogomolnyi, aunque esta demostracién conlleva mayor dificuldad[31]. Estudios més profun-
dos sobre las ecuaciones de Bogomolnyi y sus implicancias, principalmente en la dinamica
del moduli space, han sido llevados a cabo y pueden consultarse en las referencias [31, 32],

aunque no es el objetivo de esta tesis adentrarnos en este tipo de estudio.

2.3. Vortices en los modelos de Chern-Simons-Higgs
2.3.1. Vortices de Chern-Simons-Higgs relativistas

Como nos hemos referido ya en la introduccion a este capitulo, los primeras soluciones
solitonicas encontradas en teorias de Chern-Simons fueron vértices no auto-duales. En esas
primeras investigaciones se analiz6 la posibilidad de incorporar un término de Chern-Simons
a modelos conocidos, que presentaban soluciones tipo voértices, como las teorias de Higgs.
Paul y Khare[19] examinaron esta posibilidad para el modelo abeliano de Higgs, mientras
que De Vega y Schaposnik[17, 18] lo hicieron para la teoria no abelina. En ambos casos el
resultado principal fue que las teorfas admitian como solucién vértices con carga eléctrica.
Esta es una caracteristica relevante de estas soluciones que no esta presente en las teorias
de Maxwell-Higgs. Como veremos esta caracteristica es propia de la introducciéon de un
término de Cherm-Simons y prevalece atin en modelos que no tienen término de Maxwell o
Yang-Mills, como los que trataremos a lo largo de esta tesis.

Asi, comenzemos por presentar una generalizacion natural del modelo de Higgs antes

estudiado, que consiste en pensar que los campos de gauge estan gobernados por un Lagran-

13



geano de Chern-Simons en lugar de uno de Maxwell. En tal caso el modelo se denomina

Chern-Simons-Higgs relativista y queda caracterizado por la siguiente accién

Srcs = / d’z (%6”"'”14”@14;) + Dol — V(|¢|)) (2.24)

Aqui k es una constante de acoplamiento para los campos de gauge regidos por el término de

012 — 1 y el término

Chern-Simons, el simbolo e es antisimétrico elegido de manera que €
V(|#]) es el potencial escalar que serd especificado luego. En lo que sigue, por comodidad,
consideraremos el acoplamiento e = 1 de forma tal que la derivada covariante este definida

COo1mo

Dy = 0y + 1Ay, (n=0,1,2) (2.25)

Con estas consideraciones las ecuaciones de movimiento para esta teoria son las siguientes

oV
D, D"'¢p =
1 .
F;w = EGqujp (226)

donde la expersion de j? esta dada por la formula (2.4). La componente temporal de la

segunda ecuacién

1
B==-4° 2.27
—J (2.27)

es la ley de Gauss de este modelo. Integrando esta ecuacion en el plano se obtiene una
importante consecuencia que establece que todo objeto con carga Q = [ d*xjy lleva con sigo
un flujo magnético ® = [ Bd*x[33].

La energia correspondiente a la accién (2.24) es
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Bros= [ & (Doof + Diof? + Vi(lo)) (2.28)

Con el objetivo de encontrar una expresién para V(|¢|) que permita obtener ecuaciones de
auto-dualidad, Jackiw y Weinberg notaron que combinando la identidad (2.16) usada antes

con la ley de Gauss (2.27) es obtiene

|Dig]* = |(Dy £iDs)¢|” & é\¢l2(¢*Do¢ — (Dog)"¢) % €70, (2.29)

Donde el hecho importante aqui es la introduccién de la derivada covariante Dy¢ en la
expresion de | D;p|*. Esto les permiti6 conjeturar la posibilidad de reescribir la energfa (2.28)
como una suma de cuadrados mas un término topolégico, en analogia con lo que sucede para
los vértices de Abrikosov-Nielsen-Olesen. Introduciendo entonces la experesién (2.29) en la

energfa (2.28) y teniendo en cuenta ademads las siguente relacién

Dy % (6P ~ )0 = |Dugl? = L(19f — )¢ Dod — (Dug)*d] +

(19l ~ o?)IoP (230

no resulta dificil mostrar que la energia toma la siguiente forma

Bres= [ (Do L6 ~7)of + (D1 £ D)ol -

~(1617 — I8P + V(16]) 7 v*B) (231)

De aqui resulta claro que

V(16 = (16" ~ v*)?IoP (232
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es la expresién buscada para el potencial si se quiere obtener ecuaciones de auto-dualidad.
En este caso la energia esta acotada inferiormente por un multiplo del flujo magnético, tal

como ocurre en los vortices de Abrikosov-Nielsen-Olesen

ERCS Z U2|<I)| (233)

La cota es saturada cuando los campos satisfacen las ecuaciones de primer orden

(Dy +iDsy)¢ =0

1
_ 2 2
Dog = £ (|6 - v*)o (2.34)
Para el caso en que los campos se presentan en una configuracion estatica, estas ecuaciones

se transforman en las de Bogomolnyi o auto-dualidad

B =220 —v?)lof (23)

Al igual que en el modelo de Higgs, no se conoce una solucion analitica para las ecuaciones
de Bogomolnyi aqui presentadas, sin embargo ha sido posible demostrar su existencia[34].
Una comparacién a primera vista entre las ecuaciones de auto-dualidad (2.20) del modelo
de Higgs y las obtenidas en (2.35) muestra una diferencia en la segunda ecuacién de los
dos sistemas, mientras la primera de las ecuaciones permanece igual. Esta diferencia se
debe a que el potencial de auto-dualidad (2.32) es de orden sexto en los campos en lugar
del de orden cuarto del modelo de Higgs. Una consecuencia de esta diferencia es que los
vortices de Chern-Simons-Higgs no presentan flujo magnético en los ceros de ¢, o dicho en
otra palabras tienen forma de anillos. Otra observacién interesante respecto del potencial de
auto-dualidad (2.32) es que el requerimiento de energia finita establece dos posibles tipos de
comportamiento asintético para las configuraciones de campo[35]. Uno es similar al de los

voértices de Abrikosov-Nielsen-Olesen
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lim ¢ = ve'@®
r—00

denominandose topoldgicas a las soluciones que cumplen esta condiciéon. El otro tipo de

solucion satisface la siguiente condicién de borde

lfm ¢ = 0 (2.37)

7—00

y se conoce como no topolégica. Como en el caso de los vortices de Abrikosov-Nielsen-Olesen,

es conveniente, para estudiar estas soluciones, introducir un ansatz con simetria cilindrica

o0, 7r) = f(r)e™N?, Ap(r) = a(r), A, =0 (2.38)

donde con N denotamos nuevamente el winding number. Sustituyendo este ansatz en las

condiciones de borde (2.36), obtenemos

lim f(r)=wv

7—00

lim a(r) = ——, (2.39)

r—00

N
r

En similitud a lo ocurrido en el modelo de Higgs, y por los mismos argumentos alli expuestos,

los vortices topoldgicos tienen flujo magnético cuantizado

¢= [ d*zB= f\x|:oo Aidz' = —(a(27) — a(0)) = —27N (2.40)

Como consecuencia de esta relacién y de la ecuacién (2.27) resulta que los vértices de esta

teoria poseen carga eléctrica, la cual también esta cuantizada
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QQ = —2rNk (2.41)

Como se mencioné en el primer parrafo de esta seccidén esta es una caracteristica propia de
los vértices presentes en las teorias de Chern-Simons y marca una diferencia importante con
los vértices neutros del modelo de Higgs. De acuerdo con la formula (2.31) la energia para

este tipo de soluciones es

Ercos = V?|®| = 2rNv? (2.42)

donde solo consideramos N > 0.

Para el caso de los vortices no topoldgicos es interesante observar que la condicién
(2.37) es suficiente para garantizar que la energia (2.31) sea finita. Este hecho otorga cierta
libertad al comportamiento asintético del campo de gauge. Las condiciones de borde para el

ansatz (2.38) pueden entonces ser establecidas de la siguiente manera

lim f(r)=0

r—00

lim a(r) = _N+5) : (2.43)

r—00 T

donde [ es una constante real arbitraria. Con estas condiciones el flujo magnético toma la

siguiente expresion

/de2 = 27r/ drrB = 27r/ drr
0 0

donde hemos supuesto que lim,_,ora(r) = 0. Mientras la carga eléctrica y la energia toman

= 2w ra|y, = —2n(N + B) (2.44)

la forma

Q= —-2n(N+pP)k
Eag = v*|®| = 27(N + pB)v? (2.45)
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Puesto que 3 puede variar continuamente resulta claro que la energia de los vortices también

cambiard de la misma forma.

2.3.2. Vortices de Chern-Simons-Higgs no-relativistas: El modelo
de Jackiw-Pi

Una caracteristica notable del término de Chern-Simons es que es un invariante to-
polégico. Como consecuencia de ello es invariante ante transformaciones de Lorentz pero
también ante transformaciones de Galileo. Por ello, en ausencia de un término de Maxwell,
es posible construir una teoria invariante no relativista. La acciéon propuesta por Jackiw y

Pi[22] para describir un modelo de Chern-Simons no relativista es la siguiente:

SJP - / d31) (geuypAuauAp + Z¢*D0¢ - ﬁ|Dz¢|2 + /\|¢|4> (246)

donde la derivada covariante y la signatura son las mismas que para los modelos anteriores.
El subindice i es tal que (i = 1,2), m es la masa del campo escalar y A una constante de

acoplamiento. Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a este Lagrangeano son

. 1 g
D - -Dz 2 g 4
1Dy 2m| ?| +2|¢|
1
B=-—p
K
. 1 ..
E'=——¢€"y; (2.47)
K

En donde p = |¢|? y j' = —55 (¢*Di¢ - (Di¢)*¢)~
Como vimos en la seccién anterior la segunda de estas ecuaciones es la ley de Gauss en
la dindmica de Chern-Simons. De aqui se desprende que el flujo magnético es proporcional

a la carga eléctrica

1
?=-Q (2.48)



tal como ocurriera en la teoria relativista.
Podemos ahora usar la ley de Gauss para encontrar la expresién de la energia corres-

pondiente a la accién (2.46) para una configuracién de campo estéatica

EJP:/ P (1D~ Aol (2.49)

Usando la identidad (2.16) y nuevamente la ley de Gauss, es posible llevar la expresién (2.49)

a la siguiente forma

Bip= [ @ (HID:of + (A7 golol) (2.50)

Aqui la constante de acoplamiento A puede ser elegida como

1
A=F— 2.51
+ 2mek ( )
de forma tal que la energia resulta positiva
E;p>0 (2.52)

La energia, entonces, alcanza su valor minimo cuando se satisfacen las siguientes ecuaciones

de auto-dualidad

(D) £iDs)¢ =

1
B =— 2.5
Kp (2.53)

En contraste con lo que ocurre para la teoria relativista, las ecuaciones de Bogomolnyi de
este modelo presentan una solucién analitica. Para verificar esto escribamos el campo ¢ de

la siguiente manera

o=e"\/p (2.54)
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donde w es una fase arbitraria. Introduciendo ahora la forma de ¢ en la primera de las
ecuaciones (2.53) se deduce que las componentes espaciales del campo de gauge tienen que

satisfacer la siguiente igualdad

1 ..
A =0wT 56”8]' log p (2.55)

Finalmente si se introduce esta ecuacion en la segunda de las ecuaciones de Bogomolnyi se

llega a la relaciéon

2
V2logp = - (2.56)

Esta ecuacién (Liouville[36]), tiene como solucién

p=rV21og(1+|f%), (2.57)

donde f = f(z) es una funcién holomdérfica de z = x +4y. Tomando f(z) = (2)" se obtiene

una solucién con simetria radial

_ 4KN? (%)Q(Nfl)

P=—0 5 (2.58)
0 I)2N
(1 o)
Con esta solucién el campo de gauge (2.55) toma la siguiente forma en el origen
i"rj
La singularidad que este presenta en el origen puede ser evitada si se elije
w==+(N-1)0 (2.60)
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Asi el campo de auto-dualidad ¢ es

IN (%)N—l e

Para que ¢ sea monovaluada N debe ser un entero y para que p tienda a cero en infinto N

debe ser positivo.

2.4. Supersimetria en los modelos de Chern-Simons-
Higgs

2.4.1. Supersimetria en el modelo de Chern-Simons-Higgs relati-
vista

La existencia de una relacién entre los modelos de auto-dualidad y su extension su-
persimétrica fue puesta de manifiesto por primera vez en un trabajo de Witten y Olive[23].
En ese trabajo los autores notaron que para las teorias solitonicas extendidas supersimetrica-
mente la carga central del dlgebra supersimétrica esta relacionada con la cota de Bogomoniyi.
En el contexto de las teorfas de Chern-Simons esta idea fue desarrollada por C. Lee, K. Lee y
Weinberg[24]. Ellos probaron que el requerimento de extension supersimmétrica fija la forma
del superpotencial, de manera tal que la parte bosénica de la teoria coincide con la expuesta
en (2.24) con el potencial tomando su forma auto-dual (2.32).

Comencemos por considerar la generalizacién supersimétrica N = 1 del modelo (2.24).
En el formalismo de supercampos los campos de materia estan descriptos por un supercampo
® que contiene un campo escalar ¢, un espinor complejo ¢ y un campo auxiliar F'. Ademés
hay un supercampo espinorial de gauge I'y, el cual contiene un campo de gauge A, y un

espinor real \,. El supercampo ¢ se expande de la forma

®(z,0) = ¢(x) + 0o () — > F(z) (2.62)
Aqui 6 son las supercoordenadas y el campo espinorial transforma de la siguiente manera
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wa = wﬁcﬁa 5 ¢a = Caﬁ¢/3

con

Caﬂ: _Cﬁa: _Caﬁz ( O _02 )

2

La super-derivada es definida como [37]

Dy = 05 +10°(5,,) gu0"

donde 6, = (—1,03,01) y tomamos las matrices de Dirac y de la forma

T = 020,

En base a estos campos podemos escribir la siguiente accion en el super-espacio

S = / drd®0 ( — PO, — (VD) V, P + f(<I>*<I>)>

donde

1
Vo=Dy+ily, W,= §DﬁDar5

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

y f(®*®) el superpotencial atin sin identificar. El primer término de esta accién es la versién

supersimétrica del término de Chern-Simons[38]. Esta accién puede desarrollarse en términos

de los campos corrientes para llegar a la siguiente expresién

s= [ @ (5 a0,4, - D,0F - i (")iDua -
H N — Xd) + f(16P)(F6 + o) +
SO (G5 — 629a) — EX A +
Gl £ (16) + |6 (161) + F*F)
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donde aqui D, es la derivada covariante usual como la definimos anteriormente. Esta accién

es invariante frente a la siguiente transformacion supersimétrica

0 = —n"Ya

0A, = —in" (VoA

0o = %€MVvap(’Yu)g77/3

OF = —in*(v,)aDpths + i Xad

0o = —i(Vu) 218D + N F (2.70)

Con 7 representamos un parametro espinorial. Los campos \,, F' vy F* son auxiliares
b

pueden ser eliminados mediante el uso de sus ecuaciones de movimiento

he= (W56~ vu)
F=—¢"f'(lo)
F*=—of"(lo) (2.71)

Teniendo esto en cuenta, la accién (2.69) y la transformacion (2.70) se reescriben de la forma

siguiente

= [ @ [ 5ea8,, - D0 — i (D +
S (7106 + ) (s — 6% a) +
1
v (PSP +OPLS(67) — 1) — 1P 1oP)?]  (272)
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5¢ - —77a¢a

1
0A, = — (%(w)ﬁ%cﬁ + 77“(%)5%&‘)
§tba = —i(vu)msDud — nad f'(|6]*) (2.73)

Puede demostrarse que el requerimiento de una generalizacion supersimétrica N = 2, implica
la conservacién del ntimero de fermiones. De esta forma el término que viola la conservacién
de fermiones en la accion (2.72) debe ser eliminado mediante una adecuada eleccién de la

funcion superpotencial f. Esto implica

1 1
= —— 2.74
fr= (274
con lo cual el superpotencial debe ser
f(@*®) = — ! ((@*@) - 2)2 (2.75)
2k v '

Asi, la accién (2.72) toma la forma

S = / &z [ ge’“’pAu&,Ap—|DH¢\2—2’1§7“DM¢—

1 1 -
S16(16[ = v*)? = ~(3[¢]* - v?)i (2.76)
donde
i = ( zl ) . =0 (2.77)
2

Resulta claro aqui, que la parte bosénica de la teoria coincide con la accién (2.24), con el
potencial tomando la forma auto-dual (2.32). Asf el requerimiento de que la teoria sea N = 2

supersimétrica fija el potencial de forma tal que su parte bosénica sea auto-dual.
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Consideremos ahora las supercargas y su algebra. La supercarga spinorial () que genera

la transformacion (2.73) es

Q= [ @a[yson,e +invo F(o7) (2.78)
Como consecuencia de las relaciones de conmutacién candnicas entre los campos estas su-

percargas deben satisfacer un algebra

{Qa,Q°} = (v")EP, — 65T (2.79)

Donde P, es el generador del momento lineal y 7" es la carga central del algebra supersimétrica

T = / P [PoloP — (6P —v?)(6" Dos — o(Dog)" — it (2.80)

Usando la ley de Gauss de la accién (2.76)

KFis = i(¢" Dod — §(Do@)* — ith7 %) (2.81)

encontramos que la carga central se puede reescribir como

T=v / d*rFyy (2.82)

Asi la carga central resulta proporcional al flujo magnético. Cuando @ = fy p = 0 la

conmutador (2.79) pude reescribirse como

{Qu.Ql}+T=R (2.83)

donde Q) = %(1 +7°)Q. Esto significa que que la energia, Py, tiene una cota inferior dada por
T, la cual coincide con la cota de Bogomolnyi. De esta forma se vuelve a poner de manifiesto

la relacion entre los modelos auto-duales y los supersimétricos.
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2.4.2. Extension supersimétrica del modelo de Jackiw-Pi

La posibilidad de extender supersimétricamente el modelo de Jackiw-Pi fue abordada
por primera vez en un paper de Leblanc, Lozano y Min[25]. La idea aqui es tomar el limite no

relativista para la accién (2.76). Asi esta accién debe ser reemplazada por una nueva accién

s = [ @ (5 Aad, +io' Do+ i D~ (D) D6~ 5 (Dw) D
b o0 Fuy + M(819610) + Ma(olou's))

(2.84)

Donde ¢ y 9 son ahora campos no relativistas y al igual que en el modelo relativista repre-
sentan el campo bosénico y fermiénico respectivamente. La derivada covariante la elegimos

de la manera

D, = 8, +iA, (2.85)

El valor de las constantes de acoplamiento (impuesto por la supersimetria) es

1
)\1 - %, )\2 - 3)\1 (286)

y las ecuaciones de campo correspondientes a la accién (2.84) son

1

(#01 +i40) + 5—D* + 2Xipy + dapy )6 = 0 (2.87)
(i@ Fidy) + —— D%+ Myp +LB)¢: (2.88)

t 0 m 2Pb 2m .
Bl (2.89)

g /{p .

‘ 1.
E'=——¢Yy; (2.90)
K

donde
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ji = =5 (9D = 6(D'9)" + 4 D' — (D)) (2:01)

po=101",  pr=10P, p=p+ps (2.92)

Notar que la accién (2.84) posee un término de Pauli debido a la interaccién entre los
fermiones y el campo magnético. Como se ve en esta accién, tanto el campo bosénico como
el fermidnico poseen indénticos términos cinéticos, con excepcion del término de Pauli recién
aludido. Esto, deja en evidencia que en este modelo la diferencia entre bosones y fermiones es
menos relevante que en caso relativista. Asi no resulta dificil imaginar la posibilidad de una
simetria interna que intercambie fermiones con bosones. Tomando el limite no relativista de

la ecuacién (2.73), resulta

he = \/%UM ; 010 = —V2mm o
ﬂl—m (méw' — nlpeh) | (2.93)

Esta transformacién es una simetria de la accién (2.84) con tal que se satisfaga

GA = 0, 5LA0 —

20 —dg+— =0 (2.94)

Es posible proponer una segunda transformacion obtenida al considerar una aproximacion a

orden més alto en el limite no relativista de la ecuacién (2.73)

7 7

52¢ = \/%UED+17D 3 621/} = _\/%UQDf(ﬁ 9
2 2
5, AT = %KW ;AT = —mn$w¢T :
5,47 = mwm(mw L ab(Dy)o) (2.95)
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Donde Dy = 01 +iAL = 01 £ 10y + i(A; £ iAy). Esta transformacién es una simetria de
la accién (2.84) con tal que se cumpla la condicién (2.86). Asi el valor de A; fijado por esta
supersimetria coincide con el valor que debe tomar la constante de acoplamiento, determinada
en la seccién (2.3.2), para que el modelo sea auto-dual.

A partir de las transformaciones (2.93) y (2.95) es posible obtener, por medio del

teorema de Noether, las siguientes supercargas

Qi =i2m [dr ¢
Q2 == [dr ¢*Dyy (2.96)

Para poder desarrollar el algebra generada por estas dos cargas es necesario definir el corchete

de Poisson para funciones de los campos de materia

. 9 oF G B 0F G B SF  8G B SF  6G
{F’G}PB:Z/ dr(aqﬁ(rwm 50(r) 561(r) 39 (r) 80(r)  8u(r) 3uT(r)

donde los indices r y [ se refieren a la derivada a derecha e izquierda respectivamente. En par-

) 2om

ticular se obtienen las siguientes relaciones que seran tutiles en el calculo de los conmutadores

de las supercargas

{6(z1,1), 9" (22, 1)} = —i0(w1 — 12)  {Y(21,1), 9" (22, 1)} = —i0(71 — 72) (2.98)

Teniendo en cuenta esto, el algebra supersimétrica adquiere la siguiente forma

{Q1,Q7}) = —Qim/d2rp = —2M

{Q1, Q3 = —iP_
{Qa, Qs ={Q5, Q3} =0 (2.99)
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Donde H y P_ son el hamiltoniano y el momento para una configuracion estatica de los

campos

1 1 1
H = /dz?n(%’Di@Q + %’Dﬂﬁ’Q — mf) (2.100)
R-:5;/d%WﬂD—¢—<D-¢ﬁ¢+¢¢D;w—<D_wﬂw> (2.101)

Para finalizar, vale la pena detenerse brevemente en el andlisis de las ecuaciones de auto-
dualidad. Usando la ley de Gauss (2.89) la energia correspondiente a la accién (2.84) toma

la forma

1 1 1
E= 2<—D,~ >+ —|Di|* — =——Bps — Aip; — ) 2.102
/d r 2m| oI" + 2m| (0 o PP APy — Xapupy (2.102)

Usando las siguientes identidades

|D;p)? = |(Dy £ iDy)¢|* F B|o|* £ €70,5]

[Dip[* = |(Dy £4D)0* F Blo| £ 90,5 (2.103)

en donde

i

= (67D - 0(D0)) =g

2m (w*Diw - w(Diw)*) (2.104)

y la ley de Gauss (2,88), es posible reescribir la energia como sigue

= [ @2 g D<oP + IDs0) - (2 5h)ef — (ot 2k = ghodowny +
GRS (2.105)
Aqui, por las mismos argumentos que expusieramos en la seccién (2.2) el ultimo término de

la integral es cero. Eligiendo
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A =F— A 1F2 2.106
1432K,2( )2Wd ( )
la energia del sisitema se reduce a

E= 5[ &@x(|Dio? + Dy (2.107)

cuyo valor minimo es alcanzado cuando se satisfacen las siguientes ecuaciones de auto-

dualidad

D1¢ = FiDr¢

Podemos notar que cuando elegimos el signo positivo en la ecuacién (2.106), los valores de
las constantes \; y Ay coinciden con los valores de la ecuacién (2.86). En otras palabras
la teoria es auto-dual para los valores de A\; y A2 en la cual la teoria puede extenderse
N = 2 supersimétricamente. Asi, como en el caso relativista, el modelo de Jackiw-Pi se

puede extender supersimétricamente en el punto de auto-dulidad.
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Capitulo 3

Supersimetria y solitones en teorias de
campos en espacios no conmutativos

La idea de que, a pequenas escalas de longitud, la estructura del espacio-tiempo puede
ser no-conmutativa fue sugerida originalmente por Heisenberg, motivado por la necesidad de
controlar los infinitos que pueblan la teoria cuantica de campos. Esta idea fue formalizada
anos mas tarde por Hartland Snyder en un articulo llamado Quantized Space-Time[40].
Sin embargo las teorias de campos definidas en espacios no-conmutativos no alcazaron gran
interés en fisica si no hasta finales de los anos 1990. Este creciente interés durante los tltimos
anos ha sido motivado por la relacién que guardan las teorias de campos es espacio no-
conmutativo con la teoria de cuerdas, que es considerada hoy dia la principal candidata
a una teoria cudntica de la gravedad. Estas similitudes fueron notadas en un principio en
trabajos de Connes, Douglas y Schwarz[41], Douglas y Hull[42] y de Seiberg y Witten[43],
donde se descubrieron diversos limites de bajas energias de la teoria de cuerdas y de la teoria
M, que corresponden a teorias efectivas en espacios no-conmutativos.

Las teorias de campos no-conmutativas también han cobrado interés en el area de
materia condensada. Como ejemplo podemos citar la dindmica de electrones en un campo
magético proyectados sobre el nivel de Landau maéas bajo. Este problema, considerado de
relevancia en el estudio del efecto Hall cuantico, puede ser abordado como una teoria no-
conmutativa[44]-[51].

Vemos entonces que las teorias no-conmutativas tienen una utilidad y un interés en
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amplios campos de la fisica que van desde distintos aspectos de la fisica de altas energias
hasta la descripcion de modelos efectivos del efecto Hall cudantico en materia condesada.

En este capitulo presentaremos teorias de campos descriptas en espacios no conmu-
tativos. En primer lugar, estudiaremos los aspectos generales de las teorias que se formulan
usando el producto Moyal. Como ejemplo mostraremos como se construyen soluciones clési-
cas tipo vértice. Finalmente expondremos uno de los trabajos originales que conforman esta
tesis, en el que se estudia la extension supersimétrica del modelo de Jackiw-Pi en espacio no
conmutativo.

Para formular teorias en espacios no-conmutativos sustituimos el producto ordinario

por un producto estrella asociativo y no conmutativo,

(f xg)(x) = fx)g(x) + 9%{f(x)> 9(z)}ps + O(6?) (3.1)

donde {.,.} pp representa cierta estructura de Poisson y 6 es un parametro que controla la
deformacién, de manera tal que # — 0 es el limite conmutativo. Al ser la aplicacion bilineal

de orden # una estructura de Poisson, esta cumple con la identidad de Jacobi

{fAg.hYptre +1{9,{h. firatr + {h.{f.9}PB}PB =0 (3.2)

Esto garantiza la asociatividad del producto a orden #2. Los términos de érden superior en
0 de la exprecién (3.1) se establecen, a menos de redefiniciones lineales de las funciones[39],

imponiendo la condicién de asociatividad a todos los ordenes.

3.1. Producto Moyal

Consideremos un espacio-tiempo d-dimensional con coordenadas z*. A partir de la

estructura de Poisson

e{fa g}PB = (gwaufayg, (33)
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y del producto estrella (3.1), se define el producto Moyal de dos funciones f(x) y g(z) sobre

este espacio como sigue

' 0o 0
f)wgla) = eap(0 5 o) F)g@)l=
= f(2)g(z) + %ewau fo,9 — éewaaﬂa#aa F0,059 + ... (3.4)

donde 6" es una matriz constante antisimétrica. Es importante notar que de la formula
(3.4) resulta que el producto Moyal es no local. Usando este producto podemos definir el

conmutador Moyal como sigue

[ gls = f(2) * g(x) — g(x) = f(x) (3.5)

En el caso particular donde f(z) = 2* y g(z) = 2¥ se desprende que

[zh, 2¥], = 60" (3.6)

que es a lo que nos referimos al hablar de espacio no conmutativo.

3.1.1. Propiedades del producto Moyal

» Asociatividad
(f(z) * g(z)) * h(z) = f(x) * (9(x) * h(z)) (3.7)

» Difiere del producto ordinario en una derivada total

f(@)* g(z) = f(x)g(z) + IuA[f, g] (3.8)

donde

A f, g = %9’“’]‘@9 - %9””9“/68af8,,859 (3.9)
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Propiedad ciclica bajo el signo de la integral

Por la propiedad anterior, la integral del producto Moyal de dos funciones difiere de
la integral del producto ordinario en un término de superficie. En caso de tratarse de
funciones de cuadrado integrable en R? o de funciones definidas en espacios sin borde

(Por ej. sobre un toro), esta diferencia se anula. En integrales cuadraticas se obtiene

/f(x) * g(z)dr = /g(w)f(w)ddx (3.10)

En integrales de més factores puede reemplazarse uno de los productos Moyal por el

producto ordinario y verificar la propiedad ciclica

/f(x) x g(2) * hz)dz = /h(q:) s f(x) * g(z)dx (3.11)
Regla de Leibnitz de la derivacién
Ou(f () * g(x)) = Ouf () * g(x) + f(x) * Oug () (3.12)
la conjugacién compleja es una involucién antilineal

(f(x) * g(x)) = g(x) = f(x) (3.13)

donde " se refiere a la conjugacién compleja usual.

Teorias de gauge en espacio no-conmutativo

El primer paso hacia definir una teoria de gauge no-conmutativa, es establecer que

tanto las componentes de los campos de materia como las componentes de la matriz de

transformacion, deben multiplicarse usando el producto Moyal. Una vez precisadas las leyes

de transformacién debe formularse una teoria invariante. Debido a la no-conmutatividad
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del producto Moyal los campos de materia pueden definirse en distintas representaciones no

equivalentes. Estas son las representaciones fundamental, anti fundamental y adjunta.

g*xP rep. fundamental  f,
b(z) =+ Pxg! rep. antifundamental a, (3.14)
g*®xg! rep. adjunta adj.

La inversa de g~! de una transformacién de gauge esta definida con relacién al producto de
Moyal, esto es g~! * g = 1. Debe observarse que atin en el caso en que el grupo de gauge sea
el U(1) tiene sentido diferenciar las tres posibilidades, arriba mencionadas, para la regla de
transformacién.

Si escribimos g = 1 + ¢\, donde A es una matriz, obtenemos la siguiente forma infini-

tesimal de las transformaciones (3.14)

A x P f,
0P(x) = ¢ 1D * A a,
iAxD —Dx)\) adj.

Por aplicacién sucesiva de transformaciones infinitesimales podemos construir la siguiente

(3.15)

transformacion finita

2
g(x) :ei’\51+i)\+%)\*/\+..., (3.16)

g (x) =™ (3.17)

Debemos ver ahora como construir la correspondiente derivada covariante para los campos
de materia en cada una de las representaciones existentes. Es decir, debemos definir una
derivada que transforme de igual forma que los campos de materia en cada una de las
representaciones existentes. Comencemos por ver como transforman las derivadas parciales
de los campos en las tres representaciones. Dado que se cumple la regla de Leibnitz (3.12),

se tiene que

aug*®+g*au¢ f?
2,9(x) = ¢ 9,Pxg '+ Px9,g" a, (3.18)
Dug*xPxgt+g*0,Pxg +gxPxg™"  adj.
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Si queremos formular una teorfa invariante bajo transformaciones de gauge locales!, debemos
introducir un campo de gauge para definir una derivada covariante. Al introducir el campo
de gauge debemos tener en cuenta que los productos involucrados en (3.18) son Moyal y por
lo tanto A, debe multiplicarse usando ese producto, tanto en la derivada covariante como

en su regla de transformacion. Definimos la regla de transformacién para A, como

A, —gxA,xg ! — é@ug gL (3.19)

De aqui se deduce que las correctas derivadas covariantes en cada representacion deben ser

0,0 —ieA, D f,
D,®(x) =< 0,P+iePx A, a, (3.20)
0,P —ie[A,, P,  adj.

las cuales transforman de acuerdo con

gxD,® rep. fundamental  f,
D,®— < D,Pxg? rep. antifundamental a, (3.21)
g*D,®xg~' rep. adjunta adj.

Con la derivada covariante en la representacion adjunta, encontramos una expresion

para la curvatura del campo de gauge F),, en la teoria de gauge en espacio no-conmutativo

Fu =Dy, D) = 0,4, — 8,A, — ie[A,, A).. (3.22)

Nétese que debido a que los dos ltimos términos en (3.22) involucran productos de Moyal,
no se cancelan ain en el caso U(1), por lo que la electrodindmica no-conmutativa es una
teoria no lineal.

De la definicién (3.22) se deduce la correspondiente ley de transformacion

IPor local debe interpretarse que las matrices de transformacién dependen de las coordenadas. En rigor,
las leyes de transformacion de gauge (3.14) involucran infinitas derivadas de los campos y de las matrices de
transformacién, por lo que son claramente no locales, dependiendo de los valores que toman estas funciones
en todo el espacio.
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Fo —g*F,xg" (3.23)

lo que muestra que la curvatura transforma en la representacién adjunta. Incluso, en el caso

U(1) no es méas invariante de gauge.

3.2.1. Accion invariante de gauge

Veamos ahora como construir la accién de una teoria de gauge no-conmutativa. En
general las teorias de campos en espacio no-conmutativo son teorias en las que los campos
son elementos del algebra no-conmutativa Cy(M). Para construir una teoria no-conmutativa
el procedimiento consiste simplemente en tomar la accién usual para los campos en espacio
conmutativo y reemplazar todos los productos presentes por productos de Moyal. La idea
entonces es aplicar esta receta para construir teorias de gauge en espacio no-conmutativo.
Comencemos por una teoria simple, compuesta por un campo de materia escalar y com-
plejo ¢, un campo de gauge con grupo G y un espacio Minkoskiano con signatura 7,,=
diag(1,—1,....,—1). La extensién no-conmutativa se obtiene aplicando la regla anterior al

caso conmutativo para obtener

5= 5 [ die ((D,0)! (Do) ! 6+ Vil o)), 324

donde D,, es la derivada covariante en la representacién fundamental (antifundamental).
En el caso en que los campos estén en la representacién adjunta, dado que los campos son
matrices, es necesario tomar la traza en la accién (3.24).

De manera similar, para un campo espinorial en la representaciéon fundamental (anti-

fundamental) se tiene

1

= 5/ d?z ) x (iD — m). (3.25)
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Nuevamente, debemos notar que en el caso de que el campo este en la representacion adjunta
debe incluirse una traza matricial en la accion.
Es inmediato verificar que las acciones (3.24) y (3.25) son invariantes ante las trans-

formaciones de gauge (3.14) y (3.19).

3.3. Solitones

La obtencion de soluciones clésicas localizadas en distintas teorias de campos en es-
pacio no-conmutativo ha sido una de las lineas de investigacion mas desarrolladas dentro de
esta temdatica. Un trabajo pionero en esta drea fue el de Nekrasov y Schwarz[55], en el cual
se hallaron soluciones de tipo instantén en un espacio no-conmutativo Rj y para una teoria
de gauge U(1). Estas soluciones se obtienen extendiendo al caso no-conmutativo una técnica
conocida como construccion ADHM[56]. Mds tarde esta idea fue extendida para el grupo
U(N)[57]-[64].

Como ya hemos visto el modelo abeliano de Higgs presenta soluciones tipo vortice.
Comencemos, entonces, por ver como se construyen los vortices para la teoria abeliana de
Higgs cuando el espacio es no-conmutativo[65]-[73]. De acuerdo con la “receta” que hemos

visto la accién abeliana de Higgs (2.1) escrita en espacio no-conmutativo sera[73]

S = / &z ( _1F,, « i + Dgx Dhg — Lg% 6 — U2)2) (3.26)
Con el propésito de obtener las ecuaciones de Bogomolnyi, hemos supuesto que A toma el
valor para la cual la teoria se vuelve auto-dual, esto es A = 2, ademas elegimos e = 1.

El grupo de gauge es U(1) y el campo escalar complejo transforma en la representacion

fundamental. Entonces la derivada covariante es

Dy = 9,0 — iA, * ¢ (3.27)

Como los vértices son soluciones en dos dimensiones espaciales, las inicas coordenadas rele-

vantes serdn ' y 22, las cuales satisfacen el dlgebra no-conmutativa
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(2!, 2%, = 0" =i, u=1,2 (3.28)

en donde 6 es un parametro real y ¢ es el simbolo de Levi-Civita completamente anti-
simétrico en d = 2. La analogia existente entre el dlgebra de las coordenadas ' y 22 con el
algebra de posicién e impulso ¢ y p de una particula cuantica en un espacio de una dimensién,
permite establecer un isomorfismo entre el producto Moyal de funciones y el producto de
operadores en el espacio de Hilbert del sistema antes mencionado[74]. Resulta asi conveniente

introducir las variables complejas z y 2z

1
z=—(z' +iz?), z=—=(a' —iz? (3.29)

V2

y los operadores de creacién y aniquilacién @ y af

1
V2

1
= —(X'+iX?), &l = — (X! —iXx? 3.30
5 ) ( ) (3.30)

Donde X! y X2 son los operadores que se corresponden con las coordenadas z! y 22 respecti-
vamente. De esta forma el conmutador (3.28) puede expresarse en términos de los operadores

ay al como

[a,a] =1 (3.31)

Con estas convenciones, las derivadas se escriben

(3.32)

mientras que el tensor electromagnético toma la forma
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Il
=

(3.33)

Siendo B el campo magnético. En los que respecta a las derivadas covariantes tenemos

D:¢ = 0:0 — iAs0 = —=[a, ¢] — iA:¢ (3.34)

donde los operadores flz y Ag estan definidos como

Az = ZAQ)

—(
\/_
A= —( L+ iAy). (3.35)
\/_
En el caso estatico, el funcional energia asociado al lagrangeano (3.26) se escribe en términos

de los operadores introducidos como

B =20Te(J B + (D.0)D.6 + (D-6)1D:b + (361 — 7)) (3.36)

Completando cuadrados a la Bogomolnyi obtenemos

E= 2W0Tr<%(§ + (¢d" — v?))? + 2(D.@) Db + (£T* + U2B)> (3.37)

Aqui T esta definido por

1 = 0.((D:0)5) = 0:((D.6)9) (3.38)



No es dificil probar que[66]

Tr(7T%) = 0 (3.39)

De esta manera la energia tiene una cota inferior que es flujo magnético, tal como ocurria
en la teoria en espacio conmutativo. La cota es saturada cuando se satisfacen las ecuaciones

de Bogomolnyi

B=n’-— gz@gz_;, D:p=0 ecuaciones auto—duales (3.40)

5, D.p =0 ecuaciones anti auto—duales (3.41)

Noétese que las soluciones a las ecuaciones (3.40) son configuraciones con flujo magnético po-
sitivo, mientras que las soluciones de (3.41) tienen flujo magnético negativo. Es importante
remarcar que en el caso no-conmutativo, el pardmetro ¢ rompe la invarianza ante trans-
formaciones de paridad y la conexién entre los casos auto-duales y anti-auto duales no es
inmediata como en el caso conmutativo.

En lo que sigue construiremos soluciones exactas a las ecuaciones de auto-dualidad

(3.40) para valores arbitrarios de 6 [73]. Para este propésito consideremos el siguiente ansatz

A, = ﬁ;(\/n+l—\/n+2+en)|n+1><n| (3.42)
¢ = v fan)(n+1] (3.43)

en donde |n) conforman la base de autoestados del operador nimero N,

N|n) = n|n) (3.44)
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con N =ala y la siguiente normalizacion
[m)(n| = Omn
aln) = v/njn — 1)
a'ln) = Vn+1jn+1)

con el estado de vacio |n) definido por

ajn) =0

(3.45)

(3.46)

Para determinar los coeficientes f, y e, introducimos las expresiones (3.42) y (3.43) en la

ecuacién (3.40), obteniéndose

\% (n + 2)(fn+1 - fn) - enfn-H = 0
2V/(n+Den1 — ey =2/ (n+2)en +ep = —00%(fy —1)

Este sistema de ecuaciones puede ser combinado para dar

212
1+ 6u% — 002(f2)
(n+2)fn

fy% = n >0
“ f2—=00f2(f2 = 1)+ (n+1)f7_,

£ -

(3.47)

(3.48)

Asi dado un valor para fy es posible determinar todos los valores de los coeficientes f,,. El

valor adecuado para fy debe ser elegido de forma que f? — 1 asintoticamente de manera de

satisfacer las condiciones de borde. Continuando con este procedimiento se pueden calcular

también los coeficientes e,,. Una vez obtenidos los coeficientes uno puede calcular el campo

magnético utilizando la formula

[e.9]

B=v*Y (1= f2) In)n|

n
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o usando la férmula explicita para |n)(n| en el espacio de configuraciones|74]

o0 2 2
B(r) =202 (=1)" (1 — £2) exp(— =)L, (2> 3.50
(1) =208 (1" (1 1) bl Ln(2) (3.50)
donde L,, son los polinomios de Laguerre. Finalmente puede integrarse esta ultima ecuacién

y verificar que el flujo magnético ®, da para la solucién exacta

® = 270TrB = 27 (3.51)

De manera similar puede extenderse a espacios no-conmutativos las teorias de gauge cuya
dindmica es dictada por un término de Chern-Simons|75]-[85]. Veamos a modo de ejem-
plo, y porque més tarde examinaremos el modelo supersimétrico de Jackiw-Pi en espacio
no-conmutativo, qué sucede cuando analizamos el modelo de Jackiw-Pi en un espacio no-
conmutativo[86].

Igual a como procediéramos con el modelo Higgs, reemplazamos en la accion los
productos ordinarios por productos Moyal. Asi la accién (2.46) del modelo de Jackiw-Pi se

escribe en espacio no-conmutativo como

S:/dgx (Lcs+i¢3*D0q§—ﬁﬂ*D@%—Aqﬁ*é*qﬁ*@) (3.52)

siendo Lgg la densidad lagrangeana de Chern-Simons

0
Les = K €uua <Au * 0,A, — ng“ *x A, * Aa) (3.53)

Notemos aqui que el término de Chern-Simons es distinto del término de Chern-Simons para
una teoria U(1) presente en los modelos abelianos. Donde el origen de la procedencia del
término cubico es totalmente andloga al caso de grupos de gauge no abelianos. La corres-
pondiente energia asociada a la accién (3.52) para una configuracién estética de los campos

resulta de la siguiente forma
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H:/d%(%D_@*Diqﬁ—Aqb*(E*qﬁ*(ﬁ) (3.54)

esta expresion se puede reescribir de la forma

1- _ _
H= /dzx (—§¢(D1 +iaDy)(Dy — iaDs)é — ¢ * & * (2&3 + A * ¢)) (3.55)
m
donde o« = +£1. La versién no-conmutativa de la ley de Gauss, que se deriva a partir del

lagrangeano (3.52), es

B="6x¢ (3.56)

Podemos entonces sustituir B en el Hamiltoniano (3.55)

H= /d2x <—%¢_)(D1 +iaDq) (D1 — iaDy)p — (A + ﬁ)gﬁ * % ¢ x gE) (3.57)

Como en el caso conmutativo elegimos A de manera de anular el término cuartico en los

campos. Entonces

1
2me

A=+ (3.58)

En tal caso la energia alcanza su valor minimo cuando se satisfacen las ecuaciones de auto-

dualidad

(Dl - ZOéDg)gb == O,
B= %gb o (3.59)

Al igual que en la teoria de Higgs no-conmutativa, las ecuaciones de Bogomolnyi pueden

expresarse en el lenguaje de operadores
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RS
<
Il
(@)

I
3|
RS
ASSN

(3.60)
en el caso auto-dual y

%\>
I
=)

D,
B =

RlH
-1

¢ (3.61)

en el caso anti auto-dual. Para encontrar las soluciones se expanden los operadores en la base

del operador niimero tal cual se hiciera antes para el caso del modelo de Higgs. Por ejemplo

en el caso auto-dual se propone el siguiente ansatz

b = ,/@ > faln)(n+ M —1] (3.62)
n=0

. = %gdn\n+l><n| (3.63)

>

en donde f, y d, son funciones de perfil. Insertando el ansatz en las ecuaciones (3.60)

obtiene las siguientes férmulas de recurrencia

20 /Py 1 — > —2/p+ 1d,+d = |“|f

d, —\/p—l—l—\/p—i—Mf (3.64)
fp-I—l

las cuales arrojan como solucion la siguente relacién para los coeficientes f,,

M f2
f12 - IH(\) 2
1— 05
+ M)}
5+1 - 5| 2 (p )y 5 5 p=1 (3.65)
1_?fp+(p+M_1> pfl/fp
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En el caso de las ecuaciones anti auto-duales se propone el siguiente ansatz

\/@ni;ofn\njLM—D(m

A, = ﬁ;%dnmﬂ)(m (3.66)

<
|

Introduciendo este ansatz en las ecuaciones anti auto-dual (3.61), se obtienen las ecuaciones

K
2ypdpy —do_y —2/p+ 1d,+d2 = —%fﬁ_l
d

i1 = /p+ M —/p+ 1% (3.67)

lo que produce finalmente las siguientes relaciones de recurrencia

2 Kl 0 o
- (-
fi ( - o) 0
1 || 1
2, = 2 (—?f,f +l4+pg—], p>1 (3.68)
p—1
A partir de estas relaciones de recurrencia puede estudiarse el comportamiento numérico de

las soluciones. Este comportamiento revela que la ecuacién (3.64) tiene soluciones solo para

k < 0, mientras que la ecuacién (3.67) presenta soluciones solo para x > 0[86].

3.4. Supersimetrias no-realtivistas en espacio no-conmutativo

Examinaremos aqui la posibilidad de extender supersimétricamente el modelo de
Jackiw-Pi en un espacio no-conmutativo. Tal posibilidad fue investigada en la referencia
[87] y conforma parte de los resultados originales de esta tesis. Comenzaremos proponiendo

la siguiente acciéon
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S = Sos+ [ @(i6x Do+ 10! 4 Do = 5 (D6)1 + Do — 5 (D) « D

bt Bt V(o ol o)
(3.69)

en donde la métrica es n** = diag(l, —1,—1). La accién (3.69) es la generalizacién de la
acciéon (2.84) en espacio no-conmutativo. Lo que hemos hecho es reemplazar en la accién
(2.84) el producto ordinario por el Moyal en los términos de las derivadas covariantes y en el
de Pauli, dejando sin especificar ain el término de potencial. En lo que respecta a el término
Scs, representa la accion de Chern-Simons (3.53). Es posible desarrollar este término para

llevarlo a la siguiente forma,

S / &z (AZ % Op Ay + Ay * Blz) - / & <4%[A+ £ A — A% 8pAL] + KA * 312> ,
(3.70)

en donde hemos usado las coordenadas

VE=VI4£iV? (3.71)

siendo Vi y V5 las componentes de un vector V' del plano. El campo magnético escrito en

estas componentes se reescribe como

1 1
Biz = 5-(0-Ar -0, A-) - Sl AL, (3.72)

mientras que la derivada covariante en la representacién fundamental toma la forma

Di¢p=0r0—iArx¢, Dop= 0o+ ido*¢ (3.73)
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Cuando analizamos el caso conmutativo vimos que en la accién (2.84) el potencial estaba
constituido por dos términos. El primero de estos términos representaba la auto-interaccion
entre los campos bosénicos, cuya constante de acoplamiento denominamos Ay, el segundo
representaba la interccién fermion-bosén y el acoplaminento estaba caracterizado por As.
Cuando pasamos a un espacio no-conmutativo el orden de los campos es importante, asi por

ejemplo no es lo mismo definir el término de interaccion boson-fermién de la forma

Vira = /d3a:A2(¢T s ¢ x Pl %)) (3.74)

que de la forma

Vigs = /d%AQ(qs s @ ap x apT) (3.75)

Ademas tiene sentido escribir un término de auto-interaccion fermidnica, esto es

Vi = /d3x/\4(wT s ah o ahT % 1)) (3.76)

Asi, en el caso no-conmutativo escribiremos el potencial de la siguiente forma

Vom [ do(n@! 5656 £0) + Xafoh 0 501 <)
236 % 6 9T + AT Y x0T 5 9)) (3.77)

en donde resulta claro, a partir de la formula (3.4) y de la anticonmutatividad de los campos
fermidnicos, que cuando 6 tiende a cero, V,ro = —Vjr3, mientras que el potencial fermiénico
Vs desaparece.

Veamos ahora como varia la accién (3.69) ante la versién no-conmutativa de la super-

simetria (2.93), esto es
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519 = V2mnly,

51@/) = —\/%77@ )
BA = 0, 5A° = ﬂl_mmqs w ot — nl x o) (3.78)

Es facil verificar que se satisface

51/ (—Z((atA)+ x A — (D,A)_ % A) +iot x o+ il atw) &z =0,
51 [ (D)« (Do) + (D) x (D) ' =0,
(51/ (ﬁAO x Big + %W x Blg * 1/}) dBr=0

lo que reduce la variacién de la accién a la siguiente forma

(3.79)

nsS = \/%/d?’x (nl[(—ﬁ—wq—)\3+)\2)¢T*¢*¢T*¢
1

1+ (M — A3+ 20 — M)l x g x T % 9] + h.c.) . (3.80)

De esta forma la transfromacién (3.78) es una simetria de la accién (3.69) si se satisface

1
—+2)\1+)\3—>\2:0,

2me

1
—— — A3+ 2N — A =0.
2mek

(3.81)

La primera de estas ecuaciones puede ser reescrita como la condicién (2.94) que vimos en el
caso conmutativo

2

e
2M1 — A2 =0, 3.82
2mek e 2 ( )
donde Ao = A3 — A3. La segunda de las relaciones es una peculiaridad del espacio no-

conmutativo y no presenta una analogia en el caso conmutativo. Su origen proviene del
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segundo término de la variacién (3.80) que en el caso conmutativo es cero debido a la anti-
conmutividad de los campos fermiénicos.

Podemos examinar también como varia la accién (3.69) ante la version no-conmutativa
de la transformacién (2.95)

l l

020 = E@Dﬁb ) 0o1) = —\/%77sz¢ )
+_ 2 f - — _L | f
52"4 - mﬁﬂﬂb * "éb ) 52"4 - \/%Uzw * ¢ )
5,A° = Wﬁ(w # (Do) + (Do) # 1) . (3.83)

La variacién de los términos cinéticos resulta nuevamente cero

5 / (—5 @A) % A= (DA)- x Ay) +idT 5 Do +ivT xOw) d'x =0, (3.84)

Los restantes términos de la accién (3.69) los podemos escribir como

S, =5 +V, (3.85)

donde

S, = /d3a:<— %(D@)T*Dﬁb— %(DW)T*DW—H@AO*B
1
—(ng*AO*(b—I—?,DT*AO*@/))—F%wT*B*Qﬁ) (3.86)

Asi la variacion de cada uno de estos términos es

l
051 = g [ (= 2AD.0)outo—6(D_g)ulo -
WD) + 2D ) guy) (3.87)
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?

V.= = [ (= 22((Dy)lovlo +61(D- o)l -
UH(D_6)6'9) + Xa((D40) 0! + 6l 60! D_g) +
As(010(D. ) — 61 (D_6)10) —

20(86(D4 ) + ¥1ut(D-v) + (D) lou'y) ) (3.89)

Aqui hemos supuesto que el producto entre los campos es Moyal, aunque por comodidad
no lo hemos escrito con el simbolo *. En lo que sigue mantendremos esta notaciéon para el
producto Moyal. Si sumamos las dos variaciones y luego igualamos a cero obtenemos las

siguientes ecuaciones

1
——2)\1 - O,
meK
1
——2/\1—>\3 — 0,
2me
2\ + A = 0, (3.89)
1
—+)\3—2/\4 — 07
2m
>\4 = 07
1
—— 4+ X =2\ = 0. (3.90)
mkK

Resolviendo este sistema tenemos los valores de las constantes de acoplamiento para las
cuales la transformacién (3.83) es una supersimetria de la accién (3.69)
1 1 1
M=——, Xo=—, Ag=——, M=0, (3.91)

2mk me 2mk

Es facil verificar que esta solucién satisface también el sistema (3.81). Cuando tomamos el
limite conmutativo de la teoria, el producto Moyal se transforma en el producto ordinario y

el potencial V, pude expresarse como
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Vo= [ @a(ndlso + (a - Mdloutv) (392

_3

5-—, lo que coincide con el valor de Ay en la

De acuerdo con la ecuacién (3.91), Ay — A3 =
formula (2.86) del caso conmutativo. Esto muestra también que la condicién (3.82) impuesta
por la primera de las supersimetrias se transforma en el limite conmutativo en la condicién
(2.94) que deben satisfacer las constantes de acoplamiento en el caso conmutativo. Asi en
el limite conmutativo recuperamos el modelo de Jackiw-Pi supersimétrico que estudidramos
en la seccién (2.4.2) .

Analicemos ahora la conexion entre supersimetria y ecuaciones BPS para este modelo.

Escribamos entonces la ley de Gauss correspondiente

1
B = E(WT —yh), (3.93)
y usemos este vinculo para derivar el funcional energia para la accién (3.69)
1 1 1
E= / dx <%<Di¢>*Dz~¢ + 5 (D) Dyt — 5l By + V<¢,w>) L 39)
donde
V(1) = =M9 66 — Xag' p00Th — A3 pp — AgpTpypTyp (3.95)

Aligual que en los casos conmutativos podemos desarrollar los términos cinéticos de la accion

como sigue

(Did)' (D) = (D1 £ iD3)¢) (D1 £ iD3)¢) F ¢' B + €70,
(D) (Dip) = (D1 £ iD2)) (D1 £ iD2)1)p) F b1 By + €70, (3.96)

donde

b=

(v'D'w — w(D'w)") (3.97)

i _ b
f 2m

—s— (' —s(D'0)Y) .
m
Insertando estas expresiones en la energia (3.94) y usando nuevamente la ley de Gauss

obtenemos
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B = [0 (5 (D20) Do+ 5 (Do) Dst — (0 F 5o )6 000

hadlout + (<h F 2 )ostuut +

(AT —— + waw) | (3.98)

2mek  2mk

Para el sector puramente bosénico tenemos

m

1 1
E=[|d Di¢) Digp— (A F ——)pl oo 3.99
[ o (5 (D20 D26 - T 5116000 (3.99)
Eligiendo el signo — y teniendo en cuenta que A\; = ﬁ, la energia se reduce a la siguiente

expresion

1
E = /dQI%(D_qb)TD_gb (3.100)

En este caso la energia alcanza su minimo cuando se satisface

D_¢=0 (3.101)

Con el objetivo de desarrollar el dlgebra supersimétrica de esta teoria podemos escribir las

cargas derivadas de las transformaciones (3.78) y (3.83)

Q. =iV2m / Paot (3.102)

1
= —— [ Pz (D_¢) . 3.103
Q2= = [ (-0 (3.103)
En donde el producto entre los campos es Moyal pero su forma es idéntica a la que pre-

sentan las cargas conmutativas (2.96). Para calcular los conmutadores entre las cargas no-

conmutativas definimos el corchete de Poisson de la siguiente forma

| L[ 6F &G oF 4G
.G} = sz:/d ’ <(5Qj(x,t) e Ve (5Qj(x,t)) ;o (3104)
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en donde

0= <¢,w, \/gfh) , = <i¢T,in,i\/§A> . f=1(0,1,0). (3.105)

Usando esta definicién podemos obtener el algebra supersimétrica del modelo

{@.ol} =2m,
{@al}=n,
{@rat}=p,
{Qa,Qs} ={Q5,Q5} =0 (3.106)
siendo
P = % / d2(¢'D-¢ — (D-9)'¢ + "Dy = (D_) ) (3.107)

1= 5 [ (D)} (D) + (D) (Do) - 26wt

+6'Bo — v BY) (3.108)

De esta forma podemos reeditar el dlgebra obtenida en (2.99) pero ahora en una versién
no-conmutativa de los campos.

Si bien estos resultados fueron obtenidos para un grupo de gauge U(1) no-conmutativo

resultarfa interesante examinar la posibilidad de extenderlos a un grupo U (V) no-conmutativo

tal como fuera hecho para el SU(N) en espacio ordinario[88].
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Capitulo 4

Supersimetria Galileana en
(141)-dimensiones

Como mencionamos anteriormente, en teorias cuanticas no relativistas, existe una in-
varianza de supersimetria trivial, cuyo origen se remonta al hecho de que fermiones y bosones
satisfacen las mismas ecuaciones de movimiento (la ecuacién de Schrédinger). La existencia
de una supersimetria no trivial, discutida en el capitulo 2 estd en cambio intimamente rela-
cionada con la presencia de campos de gauge cuya dindmica esta regida por un término de
Chern Simons. Notemos de paso, que son las cargas asociadas a esta segunda supersimetria
las que reproducen el Hamiltoniano, una propiedad central del algebra supersimétrica.

Dado que el término de Chern Simons es caracteristico de teorias tridimensionales,
(puede generalizarse a algunas dimensiones mayores) una pregunta interesante que surge es
si es posible construir teorfas supersimétricas galileanas en otras dimensiones. En [89], un
modelo supersimétrico no relativista en d = 1 + 1 fue presentado en el contexto de modelos
de atomos frios. El anélisis de los resultados presentados en el paper [89] inmediatamente
muestran la existencia de un serio problema, ya que el dlgebra discutida por estos autores
carece de una de las propiedades més elementales que debe cumplir un dlgebra supersimétrica,
a saber, que el Hamiltoniano total de la teoria, debe poder escribirse como el anticonmutador
de las cargas supersimétricas.

En este capitulo discutiremos como resolver este problema. Veremos que la reduccion

dimensional del modelo de Jackiw-P1i, discutido en el capitulo 2, lleva directamente al modelo
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presentado en [89], haciendo posible identificar la supersimetria en forma sencilla y directa.
La version bosonica de estos modelos ya habia sido discutida en varios trabajos en conexién

a la posibilidad de realizar estadistica fraccionaria en (1+1)-dimensiones.

4.1. Reduccion dimensional de los modelos de Chern-
Simons

Describiremos aqui la reducion de una dimension espacial en el modelo de Jackiw-Pi.
En el plano, con coordenadas (x,y), suprimimos toda dependencia de la coordenada y y
renombramos A, como B. Entonces la accién (2.46) del modelo de Jackiw-P1i se reduce a la

siguiente forma

S = Spes + / dadt{i¢p! Do — %(ngb)fpxgb
—LB% + \o?} (4.1)

2m

donde S, es el término de Chern-Simons reducido o también llamado término “BF”

— / dxdt (BOyA, + Ag01B) = k / dxdtBFy, (4.2)

Aqui Fy; = 9yA; — 01 Ag y hemos introducido ademds la notacién p = ¢f¢. La accién (4.1)

puede reescribirse de la forma

S = /dxdt { KBOWA,; + i Oy + Ay(kO B — p) — %(quﬁ)Tquﬁ
= ey (4.3)

2m

El campo Aj es un multiplicador de Lagrange el cual impone la siguiente igualdad

1
0,B=p (4.4)
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o equivalentemente

B(z) = i /dze(x —2)p(2)

en donde €(x) = 0(x) — 6(—x) es la funcién escalén.

(4.5)

El campo A, pude ser eliminado de la accién (4.3) mediante una transformacion de

gauge en el campo de materia ¢(z)

o(x) — e Do(a)

con

Asi la accién (4.3) se reduce a

S = / dadt{Ao(k9, B — p) + iy — i(@m)*@m + A% — %B%}

o equivalentemente

5= / dedt  {Ao(kO,B — p) +id'dod — %((m 1 Bo) (8,6 + Bo) T
%p&ﬂB + A0’}

Finalmente luego de usar la ley de Gauss (4.4) obtenemos

g / drdt {i6'006 — 5 (0.0 + BO) (0.6 % Bo) +

1
4 \)p?
(F5,—+ 0}

(4.9)

(4.10)

Aqui podemos elegir A = iﬁ (notar que los valores de A son los mismos que en (2.51) para

el modelo de Jackiw-Pi, que nos condujo a las ecuaciones estaticas de Bogomolnyi), entonces,

para una configuraciéon de campos estatica, la teoria queda gobernada por el Hamiltoniano
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1?:/ﬁx {%#@¢iB@N@¢iB@} (4.11)

lo que nos conduce a las ecuaciones de Bogomolnyi

0,9 £ Bo =0 (4.12)

cuya solucién es de la forma

ay/||

¢(z) = fase x (4.13)

cosh(ax)

donde £k es tomada como positiva y « es una constante de integaracion.
Por otro lado la accién (4.8) en el caso de una configuracién de campos estdtica se

puede reescribir como

5 = / dr{- 5 (2,0)10,0 + A — o B%) (4.14)

Aqui el dltimo término es una constante de movimiento

1 1
%/dxlBQ(ml)p(xl) i /dlEldIEle’:),E(Il — xo)e(xy — x3)p(x1)p(22) p(a3) =
1 N3
Y dridxadrsp(xy)p(xe)p(xs) = DY (4.15)
siendo N = [ dxp(x), y donde hemos hecho uso de la relacién
€(z1 — xo)e(xy — x3) + €(x2 — w3)e(wy — 1) + €(x3 — T1)€e(x3 —29) = 1. (4.16)

De esta forma este término puede ser eliminado de la teoria y el Hamiltoniano se reescribe

de la forma
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0= [l @010, - 0P} (4.17)

que se corresponde con el Hamiltoniano de la ecuacion no lineal de Schrédinger

0 = =02 + Aoy
(4.18)

Asi a partir de una teoria B-F dos-dimensional, derivada del modelo de Chern-Simons,

podemos arribar a una formulacién para la ecuacién no-lineal de Schrodinger.

4.2. Supersimetria en gases ultra-frios

Los gases cuanticos ultra-frios no solo son interesantes por la fisica que ellos presen-
tan por si mismos, si no también por la posibilidad de modelar a través de estos, sistemas
de otras ramas de la fisica. Asi, por ejemplo, atomos bosonicos confinados en tubos uno-
dimensionales, por medio de una red 6ptica dos-dimensional, mostraron la simulacién de
un gas de Lieb-Liniger[90]-[91]. También, el régimen unitario para interacciones fuertes fue
alcanzado usando resonancias de Feshbach para controlar la longitud de scattering[92]-[96].
En el area de la fisica de altas energias, condensados de Bose-Einstein con interaccién fe-
rromagnética fueron estudiados|[97]-[98]. Propuestas para el estudio de fraccionalizacién de
carga en una dimension[99] y para la creacién de campos de gauge no-abelianos|[100]-[101]
fueron también realizadas. Siguiendo esta linea de trabajo Snoek, Vandoren y Stoof[102]-[89]
sugirieron que combinando adecuadamente una linea de vortice en una red éptica uno-
dimensional con un gas fermiénico, es posible crear una cuerda supersimétrica no relativista.
De acuerdo con estos autores esta propuesta resulta muy interesante pues podria verificar en
forma experimental ciertos aspectos referentes tanto a la teoria de cuerdas como a las teorias
supersimétricas. Desde el punto de vista tedrico el modelo consiste en una combinacién

de campos bosonicos y fermiénicos cuya dinamica es dictada por una acciéon con términos
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cinéticos no relativistas y términos de interaccion cuadrados y cuarticos en los campos. Mas

concretamente la acciéon que describe al modelo es

S = [ @ (61004 0100) ~ 5 -(0,0)0u0 - 5 (O.0) 0.0 +
My = 1% + Xalps = Dpy) (4.19)

En donde hemos mantenido la misma notacion que en el modelo de Jackiw-Pi supersimétrico,
esto es, ¢ representa el campo bosénico y v el fermiénico. Ademas p, = ¢ip y p ;= Y. En
su articulo los autores estudiaron la estructura supersimétrica del modelo (4.19), obteniendo
expresiones para los generadores y calculando su algebra. Asi las cargas supersimétricas

propuestas por ellos, para la construccién del dlgebra de super-Galileo fueron las siguientes

Q= —z\/%/dxw)

1
_\/Qm

A partir de estas cargas y usando las relaciones de conmutacion entre los campos pudieron

R= dzpT0,¢ . (4.20)

construir el dlgebra dictada por las relaciones

{Q.Q"} = -2iN
{QRy=-P
{R,R'} = Hyaye (4.21)
Donde
N = m/dmp (4.22)
P = / P (¢10,¢ + 10,0) (4.23)
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Hue = o [ o (91020 + wlo2) (429

Sin embargo aqui H ;. se refiere al Hamiltoniano correspondiente a la teoria ”libre” | es decir
la teoria sin interacciones. Este hecho contrasta con una de las caracteristicas basicas de las
teorias supersimétricas que indica que el Hamiltoniano completo de la teoria es generado por
el algebra de las siper-cargas.

El problema de encontrar las correctas propiedades supersimétricas del teoria, fue
abordado en los trabajos [103] y [104]. Allf se trato el tema desde un punto de vista ori-
ginal, que consiste en obtener el modelo de los gases ultra-frios, antes expuesto, mediante
la reducciéon dimensional de modelos de Chern-Simons. En el primero de los trabajos se
estudié la reduccién dimensional del modelo supersimétrico de Jackiw-Pi, se identific las
supersimetrias correctas de la accién (4.19) y sus cargas asociadas. En el segundo de los
trabajos, se utilizaron los resultados del primero y se mostré que combinando las cargas
supersimétricas es posible obtener un algebra que genere también los términos de poten-
cial quimico presentes en la accién (4.19). Ademds este trabajo mostré la existencia de
soluciones soliténicas originales desprendidas de la reducciéon dimensional de un modelo de
Chern-Simons propuesto por Manton[105]. En lo que sigue expondremos en detalle estos
trabajos poniendo hincapié en la correcta identificacion de las cargas supersimétricas y en la

construccion de su algebra.

4.2.1. Reduccion dimensional del modelo de Jackiw-Pi supersimétri-
co

Como hiciéramos con el modelo de Jackiw-Pi en la seccién anterior, podemos eliminar
una dimensién espacial y renombrar el campo A, como B. Asi el modelo de Jackiw-Pi

supersimétrico, representado por la accién (2.84), se reduce a
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S = Sat [ dodt{id Dio + 10 D~ 5 (D,6) Da6 — 5 (D) Dy

1 1
—5.-0:Bps = 5—B’p+ Mpp + dapopy}

2m

(4.25)

Esta accién es la versiéon supersimétrica de la expuesta en (4.1), mientras que la ley de Gauss

y su solucién toman la misma forma que en el caso bosénico, es decir

9,B = %p (4.26)
B(x) = % /dze(x —2)p(2) (4.27)

pero en donde ahora p = p, + py. La accién (4.25) es invariante frente a la transformacion

ho = Ve, o= —V2ming,
1
A =6B = 0, 5, A% = t— plpeh) . 4.28
141 1 1 \/%K(maﬁw mye') ( )
con tal que se satisfaga la relacién
L+2>\ — X =0 (4.29)
2mk ! S ’

Notese, que la transformacién (4.28) es la supersimetria (2.93) del modelo de Jackiw-Pi. El

modelo es también invariante ante una segunda transformacion

0o = ﬁﬁ;(l)zw —eBy)

b2 = == (mo! — o)

(4

52140 -

(2m)3x

siempre que se cumpla la relacién
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(n2d(Dutp — eBY)T + nb(Dy1p — eBy)gt) .

0o1) = —\#—mﬁz(Dgﬂ + eBo)

028 = i (mov + nfye)

(4.30)



)\1 = )\2 - 3)\1 (431)

 2mk

En donde resulta claro que esta tltima supersimetria es la reduccién dimensional de la escrita
en la férmula (2.95). Al igual que en el caso bosénico, podemos eliminar el campo A, de la

accion mediante una transformacion de gauge en los campos de materia

o(x) = e *Po(a), p(r) = e Dy(x) (4.32)

con

alz) = % / dze(z — ) A, (2) (4.33)

y usando la forma explicita para B dada por la férmula (4.27) llegamos a la forma simplificada

1 1 1
s - / drdt{i¢' 00 + 10104 — 5 —(0:0)1 06 — 5 —(0:1)1 0000 — 5—ppy

1
TP+ Napops — %sz}

(4.34)

Como ya hemos visto el ultimo término de esta accién es una constante de movimiento y

puede ser eliminado. Asi la accién puede ser reescrita de la forma

S = [ dudt(i6 00+ w10 - 5 (0,600~ 5 ()00 + NP (139

Que no es mas que la accion (4.19) de teorfa de los gases utrafrios sin los términos de potencial

quimico. Las supersimetrias correspondientes a esta accién son

0o = V2mpld, S = —v2mme (4.36)
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0o = ﬁﬁ%(axw —eBY) +ida ¢, 0otp = —ﬁﬂz(3x¢ +eBo) +idatp, (4.37)

La tltima variacién se corresponde con la (4.30), y se deriva de esta mediante el proceso de
eliminacién de los campos de gauge que hemos descripto. Si bien la accién (4.35) difiere de la
(4.19) en que no posee términos de potencial quimico, veremos més tarde que una combina-
cién de las cargas asociadas a las transformaciones (4.36) y (4.37) generan el Hamiltoniano
completo de la teorfa (4.19).

Comencemos por calcular el algebra de las cargas (4.20) propuestas en el trabajo de

Snoek et. al.[89]

Q1 = —z\/%/dxw)

1
_\/Qm

Es importante notar que aqui @1 es el generador asociado a la supersimetria (4.36) y es

R = dzpT0,¢ . (4.38)

el mismo que apareciera en la formula (2.96) correspondiente a los generadores del modelo
supersimétrico de Jackiw-Pi. Para poder desarrollar el dlgebra de los generadores utilizamos

el corchete de Poisson definido en la seccién (2.4.2)

(F.G} i/d’r( oF  0G oF  0G S'F G S'F G
9 PB —

5pT(r) 6¢(r) — 6¢(r) 6¢t(r)  owi(r)du(r)  oy(r) oyt (T)> (4.39)

Asi resulta
{Ql,Qi} = —Qim/dxp = —2iM . (4.40)

(RRY) = iy = 5 [ do (61026 + v1kw) (441)
m
que son los conmutadores calculados en [89] para la teoria libre. Para obtener una expersion

de la carga asociada a la transformacién (4.37) tomamos el generador ()3 que obtuviéramos en
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la formula (2.96), reducimos una dimensién y eliminamos el campo A, tal como lo hiciéramos

con los modelos anteriormente estudiados en este capitulo. Esto nos conduce a

1
1 1
= o [ )0+ 5 / dze(z — 2)p(2))9 () (4.42)

Podemos ahora calcular el conmutador entre Q) y Q; usando la definicion de corchete de

Poisson

(@@t} =~ [ (@~ B0 - B
(00 + BYS (0. + B)o — ~0'ouy) (1.43)

desarrollando mas esta expresion obtenemos

1
{@al} = -5 [w(ovion+ovio.e By
2
——Pspo = OuBpy + &CBpf) : (4.44)

Finalmente usando la ley de Gauss y eliminando el término constante [ dxB?p, la formula

(4.44) puede ser reducida a

{@at) =~ [ws(owiow s a0t Zpip— i) =it (@19

En donde H es el Hamiltoniano asociado a la accién (4.35) para una configuracion estatica

de los campos. El dlgebra es completa con el siguiente conmutador

{anal} = = [ @60~ Bro- (.~ B0+ v1(0, - BYv - (0. — Byo)'v)
= =5 [ @a(d0.0 - .60+ vio0 - o0t ——in, (4.46)
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siendo aqui P; el momento lineal y en donde hemos hecho uso de la relacién

/de(x)p = QL /dxdze(x —2)p(x)p(z) =0 (4.47)

K

El resto de los posibles conmutadores es cero. De esta forma, el dlgebra completa de la teoria
(4.35), que resulta de reducir dimensionalmente el modelo de Jackiw-Pi supersimétrico, se

obtiene a partir de los generadores )1 y (2 y se representa de la forma

{Q1, Qi} = —Zim/d:vp = —2iM
{QQ,QE} = —iH {Ql,Q;} — P,

[Qu Qs} = {QLQL} =0 (4.48)

En el analisis de la ecuaciones de auto-dualidad se pude proceder de la misma forma que
lo hiciéramos con el modelo de Jackiw-Pi reducido. Asi la accién (4.34) puede ser reescrita

Cco1mo

S = /da;dt{ws*atgs + i o) — %@Cgb + Bo|? — %Wﬁb + Ba)|?

1 1 1
— 00, BF —p;0,B — —— Mip? + A 4.49
Fo5,- 0B F oy 5 —PPs T Aupy + 20bPf } (4.49)

y usando la ley de Gauss obtenemos

S — / drdt{i 0,6 + 1610 — 10,0 %+ BY — - [0u) & Byl

+< + 2mek  2mk

1
+ /\2)Pbe + < Ll + Al)ﬂg} (4.50)

Esto nos conduce al siguiente Hamiltoniano para una configuracion estatica de los campos

H = /dx{imxgb + Bo|* + L 0. + By[®
2m 2m
2 1 1
+(:|:—+——>\2>,0bpf+(:t——)u)Pg} (4.51)

2mk  2mk 2mek
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La elecccién

1
Al:i%’ )\2:(1:|:2>

(4.52)

2me

reduce el Hamiltoniano a una forma definida positiva, la cual se anula cuando los campos ¢

y ¢ satisfacen las ecuaciones de auto-dualidad

(0. £B)p=0 (4.53)
(8, £ B)i) =0 (4.54)

Escogiendo el signo + en la formula (4.52), los valores de las constantes A\; y Ay coinciden
con los expuestos en la formula (4.31). De esta manera la teoria se vuelve supersimétrica en
el punto de auto-dualidad al igual que se manifestase con el modelo en (2 4 1)-dimensiones.
Notemos también que los valores en (4.52) para los cuales la teorfa es auto-dual coinciden con
los expresados en (2.106) para el modelo en (2 + 1)-dimensiones. Por tltimo mencionemos

que el estudio de las soluciones a las ecuaciones (4.53) y (4.54) fue abordado en los trabajos

[106] y [107].

4.2.2. Supersimetria en (14+1) a partir de un modelo de Chern-
Simons-Maxwell

En 1997 Manton propuso un modelo de Chern-Simons no relativista para la descrip-
cién de la dindmica de vértices en peliculas delgadas superconductoras[105]. Este modelo, en
(241)-dimensiones, consiste basicamente en una combinacién de un modelo de Chern-Simons
con uno de Landau-Ginzburg. En su trabajo Manton estudié la dindmica de los vértices me-
diante técnicas de aproxinacion en el moduli space de la teoria, pero no sera nuestro objetivo
aqui concentrarnos en este tipo de estudio. Hassaine, Horvathy y Yera, en un trabajo més em-
parentado con el tema de esta tesis, mostraron luego la existencia de soluciones auto-duales
en este modelo[108]. Mds recientemente, en uno de los trabajos originales que componen

esta tesis[104], se estudio la extensién supersimétrica del modelo de Manton y su reduccién
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dimensional. Veremos, en esta seccién, que el modelo de los gases ultra-frios (4.19) puede
obtenerse facilmente reduciendo dimensionalmente la extensién supersméntrica del modelo
de Manton y mostraremos también que combinando las cargas ()1 y )2 encontradas en la
seccién anterior[103], puede obtenerse el Hamiltoniano con los términos de potencial quimi-
co, ausentes en el conmutador (4.45). Comencemos, entonces, por presentar el modelo y sus
carcteristicas fundamentales. La acciéon propuesta en el trabajo original de Manton es la

siguiente

1 . ) 1
Sy = / d'a(~ LB 4 76196 + iAolof) - S-(D.6) Do +

K(AoB + As00A1) +vAg + A(|6]* — 1)2 — A,-Jf) (4.55)

en donde 7, kK y A son constantes reales y el campo ¢, que describe la materia, es escalar
complejo. La derivada covariante esta definida como D, = 0, +iA, (n = 0,1,2) y B =
0145 — 01 Ay es el campo magnético. Este modelo se diferencia del de Jackiw-Pi en que
posee términos adicionales, tales como %Bz, vAo v A;JE. El primero de estos es parte del
término de Maxwell. Aquf la ausencia del término eléctrico $E? es justificada en [105] por
la invarianza no relativista del resto del Lagrangeano. Respecto de los otros dos términos;
v Ay esta relacionado con la posibilidad de un condensado en el estado de vacio[109] (¢ =1) y
A;JT sirve para recomponer la invarianza de Gailileo rota por la introduccién de yAy. Para
sostener tal invarianza, la corriente de transporte J! debe transformar ante un boost de
Galileo como JI — JI' + ~vv;[105, 108]. Ademds otra diferencia con el modelo de Jackiw-Pi
es que el término de potencial presenta aqui ruptura espontanea de simentria en el estado
de vacio. En particular siempre podemos elegir un sistema de referencia en el cual J! = 0.

En este sistema las ecuaciones de movimiento correspondientes a la accién (4.55) son
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, 1
iyDy¢ = =5 DiDip = 2\ (|9 — 1)¢
EijajB = Jl + /ﬂIEZ'jEj
kB = (¢ - 1) (4.56)

donde E; = 0;Ay — 0y A; es el campo eléctrico y J; la corriente eléctrica definida por

5= —2 (41D~ 6(Di0)") (457

La primera de esta ecuaciones es la ecuacion no lineal de Schrodinger, la segunda representa

la ley de Ampere en dos dimensiones y la ultima es la ley de Gauss.

La energia del sistema para una configuracion estatica de los campos es

1

B~ [ @a(35+ 5 (Do) Do~ Aol - 1?) (4.58)

Usando la identidad |D;¢|? = |(D1 & iD2)d|* F B¢|* £+ €90,J;, y la ley de Gauss es posible

reescribir la energia de la siguiente manera

1 2 1
E= /d2x<%|(D1 £iD2)o] + (Fyi— + 55— Nl — 1) F 3-B)  (4.59)

Eligiendo
vy 9

N i 4.60
¢2f-£m + 2K2 ( )

la expresion anterior se simplifica y toma la forma

1

E= /d%(%upl + z’DQ)W) F5o0 (4.61)
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Resulta entonces, al igual que en los vértices relativitas antes estudiados, que la energia esta
acotada inferiormente por un multiplo del flujo magnético. Esto ocurre siempre que tomenos
-® si el flujo es negativo y +® si el flujo es positivo. De esta forma resulta que la cota es

saturada cuando los campos satisfacen

kB =7(ol" — 1) (4.62)

Que son las ecuaciones de Bogomolnyi de la teoria

Con el objetivo de obtener, via reduccién dimensional, el modelo (4.19) de gases ultra-
frios, consideremos ahora la extensién supersimétrica del modelo de Manton. Tal extension
puede ser llevada a cabo incluyendo el campo fermiénico no relativista . Asi proponemos

la siguiente accién en (2 + 1)-dimensiones

1 1 1

— 3. _ —2R2 4, T T ; 2 2N Z(D-NDdD— — (DD,

S = [ do( = 3B + (6100 + vl + iAo + [6P]) ~ 5-(Dié) Dié — (D) Div
1

+ K(AoB + Ax00Ay) + vAp — %WB%U + M ([81? = 1)% + Aa(|of* — 1)|¢|2> (4.63)

donde el valor de las constantes de acoplamiento es
2 3 2
M= = D (4.64)

C 2mk 2K2] C2mk K
Notemos que como ocurriera en la extension supersimétrica del modelo de Jackiw-Pi, aqui tam-
bién hemos incluido un término de Pauli como consecuencia de la interaccién entre el campo
magnético y los fermiones.

La accién (4.63) es invariante frente a la siguiente variacién

019 = \/%7711? ) o) = —\/%maﬁ )

HA = 0, 5, A0 = (moy —nlvet) . (4.65)

1
vV2mek
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con el requerimiento que se satisfaga la relacion

oA~ A =0 (4.66)

2meK
Procedamos ahora como antes y suprimamos la dependencia de la coordenada y en la accién

(4.63) y renombremos A, como B. La nueva accién obtenida en (1 4 1)-dimensiones es

S = /d%(——(a B) +27(¢T6t¢+¢Tat¢+ZAop)__( xgb) xgb—%B%

1
- %(DIQP)TD@”@D + £(Ap0: B + BOyA1) +vAo + M(py — 1)% + Xa(pp — 1)pf>(4-67)

La ley de Gauss para esta accién resulta

0,B = %(p —1) (4.68)

la cual es resuelta por

B(z) = % / dze(z — 2)(p(2) — 1) (4.69)

Notemos que la ley de Gauss (4.68) difiere de la presentada en (4.26), para la reduccién
dimensional del modelo de Jackiw-Pi supersimétrico, en un término constante. Usando la

expresién para el campo magnético (4.69) y la ley de Gauss en la accién (4.67) obtenemos

1 1
s = [ @a(in606+6100) - 5 (D) Db~ 5 (D) Dt — 5B

(L [ et =)o) = D)oo+ Xl = 1 N = py) (470

en donde hemos definido nuevas constantes de acoplamiento como

2 2
/ 7 7 / 7 i Y

A=A ——— = — A =dg— — — ——— = 4.71
! ! K 2 2T k2 2me me ( )
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Nuevamente el campo de gauge A; puede ser eliminado de la acciéon por medio de la trans-

formacién (4.32) en los campos de materia:

/ ’ 1
—1)?2 —1)p; — —B? 4.72
+ Al =17+ Xl = Doy — 5 B p) (4.72)

siendo el dltimo término de la accion una constante de movimiento

1 2
5 /dxlBQ(xl)p(xl) = 87:71/{2 /dxldxgdxge(xl — xo)e(xy — x3)(p(z1) — 1)
2

(p(e2) = Dplas) = 50— [ dovdeadi(plen) = 1)(plaz) — V() =
(N3 — 2N2 4 N)42

24mk? (4.73)
Podemos entonces eliminar este término para obtener
1
=[x (061064 vaw) - 5 -(0.0)0.0 - 5 (O.0) 0.0 +
wb — 1)+ Xl — L)y, (4.74)

que es el modelo mostrado en la formula (4.19) y expuesto en el trabajo de Snoek, Vandoren
y Stoof ya mencionado.

La accién (4.74) presenta las siguientes supersimetrias

019 = \/%ﬁIQﬂ ) o1 = _\/%771¢ ) (4-75)
y
02 = = (D) — Bry)) +idsa ¢, Oot) = —=12(0:0 + B19) +idpx ), (4.76)
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siendo

Bi(r) = o / dze(z — 2)p(2)

K

O = dze(x — 2) 772@/1T - 7727/J¢T> (4.77)

2/-@\/_

Notemos que las transformaciones (4.75) y (4.76) son las mismas supersimetrias que presenta
la reduccién dimensional del modelo supersimétrico de Jackiw-Pi.
En busca de obtener el algebra completa de la teoria propongamos los siguientes

generadores de las supersimetrias (4.75) y (4.76)

Q1 = —iv2m / drpte

Q = —\/% dopt (0, + By)g + —— /olazrwT (4.78)

La primera de estas cargas, como vimos en la seccion anterior, esta asociada a la transforma-
cién (4.75). La segunda es una combinacion lineal de la carga )2, asociada a la transformacion
(4.76), y de la carga (1. En forma similar a como calculdramos los conmutadores en la seccién

anterior podemos llegar a la siguiente expresion para el conmutador entre Qs y Q;

2 2
%/)fpb — %pi + %p> = —il (4.79)

El ultimo término de este Hamiltoniano se refiere al potencial quimico. Este es el término
ausente en el Hamiltoniano encontrado en la formula (4.45) de la seccién anterior. De esta
forma resulta ser Qs la siper-carga que genera el hamiltoniano completo de la teorfa (4.19).

El restante conmutador no nulo del dlgebra de las cargas Q; y Qs es el siguiente
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(@@} = -5 [@a(d0.0- 0.0+ viow - a0t)

_ \/? / dip (4.80)

El primer renglén de este desarrollo coincide con el conmutador calculado en (4.46), es de-
cir, es esencialmente el momento lineal del modelo (4.35) encontrado en la seccién anterior.
Puesto que la corriente de Noether esta determinada a menos de un término cuya deriva-
da es una derivada total, se puede redefinir la corriente de Noether asociada al momento
lineal de manera de poder abarcar también al término que aparece en el segundo renglén.

Asi finalmente obtenemos

P = / Ode = —in{Q1, Q1} (4.81)

Consideremos ahora la derivaciéon de las ecuaciones de auto-dualidad y sus soluciones. Re-
escribimos, haciendo uso de la ley de Gauss, la accién (4.72) de forma tal de llegar a la

expresion

/ w{wata) P00} — 5 ((0, + BYO — 5 [(0, & B +

F Y
12+ —1 . mB) , 4.82
(A )(pb P4+ T — )= Lps F 2m3 (4.82)
La eleccién
’ :l:’y ’ :t'y
o= =20 4.
L omk’ 2 mk’ (4.83)

implica, en el caso de una configuracion estatica, el Hamiltoniano

H = /dx<2 (0. iB)¢]2+—\( iB)wai—a B) (4.84)
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Aqui el dltimo término puede ser eliminado puesto que el B se anula en los extremos de
integracién. El Hamiltoniano alcanza entonces su minimo cuando los campos satisfacen las

ecuaciones de auto-dualidad

Notemos aqui que si bien la forma de la ecuaciones de auto-dualidad es la misma que las
escritas en (4.53) y (4.54), para el caso de la reduccién dimensional de la teorfa supersimétrica
de Jackiw-P1i, las ecuaciones son distintas puesto que B es distinto en cada caso. Asi, pues,
las ecuaciones (4.85) y (4.86) resultan originales y fueron expuestas en la referencia [104]. Al
igual que en las teorias anteriormente estudiadas, podemos chequear aqui, que tomando el
signo + en la formula (4.83) los valores de las constantes A; y Ag coinceden con los expuestos
en (4.71) para los cuales la teoria se extiende supersimetricamente. De esta forma la teoria
se vuelve supersimétrica en el punto de auto-dualidad.

En cuanto a las soluciones de las ecuaciones de auto dualidad, dediquémosnos, por
simplicidad, a estudiar el caso bosénico solamente. En tal caso las ecuaciones (4.85) y (4.86)

se reducen a una unica ecuacién

0.0(x) + 31 / dze( — 2)(pn(2) — D) = 0 (4.87)

Aqui hemos introducido ( = 4+ y ademds usado la expresién de B expuesta en (4.69).

Asumiendo la solucién de la forma ¢ = ,/p, llegamos a la expresién

%@x(log pu(x)) + g—z /dze(x —2)(pp(2) —1)=0 (4.88)

y diferenciando respecto de x esta ultima formula arribamos a una ecuacion de tipo Liouville

uno-dimensional
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L20g () + 5 (py(a) — 1) = 0 (4.59)

Finalmente renombrando p, como p y desarrollando la derivada de la ecuaciéon anterior

obtenemos

—(0up)® + (2p)p +0p*(p—1) =0 (4.90)

en donde v = % Las solucién a esta ecuacion fue propuesta en el trabajo original [104] y

tiene la forma

p=1+ Z apsech” (bx) (4.91)

n=1
Aclaremos, en este punto, que los a,, son coeficientes reales de la serie y que b es una constante
real. Resta entonces determinar los valores de estas constantes. Para ello se introduce la
expresion de la solucion (4.91) en la ecuacién (4.90). Después de algo de élgebra el resultado

que se obtiene es el siguiente

[e.e]
Z [ — Qpammnb? + nla,anb® + 2vanam] sech"*™ (bx) +

n,m=1
[e'S)

E [anamnmbz — na,a,,b® — nanambﬂ sech™ ™2 (bx) —

n,m=1
Z(n2 + n)a,b*sech®™ (bx) + Z [nQaan + Uan} sech” (bx) +
n=1 n=1
v Z anamasech™™ i (bx) = 0, (4.92)
n,i,m=1
donde para obtener esta experesién hemos usado la relacién tanh?(bz) = 1 — sech?(bx).

Asi tenemos una expansion en serie de potencias de sech(bx) la cual debe ser igual a cero.

Esto significa que los coeficientes de cada potencia deben ser cero separadamente. Entonces
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tenemos infinitas ecuaciones de las que podemos ir determinando todos los coeficientes. Por

ejemplo de los coefientes de sech(bx) obtenemos

b = —v (4.93)

de los de sech?(bx) y sech®(bx) tenemos

2
as = —a? (4.94)
3
y
3ad + 2
%:ﬁ%?ﬂ (4.95)

y asi se puede continuar determinando el resto de los coeficientes. Cabe aclarar que el coefien-

te a; no queda determinado de esta forma y puede tomar un valor arbitrario.
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Capitulo 5

Solitones en la teoria
Chern-Simons-CP (1)

Los modelos C'P(N) fueron introducidos a finales de los anos 70[110]-[112] como mo-
delos simplificados donde fuera posible estudiar efectos relacionados con el acoplamiento
fuerte similar al que aparece en teorias mas complicadas como QQC'D como liberad asintoti-
ca, confinamiento, ruptura de simetria quiral, anomalias, solitones y expansién a grandes
N[113]-[116]. Los modelos CP(N), (al igual que QCD) presentan invarianza de escala. Al
nivel de soluciones tipo solitones esta invarianza se manifiesta en la ausencia de un tamano
caracteristico para los mismos, o equivalentemente, existen solitones de tamano arbitrario.
Esta caracteristica fue notada por primera vez para el modelo CP(1) o equivalentemente el
O(3) en un trabajo de Belavin y Polyakov[117].

A diferencia de lo que sucede en las teorias no relativistas discutidas anteriormente,
el término de Chern Simons introduce en teorias relativistas un parametro con dimensio-
nes. Dzyaloshinsky, Polyakov y Wiegmann|[118] sugirieron que este parametro podria jugar
algun rol fijando una escala caracteristica para los solitones en una teoria CP(1) en 2 + 1
dimensiones. Dicha proposiciéon fue considerada en el marco de la teoria de perturbaciones
en [119], donde se mostré que al nivel mas bajo de pertubacién, las soluciones tienen tamano
infinito. Poco tiempo después el problema fue analizado de manera no pertubativa mediante
un analisis numérico de las ecuaciones de movimiento en [120], donde se concluyé que efec-

tivamente la introduccion de un término de Chern Simons estabilizaba las soluciones en un
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tamano caracteristico.
Mostraremos en este capitulo que las conclusiones de este tltimo trabajo no fueron
correctas. Asi, en esta seccién estudiaremos las soluciones soliténicas, a nivel clasico, que

presenta la teorfa Chern-Simons-CP(1) [121].

5.1. Propiedades de los modelos CP(N)

El modelo CP(N) consiste de N + 1 campos escalares complejos n,(z) con a =
1, , N + 1. Denotaremos colectivamente a los campos como n(z) = {n,(z)} y trabajare-
mos en un espacio de dos dimensiones x = {z1, 25 }. Los campos C'P(N) tienen modulo uno,

es decir estan sujetos al siguiente vinculo

N+1

n'(z) n(r) = Z ni (2)ng(z) =1 (5.1)

a=1

La teoria esta gobernada por la siguiente densidad Lagrangeana

L(z)=09,n"-9,n+ (n'-J,n)(n"-9,n) (5.2)

con u=1,2.

Consideremos ahora la siguiente transformacion en los campos

na(x) = ng(x)exp(ia(z)) (5.3)

donde a(x) es una fase que no depende del indice a. Asi, los N+1 campos estdn multiplicados

por la misma fase y obtenemos

d,n — (9,n + id,a n)e’™
n'-9mn—n'-9,n+id,a (5.4)
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lo que conlleva la invarianza de gauge del Lagrangeano bajo la transformacion U(1). La
invarianza de gauge se vuelve mas evidente introduciendo un campo auxiliar A,(z) y rees-

cribiendo, entonces, el lagrangeano como

L(xr) =0,n" 9,n+ Ai —2A,(in" - 9,n) (5.5)

De la ecuacién de movimiento para A, se desprende la relacién

A, =i(n'-9,n) (5.6)

Entonces el campo A,, queda enteramente determinado en términos de los campos n. Cuando
(5.6) es insertada en el Lagrangeano (5.5) se obtiene el Lagrangeano (5.2), resultando de esta
forma ambos Langrangeanos equivalentes. Notemos aqui que n' - d,n es imaginario puro de
manera tal que la expresién de A, resulta real. Este hecho se pone de manifiesto derivando

el vinculo (5.1)

n'-9n+9n" n=2Re(n' 9n)=0 (5.7)

El Lagrangeano (5.5) puede ser escrito en una forma mds compacta

L(z) = (D,n)' - (D,n) (5.8)

siendo D,n = (9, + 1A, )n. Bajo la transformacién (5.3) tenemos

D,n — (D,n)e™ (5.9)

Asi la invarianza de gauge del Lagrangeano escrito en la forma (5.8) resulta ahora transpa-

rente y similar a la de la electrodinamica escalar.

81



Las ecuaciones de campo se obtienen extremizando la accion

5= / 2(D,m)’ - (D,n) (5.10)

con respecto de n(z) sujeto al vinculo (5.1). Este vinculo es introducido en el proceso varia-

cional como un multiplicador de Lagrange. Esto quiere decir que debemos extremizar

S+ /dzx)\(x)(nT ‘n—1) (5.11)

De esta forma la ecuaciéon de campo resultante es

D,D,n + An = 0. (5.12)

El multiplicador de Lagrange es eliminado usando

A=Xn'-n=-n"-D,D,n (5.13)

para producir

D,D,n— (n'-D,D,n)n = 0. (5.14)

Los solitones que estamos buscando son soluciones de accion finita para esta ecuacion. Vea-
mos entonces cuales son las posibles configuraciones de campo para una accion finita. La

condicién para que la accién (5.10) sea finita requiere que cuando r = |x| — oo, se cumpla

Dn=9,n+iA,n=0. (5.15)
Tomando cada componente n, = |ny|e!® separadamente, obtenemos
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Dl _ Oulnal

iA, =

+ 0,0 (5.16)

Ng o

De acuerdo con la formula (5.6), A,, debe ser real e independiente del indice a, lo que implica
(i) Oulna|l =0y (ii) ¢, independiente del indice a. De esta manera el campo n en infinito se

comporta como

n(z) — n’%*® (5.17)

donde n’ es un vector complejo y contante en sus componentes y satisface la condicién
(n®)"-n = 1. La fase ¢ depende de la coordenada angular espacial 8, produciéndose asi un
mapa que podemos representar como Sy LR S{mt), donde Sg ) o5 el circulo espacial
de radio infinito descripto por la coordenada 6 y Sfmt) es el circulo interno descripto por
¢. Como ya explicamos en el primer capitulo de esta tesis, estos tipos de mapas estan
caracterizados por un numero topoldgico o winding number que denotaremos aqui como

Qcp(ny- La expresion del winding number viene dada por

1 [ d
QCP(N):%/O de—? (5.18)

Esta expresion puede ponerse en términos de A, teniendo en cuenta que

i 1do
Ay = -n'. =——— 1
0 rn 89n - do (5 9)
por lo tanto
Q ——i/%erA = —i/dl A= L d*ve;;0;A; (5.20)
CP(N) = Ton 0 o7 Ton o €%t )

con (i,j = 1,2). Usando la relacién (5.6) se obtiene la siguiente igualdad
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EijaiAj = ieijai(nmjn) = ieij(Din)T . (Djl’l) (521)

con lo cual la carga topoldgica Qcp(ny se reescribe

7
Qcp(ny = 5 /d2x€ij(Din)T - (Djm) (5.22)

Veamos ahora, que a partir de esta expresion, resulta facil mostrar que Qcp(n) es una cota
topoldgica de la accién (5.10) y que dicha cota es saturada cuando se satisfacen relaciones

de auto-dualidad. Para esto consideremos la desigualdad

/d2fl](Di1’l + ieiijn)T : (Dzl’l + ieiijn) Z 0. (523)

Esta al ser desarrollada se convierte en

2 / de((Din)T - (D) + ie;; (D) - (Djn)) > 0. (5.24)

La primera de las integrales que compone esta férmula es la accién (5.10) para el caso de

campos estdticos, la segunda es proporcional a la carga Q)cp(n). Entonces resulta

Donde hemos considerado que el signo + se toma cuando Qcp(yy es positiva y el — cuando
es negativa. La accién alcanza su minimo cuando se cumple la igualdad en la formula (5.23),

es decir cuando se satisface la condicion

que es la ecuacién de auto dualidad para la teoria CP(N).
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5.2. Soluciones solitonicas en un modelo Chern-Simons-
CP(1) sin potencial

Analizaremos aqui, desde un punto de vista clasico y no perturvativo, un modelo
propuesto en las referencias [119, 120]. Tal modelo consiste en campos C'P(1) interactuando
con campos U(1) de gauge en donde la dindmica de estos ultimos esta dictada por un
término de Chern-Simons. Veremos que este modelo no soporta soluciones soliténicas en
R? contrariamente a lo que habia sido senialado en [120]. El modelo esta gobernado por la

siguiente accion

S = Scs—l—/d?’av]D,m]2 (5.27)
D

Siendo aqui n(z) el campo C'P(1) compuesto de dos componentes. La signatura correspon-
diente es ahora Minkoskiana, es decir (1, —1,—1) y la derivada covariante esta definida como
D, =0,+1iA, (n=0,1,2). El subindice D denota que la regién de integracién es un disco
de radio R. De esta forma, R se introduce como un nuevo parametro en la teoria, capaz
de regular el area de integracién. Cabe aclarar que la idea de introducir un parametro que
regule la regién de integracién es propia del articulo original de esta tesis [121] y no esta

presente en los trabajos [119, 120]. El término de Chern-Simons representado por Sgs es

S = K/ dPreP A0, A, = 2/1/ d*x (AgFia + Ay00 A1) (5.28)
D D
donde
F,., =0,A, —0,A, (5.29)

Es importante mencionar, llegado este punto, que la accién (5.27) no posee un término de
potencial. La razon de esto se debe, como se mencion6 en la introduccién de este capitulo,
a que los trabajos [119, 120] fueron inspirados en el argumento de Dzyaloshinsky, Polyakov
y Wiegmann por el cual la invarianza de escala que presenta la teoria C'P(1) se rompe

introduciendo un término de Chern-Simons en su accién.
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Las ecuaciones de campo correspondientes a esta accion son
D, D¥'n = (n'D,D'n)n (5.30)

K€, F"" = —J, = i[n'D,n — n(D,n)"] (5.31)

La componente temporal de esta ultima ecuacion

2KJF12 = _JO (532)

es la ley de Gauss en la dindmica de Chern-Simons. Integrando esta ecuacién sobre el disco

D obtenemos la relacién

1
P=—3-Q (5.33)

que relaciona, como ya habiamos visto para el modelo de Chern-Simons-Higgs, el flujo

magnético con la carga eléctrica. El tensor de densidad energia-momento de la teoria es

T, = (Dun'- D'n+ D"n' - Dyn) — gy Dan' - D*n (5.34)

con (A =0,1,2). Entonces la componente puramente temporal del tensor se escribe

T = Don' - D°n + Din' - D'n, (5.35)

lo que nos conduce, en el caso estatico, a que la energia sea

E:/ d2x<m2B2+ |Din]2>, i=1,2. (5.36)
D
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Veamos ahora que la energia esta acotada inferiormente por la carga topolégica Qcp(1). En
el andlisis de esta cuestién, no resulta dificil obtener expresiones para A; y As a partir de la

ecuacién (5.31) para luego insertarlas en la expresiéon del campo magnético. Asi encontramos

B = EijgiAj = ieij@-(nT@jn) — n[@lFm + aQFQQ] . (537)

Recordando las ecuaciones (5.21) y (5.22) se advierte que el primer término de esta ecuacién
es la corriente topoldgica del modelo C'P(1), mientras que los restantes términos conforman la
divergencia del campo eléctrico. Reacomodando, entonces, podemos reescribir esta ecuacién

de la forma siguiente

1 2
= = Jy+ = Jerm (5.38)

VE= 2K2 K

En donde hemos usado la ley de Gauss B = g—;JO, siendo Jy la corriente eléctrica y JEP()
la corriente topologica. Esto nos muestra que la divergencia del campo eléctrico depende
tanto de la corriente eléctrica como de la corriente topoldgica del C'P(1). Para encontrar una

expresion del flujo magnético integramos esta tltima ecuacion, usando la relacién 2xV.E =

—(01Jy — OaJ1) = =V x J, lo que nos conduce a

1 )
P = / B %z =2n / JOPW Py 4 = / Jyda! (5.39)
D D 2

oD
en donde notamos que la relacién entre el flujo magnético y la carga toplégica C'P(1) con-
lleva un término de superficie relacionado a la corriente eléctrica. Teniendo en cuenta esta
expresién para el flujo magnético y la relacién |Din|> = |(Dy £ iDo)n|> F B + 58 J;, la

expresion de la energia (5.36) se reescribe

E = / d*x </<L2BQ + (D + z’D2)n|2) F 21Qcp() (5.40)
D
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De aqui resulta que la energia esta acotada inferiormente por un multiplo de la carga toplogica

QCP(1)7

E>2n / d*z Jopay = 27|Qcr)] (5.41)
D

donde como en los casos anteriores tomamos siempre el signo positivo correspondiendo a
Qcpqy positiva el negativo cuando Qcp(1) es negativa.

Como hemos ya escrito antes la teoria ha sido formulada en un disco de radio arbitrario
R. Mientras este radio se mantenga finito no tenemos porque imponer condiciones para los
campos en infinito, puesto que la energia se mantendra acotada independientemente de como
sean los campos en la frontera. Sin embargo, si el radio tiende a infinito las condiciones de
borde deben estar determinadas de manera que la energia se mantenga finita. Por eso, es
conveniente imponer tales condiciones de mas alld de que el radio pueda ser o no infinito.

Asi, las condiciones en R quedan fijadas del siguiente modo

lim n(z) = nde @) lim A; = 0,a (5.42)

r—R r—R

Para buscar las soluciones de las ecuaciones de campo (5.30) y (5.31) en forma niime-

rica, consideremos el siguiente ansatz[119, 120]

Cos(w)e“w)
n(p,r) = in (%) ., Ag(r)=a(r), A =0 (5.43)

2
sin(=;

Introduciendo este ansatz en la ecuacién de la energia (5.36) obtenemos

E=2n /OR rdr (ﬁ (@ + &u(r))2 + }l(aTH(r))2
N

+ (E + ZNCL(T)) COSQ(%)

72 r

@) (5.44)
Las condiciones de borde en el origen que implican la regularidad de los campos alli, son
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limé(r)=m, lima(r)=0 (5.45)

r—0 r—0

Las condiciones en el borde sobre el disco son las que aparecen la formula (5.42), que en

términos del ansatz se leen

) , N
}%9(7“) =0, }grll%a(r) =—% (5.46)

Con el objeto de eliminar la constante x de la energia (5.44), introducimos las siguientes

variables adimensionales

A=rka, s== (5.47)
K
Asi, la energia se reescribe
s 2
A 1
E(S) = 2#/ sds( (— + 83A> + ~(0,0)*

0 S 4

N2 2NA 5,0 9
+ (? + T) cos (5) + A ) (5.48)

Las ecuaciones de movimiento, que resultan de extremizar esta expresion de la energia, son

d;A A 0 N
2 s A a2
0sA+ . = A = cos (2) . (5.49)
505(50,0) + N?sin(f) = —2NsAsin(6) (5.50)
Las condiciones de borde, en términos de la nueva variable s se escriben
Imf=n, lmA=0 (5.51)

s—0 s—0
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limf =0, lim A = —g (5.52)

s—S s—S

Las ecuaciones (5.49) y (5.50) fueron resueltas en forma numérica en la referencia [120].
All{ se utilizo, para su resolucién, un método conocido como “shooting”[122]. Este consiste
esencialmente en imponer una condicién de prueba en uno de los bordes, para reproducir,
luego de integrar numéricamente (por el método de Euler o Runge-Kutta), el valor esperado
el en otro borde. La utilidad de este método, es sin embargo limitada en problemas con
soluciones exponencialmente divergentes como este. Esto se debe a que un pequenio error en
la condicién inicial exponencia un comportamiento erréoneo en el otro borde. De esta forma
existe un radio maximo R, mas alla del cual resulta dificil obtener una solucién utilizando
este método. Més especificamente en la referencia [120] se procede del siguiente modo: Se

elije primero una funcién de prueba

00 (s) = 2arctan(1) (5.53)

S

y se la reemplaza en la ecuacién (5.49). Entonces se integra para obtener una funcién A (s),
con esta solucién se va a la ecuacién (5.50) y se vuelve a integrar para obtener 0™ (s). Asi,
se puede seguir con este método iterativo obteniéndose los A®(s), 8% (s) correspondientes
para cada paso. En particular en este paper los autores lograron obtener una solucién para
N =1y S =230.

Existe, sin embargo, otro método numérico conocido como método de relajacion[122],
el cual resulta méas adecuado para el andlisis de este problema. Este método consiste en
alcanzar una convergencia global partiendo de un “guess” inicial para la solucién definida
en todo el intervalo. Aqui el intervalo puede ser de tamano arbitrario. En otras palabras el
método de relajacion puede ser usado para analizar el comportamiento de la soluciéon como
funcion del radio S del disco. Este fue el procedimiento abordado en el trabajo original
[121]. Allf se resolvié las ecuaciones (5.49) y (5.50) sujetas a las condiciones de borde (5.51)

y (5.52). Primero se las resolvié usando el métedo de relajacién y luego se constrasté sus

90



-0.05

A(9)

-0.1

015 10 20 o % 10 20 30

Figura 5.1: Las funciones de perfil A(s) (izquierda) y 6(s) (derecha) para un disco de tamao
S=30and N =1.
soluciones con las obtenidas por método “shooting”, en ambos caso para N = 1y S = 30, y se
comprobd una perfecta coincidencia entre ambas. En la Figura 5,1 se muestra las soluciones
obtenidas por ambos métodos, que coinciden con las encontradas en la referencia [120].
Usando el método de relajacién se calculdé también el campo magnético como funcién
del radio S. En la Figura 5,2 se muestra el comportamiento del modulo del campo magnético
para diversos tamanos del disco. Lo que se observa es que con el incremento del tamano del
disco la solucién se aproxima cada vez mas a la solucion trivial. Este hecho fue inadvertido
en la referencia [120] en donde, como ya hemos sefialado, se utilizé el método shooting,
lo que solo les permitié obtener soluciones para N = 1 y S = 30. Esto los condujo a
proclamar la existencia de soluciones soliténicas estables en R?. Veamos en forma analitica
que efectivamente la solucion tiende a la trivial cuando S se vuelve arbitrariamente grande.

Comencemos por considerar la siguiente configuracion definida en el intervalo AS

AAs(S) = A

Ors(s) = es(i) (5.54)

Aqui suponemos que Ag(s) y 0s(s) son las soluciones de las ecuaciones de movimiento (5.49)

y (5.50) en el disco de radio S y satisfacen las condiciones de borde (5.51) y (5.52). El

91



0.08

0.06

[o(s)

0.02

20 30

Figura 5.2: (Color online)‘ El perfil del campo magnético como funcién coordenada radial s
para difentes discos, de arriba hacia bajo, S = 30, 60, 120, 240, 480, 960

pardametro A es real y esta sujeto a la condicién A > 1. De acuerdo con (5.51) y (5.52) esta

configuracion debe satisfacer las siguientes condiciones de borde

lim Ors(s) =, ﬁ%fiw(s) =0 (5.55)
.z L As(S) N
lim Oys(s) =0, lim Ays(s) = N~ 8 (5.56)

Podemos ahora evaluar el funcional energia (5.48) para la configuracién (5.54) en el intervalo

AS

Bxs) = 2r [ " sas (Af“) i (%AAS(S)) + 1007

+ (% + %AS(S) COSQ(g) + flis(S)) (5.57)

N——
R

Denotemos las soluciones de las ecuaciones de campo (5.49) y (5.50) correspondientes a el

intervalo \S como A,s(s) y Ors(s). Estas soluciones deben satisfacer las condiciones
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£1_I>I(l)(9)\5 =7, !;I_I)I(I)A)\S =0 (558)

N

slig\ls QAS - 07 sl—lg\ls AAS - _E

(5.59)

en donde resulta claro que estas condiciones de borde son las generalizacién de (5.51) y (5.52)
para un intervalo AS. De esta forma Ays(s) y Oxs(s) satisfacen las mismas condiciones de

borde en el intervalo AS que la configuracién (5.54). Esto implica la siguiente relacién

E(\S) < E(\S) (5.60)

siendo aqui E(\S) la energia correspondiente a las soluciones A s(s) y 0xs(s) en el intervalo

AS. Bajo la transformacién s = z\ el funcional (5.57) se reescribe

BE(\S) = 27 /O ’ mdw(% (Asf) + 833A5(x))2 + i(@ﬁ)?

+ (E + %S(x)) 6082(2) + A%(@) (5.61)

T2

Esta ultima expresién difiere de E(S) solo en el factor %, por lo tanto

E(\S) < E(S) (5.62)

Comparando esta desigualdad con la obtenida en (5.60) llegamos a la relacion

E(A\S) < B(S) (5.63)

Lo que demuestra que la energia decrece con el aumento del radio del disco. Mas atn, puesto
que la energia es definida positiva podemos concluir que la energia tiende a cero (y por lo

tanto la solucién tiende ser trivial) cuando S tiende a infinito. En la Figura 3 se muestra
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Figura 5.3: La energia de la soluciéon como funcién del tamano del disco S, for N =1

el comportamiento de la energia como funcién del tamano del disco. Por ultimo vale pena
mencionar que la introduccion de un término de potencial en la teoria da lugar a soluciones
soliténicas estables[123, 124, 125, 126, 127, 128], [129]. En particular, al realizar este trabajo,
chequeamos los resultados numéricos de la referencia [129] utilizando el método de relajacion

y comprobamos la estabilidad de las soluciones.
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Capitulo 6

Concluciones

En esta tesis hemos analizado diversos aspectos relacionados con la presencia del
término de Chern-Simons en teorias de gauge. En primer lugar en el capitulo 3 hemos tratado
de responder a la pregunta sobre la posibilidad de construir una extensién supersimétrica
del modelo de materia no relativista con Chern-Simons (modelo de Jackiw-Pi) en espacio
no-conmutativo. Las teorfas de campos en espacios no-conmutativos surgieron hacia fines de
los anos 1990 como teorias efectivas de bajas energias de las teorias de cuerdas y también se
especuld sobre su aplicacién en modelos efectivos de materia condensada. La existencia de la
supersimétria no-relativista en este modelo en espacio conmutativo, habia sido ya discutida
por Leblanc, Lozano y Min en la referencia [25]. La supervivencia de esta supersimetria
en espacio no-conmutativo, no resulta a priori evidente ya que la introduccién de la no-
conmutatividad rompe en forma manifiesta varias simetrias de la teoria (por ejemplo la
invarianza de escala). En la referencia [87] discutida en el capitulo 3 hemos sido capaces de
demostrar que es posible construir una extensién supersimétrica y hemos discutido también
la relacion de la existencia de esta supersimetria con ecuaciones de auto-dualidad.

En el capitulo 4 nuestro estudio se focaliz6 en teorias en (1+1)-dimensiones. En este
caso nuestro interés se originé a partir del trabajo [89], que proclamaba la existencia de un
modelo supersimétrico y no relativista, de potencial interés en el estudio de atomos frios.
Sin embargo el andlisis de los resultados presentados en el paper [89] inmediatamente mues-

tran la existencia de un serio problema, ya que el algebra discutida por estos autores carece
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de una de las propiedades mas elementales que debe cumplir un algebra supersimétrica, a
saber, que el Hamiltoniano total de la teoria, debe poder escribirse como el anticonmuta-
dor de las cargas supersimétricas. En la referencia [103] discutida en el capitulo 4, nosotros
hemos podido presentar las verdaderas transformaciones supersimétricas asociadas con es-
ta teoria. Sorprendentemente estas transformaciones supersimétricas pueden facilmente ser
relacionadas con las transformaciones supersimétricas de la teoria de materia no relativista
mas Chern-Simons discutida en [25], invocando un mecanismo de reduccién dimensional.
Como vimos en el paper [104] estas supersimetrias también pueden ser relacionadas con el
modelo de Manton[105].

Por 1ltimo en el capitulo 5 nuestro interés se concentré en el estudio de solitones en
teorfas CP(N) (relativistas) con términos de Chern-Simons. En este tipo de teorfas no ha sido
posible encontrar ecuaciones de auto-dualidad y la existencia de solitones requiere el anélisis
de las ecuaciones de Euler-Lagrange del modelo. En este contexto la presencia del término
de Chern-Simons fue invocado originalmente por dos motivos: por un lado se espera que la
presencia del término de Chern-Simons introduzca en la teoria fenémenos relacionados con la
estadistica fraccionaria y por otro se argument6 como vimos (erréneamente) que su presencia,
podia ayudar a estabilizar soluciones soliténicas que ya se sabian inestables en el C'P(N)
puro. En la referencia [121] hemos sido capaces de demostrar mediante un andlisis nimerico
sencillo pero detallado que la presencia del término de Chern-Simons no es suficiente para
garantizar la estabilidad de estas soluciones en R?. Sin embargo las soluciones estdn bien
definidas en un disco de radio finito y varias de sus propiedades fueron discutidas en [121].

Existen distintos temas relacionados con esta tesis que merecen consideracion, por
ejemplo en la referencia [130], que no hemos discutido en esta tesis, hemos analizado la
teoria C'P(1) en espacio no-conmutativo con y sin término de Chern-Simons. Se mostro
alli que cuando estas teorias son transformadas a espacio conmutativo por medio de un ma-
pa de Seiberg-Witten su solucién es trival, es decir se obtiene el mismo resultado que obtu-
viéramos en la referencia [121] para el modelo Chern-Simons-CP(1) en espacio conmutativo.

Finalmente en la referencia [131] hemos mostrado que el modelo CP(1) mas Chern-Simons,
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antes estudiado, puede admitir una solucién no trivial y singular si la teoria se define en
R%\ D(0,¢), donde D(0,¢) es un disco centrado en el origen y con un radio arbitrario e.
Varias generalizaciones de estos resultados son imaginables y esperamos reportar nuestros

resultados en el futuro.

Tesista Lic. Lucas Sourrouille Director Dr. Gustavo Lozano
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