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Resumen

En esta tesis doctoral, estudiaremos diversos aspectos de soluciones solitónicas y su-

persimetŕıa en teoŕıas donde la dinámica del campo de gauge esta dictada por un término

de Chern-Simons. Analizaremos el modelo de Jackiw-Pi en espacio no-conmutativo. Mostra-

remos que es posible elegir las constantes de acoplamiento de la teoŕıa de forma tal que el

modelo presente una extensión supersimétrica y ecuaciones de auto-dualidad. Estudiaremos

a continuación modelos suspersimétricos en (1+1)-dimensiones (discutidos originalmente en

el contexto de átomos fŕıos) y mostraremos que pueden ser obtenidos por reducción di-

mensional de la extensión supersimétrica del modelo de Jackiw-Pi. Calcularemos las cargas

supersimétricas, su álgebra y finalmente obtendremos las ecuaciones de auto-dualidad del

modelo. Por último discutiremos la existencia de solitones en modelos tipo Chern-Simons-

CP(1) y mostraremos que este modelo no soporta soluciones solitónicas enR2 contrariamente

a lo anunciado en otros trabajos.

Palabras calves: Chern-Simons, Supersimetŕıa, Soluciones Solitónicas, Gases Ultra-

fŕıos, Teoŕıas CP(N).
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Aspects of soliton solutions in Chern-Simons
theories

Abstract
In this Doctoral thesis we will study several aspects of soliton solutions and supersym-

metry in theories where the dynamics of the gauge fields is dictated by a ChernSimons term.

We analyze the Jackiw-Pi model in non-commutative space. We show that it is possible to

choose the coupling constants in such a way that the model has an extended supersymmetry

and self-dual equations. We also study supersymmetric models in (1+1)-dimensions (discus-

sed originally in the context of cold atoms) and we show that these models can be obtained

by dimensional reduction of the supersymmetric extension of the Jackiw-Pi model. In addi-

tion, we identify the supercharges, their algebra and self-dual equations of the model. Finally

we discuss the existence of soliton solutions in a type of Chern-Simons-CP(1) models, we

show that these models cannot support soliton solutions in R2, in contrast to earlier claims

in the literature.

Keywords: Chern-Simons, Supersymmetry, Soliton Solutions, Ultracold gases, CP(N)

theories.
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3. Supersimetŕıa y solitones en teoŕıas de campos en espacios no conmutati-

vos 32

3.1. Producto Moyal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.1.1. Propiedades del producto Moyal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Caṕıtulo 1

Introducción

Desde los primeros desarrollos en Teoŕıa Cuántica de Campos, la utilización de méto-

dos semiclásicos ha jugado un papel central para el análisis de diversos efectos no perturba-

tivos. En este esquema, el estudio de soluciones no triviales de las ecuaciones de movimiento

(distintas del vaćıo trivial sobre el cual se monta la teoŕıa de perturbaciones) representa el

puntapié inicial[1]-[5].

Estas soluciones suelen ser designadas como solitones e instantones, dependiendo que

sean estas correspondientes a una teoŕıa definida en espacio de Minknowski o Euclideo.

Aunque de interpretación diversa, ambos tipos de soluciones están asociadas a una estructura

no trivial del “vacio”. Las soluciones tipo solitones (de la cual nos ocuparemos en esta Tesis)

se presentan por lo general en teoŕıas con ruptura espontánea de la simetŕıa de gauge, y su

existencia y estabilidad puede ser ligadas con distintas propiedades topológicas. Reciben los

nombres de (en orden dimensionalidad creciente) de kinks o paredes de dominio, vórtices

y monopolos. T́ıpicamente, los solitones son soluciones localizadas en el espacio. En otras

palabras esto quiere decir que su densidad de enerǵıa se encuentra concentrada en una región

bien definida del espacio. Fuera de esta región los campos decaen rápidamente a su valor

de expetación de vaćıo, valor de expectación no nulo que rompe algunas de las siemtŕıas

de la teoŕıa. Es decir, los solitones pueden ser asociados con “defectos” en el mecanismo de

ruptura de la simetŕıa.

El mecanismo de ruptura de simetŕıa también es frecuente en varias Teoŕıas efectivas
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de la Materia Condensada por lo que no es de extrañar que este tipo de soluciones también

tengan relevancia en esta área, y de hecho, en algunos casos, discutidas con anterioridad.

Paredes de dominio en ferromagnetos, vórtices en superconductores y superfluidos y hasta los

recientemente discutidos monopolos en la teoŕıa del ”hielo de espin”son algunos ejemplos[6]-

[8].

Entre las soluciones solitónicas, el caso mas relevante para los temas de esta Tesis es el

de los vórtices magnéticos discutidos originalmente por Abrikosov en la Teoŕıa de Ginzburg

Landau de la superconductividad y por Nielsen y Olesen en el modelo Abeliano de Higgs.

Estas son soluciones axialmente simétricas que pueden ser asociadas con un tubo de flujo

“magnético” (en el caso de teoŕıas de part́ıculas o teoŕıas efectivas el campo no necesariamente

es el del electromagnetismo) alrededor del cual la fase del parámetro de orden (o el campo

de Higgs) cambia en un múltiplo de 2π.

Debido a la simetŕıa ciĺındrica, los vórtices también pueden ser considerados como

soluciones no triviales en teoŕıas definidas en un espacio 2 + 1 dimensional. En esta di-

mensionalidad, es posible considerar, además del término de Maxwell, para la dinámica de

los campos de gauge, un término de Chern-Simons [9, 10]. En un principio las teoŕıas de

Chern-Simons llamaron la atención por que proveen un mecanismo de generación de ma-

sa para bosones vectoriales, distinto del de Higgs , dando lugar a lo que se conoce como

masa topológica. Más tarde se mostró que también pueden jugar un papel relevante en la

descripción de procesos que están confinados al plano espacial tales como el problema de

Landau, los efectos Bhom-Aharonov y Hall, y la superconductividad a temperatura cŕıtica.

El lagrangeano de Chern-Simons en (2+1)-dimensiones y en su versión abeliana se escribe

LCS =
κ

2
ϵµνρAµ∂νAρ, (1.1)

Acoplando el término de Chern-Simons (combinado también con un término de Maxwell)

a la dinámica de los campos de materia es posible construir una variedad de teoŕıas que

presentan interesantes soluciones tipo vórtice. A diferencia de los vórtices de Nielsen Olesen,

estos tienen también carga eléctrica y pueden poseer estad́ıstica fraccionaria.
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Un punto importante en el estudio de soluciones no triviales esta dado por la existencia

de ecuaciones de autodualidad. Estas son ecuaciones que existen en algunas teoŕıas y para

valores particulares de parámetros, cuyas soluciones también son soluciones de las ecuaciones

de movimiento de Euler Lagrange. Mas aún, varias propiedades de las soluciones (como por

ejemplo su enerǵıa) pueden ser inferidas sin la necesidad de resolver las ecuaciones y las

propiedades de estabilidad pueden ser derivadas de propiedades topológicas. Otro aspecto

interesante relacionado con las ecuaciones de autodualidad es que por lo general, el valor de

los parámetros para los cuales la teoŕıa presenta estas ecuaciones coincide con la condición

sobre los parámetros impuestas por la existencia de una extensión supersimétrica.

En esta tesis nos ocuparemos de distintos aspectos relacionados con la existencia y

propiedades de soluciones clásicas no triviales en teoŕıas 2 + 1 dimensionales.

Se presentarán trabajos originales, que describen teoŕıas de Chern-Simons acopladas

a campos de Higgs no relativistas y campos CP (1), tanto en espacio ordinario como no-

conmutativo.

Comenzaremos, en el caṕıtulo 2, por hacer una introdución a las teoŕıas de Higgs y

Chern-Simons-Higgs, estudiando las soluciones tipo vórtice que alĺı se presentan y su relación

con la extención supersimétrica de estos modelos. Más especificamente, en la primer sección

estudiaremos el modelo de Higgs y mostraremos que imponiendo condiciones de borde para

enerǵıa finita se obtiene, como solución a las ecuaciones de campo, vórtices topológicos, los

cuales además son auto-duales. Luego veremos que las teoŕıas de Chern-Simons-Higgs, tanto

relativista como no relativista (modelo de Jackiw-Pi), son también auto-duales y soportan

vórtices topológicos. En la parte final analizaremos como esta teoŕıas de Chern-Simons se

extienden supersimétricamente en el punto de auto-dualidad.

El caṕıtulo 3 esta dedicado a las teoŕıas de campos en espacios no-conmutativos. En

el comienzo se estudian aspectos generales del producto Moyal y la formulación de teoŕıas

de gauge en espacio no-conmutativo. Se analizarán también resultados ya conocidos como la

generalización a espacio no-conmutativo del modelo abeliano de Higgs y de Jackiw-Pi. En la

última parte se presenta el primer trabajo original de los que se constituye esta tesis. Aqúı,
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exploraremos la posibilidad de extender al caso no-conmutativo el modelo supersimétrico de

Jackiw-Pi. Se encontrarán las supersimetŕıas y se comprobará que la teoŕıa supersimétrica

es auto-dual. Por último construiremos las cargas supersimétricas y su álgebra.

El estudio de soluciones solitónicas supersimétricas en (1+1)-dimensiones, es tratado

en el caṕıtulo 4. Alĺı se verá que la redución de una dimensión espacial en el modelo de

Jackiw-Pi conduce a una teoŕıa que es auto-dual en el caso estático y en el dinámico que-

da gobernada por una ecuación no lineal de Schrödinger. Estas ecuaciones se resolverán en

forma análitica y mostraremos que en ambos casos las soluciones son solitones. La segunda

parte de este caṕıtulo esta dedicada a dos trabajos originales. Estos tratan sobre solitones

supersimétricos en un modelo que describe gases ultra-fŕıos. El primero de ellos es un es-

tudio de la reducción en una dimensión espacial del modelo de Jackiw-Pi supersimetrizado.

Mediante este proceso se logrará identificar las supersimetŕıas correctas del modelo de gases

ultra-fŕıos. Además mostraremos que la teoŕıa obtenida a partir de la reducción dimensional

es auto-dual. El segundo de los trabajos comienza por analizar la extensión supersimétri-

ca de un modelo de Maxwell-Chern-Simons no-relativista, para luego estudiar su reducción

en una dimensión espacial. Luego, usando las cargas calculadas en el primero de los traba-

jos, se mostrará como obtener el álgebra completa de la teoŕıa. Para finalizar, mostraremos

la existencia de ecuaciones solitonicas originales y construiremos su solución para el caso

bosónico.

El caṕıtulo que cierra la parte de investigación de la tesis es dedicado al estudio de

solitones en la teoŕıa Chern-Simons-CP(1). Una introducción al modelo CP(N) es presentada

en el comienzo del caṕıtulo 5. La parte final esta abocada al estudio de un modelo de Chern-

Simons-CP(1) sin término de potencial y es parte original de la investigación realizada.

Contrariamente a lo créıdo, mostraremos en forma anaĺıtica y también numérica que este

modelo no soporta soluciones solitónicas en R2.

La tesis finaliza, en el capitulo 6, con una breve discusión de los resultados obtenidos

en los caṕıtulos anteriores.

Resultados parciales contenidos en esta tesis han sido publicados en:
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Caṕıtulo 2

Soluciones tipo vórtice en teoŕıas de
Chern-Simons-Higgs

2.1. Introducción

Los vórtices son soluciones axialmente simétricas localizadas de acción finita (por uni-

dad de longitud) de las ecuaciones clásicas de movimiento de una teoŕıa de campos. Estas

soluciones toman la forma de cuerdas o ĺıneas de flujo magnético localizadas. Este tipo de

soluciones juegan un rol central en el análisis de aspectos no perturbativos en teoŕıas de gau-

ge. Fueron por primera vez considerados en el área de materia condensada por Abrikosov[11]

y más tarde redescubiertos en el contexto de la f́ısica de altas enerǵıas por Nielsen y Olesen

[12]. En su trabajo, Nielsen y Olesen lograron mostrar que una teoŕıa abeliana de Higgs

admite soluciones tipo vórtice en analoǵıa con las encontradas en los superconductores tipo

II. La existencia de estos vórtices fue originalmente discutida en relación a las cuerdas dua-

les de Nambu[13] pero cobraron relevancia años más tarde en un contexto cosmológico. Los

vórtices son soluciones ”topológicamente”no triviales pues su existencia y estabilidad esta

relacionada como discutiremos más adelante con propiedades topológicas del vaćıo. Exis-

ten diversos tipos de soluciones topológicas no triviales, quizá una de la más interesantes

de estas es la descubierta por ’t Hooft[14] y Polyakov[15], quienes en forma independiente

mostraron la existencia de monopolos magnéticos en una teoŕıa no-abeliana de Higgs en

(3 + 1)-dimensiones. La existencia y propiedades de vórtices, monopolos (y paredes de do-
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minio) han sido ampliamente discutida en diversos aspectos no perturbativos. También en

los años 70 y 80 su estudio fue muy intenso en el contexto de modelos Gran Unificados. En

un contexto cosmológico, estos modelos presentan diversas transiciones de fase, entre una

era de alta temperatura (con un vaćıo simétrico) y una era actual de baja temperatura (con

simetŕıa rota). En las sucesivas transiciones de fase, la aparición de defectos como paredes,

vórtices y monopolos es posible[16].

En el contexto de las teoŕıas de Chern-Simons, soluciones tipo vórtices fueron discuti-

das a mediados de la década de los 80 en trabajos realizados por De Vega y Schaposnik[17, 18]

y por Paul y Khare[19]. Este tipo de soluciones cobraron particular relevancia hacia fines

de los 80 principalmente en el contexto de teoŕıas efectivas en Materia Condensada pues el

término de Chern-Simons aparece en forma natural en la descripción del efecto Hall fraccio-

nario y se especuló que podŕıa cumplir un rol en la superconductividad de alta temperatura

cŕıtica.

Hacia comienzos de los años 90 la existencia de ecuaciones de auto-dualidad en teoŕıas

de Chern Simons fue discutida por primera vez en trabajos de Jackiw y Weinberg[20] y de

Hong, Kim y Pac[21], quienes mostraron la existencia de dichas soluciones en el modelo

abeliano de Chern-Simons-Higgs. Poco tiempo después Jackiw y Pi propusieron una teoŕıa

de Chern-Simons no relativista[22] y mostraron la existencia de vórtices auto-duales en la

misma. Por último vale la pena destacar, como una carecteŕıstica notable, la posibilidad de

extender supersimetricamente las teoŕıas que presentan soluciones auto-duales. Este hecho

fue notado por primera vez por Witten y Olive[23] y más tarde extendido para los vortices de

Chern-Simons-Higgs en las referencias [24, 25]. Aśı, pues, en este caṕıtulo nos proponemos

resumir las caracteŕısticas fundamentales de los vórtices tanto en los modelos de Higgs como

de Chern-Simons-Higgs. Para el caso de las teoŕıas de Chern-Simons presentaremos también

su extensión supersimétrica y su conexión con la teoŕıa auto-dual.
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2.2. El modelo de Higgs abeliano y los vórtices de

Abrikosov-Nielsen-Olesen

El modelo abeliano de Higgs describe campos escalares cargados interactuando con

campos de gauge U(1). En (2+1) dimensiones este modelo esta caracterizado por la siguiente

acción

SAH =

∫

d3x
(

− 1
4
FµνF

µν + |Dµϕ|2 − λ
4
(|ϕ|2 − υ2)2

)

(2.1)

Aqúı Dµ = ∂µ + ieAµ (µ = 0, 1, 2) es la derivada covariante y el tensor Fµν es el tensor

electromagnético dado por

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (2.2)

La constante υ es positiva, λ es una constante de acoplamiento y la signatura es (1,−1,−1).

Las ecuaciones de movimiento son

DµD
µϕ =

λ

2
ϕ(|ϕ|2 − υ2)

∂µFµν = jν (2.3)

donde

jν = ie[ϕ∂νϕ
∗ − ϕ∗∂νϕ] + 2e2|ϕ|2Aν (2.4)

Eligiendo el gauge A0 = 0, la enerǵıa para una configuaración estática de los campos es

EAH =

∫

d2x
(

1
2
B + |Diϕ|2 + λ

4
(|ϕ|2 − υ2)2

)

(2.5)
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donde B = F12 y i = (1, 2). Para que la enerǵıa del sistema sea finita, su densidad debe tender

a cero asintóticamente en infinito. Es decir se deben satisfacer las siguientes condiciones de

contorno

ĺım
r→∞

B = 0

ĺım
r→∞

Diϕ = 0

ĺım
r→∞

|ϕ|2 = υ2 (2.6)

Estas condiciones determinan el comportamiento asintótico de los campos, de manera tal

que estos deben satisfacer

ĺım
r→∞

ϕ = υeiα(θ)

ĺım
r→∞

Ai =
i

e
∂i(log ϕ) (2.7)

Aqúı α(θ) es una fase que no queda fijada por las condiciones de borde en infinito. Este hecho

permite establecer un mapa entre los puntos del ćırculo espacial infinito, que denotamos como

S1
∞, y los puntos del ćırculo que define el factor de fase mencionado. Aśı las configuraciones

de campo para enerǵıa finita tienen asociado un mapa S1
∞ → S1. Para que el campo ϕ sea

continuo, α debe variar en 2πN cuando θ varia en 2π, donde N es un número entero conocido

como winding number o vorticidad del campo. Puesto que solo puede tomar valores enteros,

el winding number no cambia ante deformaciones continuas en los campos. De esta forma

el winding number resulta ser una cantidad conservada que no proviene de una simetŕıa

de la acción, sino de consideraciones puramente topológicas. Estas consideraciones implican

además otra consecuencia importante, la cuantización del flujo magnético

Φ =
∫

d2xB =
∮

|x|=∞ Aidx
i = − (α(2π)−α(0))

e
= −2πN

e
(2.8)
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En búsqueda de una solución a las ecuaciones de movimiento señaladas en la formula (2.3),

Nielsen y Olesen propusieron el siguiente ansatz con simetŕıa ciĺındrica

ϕ(θ, r) = f(r)eiNθ , Aθ(r) = a(r) , Ar = 0 (2.9)

Sustituyendo este ansatz en las condiciones de borde (2.7), obtenemos

ĺım
r→∞

f(r) = υ

ĺım
r→∞

a(r) = −N
re

, (2.10)

mientras que las ecuaciones de movimiento escritas en términos de este ansatz son

−1

r

d

dr

(

r
d

dr
f(r)

)

+
[

(
N

r
+ ea(r))2 + λ(f 2(r)− υ2)

]

f(r) = 0

− d

dr

(1

r

d

dr
(ra(r))

)

+
(

e2a(r) +
Ne

r

)

f 2(r) = 0 (2.11)

La solución a estas ecuaciones no se conoce en forma anaĺıtica. Sin embargo resulta relativa-

mente sencillo obtener una aproximación cuando r es arbitrariamente grande. En este caso

las soluciones debeŕıan aproximar a las condiciones de borde (2.10) en forma exponencial.

Sustituyendo υ por f(r) en la segunda de las ecuaciones de movimiento (2.11) obtenemos

que

ĺım
r→∞

a(r) = −N
re

+ c
exp(−e

√
2υr)√

r
, (2.12)

donde c es una constante. Insertando esta última expresión en la primera de las ecuaciones

(2.11) obtenemos la forma asintótica para f(r)

ĺım
r→∞

f(r) = υ + ce−
√
λυr (2.13)
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(En realidad el argumento anterior es solo valido para λ/e2 < 4, ver [26]). Las magnitudes

mg = e
√
2υ y ms =

√
λυ también son las masas de los campos de gauge y de materia

asociadas a la fase de Higgs que presenta la acción (2.1). Numéricamente[27] ha sido mostrado

que dos vórtices se repelen si ms > mg y se atraen si ms < mg. Cuando las masas son iguales

ms = mg , (2.14)

la fuerza entre los vórtices desaparece y es posible encontrar configuraciones de vórtices

estables. En la teoŕıa de superconductores, este punto cŕıtico corresponde a la interfase entre

superconductividad tipo I y II[28]. Desde el punto de vista del modelo abeliano de Higgs

este punto coincide con el punto de auto-dualidad, donde

λ = 2e2 (2.15)

Cuando esta relación, entre la carga e y la constante de acoplamiento λ ocurre, el modelo

de Higgs presenta particulares caractéristicas matemáticas y f́ısicas. Entre ellas las princi-

pales son la ya mencionada posibilidad de extender el modelo supersimétricamente[23] y

la reducción de las ecuaciones de movimiento (2.3) a ecuaciones de primer orden en las

derivadas[29, 30]. En el punto cŕıtico, λ = 2e2, la enerǵıa (2.5) puede ser reescrita como la

suma de términos positivos más un término topológico proporcional al winding number. En

efecto, podemos ver que usando la identidad

|Diϕ|2 = |(D1 ± iD2)ϕ|2 ∓ eB|ϕ|2 ± ϵij∂ijj (2.16)

la formula (2.5) para la enerǵıa toma la siguiente expresión

EAH =

∫

d2x
[1

2

(

B ∓ e(|ϕ|2 − υ2)
)2

+ |(D1 ± iD2)ϕ|2 +

(
λ

4
− e2

2
)
(

|ϕ|2 − υ2
)2

∓ eυ2B ± ϵij∂ijj

]

(2.17)
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donde puede comprobarse fácilmente, usando el teorema de Stokes y la formula (2.7), que

el valor de la última integral es cero. En el punto de auto-dualidad esta última expresión se

reduce a

EAH =

∫

d2x
[1

2

(

B ∓ e(|ϕ|2 − υ2)
)2

+ |(D1 ± iD2)ϕ|2
]

∓ eυ2Φ (2.18)

de donde se deduce, entonces, que la enerǵıa esta acotada inferiormente por un múltiplo del

flujo magnético (el signo − se elije si el flujo es negativo y el + si el flujo es positivo)

EAH ≥ eυ2|Φ| (2.19)

La cota es saturada cuando los cuadrados presentes en la formula (2.18) se anulan, condu-

ciéndonos a la llamas ecuaciones de Bogomolnyi o de auto-dualidad

(D1 ± iD2)ϕ = 0

B = ±e(|ϕ|2 − υ2) (2.20)

Los configuraciones de campos que satisfacen estas ecuaciones son automáticamente un mı́ni-

mo de enerǵıa y por lo tanto solución también de las ecuaciones de movimiento (2.3). En

efecto, partiendo de la primera de las ecuaciones (2.20) tenemos

(D1 − iD2)(D1 + iD2)ϕ = 0 (2.21)

desarrollando este producto y usando la segunda ecuación de Bogogomolnyi, obtenemos la

primera de las ecuaciones (2.3)

(D1D1 +D2D2)ϕ = −i[D1, D2]ϕ = eBϕ = ±e2(|ϕ|2 − υ2)ϕ = ±λ
2
(|ϕ|2 − υ2)ϕ (2.22)

12



La segunda ecuación de movimiento se obtiene al derivar la expresión de B en las ecuaciones

(2.20)

∂1B = ±e∂1(|ϕ|2 − υ2) = ±e(ϕ∗D1ϕ+ (D1ϕ)
∗ϕ) = −ie(ϕ∗D2ϕ− (D2ϕ)

∗ϕ) (2.23)

En forma similar puede mostrarse que ∂2B = ie(ϕ∗D1ϕ− (D1ϕ)
∗ϕ), lo que finalmente cons-

tituye la segunda de las ecuaciones (2.3). También puede probarse que las configuraciones de

campo que satisfacen las ecuaciones de movimiento (2.3) son solución de las ecuaciones de

Bogomolnyi, aunque esta demostración conlleva mayor dificuldad[31]. Estudios más profun-

dos sobre las ecuaciones de Bogomolnyi y sus implicancias, principalmente en la dinámica

del moduli space, han sido llevados a cabo y pueden consultarse en las referencias [31, 32],

aunque no es el objetivo de esta tesis adentrarnos en este tipo de estudio.

2.3. Vórtices en los modelos de Chern-Simons-Higgs

2.3.1. Vórtices de Chern-Simons-Higgs relativistas

Como nos hemos referido ya en la introducción a este caṕıtulo, los primeras soluciones

solitónicas encontradas en teoŕıas de Chern-Simons fueron vórtices no auto-duales. En esas

primeras investigaciones se analizó la posibilidad de incorporar un término de Chern-Simons

a modelos conocidos, que presentaban soluciones tipo vórtices, como las teoŕıas de Higgs.

Paul y Khare[19] examinaron esta posibilidad para el modelo abeliano de Higgs, mientras

que De Vega y Schaposnik[17, 18] lo hicieron para la teoŕıa no abelina. En ambos casos el

resultado principal fue que las teoŕıas admitian como solución vórtices con carga eléctrica.

Esta es una caracteŕıstica relevante de estas soluciones que no esta presente en las teoŕıas

de Maxwell-Higgs. Como veremos esta caracteŕıstica es propia de la introducción de un

término de Cherm-Simons y prevalece aún en modelos que no tienen término de Maxwell o

Yang-Mills, como los que trataremos a lo largo de esta tesis.

Aśı, comenzemos por presentar una generalización natural del modelo de Higgs antes

estudiado, que consiste en pensar que los campos de gauge estan gobernados por un Lagran-

13



geano de Chern-Simons en lugar de uno de Maxwell. En tal caso el modelo se denomina

Chern-Simons-Higgs relativista y queda caracterizado por la siguiente acción

SRCS =

∫

d3x
(

κ
2
ϵµνρAµ∂νAρ + |Dµϕ|2 − V (|ϕ|)

)

(2.24)

Aqúı κ es una constante de acoplamiento para los campos de gauge regidos por el término de

Chern-Simons, el simbolo ϵµνρ es antisimétrico elegido de manera que ϵ012 = 1 y el término

V (|ϕ|) es el potencial escalar que será especificado luego. En lo que sigue, por comodidad,

consideraremos el acoplamiento e = 1 de forma tal que la derivada covariante este definida

como

Dµ = ∂µ + iAµ, (µ = 0, 1, 2) (2.25)

Con estas consideraciones las ecuaciones de movimiento para esta teoŕıa son las siguientes

DµD
µϕ =

∂V

∂ϕ∗

Fµν =
1

κ
ϵµνρj

ρ (2.26)

donde la expersión de jρ esta dada por la formula (2.4). La componente temporal de la

segunda ecuación

B =
1

κ
j0 (2.27)

es la ley de Gauss de este modelo. Integrando esta ecuación en el plano se obtiene una

importante consecuencia que establece que todo objeto con carga Q =
∫

d2xj0 lleva con sigo

un flujo magnético Φ =
∫

Bd2x[33].

La enerǵıa correspondiente a la acción (2.24) es
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ERCS =

∫

d2x
(

|D0ϕ|2 + |Diϕ|2 + V (|ϕ|)
)

(2.28)

Con el objetivo de encontrar una expresión para V (|ϕ|) que permita obtener ecuaciones de

auto-dualidad, Jackiw y Weinberg notaron que combinando la identidad (2.16) usada antes

con la ley de Gauss (2.27) es obtiene

|Diϕ|2 = |(D1 ± iD2)ϕ|2 ±
i

κ
|ϕ|2(ϕ∗D0ϕ− (D0ϕ)

∗ϕ)± ϵij∂ijj (2.29)

Donde el hecho importante aqúı es la introducción de la derivada covariante D0ϕ en la

expresión de |Diϕ|2. Esto les permitió conjeturar la posibilidad de reescribir la enerǵıa (2.28)

como una suma de cuadrados más un término topológico, en analoǵıa con lo que sucede para

los vórtices de Abrikosov-Nielsen-Olesen. Introduciendo entonces la experesión (2.29) en la

enerǵıa (2.28) y teniendo en cuenta además las siguente relación

|D0ϕ∓ i

κ
(|ϕ|2 − υ2)ϕ|2 = |D0ϕ|2 ±

i

κ
(|ϕ|2 − υ2)[ϕ∗D0ϕ− (D0ϕ)

∗ϕ] +

1

κ
(|ϕ|2 − υ2)2|ϕ|2 (2.30)

no resulta dif́ıcil mostrar que la enerǵıa toma la siguiente forma

ERCS =

∫

d2x
(

|D0ϕ∓ i

κ
(|ϕ|2 − υ2)ϕ|2 + |(D1 ± iD2)ϕ|2 −

1

κ
(|ϕ|2 − υ2)2|ϕ|2 + V (|ϕ|)∓ υ2B

)

(2.31)

De aqúı resulta claro que

V (|ϕ|) = 1

κ
(|ϕ|2 − υ2)2|ϕ|2 (2.32)
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es la expresión buscada para el potencial si se quiere obtener ecuaciones de auto-dualidad.

En este caso la enerǵıa esta acotada inferiormente por un múltiplo del flujo magnético, tal

como ocurre en los vortices de Abrikosov-Nielsen-Olesen

ERCS ≥ υ2|Φ| (2.33)

La cota es saturada cuando los campos satisfacen las ecuaciones de primer orden

(D1 ± iD2)ϕ = 0

D0ϕ = ± i

κ
(|ϕ|2 − υ2)ϕ (2.34)

Para el caso en que los campos se presentan en una configuración estática, estas ecuaciones

se transforman en las de Bogomolnyi o auto-dualidad

(D1 ± iD2)ϕ = 0

B = ± 2

κ2
(|ϕ|2 − υ2)|ϕ|2 (2.35)

Al igual que en el modelo de Higgs, no se conoce una solución anaĺıtica para las ecuaciones

de Bogomolnyi aqúı presentadas, sin embargo ha sido posible demostrar su existencia[34].

Una comparación a primera vista entre las ecuaciones de auto-dualidad (2.20) del modelo

de Higgs y las obtenidas en (2.35) muestra una diferencia en la segunda ecuación de los

dos sistemas, mientras la primera de las ecuaciones permanece igual. Esta diferencia se

debe a que el potencial de auto-dualidad (2.32) es de orden sexto en los campos en lugar

del de orden cuarto del modelo de Higgs. Una consecuencia de esta diferencia es que los

vórtices de Chern-Simons-Higgs no presentan flujo magnético en los ceros de ϕ, o dicho en

otra palabras tienen forma de anillos. Otra observación interesante respecto del potencial de

auto-dualidad (2.32) es que el requerimiento de enerǵıa finita establece dos posibles tipos de

comportamiento asintótico para las configuraciones de campo[35]. Uno es similar al de los

vórtices de Abrikosov-Nielsen-Olesen
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ĺım
r→∞

ϕ = υeiα(θ)

ĺım
r→∞

Ai = i∂i(log ϕ), (2.36)

denominándose topológicas a las soluciones que cumplen esta condición. El otro tipo de

solución satisface la siguiente condición de borde

ĺım
r→∞

ϕ = 0 (2.37)

y se conoce como no topológica. Como en el caso de los vórtices de Abrikosov-Nielsen-Olesen,

es conveniente, para estudiar estas soluciones, introducir un ansatz con simetŕıa ciĺındrica

ϕ(θ, r) = f(r)eiNθ , Aθ(r) = a(r) , Ar = 0 (2.38)

donde con N denotamos nuevamente el winding number. Sustituyendo este ansatz en las

condiciones de borde (2.36), obtenemos

ĺım
r→∞

f(r) = υ

ĺım
r→∞

a(r) = −N
r
, (2.39)

En similitud a lo ocurrido en el modelo de Higgs, y por los mismos argumentos alĺı expuestos,

los vórtices topológicos tienen flujo magnético cuantizado

Φ =
∫

d2xB =
∮

|x|=∞ Aidx
i = −(α(2π)− α(0)) = −2πN (2.40)

Como consecuencia de esta relación y de la ecuación (2.27) resulta que los vórtices de esta

teoŕıa poseen carga eléctrica, la cual también esta cuantizada
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Q = −2πNκ (2.41)

Como se mencionó en el primer párrafo de esta sección esta es una caracteŕıstica propia de

los vórtices presentes en las teoŕıas de Chern-Simons y marca una diferencia importante con

los vórtices neutros del modelo de Higgs. De acuerdo con la formula (2.31) la enerǵıa para

este tipo de soluciones es

ERCS = υ2|Φ| = 2πNυ2 (2.42)

donde solo consideramos N > 0.

Para el caso de los vórtices no topológicos es interesante observar que la condición

(2.37) es suficiente para garantizar que la enerǵıa (2.31) sea finita. Este hecho otorga cierta

libertad al comportamiento asintótico del campo de gauge. Las condiciones de borde para el

ansatz (2.38) pueden entonces ser establecidas de la siguiente manera

ĺım
r→∞

f(r) = 0

ĺım
r→∞

a(r) = −(N + β)

r
, (2.43)

donde β es una constante real arbitraria. Con estas condiciones el flujo magnético toma la

siguiente expresión

∫

Bdx2 = 2π

∫ ∞

0

drrB = 2π

∫ ∞

0

drr
∂r(ra)

r
= 2π ra|∞0 = −2π(N + β) (2.44)

donde hemos supuesto que ĺımr→0 ra(r) = 0. Mientras la carga eléctrica y la enerǵıa toman

la forma

Q = −2π(N + β)κ

EAH = υ2|Φ| = 2π(N + β)υ2 (2.45)
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Puesto que β puede variar continuamente resulta claro que la enerǵıa de los vórtices también

cambiará de la misma forma.

2.3.2. Vórtices de Chern-Simons-Higgs no-relativistas: El modelo
de Jackiw-Pi

Una caracteŕıstica notable del término de Chern-Simons es que es un invariante to-

pológico. Como consecuencia de ello es invariante ante transformaciones de Lorentz pero

también ante transformaciones de Galileo. Por ello, en ausencia de un término de Maxwell,

es posible construir una teoŕıa invariante no relativista. La acción propuesta por Jackiw y

Pi[22] para describir un modelo de Chern-Simons no relativista es la siguiente:

SJP =

∫

d3x
(

κ
2
ϵµνρAµ∂νAρ + iϕ∗D0ϕ− 1

2m
|Diϕ|2 + λ|ϕ|4

)

(2.46)

donde la derivada covariante y la signatura son las mismas que para los modelos anteriores.

El sub́ındice i es tal que (i = 1, 2), m es la masa del campo escalar y λ una constante de

acoplamiento. Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a este Lagrangeano son

iD0ϕ = − 1

2m
|Diϕ|2 +

g

2
|ϕ|4

B =
1

κ
ρ

Ei = −1

κ
ϵjiji (2.47)

En donde ρ = |ϕ|2 y ji = − i
2m

(

ϕ∗Diϕ− (Diϕ)∗ϕ
)

.

Como vimos en la sección anterior la segunda de estas ecuaciones es la ley de Gauss en

la dinámica de Chern-Simons. De aqúı se desprende que el flujo magnético es proporcional

a la carga eléctrica

Φ =
1

κ
Q (2.48)
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tal como ocurriera en la teoŕıa relativista.

Podemos ahora usar la ley de Gauss para encontrar la expresión de la enerǵıa corres-

pondiente a la acción (2.46) para una configuración de campo estática

EJP =

∫

d3x
(

1
2m

|Diϕ|2 − λ|ϕ|4
)

(2.49)

Usando la identidad (2.16) y nuevamente la ley de Gauss, es posible llevar la expresión (2.49)

a la siguiente forma

EJP =

∫

d3x
(

1
2m

|D±ϕ|2 + (−λ∓ 1
2mκ

)|ϕ|4
)

(2.50)

Aqúı la constante de acoplamiento λ puede ser elegida como

λ = ∓ 1

2mκ
(2.51)

de forma tal que la enerǵıa resulta positiva

EJP ≥ 0 (2.52)

La enerǵıa, entonces, alcanza su valor mı́nimo cuando se satisfacen las siguientes ecuaciones

de auto-dualidad

(D1 ± iD2)ϕ = 0

B =
1

κ
ρ (2.53)

En contraste con lo que ocurre para la teoŕıa relativista, las ecuaciones de Bogomolnyi de

este modelo presentan una solución anaĺıtica. Para verificar esto escribamos el campo ϕ de

la siguiente manera

ϕ = e−iω√ρ (2.54)
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donde ω es una fase arbitraria. Introduciendo ahora la forma de ϕ en la primera de las

ecuaciones (2.53) se deduce que las componentes espaciales del campo de gauge tienen que

satisfacer la siguiente igualdad

Ai = ∂iω ∓ 1

2
ϵij∂j log ρ (2.55)

Finalmente si se introduce esta ecuación en la segunda de las ecuaciones de Bogomolnyi se

llega a la relación

∇2 log ρ = ±2

κ
(2.56)

Esta ecuación (Liouville[36]), tiene como solución

ρ = κ∇2 log(1 + |f |2), (2.57)

donde f = f(z) es una función holomórfica de z = x+ iy. Tomando f(z) = ( z0
z
)N se obtiene

una solución con simetŕıa radial

ρ =
4κN2

r20

( r
r0
)2(N−1)

(

1 + ( r
r0
)2N
)2 (2.58)

Con esta solución el campo de gauge (2.55) toma la siguiente forma en el origen

Ai ∼ ∂iω ∓ (N − 1)ϵij
xj

r2
(2.59)

La singularidad que este presenta en el origen puede ser evitada si se elije

ω = ±(N − 1)θ (2.60)
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Aśı el campo de auto-dualidad ϕ es

ϕ =
2N

√
κ

r0

( ( r
r0
)N−1

1 + ( r
r0
)2N)2N

)

e±i(N−1)θ (2.61)

Para que ϕ sea monovaluada N debe ser un entero y para que ρ tienda a cero en infinto N

debe ser positivo.

2.4. Supersimetŕıa en los modelos de Chern-Simons-

Higgs

2.4.1. Supersimetŕıa en el modelo de Chern-Simons-Higgs relati-
vista

La existencia de una relación entre los modelos de auto-dualidad y su extensión su-

persimétrica fue puesta de manifiesto por primera vez en un trabajo de Witten y Olive[23].

En ese trabajo los autores notaron que para las teoŕıas solitónicas extendidas supersimetrica-

mente la carga central del álgebra supersimétrica esta relacionada con la cota de Bogomoniyi.

En el contexto de las teoŕıas de Chern-Simons esta idea fue desarrollada por C. Lee, K. Lee y

Weinberg[24]. Ellos probaron que el requerimento de extensión supersimmétrica fija la forma

del superpotencial, de manera tal que la parte bosónica de la teoŕıa coincide con la expuesta

en (2.24) con el potencial tomando su forma auto-dual (2.32).

Comencemos por considerar la generalización supersimétrica N = 1 del modelo (2.24).

En el formalismo de supercampos los campos de materia están descriptos por un supercampo

Φ que contiene un campo escalar ϕ, un espinor complejo ψ y un campo auxiliar F . Además

hay un supercampo espinorial de gauge Γα, el cual contiene un campo de gauge Aµ y un

espinor real λα. El supercampo Φ se expande de la forma

Φ(x, θ) = ϕ(x) + θαψα(x)− θ2F (x) (2.62)

Aqúı θα son las supercoordenadas y el campo espinorial transforma de la siguiente manera
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ψα = ψβCβα , ψα = Cαβψβ (2.63)

con

Cαβ = −Cβα = −Cαβ =

(

0 −i
i 0

)

(2.64)

La super-derivada es definida como [37]

Dα = ∂θ + iθβ(σ̃µ)βα∂
µ (2.65)

donde σ̃µ = (−1, σ3, σ1) y tomamos las matrices de Dirac γ de la forma

γµ = σ2σ̃µ (2.66)

En base a estos campos podemos escribir la siguiente acción en el super-espacio

S =

∫

d3xd2θ
(

− κ
4
ΓαWα − 1

2
(∇αΦ)∗∇αΦ + f(Φ∗Φ)

)

(2.67)

donde

∇α = Dα + iΓα , Wα =
1

2
DβDαΓβ (2.68)

y f(Φ∗Φ) el superpotencial aún sin identificar. El primer término de esta acción es la versión

supersimétrica del término de Chern-Simons[38]. Esta acción puede desarrollarse en términos

de los campos corrientes para llegar a la siguiente expresión

S =

∫

d3x
( κ

2
ϵµνρAµ∂νAρ − |Dµϕ|2 − iψ∗α(γµ)βαDµψβ −

i(ψ∗αλαϕ− λαψαϕ
∗) + f ′(|ϕ|2)(F ∗ϕ+ Fϕ∗) +

1

2
f ′′(|ϕ|2)(ϕ2ψ∗αψ∗

α − ϕ∗2ψαψα)−
κ

2
λαλα +

ψ∗αψα(f
′(|ϕ|2) + |ϕ|2f ′′(|ϕ|2)) + F ∗F

)

(2.69)
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donde aqúı Dµ es la derivada covariante usual como la definimos anteriormente. Esta acción

es invariante frente a la siguiente transformación supersimétrica

δϕ = −ηαψα

δAµ = −iηα(γµ)βαλβ

δλα =
i

2
ϵµνρFνρ(γµ)

β
αηβ

δF = −iηα(γµ)βαDµψβ + iηαλαϕ

δψα = −i(γµ)βαηβDµϕ+ ηαF (2.70)

Con η representamos un parámetro espinorial. Los campos λα, F y F ∗ son auxiliares y

pueden ser eliminados mediante el uso de sus ecuaciones de movimiento

λα =
−i
κ
(ψ∗

αϕ− ψαϕ
∗)

F = −ϕ∗f ′(|ϕ|2)

F ∗ = −ϕf ′(|ϕ|2) (2.71)

Teniendo esto en cuenta, la acción (2.69) y la transformación (2.70) se reescriben de la forma

siguiente

S =

∫

d3x
[ κ

2
ϵµνρAµ∂νAρ − |Dµϕ|2 − iψ∗α(γµ)βαDµψβ +

1

2

(

f ′′(|ϕ|2) + 1

κ

)

(ϕ2ψ∗αψ∗
α − ϕ∗2ψαψα) +

ψ∗αψα

(

f ′(|ϕ|2) + |ϕ|2{f ′′(|ϕ|2)− 1

κ
}
)

− |ϕ|2(f ′(|ϕ|2))2
]

(2.72)
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δϕ = −ηαψα

δAµ = −1

κ

(

ψ∗
α(γµ)

β
αηβϕ+ ηα(γµ)

β
αψβϕ

∗
)

δψα = −i(γµ)βαηβDµϕ− ηαϕf
′(|ϕ|2) (2.73)

Puede demostrarse que el requerimiento de una generalización supersimétrica N = 2, implica

la conservación del número de fermiones. De esta forma el término que viola la conservación

de fermiones en la acción (2.72) debe ser eliminado mediante una adecuada elección de la

función superpotencial f . Esto implica

f ′′ = −1

κ
(2.74)

con lo cual el superpotencial debe ser

f(Φ∗Φ) = − 1

2κ

(

(Φ∗Φ)− υ2
)2

(2.75)

Aśı, la acción (2.72) toma la forma

S =

∫

d3x
[ κ

2
ϵµνρAµ∂νAρ − |Dµϕ|2 − iψ̄γµDµψ −
1

κ2
|ϕ|2(|ϕ|2 − υ2)2 − 1

κ
(3|ϕ|2 − υ2)ψ̄ψ

]

(2.76)

donde

iψ =

(

ψ1

ψ2

)

, ψ̄ = ϕ†γ0 (2.77)

Resulta claro aqúı, que la parte bosónica de la teoŕıa coincide con la acción (2.24), con el

potencial tomando la forma auto-dual (2.32). Aśı el requerimiento de que la teoŕıa sea N = 2

supersimétrica fija el potencial de forma tal que su parte bosónica sea auto-dual.
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Consideremos ahora las supercargas y su algebra. La supercarga spinorialQ que genera

la transformación (2.73) es

Q =

∫

d2x
[

γµγ0ϕDµϕ
∗ + iγ0ψϕ∗f ′(|ϕ|2)

]

(2.78)

Como consecuencia de las relaciones de conmutación canónicas entre los campos estas su-

percargas deben satisfacer un algebra

{

Qα, Q̄
β
}

= (γµ)βαPµ − δβαT (2.79)

Donde Pµ es el generador del momento lineal y T es la carga central del algebra supersimétrica

T =

∫

d2x
[

F12|ϕ|2 −
i

κ
(|ϕ|2 − υ2)(ϕ∗D0ϕ− ϕ(D0ϕ)

∗ − iψ̄γ0ψ)
]

(2.80)

Usando la ley de Gauss de la acción (2.76)

κF12 = i(ϕ∗D0ϕ− ϕ(D0ϕ)
∗ − iψ̄γ0ψ) (2.81)

encontramos que la carga central se puede reescribir como

T = υ

∫

d2xF12 (2.82)

Aśı la carga central resulta proporcional al flujo magnético. Cuando α = β y µ = 0 la

conmutador (2.79) pude reescribirse como

{

Q+, Q
†
+

}

+ T = P0 (2.83)

donde Q+ = 1
2
(1+γ0)Q. Esto significa que que la enerǵıa, P0, tiene una cota inferior dada por

T , la cual coincide con la cota de Bogomolnyi. De esta forma se vuelve a poner de manifiesto

la relación entre los modelos auto-duales y los supersimétricos.
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2.4.2. Extensión supersimétrica del modelo de Jackiw-Pi

La posibilidad de extender supersimétricamente el modelo de Jackiw-Pi fue abordada

por primera vez en un paper de Leblanc, Lozano y Min[25]. La idea aqúı es tomar el ĺımite no

relativista para la acción (2.76). Aśı esta acción debe ser reemplazada por una nueva acción

S =

∫

d3x

(

κ

2
ϵµνρAµ∂νAρ + iϕ†Dtϕ+ iψ†Dtψ − 1

2m
(Diϕ)

†Diϕ− 1

2m
(Diψ)

†Diψ

+
1

2m
ψ†F12ψ + λ1(ϕ

†ϕϕ†ϕ) + λ2(ϕ
†ϕψ†ψ)

)

(2.84)

Donde ϕ y ψ son ahora campos no relativistas y al igual que en el modelo relativista repre-

sentan el campo bosónico y fermiónico respectivamente. La derivada covariante la elegimos

de la manera

Dµ = ∂µ + iAµ (2.85)

El valor de las constantes de acoplamiento (impuesto por la supersimetŕıa) es

λ1 =
1

2mκ
, λ2 = 3λ1 (2.86)

y las ecuaciones de campo correspondientes a la acción (2.84) son

(

i(∂t + iA0) +
1

2m
D2 + 2λ1ρb + λ2ρf

)

ϕ = 0 (2.87)

(

i(∂t + iA0) +
1

2m
D2 + λ2ρb +

1

2m
B
)

ψ = 0 (2.88)

B =
1

κ
ρ (2.89)

Ei = −1

κ
ϵijji (2.90)

donde
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ji = − i

2m

(

ϕ∗Diϕ− ϕ(Diϕ)∗ + ψ∗Diψ − ψ(Diψ)∗
)

(2.91)

y

ρb = |ϕ|2 , ρf = |ψ|2 , ρ = ρb + ρf (2.92)

Notar que la acción (2.84) posee un término de Pauli debido a la interacción entre los

fermiones y el campo magnético. Como se ve en esta acción, tanto el campo bosónico como

el fermiónico poseen indénticos términos cinéticos, con excepción del término de Pauli recién

aludido. Esto, deja en evidencia que en este modelo la diferencia entre bosones y fermiones es

menos relevante que en caso relativista. Aśı no resulta dif́ıcil imaginar la posibilidad de una

simetŕıa interna que intercambie fermiones con bosones. Tomando el ĺımite no relativista de

la ecuación (2.73), resulta

δ1ϕ =
√
2mη†1ψ , δ1ψ = −

√
2mη1ϕ ,

δ1A = 0 , δ1A
0 =

1√
2mκ

(η1ϕψ
† − η†1ψϕ

†) . (2.93)

Esta transformación es una simetŕıa de la acción (2.84) con tal que se satisfaga

2λ1 − λ2 +
1

2mκ
= 0 (2.94)

Es posible proponer una segunda transformación obtenida al considerar una aproximación a

orden más alto en el ĺımite no relativista de la ecuación (2.73)

δ2ϕ =
i√
2m

η†2D+ψ , δ2ψ = − i√
2m

η2D−ϕ ,

δ2A
+ =

2√
2mκ

η2ϕψ
† , δ2A

− = − 2√
2m

η†2ψϕ
† ,

δ2A
0 =

i

(2m)
3

2 cκ
(η2ϕ(D+ψ)

† + η†2(D+ψ)ϕ
†) . (2.95)
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Donde D± = ∂± + iA± = ∂1 ± i∂2 + i(A1 ± iA2). Esta transformación es una simetŕıa de

la acción (2.84) con tal que se cumpla la condición (2.86). Aśı el valor de λ1 fijado por esta

supersimetŕıa coincide con el valor que debe tomar la constante de acoplamiento, determinada

en la sección (2.3.2), para que el modelo sea auto-dual.

A partir de las transformaciones (2.93) y (2.95) es posible obtener, por medio del

teorema de Noether, las siguientes supercargas

Q1 = i
√
2m
∫

d2r ϕ∗ψ

Q2 = 1√
2m

∫

d2r ϕ∗D+ψ (2.96)

Para poder desarrollar el álgebra generada por estas dos cargas es necesario definir el corchete

de Poisson para funciones de los campos de materia

{F,G}PB = i

∫

d2r

(

δF

δϕ†(r)

δG

δϕ(r)
− δF

δϕ(r)

δG

δϕ†(r)
− δrF

δψ†(r)

δlG

δψ(r)
− δrF

δψ(r)

δlG

δψ†(r)

)

(2.97)

donde los ı́ndices r y l se refieren a la derivada a derecha e izquierda respectivamente. En par-

ticular se obtienen las siguientes relaciones que serán útiles en el cálculo de los conmutadores

de las supercargas

{ϕ(x1, t), ϕ∗(x2, t)} = −iδ(x1 − x2) {ψ(x1, t), ψ∗(x2, t)} = −iδ(x1 − x2) (2.98)

Teniendo en cuenta esto, el álgebra supersimétrica adquiere la siguiente forma

{Q1, Q
∗
1} = −2im

∫

d2rρ = −2iM

{Q2, Q
∗
2} = −iH

{Q1, Q
∗
2} = −iP−

{Qα, Qβ} = {Q∗
α, Q

∗
β} = 0 (2.99)
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Donde H y P− son el hamiltoniano y el momento para una configuración estática de los

campos

H =

∫

d2r
( 1

2m
|Diϕ|2 +

1

2m
|Diψ|2 −

1

2mκ
ρ2
)

(2.100)

P− =
1

2i

∫

d2x(ϕ†D−ϕ− (D−ϕ)
†ϕ+ ψ†D−ψ − (D−ψ)

†ψ) (2.101)

Para finalizar, vale la pena detenerse brevemente en el análisis de las ecuaciones de auto-

dualidad. Usando la ley de Gauss (2.89) la enerǵıa correspondiente a la acción (2.84) toma

la forma

E =

∫

d2r
( 1

2m
|Diϕ|2 +

1

2m
|Diψ|2 −

1

2m
Bρf − λ1ρ

2
b − λ2ρbρf

)

(2.102)

Usando las siguientes identidades

|Diϕ|2 = |(D1 ± iD2)ϕ|2 ∓B|ϕ|2 ± ϵij∂ij
j
b

|Diψ|2 = |(D1 ± iD2)ψ|2 ∓B|ψ|2 ± ϵij∂ij
j
f (2.103)

en donde

jib = − i

2m

(

ϕ∗Diϕ− ϕ(Diϕ)∗
)

, jif = − i

2m

(

ψ∗Diψ − ψ(Diψ)∗
)

(2.104)

y la ley de Gauss (2,88), es posible reescribir la enerǵıa como sigue

E =

∫

d3x
(

1
2m

(|D±ϕ|2 + |D±ψ|2)− (λ1 ± 1
2mκ

)ρ2b − (λ2 ± 1
mκ

− 1
2mκ

)ρbρf ±

ϵij∂i(j
i
f + jjb )

)

(2.105)

Aqúı, por las mismos argumentos que expusieramos en la sección (2.2) el último término de

la integral es cero. Eligiendo
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λ1 = ∓ 1

2mκ
, λ2 = (1∓ 2)

1

2mκ
(2.106)

la enerǵıa del sisitema se reduce a

E = 1
2m

∫

d3x(|D±ϕ|2 + |D±ψ|2) (2.107)

cuyo valor mı́nimo es alcanzado cuando se satisfacen las siguientes ecuaciones de auto-

dualidad

D1ϕ = ∓iD2ϕ

D1ψ = ∓iD2ψ (2.108)

Podemos notar que cuando elegimos el signo positivo en la ecuación (2.106), los valores de

las constantes λ1 y λ2 coinciden con los valores de la ecuación (2.86). En otras palabras

la teoŕıa es auto-dual para los valores de λ1 y λ2 en la cual la teoŕıa puede extenderse

N = 2 supersimétricamente. Aśı, como en el caso relativista, el modelo de Jackiw-Pi se

puede extender supersimétricamente en el punto de auto-dulidad.

31



Caṕıtulo 3

Supersimetŕıa y solitones en teoŕıas de
campos en espacios no conmutativos

La idea de que, a pequeñas escalas de longitud, la estructura del espacio-tiempo puede

ser no-conmutativa fue sugerida originalmente por Heisenberg, motivado por la necesidad de

controlar los infinitos que pueblan la teoŕıa cuántica de campos. Esta idea fue formalizada

años más tarde por Hartland Snyder en un art́ıculo llamado Quantized Space-Time[40].

Sin embargo las teoŕıas de campos definidas en espacios no-conmutativos no alcazaron gran

interés en f́ısica si no hasta finales de los años 1990. Este creciente interés durante los últimos

años ha sido motivado por la relación que guardan las teoŕıas de campos es espacio no-

conmutativo con la teoŕıa de cuerdas, que es considerada hoy dia la principal candidata

a una teoŕıa cuántica de la gravedad. Estas similitudes fueron notadas en un principio en

trabajos de Connes, Douglas y Schwarz[41], Douglas y Hull[42] y de Seiberg y Witten[43],

donde se descubrieron diversos ĺımites de bajas enerǵıas de la teoŕıa de cuerdas y de la teoŕıa

M , que corresponden a teoŕıas efectivas en espacios no-conmutativos.

Las teoŕıas de campos no-conmutativas también han cobrado interés en el área de

materia condensada. Como ejemplo podemos citar la dinámica de electrones en un campo

magético proyectados sobre el nivel de Landau más bajo. Este problema, considerado de

relevancia en el estudio del efecto Hall cuántico, puede ser abordado como una teoŕıa no-

conmutativa[44]-[51].

Vemos entonces que las teoŕıas no-conmutativas tienen una utilidad y un interés en
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amplios campos de la f́ısica que van desde distintos aspectos de la f́ısica de altas enerǵıas

hasta la descripción de modelos efectivos del efecto Hall cuántico en materia condesada.

En este caṕıtulo presentaremos teoŕıas de campos descriptas en espacios no conmu-

tativos. En primer lugar, estudiaremos los aspectos generales de las teoŕıas que se formulan

usando el producto Moyal. Como ejemplo mostraremos como se construyen soluciones clási-

cas tipo vórtice. Finalmente expondremos uno de los trabajos originales que conforman esta

tesis, en el que se estudia la extensión supersimétrica del modelo de Jackiw-Pi en espacio no

conmutativo.

Para formular teoŕıas en espacios no-conmutativos sustituimos el producto ordinario

por un producto estrella asociativo y no conmutativo,

(f ∗ g)(x) = f(x)g(x) + θ
i

2
{f(x), g(x)}PB +O(θ2) (3.1)

donde {., .}PB representa cierta estructura de Poisson y θ es un parametro que controla la

deformación, de manera tal que θ → 0 es el limite conmutativo. Al ser la aplicación bilineal

de orden θ una estructura de Poisson, esta cumple con la identidad de Jacobi

{f, {g, h}PB}PB + {g, {h, f}PB}PB + {h, {f, g}PB}PB = 0 (3.2)

Esto garantiza la asociatividad del producto a orden θ2. Los términos de órden superior en

θ de la expreción (3.1) se establecen, a menos de redefiniciones lineales de las funciones[39],

imponiendo la condición de asociatividad a todos los ordenes.

3.1. Producto Moyal

Consideremos un espacio-tiempo d-dimensional con coordenadas xµ. A partir de la

estructura de Poisson

θ{f, g}PB = θµν∂µf∂νg, (3.3)
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y del producto estrella (3.1), se define el producto Moyal de dos funciones f(x) y g(x) sobre

este espacio como sigue

f(x) ∗ g(x) = exp
( i

2
θµν

∂

∂xµ
∂

∂yµ

)

f(x)g(x)|y=x

= f(x)g(x) +
i

2
θµν∂µf∂νg −

1

8
θµνθαβ∂µ∂αf∂ν∂βg + ... (3.4)

donde θµν es una matriz constante antisimétrica. Es importante notar que de la formula

(3.4) resulta que el producto Moyal es no local. Usando este producto podemos definir el

conmutador Moyal como sigue

[f, g]∗ = f(x) ∗ g(x)− g(x) ∗ f(x) (3.5)

En el caso particular donde f(x) = xµ y g(x) = xν se desprende que

[xµ, xν ]∗ = iθµν (3.6)

que es a lo que nos referimos al hablar de espacio no conmutativo.

3.1.1. Propiedades del producto Moyal

Asociatividad

(f(x) ∗ g(x)) ∗ h(x) = f(x) ∗ (g(x) ∗ h(x)) (3.7)

Difiere del producto ordinario en una derivada total

f(x) ∗ g(x) = f(x)g(x) + ∂µΛ
µ[f, g] (3.8)

donde

Λµ[f, g] =
i

2
θµνf∂νg −

1

8
θµνθαβ∂αf∂ν∂βg (3.9)
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Propiedad ćıclica bajo el signo de la integral

Por la propiedad anterior, la integral del producto Moyal de dos funciones difiere de

la integral del producto ordinario en un término de superficie. En caso de tratarse de

funciones de cuadrado integrable en Rd o de funciones definidas en espacios sin borde

(Por ej. sobre un toro), esta diferencia se anula. En integrales cuadráticas se obtiene

∫

f(x) ∗ g(x)ddx =

∫

g(x)f(x)ddx (3.10)

En integrales de más factores puede reemplazarse uno de los productos Moyal por el

producto ordinario y verificar la propiedad ćıclica

∫

f(x) ∗ g(x) ∗ h(x)ddx =

∫

h(x) ∗ f(x) ∗ g(x)ddx (3.11)

Regla de Leibnitz de la derivación

∂µ(f(x) ∗ g(x)) = ∂µf(x) ∗ g(x) + f(x) ∗ ∂µg(x) (3.12)

la conjugación compleja es una involución antilineal

(f(x) ∗ g(x)) = ḡ(x) ∗ f̄(x) (3.13)

donde¯se refiere a la conjugación compleja usual.

3.2. Teoŕıas de gauge en espacio no-conmutativo

El primer paso hacia definir una teoŕıa de gauge no-conmutativa, es establecer que

tanto las componentes de los campos de materia como las componentes de la matriz de

transformación, deben multiplicarse usando el producto Moyal. Una vez precisadas las leyes

de transformación debe formularse una teoŕıa invariante. Debido a la no-conmutatividad
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del producto Moyal los campos de materia pueden definirse en distintas representaciones no

equivalentes. Estas son las representaciones fundamental, antifundamental y adjunta.

Φ(x) →







g ∗ Φ rep. fundamental f,
Φ ∗ g−1 rep. antifundamental a,
g ∗ Φ ∗ g−1 rep. adjunta adj.

(3.14)

La inversa de g−1 de una transformación de gauge esta definida con relación al producto de

Moyal, esto es g−1 ∗ g = 1. Debe observarse que aún en el caso en que el grupo de gauge sea

el U(1) tiene sentido diferenciar las tres posibilidades, arriba mencionadas, para la regla de

transformación.

Si escribimos g = 1 + iλ, donde λ es una matriz, obtenemos la siguiente forma infini-

tesimal de las transformaciones (3.14)

δΦ(x) →







iλ ∗ Φ f,
iΦ ∗ λ a,
i(λ ∗ Φ− Φ ∗ λ) adj.

(3.15)

Por aplicación sucesiva de transformaciones infinitesimales podemos construir la siguiente

transformación finita

g(x) = eiλ∗ ≡ 1 + iλ+
i2

2
λ ∗ λ+ ..., (3.16)

g−1(x) = e−iλ
∗ (3.17)

Debemos ver ahora como construir la correspondiente derivada covariante para los campos

de materia en cada una de las representaciones existentes. Es decir, debemos definir una

derivada que transforme de igual forma que los campos de materia en cada una de las

representaciones existentes. Comencemos por ver como transforman las derivadas parciales

de los campos en las tres representaciones. Dado que se cumple la regla de Leibnitz (3.12),

se tiene que

∂µΦ(x) →







∂µg ∗ Φ + g ∗ ∂µΦ f,
∂µΦ ∗ g−1 + Φ ∗ ∂µg−1 a,
∂µg ∗ Φ ∗ g−1 + g ∗ ∂µΦ ∗ g−1 + g ∗ Φ ∗ ∂µg−1 adj.

(3.18)
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Si queremos formular una teoŕıa invariante bajo transformaciones de gauge locales1, debemos

introducir un campo de gauge para definir una derivada covariante. Al introducir el campo

de gauge debemos tener en cuenta que los productos involucrados en (3.18) son Moyal y por

lo tanto Aµ debe multiplicarse usando ese producto, tanto en la derivada covariante como

en su regla de transformación. Definimos la regla de transformación para Aµ como

Aµ → g ∗ Aµ ∗ g−1 − i

e
∂µg ∗ g−1, (3.19)

De aqúı se deduce que las correctas derivadas covariantes en cada representación deben ser

DµΦ(x) =







∂µΦ− ieAµ ∗ Φ f,
∂µΦ + ieΦ ∗ Aµ a,
∂µΦ− ie[Aµ,Φ]∗ adj.

(3.20)

las cuales transforman de acuerdo con

DµΦ →







g ∗DµΦ rep. fundamental f,
DµΦ ∗ g−1 rep. antifundamental a,
g ∗DµΦ ∗ g−1 rep. adjunta adj.

(3.21)

Con la derivada covariante en la representación adjunta, encontramos una expresión

para la curvatura del campo de gauge Fµν en la teoŕıa de gauge en espacio no-conmutativo

Fµν = [Dµ, Dν ] = ∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ]∗. (3.22)

Nótese que debido a que los dos últimos términos en (3.22) involucran productos de Moyal,

no se cancelan aún en el caso U(1), por lo que la electrodinámica no-conmutativa es una

teoŕıa no lineal.

De la definición (3.22) se deduce la correspondiente ley de transformación

1Por local debe interpretarse que las matrices de transformación dependen de las coordenadas. En rigor,
las leyes de transformación de gauge (3.14) involucran infinitas derivadas de los campos y de las matrices de
transformación, por lo que son claramente no locales, dependiendo de los valores que toman estas funciones
en todo el espacio.
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Fµν → g ∗ Fµν ∗ g−1 (3.23)

lo que muestra que la curvatura transforma en la representación adjunta. Incluso, en el caso

U(1) no es más invariante de gauge.

3.2.1. Acción invariante de gauge

Veamos ahora como construir la acción de una teoŕıa de gauge no-conmutativa. En

general las teoŕıas de campos en espacio no-conmutativo son teoŕıas en las que los campos

son elementos del álgebra no-conmutativa Cθ(M). Para construir una teoŕıa no-conmutativa

el procedimiento consiste simplemente en tomar la acción usual para los campos en espacio

conmutativo y reemplazar todos los productos presentes por productos de Moyal. La idea

entonces es aplicar esta receta para construir teoŕıas de gauge en espacio no-conmutativo.

Comencemos por una teoŕıa simple, compuesta por un campo de materia escalar y com-

plejo ϕ, un campo de gauge con grupo G y un espacio Minkoskiano con signatura ηµν=

diag(1,−1, ....,−1). La extensión no-conmutativa se obtiene aplicando la regla anterior al

caso conmutativo para obtener

Sθ =
1

2

∫

ddx
(

(Dµϕ)
† ∗ (Dµϕ)−m2ϕ† ∗ ϕ+ V∗(ϕ, ϕ

†)
)

, (3.24)

donde Dµ es la derivada covariante en la representación fundamental (antifundamental).

En el caso en que los campos estén en la representación adjunta, dado que los campos son

matrices, es necesario tomar la traza en la acción (3.24).

De manera similar, para un campo espinorial en la representación fundamental (anti-

fundamental) se tiene

Sθ =
1

2

∫

ddx ψ̄ ∗ (i/D −m)ψ. (3.25)
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Nuevamente, debemos notar que en el caso de que el campo este en la representación adjunta

debe incluirse una traza matricial en la acción.

Es inmediato verificar que las acciones (3.24) y (3.25) son invariantes ante las trans-

formaciones de gauge (3.14) y (3.19).

3.3. Solitones

La obtención de soluciones clásicas localizadas en distintas teoŕıas de campos en es-

pacio no-conmutativo ha sido una de las ĺıneas de investigación más desarrolladas dentro de

esta temática. Un trabajo pionero en esta área fue el de Nekrasov y Schwarz[55], en el cual

se hallaron soluciones de tipo instantón en un espacio no-conmutativo R4
θ y para una teoŕıa

de gauge U(1). Estas soluciones se obtienen extendiendo al caso no-conmutativo una técnica

conocida como construcción ADHM[56]. Más tarde esta idea fue extendida para el grupo

U(N)[57]-[64].

Como ya hemos visto el modelo abeliano de Higgs presenta soluciones tipo vórtice.

Comencemos, entonces, por ver como se construyen los vórtices para la teoŕıa abeliana de

Higgs cuando el espacio es no-conmutativo[65]-[73]. De acuerdo con la “receta” que hemos

visto la acción abeliana de Higgs (2.1) escrita en espacio no-conmutativo será[73]

S =

∫

d3x
(

− 1
4
Fµν ∗ F µν +Dµϕ ∗Dµϕ− 1

2
(ϕ ∗ ϕ− υ2)2

)

(3.26)

Con el propósito de obtener las ecuaciones de Bogomolnyi, hemos supuesto que λ toma el

valor para la cual la teoŕıa se vuelve auto-dual, esto es λ = 2, además elegimos e = 1.

El grupo de gauge es U(1) y el campo escalar complejo transforma en la representación

fundamental. Entonces la derivada covariante es

Dµϕ = ∂µϕ− iAµ ∗ ϕ (3.27)

Como los vórtices son soluciones en dos dimensiones espaciales, las únicas coordenadas rele-

vantes serán x1 y x2, las cuales satisfacen el álgebra no-conmutativa
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[x1, x2]∗ = iθµν = iϵµνθ, µ = 1, 2 (3.28)

en donde θ es un parámetro real y ϵµν es el śımbolo de Levi-Civita completamente anti-

simétrico en d = 2. La analoǵıa existente entre el álgebra de las coordenadas x1 y x2 con el

álgebra de posición e impulso q̂ y p̂ de una part́ıcula cuántica en un espacio de una dimensión,

permite establecer un isomorfismo entre el producto Moyal de funciones y el producto de

operadores en el espacio de Hilbert del sistema antes mencionado[74]. Resulta aśı conveniente

introducir las variables complejas z y z̄

z =
1√
2
(x1 + ix2), z̄ =

1√
2
(x1 − ix2) (3.29)

y los operadores de creación y aniquilación â y â†

â =
1√
2θ

(X1 + iX2), â† =
1√
2θ

(X1 − iX2) (3.30)

Donde X1 y X2 son los operadores que se corresponden con las coordenadas x1 y x2 respecti-

vamente. De esta forma el conmutador (3.28) puede expresarse en términos de los operadores

â y â† como

[â, â†] = 1 (3.31)

Con estas convenciones, las derivadas se escriben

∂z = − 1√
θ
[â†, ], ∂z̄ =

1√
θ
[â, ] (3.32)

mientras que el tensor electromagnético toma la forma
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F̂zẑ = ∂zÂz̄ − ∂z̄Âz − i[Âz, Âz̄]

= − 1√
θ
([â†, Âz] + [â, Az̄] + i

√
θ[Âz, Âz̄])

≡ iB̂ (3.33)

Siendo B̂ el campo magnético. En los que respecta a las derivadas covariantes tenemos

Dz
ˆ̄ϕ = ∂z

ˆ̄ϕ+ iÂz
ˆ̄ϕ = − 1√

θ
[â†, ˆ̄ϕ] + iÂz

ˆ̄ϕ

Dz̄ϕ̂ = ∂z̄ϕ̂− iÂz̄ϕ̂ =
1√
θ
[â, ϕ̂]− iÂz̄ϕ̂ (3.34)

donde los operadores Âz y Âz̄ están definidos como

Âz =
1√
2
(Â1 − iÂ2)

Âz̄ =
1√
2
(Â1 + iÂ2). (3.35)

En el caso estático, el funcional enerǵıa asociado al lagrangeano (3.26) se escribe en términos

de los operadores introducidos como

E = 2πθTr
(1

2
B̂2 + (Dzϕ̂)

†Dzϕ̂+ (Dz̄ϕ̂)
†Dz̄ϕ̂+

1

2
(ϕ̂ϕ̂† − υ2)2

)

(3.36)

Completando cuadrados a la Bogomolnyi obtenemos

E = 2πθTr
(1

2
(B̂ ± (ϕ̂ϕ̂† − υ2))2 + 2(Dz̄ϕ̂)Dz

ˆ̄ϕ± (±T̂ s + υ2B̂)
)

(3.37)

Aqúı T̂ s esta definido por

T̂ s = ∂z

(

(Dz̄ϕ̂)
ˆ̄ϕ
)

− ∂z̄

(

(Dzϕ̂)
ˆ̄ϕ
)

(3.38)
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No es d́ıficil probar que[66]

Tr(T̂ a) = 0 (3.39)

De esta manera la enerǵıa tiene una cota inferior que es flujo magnético, tal como ocurŕıa

en la teoŕıa en espacio conmutativo. La cota es saturada cuando se satisfacen las ecuaciones

de Bogomolnyi

B̂ = η2 − ϕ̂ ˆ̄ϕ , Dz̄ϕ̂ = 0 ecuaciones auto−duales (3.40)

o

−B̂ = η2 − ϕ̂ ˆ̄ϕ , Dzϕ̂ = 0 ecuaciones anti auto−duales (3.41)

Nótese que las soluciones a las ecuaciones (3.40) son configuraciones con flujo magnético po-

sitivo, mientras que las soluciones de (3.41) tienen flujo magnético negativo. Es importante

remarcar que en el caso no-conmutativo, el parámetro θ rompe la invarianza ante trans-

formaciones de paridad y la conexión entre los casos auto-duales y anti-auto duales no es

inmediata como en el caso conmutativo.

En lo que sigue construiremos soluciones exactas a las ecuaciones de auto-dualidad

(3.40) para valores arbitrarios de θ [73]. Para este propósito consideremos el siguiente ansatz

Âz =
i√
θ

∑

n

(
√
n+ 1−

√
n+ 2 + en)|n+ 1⟩⟨n| (3.42)

ϕ̂ = υ
∑

n

fn|n⟩⟨n+ 1| (3.43)

en donde |n⟩ conforman la base de autoestados del operador número N̂ ,

N̂ |n⟩ = n|n⟩ (3.44)
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con N̂ = â†â y la siguiente normalización

|m⟩⟨n| = δmn

â|n⟩ =
√
n|n− 1⟩

â†|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩ (3.45)

con el estado de vacio |n⟩ definido por

â|n⟩ = 0 (3.46)

Para determinar los coeficientes fn y en introducimos las expresiones (3.42) y (3.43) en la

ecuación (3.40), obteniéndose

√

(n+ 2)(fn+1 − fn)− enfn+1 = 0

2
√

(n+ 1)en−1 − e2n−1 − 2
√

(n+ 2)en + e2n = −θυ2(f 2
n − 1) (3.47)

Este sistema de ecuaciones puede ser combinado para dar

f 2
1 =

2f 2
0

1 + θυ2 − θυ2(f 2
0 )

f 2
n+1 =

(n+ 2)f 4
n

f 2
n − θυ2f 2

n(f
2
n − 1) + (n+ 1)f 2

n−1

n > 0 (3.48)

Aśı dado un valor para f0 es posible determinar todos los valores de los coeficientes fn. El

valor adecuado para f0 debe ser elegido de forma que f 2
n → 1 asintoticamente de manera de

satisfacer las condiciones de borde. Continuando con este procedimiento se pueden calcular

también los coeficientes en. Una vez obtenidos los coeficientes uno puede calcular el campo

magnético utilizando la formula

B̂ = υ2
∞
∑

n=0

(

1− f 2
n

)

|n⟩⟨n| (3.49)
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o usando la fórmula explicita para |n⟩⟨n| en el espacio de configuraciones[74]

B(r) = 2υ2
∞
∑

n=0

(−1)n
(

1− f 2
n

)

exp(−r
2

θ
)Ln(2

r2

θ
) (3.50)

donde Ln son los polinomios de Laguerre. Finalmente puede integrarse esta última ecuación

y verificar que el flujo magnético Φ, da para la solución exacta

Φ = 2πθTrB̂ = 2π (3.51)

De manera similar puede extenderse a espacios no-conmutativos las teoŕıas de gauge cuya

dinámica es dictada por un término de Chern-Simons[75]-[85]. Veamos a modo de ejem-

plo, y porque más tarde examinaremos el modelo supersimétrico de Jackiw-Pi en espacio

no-conmutativo, qué sucede cuando analizamos el modelo de Jackiw-Pi en un espacio no-

conmutativo[86].

Igual a como procediéramos con el modelo Higgs, reemplazamos en la acción los

productos ordinarios por productos Moyal. Aśı la acción (2.46) del modelo de Jackiw-Pi se

escribe en espacio no-conmutativo como

S =

∫

d3x
(

LCS + iϕ̄ ∗D0ϕ− 1
2m
Diϕ ∗Diϕ+ λϕ ∗ ϕ̄ ∗ ϕ ∗ ϕ̄

)

(3.52)

siendo LCS la densidad lagrangeana de Chern-Simons

LCS = κ εµνα

(

Aµ ∗ ∂νAα − 2i

3
Aµ ∗ Aν ∗ Aα

)

(3.53)

Notemos aqúı que el término de Chern-Simons es distinto del término de Chern-Simons para

una teoŕıa U(1) presente en los modelos abelianos. Donde el origen de la procedencia del

término cúbico es totalmente análoga al caso de grupos de gauge no abelianos. La corres-

pondiente enerǵıa asociada a la acción (3.52) para una configuración estática de los campos

resulta de la siguiente forma
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H =

∫

d2x

(

1

2m
Diϕ ∗Diϕ− λϕ ∗ ϕ̄ ∗ ϕ ∗ ϕ̄

)

(3.54)

esta expresión se puede reescribir de la forma

H =

∫

d2x

(

−1

2
ϕ̄(D1 + iαD2)(D1 − iαD2)ϕ− ϕ ∗ ϕ̄ ∗

( α

2m
B + λϕ ∗ ϕ̄

)

)

(3.55)

donde α = ±1. La versión no-conmutativa de la ley de Gauss, que se deriva a partir del

lagrangeano (3.52), es

B =
1

κ
ϕ ∗ ϕ̄ (3.56)

Podemos entonces sustituir B en el Hamiltoniano (3.55)

H =

∫

d2x

(

−1

2
ϕ̄(D1 + iαD2)(D1 − iαD2)ϕ− (λ+

α

2mκ
)ϕ ∗ ϕ̄ ∗ ϕ ∗ ϕ̄

)

(3.57)

Como en el caso conmutativo elegimos λ de manera de anular el término cuartico en los

campos. Entonces

λ = ± 1

2mκ
(3.58)

En tal caso la enerǵıa alcanza su valor mı́nimo cuando se satisfacen las ecuaciones de auto-

dualidad

(D1 − iαD2)ϕ = 0,

B =
1

κ
ϕ ∗ ϕ̄ (3.59)

Al igual que en la teoŕıa de Higgs no-conmutativa, las ecuaciones de Bogomolnyi pueden

expresarse en el lenguaje de operadores
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Dz̄ϕ̂ = 0

B =
1

κ
ϕ̂ ˆ̄ϕ (3.60)

en el caso auto-dual y

Dzϕ̂ = 0

B =
1

κ
ϕ̂ ˆ̄ϕ (3.61)

en el caso anti auto-dual. Para encontrar las soluciones se expanden los operadores en la base

del operador número tal cual se hiciera antes para el caso del modelo de Higgs. Por ejemplo

en el caso auto-dual se propone el siguiente ansatz

ϕ̂ =

√

2|κ|
θ

∞
∑

n=0

fn|n⟩⟨n+M − 1| (3.62)

Âz =
i√
θ

∞
∑

n=0

dn|n+ 1⟩⟨n| (3.63)

en donde fn y dn son funciones de perfil. Insertando el ansatz en las ecuaciones (3.60) se

obtiene las siguientes fórmulas de recurrencia

2
√
p dp−1 − d2p−1 − 2

√

p+ 1 dp + d2p = −|κ|
κ
f 2
p

dp =
√

p+ 1−
√

p+M
fp
fp+1

(3.64)

las cuales arrojan como solución la siguente relación para los coeficientes fn

f 2
1 =

Mf 2
0

1− |κ|
κ
f 2
0

f 2
p+1 =

(p+M)f 2
p

1− |κ|
κ
f 2
p + (p+M − 1)f 2

p−1/f
2
p

, p ≥ 1 (3.65)
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En el caso de las ecuaciones anti auto-duales se propone el siguiente ansatz

ϕ̂ =

√

2|κ|
θ

∞
∑

n=0

fn|n+M − 1⟩⟨n|

Âz =
i√
θ

∞
∑

n=0

dn|n+ 1⟩⟨n| (3.66)

Introduciendo este ansatz en las ecuaciones anti auto-dual (3.61), se obtienen las ecuaciones

2
√
p dp−1 − d2p−1 − 2

√

p+ 1 dp + d2p = −|κ|
κ
f 2
p−1

dp+1 =
√

p+M −
√

p+ 1
fp+1

fp
(3.67)

lo que produce finalmente las siguientes relaciones de recurrencia

f 2
1 =

(

M − |κ|
κ
f 2
0

)

f 2
0

f 2
p+1 =

1

p+ 1
f 2
p

(

−|κ|
κ
f 2
p + 1 + p

f 2
p

f 2
p−1

)

, p ≥ 1 (3.68)

A partir de estas relaciones de recurrencia puede estudiarse el comportamiento numérico de

las soluciones. Este comportamiento revela que la ecuación (3.64) tiene soluciones solo para

κ < 0, mientras que la ecuación (3.67) presenta soluciones solo para κ > 0[86].

3.4. Supersimetŕıas no-realtivistas en espacio no-conmutativo

Examinaremos aqúı la posibilidad de extender supersimétricamente el modelo de

Jackiw-Pi en un espacio no-conmutativo. Tal posibilidad fue investigada en la referencia

[87] y conforma parte de los resultados originales de esta tesis. Comenzaremos proponiendo

la siguiente acción
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S = SCS +

∫

d3x
(

iϕ† ∗Dtϕ+ iψ† ∗Dtψ − 1

2m
(Diϕ)

† ∗Diϕ− 1

2m
(Diψ)

† ∗Diψ

+
1

2m
ψ† ∗B ∗ ψ + V∗(ϕ, ψ, ϕ

†, ψ†)
)

(3.69)

en donde la métrica es ηµν = diag(1,−1,−1). La acción (3.69) es la generalización de la

acción (2.84) en espacio no-conmutativo. Lo que hemos hecho es reemplazar en la acción

(2.84) el producto ordinario por el Moyal en los términos de las derivadas covariantes y en el

de Pauli, dejando sin especificar aún el término de potencial. En lo que respecta a el término

SCS, representa la acción de Chern-Simons (3.53). Es posible desarrollar este término para

llevarlo a la siguiente forma,

Scs = κ

∫

d3x
(

A2 ∗ ∂0A1 +A0 ∗B12

)

=

∫

d3x
( κ

4i
[A+ ∗ ∂0A− − A− ∗ ∂0A+] + κA0 ∗B12

)

,

(3.70)

en donde hemos usado las coordenadas

V ± = V 1 ± iV 2, (3.71)

siendo V1 y V2 las componentes de un vector V del plano. El campo magnético escrito en

estas componentes se reescribe como

B12 =
1

2i
(∂−A+ − ∂+A−)−

1

2
[A+, A−] , (3.72)

mientras que la derivada covariante en la representación fundamental toma la forma

D±ϕ = ∂±ϕ− iA± ∗ ϕ, D0ϕ = ∂0ϕ+ iA0 ∗ ϕ (3.73)
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Cuando analizamos el caso conmutativo vimos que en la acción (2.84) el potencial estaba

constituido por dos términos. El primero de estos términos representaba la auto-interacción

entre los campos bosónicos, cuya constante de acoplamiento denominamos λ1, el segundo

representaba la intercción fermión-bosón y el acoplaminento estaba caracterizado por λ2.

Cuando pasamos a un espacio no-conmutativo el orden de los campos es importante, aśı por

ejemplo no es lo mismo definir el término de interacción bosón-fermión de la forma

Vbf2 =

∫

d3xλ2(ϕ
† ∗ ϕ ∗ ψ† ∗ ψ) (3.74)

que de la forma

Vbf3 =

∫

d3xλ2(ϕ ∗ ϕ† ∗ ψ ∗ ψ†) (3.75)

Además tiene sentido escribir un término de auto-interacción fermiónica, esto es

Vf =

∫

d3xλ4(ψ
† ∗ ψ ∗ ψ† ∗ ψ) (3.76)

Aśı, en el caso no-conmutativo escribiremos el potencial de la siguiente forma

V∗ =

∫

d3x
(

λ1(ϕ
† ∗ ϕ ∗ ϕ† ∗ ϕ) + λ2(ϕ

† ∗ ϕ ∗ ψ† ∗ ψ)

+λ3(ϕ ∗ ϕ† ∗ ψ ∗ ψ†) + λ4(ψ
† ∗ ψ ∗ ψ† ∗ ψ)

)

(3.77)

en donde resulta claro, a partir de la formula (3.4) y de la anticonmutatividad de los campos

fermiónicos, que cuando θ tiende a cero, Vbf2 = −Vbf3, mientras que el potencial fermiónico

Vf desaparece.

Veamos ahora como vaŕıa la acción (3.69) ante la versión no-conmutativa de la super-

simetŕıa (2.93), esto es
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δ1ϕ =
√
2mη†1ψ , δ1ψ = −

√
2mη1ϕ ,

δ1A = 0 , δ1A
0 =

1√
2mκ

(η1ϕ ∗ ψ† − η†1ψ ∗ ϕ†) . (3.78)

Es fácil verificar que se satisface

δ1

∫

(

− κ

4i
((∂tA)+ ∗ A− − (∂tA)− ∗ A+) + iϕ† ∗ ∂tϕ+ iψ† ∗ ∂tψ

)

d3x = 0 ,

δ1

∫

(

(Dϕ)† ∗ (Dϕ) + (Dψ)† ∗ (Dψ)
)

d3x = 0 ,

δ1

∫

(

κA0 ∗B12 +
e

2m
ψ† ∗B12 ∗ ψ

)

d3x = 0 (3.79)

lo que reduce la variación de la acción a la siguiente forma

δ1S =
√
2m

∫

d3x

(

η1[(−
1

2mκ
− 2λ1 − λ3 + λ2)ϕ

† ∗ ϕ ∗ ψ† ∗ ϕ

+ (
1

2mκ
− λ3 + 2λ4 − λ2)ψ

† ∗ ϕ ∗ ψ† ∗ ψ] + h.c.

)

. (3.80)

De esta forma la transfromación (3.78) es una simetŕıa de la acción (3.69) si se satisface

1

2mκ
+ 2λ1 + λ3 − λ2 = 0 ,

1

2mκ
− λ3 + 2λ4 − λ2 = 0 . (3.81)

La primera de estas ecuaciones puede ser reescrita como la condición (2.94) que vimos en el

caso conmutativo

e2

2mκ
+ 2λ1 − λ2c = 0 , (3.82)

donde λ2c = λ2 − λ3. La segunda de las relaciónes es una peculiaridad del espacio no-

conmutativo y no presenta una analoǵıa en el caso conmutativo. Su origen proviene del
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segundo término de la variación (3.80) que en el caso conmutativo es cero debido a la anti-

conmutividad de los campos fermiónicos.

Podemos examinar también como varia la acción (3.69) ante la versión no-conmutativa

de la transformación (2.95)

δ2ϕ =
i√
2m

η†2D+ψ , δ2ψ = − i√
2m

η2D−ϕ ,

δ2A
+ =

2√
2mκ

η2ϕ ∗ ψ† , δ2A
− = − 2√

2m
η†2ψ ∗ ϕ† ,

δ2A
0 =

i

(2m)
3

2κ
(η2ϕ ∗ (D+ψ)

† + η†2(D+ψ) ∗ ϕ†) . (3.83)

La variación de los términos cinéticos resulta nuevamente cero

δ

∫

(

− κ

4i
((∂tA)+ ∗ A− − (∂tA)− ∗ A+) + iϕ† ∗ ∂tϕ+ iψ† ∗ ∂tψ

)

d3x = 0 . (3.84)

Los restantes términos de la acción (3.69) los podemos escribir como

Sr = S1 + V∗ (3.85)

donde

S1 =

∫

d3x
(

− 1

2m
(Diϕ)

† ∗Diϕ− 1

2m
(Diψ)

† ∗Diψ + κA0 ∗B

−(ϕ† ∗ A0 ∗ ϕ+ ψ† ∗ A0 ∗ ψ) +
1

2m
ψ† ∗B ∗ ψ

)

(3.86)

Aśı la variación de cada uno de estos términos es

δ2S1 =
i

(2m)
3

2κ
η2

∫

d3x
(

− 2(D+ϕ)
†ϕψ†ϕ− ϕ†(D−ϕ)ψ

†ϕ−

ψ†ϕ(D+ψ)
†ψ + 2(D+ψ)

†ϕψ†ψ
)

(3.87)
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δ2V∗ =
i√
2m

η2

∫

d3x
(

− 2λ1((D+ϕ)
†ϕψ†ϕ+ ϕ†(D−ϕ)ψ

†ϕ−

ψ†(D−ϕ)ϕ
†ϕ) + λ2((D+ψ)

†ϕψ†ψ + ϕ†ϕψ†D−ϕ) +

λ3(ψ
†ϕ(D+ψ)

†ψ − ϕ†(D−ϕ)ψ
†ϕ)−

2λ4(ψ
†ϕ(D+ψ)

†ψ + ψ†ϕψ†(D−ψ) + (D+ψ)
†ϕψ†ψ)

)

(3.88)

Aqúı hemos supuesto que el producto entre los campos es Moyal, aunque por comodidad

no lo hemos escrito con el simbolo ∗. En lo que sigue mantendremos esta notación para el

producto Moyal. Si sumamos las dos variaciones y luego igualamos a cero obtenemos las

siguientes ecuaciones

1

mκ
− 2λ1 = 0 ,

1

2mκ
− 2λ1 − λ3 = 0 ,

−2λ1 + λ2 = 0 , (3.89)

1

2mκ
+ λ3 − 2λ4 = 0 ,

λ4 = 0 ,

− 1

mκ
+ λ2 − 2λ4 = 0 . (3.90)

Resolviendo este sistema tenemos los valores de las constantes de acoplamiento para las

cuales la transformación (3.83) es una supersimetŕıa de la acción (3.69)

λ1 =
1

2mκ
, λ2 =

1

mκ
, λ3 = − 1

2mκ
, λ4 = 0 , (3.91)

Es fácil verificar que esta solución satisface también el sistema (3.81). Cuando tomamos el

ĺımite conmutativo de la teoŕıa, el producto Moyal se transforma en el producto ordinario y

el potencial V∗ pude expresarse como
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V∗ =

∫

d3x
(

λ1ϕ
†ϕϕ†ϕ+ (λ2 − λ3)ϕ

†ϕψ†ψ
)

(3.92)

De acuerdo con la ecuación (3.91), λ2 − λ3 = 3
2mκ

, lo que coincide con el valor de λ2 en la

formula (2.86) del caso conmutativo. Esto muestra también que la condición (3.82) impuesta

por la primera de las supersimetŕıas se transforma en el ĺımite conmutativo en la condición

(2.94) que deben satisfacer las constantes de acoplamiento en el caso conmutativo. Aśı en

el ĺımite conmutativo recuperamos el modelo de Jackiw-Pi supersimétrico que estudiáramos

en la sección (2.4.2) .

Analicemos ahora la conexión entre supersimetŕıa y ecuaciones BPS para este modelo.

Escribamos entonces la ley de Gauss correspondiente

B =
1

κ
(ϕϕ† − ψψ†) , (3.93)

y usemos este v́ınculo para derivar el funcional enerǵıa para la acción (3.69)

E =

∫

d2x

(

1

2m
(Diϕ)

†Diϕ+
1

2m
(Diψ)

†Diψ − 1

2m
ψ†Bψ + V (ϕ, ψ)

)

, (3.94)

donde

V (ϕ, ψ) = −λ1ϕ†ϕϕ†ϕ− λ2ϕ
†ϕψ†ψ − λ3ϕϕ

†ψψ† − λ4ψ
†ψψ†ψ . (3.95)

Al igual que en los casos conmutativos podemos desarrollar los términos cinéticos de la acción

como sigue

(Diϕ)
†(Diϕ) = ((D1 ± iD2)ϕ)

†((D1 ± iD2)ϕ)∓ ϕ†Bϕ± ϵij∂ij
j
b

(Diψ)
†(Diψ) = ((D1 ± iD2)ψ)

†((D1 ± iD2)ψ)∓ ψ†Bψ ± ϵij∂ij
j
f (3.96)

donde

jib = − i

2m

(

ϕ†Diϕ− ϕ(Diϕ)†
)

, jif = − i

2m

(

ψ†Diψ − ψ(Diψ)†
)

(3.97)

Insertando estas expresiones en la enerǵıa (3.94) y usando nuevamente la ley de Gauss

obtenemos
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E =

∫

d2x

(

1

2m
(D±ϕ)

†D±ϕ+
1

2m
(D±ψ)

†D±ψ − (λ1 ∓
1

2mκ
)ϕ†ϕϕ†ϕ

−λ2ϕ†ϕψ†ψ + (−λ3 ∓
1

mκ
+

1

2mκ
)ϕϕ†ψψ† +

(−λ4 ∓
1

2mκ
+

1

2mκ
)ψ†ψψ†ψ

)

. (3.98)

Para el sector puramente bosónico tenemos

E =

∫

d2x

(

1

2m
(D±ϕ)

†D±ϕ− (λ1 ∓
1

2mκ
)ϕ†ϕϕ†ϕ

)

(3.99)

Eligiendo el signo − y teniendo en cuenta que λ1 =
1

2mκ
, la enerǵıa se reduce a la siguiente

expresión

E =

∫

d2x
1

2m
(D−ϕ)

†D−ϕ (3.100)

En este caso la enerǵıa alcanza su mı́nimo cuando se satisface

D−ϕ = 0 (3.101)

Con el objetivo de desarrollar el álgebra supersimétrica de esta teoŕıa podemos escribir las

cargas derivadas de las transformaciones (3.78) y (3.83)

Q1 = i
√
2m

∫

d2xϕ†ψ , (3.102)

Q2 =
1√
2m

∫

d2x (D−ϕ)
† ψ . (3.103)

En donde el producto entre los campos es Moyal pero su forma es idéntica a la que pre-

sentan las cargas conmutativas (2.96). Para calcular los conmutadores entre las cargas no-

conmutativas definimos el corchete de Poisson de la siguiente forma

{F,G} = i
∑

j

∫

d2x

(

δF

δΩj(x, t)

δG

δΠj(x, t)
− (−1)fj

δF

δΠj(x, t)

δG

δΩj(x, t)

)

, (3.104)
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en donde

Ω =

(

ϕ, ψ,

√

κ

2
A+

)

, Π =

(

iϕ†, iψ†, i

√

κ

2
A−

)

, f = (0, 1, 0) . (3.105)

Usando esta definición podemos obtener el algebra supersimétrica del modelo

{

Q1, Q
†
1

}

= 2M ,

{

Q2, Q
†
2

}

= H ,

{

Q1, Q
†
2

}

= P− ,

{Qα, Qβ} =
{

Q∗
α, Q

∗
β

}

= 0 (3.106)

siendo

P− =
1

2i

∫

d2x(ϕ†D−ϕ− (D−ϕ)
†ϕ+ ψ†D−ψ − (D−ψ)

†ψ) (3.107)

H =
1

2m

∫

d2z
(

(Diψ)
† (z)Diψ(z) + (Diϕ)

† (z)Diϕ(z)−
2

κ
ϕ†ψ†ψϕ

+ϕ†Bϕ− ψ†Bψ
)

, (3.108)

De esta forma podemos reeditar el álgebra obtenida en (2.99) pero ahora en una versión

no-conmutativa de los campos.

Si bien estos resultados fueron obtenidos para un grupo de gauge U(1) no-conmutativo

resultaŕıa interesante examinar la posibilidad de extenderlos a un grupo U(N) no-conmutativo

tal como fuera hecho para el SU(N) en espacio ordinario[88].
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Caṕıtulo 4

Supersimetŕıa Galileana en
(1+1)-dimensiones

Como mencionamos anteriormente, en teoŕıas cuánticas no relativistas, existe una in-

varianza de supersimetŕıa trivial, cuyo origen se remonta al hecho de que fermiones y bosones

satisfacen las mismas ecuaciones de movimiento (la ecuación de Schrödinger). La existencia

de una supersimetŕıa no trivial, discutida en el caṕıtulo 2 está en cambio ı́ntimamente rela-

cionada con la presencia de campos de gauge cuya dinámica esta regida por un término de

Chern Simons. Notemos de paso, que son las cargas asociadas a esta segunda supersimetŕıa

las que reproducen el Hamiltoniano, una propiedad central del álgebra supersimétrica.

Dado que el término de Chern Simons es caracteŕıstico de teoŕıas tridimensionales,

(puede generalizarse a algunas dimensiones mayores) una pregunta interesante que surge es

si es posible construir teoŕıas supersimétricas galileanas en otras dimensiones. En [89], un

modelo supersimétrico no relativista en d = 1 + 1 fue presentado en el contexto de modelos

de átomos fŕıos. El análisis de los resultados presentados en el paper [89] inmediatamente

muestran la existencia de un serio problema, ya que el álgebra discutida por estos autores

carece de una de las propiedades más elementales que debe cumplir un álgebra supersimétrica,

a saber, que el Hamiltoniano total de la teoŕıa, debe poder escribirse como el anticonmutador

de las cargas supersimétricas.

En este caṕıtulo discutiremos como resolver este problema. Veremos que la reducción

dimensional del modelo de Jackiw-Pi, discutido en el caṕıtulo 2, lleva directamente al modelo
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presentado en [89], haciendo posible identificar la supersimetŕıa en forma sencilla y directa.

La versión bosónica de estos modelos ya hab́ıa sido discutida en varios trabajos en conexión

a la posibilidad de realizar estad́ıstica fraccionaria en (1+1)-dimensiones.

4.1. Reducción dimensional de los modelos de Chern-

Simons

Describiremos aqúı la redución de una dimensión espacial en el modelo de Jackiw-Pi.

En el plano, con coordenadas (x, y), suprimimos toda dependencia de la coordenada y y

renombramos Ay como B. Entonces la acción (2.46) del modelo de Jackiw-Pi se reduce a la

siguiente forma

S = Srcs +

∫

dxdt{iϕ†D0ϕ− 1

2m
(Dxϕ)

†Dxϕ

− 1

2m
B2ρ+ λρ2} (4.1)

donde Srcs es el término de Chern-Simons reducido o también llamado término“BF”

Srcs = κ

∫

dxdt (B∂0A1 + A0∂1B) = κ

∫

dxdtBF01 (4.2)

Aqúı F01 = ∂0A1 − ∂1A0 y hemos introducido además la notación ρ = ϕ†ϕ. La acción (4.1)

puede reescribirse de la forma

S =

∫

dxdt { κB∂0Ax + iϕ†∂0ϕ+ A0(κ∂xB − ρ)− 1

2m
(Dxϕ)

†Dxϕ

− 1

2m
B2ρ+ λρ2} (4.3)

El campo A0 es un multiplicador de Lagrange el cual impone la siguiente igualdad

∂xB =
1

κ
ρ (4.4)
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o equivalentemente

B(x) =
1

2κ

∫

dzϵ(x− z)ρ(z) (4.5)

en donde ϵ(x) = θ(x)− θ(−x) es la función escalón.

El campo Ax pude ser eliminado de la acción (4.3) mediante una transformación de

gauge en el campo de materia ϕ(x)

ϕ(x) → e−iα(x)ϕ(x) (4.6)

con

α(x) =
1

2

∫

dzϵ(x− z)Ax(z) (4.7)

Aśı la acción (4.3) se reduce a

S =

∫

dxdt{A0(κ∂xB − ρ) + iϕ†∂0ϕ− 1

2m
(∂xϕ)

†∂xϕ+ λρ2 − 1

2m
B2ρ} (4.8)

o equivalentemente

S =

∫

dxdt {A0(κ∂xB − ρ) + iϕ†∂0ϕ− 1

2m
(∂xϕ±Bϕ)†(∂xϕ± Bϕ)∓

1

2m
ρ∂xB + λρ2} (4.9)

Finalmente luego de usar la ley de Gauss (4.4) obtenemos

S =

∫

dxdt {iϕ†∂0ϕ− 1

2m
(∂xϕ± Bϕ)†(∂xϕ±Bϕ) +

(∓ 1

2mκ
+ λ)ρ2} (4.10)

Aqúı podemos elegir λ = ± 1
2mκ

(notar que los valores de λ son los mismos que en (2.51) para

el modelo de Jackiw-Pi, que nos condujo a las ecuaciones estáticas de Bogomolnyi), entonces,

para una configuración de campos estática, la teoŕıa queda gobernada por el Hamiltoniano
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H =

∫

dx { 1

2m
(∂xϕ± Bϕ)†(∂xϕ±Bϕ)} (4.11)

lo que nos conduce a las ecuaciones de Bogomolnyi

∂xϕ±Bϕ = 0 (4.12)

cuya solución es de la forma

ϕ(x) = fase× α
√

|κ|
cosh(αx)

(4.13)

donde ±κ es tomada como positiva y α es una constante de integaración.

Por otro lado la acción (4.8) en el caso de una configuración de campos estática se

puede reescribir como

S =

∫

dx{− 1

2m
(∂xϕ)

†∂xϕ+ λρ2 − 1

2m
B2ρ} (4.14)

Aqúı el último término es una constante de movimiento

1

2m

∫

dx1B
2(x1)ρ(x1) =

1

8mκ2

∫

dx1dx2dx3ϵ(x1 − x2)ϵ(x1 − x3)ρ(x1)ρ(x2)ρ(x3) =

1

24mκ2

∫

dx1dx2dx3ρ(x1)ρ(x2)ρ(x3) =
N3

24mκ2
(4.15)

siendo N =
∫

dxρ(x), y donde hemos hecho uso de la relación

ϵ(x1 − x2)ϵ(x1 − x3) + ϵ(x2 − x3)ϵ(x2 − x1) + ϵ(x3 − x1)ϵ(x3 − x2) = 1 . (4.16)

De esta forma este término puede ser eliminado de la teoŕıa y el Hamiltoniano se reescribe

de la forma

59



H =

∫

dx{ 1

2m
(∂xϕ)

†∂xϕ− λρ2} . (4.17)

que se corresponde con el Hamiltoniano de la ecuación no lineal de Schrödinger

i∂tψ = − 1
2m
∂2xψ + λρψ

(4.18)

Aśı a partir de una teoŕıa B-F dos-dimensional, derivada del modelo de Chern-Simons,

podemos arribar a una formulación para la ecuación no-lineal de Schrödinger.

4.2. Supersimetŕıa en gases ultra-fŕıos

Los gases cuánticos ultra-fŕıos no solo son interesantes por la f́ısica que ellos presen-

tan por si mismos, si no también por la posibilidad de modelar a través de estos, sistemas

de otras ramas de la f́ısica. Aśı, por ejemplo, átomos bosónicos confinados en tubos uno-

dimensionales, por medio de una red óptica dos-dimensional, mostraron la simulación de

un gas de Lieb-Liniger[90]-[91]. También, el régimen unitario para interacciones fuertes fue

alcanzado usando resonancias de Feshbach para controlar la longitud de scattering[92]-[96].

En el área de la f́ısica de altas enerǵıas, condensados de Bose-Einstein con interacción fe-

rromagnética fueron estudiados[97]-[98]. Propuestas para el estudio de fraccionalización de

carga en una dimensión[99] y para la creación de campos de gauge no-abelianos[100]-[101]

fueron también realizadas. Siguiendo esta ĺınea de trabajo Snoek, Vandoren y Stoof[102]-[89]

sugirieron que combinando adecuadamente una ĺınea de vórtice en una red óptica uno-

dimensional con un gas fermiónico, es posible crear una cuerda supersimétrica no relativista.

De acuerdo con estos autores esta propuesta resulta muy interesante pues podŕıa verificar en

forma experimental ciertos aspectos referentes tanto a la teoŕıa de cuerdas como a las teoŕıas

supersimétricas. Desde el punto de vista teórico el modelo consiste en una combinación

de campos bosónicos y fermiónicos cuya dinámica es dictada por una acción con términos
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cinéticos no relativistas y términos de interacción cuadrados y cuárticos en los campos. Más

concretamente la acción que describe al modelo es

S(1+1) =

∫

d2x
(

i(ϕ†∂tϕ+ ψ†∂tψ)−
1

2m
(∂xϕ)

†∂xϕ− 1

2m
(∂xψ)

†∂xψ +

λ1(ρb − 1)2 + λ2(ρb − 1)ρf

)

(4.19)

En donde hemos mantenido la misma notación que en el modelo de Jackiw-Pi supersimétrico,

esto es, ϕ representa el campo bosónico y ψ el fermiónico. Además ρb = ϕ†ϕ y ρf = ψ†ψ. En

su art́ıculo los autores estudiaron la estructura supersimétrica del modelo (4.19), obteniendo

expresiones para los generadores y calculando su álgebra. Aśı las cargas supersimétricas

propuestas por ellos, para la construcción del álgebra de super-Galileo fueron las siguientes

Q = −i
√
2m

∫

dxψ†ϕ

R = − 1√
2m

∫

dxψ†∂xϕ . (4.20)

A partir de estas cargas y usando las relaciones de conmutación entre los campos pudieron

construir el álgebra dictada por las relaciones

{Q,Q†} ≡ −2iN

{Q,R†} ≡ −P

{R,R†} ≡ HLibre (4.21)

Donde

N = m

∫

dxρ (4.22)

P =

∫

d2x (ϕ†∂xϕ+ ψ†∂xψ) (4.23)
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HLibre =
−1

2m

∫

dx (ϕ†∂2xϕ+ ψ†∂2xψ) (4.24)

Sin embargo aqúıHLibre se refiere al Hamiltoniano correspondiente a la teoŕıa ”libre”, es decir

la teoŕıa sin interacciones. Este hecho contrasta con una de las caracteŕısticas básicas de las

teoŕıas supersimétricas que indica que el Hamiltoniano completo de la teoŕıa es generado por

el álgebra de las súper-cargas.

El problema de encontrar las correctas propiedades supersimétricas del teoŕıa, fue

abordado en los trabajos [103] y [104]. Alĺı se trato el tema desde un punto de vista ori-

ginal, que consiste en obtener el modelo de los gases ultra-fŕıos, antes expuesto, mediante

la reducción dimensional de modelos de Chern-Simons. En el primero de los trabajos se

estudió la reducción dimensional del modelo supersimétrico de Jackiw-Pi, se identificó las

supersimetŕıas correctas de la acción (4.19) y sus cargas asociadas. En el segundo de los

trabajos, se utilizaron los resultados del primero y se mostró que combinando las cargas

supersimétricas es posible obtener un álgebra que genere también los términos de poten-

cial qúımico presentes en la acción (4.19). Además este trabajo mostró la existencia de

soluciones solitónicas originales desprendidas de la reducción dimensional de un modelo de

Chern-Simons propuesto por Manton[105]. En lo que sigue expondremos en detalle estos

trabajos poniendo hincapié en la correcta identificación de las cargas supersimétricas y en la

construcción de su álgebra.

4.2.1. Reducción dimensional del modelo de Jackiw-Pi supersimétri-
co

Como hiciéramos con el modelo de Jackiw-Pi en la sección anterior, podemos eliminar

una dimensión espacial y renombrar el campo Ay como B. Aśı el modelo de Jackiw-Pi

supersimétrico, representado por la acción (2.84), se reduce a
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S = Srcs +

∫

dxdt{iϕ†Dtϕ+ iψ†Dtψ − 1

2m
(Dxϕ)

†Dxϕ− 1

2m
(Dxψ)

†Dxψ

− 1

2m
∂xBρf −

1

2m
B2ρ+ λ1ρ

2
b + λ2ρbρf} (4.25)

Esta acción es la versión supersimétrica de la expuesta en (4.1), mientras que la ley de Gauss

y su solución toman la misma forma que en el caso bosónico, es decir

∂xB =
1

κ
ρ (4.26)

B(x) =
1

2κ

∫

dzϵ(x− z)ρ(z) (4.27)

pero en donde ahora ρ = ρb + ρf . La acción (4.25) es invariante frente a la transformación

δ1ϕ =
√
2mη†1ψ , δ1ψ = −

√
2mη1ϕ ,

δ1A1 = δ1B = 0 , δ1A
0 =

1√
2mκ

(η1ϕψ
† − η†1ψϕ

†) . (4.28)

con tal que se satisfaga la relación

1

2mκ
+ 2λ1 − λ2 = 0 . (4.29)

Notese, que la transformación (4.28) es la supersimetŕıa (2.93) del modelo de Jackiw-Pi. El

modelo es también invariante ante una segunda transformación

δ2ϕ = i√
2m
η†2(Dxψ − eBψ) δ2ψ = − i√

2m
η2(Dxϕ+ eBϕ)

δ2A1 = − 1√
2mκ

(

η2ϕψ
† − η†2ψϕ

†
)

δ2B = 1√
2mκ

(

η2ϕψ
† + η†2ψϕ

†
)

δ2A0 =
i

(2m)
3

2κ
(η2ϕ(Dxψ − eBψ)† + η†2(Dxψ − eBψ)ϕ†) . (4.30)

siempre que se cumpla la relación
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λ1 =
1

2mκ
, λ2 = 3λ1 (4.31)

En donde resulta claro que esta última supersimetŕıa es la reducción dimensional de la escrita

en la fórmula (2.95). Al igual que en el caso bosónico, podemos eliminar el campo Ax de la

acción mediante una transformación de gauge en los campos de materia

ϕ(x) → e−iα(x)ϕ(x) , ψ(x) → e−iα(x)ψ(x) (4.32)

con

α(x) =
1

2

∫

dzϵ(x− z)Ax(z) (4.33)

y usando la forma explicita para B dada por la fórmula (4.27) llegamos a la forma simplificada

S =

∫

dxdt{iϕ†∂tϕ+ iψ†∂tψ − 1

2m
(∂xϕ)

†∂xϕ− 1

2m
(∂xψ)

†∂xψ − 1

2mκ
ρρf

+λ1ρ
2
b + λ2ρbρf −

1

2m
B2ρ}

(4.34)

Como ya hemos visto el último término de esta acción es una constante de movimiento y

puede ser eliminado. Aśı la acción puede ser reescrita de la forma

S =

∫

dxdt{iϕ†∂tϕ+ iψ†∂tψ − 1

2m
(∂xϕ)

†∂xϕ− 1

2m
(∂xψ)

†∂xψ + λ1ρ
2}. (4.35)

Que no es más que la acción (4.19) de teoŕıa de los gases utrafŕıos sin los términos de potencial

qúımico. Las supersimetŕıas correspondientes a esta acción son

δ1ϕ =
√
2mη†1ψ , δ1ψ = −

√
2mη1ϕ (4.36)

y
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δ2ϕ = i√
2m
η†2(∂xψ − eBψ) + iδ2α ϕ , δ2ψ = − i√

2m
η2(∂xϕ+ eBϕ) + iδ2α ψ , (4.37)

La última variación se corresponde con la (4.30), y se deriva de esta mediante el proceso de

eliminación de los campos de gauge que hemos descripto. Si bien la acción (4.35) difiere de la

(4.19) en que no posee términos de potencial qúımico, veremos más tarde que una combina-

ción de las cargas asociadas a las transformaciones (4.36) y (4.37) generan el Hamiltoniano

completo de la teoŕıa (4.19).

Comencemos por calcular el álgebra de las cargas (4.20) propuestas en el trabajo de

Snoek et. al.[89]

Q1 = −i
√
2m

∫

dxψ†ϕ

R = − 1√
2m

∫

dxψ†∂xϕ . (4.38)

Es importante notar que aqúı Q1 es el generador asociado a la supersimetŕıa (4.36) y es

el mismo que apareciera en la formula (2.96) correspondiente a los generadores del modelo

supersimétrico de Jackiw-Pi. Para poder desarrollar el álgebra de los generadores utilizamos

el corchete de Poisson definido en la sección (2.4.2)

{F,G}PB = i

∫

dr

(

δF

δϕ†(r)

δG

δϕ(r)
− δF

δϕ(r)

δG

δϕ†(r)
− δrF

δψ†(r)

δlG

δψ(r)
− δrF

δψ(r)

δlG

δψ†(r)

)

(4.39)

Aśı resulta

{Q1, Q
†
1} = −2im

∫

dxρ ≡ −2iM . (4.40)

{R,R†} = −iHLibre =
i

2m

∫

dx (ϕ†∂2xϕ+ ψ†∂2xψ) (4.41)

que son los conmutadores calculados en [89] para la teoŕıa libre. Para obtener una expersión

de la carga asociada a la transformación (4.37) tomamos el generadorQ2 que obtuviéramos en
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la formula (2.96), reducimos una dimensión y eliminamos el campo Ax tal como lo hiciéramos

con los modelos anteriormente estudiados en este caṕıtulo. Esto nos conduce a

Q2 = − 1√
2m

∫

dxψ†(∂x +B)ϕ

= − 1√
2m

∫

dxψ†(x)(∂x +
1

2κ

∫

dzϵ(x− z)ρ(z))ϕ(x) (4.42)

Podemos ahora calcular el conmutador entre Q2 y Q†
2 usando la definición de corchete de

Poisson

{

Q2, Q
†
2

}

= − i

2m

∫

dx
(

(

∂x −B)ψ†(∂x − B)ψ+

(∂x +B)ϕ†(∂x +B)ϕ− 2

κ
ϕ†ϕψ†ψ

)

, (4.43)

desarrollando más esta expresión obtenemos

{

Q2, Q
†
2

}

= − i

2m

∫

dx
(

∂xψ
†∂xψ + ∂xϕ

†∂xϕ+B2ρ

−2

κ
ρfρb − ∂xBρb + ∂xBρf

)

. (4.44)

Finalmente usando la ley de Gauss y eliminando el término constante
∫

dxB2ρ, la formula

(4.44) puede ser reducida a

{

Q2, Q
†
2

}

= − i

2m

∫

dx
(

∂xψ
†∂xψ + ∂xϕ

†∂xϕ− 2

κ
ρfρb −

1

κ
ρ2b

)

= −iH . (4.45)

En donde H es el Hamiltoniano asociado a la acción (4.35) para una configuración estática

de los campos. El álgebra es completa con el siguiente conmutador

{

Q1, Q
†
2

}

= −1

2

∫

d2x
(

ϕ†(∂x −B)ϕ− ((∂x −B)ϕ)†ϕ+ ψ†(∂x − B)ψ − ((∂x − B)ψ)†ψ
)

= −1

2

∫

d2x
(

ϕ†∂xϕ− ∂xϕ
†ϕ+ ψ†∂xψ − ∂xψ

†ψ
)

= −iP1, (4.46)
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siendo aqúı P1 el momento lineal y en donde hemos hecho uso de la relación

∫

dxB(x)ρ =
1

2κ

∫

dxdzϵ(x− z)ρ(x)ρ(z) = 0 (4.47)

El resto de los posibles conmutadores es cero. De esta forma, el álgebra completa de la teoŕıa

(4.35), que resulta de reducir dimensionalmente el modelo de Jackiw-Pi supersimétrico, se

obtiene a partir de los generadores Q1 y Q2 y se representa de la forma

{Q1, Q
†
1} = −2im

∫

dxρ = −2iM

{

Q2, Q
†
2

}

= −iH
{

Q1, Q
†
2

}

= −iP1

{Qα, Qβ} =
{

Q†
α, Q

†
β

}

= 0 (4.48)

En el análisis de la ecuaciones de auto-dualidad se pude proceder de la misma forma que

lo hiciéramos con el modelo de Jackiw-Pi reducido. Aśı la acción (4.34) puede ser reescrita

como

S =

∫

dxdt{iϕ†∂tϕ+ iψ†∂tψ − 1

2m
|∂xϕ±Bϕ|2 − 1

2m
|∂xψ ±Bψ|2

∓ 1

2m
ρb∂xB ∓ 1

2m
ρf∂xB − 1

2mκ
ρρf + λ1ρ

2
b + λ2ρbρf} (4.49)

y usando la ley de Gauss obtenemos

S =

∫

dxdt{iϕ†∂tϕ+ iψ†∂tψ − 1

2m
|∂xϕ±Bϕ|2 − 1

2m
|∂xψ ±Bψ|2

+
(

∓ 2

2mκ
− 1

2mκ
+ λ2

)

ρbρf +
(

∓ 1

2mκ
+ λ1

)

ρ2b} (4.50)

Esto nos conduce al siguiente Hamiltoniano para una configuración estática de los campos

H =

∫

dx{ 1

2m
|∂xϕ± Bϕ|2 + 1

2m
|∂xψ ± Bψ|2

+
(

± 2

2mκ
+

1

2mκ
− λ2

)

ρbρf +
(

± 1

2mκ
− λ1

)

ρ2b} (4.51)
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La eleccción

λ1 = ± 1

2mκ
, λ2 = (1± 2)

1

2mκ
(4.52)

reduce el Hamiltoniano a una forma definida positiva, la cual se anula cuando los campos ϕ

y ψ satisfacen las ecuaciones de auto-dualidad

(∂x ±B)ϕ = 0 (4.53)

(∂x ±B)ψ = 0 (4.54)

Escogiendo el signo + en la formula (4.52), los valores de las constantes λ1 y λ2 coinciden

con los expuestos en la formula (4.31). De esta manera la teoŕıa se vuelve supersimétrica en

el punto de auto-dualidad al igual que se manifestase con el modelo en (2 + 1)-dimensiones.

Notemos también que los valores en (4.52) para los cuales la teoŕıa es auto-dual coinciden con

los expresados en (2.106) para el modelo en (2 + 1)-dimensiones. Por último mencionemos

que el estudio de las soluciones a las ecuaciones (4.53) y (4.54) fue abordado en los trabajos

[106] y [107].

4.2.2. Supersimetŕıa en (1+1) a partir de un modelo de Chern-
Simons-Maxwell

En 1997 Manton propuso un modelo de Chern-Simons no relativista para la descrip-

ción de la dinámica de vórtices en peĺıculas delgadas superconductoras[105]. Este modelo, en

(2+1)-dimensiones, consiste baśıcamente en una combinación de un modelo de Chern-Simons

con uno de Landau-Ginzburg. En su trabajo Manton estudió la dinámica de los vórtices me-

diante técnicas de aproxinación en el moduli space de la teoŕıa, pero no será nuestro objetivo

aqúı concentrarnos en este tipo de estudio. Hassaine, Horvathy y Yera, en un trabajo más em-

parentado con el tema de esta tesis, mostraron luego la existencia de soluciones auto-duales

en este modelo[108]. Más recientemente, en uno de los trabajos originales que componen

esta tesis[104], se estudió la extensión supersimétrica del modelo de Manton y su reducción
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dimensional. Veremos, en esta sección, que el modelo de los gases ultra-fŕıos (4.19) puede

obtenerse fácilmente reduciendo dimensionalmente la extensión supersméntrica del modelo

de Manton y mostraremos también que combinando las cargas Q1 y Q2 encontradas en la

sección anterior[103], puede obtenerse el Hamiltoniano con los términos de potencial qúımi-

co, ausentes en el conmutador (4.45). Comencemos, entonces, por presentar el modelo y sus

carcteŕısticas fundamentales. La acción propuesta en el trabajo original de Manton es la

siguiente

S(2+1) =

∫

d3x
(

− 1

2
B2 + iγ(ϕ†∂tϕ+ iA0|ϕ|2)−

1

2m
(Diϕ)

†Diϕ+

κ(A0B + A2∂0A1) + γA0 + λ(|ϕ|2 − 1)2 − AiJ
T
i

)

(4.55)

en donde γ, κ y λ son constantes reales y el campo ϕ, que describe la materia, es escalar

complejo. La derivada covariante esta definida como Dµ = ∂µ + iAµ (µ = 0, 1, 2) y B =

∂1A2 − ∂1A2 es el campo magnético. Este modelo se diferencia del de Jackiw-Pi en que

posee términos adicionales, tales como 1
2
B2, γA0 y AiJ

T
i . El primero de estos es parte del

término de Maxwell. Aqúı la ausencia del término eléctrico 1
2
E2 es justificada en [105] por

la invarianza no relativista del resto del Lagrangeano. Respecto de los otros dos términos;

γA0 esta relacionado con la posibilidad de un condensado en el estado de vacio[109] (ϕ =1) y

AiJ
T
i sirve para recomponer la invarianza de Gailileo rota por la introducción de γA0. Para

sostener tal invarianza, la corriente de transporte JT
i debe transformar ante un boost de

Galileo como JT
i → JT

i + γvi[105, 108]. Además otra diferencia con el modelo de Jackiw-Pi

es que el término de potencial presenta aqúı ruptura espontánea de simentŕıa en el estado

de vacio. En particular siempre podemos elegir un sistema de referencia en el cual JT
i = 0.

En este sistema las ecuaciones de movimiento correspondientes a la acción (4.55) son
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iγD0ϕ = −1

2
DiDiϕ− 2λ(|ϕ|2 − 1)ϕ

ϵij∂jB = Ji + κϵijEj

κB = γ(|ϕ|2 − 1) (4.56)

donde Ei = ∂iA0 − ∂0Ai es el campo eléctrico y Ji la corriente eléctrica definida por

Ji = − i

2

(

ϕ†Diϕ− ϕ(Diϕ)
†
)

(4.57)

La primera de esta ecuaciones es la ecuación no lineal de Schrödinger, la segunda representa

la ley de Ampère en dos dimensiones y la última es la ley de Gauss.

La enerǵıa del sistema para una configuración estática de los campos es

E =

∫

d2x
(1

2
B2 +

1

2m
(Diϕ)

†Diϕ− λ(|ϕ|2 − 1)2
)

(4.58)

Usando la identidad |Diϕ|2 = |(D1 ± iD2)ϕ|2 ∓ B|ϕ|2 ± ϵij∂iJj, y la ley de Gauss es posible

reescribir la enerǵıa de la siguiente manera

E =

∫

d2x
( 1

2m
|(D1 ± iD2)ϕ|2 + (∓ γ

2κm
+

γ2

2κ2
− λ)(|ϕ|2 − 1)2 ∓ 1

2m
B
)

(4.59)

Eligiendo

λ = ∓ γ

2κm
+

γ2

2κ2
(4.60)

la expresión anterior se simplifica y toma la forma

E =

∫

d2x
( 1

2m
|(D1 ± iD2)ϕ|2

)

∓ 1

2m
Φ (4.61)
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Resulta entonces, al igual que en los vórtices relativitas antes estudiados, que la enerǵıa esta

acotada inferiormente por un múltiplo del flujo magnético. Esto ocurre siempre que tomenos

-Φ si el flujo es negativo y +Φ si el flujo es positivo. De esta forma resulta que la cota es

saturada cuando los campos satisfacen

(D1 ± iD2)ϕ = 0

κB = γ(|ϕ|2 − 1) (4.62)

Que son las ecuaciones de Bogomolnyi de la teoŕıa

Con el objetivo de obtener, v́ıa reducción dimensional, el modelo (4.19) de gases ultra-

fŕıos, consideremos ahora la extensión supersimétrica del modelo de Manton. Tal extensión

puede ser llevada a cabo incluyendo el campo fermiónico no relativista ψ. Aśı proponemos

la siguiente acción en (2 + 1)-dimensiones

S =

∫

d3x
(

− 1

2
B2 + iγ(ϕ†∂tϕ+ ψ†∂tψ + iA0[|ϕ|2 + |ψ|2])− 1

2m
(Diϕ)

†Diϕ− 1

2m
(Diψ)

†Diψ

+ κ(A0B + A2∂0A1) + γA0 −
1

2m
ψ†Bψ + λ1(|ϕ|2 − 1)2 + λ2(|ϕ|2 − 1)|ψ|2

)

(4.63)

donde el valor de las constantes de acoplamiento es

λ1 =
γ

2mκ
+

γ2

2κ2
, λ2 =

3γ

2mκ
+
γ2

κ2
(4.64)

Notemos que como ocurriera en la extensión supersimétrica del modelo de Jackiw-Pi, aqúı tam-

bién hemos incluido un término de Pauli como consecuencia de la interacción entre el campo

magnético y los fermiones.

La acción (4.63) es invariante frente a la siguiente variación

δ1ϕ =
√
2mη†1ψ , δ1ψ = −

√
2mη1ϕ ,

δ1A = 0 , δ1A
0 =

1√
2mcκ

(η1ϕψ
† − η†1ψϕ

†) . (4.65)
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con el requerimiento que se satisfaga la relación

γ

2mκ
+ 2λ1 − λ2 = 0 (4.66)

Procedamos ahora como antes y suprimamos la dependencia de la coordenada y en la acción

(4.63) y renombremos Ay como B. La nueva acción obtenida en (1 + 1)-dimensiones es

S =

∫

d2x
(

− 1

2
(∂xB)2 + iγ(ϕ†∂tϕ+ ψ†∂tψ + iA0ρ)−

1

2m
(Dxϕ)

†Dxϕ− 1

2m
B2ρ

− 1

2m
(Dxψ)

†Dxψ + κ(A0∂xB +B∂0A1) + γA0 + λ1(ρb − 1)2 + λ2(ρb − 1)ρf

)

(4.67)

La ley de Gauss para esta acción resulta

∂xB =
γ

κ
(ρ− 1) (4.68)

la cual es resuelta por

B(x) =
γ

2κ

∫

dzϵ(x− z)(ρ(z)− 1) (4.69)

Notemos que la ley de Gauss (4.68) difiere de la presentada en (4.26), para la reducción

dimensional del modelo de Jackiw-Pi supersimétrico, en un término constante. Usando la

expresión para el campo magnético (4.69) y la ley de Gauss en la acción (4.67) obtenemos

S =

∫

d2x
(

iγ(ϕ†∂tϕ+ ψ†∂tψ)−
1

2m
(Dxϕ)

†Dxϕ− 1

2m
(Dxψ)

†Dxψ − 1

2m
B2ρ

+ κ
( γ

2κ

∫

dzϵ(x− z)(ρ(z)− 1)
)

∂0A1 + λ
′

1(ρb − 1)2 + λ
′

2(ρb − 1)ρf

)

(4.70)

en donde hemos definido nuevas constantes de acoplamiento como

λ
′

1 = λ1 −
γ2

2κ2
=

γ

2mκ
, λ

′

2 = λ2 −
γ2

κ2
− γ

2mκ
=

γ

mκ
(4.71)
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Nuevamente el campo de gauge A1 puede ser eliminado de la acción por medio de la trans-

formación (4.32) en los campos de materia:

S =

∫

d2x
(

iγ(ϕ†∂tϕ+ ψ†∂tψ)−
1

2m
(∂xϕ)

†∂xϕ− 1

2m
(∂xψ)

†∂xψ

+ λ
′

1(ρb − 1)2 + λ
′

2(ρb − 1)ρf −
1

2m
B2ρ

)

(4.72)

siendo el último término de la acción una constante de movimiento

1

2m

∫

dx1B
2(x1)ρ(x1) =

γ2

8mκ2

∫

dx1dx2dx3ϵ(x1 − x2)ϵ(x1 − x3)(ρ(x1)− 1)

(ρ(x2)− 1)ρ(x3) =
γ2

24mκ2

∫

dx1dx2dx3(ρ(x1)− 1)(ρ(x2)− 1)ρ(x3) =

(N3 − 2N2 +N)γ2

24mκ2
(4.73)

Podemos entonces eliminar este término para obtener

S =

∫

d2x
(

iγ(ϕ†∂tϕ+ ψ†∂tψ)−
1

2m
(∂xϕ)

†∂xϕ− 1

2m
(∂xψ)

†∂xψ +

λ
′

1(ρb − 1)2 + λ
′

2(ρb − 1)ρf

)

, (4.74)

que es el modelo mostrado en la formula (4.19) y expuesto en el trabajo de Snoek, Vandoren

y Stoof ya mencionado.

La acción (4.74) presenta las siguientes supersimetŕıas

δ1ϕ =
√
2mη†1ψ , δ1ψ = −

√
2mη1ϕ , (4.75)

y

δ2ϕ = i√
2m
η†2(∂xψ − B1ψ) + iδ2α ϕ , δ2ψ = − i√

2m
η2(∂xϕ+B1ϕ) + iδ2α ψ , (4.76)
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siendo

B1(x) =
γ

2κ

∫

dzϵ(x− z)ρ(z)

δ2α =
−γ

2κ
√
2m

∫

dzϵ(x− z)
(

η2ϕψ
† − η†2ψϕ

†
)

(4.77)

Notemos que las transformaciones (4.75) y (4.76) son las mismas supersimetŕıas que presenta

la reducción dimensional del modelo supersimétrico de Jackiw-Pi.

En busca de obtener el álgebra completa de la teoŕıa propongamos los siguientes

generadores de las supersimetrias (4.75) y (4.76)

Q1 = −i
√
2m

∫

dxψ†ϕ

Q̃2 = − 1√
2m

∫

dxψ†(∂x +B1)ϕ+

√
γ√
κm

∫

dxψ†ϕ (4.78)

La primera de estas cargas, como vimos en la sección anterior, esta asociada a la transforma-

ción (4.75). La segunda es una combinación lineal de la cargaQ2, asociada a la transformación

(4.76), y de la carga Q1. En forma similar a como calculáramos los conmutadores en la sección

anterior podemos llegar a la siguiente expresión para el conmutador entre Q̃2 y Q̃†
2.

{

Q̃2, Q̃
†
2

}

= − i

2m

∫

dx
(

(∂xϕ)
†∂xϕ+ (∂xψ)

†∂xψ −
2γ

κ
ρfρb −

γ

κ
ρ2b +

2γ

κ
ρ
)

= −iH (4.79)

El último término de este Hamiltoniano se refiere al potencial qúımico. Este es el término

ausente en el Hamiltoniano encontrado en la formula (4.45) de la sección anterior. De esta

forma resulta ser Q̃2 la súper-carga que genera el hamiltoniano completo de la teoŕıa (4.19).

El restante conmutador no nulo del álgebra de las cargas Q1 y Q̃2 es el siguiente
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{

Q1, Q̃
†
2

}

= −1

2

∫

d2x
(

ϕ†∂xϕ− ∂xϕ
†ϕ+ ψ†∂xψ − ∂xψ

†ψ
)

−
√

2γ

κ

∫

dxρ (4.80)

El primer renglón de este desarrollo coincide con el conmutador calculado en (4.46), es de-

cir, es esencialmente el momento lineal del modelo (4.35) encontrado en la sección anterior.

Puesto que la corriente de Noether esta determinada a menos de un término cuya deriva-

da es una derivada total, se puede redefinir la corriente de Noether asociada al momento

lineal de manera de poder abarcar también al término que aparece en el segundo renglón.

Aśı finalmente obtenemos

P =

∫

j0dx = −iγ{Q1, Q
†
2} (4.81)

Consideremos ahora la derivación de las ecuaciones de auto-dualidad y sus soluciones. Re-

escribimos, haciendo uso de la ley de Gauss, la acción (4.72) de forma tal de llegar a la

expresión

S =

∫

d2x
(

iγ{ϕ†∂tϕ+ ψ†∂tψ} −
1

2m
|(∂x ±B)ϕ|2 − 1

2m
|(∂x ± B)ψ|2 +

(λ
′

1 ∓
γ

2mκ
)(ρb − 1)2 + (λ

′

2 ∓
γ

mκ
)(ρb − 1)ρf ∓

1

2m
∂xB

)

, (4.82)

La elección

λ
′

1 =
±γ
2mκ

, λ
′

2 =
±γ
mκ

, (4.83)

implica, en el caso de una configuración estática, el Hamiltoniano

H =

∫

dx
( 1

2m
|(∂x ±B)ϕ|2 + 1

2m
|(∂x ±B)ψ|2 ± 1

2m
∂xB

)

(4.84)
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Aqúı el último término puede ser eliminado puesto que el B se anula en los extremos de

integración. El Hamiltoniano alcanza entonces su mı́nimo cuando los campos satisfacen las

ecuaciones de auto-dualidad

(∂x ±B)ϕ = 0 (4.85)

(∂x ±B)ψ = 0 (4.86)

Notemos aqúı que si bien la forma de la ecuaciones de auto-dualidad es la misma que las

escritas en (4.53) y (4.54), para el caso de la reducción dimensional de la teoŕıa supersimétrica

de Jackiw-Pi, las ecuaciones son distintas puesto que B es distinto en cada caso. Aśı, pues,

las ecuaciones (4.85) y (4.86) resultan originales y fueron expuestas en la referencia [104]. Al

igual que en las teoŕıas anteriormente estudiadas, podemos chequear aqúı, que tomando el

signo + en la formula (4.83) los valores de las constantes λ1 y λ2 coinceden con los expuestos

en (4.71) para los cuales la teoŕıa se extiende supersimetricamente. De esta forma la teoŕıa

se vuelve supersimétrica en el punto de auto-dualidad.

En cuanto a las soluciones de las ecuaciones de auto dualidad, dediquémosnos, por

simplicidad, a estudiar el caso bosónico solamente. En tal caso las ecuaciones (4.85) y (4.86)

se reducen a una única ecuación

∂xϕ(x) +
ζγ

2κ

∫

dzϵ(x− z)(ρb(z)− 1)ϕ(x) = 0 (4.87)

Aqúı hemos introducido ζ = ± y además usado la expresión de B expuesta en (4.69).

Asumiendo la solución de la forma ϕ =
√
ρb llegamos a la expresión

1

2
∂x(log ρb(x)) +

ζγ

2κ

∫

dzϵ(x− z)(ρb(z)− 1) = 0 (4.88)

y diferenciando respecto de x esta última formula arribamos a una ecuación de tipo Liouville

uno-dimensional
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1

2
∂2x(log ρb(x)) +

ζγ

2κ
(ρb(x)− 1) = 0 (4.89)

Finalmente renombrando ρb como ρ y desarrollando la derivada de la ecuación anterior

obtenemos

−(∂xρ)
2 + (∂2xρ)ρ+ υρ2(ρ− 1) = 0 (4.90)

en donde υ = ζγ

κ
. Las solución a esta ecuación fue propuesta en el trabajo original [104] y

tiene la forma

ρ = 1 +
∞
∑

n=1

ansech
n(bx) (4.91)

Aclaremos, en este punto, que los an son coeficientes reales de la serie y que b es una constante

real. Resta entonces determinar los valores de estas constantes. Para ello se introduce la

expresión de la solución (4.91) en la ecuación (4.90). Después de algo de álgebra el resultado

que se obtiene es el siguiente

∞
∑

n,m=1

[

− anammnb
2 + n2anamb

2 + 2υanam

]

sechn+m(bx) +

∞
∑

n,m=1

[

anamnmb
2 − n2anamb

2 − nanamb
2
]

sechn+m+2(bx)−

∞
∑

n=1

(n2 + n)anb
2sech2+n(bx) +

∞
∑

n=1

[

n2anb
2 + υan

]

sechn(bx) +

υ
∞
∑

n,i,m=1

anamaisech
n+m+i(bx) = 0 , (4.92)

donde para obtener esta experesión hemos usado la relación tanh2(bx) = 1 − sech2(bx).

Aśı tenemos una expansión en serie de potencias de sech(bx) la cual debe ser igual a cero.

Esto significa que los coeficientes de cada potencia deben ser cero separadamente. Entonces
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tenemos infinitas ecuaciones de las que podemos ir determinando todos los coeficientes. Por

ejemplo de los coefientes de sech(bx) obtenemos

b2 = −υ (4.93)

de los de sech2(bx) y sech3(bx) tenemos

a2 =
2

3
a21 (4.94)

y

a3 =
3a31 + 2a1

8
(4.95)

y aśı se puede continuar determinando el resto de los coeficientes. Cabe aclarar que el coefien-

te a1 no queda determinado de esta forma y puede tomar un valor arbitrario.
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Caṕıtulo 5

Solitones en la teoŕıa
Chern-Simons-CP(1)

Los modelos CP (N) fueron introducidos a finales de los años 70[110]-[112] como mo-

delos simplificados donde fuera posible estudiar efectos relacionados con el acoplamiento

fuerte similar al que aparece en teoŕıas más complicadas como QCD como liberad asintóti-

ca, confinamiento, ruptura de simetŕıa quiral, anomaĺıas, solitones y expansión a grandes

N [113]-[116]. Los modelos CP (N), (al igual que QCD) presentan invarianza de escala. Al

nivel de soluciones tipo solitones esta invarianza se manifiesta en la ausencia de un tamaño

caracteŕıstico para los mismos, o equivalentemente, existen solitones de tamaño arbitrario.

Esta caracteŕıstica fue notada por primera vez para el modelo CP (1) o equivalentemente el

O(3) en un trabajo de Belavin y Polyakov[117].

A diferencia de lo que sucede en las teoŕıas no relativistas discutidas anteriormente,

el término de Chern Simons introduce en teoŕıas relativistas un parámetro con dimensio-

nes. Dzyaloshinsky, Polyakov y Wiegmann[118] sugirieron que este parámetro podŕıa jugar

algún rol fijando una escala caracteŕıstica para los solitones en una teoŕıa CP (1) en 2 + 1

dimensiones. Dicha proposición fue considerada en el marco de la teoŕıa de perturbaciones

en [119], donde se mostró que al nivel más bajo de pertubación, las soluciones tienen tamaño

infinito. Poco tiempo después el problema fue analizado de manera no pertubativa mediante

un análisis numérico de las ecuaciones de movimiento en [120], donde se concluyó que efec-

tivamente la introducción de un término de Chern Simons estabilizaba las soluciones en un
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tamaño caracteŕıstico.

Mostraremos en este caṕıtulo que las conclusiones de este último trabajo no fueron

correctas. Aśı, en esta sección estudiaremos las soluciones solitónicas, a nivel clásico, que

presenta la teoŕıa Chern-Simons-CP(1) [121].

5.1. Propiedades de los modelos CP(N)

El modelo CP (N) consiste de N + 1 campos escalares complejos na(x) con a =

1, ......., N + 1. Denotaremos colectivamente a los campos como n(x) = {na(x)} y trabajare-

mos en un espacio de dos dimensiones x = {x1, x2}. Los campos CP (N) tienen modulo uno,

es decir están sujetos al siguiente v́ınculo

n†(x) · n(x) =
N+1
∑

a=1

n†
a(x)na(x) = 1 (5.1)

La teoŕıa esta gobernada por la siguiente densidad Lagrangeana

L(x) = ∂µn
† · ∂µn+ (n† · ∂µn)(n† · ∂µn) (5.2)

con µ = 1, 2.

Consideremos ahora la siguiente transformación en los campos

na(x) → na(x)exp(iα(x)) (5.3)

donde α(x) es una fase que no depende del ı́ndice a. Aśı, los N+1 campos están multiplicados

por la misma fase y obtenemos

∂µn → (∂µn+ i∂µα n)eiα

n† · ∂µn → n† · ∂µn+ i∂µα (5.4)
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lo que conlleva la invarianza de gauge del Lagrangeano bajo la transformación U(1). La

invarianza de gauge se vuelve más evidente introduciendo un campo auxiliar Aµ(x) y rees-

cribiendo, entonces, el lagrangeano como

L(x) = ∂µn
† · ∂µn+ A2

µ − 2Aµ(in
† · ∂µn) (5.5)

De la ecuación de movimiento para Aµ se desprende la relación

Aµ = i(n† · ∂µn) (5.6)

Entonces el campo Aµ queda enteramente determinado en términos de los campos n. Cuando

(5.6) es insertada en el Lagrangeano (5.5) se obtiene el Lagrangeano (5.2), resultando de esta

forma ambos Langrangeanos equivalentes. Notemos aqúı que n† · ∂µn es imaginario puro de

manera tal que la expresión de Aµ resulta real. Este hecho se pone de manifiesto derivando

el v́ınculo (5.1)

n† · ∂µn+ ∂µn
† · n = 2Re(n† · ∂µn) = 0 (5.7)

El Lagrangeano (5.5) puede ser escrito en una forma más compacta

L(x) = (Dµn)
† · (Dµn) (5.8)

siendo Dµn = (∂µ + iAµ)n. Bajo la transformación (5.3) tenemos

Dµn → (Dµn)e
iα (5.9)

Aśı la invarianza de gauge del Lagrangeano escrito en la forma (5.8) resulta ahora transpa-

rente y similar a la de la electrodinámica escalar.
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Las ecuaciones de campo se obtienen extremizando la acción

S =

∫

d2x(Dµn)
† · (Dµn) (5.10)

con respecto de n(x) sujeto al v́ınculo (5.1). Este v́ınculo es introducido en el proceso varia-

cional como un multiplicador de Lagrange. Esto quiere decir que debemos extremizar

S +

∫

d2xλ(x)(n† · n− 1) (5.11)

De esta forma la ecuación de campo resultante es

DµDµn+ λn = 0. (5.12)

El multiplicador de Lagrange es eliminado usando

λ = λn† · n = −n† ·DµDµn (5.13)

para producir

DµDµn− (n† ·DµDµn)n = 0. (5.14)

Los solitones que estamos buscando son soluciones de acción finita para esta ecuación. Vea-

mos entonces cuales son las posibles configuraciones de campo para una acción finita. La

condición para que la acción (5.10) sea finita requiere que cuando r ≡ |x| → ∞, se cumpla

Dµn ≡ ∂µn+ iAµn = 0. (5.15)

Tomando cada componente na ≡ |na|eiϕa separadamente, obtenemos
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iAµ =
∂µna

na

=
∂µ|na|
|na|

+ i∂µϕa. (5.16)

De acuerdo con la formula (5.6), Aµ debe ser real e independiente del ı́ndice a, lo que implica

(i) ∂µ|na| = 0 y (ii) ϕa independiente del ı́ndice a. De esta manera el campo n en infinito se

comporta como

n(x) → n0eiϕ(θ) (5.17)

donde n0 es un vector complejo y contante en sus componentes y satisface la condición

(n0)† · n0 = 1. La fase ϕ depende de la coordenada angular espacial θ, produciéndose aśı un

mapa que podemos representar como S
(fis)
1 → S

(int)
1 , donde S

(fis)
1 es el ćırculo espacial

de radio infinito descripto por la coordenada θ y S
(int)
1 es el ćırculo interno descripto por

ϕ. Como ya explicamos en el primer caṕıtulo de esta tesis, estos tipos de mapas están

caracterizados por un número topológico o winding number que denotaremos aqúı como

QCP (N). La expresión del winding number viene dada por

QCP (N) =
1

2π

∫ 2π

0

dθ
dϕ

dθ
(5.18)

Esta expresión puede ponerse en términos de Aµ, teniendo en cuenta que

Aθ =
i

r
n† · ∂θn = −1

r

dϕ

dθ
(5.19)

por lo tanto

QCP (N) = − 1

2π

∫ 2π

0

dθrAθ = − 1

2π

∫

dl ·A = − 1

2π

∫

d2xϵij∂iAj (5.20)

con (i, j = 1, 2). Usando la relación (5.6) se obtiene la siguiente igualdad
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ϵij∂iAj = iϵij∂i(n
†∂jn) = iϵij(Din)

† · (Djn) (5.21)

con lo cual la carga topológica QCP (N) se reescribe

QCP (N) = − i

2π

∫

d2xϵij(Din)
† · (Djn) (5.22)

Veamos ahora, que a partir de esta expresión, resulta fácil mostrar que QCP (N) es una cota

topológica de la acción (5.10) y que dicha cota es saturada cuando se satisfacen relaciones

de auto-dualidad. Para esto consideremos la desigualdad

∫

d2x(Din± iϵijDjn)
† · (Din± iϵijDjn) ≥ 0. (5.23)

Esta al ser desarrollada se convierte en

2

∫

d2x
(

(Din)
† · (Din)± iϵij(Din)

† · (Djn)
)

≥ 0. (5.24)

La primera de las integrales que compone esta fórmula es la acción (5.10) para el caso de

campos estáticos, la segunda es proporcional a la carga QCP (N). Entonces resulta

S ≥ 2π|QCP (N)|. (5.25)

Donde hemos considerado que el signo + se toma cuando QCP (N) es positiva y el − cuando

es negativa. La acción alcanza su mı́nimo cuando se cumple la igualdad en la formula (5.23),

es decir cuando se satisface la condición

Din± iϵijDjn = 0. (5.26)

que es la ecuación de auto dualidad para la teoŕıa CP (N).
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5.2. Soluciones solitónicas en un modelo Chern-Simons-

CP(1) sin potencial

Analizaremos aqúı, desde un punto de vista clásico y no perturvativo, un modelo

propuesto en las referencias [119, 120]. Tal modelo consiste en campos CP (1) interactuando

con campos U(1) de gauge en donde la dinámica de estos últimos esta dictada por un

término de Chern-Simons. Veremos que este modelo no soporta soluciones solitónicas en

R2, contrariamente a lo que hab́ıa sido señalado en [120]. El modelo esta gobernado por la

siguiente acción

S = Scs +

∫

D

d3x|Dµn|2 (5.27)

Siendo aqúı n(x) el campo CP (1) compuesto de dos componentes. La signatura correspon-

diente es ahora Minkoskiana, es decir (1,−1,−1) y la derivada covariante esta definida como

Dµ = ∂µ + iAµ (µ = 0, 1, 2). El sub́ındice D denota que la región de integración es un disco

de radio R. De esta forma, R se introduce como un nuevo parámetro en la teoŕıa, capaz

de regular el área de integración. Cabe aclarar que la idea de introducir un parámetro que

regule la región de integración es propia del art́ıculo original de esta tesis [121] y no esta

presente en los trabajos [119, 120]. El término de Chern-Simons representado por Scs es

Scs = κ

∫

D

d3xϵµνρAµ∂νAρ = 2κ

∫

D

d3x (A0F12 + A2∂0A1) (5.28)

donde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (5.29)

Es importante mencionar, llegado este punto, que la acción (5.27) no posee un término de

potencial. La razón de esto se debe, como se mencionó en la introducción de este caṕıtulo,

a que los trabajos [119, 120] fueron inspirados en el argumento de Dzyaloshinsky, Polyakov

y Wiegmann por el cual la invarianza de escala que presenta la teoŕıa CP (1) se rompe

introduciendo un término de Chern-Simons en su acción.
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Las ecuaciones de campo correspondientes a esta acción son

DµD
µn = (n†DµD

µn)n (5.30)

κϵµνρF
νρ = −Jµ = i[n†Dµn− n(Dµn)

†] (5.31)

La componente temporal de esta última ecuación

2κF12 = −J0 (5.32)

es la ley de Gauss en la dinámica de Chern-Simons. Integrando esta ecuación sobre el disco

D obtenemos la relación

Φ = − 1

2κ
Q (5.33)

que relaciona, como ya hab́ıamos visto para el modelo de Chern-Simons-Higgs, el flujo

magnético con la carga eléctrica. El tensor de densidad enerǵıa-momento de la teoŕıa es

T ν
µ = (Dµn

† ·Dνn+Dνn† ·Dµn)− gνµDλn
† ·Dλn (5.34)

con (λ = 0, 1, 2). Entonces la componente puramente temporal del tensor se escribe

T 0
0 = D0n

† ·D0n+Din
† ·Din, (5.35)

lo que nos conduce, en el caso estático, a que la enerǵıa sea

E =

∫

D

d2x
(

κ2B2 + |Din|2
)

, i = 1, 2. (5.36)
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Veamos ahora que la enerǵıa esta acotada inferiormente por la carga topológica QCP (1). En

el análisis de esta cuestión, no resulta dif́ıcil obtener expresiones para A1 y A2 a partir de la

ecuación (5.31) para luego insertarlas en la expresión del campo magnético. Aśı encontramos

B = ϵij∂iAj = iϵij∂i(n
†∂jn)− κ

[

∂1F01 + ∂2F02

]

. (5.37)

Recordando las ecuaciones (5.21) y (5.22) se advierte que el primer término de esta ecuación

es la corriente topológica del modelo CP (1), mientras que los restantes términos conforman la

divergencia del campo eléctrico. Reacomodando, entonces, podemos reescribir esta ecuación

de la forma siguiente

∇.E =
1

2κ2
J0 +

2π

κ
J
CP (1)
0 (5.38)

En donde hemos usado la ley de Gauss B = −1
2κ
J0, siendo J0 la corriente eléctrica y JCP (1)

la corriente topólogica. Esto nos muestra que la divergencia del campo eléctrico depende

tanto de la corriente eléctrica como de la corriente topológica del CP (1). Para encontrar una

expresión del flujo magnético integramos esta última ecuación, usando la relación 2κ∇.E =

−(∂1J2 − ∂2J1) = −∇× J, lo que nos conduce a

Φ =

∫

D

B d2x = 2π

∫

D

JCP (1) d2x+
1

2

∫

∂D

Jidx
i (5.39)

en donde notamos que la relación entre el flujo magnético y la carga toplógica CP (1) con-

lleva un término de superficie relacionado a la corriente eléctrica. Teniendo en cuenta esta

expresión para el flujo magnético y la relación |Din|2 = |(D1 ± iD2)n|2 ∓ B ± ϵij

2
∂iJj, la

expresión de la enerǵıa (5.36) se reescribe

E =

∫

D

d2x
(

κ2B2 + |(D1 ± iD2)n|2
)

∓ 2πQCP (1) (5.40)
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De aqúı resulta que la enerǵıa esta acotada inferiormente por un múltiplo de la carga toplógica

QCP (1),

E ≥ 2π

∫

D

d2x J0
CP (1) = 2π|QCP (1)| (5.41)

donde como en los casos anteriores tomamos siempre el signo positivo correspondiendo a

QCP (1) positiva el negativo cuando QCP (1) es negativa.

Como hemos ya escrito antes la teoŕıa ha sido formulada en un disco de radio arbitrario

R. Mientras este radio se mantenga finito no tenemos porque imponer condiciones para los

campos en infinito, puesto que la enerǵıa se mantendrá acotada independientemente de como

sean los campos en la frontera. Sin embargo, si el radio tiende a infinito las condiciones de

borde deben estar determinadas de manera que la enerǵıa se mantenga finita. Por eso, es

conveniente imponer tales condiciones de más allá de que el radio pueda ser o no infinito.

Aśı, las condiciones en R quedan fijadas del siguiente modo

ĺım
r→R

n(x) = n0e−iα(ϕ) , ĺım
r→R

Ai = ∂iα (5.42)

Para buscar las soluciones de las ecuaciones de campo (5.30) y (5.31) en forma núme-

rica, consideremos el siguiente ansatz[119, 120]

n(ϕ, r) =

(

cos( θ(r)
2
)eiNϕ

sin( θ(r)
2
)

)

, Aϕ(r) = a(r) , Ar = 0 (5.43)

Introduciendo este ansatz en la ecuación de la enerǵıa (5.36) obtenemos

E = 2π

∫ R

0

rdr
(

κ2
(

a(r)

r
+ ∂ra(r)

)2

+
1

4
(∂rθ(r))

2

+

(

N2

r2
+

2Na(r)

r

)

cos2(
θ(r)

2
) + a2(r)

)

(5.44)

Las condiciones de borde en el origen que implican la regularidad de los campos alĺı, son
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ĺım
r→0

θ(r) = π , ĺım
r→0

a(r) = 0 (5.45)

Las condiciones en el borde sobre el disco son las que aparecen la formula (5.42), que en

términos del ansatz se leen

ĺım
r→R

θ(r) = 0 , ĺım
r→R

a(r) = −N
R

(5.46)

Con el objeto de eliminar la constante κ de la enerǵıa (5.44), introducimos las siguientes

variables adimensionales

A = κa , s =
r

κ
(5.47)

Aśı, la enerǵıa se reescribe

E(S) = 2π

∫ S

0

sds
(

(

A

s
+ ∂sA

)2

+
1

4
(∂sθ)

2

+

(

N2

s2
+

2NA

s

)

cos2(
θ

2
) + A2

)

(5.48)

Las ecuaciones de movimiento, que resultan de extremizar esta expresión de la enerǵıa, son

∂2sA+
∂sA

s
− A

s2
− A = cos2(

θ

2
)
N

s
(5.49)

s∂s(s∂sθ) +N2 sin(θ) = −2NsA sin(θ) (5.50)

Las condiciones de borde, en términos de la nueva variable s se escriben

ĺım
s→0

θ = π , ĺım
s→0

A = 0 (5.51)
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ĺım
s→S

θ = 0 , ĺım
s→S

A = −N
S

(5.52)

Las ecuaciones (5.49) y (5.50) fueron resueltas en forma numérica en la referencia [120].

Alĺı se utilizo, para su resolución, un método conocido como “shooting”[122]. Este consiste

esencialmente en imponer una condición de prueba en uno de los bordes, para reproducir,

luego de integrar numéricamente (por el método de Euler o Runge-Kutta), el valor esperado

el en otro borde. La utilidad de este método, es sin embargo limitada en problemas con

soluciones exponencialmente divergentes como este. Esto se debe a que un pequeño error en

la condición inicial exponencia un comportamiento erróneo en el otro borde. De esta forma

existe un radio máximo R, más allá del cual resulta dif́ıcil obtener una solución utilizando

este método. Más especificamente en la referencia [120] se procede del siguiente modo: Se

elije primero una función de prueba

θ(0)(s) = 2 arctan(
1

s
) (5.53)

y se la reemplaza en la ecuación (5.49). Entonces se integra para obtener una función A(0)(s),

con esta solución se va a la ecuación (5.50) y se vuelve a integrar para obtener θ(1)(s). Aśı,

se puede seguir con este método iterativo obteniéndose los A(i)(s), θ(i)(s) correspondientes

para cada paso. En particular en este paper los autores lograron obtener una solución para

N = 1 y S = 30.

Existe, sin embargo, otro método numérico conocido como método de relajación[122],

el cual resulta más adecuado para el análisis de este problema. Este método consiste en

alcanzar una convergencia global partiendo de un “guess” inicial para la solución definida

en todo el intervalo. Aqúı el intervalo puede ser de tamaño arbitrario. En otras palabras el

método de relajación puede ser usado para analizar el comportamiento de la solución como

función del radio S del disco. Este fue el procedimiento abordado en el trabajo original

[121]. Alĺı se resolvió las ecuaciones (5.49) y (5.50) sujetas a las condiciones de borde (5.51)

y (5.52). Primero se las resolvió usando el métedo de relajación y luego se constrastó sus
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Figura 5.1: Las funciones de perfil A(s) (izquierda) y θ(s) (derecha) para un disco de tamao
S = 30 and N = 1.

soluciones con las obtenidas por método “shooting”, en ambos caso paraN = 1 y S = 30, y se

comprobó una perfecta coincidencia entre ambas. En la Figura 5,1 se muestra las soluciones

obtenidas por ambos métodos, que coinciden con las encontradas en la referencia [120].

Usando el método de relajación se calculó también el campo magnético como función

del radio S. En la Figura 5,2 se muestra el comportamiento del modulo del campo magnético

para diversos tamaños del disco. Lo que se observa es que con el incremento del tamaño del

disco la solución se aproxima cada vez más a la solución trivial. Este hecho fue inadvertido

en la referencia [120] en donde, como ya hemos señalado, se utilizó el método shooting,

lo que solo les permitió obtener soluciones para N = 1 y S = 30. Esto los condujo a

proclamar la existencia de soluciones solitónicas estables en R2. Veamos en forma anaĺıtica

que efectivamente la solución tiende a la trivial cuando S se vuelve arbitrariamente grande.

Comencemos por considerar la siguiente configuración definida en el intervalo λS

ÃλS(s) =
AS(

s
λ
)

λ
, θ̃λS(s) = θS(

s

λ
) (5.54)

Aqúı suponemos que AS(s) y θS(s) son las soluciones de las ecuaciones de movimiento (5.49)

y (5.50) en el disco de radio S y satisfacen las condiciones de borde (5.51) y (5.52). El
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Figura 5.2: (Color online)‘ El perfil del campo magnético como función coordenada radial s
para difentes discos, de arriba hacia bajo, S = 30, 60, 120, 240, 480, 960

parámetro λ es real y esta sujeto a la condición λ > 1. De acuerdo con (5.51) y (5.52) esta

configuración debe satisfacer las siguientes condiciones de borde

ĺım
s→0

θ̃λS(s) = π , ĺım
s→0

ÃλS(s) = 0 (5.55)

ĺım
s→λS

θ̃λS(s) = 0 , ĺım
s→λS

ÃλS(s) =
AS(S)

λ
= − N

λS
(5.56)

Podemos ahora evaluar el funcional enerǵıa (5.48) para la configuración (5.54) en el intervalo

λS

Ẽ(λS) = 2π

∫ λS

0

sds
(

(

ÃλS(s)

s
+ ∂sÃλS(s)

)2

+
1

4
(∂sθ̃)

2

+

(

N2

s2
+

2NÃλS(s)

s

)

cos2(
θ̃

2
) + Ã2

λS(s)
)

(5.57)

Denotemos las soluciones de las ecuaciones de campo (5.49) y (5.50) correspondientes a el

intervalo λS como AλS(s) y θλS(s). Estas soluciones deben satisfacer las condiciones
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ĺım
s→0

θλS = π , ĺım
s→0

AλS = 0 (5.58)

ĺım
s→λS

θλS = 0 , ĺım
s→λS

AλS = − N

λS
(5.59)

en donde resulta claro que estas condiciones de borde son las generalización de (5.51) y (5.52)

para un intervalo λS. De esta forma AλS(s) y θλS(s) satisfacen las mismas condiciones de

borde en el intervalo λS que la configuración (5.54). Esto implica la siguiente relación

E(λS) ≤ Ẽ(λS) (5.60)

siendo aqúı E(λS) la enerǵıa correspondiente a las soluciones AλS(s) y θλS(s) en el intervalo

λS. Bajo la transformación s = xλ el funcional (5.57) se reescribe

Ẽ(λS) = 2π

∫ S

0

xdx
( 1

λ2

(

AS(x)

x
+ ∂xAS(x)

)2

+
1

4
(∂xθ)

2

+

(

N2

x2
+

2NAS(x)

x

)

cos2(
θ

2
) + A2

S(x)
)

(5.61)

Esta última expresión difiere de E(S) solo en el factor 1
λ2 , por lo tanto

Ẽ(λS) < E(S) (5.62)

Comparando esta desigualdad con la obtenida en (5.60) llegamos a la relación

E(λS) < E(S) (5.63)

Lo que demuestra que la enerǵıa decrece con el aumento del radio del disco. Más aún, puesto

que la enerǵıa es definida positiva podemos concluir que la enerǵıa tiende a cero (y por lo

tanto la solución tiende ser trivial) cuando S tiende a infinito. En la Figura 3 se muestra
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Figura 5.3: La enerǵıa de la solución como función del tamaño del disco S, for N = 1

el comportamiento de la enerǵıa como función del tamaño del disco. Por último vale pena

mencionar que la introducción de un término de potencial en la teoŕıa da lugar a soluciones

solitónicas estables[123, 124, 125, 126, 127, 128], [129]. En particular, al realizar este trabajo,

chequeamos los resultados numéricos de la referencia [129] utilizando el método de relajación

y comprobamos la estabilidad de las soluciones.
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Caṕıtulo 6

Concluciones

En esta tesis hemos analizado diversos aspectos relacionados con la presencia del

término de Chern-Simons en teoŕıas de gauge. En primer lugar en el caṕıtulo 3 hemos tratado

de responder a la pregunta sobre la posibilidad de construir una extensión supersimétrica

del modelo de materia no relativista con Chern-Simons (modelo de Jackiw-Pi) en espacio

no-conmutativo. Las teoŕıas de campos en espacios no-conmutativos surgieron hacia fines de

los años 1990 como teoŕıas efectivas de bajas enerǵıas de las teoŕıas de cuerdas y también se

especuló sobre su aplicación en modelos efectivos de materia condensada. La existencia de la

supersimétria no-relativista en este modelo en espacio conmutativo, hab́ıa sido ya discutida

por Leblanc, Lozano y Min en la referencia [25]. La supervivencia de esta supersimetŕıa

en espacio no-conmutativo, no resulta a priori evidente ya que la introducción de la no-

conmutatividad rompe en forma manifiesta varias simetŕıas de la teoŕıa (por ejemplo la

invarianza de escala). En la referencia [87] discutida en el caṕıtulo 3 hemos sido capaces de

demostrar que es posible construir una extensión supersimétrica y hemos discutido también

la relación de la existencia de esta supersimetŕıa con ecuaciones de auto-dualidad.

En el caṕıtulo 4 nuestro estudio se focalizó en teoŕıas en (1+1)-dimensiones. En este

caso nuestro interés se originó a partir del trabajo [89], que proclamaba la existencia de un

modelo supersimétrico y no relativista, de potencial interés en el estudio de átomos fŕıos.

Sin embargo el análisis de los resultados presentados en el paper [89] inmediatamente mues-

tran la existencia de un serio problema, ya que el álgebra discutida por estos autores carece
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de una de las propiedades más elementales que debe cumplir un álgebra supersimétrica, a

saber, que el Hamiltoniano total de la teoŕıa, debe poder escribirse como el anticonmuta-

dor de las cargas supersimétricas. En la referencia [103] discutida en el caṕıtulo 4, nosotros

hemos podido presentar las verdaderas transformaciones supersimétricas asociadas con es-

ta teoŕıa. Sorprendentemente estas transformaciones supersimétricas pueden fácilmente ser

relacionadas con las transformaciones supersimétricas de la teoŕıa de materia no relativista

más Chern-Simons discutida en [25], invocando un mecanismo de reducción dimensional.

Como vimos en el paper [104] estas supersimetŕıas también pueden ser relacionadas con el

modelo de Manton[105].

Por último en el caṕıtulo 5 nuestro interés se concentró en el estudio de solitones en

teoŕıas CP(N) (relativistas) con términos de Chern-Simons. En este tipo de teoŕıas no ha sido

posible encontrar ecuaciones de auto-dualidad y la existencia de solitones requiere el análisis

de las ecuaciones de Euler-Lagrange del modelo. En este contexto la presencia del término

de Chern-Simons fue invocado originalmente por dos motivos: por un lado se espera que la

presencia del término de Chern-Simons introduzca en la teoŕıa fenómenos relacionados con la

estad́ıstica fraccionaria y por otro se argumentó como vimos (erróneamente) que su presencia,

pod́ıa ayudar a estabilizar soluciones solitónicas que ya se sab́ıan inestables en el CP (N)

puro. En la referencia [121] hemos sido capaces de demostrar mediante un análisis númerico

sencillo pero detallado que la presencia del término de Chern-Simons no es suficiente para

garantizar la estabilidad de estas soluciones en R2. Sin embargo las soluciones están bien

definidas en un disco de radio finito y varias de sus propiedades fueron discutidas en [121].

Existen distintos temas relacionados con esta tesis que merecen consideración, por

ejemplo en la referencia [130], que no hemos discutido en esta tesis, hemos analizado la

teoŕıa CP (1) en espacio no-conmutativo con y sin término de Chern-Simons. Se mostro

alĺı que cuando estas teoŕıas son transformadas a espacio conmutativo por medio de un ma-

pa de Seiberg-Witten su solución es trival, es decir se obtiene el mismo resultado que obtu-

viéramos en la referencia [121] para el modelo Chern-Simons-CP(1) en espacio conmutativo.

Finalmente en la referencia [131] hemos mostrado que el modelo CP(1) mas Chern-Simons,
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antes estudiado, puede admitir una solución no trivial y singular si la teoŕıa se define en

R2 \ D(0, ϵ), donde D(0, ϵ) es un disco centrado en el origen y con un radio arbitrario ϵ.

Varias generalizaciones de estos resultados son imaginables y esperamos reportar nuestros

resultados en el futuro.

Tesista Lic. Lucas Sourrouille Director Dr. Gustavo Lozano
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