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Resumen

En esta tesis trabajamos con distintos métodos para calcular la seccién eficaz observada
por sistemas de radar activos, debido su interaccion con superficies y medios aleatorios. En
primer lugar describimos el método de la ecuacion integral usado para calcular el campo dis-
persado por una superficie rugosa. Mostramos cuales son los resultados usuales del modelo y
luego los que no se condicen con las observaciones. Proponemos entonces no usar las simplifi-
caciones habituales para obtener valores no nulos en los coeficientes de retrodispersién de los
canales de polarizacion cruzada. Concretamente, retener términos no lineales en la distribu-
cién de alturas de la superficie y calcular, numéricamente, la nueva seccion eficaz del modelo.
Luego, extendemos la formulacion integral a un modelo de medios estratificados en el cual, de-
bajo de la superficie iluminada por el radar, se encuentra una segunda interface (plana). Con
este modelo damos una primer contribucién a la dispersiéon de la onda debido a su interac-
cién con el volumen que se haya debajo de la superficie observada por el radar. En particular,
desarrollamos este modelo para estudiar el comportamiento de la emisivad respecto a la dis-
tancia media entre las capas, y como segundo objetivo, analizar la respuesta polarimétrica
del sistema. Finalmente, basados en una teoria estadistica de campos, formulamos el marco
tedrico para calcular la respuesta al radar de un medio inhomogéneo. Consideramos que de-
bajo de la superficie se encuentra un medio caracterizado por una permitividad dieléctrica
estocdstica y haciendo uso de métodos funcionales resolvemos las ecuaciones para el campo

medio observado por los sistemas de teledeteccion.

Palabras claves: dispersion electromagnética; ecuaciones integrales; medios aleatorios;

métodos funcionales; radares de apertura sintética.






Methods in electromagnetic scattering applied to
SAR systems

Abstract

In this thesis we work with different methods to calculate the observed radar cross
section by active radar systems due to their interaction with rough surfaces and random
media. First, we describe the Integral Equation Method used to compute the scattered field
of a random surface. We show that the results are not consistent with the observations and
suggest not to use the usual simplifications to obtain nonzero values of the backscattering
coefficients for the cross polarized channels. We propose retain the nonlinear terms in the
height distribution of the rough surface and calculate, numerically, the new radar cross section.
Then, we extend the integral formulation to a model of stratified media which, below the
surface illuminated by the radar, there is a second flat interface. With this model we give
a first contribution to the wave dispersion due to its interaction with the volume to be
below the surface. In particular, we develop this model to study the emissivity behavior as a
function of the average distance between the layers, and as a second subject, analyzing the
polarimetric response of the system. Finally, based on a statistical field theory, we give the
theoretical framework in order to compute the radar cross section response in inhomogeneous
medium. We consider that below surface there is a random media characterized by a stochastic
dielectric permittivity and we use functional methods to solve the equations of the mean field

observed by remote sensing systems.

Key words: electromagnetic scattering; integral equations; random media; functional

methods; synthetic aperture radar.
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Introduccion

La estimacién de la humedad del suelo a escala regional y resolucién media (~ha) es
de vital importancia para monitorear y modelar la oferta hidrica en suelos de agricultura, la
cual condiciona fuertemente el rendimiento agricola. En la actualidad, los radares de aper-
tura sintética (Synthetic Aperture Radar , SAR) son los tnicos sistemas capaces de generar
informacién sobre la humedad del suelo a escala regional y alta resolucién. Con esta moti-
vacion, en el marco del Plan Espacial Nacional (PEN) la Comisién Nacional de Actividades
Espaciales (CONAE) estd desarrollando desde hace mas de 10 afios la misiéon SAOCOM !,
que constard de dos SAR banda L (A ~ 25 cm) cuyo objetivo principal es la estimacién de

humedad del suelo a escala de la Pampa Humeda para soporte de las actividades agricolas.

Parte integral del producto humedad del suelo es el modelo inverso, que permita es-
timar las variables biofisicas a partir de las variables fisicas efectivamente medidas (matriz de
dispersién - scattering-, en una frecuencia y geometria de observacién dadas). Este problema
de inferencia puede resolverse directamente a partir de un esquema Bayesiano si se dispone
de un modelo directo, el cual es el encargado de estimar las variables fisicas medidas a partir
de las variables de interés (en este caso, estimar la humedad del suelo a partir de la matriz
de scattering). Por ende, el desarrollo de un modelo de scattering robusto del suelo de agri-
cultura es un objetivo prioritario de la misién SAOCOM. Sin embargo, como veremos a lo
largo de esta tesis, el suelo es un medio estratificado complejo, y sus propiedades dispersivas

no son faciles de modelar.

En este contexto, el objetivo de esta tesis es desarrollar un modelo de dispersion elec-
tromagnética robusto, que sirva como modelo directo en un esquema de inversiéon. De esta
forma, el modelo de scattering desarrollado podria utilizarse como parte integral de un pro-
ducto humedad del suelo para la misién SAOCOM. En particular, en el grupo de teledetecciéon

del TAFE se estd desarrollando un producto humedad del suelo alternativo para esta misién,

lwww.conae.gov.ar/eng/satelites/saocom.html



2 Introduccion

el cual estard basado en un esquema Bayesiano y utilizara informacién auxiliar de varias
fuentes [1]. Para que un modelo de scattering pueda ser utilizado en este producto operativo,

se definieron una serie de requerimientos:

= debe ser un modelo capaz de estimar la seccién eficaz biestética polarimétrica () de
la superficie observada, en el rango de las microondas de un suelo de agricultura. Como
objetivo practico, en el marco de esta tesis se apunta a desarrollar una metodologia
para calcular el coeficiente op de un arreglo de dos capas dieléctricas (que intentan
modelar dos estratos del suelo con caracteristicas dieléctricas distintas; zona insaturada
y saturada), y que presentan a su vez discontinuidades dieléctricas puntuales en su

interior (poros de agua y aire).

» debe ser un modelo basado en primeros principios (ecuaciones de Maxwell), de manera
de ser generalizable a distintas geometrias de observacién, frecuencias de operacién y

caracteristicas dieléctricas y geométricas del blanco.

= debe ser un modelo polarimétrico, en el sentido que estime el valor del coeficiente de
backscattering de-polarizado agh (que es # 0 para suelos reales y un pardametro de

utilidad para discriminar cambios de rugosidad de cambios de humedad).

= ya que el modelo estard basado en principios fisicos, la estimacién de la la funcién am-
plitud de scattering biestdtica requerird de una serie de aproximaciones. Estas aproxi-

maciones deberan estar debidamente explicitadas y justificadas.

= el modelo debera tener una expresion final que sea implementable numéricamente, con
el fin de estimar de manera operativa el scattering de un suelo, dados el conjunto de

sus caracteristicas dieléctricas y geométricas.

» por dltimo, debe ser posible estimar la emisividad en ambas polarizaciones (modos TE
y TM) a partir del modelo de scattering (lo cual implica que el modelo debe verificar la
conservacion de la energia total). Este dltimo punto es importante en el contexto de la

misién Argentina SAC-D/Aquarius, que incluye un radiémetro que opera en Banda L.

Entonces, el objetivo principal de esta tesis es desarrollar distintas aprox-

imaciones para calcular la funciéon amplitud de scattering de un medio estrati-



1.1 Contexto 3

ficado y con una permitividad dieléctrica inhomogénea, para ser utilizado como

modelo directo en un producto humedad del suelo de la misién SAOCOM.

1.1. Contexto

Los sistemas de observacion satelitales se basan en medir la energia reflejada o emitida
por el sistema terrestre en alguna longitud de onda caracteristica, la cual es elegida de acuerdo
a requerimientos préacticos. Para monitorear la superficie terrestre, es conveniente disenar los
sensores en la region del espectro electromagnético en donde no existan efectos de interferencia
con la atmésfera, es decir, en las longitudes de onda en donde la transmitividad atmosférica

sea maxima.

El espectro electromagnético que corresponde a la regién de las microondas tiene lon-
gitudes de onda que van desde los centimetros hasta los metros (0,01m < A < 1m). Con
respecto a las regiones del infrarrojo y el visible, las microondas tienen propiedades espe-
ciales que son importantes para la Teledeteccion de la superficie terrestre. En la regién de
longitudes de onda mayores (del orden de los centimetros), las microondas no se ven afectadas
por los constituyentes atmosféricos y pueden penetrar, practicamente cualquier condicién at-
mosférica. Esta caracteristica es de vital importancia en los sistemas de Teledeteccion, ya que
permite monitorear el sistema terrestre en casi cualquier condicién ambiental (a excepcion
de las tormentas mas fuertes). Ademds, en el rango de las microondas, la energia refleja-
da/emitida por la tierra es relativamente baja, lo cual facilita el uso de sistema activos, ya
que la radiacién emitida por la Tierra practicamente no interfiere con el haz enviado por el

radar.

Uno de los objetivos méas ambiciosos de las agencias espaciales es la estimacion de
humedad del suelo sobre regiones de gran extensién (~ 100 Km?) con una importante re-
visita temporal. La caracterizacion de la humedad superficial del suelo es complicada debido
a que presenta un alto grado de variabilidad espacial a distintas escalas, incluso en areas
relativamente pequenas. Las variaciones de la humedad responden en general a los gradientes
de precipitacién, pero hay otros factores como el tipo de suelo, la vegetacion o la topografia,
que determinan su distribucion, tanto espacial como temporal. La posibilidad de estimarla a

partir de imagenes adquiridas por satélites es atractiva puesto que permiten adquirir infor-
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macion espacialmente distribuida y con una cierta periodicidad. En los iltimos afios se han
realizado numerosos estudios con el fin de intentar estimar la humedad a partir de imagenes

Opticas; no obstante, los resultados mas prometedores se han obtenido empleando imagenes

SAR [2].

1.2. Marco fisico del trabajo

En los sistemas de radar activos, la onda electromagnética (EM) es emitida por el radar
hacia el blanco, midiendo luego la energfa reflejada por éste en direccién al sensor (condicién
de retrodispersién). Desde el punto de vista fisico, el blanco es un objeto dispersor de las ondas
que inciden sobre él, las cuales una vez que vuelven al radar son usadas para generar una
imagen del mismo. Las propiedades electromagnéticas del blanco afectan la senal devuelta al

sensor. Dicha senal, por lo tanto, contiene informacién sobre el blanco.

Esta informacién estd contenida en el coeficiente de retrodispersion agp, el cual de-
pende de las caracteristicas del blanco observado, de la longitud de onda incidente y del
posicionamiento relativo del radar (dngulo de incidencia y azimutal). Este coeficiente define
a la matriz de scattering del blanco observado y los subindices ¢p indican, respectivamente,

la polarizacion de la onda dispersada e incidente. En particular, el coeficiente agh mide la

potencia depolarizada retro-dispersada por el blanco.

El célculo del coeficiente de retrodispersiéon adquiere entonces particular relevancia, ya
que es a partir de esta variable fisica de donde se van a inferir las propiedades de los blancos
monitoreados. Como ya adelantamos, el principal objetivo de este trabajo es desarrollar mod-
elos de dispersion EM que incluyan contribuciones de distintos mecanismos de interaccién,

concretamente:

1. dispersién superficial debida a interfaces con geometrias aleatorias,
2. dispersién en volumen debida a estratificacién de capas subterrdneas,

3. dispersion en volumen debida a medios subterraneos inhomogéneos

Siguiendo el orden cronolédgico y conceptual de los conceptos adquiridos en el desarrollo

de este trabajo, en el transcurso de esta tesis iremos aumentando gradualmente la complejidad
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geométrica y dieléctrica del blanco, de manera de irnos acercando al ideal planteado previa-

mente como modelo de suelo de agricultura (e.g. un medio estratificado e in homogéneo).

Para ello, primero describiremos de manera detallada uno de los métodos frecuente-
mente usados para calcular el coeficiente de retrodispersion, llamado IEM (Integral Equation
Model). Veremos cuéles son las limitaciones que presenta el mismo, principalmente en los
canales de polarizacién cruzada. Luego extenderemos este modelo sin tomar las aproxima-
ciones que se suelen hacer para facilitar el calculo de ¢, con el fin de realizar calculos de

orden superior sobre esta variable.

Un segundo paso serd extender este modelo geométrico para dar una primer esti-
macién de la contribucién al coeficiente ¢® debida a la presencia de un medio subterraneo
dieléctricamente distinto (con otra humedad). En esta etapa, simplificaremos el sistema fisico
considerando que debajo de la superficie iluminada por el radar, el medio se encuentra es-
tratificado en capas planas, y en donde cada uno de los semi-espacios entre las interfaces

esta caracterizado por una permitividad dieléctrica constante.

En la parte final de este trabajo nos dedicaremos a estudiar el problema mas general
y realista. Calcularemos la dispersiéon debida a un medio aleatoriamente inhomogéneo. La
aleatoriedad del medio subterrdneo tiene como objetivo modelar la porosidad del suelo (e.g.
en el medio se encuentran dispersas, en forma azarosa, burbujas de aire y agua). Esta porosi-
dad serd modelada como una permitividad dieléctrica estocéastica. Para tratar este problema
haremos una formulacién enmarcada en la teoria estadistica de campos. En este punto es-
peramos dar una contribucién original y significativa al problema de calcular de manera

sistematica y robusta el ¢ de suelos de agricultura reales.



6 Introduccion

1.3. Organizacion de la tesis

Brevemente, el trabajo se presenta de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 describimos los dos modelos de dispersion EM maés utilizados en
los esquemas de inversién en teledeteccién: Small Perturbation Method (SPM) e Integral
Equation Method (IEM). Justificamos por qué el primero de los métodos no es apropiado
para describir la dispersién debida a las superficies rugosas con las que trabajamos y luego
damos un desarrollo completo del TEM, el método usado a lo largo de la primer parte del
trabajo. Indicamos qué resultados no concuerdan con las observaciones (concretamente, el
valor nulo de los coeficientes de backscattering de los canales cruzados) y proponemos una

nueva contribucién al método para resolver este problema.

En el Capitulo 3 tomamos la propuesta hecha en el Capitulo anterior para generar
un modelo de dispersién caracterizado por coeficientes O'%V no nulos. En este Capitulo se
describe cémo la reformulacién propuesta en esta tesis logra que el IEM generé valores no
nulos de ¢¥ para los canales cruzados, respetando igualmente los resultados consistentes con el
método usual para los canales co-polarizados. Esta aproximacién se validé experimentalmente

con perfiles reales de suelos de agricultura, utilizando simulaciones numéricas.

El Capitulo 4 estd dedicado a extender el método IEM al caso en donde debajo de
la superficie rugosa no se encuentra un medio semi-infinito, sino que existe una segunda
interface plana que separa dos medios dieléctricos (medio estratificado). La inclusién de esta
nueva geometria estd motivada por las observaciones de campo, que indican a segundo orden,
que el suelo de agricultura tiene dos capas; una superior cuya humedad es muy variable, ya
que esta sometida a forzantes climaticos (precipitacién, evaporacién) y otra mds estable, en
general vinculada con la capa fredtica. Utilizando esta geometria, se derivan las expresiones
para la funcién amplitud de scattering biestatica polarimétrica. Las consecuencias de esta
geometria compleja fueron evaluadas para sistemas activos (SAR) y para sistemas pasivos
(radiémetros). Cabe recalcar que para esta parte del trabajo, los dos medios se consideraron

homogéneos (caracterizados por una permitividad dieléctrica constante).

El Capitulo 5 esta dedicado a exponer los resultados obtenidos a partir del modelo de
capas. Primero mostramos la convergencia del nuevo cédlculo a los resultados usuales: en el

limite en donde la distancia entre capas es mucho mayor que la longitud de onda incidente
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o cuando las constantes dieléctricas de los medios son iguales, el nuevo modelo recupera
los resultados previamente conocidos. Luego estudiamos como afecta la segunda capa al
coeficiente o(, tanto en funcién de la distancia media como en funciéon de las constantes
dieléctricas. Por ultimo, analizamos cémo se pueden aplicar estos resultados en algoritmos de

inversién (retrieval) de humedad del suelo.

Por 1ltimo, en el Capitulo 6 calculamos el proceso de dispersion que tiene lugar en el
volumen que se encuentra debajo de la superficie asociado a las discontinuidades dieléctricas.
En este caso, el medio dieléctrico inferior ya no resulta homogéneo sino que proponemos que
sea aleatorio, caracterizado por la estadistica de las fluctuaciones en la constante dieléctrica y
la correlacién espacial de las mismas. Para calcular el proceso de dispersién nos ocupamos a
desarrollar ecuaciones de movimiento para el campo medio y sus propagadores, basdndonos en
métodos funcionales e integrales de camino. Por dltimo, comparamos las contribuciones que
se obtienen en la formulacién funcional con las halladas haciendo un desarrollo perturbativo

en las ecuaciones del campo medio dispersado.



Introduccién




Antecedentes: dispersion electromagnética

en superficies rugosas

2.1. Motivacion

La funcién de un modelo de dispersién o scattering es calcular la seccién eficaz de un
blanco dado. En los sistemaés de teledeteccién, este tipo de modelos se denominan directos:
dada las caracteristicas de la senal enviada por el radar (geometria de observacién, longitud de
onda de operacién y polarizacion) y las caracteristicas del blanco (geométricas y dieléctricas),
la tarea consiste en calcular la senal retro-dispersada a través del coeficiente ng (la seccién

eficaz del blanco observado), que es la inica variable fisica que puede medir un sensor remoto.

0

Desde el punto de vista matemadtico, un modelo de scattering es una funcién que devuelve o,

dadas las caracteristicas de la onda incidente y del blanco. En nuestro caso, donde el blanco

es un suelo de agricultura, se habla en general de modelos de scattering superficiales.

En la literatura existen varios enfoques distintos para acercar una propuesta de mod-
elo directo sobre suelos de agricultura. Simplificando, pueden agruparse en tres estrategias
distintas: empiricos, semi-empiricos y tedricos. Los primeros se basan en ajustes puramente
estadisticos entre JSP y las caracteristicas de la onda incidente y del blanco, y se encuentran
actualmente en desuso. Los segundos intentan preservar una estructura funcional derivada de
primeros principios, pero dejan coeficientes empiricos para ajustar con datos. Entre ellos, los
mas relevantes son el modelo de Oh [3] y el de Dubois [4]. Si bien estas dos estrategias generan

modelos que presentan buenos ajustes para datos similares con los que fueron generados, en

0

gp & Zonas donde no

general tienen grandes problemas para extrapolar el comportamiento de o
hay mediciones. Esta limitacién esta asociada a que los modelos no estan basados totalmente
en principios fisicos, y por ende no pueden modelar bien cémo el cambio en un parametro

(por ejemplo, frecuencia de operacién) afecta las mediciones del coeficiente o°.
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La dltima estrategia de desarrollo de modelos directos son los modelos tedricos. Las
bases fisicas de este tipo de modelos se encuentran en las ecuaciones de Maxwell. En la
literatura, existen del orden de media docena de modelos tedricos que tratan de resolver la
dispersion de una onda electromagnética (EM) sobre una superficie aleatoria [5]. Los dos
més utilizados son el método de perturbacién pequena (SPM, Small Perturbation Method)
[6, 7, 8, 9] y el método de la ecuacién integral (IEM, Integral Equation Method)[10, 11, 12].
Haremos una breve descripcion del SPM y un estudio detallado del IEM y compararemos la
region de validez de ambos métodos. Es de nuestro interés hacer un desarrollo exhaustivo del
IEM, ya que sera la base del método utilizado en gran parte de este trabajo para calcular la

seccién eficaz de un suelo de agricultura observada por el radar.

2.2. Dispersion electromagnética de superficies aleatorias

En las préximas dos Secciones desarrollaremos los métodos que son los méas usados
en la literatura: el SPM y el IEM. Veremos que el primero responde a un desarrollo en
serie de las condiciones de contorno sobre la superficie observada mientras que el segundo se
deduce directamente de las ecuaciones de Maxwell y por lo tanto su base fisica queda mejor

fundamentada.

El campo EM dispersado por una superficie definida por z = z(r) y suficientemente
lejos de la misma (condicién de campo lejano) puede ser escrito en términos de la matriz de

scattering [13] y el campo incidente como,

ezKR

Ey(R) = 25k, ko) . By

7

donde usamos la siguiente notacién: S es la matriz de scattering, R = (r,z) es el
punto de observacién (que en la aproximacién de campo lejano R — o0); ko y k son las
componentes horizontales del vector de onda incidente y reflejado respectivamente, y sus
componentes verticales se relacionan mediante k% + k:go = k2 + k? = k2, siendo k = 27” es el

numero de onda incidente.

En los sistemas de deteccién remota se define el coeficiente de retrodispersién como
el cociente entre la energia que regresa al radar luego de dispersarse en el area iluminada.

En términos matematicos, es el promedio de la densidad de energia dispersada por el blanco
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respecto a la energia incidente y normalizada a una superficie esférica de radio R (distancia
entre el radar y la superficie), lo cual define al coeficiente de retrodispersién como [14, 15],

0 (| £sI*)

 |Ei?/(4nR?)

La senal dispersada por una superficie rugosa puede ser descompuesta en dos contribu-
ciones: la parte coherente, que sélo contribuye en la reflexién especular, y la parte incoher-
ente, que tiene contribuciones en todas las direcciones dispersadas. En el limite de superficies
planas, la parte incoherente se anula y solo hay dispersién en la direccién especular. Por otro
lado, para superficies suficientemente rugosas, la contribucién especular puede ser ignorada
frente a la parte incoherente. Para dar cuenta de los dos efectos, se define a la seccién eficaz
como la varianza del campo dispersado:

o _ (Es E3) — (Eo)(E)

7 B P/ R) 2

Dado que esta es la magnitud fisica observada por los sistemas de teledeteccién, resulta
necesario contar con métodos rigurosos que permitan calcular la potencia dispersada por el
area iluminada. En las siguientes secciones discutiremos dos de los métodos usados frecuente-
mente. En la préxima seccién vamos a desarrollar brevemente el método de perturbaciones
pequenas y veremos sus limitaciones. Luego describiremos en profundidad el método de la

ecuacién integral.

2.3. Método de perturbaciones pequenas (SPM)

Este método se basa en hacer una expansién perturbativa de la amplitud del campo
dispersado [6, 7, 8, 9], considerando que la altura de la superficie aleatoria es pequena respecto
a la longitud de onda incidente (z < A). Las condiciones que se deben satisface para usar

este método son las siguientes:

1. la altura RMS de la superficie (s) es menor que el 5/de la longitud de onda incidente:

5 < 0,05,

2. la inclinacién promedio de la superficie debe ser del orden del producto entre la longitud
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de onda incidente y la altura RMS: v/2s < 0,31, siendo I la longitud de correlacién de

la superficie.

Para una semi-regién libre de fuentes, el campo EM puede ser escrito con una super-
posicién de ondas planas. La amplitud de las mismas se encuentra imponiendo las condiciones
de contorno sobre la superficie que separa los semi-espacios. La estrategia de este método es
escribir las condiciones de contorno sobre la superficie aleatoria igualando érdenes del de-
sarrollo perturbativo. Esto permite escribir los campos tangenciales sobre la superficie en

términos de la amplitud de scattering.

Si sobre la superficie incide una onda plana con polarizacién horizontal (modo TE), el

campo total sobre la misma sera:

1

E,(r,z) = 2/d2kLUz(kl)eZk”eZkzz (2.2)
T

1

Ey(I', Z) — 61]611‘ (e—zkzz _{_RLezkzz) + 27T/d2klUy(kL)ezklrezkzz (2.3)
1

E.(r,z) = Z/deLUZ(kL)elk”e‘kzz (2.4)
T

La componente del campo EM en la direccién g consta de dos términos: el campo
reflejado por el plano medio de la superficie (proporcional a R} ) y el campo dispersado por

la superficie (con amplitud desconocida Uy).

El campo trasmitido al semi-espacio inferior se puede escribir de manera analoga al

anterior:

1 ,
El(r,z2) = %/d2kLD$(kl)eZk”eZkZZ (2.5)
! / 1 !

E;(I‘, Z) _ TLez(kxﬂc—I—kzz) + % /d2kLDy(kL)€Zklr€Zkzz (2.6)

1 ,
E(r,2) = o / 2k, Do (K )ekiTe’e (2.7)

El problema consiste en hallar las amplitudes U; y D; (seis incégnitas). Estas ampli-
tudes se encuentran imponiendo las condiciones de contorno sobre la superficie: dado que no
hay cargas libres sobre la misma, la componente tangencial de los campos debe ser continua.

Por lo tanto:
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(E—E’) X 7

(ﬁ—ﬁ’) X 7

=0 (2.8)
=0 (2.9)

—22T—2yY+2
V122422

direccionales de la superficie z(r). Para escribir la condicién de contorno del campo magnético

donde n = es la normal local a la superficie y z, y 2, son las derivadas
usamos una dependencia en modos de Fourier para la parte temporal del campo, con lo cual,

la tercer ecuacién de Maxweel es weuH =V x E.

Cada una de las condiciones de contorno da tres ecuaciones para relacionar las ampli-
tudes de los campos, pero sdlo dos de estas son linealmente independientes. Por lo tanto, con
las condiciones de contorno, generamos sélo cuatro ecuaciones. Las dos restantes se obtienen
de pedir que tanto en el medio superior como en el inferior vale VE = 0. Las seis ecuaciones

que resuelven el problema son:

AE, + zyAE, =0 (2.10a)
AE, + z,AE, =0 (2.10b)
OAE, OAE, 0AE, 0AE,
_ — = 2.1
0z Ox ey < Ox dy > 0 (2.10c)
OAE, O0AE, 0AE, O0AE,
— z — = 2.10d
dy 0z e < Ox oy > 0 (2.10d)
k.U, = kUp + kyUy (2.10e)
k.D. = —(ki, Dy + kD) (2.10f)

Para resolver el sistema de ecuaciones se introduce una expansién perturbativa en las

amplitudes de los campos: U; = U;l) + UJ@) + U}g) +---. Ademsds, se hace uso de que la altura
media de la superficie es mucho menor que la longitud de onda incidente, kgs < 1. Bajo esta

condicién, podemos hacer la siguiente aproximacién:

1
e®= 1 4ak,z — 5(1@2)2 +O(3) (2.11)

Usando el desarrollo perturbativo para la amplitud de los campos y la aproximacién

par la exponencial, las componentes del campo eléctrico resultan,
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1 1
Ex(r,z):%/d2kL€ZkLr [U£1)+U$(2)+...} |:1+Zkz2—2(kizz)2—|—"‘:|

1
Eu(r,2) = o / Ak | L [U3§1> +UD 4k, U + 0(3)} (2.12)

Si calculamos la diferencia de los campos (hasta orden dos) obtenemos lo siguiente:

2
AB,(r,z) ~ / AL ey [Uggl) — DM+ UD — DB 4 oz (k, U — k. DY )] (2.13)

27 *

2
AE,(r,z) = / %e’k” [Uﬁ ~ DV + UP — DP +0z(k, U — k., Dggl))}

1 1
+ethaT [1 + Ry —ik,z2(1-R))— ikzzQ(l —Ry) =T (1 +klz — 2/{:;2,22)] (2.14)

&’k
2

AE.(r,z) ~ / ekir [U§1> —DW 4+ U® — DA 4z (kUM — k;DgU)] (2.15)

Para calcular las derivadas hay que tener en cuenta dos factores: el término que es
proporcional a z en las amplitudes U o D y el término que proviene de derivar la exponencial.

Quedandonos a segundo orden, las derivadas de E, resultan,

2
I AE, ~ / Ak e x, 0% {szu) _ ' p
ot 8y x z - x

T T

2
+ / TRL acirype {Uél) —DW 4+ U@ — DB 4z (kUM — k;Dg))} (2.16)

™

(2.17)

Expresiones andlogas se obtienen para las derivadas de las componentes F, y F.. Para
encontrar las amplitudes del campo dispersado hay que sustituir las expresiones anteriores
en el sistema de ecuaciones (2.10). Igualando orden a orden se encuentran relaciones entre
las amplitudes {U J(n)} y {Dj(.n)}.

En resumen, el SPM es una solucién al problema de scattering de una superficie aleato-
ria basado sélo en consideraciones cinematicas: la tnica condicién que se pide sobre los cam-

pos es la continuidad sobre la superficie iluminada. El SPM no resuelve de manera formal
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las ecuaciones de Maxwell. Solo hace una estimacion de los campos superficiales proponiendo
un ansatz para el campo dispersado, basado en una expansién perturbativa cuyo parametro

pequeno es la altura RMS de la superficie respecto a la longitud de onda incidente.

Para los fines préactica de este trabajo, la consecuencia principal de este enfoque es
que a orden uno la seccién eficaz de los canales cruzados es nula, a?w = 0. Para obtener un
coeficiente no nulo es necesario calcular las amplitudes a segundo orden. Dado que el rango
de validez del método es limitado, resulta conveniente desarrollar otro método que sea mas

eficiente para obtener o, # 0.

A pesar de todo esto, el método de perturbaciones pequenas resulta una referencia
apropiada con qué comparar cualquier otro método de dispersion en el limite de longitud de

onda grande, ya que cualquier resultado deberia converger a la aproximacién del SPM [5].

2.4. Método de la ecuacién integral (IEM)

En contraste con el SPM, el método de la ecuacién integral (IEM) si se basa en resolver
las ecuaciones de Maxwell para encontrar el campo dispersado y no propone un ansatz para
el mismo. No es un método cerrado, ya que como se verd mas adelante, este método propone
una manera iterativa para encontrar el campo dispersado. Partiendo de las identidades de
Green se puede escribir de manera autoconsistente el campo sobre un semi-espacio. Esto
brinda una ecuacion integral para el campo eléctrico total. La idea es encontrar un nicleo
que resuelva de manera iterativa esta ecuacion. El niicleo del ITEM es la aproximacion de plano
tangente (APT) o aproximacién de Kirchhoff [16, 17]: cada punto de la superficie puede ser
reemplazado por el plano tangente a éste y calcular el campo dispersado simplemente usando
los coeficientes de Fresnel. Claramente esta aproximacion es local: cada punto de la superficie
sera aproximado por un plano diferente; en este limite, como el campo dispersado es dado

por un plano, la APT no dard cuenta de efectos de dispersiéon multiple.

La condicion de validez del método es totalmente diferente a la del SPM. En este caso
la condicién necesaria es que la superficie sea localmente plana, esto es, respecto a la longitud

de onda incidente el radio de curvatura debe ser grande.
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2.4.1. Aproximacion de Kirchhoff

La estimacion principal de esta aproximacién es que el campo sobre cada punto de
la superficie es el que produciria un plano tangente ubicado en el mismo punto. Resulta
inmediato que esta aproximacién no da cuenta de los efectos de curvatura. La aproximacién
supone una superficie suave en donde se pueden ignorar los efectos de dispersion multiple y

de sombreado.

En términos estadisticos de la superficie, la aproximacion de Kirchhoff es valida siempre
que, para cualquier punto P de la superficie, la distancia ente el plano tangente a P y los
puntos de la superficie préximos a él sea pequena [16, 17]. En términos de las caracteristicas
de la superficie, esto puede ser reformulado de la siguiente manera: !

» la escala vertical de rugosidad (altura RMS, s) es lo suficientemente chica tal que el
radio de curvatura de la superficie resulte mucho més grande que la longitud de onda

incidente: 12 > 2,765\ [18].

Esta condicion muestra que la altura RMS debe ser pequeiia frente a la longitud de
correlacion aunque puede ser del orden de la longitud de onda incidente. Esto es un avance
respecto al SPM, ya que bajo esta aproximacién se pueden aceptar alturas RMS grandes
siempre y cuando la longitud de correlacién preserve la condicién de un radio de curvatura

mayor a la longitud de onda.

2.4.2. Formulacion del IEM

De manera formal, las ecuaciones de Maxwell pueden ser resueltas en forma autocon-
sistente partiendo de las identidades de Green. En el Apéndice A mostramos como se puede
escribir el campo eléctrico total en un semi-espacio a través de una ecuacion integral. Dada
esta ecuacién, se puede proponer un ntiicleo que la resuelva de manera iterativa. Para el IEM
el nucleo usado es la aproximacion de Kirchhoff: punto a punto la superficie se reemplaza
por el plano tangente a la misma y se calculan los campos superficiales que se generarian en
dicho plano. De esta manera se puede iterar hasta orden IV la ecuacién integral para aumen-

tar el orden de exactitud de la solucién propuesta. A continuaciéon vamos a desarrollar esta

'En el Apéndice A.3 se detalla el cilculo.
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idea, veremos como es la estructura general del IEM y luego si calcularemos en detalle cada

término de la iteracion.

El principio de Huygens se deduce a partir de las identidades de Green (Apéndice A.1)
y da el campo eléctrico total sobre un semi-espacio en el cual existe un campo eléctrico
incidente EZ A través del principio de Hyugens, el campo eléctrico se puede escribir como

14, 19):

E(r) = Ey(r) + i / ds' {zw,uG(r,r’) A x HE) + (7 x B')) x V'G(r, r')} (2.18)

donde Ez(r) es el campo incidente, 7 es la normal a cada punto de la superficie y la
integral es hecha sobre la superficie iluminada. La funciéon de Green retardada, en el espacio

libre, es G(r,r') = [f + ,}vi}

eE(r—rl)
4dr|r—r’|"

Para el campo magnético se obtiene una expresién andloga:

H(r) = Hy(r) + i / ds' {zewG(r, )i/ x E(r') — (#/ x H(x')) x V'G(r, r'>} (2.19)

En la aproximacién de campo lejano, la funcién de Green y su gradiente se pueden

aproximar por [14, 19]:

/ T 1. - ezksr —aksr!
G(I" Tr ) = I —|— ﬁks ks r e (220)
/ ’ 7|7 1. - ezksr kst
V'G(r,x') = —iks | I + = ks ks - e (2.21)

Si bien las expresiones (2.18 - 2.19) dan los campos dispersados debido a su interac-
cién con la superficie, no se ha resuleto el problema de manera concreta. Estas expresiones
son ecuaciones integrales, ya que dependen de los campos tangenciales sobre la superficie
iluminada (7 x E(r') y 7 x H(r')). Para encontrar una solucién a esta ecuacién integral lo
que se hace es un nueva iteracién: los campos incégnitas son reemplazados por su expresién
integral; esta nueva expresién va a tener dos contribuciones, similar a la acuacién (2.18): una
proporcional al campo incidente y otra proporcional a una nueva integral (sobre r” esta vez).
Para ver céomo trabajar de manera recursiva con el principio de Huygens, vamos primero a

definir la siguiente notacion:
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Gii(r,) = (/- V'G(r,r")) — V'G(r, v )7/
Crole, ) = uopG(r, ) #

Go1(r,r') = weG(r,r") A/

Go(r,v') = — (' - V'G(r,r")) + V'G(r,r')7’

Usando esta notacién, el principio de Huygens para el campo EM puede ser escrito

comao:

E(r) = Bi(r) + 417T / ds' {Gn(r, ) - B(r') + Gia(r, 1) x ﬁ(r’)} (2.22a)
H(r) = Hi(r) + i / ds' {021(r, r') x E(r') + Goa(r, 1) - F[(r’)} (2.22b)

Podemos dar una expresién matricial para simplificar atin més la escritura:

\I/(I') = , C:;(r,r’) _ 4i Gll(r, I',) Glz(r,r’)
H(I’) g GQl(r, I‘,) GQQ(I‘,I‘,)

De manera compacta, el principio de Huygens puede ser escrito de la siguiente manera:

U(r) = ¥y(r) +/ ds'G(r,r')U(r') (2.23)

La expresién anterior es la ecuacion integral que debe ser resuelta de manera recursiva.
Vamos a reemplazar el campo que estd dentro de la integral con la misma ecuacién (2.23).
Esto tendra como consecuencia que el campo total resulta de dos términos: uno que se puede
calcular de manera explicita, ya que depende del campo incidente; y otro término que volvera a
ser dependiente del mismo campo incognita. Haciendo una nueva iteracion se puede poner
este campo en funcién del incidente y escribir un nuevo término (ya de tercer orden), que
estard nuevamente escrito en funcién del campo incégnita. Obviamente, se puede realizar una
nueva iteracion, escribir un nuevo término (de cuarto orden) y continuar iterando. La solucién
formal de la ecuacién se obtendria escribiendo la serie que se obtendria con este proceso de

recursion.
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Este tipo de ecuaciones, que se resuelve de manera iterativa, recibe el nombre de Dyson-
Schwinger. La manera formal y correcta de resolver este tipo de ecuaciones es invertir el
operador I — é(r, '), el cual proviene de reescribir la ecuacién (2.23), y escribir el campo
total como W(r) = (I — G(r,r')) " W;(r). Dada la estructura del operador G, no se puede

resolver la ecuacion por esta via y resulta necesario entonces recurrir a una serie perturbativa

para poder hallar el campo EM dispersado.

Tomando la primer iteracién en (2.23), obtenemos la siguiente ecuacion integral:

T(r) = U;(r) + / ds'G(r, ') U;(r) + / ds'ds” G(r,r)G(r',r");(x") +

+ Z:/ds1 o ds"G(r,11) - G(rn_1, 1) ¥(ry)

Aunque este procedimiento parece ser inmediato y facil de repetir, debe ser notado
lo siguiente: la funcién de Green, evluada en los puntos r’ y r” (ambos pertenecientes a la
superficie iluminada), puede ser singular. Basta ver que cuando los dos puntos coinciden, el
denominador en (2.20) se anula. Para evitar esta singularidad, el nuevo punto de integracién
debe ser de la forma r” = (2", 4",0) y luego tomar el limite cuando § — z(z”,y"). Este limite

trae como consecuencia que el campo E(r”) toma la siguiente expresién [19]:

—

. 1 . .

(') = 2Ei(r') + VP / as" {uopGe',x") - i x Hx") + (0 x E(x") x V'G(x',x") |
(2.24)

donde VP indica el valor principal de la integral.

Como el campo dispersado es simplemente W (r) = ¥(r) — ¥,(r), podemos escribir una

ecuacion integral para él:

Wy(r) :/ ds'G(r,x')U;(r) —|—/ds’ds” G(r, v )G(r', "), (x")

+ Z/dsl e ds"G(r,r1) - G(rp_1,10)U(ry)

n>3

El método de la ecuacion integral solo retiene hasta el segundo orden de la recursién.

En lugar de tener ¥;(r’) como fuente tiene el campo de Kirchhoff, que es simplemente sumar
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el campo reflejado por el plano tangente al punto r’. Esta contribucién extra es suprimida en

el segundo término, al cual vamos a llamar complementario.

La aproximacion de Kirchhoff se implementa de la siguiente manera: en cada punto de
la superficie el campo total es el incidente més el reflejado por el plano tangente: 2W;(ry) =
U;(r1) + U, (r1) + Uy(r1) — U, (r1), donde W,.(r') = RP;(x’) es el campo reflejado por el plano
tangente al punto r’ de la superficie, siendo R el coeficiente de Fresnel. Vamos a definir a

Uy(r1) = U;(ry1) + ¥, (r1) como la componente de Kirchhoff del campo.

El campo dispersado queda escrito como:

+ [ ds; G(r,r1) [\Ili(rl) — U, (r]) + /d sy G(r1,12)0(rs) (2.25)

o [ sy Gt [~ 00te) + / s Gle1,m2) i) + 0 )
+/d51 é(r,rl)/dSQ G(r1,r2) [qf (rs) — / 3 G(ra,r3 ‘I’(Fs)]

Si definimos el campo complementario como

\Ifc(l‘l) = \Ifi(rl) — \I/r(l‘l) + /d82 é(l‘l, FQ)\T/Z‘(I‘2> + \I/T(I‘Q) (226)

entonces

T, (r) = /d31 G(r,r1) Ty (ry) / 1 G(r,r1)Te(ry
|

+/d$1 @(I‘,I‘l)/dSQ G(I‘l,rg) U ro

Con una nueva iteracién:
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dsy G(r1,12) | W;(ra) \Ilr(rQ)Jr/drgC_J(rQ,rg) (W;(r3) + U, (r ))]

dsidsadss G(r,r1)G(r1,12)G(re,r3)Ue(rs) + - - - (2.27)

Podemos entonces escribir la recursion para el campo dispersado en funcién del campo

de Kirchhoff y el complementario:

/d51 C:? r,1r1) ¥ (r, 1) + Z/dsl d.sn (r,ry)-- é(rn,l,rn)@c(rn) (2.28)

n>2
Dado que el IEM solo retiene hasta la segunda iteracién, la expresiéon con la cual

trabajaremos de ahora en adelante resulta:

Ty(r) ~ / ds1 G(r,r)Uy(r,r1) + / ds1dsy G(r,r1)G(ry,r2) W, (rs) (2.29)

Lo que debemos hacer a continuacién es escribir explicitamente los campos de Kirchhoff
y complementario. Estos quedaran escritos en funcién de los coeficientes de reflexion de
Fresnel y las coordenadas locales de la superficie, dadas por n(r) y el plano tangente a este

punto.

2.4.3. Campos superficiales

Ya establecido el camino iterativo que usaremos para calcular el campo dispersado
por una superficie aleatoria, vamos a reescribir la ecuacién (2.29) de manera manifiesta, en

términos de los campos eléctricos y magnéticos que debemos calcular.

El campo EM dispersado requiere los campos tangenciales generados sobre la superficie
iluminada. Esto se observa en las ecuaciones (2.18) y (2.19), las cuales dependen de 7 x E(r)
v X H (r'), donde r’ indica el punto en la superficie iluminada. Vamos a calcular cada uno de

estos campos tangenciales separdndolos en la contribucién de Kirchhoff y la complementaria.
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Los campos tangenciales pueden ser calculados a partir del mismo principio de Huygens.
Tomando el producto vectorial entre la normal a la superficie y la ecuacién (2.18) el campo

tangencial sobre la superficie resulta,

i x B(r) = 20 x By(r) + 4in « / ds'E(r') (2.30)
/I8
A x H(r) =27 x H(r) — %n X /ds’?—l( 9 (2.31)
7
con
Er') = wuG ' x Hx') — (7' x E(x')) x V'G — (7' - E(r'))V'G (2.32)

H(r') = weG i/ x E(r') + (7' x H(r')) x V'G + (/- HX'))V'G (2.33)

donde hemos suprimido la dependencia espacial de la funcién de Green para aliviar la
notacién: G = G(r,r’). Ahora sumamos y restamos el campo reflejado por el plano tangente
al punto r’. Esto nos permite separar el campo tangencial en la componente de Kirchhoff y

la componente complementaria. Para el campo eléctrico, los dos términos resultan en:

>
X
ml
||
3>

< (Alw) + B (r)) [ﬁxr) ) - o / dsfmrf)]
< Helw) + x el (2.35)

3>
ml
I

:w

(r)

Lo que resta para completar la formulacion del IEM es dar las expresiones de los campos
de Kirchhoff y complementario. Para ello va a ser necesario definir un sistema de coordenadas
local en cada punto de la superficie. Vamos a usar la siguiente terna como base: el vector
de onda incidente l%i, la direccién tangente al plano de incidencia, dada por ¢ = ki x 7 y

~ ~ N

la direccién normal al plano de incidencia, d = k; x t (en el Apéndice B se detallan estos
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~ ~ ~

vectores). Con estas tres direcciones, k;, t, d, vamos a calcular las dos componentes de los
campos superficiales. Resultara conveniente distinguir entre los modos transverso eléctrico
(TE) y transverso magnético (TM) de la onda incidente, ya que para los distintos casos la

descomposicién de E; en la base local resultard de gran utilidad.

Figura 2.1: Esquema de la base local.

En la base local, el campo eléctrico incidente E,(r) = FE;(r)p, se puede escribir como

sigue:

— — A A

Ei(r) = Ej (r) + Ey (r) = (p- 1)IEi(r) + (p- d)dE;(r) (2.36)

Una descomposicién similar se hace para el campo magnético:

Hi(r) = H;y (r) + Hy (r) = (p- )dv/eE;(r) — (p- d)i/eEi(r) (2.37)

donde usamos el hecho que ﬁz = \/%I%l X E}, siendo € y u las permitividades diléctri-
ca y magnética del medio en donde se propaga la onda. Dada esta descomposicién, ahora

si pasamos a describir los campos superficiales.

2.4.4. Campo de Kirchhoff

La componente de Kirchhoff del campo tangencial es sencilla de calcular, ya que solo

usamos el hecho de que este campo es la suma del incidente y el reflejado por el plano tangente
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en cada punto de la superficie. S6lo debemos distinguir entre los modos TE y TM, los cuales

resultan:

AXEp(t)=(1+R)ax E)=E(1+R)p-)nxi (2.38)

it x Ep(r) = (1 - Ry)ix Ei(r) = Ei(1 - Ry)(p-d)n x d (2.39)

Entonces, para un caso general, en donde la onda incidente es una combinacién de

ambos modos, el campo de Kirchhoff puede ser escrito como:

i x Ey(r) = E(1+ Ry)(p- ) x T+ Ei(1 — Ry)(p-d)i x d (2.40)

Si bien este es el campo tangencial méas general que se puede escribir, vamos a escribirlo

de una manera que sera util mas adelante. Usando que la polarizacién incidente puede ser
descompuesta sobre el plano tangente (definido por los vectores locales t y CZ) como: p =
(p- )t + (p- CZ)J Por lo tanto, la componente de Kirchhoff del campo tangencial puede ser

reescrita de la siguiente manera:

—

x Bi(r) = By x [(1+ RO - D+ (1= Ry (- d)d]

— PN

i x By(r) = Eift x [(1 +R)p—(RL+ R d)d} (2.41)

—

i x Ey(r) = B x [(1— Ry)p+ (RL + Ry (B - 1)i] (2.42)

donde usamos, en la segunda igualdad que (p-1)t = p— (p- cZ)d y una expresién andloga
(intercambiando £ por a?) en la tercer igualdad.

Estas expresiones resultan utiles para hacer simplificaciones en los distintos modos de
incidencia. Por ejemplo, en el caso TM, en donde p = 0, el producto © - £ < 1, por lo que

podemos simplificar el campo de Kirchhoff a

ivx By~ E; (1 - R |))ix o (2.43)

En correspondencia, para el caso TE podemos ignorar el término con h - d y escribir la

componente tangencial como
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Ax Ep ~E(1+Ry)axh (2.44)

Con un analisis similar podemos escribir la componente de Kirchhoff del campo magnético

tangencial. En el caso general la misma resulta:

\/E x Hy(x) = Ei(1- R)(p- D) x d— E; (1 + Ry)(p- d)iv x & (2.45)

En el modo TM se reduce a

Y en el modo TE es

\/ﬁﬁ x Hyy ~ B; (1 — Ry )a x (ki x h) (2.47)
€

Estas expresiones son ttiles y sencillas para trabajar en los canales copolarizados, cuan-
do se quiere observar el campo dispersado en la misma polarizaciéon que el campo incidente.
Sin embargo, cuando se observa en los canales cruzados, las simplificaciones anteriores no
pueden ser hechas, ya que no podemos considerar que la descomposicién de la onda incidente
tiene una componente que puede ser ignorada. Esto se debe a que la componente ingorada
en el campo incidente es justamente la relevante para describir el campo dispersado. Por
lo tanto, lo que debemos hacer es considerar las dos descomposiciones validas para la onda
incidente. Sumando ambas descomposiciones para la onda incidente, el campo de Kirchhoff

de los canales cruzados se escribe como:

X p+ B (R + R.)f x [(p-

n
N A |
anxk%Ei(l—R)nxp—i—i

Ei (R + R.)# x [(ﬁ-f)t - (ﬁ-d)d}

(2.48)

donde definimos el coeficiente R = %(RH —Rj).

Para el campo magnético, en el caso de polarizacién cruzada, usaremos
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= A 1 o AU
i Hyg, 2 By (14 R)f x (ki x ) + 5 Bi (R + R0 )i x (ﬁ-t)kixt—i—(ﬁ-d)kixd] (2.49)

1
Ve
Con estas expresiones calcularemos los coeficientes de retrodispersién (backscattering)

para los distintos canales. Nos resta calcular los campos tangenciales complementarios, que

es lo que haremos a continuacion.

2.4.5. Campo complementario

Esta componente del campo tangencial resulta més compleja de calcular que la descrita
en la subseccién anterior. Es la correccién a la aproximacién del plano tangente, resulta de
segundo orden y en consecuencia requiere de una integracién intermedia para poder calcularla.
Este término da cuenta de los procesos de dispersién multiple: el campo EM incidente no sélo
se refleja y retro-dispersa (lo cual es descrito por el término de Kirchhoff) sino que debido a
las ondulaciones de la superficie, la onda puede reflejarse en direcciones tales qué, después de

la primera dispersién, la onda vuelva a encontrar a la superficie. Esta segunda interaccién es

2

descripta por el término complementario.

Figura 2.2: Esquema del término complementario en el ITEM.

Al igual que lo hicimos con la componente de Kirchhoff, vamos a describir el término
complementario en términos de la base local y vamos a dar expresiones que sean de utilidad

para cada tipo de polarizacién.

Los campos complementarios fueron definidos en las ecuaciones (2.34) y (2.35). En
estas ecuaciones aplicamos el principio de Huygens para obtener el campo EM total sobre la
superficie iluminada. También podriamos aplicar este principio en el semi-espacio inferior de

la superficie para calcular el campo total transmitido. Obtendriamos ecuaciones similares a

2Est4 claro que el campo incidente podria interactuar un nimero N de veces, pero el IEM sélo da cuenta
de la segunda interaccién. Para ir a ordenes mas altos en la dispersién del campo incidente con la superficie

habr{a que mantener en la ecuacién (2.28) hasta el orden deseado.
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las anteriores con la diferencia de que no tendriamos el término que es proporcional al campo
incidente (debajo de la superficie no hay tal campo).
El par de ecuaciones a partir de las cuales tenemos que hallar el término complementario

son las que provienen de aplicar el principio de Huygens en ambos medios:

. . 1 .
nx E')=nx E(r)) + 4—1% X /ds’é’(r',r") (2.50a)
T
. 1 .
nx EX) = —4—7%,5 X /ds’é’t(r’,r”) (2.50b)
T
donde ny = —n y & es el equivalente a & en el medio inferior.

Igualando las dos ecuaciones se puede poner el término del campo incidente en funcién
de € y cE_';:
~ 7l 1. (& / < /
n X E;i(r) = X ds (5(1‘,1‘ ) —&(r,r )) (2.51)
s
Para calcular el campo de Kirchhoff descompusimos el campo incidente en la base local,

proyectando sobre las direcciones ¢ y d. Vamos a hacer uso de esa proyecciéon a ambos lados

de la igualdad anterior:

—

E; [(f) Ay x 4 (p-d)in x dA} =7 x /ds’ (g(r,r') — &(r, I"))

usando que A X d = —(n - l%i)f, nos queda que

P A Al N ~ 1 & n_ & /
(n-kz)t} = nxt[nxﬁhnx/ds (S(r,r) 5}(1",1‘))]

+ f[i-;ﬁx/ds’ (g(r,r')—g;(r,r'))} (2.52)

Podemos igualar las componentes que estdn presentes en cada direccién (7 X ty f)
y escribir el campo incidente en términos de la integral que hay que calcular en el campo
complementario.

El campo reflejado por el plano tangente puede ser descompuesto de igual modo, ya que
que este campo es simplemente multiplicar al campo incidente por el coeficiente de Fresnel

correspondiente a cada modo. Dado que en el término complementario debemos computar
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la correccién F; — E;., resulta conveniente descomponer esta correccion en las direcciones t y

n X t:

it % ( Fi(r) — EAr)) =E(1-R)(p-Daxt—EQ+R)@-d)(n- k)i (2.53)

Esta diferencia puede ser reescrita igualando cada componente a su correspondiente en

la ecuacién (2.52); para cada una de ellas tenemos lo siguiente:

—

(1= ROE®)(p- )i x i = (1— Ry )~ x £+ 71 x /ds’ (E.r) — Euir.r)) (259

(1= Ry)Ei(r)(p-D)i x f = (1 + Ry)—F -1 /ds’ (5(1', r) — é(r,r')) (2.55)

Usando estas dos tltimas igualdades podemos escribir el término complementario solo
en funcién de las integrales sobre los campos £ y &;. De esta manera el término complementario

muestra, en forma explicita, los efectos de dispersiéon multiple.

El campo complementario resulta entonces

on x B,(r) = 7 x (Ez(r) - Er(r)> + %n x /ds’ (g(r ) — E(r, r'))
- [(1 _ RL)ﬁﬁ i x /ds’ GOYE é(r,r'))] A
+ [(1+R)417TA i x /ds’ (g(r,r’)—é(r,r/)>]£
+ iﬁx /ds’f(r,r’) (2.56)

Como el ultimo término del campo complementario es ortogonal a 7, puede ser desar-
rollado en una base que contenga a dicho plano. Y una base posible es justamente la que
forman ¢ y 7 x t. Por lo tanto, descomponiendo el ltimo término en estas direcciones, el

campo complementario resulta:



2.4 Método de la ecuacion integral (IEM) 29

1 . - 1 N A
= | oaxioax /ds’(l FROE®) + o xd i x /ds’(l _RE(rr )] A
vy T
r1 . - 1 . - N
+ gt f x /dsf(l — R)E(r,r') + e % /(1 + R)ds’é’(r,r’)] t (2.57)

De la misma manera que hicimos para el campo de Kirchhoff, vamos a dar expresiones
simplificadas para las distintas polarizaciones de la onda incidente. Sumando y restando con-
venientemente se puede mostrar que los campos complementarios, para las distintos canales

de observacion, pueden ser escritos como [10]

» polarizacién vertical (modo TM)

. 1 . -
iox Bg(r) i x / ds' {(1 — R)Ey(r,') + (1 + R”)ew(r,r')}
+(Ry + R”)4i [n X 17 x /ds’ (fv(r,r’) - év(r,r'))] Axi (2.58)
T

» polarizacién horizontal (modo TE)

. 1 . .
ixEalr) i [ [0 RO&EE) + (- RG]

+(R. + RH)iTr [5 X /ds’ (f?h(r,r’) - é:,;h(r,r/))} i (2.59)

ix Eulr) ik [ (1= RS + (4 B ()

1 1 (. . - - A
+§(RJ_ +R”>E [n X t-nx /ds/ <€p(r,r’) —Etp(r,r’)” Xt

YRR iax [as (Eer) — Epirr) |1 2.60
+§( 1+ ”)E t-nx s ( p(r, 1) — tp(r,r)> t (2.60)
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donde en esta ultima expresién, el subindice p indica la polarizacion del campo eléctrico

incidente.

Debemos dar ahora expresiones adecuadas para los campos g y &;. Estos campos vuel-
ven a depender de los campos incégnitas: la integral que define a g (r,r’) (dada por la ecuacién
(2.34)) depende de los campos superficiales E(r') y H(r'), y depende de las dos proyecciones
de los campos: de los que son tangentes a la superficie (1 x E(r’ )) y de los que son normales
a la misma (7 - E(r')).

Para poder calcular explicitamente £ volvemos a reemplazar los campos incégnitas con
la aproximacién de plano tangente: los campos que estan dentro de la integral son los que
produciria el plano tangente al punto r’. Estos campos ya los calculamos en detalle. Los
escribimos en funcién de los coeficientes de Fresnel y los descompusimos en la base local de
cada punto de la superficie iluminada. Lo que no hemos calculado todavia son los campos
normales a la superficie. En el Apéndice A.2 mostramos como relacionar la componente
normal del campo magnético con la tangencial del eléctrico. Integrando respectivamente la

segunda y cuarta ecuacién de Maxwell se muestra que (ver Apéndice A.2)

—wen - E(r) = V- (A x H(r))

Por lo tanto, los campos normales a la superficie se escriben con su reciproco tangencial:
f-H — Ax E, A-E — ix H. Los campos tangenciales ya los hemos desarrollado con suficiente
detalle, de manera que solo resta escribir a los campos El (r,r') como funcién explicita de los
mismos.

Finalmente, solo queda dar la funcién G(r,r’). Esta funcién es la funcién de Green
retardada, solucién de la ecuacion de Helmolthz en el espacio libre de cargas. Su interpretacion
fisica es la de una onda esférica propagandose desde el punto r’ hacia el r y en el espacio de

coordenadas, usando la representacién de Weyl [11, 10], se escribe como

G(r,r') = -~ /du dv eZ[U(x*x’)Jrv(yfy’)}@ (2.61)
’ 2 q

donde g = [kzg—uQ—vQ]l/Q si k22u2+v20q:z[u2+v2—kz]l/2 si k? < u? 402

El gradiente de la funcién de Green es simplemente
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1 , , eZq‘Z_Z/‘
V'G(r,r') = /du dv e't@=—=)toly=y)lZ____ 7 (2.62)
2w q
. N
siendo g=ui+vy+ qmz

Ahora si estamos en condiciones de calcular la seccién eficaz de la superficie iluminada.
Ya hemos definido el método por el cual vamos a calcular el campo dispersado; hemos separado
este campo en dos contribuciones que calculamos explicitamente; hemos dado cuenta que la
componente de Kirchhoff solo da contribuciones de una sola dispersién (reflexién en el plano
tangente a la superficie) y hemos mostrado cémo y de qué manera el término complementario
da cuenta de los efectos de dispersion muiltiple. Lo que debemos desarrollar ahora es el calculo

del coeficiente de retrodispersién generado por la superficie iluminada.

2.4.6. Calculo del Coeficiente de retrodispersion

En la Seccion 2.2 definimos el coeficiente de retrodispersién. Este es la seccién eficaz
del area iluminada normalizado a una superficie esférica. Mencionamos que debemos calcular
la potencia incoherente dispersada por la regién iluminada. Por lo tanto, lo que debemos

calcular es la siguiente cantidad:

4m R? . .
U((Z)P - ET140 [<E5‘JPESQP> - <Esqp> <Esqp>] (2.63)

donde Fg4, es el campo dispersado en la polarizacién ¢ cuando el campo incidente
estd en la polarizacién p, E; es el campo incidente, Ag es el area iluminada y R es la distancia
entre el radar y la superficie. Para calcular el campo dispersado hemos desarrollado en método
de la ecuacion integral, el cual proviene de escribir el principio de Huygens en el semi-espacio

en donde se encuentra la onda incidente. Este principio escribe al campo dispersado como

By(r) = % / ds' [WG(r,r')ﬁ' x H(') + (i x B(xr')) x V’G(r,r')] (2.64)

Ya hemos desarrollado como calcular los campos tangenciales que deben ser integrados.
Sin embargo, podemos hacer una simplificacién. Dado que la distancia entre la superficie
iluminada y el radar es mucho més grande que la longitud de onda incidente (R > \) podemos

considerar que estamos trabajando con los campos en la zona de radiacién y aproximar la
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funciéon de Green por su expresién en la region de campo lejano. Esta aproximaciéon del

principio de Huygens se conoce como la integral de Stratton-Chu [20], que para el campo

Egp es
“ . 1 . .

Egyp = C/ds’ q [k x (7 x Ep(r')) + —=n x H(r)} ehsr

€
. . 1 . -

Esgp = C/ds’ [(j X ks (R x Ep(r')) + —=q -1 x Hp(r)] ehsr (2.65)

€
donde C = —y-FEiethiR

4TR
Escribiendo a los campos tangenciales como sus componentes de Kirchhoff y comple-

mentaria, el campo dispersado resulta

k
Esgp = Esqp+E§qp

-

Esp = CEi/dS/fqpel(Es_ki)r/

+ CE / ds'ds" dudu Fyete@ =210~y gFo—For” (2.66)
con
Dl ~ ~ ~ — 1 N N —
o= g 0 Byl + e x ()| (267
Dy |, - . , , 1 N
qu = B, q x ks - (n X cp(r )) + \%q +n X Hcp(r) (268)

siendo D; = /14 22 —1—25 el médulo de la normal a la superficie. Los campos de
Kirchhoff y complementarios ya los tenemos calculados. Lo que debemos hacer es escribirlos
para los distintos canales de observacién. Entonces, el campo de Kirchhoff para los cuatro

canales es [10]:

foo = —Dq |:(1 — R”)iLs (nx o)+ (1+ R||)’f)s (N x iL)i|
fov

Q

(1 = Ry) [zysinfsin ¢ + (cos 0 + z; sin ) cos ¢s]

—(1+ Ryj)(cos s cos s — 2, sinby) (2.69)
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Q

fnh
fnh

—Ddﬂ+RQ@~@xﬁ%Hl—RQ%-@x@

Q

—(1 = R)) [zysinfsin ¢s + (cos O + z, sin 0) cos @]

+(14 R1)(cosbscosps — 2z, sinby) (2.70)

fon = Dlﬂ—RQ@(ﬁXM—ﬂ+RQ%-MXM}

Q

fon (1 + R) [zysinf cos b, cos ps — (cos @ + z, sin ) cos b, cos ¢

+(1 — R)sin ¢, + (1 + R)z, cos 0 sin O (2.71)

donde ﬁs = 8in ¢sT—co8 P57 v Vs = cos 05T —cos O cos ¢ps1j+sin 0,2 son las polarizaciones
(horizontal y vertical) de la onda dispersada.

En estas expresiones hemos usado que los coeficientes de Fresnel no dependen de las
coordenadas espaciales. Aunque deberian ser los coeficientes locales, los cuales dependen del
angulo que existe entre la direccién de incidencia y la normal a la superficie, estos pueden ser
aproximados por los coeficientes que se obtendrian de la reflexiéon con un plano horizontal.
Adems4s, en la amplitud f,;, hemos despreciado el término que es proporcional a la suma de

los coeficientes de Fresnel por dos motivos: R} + Ry <1y -0~ 0.

Todas las funciones f;, dependen linealmente de las derivadas z, y z,, por lo que
con una simple integracién por partes (y despreciando los efectos de borde), la dependencia

espacial de fg, puede eliminarse completamente:

ksz - kiz
ksx - kz:v
L = Dsz T iz 2.72
- “ ksz kiz ( ! )
’ ksy - kiy
analogamente: = (2.73)

Con estos reemplazos para las derivadas direccionales de la superficie eliminamos toda

dependencia espacial de las amplitudes f;,. Sin embargo debe remarcarse lo siguiente: la
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amplitud del canal cruzado es lineal en las derivadas direccionales debido a que se despreci6 la
contribucién del término proporcional a R; + R; si este no fuera el caso, la amplitud fy,
tendria términos cuadraticos y cubicos en las derivadas y la sustitucién que hemos hecho

antes no tendria validez.

Con la sustitucién de las derivadas espaciales, las amplitudes de Kirchhoff resultan [10]:

QRH . .
Joo = Py p— [sinf@sinfs — (1 + cos O cos O) cos(p — ¢s)] (2.74)
2R, . .
Jnn = P —, [sin@sinfs — (1 + cos @ cosbs) cos(p — ¢s)] (2.75)
fon = Rsin(¢ — ¢5) (2.76)

Pasemos ahora a analizar las amplitudes del término complementario. Las amplitudes

para los distintos canales son [10]:

1-R
Fp(u,v) = TH [—k‘(l + RH)C1 +(1- RH)CQ +(1+ R”)Cg]
1+ R
+ TH [k(l — RH)C4 +(1+ R||)C5 +(1- RH)CG]
1+ R C,
o I —k(1+ R”)Ctl +(1- R”)Ctg +(1+ RH)%?)
1-R
TH [ke(1 = Ry)Cua + (1 + R))Cis + (1 — Ry)Cig] (2.77)
1+ R
Fpp(u,v) =~ . L [-k(1—R,)Cy— (1+ R, )C5 — (1 — R )C§]
1-R
+ = [k(1+ R1)C1 — (1 — R1)Co — (1+ R1)C3
1-R C
_ ” L —k(l—RJ_)Ct4—(1+RJ_)Ct5—(1—RJ_)%6
1+ Ry

5 [ke(1 4 R1)On — (1= R1)Cip = (1+ Ru)Cil (2.78)
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Fon(u,v) ~ HqR (1= R)By = (1+ R)By — (1 - R)By
1:13 (14 R)By— (1— R)Bs — (1+ R,)Bg]
_ 1 qtR [(1 = R)eBy1 — (1 + R)Bia — (1 — R) B3]
_ ;R (14 R)Byu— (1— R)Bss — (1 + R)% (2.79)

Los coeficientes Cj, Bj, Cyj v By se detallan en el Apéndice B y mostramos que
son independientes de las coordenadas espaciales. La tnica dependencia espacial de estas
amplitudes esta en las derivadas direccionales. Al igual que con la amplitud del campo de
Kirchhoff, la dependencia con las derivadas espaciales es lineal. Se puede hacer entonces una
integracién por partes similar y sustituir estas derivadas por un factor que es independiente

de las coordenadas espaciales.

Esquematicamente, las amplitudes del campo complementario dependen de las derivadas

direccionales de la siguiente manera [10, 11]:

qu x /df Z€ 6Z[U(I'—x”)+v(y’—y")+q|z'—z”|]el(EiI‘”_ESr/)’ con § _ 37/, y/, xl/) y/l (280)

La integracién por partes dard como resultados las siguientes sustituciones:

U — kgg v — kgy
Lyt = R ] 2.81
T keTq TV kT (2.81)
u — ky v—ky
Zopll = s Zol = —————— 282
A A (2.82)

Habiendo eliminado toda dependencia espacial de las amplitudes de los campos de
Kirchhoff y complementario, el cdlculo de la potencia incoherente dispersada por la super-
ficie se reduce simplemente a calcular valores medios de exponenciales, o sea, a calcular las
funciones caracteristicas de los distintos tipos de estadistica que puedan describir a las super-
ficies. Vamos a tomar como hipétesis a lo largo de todo el trabajo que las superficies aleatorias

tienen una distribucién Normal (gaussiana) de alturas con valor medio cero. Concretamente:
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e
N
7= () - (= ()

Los dos resultados basicos que necesitamos para calcular la potencia dispersada son los

siguientes:

<ezl<:z> — eka/(QUQ) (283)
<ezk(z—z’)> _ oK (A—pla—a'y—y)) (2.84)

donde p(Z — #') es la funcién de autocorrelacién de la superficie (ACF), sobre la cual

ya hemos supuesto que el proceso estocastico es estacionario.

Vamos a calcular la potencia incoherente para cada término. Comencemos por el de

Kirchhoff:

k ko gk k o
Pop = <Equqp> - <Eqp> <Eqp>
PO / o 2
Pk = <\CE¢\2 / ds ds' \fq,,Pe’<’“ski><”>> - ‘ <C’Ei / ds fqpel<ks’fi>r>\ (2.85)

Como las amplitudes fy, son independientes de las coordenadas espaciales las podemos
sacar fuera de la integral y del cdlculo del valor medio, por lo tanto la potencia del término

de Kirchhoff se reduce a:

L. , o ,
qup = |CEz‘|2‘fqp|2 K/ds ds' e!ks—ki)(r—r )> _ ’ </ds ez(kski)r> ‘ ]

Haciendo el cambio de variables £ = 2 — 2/, ( = y — ¢/, integrando sobre ds’ (lo cual da
un factor Ag, el drea iluminada), y usando los resultados dados por (2.83) y (2.84), llegamos

a
Py = (CE | fyp|*Age™" sz —F=) /d§ d¢ (6‘72(’“52”“2)2'”(5’0 - 1) ! kse—ke )€ gr(ksy —ky)C
(2.86)

El factor exponencial que involucra a la funcién de correlacién puede ser expandido en

serie de potencias:
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02(ksz—k2)2p(€,0) _ =1 _|_Z Sz —k )2n n(g C) (287)

n>1
Con esta expansion, la potencia dispersada debido al termino de Kirchhoff se puede

escribir como [10]

KEWMAwWwM/@«Z bz = K) 06,0 k- gl
n>1 n
—o? —k)? U2n ksz - kz 2n n
Ply = ICE P ge o0 5 TR B Sy, — by — k) (289
n>1 :

donde usamos que la transformada de Fourier de la funcién de la ACF es el espectro

de rugosidad de la superficie [21]:

= o [agac 3 T e R i ekttt (250)

n>1
En la expresién calculada para Pk podemos ver que el término de Kirchhoff solo da
cuenta de procesos de dispersiéon simple, ya que el espectro de rugosidad de la superficie
quedé evaluado en la diferencia entre la direccién dispersada y la direccién incidente. Si
hubieran procesos de dispersién multiple tendria que existir un término que muestre el paso,

entre todas las direcciones posibles, de la direccion incidente a la dispersada.

De la misma manera que calculamos P(fp podemos calcular el término que proviene
del producto entre el campo de Kirchhoff y el complementario. Haciendo uso de que las
amplitudes fy, y Fyp no dependen de las variables espaciales, pueden ser sacadas fuera de las

integrales y de los valores medios

P = e (g k) - (o5 (24

Py = |CE;’Re [qu o </ds ds' ds" du dv eZES(r_r”)ezgi(r”_r/)e“‘(x_“"')e“’(y_y/)>

ap
- </ds ds' ds" du dv ezgsre_lﬁir/)ew(w_m/)e“’(y_y/)> </d8// (ks kﬁi)r“>] (2.90)

El cambio de variables correspondiente a este término es el siguiente: £ = z — 27,

C=y—vy", & =12"—-2",{ =9y —9y". Después de integrar en ds” y tomar la transformada de
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Fourier en la expansién de los factores exponenciales que contengan a la funcién de correlacién,
la potencia incoherente dada por el producto del término de Kirchhoff y el complementario

es la siguiente [10]:

Pk = |CE[Agem ke mk) Re|
% Uzksz(ksz - kz) " n
fquQP(_k'za _ky) Z ( n! ) W( )(ks:r - kma ksy - ky)
n>1 ’
* (U2k3z(ksz - kz))n (n)
+fquqp(_ks:ra _ksy) Z n w (k:v - ksxa ky - ksy)
n>1 ’

f* (02k5z<ksz - kz))n (U2ksz(ksz - kz))m
+2L7f Z Z n!

m!
n>1m2>1

/du dv Fyp(u, )W (kg + u, kg + 0) W™ (kg + u, ky + v) (2.91)

En este término si aparecen efectos de dispersion multiple. Los dos primeros términos
son de dispersién simple, pero el tercero involucra una integracién sobre pares de componentes
espectrales de la rugosidad, indicando una interaccion entre las mismas, lo que se debe a un

proceso de dispersion multiple.

La potencia dispersada dada término complementario es de la forma

Py = (E°—apEg) — (Eg) (Eg)
Py, = |CE < / ds ds' ds" ds" dudv du'dv’ Fy, Fy,

ezES (r—r”)ezﬁi (r”’—r’)ezu(x—x’)—zu’(:v"—x”’)ew(y—y’)—i—w’(y”—y”)>

L L.y / INE:
- ‘ /ds ds' dudv Fyetste= kit gl gly—y )‘ (2.92)

Después de hacer los cambios de variables correspondientes, los desarrollos en serie
de potencias de las exponenciales que contienen a la funciéon de correlacién, se obtiene la

siguiente expresién para la potencia dispersada [10]:
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—o2(k2 2 Ukaz n n
= |CEi|* Age™ s tR2) | | By (<, =y )P Ok )" Wksw — ki, ksy — ky)

n!
n>1
* (Ukasz)n (n)
+Fgp(—ka, —ky ) o (—ksw, —ksy) n; TW (kse — kv, kgy — ky)
% (U2kszkz)n n
A F (—ka, —ky) Fop(—ksa, —kay) D TW( M ksw — ki, ksy — k)

n>1

ax— (%KD" )
| Fgp(—ksa, —ksy)| Z TW (ksa — ka, ksy — ky)

nZl

+>° Z /du dv | Fyp(u, 0) P W ) (kg + 1w, by + 0)W O (kg + u, by 4 0)

m!
n>1m>1

U ’k ksz m+n)
+ Z Z n!m/! /du dv F‘IP(U U)qu( u = k’a: - ksra —UV = k‘y - ksy)
n>1m>1

W (ky + u, ky + 0)W™ (kgy 4 u, kg + v)] (2.93)

Al igual que en el término cruzado, el término complementario muestra procesos de
dispersion multiple. Son los iltimos dos factores, que involucran una integral sobre pares de

componentes espectrales.

Para calcular el coeficiente de retrodispersién hay que sumar las distintas contribuciones
a la potencia dispersada. Debemos recordar también que la potencia debe ser normalizada
con la potencia incidente y respecto a una superficie esférica de radio R (siendo R la distancia
entre el radar y la superficie iluminada). Todos los términos que dan procesos de dispersién

simple se pueden reagrupar de la siguiente manera [10, 22]:

k? o2 (k2 k2 o2n n
ng = ?e (k2,+K2) Z F’Igppw( )(ksw — kg, kgy — ky) (2.94)
m>1
siendo
n _Ukazkz n k?z k?
qu = [ape 5 (kserr.)" + Fop(—ka, _ky)7 + Fop(—ksa, _ksy)?- (2.95)

Esta expresién es la que vamos a usar para estudiar la seccién eficaz de superficies

aleatorias observada por el radar.
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2.4.7. Resultados principales del IEM

Para finalizar el estudio del IEM, vamos a analizar los resultados que se obtienen cuan-
do se propone una funcién de autocorrelacién (ACF) gaussiana. Como ya detallamos previa-
mente, las hipétesis que se asumen sobre la superficie son: i) que es un proceso estacionario;
ii) que es isétropa y iii) que tiene una séla escala caracteristica. La segunda condicién implica
que la funcion de correlacién solo depende de la diferencia entre dos puntos de la superficie
vy no de la posicién absoluta. La tercera hipdtesis implica que la superficie puede ser descrita
por una sola longitud de correlacién (1), independientemente de la direccién que se tome
en la misma. Es importante recalcar que estas suposiciones son unicamente necesarias para
calcular valores medios del agp de manera explicita. Por ende, seria posible utilizar el IEM

relajando algunas de estas hipdtesis y calculando agp de manera numérica.

Proponiendo una funcién de correlacién que sea de la forma p(r —r’) = e=(r=r")?/ l2,
el comportamiento del coeficiente de retro-dispersién se muestra en las siguientes figuras. El
coeficiente agp es graficado en funcién del dngulo de incidencia () suponiendo que la onda
incidente se puede escribir (sin pérdida de generalidad) usando un sistema de referencia tal
que ¢ = 0 y en la condicién de retrodispersion: 0; = 0 y ¢s = .

Los siguientes graficos corresponden a los canales co-polarizados, o, y 02h y fueron
obtenidos usando la implementacién del AIEM hecha por M. Brogioni en FORTRAN [23].

Estos resultados son similares a los reportados en toda la literatura del AIEM [12, 24, 25], y

la cual es actualizada en [22].

Comportamiento para distintas alturas rms

En las siguientes figuras se observa el comportamiento de 0% para una onda incidente
de frecuencia f = 5GHz, lo que equivale a una longitud de onda incidente de 6cm (banda
C). Se usa que la constante dieléctrica relativa entre los medios separados por la superficie

es € = 80 — 150 (lo que corresponde al agua pura) y una longitud de correlacién | = 3cm.
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Figura 2.3: Coeficientes 03, y o3, para ACF gaussiana con | = 3cm y distintos valores de

altura RMS. Resultados presentados en dB.
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Lo que observamos es que a medida que aumenta la altura rms de la superficie, el
coeficiente de retrodispersion aumenta su valor de manera continua: a mayor altura rms mayor
es 0¥ (para el mismo &ngulo de incidencia). Sin embargo, cuando el dngulo de incidencia es
cercano a la posicién de nadir (6 ~ 0°), la respuesta de o respecto a s comienza a ser
menos sensible: se observa cémo las curvas para s = 0,5cm y [ = 0, 7cm comienzan a tomar
valores similares para angulos de incidencia chicos. Si contintda aumentando la altura rms
la seccién eficaz comienza a disminuir ya que la dispersion debe ser més isétropa para los
distintos angulos de observacién. Ademds, se puede ver que 0¥, y Ugh toman valores similares
a medida que aumenta la altura rms, lo cual indica que la dispersion se hace més isétropa

cuanto mas rugosa es la superficie.

Ninguno de estos resultados pueden obtenerse para los canales de polarizacién cruzada.
De hecho, el coeficiente agh = 0 en el caso de retro-dispersién (el inico caso que puede medirse
con un sensor remoto). Esto se observa claramente en la ecuacién (2.76). Como usamos un
sistema de referencia en donde ¢ = 0, en el caso de retrodispersién ¢s = 7, de acuerdo con
(2.76) se obtiene que f,; = 0. Un estudio similar puede hacerse para las amplitudes del
término complementario mostrando que en la condicién de retrodispersion estas amplitudes
también se anulan. Por lo tanto, debido a las simplificaciones hechas para poder calcular
los campos tangenciales, el IEM da coeficientes de retrodispersion nulos en los canales de

polarizacién cruzada.

2.5. Discusién del Capitulo

En este capitulo hemos seguido en detalle el desarrollo de los dos métodos tedricos para
calcular la dispersién de ondas electromagnéticas sobre superficies aleatorias. Estudiamos en
primer lugar el método de perturbaciones pequenas (SPM). Vimos que este método tiene una
region de aplicacion limitada, ya que la condicién necesaria para poder utilizarlo es que la
altura rms de la superficie debe ser mucho menor que la longitud de onda incidente. Ademas,
este método no estd basado en la resolucién formal de las ecuaciones de Maxwell, sino que
solo pide la continuidad de los campos tangenciales sobre la superficie y propone un ansatz
para el campo dispersado. Aunque no lo mostramos, es un resultado bien conocido que para

obtener coeficientes de retrodispersién no nulos en polarizacién cruzada, el SPM debe ser
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desarrollado al menos hasta segundo orden.

Por otro lado, hemos estudiado con gran detalle el método de la ecuacion integral
(IEM). Este método si estd basado en la resolucién formal de las ecuaciones de Maxwell,
aunque no propone una solucion cerrada sino que resuelve las mismas de manera iterativa.
El TEM es formulado recurriendo hasta la segunda iteracién en las ecuaciones y el resultado
bésico que utiliza para resolver las ecuaciones es la aproximaciéon de plano tangente, la cual
es menos restrictiva que la aproximacion hecha en SPM. La condicién necesaria en el IEM
es que la superficie sea suave, esto es, que tenga un radio de curvatura mucho mayor que la

longitud de onda incidente.

En la siguiente tabla mostramos cuéles son las condiciones de validez de los dos modelos
que describimos en este capitulo. Lo que debemos recordar es que para longitudes de onda
grandes, el IEM debe tender al SPM, ya que en este limite las perturbaciones de la superficie

pueden considerarse pequenas.

Método | Condiciones de validez

SPM | s < 0,05\ , v2s< 0,3l
IEM 12 > 2,765\

En la Figura 2.4 mostramos un mapa de los pardametros estadisticos utilizados para
definir la rugosidad de la superficie (kl y ks) para marcar los limites de validez de los distintos
métodos de dispersién electromagnética (el grafico estd hecho considerando un dngulo de
incidencia de 35°). Se puede observar que el rango de validez del IEM cubre las regiones
en donde la longitud de onda es mayor que la altura RMS de la superficie, condicién que
se encuentra en la mayoria de los suelos de agricultura. Al disminuir la longitud de onda
incidente los suelos que muestran una mayor rugosidad (ks grandes) caen dentro de la regién
de la éptica geométrica (GO) [5].

Aunque el IEM es un método més robusto y mejor fundamentado que el SPM, para
poder hallar expresiones relativamente ficiles de manejar, este método necesita ir desprecian-
do términos (debido principalmente a cuestiones geométricas) para que las amplitudes de los
campos tangenciales tengan una dependencia lineal respecto a las derivadas direccionales.
Esta dependencia lineal permite luego sustituir las derivadas por un factor que es independi-

ente de las coordenadas espaciales y llegar asi a dar una expresién analitica para el coeficiente
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Figura 2.4: Regiones de validez de los métodos de dispersion usados

de retrodispersién (ecuacién (2.94)). Aunque este tipo de resultados es deseable, tiene una
falencia importante: en la direccién de retrodispersion (¢s = m) el coeficiente agh = 0 para
cualquier angulo de incidencia. Este resultado esta en clara oposicion a los datos observados
en las imagenes SAR, por lo que es necesario contar con alguna reformulacién del método para

conseguir coeficientes de retro-dispersién no nulos para los canales de polarizacion cruzada.

En el préximo capitulo vamos a dar el desarrollo més general del IEM, llamado ATEM
(Advanced IEM [24]), el cual no es lineal en las derivadas direccionales. Vamos a mostrar
cudl es la innovacién hecha en este trabajo para obtener agh # 0 y los contrastes con los
resultados usuales [12], en donde se recalculan las amplitudes de los campos de Kirchhoff
y complementario pero no se informan resultados para los canales de polarizacién cruzada

[12, 22, 24).



Solucién completa del IEM: origen del

coeficiente o',

3.1. Motivacion

Como vimos anteriormente, el IEM es el modelo estandar tedrico para calcular la secciéon
eficaz de superficies aleatorias en el rango de las microondas. Esto se debe a su robustez
tedrica, como a su amplio rango de validez en términos de las caracteristicas de la rugosidad
de la superficie. Sin embargo, como fue detallado en el capitulo anterior, se llega a la solucién
analitica del modelo sélo después de tomar una serie de aproximaciones. Estas aproximaciones

estan asociadas a un conjunto de hipédtesis, que pueden categorizarse en dos grandes grupos,

1. Hipotesis sobre la superficie.

2. Hipétesis sobre el campo EM en la superficie.

Con respecto a la superficie, se asume generalmente que:

a. es un proceso estacionario;
b. es isotrépica;
c. tiene una sola escala caracteristica;

d. su distribucién de alturas y ACF' son conocidas.

Estas simplificaciones son criticas para dar una solucién analitica del problema, pero
no son limitaciones explicitas del enfoque. Esto significa que seria posible calcular de manera
numérica una solucién para una superficie aleatoria mas general. Mas atn, la validez de estas

hipétesis estdn vinculadas al objeto de estudio (las superficies aleatorias) y por ende deben
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validarse con mediciones y una modelizacién exhaustiva de suelos de agricultura tipicos. Estas

tareas exceden claramente el alcance de este trabajo.

En el segundo conjunto de hipdtesis, se considera que es apropiado hacer:

2.1 la aproximacién de plano tangente (APT) o aproximacién de Kirchhoff en cada punto de

la superficie;
2.2 un esquema recursivo (perturbativo) para obtener el campo dispersado;
2.3 la aproximacioén local en el calculo de los coeficientes de Fresnel,

2.4 el reemplazo de las derivadas superficiales por cocientes del niimero de onda incidente y

dispersado.

Estas hipdtesis no son sobre las caracteristicas de la superficie aleatoria, sino sobre
sobre los campos en la superficie. Algunas de ellas son fundamentales y de alguna manera
ineludibles en este tipo de enfoques. Por el contrario, otras tienen una historia vinculada
al desarrollo mismo del método (relativamente reciente) y a la capacidad de cémputo del

momento en que fueron desarrolladas.

Por ejemplo, al evaluar el campo en la superficie, siempre es necesario hacer algin
tipo de aproximacién con respecto al campo en la interface. La aproximacién 2.1 es una
aproximacion local estandar desarrollada hace 150 anos, cuyos rangos de validez, robustez
y defectos estdn bien caracterizados [16, 17]. Sin embargo, si existiese una superficie donde
la aproximacién de plano tangente no fuese ya valida porque la misma no es suave, siempre
seria posible aproximar el campo sobre ella por el campo que se induciria sobre una pardbola

o sobre alguna otra superficie sobre la cual sea relativamente sencillo calcular el campo.

La hipétesis 2.2 es generalmente véalida ya que siempre es posible (al menos formal-
mente) sumar mas términos en la recursion y hacer que la solucién converja al valor real.
Esto puede ser engorroso desde el punto de vista operativo, pero siempre es posible realizarlo

de manera algoritmica.

Suponer que los coeficientes de Fresnel no dependen de las coordenadas espaciales
(hipdtesis 2.3) es una aproximacion tipica en este tipo de problemas, y estd generalmente
justificada. Como ya aclaramos previamente, aunque deberian aparecer los coeficientes calcu-

lados en los dngulos locales, éstos pueden ser aproximados bastante bien por los coeficientes
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que se obtendrian de la reflexién con un plano horizontal. Esto se debe a la dependencia suave

de los coeficientes de Fresnel con el dngulo de incidencia.

Por dltimo, la eliminacién de la dependencia espacial de las amplitudes f,;, es sen-
cillamente una aproximacién para simplificar el calculo del coeficiente ¢”. Sin embargo, la
amplitud del canal cruzado es lineal en las derivadas direccionales iinicamente debido a que
se despreci6 la contribucién del término proporcional a R + Rjj; si este no fuera el caso, la
amplitud f,, tendria términos cuadraticos y cubicos en las derivadas y esta aproximacién
dejaria de ser apropiada. Recordemos que esta aproximacién condujo a que ogh = 0 en todos

los casos.

Este tultimo punto es de crucial importancia. Todas las agencias espaciales (NASA,
ESA, JAXSA, CONAE) se estan reorientando al desarrollo de misiones SAR polarimétricas.
Esto se debe a que puede probarse que la matriz de scattering provee toda la informacién
disponible sobre el blanco, dada una geometria de observacién y una frecuencia de operacién.
El contenido de informacién disponible en los canales cruzados (O'gh) puede ser evaluado
directamente de las imagenes, y el coeficiente agh es en muchos casos una magnitud critica
para la estimacion de pardmetros biofisicos. En el caso de la obtencion de humedad del suelo a
partir de imdgenes SAR, se demostré experimentalmente que 0¥, es sensible diferencialmente
a la humedad con respecto a la rugosidad [3], y por ende aporta informacién extra que los
canales co-polarizados no poseen. Por ende, es muy importante disponer de un modelo de

. O .
scattering que genere valores de o, realistas.

Hay que anticipar aqui que la modelizacion del agh de suelos de agricultura es un prob-
lema muy complejo [21, 22]. Es un tema de discusion actual en la comunidad de Teledeteccion,
y regularmente se incluyen en el debate nuevos datos experimentales y enfoques numéricos al
problema de dispersion, que intentan explicar estos datos [26, 27]. En esta tesis en particular,
la obtencién de un coeficiente Ugh # 0 fue quiza el motivo mas importante para generar la in-
troduccion de estructuras del blanco cada vez mas complejas, cuyas propiedades de scattering
pudiesen explicar los datos disponibles.

La importancia de utilizar agh en la estimacién de humedad del suelo no es menor. Se ha

demostrado experimentalmente que los algoritmos tipicos de obtencion de humedad del suelo
(algoritmos de retrieval), que hacen uso solamente de los datos de los canales co-polarizados

(o4, 03,), tienen asociados errores muy grandes [3]. La inclusién en la tarea de inferencia del
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coeficiente agh tiene el potencial para mejorar el desempeno de los algoritmos de retrieval, ya

que incluye informacién independiente sobre el blanco.

La mayoria de los experimentos basados en scatterdmetros y/o datos SAR reportan
valores no despreciables de agh en los regimenes de microondas (lem < A < 25cm), para
suelos agricolas en condiciones normales de humedad (0,05¢m3 /em? < mv < 0, 35em3 /em3),
con altura RMS 0,5cm < s < 3cm [2, 3]. Por otra parte, se ha demostrado experimentalmente
que 0¥, es sensible a la humedad del suelo y a las variaciones de rugosidad [3]. Estos hechos
condujeron al desarrollo de esquemas de obtencién de humedad que utilizan el coeficiente de
polarizacion cruzada [3, 28]. Esto se ve reflejado en el hecho de que, en el marco de la préxima
misién SMAP, la NASA estd poniendo esfuerzos significativos para medir el coeficiente agh

en banda L, a fin de usarlo para estimar la humedad del suelo [29].

La relacién entre agh y los parametros del suelo se ha estudiado utilizando datos exper-
imentales y modelos de scattering. Los modelos usuales subestiman fuertemente el coeficiente
de polarizacién cruzada [15, 22] respecto a los valores medidos en suelos agricolas. En particu-
lar, la aproximacién de Kirchhoff en la formulacién usual del IEM [10] conduce a 09, = 0. Sélo
algunos modelos numéricos son capaces de producir valores significativos de agh para superfi-
cies reales [30], pero estos modelos siguen siendo computacionalmente costosos y muy dificiles

de generalizar, por ejemplo, a medios estratificados en capas o a superficies con vegetacion.

En general, se asume que el O'Sh de suelos de agricultura proviene de al menos dos
mecanismos de interaccién: dispersion superficial y dispersiéon en volumen, dividiéndose este
dltimo en un componente debido a varios estratos dentro del suelo y al scattering en volumen
debido a inhomogeneidades como poros de agua y aire. En este contexto, los resultados
presentados en este Capitulo dan una contribucién relevante para entender el peso relativo
de los mecanismos responsables del agh de un suelo. En particular, del scattering superficial

depolarizado.

En este Capitulo vamos a presentar la soluciéon completa del IEM, la cual posee términos
no lineales en las derivadas direccionales y por ende agh # 0. Para ello, vamos a calcular de
manera numérica el coeficiente de retrodispersion para esta nueva formulacion, ya que al
incluir todos los términos en las amplitudes de los campos de Kirchhoff y complementario no

es posible seguir usando las aproximaciones hechas en el Capitulo 2.
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En particular, presentamos resultados para el coeficiente agh basados en la formulacion
completa del campo de Kirchhoff [24], la cual incluye varios términos que en la formulacién
original del IEM no fueron tenidos en cuenta. Realizamos las simulaciones sin utilizar la
aproximacién de fase estacionaria (ecuaciones (2.72) y (2.73)) ya que las mismas son vélidas

tnicamente cuando la amplitud del campo de Kirchhoff es lineal en las derivadas.

Con el fin de evaluar los resultados de esta aproximacion, se presentaran dos conjuntos
de simulaciones. Los primeros son los resultados para una superficie aleatoria genérica. Los
segundos son resultados de simulaciones numéricas del coeficiente agh calculado usando la
aproximacion desarrollada, pero sobre superficies reales de agricultura. La simulaciones fueron
realizadas sobre un conjunto de suelos de agricultura, adquiridos con un perfilémetro laser
bidimensional [31]. Mostraremos que usando sélo el campo de Kirchhoff es posible obtener
coeficientes ogh # 0 para perfiles reales de suelos de agricultura y que los coeficientes de los

canales co-polarizados dan resultados similares a los predichos por el IEM.

3.2. Reformulacion del campo de Kirchhoff

En el Capitulo 2 desarrollamos en detalle el método de la ecuacién integral (IEM). En
su primera formulacién [10] se hicieron varias simplificaciones para poder calcular de manera
analitica el coeficiente de retrodispersion ¢”. Dos de las simplificaciones més importantes

hechas son las siguientes:

1. en el campo de Kirchhoff y en el complementario se eliminan los términos proporcionales

a@-fyﬁ-ci;

2. en el campo complementario se elimina la fase 1g|z — 2’| en la representacién espectral

de la funcién de Green.

Debido a la primera simplificacion, el coeficiente O'Sh es nulo en la condicién de retrodis-
persién. Este resultado se explica rdpidamente viendo la expresion (2.76), la cual es cero si
¢s = w. Como la amplitud f,, es lineal en las derivadas direccionales, a través de una in-
tegracion por partes, las mismas pueden ser sustituidas por un factor que es independiente
de las coordenadas espaciales (ecuaciones (2.72) y (2.73)). Estos factores se anulan en la

condicién de retrodispersion.
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Después de varias correcciones, el IEM fue completamente desarrollado en [11, 12,
25], donde se dan las expresiones completas para los campos de Kirhhoff y complementario,
sin las simplificaciones que se hicieron en [10]. En [11] y [25] (llamados IEM2M y AIEM
respectivamente) la correccién principal fue mantener el término 1g|z — 2| en la fase de la
funcién de Green. En [12], los términos proporcionales a R, + Rj no son ignorados. Sin
embargo, en ambos casos, la aproximacion de fase estacionaria es utilizada para reemplazar
las derivadas direccionales por factores que son independientes de las coordenadas espaciales.
Aunque estos factores son correctos cuando las amplitudes de los campos son lineales en las
derivadas, dejan de ser validos en el caso de mantener todos los términos en la amplitud de

los campos ya que no se puede realizar la integraciéon por partes.

En este Capitulo, nuestro trabajo se basa en calcular el coeficiente de retrodispersién
sin hacer las aproximaciones antes mencionadas, manteniendo la dependencia espacial de las

amplitudes de los campos a través de las derivadas direccionales.

Para obtener coeficientes 0, no nulos vamos a proceder de la siguiente manera: primero
calcularemos de manera numérica, sobre perfiles reales de suelos de agricultura, las amplitudes
completas del término de Kirchhoff. Luego, para validar los resultados obtenidos, compara-
remos las amplitudes completas de los canales co-polarizados con los resultados usuales del
ATEM. En el préximo Capitulo, desarrollaremos de manera analitica el procedimiento para

calcular valores medios de campos que no son lineales en las derivadas espaciales.

3.2.1. Expresion completa del campo de Kirchhoff

En la Seccion 2.4.4 hemos descrito detalladamente como calcular la amplitud del campo
de Kirchhoff usando la aproximacion de plano tangente. Las expresiones que obtuvimos, tanto

para el campo eléctrico como el magnético, son las siguientes [10]:

(% B ) [(1+ Rp) (D) + (1 — R (- d)d| B (3.1a)
0 x Hy)e = 7 x [(1— Ry)(§)d — (1 + Ry)(p- d)f) BV (3.1b)
Usando el hecho de que la polarizacién incidente puede ser descompuesta en la base

local, p = (p-£)t + (p- ci)ci, mostramos que el campo de Kirchhoff puede escribirse conve-

nientemente segun la polarizacién de onda incidente. Convenientemente significa que para
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cada modo de incidencia (TE o TM) uno de los factores (el que es proporcional a Ry + R,)
puede ser despreciado. Concretamente, para el campo eléctrico hallamos que la componente

de Kirchhoff de los campos superficiales es:

(v x By =7 x [(1+ Rp)p— (Rp, + Ry) (5 d)d|E' (3.2a)

(% Ep)p =7 % [(1— Ro)p + (Rp + Ro) (B D)i) B (3.2b)

mientras que para el campo mangnético tenemos

n(i x Hp)p =0 x ki x [(1 = Ry)p+ (R, + Ry)(p-d)d)E* (3.3a)

n(a x Hp)p =0 x ki x [(1+ Ry,)p+ (R + R,)(p- D] E. (3.3b)

Los vectores d y t definen la base local a cada punto de la superficie; Rj, y R, son
los coeficiente de Fresnel y E' es la amplitud del campo incidente. Los vectores t y d estdn
desarrollados en el Apéndice B. Las amplitudes completas del campo de Kirchhoff, teniendo

en cuenta los términos no incluidos en la Seccién 2.4.4, son [24]:

foo = :(1 — Ry)hg (2 x 9) + (1 + Ry)s (1 X ﬁ)} Dy
— (Ry + Rp)(0-%) [(ﬁs- ) (7 ks) — (- d) (B k) — (05 ) (- k)] D (3.4a)
Jrn = (1 + Rp)ds- (i x h) + (1 — Rp)hg- (0 x @)} D,

ei) = (B 1) (P l%z-)} D (3.4b)

— (Ry + Ry)(0-1) [(l@-ﬂ(ﬁ- ki) — (v d) (05 k) — (05 d) (0 i%-»} Dy (3.4c)

Las expresiones explicitas, en funcién de las derivadas direccionales, estdn dadas en el
Apéndice B.

De estas ecuaciones podemos ver que las amplitudes f,;, dependen de las derivadas
direccionales, z; = z;(x,y) ¥y 2y = 2zy(z,y), de manera no lineal. Por lo tanto, la sustitucién

hecha con las ecuaciones (2.72) y (2.73) no son vélidas en este caso, ya que dicha sustitucién
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sélo puede conseguirse al integrar por partes una expresién que es lineal en las derivadas. La
dependencia espacial de las derivadas es calculada a través de perfiles reales de suelos, los

cuales seran usados para obtener las simulaciones del coeficiente de retrodispersion.

Aunque los coeficiente de Fresnel también dependen de las variables espaciales (rig-
urosamente, los mismos dependen del dngulo de incidencia local, que es funcién de cada
punto de la superficie), podemos aproximarlos tomando el dngulo de incidencia respecto a la
vertical [10] y [24]. Esto queda justificado debido a que Rj y R, tienen un rango dindmico
acotado para los angulos de incidencia usuales en los sistemas de radar. Por ejemplo, para in-
cidencias en el rango 0° — 60° y para una permitividad eléctrica dada (e, =~ 20) los coeficientes

de Fresnel quedan acotados de la siguiente manera: —0,7 < Ry, < —-0,6 y 04 < R, < 0,6

3.3. Simulaciones Numeéricas

Nuestro objetivo en esta Seccién es calcular numéricamente el coeficiente o a partir de
la formulacién AIEM. Desde una perspectiva computacional, resulta eficiente poder ignorar el
término complementario, ya que el mismo involucra integrar en un espacio de seis dimensiones
una funcién que en algunos puntos es singular y que en todo el rango de integracién es

altamente oscilante.

En el limite de altas frecuencias (longitudes de onda cortas respecto a la escala de
rugosidad de la superficie) el término complementario tiene una contribucién despreciable
frente a la componente de Kirchhoff. Para | > A la superficie es suficientemente plana y el
término complementario, que da cuenta de los efectos de estructura pequeiia de la superficie,
y por lo tanto de multiple scattering, puede ser ignorado. [12]. Para poder calcular oy con
una precisién aceptable, elegimos trabajar en el limite de las altas frecuencias usando banda

X (A = 2cm) para la longitud de onda incidente.

Esta eleccién responde a dos requerimientos: el mencionado anteriormente (eliminar
el célculo del término complementario) y, por otro lado, satisfacer la condicién de que los
perfiles usados deben ser del orden de 8\ x 8 [30]. Por ltimo, aunque la decisién de ignorar
el término complementario queda justificada desde bases tedricas, la misma puede ser reafir-
mada analizando los resultados mostrados en la Figura 3.3, donde se ve que para los canales

co-polarizados los resultados que se obtienen usando sélo la componente de Kirchhoff son
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similares a los obtenidos usando la formulacién completa del AIEM. Por lo tanto, aunque un
calculo completo del coeficiente de retrodispersién requiere incluir al campo complementario,
usar s6lo el campo de Kirchhoff resulta una aceptable (y necesaria) primer instancia para

estudiar el proceso completo de dispersion de superficies reales.

3.3.1. Perfiles reales

Los perfiles de suelos de agricultura fueron obtenidos usando un scanner bidimensional
[31]. Estos tipos de suelo cuentan con dos tratamientos de labranza diferentes: arado de
vertedera y doble efecto de disco. Por inspeccién visual, el primero presenta una superficie
ma&s rugosa que el segundo. La rugosidad bidimensional de la superficie se caracteriza por
una altura RMS sop y con una funcién de autocorrelacién bidimensional, ambas estimadas a
partir del perfil 2D escanneado [21] . Para una superficie 2D discretizada en N x M puntos,

la altura RMS y la funcién AC'F se calculan de la siguiente manera:

1 N M
S9pD — WZZZQ(TZ']') (35)

i=1 j=1
N M
1 i " oz(rii)z(r + R
acr(my = L T T )y £ .
2D

donde z(r;;) es la altura de la superficie (respecto del plano medio) en el punto r;; =
(zi,vi), y R es la distancia entre cualquier par de puntos de la superficie para los cuales la
funcion ACF(R) es evaluada. Para superficies estocasticas, ACF(R) — 0 cuando R — oo,
indicando que luego de cierta distancia caracteristica los puntos de la superficie no estan
correlacinados. Ademds, en la definicién de AC'F (ecuacion (3.6)), la funcién estd normalizada
de manera tal que ACF(R) — 1 cuando R — 0. Un detalle a remarcar es que no se asume

isotropia en la superficie, ya que en (3.6) R es un vector que apunta en cualquier direccién.

El perfilometro laser es capaz de digitalizar la superficie del suelo en porciones de
780mm x 270mm, con Imm de resolucién. Se tomaron setenta y un perfiles de superficies
de suelos de agricultura, de dos maneras marcadamente distintas: perfiles en direccién per-
pendicular y longitudinales a la estructura de surco. La altura RMS sop varia entre 1, 16cm
a 3,90cm para perfiles tomados en direccién perpendicular con respecto a la estructura del

surco y 0,925cm a 2, 74cm para perfiles tomados en direccion longitudinal. Sélo 49 de 71 de los
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perfiles cumplen con la condicién ks < 3, que para A = 2cm implica s < 0, 95cm. Unicamente
estos perfiles se utilizaron en las simulaciones. La Figura 3.1 presenta un perfil de superficie
2D a lo largo de la direccién perpendicular y su correspondiente ACF; el periodo de surco es
del orden de 50cm. La Figura 3.2 muestra el perfil a lo largo de la direccién longitudinal y su

correspondiente ACF.
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Figura 3.1: Superficie de suelo de agricultura perpendicular al surco de arado
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Figura 3.2: Superficie de suelo de agricultura paralelo al surco de arado

En las Figuras 3.1 y 3.2 se observan diferencias cualitativas en la rugosidad superfi-
cial para las distintas direcciones tomadas. Se puede observar que los suelos agricolas reales
presentan perfiles complejos y por lo tanto los parametros de rugosidad, la ACF en particu-
lar, son dificiles de modelar usando las técnicas estdandar [32]. Por otra parte, las superficies

observadas violan diversas hipétesis relacionadas con los modelos teéricos. En primer lugar,
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no son isétropas. En segundo lugar, no pueden ser caracterizadas con un proceso aleatorio

estacionario con una sola escala de rugosidad y una sola ACF.

3.3.2. Resultados

En la Figura 3.3 mostramos el coeficiente de retrodispersién medio para el ensamble de
los 49 perfiles (longitudinales a las filas de arado) usados para integrar el campo de Kirchhoff.
El grafico muestra el coeficiente 0¥ como funcién del dngulo de incidencia en la configuracién

de backscattering (6s = 0 y ¢s = ) para los canales HH, VV y HV.

Todos los perfiles usados verifican s;p < 0,95cm, que para una longitud de onda in-
cidente de 2cm implica ks < 3, lo cual estd dentro del rango de validez de la aproximacién
de Kirchhoff. La longitud de correlacién media obtenida de los perfiles es | = 2,86¢m. En
general, los valores y tendencias angulares de los canales co-polarizados obtenidos con las
superficies reales son similares a los valores predichos por AIEM [24]. Esto es visto en la
Figura 3.3, donde comparamos nuestros resultados con los resultados del AIEM para una
ACF gaussiana con altura RMS de s = 0,95cm y longitud de correlacién | = 2,86cm. Estas

curvas fueron obtenidas usando la implementacién del ATEM de M. Brogioni [23].

Se observa un comportamiento oscilatorio en las curvas obtenidas con los perfiles reales,
lo cual es consistente con el scattering proveniente de una estructura surcada, como es mostra-
do en [33], [34]. Lo mds relevante sin embargo es que opmy presenta valores no nulos, los
cuales alcanzan un maximo de —25dB para esta eleccién particular de A, constante dieléctri-
ca (e = 10) y conjunto deperfiles reales. Como ya mencionamos, ooy es no nulo debido a que
todos los términos en el campo de Kirchhoff son considerados. Por 1ltimo, la aproximacion

de fase estacionaria parece ser adecuada para la simulacion de los canales co-polarizados.

En la préximo resultado el coeficiente de backscattering medio como funciéon de la
constante dieléctrica del suelo (Figura 3.4), para un dngulo de incidencia fijo en 6 = 30°. El
comportamiento de los canales co-polarizados es similar a los predichos por el ATEM. Sin
embargo, ooy presenta comportamiento no mondétono, con un maximo en €, ~ 8 para esta

eleccion particular de 6.
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Figura 3.3: Coeficiente medio ¢” de los canales VV, HH y VH para el ensamble de perfiles

reales.

3.4. Discusion de los resultados

Hasta aqui hemos propuesto una manera de obtener coeficientes de retrodispersiéon no
nulos para los canales de polarizaciéon cruzada usando sélo la aproximacion de Kirchhoff y

utilizando perfiles de superficies reales.

Al incluir, en el campo de Kirchhoff, los términos no lineales en las derivadas direc-
cionales, fisicamente se esta habilitando a que el plano tangente sobre cada punto de la
superficie tenga una direccién normal que no esté contenida en el plano de incidencia (for-
mado por £ y k;) [16]. Esto se pone de manifiesto en las ecuaciones (3.4) al retener términos
proporcionales a © - £ 0 h - d. Estos términos, en una primer instancia fueron ignorados [10],
toman valores no nulos cuando la normal a cada punto de la superficie no queda contenida

en el plano de incidencia.
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Backscatlering coalliciant (dB)

Backscallaring cosfliciant {dB)

Figura 3.4: Coeficiente 0¥, medio en funcién de la constante dieléctrica.
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Esquema de la base local con la normal contenida en el plano de incidencia.

Cuando la normal a la superficie esta contenida en el plano de incidencia, el factor o - ¢
se anula. Esto se debe a la definicién de ¢, que marca en la base local, la direccién ortogonal

al plano de incidencia. Explicitamente, el factor es

ﬁ-f:@-(/%><ﬁ):l%~(ﬁx@)

Si n estda contenida en el plano de incidencia, © x n es ortogonal al mismo; como la
polarizacion vertical también esta contenida en este plano, el producto final resulta nulo. Con
el mismo andlisis podemos mostrar que el producto h-d = —h -7 # 0 sélo si la normal tiene

una componente fuera del plano de incidencia.

Usando la formulacién completa del campo de Kirchhoff del ATEM, el rango de valores
de oy para los canales co-polarizados esta dentro del rango de las observaciones reportadas
en trabajos anteriores [3, 4], asi mismo que la diferencia ogyy — ogpp incrementa con el
angulo dispersado. Por el contrario, los valores de oy son no nulos para todos los perfiles
usados. Esto es consecuencia directa del método de dispersion que hemos usado, el cual
contiene los términos no lineales en las derivadas direccionales. Observamos que el coeficiente
de retrodispersién del canal cruzado aumenta a medida que aumenta el angulo de de azimut
fs y que alcanza un valor maximo de —25dB. Sin embargo, estos valores son inferiores a las

observaciones realizadas sobre suelos de agricultura en banda X ([Figuras. 6¢ y 7c| de [3]).

Los resultados obtenidos son relevantes para los algoritmos de inversién basados en

imagenes SAR, ya que las aproximaciones semi-empiricas se basan en desacoplar los efectos
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de la rugosidad de la superficie y la humedad del suelo para obtener agh [3, 35]. Sin embargo,
los mecanismos de interacciéon responsables para explicar los valores observados de Ugh no
estan bien estudiados. En particular, todavia no queda claro qué fracciéon de los valores
observados en agh proviene del scattering en superficie y cuanto es debido a la interaccién
de la onda incidente en el medio inferior a la superficie iluminada (scattering en volumen),
sobre todo el longitudes de onda grande (banda L). Un caso tipico es el incremento de o0

debido a un aumento en la humedad del suelo, reportados en [3] y [36].

El campo de Kirchhoff con todos sus términos muestra un incremento y luego una
disminucién de ¢, en funcién de la constante dieléctrica (Figura 3.4). Esto es una conse-
cuencia directa del hecho que en la configuracién de backscattering, la amplitud del campo
de Kirchhoff es modulada por el factor Ry, + R,, el cual tiene un comportamiento no trivial
con €: primero aumenta hasta alcanzar un valor méximo (el cual depende de 6) y luego decae

monotonamente con €,. Esto es lo observado en la Figura 3.4.

Para concluir esta parte del Capitulo cabe senalar que lo desarrollado hasta aqui es til
para hallar una cota inferior al coeficiente agh total, el cual es un factor critico para probar

hipétesis hechas sobre la fraccién de Ugh que esta asociada al scattering en volumen.
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ATEM con dos interfaces: el modelo de

capas

4.1. Motivacion

Los Capitulos anteriores los hemos dedicado a estudiar los efectos de superficie en
la dispersion de ondas electromagnéticas. Hemos desarrollado en detalle el método de la
ecuacion integral para calcular el scattering debido a superficies aleatorias. En el Capitulo 3
describimos como, usando sélo la aproximacién de Kirchhoff, se pueden obtener valores no
nulos del coeficiente agh. También hemos mencionado que, desde el punto el punto de vista
experimental, los mecanismos responsables de generar estos valores no estan bien entendidos

en la actualidad.

En particular, no se conoce con certeza qué fraccién de los valores de agh observados
provienen del scattering superficial y qué fraccion del scattering dentro del suelo. Por scatter-
ing superficial entendemos al originado por la interface aire-suelo, mientras que el scattering
dentro del suelo puede deberse a distintos fenémenos. El suelo presenta una estructura com-
pleja, pero a primer orden puede considerarse como un medio estratificado. Esta estructura
dieléctrica vertical puede estar debida a cambios en la textura del suelo (contenidos de ar-
cilla, arena y limo), pero estd mds cominmente asociada al gradiente osmético del agua y la
altura de la napa. En particular, en suelos de agricultura en zonas de gran precipitacién o
en zonas con riego, es comin observar una discontinuidad en el perfil vertical de humedad
del suelo, asociada a la zona de saturacién. Asimismo, dentro de cada capa (saturada y
no saturada) pueden existir discontinuidades dieléctricas vinculadas a poros de aire y agua.
Entonces, hay al menos dos mecanismos de scattering vinculados a discontinuidades dielétri-
cas (con geometrias distintas) que deben ser considerados al desarrollar un modelo de suelo
més realista: scattering debido a discontinuidades verticales (estratos) y scattering debido a

discontinuidades discretas (poros).
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El primer tema es generalmente abordado suponiendo un arreglo vertical de capas sufi-
cientemente finas y dieléctricamente homogéneas, de manera de poder utilizar el formalismo
de transferencia radiativa [13, 14]. Sin embargo, este formalismo calcula tinicamente la poten-
cia total y desprecia los efectos coherentes. Esta ultima en particular es una suposicién muy
grosera para los estratos caracteristicos de suelos de agricultura, que tienen una separacién
del orden de A. Por ende, para implementar un modelo de scattering del suelo mas robusto
es relevante desarrollar un formalismo coherente. Uno de los enfoques para calcular la poten-
cia dispersada en medios estratificados es extender el método de perturbaciones pequenas (a
primer orden) sobre las distintas capas, calculando la corriente inducida en el plano medio
de cada interface [37, 38, 39]. Como ya discutimos, el método de perturbaciones pequenas
impone restricciones severas sobre la superficie. Por lo tanto, lo que buscamos es dar una

contribucién al modelo de capas basandonos en el método integral.

En este Capitulo nos proponemos dar una primera respuesta a cual es la contribucién
generada por la interaccion de la onda incidente con un medio que esté debajo de la superfi-
cie iluminada. Hasta ahora hemos considerado que debajo de esta superficie se encuentra un
medio semi-infinito y homogéneo. En estas condiciones, la onda transmitida hacia el medio
inferior se propaga libremente y no aporta contribucién alguna a la seccién eficaz observada
por el radar. Lo que proponemos ahora es que debajo de la superficie haya dos medios con
constantes dieléctricas distintas, y en donde la interface que separa a ambos medios puede
aproximarse con un plano. Como aclaramos anteriormente, esta configuracion queda moti-
vada en las observaciones directas que se hacen sobre muchos suelos de agricultura: debajo
de la superficie el medio se encuentra estratificado. En general, existe una primera capa
superficial caracterizada por una humedad muy variable asociada a forzantes atmosféricos
(precipitacion, evaporacion, escorrentia) y debajo se suele encontrar una segunda capa asoci-
ada a una humedad mucho mayor (punto de saturacién) mucho més estable temporalmente.
Si bien ambos medios no son espacialmente homogéneos, ya que en los mismos se encuentran
burbujas de aire y agua, en primera instancia vamos a suponer que si lo son. Luego, en el
capitulo final de esta tesis vamos a incluir dichas inhomogeneidades para dar una descripcién
un tanto mas completa al problema de dispersién electromagnética en un medio material

aleatorio.
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4.2. Esquema del problema a resolver

En este Capitulo queremos hallar la dispersién de una onda plana incidiendo sobre un
medio estratificado con dos interfaces. La superficie superior es un proceso estocastico del
cual se conoce la distribucién de alturas (gaussiana) y la funcién de autocorrelacién (ACF).

La superficie inferior es un plano ubicado en z = —D.

¢+
€0 \

/\/\/\_/\—\/SUPA

€1

€2

Figura 4.1: Esquema de medios estratificados.

Para resolver el problema de scattering la estrategia es usar el principio de extincién
para obtener expresiones de los campos (eléctrico y magnético) tangenciales en cada interface.
Este método ya lo hemos usado en el Capitulo 2 y lo desarrollamos en detalle. A partir de una
ecuacién integral calculamos el campo dispersado usando la aproximacién de plano tangente
como resultado de orden cero. Llamamos a esta manera de calcular el campo dispersado por

una superficie aleatoria el método de la ecuacién integral (IEM).

Aplicar esta estrategia en el nuevo problema nos lleva a escribir un sistema de cuatro
ecuaciones y cuatro incégnitas. Una vez resuelto este sistema vamos a tener expresiones para
los campos tangenciales sobre la superficie aleatoria, los cuales van a ser usados en el principio

de Huygens para calcular el campo dispersado.

El principio de extincién aplicado en cada medio da las siguientes cuatro expresiones:
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Saor [Ea, Ha] (21) = —E*(z1) (4.1a)
Sato [Ea, Ha] (o) — Spio [Es, Hp] (Z0) =0 (4.1b)
Sawe [Ea, Ha] (2) — Spi2 [EB, Hp] (Z2) = 0 (4.1c)
Spoi [EB, Hp] (1) =0 (4.1d)

La funcién Sy;; es una manera compacta de escribir el principio de extincié, y se define

Ccomo:

Soij|Ey, Hol(Zj) = / ds' [wpiGi(z,)nl, x H(z') — 7, x E(z') x V'Gi(z;,2)]  (4.2)

ag
donde o indica la superficie sobre la cual se esta integrando y los indices 75 marcan el

medio al que pertenece el punto fuente y el punto campo respectivamente.

La funcién de Green y su gradiente, para la ecuacién de Helmholtz, son [40]:

_ _ d3k k(T —7 2 wQ
Gi(z;,') = 27T2/(27T)36 ) (k c2>

[0(Rek)O (116 (Z; — ) + O(—iok)O(—1s (25 — T'))] (4.3)
V'Gi(z;,7) = —2m’ / (;lil)“g eh@ =) g <k2 - ‘;’22)

k[0 k)0 (g (2 — ) + O(—itgk)O(—ig(z; — )] (4.4)

siendo ©(z) = 1 sélo si z > 0 la funcién de Heaviside.

El camino propuesto sera el siguiente: resolveremos el sistema de ecuaciones comen-
zando por (4.1d); a partir de esta ecuacién relacionaremos el campo magnético con el campo
eléctrico sobre la superficie inferior. Luego usaremos (4.1b) y (4.1c) para relacionar los cam-
pos entre ambas superficies. Finalmente, con (4.1a) pondremos los campos superficiales en

funciéon de la onda incidente.

4.3. Relaciones entre los campos superficiales

Vamos a usar el principio de extinciéon para encontrar las relaciones que existen entre

los campos eléctricos y magnéticos tangenciales en las distintas superficies. Primero vamos
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a relacionar los campos sobre la superficie B usando (4.1d); luego vamos a usar (4.1c) para
relacionar Ep con los campos en la superficie A. Seguidamente vamos a relacionar el campos
sobre la superficie A con (4.1b) y (4.1a). Resolviendo este par de ecuaciones se obtiene las
expresiones para los campos tangenciales que son necesarios para calcular la dispersién total
debida a las capas estratificadas. Mostraremos claramente cudl es la contribucién de la capa
inferior y en cuanto cambia el scattering total comparando con los resultados obtenidos con

el IEM usual.

Antes de pasar a desarrollar las cuentas vamos a dejar en claro la notacién usada:

kce ; Kee ; K'ce; k=k +k.2

]ﬂzj(kj_) = k‘zj = \/ej,uij — ki >0 ;oM = 1Vj

4.3.1. Campos sobre la superficie B

Comencemos escribiendo explicitamente la ecuacién (4.1d). El espacio sobre el cual

trabajaremos queda esquematizado en la siguiente Figura:

/—\/\/—\—— Sup A

’IAZVB =3

N Vol 2 !

Figura 4.2: Principio de extincién en la region inferior.

El principio de extincién integra los campos sobre un volumen cerrado. Podemos hacer
que la superficie semiesférica que encierra el volumen de integracién tienda a infinito. En este
caso, los campos sobre esta superficie (matemadtica, sin sentido fisico) se anulan, por lo que

la funcion §0ij definida en (4.2) sélo tiene que ser calculada sobre el plano z = —D:
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d3k‘// ]‘gu—1 (JJ2 Y
kT 5 k//2_7 /dlzkz
/f%p@ ( %) B
[@(ﬁB(fl — i‘/))@(ﬁB];I//) + @(—ﬂB(fl — i’))@(—ﬁgl%”)}

[—wpoz x Hp(z') — (2 x Ep(Z')) x k'] =0 (4.5)

Usando que la normal exterior al volumen considerado sobre el plano z = —D esnp = 2,

obtenemos:

kojl_ E// = (.U2 "
Wk By dk"s (K72 £ B2 — 2 1k} (z1+D)
[ e Z<Z’U 3)°

/ ds' L7 [O(z1 + D)O(K!) + O(—21 — D)O(—k")]
B

[—wugé X EITB({Z'/) — (2 X EB(.f/)) X ];3//] =0 (46)

Y dadoque 21+ D >0y —z1 — D < 0 para todo —D < z; < 0, la primer funcién de
Heaviside [multiplicada por ©(kY)] vale siempre uno, mientras que la segunda [multiplicada

por O(—kY)] se anula siempre, por lo tanto

d2k// LI = w2 "
/ G )LQe“wu / Ak (k;’Q + K - 2> etz (1TD)Q (K))

/dgem@ikwwzxﬁmfw4zxﬁmf»xﬁﬂ=0
B

Integrando primero sobre la superficie B obtenemos la transformada de Fourier de los
campos tangenciales en el modo k. Luego, al integrar en k” surge un factor 1/(2ks,) debido
a la delta de Dirac en k”2. Al realizar estas dos integraciones (sobre la suiperficie B y sobre

k), se obtiene la siguiente relacién integral entre el campo eléctrico y el magnético sobre B:

T | o o _ )
/ (271_; e”ﬁ:tu 72]{:2 ezkzz(zl+D) [—w,uzz X HB(]{L) — (Z X EB(/CL)) X (kl + ]43222)] =0

La relacién que encontramos para la transformada de Fourier entre los campos sobre

la superficie z = —D es la siguiente:
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Wz X ITIB(];JJ_) + (7:’ X EB(EJ_)) X (7@_ —l-kIQz?:’) =0

5 x Hp(hy) = —w;(g x Ep(F1)) x (b1 + kas?) (4.7)

la cual es vélida sélo para k2 > 0.

4.3.2. Relacién entre campos de las distintas superficies

Vamos ahora a calcular (4.1c). El volumen de integracion en este caso es el delimitado
por las dos superficies y unas paredes laterales que haremos tender a infinito con la idea de
anular los campos sobre ellas. La siguiente Figura muestra el espacio en el cual trabajaremos.

o

Sup A

Vol 1 — i

Figura 4.3: Principio de extincién en la region intermedia.

En esta configuracién el punto campo, indicado con Z9, pertenece a la regiéon que
estd por debajo de la superficie inferior, mientras que el punto fuente (Z') estd en la regién

intermedia. La ecuacién (4.1c) resulta entonces:

/ d3k/ eZ];‘/:TSQé‘ k/2 _ i;
(2m)? “

[ e 0 (i 72— ) © (4F) + © (2 — ) © (~i,F)]

[—wp )y x Ha(Z') — (Ay x Ea(T')) x K]

[ s (2

[w,ulé X HB(.@I) — (—2? X EB({Z'/)) X k/] (4.8)
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Para simplificar esta ecuacion podemos tomar el limite zo — —o0 sin perder generalidad
en los resultados que obtengamos. El punto Zo pertenece a la regién que esta por debajo de
la superficie B, por lo tanto es valido pedir que la coordenada zo — —oco. En este caso, como
nia es la normal exterior a la superficie A, con direccién el medio superior, obtenemos que
'y (Z2 — ') < 0y por lo tanto O(7/y(z2 — &')) = 0y ©O(—7/y(Z2 — 7’)) = 1. En el mismo
limite, como la normal exterior a la superficie B es en este caso ng = —Z conseguimos que
O(2(z2— 7)) =0y O(—2(z2 — 7)) = 1.

Usando estas simplificaciones podemos escribir lo siguiente:

/ d3k/ eZEIi‘Qé‘ k/2 _ wfj
(2m)? “a

/A ds' e F 7 Q=i k') [—wmily x Ha(Z') — (A4 x Ea(z)) x K]

d3k/ %/—2 k' D w2
— kT2 ik D g k/2 _ — K
/(27r)26 ¢ c? O(=k2)

/ ds' e FoP [z x Hp(@) + (2 x Es(@)) x ¥
B

La integral sobre la superficie B nos da la transformada de Fourier de los campos
tangenciales en el modo k| ; con ayuda de la ecuacién (4.7) podemos escribir Hg en términos
de Ep. Luego de hacer estas sustituciones, el principio de extincién en el volumen intermedio

se simplifica a:

30 2 _
/ (L;:)Zem/@(s <k’2 - c;) / ds' e * T O(—n/\ k') [—w )y x Ha(Z') — (iy x Ea(Z)) x K]
1 A

= / @k eF1LT2L /dk’ e (Drz2) g (12 W O(—k) (5 x Ep(k1)) x | K — P2 (k1 + kas2)
(2m)? : 2 : 2 2

Debido a la funcién de Heaviside en el segundo renglén, k., < 0. La integral sobre dk,
la hacemos usando la raiz negativa de la delta de Dirac, la cual introduce un factor 1/ki,.

Por lo tanto, nos queda

K’ kT w? —ik'z ~/ 7. o o= o =
/ (27r)2€ ko2 5 (k’2 - c%) /Ads' e~ FTO(—i k) [—wp )y x Ha(Z') — (Ay x Ea(Z)) x K]

d2kJ- 1 K\ Zay ,—1k1.(D+22) (T 7. M7
— - Kz 1k, 2) (3%« E k- 2
[ G (5 % Ba(ko)) x [Ex = k1o = 2 (b, + ac2)
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d3k/ 1./ = 2 =l - — — —
/ se g (K — “’—2 / ds' e T O (=4 k') [~wpiily x Ha(Z') — ()4 x Eo(T')) x k']
(2m) 51 A

d*k 1 Pz (T 7
_ /(27T)J_2 e elkaQLe_’klz(D"’Z?)(ZA’ x Ep(ky)) x [kJ_ <1 - Z;) — <Z;k2z + k12> 2]

Usando que p1 = po (los suelos no son magnéticos) llegamos a

310 2 _
/ éﬂkyem/i% <k’2 - c;) / ds' e T O(—n/ k') [—wp )y x Ha(Z') — (Ay x Ea(Z)) x K]
1 A

1 .
(1kas + pokiz) 2 (4.9)

2 —
/ °k; 1 Mt em k= (D22) (3 Bp(ky)) x | ——
12

(2m)2 —2k1,
Observando que (2 x Eg(k.)) x 2 = Ep,(k,) podemos escribir la transformada de
Fourier del campo eléctrico tangencial sobre la superficie B como funcién de los campos en

la superficie A:

d? /L K z I k! 1) 2 w?
1 To | K, 22 .
/(27r)2€ < /dkze 5</€Z + k c%)

/ ds' e T e RE (! B) [—wpndly x Ha(Z') — (7ly x Ea(Z)) x K]
A

k1 s 1 _
_ / W — emmeﬂmzwm)g(mk%+M2klz) Epy(ky) (4.10)

Vamos a desarrollar un poco esta ecuacién. En el término que contiene los campos
sobre la superficie A ambos signos para k/, deben ser considerados. Ademds vamos a usar que
Wy k' =k, — k', V', 2(Z"). Luego, reescribimos la ecuacién igualando a cero, e intercambiando

el orden de integracién sobre los campos en la superficie A.

2 _
/d kL 1 elklj2J_
(2m)% 2ky,

{e’klzzQ/ ds' eflhjlie*““zzl@(—lﬁz + EJ_V/lZ)
A
[_Wﬂlﬁ;l X f_IA(f/) — (TAZ;‘ X E_'A(f/)) X (:I;?J_ + klzé)]
—e k1222 / ds' e~ k1T emlzzl@(k‘lz + ZJLVlZ)
A
[—wulﬁ;, x Ha(Z') — (7)) x Ea(Z))) x (l_ﬂ — k:lzé)]

1 _ —
T (t1kaz + pokiz) €_ZkIZ(ZQ+D)EBL(kL)} =0
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Podemos resumirla en la siguiente forma:

4’k 1 k. z —1k1z2 k1222 (T T (T v
/(27‘_; 2% e’k”:ue k=22 {62 k2 Q\Ifl(kl) — \I’Q(kL) — \I’g(kL)} =0

con

Uy (k) = ehr=2 J,ds e~ kLT gk g (—klz + IQLV’Lz)
[—wm iy x Ha(Z') — (Ay x Ea(2)) x (k1 + k122)]

\PQ(];?J_) = fA ds’ e_ll_ﬂj/i-elklzzle(klz + IETJ_V/LZ)

[—wpaity x Ha(&') — () x Ba(x)) x (ks — k125)]

| Us(ky) = % (p1kos + poki.) e ™=PEg | (k))

En el limite zo — —oo despreciamos la contribucién de T4 debido a que este término
presenta oscilaciones mucho mas grande que los otros dos, haciendo que su contribucién a
la integral sea despreciable. Ademas, este término representa la amplitud de las ondas que
inciden sobre la superficie B y que se propagan desde z — —oo, las cuales no existen en
realidad. El medio representado con €y es semi-infinito y no tiene una segunda interface en
la cual se reflejen ondas, por lo tanto, en él s6lo pueden existir ondas que se propaguen en la
direcciéon —2,

Anulando entonces la amplitud dada por ¥, tenemos:

kil 1 s e [ = - Lo
/ g e e (k) ~ Ta(ku)} 2 0

Explicitamente,

1 e -
@(Hlk@z + pokrz)e =P Ep | (k)
= —/ ds' e_hileZklzzl@(—klz—l}LVlz) [—wdy x Ha(Z') — (Aly x Ea(Z)) x (k1 — k122)]
A

De esta ecuacién encontramos el campo eléctrico sobre la superficie inferior en términos

de los campos tangenciales sobre la superficie A:
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e—zklzD

Egi (k)= —-pug—————
p1(kL) M2M2k1z+,u/1k2z

/ ds' e_Eli,lelklzZ,@(/ﬁz + EJ_VIJ_Z) [—w,ulﬁ;l X HA(:EI) — (ﬁ;l X EA(f',)) X (l_ﬁ_ — ]ﬁzé’)]
A
(4.11)
Ya tenemos expresada la componente tangencial del campo eléctrico sobre la superficie
B en funcién de los campos sobre la superficie A. Nos queda encontrar la relacién entre Hy

y Ea.

4.3.3. Relacion entre los campos sobre la superficie aleatoria

Para hallar cémo se relacionan los campos sobre la superficie A debemos usar la ecuacién
(4.1b). Esta ecuacién incluye los campos sobre la superficie inferior, pero a estos campos ya
los hemos escrito en funcion de los campos sobre la superficie aleatoria. La configuracion que
usaremos es la misma que en el caso anterior, dada por la Figura (4.3), sélo que ahora el

punto campo estd en la regiéon que esta sobre la superficie A.

La ecuacién (4.1b) resulta:

/ (d;;;el’?’foa <k’2 - ‘g) ds' e F¥ [0 (o — T)O(A4K) + O(—ily(Zg — 7'))O(—/y k)]
[—wmfly x Ha(&) — (7l x Ea(@)) x k]
-/ (‘;:)5 (k: “’) e R [O(~2(x0 — ')O(~2K) + O(2(70 — 7)) O(:H)]
[wp (@) + (2 x Ep(7)) x k]

Para simplificar esta ecuacién procedemos de manera andloga a lo hecho en el caso
anterior; tomamos el limite zyg — 0o, con lo cual podemos simplificar las funciones de Heaviside
de la siguiente manera: ©(n'y(Zg—2')) = 1y ©(2(Zo—7')) = 1. Usando este limite e integrando

sobre la superficie B obtenemos:

d3k,/ k' T ("‘)2 vy ~1 7. ~ o= ~ =
/ (27_[_)26 Ko s <k'2 — 2) /Ads'e k O(n'4 k") [—w,uln;l X Ha(z") — (2ly x EA(T)) x k"]

d3k/ Elf 2 w2 k' D — — — — —
= / ey (k/ — 02) ez @(k‘lz) [w,ulé X HB(k'J_) + (2 X EB(kJ_)) X k‘/]
1
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Usamos (4.7) para poner Hp en funcién de Ep.

3k! o, 2 T - - = 7
/ (‘éﬂpezk o (k’2 — ‘;) /A ds' e F T O(A k) [—wpily x Ha(z') — (#)y x Ea(z')) x k']
1

Ak, fLZoL w2 / _ 1
— 1tk | T dk'/ 5 k/2 k'/2 e 1k, (z0+D) ki/ s Fn(k a3 ; k B ~
/(27.[-)26 / z ( 2 TRL 2 € O (k) (2xEp(kL))x s t R | 2

Integramos en dk., teniendo en cuenta esta vez que k., debe ser positivo.

d3k/ ! = 2 =l — — — —
/We“f 7o <k’2 - °§2> / ds' e F T O(A, k) [—wprily x Ha(z') — (#)y x Ea(z)) x k']
1 A

_ / d2kJ_ elELfOL 1 ezklz(zo—i-D)i(Mle _N1k2 )EBJ_(I%J_))
(2m)? 2k1, 2 ‘ ‘

Reemplazando Ep | con (4.11) podemos escribir una ecuacién integral para los campos

tangenciales sobre la superficie A, la cual resulta:

[ i (e
(2m)? “a

/ ds' e T O (K'Y [—wpily x Ha(Z) — (2ly x Ea(Z)) x K]
A

d3k/ T w2 /
_ _/ (27_‘_)261’”05 (k/2 _ 02) R12ez(klz+k’z)D
1

/ ds' e P70 g Ok, 4 By V', 2) [—wmily x Ha(Z) — (Al x Ea(Z)) x (ki — k122)]
A
(4.12)

con

_ poki, — paks,

R
2 pokiy + pika,

(4.13)

La ecuacién anterior marca cudl es la relacién entre los campos tangenciales sobre
la superficie A considerando que ahora hay también una contribuciéon que proviene de las
reflexiones en la superficie inferior. Para resolver esta ecuacién nos queda para usar el principio
de Huygens, dado por la ecuacién (4.1a) (en este caso la geometria que usamos es dada en la

Figura 4.4).
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z=-D

Figura 4.4: Principio de Huygens en la regién superior.

Aqui, la normal exterior sobre la superficie A es 7'y, = —7/4, ya que apunta hacia
la regién intermedia. Ademds, el punto campo se encuentra en la regién intermedia entre
las superficies. Para poder dar un signo bien definido a los argumentos de las funciones de
Heaviside que se encuentran en la integral vamos a usar que el punto campo, Z;, estd muy
préximo a la superficie, con lo cual se consigue ©(n/y(Z1 — ’)) = 0. La ecuacién (4.1b) se

reduce entonces a:

d3l€ L7 2 Lyl = — — —
/ n? et g <k2 - “0’2> /A ds' e O(—i/yk) [wpoiy x Ha(Z') + (Ay x Ea(Z')) x k]
0

= Ei(71)
El campo eléctrico incidente es una onda plana con una polarizacién p arbitraria:

Ei(z) = EjerkiTii—kiz2) 5 Para posterior conveniencia vamos a reescribir el campo incidente

usando la transformada de Fourier de una onda plana:

_— d3/€ - _
R 1B —hizz) _ / oy O — k) (~24i2)O(—k)a(ky i) (4.14)

Reemplazando en la ultima ecuacién obtenemos la segunda ecuacién para los campos

superficiales:

3 _ 2 -
'k ek (k2 — w—Q ds' e ' Q(—i/,k) [wpon!y x Ha(Z') + (A)y x Ea(z")) x k]
(2m)? A

3 _
— Eiﬁ/ A’k e* 5 (k2 — k2) (—2ki.)O(—k2)6 (kL — ki) (4.15)
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Sin pérdida de generalidad podemos elegir un sistema de referencia tal que el vector
k; esté contenido en el plano zz, en cuyo caso kiy = 0 y por consiguiente S(ky — ki) =
O(ky — Kiz)o(ky).

Ya tenemos el par de ecuaciones que nos dan los campos tangenciales sobre la superficie

A: (4.12) y (4.15). Este conjunto de ecuaciones las resolveremos usando la aproximacién de

/

p» calcularemos los campos tangenciales que se

Kirchhoff: sobre cada punto de la superficie T

inducirian sobre el plano tangente a dicho punto.

Con el fin de simplificar las ecuaciones resulta conveniente realizar un cambio de sistema

/

» Mas una rotacién que nos deje los

de referencia, que consiste en una traslacién al punto x
nuevos ejes T, Z solidarios al plano tangente: el eje T estard sobre el plano tangente y el eje Z
sera la normal a dicho plano. El nuevo eje § coincide con el original, y resulta perpendicular
al plano de incidencia formado por los versores k; Vv NA-

El cambio de sistema de referencia implica hacer las siguientes transformaciones

cosy sine

De ahora en més omitiremos el subindice ¢ en la matriz de rotacién. Usando este

cambio de sistema de referencia vamos a reescribir la ecuacion (4.15):

/dgk @l’}jl(; k2—i;
(2m)? i)

/A g e~ F@ TR Q (7, k) [w,mﬁ'A x Ha(F) + (74 x Ea(¥)) x Rk

dSk l’_éfij) 2 W2 A
- / s ¢ (K= T ) -2k B0 (k)i (ke — hir)olhy)5
0

Usamos la aproximacién de plano tangente para integrar en A. En el nuevo sistema de
referencia, el punto de la superficie sobre el que queremos hallar los campos tangenciales es
el origen (2’ = 0). Mas atin, en el sistema S el plano tangente al origen es z = 0, por lo tanto
el diferencial de superficie es simplemente dZdy. Ademds, desde este sistema de referencia la

normal al plano tangente es simplemente Z. Por lo tanto, la tltima ecuacién se convierte en:
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Bk g (e o di'dy e " BF ©(— L, cos ¢ + ky sin @)
(277')2 C(% 20 y z 80 T SO

[w,mé % Ha(F) + (3 x Ea(¥)) x Rk

dSk 7,]_621) 2 w2 . A~
= 2n)? et kT — el (—2k;») E;O(—kysinp — k, cos )0 (ky — kiz)0(ky)p
0

La integral sobre didy da la transformada de Fourier de los campos superficiales en

el modo k, = k| cos ¢ + k. sinp, ya que la tnica dependencia en la coordenada espacial

/

» sale de la integral ya que este punto lo

quedo en los campos. La exponencial con el factor Z

Unico que marca es la traslacion entre ambos sistemas de referencia. Teniendo en cuenta que

ky,=—k,cosp+ kysinp y que k, = lz:z cos @ — l;:z sin @, el principio de extincion se reduce a:

&Pk 1k 2 w? —kz! 7 25 /3 = _
ey | k* — a)e rO(—k,) [w,uoz X Hy(k1)+ (2 x Ea(kp)) x RE
0

(2
Bk . , Wl o ) i o A
= We ok = (—2k;,) E;O(—ky sin p—k; cos )0 (k, cos p—k sin p—kiz )0 (ky)p
0

Esto nos da la primer ecuacién para los campos superficiales:

e (k) [who x Ha(ky) + (G x Ealky)) x Rz‘g} -

(—Qk:iz)Ei(%(—l;:x sin ¢ — k. cos @)5(12:1 cos p — k, sin @ — kiz)0(ky)D (4.16)

En el lenguaje usual del IEM hay que escribir la polarizacién incidente en la base
{cf, t}, como lo hicimos en el Capitulo 2. Esta es la primera ecuacién que vincula los campos
superficiales en A. En realidad es una ecuacién para los campos sobre el plano tangente
al punto :Z’;), pero como este punto es arbitrario, puede ser cualquier punto de la superficie
A. Cuando obtengamos una ecuacién similar desde (4.12) vamos a poder hallar los campos
tangentes a un punto cualquiera de la superficie aleatoria; luego vamos a usar estos campos en
el principio de Huygens para calcular el campo dispersado usando el mismo proceso iterativo
que describimos en la Seccién 2.4. Nos queda por reescribir la ecuacién (4.12) en el nuevo

sistema de referencia:
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/ dgk/ 67,];3/505 k/2 _ UJ722
(2m)? 1

/,4 4 e~ F E R G () ) [—wmﬁ'A x Ha(F) — (7'y x Ea(F)) x Ri%’}

_ / PE vz gl +k)D Pikoe = pokis
(2m)? pikaoy + poki.

/ 8 RO (ki k.2 |—wmily x Ha(@) = (s x Ba(@)) x R(k1 — ki.5)|

Dado que kj, = \/Ejkg — k2 es el mddulo de la componente z del vector de onda

respecto al sistema fijo debemos transformarla al sistema solidario al plano tangente a &

kin =\Jejk2 — k2 = kj, = \/ejkg — (INfg(cj) cos g — kY sin ©)?

. P 2
l;:jz(irx) = \/ejk:g - [l;:g(f) cosp — \/ €;kE — kg(c])z sin go]

/.
P

Integrando sobre el plano tangente a E;) obtenemos la segunda ecuacién para los campos

tangentes a ese punto:

Pk g P S Ha(h 2 x Ealk
/ 2€zk To § <k/2 _ 2) C) (k:'z) etk [—w,ulé x Ha(k') — (z x Ez(K)) x REK

BE 2 P S -
= —/ e'kTo g (k;’2 — o;) 52%12 n 51%% el(klerkz)D@(ku + ky tan so)e_lklmp
1 2Nz 1h2z

e, [—wmé % Halkr) — (G x Ea(k11)) x Rz‘cl}

Por lo tanto la segunda ecuacién para los modos es

O(k.)e~ E-F)7, [—wmé x Ha(k) — (3 x Ea(E))) x Rk'}

k1o — pikos i vk .= - . -

— H28e TR kit R)DQ (k) 4k, tan ) [—w,ulé X Ha(frl L) — (3 x Ba(k11 1)) x Rk
pokiz + pika,

(4.17)

Ahora tenemos que resolver el par de ecuaciones (4.16)-(4.17). Usaremos una manera

recursiva para resolverlas: primero ignoraremos en (4.17) la contribucién del plano inferior

con lo cual encontraremos una solucién a orden cero, lo que deberia dar el mismo campo

dispersado que el IEM. Luego vamos a corregir esta soluciéon considerando el plano inferior.
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Solucién a orden cero para los campos tangenciales

El par de ecuaciones que debemos resolver es:

0 (—F) [wpol x AV (R) + (& x B (E,) x RE]

= (—2k;,) EiO(—ky sin ¢ — k, cos p)d(ky cos ¢ — k, sin ¢ — ki )(ky)p (4.18)
O (ke F—F)z, [—wmé x« HO®) - G x EQ#))) x Rz;'} =0 (4.19)

Como estamos situados en el plano tangente al punto :Tc]’m el cual separa el medio ¢
del medio €1, podemos usar que la componente tangencial del niimero de onda se conserva:
k= l;:l Esto no es trivial ya que la transformada de los campos quedaron evaluadas en k.

y k. De la segunda ecuacién vemos que k, > 0; bajo esta condicién obtenemos

< B () = ——

—(0) 7. 7 /
X k x RE", k, <0 4.20
Wi A ( i)) ( )

N
N>

En la primer ecuacién debemos usar k, < 0 y ademés que |l§:z\ cosp — kysing > 0,
condicién que para dangulos pequenos (¢ < 1, superficies suaves en el sentido de Kirchhoff)

se verifica. Reemplazando (4.20) en la primer ecuacién (y usando que pg = u1) llegamos a

—(EXBY (k1)) X (Rt B 12) + (Ex B (R)) X ([ |2) = (=2 (ko —hia) Eie™™ 06 (k)

Usando que kg = ky cos p — k., sin p = ko cos ¢ + |EZ| sinp (dado que k, < 0) podemos

reescribir la dltima ecuacién como:

=

(ks] + K G x BEQ (kL)) x & = —2ki, Eie™ 05 (ky cos @ — ks sin g — ko sin 6;)5(k,)p

Notando que (% x Ef)(%l)) Xz = :S)i(lj.u_) es el campo sobre el plano tangente, el
mismo queda definido por
=0) 7 2k,

O (k1) §(ky cos @ + |kz| sin @ — ko sin 6,)8(ky ) E;e™op (4.21)

]+ 1R
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En el lenguaje del IEM [10] la base solidaria al plano tangente la dan los versores
{f, cz,ﬁ} En nuestra notacion esta base quedé definida como {:fc,g),é} Lo 1nico que nos
queda es reescribir la polarizacién del campo incidente en la base local: p = (p- )z + (p- )y
teniendo en cuenta la asignacién ¢ — z, d— 7. Mas adelante mostraremos que usando sélo

la solucién de orden cero recuperamos que el campo dispersado es el coeficiente de Fresnel

por el campo incidente.

Solucién a orden uno para los campos tangenciales

En la ecuacién (4.16) la componente cero es la que contiene la reflexién del campo

incidente, por lo tanto, en esta ecuacion la correccién de los campos debe verificar lo siguiente

O(—F2) [ x AP (1) + (¢ x BY (k1) x BE| =0

Considerando k. < 0 llegamos a

L =) - 1 . = AR
Ex A (Ry) =~ =G x BY (k) x (et = R (4.22)

La ecuacidn (4.17) serd resuelta como sigue: en el lado izquierdo tenemos la correccién
a los campos, mientras que en lado derecho pondremos la solucién a orden cero para los

mismos.

l;? z :Z? z T\ 7. 7./ A ~ ~ A~ =
= H12e = MR oW k)@, qulbastR)D [y 2 A (1) — (5 x BV (kL)) x Rkl}
M1k2z + :U’lez
~ =~ %Z— %ZEIZ—FIEZZ” E ) (2 ~ =~
B (k) = bale —iiakos I R k)0 B0 G, (123

,uglzflz + M1];'2z |]27z| + ‘];:,lz|

Esta ecuacion, junto con (4.22), nos permitirdan calcular cual es la contribucién del

plano inferior a la dispersion total.
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4.4. Componente de Kirchhoff para el modelo de capas

Tenemos calculadas las componentes de Fourier de los campos inducidos sobre el plano
tangente a un punto genérico de la superficie rugosa. Lo que nos resta por hacer es usar
estas componentes para calcular el campo reflejado por el plano tangente. Este calculo lo
usaremos posteriormente para re-escribir el campo dispersado de manera recursiva, usando
el método desarrollado en la Seccion 2.4. Deberia quedar claro que la componente cero que
ya calculamos tiene que dar el coeficiente de Fresnel visto por el plano tangente, o sea, un
coeficiente de reflexién que dependa del angulo local en cada punto. La correccién de orden
uno acopla el plano inferior y resulta proporcional al coeficiente de Fresnel de la segunda
interface corregido por la geometria local del plano tangente, mds la trasmisién de la onda
desde el medio uno al cero y ademds una correccién en la fase que proviene del camino 6ptico

realizado por la onda.

El principio de Huygens, el cual da el campo dispersado en la regién superior (ecuacién

2.18) es:

Bu(70) = — / ds’ {wspoGlo(@o, )ity x Ha(#) — (i x Ea(#)) x V'Go(@o, &)} (4.24)

Usando los resultados de la seccién anterior vamos a calcular el campo reflejado por el

plano tangente al punto E}, de la superficie.

Contribucién de Orden cero

En el sistema de coordenadas solidario al plano tangente la normal es simplemente z.
Para hallar el campo en el punto :E; de la superficie debemos calcular el principio de Huygens
el la base local y usar que el punto campo, desde este sistema de referencia, es simplemente

7=0.
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Dado que la unica dependencia en 7 quedé en los campos eléctrico y magnético y en
la exponencial, la integral sobre el plano tangente da la transformada de Fourier de ellos en

el modo %, por lo tanto

- 3
(7 =0)= —/ (;iﬁ];26(k2 — k2)O(k, cos p — ky sin @)

{Woé x HO®k,) — (:;f x 5(0)@)) x RE}
Las componente a orden cero de la transformada de los campos estdn dadas por las

expresiones (4.20) y (4.21). Observando que (Z x E‘A(/;L)) x Rk = Z:ZE'AL(EL), el principio

de Huygens se reduce a

= BE - =
O =0) = = [ 5530002 - 10k cosp — kasing) { [ + 1.} EO(R)

donde rotamos los modos de Fourier para hacer mas facil la integral.

Ef(E =0) =

= _/ djf 5(k? — k2)O(

ol
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=
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Luego de integrar en Iny y de usar la raiz positiva para k, en la delta que depende de

12:2, el campo reflejado resulta

U
Hzl
||

/dk \/fzkwm \\?Zz :zﬂt\\?:]l: :Z Ik COWJF\/MSin@—kw)eE%ﬁ

Para hacer la integral debemos hallar los ceros de la delta de Dirac:
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l?:xcosw—i-\/k%—l%%sincp—kw =0

proponemos: l;:x = kosin ® ,I;:Z = ko cos O
sabemos: kiz = kosin6;
entonces: cos psin® 4+ sinpcos® —sinf; =0

sin(® + ) =sinh; = =0, — ¢

por lo tanto: ke = ko sin(6; — ¢) k, = ko cos(6; — @)

Con estos valores para k; vy k, nos queda: \/ kE — l;:% =ko \/1 —sin?(6; — o) y /€1 k3 — 15;2 =

kov/€1 — sin®(6; — ¢). El campo reflejado resulta

= 0) (F=0) = Eicos; \/1—sin?(0; — @) — /er —sin?(0; — ) R
" cos(t — ) \/1 — sin?( 9— +\/61—sm (Hi—go
- 9, -
EO(Z =)= EiL ok T 4.9
O =0 = B R ()™ (4.25)

donde k, = kosin(8; — ¢)2 + ko cos(0; — ©)2.

El resultado es el esperado: el campo reflejado es el coeficiente de Fresnel local (depende
de 0; — ) por el campo incidente. Dado que este cédlculo se basa en la aproximacién de
plano tangente, sé6lo es un buen resultado en los alrededores de 7 = 0. Vamos a usar este
resultado sélo en ese punto y para cada punto vamos a usar un plano tangente distinto, el
cual quedara definido por el dngulo tan ¢ = 9,z(z). Esta eleccién implica que la normal n

esté contenida en el plano de incidencia.

Ahora debemos re-escribir este campo en el sistema fijo. Dado que vamos a usar el
resultado en 7 = 0, sélo debemos transformar la polarizaciéon del campo (]5) Como lo tnico
que hicimos es reflejar el campo incidente en un plano, la polarizacién del campo dispersado
debe ser la misma, y esto se ve cuando invertimos el sentido de la rotacién para pasar del
sistema solidario a :E;) al sistema fijo: R‘lﬁ = p.

Para obtener este resultado supusimos que la polarizacién del campo eléctrico incidente
es perpendicular al plano de incidencia. Podriamos hacer el mismo desarrollo para el caso en

que el campo magnético tenga polarizaciéon transversa. El desarrollo es andlogo, lo tinico que
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debemos hacer es usar el principio de reciprocidad e intercambiar uH — eE y E — —H. El

campo magnético reflejado seria

70 F=0)=H, cost;  e\/1—sin?(0; — p) — /e1 —sin®(6; — ) e”}r%ﬁ
" cos(0; — ¢) e11/1 — sin?(0; — ) + \/e1 — sin®(0; — )

cost; - o
Ry(p)e™rtop (4.26)

a0 = A G

Observaciones: en los coeficientes R y Rj hemos supuesto ¢y = 1. La notacién que

vamos a usar es que para el modo TE los coeficientes de reflexién y transmisién son R;; y

T;j1 , mientras que para el modo TM son ]:Zij” y Tij”.

Contribucién de Orden uno

El campo reflejado a orden uno lo calculamos a través de

506 =0 =~ [ [ G

{wnod x AP (@) + (2 x BL (@) x Rk}

e § (k:2 — kg) O(k, cos p — kg sinp)

Integrando sobre el plano tangente (definido por Z = 0) hallamos la transformada de
Fourier de los campos en el modo k. Usamos el par de ecuaciones (4.22)-(4.23) para estos
modos. La integral en el espacio de Fourier es sencilla ya que los modos involucrados son
los ceros de la delta de Dirac, los cuales ya calculamos para calcular la contribucién cero.

Después de reemplazar el campo magnético por (4.22) llegamos a,

= o d3k ) - = -
EMN(E=0)=— / W& (k:2 — ké) O(k, cosp — kg sm<p)2\k2]E£a(kJ_)

Como hicimos en la solucién a orden cero, rotamos los modos para hacer la cuenta mas

sencilla. Usando (4.23) tenemos

=)= k(- - ki — ko K+ ki 20k
B =0) = = [ b (B2 = 18) Ok 2k 220t k. 2l
(2m)%) pakis + ko k| 4 [RZ] [Ra] + K]

MR ARL) (2 +D) hTp § (;}x cos ¢ + |]§;Z| sinp — kzx) 6(ky)p
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El procedimiento es similar al hecho para calcular el campo de orden cero. Tenemos la
misma delta de Dirac que en el caso anterior, por lo tanto, los modos sobre los cuales queda
evaluada la integral son los mismos: k, = kosin(6; — ) y k. = ko cos(6; — ¢). Lo que debemos

calcular con cuidado son los prefactores que acompafnian a las exponenciales.

Vamos a comenzar por el cociente entre kj;., que deberia ser el coeficiente de Fresnel

de la interface 1-2.

2
ki, = \/qu — [I;:w Cos Y — \/qui—l%g%sin @]

-
o

} 2
ki, = ko sin(6; — ) cos p — \/el—sm (0; — )smap]

~ 2
ko, = ko [sm& — @) cosp — \/g—sm (0; — )smgp]

klz - k2z

Ry (¢
! ( ) k1z+k22

Este resultado es el esperado: el factor Rys) () que se obtiene de reemplazar los modos
k1. y ko, es el coeficiente de Fresnel entre la interface 1-2 visto desde un sistema solidario al

plano tangente al punto Z;. Cuando ¢ = 0 el resultado se reduce a la expresién usual.

Seguimos con el segundo prefactor:

2
€ k2 k’2 k’ COS Y — € k2 — ];’2 sin (,0:|
]{J ]{512 \/ €1 \/ 'Y \/ €1~ T

e + || \/k:g—k§+\/elk:§—l~c§

2
B ey \/61 —sin?(0; — ) + \/61 — [sin(&i — ) cosp — \/61 —sin?(0; — o) sin
|z |+ |KL| B V1 —sin?(0; — @) + /e1 —sin?(0; — o)

Este resultado también tiene una interpretacién inmediata: es el coeficiente de trans-
misién cuando la onda pasa del medio con €; al medio con ¢y a través del plano tangente.

Esto es claro cuando tomamos el limite ¢ = 0. Vamos a llamar a este prefactor Tio(¢).

El tercer prefactor se reduce a

20k, 2¢/1 —sin?(6; — ¢)
o | + | \/1—sin2(0i—<p)+\/61—sinz(ﬁi—go)
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Y es el coeficiente de transmisién del medio cero al medio uno a través del plano

tangente, To1 ().

Seguimos con la exponencial que tiene el siguiente argumento:

2
ki, + k. = \/elkg — [l::{r cos — \/e1ki — k2 simp] +1/€e1kd — k2

2
=ko [[\/€1 — [sin(@- — ) cosy — \/61 — sin?(0; — ) sin cp} + \/61 —sin?(6; — )

= koA(p)

Para superficies suaves vale que ¢ << 1; y para dngulos pequenos 0,z(z) = tany ~ .

Podemos aproximar este factor como,

O((22)*)

2 cos 0; sin ;
Ap) =2 61—Sin20i+<sin9i—|— cos b Sm0>az

Ve — sin? 6; O "
A(p) ~ 2V e —sin? 0; + £0,2(x) + O((9:2)?) (4.27)

El factor A(p) también tiene una répida interpretacién: A(p = 0) = 2k;,. Este factor
estd multiplicado por z, + D en la exponencial y muestra la fase que adquiere la onda al
recorrer dos veces la distancia entre la primera interface y la segunda cuando las mismas son

paralelas. A primer orden en z y su derivada, la fase se reduce a

koA(@)(z, + D) = 2/ €1 — sin? 0;ko (2, + D) + koDE0»2' (x))

Usando todos estos prefactores y exponenciales el campo reflejado a orden uno toma

la siguiente expresién:

= - 0 ~ ~ ~ ’ . !

EW@FE=0)= —B—271 Toi ()T W (@)ko (=4 +D) g1hr T,
»(@=0) COS(Gi_(p)RlzL(SO) 011L(¢)ThoL(p)e pT e p

= N 9 - , =,

EW(E=0)=—E cosvi i 1A (p)ko (2 +D) iky &l 4.9
PE=0) = B S Ai()e P (4.28)

Para el caso TM tenemos
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= (1), = i 7 2 1A()ko(2,+D) ik Tl A
7§ )(95 =0) = Himen(@)T01H(90)T10||(4P)6 (P)ko(zp+D) e Pp
(1) /= cos 0; 1 WA (ko (2, +D) iky T, ~
vg )(x = 0) = Hszl”(tp)e ()ko( pt )6 Pp (4.29)
siendo los coeficientes
- eok1, — €1kas
Rygp) = C2hlz = C1h22

ek, + €1k,

2

Ve —sin?(6; — @) + \/61 - [sin(@i —p)cosp — /el —sin?(0; — @) singp
V1 —sin?(0; — @) + /e —sin?(0; — ©)

Tio) () =

~ 2e1/1 —sin?(0; — ¢
Tou () = , 21\/ ( ) 5
61\/1—8111 (Gi—ap)+\/61—sm (0; — p)

La correccion que obtuvimos es proporcional a los coeficientes de transmisién entre los
medios 0 — 1, al de reflexion entre 1 y 2 y al de transmisién del medio 1 hacia el vacio. El
resultado se obtuvo partiendo de un planteo autoconsistente para los campos: propusimos
que en las regiones superior e intermedia hay dos campos, uno que se propaga en Z y otro
en —%; en la dltima region sélo hay campo en la direcciéon 2. Lo que nos queda por hacer es
escribir el campo de manera explicita con los resultados obtenidos en esta Seccion, y luego

calcular el valor medio del mismo.

4.5. Campo dispersado

En la Seccién 2.4 hemos mostrado cémo escribir el campo dispersado por una superficie
a través de una ecuacién integral (Principio de Huygens) y cémo se usa la aproximacion de
plano tangente para resolver la misma. Mostramos también que la ecuacién integral puede
ser resuelta proponiendo dos términos, el de Kirchhoff y el complementario. Concretamente,

mostramos que el campo dispersado (ecuacién (2.64)) se puede escribir como:
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_ 1 . _ . _ L
Ey(Zo) = yp /ds' [wpo Go(Zo, )y x Hy(Z') + (Aly x Ex(z')) x V'Go(Zo,7')]

1 _ _
+47T/d8/ [wpo Go(Zo, &)l x Ho(Z') + (Rfy x Eo(&)) x V'Go(Zo, 7)) (4.30)

Debemos remarcar lo siguiente: en esta expresién, tanto el campo de Kirchhoff (Ej(Z'))
como el complementario (E.(Z')) dependen de E,.(Z') y que éste es el campo reflejado por el
plano tangente a la superficie A en el punto Z’. Este campo ahora lo calculamos considerando
que debajo de la superficie aleatoria hay una interface plana a una distancia D de la misma.
El campo que obtuvimos es E4 | (Z') = _gl(it’ ) + EE& ('), donde la componente cero sélo
tiene en cuenta el plano tangente al punto Z’ de la superficie rugosa y la componente uno da
la contribucién del plano inferior. Por lo tanto, cuando calculemos explicitamente el campo

dispersado la componente cero debe dar el mismo resultado que el método integral usual [10]

y la componente uno da la correccion por tener una interface debajo de la superficie A.

El campo dispersado en la regién de campo lejano [20] esta dado por la ecuacién (2.65):

Es(z9) = C/ds’ [wpoi!y x Hi(Z') + ks x 7y x E(7'))] e*s*

—I—C/ds’ [wpon!y x He(Z') + ks x (Ay x Ee(Z'))] ethsT (4.31)

etko R

donde C' = — R

Ahora tenemos que escribir de manera explicita el campo de Kirchhoff usando los
resultados desarrollados en la Seccion anterior. Este campo, escrito para una polarizacion
arbitraria, debe contar con la contribucién del modo TE (asociado al subindice L y a la
direccién t) dada por las ecuaciones (4.25)-(4.28) y con la contribucién TM (subindice || y

direccién d) dada por las ecuaciones (4.26)-(4.29).

Cualquier polarizacién incidente se puede expresar en la base local definida por los
versores t y d, los cuales definen el plano ortogonal a k;. Recordar que en el modo TE el
campo magnético se define a partir del eléctrico como H = %12: x FE(Z) mientras que en el
modo TM tenemos E = —nk x H (z), donde n = m es la impedancia del medio en donde

se propaga la onda.

El campo de Kirchhoff, desarrollado en la base local, multiplicado por la normal a la

superficie (que es lo que debemos calcular para obtener el campo dispersado) es entonces
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A B 1, = = = =
n X k(.%') = in X [ U_(J}) E (1‘) + EZ”(az) + ET”(a;)]

_ 1 = ~ - o ~
A X Ek(.f') _ §Ezezkx |: + Ry ( )+AJ_< ) 124/ €1 —sin? 0,;ko (2+D) 1Ko D¢z :| (13 t)ﬁ % 1
—|—§E 1k; T |:1 - ROlH( ) ( ) 124/ €1 —sin? 0;ko (z+D) zkonz ] (p d)n %< d (4 32)

Aunque este desarrollo para la componente de Kirchhoff del campo eléctrico es completo
y correcto, se pueden dar sin embargo otros desarrollos que van a resultar mas ttiles cuando
se tenga que calcular el campo dispersado en un canal determinado. Vamos a re-escribir la

expresion usando que la polarizaciéon del campo eléctrico incidente se puede escribir como

p=(p- )i + (p-d)d.

n X Ep(T) =n x [(1 +C)(pt)t+(1- ) (13, ci) J} Ejetki
X B () =i % [(1 +Cp—(CL+C)) (ﬁ- cZ) dA} E;ethi (4.33)
)

n X E(Z) =n X [(1 — C”)ﬁ—l— (CL +CH) (ﬁf

con

C, = ROU_(‘P) —I—AJ_(QO)GZQVGI_SinQ Oiko(z—&—D)ezkoD{z;
C” _ R01|| ((,0) + AH (¢)612\/elfsin2 Giko(z+D)ezkoD§z;

Cuando la polarizacién incidente es horizontal (caso TE) tenemos que h-d << 1, por lo
tanto podemos retener solamente el término que es proporcional a 1 + C' ; cuando el campo
incidente tiene polarizacién vertical 0-f << 1 y sélo retenemos el término con 1 — C|- La
ventaja de estas expresiones es que no dependen de los versores ¢ y a?, los cuales dependen
del punto de la superficie.

Con el fin de calcular el campo dispersado nos quedaremos con las siguientes expre-

siones:

» canal HH: 7 X Ep g ~ EZ-e’kiCE (1+CL)nxh

= canal VV: 7 x By & Eje'M® (1— C))a x 0
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= canal VH o HV: 7 x EkcmssEie’Eij ~ [1 — % (C’H — CJ_)] nXp

La expresién para los canales de polarizacién cruzada se obtiene de tomar el promedio

de las dos descomposiciones posibles para el campo de Kirchhoff.

Anidlogamente, para el campo magnético tenemos,

1 _ . ey A
_QEielkim |:1 _ ROIJ_(SD) _ AJ_(QD)elZ €1 —sin? 91k0(z+D)elkoD§zz} (]3 t)”fl % d (435)

Ademas de usar la descomposicién para la polarizacién incidente, usamos que d = k; x t

yi= —k; x d. Por lo tanto,

wpoi x Hy =i x [(1=C1) (1) d— (14 C)) (pd) 1] B

wpoi x Hy =i x Lk [(1 =€) (-0 i+ (14 0y (pd) d] } B

wpoh x Hi = i x {ki [(1=C)p+ (CL+Cp) (pd) d] b Bie™® (a.36)
wopon x Hy, = i x {ki [(14+C)) p = (Co+C)) (5-9)1] | Bieh® (4.37)

Recordando que p marca la polarizaciéon del campo eléctrico incidente, las expresiones

que vamos a usar para cada canal son,

» canal HH: wuon x Hyg ~ E,-e"%if (1-Cp)nx (/’5Z X ﬁ)
= canal VV: wugh x Hyy ~ E;e'*i® (1+ C'”) L X (kA:l X f))
= canal VH 0 HV: wpoit x Hyergss = Fie™® [1+ 3 (C) = C1)] o x (ks  p)

Con estas expresiones vamos a calcular el campo dispersado E,, en donde el subindice

p indica la polarizacién incidente y ¢ la dispersada. Primero desarrollamos los canales co-

polarizados y luego los canales cruzados.

= Canal HH: debemos tomar el producto escalar entre el vector h, y la expresién (4.31).

Considerando la componente de Kirchhoff que calculamos para el canal HH tenemos

que
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Enn(T0) = ha- Bs(70) = C / s’ [woohs (i x Hi(@)) + b (ke x (iy % By(2)))] e
Enn(To) = C/dsl :(1 — C1)hs <ﬁ X <k2 X il)) + (14 CL)hs (]%s X (n X h))} et(ki—Fs)z’
(

Enn (o) = C’/ds’ (1= C)hs (A x0) + (1+C1) (ﬁs ks

@
8
—~
i
w
0g)
~—

By (7o) = C/ds’ (1= C)hye (36 ) 4+ (14 Oy (2 )| e

= De manera similar, multiplicando por v, calculamos el canal VV:

Evy(20) = b5 Es(70) = C / ds' [wuo@s (Aly x Hy(Z')) + hs (ks x (74 x Ekm))] ks
To) = C’/ds’ _(1 + C)) v (ﬁ X (l%Z X v)) + (1 - C)os (]}S x (7 % @))] ot(ki—ks)’
)

7o) = C/ds —(1+C))ds ( ) (1-Cp) (@s SYRANCE" @)} e!(Fi=Fo)a!

- C’/ds —(1+ C)bs ( ) (1 — Chy- (7 % @)} e(Fi—Fs)a (4.39)

= Andlogamente, para el canal cruzado obtenemos

s Bs(70) = C / ds' |wpobs (g x Hi(@)) + hs (ks x (s x Ex(@))) | e
Epn(Z0) = K/dS' (14 Cx)bse (fz X (k:Z X h)) + (1= Cy)bs (/}S X (n % ;}) } U ki—k)T
Eyn(zo) = K/dS' :(1 + Oy) s (A x D) + (1 — Cy) ({;S % ]};s) : (n v h)} oUki—ks)z
2

Eyn(To) = K/ds’ (14 Cy)by (7 % ©) — (1 — Oy )hs: (n X h)} Fi—F)a (4.40)

donde Cy = %(CH — (). Vamos a usar también R = %(R”(O) — R, (0) y AW =

L4V (0) - 4P(0)).

Lo que nos queda por resolver es el calculo de los valores medios. Pero aqui debemos
tomar un camino diferente al realizado por el calculo usual [10, 11, 12, 24, 25]. En estos

desarrollos se podia realizar una integracién por partes para reescribir las derivadas de la
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superficie (que provienen exclusivamente de los productos escalares que involucran a 7) como
el cociente (ksy — kiz)/(ksz — kiz). La condicién para poder hacer esta sustitucién era que los
coeficientes de Fresnel deben ser constantes. En cambio, nuestros coeficientes C,, (o =L, ||)
dependen de la derivada de la superficie a través del dngulo ¢ = z/.. Una primer aproximacién
es poner ¢ = 0; esto se puede hacer en los coeficientes de Fresnel y de transmisién, pero no en
los factores exponenciales ya que si se anula la derivada se pierde la informacion de la segunda
interface. Nuestro objetivo es entonces calcular valores medios de un campo estocastico que
depende de las variables espaciales a través de las derivadas de su término aleatorio (z, ,
zy). En la siguiente Secciéon vamos a desarrollar brevemente la técnica que usaremos para
calcular estos valores medios. Concretamente, usaremos métodos funcionales [40, 41, 42, 43]
para calcular los valores medios, los cuales usaremos en lo que resta de este trabajo, tanto
para calcular los valores medios del problema de dos capas como en el problema de medios

no homogéneos que desarrollaremos en la parte final de esta tesis.

4.6. Valor medio del campo dispersado - Métodos funcionales

Nuestro objetivo es calcular valores medios del campo eléctrico dispersado por una
superficie aleatoria cuando éste tiene una dependencia no trivial en la variable aleatoria. Una
manera de llevar adelante el cdlculo es usar métodos funcionales (o funcionales generatrices),
los que son frecuentemente usados en teorias estadisticas de campos [40, 41, 42, 43] para
calcular de manera perturbativa funciones de Green (valores de expectacién de los campos

fisicos respecto al estado fundamental).

Nuestra variable de interés es un campo escalar, ya que queremos calcular los valores
medios de E,g,. El cardcter estocastico de este campo lo da su dependencia con la funcién
z(z) y sus derivadas direccionales, donde z(Z) es la funcién que da la altura de la superficie

aleatoria y la cual tiene una distribucién de probabilidad P[z(z)].

En particular, el campo escalar con el que debemos trabajar depende en forma polinémi-

ca de la variable z(Z), el cual podemos escribir esqueméticamente de la siguiente manera:

Egp=K / ds ekLTetk=2 [(aj +b; e (z+D) e’EZ”> zj + (aij + bij (D) €Z£Zx> Zizj} (4.41)
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En lo sucesivo vamos a adoptar la convenciéon de Einstein respecto a indices repetidos:
ajzj = apZ + azzy + ayzy. El subindice j marca la derivada direccional sobre z; cuando
J = 0 no se efectiia derivada alguna. Los coeficientes a;, bj, a;; y b;; son factores geométricos
que provienen de la descomposicion de la onda incidente en el sistema de coordenadas local
{d;f,7} y que se obtienen escribiendo explicitamente las ecuaciones (4.38), (4.39) y (4.40).

Los parametros presentes en esta ecuacién son:

_ ki
C = 4R

_ L. 102
k= k;\/ €1 —sin“ 0

§=kD (sin@ + 2si1190089>

€1—sin? 0

Ademads, para abreviar notacion, hemos escrito que la resta entre el niimero de onda
dispersado e incidente es simplemente kg | — ki| = k| v kes — ki» = k.

La ventaja de los métodos funcionales se basa en introducir una variable auxiliar que
permita escribir de manera sistemdtica el calculo de los valores medios. Esto se consigue
definiendo una corriente externa J(x) de manera tal que cualquier funcién polinémica de la
variable estocastica se escriba como derivadas sucesivas respecto a esta corriente. Para ello,

basta notar lo siguiente:

_ }ie'LJCZc
1 0J;

Zj Jeo (4.42)

Cuando el subindice j es cero significa que no se debe efectuar variacién alguna, ya que
el coeficiente ag es independiente de las derivadas direccionales de z. El campo estocastico

puede ser reescrito a partir de las corrientes externas como sigue:

Esqpp = C/ds kLB ke (Clj +b; e(z+D) 615%) lielJC’ZC
(3 an
1 02

o o wk(z4+D) 1€zg
+ (s + by ) )ﬂaJian

1 JCz
c 4.43
€ :| ‘J:0 ( )

Ahora debemos usar la definicién del valor medio. Dado un campo estocastico F[z(x)]
que tiene una dependencia polindmica en z(z), el valor medio del mismo puede ser calculado

de la siguiente manera:
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< Flz(x)] > = /Dz Plz(x)]z"(z)
< Flz /sz naajn e
< Fle(@)] > = Zln aajn [ / Dz Pla(x)]e” ZW] - (4.44)

en donde Dz indica la suma sobre todas las realizaciones posibles de z(x) las cuales
tienen una densidad de probabilidad P[z(z)]. Esta idea puede ser extendida de igual manera

a las derivadas direccionales de z(Z) usando las variables auxiliares J, y Jj,.

Por lo tanto, el valor medio del campo dispersado resulta:

_ 1 8 c
_ 1k, T vk, z 7,J Ze (ktkz)z 1(J2e+Ezz)
(Esqp) K/dse [ o <e >+be an<e e >
1 & 1kyz 1J¢z kD 1 o W(ktkz)z 1(J2c+E€2z)
T B 07, <e ¢ >+ b e 5 e, <e ¢ > ‘J:O (4.45)

Como en todos los casos en esta tesis, asumiremos que la superficie estocédstica tiene una
distribucién gaussiana de alturas con valor medio nulo. Un resultado bésico que necesitamos

para calcular valores medios de z(Z) o sus derivadas (y que estd detallado en el Apéndice C)

es el siguiente:

<ez(az+b2x+czy)> _ <eXp [Z / dnz(n) <a5(1‘ —n)+ ba%é(x —n)+ caayé(:c — 77))] >

(etessrten) = e [T [t {aste—n) 40 Loe )+ e 2otz )
2 Oz y
o) {a b =ity +0 Lo — o)+ Lo — o)
’ Ox oy
0_2
<ez(az+bz$+czy)> = exp |:_2 (a2 + b2a + CQB + 2bC’7)j| (4.46)

donde usamos que o es el valor rms de z(Z), que la funcién de autocorrelacién estd nor-
malizada en el origen (p(0) = 1), sus derivadas primeras se anulan en ese punto y sus derivadas

segundas son o = /1, (0), = gy (0) ¥ 7 = il (0).
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Para calcular los distintos términos del valor medio del campo dispersado sélo hay que
tomar las variaciones correspondientes en la ecuacién (4.46). Por ejemplo, para el término

con a; tenemos que poner a = k,, b = J*, ¢ =0 y tomar la variacién respecto a .J:

<Zm ezkzz> _ % <ez(kzz+szgc)> ‘J:O

2
(20 ) = S0 =it
0J* J=0

<zx ek> - [2a Je e*ék?ﬁ] ‘J:o ~0 (4.47)

De manera similar, el término que es proporcional a a, se anula. El término que es
proporcional a ag es distinto de cero porque no hay que efectuar variaciones respecto a las
corrientes; s6lo debemos evaluar (4.46) en a = k,, b = ¢ = 0. Para calcular los términos
proporcionales a b; hay que usar el funcional generador en el punto a = k. + k, tomar b = J*

y ¢ = JY segin corresponda, y efectuar la variacion correspondiente.

Los términos de segundo orden se computan efectuando dos variaciones de (4.46) re-

specto a las corrientes necesarias. En el Apéndice C se detalla el cdlculo de los mismos.

El campo medio, luego de tomar las variaciones correspondientes, es

(Esgp) = C / ds exk [ao + 02 (Cagy + B ayy +7 axy)]
o eo%a ;— 0% (katn)? [bo + 1602 (by + B by)

% (bge a(1 — E20%) + byy (B — £20°7%) + by v(1 — E20%a)) ]} (4.48)

Para calcular la potencia incoherente dispersada, necesitamos el valor medio del cuadra-
do del campo. Procederemos de la misma manera para computarlo. A través de las variaciones

de un nuevo generador expresaremos todos los términos que se necesiten calcular.

Escribimos el campo medio cuadrético, primero notando que 2’ es z(Z') y no su derivada.

Luego, lo que debemos calcular es lo que sigue:
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<E8qp E; >: |C|2/d8d5’ eh(@=) <€”“Z(Z*Z’)

sqp

16 e 1 & .
w(z+D) 1€z, 1J¢zc . o wk(z4+D) i€z 1J¢z¢
|:<a/]+b_]€ ( )65 )’L(Sjje +<az]+b1j€ ( )ef )ZQ(SJZé,Jje :| ‘J:O

146 . 1 62 c
* *x _—ik(z+D) —i€zs —1Jz¢ * * _—k(z+D) —1€zy —1J%z¢
|:<aj+bj€ ( )6 ¢ >Z*5JJ6 + (aij+bij6 ( )6 ¢ ) ’72&]1‘51]]‘6 :| ‘JO>

(4.49)

El célculo de este término involucra distintas combinaciones de la funcién z(Z) y sus
derivadas, evaluadas ambas en distintos puntos. Vamos a definir un funcional que generaliza
todas las combinaciones posibles del producto de z y sus derivadas en un mismo punto o dos
distintos y del cual se pueden derivar todos los términos (treinta y seis en total) que estén

presentes en (4.49).

De manera similar a lo hecho para calcular valores de expectacién del campo en un
punto, damos un nuevo funcional, F[J,,&;, k;], del cual derivaremos todos los términos in-

volucrados en el calculo:

2
e—%}'[(]a,fj,kj} _ <ez(k12—k2z’)eZ(Jx+§1)Zwe_Z(Jz’+§2)Zz’ ez(Jyzy—J,y/zy/)>

0—2 RN S = = _
= €xp |:_2/d77 dn, f(xa />77; Jaagjakj) 0(77>77/) f(xvxlvﬁl; Jaa§j>kj) (450)

con

f(:iai‘/vﬁ; Ja7§j7kj) = klé(«/i—ﬁ)—kgé({i‘/—ﬁ)

o .. o ., .
+ (Jx+€1)87x6($_77)_(le+€2)@5(x — 1)
o .. o ., .
+ Jya—yé(xfn)fg]y/a—ylé(:v — 1) (4.51)

Luego de integrar sobre 77 y 77/, obtenemos el funcional generador para el cuadrado del

campo:
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FlJu, &, kj] = k3 4 k3 — 2k1ko p(Z,7)
8,0 op op
—2k1(J +§2)* — 2k (J, -1-51) —2k1Jy— 9y 2k2Jy8y
a[(Jo+ &)+ (Jur + )% + 8 (J2 +I2) 42 [1y(Te 4+ &) + Ty (T + 6)]
—2(Jp + &) (Jp + &) —— 62/) 2JyJy Pp =2 [Jy(Jo + &) + Jy (o + € )] %
x OxOx! Y a oy’ y\Jzx 2 y' \Jz 1 Dyor
(4.52)

Para llegar a este resultado usamos que la funcién de autocorrelacién es simétrica

respecto de los argumentos, p(z,7') = p(Z',T), y que la derivada respecto a las distintas

variables tienen el signo cambiado, o, (z,z") = —p, (Z,z’).

Las variaciones que se pueden hacer respecto a este funcional generador logran resumir

en las siguientes dos:

_%exp[_%#p,g,k]} —7ngexp[ F[J,f,k:]}

Q

2 0'2 0'2 2 02 0—2
" .97, P [_7}"[%& k]] ="z [3%(-97.:]1; - 5o, Tﬂ P [_Tf[J’g’k]

Veamos como operar con el funcional F[J,,&;, k;]. Por ejemplo, uno de los términos

que tenemos que calcular en (4.49) es

62

* 1k (2—2") j1(Jzze—J, /z./)> )
Yty 1,0, (e ¢ " o

Este término se alcanza evaluando al funcional generador en k1 = ko = k,, {4 =& =0

y Jz = Jy, = 0. Por lo tanto:

2 <ezkz(z—z’)ez(szz—Jy/zy/)> ‘ = exp [*02k2(1 o p(f [,E/))]
9J30J,y J=0 z ’
82

W{QXP[ ( szPx( ) kapy(:Ca:)—l—aJQ—i—ﬂJQ ']Jypxy(_ _/))]}‘J:O

Luego de tomar las variaciones y anular las corrientes externas, se llega a que,
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= 0” [y (@.7) + k2, (2, 7' )pl (2, 7)) e~ @] (4.53)

Otro término puede ser el que proviene de by b};:

0 /
« Y Wko+k)(2—2") J1(Eze ,—1(E+T ) 2y )
boba 57, <e ee >

J=0
Alcanza con determinar a F[J,, & kjlen ki = ko =k, +r, &1 =6 =8y o =Jy =

Jy = 0. El resultado es inmediato:

0 /
Y ke tRr)(2—2") Ju(Eze ,— (€ Ty 2,0) ’ _
0Jy <e € € > J=0

= 0 (ke + 1 €y — )] A Ul

Como se puede ver de la ecuacién (4.49), el valor medio del cuadrado del campo involu-
cra calcular treinta y seis términos. No vamos a desarrollar todos estos términos aqui; sélo
alcanza con mencionar que los mismos se obtienen de tomar las variaciones que correspondan
en cada caso, usar la paridad de la funcién de autocorrelacién, que su derivada se anula en

el origen y que al derivar respecto a variables distintas hay un factor (—1) a tener en cuenta.

La seccidn eficaz, que definimos en la ecuacion (2.63), es

47 R? N N
ng =4 [<E8qp Esqp> — (Esqp) <Esqp>] (4.54)

Usando las ecuaciones (4.41) y (4.49) ponemos la seccidn eficaz en funcién de los valores

medios que calculamos ma&s arriba.
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ng 47TR ]C’|2 / ds ds' ekL(@=%)

|:<€Z]gz(z—z) (ak + by, €5 (=+D) ezgzx> (a; + b o~ tK(z'+D) 6—1521;) zk2;>

B <ezkz2 (ak L by D) ezfzx> Zk> < k=2 (ai +bp, e D) e—z%) z/'<>

< (akz + by D) ezng> <a; + b} e~ +D) 6_@;) 2k 2l Z§>

s <elkzz <akz + by (D) 615z1> o 21> < ot ( ot + b (' +D) e—lézz) Z;>

N <emz (akl by D) ezszz) (a:;j + by et +D) efzsz;) P z§.>
<elkzz (akl + by e HD) e’gzﬂ”) 2, Zl> <677’kzzl (a;} + bj; e~ HD) 671&:2’;) % Z§>}

(4.55)

_l’_

A lo largo de esta seccién hemos mostrado cémo calcular de manera sistematica todos

los términos presentes en esta igualdad. En el Apéndice C desarrollamos cada uno de ellos.

Para finalizar el célculo de la seccién eficaz debemos poner (4.55) como funcién de la
funcién de correlacién o sus derivadas, las que estan presentes en los distintos valores medios
que deben ser computados. Luego, corresponde integrar sobre las superficies ds y ds’. Al
integrar la funcién de correlacion se obtiene el espectro de rugosidad de la superficie, el cual

hemos definido en (2.89):

_ 1 -
= — /d:xdy p(z)e*®
27

Los términos que dependan de las derivadas de p(Z,7’) también pueden escribirse en
funcién del espectro W (k). Esto se logra luego de una integracién por partes, la cual genera

para la derivada primera y segunda de la funcién de correlacién, los siguientes resultados:

Op(T) ke -
dz dy e = —2mik; W (k)
/ al'j J

Pp(T) iz -
dzr d W = ok kW (K
/ z y(‘?xiaxj e mkik; W (k)

La estrategia que usaremos para finalizar el calculo de o¥ es la siguiente: antes de
integrar en las superficies ds y ds’ desarrollaremos la seccién eficaz en potencias de p y sus

derivadas. En la Seccién 2.4.6 mostramos que el coeficiente ¥ dependia de la funcién de
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correlacién de una sola manera: a través de un factor exponencial, el cual era desarrollado
en serie y en consecuencia, se lograba escribir a la seccién eficaz en funcién del espectro
Wn (k). En este caso, a diferencia del modelo de una sola capa, la seccién eficaz depende de
p, sus derivadas y de productos entre las mismas. Esto se debe a la inclusién de la superficie

subterranea; el producto entre la funcién de correccién y sus derivadas da cuenta de efectos

de multiple scattering [10].

En una primera instancia, luego de desarrollar las exponenciales, s6lo nos quedaremos
con los términos lineales en p(Z,Z') y sus derivadas. Con ello lograremos escribir a la seccién
eficaz como un producto entre W (k) y un factor que es estrictamente geométrico, el cual
contiene la descomposiciéon de la onda incidente en el plano local y los efectos de la capa

ubicada en z = —D. De manera abreviada, el coeficiente de dispersiéon que obtendremos tiene

la siguiente estructura:

o0 =Wi(k) {e_"%zzuaa

_o2 2 _g2.2
+e O’(k‘z-i-li)e o aﬂbb

1300 (k24 (ka4r)?) o~ 38707 a [H1ab cos(kD) + poap sin(FcD)]} (4.56)

El primero de los términos proviene sélo del scattering producido en la superficie rugosa,
de ahi que dependa sélo de los coeficientes a. El segundo se debe a la reflexién de la onda
transmitida al medio inferior y que luego de reflejarse en el plano ubicado en z = —D se
trasmite nuevamente a través de la superficie rugosa; esto queda indicado por la dependencia
en los coeficientes b, los cuales son proporcionales a los coeficientes de transmision Ty1, Thg
y al coeficiente de reflexion Rio. Ademads, decae exponencialmente con la distancia media
entre las superficies, ya que £ o« D. El dltimo de los términos se debe a la interferencia de las
ondas debido a las multiples reflexiones entre las dos superficies, de ahi que sea proporcional
a senos y cosenos del producto kD. También decae exponencialmente con la distancia entre

las superficies.

Analizando estos términos se recupera de manera inmediata el coeficiente de dispersién
calculado con el IEM. Cuando la segunda capa esta suficientemente lejos, esto es, cuando
Dkiv/e1 —sin?6 > 1, el segundo y tercer término pueden ser despreciados ya que decaen

exponencialmente con la distancia entre las superficies. Por otra parte, el primer término es
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o2 (ag + —|—a72£k:i + aikz + 2a,aykiky — 2a0a.k; — Qaank‘y)

+U4 ((a Azz + 3 ayy)2 +2ay Az yy + 28~ ayyamy)

El segundo término de esta expresién proviene de haber retenido derivadas de ordenes
superiores al lineal, los cuales no son tenidos en cuenta en el modelo usual. El primer renglén
es exactamente el término de Kirchhoff del método integral. Cuando se hace la integracion
por partes, las derivadas se reescriben como z, = —%: Y 2y = —%; con este reemplazo la
amplitud del campo es constante, sale fuera de las integrales y la expresién que se obtiene
para el coeficiente de backscattering es proporcional a

k k, 1

21.2 2 21.2
g kz|fqp| =0 kz ap — Iaﬂfi ay
ky k.

que coincide con el coeficiente dado por (2.88). Con esta observacién mostramos que,

como esperabamos, el modelo de capas desarrollado en este Capitulo converge al IEM usual

tomando los limites adecuados.

Para finalizar, en este capitulo de desarrollé una solucién coherente al problema de
scattering de un medio estratificado con una interface aleatoria. La solucién se basa en la
aproximacion de Kirchhoff para calcular el campo en la superficie, pero utiliza la solucién
completa del IEM desarrollada en el capitulo 3. La aproximacién analitica derivada es com-
pleja, pero se probo que en los limites D — 0o y €1 = €9 el nuevo campo de Kirchhoff converge

al modelo de una sola superficie.

Como aclaramos en la introduccion, la motivacion para desarrollar este tipo de modelos
esta basada en la estructura vertical del suelos. En el capitulo siguiente, evaluaremos los
resultados de este modelo comparandolos con los resultados del AIEM estandar, de manera
de evaluar en que condiciones la capa subterreanea produce un efecto significativo en el
backscattering o la emisividad del suelo. Asimismo, estudiaremos que tipo de artifacts podrian

estar asociados a la contribucion al scattering total de esta capa subterranea.
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Resultados del modelo de capas -
implicancias para la estimacion de
humedad del suelo a partir de datos de

microondas

Luego de haber desarrollado el nuevo campo de Kirchhoff del método integral para la
geometria de capas, nos proponemos estudiar cudl es el efecto de esta segunda capa sobre el
coeficiente de dispersién og. Para ello, primero validaremos el modelo de capas compardndolo
con el modelo AIEM, desarrollado en los Capitulos 2 y 3. Veremos que en los limites en donde
los efectos de la segunda capa se anulan, el campo de Kirchhoff desarrollado en el capitulo
anterior converge a los resultados esperados, esto es: cuando €2 — ¢; o cuando D > A el
modelo de capas recupera la aproximacién de plano tangente del modelo usual. Luego de
haber verificado estos resultados, estudiaremos como es la dependencia de la nueva seccién

eficaz, tanto en funcién del dngulo dispersado como de la distancia media entre las capas.

Posteriormente, haremos un estudio detallado del modelo de capas con vista a ser
implementado en un esquema de retrieval para la humedad del suelo. Para ello analizaremos
la dependencia del cociente ogp/oyy (indice p en la nomenclatura de [3]) para distintos
valores de las constantes dieléctricas (que implican distintos valores de humedad del suelo
[44, 45]) y de la distancia entre las capas. Por ltimo, veremos cudl es el impacto de la capa

subterranea en los modelos de emisividad.

Estos datos seran puestos en relevancia en el contexto de los modelos de retrieval
basados en el AIEM. En particular, se estudiara si los artifacts observados en la humedad
estimada a partir de un enfoque Bayesiano que utiliza como modelo directo el AIEM [1],

pueden ser explicados mediante la existencia de una segunda capa.
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5.1. Validaciéon del campo de Kirchhoff: modelo de capas frente

al modelo usual

Con el objetivo de validar los célculos hechos en el Capitulo 4, compararemos el modelo
de capas con el IEM usual. En los limites en donde los efectos del plano inferior pueden ser
ignorados, el modelo de capas debe recuperar los resultados usuales. Concretamente, cuando
la constante dieléctrica del segundo medio toma valores similares al del primero, la reflexion
en el plano ubicado en z = —D no debe aportar potencia a la seccién eficaz, ya que en
este limite (e — €1) la onda trasmitida al medio inferior no debe volver a reflejarse hacia
la superficie rugosa. El otro limite en donde se deben recuperar de manera inmediata los
resultados usuales es cuando la capa inferior estd lo suficientemente lejos de la primera,
concretamente, cuando D >> A los efectos de miltiple rebote entre las superficies comienzan
a atenuarse y en consecuencia, la segunda capa no debe aportar potencia a la seccién eficaz

observada.

Para estudiar la convergencia del modelo de capas al usual vamos a trabajar con el
siguiente conjunto de pardmetros: la longitud de onda incidente es seleccionada en 25cm (lo
que corresponde a banda L); el dngulo de incidencia estd fijado en 40° (valor tipico en la
mayoria de las aplicaciones obtencién de humedad del suelo); fijando ¢5 = 180° se ubica a
la senal dispersada en el mismo plano que la onda incidente (la condicién de retrodispersion
se da cuando 05 = 0); los valores de las constantes dieléctricas oscilan entre 4 y 20, lo
que corresponde a suelos secos (punto de marchitez permanente) y himedos (capacidad de
campo), respectivamente. Ademds, sélo trabajaremos con valores reales para la constane
dieléctrica. Esto se debe a que la parte imaginaria de € esta asociada al contenido salino del
medio dieléctrico, y que para suelos de agricultura se epera que éste contenido sea bajo. La
caracterizacién de la superficie rugosa estd dada por los valores de la longitud de correlacion y
altura rms; para este estudio estos valores quedardn en valores tipicos de suelos de agricultura
en el régimen de siembra directa (I = 10cm y s = lem) [31]. Estos valores de [ y s fueron
usados en el Capitulo 3 para calcular el coeficiente de retrodispersién con los campos de
Kirchhoff completos y para los cuales se obtuvo valor no nulo en el canal de polarizacion

cruzada.

Todos los resultados para el coeficiente de dispersién oy estan presentados en escala
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logaritmica.

Comportamiento del modelo cuando e; — €

La inclusion de una segunda interface debajo de la superficie rugosa deberia aumentar
la seccion eficaz observada por el radar. Esto se debe a que cuando solo se tiene la superficie
rugosa la onda transmitida al medio dieléctrico se propaga libremente y, al no encontrar un
nuevo cambio en la permitividad, esta fraccién de la energia se pierde en forma definitiva. En
cambio, cuando se agrega una nueva interface, parte de la onda trasmitida al primer medio
se refleja en esta segunda superficie y vuelve a ser observada. Es esperable que cuanto menor
sea la diferencia entre las constantes dieléctricas de los medios subterraneos, menor sea el
incremento en la sefial observada. En el caso limite en que los dos dieléctricos sean iguales,

la onda transmitida se propagard sin retornar a la superficie superior.

Este comportamiento es el que se observa en la Figura 5.1, en donde se presenta el
coeficiente de retrodispersion og de los canales co-polarizados en funcion del angulo dispersado
05, para un angulo de incidencia de § = 40° y una longitud de onda de A = 25cm. Vemos
que cuanto mayor es la diferencia entre las permitividades dieléctricas, mayor es la ganancia
de la senal dispersada. En el limite e — €1 se recupera el comportamiento del modelo usual.
También se observa que tanto los valores absolutos de o v oy como su dependencia con

0, para distintos € es distinta.

Comportamiento del modelo cuando D > A

La dependencia de la seccién eficaz con la distancia entre las capas no tiene un compor-
tamiento mondétono, como si lo tiene la dependencia con las constantes dieléctricas. Si bien es
esperable que el efecto de la segunda capa sea poco significativo para distancias mucho mas
grandes que la longitud de onda incidente, en el rango intermedio, en donde D es comparable
con A, la seccién eficaz puede presentar oscilaciones. Fisicamente , lo esperable es que se
presenten efectos de interferencia debido a las multiples reflexiones de la onda entre las dos
superficies. Esta interferencia puede aportar de manera constructiva a la sefial observada, o
también puede darse el caso contrario, en donde los multiples rebotes quiten potencia a la

senal total. Matemdticamente, los efectos de atenuacion e interferencia se ven expresados en
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Canal HH
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L - lem (e;=4)

r -—- lem (e;=4)
5

L — =10

Figura 5.1: Coeficiente ¢ para el campo de Kirchhoff: modelo de capas vs. modelo usual para

distintos valores de ez (f = 40° y A = 25cm).

(4.56): los efectos de la capa inferior se incluyen en los términos p, que decaen exponencial-
mente con la distancia y en los términos pqp, que también decaen de manera exponencial y

que ademads son los que presentan las oscilaciones con la distancia.

En las Figuras 5.2 y 5.3 mostramos la seccion eficaz para distintas distancias entre

capas. Vemos que cuando D = 4\, el efecto de la segunda capa es practicamente nulo,
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Canal HH

I I T TR B TR B TR B | 65

Figura 5.2: Coeficiente O’% g para el campo de Kirchhoff: modelo de capas vs. modelo usual

para distintos valores de D (6 = 40°, A = 25cm, €; =4 y €2 = 20).

convergiendo asi al modelo usual.

Dado que el andlisis respecto a la distancia entre las capas no es monoétono, para ver
los efectos de interferencia que se producen con los multiples rebotes entre las dos superficies,

vamos a estudiar cudl es el comportamiento de la seccién eficaz con respecto a D.

5.2. Comportamiento del modelo ante variaciones de D

Para estudiar el efecto de la distancia entre las capas sobre la seccién eficaz, vamos
a situarnos en la condicién de retrodispersion, en donde 0, = 6 = 40° y ¢s = 180°. Las
constantes dieléctricas estan fijadas en €; = 4 y e = 20, lo que corresponde a una capa seca
y otra saturada. La superficie rugosa esté caracterizada por s = lem y [ = 10cm. La longitud
de onda incidente corresponde a banda L (A = 25cm), la cual verifica la condicién de validez
para la aproximacién de plano tangente (I > 2,76s)). En las Figuras 5.4 y 5.5 mostramos
el coeficiente o para los canales HH y V'V del modelo de capas comparado con el modelo

usual (el cual no tiene a D como pardmetro y por lo tanto, es constante).

Podemos observar el comportamiento oscilatorio de la seccién eficaz en el rango \ <

D < 3\ y el decaimiento exponencial de la amplitud; para distancias mayores a 3\ el modelo
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Canal VV
Tw
I I I I I L g
10 20 30 40 50 60

—_— D=0.25m

Figura 5.3: Coeficiente J?,V para el campo de Kirchhoff: modelo de capas vs. modelo usual

para distintos valores de D (6 = 40°, A = 25cm, €; =4 y €2 = 20).

Canal HH

Figura 5.4: Coeficiente U%H en funcién de la distancia entre las capas (6 = 40°, ¢; = 4,

€2 = 20, A = 25cm).

comienza a converger a los resultados del AIEM. En ambos canales vemos que para distancias
cercanas a 1lm la seccién eficaz coincide con el valor constante del AIEM. Esto se debe a que
la atenuacion viene dada por el factor exp[—27wD /], que para D 2 3\ genera valores menores

al 47de la potencia mdxima.



5.2 Comportamiento del modelo ante variaciones de D 107

Canal VV

Tvv
~10
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Figura 5.5: Coeficientes o0, y U?/V en funcién de la distancia entre las capas (6 = 40°, ¢; = 4,

€2 = 20, A = 25cm).

Una de las caracteristicas notorias de estos resultados es que en el canal H H se pueden
apreciar distancias en las cuales la potencia dispersada se anula, y por lo tanto o — —o0
(en escala logaritmica). El canal V'V, en cambio, presenta un comportamiento mas suave con
respecto a D. Vale la pena recalcar que estos comportamientos tan extremos estan asociados
a dos hipdtesis simplificadoras del modelo: que la capa inferior es plana o muy lisa, y que
la distancia D es constante. En una situacién maés realista, podria esperarse que exista una
variacion de la distancia media entre capas, punto a punto, asociada a la pendiente local de
la superficie inferior. Ademaés, una de las aproximaciones hechas en el modelo teérico, es que
la fase que adquiere la onda al propagarse entre las superficies sélo depende de la derivada
superficial en la direccién & [dada por la ecuacién (4.27)], lo cual rompe la simetria entre los
modos TM (asociado al canal VV) y TE (asociado al canal HH). la intepretacién geométrica
de este resultado es que la normal al plano tangente sobre la superficie rugosa esta contenida
en el plano de incidencia (formado por hatk; y %). En el caso general, en donde el plano
tangente puede estar ladeado, el camino 6ptico de la onda trasmitida dependera del gradiente
de la superficie en su forma mas general, y por lo tanto, la fase adquirida dependera de ambas

derivadas direccionales (2, y 2y).
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5.3. Comportamiento del coeficiente de retrodispersién bi-

estatico

El objetivo principal de los métodos de dispersién electromagnética - en el marco de
los sistemas de teledeteccion- es calcular la seccion eficaz de los blancos observados, ya que
esta es la variable fisica que observan dichos sistemas. Como hemos descrito en el Capitulo
2, uno de los métodos para calcular la seccién eficaz es el de la ecuacién integral (IEM).
El mismo es un desarrollo perturbativo de la ecuacién de Dyson para el campo EM que se
induce por la superficie iluminada. Dentro de este esquema, el campo sobre la superficie tiene
dos contribuciones: la del campo inducido sobre el plano tangente en cada punto (campo de
Kirchhoff), y el término complementario, que es la correccién a segundo orden en el desarrollo
perturbativo. En el Capitulo 4 hemos recalculado el campo de Kirchhoff para un esquema de
medios estratificados. Ademads, hemos calculado el campo medio sin hacer las aproximaciones
usuales que simplifican los célculos de manera considerable; estas aproximaciones, cuando los
campos tienen una dependencia explicita de la posicién, dejan de ser véalidas. Sin embargo,
lo que no hemos hecho es calcular el campo complementario del modelo de capas. Esto, para
dar una estimacién realista de la seccion eficaz, es ineludible: el campo de Kirchhoff solo da
cuenta de efectos de dispersién simple y no tiene en cuenta los efectos de multiple dispersién
que sufre la onda al reflejarse mas de una vez en la superficie aleatoria. Como consecuencia, si
sblo se considera el campo de Kirchhoff para calcular la seccién eficaz, se sobre estima, el valor
de esta variable, ya que los efectos de dispersién miultiple disminuyen la potencia recibida por

el radar.

Para dar resultados del coeficiente de retrodispersion que tengan en cuenta los efectos de
multiple scattering, es necesario entonces dar alguna estimacién de la potencia debida a ellos.
Una manera de pesar esta potencia es invertir los valores de oy del modelo completo del ATEM,
el cual tiene las tres contribuciones: Kirchhoff 4+ KirchhoffComplementario + Complementario
[ver ecuaciones (2.88), (2.91) y (2.93)]. Esté claro que esta estimacién no tiene en cuenta los
efectos de la segunda capa, pero dado que el campo complementario es una correcciéon de
segundo orden y que en ella la contribucién del plano inferior entra como potencias del
producto Tp1R12T1, se puede, en una primer instancia, dar la estimacién de los efectos

de multiple scattering sin considerar la capa inferior. Ademds, el campo complementario
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es particularmente importante para rugosidades grandes, que es un régimen lejano al que
estamos trabajando (s = 0,01m, [ = 0,1m).

(K)

A partir del coeficiente op completo del AIEM y del coeficiente o del campo de

Kirchhoff, se puede estimar la contribucion del campo complementario de la siguiente manera:

oo = 10log [PK + Prco + Pc] , O‘(K) = 10log Pk
100,10’0 — PK + PKC + PC , 100710—(76) _ PK

= Pxc + Po = Py (100710’0—”(“) _ 1) (5.1)

En este apartado, nuestro interés es ver cuanto aporta al backscattering la inclusién de
una capa saturada (ea = 20) debajo de la superficie rugosa (e; = 4), y cémo depende con
la distancia de ésta capa a la superficie. Para ello graficamos o¢(6s) para D = A\, D = 2},
D =3Xy D = 4)\. La contribucién del campo complementario la estimamos usando el modelo

AIEM con €; = 4. Ademas, graficamos la seccién eficaz del AIEM para el suelo seco y el suelo

’
himedo.
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Figura 5.6: Coeficiente O'%H biestético: modelo de capas vs. AIEM (0 = 40°, €] = 4, €2 = 20,
A = 25cm).
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Figura 5.7: Coeficiente U%V biestédtico: modelo de capas vs. AIEM (6 = 40°, ¢; = 4, €2 = 20,
A = 25cm).

Los resultados son los esperados: la capa inferior incrementa el valor de la seccién eficaz
en casi todo el rango de 05, salvo para las proximidades del nadir (6s = 0), en donde para
D > 2) no se observan ganancias en los dos canales. Ademas, para todas las distancias que son
menores a la longitud de onda, el modelo de capas aumenta la seccién eficaz en la condicién
de backscattering, ya que en todos los casos Oegpas(€1 = 4, €2 = 20) > oarpm(er = 20). Por
otro lado, en el limite D ~ 4\, el modelo de capas coincide con el AIEM en todo el rango de

valores para 6.

Globalmente, la inclusién de una capa subterrdnea saturada genera una dependencia
mas suave con la longitud de onda, con un decaimiento menor cuanto mas cercana esta la

capa de la superficie.

5.4. Comportamiento del cociente p = HH/VV

En la introduccion, hicimos hincapié en el rol fundamental de los modelos de scattering
para las aplicaciones operativas. Este rol es particularmente importante en los esquemas de

retrieval basados en inferencia Bayesiana [46, 47], que utilizan de manera explicita el modelo
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directo para calcular el likelihood. Sin embargo, la gran ventaja de los esquemas Bayesianos
(utilizar un modelo riguroso para modelar la fisica que vincula las caracteristicas geométricas
del suelo con sus caracteristicas de scattering), se convierte en un limitante decisivo si el
modelo no ajusta bien a las observaciones. En este sentido, es muy importante trabajar con
modelos de scattering que estén satisfactoriamente validados con observaciones a campo.
Esta validaciéon es raramente posible, y en general existen pocas campanas con datos en
simultaneo. Entonces, es en el contexto del retrieval de humedad del suelo donde es posible
evaluar los modelos directos. Para evaluar el impacto de la calidad del modelo de scattering

en el retrieval, es necesario detallar conceptualmente un esquema de inversion Bayesiana.

5.4.1. Esquema de inversiéon Bayesiana

El problema inverso consiste en determinar una serie de variables biofisicas de interés
a partir de una variable fisica medida. En Teledeteccién de microondas, el problema inverso
consiste en determinar parametros del blanco a partir de datos SAR. En general, esta depen-
dencia de la variable fisica medida con la variable de interés no es trivial, lo que conlleva la

necesidad de plantear un modelo de inversion.

El enfoque Bayesiano se basa en el caso multivariado del Teorema de Bayes. Dadas tres
variables aleatorias Z1, Zs, Z3, cada una funcién de la humedad del suelo m,, y de la rugosidad
normalizada ks. Se permite que cada ag dependa de cierto nimero de pardmetros (longitud de
correlacién, angulo de incidencia, textura del suelo, otros). Cada Z; representa eventualmente
una imagen SAR para las distintas polarizaciones (agh, a?w y 02,) adquiridas en una misma
pasada sobre un mismo blanco. La distribucion conjunta de las variables biofisicas m, y ks

se obtiene del teorema de Bayes

Pz, 7,75(21, 22, 23|mey, ks) Py, ks (Mo, ks)
Pz, 2,2,(21, 22, 23)

P(my, ks|z1, 22, 23) = , (5.2)

donde Py, (zj|m, ks) es la distribucién de los Z; conocidos mv y ks (llamada verosimil-
itud o likelihood), Pyry ixs(m, ks) es la distribucién conjunta de informacién previa (prior) y
Pz(z) (evidencia) es una constante positiva cuya finalidad es hacer que P(m ks|z;) (posterior)

sea una probabilidad condicional.

El likelihood es una medida del grado de compatibilidad o verosimilitud entre una
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cierta medicién SAR y un cierto conjunto de parametros del suelo, restringido al modelo
directo considerado. A mayor valor del likelihood, méas probable es que la medicién SAR
provenga de aquella combinacién particular de pardmetros del suelo. El likelihoood toma
en cuenta el modelo directo al igual que el modelo para el ruido speckle. La dispersion del
likelihood es consecuencia de la incerteza en los parametros del suelo y del ruido speckle. El
prior involucra toda la informacién previa disponible sobre los pardmetros del terreno. Puede
estar disponible a partir de registros histéricos, estimaciones de otros sensores, mediciones
en el terreno y/o informacién contextual. El posterior se interpreta como la probabilidad
(condicional) de medir cierto conjunto de pardmetros my (o €) y ks dada una medicién de
coeficientes de retrodispersion Z1, Z2, Z3 (por ejemplo HH, VV y HV). Conocidos el likelihood
y el prior, el posterior se calcula sencillamente multiplicando dichas distribuciones punto a

punto.

Una vez evaluado el posterior, es posible obtener diversos estimadores Bayesianos de

my 0 ks. Por ejemplo:

. m,f}wedw: media
» mMAP: maximo a posteriori.

La media es aquel valor de m,, que deja a ambos lados la misma area en la distribucién

posterior, es decir:

v

mMedia — / My P(my, ks|z1, 22, 23)dm,dks. (5.3)
D
El error en la estimacién de la media se obtiene a partir del desvio estdndar de (5.3):

std(mMedia)? // mMediaN2 P, ks|zy, 22, 23)dmaydks. (5.4)

Siempre que la funcién de densidad condicional 5.2 sea exacta, el estimador Bayesiano

no sesgado éptimo de m, que posee la varianza minima es la media de 5.2 [48].

5.4.2. Ejemplo de inversion de datos SAR usando el ATEM: Radarsat-2

Con el fin de analizar un caso vinculado a las necesidades reales de un algoritmo de re-

trieval, es relevante analizar la campana de Radarsat-2 de Casselman, Ontario, Canada (45° 22'N
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75° 56" O). Esta drea es una zona agricola. Una gama de texturas de suelo se encuentran a
lo largo del sitio, incluyendo suelos franco limosos, arenosos y arcillosos. Los campos en esta
region de Canadd en general tienden a ser pequenos en tamano (15 hectdreas en promedio).
Los métodos de labranza varian a lo largo del area de estudio, desde labranza de otono y
sembrado (sin labranza de primavera) a labranza minima o convencional en primavera. Las
mediciones de humedad del suelo y de rugosidad superficial se tomaron en multiples sitios
de muestreo, los cuales se definieron en zonas homogéneas dentro de los campos, con varia-
ciones minimas en el tipo de suelo, pendiente, y cobertura de residuos vegetales (rastrojo).
Cada sitio de muestreo se definid sobre un area de 120 x 120m. En cada sitio de muestreo las
mediciones se llevaron a cabo en una cuadricula regular de 16 puntos de muestreo con cada
punto distanciado 30 m de sus vecinos. Se tomaron de 3 a 4 réplicas de lecturas de humedad
del suelo por punto de muestreo resultando en 48-64 mediciones de humedad por sitio de
muestreo. Coincidente con las adquisiciones SAR (dentro de un plazo de cuatro horas) se
midi6 la humedad superficial del suelo empleando una sonda Theta Probe. Esta sonda mide
la humedad volumétrica del suelo en los 6 cm superiores del perfil del suelo. Simultaneamente

se midio6 la rugosidad del suelo con un perfilémetro de agujas.

Sensibilidad de qu al ATEM

La Figura 5.8 muestra la sensibilidad de los datos de la campana Casselman con respecto

a la humedad y rugosidad, superpuestos con las predicciones del ATEM [1].

Se puede notar claramente que el ajuste entre modelos y observaciones es bastante pero.
Los datos reales parecen ser siempre mayores a las predicciones del AIEM. En particular, el
ajuste empeora para valores bajos de rugosidad, donde el scattering de un suelo con humedad

media (e ~ 10) deberia ser menor al observado [1].

Inversion

A continuacién presentamos los resultados de la inversiéon usando como modelo directo
el ATEM. Se observa una tendencia tanto hacia la subestimacién como a la sobrestimacién,

con errores RMSE ~ 0,1 y correlaciones ~ 0,44.
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rugosidad 0 o aps rugosidad ] ' '0

Figura 5.8: Datos del Radarsat-2 en funcién de la rugosidad y permitividad dieléctrica (eps),

superpuesto con las predicciones del AIEM.
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Figura 5.9: Estimacion de la humedad del suelo usando el método de inversion directa de

AIEM a partir de los datos de la campana Casselman.
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Si bien es ruidosa, la estructura de estos datos es caracteristica de muchos de los anali-
sis actuales de experimentos en condiciones reales. La varianza de la humedad del suelo a
campo es importante, debido a la diversidad de condiciones del suelo encontradas. Asimismo,
los errores en la estimacion también son mayores que en el caso del scatterémetro, ya que
se estd intentando estimar el valor medio de las variables de las que depende el scattering
(humedad y rugosidad) de una parcela grande (~ decenas de hectdreas), con una decena
de mediciones. Esta varianza en los parametros auxiliares se propaga necesariamente a la
estimacién con el sistema SAR. Sin embargo, al igual que en el caso de los datos de scat-
terometro, los datos presentan una estructura de tipo wertical, con mucha maés varianza en
la estimacién que en los datos in situ. Més aun, el rango dindmico de la humedad del suelo
estimada es grande como el rango dindmico posible de la humedad del suelo, cuando en la
realidad sabemos que en la mayoria de los parcelas en el terreno los valores de humedad del

suelo estaban confinados al rango 0.15-0.35 g/g.

Inversién: predicciéon del modelo de capas

Estos resultados pueden interpretarse en términos de falencias del modelo de scattering.
En particular, la mayor varianza en los pardmetros estimados (Figura 5.9), en conjunto con las
discrepancias entre modelo y observaciones (Figura 5.8), sugieren que existen caracteristicas
del suelo que no se estan considerando que afectan el backscattering. Entre ellas, la mas
sugerente es la estudiada en este Capitulo; la existencia de una capa de suelo saturada,
localizada a una profundidad D debajo de la superficie. Los efectos de ésta en funcién de € y

D se muestran el las Figuras 5.10 y 5.11.
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Figura 5.10: Indice P en funcién de € para distintos valores de la distancia entre capas

(0 = 40°, e2 = 20, A = 25cm).
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Figura 5.11: Indice P en funcién de la distancia entre capas para distintos valores de €

(0 = 40°, e2 = 20, A = 25cm).

Como vimos previamente, tanto la variacién de la humedad de la capa saturada como
su distancia a la superficie afectan el backscattering. Sin embargo, estas figuras muestran que

no solamente afectan la potencia total, sino que afectan de manera diferente a las distintas
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polarizaciones. El cociente p = HH/V'V | que suele utilizarse como indicador de humedad del
suelo, se ve fuertemente afectado por la presencia de la capa himeda cuando D < 2\. Como
discutimos previamente, si bien este comportamiento fuertemente oscilatorio es caracteristico
de aproximaciones que quizd no se cumplan perfectamente en la practica, es esperable que
p sea funcion de D. En este contexto, gran parte de la varianza observada en la Figura 5.9

podria explicarse asumiendo que existe esta capa saturada debajo de la superficie.

Calibracién de un modelo de scattering

En este contexto, es interesante estudiar qué seria necesario para validar este nuevo
modelo. El proceso de desarrollo y validacion de un modelo de scattering es necesariamente
una tarea iterativa. Se plantea un modelo M basado en alguna aproximacién fisica que de-
pende de un conjunto de caracteristicas del suelo relevantes al backscattering S, se miden
esos pardmetros en el terreno en simultdneo con la medicién de un instrumento O (un scat-
terometro o un SAR) y se comparan las observaciones con las predicciones. Las discrepancias

entre observaciones y predicciones se asocian a:

= errores en la medicién de S,

= errores en la medicion de O

= y errores en las aproximaciones del modelo M.

Los dos primeros tipos de errores son instrumentales, y pueden evaluarse y reducirse
en condiciones controladas (por ejemplo, usando un scatterometro en una torre). Por el
contrario, los errores asociados a la aproximacién fisica son mas complejos de caracterizar, y
pueden incluir fallas en el modelado de algin elemento de S, o el hecho de haber ignorado
alguna caracteristica del suelo que afecte de manera relevante el backscattering. En este ultimo
caso, es muchas veces necesario desarrollar un nuevo modelo M’, que tome en cuenta estas
caracteristicas incluyéndolos entre la caracteristicas del suelo relevantes al backscattering S’
y repetir el proceso de validacion. Entonces, una vez planteado este modelo, es relevante
comenzar a disenar experimentos de campo que midan las nuevas entradas del modelo (g2 y

D) en simultaneo con el coeficiente de backscattering.
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5.5. Emisividad de un medio estratificado

Por tdltimo, es interesante explorar un subproducto interesante de desarrollar un mod-
elo de scattering riguroso. Si el modelo genera una estimacion del coeficiente de scattering
biestatico, siempre es posible estimar la emisividad del medio. Esto es relevante, ya que los pro-
ductos humedad del suelo més exitosos a escala regional para aplicaciones agro-meteorolégicas
(tamano de pixel ~ 25Km x 25Km) estan basados en observaciones de la emisividad de la
superficie terrestre en las longitudes de onda de las microondas. Por ejemplo, cabe mencionar
el producto a desarrollarse para el instrumento Aquarius en la misién SAC-D. Estos pro-
ductos estan basados en la evidencia experimental que apunta a que la emisividad de un
suelo desnudo disminuye ante aumentos de la humedad volumétrica del suelo. Més aun, la
emisividad en el canal H (&, campo eléctrico siempre paralelo a la superficie) disminuye més
rapidamente que la emisividad en el canal V (&,, campo eléctrico perpendicular). Por ende,

el indice de polarizacién PI [definido como 2 ?;‘g’b], que es el indicador tipico utilizado para

estimar humedad del suelo a partir de observaciones de radiémetros, aumenta ante aumentos
de humedad del suelo. Actualmente, todos los productos operativos de humedad del suelo

(AMSR-E NASA, AMSR-E LPRM, SMOS LPRM) se basan en este principio.

Desde el punto de vista fisico, esto puede explicarse a partir de un aumento en la
reflectividad de la superficie vinculado a un aumento en la constante dieléctrica (el coeficiente
Fresnel aumenta con la constante dieléctrica). Asimismo, el comportamiento con el angulo
de incidencia puede explicarse a primer orden utilizando la aproximacién de Kirchhoff. Sin
embargo, un suelo de agricultura no puede considerarse plano, inclusive para A = 25cm. Por
ende, la dependencia con la constante dieléctrica y el angulo de incidencia es mas compleja
que la esperada. Ademads, la emisividad de capas interiores del suelo, dispersada dentro del

mismo, aporta también a la energia medida.

Para evaluar de manera cuantitativa estos fenémenos, es necesario desarrollar un mod-
elo de la emisividad de suelos de agricultura. Considerando que la energia medida por el radar
es la dispersada por la superficie més la emitida por la misma (comportamiento radiativo),

podemos escribir lo siguiente:

Es E,
Ei=FE;,+ FE 1l=—+ — .
t s+ a 7 Et+Et (55)
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donde Es/Et es la reflectividad total del medio y Ea/FEt su emisividad.

Es posible calcular la emisividad de un medio a partir de su coeficiente ¢°. Es importante
recalcar que esa expresion supone que el medio no tiene pérdidas (Im(e) = 0), lo cual es una
aproximacién razonable en microondas. La reflectividad total del medio Es/Et es la integral
sobre todo el semi-espacio superior de la seccién eficaz de la superficie. Entonces, la emisividad

puede escribirse como [14, 15],

E,0, 2 &) =1 — 4i // d0,dds 0o (0, b0, A, €) (5.6)
™

Para el caso de nuestro modelo de capas, esta integral se calcula a partir de la expresién
(4.56). A partir de este formalismo, es posible derivar una expresién para la emisividad en
microondas de suelos de agricultura con una estructura geométrica y dieléctrica compleja. El
unico requerimiento extra para que esta derivacion sea valida es que la varianza del perfil del

suelo sea, mucho menor que la separacion entre capas, s < D.

A modo de ejemplo, los coeficientes de emisividad para cada canal muestran el siguiente
comportamiento en funcién de la distancia media entre las capas (D) para condiciones tipicas

de suelos de agricultura.

Emisividad en funcién de la distancia entre las supetficies
! T T T T T T T T

099 — =

A A A A :

087 =

Emisividad
o
g
o

canal HH
canal ¥y
valor medio canal HH
— valer medie canal VW

ot

0g 1 1 1 1 1 1 I 1 L
a 0.05 a1 015 02 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

d (distancia mediaentre supetficies)

Figura 5.12: Emisividad para los canales copolarizados en el modelo de capas.
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De la figura se pueden desprender varias conclusiones relevantes a la estimacién de la

humedad del suelo desde el espacio.

= La emisividad para ambas polarizaciones esta acotada al rango 0 < £ < 1. Esto es muy
importante, ya que corresponde al rango fisico de la variable medida. Que la integral del
coeficiente o este acotada es otra prueba de que el formalismo desarrollado en esta tesis
cumple el principio de conservacion de la energia, ya que la derivaciéon independiente
de Es/Et estd también en el rango 0 — 1. En ultima instancia, esto se debe a que este

formalismo esta basado en el principio de Huygens para calcular el campo dispersado.

= La emisividad en ambas polarizaciones presenta un comportamiento ondulatorio, car-
acteristico de los patrones de interferencia coherente entre dos planos. Sin embargo, es
relevante notar que estos patrones raramente se observan en la realidad, ya que ningu-
na de las dos interfaces se compone de planos perfectos a la escala de un radiémetro
(25Km x 25Km). Sin embargo, las simulaciones muestran que los valores medios de

ambas emisividades si dependen fuertemente de D.

= Los valores iniciales de &, y &, son significativamente distintos a los correspondientes
a un medio sin capa inferior (D — o0). Esto implica que la existencia de un estrato de
suelo mas himedo debajo de un suelo seco tiene un efecto sustancial en la emisividad

observada para D < A.

= ]la emisividad en ambos canales recupera los resultados usuales cuando la distancia entre
las capas se hace mucho maés grande que la longitud de onda incidente. Esto es, cuando

la segunda interface entre ambos medios esta suficientemente lejos (A > D).
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Figura 5.13: Indice de polarizacién simulado de un arreglo de dos capas en funcién de D, con

€2 = 20.

Por dltimo, el indice de polarizacién PI, que es el indicador tipico utilizado para es-
timar humedad del suelo a partir de observaciones de radiémetros, resulta funcién de las
caracteristicas y posicién de la capa inferior. En particular, para €, fijo (humedad del estrato
de suelo saturado) y D ~ A, las simulaciones del modelo desarrollado predicen que el PI es
inversamente proporcional a D. En otras palabras, los productos humedad del suelo basados
en datos de radidmetros que utilicen modelos que asuman una unica capa, confundirdn un
aumento en la humedad superficial del suelo con una disminucién en la distancia al estrato

de suelo saturado.



Resultados del modelo de capas - implicancias para la estimacién de humedad
122 del suelo a partir de datos de microondas




Dispersion de volumen en medios

aleatorios

El capitulo final de este trabajo estd dedicado a resolver la dispersiéon que produce un
medio no homogéneo ubicado debajo de la superficie aleatoria. En los Capitulos 4 y 5 hemos
estudiado cudles son los efectos que produce la inclusién de una capa plana debajo de la
superficie que ilumina el satélite. En ese problema, consideramos que tanto el medio que se
encuentra entre las dos superficies como el que esta debajo de la segunda son homogéneos,

descriptos cada uno por sus respectivas constantes dieléctricas.

Para hacer mas realista el modelo de scattering, el siguiente paso es considerar que
debajo de la superficie aleatoria se encuentra un medio semi-infinito (no hay una segunda
interface) pero el mismo no tiene una permitividad eléctrica constante, sino que presenta
fluctuaciones. La motivacion de este problema estd basada en que en los medios reales se
encuentran inhomogeneidades debidas a burbujas de aire y agua presentes en las capas sub-

terraneas.

En este capitulo nos proponemos resolver este problema escribiéndolo desde una per-
spectiva basada en la Teorfa estocéstica de campos [40, 49, 50, 51]. Para ello primero haremos
una correspondencia entre la expansién diagramadtica [9, 52, 53, 54, 55, 56], con una teoria de
campos estocdstica basada en la formulacién de integrales de camino [57, 58, 59, 60]. Luego,
usaremos esta tultima técnica para resolver de manera mas eficiente el problema de scatter-
ing, haciendo uso de la expansiéon de diagramas irreducibles de dos particulas (2 particle

irreducible, 2PI) [40, 43].

A continuacion describiremos brevemente la expansién diagramética, dando las aprox-
imaciones que se utilizan para resolver a orden mas bajo el problema de scattering. Luego,
expondremos la formulacion funcional para calcular valores medios y funciones de correlacién

de un campo estocdastico, dando una breve descripcién de la accién efectiva 2PI. Con estas
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herramientas calcularemos el campo dispersado por el medio aleatorio y mostraremos que,
al mismo orden perturbativo, el método funcional da resultados cualitativamente distintos a

los obtenidos con la primer presentacion del problema.

6.1. Expansion diagramatica para el campo medio

Al igual que en el problema de scattering superficial, el cual describimos en el Capitulo
2, en el caso de medios inhomogéneos no se puede dar una soluciéon cerrada para el campo
dispersado. La estrategia para resolver la dispersion EM es escribir una serie perturbativa en
donde los términos de mayor orden vayan dando cuenta de los distintos niveles de scattering
que adquiere la onda incidente en el medio. Este tipo de formulacién se conoce como ecuacién
de Dyson [9, 40, 41, 43, 49, 50, 51]. Esta ecuacién ya la hemos escrito en el Capitulo 2; la
ecuacién (2.29) que da el campo dispersado por la superficie aleatoria es la ecuacién de Dyson
del problema. En ese caso era posible dar una serie para el propio campo, tomando como
resultado bésico la aproximacién de plano tangente. En el problema que resolveremos en
estos Capitulos finales no es posible dar una ecuaciéon para el campo mismo, sino que el
problema requiere resolver la ecuacién de Dyson para la funcién de Green del campo, lo cual
aumenta el grado de complejidad del problema. El resultado basico que usaremos, andlogo a
la aproximacion de Kirchhoff del Capitulo 2, es la funciéon de Green en el espacio homogéneo,

la cual se puede calcular analiticamente.

Nuestro objetivo en esta parte del trabajo es resolver las ecuaciones de Maxwell en
donde la permitividad dieléctrica no es constante sino que es una variable aleatoria. La nat-
uraleza estocastica viene dada porque la distribucién de burbujas de aire y agua que se
encuentran en las capas subterraneas es totalmente azarosa. Por lo tanto, la manera de de-
scribir ese proceso es definir un medio dieléctrico con una permitividad dieléctrica compuesta
de dos términos: valor medio més fluctuaciones; ademés, para caracterizar completamente
al medio, es necesario dar la densidad de probabilidad y la funcién de correlacion de las

fluctuaciones.
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6.1.1. Ecuaciones para el campo medio

La formulaciéon del problema puede darse escribiendo la ecuacién dindmica para el
campo eléctrico en el medio ¢ dar la ecuacion para la funcién de Green y luego si escribir el

campo eléctrico a partir de ella.

La ecuacién que verifica la funcién de Green (G(r,r’)) es la siguiente:

V x V x G(r,ry) — w’neG(r,ro) = 6(r — o)l

V XV x G(r,ry) —w?n < e> G(r,r9) = 6(r —ro)I + Q(r)G(r, o) (6.1)

donde escribimos a la permitividad eléctrica como la suma de su valor medio y una
parte fluctuante: €(r) =< € > +e(r) y definimos Q(r) = w?ue(r).
La solucién a G puede ser dada de manera integral, procediendo exactamente como lo

hicimos para hallar la ecuacién (2.29). Formalmente, la solucién a (6.1) es

(r,rg) = Go(r, ro) + /dr1 Go(r, rl)Q(rl)é(rl,ro)

Qi

G(r,ro) = G(r, o) + /dr1 GO(r,r1)Q(r1)G%(r1, o)

+/dr1 dry GO(r,11)Q(r1)Q(r2)G(re, rg) + - - - (6.2)

Esta ecuacién tiene la misma estructura que la ecuacién (2.29). Hay un término de
orden cero, que en este caso representa la propagacién de una onda esférica en un medio
homogéneo en donde no hay dispersién, luego hay un término que considera solo un proceso

dispersivo; el término n — esimo dard cuenta de una dispersiéon con n procesos.

El campo dispersado se escribe, usando la funciéon de Green, como:

Ey(r) = /dr/ G(r',r)Q(r)E(x) (6.3)

El fin que buscamos es calcular el coeficiente de retrodispersién o?, el cual es propor-
cional a la potencia incoherente dispersada por el medio. Esto requiere calcular valores medios

del campo y del cuadrado del campo dispersado. En la formulacién que estamos llevando a
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cabo, se traduce en calcular valores medios de la funciéon de Green y del producto entre dos de

ellas. Por lo tanto, lo que debemos calcular se puede resumir en las siguientes dos ecuaciones:

s Valor medio de la funcién de Green

< G(r,ro) >= G%r,1) + /dr1 dry GO(r,11)GO(r1,12)GO(r2, 10) < Q(r1)Q(rs) >

+ / dry dry drs dry éo(r, r1)GO(ry, rg)éo(rg, r3)GO(r3, r4)éo(r4, ro)
[< Qr1)Q(r2) >< Q(r3)Q(rs) > + < Q(r1)Q(r3) >< Q(rz)Q(rs) >
+ < Qr1)Q(rs) >< Q(r2)Q(rz) >] +- - (6.4)

en donde asumimos que las fluctuaciones Q(r) tienen una estadistica gaussiana con

media cero, y en consecuencia valores medios con un ntmero impar de fluctuaciones se anulan.

= Valor medio del producto de dos funciones de Green

< G(r,r0)G* (v, 1)) >= G'r,r0)G (', 1)

+50(r,ro)/dr’1 dry GO (r', 1)) G (r, 1) G™ (v, 1) < Q*(x})Q"(r}) >

—|—G0*(r',r6)/dr1 drs éO(I‘,I‘l)GO(I‘l,rg)éo(rg,l‘o) < Q(r1)Q(r2) > +--- (6.5)

Para resolver estos valores medios vamos a usar las siguientes aproximaciones: en (6.4),
llamada ecuacién de Dyson, usaremos la aproximacién bilocal y la aproximacién no lineal [9]
para sumar las distintas contribuciones de los valores medios < Q(r1)Q(r2) >. En la ecuacién
(6.5), conocida como ecuacién de Bethe-Salpeter, usaremos la aproximacion escalera (o ladder
approximation) para retener los primeros términos no nulos de la misma. Ademads, con cada
aproximacion daremos la expansién diagramatica correspondiente, con el objetivo final de
comparar estos diagramas con los calculados usando la técnica 2PI y ver cudl de las dos
expansiones es mas eficiente, en el sentido de que al mismo orden perturbativo, se tengan en

cuenta mas procesos fisicos debidos a la interaccién con el medio aleatorio.

Si bien las ecuaciones del problema eléctrico tienen caracter vectorial, para estudiar

cémo funcionan las aproxiamciones descriptas arriba pasaremos a trabajar con el problema
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escalar (o acustico), en donde la ecuacién fundamental para el campo fisico ®(r) es la de
Helmholtz: (V2 4+ Q?)® = 0, donde V? representa el operador diferencial que actiia sobre el
campo. En lo que resta del capitulo trabajermos con la variable ® y los puntos espaciales

seran notados con z simplemente.

6.1.2. Operador de masa

La ecuacién (6.4) es una serie perturbativa que se basa en expandir la funcién de Green
real del problema en potencias de dos cantidades fundamentales: la funciéon de Green en el
espacio libre (G(9)) y los valores de expectacién de la fluctuacién Q(r). Es usual, y conveniente,
representar este tipo de ecuaciéon a través de diagramas de Feynman. Vamos a introducir la

siguiente correspondencia entre cantidades matemaéticas y diagramas:

= funcién de Green libre: GO (z,y) = X——————— ¥,
= valor medio de la funcién de Green: (G(z,y)) = X*————— Y
» correlacién para las inhomogeneidades: C(z,y) = (Q(z)Q(y)) = X y

Ademsds, un punto de la forma e indica que se debe integrar sobre esa posicién en el

espacio. Por ejemplo, el diagrama correspondiente a

/ dy dz GO(z, ) GO (y, 2)(QW)Q()NG (2. 2))

es

Usando la representacién diagramética, la ecuacién 6.4 se puede reescribir de la sigu-
iente manera:
Con este tipo de representacion se puede observar que en la ecuacién de Dyson hay dos

tipos de términos bien definidos:

1. los que no se pueden obtener de diagramas més simples cortando sélo una linea corre-

spondiente a la funcién de Green libre (G());
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_ L S o S,

Figura 6.1: Representacién diagramatica de la ecuacion de Dyson para la funcion de Green.

2. los que resultan del producto de diagramas anteriores.

Ejemplos del primer tipo de diagramas son los que aparecen en segundo, cuarto y quinto
lugar en la figura 6.1, los cuales son llamados diagramas irreducibles de una particula (1PI).
Los diagramas reducibles o factorizables (que no son 1PI) son como el tercer diagrama de la
serie, el cual es un producto del segundo diagrama, y por lo tanto puede ser reducido cortando

una linea de la funcién de Green libre.

ot o, ST

Figura 6.2: Diagramas de una particula, reducible e irreducible respectivamente

Dado que los diagramas que no son 1PI se pueden obtener de los que si lo son, es
util definir un operador que contenga a todos los diagramas irreducibles, ya que a partir de
productos sucesivos se pueden obtener todos los diagramas no 1PI. El operador de masa (Q,
®) se define entonces como el operador que contiene a todos los diagramas que no se pueden

reducir cortando una linea de la funcién G(9). Su representacién diagramética es la siguiente:

Figura 6.3: Definicién del operador de masa.

A partir del operador de masa podemos obtener el diagrama no 1PI que usamos como
ejemplo mas arriba. Dado que el primer término de Q es C(ry,r9)G((ry,ra) el primer

diagrama reducible se obtiene multiplicando dos veces el diagrama anterior.
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La principal utilidad que tiene el operador de masa es que permite reescribir la ecuacién

de Dyson de una manera compacta:

(G(r,x0)) = G°(r,0) +/dr'1 drly G (r,¥}) Q(r}, r5) (G (rh, o)) (6.6)

o diagraméticamente como

=—+4®:

Figura 6.4: Ecuacion de Dyson escrita en términos del operador de masa.

Dado que el operador Q(rj,r2) es la suma de todos los diagramas 1PI no se puede dar
una expresién cerrada para él. Resulta necesario entonces contar con alguna aproximacion

para poder calcularlo explicitamente.

La aproximacién més sencilla que se puede dar es la bilocal, la cual define al operador

de masa como

Q(r1,1r2) ~ C(r1 — 12)G (r1,12) (6.7)

donde C(r; — ra) es la funcién de correlacion que caracteriza a las fluctuaciones en el

medio aleatorio.

Lo que implica que

(G(r,r0)) ~ G(r,ro) + / dry drhGO(r, ) GO (v, 1h)O(r] — rh)(G(rh,r0))  (6.8)

A pesar de que la aproximacion bilocal es la mas simple que se puede dar, la ecuacién de
Dyson sigue siendo una ecuacién integral, ya que la funcién de Green real del problema aparece
en ambos lados de la igualdad. Este comportamiento serd general: sin importar qué tipo
de aproximacién se haga sobre el operador de masa, la ecuacién para la funcién de Green
estard dada siempre de manera integral. Lo que permitiran las diferentes aproximaciones
hechas sobre Q es sumar de manera sistemédtica distintos tipos de diagramas. Cuanto maés
compleja sea la expresion dada para el operador de masa, més diagramas serdn sumados en

la ecuacion de Dyson.
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Una de las restricciones que impone la aproximacion bilocal es que la varianza que
caracteriza a las fluctuaciones del medio aleatorio sea chica [9]. Fisicamente significa que
la permitividad dieléctrica de las burbujas no difiera mucho del medio material en el cual
estan inmersas. Esto es una gran limitaciéon ya que en los casos reales las fluctuaciones y el
medio material de fondo pueden tener permitividades dieléctricas muy distintas. Por ejemplo,
para un suelo hiimedo, la constante dieléctrica puede ser veinte veces mas grande que la

permitividad del aire.

Una manera de mejorar la aproximacion no lineal es redefinir al operador de masa
usando una aproximacién que dependa de la funcién de Green del problema real. Esta aprox-
imacién es no lineal, ya que como veremos a continuacién, la ecuacién integral para el valor

medio de G(r,rg) tendrd un término con el producto de dos funciones de Green.

6.1.3. Aproximacién no lineal

A través del operador de masa, el valor medio para la funcién de Green quedé escrito
de manera compacta en la ecuacién (6.6). Esta ecuacion contiene todos los diagramas 1PI, a
partir de los cuales se pueden reobtener todos los diagramas que no son 1PI. Los diagramas

1PTI pueden, a su vez, ser distinguidos en dos tipos:

1. aquellos que quedan encerrados por una linea de la funcién de correlaciéon y no tienen

lineas internas cruzadas;

2. los que tienen lineas cruzadas de la funcién de correlacion.

ST g,

Figura 6.5: Diagramas sin y con linea interna cruzada, respectivamente.

El segundo tipo de diagrama puede ser obtenido a partir del primero. Esto sugiere
definir un nuevo operador. Asi como definimos el operador de masa (que contiene sélo los
diagramas 1PI) para dar todos los diagramas que estdn presentes en la ecuacién de Dyson,

podemos dar un nuevo operador, que llamaremos operador de masa renormalizado, que solo
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contiene los diagramas 1PI que no posean lineas cruzadas de la funcién de correlacion. Este
operador se define usando la funciéon de Green del problema real y no a través de la funcién

libre G usada en el primer caso.

El operador de masa que utilizamos en (6.6) se puede reescribir como

S sk Aol A T

Figura 6.6: Operador de masa renormalizado.

Orn = (Q(r1)Q(r2)) (G(r1,12)) (6.9)

La aproximacién no lineal se reduce a tomar sélo el primer término de esta serie. La

ecuacién de Dyson queda reescrita como

= +

Figura 6.7: Ecuacion de Dyson usando la aproximacién no lineal.

(G(r,0)) = G (r,x0) + /drl dry GO (r,11) (Q(r1)Q(r2)) (G(r1,12)) (G(ra,10))  (6.10)

En esta ecuacién se aprecia el cardcter no lineal de la aproximacién. Al redefinir el
operador de masa con aquellos diagramas 1PI que no tienen lineas internas cruzadas, la
ecuacién integral para la funcion de Green quedd con un término que es el producto de la

propia funcién incégnita del problema.

6.1.4. Aproximacion escalera (ladder approximation)

El calculo de la potencia incoherente dispersada por el medio aleatorio involucra conocer
tanto el campo medio dispersado como el valor medio del cuadrado del campo. Respectiva-

mente, estas cantidades vienen dadas por las ecuaciones (6.4) y (6.5). Ya mostramos cémo
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trabajar con la primera de estas ecuaciones. Vamos ahora a desarrollar, de manera analoga,

la segunda de ellas.

La ecuaciéon para valor medio del cuadrado del campo dispersado es conocida como la
ecuacién de Bethe-Salpeter (BS) [9]. Es una serie perturbativa basada en la funcién de Green
libre y en la funcién de correlacién de las fluctuaciones. Cortar la expansiéon en un orden
arbitrario puede resultar probleméatico, ya que cuando se calcula la potencia dispersada, si no
se retienen términos del mismo orden tanto en (6.4) como en (6.5), no se puede asegurar la
conservacion de la energia. Ademds, truncar la ecuacién de BS es poco eficiente. Al igual que
lo hecho para trabajar la ecuaciéon de Dyson, se puede definir un operador que resume todos
los diagramas de cierto tipo y, atin trabajando a érdenes bajos en la expansion de (6.5), dar

un resultado para la varianza del campo que provenga de la suma de infinitos diagramas.

Para representar con diagramas el valor medio del producto de dos funciones de Green

es necesario introducir un diagrama para el valor medio del producto de dos funciones G:

BS

(G(r,ro) G*(r',xp)) =

Cuando se toma el valor medio se obtienen términos (o diagramas) que pueden ser

separados en tres tipos de familias:

1. los que sélo involucran funciones de correlacién entre puntos sucesivos del desarrollo de

una séla de las funciones de Green;

2. los que involucran funciones de correlacién entre puntos que provienen del desarrollo

de las distintas funciones de Green, pero cuyas lineas internas no se cruzan;

3. los que tienen lineas cruzadas, ya sea entre puntos de la misma funcién de Green o entre

puntos de las distintas funciones de Green.

Los primeros provienen exclusivamente de (G(r,rp)) y pueden ser representados por

los diagramas desarrollados en la subseccién anterior.
Los segundos pueden ser factorizados cortando dos lineas que correspondan a G(©).

Los terceros son los diagramas fundamentales, los cuales no pueden ser reducidos cor-

tando una sola linea. Los diagramas del segundo tipo se pueden obtener a partir de estos.
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Figura 6.8: Distintos tipos de diagramas presentes en la ecuacién de Bethe-Salpeter.

La suma de todos los diagramas irreducibles definen al operador intensidad (Z). Todos

los diagramas reducibles se obtienen con un producto de este operador.

La estructura para la ecuacién de BS es totalmente andloga a la desarrollada para
la ecuacién de Dyson. Existe un operador (de masa o de intensidad) que suma todos los
diagramas fundamentales y a partir del cual se puede reescribir la ecuacién integral (de

Dyson o de BS). A través del operador intensidad, la ecuacién BS es:

B5 = + I BS

Figura 6.9: Ecuacion de Bethe-Salpeter en términos del operador intensidad.

<G(I‘, I‘o) G* (I'/, I‘6)> = <G(I‘, r0)> <G(I‘/, I'6)>
+/dr1 dry dr) dry (G(r,r1)) (G*(r', 1)) Z(r1,r2; ¥, v5) (G (12, 10) G*(rh, () )(6.11)

Del mismo modo que fue dada una aproximacién para trabajar con el operador de
masa, se debe dar una aproximacién para el operador intensidad. Ambos son la suma de
infinitos diagramas de la ecuaciéon de Dyson o BS, atn asi, cada uno tiene una expansién en
serie de potencias de la funcién de correlacion de las fluctuaciones del medio dieléctrico y de
la funcién de Green del problema real. Para el operador de masa, luego de una redefiniciéon
del mismo, sélo se retuvo el primer término de la serie, dando lugar a la aproximaciéon no
lineal. En el caso del operador intensidad, también se retiene sélo el primer término de la

serie.

I(ry, 2517, 1'2) & 0(ry — 12)6(r) — 1) (Q(r1)Q(r1)) (6.12)
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Esta es la aproximacion escalera o ladder approrimation.

La ecuacién de BS se reduce por lo tanto a

(G(r,r0) G*(x',xp)) = (G(r,ro)) (G*(r',x())

+/dr1 dr’ (G(r,r1)) (G* (v, r))(Q(r1)Q(r1))(G(r1,10) G*(ry,xp))  (6.13)

La ecuacion de Dyson y la ecuacion de BS son exactas. Pero son ecuaciones integrales
que sélo pueden ser resultas usando un esquema perturbativo. Con las aproximaciones hechas
sobre los operadores de masa e intensidad se pueden resolver las dos ecuaciones a orden mas
bajo cada una y de manera tal que, con estas aproximaciones, la energia del sistema se

conserve [9].

6.2. Formulacion funcional para el campo medio

Una manera alternativa para resolver el problema del scattering sobre medios inho-
mogéneos es pensar a la magnitud fisica que quiere ser observada como un campo estocasti-
co. Desde esta perspectiva, los métodos funcionales resultan una herramienta natural para
calcular valores medios del campo y de sus productos [40, 49, 50, 51, 61]. La idea es escribir
un funcional generador que permita derivar los calculos de manera sistematica, de similar a

lo hecho en la Seccién 4.5.

Para un campo estocastico, el funcional generador es la extensién natural de la funcién
de particién usada en mecdnica estadistica [49, 51]. Como introduccién, vamos a describir las
ideas del funcional generador para un campo escalar; la extensién a un campo vectorial luego

serd inmediata.

Consideremos que un campo fisico estocéstico (®(x)) tiene la siguiente ecuacién de
movimiento:
V20(z) — e(x)®(z) = —j(x) (6.14)

en donde e(x) = €+ e(x) es una variable estocéstica y V2 = A — 9y representa el

operador diferencial para la ecuaciéon de ondas. En un medio no dispersivo las derivadas
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temporales se reemplzan por un factor w, ya que el problema general se puede descomponer

en modos de Fourier.

El funcional generador a partir del cual se obtienen los valores medios del campo se

define como [40, 49, 50, 51]

2T (), T ()] = eV @T @] = / DO DB* P[b(x), b* (2/)]e!(T @+ (@) (@)
(6.15)
donde P[®(x), P*(2’)] es la densidad de probabilidad conjunta para los campos ®(x) y
®*(2'). Ademas, el término J(x)®(x) lleva implicito una integracién espacial.
A partir de este funcional, es sencillo ver que los valores medios se obtienen tomando

variaciones respecto a las variables auxiliares J(z) y J*(2'):

@) = W T (6.16)

Para hallar P[®(x), ®*(z’)] consideremos los campos ®[e, j] y su conjugado, los cuales
son solucién de [A + w? — € — €(x)]®(r) = —j(z) para una dada realizacién de £(z). La
probabilidad del campo @ se puede pensar como la probabilidad de que ocurra ®le, j] pesado

por la densidad de probabilidad de e:

Pl®(z), ®(2)] = /De Ple] 6 [© — Pe, 7]] 0 [P* — P[¢, 7] (6.17)

Teniendo en cuenta que ®P[e, j] verifica

(A+w?—e— €(x))Ple, 5] = —J

D ®e, j] + 7 =0, siendo D, = A +w? — & — ¢(x) (6.18)

entonces d [ — P[e, j]] # 0 & & — P[e,j] = 0. Usando (6.18), podemos reescribir la
ultima igualdad como sigue: § [® — P[e, j]] # 0 < DP + j = 0. Las deltas de Dirac cambian
de variables segun [62, 63, 64, 65]:

I[P — Ple, j]] = K6 [DP(z) + j(2)] (6.19)
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donde K = Det(D,) es el Jacobiano del cambio de variables. En rigor, no es un cambio
de variables sino un cambio de funciones; el Jacobiano en este caso es un operador diferencial,
el cual no siempre es posible de calcular. Una manera de evitar este cdlculo es exponenciarlo,

introduciendo nuevos campos auxiliares (£ y 1) [49, 51, 62, 63]:

K = Det(D,) = / DE Dy P (6.20)

Estos nuevos campos auxiliares (7 y ) verifican el adlgebra de Grassman [49, 51]. La
propiedad fundamental de estos campos es que anticonmutan y que permiten escribir un
determinante como una integral gaussiana. En el apéndice D se desarrolla brevemente la

manera de exponenciar un determinante usando las variables de Grassman.

Las deltas de Dirac también pueden ser exponenciadas. Haciendo un andlogo a la
relacion de completitud de la expansién en modos de Fourier para una funcién ordinaria,

las deltas funcionales pueden ser exponenciadas como sigue:

5 [DD + 4] = /Dw* eV (De®+)) (6.21)

Reemplazando esta exponenciacién en la densidad de probabilidad de los campos @,

obtenemos que

Pl (z), B(z')] = / De Dy D KK* Ple] eV De®@H@] " D@45 @] (6.99)

Considerando que el término estocastico € tiene una densidad de probabilidad, gaus-
siana podemos escribir que Ple] = e~ 2€ @0 @a)el=) - qonde C~Y(x,2') es la funcién de
autocorrelacién.

Con los resultados desarrollados hasta aqui podemos finalmente escribir la densidad de

probabilidad para los campos fisicos, la cual resulta

Pl(s), &) = [ DeDyDy* Dy D Dy D" DDy D Df

exp [‘iemc—l(x, x’>e<w’>] exp [1Der] exp [1'Dery]

exp [1)" (De® (@) + j(@))] exp [11) (De®* (') + 5 (2'))] (6.23)
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Ya calculada la densidad de probabilidad de los campos, podemos finalmente escribir
el funcional generador para los mismos. Reemplazando esta iltima ecuacién en (6.15) obten-

€110S:

2T (2), T* ()] = W@ @] =

exp [T (2)®(z) + T*(2')@*(2')] exp —%e(x)C'*l(z‘, a')e(x") | exp [1€Den) exp [1£Derf'|

exp [1) (D P (z) + j(z))] exp [mﬁ* (Deq)*(m’) + ]*(ﬂ:'))] (6.24)

A partir de este funcional generador desarrollaremos una accién 2PI, la cual impone
una restriccién sobre las fluctuaciones de los campos. De manera andloga a la variable J(z),
que estd asociada al valor medio de los campos (ecuacién (6.16)), introduciremos una nueva
variable, 4P (z,2"), que estard asociada al valor medio del producto de los campos. Varia-
ciones del funcional KAB (x,2') darén lugar a las funciones de dos puntos (propagadores de
la teorfa) del tipo (x?(z)x®(z)), en donde x? puede ser cualquiera de los campos que estan
presentes en el funcional generador [40, 43]. La tarea serd ver cudles son las variables K42
que resultan adecuadas para calcular la varianza de los campos fisicos (dados por ®(z) en
este caso) y mostrar por qué y de qué manera, este método funcional resulta méas eficiente
que resolver la ecuacién de Dyson y la ecuacién de Bethe-Salpeter, descriptas ambas en la

Seccién anterior.

En resumen, con la formulacién estadistica del problema, la teoria estocéstica original

resulta equivalente a una teoria de campos definida por el funcional

W T = / Dx* exp [1S[x"]] exp [T (2)@(x) + " (2) 2" (2")] (6.25)

con los campos x? = (e, @, 9%, ®* b, n, &, 1, &), cuya accidn cldsica es

S[) = 5e07 e+ 4" D@ + j] + ¥ [Ded" + ] + €D+ €Def (6.26)

En las siguientes secciones vamos a introducir el nicleo K48 (z,2') que permite cal-

cular los propagadores de la teoria, definiremos los diagramas irreducibles de dos particulas
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(diagramas 2PI) y la accién asociada a ellos; también veremos cudles son las ecuaciones de
movimiento que surgen de esta accion. Finalmente mostraremos que usando estas herramien-
tas, los resultados obtenidos para el valor medio del campo y del cuadrado del campo no sélo
tienen las contribuciones dadas por las aproximaciones no lineal y escalera, sino que ademas

dan contribuciones de orden superior con resultados cualitativamente distintos.

6.3. Correspondencias entre las representaciones

Antes de emplear la formulacién funcional para tratar el problema de dispersion es con-
veniente identificar los operadores definidos en la formulacién diagramatica con las cantidades

usadas en la formulacién funcional.

La ecuacién dindmica que obedece el campo @ es la de Helmholtz:

[A+w?—e(z)]@=—j (6.27)

donde £(x) = €+ €(z) es una variable estocastica con estadistica gaussiana y media
distinta de cero. Asi como separamos la constante dieléctrica en un valor medio y una fluc-

tuacién, podemos hacer la misma divisiéon en el campo fisico, por lo tanto ® = ¢ + ¢, donde

{p) = 0.

Independientemente del esquema perturbativo que se use para resolver el problema, el
sistema fisico presenta una serie de propiedades que pueden ser derivadas de la ecuacién de
movimiento. A continuacién se presentan algunas de estas propiedades.

Para una dada realizacién del ruido (un dado €(z) en (6.27)), la ecuacién de movimiento
es lineal en @ y por lo tanto admite una solucién a través de su correspondiente funcion de

Green:

A+ wr—E—e (2)] Ge (z,y) = =6 (z — y) (6.28)

El campo medio ¢ no estd presente en esta ecuacién, por lo tanto, G, es independiente

de este valor. La solucién formal para el campo fisico es entonces

@ (z) = / dy Ge (z,4) 7 (1) (6.29)
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Tomando el valor de expectacién en la 1ltima ecuacién se obtiene

b(z) = / dy G (z,9)§ (v) (6.30)

donde

G (z,y) = (Ge (z,y)) (6.31)

es independiente de ¢. Es importante remarcar que G(z,y) es el valor medio de la
funcién de Green del problema real. La correspondencia entre el método diagrmatico y el
funcional, para las funciones de Green, es la siguiente: G(z,y) < Gc(z,y), (G(z,y))
G(z,y). La funcién de Green del medio homogéneo, G sigue teniendo la misma expresién

en las dos representaciones.

Tomando el valor de expectacién en (6.28) se obtiene

[A+w?—& G 2,y) = 5 (@ —y) + (e (@) G (2,9)) (6.32)

Esta ecuacién tiene la misma estructura que (6.6). Con el objetivo de identificar cémo
se recupera el operador de masa en la formulacién funcional resulta 1til definir entonces un

operador de auto energia, ¥ (x,y), a partir de la identidad

(e () Ce (2, ) = / 023 (1, 2) G (2,9) (6.33)

Por lo tanto

[A+w? —¢ G (z,y) - /dz Y (2,2)G(z,y) = =6 (z —vy) (6.34)

Ademds, definimos un operador Q (x,y) como

(€ (@) o (2) = / dz Q(z,2) 6 (2) (6.35)

La ecuacién para el campo medio, en términos de Q, es

[A+w®—¢ ¢ (z)— /dz Q(x,2)¢(2) = —j () (6.36)
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Por otro lado, actuando con [A +w?—e— Z] sobre ambos lados de la ecuacién (6.30)

se obtiene lo siguiente:

(A +u?—dé(a)— /dz (@, 2) 6 (2) = —j (2) (6.37)

Entonces, independientemente del esquema usado para resolver las ecuaciones del cam-
po medio, se obtiene que Q = Y. Mas adelante mostraremos que usando la aproximacién no

lineal esta identidad no se cumple.

6.3.1. Energia dispersada

El objetivo principal, tanto en la formulacion diagramética como en la funcional, es
calcular la potencia dispersada por el medio. En la Secciéon 5.1 mostramos que para calcular
esta cantidad es necesario resolver las ecuaciones de Dyson y BS, usando para cada una de

ellas, distintas aproximaciones.

La energia dispersada siempre se puede escribir como

(0 (') @ (2)) = ¢" () ¢ (z) + (p* (2') ¢ () (6.38)

De esta expresién sélo tenemos la ecuacién de movimiento para el campo medio (¢(x),
dada por (6.36)). Para el valor medio del producto de las fluctuaciones del campo todavia
no hemos dado ninguna expresién, ni hemos hecho aproximaciones para calcularlo. Vamos a

definir un operador, Z, de la siguiente manera:

<g0* (m') © (m)> = / dzdZ'dydy' G (z,z) G* (w', z') I [z,y; z’,y'] <<I>* (y') i) (y)> (6.39)

La definicién de este operador tiene que ser compatible con la conservacién de la energia.
Para hallar las condiciones que éste debe cumplir resulta apropiado dar el vector de Poyting

del problema, el cual da el flujo de energia. Este vector es simplemente

J (z,2") = ¢ (2) VG (z,2') — G (z,2") V¢ (2) (6.40)

cuya divergencia es
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VJ (m,x’) =—0 (:c/) 1) (I,ﬂf/) +j(x)G (1:,3:/)—/ d3y Q(x,y) [gf) ()G (y, x/) -G (ﬂ?,ﬂj/) 10) (y)}
(6.41)

Si requerimos que la energia del sistema se conserve, debemos pedir que

O (J*) = —jo" + %0 (6.42)
que es la ecuacién de continuidad (en valor medio) para la corriente de probabilidad J.

Las componentes del vector de Poyting son

/ dzd? dydy’ [G* (x, z') oG (x,2) — G (x,2) O*G* (:L‘, z')] T [z, y; z',y'] <®* (y') o (y)>

(6.43)

Promediando espacialmente la tltima ecuacién, y asumiendo que Q = X, obtenemos

Jax [9i () +ior 70| = [dvay [@° () - Q(0)] (" () 2 )

— /daﬁ / dzdZ dydy’ [G* (w, z’) 0(x,2) — G (x,2)0 (w, z’)] 7 [z, y; 2, y’] <<I>* (y’) i) (y)>
(6.44)

Por lo tanto, para que se verifique la conservacién de la energia (en promedio), los

operadores Q e Z deben satisfacer la siguiente relacion:

oF (y, y’) - Q (y',y) —|—/ dzd? [G* (z,z’) -G (2',2)} 7 [z,y;z',y'] =0 (6.45)

la cual es la identidad de Ward [41].

6.3.2. Aproximaciones no lineal y escalera

Para resolver las ecuaciones de Dyson y Bethe-Salpeter, usamos la aproximacion no
lineal sobre el operador de masa (ecuacién (6.9)) y la aproximacién escalera en el operador

intensidad (ecuacién (6.12)), las cuales son:
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by (x,:r’) =90 (:L',x’) =-C (x,x') G (iL',.TU/) (6.46)

I [z,y;2',y] =C (z,2") 6 (x —y)d (' — ¢/) (6.47)

Para recuperar estas aproximaciones desde la perspectiva funcional podemos aplicar la

férmula de Novikov [66] (dado que € es una variable gaussiana):

(e(x) Ge (x,y)) = /dz C(z,z) <6(26€((5?)y)> (6.48)

Usando esta relacion en (6.28)

[A +w® —&(z) — € Wzd(w—z)Ge(z,y) (6.49)
y como
2clr.y) g” = G (2.2) Ce (2.1) (6.50)

La aproximacién no lineal proviene de asumir que

(G (x,2)Ge (2,y)) = G (x,2) G (2,y) (6.51)

Impuesta esta aproximacién sobre el operador de masa, la aproximacion escalera es la

més simple que se puede usar para verificar la identidad de Ward (ecuacién (6.45)).

6.3.3. Aproximacién no lineal vs teoria completa

Mostramos que en la teoria exacta los operadores de auto energia y de masa son los
mismos. El operador ¥ quedé definido a partir de la ecuacién (6.33). Si aplicamos la aprox-
imacién no lineal al operador de energia, éste toma la expresiéon dada por (6.46). Vamos a
comparar los distintos diagramas dan las dos definiciones del operador de auto energia (o
de masa) y veremos que con la aproximacién no lineal hay diagramas que, al mismo orden

perturbativo, no pueden obtenerse.
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Si se expande la ecuacién (6.33) iterando la funcién de Green G, con la ayuda de la

ecuacién (6.28), se obtiene (a orden tres) la siguiente sucesién

(e(2)Ge(z,9)) Z/dl’l GQ)Q(x1)G (w1, y)

+ / dzy dag des GO (2, 21) GO (21, 29) GO (22, 23) (e(x)e(x1 (o) e(3) ) GO (3, y)

+O(5) + - - (6.52)

Usando que €(x) tiene una estadistica gaussiana, el término con cuatro € puede ser de-
scompuesto como: (e(x)e(xy)e(x2)e(xs)) = (e(x)e(x1))(e(x2)e(xs)) + (e(x)e(z2)) (e(x1)e(x3)) +
(e()e(x3))(e(x1)e(x2)).

La representacion diagramética de esta ecuacién es
(e(2)Ge(z,y)) = Sl TOIOR ik i T CFJ;NAWQE + éj\ﬁ/i

Por otro lado, la expansién diagramética para el operador de auto energia, usando la

aproximacion no lineal, es

S, y) = 0, ) ~ (D)) Gl y) = ST + S8 82, gjﬁl

Comparando las dos representaciones vemos que hay graficos que con la aproximacion

no lineal no se van a poder obtener, sin importar hasta qué orden se itere. Aquellos grafi-
cos que tienen cruzada una linea de la funcién de autocorrelacion quedan excluidos con la
aproximacion no lineal. En las proximas secciones mostraremos cémo, usando los gréficos
2PI al mismo orden de iteracién, estos diagramas si son capturados, haciendo entonces que
este ultimo método sea mas efectivo para resumar los términos de una ecuacion integral (la

ecuacion de Dyson en el caso del operador de masa).

6.4. Ecuaciones a partir de la formulacion funcional

Las ecuaciones dinamicas que siguen el campo medio y los propagadores se obtienen
variando el funcional generador dado por la ecuacién (6.25), el cual depende de la accién
(6.26). La forma funcional de esta accién trae asociada un nimero de consecuencias sobre los

valores de expectacion de los campos.
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En primer lugar, cabe observar que cuando las fuentes externas son cero (J = 0), la

correcta normalizacion del funcional generdor garantiza que

210,0] = exp [0, 0]] = / Dy exp [1S[Y]] = 1 = W[0,0] = 0 (6.53)

Esta identidad es vélida en general, sin importar cuales sean las corrientes j(x) y j*(z)
presentes en la ecuacién de Helmholtz. Cuando J = 0, la tnica dependencia del funcional
generador queda sobre las j. Estas corrientes tinicamente estdn acopladas a los campos aux-
iliares 1 en (6.26), por lo tanto, variaciones de la accién clasica respecto a j(z) generan lo
siguiente: S [XA]J(I) = ¢*(z). Entonces, usando que W[0,0] = 0 y que las variaciones de S
derivan en campos 1, podemos mostrar que el valor de expectaciéon del producto de dos de

estos campos es nulo:

5261W[D,0] B 4 52 oo s A
e~ | P e e b o

= / Dx* (@) (2') exp [1S[x Y]] = (0" (@) (@) =0 (6.54)

De la misma manera podemos mostrar que (¢ (x)y(z')) = (Y (x)y*(2')) =0y que

(7€) = (e) = (Y"¢") = (Yyp) =0
<e(x)e(:c’)> = C(x,2") (6.55)

Esto es remarcable, ya que implica que (ee) no tiene correcciones debido al acoplamiento
con otros campos. Al introducir campos auxiliares £, 7 en (6.20) y ¢ en (6.21), éstos se acoplan
al campo ¢, lo cual se pone de manifiesto en la accién clasica S[y4]. Sin embargo, el valor
de expectacién de dos campos € continda siendo C(z, '), lo que es deseable, ya que es esta
funcién de correlacién del medio aleatorio. Lo que asegura que no haya correcciones de los
campos auxiliares es la introduccion del determinante en la definicién del funcional generador,

lo que garantiza la norma del mismo.

La ecuacién de movimiento para el campo ® (ecuacién (6.27)) se recupera a partir de

la siguiente identidad:
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oS
D A zS — )
/ X 5o 0 (6.56)

La variacion de la accién clasica (6.26) respecto al campo auxiliar ¢* es 5 w* =D.P+j =

0, por lo tanto

/ DxA D@ + j] 50 = 0 = (D) +j = 0
Do¢ — ()¢ + Do(p) — (ep) +j =0

Do¢ — (ep) +j = 0= Do¢ — (ep) = —j (6.57)

Esta es la ecuacién (6.37), donde ya se identificé (ep) con el operador Q a través
de (6.35). En la formulacién funcional, el campo ¢ es el valor de expectacion del campo
estocdstico ® = ¢+ . Relacionando (6.37) y (6.57) podemos hacer una nueva interpretacién
para el operador Q. Variando (6.37) respecto a la corriente j y luego, usando (6.35), se

encuentra la definicién del operador de masa en la formulacién funcional:

0 _ . i)
55 (") [DW("?) /dyQ( ,y)qﬁ(y)} 57
Cdlep)@)] o) _
[DO dp(z') ] 8j(x’) J ) (6.58)

Esta es la ecuacién para la funcién de Green del problema (ecuacién (6.30)). La relacién

gj’((;)) = G(x,2’) resulta inmediata al variar (6.30) respecto a la corriente j(z').

Entonces, el operador de masa, desde la formulacién funcional se define (de manera

exacta) como

g = Mew) (6.59)

Ademas, la funcién de Green puede ser calculada de una manera variacional reescribi-

endo al campo ¢ a través del funcional generador:
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N dp(x) _ J T
G = 55wy ~ 5 )
Glans!) = = [ DXt d(wyexn [S]
Glane!) = Yot W17, -0

Dada la forma de la accién S[x*], la variacién doble del generador W respecto a j(z')
y J(z), genera el producto de los campos *(x)d(z’), por lo tanto, la funciéon de Green
del problema estocastico se puede escribir como el valor de expectacién de este producto de

campos,

oo

G:(Tj_

i{py”) (6.60)

Hasta aqui hemos conseguido identificar dentro del marco funcional, ciertas cantidades
que resultan inmediatas cuando se escribe el problema fisico de manera directa. Resta dar
cudles son las ecuaciones dindmicas que cumplen estas cantidades (ya sea G, Q, el valor medio
de cualquiera de los campos x y de sus productos). La manera mdas conveniente de derivar
las ecuaciones de movimiento para los campos medios y los propagadores es a través de la
accion efectiva de dos particulas (2PTEA). En la siguiente subseccién vamos a dar una breve
descripcién de 2PIEA y luego pasaremos a calcular de manera sistematica las ecuaciones de

movimiento.

Para finalizar el Capitulo, luego de dar las ecuaciones mostraremos cudl es la repre-
sentacién diagramaética de ellas y las compararemos con las obtenidas usando la aproximacién
no lineal y escalera. Por ultimo veremos que los diagramas 2PIEA contienen a los primeros
y ademds, dan contribuciones que son cualitativamente distintas a las obtenidas a partir de

las ecuaciones de Dyson y Bethe-Salpeter.

6.4.1. Accidén efectiva irreducible de dos particulas

El funcional generador W[J, J*|, definido por la ecuacién (6.25), genera los valores de
expectacién de los campos y del producto de los campos a partir de variaciones sucesivas
de las corrientes J. Estos valores de expectacion, representados de manera diagramaética,

tienen la propiedad de que no pueden ser reducidos cortando una linea interna. Este tipo
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de diagramas, llamados irreducibles de una particula (1PI), ya han sido usados para dar
la representacion de las aproximaciones no lineal y escalera. Lo que nos proponemos dar a
continuacién es hacer la extensién a diagramas que no pueden ser reducidos sin cortar tres

lineas internas, o sea, generar diagramas irreducibles de dos particulas (2PI) [40, 43].

Los diagramas 1PI estan vinculados a las fuentes J (). Estas fuentes sélo dependen de
un punto y estan acopladas linealmente a los campos fisicos en el funcional generador. Para
obtener diagramas 2PI es necesario dar una fuente que sea bilocal, o sea, que dependa de
dos puntos distintos en el espacio. Esto implica que esta fuente quede acoplada a dos campos
fisicos. Concretamente, la extensién de diagramas 1PI a 2P1 se hace reescribiendo el funcional

W de la siguiente manera:
1
Z[T,K] = exp [W[T,K]] = /DXA exp [1S[x?]] exp [1[TA®4 + 5/cABcpAcInB] (6.61)
donde usamos la siguiente notacion:

T4y = /dxjacpa = /dx (J® + T*®*) (x)
KABD 4®p = /dx da’ K% (z, ') Dy (2)®y(2)

Ya hemos mostrado que las variaciones respecto a J generan los valores medios del

campo ®. Vamos a mostrar ahora qué genera la variacién respecto al niicleo KAB:

e = / D exp 18] 5 @a(0) ()
/ DxA {p(2)6(') + o)) + p(2)d(@') + p(x)p(a’)
+o(@)d* (&) + B2)e" (@) + (@) (@) + pla)p" (&)
+¢*<x>¢<x’> + 5 (@)p(e) + P (@)6() + 9t (@)p(a))
+¢* (2)p*(a') + ¢ (2)¢" () + ¢ (2)*(2') + ¢*(x)p*(a') } (6.62)

Los términos de la forma ¢y se anulan ya que el valor medio de ¢ es cero. Finalmente,

lo que produce la variacién respecto a la nueva corriente es
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ow 1 1 1
S = 5 [64@)8n() + (pa@en()] = S04@)8n() + 5 1Gan(e,a)  (6.63)
La accién efectiva, tanto 1PI como 2PI, se define a partir de la transformada de Legendre
del funcional generador W. En analogia con un sistema termodindmico, el funcional W es la

funcién de particion. Al hacer la transformada de Legendre, se busca el valor de los campos

que minimicen la energia del sistema.

La definicién formal de la accién efectiva 2PI (2PIEA) es

T[6,G] = WIT, K] — 6477 — 5KAPoacn (6.64)

Por su definicién, la accién efectiva resulta independiente tanto de J como de K. A
través de variaciones de I's respecto a los campos medios o a los propagadores se puede
invertir la dependencia de las corrientes externas con los campos y propagadores, poniendo

a las primeras en funcién de estos ultimos:

o0 o leap . 0 1oup
soa - T M e, T 0
or or
A_ Y
-Jn= Spa  0Gag ©

Usando estas relaciones se puede escribir una ecuacion integro-diferencial para la accién

efectiva 2PT [40]

exp [[] = /DXA exp [ZS[XAH exp [(I'¢ — T ¢) pal exp [T cpapn] (6.65)

Un posible ansatz para resolver esta ecuacion es

T[6,G] ~ Séa] + %S,ABGAB — 1 TrlIn(G)] + T (6.66)

siendo un ansatz para I's:

exp [11] = [De1f(1G)]1/2 /D@A exp [zS[(pAH

- 1 -
exp[—Jap™ exp |:—2GAlBg0AQOB:| exp |:—KAB((,0A<,OB - G4B) (6.67)
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donde

1
2

BC 2 2
G < K et
S,ABC + 5 , INAB SGAB

Con este ansatz para la accion efectiva, I'y resulta independiente de los campos medios

Ja=

pero no de los propagadores. Variando la accion efectiva respecto a ¢4 0 G aop, se obtienen
las ecuaciones de movimiento que siguen los valores medios de los campos x* y las funciones

de dos puntos de cualquier par de estos campos.

Al buscar los campos y propagadores que extreman la accion efectiva se encuentran las

ecuaciones de movimiento [40]:

or 0S5 1
-0 — + 28 450GBC =0 6.68
5¢A (5¢A 2 ABC ( )
or BC C ol BC
3Can 0 — SasG W04 + 5GBCG 0 (6.69)

Lo que resta hacer, para dar las ecuaciones de movimiento, es desarrollar explicitamente
el par de ecuaciones que obtuvimos de variar I'y. Para ello vamos a considerar que cada uno
de los campos x4 quedan definidos por el indice A que corre de 0 a 8, con el siguiente orden:
x4 = (e, ®,0*, @ 1p, &, &, n'). Cabe recordar que los tltimos cuatro campos responden al
algebra de Grassman, aunque de todos modos no serdn necesarios para dar las ecuaciones de

movimiento de los campos medios y propagadores.

6.4.2. Ecuaciones de movimiento 2PI

Nuestro interés es encontrar situaciones en donde ® and ®* desarrollen valores de
expectacién no triviales. Los acoplamientos del campo fisico con los campos auxiliares  y £
seran ignorados. La funcién de los campos de Grassman es asegurar la correcta normalizacién
del funcional generador W, ya que provienen de exponenciar el determinante del operador
diferencial que actia sobre el campo fisico ®. Estos campos garantizan que, orden a orden en
la teorfa perturbativa, la funcién de correlacién C(z,x’) no reciba correcciones provenientes
de la interaccion con los campos auxiliares. En lo sucesivo, consideraremos que este es el caso,

ignorando asi los acoplamientos de los campos de Grassman con los campos fisicos.

Recordando que la accién clasica es
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SixA] = %eC_le + 4% [De® + 5] + 9 [De®” + %] + i€Den + i€’ Doy’ (6.70)

las variaciones respecto a los campos x* = (€, ®,¢*, ®* 1)) (a toma valores entre 0 y 4)

puede resumirse en

iCl 0 - 0 —¢*
0 0 Do O 0
Sab=] —¢ Do 0 0 0 (6.71)
0 0 0 0 Dg
- 0 0 Do O
Las ecuaciones para los propagadores son
S G = 67 — 2 (;gft G (6.72)

Los indices r y s marcan los campos para los cuales se generan las ecuaciones de
movimiento. Para darlas de manera sistematica, primero tomaremos un valor para r y, con

este valor fijo, iremos dando los correspondientes valores para s.

» Comencemos tomando r = 1 (x! = ). La ecuacién que se obtiene es

ol

Do (*x®) = id] — 2 x'x® 6.73
0 < > 1 5 <S0Xt> < > ( )
ya que (**) (1*) son nulos.
Si ademas elegimos s =2 y s = 4 llegamos a
o _ o (6.74)

6 (pp) O {pp*)

» De la misma manera, para r = 3 (x> = ¢*), resulta

o T )
Do (¢¥x°) =6} — 25(T*i<t> (xX'x*) (6.75)
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Con s = 4 se llega a que
ol
= 6.76
§ (@*p*) (678)
Cuando se considera el campo € (s = 0), la ecuacién es
) ol
= = 6.77
5eg) 8 lep) (070
dado que (ep*) = 0.
Por lo tanto, (6.73) se reduce a
ol ] .
Do +2 )y =il 6.78
Do+t | we) (6.79)
» Tomando r = 0 la ecuacién (6.72) es
o ) ol ol .
iC~ 42 ]65+[— +2 } *S+[—*+2 } )y =55 (6.79
Si s = 0 es simplemente
ory
57ee = (6.80)
ycons=1
or
(ep) = C [—¢ +25 <6¢2*>] G (6.81)
G'=i{Yrp)
= Ahora tomamos r = 2
oy ] [ oy } oy
—¢+2 ex’) + |Do+2 %) +2 *x°
ol ol .
b2 T2 sy 22 ()Y = 68 6.82
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Con s = 2 esto produce

5F2 5F2

] R L | i o L
ol'2 . ol _;
o s e =i (689

Como (ey*) = (Pp*¢*) = (Pyp*) = (p*¢Y*) = 0, la dltima ecuacién es simplemente

[Do +25 ] (pp*) =il (6.84)

0Ty
6 (*p)
Lo cual nos permite identificar a la funcién de Green: G = i (py*) y por lo tanto al

operador de auto energia:

Y=-2— 6.85
J (Y*¢p) (6:585)
Si s # 2, entonces
6
s - G _ s
(ox°) {[ ¢ <"¢* J (ex”)
(5F2 * 5 (5F2 % 8 5F2 s
bR N S O R 2 )| (650)
Sis=0
0Ty I
C * 6.87
wa=6{[-er 25t o vt o) (057
Comparando con la ecuacién (6.81) podemos ver que
)
=0 6.88
5o (05
El mismo resultado se habria obtenido tomando s = 4.
Finalmente, con s =1y s = 3 se llega a
0Ty )
=G1 |- 2———— 2 * 6.89
oo =6 { [0 25| e+ 25 e} (6.59)
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(pe") =G { [—qs +25 ZZ;] (ep™) + 25 i;f ) <w*>} (6.90)
Como
(ep™) = (ep)" =C [—¢* +2 (5 gj»] G (6.91)

se encuentra una nueva identidad para la funciéon de Green:

(e™) = = (Y*p)" = —iG" (6.92)

Con lo hecho hasta aqui se obtuvieron las ecuaciones dindmicas para los distintos propa-
gadores de la formulacion funcional y relaciones entre la accién efectiva 2PI y el operador
de auto energia (o de masa). Si bien estas ecuaciones se generan de manera sistemética a
partir de la ecuacién (6.72), resulta un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, ya que
los propagadores, sus derivadas y las variaciones de I'; respecto a ellos, aparecen en mas de
una ecuacion. Antes de intentar buscar una solucién para las ecuaciones, resulta til discutir

cudl es el método més conveniente para manejarlas.

6.4.3. Estrategia para resolver las ecuaciones 2PI

Hemos encontrado las ecuaciones de movimiento para los propagadores y algunas
propiedades que deben cumplir los mismos. Sin embargo, a pesar de que obtuvimos un sistema
lineal, los propagadores de interés estan presentes en mds de una ecuacién. Las ecuaciones de
interés (aquellas que nos permiten calcular la energia dispersada) son las siguientes:

Do+ 2525 | 6 = i1
(eg) = C [0+ 2585 &
(pp*) =G { [—sb + 2%} (ep™) + 2%@*}

Vemos que la ecuacién para el propagador G = (p*p) es independiente de las otras
dos; la ecuacién para (ep) depende de G, y que la ecuacién para (pe*) depende de las dos
anteriores. Entonces, la estructura de las ecuaciones del movimiento derivadas de la accién

efectiva 2PI indica que la manera apropiada de resolverlas es la siguiente: hallar primero G
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y G*, luego resolverlas para (¢ (z) € (2')) v (p* (z) € (2')), y finalmente, encontrar el valor de

expectacion de productos de dos campos .

Para ver como funciona esta estrategia, primero observemos que la accion efectiva es
invariante frente a un cambio de fase global (en otras palabras, segun el teorema de Noether,
la carga se conserva). Esto se debe a que cada campo fisico estd multiplicado por su campo
auxiliar conjugado (el campo e es real, por lo tanto es invariante frente a un cambio de
fase). Ademds, cualquier gréfico que provenga de 2PIEA, resulta de haber tomado el valor

de expectacion de algiin término en la expansién de

<€z’ [dax e(w*eo+w<p*)> (6.93)

ya que es el tnico término en (6.26) que acopla a los tres campos invlucrados en las

ecuaciones de movimiento.

Desde una perspectiva diagramadtica, estos términos estardn construidos con N, lineas
de campos ¢, y similarmente para los campos ¥, p* y ¥*. Observando que el acoplamiento
entre ¢ y ¥* en (6.93) es lineal, resulta inmediato ver que N, = Ny y Ny« = Ny, ya que la

accion tiene carga cero.

Cualquier diagrama construido a partir de (6.93) tendrd L, lineas correspondientes
al propagador (py). De la misma manera se pueden enumerar las lineas asociadas a los otros

propagadores.

Debido a la invarianza de fase, el niimero de lineas correspondientes al campo ¢ debe

verificar

No = 2Lipg) + Ligpry + Ligy) + Ligy=) + Lige (6.94)

y de manera similar

Ny = Ligrgy + Ligrgry + Ligrg) + 2Legrpr) + Ligeg (6.95)

Como N, = Ny«, esto implica que

2L 4y + Lippry + Ligyy + Ligey = Liyrory + Ligry) + 2L¢pepey + Ly (6.96)



6.4 Ecuaciones a partir de la formulacién funcional 155

Anéalogamente,

2L pr) + Ligr) + Ligrpr) + Ligre) = Ligg) + Ligyy + 2Ligy) + Lige) (6.97)

Para hallar G = i (p9*) y G* debemos resolver

6T o
[Do +2W] (pp*) = il (6.98)

y su complejo conjugado.

Cualquier diagrama que provenga de la variaciéon de I'y debe cumplir las siguientes

condiciones:

porque todos estos propagadores son nulos (por ejemplo, (Y¢*) =0 — Lpyry = 0).

IL Lipg) = Lippry = Ligy) = Lige) = Ligrpr) = Lippr) = Ligry) = Liprg =0 (6.100)
ya que Ny, = Ny«, No» = Ny y que el nimero de lineas no puede ser negativo.
Por lo tanto, los uinicos propagadores que quedan habilitados para formar diagramas son

G, G* y C. En consecuencia, se obtiene una estructura cerrada para resolver las ecuaciones.

Restan considerar los diagramas que contribuyen a (¢ () € (2')) y (¢* (z) € (2')). Para

estos propagadores hay que resolver

Ty 1,
5 <e¢*>] “

Como G’ =i (1*¢), deben buscarse diagramas con L cyy = 1. Por lo tanto, tendremos

(ep) =C [—é +2 (6.101)

la siguiente relacion entre las lineas de los propagadores:

2L(pg) + Liggey + Ligyy + Ligey = 1 (6.102)

Como (e1)*) tiene carga —1 (e es real), el resto de los propagadores deben contribuir

con una carga total +1, ya que la accién efectiva 2PI tiene carga cero. Entonces, como
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L,y = 1, implica la ausencia de los otros propagadores: L,y = Liypry = Ly = 0.
De esto se desprende que tenemos una ecuacién cerrada para (ep), que ademds, es lineal
tanto en el propagador (ep) como en el campo medio ¢. En la préxima seccién mostraremos
explicitamente la ecuacién de movimiento que sigue este propagador. Por el momento, lo que
importa remarcar es lo siguiente: como este propagador resulta proporcional al campo medio,
si éste es cero, debe verificarse entonces que (pe) = 0. Por lo tanto, resulta conveniente definir

un nuevo operador COIMo:

(o () (1)) = / dz A (2,9,2) 6 (2) (6.103)

Por su definicién, el operador A resulta ser la generalizacién del operador de masa.
Basta comparar las ecuaciones (6.35) y (6.103) para concluir que Q (x,z) = A (z,z,2). Més
adelante mostraremos cudl es la expansién diagramaética para A y veremos que el primer
término es justamente la aproximacion no lineal dada en (6.46) y que los diagramas de orden
superior generan para el operador de masa una solucién que es de orden superior a esta
aproximacion.

Con un analisis similar podemos mostrar que con la accién efectiva 2PI la ecuacién de

movimiento para (pp*), dada por (6.90), también es lineal en el propagador.

Lo que resta por hacer es dar las expresiones explicitas para las ecuaciones de movimien-

to de los propagadores. Para hacerlo es necesario decir quién es I'9, calcular las variaciones
3 * . s

que aparecen en las ecuaciones de (ep) y (pe*) y mostrar, de manera diagramaética, que los

diagramas 2PI contienen tanto a la aproximacion no lineal como a la aproximacion escalera.

Este el objetivo de la proxima seccion, la cual concluira el objetivo planteado al comienzo del

capitulo.

6.5. Aproximacion a dos loops de la accion efectiva 2PI

Todas las ecuaciones dindmicas encotradas para los propagadores contienen derivadas
funcionales de la accién efectiva I'y. Hasta ahora, sélo hemos definido formalmente tal accién
a partir de la ecuacién (6.67) y propusimos un ansatz para resolverla. Lo que resta por hacer
es dar una expresiéon explicita para esta accién con la cual poder dar las ecuaciones que

siguen tanto (ep) (que estd asociado al operador de masa, y por lo tanto, a la aproximacién
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no lineal), como (pp*) (vinculado al operador intensidad y a la aproximacién escalera) y

(p*) (la funcién de Green del problema).

A dos loops, la accién efectiva 2PI tiene la siguiente expresion[40]:

. 2
Iy = E < [/dw e o +1vp*)| + camposde Grassman> (6.104)

2
2P

El valor de expectacién se calcula haciendo uso del teorema de Wick . El subindice
2P1I indica que sdlo se consideran diagramas que sean irreducibles de dos particulas. El térmi-
no campos de Grassman es mantenido para asegurar que se varifique (6.80), lo que significa
que a dos loops la correlacién entre inhomogeneidades del medio no recibe correcciones por
acoplamiento del campo € con otros campos; de todos modos, el acoplamiento entre campos

de Grassman y campos fisicos no sera tenido en cuenta.

A continuacién listamos las variaciones necesarias para escribir las ecuaciones (6.90),

(6.98) y (6.101).

@ e~ 2¢ @) O ) (6:105)

= Lo @) " (@) (e (@) 0 (")) (6.106)

0T B
8 (= (z) 9 (2))

[<<,0 (x) " (:c')> C(z,2) + <e () " (x/)> <<p (x)e (x/) >] (6.107)

N | .

Lo tnico que queda por hacer es poner de manifiesto las ecuaciones (6.90), (6.98) y
(6.101). Luego hacer el desarrollo diagramatico de las mismas. Por dltimo, identificar los
términos que son tenidos en cuenta por las aproximaciones no lineal y escalera y reconocer

los nuevos diagramas que provienen exclusivamente de la acciéon 2PI.

6.5.1. Representacion diagramatica de las ecuaciones 2PI

Como discutimos en la Seccion 6.4.3, el orden conveniente para resolver las ecuaciones

2PI es: primero hallar la funcién de Green G (cuya dindmica estd dada por (6.98)); luego

el valor de expectacién de 2N campos se escribe como el producto de N propagadores.
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seguir con el propagador (ep) (a través de (6.101)); finalmente estudiar la intensidad del

campo dispersado, dada por el propagador (pp*) que obedece la ecuacién (6.90).

Funcién de Green: G = (pi)*)

La dindmica que sigue la funciéon de Green esta dada por la ecuacién (6.98). Usando
(6.105) para calcular la variacién de la accién efectiva I'g, la ecuacién que resulta es la

siguiente:

[Do +1C(z,2")G(z,2")] G(z,2") =10 (z — ') (6.108)

Esta ecuacién tiene la misma estructura que (6.34), que fue resuelta usando la aproxi-
macién no lineal para el operador de auto energia Y. Por lo tanto, con la accién efectiva 2PI,
la funcién de Green tiene la misma contribucién diagramética que la hallada resolviendo la
ecuacion de Dyson a orden mas bajo. La representacion diagramatica para G es la dada en

la Figura 6.7.

Propagador (ey)

Usando (6.106) para escribir explicitamente la ecuacién para (ep) obtenemos lo sigu-

iente:

(e(2)p(a)) = / 0z C(z, )G (!, 2)(2)

+ / dzdz'C(z, 2)G(2',2)G (2,2 ) {e(2)p(2))) (6.109)

Como ocurrié para G, la ecuacién obtenida es de la misma forma que (6.34): es una
ecuacién integral para el propagador. O sea, obtuvimos la ecuacién de Dyson para (ep). La
diferencia notoria es que es una ecuacion que depende de dos puntos espaciales. A diferencia
de la ecuacién de Bethe-Salpeter (que también es de dos puntos) es que estd ecuacién que
encontramos es lineal en el propagador, mientras que BS es cuadratica en el mismo. Podemos
dar entonces una representacién diagramaética para esta ecuacién. Los gréficos asociados a
C(z,2') y a G = (py*) fueron introducidos en las secciones anteriores; para las nuevas

cantidades vamos a usar los siguientes:
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El dltimo diagrama se utiliza para poner de manifiesto el acoplamiento del campo medio
con los propagadores; para que la representacién gréafica sea més facil de interpretar conviene
ubicar al campo ¢ a un punto auxiliar.

En términos de diagramas, la ecuacién de Dyson para el propagador (ep) es

X X X z

I
IS8
+

x' 7

Figura 6.10: Ecuacién de Dyson para el propagador (ep).

Para mostrar que las ecuaciones 2PI contienen diagramas que la aproximacién no lineal
no tiene, vamos a iterar (6.109) dos veces, poniendo la misma sélo en funcién de cantidades

ya conocidas.

Entonces, a dos loops, (6.109) se expande a

(clwhol@) ~ [ d:Clr. G 2)0(2)

+ [ dzdydy Cay)G' G )W G .t/ )o(2)

/dz dydydsds' C(x,y )G (2", y)G(y,y')C(y, s )G(y, s)G(s,s)C(s,2)G(z,5")p(2)
(6.110)

Todos los términos siempre quedan proporcionales al campo medio, por lo tanto, pode-

mos reescribir la ecuacién de la siguiente manera:

(e(z)p(z")) = /dzA(x,a:’,z)(;S(z) (6.111)



160 Dispersion de volumen en medios aleatorios

siendo

Az, 2, 2) = C(x,2)G(z,2') + /dy dy' C(z,y")G(2',y)C(y, 2)G(y,y)G(z,9)
+/dydy’ dsds' C(x,y)G(2',y)G(y,y')C(y, s )G(Y, s)C(s, 2)G(s, s )G(2,y')6.112)

El diagrama asociado a A(x,2’,z) es un circulo con tres puntos. A dos loops, su repre-

sentacién es la siguiente:

Figura 6.11: Operador A desarrollado a dos loops.

Por la definicién que dimos del operador A, cuando x = 2’ este operador es el operador
de masa Q: A(x,z,z) = Q(x,z). A dos loops, y a través de las ecuaciones 2PI, el operador

de masa tiene la siguiente representacion:

Figura 6.12: Operador de masa a dos loops con diagramas 2PI.

Vemos entonces, que a segundo orden, Q tiene diagramas que la aproximacién no lin-

eal no contenia: aquellos diagramas que tienen cruzada una o dos lineas de la funcién de
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correlacion son contribuciones que aportan los diagramas irreducibles de dos particulas.

Propagador (pp*)

Para concluir este capitulo, mostraremos que la ecuaciéon 2PI para el valor de ex-
pectacién del propagador que es proporciona la intensidad dispersada por el medio, contiene
diagramas que la aproximacién escalera no brinda. Recordemos que la aproximacién escalera
fue introducida en (6.12) para resolver la ecuacién de Bethe-Salpeter, la cual es cuadrética
en los campos y cuya resolucién, de manera perturbativa, resulta poco eficiente. Este es uno
de los motivos por el cual se propone usar las ecuaciones 2PI, ya que si bien requiere todo un
desarrollo tedrico previo a establecer la dinamica de las cantidades de interés, las ecuaciones

de movimiento que se obtienen para cada uno de los propagadores es lineal en ellos.

Como mostramos en las secciones anteriores, la estructura de las ecuaciones tiene un
nivel de jerarquia en el cual, la solucién de un propagador resulta necesaria para encontrar la
solucion del préximo. Vimos que el propagador G = (p1*) es independiente de los otros dos,
y por lo tanto fue el primero en ser resuelto. Luego vimos que el propagador (ep) dependia de
G pero no de pp*; este fue hallado entonces en segundo lugar. En lo que sigue mostraremos
que el tnico propagador de interés que queda por ser resuelto depende de los dos anteriores,

y en consecuencia, tiene el dltimo lugar en la serie de soluciones.

La ecuacién de movimiento para (pp*) es (6.90), que depende de la variacién de I'y
respecto a (ep*) y (Y9p*), las cuales fueron calculadas en (6.106) y (6.107). Reemplazando

entonces las variaciones de la accion efectiva obtenemos la ecuacién de movimiento buscada:

(p@)¢" (2)) = —/ dy G (z —y) ¢ (y) (e (v) " (2'))
[ v 6@ =) G (=) W (1) () ¢ ()
+ / dydy' G (z—y)G (¢ —y') () ¢" (¥)) (e W) e (V)
+ / dy dy G(z—y)G (' —y) Cly.y) (e (W) " (v))  (6.113)

Vemos que se vuelve a repetir la estructura en la ecuacién: el propagador buscado
resulta estar a ambos lados de la ecuacion, en el lado derecho dentro de una integral. Esto

es, se vuelve a obtener una ecuacién de Dyson. Ahora, el término de orden cero (el que no
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depende del propio propagador) tiene tres contribuciones, una que depende linealmente del
campo medio ¢ y de los dos propagadores hallados anteriormente, G = (py*) y (ep), y otros
dos términos que son independientes del campo medio pero cuadraticos en los propagadores.
Aqui se pone de manifiesto de manera explicita el nivel de jararquia que tienen las ecuaciones

2PL

Como en todas las ecuaciones del tipo Dyson que estudiamos en este capitulo, también
se puede dar para (6.113) un nuevo operador que resuma la ecuacién en dos términos (o dos
diagramas), como lo hicimos en (6.109) - esquematizado en la Figura 6.10. Para ello habria
que iterar al menos dos veces la ecuacion y obtener el nuevo operador. En lugar de ello, lo que
vamos a hacer es dar la representacién diagramatica de (6.113), usar la representacién del
propagador (ep) y, por ultimo, reconocer los diagramas que estan incluidos en la aproximacién

escalera y los nuevos diagramas que surgen de la accién 2PI.

El diagrama correspondiente a (pp*) es m La ecuacién (6.113) tiene la siguiente

representacion:
Y
X X——m. & X
X y » - N
\ / \
\ / \
I I
_ + I+
= y Y D ; \ /
| / b /
!/ 1 -~ S 7
X' / \x yl' - Xy
/ N P yl
X'— < Wy
Y
X
+
XI
yl

Figura 6.13: Ecuacién de Dyson para el propagador (p¢*).

A fin de estudiar las distintas contribuciones que genera cada término se puede desar-

rollar el propagador (ep) en cada uno de los diagramas.



6.5 Aproximacién a dos loops de la accién efectiva 2P1 163

En la Figura 6.14 se muestran los diagramas correspondientes al primer término.

Figura 6.14: Contribuciones a (pe*) a dos loops.

De estos, el primero es exactamente el que se obtiene con la aproximacion escalera. Con
esta aproximacion, el operador intensidad, definido en (6.12) y que resumaba la ecuacién de

Bethe-Salpeter, tenia la siguiente expresion:

I(z,2',2,2") = 6(x — 2")d(z — 2')C(z — z), cuyo diagrama es simplemente Z

Los siguientes diagramas del primer término en el propagador (p*) ya tienen con-
tribuciones que son de érdenes superiores a la aproximacion escalera. Consecuentemente, el
segundo y tercer diagrama que estdn presentes en la Figura 6.13 generan contribuciones que

también resultan de érdenes superiores a la aproximacién escalera.
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6.6. Discusion del capitulo

La recopilacién de este capitulo indica lo siguiente: para hallar la energia dispersada
por un medio material que tiene una permitividad dieléctrica aleatoria se puede optar por
resolver de manera directa el problema a través de las ecuaciones de Dyson y Bethe-Salpeter,
o bien, hacer uso de la formulacién funcional del problema. En ambos casos, las soluciones que

se encuentran son siempre haciendo un desarrollo perturbativo de las ecuaciones planteadas.

El planteo directo del problema involucra resolver una ecuacién no lineal (BS) en las
cantidades de interés. La soluciéon a orden més bajo se hace a través de la aproximacién
escalera. Para que el problema sea consistente con la conservacion de la energia es necesario

usar la aproximacién no lineal en la ecuacién de Dyson.

Por otro lado, la resolucién a través del método funcional sélo incluye ecuaciones que
son lineales. Si bien se introducen nuevos campos, con lo cual se aumenta el nimero de
grados de libertad del sistema, la formulacién 2PI permite encontrar de manera sisteméatica
las ecuaciones que siguen los campos, tanto los fisicos como los auxiliares. Ademads, hemos
visto que este sistema de ecuaciones tiene una estructura que permite ir resolviendo de manera
independiente cada uno de los propagadores necesarios para hallar la energia dispersada. Otra
de las ventajas que tienen las ecuaciones 2PI es que, debido a su formulacién, conservan la
energia, sin importar a qué orden en el desarrollo perturbativo se resuelvan las ecuaciones de
movimiento. Por ultimo, hemos comparado las contribuciones que dan las aproximaciones no
lineal y escalera frente a las que dan los diagramas 2PI y vimos que estos ultimos, no sélo

contienen a las primeras, sino que ademas dan resultados cualitativamente distintos.
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La estimacién de la humedad del suelo a escala regional y resolucién media (~ ha) es
de vital importancia para monitorear y modelar la oferta hidrica en suelos de agricultura,
la cual condiciona fuertemente el rendimiento agricola. Los radares de apertura sintética
(SAR) son los tnicos sistemas capaces de generar informacién sobre la humedad del suelo a
escala regional y alta resolucién. Con esta motivacion, la Comisién Nacional de Actividades
Espaciales (CONAE) estd desarrollando desde hace més de 10 anos la misién SAOCOM,
que constara de dos radares de apertura sintética (SAR) banda L (A 25 cm) cuyo objetivo
es la estimacién de humedad del suelo a escala de la Pampa Humeda para soporte de las

actividades agricolas.

El niicleo de todo producto humedad del suelo es el modelo inverso, que permita estimar
las variables de interés (humedad del suelo) a partir de las variables fisicas medidas (matriz de
scattering en una frecuencia y geometria de observacién dadas). Este problema de inferencia
puede resolverse directamente a partir de un esquema Bayesiano si se dispone de un modelo
directo, el cual estima las variables fisicas medidas a partir de las variables de interés (estima
humedad del suelo a partir de la matriz de scattering). Sin embargo, el suelo es un medio
estratificado e inhomogéneo muy complejo, y sus propiedades de scattering no son faciles de

modelar.

En este contexto, en esta tesis se apunté a desarrollar un modelo de scattering robusto,
que pudiese servir como modelo directo en un esquema de inversion. El modelo de scattering
desarrollado podria utilizarse como parte integral de un producto humedad del suelo para las
mision SAOCOM. Para que pueda ser utilizado en un producto operativo, se definieron una

serie de requerimientos sobre el modelo de scattering:

= debe ser un modelo capaz de estimar la funcién amplitud de scattering biestatica po-
larimétrica (seccién eficaz, 0°) de un suelo de agricultura. Como objetivo, se intenté de-

sarrollar una metodologia para estimar la funcién de scattering biestatica de un arreglo
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de dos capas dieléctricas (correspondiente a dos estratos del suelo con caracteristicas
distintas), que presentan discontinuidades dieléctricas puntuales en su interior (poros

de agua y aire);

» debe ser un modelo basado en primeros principios (ecuaciones de Maxwell), de man-
era de ser generalizable a distintas geometrias de observacion, angulos de incidencia y

caracteristicas dieléctricas y geométricas;

= debe ser un modelo polarimétrico, en el sentido que estime el valor del coeficiente de
backscattering despolarizado agh (que es # 0 para suelos reales y que se sabe experi-
mentalmente que es de utilidad para discriminar cambios de rugosidad de cambios de

humedad);

= ya que el modelo estara basado en primeros principios, la estimacién del coeficiente o°
requiere de una serie de aproximaciones. Estas aproximaciones deberan estar debida-

mente explicitadas y justificadas;

= el modelo debera tener una expresién final que sea implementable numéricamente, con
el objetivo de estimar de manera operativa el scattering de un suelo dadas e conjunto

de sus caracteristicas dieléctricas y geométricas.

Entonces, el objetivo principal de esta tesis fue desarrollar un método de para estimar
la funciéon amplitud de scattering de un medio estratificado dieléctricamente inhomogéneo.
Para este fin, se siguié un esquema escalonado, desarrollando modelos simples primero, com-

plejizandolos paulatinamente.

En el Capitulo 2, nos dedicamos a describir con gran detalle el método de la ecuacién
integral (IEM) ya que es el método en el cual nos basamos para estimar la funcién amplitud de
scattering de una superficie aleatoria. En particular, durante el desarrollo del IEM vimos que
en la formulacién usual (que incluye las iltimas correcciones desarrolladas en las bibliografia),
el IEM predice valores nulos para los canales de polarizacién cruzada en backscattering. Este
resultado se debe a que en el desarrollo original del método se linealizé la amplitud de
los campos superficiales respecto a las derivadas direccionales de la superficie (z, y z).
Como consecuencia, era posible reescribir las mismas como un cociente independiente de las

coordenadas espaciales y que, en la condicién de backscattering, implica que la amplitud,
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tanto del campo de Kirchhoff como del complementario, se anulen.

En el Capitulo 3 mostramos que cuando todos los términos en las derivadas direccionales
son considerados y se mantiene la dependencia espacial de las mismas, se obtienen valores
no nulos para agh de una superficie aleatoria. Con el fin de evaluar experimentalmente el
alcance de este modelo, se simul6 el oV para superficies de agricultura reales integrando sobre
superficies relevadas con un perfilémetro bidimensional laser, y mostramos que los canales
co-polarizados tienen una tendencia similar a lo predicho por los resultados sobre superfi-
cies aleatorias genéricas. Sin embargo, los resultados obtenidos para el canal de polarizacién
cruzada (~ —25dB en el mejor de los casos) son todavia muy bajos si se los compara a las
observaciones de scatterometros o SAR de suelos de agricultura reales. Entonces, si bien un
porcentaje del agh observado puede atribuirse a este scattering superficial corregido, todavia

quedan otros mecanismos que aportan a la potencia total.

Las contribuciones del scattering dentro del suelo a la seccién eficaz del radar fueron
estudiadas en la segunda parte del trabajo. En el Capitulo 4 hemos extendido el método de
la ecuacién integral para hallar cuél es el coeficiente ¢ cuando debajo de la superficie ilumi-
nada por el radar el medio se encuentra estratificado. Concretamente, calculamos cudl es la
potencia dispersada si debajo de la superficie se hallan dos medios homogéneos caracterizados
por permitividades dieléctricas constantes. Observamos un comportamiento oscilatorio de la
seccién eficaz con respecto a la distancia media entre las superficies y que los coeficientes U?Lh
y 09, tienden a los valores del modelo de una sola capa en el limite en que D > Ay ¢; = e3.
El trabajo pendiente en este tema es calcular la seccién eficaz para el canal cruzado teniendo
en cuenta las contribuciones no lineales de z; en la amplitud de los campos superficiales. Esto
requiere continuar trabajando con los métodos funcionales que usamos en el modelo de capas
y que también usamos en el Capitulo final para resolver el problema de scattering en medios

cuya permitividad dieléctrica es una variable estocéstica.

El capitulo 6 lo dedicados a contextualizar el problema de un medio aleatorio en el marco
de teorias estadisticas de campos. Aqui se desarrollan dos de las técnicas que se utilizan en
este tipo de problemas: (1) el desarrollo perturbativo en ecuacién de Dyson para el campo
medio y, (2) el planteo del problema enfocado desde una perspectiva basada en una teoria
estadistica de campo. Con esta ultima técnica esperamos poder abordar de manera general

el problema del cédlculo de la seccion eficaz de de un medio aleatorio genérico.
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7.1. Aportes de esta tesis

Desde el punto de vista fisico, a lo largo de toda la tesis nos enfrentamos de manera
distinta al mismo problema: calcular el campo electromagnético dispersado por un blanco
complejo del cual sélo se conocen propiedades estadisticas. El esquema més sencillo que
propusimos es el de una superficie rugosa caracterizada por una funcién de correlacién. Luego
anadimos una segunda interface debajo, considerando que los medios materiales son isétropos
v homogéneos. El tltimo de los sistemas estudiados se define a través de las inhomogeneidades
dieléctricas del medio. En todos los casos, la fisica de los sistemas requirié resolver una
ecuacién integral. Esta es una propiedad fundamental en los problemas de dispersién EM en
los cuales no se puede dar de manera explicita las condiciones de contorno que debe cumplir
el campo fisico. Por lo tanto, lo que hicimos durante gran parte de este trabajo es encontrar
la manera mas conveniente - segtin el problema a la vista - de resolver la ecuacién de Dyson

para el campo electromagnético dispersado.

Primeramente nos dedicamos a estudiar de manera sistemética cémo la aproximacién
de plano tangente puede ser usada como resultado fundamental para encontrar, de manera
iterativa, el campo EM dispersado por una superficie aleatoria. Vimos que se pueden hacer
simplificaciones que permiten calcular el coeficiente de retrodispersiéon de manera analitica,
que fue el camino elegido por varios autores durante los desarrollos en la década del 80 y 90. Sin
embargo, durante el desarrollo de esta tesis, probamos que estas facilidades de calculo llevan
a algunos resultados que no se condicen con las observaciones disponibles (concretamente, el
coeficiente de retrodispersion de los canales cruzados no es nulo). Este fue el primer motivo
para revisar las aproximaciones hechas en el IEM. El primer avance logrado en esta tesis
fue mostrar que, cuando se trabaja con las amplitudes completas del campo de Kirchhoff, se

logran coeficientes de retrodispersion no nulos para los canales de polarizacion cruzada.

Para evaluar el impacto de estos resultados, nos dedicamos a trabajar con superficies
reales, integrando de manera numérica los campos de Kirchhoff recalculados reteniendo los
términos no lineales en las derivadas direccionales de la superficie. Mostramos cémo es el com-
portamiento de la seccién eficaz en funcién del dngulo de incidencia y de la constante dieléctri-
ca, en la condicién de retrodispersion. Vimos que los canales co-polarizados no se modifican

con la inclusiéon de los nuevos términos. Sin embargo, los canales cruzados mostraron una
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diferencia cualitativamente significante respecto a los calculos usuales. Fisicamente, retener
los términos de orden superior en potencias de las derivadas superficiales, permite que el
plano tangente a cada punto de la superficie esté ladeado respecto al plano de incidencia, lo
que trae consigo la depolarizacién de la onda. Este es el segundo aporte significativo de esta
tesis.

Un nuevo aporte se dio con el calculo del campo EM dispersado para una nueva ge-
ometria: una superficie rugosa con una interface plana debajo, que separa dos medio dieléctri-
cos homogéneos. La motivacion de esta configuracién es modelar, de manera més certera, el
estrato humedo que se encuentra tipicamente en suelos de agricultura. La innovacién en el
calculo estuvo basada en calcular el campo dispersado haciendo uso de métodos funcionales,
generalmente asociados a teorias estadisticas de campo y no utilizados hasta a fecha en mode-
los de scattering vinculados a teledeteccién. Este enfoque queda justificado porque, en nuestro
caso, el campo con el que estamos trabajando responde a una dindmica estadistica: depende
de una variable de la cual sélo se conoce su distribucion de probabilidad, su valor medio y

funcién de autocorrelacion. Por lo tanto, el uso de estas técnicas resulta apropiado.

Para esta aproximacion, en esta tesis mostramos que el campo EM del modelo de capas
recupera el campo del IEM en los dos limites fisicamente relevantes: cuando las constantes
dieléctricas de los medios subterraneos son iguales, y cuando la segunda capa se encuentra
suficientemente lejos, esto es, cuando la distancia media entre las superficies es mucho mayor
que la longitud de onda incidente. Posteriormente, estudiamos cémo la introduccién de esta

nueva interface genera un comportamiento oscilatorio en el coeficiente de retrodispersion.

La ultima parte de esta tesis es quiza el aporte mas novedoso a los métodos usuales en
el célculo de la dispersién de ondas EM. Apartandonos de las maneras usuales a través de las
cuales se enfrentan los problemas de dispersion en medios desordenados, expusimos céomo las
técnicas basadas en teorias de campos estadisticas resultan mas eficientes para resolver este
tipo de problema. En particular, nuestro enfoque estuvo basado en los diagramas irreducibles
de dos particulas y mostramos que, al mismo orden perturbativo que los métodos usuales,
se consiguen resultados cualitativamente distintos. Mas ain, vimos que a segundo orden
perturbativo, las contribuciones a la potencia dispersada dadas por el enfoque diagramético
estdn contenidas en las dadas por las contribuciones calculadas bajo el formalismo de los

métodos funcionales. No menos importante, debe remarcarse que se ha resuelto el problema
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acustico: la dispersién de un campo escalar en un medio material inhomogéneo. El problema
EM puede ser extendido a partir de lo hecho hasta aqui, y es uno de los trabajos que queda

pendiente en esta tesis.

7.1.1. Aportes de esta tesis a la estimacién de humedad del suelo a partir

de datos SAR

El desarrollo de una aproximacién al problema de scattering de un suelo capaz de
explicar las observaciones disponibles es crucial para desarrollar un esquema de inversién
robusto. En este contexto, un modelo més complicado requirié (1) complejizar las aproxima-
ciones del problema de scattering y, (2) complejizar la geometria del blanco. Al final de esta
tesis, el modelo de scattering desarrollado puede escribirse como, qu = f(e1,8,l, ACF,e9, D),
una funcién de la humedad del suelo superficial (funcién de e1), su rugosidad superficial (s y
[ y ACF) y de las humedad (e2) y profundidad (D) de la cama inferior. La funcién f engloba
todos los desarrollos de esta tesis hasta el capitulo 5. Asi descrito, este modelo puede uti-
lizarse directamente en un esquema de retrieval Bayesiano. Para ello, es necesario disponer
de algin tipo de informacion auxiliar sobre las dltimas dos variables, de manera de al menos

poder acotar su impacto sobre el ¢ medido.

Sin embargo, el modelo asi desarrollado ya es de utilidad: el principal efecto predicho
por esta aproximacion (el comportamiento oscilatorio del cociente p = agh / agv), brinda una
explicaciéon razonable al desajuste observado en los esquemas de inversion estudiados. En
particular, ya que p se asocia directamente al valor de ¢;, variaciones en p debidas a D o €3
se veran como sobre-estimaciones o subestimaciones de €. Es interesante ademas el hecho de
que la introduccién de una capa plana subterranea alcanza para generar este tipo de efectos

polarimétricos.

Por ultimo, en cuanto se implemente numéricamente el modelo desarrollado en el ulti-
mo capitulo, es posible introducir una variable més para modelar el scattering en volumen: la
distribucién espacial de 1. El efecto de cambios en estas variables podran ser estudiados me-
diante simulaciones, de manera de ver si son capaces de explicar las observaciones disponibles.
Mais importante ain, todas estas variables pueden medirse a campo, y permiten afianzar un

modelo de suelo bastante méas general que los disponibles actualmente.



Identidades matematicas - Ecuaciones de

Maxwell

En este apéndice se detallan algunos de los resultados usados en el Capitulo (2).

A.1. Identidades de Green

Dado un campo vectorial, definido como A=PxVx Cj, la integral de este campo

sobre un espacio cerrado se puede escribir usando la Identidad de Green como

/dvv.A’ = %dé“uéf
\%4 S

/Vdvv-(ﬁxvmj) - fgd§-(ﬁxVx@>

Haciendo uso de identidades vectoriales basicas podemos escribir la identidad anterior

como sigue:

/Vdv {ﬁV%j—@VZﬁ}—fgd?[ﬁxVxQ—QxVxﬁ} (A.1)

Para poder escribir el principio de Huygens se debe elegir al campo P como el eléctri-
co (E) y al campo Cj como la funcién de Green retardada multiplicada por una direccién
arbitraria (§ = G(r)a). Ademds, vamos a hacer uso de las ecuaciones de Maxwell y de la

definicion de la funcion de Green:
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V-E=0, V-H=0
VxE—zwuﬁzo
Vxﬁ—f—i—zweﬁzo

(V2 + k%) G(r,r') = 4né(r — 1)

Con las ecuaciones de Maxwell y la definicion de la funcién de Green se puede mostrar

que la ecuacién (A.1) se reduce a [20]:

- 1 - 1 - -
E(r) = i /dv wp G(r, r’)j(r’)—|—4— /ds [zwu G(r,v)a x H(x") — (fz X E(r’)) x V'G(r,r)
T T Js
Reconociendo en el primer término al campo incidente (] es la fuente del mismo), el

campo dispersado por la superficie S puede escribirse como

1 . 3

Byr) = 4 / ds [won Glr, )i x A() + (7 x B()) x V') (A.2)
™ S

Esta es la expresién que usamos en (2.18) y la reciproca en (2.19) para escribir los

campos dispersados en el método TEM.

A.2. Relacién entre campos tangenciales y normales

Para poder escribir completamente el principio de Huygens se necesitan calcular los
campos normales sobre la superficie iluminada (ver ecuacién (2.18)). Vamos a relacionar
el campo magnético normal a la superficie con el campo eléctrico tangencial a la misma.

Aplicando el principio de reciprocidad entre los campo se puede obtener la relacién opuesta.

Integrando la tercer ecuacién de Maxwell sobre la superficie iluminada vamos a poder

relacionar los campos normales y tangenciales:
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Vx E(r) = wpH
/dsﬁ-VxE(r) = /dsﬁ'zwuﬁ

/ds [v-(ﬁxEHE-vXﬁ} = /dszwuﬁ-ﬁ
(A.3)

Como la normal a la superficie viene dada por el gradiente de z(z,y), entonces: V xn =

V x (Vz) = 0. Por lo tanto,

/dsV~(ﬁxE) = /dszwufz-ﬁ

=V.-(AxE) = wpn-H (A.4)

—

Reciprocamente, podemos hallar que V - (7 x I;T) = —wen - E.

A.3. Condiciones de validez para la aproximacion de Kirchhoff

La definicién del radio de curvatura medio de una superficie aleatoria es [18]

(A.5)

. . |Zzz|
siendo: K(I‘) = W (A6)

donde z, y 2y, son la primer y segunda derivada de la superficie respectivamente. Si la
superficie es suave (en el sentido de Kirchhoff), podemos despreciar la la derivada primera:

zz < 1. En este caso K(z) & |2|. El valor medio de la derivada segunda es:

20

< >=s—
Za(2) * D2t lamo

(A7)

siendo p(x,z’) la funcién de correlacién de la superficie y s su altura RMS.

Para una superficie con funcién de autocorrelaciéon gaussiana y longitud de correlacién

[ se obtiene que < |K(x)| >~ 2’17260. Por lo tanto, el radio de curvatura es
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l2

I =
2,760

(A.8)

Pedir que la superficie sea suave, en el sentido de poder usar la aproximacién de plano
tangente, significa que el radio de curvatura de la superficie sea mucho més grande que la

longitud de onda incidente, por lo tanto:

l?

A 12> 2760\ A.
5760 > = > 2,760 (A.9)

Esta es la condicién que pedimos para que la aproximacién de plano tangente sea valida.



Coeficientes del IEM

La base local usada en cada punto de la superfice aleatoria queda definida por los

siguientes vectores:

1
;o kan
t= |k x|
dzki Xf

con Dy = /224 22 + 1 el médulo de la normal a la superficie.

Dado que elegimos un sistema de referencia en donde k; = sin 0z — cos 6%, la base local

es la siguiente:

. 1 N N
n = Do [—22 — 2y + Z] (B.1)
R 1
t = D, [—2y €S 0T + (25 cos O — sin @)y — z, sin %] (B.2)
- 1
= D, [cos O(z5 cos O — sin )T + 2z, + sin 6(z, cos § — sin ) Z] (B.3)

— [,2 _win 02112

con Dy = [zy + (25 cos 0 — sin§)%] 7/~

La polarizacién del campo incidente (tomando ¢ = m) y del dispersado son las sigu-

ientes:

h = 4§ (B.4)
U = cosf x+sinf 2 (B.5)
hy = sings 2 — coses (B.6)
s = cosbscosds & — cosbysingg 1+ sinfy Z (B.7)
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B.1. Coeficientes del campo complementario

Los coeficientes C; presentes en la amplitud del campo complementario, para los canales

co-polarizados, son:

Ci(u,v,q) = (14 2 2L) cosgs + 2 2, sin ¢
Cy(u,v,q) = —cosops (—qcos«9+uzgC cosf — qz) sin@
+qzxz;sin«9—vz; cos0+vzxz; sinG)
Cs(u,v,q) = —cosops (sin9—qzx sinf — w2zl cosf + q 2z, 2., COSG)
+ sin ¢ (—vsine +v2zhcosd+qzy sinf — gz 2, cos@)
Cy(u,v,q) = cosbssinpg (z; sinf — z, z;J cos 0) — cos 04 cos ¢y (COSH + z;, sinf + z, z; cos 0)
+ sin ¢ (—zx cosf — 2z, zh sinf + 2y 23’/ sin 0)
Cs(u,v,q) = cosbsin ds (v Zyp — U z;) — o805 co8ds (q+ uzy +v2y)
+ sin 0, (qzx +uzxz; +vz;zy)

Cs(u,v,q) = —cosbssin g (—u 2+ qz z;) — cos 0, cos ¢ (v z; —k; 2y z’y)

+ sin 6 (v 25 2

y—UZyZ;)

Los coeficientes B;, usados en los canales de polarizacién cruzada, son los siguientes:

Bi(u,v,q) = cos0ssin ¢g (1 — 2z z;) — 2y (sin 05 + cos b cos ¢ zg)
Ba(u,v,q) = cosO{—sinb (qz, + uzy 2, + vzy 2,) + cos b [ucos ¢ (2, — z)
+ sin ¢ (q + uz; + Uz;)] }
+sin 6 {gsin b (2, 2, — 2y 25,) + cos O [— cos ¢ (uzy 2, + qz, + vzy 2,)
+ sin ¢ (qz;, + uz, zufc + vz, z;)] }
Bs(u,v,q) = (sinfs — cosbsz}) [sinf (uzy — v 2z) + cos s cos g (v — q 2zy)
+ cos O sin ¢ (q 25 — u)]
By(u,v,q) =z, cos s (sind — z, cos ) — sin g, (cos @ + sin 6 z;, + cos 0 z, z,)

Bs(u,v,q) = sings (q +vzy + uz;) — COoS ¢s v (z; — zx)

Be(u,v,q) = z,[cos ¢s (u— qzg)+sings (v —qz,)]
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Donde g = v k% — u? — v? y las derivadas direccionales estdn dadas por
ksz +u ksy +v — siz>27
Zx = ) Ay =
ksz:Fq ksz:Fq + siz< 2

Z/ :k1x+u zZ,
T ks tq’

, kit + siz> 2
Y ks tq

— siz<Z

Los coeficientes C; y By se obtienen al cambiar ¢ por ¢; = Vek? — u? — v2.

B.2. Expresiones para el campo de Kirchhoff

Tanto en las ecuaciones (3.4) como en (4.38) y en (4.39) usamos la expresién completa
para los campos de Kirchhoff. Usamos la siguiente notacion: a; da los coeficientes que son
proporcionales a la derivada z;; cuando 7 = 0 son los coeficientes que no estan multiplica-
dos por derivada alguna. Los coeficientes a;; son los coeficientes que multiplican a z; z;. A

continuacién listamos los coeficientes para cada canal.
= Canal HH

ao = [(1+ Ry)cosfy — (1 — R.)cos 6] cos ¢ bp = A (cos B + cos ) cos ¢s
a; = [~ (1+ Ry )sinfs — (1 — R )sinf cos ¢;]

ay = — (1 — Ry )sinfsin ¢

by = A (sinfs — sin§ cos ¢y)

by = A sinfsin ¢y

Ape =0
axy = (RL + R”) [cos 6 + cos Bs(sin? 6 — cos? 9)] sin ¢
Qyy = (RJ_ + RH) [sin2 0 — cos B cos pgs — cos? 0 cos O, cos gzﬁs}

A+ A”) [cos 0 + cos O, (Sin2 0 — cos? 9)] sin ¢
A+ AH) [sin2 6 — cos 0 cos ¢ — cos? 6 cos B cos (;55]



178 Coeficientes del IEM

s Canal VV

ap=[-(1+ RH) cosfs + (1 — Ry) cos ] cos ¢, bo = —A (cos 8 + cos f;) cos &

a; = [(1+ Ry)sind, — (1 — Ry) sin 6 cos ¢, ] by = A (sin 6 + sin 6 cos )
ay = — (1 — Ry) sin 0 sin ¢, by = Aj sin 0 sin ¢
Opy = 0

azy = (RL + R))) [~ cos ) — sin 0§ cos ] sin ¢,
ayy = (RL + R)) [cos ¢ (cos 6 + cos 0) + sin 0 (cos 0 sin 05 + cos 0 cos ¢ )]

bpr =0
by = (AL + A”) [— cos O — sin 0 cos 6] sin ¢
byy = (AL + A)) [cos ¢s (cos @ + cos 0) + sin 0 (cos 0 sin s + cos 0 cos ¢ )]
= Canal VH
ap = (1 — R)sin¢gs + (1 + R ) cos s sin ¢ bp = A (1 4+ cos ) sin ¢4
ay = (1 + R)sin 6 sin O cos 04 b, = Asin6 cos b sin ¢,

ay = (14 R) [cos 0 sin O + sin O cos O cos ¢] by = A (cosfsinf, + sin 6 cos 0, cos ¢)

7

Ay = % (RJ_ + RH) (— cos s cos> 9)
Ay = % (RL+ R”) [2sin ¢ cos? 6 — cos P cos B cos  — sin 6 sin b

—2cosfsin 0 (sin 0 cos 5 cos ps — cos O sin O5) + cos 6 cos O cos o]

Qyy = % (RJ_ + R”) [— cos ¢s — cos 0 cos O sin ]

bpw = % (AJ_ + A”) [— COS (s COS> 9]
bey = % (AL + A”) [2 sin ¢, cos? § — cos ¢ cos O cos O
—sinfsinfs — 2 cos O sin f (sin 0 cos O cos ps — cos O sin b,) + cos O cos 5 cos @]

byy = % (AJ_ + A”) [— cos ¢s — cos O cos O sin ¢s]




Calculo de valores medios

Para el célculo de valores medios usamos el siguiente resultado fundamental (para

distribuciones gaussianas):

foxp [ ¢ 20) £@.0)y =exw |- [acac’ fa0potc. ) 1)

donde p(¢, ") = (2(¢)2(¢")) es la funcién de autocorrelacién de la variable aleatoria

z(0)-

Por ejemplo, si queremos calcular el valor medio de e**%(*)

es f(z,{) = ké(z — ():

la funcién que debemos elegir

fexp b)) = (oo 1 [ dc2(0) koo - )| )
fexp k() = exp | [ da ko - 0 p(6.") kota — ')
(exp [t (z)]) = exp [-ék%(@)} — exp [—;k%ﬂ] (C.2)

donde usamos que p(0) = o2 es la desviacién estandar de la variable z(x).

Calculemos ahora el valor medio de la exponencial en dos puntos distintos: eth(z(x)=z(2))

La funcién a elegir ahora es f(x,2’,() = k[0(z — () — d(2’ — ¢)]. Por lo tanto,

(oxp 0 [260) — =) = (oo [ [ a0 510 - ) - ota' - )] )
= oxp {3 [ dac k15t €)= 6"~ O] e, koo — ) o1’ <]}

a

(exp (i [#(z) — 2(2'))]) = exp [—k%—Q <1 - p@f))] (3)

1az(z)—b2' ()

Ahora podemos introducir una derivada: e I. La funcién que debemos usar

es f(z,¢) = ad(z— ) +b Lz — Q).
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(exp [1 (az(z) — bz'(2))]) =
—exp |- [acas (aste- 405500 ) 6.¢) (a0 =)0 5 o= )]
(exp [1 (az(z) — b2'(z))]) = exp [—; (a®0® + 2ab p,(0) + pr;’z(O))} (C.4)

si consideramos una funcién de correlacién par, la primer derivada evaluada en el origen

se anula; por lo tanto nos queda

(exp [1 (az(z) — b2'(x))]) = exp [—; (a202 + prgx(O))] (C.5)

si la derivada estuviera evaluada en un punto direrente, el término con la primer deriva-

da de la funcién de correlaciéon quedaria evaluado en la diferencia de puntos y no en cero:

(exp [1 (az(z) — b2'(z"))]) = exp [—; (a202 + 2ab pl(x, 2") + b2pgx(0))] (C.6)

Por 1ltimo calculemos lo siguiente:

(exp [ (a20) = asla) + 02) — 0 @) = exp | =3 [ A Foa's€) 6.6 Sl

siendo f(z,2';¢) =a [0(x — ) — (' = )] +b [%5(3@ —() — %5(3:’ —¢)]. Lo que nos

queda es,

(exp [i (a2(0) — as(e’) + b/ (@) — b/ (@)]) =

= exp [—a® (p(0) — p(z — &) + 2ab ply (x, 2") = b* (0, (0) — Py (z,2"))]  (C.7)

En el término que es proporcional a 2ab usamos es hecho de que la derivada respecto a
variables distintas tienen un factor (—1) de diferencia: pl,(z,2") = —pl, (x, z’).

En todos estos cédlculos tomamos la derivada siempre respecto a la misma variable. Pero
podriamos querer calcular el valor medio con derivadas de z(Z) tanto en z como en y. En

este caso calculariamos lo que sigue:
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(oxp [1 (a (@) +b2L(a) + e (2))]) = <exp [z/d ¢ (¢ ]>
8
dy

con g(¢,z) =ad(x— () 0y — ) +bd(y— C2) 26(x— ) +cd(z—(r)

resultado que obtenemos es el siguiente:

3y —¢2). El

<exp [z (a 2(z) + b2 (z) + cz/y(az))D = exp [—; (a2 p(0) + b2 o (0) + c? p/y'y(()))} (C.8)

los subindices en p indican respecto a que variable debe derivarse. Para obtener este
resultado hemos supuesto una funcién de correlaciéon con simetria polar, en cuyo caso la

derivada cruzada en el origen se anula.

C.1. Términos del campo medio en el modelo de capas

Las ecuaciones (4.41) y (4.49) muestran los campos medios que se deben calcular para
obtener el coeficiente s° en el modelo de capas. Vamos a usar la siguiente notacién: cj =
a;j+b; D e%; las derivadas segundas en el origen son a = p//,(0), 8 = Py (0) v v = piz, (0);
I' = 02¢k, pl,. Queda implicita la dependencia espacial de la funcién de correlacién, de sus

derivadas y del factor I'.

A continuacién listamos términos necesarios para calcular la varianza del campo medio.

<eikzzcz- ZZ> = ag e 297k | D o= 507 ((kstr)*+ag?) [bo +1€(a by + 5 by)] (C-9)

<eikzz Cij Zi zj> — 29K 52 [ aze + B ayy + 7 azy]
teD 37 ket n)? o5 a2 [0 (1 — ag20%) + byy (B — 12E%07) + Y byy (1 — a€20?)]

(C.10)
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<eikz(z_z/)ci c; 2 z§> =

= e o k:(1-p) [ag + 0® (a2 plfy + af py + 2000y p,y) ]

1o 0? (k) (1=p) ;—0? €% (a=p!l,,)

{(b5 + 200 by 0 € (plly — ) +2boby o E (plhy — )

by 0® [(1 =200 ) plly — a® o> ] + b2 [l — 2y 0> 20l — 7 0 €7
+2by by o” [(1— a0 &%) pllyy =70 & pliy +ay o 7]}

+ef§a 2 [k2+(kz+r)2—2kz (ko +k) ] —tac?e? {ao b (e—mDe—F + emDeF)
+ag by o [e"Pel (—at + k. p) — e " Pe T (at + k. pl)]

tagbyo® [ Pel (—v &+ k. pl) — e Pe T (v €+ k. p))]

+2a, by 0% [(1— ao? &)l cos(kD) + 21 (k, + k) a0 pl, sin(kD)

Z

+2a, b, 0* [p ' — VO 2¢2 Py c08(KD) + 20 (k. + k) v o2 p, py sin(kD)]
)

+2ay by o [0, /y/ v &2 pll s cos(kD) + 20 (k, + Ii)’}/0'2fpy sin(kD)]

2

+2ay,b,0 y — Qo 2¢2 Py c0s(KD) + 21 (k. + k) o€ pl Py sin(kD)]} (C.11)
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<elk2(27'zl) CiCly, %i %) Z;c> -
Ck202(1—
— e kzo7(1 p)k:z o? [— (a3 Qgy O+ Gz Qzy Y + Ay Qyy ) pfp — (Qy Qg O + Ay Qzy Y + Ay yy ) p;}
Lo (ketr)? 0% (1=p) =0? € (a=pl] /) ;2
{bo by [a(a o2€? — 1)@52 PPt —2q 02 el +2a0%¢ (k, + k) p'x}
20.2 /!
00 by [0 €2 = 1) 7t — 02 €2 (3 pllys + aplyy) + 02 E (ke + ) (10, + )|
20.2
+bo byy [a(a02§2 —1)e Plrat — 2~ 02 §2p 42702 € (k. + k) p;]
+bg byy |02 02 E2(1 — ac? E2)e Erll _3a0 2¢2 (1 —a02§2) Pl
—ao? (1+aoc?&?) (k. + &) pl]
tho bay [ay 02 E(1 — a0 )8 Tl — 25072 (1 - a0?€2) pl,
—ao?&® (1-ao€2) Prry —yo? (k. +K)pl, —ao? (kz—f-li)p;]
by by 00?35 =12 2 €2)e” T — 0262 (8- 4202 €2)
—270"¢" (1-ao®€2) py — 0 (v7 08" = B) (h: +K) p, — 2av0" (ks + k) p)]
by bas [0y 2 E(1L— a0?€)e P 4 205002 Pl — a0 € (3— o) ol
—2av02 € (k. + K)pl, — ao? (1- aazﬁz) (k- + k) p,]
by bay (1202 €1 — a0 €)es T P 492 0 €2 Pl — a0 €l
—270°¢(1— &) plfy =72 0 & (ke + k) pl, — 707 (k= + ) )]
[ 2 52 1
by byy |07 6(8 =72 0% €)et T e = 2707 €y — 0% € (B - 397 0% €2)

—0? (B+720%€%) (k= +w) py ]}

—|—e’§” 2 [k2+(kz+r)—2k= £ p] —*@0’2522 4

{aobes [200? Ekx (3 — a0?€?) pl, sin(kD) — ao® (1 — ao?&?) cos(kD)]

+agbey 2007 €k (B+27 =202 &%) p), sin(kD) — o* (B — 7% 0* &) cos(kD)]

+ag byy [210° £k (v 0, + ap)) sin(kD) —yo® (1 — ao®&?) cos(kD)]

+ay by [ (aa 52 3) plly cos(kD) +1a (ks + k) (1 — a0? &) pl, sin(kD)]

+ag byy [(75 ao?€? = 2)pgy — a&pyy) cos(kD) + 1y (ks + k) (1 — ao?€?) pl, sin(kD)]

+ag byy [((y — B)Pler — 2vE ) cos(kD) + (ks + k) (B =77 0 &%) pl, sin(kD)]

tay bee [ (ao’ ¢ 3) Py 08(kD) 41 (k + k) (1 — a0” &%) p), sin(kD)]

taybey [(VE(@o® E = 2)pl, — alpl),) cos(kD) + vy (k + k) (1 — ac?€%) p, sin(kD)]
(€0 0% €% = By — 27E pyy) cos(kD) +alks + k) (8 — 7 0 €?) py sin(kD)] }

(C.12)

+ay byy
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)
<6kz(z ) cij ¢ zi 2 7 Zl/> -

k2 o2(1—
e ke (1=p) 54 [aQaix+ﬂ2a§y+2a/6’amayy+2a’yama$y+25’yaxyayy]

4o (k=tr)? 0 (1=p) o0 & (a=pl,)) 54

{12, [0 (1-a0?e®)’ —1a0® E (1 - ac® &) 4l |

102, (812026 + 492 gy + 4702 €2 (8= 72 02 €) ol |
+02, [72 (1—ac??)’ —20% 2 (3—2a0%€2) ply + a2l
+2av0° (2 - a0’ &) pll,]

+2byg by [a’y (1-a0®®)’ + a0 (5-2a0°E2) ply + 0?0 (3—ao®&) gl
tayo?é(1—ao®&®) (k. + k) pl, —a® 0”& (1 — ao® &) (k. + k) ]

+2bug by [ (1= ao® &) (B0 &) +2a0° & (B—~"02E%) plly +2av0°E (3—aac®&?) pl,
+200% ¢ (B—7"0%6%) (k. + k) pl, —2av0° £ (1 — a0’ &%) (k. + k) py]

F2buybyy [Y (1= a0’ &) (B—720"&) + 702 (B—7"0E%) pll +2a0” ),

+0? & (A +aB—3av’ 0 &%) pl, + 707 E (B =770 &%) (kz + K)ply

—1-02{2 (272 —aB-ay? ) (ks +H)p;,]}

+e [k H(kztr)2—2k, (kz—l-n)p] —7aa 52

{axw bxac [Oé2(1 _ OéO'2 52) ( 1D eF + eme efl_‘) + 2a2 0_251{:2 plx (emD eF _ eme efl_‘)]

+axx oy [ a0_2 62) ( kD eF +e —kD efl") + Olo'ngz(’Y p?p + O[p;/) (emD eF . eme 671")]
_’_amg » [a ﬁ 72 0_2 52) ( kD GF +e —ikD G_F) + 20&’}/0'2§kiz p; (emD GF . e—mD B_F)]

+axy bzx [O[ 010'2 52) ( 1D GF + e—mD G_F) + 20[,70_26]{;2 P; (6MD el" _ e—mD e—F)]
+axybzy [ —ao 5 )(mDeF_i_e D F)-I—WUQ&]CZ(’Y,OQC-I-O&;);) (emDeF_e—mDe—F)]

Fagy by [Y(B =770 &) (P e + e P e ) + 2920 E k. pf, (P e —e P e

+ayy bia [O&ﬁ 1 —ao 52) ( 1D er + e—lHD e—F) + 2@,80'2§kz p;; (ean €F . e—an G_F)]
—i—ayy zy [5,}/ —ao? 52) ( D €F +e —wwD efl“) + 50'26]%(7/); + BP;) (emD eF - eme e—I‘)]
+ayy Yy [ﬁQ 1— Yo 52) ( kD €F + eme efl“) + 2/8702§kz p'y (6mD 61" - eme 671‘)]}

(C.13)



Variables de Grassman

Las variables de Grassman se definen mediante las siguientes reglas:

» Dos variables anticonmutan: {£,n} = 0; esto implica que ¢2 = —¢2 = €2 =0
» Primer regla de integracién: [ d§ =0

» Segunda regla de integracién: [ d&; & = di2

Estas reglas permiten exponenciar un determinante:

Det(M) = / d2¢ dPn € M

= /d& d&s dm dng exp [§1 Miym + & Mg ne + §o Moy my + 2. Moz o]

1
= /d& d&o dny dno [1 + & Mijn; + 3 (& Mijn;)” + O(2N + 1) + O(2N)

Usando las reglas de integracién es inmediato ver que [d& d&adnidnl = 0y que

[ d& d&a dmy dna & M m; = 0, porque siempre faltan dos variables sobre las cuales se aplica

la primer regla de integracion.

En el término de orden dos sélo quedan los factores que contengan a todas las variables

(los demds se anulan debido a la primer regla de integracién):

1
/dfl d&o dmy dnp 3 [§1 M1 1§ Maga g + §2 Moo o &1 My m
+&1 Mo m2 & Moy 1 + Eo Moy m &1 Mia o]
= MH M22 — M12 M21 = Det(M)

Donde se usé la regla de anticonmutacion para obtener la ultima igualdad.

(D.1)
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Los términos de orden 2N + 1 se anulan porque siempre queda un término de orden uno
sobre alguna variable y la integral sobre ella se anula. Los términos de orden 2N se anulan
porque &2 = 0.

Por lo tanto, el inico término que resulta no nulo es el de orden dos que contiene a

todas las variables y que es igual al determinante que estabamos calculando. Entonces,

Det(M) = / d2¢ dPn et Mn (D.2)

En el Capitulo 6 usamos estas variables para exponenciar el determinante que proviene
de realizar un cambio de variables (funciones) en la distribucién de probabilidad del campo

estocastico ®:

Plo] = /DeP[e] 5[®, — @]

donde @, es solucién de (A — €)@ + j = 0 para alguna realizacién de €. Si se hace el

cambio de variables

P —P=0—> (A—e)®+j=0

el Jacobiano que se obtiene es

1) )
A=+ j) = —

Por lo tanto, la distribucién de probabilidad para ® resulta

P[P] = /DGP[E] le| 6[(A — €)P + j]
P[] = /DED"L/J Ple]eel exp 1) (A — €)D + §)]
Plt] = [ DeDy DDy DL Dy I exp ot (A — 0 + )] explen exp [¢1 1]

Este es el resultado que hemos usado en (6.23) para escribir, a través de integrales
de camino, la distribuciéon de probabilidad del campo estocdstico que se propaga por un
medio material con inhomogeneidades dadas por la naturaleza aleatoria de la permitividad

dieléctrica e.
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